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INTRODUCCION

En la practica docente, con estudiantes de la Preparatoria Agricola de
la Universidad Auténoma Chapingo, en sus tres niveles de bachillerato, se
ha podido observar que, un problema fundamental que enfrentan el
docente y el alumno, es el proceso ensefianza-aprendizaje del algebra,
durante el primer aiio de la preparatoria. Sin duda alguna, esta materia
constituye un filtro sorprendente, ya que, en estos cursos es donde existe
un mayor indice de reprobados, y por lo tanto, una mayor incidencia de
bajas escolares. Esta situacion, es preocupante ya que se pudiera pensar,
que por el hecho de estar becados la mayor parte de los estudiantes
(becados internos, 30%; becados externos 40%) Alanis et. al (1995), se
sitian en mejores condiciones para el estudio de tiempo completo, y por
tanto, su rendimiento deberia ser a buen nivel, sin embargo, en la practica
no es asi, ya que la eficiencia terminal de los estudiantes de preparatoria es
del 50%, siendo las materias de matematicas las que més contribuyen a
esta desercion y en concreto las de algebra de los dos primeros semestres.

Multiples han de ser los factores que influyen en el estudiante
(sociales, econdmicos, psicoldgicos, etc.) que propician la reprobacion de
los cursos de matematicas, sin embargo, el factor ensefianza-aprendizaje,
es de fundamental importancia ya que, contribuye a acrecentar alin mds
dicho problema.

Evidentemente, las materias de matematicas en general son dificiles
para los estudiantes en los diferentes niveles en que se imparten, Para darse
una idea de ello, basta observar los indices de reprobacion de éstas en los
diferentes planteles educativos. En el caso de la Preparatoria Agricola de la
Universidad Autonoma Chapingo, las materias de Algebra ocupan el
primer lugar de reprobacion con respecto a las demds dreas. Es por esta
razon, que los docentes debemos poner un mayor énfasis en su ensefianza.

Cada tema de los cursos mencionados, reviste una gran importancia
debido a sus respectivos problemas de ensefianza aprendizaje. Sin
embargo, el tema de ecuaciones lineales, es uno de los que mas
dificultades presenta a los estudiantes ya que, la mayor parte de ellos no
tienen una idea clara de lo que es una ecuacion lineal, tampoco el porqué
es necesario comprender ciertas propiedades de las ecuaciones que
permiten establecer el valor de la incognita, aunado a esto esta el problema
de la variedad de los tipos de problemas que se les presentan para resolver.



Siendo Ia comprension del concepto de una ecuacion lineal y su
resolucion uno de los temas fundamentales de las matematicas en el nivel
bachillerato, es necessrio que el alumno comprenda los aspectos
conceptuales relevantes pero, no de forma mecénica y memoristica, ya
que, esto los conduciria a repetir esquemas rigidos que poco contribuyen al
pensamiento flexible.
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I ANTECEDENTES Y MARCO TEORICO.

11 LA ECUACION LINEAL Y SU RESOLUCION.

Los profesores José Mestre y William Gerace (1986), realizaron un
estudio, con diferentes grupos de estudiantes de Ingenieria en sus primeros
semestres, donde se les planted la solucion de tres tipos de ecuaciones
lineales elementales.

Este estudio tendiente a observar los diferentes problemas de la
interpretacion de la ecuacion y su solucion fue un acercamiento interesante
al plan de resolucion de una ecuacion lineal.

En su investigacion, los profesores Adolf Afekenstam y Karl Greger
(1982), proponen un test para nifios de 9 a 13 afios de edad, en donde
incluyen problemas de nimeros enteros, adicion, multiplicacion.

En esta investigacion, observaron los factores que influencian la
facilidad con la cual los nifios de esta edad resuelven los problemas, paso
por paso; resuelven ecuaciones lineales muy elementales, pero desde el
punto aritmético sin la necesidad de plantear formalmente la ecuacion, no
introducen ninguna metodologia algebraica para la bisqueda de la
incognita, sino que la solucion la dan en términos de razonamientos mas
que de operaciones.

Otra investigacion muy importante, es la realizada por el profesor
Floy Vest (1973), ya que en dicha investigacion, se sientan las bases para
la comprension de las ecuaciones lineales y su resolucién; estableciendo
como se relacionan los modelos matemdticos en las ecuaciones;
desarrollando cuatro conceptos generales en tomno a las ecuaciones y sus
modelos. Sin embargo, sus modelos los plantea a nivel de los nimeros
enteros y para estudiantes del nivel primaria

En este trabajo también plantea ecuaciones sencillas con nlimeros
enteros y a través de operaciones y sus inversos, da soluciones muy
elementeles.

Booth (1981), plantea una serie de test, para alumnos de 13, 14 y
15 aftos de edad, sobre la resolucion de ecuaciones lineales elementales y
el nivel de comprensién de las variables 6 incognitas que intervienen en
ellas. En algunos problemas la solucién se da por tanteo, asignando una
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serie de valores y observando que algunos de ellos resuelven el problema,
en otros es necesario que el estudiante plantee un procedimiento general de
solucion ya que, la prueba y el error no es un método muy econdmico para
conocer el valor de la incognita.

Un trabajo, que sin duda es el mas relevante en cuanto a que
especificamente habla sobre el significado de una ecuacion lineal y el
método de resolucion, es el elaborado por Nicolas Herscovics y Carolyn
Kieran (1980), donde hacen una referencia inicial de que en muchos libros
de texto se introduce el concepto de ecuacion a través de la resolucion de
problemas, y no dudan del manejo algebraico del estudiante, sin embargo,
para muchos estudiantes el trasladar un problema verbal, del lenguaje
comin al lengusje algebraico es trasladarlo a un lenguaje desconocido;
estos autores también presentan una forma de abordar las ecuaciones sobre
una construccion explicita, basada en la aritmética.

De igual manera, presentan la forma de como los estudiantes
pueden construir ecuaciones por medio de las identidades aritméticas, y
también presentan la distincion entre una ecuacion en aritmética y una
ecuacion en dlgebra, ademas de un método para la resolucion de las
ecuaciones de una forma natural, aplicando las propiedades de la igualdad.

Especificamente hablando de la resolucion de ecuaciones, por
estudiantes que inician el estudio del algebra, Rojano (1985), sefiala que el
paso de la resolucion de ecuaciones de la forma: x + a = b, a la solucién de
las de la forma: ax +b = ¢x + d, no es inmediato ni espontineo y que es
muy comun que ellos utilicen el ensayo y el error, asignando diferentes
valores a las diferentes apariciones de la incdgnita especifica en una misma
expresion (polisemia). La polisemia, sin embargo, puede evitarse cuando
se aclara a los alumnos, de manera explicita, que todas las apariciones de
la incognita especifica, representan el mismo valor (Herscovics y
Linchevski, 1991). |

La ensefianza tradicional que tiende a desarrollar y fortalecer las
habilidades manipulativas, no parece ser adecuada para ayudar a los
alumnos a superar las dificultades que tienen en el manejo de o con la
incognita especifica, y no puede esperarse que los estudiantes superen estas
dificultades espontineamente, por lo que la tarea educativa es ayudarlos a
superarlas. Rojano (1985).
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Distintos acercamientos se han usado para ayudar a los estudiantes a
superar las dificultades que tienen para operar con la incognita especifica,
Filloy y Rojano (1989), por ejemplo, uso de modelos concretos (el modelo
geomeétrico, el modelo de la balanza). Con el uso de estos modelos, se
encontrd que las intervenciones de ensefianza eran cruciales para ayudar a
los alumnos a progresar desde el modelo a la construccién de nociones
algebraicas.

También se encontré (Herscovics y Linchevski 1991), que la
instruccién individualizada, disefiada especialmente para ayudar a los
estudiantes a superar las dificultades para operar con la incdgnita
especifica, puede llevarlos a adquirir la capacidad de agrupar términos
similares en una ecuacidn. Sin embargo, se observd que las dificultades
persisten cuando tienen que operar con incognitas de coeficiente unitario y,
por lo tanto, no explicitamente sefialado. (Rojano, 1985).

Otro aspecto que puede ser crucial tomar en cuenta para ayudar a los
alumnos a trabajar con la incognita especifica, es buscar en los
antecedentes de los nifios una base cognitiva sobre la cual construir el
conocimiento nuevo. Ademds, indicar explicitamente el marco de
referencia y pedirles que respondieran “en élgebra”, fue un elemento
esencial que ayudo a los estudiantes a pasar de un contexto aritmético a
uno algebraico. Estos resultados indican que para los que se inician en el
estudio del algebra puede ser crucial saber con claridad el contexto
matematico en el cual se espera que trabajen. (Chalouh y Herscovics
(1988).

1.2 APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO

La esencia del proceso aprendizaje significativo, reside en que, ideas
expresadas simbolicamente son relacionadas de modo no artibrario y
sustancial ( no al pie de la letra) con lo que el alumno sabe (Ausubel etal,
1995). Sila intencién del alumno consiste s6lo en memorizar arbltrana y
literalmente, tanto el proceso de aprendizaje como los resultados del
mismo, estos serdn mecénicos y carentes de significado. Por e]emplo la
memorizacion mecdnica de definiciones, de conceptos o proposnclon&s sin
el reconocimiento del significado de las palabras de la definicion, Un
estudiante podria aprender la ley de Ohm, la cuél indica que la comente en
un circuito, es directamente proporcional al voltaje, sin embargo, esta
proposicién no sera significativamente aprendida, si el estudiante no sabe
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el significado de los conceptos: corriente, voltaje, resistencia y
proporciones directa e inversa.

Sobre este punto mencionan que todo el aprendizaje en el salon de
clases puede ser situado a lo largo de dos dimensiones independientes: la
dimension repeticion-aprendizaje significativo y la dimensién recepcion-
descubrimiento.

El aprendizaje por recepcion, es el tipo de aprendizaje en el que el
contenido total de lo que se debe aprender se presenta al aprendiz mas o
menos en su forma final, el Unicamente necesita relacionarlo activa y
significativamente con los aspectos relevantes de su estructura
cognoscitiva, y retenerlo para el recuerdo o reconocimiento posteriores,
como una base para el aprendizaje del nuevo matenal.

El aprendizaje por descubrimiento, es el tipo de aprendizaje en el
que el contenido principal de lo que sera aprendido no se proporciona (o
presenta), sino que debe ser descubierto por el aprendiz, antes de que
pueda asimilarlo en su estructura cognoscitiva.

Sin embargo, ni el aprendizaje por recepcion, ni el aprendizaje por
descubrimiento son absolutos. Mds bien, se pueden situar en un continuo
recepcion-descubrimiento. Por razones logicas, la mayor parte del
aprendizaje en el salén de clases, especialmente el de los alumnos de
mayor edad, es aprendizaje por recepcion.

El aprendizaje significativo por recepcion involucra la adquisicion de
significados nuevos. Requiere tanto de una actitud de aprendizaje
significativo, como de la presentacion al alumno del material
potencialmente significativo. Este tipo de aprendizaje es importante en la
educacion, porque es el mecanismo humano por excelencia, que se utiliza
para adquirir y almacenar. conocimientos. »

Aprendizaje significativo no es sinénimo del aprendizaje de material
significativo. En primer lugar, el material de aprendizaje es sélo
potencialmente significativo (tarea de aprendizaje que puede ser
significativamente aprendida tanto porque es logicamente significativa,

como porque las ideas relevantes estin presentes en la estructura

cognoscitiva particular del aprendiz). En segundo término, debe estar
presente una actitud de aprendizaje significativo.
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La facilitacion del aprendizaje es tan solo uno de los fines propios de
la ensefianza. Esta no es un fin en si misma, a menos que los alumnos
aprendan;, y aunque el fracaso de éstos en aprender, no indica
necesariamente la competencia. del maestro, aprender sigue siendo todavia
la tinica medida factible del mérito de la ensefianza.

El aprendizaje del material de la mayoria de las materias de estudio
supone que la adquisicion de conocimiento es un fin en st mismo. También
supone que aunque los estudiantes deben, en el andlisis final, asumir la
responsabilidad por la direccion guiada de aprendizaje, la escuela no puede
renunciar a su responsabilidad por la direccion guiada del aprendizaje.

El profesor debe asumir el cargo de presentar a los estudiantes los
materiales de aprendizaje que sean substancialmente validos y
pedagogicamente apropiados, ademds de idear los materiales de
aprendizaje y los métodos de ensefianza que estén apropiadamente
situados en el continuo repeticion-significativo 'y  recepcién-
descubrimiento.

En el aprendizaje en el salon de clases, el aprendizaje significativo es
mads importante, con respecto al aprendizaje por repeticion, de la misma
manera que el aprendizaje por recepcion, lo es con respecto al aprendizaje
por descubrimiento. Por ejemplo, el realizar experimentos de laboratorio,
a la manera de una receta de cocina, sin comprender los principios
metodologicos y sustanciales subyacentes que intervienen, tiene poco de
método cientifico, tampoco “descubrir” las respuestas correctas a
problemas de matematicas y de ciencia sin entender lo que realmente se
estéd haciendo, ayuda mucho al conocimiento o a la habilidad para resolver
problemas, ya que el estudiante logra esta “proeza” aprendiéndose de
memoria “problemas-tipo” y procedimientos mecanicos, para manipular
simbolos algebraicos.

Finalmente, debemos tener en cuenta que en el proceso ensefianza-
aprendizaje en el salon de clases, ensefiar y aprender no son
coextensivos, pues enseflar, es tan solo una de las condiciones que
pueden influir en el aprendizaje.  Asi pues, los alumnos pueden
aprender sin ser ensefiados, es decir, ensefiandose a s mismos; y por otro
lado, aunque un maestro sea muy competente, no se logrard forzosamente
el aprendizaje, si el alumno es desatento carece de motivacién o ésta
cognoscitivamente impreparado. Bntonces, no siempre se puede decir que

“el niffo no aprendié, porque el profesor no le ensefié” . (Idem.)



1

Segun Ausubel (1995), cuando no existen conceptos relevantes en la
estructura cognitiva de un individuo, la informacion nueva tiene que
adquirirse de¢ memoria, siempre que el individuo adquiera nueva
informacion sobre un drea de conocimiento que no tenga ninguna relacion
con la que ya sabe. El aprendizaje signficativo requiere la existencia de
conceptos relevantes (inclusores) en la estructura coguitiva, los cuales se
encargan de asimilar la nueva informacion,

Para establecer la relacion entre la informacion nueva con los
conceptos de la estructura cognitiva, se introduce un concepto inclusor, el
cual tiene la funcion de interaccion en el aprendizaje significativo,
facilitando el paso de informacion relevante,a través de las barreras
receptivas y la conexion entre la informacién reciente y el conocimiento
adquirido anteriormente. Ademsés cuando se efectiia esta conexion, el
concepto inclusor se modifica ligeramente y la informacion almacenada
cambia también de alguna manera. La informacion que se aprende
significativamente se retiene, en general, mas tiempo que la que se aprende
de memoria (la que no esta relacionada con un inclusor) pero con el
tiempo se hace imposible la recuperacion conciente de los elementos
relacionados. Cuando los elementos incluidos ya no se pueden operar en la
memoria, se produce la inclusion obliterativa. Aunque se produzca la
pérdida aparente de un elemento subordinado, la experiencia previa de
aprendizaje significativo ha modificado al inclusor. La informacién que se
aprende significativamente (relacionada con los inclusores de la estructura
cognitiva) se puede recordar, generalmente, durante semanas 6 meses
después de su adquisicion. Sin embargo, el proceso de inclusion produce
una cierta modificacién de la informacion almacenada. Debido a esto, la
informacion que se recuerda puede aparecer de forma ligeramente
diferente a la aprendida al principio. Con el tiempo, la informacion
recordada puede incorporar atributos mas generales del concepto 6 los
conceptos inclusores por los que ha sido asimilada y una vez que la
inclusién obliterativa ha tenido lugar, los mensajes especificos aprendidos
ya no son recuperables.

En caso de que ya existiesen conceptos adecuados en la estructura
cognitiva, los organizadores previos servirian para relacionar el nuevo
material de aprendizaje con inclusores especificos y relevantes. Si no
existiesen conceptos relevantes en la estructura cognitiva, el organizador
previo serviria para afianzar la nueva informacién y conducirla al
desarrollo de un concepto inclusivo que pudiera operar para facilitar el
aprendizaje subsiguiente sobre temas relevantes.
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Los organizadores previos servirian de puente cognitivo para
relacionar facilmente los inclusores relevantes existentes, con el material
nuevo que se aprendiera. Para que los organizadores previos faciliten el
aprendizaje, la informacidn subsiguiente debe ser potencialmente
significativa y los alumnos deben tener predisposicion para el aprendizaje
significativo.

A medida que se han acumulado datos sobre el valor de los
organizadores previos, se ha hecho cada vez mas evidente que la
facilitacion de nuevo aprendizaje, esta en gran medida, en funcion de la
adecuacion de los conceptos existentes en la estructura cognitiva. Es
probable que los organizadores previos actten sdlo en la medida en que
existan inclusores relevantes, y en la que el alumno perciba la relacion
entre los inclusores existentes y la nueva informacion (lo cual requiere algo
més que una simple predisposicion para el aprendizaje significativo). En
pocas palabras, la funcion principal de un organizador previo es salvar el
abismo que existe entre lo que e] alumno ya sabe y lo que necesita saber,
antes de que aprenda con buenos resultados la tarea inmediata.

El verdadero problema del aprendizaje escolar no consiste en si la
informacion nueva se va ha aprender significativamente o de manera
totalmente memoristica; el problema se centra en el grado en que el nuevo
aprendizaje es significativo. Deberia conservarse la idea del aprendizaje
memoristico, solo en situaciones de aprendizaje en que la adquisicion de
nueva informacion, tiene lugar relacionandolo con elementos relativamente
poco importantes de la estructura cognitiva. El aprendizaje memoristico se
produce cuando no se realiza ningun esfuerzo conciente, por asociar el
nuevo conocimiento con una estructura de conceptos que ya se
encuentren en la estructura cognitiva, por lo que el aprendizaje se produce
de forma memoristica o de modo significativo, dependiendo de la
predisposicion del alumno hacia la tarea de aprendizaje y del grado en que
se hayan desarrollado conceptos relevantes en la estructura cognitiva.

El aprendizaje significativo tiene tres ventajas sobre el memoristico;
se retiene por mas tiempo; la informacion incluida produce una
diferenciacion progresiva de los inclusores, lo que aumenta la la capacidad
para aprender después de manera facil otros materiales relacionados; la
informacion que se olvida después de que se haya producido la inclusién
obliterative. deja secuelas en el concepto inclusor facilitando de esta
manera el aprendizaje de nuevos matenales relacionados, incluso después
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de que se haya producido el olvido. La informacion aprendida de memoria
inhibe el aprendizaje subsecuente de otra informacion similar.

1.3 LAS METAFORAS EN LA EDUCACION MATEMATICA.
“.Las metaforas son operacionales: operan en la mente del alumno
para lograr el aprendizaje”, Carrol, Mack (1985).

De acuerdo a la anterior definicion, las metaforas son proposiciones
basicas de comparacion que pueden ecstimular los procesos de
razonamiento.  Esta definicion reine los aspectos operacionales y
estructurales y se refiere a las metaforas como una forma de pensar, que
asocia los conceptos y las relaciones entre estos, y proyecta las propiedades
de los objetos animados e inanimados en otros. Tienen dos funciones
basicas complementarias: iniciar los procesos de razonamiento y
comunicar los conocimientos. (Wenzelburger, de Olaizola, 1994)

Las metaforas son proposiciones de comparacion como ya se
menciond, que estimulan los procesos del pensamiento activo en el
aprendiz. Este punto de vista estd en armonia con una hipotesis
constructivista del aprendizaje. Los constructivistas creen que los
estudiantes construyen el conocimiento activamente, basado en los
conocimientos ya existentes Duit (1990). Las metéforas sirven como
puentes entre los conceptos nuevos y los ya existentes. (Wenzelburger, de
Olaizola, 1994).

Si comparamos un concepto nuevo con uno conocido, mediante una
metéfora, transferimos lo que ya sabemos a un contexto nuevo. Las

metaforas pueden ser utiles para establecer campos conceptuales

Vergnaud, (1982). Por ejemplo, las estructuras aditivas forman un campo
conceptual y también las estructuras multiplicativas, Diaz (1990).

En la ensefianza de la Matematica, se recurre muchas veces a las
comparaciones metaforicas, en ocasiones en la forma de materiales
concretos. Las variables se comparan con cajas, bolsas o recipientes. Las
fracciones se introducen como operadores que encogen o agrandan los
nimeros. Las operaciones basicas se representan como maquinas en las

cuales se pone un nimero de un lado y sale otro nimero del otro lado, por

ejemplo, si disponemos de una coleccion de maquinas multiplicadoras en

serie, el concepto de nimero primo surge de ésta situacion en forma

e e = e o i
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natural. En general, las funciones a veces asumen el papel de las maquinas
que “convierten” los numeros.

En el contexto de lo que Ausubel ha definido comé organizador
previo (Ausubel et. al 1995) se sittia 1a metafora de la balanza que puede
utilizarse al trabajar con ecuaciones. Al resolver problemas verbales las
ecuaciones son metaforas de situaciones reales, las operaciones se efectian
con las variables que representan los objetos o las magnitudes reales,
metaforicamente.

Il. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

La resolucion de ecuaciones en general y de ecuaciones lineales en
particular, forma parte del contenido de los cursos de Algebra (L,II), y son
pieza fundamental en todas las Matematicas, ya que gran parte de éstas se
cimientan sobre la teoria de ecuaciones, de las cuales las lineales son un
caso particular.

Sin embargo, no sélo la justificacion de la importancia que revisten
en el curriculum escolar de bachillerato, hacen del estudio de las
ecuaciones un tema de fundamental importancia, sino también su dificultad
conceptual y operativa, para los estudiantes ya que, en este tema es donde
el estudiante presenta dificultades tanto en la comprension del concepto de
ecuacion, como en el planteamiento de los métodos de solucién que no
resultan claros para ellos.

El tema de ecuaciones lineales, forma parte del curriculum de
matematicas del tercer afio de secundaria, por tanto, es de suponerse que
el estudiante cuando ingresa al bachillerato ya trae conocimientos previos
en este tema, y por ende esta en condiciones de abordar sin dificultad la
comprension y resolucion de ecuaciones lineales, sin embargo, Ila
experiencia nos muestra una realidad un tanto diferente, debido a que los
estudiantes en general solo resuelven ecuaciones enteras como la siguiente:

2+%x=6

esto es, con la incognita en un solo miembro de la igualdad, siendo més
dificil para ellos, resolver aquellas ecuaciones que presentan un mayor
numero de operaciones, principalmente aquellas con racionales y con las

que tienen la incognita en ambos miembros. Por otro lado, la forma en
que enfrentan la resolucion dc ecuaciones es muy mecanica y 4 un nivel de
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receta, ya que es frecuente observar como la gran mayoria de los
estudiantes aplican el procedimiento de las operaciones inversas para
obtener el valor de la incdgnita, es decir, lo que est¢ restando pasa
sumando al otro miembro, lo que esté sumando pasa restando, lo que esté
multiplicando pasa dividiendo y lo que esté dividiendo pasa multiplicando.
Este procedimiento aunque es practico, deja de lado la parte conceptual
que subyace en esta forma de proceder, a tal grado que los estudiantes
enfrentan de la misma forma problemas como los siguientes:

2x+3=x-2
3(x+2)-x+1=2x+7
Xx-2=x-1

en donde el primer problema si tiene solucién unica, y en los dos ultimos
con este procedimiento “desaparece” la incognita, dificultindoseles las
argumentaciones para explicar este hecho.

Otro enfoque que se le da a la ensefianza de las ecuaciones lineales,
es la presentada en un buen nimero de libros de texto del nivel
bachillerato. En estos libros se introduce primero el concepto de igualdad
entre conjuntos, posteriormente pasan a la igualdad numérica, y con éstos
dos conceptos se define la ecuacion lineal, como una proposicion abierta
en la cual se igualan dos expresiones algebraicas, la cual puede ser
verdadera o falsa dependiendo del valor o valores que se le de a la
incognita. Con estos elementos se procede a definir las propiedades de la
igualdad para aislar el valor de la incognita. Después, presentan el
concepto de ecuaciones equivalentes y por ultimo a nivel de ejemplos, la
resolucion de ecuaciones lineales de diferentes tipos Gobran (1990). Un
inconveniente que se observa con esta forma de presentacion de las
ecuaciones lineales, es que los conceptos se presentan ya definidos y se
corre el peligro de que el alumno los memorice mecanicamente junto con
los tipos de ecuaciones que se les da como ejemplos, de tal manera que al
presentarles alguna variante del mismo problema ya no sean capaces de
resolverlo.

‘Oftro aspecto' que contribuye a la dificultad conceptual de las
ecuaciones, desde un particular punto de vista es, que la mayoria de los
docentes que imparten la materia de dlgebra, en el nivel de secundaria y
algunos otros en el nivel de bachillerato, aplican una metodologia de
ensefianza-aprendizaje generalmente memoristico, mecanico y sobre todo
carente de significado para el estudiante, ya que éste repite los mismos
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esquemas “ensefiados” por el profesor, ademas de que la forma de
presentar las ecuaciones, confunde al estudiante debido a que no les
queda claro, cuando una igualdad es una identidad; 6 cuando una igualdad
es una ecuacion;, 6 cuando se establece una igualdad. Por tal motivo, se
presenta el problema de que el estudiante no sabe que hacer en el
momento de resolver diversos tipos de ecuaciones que presentan variantes
como: la incognita en ambos miembros; ecuaciones con paréntesis,
ecuaciones fraccionarias (con denominadores numericos ¢ algebraicos).

Considerando la problematica planteada en los parrafos anteriores,
en esta investigacion, se desarrolla una propuesta metodologica altemativa
para la ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones linesles y su resolucion.
En esta propuests, se considera la importancia de presentar el tema de
ecuaciones lineales, desarrollando su antecedente aritmético hasta el
planteo algebraico, ya que el conocimiento aritmético, es importante para

que el estudiante por sf mismo desarrolle gradualmente su conocimiento
algebraico.

La propuesta metodologica para la ensefianza-aprendizaje de el tema
de ecuaciones lineales, esta fundamentada en la teoria del aprendizaje
significativo de Ausubel.(Ausubell995). Considerando tambien el modelo
de la balanza (Rojano, 85), la elaboracion de material didactico
potencialmente significativo y la participacion activa de el estudiante
(actitud positiva hacia el aprendizaje significativo). Ausubel (1995).

IL1 HIPOTESIS.

De acuerdo al marco teorico y al planteamiento del problema, se
plantea  la hipdtesis siguiente:

EL APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO DEL CONCEPTO DE
ECUACION LINEAL, Y EN PARTICULAR LA RESOLUCION DE
SUS DIVERSOS TIPOS, SE CONSIGUE MEJOR CON LA
APLICACION DE LA METAFORA DE LA BALANZA, DE MATERIAL
POTENCIALMENTE SIGNIFICATIVO, Y DE LA PARTICIPACION
DEL ESTUDIANTE EN EL PROCESO DE ENSENANZA-
APRENDIZAJE, QUE SIN ESTOS TRES ELEMENTOS.
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11I. METODOLOGIA.

Para investigar los resultados de la aplicacion de la propuesta
metodoldgica en el aprendizaje de la resolucion de ecuaciones lineales se
llevaron a cabo dos estudios, uno de ellos con alumnos de la Secundaria
Federal “Ignacio Ramirez “, de Texcoco (estudio piloto) y el otro con
alumnos de la Preparatoria Agricola de la Umversidad Autonoma
Chapingo (estudio principal).

I11.1 Estudio Piloto.

El estudio piloto se realizo con la finalidad de probar el material de
ensefianza elaborado para la investigacion, verificar el tiempo de aplicacion
del mismo, y de evaluar el nivel de conocimientos previos sobre el tema
a desarrollar (examen de diagnostico). Se llevd a cabo con dos
estudiantes del tercer grado de secundaria, de 15 afios de edad (edad
promedio de los estudiantes del primer grado de la Preparatoria Agricola),
en un salon de clases de la preparatoria Agricola, durante stete sesiones
matutinas de una hora y media de duracion cada una, diariamente y fuera
de su horario normal de clases.

En la primera sesion se aplico el examen de diagnostico, con la
finalidad de observar, si los conocimientos aritméticos y algebraicos
previos de los estudiantes de secundaria, que participaron en el estudio
piloto estaban a un mismo nivel. Porque siendo asi, trabajarian el material
diddctico elaborado para la investigacion con menos dificultades y se
detectarian mejor las fallas del mismo. El examen lo resolvieron en
aproximadamente dos horas. (ANEXO I). ‘

El examen de diagnostico se disefié con reactivos de opcién multiple
y de complementacion, con los siguientes contenidos:

a) Numeros reales.

En este tema se hicieron preguntas sobre aspectos aritméticos, ya

utilizados desde la educacion primaria, y otras preguntas tendientes a
observar la utilizacion por parte de los estudiantes, de algunas de las
propiedades de los nameros reales.
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a) Algebra.

En este caso los reactivos presentados versaron sobre: expresiones
algebraicas, productos notables y factorizacion, asi como ecuaciones

lineales con una incognita (despejes).

A continuacion se ejemplifican algunos de los 54 reactivos del
examen de diagnostico.

a) Nlimeros reales:

1.- ¢, Cual de los siguientes nimeros no es entero?

a) 0 b) 3 c) d) 4
4.- ;Cual de las siguientes operaciones no esta definida para los ni-
meros reales?
2)3+0 b) 30 c) 0/3 d) 3/0 ¢ 03

10.- a+ [ ] =b+ [ ], es conocida como la propiedad
para la multiplicacion de los nimeros reales.

22.- Escribe los factores primos de 120

33.- ;Qué numero puedes usar en ambos cuadros para que la ope-
racion sea falsa? 25+[ | =[]+30-5

a)0 k)5 «¢)25 d) ninguno e) todos

b) Expresiones algebraicas.

1.- Escriba un ejemplo de cada uno de los siguientes términos.
~ a)un trinomio

b) Un binomio

¢) Un monomio

4.- i (1/8)x = 12, entonces x es igual:
a)2/3  b)32 c)96 d)20 e)no se conoce.

5.- El resultado de la Ecuacion: x + 1/x =x - 1/x. es:
2)0 b) 1 ¢) Oyl d)-1 e) No tiene solucion.
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6.- Resuelva la siguiente ecuacion lineal.
Tm-5m="Y%

8.- Si F = GmM/d?, entonces m es igual a:
a) F&¥GM  b)Fd*GM  c¢)F+d¥GM  d) FGM/d® e)Fd*-G

¢) Completa las siguientes expresiones:

4) x2+2xy+y2=( D+ D))'
9) 81x2-49=(9x+D X 7-7)
13) (x+3)/(x+1)+ (x+2)/(x+1) = {(x+3) + (x+2)} / ( [J+[])

(O O/ (Ot )

Los resultados obtenidos en el examen de diagnostico por
estudiantes de secundaria son los siguientes:

1) De los 54 reactivos del examen, resolvieron un promedio de 12

acertadamente, es decir, que el nimero de respuestas correctas estd muy

por debajo de la media. De los 12 aciertos, 9 son de aritmética de los més
clementales, relacionados al uso de las operaciones simples, tales como:
suma, resta, multiplicacion y division.

2) En el plano conceptual, el caleulo del minimo comin maltiplo, el
concepto de nimero primo, y las propiedades de los numeros reales. Son
conceptos que no supieron aplicar.

3) En el plano algebraico, sus dificultades aumentaron
considerablemente, ya que no pudieron realizar correctamente
factorizaciones por término comin, de trinomios y diferencia de
cuadrados. |

4) En el caso de las ecuaciones lineales, no fueron capaces de
resolver correctamente ninguna de ellas.
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Resumiendo, los estudiantes del 3er. grado de secundaria, estdn mas
familiarizados con aspectos aritméticos elementales, que con aspectos
conceptuales, el plano algebraico es poco claro para ellos, lo cual es
explicable porque es en este nivel donde se da la transicion de la
aritmética al dlgebra.

Una vez que se observé que los dos estudiantes de secundaria
estaban al mismo nivel de conocimientos previos, se procedio con la
prueba del material que se aplico en la investigacion.

En la primera sesion, se realizo el experimento de la balanza. Se les
proporcionaron pesas de diferente denominacion (1, 10, 20, 25, 50,100 y
250 gramos) y una balanza, la cual pudieron manipular y observar que
mediante la colocacion de los mismos pesos en cada uno de sus platillos,
se establecia el equilibrio de la misma. Al respecto se les hicieron
preguntas sobre que era lo que sucedia, cuando se sumaban, restaban,
multiplicaban 6 dividian pesos iguales en los platillos de la balanza, Una
vez realizado el experimento, el siguiente paso fue presentar a los alumnos
el matenal didactico elaboradc. (ANEXO II).

En la segunda sesion se les pidi6 realizaran sumas sencillas cémo la
siguiente:
3+6= D

Se les pregunto si esa era la Gnica forma de obtener el resultado (en
este caso 9), la respuesta fué que no, por lo que se les pidié buscaran
otros niimeros que dieran la misma cantidad. Se les pidié que observaran
las cantidades tanto del lado derecho, como las del izquierdo y que las
compararan, al preguntarles que es lo que notaron, contestaron que en
ambos lados las cantidades eran iguales.

Se les planteo una segunda pregunta; ;es la Unica forma de expresar
las dos cantidades?, después de algunos titubeos y de insistir en ejemplos
similares contestaron que no, uno de ellos dijo que el nueve puede
expresarse, como la suma de otros numeros. Ante esta situacion se les
pidi6 que expresaran de manera diferente nimeros dados, expresados
con sumas 6 multiplicaciones en un lado de la igualdad, como los

siguientes:
4+10=_1
[ 1-2+8+5
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Ellos generalmente hacian sumas, aunque se les presentaran
ejercicios con multiplicaciones. Se les pregunto que relacion habia entre el
experimento de la balanza, y las operaciones realizadas en los ejercicios,
contestaron que era la igualdad de cantidades.

La tercera sesién consistio en resolver ejercicios como los anteriores,
con la variante de que ahora ya no se daba algin valor numérico en algiin
miembro de la igualdad, el cudl se pedia que calculara el estudiante, por
ejemplo:

2+ []=5+5

40=4:]

En cada ejercicio se solicitaba al estudiante que obtuviera el valor
numérico de ambos miembros de la igualdad para cerciorarse de la
identidad de valores.

En la cuarta sesion se les presentaron ejercicios similares a los
anteriores, con la variante de que el lugar de el valor numérico que se
desconoce puede ser ocupado por cualquier simbolo, (en el caso particular
se propone una literal) el cual debe ser sustituido por el valor numérico, en
el momento que se calcule por prueba y error. (En este caso por célculo
mental)

2+b=5+5 b=8
3:2+5=10+1 z2=2

En la quinta sesion, se les presentaron ejercicios con fracciones,
como los siguientes:

50/b=10]
Jey+4=5

En éste ultimo los estudiantes tuvieron dificultades ya que, la
solucion no es entera, es una fraccion.

En esta misma sesion se les plantearon ejercicios en los que se
utilizan paréntesis, tales como los siguientes:

4(x-2)=12
5(at2) =atl
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El pnimero lo resolvieron con muchas dificultades y con la ayuda del

maestro, el segundo les fue imposible resolverlo. Sin embargo, ellos
sabian que las literales representaban un valor numérico definido.

Como una alternativa para resolver los problemas anteriores, se les
pidié que recordaran las manipulaciones que realizaron en el experimento
con la balanza, cuando sumaban, restaban, multiplicaban 6 dividian, en
ambos platillos por los mismos pesos, para mantener su equilibrio.

Se les plantearon entonces, ejercicios para que los realizaran
procediendo por la analogia del experimento de la balanza. Por ejemplo:

v+5=8

Dada la sencillez de este ejercicio, los estudiantes sabian que el
valor de Ia literal es 3, y que sumado a 5 da 8 en el miembro izquierdo,
idéntico al 8 del miembro derecho. Partiendo de este hecho y de la
metafora de la balanza, se le restd a ambos miembros de la igualdad el
nimero 5, quedando una igualdad equivalente a la inicial v =3, en la cual
el valor de la Iiteral es ficilmente identificable. Bajo este contexto se les
presentaron una variedad de ejercicios, desde los mas elementales, hasta
los del siguiente tipo:

2%/7 - (5%-30)/16 =(4x+T)/ 14- (x-4)/8

En este ultimo planteamiento transcurrieron las dos sesiones
restantes.

Realizado el pilotaje, se hicieron los ajustes pertinentes al material
elaborado para la investigacion, dichos ajustes fueron fundamentalmente la
exclusion de ecuaciones lineales fraccionarias con denominadores
algebraicos, a los que se tiene que factorizar por los diferentes métodos,
dejando solo aquellas que presentan denominadores factorizables por
término comiin (expresiones con dos términos).
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II.2 Estudio principal.

La manera en que el experimento se implemento fue la siguiente:

- Seleccion al azar del grupo experimental y del grupo control (Grupos
15y 19, con 37 y 40 alumnos, respectivamente), de entre los veintidos
grupos de primer grado de la Preparatoria Agricola, del ciclo escolar
1994-1995.

-Aplicacion del examen de diagnéstico (el mismo aplicado en el pilo-
taje) a ambos grupos.

- Inicio del experimento con el grupo experimental (grupo 15) e inicio
de clase tradicional con el grupo control (19), con el mismo maestro,
en salony horario normal de la clase de matemsticas.

- Aplicacion del examen post experimento a ambos grupos.
- Analisis estadistico de resultados.

- Aplicacion de examen postexperimento, un mes después para eva-
luar la retencion de conocimientos de ambos grupos.

- Material utilizado: balanzas de platillos y pesas de diferentes denomi-
naciones y algunas sin denominacion; material didactico elaborado.

A continuacion se esbozan los aspectos principales de la aplicacion
del material de ensefianza y de la metéfora de la balanza. Ademés se
describe la manera de como se llevaron a cabo las sesiones con cada uno
de los grupos. | ‘

Después del pilotaje , la primera actividad que se desarrollé con el
grupo experimental, fue el experimento de la balanza. Con el grupo control
no se realizé dicho experimento. De igual manera, solo al grupo
experimental se le proporcioné el material didactico elaborado.

Con el grupo experimental se trabajo el tema de ecuaciones lineales,
en una serie de siete sesiones de una hora y media de duracion, en el salén
'y horario normal correspondiente a la clase de matematicas. Se propicio,

‘en cada momento la participacion activa de los estudiantes, ya sea en
forma gencralizada o individual, preguntando para aclarar sus dudas o
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dando ideas sobre el desarrollo del trabajo; el objetivo fue que no
permanecieran desinteresados. En el transcurso del trabajo con el tema de
ecuaciones se les pidid que relacionaran el experimento de la balanza con
las igualdades que se les presentaron en el material de estudio.

Al grupo control, el mismo profesor expuso el tema de ecuaciones,
también en siete sesiones, con la misma duracion, en el salén y en el
horario normal de clase de matematicas. La clase fue tradicional, y con el
enfoque comun que presentan la mayoria de los libros de texto,
recomendados en la bibliografia para el curso de matematicas I. (ANEXO
111).

1) Grupo experimental.

a) Primera sesion.

Primeramente se les di6 la indicacion, de que formaran equipos de 5
integrantes cada uno, a cada equipo se les proporcioné una balanza y
pesas iguales y de diferente denominacion (con peso desde 1 gramo hasta
250 gramos). No se les menciono el objetivo especifico de la actividad,
simplemente se les dijo que manipularan la balanza, realizando
operaciones segiin consideraran conveniente, con la finalidad de que
observaran las diferentes maneras de mantener el equilibrio de la misma,
Se les sugirio, que todos los integrantes de cada equipo la manipularan,

para que asi se dieran cuenta cada uno de ellos de como se lograba dicho
equilibrio.

Durante el experimento se pudo observar lo siguiente: que los
integrantes de los equipos empezaron “jugando” con la balanza y las
pesas; agregaban o quitaban pesas segin se necesitara para lograr el
equilibrio de esta, algunas veces se fijaban en la denominacion de las
pesas, y otras simplemente agregaban o quitaban pesas hasta conseguirlo.

Otras veces utilizaban pesas de igual denominacién para equilibrarla y en

otras utilizaban pesas de distinta denominacion.

Al final de la sesién se les solicitd que hicieran una discusion sobre
el experimento realizado y que obtuvieran una conclusion sobre el mismo.
Su conclusion fue, que el equilibrio de la balanza solo se logré agregando
o quitando pesas o pesos iguales a ambos platillos Tambien al final se les
proporciond una copia de todo el material de estudio y se les dejé como
tarea, leer la parte correspondiente a la balanza.
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b) Segunda sesion.

En esta sesion, se realizo una plenaria, en la cual se les pregunto el
objetivo del experimento realizado en la primera sesion. La mayor parte
de los equipos manifesto que el objetivo fué el de equilibrar y mantener el
equilibrio de la balanza, con las pesas.

A la pregunta de ;Cual era la condicion fundamental para equilibrar
la balanza?, Su respuesta fué, que la condicion era la igualdad de pesos en
ambos platillos.

JY si se agrega una pesa de 50 gr. o de cualquier otra denominacion
en uno de los platillos? ;Qué se tiene que hacer para mantener el
equilibrio de la balanza? Su respuesta también fue general, en el sentido de
que se tiene que agregar o colocar otra pesa. de la misma denominacion, en
el otro platillo

Y agregando otra pesa de 50 gr. 6 de otra denominacion, a los 50
gr. iniciales, a uno de los platillos? ;qué sucede? la respuesta fue que se
desnivela la balanza. ;qué se tiene que hacer para restituir el equilibrio? Su
respuesta fue, que se pone otra pesa igual en el otro platillo.

Si colocan en alguno de los platillos, seis veces el peso de 50 grs,
esto es, 6:50 gr. = 300 grs, ;Qué sucede a la balanza? ;Cémo se restituye
el equilibrio? La respuesta comun fue, se coloca en el otro platilllo un peso

igual.

Si la balanza esta equilibrada con dos pesas de 50 grs. en cada
platillo, jqué sucede si quitas (restas) las dos pesas de un platillo?, La
respuesta fue: vence el peso que queda en el ofro platillo ;Como se
restituye el equilibrio? algunos estudiantes respondieron: colocando
nuevamente las pesas en el platillo, mientras que otros estudiantes dijeron
que quitando las dos pesas que quedaban en el otro platillo.

Si se tienen 6 pesas de 50 granios. en cada platillo de la bélanza, esto
es, 300 gr. en cada platillo equilibrandose de esta forma la balanza, pero se
quiere tener solo la sexta parte de ese peso, en uno de los platillos jqué se

tiene que hacer?. Esta pregunta causo expectacion, ya que, la mayor parte
de los estudiantes no respondieron de inmediato y sélo algunos, despues de

reflexionar contestaron que se deberia dejar solo una pesa de 50 grs., en
ese platillo,
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En este caso fue necesario aclarar que la sexta parte de 300grs., es lo
mismo que dividir 300 grs., entre seis. Con esta aclaracion, todos los
estudiantes entendieron mejor la pregunta, y respondieron que para
mantener el equilibrio deberia quedar solo una pesa de 50 grs. en cada
platillo.

Otras preguntas, a las que respondieron afirmativamente, fueron: ;Si
se agregaran o quitaran pesas iguales, estas pueden ser de cualquier
denominacion, esto es, pesas enteras o fraccionarias? ;Se puede multiplicar
un peso patron dado por nimeros enteros positivos o racionales, para tener
pesos mayores (multiplos) o menores (submultiplos)?

Finalmente, se les pregunto, que si al tener equilibrada la balanza
con pesos iguales en cada platillo, jes posible dividir entre cualquier
numero entero distinto de cero estos pesos y buscar el equilibrio con una
de estas fracciones. Aqui no hubo mucha claridad en los estudiantes de
como podria ser esto, en una situacion concreta, para lo cual se realizaron
algunos ejercicios como el siguiente: Si se tiene la balanza equilibrada con
1000 grs. en cada platillo y divido este peso entre 30, se obtienen 33.3 gr.
que debe ser el peso que se deberia colocar en cada platillo de la balanza
para conseguir el equilibrio.

Un planteamiento importante fue la situacion donde a partir del
equilibrio de la balanza con pesos iguales en ambos platillos y al realizar la
operacion de agregar pesas iguales a ambos platillos, el peso resultante fue
mayor que el peso original, pero también se sigui6 manteniendo el
equilibrio, lo mismo sucedio si se quitaban pesos iguales, el peso resultante
fue menor que el peso original, pero el equilibrio se seguié manteniendo.
LY si se dividen ambos pesos iguales por un nimero distinto de cero?, la
fraccion de peso resultante seguirda manteniendo en equilibrio la balanza,
ya que el peso resultante seria una fraccion del peso original, pero igual en
ambos platillos. Lo mismo sucederia si se multiplicaran por el mismo
numero ambos pesos de la balanza.

Aqui, se les dio la explicacion de que a estos estados de equilibrio,
que se mantienen en los diferentes momentos al realizar las operaciones
mencionada se denominan, estados equivalentes. Este estado de
equivalencia deja de serlo en el momento en que se desequilibra la balanza,
ya que habra pesos diferentes.
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Al final de esta segunda sesion, se les dejo de tarea que estudiaran la
siguiente parte del material de estudio, hasta llega a la primera serie de
gjercicios, y se les dio la indicacion de que no los resolvieran, ya que esa
seria una actividad a realizar en el salon de clases.

¢) Tercera sesion.
Se inicié esta sesion, indicandoles que realizaran sumas de niimeros
enteros como las siguientes:

3+4=1
8+2=10

Se les explico que en esta manera de realizar operaciones entre
nimeros, el papel del signo igual es el de enlazar las operaciones del lado
izquierdo con el resultado en el lado derecho, y que es la forma mas
comin en que se ensefia a realizar operaciones aritmeticas, desde la
educacion primaria.

Se les pidio que realizaran la operacion del lado izquierdo del signo
igual, y observaran que el resultado de ésta es idéntico al del lado derecho
del signo igual, esto es,

3+4=17 8+2=10
1=1 10=10

Se les dice que estas, son dos formas de expresar el mismo niimero
(la de la izquierda del signo igual es una forma implicita que se da a través
de operaciones).

Hechas estas observaciones, se les pregunto si esta forma de realizar
operaciones en igualdades numéricas, era la Gnica que se puede usar, es
decir, operaciones del lado izquierdo y resultado en el lado derecho.

La mayoria de los estudiantes sec manifestaron indecisos y solo
algunos respondieron que no era la Gnica forma, acto seguido, se les pidid
que ejemplificaran; algunos respondieron con ejemplos como el siguiente:

1=3+4

Ante esta situacion se planted la pregunta méas explicitamente. |Los
nimeros que estan al lado derecho del signo igual, se pueden expresar en
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términos de operaciones, al igual que las del lado 1zquierdo?. La respuesta
de la mayoria fue afirmativa, entonces se les pidio a algunos que dieran
ejemplos desde su lugar, sin necesidad de pasar al pizarron. Sus ejemplos
fueron parecidos a los dos dados al inicio de la sesion. A la pregunta, ;Las
operaciones que intervienen pueden ser restas, multiplicaciones o
divisiones? Su respuesta fue afirmativa, aunque les costo mas tiempo dar
ejemplos, ante tal situacion se les plantearon los siguientes ejemplos:

5+8=6+17
13=13
20+8=102+8
28 = 28
63+5 = 53+42
23 =23

Después de los ejemplos, se les pidio que elaboraran ellos mismos
10 ejercicios en el salon de clases. Al revisar estos, se pudo observar que la
mayoria incluyé las operaciones de suma, resta, y multiplicacion, pero no
incluyeron la division, ni el uso de paréntesis.

También en el salon de clases de les pidié que resolvieran por
equipos, los 14 ejercicios de la primera serie del material,

Bajo la misma optica de mantener las identidades numéricas, se les
presentd el siguiente ejemplo, en el que se omite un nimero en uno de los
miembros de la igualdad numénca, dejando un cuadro vacio en su lugar:

8. [ |+10=30+20

En este ejemplo, se les pidio que calcularan mentalmente 6 por
prucba y emor, el numero que va en el cuadro vacio. Ficilmente
encontraron el numero, que en este caso es el 5.

8:5+10=30+20
40+10=30+20
- 50=50
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En otros ejemplos se incluyeron paréutesis y divisores en donde el
nimero omitido aparece dentro del paréntesis 0 como numerador o
divisor. En este tipo de ejercicios los alumnos mostraron mas dificultad
para encontrar el nimero omitido, sin embargo la mayoria pudo
realizarlos.

32+ [])-6=10+8
[]1/3=6

Cabe aclarar que en este momento, no se les di6 la definicion de
ecuacion, puesto que el material diddctico elaborado se enfoco
principalmente hacia la construccion de los conceptos, a través de ir
trabajando con el propio material.

De igual manera que en las sesiones anteriores, en todo momento se
hizo que los estudiantes participaran, haciéndoles preguntas sobre la
manera en que observaban y notaban la analogia entre el experimento de
la balanza y el manejo de las igualdades numéricas, asi hasta llegar al
momento de introducir las incognitas de manera natural y gradual,
presenténdoselas primero como cantidades desconocidas dentro de las
igualdades, y después representandolas por medio de una literal.

d) Cuarta sesion.
Se sigui6 trabajando con igualdades; pero al inicio de esta sesion se les
preguntd sobre las dificultades que tuvieron en los ejercicios de la tarea.
Algunos estudiantes tuvieron dificultad en los ejercicios del siguiente tipo:

16/ [ =1

8/[]-3=2-3

3([] -5)=8-3

En el primer ejercicio, no recordaron que un nimero dividido por si
mismo es igual la unidad. En el segundo los confundié que el resultado
fuera negativo y eso les bloqueo el buscar el nimero que va en el divisor.
En el tercer ejercicio no se dieron cuenta que el numero que debe resultar
en la asociacion debe ser el namero 8, por el que multiplicando por 3 da el
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nimero 24, el mismo resultado que del lado derecho. No tuvieron claridad
respecto a que el paréntesis aparte de ser signo de asociacion, tambien
tiene la funcién de ser factor, cuando hay otros numeros fuera del
paréntesis, sin otro signo u operacion.

En esta sesion, se les preguntd: ;Que analogia podian establecer
entre el expenimento de la balanza y el manejo de este tipo de igualdades
numéricas? La respuesta de la mayoria del grupo fue que en los resultados
iguales en ambos miembros de la igualdad.

Se continué la sesion con igualdades en donde el nimero omitido en
los cuadros vacios debe ser el mismo, y se presenta repetidamente en el
primero y segundo miembro, donde ya no resulta tan facil encontrar el
niimero desconocido por pruebay error, o0 mentalmente.

Para introducir un tratamiento a este tipo de igualdades, se les
planted el ejemplo siguiente:

En la identidad: 5« 115] +54=129

Donde se sabe que el resultado de las operaciones del lado izquierdo
es equivalente al resultado del lado derecho, se les preguntd ; que
sucederia si se resta a ambos miembros de esta identidad numérica uno de
los nimeros componentes de la identidad, digamos el 547 ;Y si se divide a
ambos miembros entre otro nimero componente de la operacion del lado
izquierdo, digamos el 57

Al realizar los estudiantes las operaciones indicadas, pudieron
observar que al restar 54 a ambos miembros de la identidad, se obtenia
también una identidad, pero disminuida en 54 unidades, y que al dividir
entre 5 a ambos miembros de la identidad numérica, se obtenia también
una identidad aunque eh una quinta parte de la identidad original.

Se les pregunto si esta forma de operar con identidades numéricas es
analoga a lo que se hizo en el experimento con la balanza. La respuesta de
los estudiantes fue afirmativa, puesto que con este ejemplo pudieron darse
cuenta que la igualdad al igual que la balanza, mantuvo su equilibrio, al
restarle o dividir por una misma cantidad, a ambos miembros. de la
identidad. o
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Siguiendo con la identidad nimerica:

5.15+54=129

Se les pregunto, ;qué pasaria si se omite un niimero de la identidad,
digamos el 15?;c6mo lo encontramos? Los alumnos contestaron que las
estrategia seria el célculo mental 6 la prueba y el error. En este punto es
cuando se les explica que, dado que se sabe que debemos encontrar el
valor numérico desconocido, se propone representarlo con algin signo
cualquiera siempre y cuando no sea un numero, por ejemplo, cualquier
letra del alfabeto (literal) a la que se le llamara incognita. En este caso la
literal, digamos la letra w, representara al valor numérico desconocido y
entonces la tarea es emprender su busqueda o calculo:

5+w+54=129

Los estudiantes ya sabian que el resultado de la operacion del lado
izquierdo debe ser 129. Entonces se les indicd que restaran el nliimero 54
en ambos miembros:

S.w+54 =129
-54 = -54
5w = 175

En la nueva identidad obtenida, los estudiantes captan que 5 * w,
debe ser igual a 75, y por prueba y error, pueden encontrar el valor de w,
sin embargo, se les indica que intenten encontrarlo dividiendo entre 5 a
ambos miembros de la identidad:

2ow=15

5 5

w=15
Sustituyendo: 5(15)=175
©5=175
2:15=15

5 5
15 =15
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Los estudiantes puedieron observar, como esta forma de proceder
los llevo logicamente a plantear despues de cada operacion, igualdades
equivalentes cada vez més elementales, hasta una Gltima igualdad que les
fue muy sencillo transformar en identidad, sustituyendo la incognita por un
valor que fue obvio detectar.

Por equipos se siguid trabajando con otros ejemplos similares, en
donde el objetivo fue que trataran de encontrar el valor de la incognita,
siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo, esto es, restando y
dividiendo ambos miembros por cantidades iguales.

Se les hizo la observacion de que esta forma de tratar las
igualdades, es con la finalidad de que las transformaciones que se van
dando al realizar una operacion en la igualdad original den lugar a
igualdades equivalentes pero mas elementales, hasta plantear una ultima
igualdad donde resulte sencillo sustituir el valor encontrado,
transforméandose esta ultima igualdad equivalente en una identidad
numeérica.

En este punto, se les dijo, que era necesario distinguir en los
ejemplos tratados, des tipos de igualdades: la igualdad donde no
existen incognitas y que se llama identidad numeérica, y la igualdad en
la que existe incognita y que se llama igualdad condicional o ecuacion,
que esta condicionada al valor que se asigne a dicha incognita, para poder
transformarse en identidad numérica.

Se continuo la sesién trabajando con los ejercicios del material, en
los que la incognita se encontraba en un sélo lado de la igualdad y no se
repetia, en unos ejercicios ésta se encontraba multiplicando, en otras
sumando y en otras dividiendo.

Por cada tipo de igualdad presentada, inmediatamente se hacia
participar al estudiante, haciendo ejercicios de resolucion de problemas
del tipo visto. En esta sesion resolvieron en equipo, 6 ejercicios en el salon
de clase y se les dejo de tarea individual, los restantes 5 ejercicios.
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e) Quinta sesion.
Al inicio de esta sesion, los alumnos manifestaron sus dudas,

respecto a los ejercicios que se les dejaron de tarea, coincidiendo la
mayoria en la dificultad de los siguientes ejercicios:

10-4=6 | 10-z=6
3. []+4=5 | 3x+4=5
5-3/ =4 |5-3%[]=4

En el primer ejercicid, porque cuando asignaron a z el valor -4, el
resultado fue 14, y no 6, como en la igualdad de la izquierda, se corrige el
problema recordandoles que no deben perder de vista que se tienen
igualdades numéricas, por lo que 10-z, es una forma de expresar el niumero
6, por lo que a 10 se le tiene que restar el 4 para obtener el 6. En el
segundo ejercicio, no supieron que hacer con el 3 que multiplica a la
incognita x. Se les dijo que recordaran como las transformaciones, a
igualdades equivalentes se plantean no solo sumando 6 restando
cantidades, sino también multiplicando o dividiendo, tal como se hizo en el
experimento de la balanza. Aqui lo que desconcertd a los estudiantes fue
que el resultado fuera en forma de fraccién, y no de forma entera. Se les
aclard que las soluciones no tenian porque ser necesariamente ntiimeros
enteros, ya que esto depende de la estructura de la ecuacion. La dificultad
en el tercer problema, fue el que la incognita aparecié como denominador,
y no supieron como resolverlo, entonces se les pidié que pensaran, que
nimero restado al S daba como resultado el 4, dijeron que el 1. Y que
numero divide al 3 para dar como resultado el 1, no les quedo claro, hasta
que se les dieron ejemplos numéricos: 20/20=2; 5/5=1, entonces se dieron
cuenta que es el numero 3. Se les hace la aclaracion de que, la incognita x,
finalmente es un valor mimerico por lo que en la ecuacién se puede
multiplicar, sumar, restar o dividir por ella misma.

Los ejemplos con que se siguid trabajando fueron aquellos en los
que aparecia el paréntesis, el cual se les recuerda que no sélo sirve para
multiplicar como lo manifestaron la mayoria de los estudiantes, sino que
tambien sirve para agrupar o asociar. En estos ejemplos y ejercicios no
tuvieron mayor problema ya que eran con niimeros enteros, sin embargo,
tuvieron mayor dificultad en ejercicios como el siguiente:

0.2(4-3x) + 0.3x =2.6
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Donde a diferencia de los ya tratados, se compone con nimeros
racionales, paréntesis y la incognita repetida en el primer miembro de la
ecuacion. Como estaban acostumbrados a trabajar con nimeros enteros,
los desconcertaron los numeros racionales, sin embargo, despues de
algunos ejemplos de sumas y multiplicaciones con este tipo de nimeros,
lograron entender.

Se les explica otra forma de tratar el problema, que es realizando
una factorizacion utilizando la propiedad distributiva, sin embargo, esta
forma fue més complicada para ellos, ya que era necesario recordarles la
factorizacion por término comUn y la propiedad distributiva de los
numeros reales.

Despues de trabajar con varios ejemplos con nimeros racionales, se
les dejo de tarea que realizaran los ejercicios correspondientes del
material.

f) Sexta sesion.

En esta sesion se estudiaron los Ultimos ejemplos del material, los
cuales constan de distintas variantes, en ellos se pidié a los estudiantes que
calcularan el valor de la incognita mentalmente o por prueba y error.
Algunos dieron los valores correctos, sin embargo la mayor parte de ellos
no logran por este método dar las soluciones adecuadas, ademas la
estructura de los problemas es un poco diferente a los ejemplos tratados
con anterioridad, y este hecho los confundio ya que, la incognita en
algunos casos aparece en ambos miembros de la igualdad, en otros es un
denominador en uno o en ambos miembros, o se repite en alguno de los
miembros, ademas de que no supieron que hacer cuando aparecian
racionales.

Fue en el manejo de los denominadores de una ecusacion racional,
donde tuvieron mas dificultades, ya que estos, hicieron dificil el
aislamiento de la incOgnita (esto es, la incognita en la ecuacion equivalente
mas elemental no se encontraba operando con ningin nimero o literal). Se
les recordo que el manejo de estos problemas para la transfomacion de los
denominadores es lo que ellos hacidn en aritmética, cuando sumaban o
restaban fracciones, esto es que primero calculaban el MCM ¢
multiplicaban los denominadores para obtenerlo. En este tipo de ejercicios
s¢ debia hacer lo mismo, debido a que finalmente todos son nameros. Sin

embargo, el MCM en el caso de las ecuaciones se utiliza para multiplicar
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ambos miembros de la igualdad, de tal manera que, la ecuacion original se
transforme en una equivalente en el momento en que se vayan realizando
las divisiones entre el MCM vy los denominadores, obteniendo cocientes
enteros (sin denominadores).

Al final de cada ejemplo resuelto se pidi6 a los estudiantes que
sustituyeran el valor de la incognita en su ecuacion original y que
observaran como ésta se transformaba en una identidad numeérica. Lo
mismo podian hacer en todas las ecuaciones equivalentes, se obtendrian
identidades numéricas pero con diferentes valores con respecto a la
original, y esto fue producto de las operaciones realizadas (sumar, restar,
multiplicar o dividir ambos miembros por un mismo nimero).

Al finalizar esta sesion se les dejo de tarea realizar, los ejercicios de
la Gltima serie del material.

g) Séptima sesion.

En esta dltima sesion se revisaron los ejercicios de la tarea y se
observo que unos estudiantes resolvieron los ejercicios por prueba y error
y otros por el procedimiento ilustrado en los ejemplos resueltos de el
material. Sin embargo, los que intentaron por prueba y error no resolvieron
los ejercicios cuyas soluciones eran numeros negativos, a diferencia de los
que utilizaron el método ya visto en los ejemplos, los cuales si llegaron a
los resultados adecuados.

Para despejar sus dudas, se siguié trabajando con cinco ejemplos
més, con variantes diferentes a los ejemplos tratados en la sexta sesion,
preguntando en cada momento a los estudiantes sobre los procedimientos a
seguir en cada problema. Se detectd que tuvieron mayor dificultad en los
problemas con denominadores con alguna expresion algebraica sencilla
con dos términos, ya que les fue dificil calcular el MCM. Otro problema
fue el manejo del signo negativo en fracciones cuyo numerador es una
expresion agrupada con paréntesis. En estos casos se trabajé con una serie
de ejemplos conjuntamente con los estudiantes en donde tenian que

calcular el MCM de los denominadores algebraicos y también con més

ejemplos en los que se utilizaban fracciones cuyo denominador estaba
constituido por una expresion agrupada con paréntesis precedido por un
signo negativo, en los que se les indico que aplicaran la propiedad
distributiva y la regla de los signos.
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Al final de cada ejemplo se les pidié que sustituyeran ef valor de la
incégnita en la ecuacién original, para transformarla en la identidad
numeérica correspondiente.

2) Grupo control.

8) Primera sesion.

Esta sesion se inicid, escribiendo en el pizarrdn la definicion de
igualdad entre conjuntos, ilustrindola con diagramas utilizando conjuntos
de simbolos y conjuntos numéricos, tomando como referencia los textos
que normalmente se recomiendan en este nivel. Aunque, no hubo gran
interaccion entre el maestro y los estudiantes, se atendio y aclard en todo
momento, cualquier duda que manifestaron sobre la exposicion del tema,
durante la clase.

El concepto de igualdad entre conjuntos se extendio a las igualdades
numéricas o identidades numéricas como las siguientes:

6+3=5+4
9=9

Se dieron ejemplos de este tipo de identidades numeéricas, con
diferentes operaciones (suma, resta, divisién, y multiplicacion) y se les hizo
hincapie en que las operaciones realizadas en ambos miembros de la
igualdad solo eran formas diferentes de expresar las mismas cantidades
numéricas. Brevemente se les menciond que operar con identidades es
similar al hecho de establecer el equilibrio de una balanza, cuando se
igualan los pesos en cada uno de sus platillos.

Despues de realizar algunos ejercicios con igualdades numéricas, se
les explico que también en éalgebra existen igualdades entre expresiones
algebraicas, algunas de las cuales se presentan como productos notables,
factorizaciones y en operaciones con expresiones algebraicas enteras y
fraccionarias, dandoles cjemplos como los sngulentcs

(aﬁ-'b)2 = g*+2ab+ b*
a? - b® = (a+b)(a-b)
x2-2x+1 = (x-1)°
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Se les plated que le dieran un valor numérico a las literales y que
sustituyeran dichos valores en esas identidades. Explicandoles, que para
cada valor de las literales las identidades algebraicas se transforman en
identidades numéricas:

Si a=2 . b =4 entonces, sustituyendo en la primera
expresion:

(2+4)'=2242(2-4)+47
6=4+16+16
36 =136

Se les mostro que con otros valores para las literales, las identidades
numéricas se seguian obteniendo, al realizar las operaciones en este tipo de
expresiones. Sin embargo, se les menciono que existe otro tipo de
expresiones algebraicas, como la siguiente:

2x+3=x+1

Las cuales no son identidades algebraicas, pero son igualdades entre
dos expresiones algebraicas.

Se le da el mismo tratamiento a este tipo de ejemplos y se otorga un
valor arbitrario a la literal,

Porejemplo, si x =2, se obtiene:

223 =2+1
4+3=3
7% 3

Se les pidi6 que observaran que con este valor asignado a x no se
obtiene una identidad numérica, se dieron otros valores a la literal y
sucedid lo mismo. Se les explico que cuando se le asigna a x el valor de -

2, se obtiene una identidad numérica y ningin otro valor diferente

transforma la igualdad en una identidad numérica. De todos estos intentos

se concluy6 que Ia igualdad esté condicionada a transformarse en identidad
sblo bajo un solo valor de la literal. Bajo este esquema se dan otros

cjemplos similarcs.
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Al finalizar esta sesion se les dejo como tarea buscar cinco
identidades algebraicas parecidas a los ejemplos dados y que asignaran
valores a las incOgnitas, y que ademas observaran que tipo de igualdades
se transforman: en identidades numericas para todos los valores de la
literal (incégnita) y cuales se transforman en identidades sélo para un
valor de la incognita,

b)Segunda sesion:

Se inicia revisando la tarea de algunos estudiantes, y lo que se
observé es que algunas identidaes algebraicas las equivocan, pero la mayor
parte de sus ejercicios los realizaron adecuadamente. Se les indica que en
esta sesion, solo se trabajard con expresiones que se transforman en
identidades para un Unico valor de la incognita, a las cuales se les llamara:
igualdades condicionales o simplemente ecuaciones lineales.

Después, se les dieron ejemplos de ecuaciones donde la incognita
aparece en el primero y segundo miembros, con coeficientes enteros, sin
paréntesis y sin denominadores, como los siguientes:

2x+3=x+8
2x-1=x-4

Por prueba y error se van asignando diversos valores a la incognita,
tanto numeros positivos, como negativos, enteros y fraccionarios, hasta
encontrar uno que la transforme en una identidad numérica.

Finalmente se les dcja de tarea que en base a los ejemplos
explicados, busquen cinco ejercicios de este tipo de ecuaciones y traten de
encontrar el valor de la i mcogmta por prueba y erTor.

¢) Tercera sesion.

Se revisa la tarea de algunos estudiantes y se observa que no dan
suficientes valores a la incdgnita y por lo tanto no obtienen identidades
numéricas, ademas plantearon ejercicios como el siguiente:

x-1=x+35

En donde se explica lo siguiente: al dar valores numeéricos diversos
a la incognita se observa que ninguna la transforma en identidad y queda la
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duda planteada ;existe algin nimero real que la transforme en identidad?
Se les indica que este tipo de ejemplos se retomaran mas adelante.

Se sigue la sesién con la explicacion de las propiedades de la

igualdad: Si a=b, entonces, si se suma, resta, multiplica o divide a ambos
miembros por un mismo numero (# 0 en el caso de la division) la igualdad
se sigue conservando. Dichas propiedades se les ilustraron primero con
nlimeros y posteriormente con ecuaciones:

x+1=6

Donde se parte de la idea de que puede existir un nimero real tal
que al sustituirlo por la incognita, la transforme en una identidad numérica.
Bajo este contexto ambos miembros de la tgualdad son diferentes formas
de expresar el mismo numero. Esto es, se tiene una igualdad condicional.
Si se resta a ambos miembros de esta igualdad el nimero 1 se obtiene
después de realizar algunas operaciones lo siguiente:

5

1

X+1-1=6-1 X

La igualdad obtenida en este caso es muy elemental ya que para
transformarla en identidad basta asignar a la incognita x, el nimero 5, esto
es,

si X= 35, entonces 6= 6

Se les explica que el valor de la incognita no s6lo se puede calcular
por prueba y error, sino también al aplicar las propiedades de la igualdad
para transformar la ecuacidn original en ofras equivalentes mas
elementales, esto es, que tengan menos operaciones, hasta obtener una, la
mads elemental de todas en la cual es obvio el valor que se debe asignar ala
incognita.

Una aclaracién pertinente fue que a una ecuacion se puede sumar,
restar, multiplicar o dividir, por el mismo nimero (puede ser cualquiera,
excepto el cero), y la igualdad se sigue conservando, sin embargo, para el
objetivo que se persigue de calcular el valor adecuado de la incdgnita,
estos nimeros no son arbitrarios y dependen de los valores numéricos o
literales que constituyen la ecuacion,



39

Siguiendo el ejemplo anterior se les pide que resuelvan algunos
gjercicios y se les dejan algunos otros de tarea.

d) Cuarta sesion:

Se revisé la tarea de algunos estudiantes en clase, y se observo que
presentaban dificultades en los problemas donde aparece Ia incognita en
ambos miembros y con signo negativo. Ellos sabian que la incognita debia
aparecer en un solo miembro de la igualdad, sin embargo, el signo
negativo les causo confusion. Se les explico que la incognita es hasta ciento
punto un valor numérico implicito y por lo tanto tambien se puede usar
para sumar, restar, multiplicar y dividir a ambos miembros de una
igualdad. Se les resuelven en el pizarron ejemplos para despejar sus
dudas.

Despues . de los ejemplos, se les da el concepto de ecuaciones
equivalentes de la siguiente forma: las ecuaciones que se transforman en
otras al aplicar alguna de las propiedades de la igualdad se les conoce
como ecuaciones equivalentes y en un contexto mas general, dos
ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucion.

- Se resuelven algunos ejemplos en el pizarron, de ecuaciones donde
el valor de la incognita es una fraccion y otras donde se utilizan paréntesis
y niimeros fraccionarios en uno o en los dos miembros.

Algunos alumnos plantean dudas en el uso de los signos que
anteceden al paréntesis, y en las ecuaciones con fracciones. Se explican los
ejemplos en base a la propiedad distributiva y en las reglas de los signos.
En el caso de las fracciones se les plantea el cdlculo del MCM vy
posteriormente multiplicar por este ambos miembros de la igualdad, con la
finalidad de transformar la ecuacion en una equivalente sin denominadores.

Al finalizar la sesion se les dejaron de tarea ejercicios similares 8 los
ejemplos resueltos en clase.

e) Quinta sesion. .

En esta sesion, al revisar las tareas, se pudo observar que los
alumnos en su mayoria presentaban errores en el manejo de los signos, y
en el cdlculo del MCM, por lo que se siguid resolviendo ejemplos hasta
que les quedara mas claro y se les explico que si calculaban el MCM de los
términos numéricos y. lo -multiplicaban por la literal que lo conforma,

(}
AN
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aseguraban asi el MCM de todos los denominadores. Se insistio en el
manejo de la regla de los signos.

f) Sexta y séptima sesion.

En estas dos tltimas sesiones se insistié con ejemplos de ecuaciones
racionales con denominadores literales, conformados por expresiones
algebraicas binomiales simples. Se trabajo con este tipo de ecuaciones
durante las dos sesiones, porque fue con las que tuvieron mas dificultad
para resolverlas.

Se les reitero que en los ejercicios donde aparecieran diferencia de
cuadrados, se tenia primero que factorizar para posteriormente calcular e}
MCM.

Retomando el ejemplo planteado en la tercera sesion:

X-1=x+95§

Para resolverlo se asignaron diversos valores a la incognita a fin de
que observaran que con ninguno de los valores asignados se obtenia una
identidad numérica, sino que se obtenia una desigualdad numérica. Con la
resolucion de otros ejemplos se demostré que este tipo de “igualdades™ no
tienen solucién y se llaman desigunldades. También en los ejemplos
pudieron notar que al despejar la incognita, esta “desaparece” quedando
_una desigualdad.

Al final de la sesion se les dejaron de tares, ecuaciones parecidas a
las de los ejemplos resueltos en clase, en un problemario de 50 ejercicios,
de los cuales se les pidié que resolvieran como minimo la mitad. (Anexo

Vi) |

Al finalizar las sesiones con los alumnos de los grupos experimental
y de control, se les aplico un examen final. ANEXO III.

Dicho examen estuvo conformado por cuatro partes:

La primera con una serie de ocho reactivos, - cuyos contenidos
trataron de observar si el estudiante sabia distinguir entre igualdades
condicionales, incondicionales o igualdades numéricas; la segunda parte
compuesta por cinco reactivos, tendientes & medir si el estudiante sabia
cuando una iguslded es una ecuacion y cuando no lo es; la tercera parte,
dirigida 8 medir si ¢l estudiante sabe las condiciones bajo las cuales dos
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ecuaciones son equivalentes o no; la cuarta parte esta conformada por
cuatro ecuaciones, la primera de las cuales es una ecuacion sin
denominadores y sin paréntesis, con la incognita en ambos miembros de la
igualdad y con coeficientes enteros, la segunda ecuacion tiene paréntesis e
incognita en ambos miembros de la igualdad, asi como coeficientes
enteros, la tercera ecuacion, es con fracciones, con la incognita en el
numerador y con denominadores numeéricos, la cuarta ecuacion también es
fraccionaria, pero en este caso la incognita aparece tanto en el numerador
como en el denominador y forma una expresion que es factorizable por
término comn numérico.

RESULTADOS.

Los resultados obtenidos por el grupo experimental y el grupo
control en el examen de diagndstico que se les aplico, con el objetivo de
observar el nivel de sus conocimientos aritméticos y algebraicos previos,
fueron los siguientes:

El grupo 19 (grupo control), obtuvo una media de aciertos del
23.71%y el grupo 15 (grupo experimental) de 23.25%, ambos de un total
de 54 reactivos. Se puede inferir de estos porcentajes, que los estudiantes
de los dos grupos no mostraron gran diferencia respecto a sus
conocimientos matematicos previos, aunque estuvieron por debajo de la
media normal, lo que quiere decir que estaban en igualdad de
conocimientos previos, antes de iniciar el experimento.

Respecto a los conocimientos evaluados con este examen, pudo
observarse que los estudiantes del primer afio de preparatoria mostraron,
ademas de los conocimientos aritméticos elementales, un manejo de ciertos
conocimientos algebraicos mas amplios. Esta “mejoria™ con relacién a los
estudiantes de tercero de secundaria (pilotaje), se debi6 a que en el
momento de implementar la investigacion, ya habién tenido en el semestre
inmediato anterior, el curso de Algebra L

Respecto a la metodologia, se observé que al realizar el experimento
de la balanza, desde un punto de vista fisico con el grupo experimental,
para aplicar las propiedades de la igualdad en la resolucion de
ecuaciones lineales, fue un procedimiento recomendsble ya que, el

estudiante percibié objetivamente el momento en que se establecié el
equilibrio de la balanza, que fue cuando hubo igualdad de los pesos en
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ambos platillos de ésta. Y esta metafora del modelo de la balanza se
extendio a la resolucion de ecuaciones lineales, en cuanto a sumar, restar,
multiplicar y dividir por un mismo nimero a ambos miembros de una
ecuacion, para mantener la igualdad. De igual manera fue importante que
los alumnos participaran activamente durante las sesiones, y el trabajar
directamente con el material didactico elaborado, para entender con mas
facilidad la ecuaciones. La metodologia tradicional aplicada con el grupo
control, di6 como resultado que en la resolucion de las ecuaciones tuvieran
mayores dificultades que el grupo experimental.

En cuanto al procedimiento planteado para obtener el valor de la
incognita, mediante una serie de transformaciones de la ecuacion original a
ecuaciones equivalentes mas elementales, se observé que las ecuaciones
con fracciones, son los casos en donde los estudiantes de ambos grupos
(experimental y control) presentaron mayor dificultad para resolver,
aunque la media de aciertos del grupo experimental fue superior a la media
del grupo control, no fue claro para ambos grupos el porqué se debian
transformar las ecuaciones con denominadores a ecuaciones equivalentes
sin denominadores. Para eliminar este problema fue necesario recalcarles
la importancia de calcular el minimo comin miltiplo de los
denominadores, ya que el cdlculo de este es lo que més se les dificulto.

Los aciertos y errores obtenidos en el examen final, por los 37
alumnos del grupo experimental (grupo 15), y los obtenidos por los del
grupo control, se presentan detalladamente en la tabla 1 y 2, considerando
el numero de alumnos que contestaron acertadamente y los que
contestaron erroneamente en cada inciso de los bloques de preguntas.
También se muestra el porcentaje de alumnos que contestaron de manera
correcta, y la diferencia entre los que acertaron y los que no lo hicieron.
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ANALISIS ESTADISTICO DE LOS RESULTADOS.

Para comparar los resultados obtenidos en el examen por los
estudiantes, en los dos grupos (experimental y control) se hizo un analisis
de varianza (Camacho, 1992) de los aciertos por inciso, de cada uno de los
alumnos,

En la tabla 3, se presenta un resumen de los resultados del analisis
de varianza (ver glosario, anexo V), para el total de reactivos formulados
en el examen post experimento, aplicado a los grupos experimental y de
control. La variable tratada fue la diferencia entre el nimero de alumnos
con respuestas correctas, por inciso y por grupo.

TABLA 3
Grados de|{Suma dejcuadrado |ValordeF |probabili-
FUENTE |libertad |cuadrados |medio dad
(varianzas Pr>F
estimadas)
MODELO 1 20.6428 | 20.6428 0.35 0.5546
ERROR 54 3152.7857 | 58.3849
Total 55 3173.4285

En la tabla 4, se presenta el resumen de los resultados del andlisis de

varianza, de las primeras 5 preguntas del examen (Bloques 1 al 5 en
Tablas 1y 2), consideradas como preguntas tedricas. La variable tratada
fue el niimero de alumnos con respuesta correcta por inciso por grupo.

TABLA 4
FUENTE |Grados de|Varianza |Cuadra- |Cociente |Probabili-
libertad |estimada |do medio - F dad.
Pr>F
MODELO 1 161.33 161.33 4.59 0.037*
ERROR 46 1618.58 35.18
Total 47 1779.91
corregi-
das.

*Significativo & un nivel de 0.05,
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En latabla 5, se presenta un resumen de los resultados del analisis de
varianza, de la pregunta nimero 6 del examen (Bloque 6 en las tablas 1y
2), considerada como préctica ( resolucién de ecuaciones). La variable
tratada fue, el niimero de alumnos con respuesta correcta por inciso y por

grupo.
TABLA §

FUENTE |Grados de|Varianza | Cuadra- |Coctente |Probabili-
libertad estimada |do medio. F dad.

Pr>F

MODELO 1 364.5 364.5 5.0 0.066*
ERROR 6 437.0 72.83
TOTAL 7 801.5
CORREGI
-DAS.
*Significativo a un nivel de 0.1

DISCUSION DE RESULTADOS

De la tabla 3, puede inferirse que el uso del material potencialmente
significativo elaborado para el tema de ecuaciones lineales, y el
experimento de la balanza como un referente metaférico, no produjeron un
efecto significativo en los resultados obtenidos por los alumnos del grupo
experimental en la totalidad de] examen, ya que existi6 minima diferencia
a su favor, con respecto a los resultados obtenidos por los alumnos del
grupo control, que no tuvieron estos referentes.

De la tebla 4 puede mfenrsc que no existe una dxferencxa
sngmﬁcatwa a favor del grupo experimental, en las respuestas a las 5
primeras preguntas, teoricas (Bloque 5 de las tablas 1y2 ). Por lo que se
deduce que puede ser sngmﬁcatwa a favor del grupo control, ya que, su
promedio de respuestas correctas fue superior al del grupo experimental.

| En la tabla 5 se pmenta el anéhsls de vananza, pare la compamclén
de las respuestas a los incisos de la sexta pregunta del examen,
correspondnmte 8 la resolucion de ecuaciones, (Blogue 6 de las tablas 1y
2) de la que puede inferirse que hubo una diferencia sxgmﬁctwa (nivel
10%) a favor del grupo experimental. Esto indica que la aplicacion del
material didéctico elaborado, el modelo de la balanza y la parhctpactén
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activa de los estudiantes produjeron un mejor aprendizaje y resolucion de
las ecuaciones, con respecto al grupo control que no tuvo estos referentes

En la resolucidn total del examen no hubo diferencia significativa
entre un grupo y otro (Tablas 1, 2 y 3). Una posible explicacion es que
hubo una compensacion entre las respuestas a las preguntas de teoria
(Bloques 1 a 5 de las tablas 1 y 2), y las de la pregunta 6 (Bloque 6 de las
tablas 1y 2), ya que el grupo control, obtuvo més aciertos en las preguntas
de teoria que en las de resolucion de ecuaciones, mientras que el grupo
experimental muestra un efecto contrario, obtuvo més aciertos en la
resolucion de ecuaciones, que en las preguntas tedricas.

Analizando las respuestas de los alumnos de ambos grupos en el
examen por cada pregunta: en los incisos del bloque 1,(Tablas 1 y 2) el
numero de alumnos con respuestas correctas en el grupo control fue mayor
(5 alumnos en promedio) que los del grupo experimental, porque en el
grupo control se reforzé con ejemplos, el concepto de igualdad de los tipos
sefialados en la pregunta. Y en el grupo experimental no se dieron
ejemplos de igualdades entre conjuntos e identidades incondicionales,
puesto que la metodologia de ensefianza fue diferente en el grupo
experimental, presentando material potencialmente significativo para el
estudiante, con el objetivo de que por el mismo fuera construyendo el
concepto de ecuacion, evitando en este caso presentarle “conceptos o
definiciones” de forma aislada, puesto que con esto se tiende a
esquematizar y & memorizar el conocimiento, como se di6 el caso con el
grupo control.

En las respuestas a los incisos del bloque 2 (Tablas 1 y 2), el nimero
de alumnos del grupo experimental con respuesta correcta fue mayor en
tres de los 5 incisos. Es interesante hacer notar que en dichos incisos se
presentan dos desigualdades y que los estudiantes del grupo control no
tuvieron claro en que condiciones se dan igualdades y en cuales no. Los
alumnos del grupo experimental, en este caso fueron mas acertados. En el
tltimo inciso de este mismo bloque, los alumnos del grupo control
tuvieron més aciertos , puesto que sabian que para distinguir entre una
ecuacion condicional y una incondicional, tenian que sustituir un valor
arbitrario y asi observar que no se transformaban en identidades
numéricas, Este grupo aplicé simplemente el esquema ensefiado por el

profesor. Los alumnos del grupo experimental tuvieron menos aciertos

porque para haoer la distincién entre eouacién condicional e incondicional

fue necesario que de acuerdo a lo aprendido con el material trabajado en el
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experimento, llevaran acabo todo un procedimiento, el cual se pudo hacer
con los ejercicios anteriores, mas no en este tltimo, cuya dificultad estribo
en la presencia de denominadores, lo cual fue determinante para no llegar
al grado de respuesta dada por el grupo control,

En el tercer bloque de incisos correspondiente a la pregunta tres
(Tablas 1y 2), los resultados obtenidos por los alumnos de ambos grupos
fueron muy aproximados, esto se explica porque en el grupo control se
trabajo con varios ejemplos para que entendieran cuando dos ecuaciones
son equivalentes, ya sea despejando la incognita de ambas y cerciorandose
de que el valor de ésta es el mismo para ambas ecuaciones, u obteniendo
uns a partir de la otra, por medio del procedimiento de sumar, restar,
multiplicar o dividir ambos miembros de la igualdad por la misma
cantidad. En el grupo experimental el concepto de ecuaciones
equivalentes, se obtuvo como parte del proceso de aislar el valor de la
incognita, hasta llegar a una ecuacion equivalente final, pero muy sencilla
de resolver, en donde la incognita se iguala con un valor numérico final.

En el ultimo bloque de cuatro incisos (Bloque 6 en Tablas 1 y 2), en
los que hay que resolver ecuaciones lineales de diversos tipos, la diferencia
en las respuestas correctas de los alumnos del grupo experimental con los
del grupo control, fue a favor de los del experimental. En la ecuacién del
primer inciso que corresponde a una ecuacion entera, sin paréntesis y sin
denominadores y con la incognita en ambos miembros de la ecuacion, 36
de 37 alumnos del grupo experimental la resuelven correctamente y del
grupo control 21 de 40 alumnos también la resuelven,

El segundo inciso de este ultimo bloque de problemas (Tablas 1y 2),
corresponde a uns ecuacion lineal entera con paréntesis en ambos

miembros de la ecuacion, y con més de una ocurrencia de la incognita en

ambos miembros, a diferencia del problema anterior donde sélo aparece

una vez, tanto en el primer miembro de la ecuacién como en el segundo.

En este problema el niimero de respuestas correctas fue a favor del grupo
experimental, 36 de los 37 alumnos lo resolvieron correctamente; en el
grupo control 23 de los 40 alumnos también lo resolvieron.

La diferencia de resultados en este inciso, la establecié el menor
numero de errores cometidos por los alumnos el grupo experimental en el
tratamiento de la incognita, ya que, cuando transformaron el paréntesis
obtuvieron una ecuacion equivalente con dos términos semejantes en el
primer miembro y un término semejante en el segundo, aislando la
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incognita y haciendo explicito su valor numénico. Los alumnos del grupo
control tuvieron mds errores porque no supieron agrupar los términos
semejantes ni tampoco aislar la incognita. No tuvieron una idea clara del
papel que juega ésta, al no considerarla como un nimero que no es
explicito al inicio, pero que se hace explicito, en el momento de establecer
la dltima ecuacién equivalente.

El tercer problema del bloque 6 (tablas 1 y 2), es una ecuacion
racional con denominadores numeéricos enteros, la incognita aparece en el
primer miembro, en cada una de las dos fracciones que lo conforman.
Este problema lo resuelven correctamente 29 alumnos del grupo
experimental, y 15 alumnos del grupo control. Los del grupo experimental
marcaron la diferencia de aciertos a su favor porque tuvieron mayor
facilidad en el manejo de los denominadores, paréntesis, signos y términos
semejantes, y sobre todo en que sabian, que a través de ecuaciones
equivalentes se puede ir transformando la ecuacién original, hasta llegar a
una que sea la mas sencilla de todas, y en la cual se puede asignar
facilmente el valor de la incognita, y que ésta es un niimero que se hace
explicito hasta esa Ultima ecuacién equivalente.

El cuarto problema del bloque 6, (tablas 1 y 2 correspondié a una
ecuacion también racional, pero en este caso las fracciones que la
formaban tenian expresiones factorizables por término comun (binomios).
Este problema, 17 alumnos del grupo experimental lo resolvieron
correctamente, y del grupo control solo 5 alumnos puedieron resolverlo,
aunque existio una diferencia en las respuestas correctas a favor del grupo
experimental, los alumnos de ambos grupos tuvieron dificultades para
resolver este tipo de problema. El factor fundamental de sus dificultades
en la resolucion de éste, fue que no supieron factorizar los denominadores
para calcular el MCM.

Los alumnos del grupo control tuvieron en promedio un 86% de
respuestas correctas en las preguntas que se pueden considerar como
tedricas (conceptos o definiciones), y los del grupo experimental un 79 %.
Los alumnos del grupo control obtuvieron una diferencia de respuestas
correctas a su favor de un 7% , esto se puede atribuir a que en el grupo
control se puntualizd més en este tipo de aspectos de definicién, alternados
con ejemplos, para ilustrarlos, debido a ello los estudiantes del grupo
control, repitieron estos esquemas en el momento que identificaron una
similitud con los ejercicios el examen. En el grupo experimental no se
puntualizé de manera especial sobre alguna definicion, ya que el objetivo
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del material aplicado no fue el de la puntualizacion de definiciones, mas
bien en este, se presentaron las ecuaciones en una forma mas integral, de
tal manera que los conceptos se fueran construyendo, tomando en
cuenta el origen aritmético de las ecuaciones, la metéfora de la balanzay la
participacion activa del alumno.

En el Gltimo bloque del examen (Bloque 6), los alumos del grupo
experimental obtuvieron en promedio un 79.5% de respuestas correctas y
los del grupo control obtuvieron en promedio solo un 47%, la diferencia
fue a favor del grupo experimental en un 32.5%. Esta diferencia indica que
el procedimiento utilizado por los alumnos del grupo experimental, para
resolver las ecuaciones fue con los referentes ya mencionados, con los que
trabajo durante las sesiones y que les dejaron un mejor entendimiento
sobre el tratamiento de la incognita, para la resolucion correcta de las
ecuaciones. Es en estos resultados donde puede observarse que los
alumnos del grupo experimental obtuvieron un aprendizaje mas
significativo. Hecho que quedd demostrado en los resultados obtenidos por
este grupo, en el examen (el mismo examen postexperimento) que se les
aplicd tanto a éste como al de control, un mes después de finalizado el
experimento, donde pudo observarse que retuvieron mas el conocimiento
sobre la resolucion de ecuaciones, que los del grupo control. (ANEXO VI.)
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CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos y discutidos en los parrafos anteriores,
se puede concluir lo siguiente:

En la resolucion de los problemas del bloque 6 (tablas 1y 2), se
puede observar que los alumnos del grupo experimental, obtuvieron
mejores resultados, la diferencia de resultados entre las respuestas de los
alumnos de ambos grupos, quiza se deba a que los del grupo experimental
resolvieron las ecuaciones, trabajando con referentes significativos: con el
modelo de la balanza, el material didactico elaborado y su participacion
activa, y de que aprendieron la resolucién de las ecuaciones, desde sus
origenes aritméticos hasta llegar al planteamiento algebraico, pasando por
la equivalencia de las ecuaciones. La concepcion de ecuacion condicional y
de ecuacion equivalente a que llegaron, les permitio una claridad en éstas,
que se reflejo en la destreza para hacer explicito el valor de la incognita,
sabiendo ademés que la incognita representada por una literal cualquiera,
finalmente es un nimero determinado, que en el momento de sustituirlo en
al ecuacion la transforma en una identidad numeérica.

En los resultados obtenidos por los alumnos de ambos grupos, en el
segundo examen (el mismo que se les aplico al finalizar las sesiones del
experimento), realizado un mes después de la aplicacién del primero, se
puede observar que los alumnos del grupo experimental son mas
consistentes en sus respuestas, ya que, mantienen su promedio de
respuestas correctas obtenido en el primer examen, a diferencia del grupo
de control el cual tiende a bajarlo considerablemente, tanto en las
preguntas consideradas tedricas, como en la resolucion de ecuaciones.
Estos resultados muestran que el grupo experimental retuvo por maés
tiempo el conocimiento adquirido, por lo que, se puede inferir que dicho
conocimiento es significativo.

Al trabajar con material potencialmente significativo el tema de
ecuaciones lineales y utilizar situaciones metaforicas, como el experimento
de la balanza para la resolucion de éstas como medio para el aprendizaje
significativo,asi como la participacion sistemética del estudiante en
discusion colectiva e individual sobre el tema, invariablemente propicia un
aprendizaje significativo. Una ensefianza cimentada en un proceso de
aprendizaje significativo, puede tener resultados mais positivos a largo
plazo, debido a que ayuda a entender mejor los conceptos y no a
mecanizarlos.
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El aprendizaje significativo, que tiene como base el modelo
cosntructivista, rompe con el esquema informador-receptor; y pone en
juego la capacidad del profesor para investigar e idear formas alternas de
transmitir el conocimiento, de tal manera que el estudiante construya y
comprenda por si mismo los conceptos fundamentales del saber

matemdtico, por lo que este modelo podria ser aplicable para la ensefianza
de las ecuaciones.

Por lo mencionado en los parrafos anteriores se concluye, que no
hay evidencia para rechazar la hipétesis de que el aprendizaje de la
resolucion de ecuaciones se mejora con la ayuda de material
potencialmente significativo, del modelo de la balanza y la participacién
activa del alumno. A diferencia de que con la presentacion del tema, con el
referente  del supuesto que el estudiante posee los conocimientos
matematicos previos segin el curriculum escolar, al estilo de la gran
mayoria de los libros de texto, pero sin la participacion activa y sistemética
del estudiante, dificilmente se puede propiciar un aprendizaje que sea
significativo.

Ademis de que los métodos expositivos de clase por parte del
profesor, como tnica metodologia de ensefianza, propician en el estudiante
memorizacidn de corto alcance, y mecanizacion en la solucion de
problemas de ecuaciones lineales, lo que trae como consecuencia, un
aprendizaje sin significado, el cual es olvidado a corto plazo.
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LIMITACIONES DE LA INVESTIGACION.

La investigacién se realizd en horario normal para la clase de
matematicas, esto limitd el estudio de variantes mds complicadas de
ecuaciones fraccionarias con denominadores algebraicos factorizables, por
lo que este aspecto fue poco explorable y factor de fuentes de error en
algunos de los problemas del ultimo bloque en el examen.
Fundamentalmente porque en el programa de estudio, el tiempo dedicado
a este tema estuvo limitado a 10 horas, y el proposito de la investigacion se
limitb a estas condiciones en el tiempo normal de clases.

En cuanto al uso de la balanza como un modelo para la ensefianza
de las ecuaciones, la limitante fue que no hay manera de representar
cantidades negativas, por lo que fue necesario pasar por un proceso de
abstraccion de las operaciones, lo mismo sucede para la representacion de
fracciones, las cuales fisicamente no pueden ser representadas en su
totalidad, por lo que fue necesario pasar por dicho proceso.



ANEXOS.

Anexo L
Examen de Diagnéstico.

a) Nimeros reales:

1.- §, Cual de los siguientes nimeros no es entero?
a) 0 b) 3 c) % d) 4

2.- El inverso multiplicativo de 5 es

3.-Si a/b y ¢/d, son numeros racionales (fracciones), entonces
el algoritmo de la suma se expresa como :
ab + c/d=

4.- (Cual de las siguientes operaciones no esta definida para
los niimeros reales?
8)3+0 b) 30 c) 0/3 d) 3/0 e 03

5.- La propiedad a + b =b + a, es conocida como la propiedad :
para la suma de los nimeros reales.

6.- la propiedad del elemento neutro para la suma de
numeros reales, se ilustra como:

[(J+a=a

7.- a+ (b+c) =(atb)+c, se conoce como:
La propiedad para la suma de los reales.

8.- La propiedad distributiva de los niimeros reales se ilustra como:
a' (] tc)=a-b+a[]

9.- a* []=a, seconoce como; la propiedad del elemento
para la multiplicacion de niimeros reales.

10.- a+ [ ] =b* [ ]es conocida como la propiedad ____
para la multiplicacion de niimeros reales.




11.- De los siguientes m'xrncro: indique cual es primo:

a) 6 b) 11 ¢)15 d) 39 e) Sl
12.- Obtener el resultado de la operacion : 6 - (-3)= []
13.- Divida 10.342 entre 2.61 (sin usar calculadora)
14.- Resolver sin calculadora la siguiente operacion: 93.6/3=__
15- 2/3/1/6=____
16.- 3 19-173 =

17.-Simplifica a la minima expresion Ias siguientes fracciones:
315=___ 25/45= _ 10/12= 24/39=

18.- ;Cual es el minimo comtn denominador (minimo
comun multiplo), de las siguientes fracciones.?
MCD (1/105, 1/70) =

19.- Encontrar ﬁ:

20.- (1.3x10% - (1.1 x 10%) = 1.46 x

21.- ;En que forma el conjunto de nimeros enteros difiere de
los nimeros naturales?

22.- Escribe los factores primos de 120.

23.- Si el numerador y denominador de una misma fraccién
son multiplicados por el mismo nimero:

a) La fraccion se hace més pequefia |

b) La fraccién permanece con el mismo valor

¢) La fraccién incrementa su valor

d) El resultado dependerd de si el valor del niimero es mayor
6 menor que 1.
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24.- Si tres fracciones tienen denominadores que son pri-
mos relativos, el minimo comiin denominador, es igual al:
a)Denominador més grande
b) Denominador mds pequefio
¢) Producto de todos los denominadores
d) La suma de los tres denominadores

25.- Si el valor del numerador y del denominador de una frac-
cidén son iguales, el valor de la fraccion es:
a) Mayor que 1
b) Menor que 1

c)Igualal
d) Depende del valor del numerador.

26.- Si el punto decimal de un nimero es movido tres lugares a
la derecha, entonces estamos:
a) Dividiendo el nimero entre 1000
b) Dividiendo el nimero entre 100
¢) Multiplicando por 3
d) Multiplicando por1000

27.- ;Cudl es el mimero que falta, en la siguiente operacion:
24+76=[_]
a)24 b)34 )52 d)I00 ) Ningunodeellos

28.- {Que nimero faltaen 6x 15 =[] x6
8)9 b) 15 ¢ 90 d) 540 e)Ninguno

29.- Encuentra el numero que falta en, 108/12 -[J =108 _
a)l b)9 ¢)10 d)12 e)ninguno

30.- Completa la siguiente operacion: (70+30) + 50=70+( [ +50)
)20 b)30 ¢)50 d)70  e)mnguno

31.- ;Qué mimero falts: (64 X[ }/+ 16 =64
8)0 b)4 )16  d) 64  e)ninguno

32.- Completa: 3 x 26=(3 x[ ] ) + (3x6)
82 b)é c) 20 d)26  e)ninguno
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33.- ;Qué nimero puedes usar en ambos cuadros para que
la operacion sea falsa:  25+[7]=[]+30-5
a)0 b)5 ¢)25 d) ninguno e) todos

b) Expresiones algebraicas.

1.- Escriba un ejemplo de cada uno de los siguientes términos.
a) un trinomio
b) Un binomio
¢) Un monomio

2.- Encuentre el resultado de: (a-b)/(atb) - b/(atb) =
a)1/b b) a-l/a ) a2(athb) d)(a-2b)/(atb) e)a-2b/a(atb)

3.- Multiplique las siguientes expresiones:
(x+2)(x+3) =
(2x+3)(x+1)=
(x-6)(x+4) =
(x-3)(x-2) =

4.- 81 (1/8)x = 12, entonces x es igual:
a)2/3 b)3/2 c)96 d)20 e)no se conoce.

5.- El resultado de la Ecuacion: x + 1/x =x - 1/x. es:
a)0 b) 1 c)0yl d)-1 e) No tiene solucién.

6.- Resuelva la siguiente ecuacion lineal.
Th-5h="%

7.- Six*+ kx + 6 = (x+2)(x+3) para toda x. Entonces k es lgual
a) -1 b)I ¢)3 d)5 e) 6

8-SiF= GmM/d’, entonces m es igual a:
a) F®¥’GM  b)F#GM c¢)F+dGM d)FGM/& e)Fd*-G
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¢) Completa las siguientes expresiones:

1) a(xty-z)=ax+a*[]-a+[]

2) 2ex+4ay-8az=2a([] +[] - [])
3) @+by=[]+[]+[]

4) x*+ 2y + y* = ( [+ [:])2

5) x+2)x3)= [1-[1- [

6)x* - 8x+ 15 =(x-5)x -[])
N@x-3)x+) =[] +[J-O

8) 6x’ x-15=([]-5) ([]+3)

9) 81x*-49=(9x+ [ 1) O -7)

10) (eiy)oxeyy= ]

11) (a+brof= [J+[J+0+1 + 0+
12) (x*-6x +5)/ (x-5) = (3-S)(x- D)/<,;.5)= -

13) (x+3)/ (x+1) + (x+2)/x+1) = {(x+3) + (x+2)} /(O + [y
=(O+ OO+
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Anexo I,

Material de trabajo.

El material de estudio en su primera parte, induce al estudiante hacia
la construccion del concepto de ecuacion lineal, continuando con las
propiedades de la igualdad y finalmente los ejercicios que deberdn
resolver los estudiantes.

Experimento de la balanza:

JQué se necesita como
condicién(es) para que la balanza
mantenga el equilibrio?

El equilibrio de la balanza se
establece cuando los platillos se
encuentran nivelados a la misma
altura. Si séle se dispone de pesas
de 50 grs. (o de cualquier otra
dmommamén) 4qué sucederd a la
balanza si en uno de sus platillos, en el de el lado derecho, por ejemplo, se
coloca una de estas pesas?

(Qué necesitas hacer para restablecer el equilibrio?

Una vez restablecido el equilibrio, si se pone (suma o adiciona) ofra
pesa de 50 grs., ahora en el lado izquierdo de la balanza, ;qué se observa?
LA qué se debe ese desequilibrio? Como logras equilibrar la balanza?
(Qué pasa si se dispone de pesas de diferente peso? |

En el momento en que se restablece el equilibrio de la balanza hay
en cada platillo dos pesos de 50 grs. esto es, hay 100 grs. en cada platillo.
Si quitas (restas, sustraes) las dos pesas de 50 grs. del lado izquierdo, ;qué
sucede a la balenza? ;Como logras restablecer el eqmlxbno? &Volwéndolas
aponer o quitAndo dos del lado derecho?

Ahora bien, ponimdo 6 pesas del lado derecho (seis veces el peso de
50 grs.) 6 6:(50 grs.), es decir, adicionando un miltiplo de la pesa de 50
grs., (lo cual equivale & multiplicar €l peso de la pesa de 50 grs. por 6),
(qué sucede a la balanza, ;como se restablece el equilibrio?. |
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Al establecerse el equilibrio, se tienen en ambos platillos 6 pesas de 50
grs, esto es, 300 grs., en cada uno. Si se dividen los 300 grs., del platillo
del lado izquierdo entre 3, y se deja una tercera parte en ese platillo (esto
es, quitando las otras dos terceras partes). ;Qué sucede? ;como se logra
restablecer el equilibrio?

(Es necesario realizar las mismas operaciones, es decir, sumar,
restar, multiplicar ¢ dividir los mismos pesos en ambos lados de la
balanza?

A los estados de equilibrio, que se mantienen en los diferentes
momentos de estas operaciones se denominan: estados equivalentes (si se
suma o agrega un mismo peso en ambos lados de la balanza; el equilibrio
no se altera).

Este estado de equivalencia se rompe en el mismo momento en que
se desequilibra la balanza, ya que, habra pesos diferentes y la igualdad de
ellos deja de mantenerse.

Al finalizar el experimento de la balanza, pasaremos a la resolucion
de ecuaciones, pero antes es necesario recordar los siguientes puntos:

En las expresiones aritméticas, es usual que aparezcan una o varias
operaciones a un lado del signo igual, generalmente a la izquierda, y en el
lado derecho el resultado de dichas operaciones. Entonces, ; para qué
sirve el signo igual? Sirve para enlazar una seriec de operaciones
aritméticas con su resultado.

Ejemplos:

5+7=12
15+18=33

Sin embargo, en el caso de expresiones algebraicas, el signo igual
tambien puede enlazar las operaciones con su resultado? En expresiones
como la siguiente si:

3x+4=25
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Pero en otras como el siguiente ejemplo, no puede:

X+4=Tx-5

JPorque? Veamos las siguientes sumas aritméticas con nimeros
enteros:

2+3=5

5+8=13
12+2=14
20+8=28

Observen que un proceso comin que se efectiia en este tipo de
sumas, es obtener el nimero del lado derecho, por suma de los niimeros
del lado izquierdo, es decir, el nimero del lado derecho, se interpreta
como el resultado de la suma de los nimeros del lado izquierdo, ahora
veamos los siguientes ejemplos:

2+3=35
5=5

5+8=13
13=13

10 +20=130
30=30

~ 1Qué notamos? que el nimero que resulta de la operacion del lado

izquierdo del signo igual, es equivelente al nimero del lado derecho, es
decir, el resultado de las operaciones del lado izquierdo, es igual al
numero que esta del lado derecho. A este tipo de igualdades entre
numeros, en aritmética se les llama identidades.
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Ahora observen los siguientes ejemplos:

5+8=6+17
13=13

20+8=10-2+8
28=128

3:4+2=8+6
14=14

5+3-8=29
29=29

7+3=3+17
10=10

6°3+5=5:3+4+2
23=23

(Que es lo que notan? como pueden darse cuenta, en los ejemplos
anteriores se pueden establecer ademés de la suma, operaciones de
multiplicacion en ambos miembros de las identidades, de tal manera que,
el resultado del lado izquierdo se mantenga igual al del lado derecho.

EJERCICIOS.

Considerando los ejemplos anteriores, resuelva las siguientes
identidedes:
- z+8=L1]
- O=0
2- [J=13+5
1=

3- 4+10=1]
] =]
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- 5-2+4= "]
=]
5- 1 =2.8+5
1=
6- 2:10+3-4=__]
L1 =] |
7- 2+ L] =545
=1
8- 4-[J=40
] =]
9. 20+30=25+_]
= O
10- 5.10=10-[]
=
.- 80=8-[_]
= 0O
12. 20+5:8=[_]+6-5

=5

13 100+50= [ ]
=0

14.- 8.9+28=10+ ]

-0

~ Siguiendo con la idea de mantener los resultados eqmvalenm,
resolvamos el siguiente ejercicio: \
8 [ ]+ 10 30 +20
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Para que se mantenga la equivalencia de resultados en la identidad,
es necesario colocar un numero en el cuadro vacio, de tal manera que, el
resultado de las operaciones del lado 1zquierdo de la identidad, sea igual al
resultado de la operacion del lado derecho de la misma. Calculando por
prueba y error,;Cual es ese numero? El nimero que debe ir en el cuadro
esel S,

Entonces en la identidad:
8- 12| +10=30+20,
Ponemos el numero correspondiente,
8-5+10=30+20
40+10=30+20
50 =50

Se obtienen los resultados equivalentes.

Resolvamos otros ejemplos similares:

EJEMPLO 1.
32+[_])-6=10+8
colocando el 6, tenemos:
32+f6])-6=10+8
3:8-6=10+8
24-6=10+8
18=18
6 también,
3:2+3:6-6=10+8
6+18 -6=10+8
18=18
EJEMPLO 2.
7/3=6
ya que,

18|/3=6
6=6

=85
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EJEMPLO 3.
?9/5-10=3+3 ? |=80
ya que,
p‘o‘/s-10=3+3
16-10=3+3
6=6
EJEMPLO 4.
8/ | 7| =4 9 |=2
ya que,
8/121 =4
4=4
EJEMPLO 5.
20/ 21+5=5+2 7=10
ya que,
20/ (10| +5=5+2
2+5=5+2
7=17
EJERCICIOS:

Siguiendo el modelo de los ejemplos resueltos, encuentre el niumero
que debe ir en el cuadro vacio. »

- 2+| F8+2 7=
2. -6 =3+2 =1
3-  15=2+4 |5 1=
4.- /3=20 1=

S.- 8=20- 2 1=

6- 16 |=-1 7=

7- 8/ -3=2.3 75
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8- 10+4=20/] W10 2=
9.- 52+ )=25+25 9=
10- 3¢| | -5=83 7=
11- 36=6( | +6) 9=
12- 100 =(10)(20) - 7=

Para resolver cada uno de los ejercicios anteriores, es necesario que
encuentren por prueba y error el nimero adecuado, que haga de la
igualdad entre las dos cantidades, una identidad.

También que recuerden que en todos los ejemplos y ejercicios
dados, se puede establecer la analogia entre el equilibrio de la balanza y la
igualdad de las expresiones que se estan comparando, y que para lo cual
es necesario buscar un namero adecuado para establecer la identidad, esto
es, como lo hicieron en el experimento de la balanza al buscar la pesa
adecuada que colocada en uno de sus platillos restablece su equilibrio.

Ahora observen la siguiente identidad:

5:15+54=129
75+54=129
129 =129

{Qué Sucedcrﬂ si restamos a ambos miembros de esta identidad el
namero 547 ;Se conservara la identidad?

5415+ 54 =129

restar 54, - 54=:54
5:15= 175
75= 15

Si se conserva la identidad.
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LY si dividimos a ambos miembros entre 57

Dividimos: 515 /5=175/5
75/5=15/5
15=15
Se sigue conservando la identidad.

Aunque la identidad original se transforma en una nueva debido a
las operaciones realizadas en ambos miembros de la misma (se resta o se
divide el mismo numero), se siguen conservando los resultados
equivalentes y por tanto la identidad. Si recuerdan en el experimento con la
balanza, se hacia algo similar (adicionar, sustraer, dividir o multiplicar los
pesos, pero en ambos platillos para poder mantener su equilibrio).

Siguiendo con el mismo ejercicio, pero ashora con un cuadro vacio,
en el que debe ir un nimero que no conocemos,

507 +54=129

Ponemos en el cuadro cualquier letra del abecedario que represente
al nimero desconocido, que debe colocarse en el cuadro vacio, la x por
ejemplo:

5+ [x] +s4=129

Enseguida procedemos como en el ejercicio anterior y restamos el
~ nimero 54 , en ambos miembros de la igualdad:

Restando 54, 5:x+54=129
=54 =.54
5.x =175

Dividimos a ambos miembros entre

5:x/5=175/5
x=5 '
5=5
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Obsérvese como esta forma de proceder nos lleva logicamente a
plantear igualdades equivalentes cada vez méis elementales, hasta una
ltima en la cudl es ficil conocer el valor “desconocido™

Procediendo como en los ejercicios anteriores, encuentre el nlimero
desconocido (representado por una literal) en la igualdad del lado derecho
de la lines, realizando las operaciones que transforman la identidad del
lado izquierdo, en otras mas elementales:

5:20-84=16 5:-a-84=16

5:20-84=16 5:a-84=16
sumar84 ___+ 84 =tR4 184 =+84

5:20=100 5.a =100
dividir entre 5.
5-20/5=100/5| 5-a/5=100/5
20=20 a=20
20=20

A la literal que representa el nimero desconocido, se le conoce
como: incognita.

Pueden notar que en todos los ejemplos realizados, para poder
mantener la igualdad entre las cantidades de cada lado del signo igual, se
tienen que realizar las mismas operaciones, es decir, sf se suma un niimero
al miembro del lado derecho, el mismo nimero se debe sumar al miembro
del lado izquierdo para mantener la igualdad, si se resta un nimero al
miembro izquierdo, el mismo niimero hay que restar al miembro derecho
para maltenerla, si se divide por un nimero distinto de cero a un miembro
de la igualdad, lo mismo se hace con el otro miembro para mantener la
igualdad, y finalmente si se multiplica un miembro de la igualdad por un
nimero, lo mismo debe hacerse con el otro miembro, para seguir
manteniendo la igualdad.

(Que analogia se puede establecer entre esta forma de mantener la
igualdad en las ecuaciones, con el hecho de mantener al equilibrio de la
balanza?



Recuerden que para mantener en equilibrio la balanza, si se restaba,
sumaba, dividia 6 multiplicaba el peso en uno de sus platillos, esa misma
operacion, y con las mismas cantidades se realizaba con el peso del otro

platillo.

Una diferencia sustancial entre la igualdad de la izquierda y la de la
derecha, descansa en el hecho de que la igualdad de la parte izquierda es
una identidad, mientras que la igualdad de la derecha, esta condicionada al
valor que le asignemos a la cantidad desconocida (incognita), y no es sino
hasta que se encuentra su valor y se sustituye en la igusldad, que se
transforma en una identidad 6 igualdad incondicional.

Para continuar con la idea anteriormente expresada, veamos las
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siguientes operaciones:
- 2:5=10 2:.x=10
Dividiendo entre 2.
2+8/12=10/2 2%/2=10/2
§=5 x=5
§=5
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2.- 5 -4/3=11/3
Multiplicando por 3.

3(5-4/3)=3(11/3)
35 - 3(4/3) = 3(11/3)

Sumando 4,
35-4=11
t4=+4
3:5=15

Dividiendo entre 3,
3:5/3=15/3
5§5=5§

x-43=11/3

3 (x - 4/3)=3(11/3)
3ox - 3(4/3)=3(11/3)

3x-4=11
t4=14
3x=195

3%/3 =15/3
x=§
5=5
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3- 10/2-3=2
Multiplicando por 2:
2(10/2-3)=2-2
2:10/2-23=2+2
10-2:3=2+2
Restando 10:
10-2:3=2+2
-—1.0—-—-——’:—-:.-1-0.
23 =22-10
Restando 2:2:
“2:3=2-:2-10

..2 . 2 = _2 . 2
-2:3-22 = -10

Aplicando ]a Propiedad
distributiva:

(-3-2)2=-10
Dividiendo entre -5:
5:2/-5=-10/-5

1=12

10/x-3=2

x(10/x-3)=x-2
x:10/x-x-3=x°2
10-3:-x =2-x

10-3 - x=x"2
..-_lﬂ........==.lﬂ
3-x=2%-10

-3:x=2-x-10
=2'x=-2"X
-3%-2x= -10

(-3-2x=-10

5x/-5=-10/-5

x=12
 22
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En los ejemplos anteriores pueden darse cuenta, como las
identidades de la columna de la izquierda se mantienen como tales, al
realizar las transformaciones indicadas, mientras que las igualdades de la
columna de la derecha en las que aparece una literal (incégnita), se
transforman en identidades, en el momento en que es encontrado y
sustituido el valor de esta en la operacion.

A las igualdades donde una incognita representa al valor
desconocido y, que por lo tanto estdn condicionadas a transformase en
identidades, hasta el momento en que se sustituye el valor de la incognita,
se les denomina: Igualdades condicionales o simplemente ecuaciones.

A continuacion, considerando los ejemplos, resuelva los siguientes
ejercicios:

1.- 150+ 12-10=270 150 + B-10 =270
2- 3+5-8 y+5=8

3- 10-4=6 10726

4- 3__+5=20  |3w+5-20
5- 8 -10=70 sgt-lo,=70. |
6-8-__=40 ', 8 8=40
72045 VA5
8- 100125 .22 TIED
o T0=8010% 5 TETEE
0.3 74=5 35+4=5
11-5-3_=4 | 5-3X=4
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En los siguientes ejemplos, se introduce una nueva variante, que es
el uso del paréntesis, como signo de agrupacion y como factor. Y donde la
incognita se encuentra asociada con términos numéricos dentro del
paréntesis y forma tambien parte del factor. ;Cémo calculamos la
incognita?, “eliminando” el paréntesis y realizando las transformaciones
correspondientes, como en los ejemplos anteriores.

EJEMPLOS:

Ejemplo 1:
4(8-3)=20 4(x-3)=20

Prop. Distributiva.

4:8-4:3=20 4:x-4-3=20

Sumar 12:
4+8 -12=2 4+x-12=20
+12=12 +12=12
48 =32 4x=32
'Divi'dir entre 4;

4:8/4 =3214 | 4-x/4=32/4
8=28 ’ x=8
8=8
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Ejemplo 2.
0264-3Lh+03[] =26 | 0204-3-x }+03-x=26
08-061+03[] =26 | 08-06:x+03°x=26

08+(-06+03 ] =26 0.8 +(-0.6+03)x=2.6

Restar 0.8;
0.8+(-0.6+0.3)] =2.6 0.8+(-0.6+03) x=2.6
08 = .08 08 =.08
06+03)] =18 (06+03) x= 1.8
03-[]=18 03-x=18

Dividir entre -0.3:
-03 D /03 =18/-03 -0.3 +x/-03 =18/-03

[]=-6 o x=-6

o 6=6 | - -6=-6

Observacién: ; )
En este segundo ejemplo es méds complicado encontrar el valor
numérico, del ejercicio de la columna izquierds, por lo que primero se

debe resolver, el ejercicio de la columna derechs, en el que se utiliza la |
incognita. . ‘

Finalmente se observa que desarrollando el ejemplo del lado derécho,
se llega a una ecuacion equivalente muy sencilla, cuya solucién es obvia.



EJERCICIOS.

Considerando los ejemplos anteriores, encuentre el valor de la
incognita, sustituya dicho valor en las ecuaciones originales y realice
operaciones.

1-07 x ~12=032-x-1)
2-30-2(y -1)=38
3-20+8(2- w)=4

4- 5(7-x)=25

Ahora resolvamos ejemplos, que presentan otras variantes, como
ecuaciones con mas de una ocurrencia de la incognita.

Ejemplo 1.
6(y-D)="7y-12

Aplicando propiedad distributiva:
6:y-6=T7y-12

Sumando 6,
6:y-6=7y-12
+6= +6
6y =Ty -6

Restando 7y,
6:.y=T7y-6
Jey= -1y
-loy = -6

Dividiendo entre -1,
-1y/-1=-6/-1
y=6
6=6
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Si se sustituye el valor obtenido para la incognita en la ecuacion
original, realizando operaciones, se obtiene la identidad.

Ejemplo 2:
102 -z )=4(z - 9)

Aplicando propiedad distributiva:
20-10°z=4+2z-36

Restando 20,
20-10-z=4+2-36
-20 = - 20
-100 z=4+2-56

Restando 4+ z,

-10 +z=4-+7-56
4.2 =42
-14:7= -56

Dividiendo entre -14.

-14+-z /-14=-56/-14
4=4
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Ejemplo 3.
x/2=12-x14

Multiplicando por 4.
4x/2)=4(12-x/4)
Aplicando propiedad distributiva:

4:.x/2=48-4-x/4
2x =48 -x

Sumando x,
2:x=48 -x
+ x= +x
3x=48

Dividiendo entre 3,
3x/3=48/3
x=16
16 =16




Ejemplo 4
7/a=2+1/ a

Multiplicando por a,

a(7/a)=a2+1/a)

Aplicando propiedad distributiva,
T=a*'2+al/a
T=a*'2+1
Restando 1,
T=a*2+1
Ad=_-1
6 =a-2
Dividiendo entre 2,
6/2=a2/2
=8
Simetria,




Ejemplo 5:
yld+y/3+y/2=36
(Calculando el m.c.m. de 4,3,2, que es igual a 12)

Multiplicar por 12:
12(y/4+y/3+y/2)=12(36)
Propiedad Distributiva:
12:y/4+12:y/3+12+y/2=12(36)
3ey+4 y+6.y=432
13-y=432
Dividir entre 13.
13.y/13=432/13

y=332
33.2=33.2

A . «

.s.m WSS gy
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Ejemplo 6:
3/4c=1/¢c-%

Multiplicando por 4 + ¢,
4. ¢3/4)=4+¢(1/c-1/4)
Aplicando propiedad distributiva;
4ec(3/4-c)=4-¢c(l/c)-4-¢(1/4)
3=4+1-¢"1
3=4-c-l
Restando 4,
3=4-¢-1
:4_1_= -4
1= el
Dividiendo entre -1,
-1/l =wg1/-1

Aplicando reflexiva:
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Ejemplo 7:
(x-2)/3-(x-1)/4=4
multiplicar por 12,

12(x-2)/3 - 12(x - 1)/4 = 12(4)
4(x-2)-3(x-1)=48

Aplicando propiedad distributiva:

4:x-8-3x+3=48
X-5=48
Sumando 5:
Xx-3=48
+5=+5
x=253




Ejemplo 8:
1 -(2m-5)/3 = (m + 3)/2
multiplicar por 6,

6(1-(2°m-5))/3=6(m+3) /2
6-6(2m - 5)3=3(m + 3)

Aplicando distributiva,

6-22*m-5)=3'm+3-3
6-4m+10=3:m+9
-4 m+16=3:m+9

Restando 16,
4 mt+16=3-m+9
-16= -16
4'm =3'm-7

Restando 3 * m,
4m=3'm-7
3'm=-3:m

Tem= -7
Dividiendo entre -1,

Tem/-7=-17/-1
m=]

1=1




Ejemplo 9:
8/(y-2)-13/2=3/(2y-4)

multiplicando por 2(y-2),
2(y-2)(8 / (y=2 )-13/2) =2(y-2)(3 / (2y-4))
Aplicando distributiva,

2(y-2)+ 8/ (y=2)-2(y-2)*13/2=3
2+8-(y-2)+13=3
16-13y+26=3

-13y+42=13

Restando 42,
-13y +42=3
-42 =42

-13y =.39

Dividiendo entre -13,
13y /-13=-39/-13

y=3
3=3




Ejemplo 10.
10/(r-3)+4/(3-r)=6
10/ (r-3)+4/-(r-3)=6
10/ (r-3)-4/(r-3)=6
multiplicando por (r-3)
(r-3)(10/(r-3)-4/(r-3)) = (r-3)6
Aplicando propiedad distributiva.
(r-3)10(r-3)~(r-3)-4/(r-3) = (r-3)6
10-4 =6r-18
6= 6r-18

Sumando 18,

6=06r-18
+18= 18
24=6r
Dividiendo entre 6.

24/6 = 6r/6
4=r

Aplicando reflexiva.

r=4
4=4




]

Recuerde que la incognita representa un numero, por lo que se
puede usar €sta misma para: restarla, sumarla, multiplicarla 6 dividirla a
ambos miembros de la igualdad.

Observe que en las ecuaciones donde se presentan denominadores,
estos hacen incomodo el manejo de las ecuaciones, es mas sencillo manejar
sus ecuaciones equivalentes sin denominadores, por lo que seria preferible
transformar la ecuacion original a una equivalente, pero sin estos, para lo
cual se ha recurrido a la multiplicacion de ambos miembros de la. ecuacion
por un numero, el cual resulta ser la multiplicacion de los denominadores
en los casos sencillos .

EJERCICIOS

Considerando los ejemplos, resuelva los siguientes ejercicios, y
sustituya el valor obtenido en la ecuacion original, con la finalidad de
obtener las identidades numéricas buscadas.

1- [h3-5
- 2+l )11
3- 4-[T]=11

4L 1-5=3
5-5=3-]
6.- 3[ ]=15

- 8. [ ]=3
8- .28 | =56

9- 9=27[_]




10- -7=-42-[]
.- 8=7-]
12- 25/ []=5
13- 22/ [] =2
14.- 48/ [ =23
15- [ 1B3+5=17
16-3 [)3+2[] /5=31/8
17.-3- ) 2+ [ J+4/5 =4
18-2 [ ] +5=4-[ ] +7
19- 170 ] -3=11 []-9
20.- []+83- [J#3n=2 []
21- 1 J-@8-17- [)y=18
2.-2([]-5=14
23-433 [ -S)-s-[_‘_] =7 [ J+1
24-([J+54-([]+9=0
2. 7 [ J+s(L)-8)=4a015)+12




26.-3+ [ V14+8{]/7-32=11/21 -11{] /21
27.-14+y/3+y/6+3/5=T7.y/5-26

28.- 5+¢/2+7t/8+10=3+t+23/10

29.- 8/(z-3)+4/(z3)=1/3

30.- 6 / (h+4)- 2/ (ht4) =4
31.-8/3:x+9/11-x=-3

32.- 14=(x-203 - 5x))




ANEXO I1I.

Examen post experimento.

PREGUNTA 1. Escribe en el renglon de la derecha el tipo de
igualdad, segun sea el caso: (condicional, incondicional, identidad

numérica igualdad entre conjuntos).

a) 3x+5 =5+3x

b) 2:3+5 = 4-2+3

¢)2x+3=x-1

d) (a+ b)’ = a*+2ab+b?

e) {1,2,3} ={3,2,1}

£)x/2 + x-1/3 = /5

| g) {*, n.te> 1= { D’P‘?*}

h) 2(5+2)+ 3+ 5 =102 + 3:3

PREGUNTA 2. Escribe en el renglén correspondiente cuales de las
siguientes “ecuaciones” son igualdades y cuales no. Justifica tu respuesta.
a)2x-3=x-1
b)a-1=a-3
c) 3(y-2) =4(y-8)
d) 7z + 5(z+8) = 4(3z-5)+12
e)x/3-(2x-3)/5=x/8

PREGUNTA 3. ;Cuales de las siguientes parejas de ecuaciones son
~ equivalentes y cuales no?. Justifica tu respuesta.

8) 2(x-3) =x - 1 b) 5x-2 = 3x+8
x-6=-1 2x-10=0
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PREGUNTA 4. Explica la analogia entre una balanza de platillos
y una ecuacion.

PREGUNTA 5. Dada la siguiente ecuacion lineal:
(3/x-1) - (4/x-1)=2x/3(x-1)

" Escriba en el renglon de la derecha el argumento que justifica cada
paso del procedimiento llevado a cabo, para aislar (despejar) el valor de la
incognita.

a) 3(x-1)[B/x1)- (4/x-1)]=3(x-1)[(2x) /3(x - 1)]

b) 9(x - 1)/ (x-1) - 12(x -1}/ (x-1) = 6(x-1) * x / 3(x-1)
¢)9:¢1-12:1=2+1+x

d) -3=2x
e) -3/2=2x/2
f) -3/2=x
g x=-3/2
h)-3/2=-3/2

PREGUNTA 6. Resuelve las siguientes ecuaciones lineales
y verifique.

a)3x-2=5x-4

b) 3a - 2(2a-5) = 2(a+3) - 8
Qy/S5-(y-2)/2=%

d) (x-3)/ (2x-2) =1/6 - (1-x) / (3x-3)



ANEXO 1V,
Problemario. (Grupo conirol)
I.- Ecuaciones de ler. grado con una incognita,

1.- Resuelve las ecuaciones siguientes:

a) x-9=15 d) x-.3=17 g)8-x=0

b)x -20=150 e)x-5 =83 h)10-x=3
¢)17=x-13 f) x-4/3 =11/3 i)12-x*=x - ¥
2.- Resuelve;

a)3x+1=13 d)76=10x+6 g) 8x +13/4=77/4
b)5x+3=33 e)45=15+12x h)4x+3=17/3
c) 11 +7x=88 £)34=14+2x 1)45=15+12x

3.- Resuelve las ecuaciones:

8)2l/r=3 d)5.4/r=3 g)30-r=17

b) 14/r=4 e).4=10/r h)8.4-r=5.7
c)8=24r £) 5/r=5/2 i)71/4=81/4 -r

4.- Resuelve las ecuaciones.

aA)yd+6=5 d)2y3+7=-1 g)y-y2=-20
b)8+y/5=-1 e)12+2y/5=18 h)y+ (23)y =-45

¢)30=25-y/3 f)24="y/5+31 i)(172)y+6 =(314)y
5.- Resuelve las ecuaciones. |

8) 4(x-1) =20 H6G-1)=Ty  g)20+8Q-y)=44
b) 3(x-2) = -6 €)30-2(-138 ) 3(z+1)=4(62)
)42=102x-1)  £12y-3=50y+1) i)2z+1)}3@z2)=62
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6.- Resuelve las ecuaciones siguientes:

D) (W2)- (3 =7 d)y4+yB+y2=36 g)3x/4-2u/3 =3/4
BYyXS+x6=11  e)y/5+y3-y2=3 W) x2=37-5
OX2=12-x/4 D10+y/6=y3-4  i)Sx2-203=-11/6

7.- Resuelve las ecuaciones siguientes.

8) 5/%-2/x=3 ¢) Ix+ % =5k g) Y +1x=5
Na=2+1/a d)3/b+%=2/b f) 3/4(c) =1/c- Y

8.- Resuelva las ecuaciones siguientes:

a) (x-2)/3 - (x-1)/4=4 c) (W-z)/4 - (w+4)/3 = -5/6
b) (y-3)/5 - 1 = (y-5)/4 d) 1- @m-5)/3 =(m+3)2

9.- Resuelve las ecuaciones siguientes:

8) (d+8)(d-2) = 9/4 &)8/(y2) - 132=3/2y4)
b) 4/(x-4) = 7/(x+2) &) 10/r-3) + 4(3-1) = 6



ANEXO V.
GLOSARIO ESTADISTICO

Andlisis de varianza: Es un proceso aritmético mediante el cual la
variacion total de un conjunto de datos se divide en dos o mas

componentes, cada uno de los cuales se puede atribuir a una fuente
identificable (Daniel,1981).

La variacion de un conjunfo de datos muestrales se mide
generalmente por la varianza de la muestra. Si se tiene disponible para
el andlisis una muestra de datos, se puede medir la variacion total
mediante.

LT LY Lo

- n-1

Se llama suma total de cuadrados al numerador de esta ecuacién,
porque es la suma de las desviaciones elevadas al cuadrado de las medidas
individuales respecto de su media,donde la suma se realiza sobre ¢l
nimero total de medidas..Se puede considerar también a la suma total de
cuadrados como medida de variacién. Es esta representacién de la
variacion la que se divide en el andlisis de varianza (idem.).

Cuando se analizan datos de un experimento estadistico, se pueden
identificar dos fuentes de variabilidad: variabilidad entre los tratamientos,
el cual mide el grado en que las medias muestrales difieren entre si y la
variabilidad dentro de los tratamientos, que mide el grado en que las
observaciones que quedan dentro de los tratamientos varian respecto a las
medias individuales de cada uno de estos. Entonces, la suma total de
cuadados se dividen en las dos componentes anteriores. A la segunda
componente se le llama suma de cuadrados o suma de cuadrados del error
(SCE). En simbolos :

» k . k
T 3 009 =m0, -9 4 2305

Suma total de cuadrados (SCT)=suma de cuadrados de los
tratamientos (SCTR)+suma de cuadrados del error (SCE).
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De la relacion anterior: SCE=SCT-SCTR

Division de los grados de libertad.

Una suma de cuadrados dividida por los grados de libertad
adecuados (gl) da como resultado una varianza. Si se divide cada una de
las sumas de cuadrados que se describieron anteriormente por los grados
de libertad apropiados, se obtiene una varianza que se denominard media
cuadrada(MC). Los grados de libertad relacionados con la suma total de
cuadrados son n-1, o numero total de medidas en el conjunto de datos
menos 1. Se llama a n-1 los grados totales de libertad. Dividiendo la suma
total de cuadrados por los grados totales de libertad, se obtiene la media
cuadrada total (MCT). Entonces SCT/(n-1)=MCT.

El valor de los grados de libertad relacionados con la suma de
cuadrados de los tratamientos es igual al numero de tratamientos menos 1.
Si hay k tratamientos, el valor de los grados de libertad de los tratamientos
es k-1. La media cuadrada de los tratamientos (MCTR) estd dada por
SCTR/(k-1)=MCTR.

Se obtiene el valor de los grados de libertad del error por
sustraccion. Asi, los grados de libertad del error son (n-1)-(k-1)=n-k. La
media cuadrada del error (MCE) est4 dada por SCE/(n-k)=MCE.

La prueba F.

Uno de los objetivos del andlisis de varianza es la verificacion de
hipétesis sobre parémetros poblacionales. El andlisis de varianza permite
verificar la hipotesis nula de que varas medias poblacionales
(tratamientos) son iguales frente a la hipétesis alterna de que no todas son
iguales. Se puede expresar formalmente la hipotesis asi:

Hypy=py ,  Hypy#p,

Se obtiene un estadistico de prueba adecuado para verificar esta
hipétesis tomando la razon entre la media cuadrada de los tratamientos y la
media cuadrada del error. Si se denomina razon de varianza o F calculada,
(RV) a esta razon, se tiene :

RV=MCTR/MCE
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RV es el estadistico de prueba que se emplea para determinar si la
hipétesis nula se rechaza o no. Si en un experimento, esta razon es mayor
que la probabilidad asociada al grado de significacion (.01,.05 ¢ .1), la
hipotesis nula se rechaza, de otra manera se acepta. (idem.).



ANEXO V1.

Resultados obtenidos por el grupo experimental, ¢n el examen
postexperimento que se aplicé un mes después del examen final,

Blogues de No. de No. de
GRUPO CON preguntas e alumnos con alumnos con
37 ALUMNOS incisos respueslas respuestas
coirectas incorrectas.
BLOQUE |
1a 20 17
1b 24 13
1c 24 13
id 19 18
E fe 30 7
1f 22 15
X 1g 32 5
ih 20 8
BLOQUE 2
P 2a 34 3
2b 33 4
E 2c 20 17
2d 26 1
R 2e 12 25
BLOQUE 3
| 3a 26 1
3b 2% 12
M
BLOQUE 4 ’
E 4 34 3
BLOQUE S
- Sa 31 6
N 5b 7 0
. 36 1
T 5d 35 2
Se 34 3
A 5f 35 2
5 7 0
L 5h 37 0
BLOQUE 6
6a B 2
-~ 6b 34 3
6c 28 9
6d 15 2




%

Resultados obtenidos por los alumnos del grupo control, en el
examen postexperimento que se aplicé un mes después del examen

final.

GRUPO DE 40 Bioques de No. de alumnos No. de alumnos
ALUMNOS preguntas e incisos | con respuestas con respuestas

coirectas incoirectas.

BLOQUE 1
1a 15 25
b 29 11
1c 25 15
1d 19 21
le 35 5
1 24 16
c 1g K7 6
ih 20 1

BLOQUE 2
0 2a 28 12
2 30 10
2c p. ) 11
2d 20 20
2e 26 14

BLOQUE 3
N 3a 23 17
3b 18 2

BLOQUE 4
4a 27 13

BLOQUES - ;

T Sa 37 3
5b - 33 7
R Sc 34 6
5d 37 3
Se 4 3
5f 27 - 13
5¢ 37 3
5h 34 6

0 BLOQUE 6
6a 15 5
L 6 13 - 21
- 6c 11 29
6d 2 38
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