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Resumen

Se repasan conceptos y caracteristicas generales de los sistemas quarkonios. Se resalta
el cardcter perturbativo de los cédlculos tanto en el proceso numérico como en los
términos cinéticos y potenciales, debido a que los efectos relativistas son introducidos
como correcciones a una ecuacién de Schrodinger. Se destaca la limitacion de estas
descripciones en el sector dependiente de espin.

Se desarrolla en detalle un formalismo muy general, para desacoplar en forma
cerrada la ecuacién de Dirac por bloques. Se discuten ampliamente condiciones, pro-
piedades y consecuencias de la existencia de esta transformacién exacta. Esta transfor-
macién contiene a ambos limites: Foldy-Wouthuysen (no relativista) y Cini-Touschek
(ultrarrelativista). Se generaliza al caso no abeliano. Se muestra explicitamente la
existencia de una supersimetria asociada a esta transformacién.

Se aplica este formalismo a dos propuestas alternativas de quarkonio, con potencial
de oscilador de Dirac y con interaccién pseudoescalar. Los resultados para el primero
estdn en amplio desacuerdo con el experimento, mientras que para el iltimo, la con-
cordancia con ¢l experimento mejora notablemente, respecto a predicciones previas.
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Presentaciéon

La redaccién de esta tesis ha sido guiada principalmente por una intencién: presentar
en forma panorimica una posibilidad alterna de obtener resultados cerrados en el
marco de la mecinica cuintica relativista en el contexto de la ecuacién de Dirac.

Esta discusion tiene su parte medular en el detalle formal y fisico de la transfor-
macién cerrada de Foldy-Wouthuysen. Esto lo desarrollo ante ustedes en los capi-
tulos 2 y 3.

Alrededor de este niicleo les presento, en el capitulo 1, un resumen de los antece-
dentes que resaltan la importancia de la existencia de esta alternativa, principalmente
en torno a los conceptos pertinentes del sistema quarkonio.

El capitulo 4 cierra el ciclo con dos ejemplos de aplicacién de este formalismo al
estudio de modelos de bolsa, y poniendo énfasis especial en los estados triplete 3P;
de las familias J/¥ (ct) y T (bb).

En la presentacién de la transformacién cerrada de Foldy-Wouthuysen he incluido
el detalle del desarrollo de este formalismo. Hago esto con el dnimo de lograr dos
objetivos. Por una parte, es mi deseo ilustrar la transparencia de este formalismo, asi
como mostrarles las hipStesis de trabajo necesarias para la validez del mismo. Por
otra parte, me complacerfa mucho lograr despertar en ustedes la simpatia hacia este
formalismo a través de la elegancia de su simplicidad, asi como por las bondades que
comparte, de manera natural, con metodologias similares: no perturbativas.

" Al respecto de este 1ltimo punto es conveniente recordar que la transformacién
cerrada de Foldy-Wouthuysen sdlo es posible para una parte del total de los potencia-
les covariantes. Asi que para algiin problema especifico puede suceder que una parte
del potencial pueda ser diagonalizada en forma cerrada y el resto deba. ser modificado
con técnicas tradicionales, incluyendo la posible participacién de términos perturba-
tivos. Sin embargo, en general este desacoplamiento exacto concede a las técnicas
variacionales un lugar de mayor relevancia del que han tenido hasta ahora.

El trabajo que dio lugar a esta tesis se desarrollé practicamente en su totalidad en
el Departamento de Fisica Tedrica del Instituto de Fisica —y en parte, en el Fermi
National Laboratory— y con apoyos parciales de la DGAPA y PADEP. Durante i
estancia en el Instituto de Quimica se generd la versidn final de esta tesis.
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Resumen

Se repasan conceptos y caracteristicas generales de los sistemas quarkonios. Se resalta
el cardcter perturbativo de los célculos tanto en el procese numérico como en los
términos cinéticos y potenciales, debido a que los efectos relativistas son introducidos
como correcciones a una ecnacién de Schrédinger. Se destaca la limitacién de estas
descripciones en el sector dependiente de espin.

Se desarrolla en detalle un formalismo muy general, para desacoplar en forma
cerrada la ecuacién de Dirac por bloques. Se discuten ampliamente condiciones, pro-
piedades y consecuencias de la existencia de csta transformacion exacta. Esta transfor-
macidén contiene a ambos limites: Foldy-Wouthuysen (no relativista) y Cini-Touschek
(ultrarrelativista). Se generaliza al caso no abeliano. Se muestra explicitamente la
existencia de una supersimetria asociada a esta transformacion.

Se aplica este formalismo a dos propuestas alternativas de quarkonio, con potencial
de oscilador de Dirac y con interaccion pscudoescalar. Los resultados para el primmero
estdn en amplio desacuerdo con el experimento, mientras que para el iltimo, la con-
cordancia con ¢l experimento mejora notablemente, respecto a predicciones previas.
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Abstract

Quarkonium systems are reviewed. It is pointed out that their treatments are pertur-
bative at numerical level but also because kinetic and potential terms are introduced
as relativistic and spin correction terms. This comes from an originally Schrédinger
formulation. Inconsistencies in the spin sector are clearly pointed out.

Here we develop in detail a quit general formalism for block-diagonalizing de Dirac
equation in closed form. Conditions, properties and consequences of the existence of
such closed transformation are discussed. Both limits are included for this formalism,
Foldy-Wouthuysen (nonrelativistic) and Cini-Touschek (ultrarelativistic). It is gene-
ralised for the nonabelian case. The existence of a supersymmetry associated to this
transformation is explicitly shown. )

This formalism is used to work out two alternative quarkoniums. One using the
Dirac oscillator potential and the second including a pseudoscalar interaction. The
first case is far form experiment, while the latter is in excellent agreement with the
experiment and an improvement to previous reported predictions.
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Presentacion

La redaccidén de esta tesis ha sido guiada principalmente por una intencién: presentar
en forma panorimica una posibilidad alterna de obtener resultados cerrados en el
marco de la mecdnica cuintica relativista en el contexto de la ecuacién de Dirac.

Esta discusién tiene su parte medular en el detalle formal y fisico de la transfor-
macién cerrada de Foldy-Wouthuysen. Esto lo desarrollo ante ustedes en los capi-
tulos 2 y 3.

Alrededor de este niicleo les presento, en el capitulo 1, un resumen de los antece-
dentes que resaltan la importancia de la existencia de esta alternativa, principalmente
en torno a los conceptos pertinentes del sistema quarkonio.

El capitulo 4 cierra el ciclo con dos ejemplos de aplicacién de este formalismo al
estudio de modelos de bolsa, y poniendo énfasis especial en los estados triplete 2P
de las familias J/® (c&) y T (bb).

En la presentacién de la transformacién cerrada de Foldy-Wouthuysen he incluido
el detalle del desarrollo de este formalismo. Hago esto con el dnimo de lograr dos
objetivos. Por una parte, es mi deseo ilustrar la transparencia de este farmalismo, asi
como mostrarles las hipGtesis de trabajo necesarias para la validez del mismo. Por
otra parte, me complaceria mucho lograr despertar en ustedes la simpatia hacia este
formalismo a través de la elegancia de su simplicidad, asf como por las bondades que
comparte, de manera natural, con metodologias similares: no perturbativas.

Al respecto de este ultimo punto es conveniente recordar que la transformacién
cerrada de Foldy-Wouthuysen séle es posible para una parte del total de los potencia-
les covariantes. Asi que para algiin problema especifico puede suceder que una parte
del potencial pueda ser diagonalizada en forma cerrada y el resto deba ser modificado
con técnicas tradicionales, incluyendo la posible participacién de términos perturba-
tivos. Sin embargo, en general este desacoplamiento exacto concede a las técnicas
variacionales un lugar de mayor relevancia del que han tenido hasta ahora.

El trabajo que dio lugar a esta tesis se desarrolld pricticamente en su totalidad en
cl Departamento de Fisica Tedrica del Instituto de Fisica —y en parte, en el Fermi
National Laboratory— y con apoyos parciales de la DGAPA y PADEP. Durante mi
estancia en el Instituto de Quimica se generd la version final de esta tesis.
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Capitulo 1

Antecedentes

1.1 interacciones fuertes y quarks

A mediados de la década de los afios setenta los sistemas quarkonio comenzaron a
ser detectados experimentalmente [1, 2, 3, 4]. Desde entonces cl espectro de estos
sistemas ha sido ampliamente medido [5] y modelado [6, 7]. Estos sistemas han’ sido
una importante gufa para entender mejor las interacciones fuertes.

Existen diversos escenarios desde los cuales pueden ser estudiadas las interacciones.
Dos de estos escenarios —que son a la vez opuestos y a la vez complementarios—
son por una parte la espectroscopia y por otra, la perspectiva de los fenémenos de
dispersién. Cada uno de estos tratamientos impone sus propias técnicas y métodos,
tanto en el aspecto experimental como ¢n el tedrico. Aqui, el interés fue trabajar desde
la perspectiva de la espectroscopia. Sin embargo, el caso dispersivo presenta algunos
puntos complementarios a nuestra discusién y se remite al lector a la bibliografia
correspondiente a los aspectos experimentales {8, 9, 10, 11} y tedricos {12, 13, 14, 15,
16, 17).

Al hablar del sistema quarkonio es conveniente distinguir entre quarks pesados
y ligeros. Como pesados se reconocen: charm {c), bottom (b) y top (t) —verificada
recientemente la existencia de éste Gltimo [18, 19]-— Correspondientemente los quarks
up (u), down (d) y strange (s) son denominados ligeros.

Esta divisién encuentra su origen en el hecho de que las predicciones para los me-
sones quarkonio ligeros se apartan excesivamente de sus mediciones correspondientes.
En relacidn a esta discordancia se tiene en general la esperanza de que las dificultades
conceptuales que aparecen en la comprensién de la espectroscopia de quarks ligeros
puedan ser superadas desde el estudio de los quarks pesados. Sin embargo, la expli-
cacién de la falla de la teoria en el sector de quarks ligeros es un punto dehcado yes
mejor ser mds prudente y caminar con cuidado por ese terreno.

Mediante argumentos generales (longitud de Compton y radio de Bohr) se pue-
de hacer plausible que conforme menor sea la masa de los quarks que conforman al
mesdn, se espera que el sistema sea mis relativista. Y esto es a la vez la motiva-

- cién y la justificacién tradicionales para enfocar la atencién al estudio de los sistemas
quark-antiquark pesados sélamente; de esta manera se tendria la ventaja de que las
propiedades del quarkonio proveerian adicionalmente una arena propicia para. po-
ner a prucba detalles de las predicciones tedricas cuantitativas mediante mediciones
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“precisas [20, 21].

Asi, en relacién con este punto es aceptado universalmente que el desacuerdo
entre la teorfa y el experimento que prevalece en el caso de quarks ligeros se deba
a la existencia de efectos relativistas de drdenes superiores a los considerados en la
teoria [22). Para aclarar ideas alrededor del punto anterior es oportuno presentar —si
bien a grandes rasgos— las ideas bdsicas de este modelo, principalmente con el interéds
de fijar un lenguaje cormin.

1.2 el quarkonio tradicional

Sin lugar a dudas, el sistema quarkonio ha sido el modelo més exitoso en la des-
cripcién de estados ligados bajo la influencia de interacciones fuertes, Baste con
mencionar el gran acuerdo que existe entre los datos experimentales reportados y
los valores predichos para las masas de los estados n®S,; de los sistemas cZ (J/¥(18),
#(28), ...} y bb (T(1S), T(28), ...}, asf como para el estado singulete 1!So (nc(1S)).
Existen otras predicciones del modelo quarkonio en €l mismo rango de masas, que se
muestran en la figura 1.1. Sin embargo, hasta ahora ro ha sido reportada ninguna
particula identificada como alguno de estos dltimos estados.

La Cromodindmica Cuantica (QCD) del modelo estdndar muestra gran concor-
dancia con los experimentos de dispersién ineldstica profunda noe polarizads. Esto
significé una fuerte sugerencia para su utilizacién en la prediccién de un potencial
para el quarkonio: un sistema de dos quarks muy pesados, siendo uno de ellos la
antiparticula del otro {23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Por medio de este procedimiento se
puede obtener una forma genérica del potencial para el sistema quark-antiquark en la
aproximacién sofocada!. En el caso de masas iguales esta forma se reduce a [30, 31]

_ S L _dV(r) dva(r)
Vag = V()+ ( rdr +4 rdr

+W(ﬁs'f S'f—2S'S)Vs(r)
1 .
+goa (28-S - V(). (1.1)

donde V(r) es el potencial independiente de espin y 14, V5 y V; son dependientes
de espin. ‘En una teoria abeliana —como es el caso de QED— es posible relacionar
de manera sencilla los potenciales V; con V{(r). Pero en general éste no es el caso
para una teoria no abeliana debido a que nuevas contribuciones evitan una relacién
directa entre los diferentes potenciales.

Se parte de la reduccién no relativista de la interaccién de cuatro fermiones que
resulta del intercambio entre quark y antiquark con un campo vecterial y otro escalar.
Asf, el potencial quark-antiquark puede ser descompuesto en dos interacciones efec-

1En la llteratura la nomenclatura para esta apmx;macndn es conocida en su versién inglesa, a
saber ¢ hed approzimati; sta en ig los rizos fermi6n-antifermién. .
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_Figura 1,1: Diagramas de las familias de mesones [5]: ¢ en 1.1{a) y bb en 1.1(b)."
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-(1.3a)
o (1.3b) i

T o (£ R
V) = V). (130

Las ecuaciones (1.3) muestran dos puntos interesantes. Por un lado la relacién (1.3a)
para V (r) resulta ser sencillamente una suma de los potenciales escalar y vectorial.
Por otra parte, en esta aproximacién se recupera la posibilidad de expresar en for-
ma directa los potenciales Vi(r) —aunque esta vez ya no como una relacién direc-
ta de V(r), sino como una expresién en términos de la parte vectorial u(r) y sus
derivadas—.

' Para la parte independieute de espin han sido propuestas muchas formas funcio-
nales. Sin embargo, al evaluar numérica o graficamente estos potenciales es inmediato
observar que todos ellos son equivalentes dentro de Ja region de interés tanto para
los sistemas charmonic como bottomnio, Esto se muestra en la figura 1.2 [7].

Por otra parte es comiin en todos estos casos dividir al potencial 2, distinguiendo
dos regiones: una con influencia predominante a distancias cortas y semejante al
tipo coulombiano, y otra de largo alcance de cardcter fuertemente confinante. En la
propuesta de Cornell, estos dos términos se realizan en la siguiente expresién.

@
V = —-:+§r, (1.4)

La intuicién queda favorecida con esta expresion. El primer término —que representa -
la parte interna-— ge reconoce como la contribucién perturbativa por el intercambio
de un solo gluén. El segundo término ~~que es la contribucién externa— es una
componente confinante no perturbativa y puede ser relacionada con Ia pendiente de
la trayectoria de Regge. Al usar los valores experimentales para los sistemas J /4 {c€)
y T (bb) los pardmetros del potencial {1.4) son los de la tabla 1.1.

2Apatte de interpretaciones alternas {32}
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WO = GhRegr e
Var) = Viu(r). (1.3d)

Las ecuaciones (1.3) muestran dos puntos interesantes. Por un lado la relacién (1.3a)
para V(r) resulta ser sencillamente una suma de los potenciales escalar y vectorial.
Por otra parte, en esta aproximacién se recupera la posibilidad de expresar en for-
ma directa los potenciales V;(r) —aunque esta vez ya no como una relacién direc-
ta de V(r), sino como una expresién en términos de la parte vectorial v(r) y sus
derivadas—.

’ Para la parte independiente de espin han sido propuestas muchas formas funcio-
nales. Sin embargo, al evaluar numérica o graificamente estos potenciales es inmediato
observar que todos ellos son equivalentes dentro de la region de interés tanto para
los sistemas charmonio como bottomnio. Esto se muestra en la figura 1.2 {7).

Por otra parte es comyin en todos estos casos dividir al potencial 2, distinguiendo
dos regiones: una con infl predominante a distancias cortas y semejante al
tipo coulombiano, y otra de largo alcance de cardcter fuertemente confinante. En la
propuesta de Cornell, estos dos términos se realizau en la siguiente expresién.

v = —-‘—:—-}-m‘, {1.4)

La intuicién queda favorecida con esta expresién. El primer término —que representa
la parte interna— se reconoce como la contribucién perturbativa por el intercambio
de un solo gluén, El segundo término -—que es la contribucién externa— es una
componente confinante no perturbativa y puede ser relacionada con la pendiente de
la trayectoria de Regge. Al usar los valores experimentales para los sistemas J/4 (c€)
y T {bb) los parametros del potencial (1.4) son los de la tabla 1.1.

2Aparte de interpretaciones alternas [32]
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Figura 1.2: La grifica muestra que los potenciales para quark-antiquark de los
varios modelos inds populares, son equivalentes para ol rango de los radios de interés,

Tabla 1.1: Valores optimizados de los parimetros para el potencial de Cornell..

sistema | o w&/[ghe]
& 052 0.8
bb 0.48 0.18

1.3 un quarkonio alternativo
Si bien es cierto que el modelo quarkonio ha mostrado tener ninchas bondades —colo-
ciindolo_en el lugar preponderante actual—, tainbién es cierto que ha mostrado una
limitacion importante en cuanto al sector dependiente de espin.. Y se puede decir
que el fenémeno dependiente de espin no es comprendido —al menos al mismo nivel
que el independiente de espin—.

El tratamiento llano es cualitativamente correcto pero presenta diferencias cuan-
titativas en la prediccion del espectro de las masas. Es posible refinar los resultados
si se relajan las restricciones en el cardcter covariante de Lorentz de las interacciones.
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.6 ) Cupitulo 1. Antecedentes

‘ Algunos autores han trabajado exitosamente potenciales no escalares [33, 34, 35). Si
" ‘se incluye una interaccién efectiva pseudoescalar y se permite la mezcla escalar y

vectorial las modificaciones relevantes que se manifiestan son el término adicional en
el lagrangiano que representa una interaccidn pseudoescalar

LP. = #g?) @v%u i7Pv. (1.5)

Ahora las relaciones correspondientes a (1.3) son

VE) = ) sl + Ve -G, - (16a)
W = ), (.6b) -
W) = (- e - sy
3 T ‘rdr dr P ) . LR
y: ‘
Valr) = Vz(v(r)+%p(r)). ’ o B (1.6d)
Los poteqciales independientes de espin son ahora
u(r) = v,~§—l+v,xr, ‘ ‘ (1;73)
s(r) = s,-%—i-s,xr, (1.7b)
p(ry = p«i:- + Pefir . (L.7¢)

A partir de los datos experimentales, la discusién se centra en el desdoblamiento de los
estados x {5]. Y la atencidn se orienta hacia la mejor comprensién del ordenamiento
del desdoblamiento del triplete x, de los estados 3P, P, y P, del quarkonio {20, 21].

Los parimetros usuales para este caso son la diferencia de masa para estados
consecutivos 3P;, y su cociente.

_ MCPa) - M{P,)

Ry = M@Py) - M(3P) °

1.8)
En la tabla 1.2 se presentan algunos valores reportados para estos pardmetros [22].
Como se puede observar para los valores de las masas [37], la desviacién entre los
valores experimentales y predichos (~32 Mev para ¢t y ~2 Mev para bb) va mds alld
de las incertidumbres experimentales actuales (<0.5 Mev para ¢ y <0.7 Mev para -
bb). Se ha optado por los tratamientos indirectos [30] que concentran su atencién en
la separacién relativa entre los estados consecutivos 2Py, el cociente Ry (1.8). Sin
embargo, los valores para las- diferencias entre las masas, asi como para las masas
mismas permanecen inexplicadas.

Universidad Nucional Auténoma de Mérico (1996)



1.4. Tratamientos alternativos

" Tabla 1.2: Diferencias de masas entre estados *P; consecutivos, y los cocientes de
estas diferencias, Ry. Ei reporte experimnental {3}, y dos de cdlculos perturbativos
Dib et al. [30] y Villarrea! et al. [36].

Exp. Dib Villa,
MCP)e - M Py)e 95.4% 1 50
MQCP)e — M(®P1)e 15.7x1 26
R 0.48 = 0.02 0.538 0.52
MCP)s ~ M(E5)n AEN] 73
M), — M(CP )a 21.3% L 8
Rra 0.66 = 0.06 0.717 0.64

* todos los valores de las masas estin en MeV/c?.

1.4 tratamientos alternativos
Ademds de una modificacion en las interacciones, es conveniente destacar también
que los tratamientos usuales def quarkonio han sido perturbativos, no relativistas y
con correcciones relativistas a la ecuacién de Schrodinger [30]). Ha habido diversos
tratamientos alternativos apoyados en un priucipio variacional [35, 34, 38, 39]. Ahi,
las correcciones relativistas son introducidas via el desarrollo de /m? + p?. También
se han introducido correcciones relativistas al potencial. Pero para las eigenfunciones
aparecen inestabilidades que han mostrado ser muy criticas {35]. Aqui estoy haciendo
referencia a los cdlculos de elementos de matiz para ¢l sector dependiente de espin.
Ellos se realizan comiinmente via un procedimiento perturbativo [30]. Ah{ aparecen
términos de la forma 1/r®. Estos términos son divergentes en un tratamiento no
 perturbativo. El resultado no divergente del modelo estindar proviene de imponer
una cota minima arbitraria para r, jugando el papel de funcién escalén® {40].

Por otra parte, e} sigutente argumento muestra que cs impreciso considerar a los
efectos relativistas como correcciones. La tabla 1.1 muestra la evolucidn esperada
para el acoplamiento fuerte a = %as, hacia valores menores para distancias pequefas.
Si recordamos que el radio de Bohr reducido es rg = 2/(m a), esto define la escala
para el sistema quarkonio. Los efectos relativistas son importantes cuando la longitud
de Compton Ag = 1/m, es comparable al radio de Bohr. Asi que para potenciales
con influencia coulombiana predominante, los efectos relativistas van como e cociente
R = A¢/rn = a/2. Tanto para ¢& como para hb, R = 1/4. la conclusién usual es
que ¢t puede trabajarse desde una plataforma no relativista, pues (v/c)? ~ 0.25.

Sin embargo, al incluir un confinamiento no despreciable se espera que el radio
promedio disminuya y en consecuencia, (ue el sistema sea mds relativista, Deta-
Haré esto. A partir del principio de incerticlumbre y usando la encrgia cinética no

3En inglés, es frecuente uar en este contexto el término cutoff.
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telat.msha se. puedc escablecc: una: escala r.,. mas aproplada para 1 potencial tipo
- CorneH .

8 - IR L L : iwC"c'llju;tnlal.

2 +'n'
. mr3 o rg ?
que se reduce correctamento al valor rg para valores: pequenos de
'ecuacxén 1.9 para rq, se encuentra una umca solumén real

To = ;‘;‘_]nT':‘TB
..cont co 1/3 i . S
(1+3-—-‘/—(4r+27 2)"/2+'2§7'r) 21 pan
¥
K .4k
T = E?’a = m (1.12)

Observen que rg > rq y que r, crece mondtonamente con &. Para charmonio
son. relevantes los valores, m = 1.84 GeV, & = 0.52 y & = 0.18 GeV?®." As{ que
rofrs = 0.62. En consecuencia, en vez del valor coulombiano (vg/c)? = 0.27, se
Hega al valor menos favorable (vo/c)? = 0.43. Aplicando este 1itimo razonamiento
al bottomnio, su valor coulombiano (vg/c)? = 0.23, se mantiene comparable con

{v/c)? = 0.27. Con lo anterior, al menos se hace cuestionable incluir correcciones

de este orden en forma perturbativa, para e sistema charmanio.

Alternativamente, uno puede comenzar directamente con una ecuacion relativista.
El espin de los quarks es 1/2 y la ecuacién apropiada es la de Dirac. Esta eleccién
tiene una ventaja adicional. La covariancia es una parte explicita inherente a la
ecuacion de Dirac y el cardcter tensorial de Lorentz para el confinamiento puede ser
trabajado nitidamente. Sin embargo, otras interacciones debeu ser puestas a mano
como los potenciales espin-espin si se mantiene el tratamiento de la ecuacion de Dirac
como Ja descripcién de una sola particula.

Los antecedentes que les he presentado hasta aqui son un pequefio grupo -—si
bien representativo—— del marco general de una discusién mas extensa. Y ella fue el
sustrato motor del presente trabajo.

En el signiente capitulo desarrollaremos en detalie un método de diagonalizacion
cerrada para Ia ecuacidn de Dirac. Esta téenica da inmediato acceso a dos importan-
tes variantes en el tratamiento tradicional. Promueve 1a transparencia en el estudic
de la covariancia para las interacciones. Y hace posible optar por técnicas de cdleulo
alternativas a las perturbativas, como es el caso de métodos variacionales.
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Capitulo 2

Desacoplamiento exacto de las
componentes de energia en la
ecuacion de Dirac

Entre los problemas dentro de QCD los métodos perturbativos son por mucho los
mds usados. Baste recordar que los diagramas de Feynman plantean un desarrollo
en una serie que se corta al orden de interés en cada caso. Pero es indiscutible que
frente a los métodos perturbativos, las soluciones cerradas tienen como ventaja la
certeza.

La transformacién de Foldy-Wouthuysen lleva por lo general a una serie, pues
debe ser realizada recursivamente hasta el orden deseado de 1/m —para el caso no
relativista—.

Sin embargo existe una clase de potenciales para los cuales esta transformacién
da lugar a una diagonalizacion cerrada en las componentes grande y pequeiia de los
espinores de Dirac. A esta clase de potenciales la denotaremos por potenciales de
Eriksen [41]. En este capitulo estudiaremos de estos potenciales algunas propiedades
relevantes para los propdsitos de esta tesis. A continuacién discutiré con ustedes
con detalle el concepto de paridad y a partir de él presentaremos la transformacién
cerrada de Foldy-Wouthuysen. Posteriormente trabajaremos las generalizaciones a
este procedimiento (42, 43, 44, 45].

2.1 la transformacién de Foldy-Wouthuysen cerrada
Una transformacién de Foldy-Wouthuysen [46] es una rotacién del hamiltoniano en
el espacio de las matrices de Dirac con la cualidad de que el nuevo hamiltoniano
sea diagonal por bloques, desacoplando asi las componentes del espinor, grande y
pequefia. Cuando un operador tiene esta estructura se dice que es par.

El que una matriz de Dirac sea diagonal por bloques de 2 x 2 en la representacién
de Dirac-Pauli es equivalente a pedirle que conmute con . Sin embargo, esta tltima
condicién tiene la ventaja de ser independiente de la representacién.
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0o » - Copitul 2. Desacopl iento exacto de ...

2.2 matrices pares y diagonalizaciép (inicial)

A partir de una matriz de referencia B definimos que una matriz A es par si conmuta
‘con B, y non si anticonmuta. Eu general para una matriz B arbitraria existen
matrices que no son ni par ni non. Pero esto no es para preocuparse. Lo que si
nos interesa es poder separar a cualquier matriz 4 en dos partes con paridad bien
definidal.

En este momeute podriamos iniciar el tortuoso camino para dilucidar en lo posible
las propiedades de los espacios capaces de sopartar tales operadores B. Sin embargo
demostrar la existencia de unamatriz B con las propiedades mencionadas es posible y
es mds sencillo mediante un ejemplo concreto. Dejemos el trabajo de la identificacion
de la familia completa de tales espacios a mentes mas pacientes. .

Se puede comprobar directamente que para el caso de matrices de 2 x 2, si se
elige como matriz de referencia una de las matrices o de Pauli entonces toda matriz
es la suma de una puramente par y otra puramente non. Las matrices de Dirac
reproducen dicha propiedad en varios casos. Dos de ellos sort cuando se elige § 6 +*
como referencia. Las matrices pares con respecto a g son las matrices diagonales por
bloques de 2 x 2 en la representacién de Dirac-Pauli, y las pares con respecto a v®
son diagonales por bloques en la representacion de Weyl. Otro ejemplo interesante
es el caso en que se elige la matriz —i87® como referencia.

Aunque en lo subsecuente ya no discutiremos con detalle el 1iltimo caso ni el de 73,
sin embargo, vale la pena notar aqui una diferencia. La matriz [ ¢s non cuando se
elige como referencia a la matriz v°, y en ese caso las matrices e; son pares. Por otra
parte, con la matriz —ify* como referencia, tanto 8 coma o; son nones. Al pedir
jas condiciones de conmutacidn necesarias para realizar la transformacion cerrada,
cuando el momeunto lineal aparece en la parte par (por ejemplo cuando B = +°)
la parte non ya no puede depender del espacio de configuracion y viceversa si el
momento aparece en la parte non, como verdn posteriormemcz.

" Con base en el concepto de paridad respecte @ una matriz referencia, ahora es-
tamos en posicién de expresar la transformacidn de Foldy-Wouthuysen cervada, en
" términos muy ‘generales. Buscamos realizar wna transformacién # — H', con H'
definida por

i - H = e*S(i0, - H)e ', {2.2)
!Dado un operador referencia B, siempre es posible para cualquier operador A, la descomposicion
A=Apar +  Anon (2.1a)
si sus partes sc definen como .
1 1
Apar = E(A + BAB) H Anon 1= ‘2'(11 - BAB). (2.10)

Mediante un célculo directo, verificardn que .
[Apar, Bl =0 i {Anon, B} = 0. CL {2.4e)

3Vean la explicacion a la ccvacidn (2.4), Comparen con la condicidn (2.7¢) ¥ su uso en (2.14).
Asimismo revisen el parrafa 3.4 concerniente a los generadores de ta supersimetria, més adetante. -
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’ Con (,sta dcacomposncnén la elecuon
iS:= B Hyen 8-

"By 0 son operadores hermitianos, y # conmuta con B y Hogn.

2.3 un problema académico :
Aunque la eleccion de S es adecuada. vale la pena sefialar algunas motivaciones
heuristicas subyacentes.

Recordemos de nuestros cursos de cudntica elemental el problema am(lemlco de
una particula fija, con espin en un campo magnetostitico externo

H=0-B. (2.6)

Podemos resolver este problema rotando ¢l hamiltoniano para que en el nue-
vo sistema, o apunte en la direccion z. Como o3 es diagonal (par) esto resuelve
inmediatamente ci problema en lo relativo al espacio de espin, La rotacidn se efectiia
alrededor de un cje perpendicular por una parte al e¢je z y por otra a la direccién
en la que apunta el vector B. De la primera condicién la direccidn resulta ser la de
un vector i en el plano zy. Al expresar el operador de rotacién como exponencial
de sus generadores, observarnos que en el exponente aparece sélo la parte non- del
hamiltoniano.

Por otra parte, llegamos a la misina conjetura a partir de la tabla de multiplicacién
para las matrices o, por su cardcter ciclico. Si lo que buscamos para ta ecuacién (2.6)
cs deshacernos de la parte non mediante operaciones de multiplicacién, es razonable
esperar que la parte par (¢:) no necesite participar, pero que oz y gy si aparezcan.

Ambos razonamientos nos llevan a la misma conclusion. E! generador de fa
rotacién, S, debe de ser una combinacion sélo de las matrices o nones.

3si 8 = Bl se verifica que tanto Hpa, como Huan son henmitianos.
[B.H] = [B. Hyon) = 2BHuon

= —(0H} =280, (2.3a)
¥ similarmeute
. (B, #)} = (B, e} = 2BHpar

= (p.mb =amul.. " (2

Aqui requeritos tambidn que B sea no singular. Pero 1a condicidn (2.74) es equivalente,
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~Verificaremos la consistencia de estas suposiciones al final®.

2 i [ ‘ : : Capztulo 2 Dwzrnpllmm-ntu vmrfu llc

'2':4 ‘matrices pares y d:agonahzacxon (ﬁnal)
BC[,lCSOHlOS ahora a ld ecuacién (2. a) El opexa.dor E (l('

Cest fuucnon de Huon (por ejcmplo una potencm suya) - Asi que’les sosultara [)l'luslbl(,
(.l que p:opongmnos que 8 (lependa excluswa ente de h?. —\d(}lths pm -omorhdzul

nn fonna ccrmda de la transformacion (2. 2)

{HpnnHunn} = 0-‘

2.5 " forma trigonométrica de ¢'¥
" La exponiencial compleja de la ecuacidn (2.2) tience a su vez una ('\]n('slon cqunalnnre
del tipo trigonométrico. Para obtenerla es conveniente que desarrollen la serie y ta
asocien en dos nuevas series, una para las potencias pares de iS y orra lmm las impa-
res. Luego apliquen la propiedad (2.7¢) a cada término de ambas serics. Finalmente
basta que usen la definicién misma de matriz non y un poco de (mnbln.ltou.l para
que obtengan

(if')" - (BHnt‘ma)’ =(~ 1)%vl(n—l)B Hion" . : ’ .(2.8)
: n n!

En los térininos con potencias pares (n = 2m) los factores I3, pueden ser substi-
tuidos dircctamente por h*, segiin (2.7h),

2
2 mg 21t

Z (1;:”' = Z( I)"" = cus hl. (2.9)

m=0 =0

(
]
]
i
]
-
{
3
i
{
i
i
i
H

Lo que s¢ pide es que h exista. Mas adelante demostraremos ta existencia de vy raiz par (1)
bieh es cierto que no .
an s comentarios de la seccidn 2.8,
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'Combmen amhos result.ados para obtener una férmula mgonométnca del hpo de’

: Euler-d'Mowre
eBHnend = cos h + BHponh™sen ho. - (201

La ecuacién anterior es la descomposicién (2.4) de la exponencial en una parte par
y otra non. M4s adelante esta propiedad mostrara ser de gran utilidad.

2.6 forma cerrada de la transformacién

Para efectuar 1a rotacién indicada en la ecuacién (2.2) vamos a imponer una restric-
cién. Sdlo se tomardn en cuenta los hamiltonianos H que no dependan explicita-
mente del tiempo. Esto restringe severamente ia clase de potenciales a los que les
estd permitido participar: los potenciales estiticos.

8H =0. (2.12)

Sin embargo estos potenciales cubren los casos de interés para el presente trabajo.
En particular son suficientes para describir estados estacionarios de sistemas ligados.
Cuando H dependiere explicitamente del tiempo la transformacién {2.2) generaria
una serie infinita segin muestra la aplicacién directa de la férmula de Becker-Kampel-
Hausdorff [46, 48]; esto, en lo referente a los términos S, S, ...

La ventaja de la restriccién sefialada es la futilidad de la presencia del operador 8,
en la ecuacién {2.2) para este caso, reduciéndola a

H'=e**He 5. (213)

Si ahora toman en cuenta las propiedades de conmutaci6n (2.7¢) entre S y H corro-
borarén que al pasar la exponencial de un lado de H al otro el exponente cambia de
signo. Esto lo pueden visualizar de inmediato por ejemplo desarrollando la exponen-
cial en una serie de potencias.

Sustituyan & y ¢~%5 por sus expresiones equivalentes (2.4) y (2.11) en la geua-
cién (2.13). Desarrollando el producto y ascciando términos pares e impares a la
manera (2.4} y usando nuevamente la condicidn (2.7e) resulta

H' = B[BH cos2h8 + hsen2h6}
+  Hpanlcos 2k — BHpach ™! sen 2h6). (2.14)

Universidad Nacional Auténoma de Mézico (1996)




ma.t.nces -de Dirac, pues sélo basta que se tenga a la dlsposxcxon'un operador
- "con das. propledades de conmutacién y anticonmutacién discutidas al injcio de la sec-
“6ibn 2. 2 Un e_]emp)o obvio aparte de las matrices de Dirac es el:de las mat.nces de

Pauh ..

- 2.7' ! Foldy-Wouthuysen ¥ Cini-Touschek
A partir de la ecuacién (2.15) es inmediato obtener Ia expresién de la transforma-
‘cién cerrada de (2.2), bajo las condiciones (2.7). Lo que falta es elegir un ‘dngulo’
" adecuado para anular el término impar. Esto se logra imponiendo que 8(h*) cumpla

con la condicidén trigonométrica

‘ % sen 2h8 = cos 2h0 (2.16)
o equivalentemente

h
g2 = = (2.17)

Cuando k es diagonal, 8 también lo es y la ecuacidn (2.17) es también la ecuacién
para los eigenvalores. Los eigenvalores de § son reales pucs los de kit y m lo son,
por tanto su interpretacion como dngulos es correcta. Esto prucba la hermiticidad
para 8, asi como la validez de 1a ecuacion (2.5) y nuestras suposiciones concomitantes.
En particular aqui tenemos una prueba de consistencia con la hipétesis (2.7¢}, pues
ambos miembros en la ecuacién (2,17} son funciones impares de .

Para finalmente exhibir el hamiltoniano diagonalizado es conveniente construir |
antes el tridgngulo rectdngulo correspondiente a (2.17), cuya validez ha quedado jus-
tificada arriba. Leyendo los valores de senfid y coshf o partir de la figura 2.1 y
sustituyendo en {2.15) obtenemos

pr\v = AvVm? 4+ A2 . (218)

Para comprobar que el requisito (2.7d) se cumple basta observar que una posible
solucién a h es el operador Hyw con mn = 0. El hamiltoniano (2.18) es conocido

como de tipo Foldy-Wouthuysen {49] y con esto se concluye la busqueda planteada
al inicio de Ja seccién. )

8 Aunque no menos obvio que otros.
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vm? + n? ‘

m

Fig'ixra?.l: " Construccion del tridngulo rectingulo que representa formalmente a
Ia transformacién de Foldy-Wouthuysen. El dngulo es real, con lo que se asegura
que las relaciones eritre los catetos son trigonométricas y no hiperbdlicas.

Sin embargo la expresidn (2.15) nos ofrece un regalo no previsto al inicio. Si
consideramos ¢l caso en que el hamiltoniano es puramente non el camino a recorrer
es enteramente similar. Las condiciones andlogas a {2.16) y (2.17) son

mcos2hf = —hsen2h8, (2.19)

m

tg2h8 = %

(2.20)

Esta vez la figura 2.2 es la apropiada para leer los valores de sen hf y cos h, ¥y que ]
corresponden a la rotacién ortogonal a 2.18. .

Het == Hnon. 1+ 7 (2.21)
Este es conocido como ¢l hamiltoniano del tipo Cini-Touschek [50] y es el apropia-
do para una descripcién en el Hmite ultrarrelativista, a diferencia del tipo Foldy-
Wouthuysen que corresponde al limite no relativista.

2.8 comentarios a los resultados

Noten que la masa tiene un peso opuesto en ambos limites. Mientras que para
la regién no relativista m es el término dominante de la energia, para la regién
ultrarrelativista m es una contribucién pequefia. La expresion (2.21) es como si fuera
una factorizacion de Hyo, y el segundo término en el subradical contiene a la masa
en el numerador con lo que resulta pequefio. Por el contrario en la expresién (2.18)
el término Bm es la contribucién principal y h%/m es la correccidn.

Concluyamos esta seccion destacando varios puntos.
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Figura 2.2: Construccién del tridngulo rectdngulo que repr formalmente a

_ la transformacion de Cini-Touschek. El dngulo es real, con lo que se asegura que
las relaciones entre los catetos son trigonomeétricas y no hiperbdlicas.

El primero es que aqui hemos empleado el término limite distinguiéndolo del
término aprozimacidn a la vez que resaltando su connotacién de descripeidn mds
apropiadas e¢n un cierto régimen.

Como segundo punto a destacar es que la forma Cini-Touschek no es equivalente
a elegir como matriz de referencia a 7* por ejemplo (ver seccién 2.2). Un término
de la forma & -7, con 7 = p — {fr cambia a ¢ - w1 cuando pasa una v° de un lado -
al otro. Estos términos no tienen una paridad bien definida con respecto a +° {ni
tampoco con respecto a —ify%). Es decir que no necesariamente existe una matriz
que clasifique como términos pares a los que otra matriz ha clasificado como nones.
Como consecuencia de este segundo comentario se tiene que para cada uno de los tres
casos seialados en la seccidon 2.2 podria existir una expresién tipo Foldy-Wouthuysen
y una tipo Cini-Touschek, siendo todas independientes.

El tercer punto se refiere a una ventaja del método y se discutird mds adelante
con ayuda de cjemnplos concretos. Por el momento baste mencionar que con (2.18) se
logra desacoplar las componentes grande y pequefia, pero que ain falta por encontrar
las eigenfunciones del problema para tener una solucién completa. Ya que la masa es
una constante la expresién (2.18) ticne las mismas eigenfunciones que h%. Esto indica
que es suficiente si nos concentramos en h? cuando busquemos la solucién completa
de (2.18). Larelaciénentre 2 y H? es muy estrecha segln muestra la ecuacién (2.7b).
Y asi, para los casos ¢n los que el hamiltoniano H de la ecuacién (2.2) represente
una raiz de Dirac de un problema previo (por ejemplo no relativista) y de solucién
conocida, las soluciones del operador A? estaran relacionadas también estrecha.mentc
con las del problema previo.

Como cuarto punto, es conveniente resaltar que generalizaciones a este procedi-
miento deben hacerse con precaucion, sicndo esto particularmente cierto en relacién
a la condicién de independencia temporal, y su conexién con la unitariedad de la
transformacién de Foldy-Wouthuysen [51, 52, 53, 54].
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Finalmente, un resultado extremadamente importante es que el desacoplamiento
de las componentes grande y pequefia es exacto sin importar la intensidad de la
interaccién. Ademads esto conlleva a que la definicién del vacio pueda mantenerse la
misma con y sin interaccién.
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Capitulo 3

Los potenciales asociados a la
transformacion cerrada de
Foldy-Wouthuysen

En el capitulo anterior les he mostrado la existencia de formas cerradas para la
transformacion de Foldy-Wouthuysen. Avancemos ahora en la direccién de delimitar
la clase de potenciales que pueden participar en el hamiltoniano de Dirac H de
la ecuacién (2.2) que permitan obtener una forma cerrada para la transformacion.
Llevaremos esta bisqueda hasta el caso de potenciales no abelianos. Al final les
presentaré las propiedades supersimétricas de este problema. Pero antes de abordar
el caso general estudiemos tres ejemplos conocidos.

3.1 tres casos particulares

3.1.1 caso magnético, Existen dos potenciales muy simples en estructura que
permiten una solucién cerrada del tipo (2.18). El primero es el caso magnetostdtico
y corresponde a un acoplamiento minimo!. Sin embargo se puede hacer el mismo
tratamiento con un hamiltoniano mas completo [43] y es el que les pmsento a conti-
nuacién.

Hung =@ (p+eA) + fm. @D
Seguiremos la notacién usual, definiendo
w:=p+teA, i (3.2)

y asi el hamiltoniano (3.1) se expresa eomo

H=a-x+pfm. (3.3)
1Ya antes [55, 56, 57] se ha trabajado este potencial pero restrmg|do a partfculas con masa cero.
le.e y ol.rns casos de pan.tr.ulaa de Dirac en un campo ¢ pendiente del tiempo [58, 59}
bados en esta
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Para obtener la descomposicién del tipo (2.4) usamos B _B como ma.t.nz de refe-
réncia pam la paridad. Los términos son ST

Hpnr = [pm,
Hyoy = a-w.

El potencial cumple con la condicién 8. A = 0 y con ello se cumple también (2.12) asi
que es aplicable la ecuacién (2.13). Como H,,,, es proporcional a g el hamiltoniano
cumple las caracteristicas para poder ser llevado a la forma (2.15). Por tanto se tiene
para este caso un hamiltoniano de Foldy-Wouthuysen (2.18) y ¢l correspondiente de
Cini-Touschek (2.21), sélo que ahora sabemos la forma explicita para h? y.es

hx?rng = (‘x . 7’)2 = [a . (P + eA)]2 ) (36)

que es un pariente cercano del hamiltoniano no relativista propuesto mlcxalmente
por Pauli?. Hpauy = (1/2m)(o - 7).

El desarrollo del tltimo término en la expresion (3.6) se obtiene hacxendo uso de
la conacida identidad para las o; de Dirac

oo = 6.‘,’ + iE,JLﬂL ) E ; (3 7)

asi como de su andloga® paralas py, y recordando las deﬁmcnones deayg en termmosl
de las matrices p de Dirac [60]. -

a = po (3.8)
8 = P3. S D (3.9)

Y asi resulta que (3.6) es . L T
Moag =P+ eA)2 +2e(s-B). . (3:10)

La conexldn entre Hpm,l. ¥ hm,z se revela al desarrollar la serie correspomhente
a (2.18) usando (3.10).

Claramente la condicién & A = 0 impone la ausencia de campo eléctrico. Y recor-
dando la discusién relacionada con la ecuacién (2.13), si se deseara incluir el campo
eléctrico se veria uno forzado a abandonar para estos casos las formas cerradas (2.18)
y (2.21).

Es oportuno retomar la discusién que se-anticipd en la seccién 2.8. Gracias a
la expresion (2.18) el problema cuédntico relativista (3.1) hereda directamente las
cigenfunciones de un problema no relativista conocido. Y cuando el problema no
relativista tiene solucién exacta en términos de funciones conocidas el problema re-
lativista asociado (2.18) tiene una solucién completa.

2En la representacién de Dirac-Pauli las matrices de Dirac e son o, ® 0.
3o y p conmutan. Las o; son las matrices de Dirac asociadas al espin.
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3.1.2 caso andémalo.  Pasemos ahora al segundo ejemplq._ El hamiltoniano, es
Hanom = & - (p +iBE) + fm. S (s

E es un vector de tres componentes que depende del vector de posicién r. Nuevamente
se pide (2.12) que ahora se traduce en &E = 0. La ¢ aparece para que el tér-
mino ia - AE sea hermitiano. En la referencia [42] se muestra que este término
puede interpretarse como un acoplamiento entre el momento magnético andémalo y un
campo eléctrico. E representa un campo eléctrico estitico externo. En dicho trabajo
se discuten también las propiedades ante CPT y de covariancia de este hamiltoniano.

Cuando E = -r se recupera el caso particular conocido como el oscilador de
Dirac [61] y un tratamiento andlogo al del caso magnetostdtico se puede encontrar
en el trabajo [42]. El caso para E arbitrario estd trabajado en {43)].

Ahora el potencial corresponde a un acoplamiento no minimo. Sin embargo po-
demos utilizar una notacidn similar a la del ejemplo anterior. Definimos

% :=1p+ifE, ' (3.12)

y entonces el hamiltoniano (3.11) se escribe también como (3.3). De nueva cuenta se
identifican las partes par y non. Resultando la misma descomposicién (3.4) y (3.5).
El procedimiento se repite idéntico hasta llegar a las ecuaciones (2.18) y (2.21). Para
h? se tiene esta vez

12 pom = (@ %)% = [a- (p -+ iBE)]. (313)

El ultimo término se puede desarrollar ficilmente observando que al permutar ax y
x, este iltimo factor se convierte en al. Usando (3.7), (3.8) y (3.9) obtenemos

W =P +E*+f(V-E+4s.-Exp+2is-V xE), (3.14)
¥y para el caso del oscilador de Dirac
Wap =p® +12 - (3 +4L-5). (3.15)

Nuevamente pueden observar una relacién entre el problema relativista, y uno no
relativista. El iltimo ejemplo es especialmente sugerente, pues es un oscilador ar-
ménico mas un término L - s cuyo origen es el tratamiento relativista. Como son
conocidas las eigensoluciones de H,,c —el hamiltoniano de! oscilador clisico— la
solucion completa de A3y, es inmediata. Hege, 8, 32, J;, L?, 5% y el operador de re-
flexién de coordenadas conmutan entre si, asi como con h%,; y por tanto con (2.18).
Mas atn, Hpw es funcién de estos operadores, asi que su espectro se puede obtener
directamente del espectro de Hys y de los eigenvalores de estos operadores.
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..con las restricciones ya, mencxonadas para A y E Su presencna s:multanea no llm:ta

‘.r.en nada ocedlmlento ¥ se reproducen (3.3), (3.4), (3.5), (2.18) y' (2. 21). Ahora

= (p+A)2+E2+25 Vx A
—f{(V-E+4s-E x p+ 2is- VxE) (3.17)

12
hmin+nnum

- Les he exhibido ya dos potenciales de Eriksen: a - A y iaf - E. Las preguntas
inmediatas son, ;qué tanto puede generalizarse esta idea? y ;cudntos potenciales de -
Eriksen mais existen? A continuacién abordaremos este asunto.

3.2 la clase de los potenciales nones

Observen con cuidado el procedimiento de Foldy-Wouthuysen, y en particular noten
las condiciones (2.7¢) y (2.7b). Ya que del hamiltoniano no aparece en la forma
final (2.18) mds que H,,, ¥ la masa, es claro que un potencial que apareciera en
Hpar no tendria cabida en (2.18). Sin embargo, el potencial escalar acompafia a la
masa ~—por lo que es par— y clama por su participacién agui. Pero a este potencial
tampoco le estaria permitido depender de r por la condicién (2.7¢). Y sélo pedria
participar como una constante, la cual puede ser absorbida en el término de masa.
Asi pues, indaguemos todos los casos posibles de potenciales noues en la ecuacién de
Dirac.

Debido a que son 16 las matrices de Dirac, sélo 8 pueden ser nones. En la sec-
cién anterior hemos mostrado seis componentes: tres para la parte espacialoide del
potencial vectorial, y tres para la parte eléctrica del potencial tensorial. Los dos
restantes son i37s y s, los potenciales pseudoescalar y la componente temporaloide
del vector axial respectivamente.

Si ahora recuerdan las matrices p y o es sencillo visualizar todo este conjunto
alavez. Yaque 8= p3 y o0 conmuta con p, las 8 matrices que nos interesan son:
mot =i, pot =Bo’*, pi=s y pa=—ib7s.

Los potenciales se resumen en la tabla 3.1 o en forma alternativa en la tabla 3.2.

Noten que aparte de ias dos limitantes (2.7e) y (2.12), los potenciales siguen siendo
"muy generales. Su dependencia funcional en r es arbitraria.

4Comparen las ecuaciones (3.1) y (3.2) con (3.11) ¥ (3.12); también sus consecuencias (3.3), (3.4)
v (3.5); asimismo (3.6) con (3.13).
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.Tabla 3.1: El estudio de los potenciales que permiten diagonalizar por blogues

"~ al hamiltoniano de Dirac con una transformacion de Foldy-Wouthuysen cerrada
tiene sus antecedentes en Eriksen [41]. Aqui les presento una lista completa de los.
potenciales con esta cualidad {14]. En la dltima columna he puesto las matrices de
Dirac asociadas a los potenciales. El lado izquierdo contiene a la forma hamiltoniana
y el lado derecho a la expresion covariante multiplicada por una 3. -

potencial  interpretacion fisica matriz

i) A(r) Las tres componentes espacialoides del a = fly
potencial vectorial (acoplamiento minimo
puramente magnético),

i)y BE(r) Las tres componentes tipo campo eléctrico  iaf = [g®
del potencial tensorial (acoplamiento mag- :
nético anémalo),

iiiy As(r) La componente del potencial pseudoesca- ag = ~iflys

lar, Lo .

iv). Es(r) Lacomponente temporaloide del potencial iasf = Byﬁ“
: pseudovectorial.

Deseamos seguir la notacién {3,2), (3.12) y {(3.16), Para ello hacemos las dos
siguientes definiciones [44].

= —ifrs, (3.18)
ps = 0. (3.19)

La tabla de conmutacién y anticonmutacién para f, a y as se muestra en las ta-
blas 3.3 y 3.4. Ambas tablas se pueden obtener de manera directa a partir de las
matrices & y p y sus propiedades (3.7). Ahora podemos definir

=p;+ Ar+igE; con 7=1,23y5. (3.20)
Aqui he introducido la conveneién de usar indices romanos en mayiscula para de-
notar que nos referimos a las componentes 1,2,3 y 5. Indices repetidos implican
una suma. El hamiltoniano mis general con transformacién de Foldy-Wouthuysen
cerrada es por tanto

H = anr+pm, (3.21)
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. Tabla 3.2: Presentacién alternativa, de los potenciales desacoplables mediante Ia
transformacién de Foldy-Wouthuysen; usando la representacién de las matrices de
Dirac como productos directos de matrices (2% 2) en su representacién de Pauli. Las
dos columnas centrales (bajo o® y ¢?) definen a los potenciales con transformacién
de Foldy-Wouthuysen cerrada. Las siglas entre paréntesis representan: (S)=escalar,

(P)=pseudoescalar, (V)=cuadrivector, {A)=cuadrivector axial y (T)=tensor.
® 1 o' o2 o3
() (P) (A% v
1 1 7% =i 1
() () (v (A™)
o™ | sgH o™ g™ ey

"Tabla 3.3: Tabla de anticonmutacidn para §, a y as. Usando la notacién (3.178)
esta tabla se puede resumir en {ar,as) = 2815 - . e

{arnas}

B 2 0 ¢
ap a; 0 25 ©0©

as 0 0

que es.la forma ‘andloga a (3.3). Cuando descomponemos cl hamiltoniano en sus
‘partes par y non (2.4), la forma de la parte par se repite: (3.4). Lo equivalente
a (3.5) es (3.22). :

Hpnr
Hyon

Bm, (3.4)
oy . (3.22)

Los hamiltonianos de Foldy-Wouthuysen y de Cini-Touschek son

Hew = BVmEZ4+R2, (2.18)
Hor = armr/14+m?/h2. (3.23)
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= Tﬂblu 3.4: T.abla d.g

B
ar | ai
as

Sélo falta calcular A2, que como han de recordar® es (a,aJ)(mvrI). Para ello dos
rutas son las que se ocurren de inmedijato. La primera es usar las tablas 3.3y 34y
aprovechar que se tiene sélo una expresién para anticonmutar todas las matrices ay
—aunque para conmutarlas es necesario realizarlo por casos, cada uno con dlgebra
distinta—. La segunda ruta es usar las matrices p'y & de Dirac y sacar ventaja de
que el dlgebra de las matrices o es 1a misma que la de: las p.

Si agrupamos a las componentes con [ = 1,2,3 en trivectores escribiéndolos en
negrita la expresion para h? = (a;77)% es

B? := (p+A)% +E? + As® + Eg?
+s~[2VxA +2iVE; + 4AsE — 4F5(p +A)]

+8 [V-E+ s-[2iVxE+2VA5+4Ex(p+ A)]]. (3.24)

3.3 grados de libertad internos
Para finalizar con las generalizaciones, les presentaré en esta breve seccidn el caso de
potenciales con grados de libertad internos. Esta situacién tiene una realizacion en
el marco de-las interacciones fundamentales. Uno es ¢l caso de la interaccién débil
con una simetria SU(2) y el otro es el de las interacciones de color cuya simetria
es SU(3). )
Como los grados internos de libertad son representados con ayuda de grupos no
abelianos designaremos a estos potenciales como potenciales no abelianos. Para ser
mids especificos denoternos por {T,} el conjunto de los generadores de un grupo.
El indice a recorre todos lo elementos del conjunto. Un potencial no abeliano Io
definimos por la sustitucién

Vi TV =TaVai. (3.25)

3Ver comentarios después de (3.13).
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‘expresién para h2 es

26

y los fndlces rependos a unplxcan una suma a todos los gcneradores del grupo.. Estos
operadores conmutan’ con’ las mat.nc jDu'ac pues ‘actdan en espacios diferentes.

_Por eso cs que no’se ve afectado el! procedxmxento de la’ transformacién cerrada de

Foldy-Wout.huysen. Reahzando la susntumén (3. 25) sobre: (3. 20) deﬁmmos ahara
—m+T,A,..(r)+tﬂTaEh(r) - (3.26)
vcon: @ 4) y (3 22)— @ 13) ¥ (3 23) Esta vez.la

K2 = (p+T AL

+ T [s-(QVan}ZzVEsa-danp) ’

+p[v E,.+s(szan+2VA5n+4ﬁnx§)]]
'{T .Tb} [(En Eb+E5nE5b +A5aASb) 45‘(E5aAb+ AsaEb)

: v_—4ﬂsA xE,,]

; ‘-.+,V2[Tmn] [25 (Aax Ay +EqaxEs )

+B[2(AaEs + AsaBss) - 45 (Agads + Es.,Eb)]] .
- ' (3.27)

3.4 supersimetria y estabilidad del mar de Dirac
El conjunto de potenciales que hemos denominado de Eriksen-tiene caracteristicas

* fisicas curiosas. Contiene a potenciales como el pseudoescalar y el temporaloide del

vector axial. Sin embargo no incluyen al escalar o al temporaloide del acoplamiento
minimo. Llama la atencién ‘la correlacién incompleta’ con la covariancia de Lorentz.
Tipicamente las partes temporaloides y espacialoides pertenccen a “paridad” opuesta.

Por otra parte como las soluciones de energia positiva y negativa pueden ser
desacopladas en forma exacta estos potenciales contribuyen a la estabilidad del mar
de Dirac [43].

Mostraremos ahora la existencia de un hamiltoniano supersimétrico de segundo
orden intimamente relacionado con el hamiltoniano de primer orden (3.21) [43, 45,
55, 56, 57). Definimos [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70].6

A = mfB, {3.28)

SEstrictamente, no es necesario que (3.30) sea una definicién pues se puede obtener a p1rt|r de
{3.29).
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. como [71 72 73] ;
. Q: = ‘-.p‘_';’ﬂ[a',’(l? +AL{E) = (Es +iA5)] v

qf

L’L:_ilfz[u-(P+A+iE) - (B “iAs)]:

y Q son fermiénicos y obedecen una supeta.lgebr& Estos operadores cumplen on
1as siguientes propiedades?.

A=l S e
(@A = 0 = {Qhn), - (3.330)
{Q.@) = 0 = {ol,of) (3.33¢)
Yy
(A (@eh = o. (3.33d)

La propiedad (3.33b) define a A como un operador non en la nomenclatura usual de
las superdlgebras. Ahora podemos reescribir el hamiitoniano (3.21) como

H=Q+Q! +x. (3.34)
Si elevamos al cuadrado y usamos las propiedades (3.33) obtenemos ‘
H={Q,Q1) = g2 -2, (3.35)

Asf hemos arribado a un hamiltoniano H supersimétrico y es idéntico a 42. Como se

" recordara contiene a la matriz # con lo que es un hamiltoniano de Dirac de segundo
orden, y no uno de Klein~Gordon. - Resulta inmediato expresar la transformacién
de Foldy-Wouthuysen en términos de esta superalgebra. Las relaciones (2.5), (2.18)
y (3.23) se convierten en

is = AQ+aheye.oty, (3:36)
A N
Hew = —o {Q.Q1} + 2 (3.37)

"Noten también [63, 66] que el operador ¢ := Q + @1 es hermitiano. Asimismo, A = Al ¥ se
cumple [9,h%] = 0, {¢,A} = 0 y por supuesto {q,qT} = h?,
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Her = WQ+Q ),/1+{Q’\Q” (3.38)

La clase mixima de potenciales que penmiten que tengamos una superalgebra
dada la forma {3.34) son los potencinles nones como puede verificarse de inmediato
de (3.33b) y de las definiciones (3.28), (3.29) y (3.30). Es por demas notable que
la existencia de una supersimetria  para estos potenciales— no esté correlaciona-
da en lo absoluto con su dependencin funcional con respecto a las coordenadas de
configuracién. Resulta depender exclusivainente del papel covariante de Lorentz que
jueguen.

Podemos decir que la existencin de la superilgebra escondida (3.33) es la res-
ponsable de la estabilidad del mar +l* Dirac. Y a su vez la estabilidad del mar de
Dirac es el origen de la posibilidad Jde una diagonalizacion por bloques exacta del
hamiltoniano de Dirac.
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Capitulo 4

Aplicaciones al sistema quarkomnio

El tratamiento de cdlculo que se ha aplicado tradicionalmente al sistema quarkonio ha
sido del tipo perturbativo. Ademads, los fenémenos relativistas han sido considerados
a través de incluir correcciones relativistas; cinéticas por una parte y potenciales
por otra. En este iiltimo capitulo les presentaré dos resultados de una formulacién
variacional, basada en el formalismo de la transformacién de Foldy-Wouthuysen
cerrada.

4.1 consideraciones generales

En principio, la ecuacién de Dirac describe la dindmica de una sola particulal. Sin
embargo, el sistema quarkonio es un sistema de mds de una. No e¢s la intencién de
este trabajo hacer un tratamiento desde la perspectiva de una mecdnica cudntica,
relativista, de muchos cuerpos, y consistente. Por el contrario, se usard la ccuacién
de Dirac reconociendo sus alcances y limitaciones.

Por ejemplo, 1a interpretacién que se ostenta aqui es que el potencial es efec-
tivo. Asimismo se supondrd que la particula de la ecuacién representa al sistema
binario reducido. Por otra parte, los potenciales que ocupan posiciones covariantes
pares deben ser tratados individualmente y aparte. En su caso, inclusive podrian ir
acompafados de términos de correccién y de interacciones efectivas, debido a que
no pertenecen a la clase de los potenciales desacoplables en forma cerrada alla ma-
niera di Foldy-Wouthuysen. Finalmente, en todo momento se debe tener presente
que pueden surgir dificultades, propias de estar en un problema de muchos cuerpos,
trabajado con una teoria de una particula.

Sin embargo —y después de apuntar algunas limitantes— cl presente tratamiento
mejora al tradicional en varios aspectos, y ya varias veces mencionados con anterio-
ridad. Por una parte la transformacién es cerrada. Esto permite un tratamiento no
perturbativo, y en este caso, variacional. Por otra parte, la posicién covariante del
potencial se trabaja ahora nitidamente. Ademds, otra ventaja es que de entrada se
estd usando la ecuacién de Dirac, que es relativista, y la apropiada para describir un )
fermién de espin 1/2.

!Esto es, aparte de la paradoja de Klein. Y esta afirmacion es mds precisa conforme la ubicacion
sea inferior con respecto al umbra! de creacién de pares. .
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Estos elementos destierran de entrada incertidumbres —propias de tode método
perturbativo— como las convergencias para las series de diagramas de Feynman,
o para las correcciones relativistas. Adicionalmente, entendiendo el espin como un
fenémeno relativista, es de esperar que términos de la forma L - s y similares, tienen
natural cabida en este formalismo y en un principio no necesitan ser puestos a mano.

4.2 potenciales lineales y el limite no relativista
Ahora estamos en una posicién ventajosa para indagar la siguiente cuestion que ha
surgido en relacién con este tema {74]:

Si comparan el hamiltoniano 3.11 (para E = —r) con su asociado 3.15, observardn
en lo particular, que un potencial lineal en la ecuacién de Dirac se tradujo en uno
cuadrético en el limite no relativista. Diversos autores han trabajado ecuaciones de
Dirac con potenciales lineales cuya aproximacién no retativista incluye al oscilador
arménico [75, 76, 77, 78, 79]. Esto es un subconjunto de una ciase de problemas
conocidos como osciladores equivalentes relativistas {80, 81].

Recientemente se ha puesto atencién a un problema particular de potenmal —de
la clase mencionada arriba— y conocido como oscilador de Dirac [61]. Y se han
estudiado sus propiedades covariantes, CPT [42], supersimetria y estabilidad del mar
de Dirac {43}, asi como su espectro de energia y simetrias de grupos del hamiltoniano
correspondientes [61, 82, 83). El oscilador de Dirac se define por (h =c = 1)

0 = Hoot = - (p +ifne) + fm 1. (4.1)

donde a y 3 son las matrices de Dirac usuales {60]. El pardmetro « se puede interpre-
tar como la intensidad de un momento magnético anémalo [42]. Originalmente [61],
el hamiltoniano fue introducido como la rafz cuadrada del oscilador armdnico en
el mismo sentido que la ecuacién de Dirac es la raiz cuadrada de la ecuacién de
Kiein-Gordon {60].

Para un tratamiento no relativista es mds apropiado su hamiltoniano equivalente
obtenido mediante la transformacién de Foldy-Wouthuysen. El oscilador de Dirac
corresponde a los potenciales que ademds de permitir esta transformacién cerrada,
también admite una eigensolucién exacta. Esto es claro cuando se contrasta con los
resultados de la seccién 3.1.2. En este caso las eigenfunciones se expresan en términos
de las eigenfunciones del oscilador arménico no relativista {42, 61}.

El hamiltoniano de Foldy-Wouthuysen para este problema es

Hrw-op = fvVm? + p? + k2r? — Br(3 + 4L - s). %))

El confinamiento lineal introducido de esta manera corresponderia a una teoria

de bolsa, pero tensorial, en vez de escalar. Presento a ustedes las consecuencias de
esta bolsa exética en la siguiente seccién.
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Figura 4.1: El potencial de oscifador de Dirac, comparado con los potenciales
tradicionales en las regiones de interés. La curva punteada superior represcnta
a la energia cinética relativista y la entrecortada inferior corresponde a la parte
coulombiana de la interaccién, cuando se usa el oscilador de Dirac camo confina-
miento. Las curvas, entrecortada y punteaca, intermedias corresponden a sendos
confinamientos lineales asintético.

4.3 oscilador de Dirac como potencial confinante

El potencial de oscilador de Dirac puede ser probadeo como confinamiento en un
modelo de bolsa. Las figuras 4.1 y 4.2 ilustra cédmo se compara ¢l potencial de
oscilador de Dirac con los potenciales escalares tradicionales. La figura 4.1 estd
optimizada para la familia c¢, y la figura 4.2, para la familia bb. La tabla 4.1
muestra algunos valores pertinentes del modelo y los compara con los pardmetros
apropiados del modelo de Cornell.

Por lo anteriormente expuesto, se dispone de una solucién cerrada. Sin embargo,
se debe tener cuidado, pues en el hamiltoniano 4.2 aparece un términointenso, L-s, de
acoplamiento espin-6rbita, ocasionando una degeneracién infinita del estado base®.

El oscilador de Dirac es interesante porque su formulacion covariante presenta
un potencial lincal con obvias consecuencias confinantes. A la vez, en su limite
no relativista presenta una estructura cuadratica de lipo oscilador arménico —tan
familiar en muchos campos—. Y el modelo especifico, es el siguiente. Se restringe

2Términos de la forma A(z- L+ 1) [60) han sido usados para romper la supersimet ria asociada (80,
83] y obtenicndo degeneracién finita, pero en lo que sigue no se recurrird a estos términos adicionales.
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Figura 4.2: El potencial de oscilador de Dirac, comparado con los potenciales
tradicionales en las regiones de interés. La curva punteada superior representa
a la energia cinética relativista y la entrecortada inferior corresponde a la parte
coulombiana de la interaccidn, cuando se usa el oscilador de Dirac como confina-
miento. Las curvas, entrecortada y punteada, intermedias corr den a d
confinamientos lineales asintdtico.

el estudio a sistemas tipo quarkonio, es decir qq. Se reemplaza el confinamiento
tradicional por el potencial del oscilador de Dirac.

El procedimienio para truncar la base infinita de funciones en los cileulos de
la matriz de los operadores se realizé asi. Primero se calculdé la matriz equivalente
diagonal. Luego se aplicaron las funciones a los eigenvalores correspondientes y
finalmente se desdiagonalizé para regresar la matriz a la base original.

Otros autores han hecho célculos semejantes [84]. Pero el presente enfoque difiere
en que es relativista en cuanto que parte de la ecuacién de Dirac, en vez de la de
Schrodinger. Asimismo, el confinamiento alternativo que se pone a prueba aqui, es
de tipo tensorial en vez del alternativo pseudoescalar. ’

La tabla 4.2 confronta los valores experimentales de ta familia c& con las predic-
ciones, usando el potencial del oscilador de Dirac, asi como el de Cornell. La tabla 4.3
corresponde a la familia bb,

El espectro presenta mejoras importantes respecto de la aplicacién llana [82] del

. potencial del oscilador de Dirac. En particular, el mejor ajuste refleja el orden
correcto en el desdoblamiento de los estados tripletes 3Py. Sin embargo, salta a la
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» " Tabla '4.1::"\'/.1)0:::5 “optimizados de los pardmetros para el potencial de oscilador
‘de Dirac, y comparado con of modelo de Cornell,

Cornell Dirac osc.
et bb cé bb
as 0.52 0.48 0.54 0.61
a 2.34
3 I 1.46 1.10

“Tabla 4.2: Estados ¢ de masas mds bajas: valores experimentales, valores para
modelo de bolsa de Cornell y valores para confinamiento por oscilador de Dirac. La
masa del estado J /v (1S) se usé para ajustar el estado base. El resto del espectro
se obtuvo optimizando Am para el estado ¢ (25).

masas potencial de Cornell oscilador de Dirac
medidas * masa Am masa . Am

J/ 3096.9 £ 0.1 3086.9 0.0 3096.9 0.0

Xco 3415.1+1.0 3392.6 -22.5 2821.9 -593.2

Xc1 3510.5 4 0.1 3489.7 -20.9 3193.0 -317.6

Xe2 3556.2 £ 0.1 3514.3 -42.0 3749.9 193.6

P! 3686.0+ 0.1 3679.0 -7.0 3689.7 3.7

e 2979.8 £ 2.1 2963-6 -16.0 2973.9 -6.7
™n 3499.9 3469.7

(Xc) 3523.3+ 0.5 3492.6 -32.8 3461.2 -64.2

* Todos los valores de las masas estin en MeV/c?.

vista que los valores obtenidos mediante oscilador de Dirac estan muy lejos de reflejar
el experimento.

4.4 confinamiento parcialmente pseudoescalar
Un potencial de cardcter pseudoescalar pertenece a la clase de los potenciales des-
acoplables alla maniera di Foldy-Wouthuysen. Ya antes, otros autores {33, 35) han
discutido este caso. Han mostrado que al afladir una interaccién pseudoescalar es
posible corregir discrepancias entre la teoria y el experimento [22].

Esta inclusion es consistente con los efectos de espin observados en dispersién
eldstica de altas energias protén-protén, a dingulos grandes.

La tabla 4.4 condensa los valores experimentales de los estados triplete 3Py, sus
diferencias consecutivas y el cociente de estas diferencias.
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Tabla 4.3: Estados bb de masas mds bajas: valores experimentales, valores para
modelo de bolsa de Cornell y valores para confinamiento por oscilador de Dirac.
La masa del estado T (15) se usé para ajustar el estado base. El resto del espectro
se obtuvo optimizando Am para el estado ' (25).

masas potencial de Cornell oscilador de Dirac

medidas * masa Am masa Am

T 9460.4 + 0.2 9460.4 0.0 9460.4 0.0

Xbo 0859.8 + 1.3 0852.2 -7.6 9533.1 -326.7

Xbl 9891.9 4 0.7 0888.3 -3.6 9752.1 -139.8

Xbz 9913.2 £ 0.6 9906.1 -7.1 10100.0 186.8

T 10023.3 £ 0.3 10006.5 -16.8 10023.5 0.2
15 9334.6 9127.2
P 9895.9 9924.7

) 9900.2 £ 0.7 9394.2 6.0 9921.0 208

* Todos los valores de las masas estén en MeV/c?.

Tabla 4.4: Valores experimentafes para las masas de los estados x para charmonio
y bottomnio. Excepto fa razén Ry, todos los valores estin en MeV.

ot bb bh'
Xo | ® P 3415 9860 10 232
x1 |3 P sl . 9892 10 255
X2 |2 P 3 556 9913 10 269
Agy 46 £ 1 21 £1 4£1
A 95+ 1 32%1 23+ 1
Ry 0.48 £ 0,02 | 0.66 = 0.06 | 0.61 = 0.06

Al confrontar estos datos con sus correspondientes predicciones teéricas se pone
de manifiesto 1a’alta sensibilidad a los datos de entrada, que tienen los datos de-
pendientes de espin. El amplio espectro de resultados que aparece en la tabla 4.5
muestran esta sensibilidad.

Adicionalmente, la forma de cdlculo puede ser puesta a prueba. El tratamiento
perturbative y el variacional, estdn confrontados en la tabla 4.6. En clla pueden
ustedes observar que es inconsistente calcular los efectos dependientes de espin con
un procedimiento perturbative, para los elementos de matriz.

Los resultados variscionales implican que el potencial mas simple de Cornell
(Coulomb vectorial y confinamiento escalar) es insuficiente para explicar los datos
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Tabla 4.5: Com paracion entre valores cxperirhcntalcé para T_Cx':

tedricas. i
Modelo R, [0-48 £ 0.02] | 25,[0.66 % 0.06) . [R5
Beavis {85] 0.97 096 i
Buchmiiler [28] 0.61 0.76 -
McClary & Byers {86] 0.35 045 °
Moxhay & Rosner [87) 0.42 042 . -
Olsson & Suchyta [88] 0.55 0.78
Gilman [30, 31] 0.54 0.72
Gupta [89] 0.50 ~0.64
Villarreal [36] 0.48 0.67
experimentales.

4.5 otras aplicaciones

Estas aplicaciones no pretenden ser en ningin sentido exhaustivas. Por el contrario,
les trabajos anteriores estin dirigidos en una misma lfnea. Tienen directa cone-
xién con un problema muy interesante y atn abierto hoy en dia: las interacciones
—fundamentales o efectivas— entre quarks.

Existen muchas propuestas a distintos niveles para entender las interacciones
interhadrénicas. Y como hemos visto aqui, para el caso de quarkonios pesados el
desacoplamiento exacto de Foldy-Wouthuysen se plantea como una til opcién para
su estudio.

Concluyo mi exposicidn, mencionando que existen otros terrenos en los que este
formalismo también puede ser, y ha sido, aplicado con éxito. En las interacciones
nucleares, el campo involucrado es el campo pidnico. Y a este campo se le asocia un
cardcter pseudoescalar. Aparte de factores de forma, es claro que es un lugar inte-
resante para la aplicacidn de este formalismo. Y no sélo eso. Ya que el isoespin de
los nucleones estd asociado a una simetria interna SU(2), esto puede involucrar difi-
cultades adicionales, que en lo relativo a este desacoplamiento exacto no representa
ningin preblema extra. Otras aplicaciones han sido trabajadas en este sentido [90].

Aunque es obvio, vale la pena recalear lo siguiente en este contexto. Dado que la
diagonalizacién de Foldy-Wouthuysen es cerrada, asegura ser unitaria. Los métodos’
perturbativos, sin embargo, por lo general no aseguran mantener la unitariedad y se
requiere de trabajo adicional para recuperar la unitariedad perdida en el desarrollo
de los diagramas de Feynman.

Otros aspectos de interés practico, incluyen el indagar potenciales con simetria
esférica, asi como problemas unidimensionales.
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Comparm::dn entre valores experimentales de pardmetros para la de-
. pendencm en .espin Y diversas predicciones tedricas, para el quarkonio pesado. Las
~ leyendas significan: (TP) cilcule de efectos dependientes de espin mediante teoria
perturbhti\'ii;_(_l’V) cdlculo variacional para el hamiltoniano completo con funcio-
ties de Slater o (ho) de oscilador de Dirac; (ps) funciones de Slater permitiendo un

" . intercambio pseudoescalar; (R) cdlculo semirelativista en la energia cinética.

: NR R
Dato | Experimento TP PV (Slater) T PV{ho) | PV(ps) PV
o 30, 31 {36) 136) - | 89, 36)
S$1] 451 261 28+10 2443 1 45%10 46
To ‘95x1 50x1 119+ 10 1123 1 95%10 95
SRE| 048 £0.02 0.53 0.23 0.21 0.47 0.48
A% 201 18x1 9x3 18%3 20+ 3 20
Ak 30+1 281 | 43+3 | 36x3 | 313 | M
R 0.67 +0.06 0.72 0.44 0.5 0.66 0.66

Asimismo, otras dreas pudieran interesarse en aplicaciones de este formalismo.
En especial, aquéllas en las que los diagramas de Feynman son transferidos a ellas,
para su descripcion. Este podria ser el caso de estado sélido, por mencionar alguno.

Ya que el formalismo tal como se presentd estd imnbuido en el panorama relativista,
también se podria indagar las posibles analogias en el ambito de la mecdnica cldsica,
particularmente en una formulacién hamiltoniana con nimeros de Grafman.
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Capitulo 5

Reflexiones

‘Esta ultima parte es un recuento del trabajo hecho, los resultados logrédos, y las
conclusiones y comentarios relacionados.

5.1

resultados y conclusiones
- El presente estudio estd orientado a los estado 1|gados de potenciales estéticos en
sistemas quark-antiquark, denominado sistema quarkonio, con énfasis especial
en los quarkonios llamados pesados ¢€ y bb.

- Hay para el quarkonio varios modelos propuestos con potenciales independientes

de espin diferentes, pero todos coinciden en el rango de distancia de interés. Aqui
se ha elegido seguir el modelo de Cornell.

- Usualmente se parte de formalismos perturbativos y no relativistas, para luego

incluir correcciones cinéticos y potenciales. La incertidumbre de la ausencia de
términos del mismo orden deseado normalmente estd latente.

. Les he mostrado mediante argumentos generales que la cstimacién usual del

grado no relativista del sistema ¢T es al menos cuestionable.

- Aunque las predicciones para los estados (S) J/¥ y T estdn en concordancia

con el experimento, no es el caso para los estados (3P;) (x). Este desacuerdo
sugiere que el fendmeno dependiente de espin no estd comprendido —al menos
al mismo nivel-— que el independiente.

- En €] contexto de la QCD, también es posible en el caso no abeliano, expresar

los potenciales dependientes de espin, en términos de la parte independiente.

- La parte del potencial independiente de espin es considerada la contribucién de

una parte escalar y otra vectorial.

- La parte escalar es de tipo lineal confinante y la parte vectorial, de tipo co-

ulombiana. Existen intentos exitosos que relajan esta condicién incluyendo una
contribucién pseudoescalar.

- El pardmetro comiinmente usado en los estudios de los estados 2P es el cociente,

de las diferencias de masas de estados sucesivos. Pero las masas absclutas
permanecen inexplicadas.
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. En vez de tratamientos no relativistas aqui se propone un tratamiento usando

la ecuacién de Dirac; teniendo dos ventajas importantes. Por ser una ecuacién

relativista ya contienc todas las correcciones relativistas de entrada, cinéticasy-
potenciales.

Considerando al espin como una consecuencia relativista, este tratamiento tam-

bién ya toma en consideracién términos de interacciones mezclados con espin,

como espin drbita.

- Ademais de usar una ecuacién relativista, presento a ustedes la existencia de una
transformacién cerrada de Foldy-Wouthuysen. Este resultado aftade al trabajo
la posibilidad de un tratamiento variacional en vez del perturbativo usual.

- Presento a ustedes, en detalle, el desarrollo del formalismo de la transformacién
cerrada de Foldy-Wouthuysen y sefialo las restricciones e hipétesis de trabajo
para asegurar la existencia de la transformacion cerrada.

- Construyo y presento explicitamente los hamiltonianos para los limites no rela-
tivista (Foldy-Wouthuysen) y ultrarrelativista (Cini-Touschek); destacando que
uso el término l'mite y no aprozimacidn, pues los resultados son ezactos.

- Ya que el resultado es cerrado, el desacoplamicnto de los espinores grande y

pequeiio es vdlido también para potenciales intensos.

Como el hamiltoniano transformado queda expresado en términos de hamilto-

nianos relacionados directamente con similares de Schrodinger, aurnentan las

' expectativas de resolver el problema totalmente.

- A partir de trabajar explicitamente tres ejemplos con interpretacién fisica trans-
parente, establezco la generalizacién de la clase méixima de potenciales que per-
miten una transformacién cerrada de Foldy-Wouthuysen. Entre los ejemplos
estdn el caso magnético (contemplados, el caso magnetostdtico y el efecto Hall,
entre otros) y el caso eléctrico anémalo (incluido por ejemplo, el oscitador de
Dirac).

- Presento a ustedes una notacién condensada, para describir a la clase completa
de los potenciales de la transformacién cerrada, pero que a la vez mantiene la
individualidad de ellos; incluyo las tablas de conmutacién y anticonmutacién de
esta notacién.

- A partir de esta notacién escribo las transformaciones Foldy-Wouthuysen y Cini-
Touschek cerradas, mostrando cémo intervienen los diversos potenciales segiin
su posicidn covariante.

- En dos tablas muestro a ustedes explicitamente cudles potenciales son los que
pueden estar presentes para poder lograr una transformacion cerrada.

Los potenciales que permiten una diagonalizacién por bloques exacta son: el
pseudoescalar, la parte temporalside del vector axial, la parte espacialoide del
vector polar y las componentes temporal-espacialoide del tensorial.
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-'jMuest.ro que este desacoplamiento por bloques también existe para potencia-

“les con grad_os de libertad internos. Y sc presenta explicita la transformacion.

“cerrada para este caso, que es el de grupos no abeliano.

Discuto la interrelacién de la existencia de esta transformacién cerrada con el -

" formalismo'de la mecénica cudntica supersimétrica,

Reexpreso el hamiltoniano original en operadores bosdnico y de carga fermidni-

ca, que corresponden a un hamiltoniano supersimétrico h?, asociado al original,
H, mediante A% = (H — fm)%.

Muestro claramente que el hamiltoniano supersimétrico asociado al problcma
es de Dirac de segundo orden y no de Klein-Gordon.

- Muestro a ustedes explicitamente la transformacién cerrada en términos de los

operadores de esta supersimetria.

- Ya que la existencia de la supersimetria implica estados de energia acotados in-

feriormente, esto equivale a que la transformacién cerrada implica 1a estabilidad
del mar de Dirac para la clase de potenciales de esta transformacion.
El punto anterior reafirma dos puntos ya antes expuestos: no importa la inten-

sidad de los potenciales; y este formalismo es una alternativa variacional a los
tratamientos perturbativos.

- Este formalismo estd restringido por el hecho de que la ecuacién de Dirac es, en

principio, una descripcidon de una sola particula.

- El potencial de oscilador de Dirac permite ademas de una diagonalizacion por

bloques segiin el formalismo de la transformacién cerrada, también una eigen-
solucion completa. Las eigenfunciones del oscilador arménico aparecen en ia
solucién.

Se aplica el formalismo de la transformacion cerrada al caso del quarkonio con
un confinamiento tipo oscilador de Dirac.

En relacidn al potencial independiente de espin, se muestran los valores optimi-
zados de los pardmetros de este modelo alterno y se compara con el tradicional
de Cornell.

Se muestran los calculos para las masas de los estados de masas mas bajas de
las familias c€ y bb. Estos valores se comparan con el experimento y con las
predicciones equivalentes del modelo de Cornell. Se encuentran importantes
desacuerdos en el modelo con oscilador de Dirac.

Se aplica este formalismo al caso del quarkonio al cual se le permite adicio-
nalmente ahora una interaccién pseudoescalar. Esto se hace con base ¢n el
antecedente discutido en el primer capitulo, relacionado con un quarkonio de
potencial pseudoescalar. Y por supuesto porque este potencial es de los que
permiten una transformacion cerrada,
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+, Se muestran los cdleulos para las masas de los estados de masas mds bajas de
“las familias ¢& y bb. Estos valores se comparan con el experimento y con las
predicciones equivalentes del modelo de Cornell. Se muestra que ¢l ajuste del
pardmetro (*P2 — 3P;)/(3P; — *Pg) es excelente.

- Un resultado global de este trabajo es destacar la importancia de cileulos me-
diante un formalismo relativiste, ezpresamente covariante, cerrado 'y variacio-
nal, para en forma nitida confirmar o descartar con un alto grado de confianza
diversos modelos propuestos.

5.2 perspectivas
De la experiencia obtenida de este trabajo, se muestra interesante indagar varios
casos inmediatos.

Uno de ellos es el caso nuclear. Es conocido que la interaccién nucledn-nucledn
estd descrito por el intercambio de un pseudoescalar.

Bl resultado favorable respecto de modelos de bolsa pseudoescalarcs también -
indica el probar diversas combinaciones de potenciales interesantes,

Otras areas de aplicacién mads lejanas son aquéllas en las que el formalismo de los
diagramas de Feynman aparecen de forma natural, como el caso de estado sdlido.
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Epilogo

Para concluir, deseo sefialar que el desarrollo de esta tesis ha tenido una larga historia.
Y sea sélo por ello, mucha gente ha resultado involucrada, y de maneras muy variadas.
De cada uno de ustedes —desde la academia hasta mis familias—, y en muy diversas
categorias, he recibido su estimulante apoyo para la realizacién de csta tesis. En
especial, Matias, es agradable gozar de tu amistad —asi como de tu enorme paciencia.

Comparto con todos ustedes lo que un examen de doctorado pueda tener de
divertido.

examinador; Usted se encuentra en medio del desierto, Ve
un quelonio ...
replicante: ... jun quelonio? ...
examinador: Hmm ...
sAlguna vez ha visto o una tortuga?
replicante: ... sssi ...
ezaminador: ... pues lo mismo. jContinuamos?
replicante: ... Si.
ezaminador: La tortuga estd volteada boca arriba. El sol estd
muy inlenso. Usted sabe que la tortuga morird
si no la voltea, pem usted jno la voltea!, ;por
qué serd, Leo?
replicante: ;Qué? Yo no conozco la tortuga. No estoy en
el desierto. jPorqué me culpa? ...
ezaminador: Reldjese ...
Esto es sélo un examen. Fstd diseriado para
generar una respuesta emocional ...

Oiga . .. ;y la direccidn que puso en su solicitud
es la de su domicilio actual?
replicante: ;Es esto también parie del examen?

“Blade Runner”
Ridley Scott
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