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Introduccion

Las teorfas de la fisica moderna generalmente son modelos matematicos
definidos por un conjunto de ecuaciones diferenciales y un conjunto de
reglas que trasladan los resultados matemaéticos a conceptos del mundo
fisico. En el caso de teorfas de gravitacidn, estd completamente acep-
tado que la mas exitosa es la teorfa de la relatividad general de Einstein,
donde las ecuaciones diferenciales consisten de¢ requerimientos pura-
mente geométricos impuestos por la idea que el espacio y el tiempo
pueden ser representados por una variedad Riemmaniana, juntamente
con la descripcion de la interaccién de materia y gravitacién. Todo esto
estd contenido en las ecuaciones de campo

1
Ri; = 5Rgi; + Agis = koT; (0.1)

Desafortunadamente, las ecuaciones de Einstein constituyen un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales y acoplado. Por tanto,
resulta muy dificil obtener soluciones exactas que representen sistemas
fisicamente realistas, de hecho, son pocas las soluciones exactas, en
vacio, conocidas con esta propiedad. Como e¢jemplos podemos citar la
solucidn encontrada por Schwarzschild en 1916 la cual presenta simetria
esférica, la solucion general estdtica con sinetria axial encontrada por
Weyl en 1917 y la encontrada por Kerr en 1963 que es la primera
solucién con simetria axial y estacionaria fisicamente realista. Otra
posibilidad de encontrar soluciones es utilizar métodos de generacién
de las mismas, los cuales involucran trasformaciones de grupos de Lie
o transformaciones Backlund,

El propdsito de este trabajo es presentar una reinterpretacion de
las ecuaciones de Einstein como geodésicas funcionales en un espacio
abstracto de potenciales. Este resultado es importante, ya que se puede
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Introduccion

Las teorias de la fisica moderna generalmente son modelos matemdticos
definidos por un conjunto de ecuaciones diferenciales y un conjunto de
reglas que trasladan los resultados matematicos a conceptos del mundo
fisico. En el caso de teorfas de gravitacidn, esta completamente acep-
tado que la mds exitosa es la teoria de la relatividad general de Einstein,
donde las ecuaciones diferenciales consisten de requerimientos pura-
mente geométricos impuestos por la idea que el espacio y el tiempo
pueden ser representados por una variedad Riemmaniana, juntamente
con la descripcion de la interaccion de materia y gravitacion. Todo esto
estd contenido en las ecuaciones de campo
1
2
Desafortunadamente, las ecuaciones de Einstein constituyen un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales y acoplado. Por tanto,
resulta muy dificil obtener soluciones exactas que representen sistemas
fisicamente realistas, de hecho, son pocas las soluciones exactas, en
vacfo, conocidas con esta propiedad. Como ejemplos podemos citar la
solucion encontrada por Schwarzschild en 1916 la cual presenta simetria
esférica, la solucién general estdtica con simetria axial encontrada por
Weyl en 1917 y la encontrada por Kerr en 1963 que es la primera
solucidn con simetria axial y estacionaria fisicamente realista. Otra
posibilidad de encontrar soluciones es utilizar métodos de generacion
de las mismas, los cuales involucran trasformaciones de grupos de Lie
o transformaciones Backlund.

El propdsito de este trabajo es presentar una reinterpretacion de
las ecuaciones de Einstein como geodésicas funcionales en un espacio
abstracto de potenciales, [iste resultado es importante, ya que se puede

Rij — 5 Ryi; + Agis = kol (0.1)



2 CONTENIDO

hacer uso de todas las simetrias de las geodésicas para investigar solu-
ciones de las ecuaciones de Einstein y tratar de generar nuevas solu-
ciones.

Para lograr este objetivo, primeramente en el capitulo 1 se presenta
un formalismo que permite reducir el problema de encontrar soluciones
a las ecuaciones de Einstein en cuatro dimensiones a un problema de
mecénica con una menor cantidad de grados de libertad, que se puede
tratar mediante los formalismos de Lagrange y Hamilton, secciones
[1.1-1.3). En la secciones [1.4] y [1.5] se consideran Lagrangianos que
se pueden llevar a la forma

L =GaXeXbhi (0.2)

donde G, es una métrica en el espacio abstracto de coordenadas X° y
z' y se introduce una nueva métrica h* que se utiliza para definir un
producto escalar interno entre las velocidades X¢. Aplicando el princi-
pio de accién minima a Lagrangianos de la forma (0.2) obtenemos las
correspondientes geodésicas funcionales para el espacio de potenciales
X? y se estudian sus simetrias. ‘

En los capitulos 2 y 3 se aplica el formalismo presentado para los
casos particulares de la simetria axial y la simetria esférica y se mues-
tra de manera explicita la equivalencia entre las geodésicas funcionales
obtenidas para éstos casos y las ecuaciones de Einstein que se obtienen
de forma usual,

Los resultados mas importantes de este trabajo son:

1.- La reduccién del problema de encontrar soluciones a las ecua-
ciones de Einstein en cuatro dimensiones a un problema de mecdnica
con una menor cantidad de grados de libertad.

2.- La interpretacion de las ecuaciones de Einstein como geodésicas
funcionales en un espacio abstracto de potenciales.

3.- La aplicacién de este método a los casos de campos gravita-
cionales con simetria, axial, cilindrica, esférica y plana'; ademds de
varias generalizaciones que incluyen un campo escalar, el campo elec-
tromagnético y un fluido perfecto.

En este trabajo se utiliza la siguiente notacion: Los indices latinos
i,,k,... =0,1,2,3 se refieren a un sistema de coordenadas z* en el

!Los casos con simetria plana y cilindrica se analizan en el apéndice
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espacio tiempo. La signatura de la métrica es (+ — ——). Se usan
unidades tales que G = ¢ = 1. Los simbolos de Christoffel I'}; son
definidos por medio del tensor métrico

1
= 3o

Gikg + Jiki = Giik) (0.3)
donde gix; = %1:,* y «* son las coordenadas del espacio-tiempo. Los
tensores de Riemman y Ricci estdn dados por

mj* ik

Rigj = Dljx = i+ Dl = T, (0.4)

Ri; = R} (0.5)

Se definen nuevas coordenadas X° = (g;;, n4) cona = 1,2,...,n, g son
los potenciales de materia con A =1,2...,p y n puede tomar cualquier
valor.entre el intervalo p+ 1 < n < p+6. La matriz G, representa la
métrica del espacio abstracto de potenciales y puede depender en ge-
neral tanto de los potenciales X® como de las coordenadas del espacio
tiempo 2. Cuando nos referimos a las magnitudes X° utilizamos la
terminologia “potenciales” o “coordenadas” del espacio abstracto. La
métrica h'7 se utiliza par definir el producto interno entre las “veloci-

dades” X7,
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Capitulo 1

Descripcion del formalismo

1.1 Introduccién

En este capitulo se presenta un método que permite reducir el problema
de encontrar soluciones a las ecuaciones de Einstein en cuatro dimen-
siones a un problema de mecdnica con una menor cantidad de grados
de libertad, que se puede tratar mediante los formalismos de Lagrange
y Hamilton. Teniendo como punto de partida el Lagrangiano general
de Einstein-Hilbert acoplado minimamente con un Lagrangiano de ma-
teria, se argumenta que en muchos casos de interés el Lagrangiano total
se puede representar como la suma de un térinino cinético y un término
potencial. En la seccidn [1.2] y [1.3] se presentan los conceptos generales
de este estudio, en las secciones siguientes se analizan los casos en los
cuales el Lagrangiano presenta un término puramente cinético (seccién
[1.4]) y el caso en el cual el Lagrangiano presenta tanto término cinético
como potencial(seccién [1.5]], por dltimo se presenta un ejemplo en el
cual ilustramos el formalismo,

1.2 Enfoque general
Consideremos un Lagrangiano de la forma £ = Lgy + Ly donde

Ley = /—gR es el Lagrangiano Einstein-Hilbert y Ly representa
el Lagrangiano de materia. Para calcular de manera explicita el La-

5



6 CAP{TULO 1. DESCRIPCION DEL FORMALISMO

grangiano Lpy utilizamos la expresion para el tensor de Riemann R;;

aPl arll { sl
R,-,'-Ba—;—,——a +[‘I‘ I‘I (1.1)
con lo que el Lagrangiano Einstein-Hilbert toma la forma
Len = V=99"R;; (1.2)
; 3[" dI‘ C ik .
= VEglai gt - g 4 gUTLTh - gTTAEL) (1)
dondei, j, ... = 0,1,2,3, gi; es la métrica del espacio tiempo con coorde-

nadas z' y I‘f-j son los simbolos de Christoffcl asociados con g;;. Ahora
los dos primeros términos del lado derecho de la ccuacidn los podemos
obtener a pa.rtir de una divergencia de la siguiente forma

url Pl
Valgl 'J)_\/'—" J+Pla(\/—9)
A(v=99"Th) _ 01“.: a9 »/* g9")
Go =V g T
-8i de estas ecuacién despejamos el primer término del lado derecho y
los sustituimos en la ecuacién (1.3) tenemos

L \/_—g'll‘l ) 111 a \/_g”) _ a(\/:-g_gur:l)
bl = dx! 0w

200 4 it - Th (1)

Ahora, dado que las ecuaciones de campo seran obtenidas a partir del
principio variacional, es decir, de tomar la variacion de la accion ex-
tendida a todo el espacio y a todos los valores de la coordenada tem-
poral entre dos valores dados, podemos, sin afectar la deduccion de las
ecuaciones de campo, prescindir de los términos que dan lugar a una
divergencia (primer y tercer términos de la ecuacién (1.4)) ya que a las
integrales

+

l]I‘l
/ (\/';5 dQ

[



1.2. ENFOQUE GENERAL ' 7
que corresponden a la accion, se les puede aplicar el teorema de Gauss
fA'ds / 0K 0, i = ded dde® (1.6)

y estas integrales se pueden transformar en una integral extendida a
una hipersuperficie que rodea el cuadrivolumen en el que se efectia la
integracion de las otras integrales. Cudndo se varia la accién estas inte-
grales se anulan, ya que en el principio de accién minima las variaciones
del campo en los limites de la region de integracion son iguales a cero.
Con lo anterior el Lagrangiano toma la forma

) . " 6 — i '\ d q ik AL3
e = 14289 gy BV0T) | it - vy (1.7
Utilizando las relaciones /Iy = — ‘_g%%—ﬂ, gag® = —g*gitm,
gt = —Ti g™ — Tk g™ y la relacién I'; = 91%%@ en la ecuacion
(1.7) obtenemos finalmente
Len = *\/ 99" (T};Th, — ThTY) (1.8)
por tanto, el Lagrangiano total toma la forma
__,/—q (DXL, = TLTR) + Lo (1.9)

El Lagrangiano Einstein-Hilbert es entonces una funcion de la métrica
gi; ¥ de sus primeras derivadas g;;x. Ahora si consideramos un La-
grangiano £y que sea una funcion de los potenciales de materian? , A =
1,2,...,p, y sus derivadas 1}"}, se pueden definir nuevas variables X° =
{gi;, n}, donde a = 1,2,...n.El niimero n puede tomar cualquier valor
en el intervalo p+1 < n < p+6 dependiendo de las simetrias del espacio-
tiempo métrico !. Por tanto el Lagrangiano (1.9) puede tener la depen-
dencia funcional £ = £(X?, X$). Sin embargo, para mantener la gener-
alidad de nuestro andlisis, en este trabajo consideraremos Lagrangianos

'Esto se debe a que gy; tiene en general 10 componentes independientes, pero
si aplicamos transformaciones de coordenadasz’ — ¥ = 2'%(zf)] que introducen
cuatro grados de libertad podemos reducir a 6 el ntinero de componentes indepen-
dientes y si ademds el espacio-tiempo tiene simetrias adicionales, este nthinero se
puede reducir mds.
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que después de introducir los “potenciales” X = (gi;,n”) mantienen
una dependencia explicita de las coordenadas del espacio tiempo z*, y
por tanto tendremos la dependencia funcional £ = £(X®, X3, z").

En general, el Lagrangiano (1.9) puede contener términos tanto
cuadriticos como lineales en las “velocidades” X% y también compo-
nentes que dependan solamente de las nuevas “coordenadas” X¢, Para
estudiar este tipo de Lagrangianos en una forma bastante general, en
este trabajo vamos a considerar solamente aquellos que se pueden rep-
resentar como

L=GaXX5h + ALXS 4V, (1.10)

donde G es una métrica en el espacio ahstracto con coordenadas X® y
a'. La “métrica® b/ = h¥(2') se usa en (1,10) para definir un producto
escalar interno entre las velocidades X¢4. La matriz Af = A{(X°,a)
determina los términos lineales en las velocidades que requieren un
tratamiento especial ya que en general conducen a Lagrangianos sin-
gulares, es decir para los cuales no es posible definir el Hamiltoniano
correspondiente, el potencial V contiene todos los términos del La-
grangiano que dependen de las coordenadas X°® solamente. En este
trabajo no consideramos los términos lineales en las velocidades, cs de-
cir, despreciamos el término A;X"} en la ecuacién (1.10). Bajo esta
consideracion podemos decir que el Lagrangiano contiene una parte
“cinética” y una parte “potencial”. Ahora podemos aplicar el prin-
cipio de accion minima a éste tipo de Lagrangianos para obtener las
ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes. Esto se hara en las
secciones [2.3] y [2.4] para casos particulares,

Antes de trabajar con las ecuaciones de Euler-Lagrange vamos a
tratar de ver la forma de reducir los grados de libertad presentes en el
Lagrangiano (1.10). Esto estd directamente relacionado con las trans-
formaciones candnicas, coordenadas ciclicas y el método de Routh que
acontinuacion se describen

1.2.1 Transformaciones candnicas

Un tipo de trasformaciones conocido es aquel que pasa de un sistema de
! . . J .4
coordenadas X a uno nuevo X * mediante ecuaciones de trasformacion
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de la forma

X'* = X' (X%,t) (1.11)

donde ¢ es un pardmetro que llamaremos tiempo. Las ecuaciones que
pasan de coordenadas cartesianas a coordenadas polares serian un ejem-
plo de las trasformaciones (1.11). A estas trasformaciones se les da el
nombre de trasformaciones puntuales, Ahora bien, en la formulacion de
Hamilton las cantidades de movimiento son también variables indepen-
dientes del mismo nivel que las coordenadas generalizadas, por tanto,
el concepto de trasformacién de coordenadas debe ampliarse para que
incluya la transformacién simultdnea de las coordenadas y de las canti-
dades de movimiento X°, P, a un nuevo sistema X'®, P, con ecuaciones
de transformacion invertibles

X' = X"(X, P, 1)
(1.12)
P, = P\(X®, P,,t)

Asi , las nuevas coordenadas estaran definidas no sélo en funcién de las
antiguas, sino que también en funcién de las cantidades de movimiento
antiguas. Puede decirse que las ecuaciones (1.11) definen una trasfor-
macidn del espacio de configuraciones y las ecuaciones (1.12) definen
una transformacién en el espacio fase. Alora bien cuando se trabaja
con la teorfa de Hamilton estd uno interesado en las transformaciones
(1.12) para las cuales las nuevas X'@ y P, scan coordenadas candnicas.
Este requisito se cumplird si existe una cierta funcién H'(X'e, P., 1) tal
que las ecuaciones de movimiento en el nuevo sistema estén en la forma
de Hamilton

o oM

= oP,
(1.13)

' oM

) =

Ia.l - axln

. ! . . ’
es decir, H es el nuevo Hamiltoniano en el nuevo sistema de coor-
’ . 4 ! , e
denadas. Ademds si X® y P, son coordenadas candnicas deben de
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cumplir un principio de Hamilton modificado que se puede escribir de
la siguiente forma

' U ! ! ' ’
s/’(Pax; ~H(X', P,t))dt = 0 (1.14)
t

donde ,t indica derivada con respecto al tiempo y sabemos que las co-
ordenadas candnicas antiguas satisfacen al mismo tiempo un principio
analogo

7 *(PXE —H(X*, P t))dt =0, (L15)
1

Tomando en cuenta que la forina general del principio de Hamilton
modificado tiene variacién nula en los puntos extremos, tenemos que
los integrandos de las ecuaciones (1.14) y (1.15) estan relacionados de
la siguiente forma

P X%-H=FX; —H’+%. (1.16)
Aqui F es una funcidn cualquiera de las coordenadas del espacio de
fase, con segundas derivadas continuas y contribuye a la variacién de la
integral de accidn sélo en los puntos extremos y por tanto se anularfa
si I es funcién de(X?, Py, t), de (X', P,,t) o de cualquier combinacién
de coordenadas del espacio fase, ya que tiene variacién nula en los
puntos extremos. Otra manera de ver la ecuacién (1.16) es utilizando la
relacion entre el Hamiltoniano y el Lagrangiano dada por H = P,X§ -
L. Bajo esta consideracion y despreciando F tenemos

H=PX}-L (1.17)

y ademads, también podemos tener un Lagrangiano £' = £'(X'®, X";', t),

! ' .
tal que, P, = 53)—?1‘; y con esto obtener la relacion

.o,

H='6"‘X_'Tta' |t

~L (1.18)

En la siguiente seccién veremos que estas transformaciones son muy
utiles cuando algunas coordenadas son coordenadas ciclicas.
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1.2.2 Meétodo de Routh

El método de Hamilton resulta especialmente til en tratamiento de
problemas en los que intervienen coordenadas ciclicas, donde una co-
ordenada ciciclica X® es la que no aparece explicitamente en el La-
grangiano. Ahora bien, si tenemos una de estas coordenadas, las ecua-
ciones de Lagrange nos dicen que la cantidad de movimiento asociada
a esta coordenada P® sera constante. Ademas, sabemos también de las
ecuaciones de Hamilton que

ac oM
Py = axe = R (1.19)
Esto nos dice que una coordenada ciclica, estard ausente tanto en el
Lagrangiano como en el Hamiltoniano. Otra forma de ver esto es a
partir de la ecuacion H = P, X} - L, ya que £ solo dificre de ~£ en
P, X§ que no contiene explicitamente a X*.
Consideremos un Lagrangiano en el cual la coordenada X® es ciclica.

L=LX X0 X5 X (1.20)

ahora bien, tenemos todavia que resolver un problema de b grados de
libertad aun cuando uno de ellos corresponda a una coordenada ciclica.
En cambio,. en la formulacién de Hamilton es diferente ya que en el
mismo caso P, es una cierta constante A y H tiene la forma

H=HX", ., XL Py Py, M) (1.21)

el Hamiltoniano describe ahora un problema que solo contiene b — 1
coordenadas, el cual se puede resolver por completo ignorando la coor-
denada ciclica. El comportamiento de la propia coordenada ciclica con
el tiempo se encuentra integrando la ecuacion de movimiento

by OH
LA

Las ventajas de la formulacién de Hamilton en el manejo de coor-
denadas ciclicas se puede combinar con el procedimiento de Lagrange
mediante-un método ideado por Routh. Este método se basa principal-
mente en una transformacién candnica que lleva de la base X* , X4 a

X (1.22)
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la base X* | P, tan sélo para las coordenadas que scan ciclicas, obte-
niendo sus ecuaciones de movimiento en la forma de Hamilton, mientras
que las restantes coordenadas se estudian a partir de las ecuaciones de
Lagrange. Si llamamos X#*!,..., X® a las coordenadas ciclicas, pode-
mos introducir una nueva funcién R, llamada Routhiano, definida de
la siguiente forma

RIXY, o X XY X5 Pty Pty = 0 PXT—L (1.23)
r=pt1

Sacando la diferencial a esta relacién tenemos

=Y XidP,~Y" Xadx; Zax« "—-%—f—dt (1.24)

y=ptl o=l K=l

de donde se deduce comparando con la diferencial de R considerandola
solo como funcién, que

R oL R _ oL .
a%- = Taxe' ek axg T hew  (2)

R _py R
ax*~ "™ 4P,

las ecuaciones (1.26) tienen la forma de las ecuaciones de movimiento de
Hamilton en donde R hace las veces del Hamiltoniano mientras que las
ecuaciones (1.25) indican que las p coordenadas no ignorables obedecen
las ecuaciones de Lagrange

d R, OR
__(5}_{.;) -~ 5% =0, o=1.,p (1.27)

X,l! 'Y=[L+1,...,(1 (1-26)

en las que R toma el papel de Lagrangiano. Hasta este momento no
se ha hecho uso explicito de la naturaleza ciclica de las coordenadas
X#-1 a X°. Una coordenada ausente de £ no aparece tampoco en
el Routhiano. Las a — p cantidades de movimiento P,yy a P, rela-
cionadas a las coordenadas ciclicas son constantes y pueden sustituirse
en el Routhiano por un conjunto de constantes A!,...,\ ( p = a - p)
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que se determinan a partir de las condiciones iniciales, Con estas mo-

dificaciones, las tnicas variables del Routhiano son las y coordenadas
b}

no ciclicas y sus velocidades generalizadas

Ro= RIXY oy X5, e Xy XL,y M) (1.28)

Podemos ahora considerar (1.27) como las ecuaciones de Euler-Lagrange
para las coordenadas no ciclicas, exactamente como en la formulacién
Lagrangiana. De hecho el problema se ha reducido a un problema de
Lagrange para un sistema de g grados de libertad y salvo p pardmetros
constantes \* podemos ignorar los restantes grados de libertad, en otras
palabras se logra reducir la dimensionalidad del problema.

1.3 Reduccion dimensional

De acuerdo a las consideraciones hechas en la seccién (1. 2), en este
trabajo consideraremos los Lagrangianos que tienen dependencia fun-
cional £ = £(X?, X%,z"). Aplicaremos lo aprendido en las secciones
(1. 2. 1) y (1. 2. 2) aeste tipo de Lagrangiano. Primero construyamos
el correspondiente Hamiltoniano

H="H(P,,X"2')= PiX3- L, (1.29)

donde P! = 0L/0X} son los momentos conjugados. Si ahora conside-
ramos una transformacion candnica

Pl = Pi(PS, X", X = X*(P},X") (1.30)

a ‘H de tal forma que una de las nuevas coordenadas se vuelva clfclica,
entonces, como se vio en la seccion (1. 2. 2), tendremos que , a%%; =0,
donde H' es el Hamiltoniano obtenido de H aplicando la transformacién
canénica (1.30). Por consiguiente, la accién de (n — 2) transforma-
ciones candnicas de este tipo conduciran a un Hamiltoniano de la forma
HE=2 = HO-B(P) 2) {a=2)2 X{,-2)12"); ya que por cada una de las
transformaciones candnicas se elimina una de las coordenadas X°. El
indice (n—2) indica que la coordenada respectiva ha sido el resultado de
aplicar (n — 2) transformaciones candnicas. Para eliminar el momento
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conjugado asociado con las coordenadas ciclicas, primero construimos
el Lagrangiano L0""%) = LO-(XE 0 X0 X% 1,2%) v aplicamos
el métado de Routh, el cual consiste ( como se vio en la seccidn (1.
2. -2)) en aplicar una trasformacién de Legendre solamente para las
coordenadas ciclicas. Esto es

66(!;-2) :
R= g Xog — LY 1.31

6‘¥,’£(n-2) i{n~2) ) ( )
donde las coordenadas ciclicas son etiquetadas por X¢, ), s = 3,4,...n,
El Routhiano resultante es una funcién de las coordenadas no ciclicas,
de sus velocidades asociadas y de un conjunto de constantes A*, es decir
R = R(Xi‘"__z),X}(,hz), A, 2Y), a = 1,2. Finalmente podemos escribir
el Routhiano en la siguiente forma

R = Gop( X, X, &) XIXERT V(X2 X 2), a,b=1,2; s=3,4,..n.
: (1.32)

La, variacion de R con respecto a X* conduce a un conjunto de
ecuaciones diferenciales de segundo orden, las cuales son las principales
ecuaciones de campo (Ecuaciones de Euler-Lagrange). Cuando sc re-
suelven éstas ecuaciones, se pueden ignorar las coordenadas ciclicas,
y considerar el Routhiano como un Lagrangiano. También podemos
encontrar las ecuaciones de campo para las coordenadas ciclicas re-
alizando la variacién con respecto a A°. Estas son ecuaciones diferen-
ciales de primer orden que pueden ser integradas en cuanto las ecua-
ciones de Buler-Lagrange hallan sido resueltas.

Con esto podemos decir que para los casos que estamos estudiando,
es decir, Lagrangianos del tipo £ = GuX3X%h" — V, podemos re-
ducir los grados de libertad del problema para hacer mds amable su
tratamiento,

Es necesario anotar que con el método expuesto anteriormente, es
decir, mediante el uso de trasformaciones canénicas y la introduccidn
del Routhiano, hemos reducido al problema original de n grados de
liberta a uno con tan solo 2 grados de libertad. Sin embargo, cuando
se analizan casos concretos no siempre es facil encontrar la transfor-
maciones canonicas que permitan reducir la dimensionalidad y podria
resultar que es mas sencillo analizar el problema con un mayor nimero
de grados de libertad que encontrar la transformacidn canénica para
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eliminar a uno de estos grados. Por tanto, es necesario analizar cada
caso en particular y elegir el método de solucién mas razonable en cada
uno,

1.4 Lagrangiano sin potencial

Consideremos el caso de un Lagrangiano puramente cinético, es decir,
tomemos el potencial igual a cero

L = Gap(X®, ') X5 XY (1.33)

donde a ,b=1,2,..m,y 1, j =1,2,..,d. La dimensién m estd con-
tenida en el rango 2 < m < n y su valor explicito depende de la cantidad
de trasformaciones candnicas (ver seccién (1.3)) que se hayan usado en
cada caso particular. El valor explicito deberd estar contenido en el
rango 2 < d < 4; el limite mdximo d = 4 resulta del hecho de que los
indices i,j provienen de las coordenadas z' del espacio-tiempo y co -
rresponderfa al caso en que los potenciales X* dependen explicitamente
de las coordenadas z'. El valor explicito de d puede ser diferente en
cada caso particular y depende de las simetrias contenidas en la métrica
del espacio-tiempo original g;;.

En las secciones anteriores consideranios Gy y hij como “métricas”
que pueden depender explicitamente de las coordenadas del espacio-
tiempo z'. Sin embargo, en todos los ejemplos que analizaremos en el
resto de este trabajo es posible agrupar toda la dependencia explicita de
2* solamente en la “métrica” Gqp. Esto permite simplificar los cilculos
en cada caso particular, Por esta razon, consideraremos de ahora en
adelante que h;; es una métrica con elementos constantes.

Si aplicamos el principio variacional obtenemos las ecuaciones ‘

B™](X%) 0+ T2 X8 X8 4 GCum XY = 0, (1.34)

\m

donde I, son los sfinbolos de Christoffel asociados con G Como
podemos observar la ecuacion (1.34) corresponde a la ecuacién geodésica
en un espacio m-dimensional?. El término h.'"jG“Gcb,mX"’j aparece de-
bido a que la métrica G, depende explicitamente de las coordenadas

2En la literatura las ecuaciones del tipo (1.34) también se conocen como mapeos
armonicos
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z' del espacio-tiempo que ahora se usan para parametrizar las coorde-
nadas X°. Por tanto, una solucién ala ecuacnon( 1.34) es una geodésica
m-dimensional.

Un conjunto X*° que satisfaga la ecuacién (1.34) sera una geodésica
funcional. Ademds, estas ecuaciones son analogas a las ecuaciones de
Einstein, esto es por construccion, ya que si se parte del Lagrangiano
Einstein-Hilbert (ver seccién 1.2) y aplicamos el principio variacional
con respecto a los coeficientes métricos se obtienen las ecuaciones de
Einstein y cuando se tiene el Lagrangiano de la forma (1.33) y se varia
con respecto a las coordenadas se obtiene la ecuacién geodésica, pero
en nuestro caso hemos logrado una relacién uno a uno entre los coe-
ficientes métricos g;; y las nuevas coordenadas X°, es decir, los cocfi-
cientes métricos son ahora las nucvas coordenadas,

Esta reduccién del problema es importante, ya que, ahora pode-
mos hacer uso de todas las simetrias de las geodésicas m-dimensionales
para investigar soluciones de las ecuaciones de Einstein. Por ejemplo,
es posible introducir un pardmetro afin en (1.34) de tal forma que los
tiltimos términos desaparezcan. También se pueden llevar a cabo trans-
formaciones de coordenadas que lleven a la ecuacién (1.33)a una forma
comformalmente plana®, es decir,

£ =5(X", X)X X} + X2X?hY, (1.35)

donde ¥ es un factor conforme. Ademads se pueden generar soluciones,
es decir, si se conoce una solucion X de la ecuacién(2.26) podemos
aplicar una transformacion infinitesimal

X X"=X+ep° (1.36)

donde € es un parametro infinitesimal, Esta trasformacion genera una
nueva solucién de la ecuacién (1.34) a primer orden en ¢, si 7° satisface
la ecuacién

Vi + ROk X XS0 = R (%,) i X505 =0, (1.37)

3Estas rasformaciones son del tipo X1’ = 1"‘(Xl X?), le = G(X!, X?) con
vfr R, n@r Fy, ...etey utilizando dX* = J=}(God XY ~ FpdX?), dX? =
“1(=G1dX" — FidX?') , donde J es el jacobiano de la trasformacién J

;,%5»%; = Gy - KG,

it
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que es la ecuacién que resulta de la sustitucion de la trasformacidén
(1.36) en la ecuacidn (1.34) y pedir invarianza geodésica, es decir, que
tanto X°® como X' satiafagan la ecuacién de geodésicas funcionales
(1.34). En (1.37) R"_, es el tensor de Riemann asociado con Gy, y V
es la derivada total
V=20+ X“-—ea— —[re hmiXe X8 4 h"‘jG“G,;me ]__0_ . (1.38)
Wt axa € 31 Sy ] " W ax::

© Si la métrica Gy no depende explicitamente de los pardmetros 2 , la
ecuacidn (1.37)se reduce a la ecuacion de desviacion geodésica para el
vector de coneccion 7* . Por tanto, uno puede usar vectores de Killing
o colineaciones afines de la métrica Gy para generar soluciones

Es importante decir que en [20] se introduce el concepto de espacio
de potencial para investigar las propiedades de simetria del Lagrangiano
Einstein-Hilbert., Ademds se estudia un método de generacién de solu-
ciones, el cual funciona solamente si el espacio tiempo admite un vector
Killing no nulo y se aplica el método a espacios-tiempo con dos vec-
tores Killing. Esto tiene especial relevancia, ya que en el caso de campos
axisimétricos estacionarios se puede analizar tanto por el camino [20],
como por el descrito aqui esto es importante ya que nos permitird ver-
ificar la validez de nuestros resultados y mostrar el funcionamiento del
método. ' '

En las secciones siguientes vamos a analizar las ecuaciones de campo
de los casos de campos gravitacionales con simetria axial, planar y
cilindrica los cuales se pueden reducir al estudio de Lagrangianos sin
potencial del tipo (1.33).

1.5 Lagrangiano con potencial

Ahora vamos a consideras el Lagrangiano con potencial
L= Gu(X*)X5X5 - V(X°). (1.39)

donde hemos considerado que las coordenadas X* son parametrizadas
porT

En las secciones anteriores consideramos siempre el caso en que X*
esta parametrizado por todas las coordenadas z* del espacio-tiempo.
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Sin embargo, para aplicar el método que se explicard a continuacion es
necesario suponer que X°® depende de tan solo un pardmetro 7. A este
resultado también se puede liegar de forma mas general suponiendo
que todas las coordenadas z* se pueden parametrizar con respecto 7,
es decir, ' = z(7).

A partir del Lagrangiano (1.39) podemos construir de la manera
estandar el Hamiltoniano correspondiente

oL
axs

¥y Suponemos que es una cantldad conservada con respecto al pardmetro
7, es decir,

H= s L (1.40)

oo (1.41)

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al Lagrangia-
no (1.39) y suponiendo que £ no depende expllcitamente de 7, es decir,
95 = 0, es posible demostrar que la condicién (1.41) siempre se cumple.

Si aplicamos el principio variacional al Hamiltoniano (1.40) tenenios

que .
6/£dr—6/ax —6/Hd (142)

Puesto que segin (1.41), el Hamiltoniano X es una cantidad conser-
vada, el ultimo término de la ecuacion (1.42) desaparece y podemos uti-
lizar el principio de Maupertuis *para derivar las ecuaciones de campo
correspondientes.

De acuerdo a (1.40), el Hamiltoniano asocnado con el Lagrangiano
(1.42) resulta ser

dxedx®
H= Gaod _(F—-*-V (1.43)

_ [GudXedx?
df—‘/ v (1.44)

Introduciendo la ecuacién (1.39) y (1.44) en la ecuacién (1.42) obten-
emos la expresion

5 / Ldr =2 / V(= V)GudXedXt . (1.45)

4Ver apéndice B

de donde obtenemos
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que se puede interpretar como la variacién de un elemento de linea
- ds? = (K- V)GadXdX® (1.46)

Este resultado muestra que el caso de un Lagrangiano con potencial
diferente de cero se puede reducir al caso de un Lagrangiano pura-
mente cinético con una métrica conforme. Las ecuaciones de campo
son obtenidas utilizando la ecuacién (1.34) cambiando (i por G =
(H=V)Gu y con Gy = 0, es decir,

AM(X5) + F k™ X, X =0, (147)

donde T, son los simbolos de Christoffe] asociados con G

Entonces podemos concluir nuevamente que, soluciones de las ecua-
ciones de Finstein son equivalentes a geodésicas en un espacio m-dimen-
sional descrito por la métrica® Ggp.

En las secciones (2.7) y (3.2) veremos los casos de campos gravitato-
rios ¢on fluido perfecto y campo escalar, en los cuales se puede aplicar
este método.

1.6 Ejemplo

Apliquemos lo visto en la seccion (1. 5) a un problema bidimensional
de una particula con potencial arbitrario, para este caso tenemos el
Lagrangiano

L= D@+ (@) - Ve (1.48)
donde m es una constante, la ecuacion (1.48) puede tomar la forma
da® deb
___a___________/,‘u 1‘(
£ = gu o - V(a*) (1.49)
con Lo
m :
Gab = ':,2"(0 1) (1.50)

donde hemos considerado a las z® parametrizadas por 7. Es impor-
tante hacer notar que si consideramos una particula puntual con po-
tencial arbitrario, parametrizado con el parametro ¢, las ecuaciones de

Sver seccion (1.4)
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movimiento dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange dt[ ]-—5;; =
0 serdn

oc dz®
7 = 20ab (1.51)
g&= ~ gy
oL /1%
dos = 0 (1.52)
d?zb
29007+ Va =0 (1.53)

Regresando a la ecuacidn (1.49), si calculamos el correspondiente
Hamiltoniano con la relacién (1.29)

dz® dzt '
H= = gab—— T“/( %), (1.54)

y en término de los momentos-

H= %y“bl’al’g +V(2*) (L56)
donde H no depende explicitamente del parametro 7 , por tanto
dH
Pl =0, = H=cle (1.56)

Esto nos permite a partir de relacién (1.54) obtener

dz° dz®
H—V —g,,b_'z;_-'z; (1.57)
_ [gapdzedz®
dr = oV (1.58)
Aplicando el principio variacional -
6/£dr=0 (1.59)

tenemos

§ / Ldr =26 / (M = V) gudasda? (1.60)
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ésto nos permite definir una nueva métrica gop = (K — V)ga y €l prin-
cipio variacional toma la forma

§ / V/Gudzodat = 0 (1.61)

lo que nos lleva a las ecuaciones
dz® . ditdat
dr? bedr dr

donde I, son los simbolos de Christoffel asociados con gay. Esto
nos lleva a las ecuaciones

0, (1.62)

~ d*z° (2§fbv.c - V.agfagbc) dmb _‘_lf_c_ _
e g AH-V)  dr dr
que son las ecuaciones de movimiento de una particula puntual con

potencial arbitrario. Para ver esto de forma explicita tenemos que
pasar, del pardmetro 7 al pardmetro tiempo ¢ utilizando la relacion[28)

d 1 d

0, (1.63)

SRV (1.61)
con la cual obtenemos
d*a® ’
2pagr t Vs =0 (1.65)

Que son analogas a las ecuaciones (1.53).

En los siguientes capitulos se mostrardn casos mas complicados
donde se puede aplicar este formalismo, como las ecuaciones de Einstein
con simetria axial y esférica.
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Capitulo 2

Simetria Axial

2.1 Introduccion

La simetria axial presenta mucho interés en el estudio de las ecuaciones
de Einstein, ya que el estudio de esta simetria nos permite la mejor
descripcion gravitacional de objetos rotando[27). Ademdés la simetria
axial y estacionaria a sido ampliamente estudiada por muchos autores,
esto motiva para que la primera aplicacion de lo visto en el capitulo
1 sea el caso de campos axisimétricos estacionarios, ya que podremos
comparar los resultados obtenidos con los dados por otros autores ! y
verificar la validéz del método. En éste capitulo se considera primero el
caso axisimétrico en vacio (seccién [2.2]), después el caso en presencia
de un tensor de energia-impulso T,,, (seccién| 2.7)), de fluido perfecto
con ccuacién de estado § + P = 0, donde § es la densidad y P la
presion, y aunque esta ecuacion no es fisicamente muy interesante nos
permite mostrar el funcionamiento del método presentado en el capitulo
1, (seccién[1.5]), cuando tenemos potencial. Finalmente en la seccién
[2.8] como caso mdés general se estudiara el caso axistmétrico acoplado

a los campos escalar @, y electromagnético F*”.

! Principalmente cou el trabajo hecho por D, Kranter, l, Stephani y E. Herlt{20)

23
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2.2 Simetria axial en vacio

Consideremos el elemento de linea con simetria axial en las coordenadas
candnicas de Weyl[20]

ds® = e¥(dt — wdg)? — e~ [eM(dp? + d2?) + p%d¢?),  (21)

donde ¢, w, y 7 son funciones de p y z tnicamente. Si w =constante
entonces tendriamos €] caso estatico,

El célculo directo de las ecuaciones de Einstein en el vacio, R;; =0,
para cl elemento.de linea (2.1) nos lleva a las ecnaciones[20]

f(foo+ fezt 07 f) - f: - 14 P_2f4(w§ +w?) =0
F(wpp +wzz = p™ wp) + 2fpwp + 2fw; = 0

o= ol R - P ) (22)
Vo= gl ol g P, (23)

donde el subindice indica derivada parcial®, De aqui se puede ver que
las principales ecuaciones de campo son las correspondientes a f y w;
ya que las ecuaciones para 4 son de primer grado y se pueden resolver
por integracion directa una vez obtenidas las soluciones para fy w.

A continuacién vamos a derivar el sistema de ecuaciones de Ein-
stein (2.2) usando el método que describimos en el capitulo 1 para La-
grangianos “cinéticos”. Primero calculamos la densidad Lagrangiana
Ley = /—gR para el elemento de linea (2.1) lo cual nos conduce a

m :
= 22';(“’3 Fw?) + 20(Ppp + ez = Vop = Yz — ‘l’: —92)+24,, (24)

Si ahora aplicamos la relacién pB,; = (pB,),; — p;B,, donde B es
una funcién arbitraria de z', y despreciamos las derivadas totales 3,
obtenemos el Lagrangiano

etV

3y (e’ + ) = 20" +957). (2.5)

£=2'}'p+

2Por ejemplo: f, = %‘L,. En lo sucesivo adoptaremos esta convencién

3Esto es posible ya que un Lagrangiano que difiere de otro en una derivada total
produce las mismas ecuaciones de campo al aplicar el principio variacionall =
L+d =65 =0=6s



2.2, SIMETR{A AXIAL EN VACiO 25

que lo podernos también representar como un Lagrangiano cinético de
la forma

L = G XXk, (2.6)
dondeX® = (p, ¥, v,w) y &' = (p, ), ademas

0 0 10

10 =20 0
Gab =11 0 0 9 (27)

0 0 0 %

10

h,-j = (0 1) (28)

Si ahora parametrizamos las coordenadas del espacio tiempo mediante
un nuevo parametro ¢ el Lagrangiano(2.5) toma la forma

e 2 :
L= 2pene + % 2pie (2.9)

bajo la condicién z}z} = h'. Ahora podemos interpretar la ecuacién(2.9)
como un Lagrangiano que describe un sistema cinemdtico definido en el
espacio de los coeficientes métricos con “coodenadas generalizadas” p,
¥, w, y 7 que dependen de €. Dado que v y w son coordenadas ciclicas
del Lagrangiano(2.5), es conveniente usar el Routhiano [19] R el cual,
como ya se mensiond en la seccién (1.2.2), se obtiene utilizando el La-
grangiano £ y una trasformacién de Legendre que actua sobre las co-
ordenadas ciclicas solamente

oL oL

R= 300" ale)

1 ; )
wg = L= 5/;64'”(%)2 +20(0)* . (210)

y las ecuaciones de movimiento para este Routhiano, que son obtenidas
utilizando las relaciones (1.26) y (1.27) de la seccién (1.2.2) son

Pw‘g = —%75 — Pu,‘f =0 (2“)

R 2
Py = " Pyg = —;ew(we)z (2.12)
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(?_73) Ry (i—c""'

o B we)e =0 (2.13)

IR, R _ L a2
(6:&5)‘—&# =0 — pete + pibgg 2° (we)* =0 (2.14)

las ecuaciones (2.11) y (2.13) nos dicen que el momento asociado con
la coordenada generalizada w esta dado por

P, = ;l)-c“”wg (2.15)

La interpretacion de esto es que P, es una “constante de movimiento”
en el espacio de coeficientes métricos, ya que P,¢ = 0. Ahora bien, si
introducimos una nueva funcidn Q de la siguiente forma

-1

Pu=p et =g, - (2.16)

con esto el el Routhiano(2.10) toma la forma
1 .
R = 5of (fe + (@], (2.17)
que ¢s la forma de un elemento de linea, donde f = exp(2y). Resultado

que podemos verificar con el trabajo*[20]. Si variamos R con respecto
a fy Q conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange

fee = F - B) + o7 pef

0,
(2.18)

Qee ~2f " feQe + o700 = 0.

las cuales son equivalentes a las 2 primeras ecuaciones del sistema®(2.2).
Es importante hacer notar que ni el momento asociado a 7 ni 7

aparecen en ¢l Routhiano(2.10), esto nos dice que la funcion métrica y

esta determinada por dos ecuaciones diferenciales de primer orden. en

“En el apéndice C recobramos éste resultado a partir de las ecuaciones dadas en
(20]

SPara recuperar lus ecuaciones (2.2) de forma explicita se tiene que utilizar las
relaciones z¥z/ = h'j, ver apéndice E
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coordenadas de Weyl, estas ecuaciones se obtienen aplicando el teorema
de Noether® al Lagrangiano (2.5) y tienen la siguiente forma

by, = pf 3 - 1) = 07 W] - ),
(2.19)
2, = Pf-zfpfz - P-lfzwpwz

con f = exp(24) y serian las dos iiltimas ecuaciones del sistema (2.2) y
éstas ecuaciones como se dijo anteriormente pueden ser integradas por
cuadraturas si ¢ y w son conocidas. _

Finalmente podemos observar que el Routhiano (2.17) puede ser
interpretado formalmente como un elemento de linea de la forma

ds., ., dXedx®
R= ('JE) = Gab"gé—"d—{' ) (2.20)
= dS? = Gyd X dX® (2.21)
donde Gy (a,b = 1,2) is una matriz simétrica de 2 x 2
1 . ,/1 0 '
Gab = '2'Pf : <0 1) (2'22)

y X¢ = (f, 9). Esta analogia es importante ya que nos permitird
relacionar las ecuaciones (2.18) con las que se derivan del principio de
accién minima aplicado al elemento de linea (2.21).

2.3 Geodésicas funcionales

Para poder aplicar el concepto geodésico al caso que estamos estu-
diando, cosideraremos un espacio dimensional infinito V de las fun-
ciones {f(p,2), p,2)}, donde es conveniente considerar a f y Q
cuadraticamente integrables, ésto nos permite definir un producto es-
calaren V, delaforma (f, ) = [ wfQdpdz con w = w(p, z) una funcién
arbitraria, definamos también un vector en V como X¢ = X¢(p,z) =

Ver apéndice B



28 CAPITULO 2. SIMETR{A AXIAL

{fe, Q). Con esto podemos construir la funcién

(X XY) = [ GuXpXidpds (2.23)

s [of P+ ez (224)

en la que hemos remplazado la métrica (2.22). Esta expresion se puede
interpretar como la energia de las curvas X*® [7). La variacién de la
ecuacion (2.24) con respecto a X°® nos conduce a las ecuaciones de
Euler-Lagrange, que en este caso pueden ser escritas como

d*Xe e dXtdXe \ dXxe

e Tl e =M
donde I, son los simholos de Christoffel asociados con G, la funcién
A(p) = —1/p aparece por la dependencia explicita de p en Ggp, con esto
podemos estudiar puntos estacionarios de s y uno de estos puntos se
llamard geodésica funcional si satisface la ecuacion(2.25). Para encon-
trar uno de éstos puntos, definido en el espacio V, tenemos que resolver
el conjunto de ecuaciones diferenciales (2.25). Lo importante de todo
esto, es que, la ecuacién geodésica(2.25) es idéntica a las ecuaciones
(2.18) y por lo tanto equivalentes a las ecuaciones de Einstein en vacio
para el caso axisimétrico estacionario. Esto nos dice que una solucion
de las ecuaciones de Einstein (2.18) puede ser interpretada como una
geodésicafuncional .

Consideremos el punto X§ y el vector tangente %& en dicho punto,
entonces existe una tinica funcional geodésica maxima X° tal que X¢(0) =
X3y 5%91 = %ﬁ- [7], este resultado representa una demostracion al-
ternativa al hecho que una solucion axisimétrica estacionaria es deter-
minada de manera Unica por sus valores en el eje de simetria.

(2.25)

2.4 Simetrias

Consideremos dos geodésicas funcionales , X y X3, Ahora vamos a
encontrar transformaciones que relacionen X} con X3 y que puedan ser
usadas para generar nuevas soluciones a partir de una solucién cono-
cida, Esta transformacién depende de las propiedades de simetria de
las ecuaciones asi como también de la forma explicita de X{ y X3.
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Consideremos la ecuacién geodésica en forma general
h™(X5) i+ Do h™ X%, X5 4+ A™ GGy X =0,,  (2.26)

y hacemos la transformacién infinitesimal

X' o X" = Xo fep®, (2.27)

que es una transformacion de simetrfa la cual mapea soluciones a orden
¢ si el vector de simetria #* satisface la relacién

Vi® + ROy h X5 X = RI(I% ) X =0, (2.28)
donde R, es el tensor de Riemman asociado con Gy y V es el oper-
ador derivada total que esta dado por

V= 0+ X3 (D0 X XY 4 RGP X o | (229
- Vs ,iaXa - b/t mer + chym ,j]axa ) (2'2‘ )
K

donde s es un paradmetro a lo largo de la geodésica funcional. Si la
métrica Lagrangiana es independiente del parametro s y de las “veloci-
dades” X§, la ecuacidn (2.28) se reduce a la ecuacién de colineacién
afin [22] £1°,, = 0, donde £ es la derivada de Lic a lo largo de la curva
con vector tangente 7%, esto es equivalente a la ecuacion de desviacién
geodésica para el vector de conexion 9°, por tanto una familia de solu-
ciones de las ecuaciones de Einstein es equivalente a una congruencia de
geodésicas funcionales en V. Si #° es un vector que une dos geodésicas
funcionales cercanas en un punto, entonces la condicion para que 7°
continue siendo un vector de conexion en cualquier otro punto, en el
cual las geodésicas funcionales estan bien definidas, es que, debe seguir
satisfaciendo la ecuacién de desviacion geodésica .

Si el vector de simetria #® es una funcién del parimetro s y de las
coordenadas, entonces la ecuacién(2.28)puede ser escrita de la signiente
forma

% + 2015) X5 + (e + RO n) XS X5HY =0, (2.30)

donde el punto y coma indica derivada covariante asosiada con la métrica
Gub dada en la ecuacién (2.22). Nélece que si n° es solo funcién de X?,
la ecuacidn de simetria se reduce al caso de colineacion afin.
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Para ejemplificar lo vista en el parrafo anterior consideremos la
métrica(2.22) con 5° = n°(X*), podemos calcular la ecuacién”

£Gy =0 (2.31)

donde £ es la derivada de Lie a lo largo del vector 9°, esto es equivalente
a la relacién

Gab.c']c + Gacﬂfb + Gbc']fn =0 (2.32)
esta relacion nos lleva a las ecuaciones
".{f"f_lnj = 0 )
natny =0

1)'%—f"1)f = 0
(233)

resolviendo el sistema de ecuaciones (2.33) obtenemos tres independi-
entes soluciones

n o= (0’1)’
n = (LY o
8= (02 ;f ) (2.34)

las cuales coinciden con las obtenidas en el trabajo de Kramer®, Las
soluciones a las ecuaciones(2.34) coinciden con los vectores de Killing
de la métrica(2.22). Para encontrar vectores de simetria mas generales
tenemos que considerar 7° = n°(s, X*, DX*). Por ahora, ya que nue-
stro propdsito es el de mostrar el metodo de generacién de soluciones,
pondremos nuestra atencién en los vectores de simetria (2.34).

2.5 Generacion de Soluciones

Consideremos el tipo de soluciones que pueden ser generadas por medio
de los vectores (2.34). Introduscamos los pardmetros €, €, y €3 para

"Ecuacién de Killing para n°, ver seccion [1.4] o apéndice de simetrfas
8Ver apéndice A
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los vectores de simetria 5§, 3, y 73, de acuerdo con la ecuacién (2.27).
Si ahora consideramos la solucién semilla {f,}, el vector ¢ conduce
a una nueva funcional geodésica f' = f y ' = Q + ¢ y de la ecuacién
(2.16), podemos observar que esto es equivalente a afiadir una con-
stante wg a la funcién métricaw. Sin embargo, esta transformacién no
representa mayor importancia, ya que una transformacién de la forma
t' =t — wo¢ en el elemento de linea (2.1) absorve el nuevo término,
Fisicamente esto es equivalente a la introduccion de un marco de rvef-
erencia que esta rotando para el elemento de linea(2.1). Similarmente,
se puede mostrar que para el pardmetro €; asociado con el vector de
simetria n§ puede ser absorvido por un reescalamiento de coordenadas,
Por tanto, para el caso que estamos analizando, el inico vector de
simetria no trivial es n$ el cual puede generar una nueva solucién de la
forma

fl=fl+eR), Q=0+ -‘-2‘i(n° ~ . (2.35)

como vemos los vectores de simetria n{ y n3 son triviales, sin embargo,
mds adelante veremos que son muy utiles para generar soluciones no
triviales, al ser combinado con el vector de simetria n§. Hay que hacer
notar también que los pardmetros ¢; y €; pueden tomar el valor de
cualquier nimero real porque ellos no entran en la ecuacién de simetria,
es decir, poniendo la transformacién infinitesimal (2.27) con 7 y n3 uno
observa que la ecuacién resultante(2.28)se cumple, independientemente
de los valores de los pardmetros €, y €; consecuentemente, los vectores
de simetria n{ y 7§ definen transformaciones de simetria finitas del
Routhiano (2.17). Para encontrar la transformacién finita asociada 3,
nosotros consideramos el generador infinitesimal 3 definido como

\ d 1, o0

7Ia—f957+2(ﬂ ~Fzq (2.36)
si aplicamos repetidamente el generador 43 nos conduce a la transfor-
macidn finita que corresponde a las curvas integrales de 7j3 y de acuerdo
a la ecuacion(2.27), satisface las ecuaciones diferenciales (ver [18])

ar _ o 1

5= =3 -1, (2.37)
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con valores iniciales f'(e3 = 0) = f y ¥(es = 0) = . La integracién
de las ecuaciones(2.37) conduce a las leyes de transformacion

af(m) L =2(f + W)+ 02) —29)
S eF ) —aaprap T TP+ - 04 A
2,38

Como podemos observar en la ecuacion (2.38), no hay una obvia relacion
entre la transformacion generada por 73 y otra transformacidn conocida
que genere soluciones [9]. Sin embargo, la existencia de una relacién no
puede ser excluida porque es necesaria para usar una diferente repre-
- sentacion de (2.38), llamada transformacion de Béacklund . Aunque
la transformacion 73 se puede expresar en términos de transforma-
ciones conocidas , la interpretacién de las ecuaciones de Einstein como
geodésicas funcionales nos permite investigar simetrias mas generales,
como colineaciones afin, para la métrica Gg.
La transformacion de simetria finita(2.38) puede ser utilizada para
generar soluciones ezactas a partir de una solucion conocida, -
El método para generar seria el siguiente: Suponiendo que f y 2 son
funciones conocidas, calculamos la nueva solucién f, ' con la formula
(2.38). El elemento de linea tendra la forma

ds’ = f(dt ~w'dg)’ - f'le™ (dp? +d2°) & pdd"),  (2.30)
Para calcular la funcién o' a partir de ' usamos la ccuacion (2.16),

o de forma equivalentte el sistema
o, = pf 7Y, W, =pf7? (2.40)

que se puede integrar ficilmente para f'y Q' dadas de forma explicita
como funciones de p y z. Por tltimo, es necesario calcular la funcion
4" mediante las ecuaciones

4"‘/,,; = /’fl_z(f',;2 - fle) - P~lf,2(“’ln2 - wlzz )
(2.41)

27lz = pfl_zflpflz - f)-lfmwlpwlz
Sin embargo, también podemos utilizar el generador (2.36) para
obtener soluciones aproximadas, como veremos en la siguientes sec-
ciones, en las cuales se presentan las soluciones que describen el campo

exterior de un dyon gravitacional y el campo exterior de un objeto
rotando.
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2.6 Soluciones aproximadas

2.6.1 Campo exterior de un dyon

Un dyon gravitacional es un objeto hipotético, cuya existencia es de-
bida al caracter relativista de la gravitacién, En la teoria Newtoniana,
la dinica fuente de gravitacion es la masa. En contraste con esto, la rela-
tividad general predice que tanto la masa como la rotacién son fuentes
de la interaccién gravitacional. Esto nos conduce a la analogia en-
tre gravedad relativista y electromagnetismo, es decir, el campo grav-
itacional generado por una distribucion de masa, puede ser analogo
al campo eléctrico y el campo de corriente del momento angular pre-
senta caracteristicas similares a un campo maguético . Es por esto, que
al campo generado por una corriente de momento angular es llamado
campo gravitomagnético. Para completar ésta analogia, es necesario
postular la existencia de un monopolo gravitomagnético como la con-
traparte del monopolo magnético de Dirac de la clectrodindmica. Por
tanto, un dyon gravitacional es una masa relacionada con un monopolo
gravitomagnético. En esta seccion, vamos a investigar una solucion que
puede ser generada a partir de una métrica semilla estdtica por medio
de una combinacién de transformaciones de simetria y que puede ser
usada para describir el campo exterior de un dyon gravitacional.

Consideremos una solucién estatica asintoticamente plana( f, Q2 = 0)
como métrica semilla y apliquemnos a ésta la transformacion de simetria
asociada con el vector 5. Entonces obtenemos una solucién esta-
cionaria con f' = fy ' = —e3f?/2. Ahora bien, se puede mostrar
que para cualquier  asintoticamente plana, la nueva solucién no satis-
face la condicién de asintoticidad plana dada por Geroch-Hansen[13],
por tanto, no es posible interpretar de manera covariante las soluciones
generadas por éste tipo de transforinaciones, Para evitar ésta dificultad,
se puede usar una combinacion de las tres diferentes transformaciones
de simetria (2.34). A la solucién estitica semilla [ le aplicamos.el vec-
tor de simetria §} con parametro ¢, la solucion resultante es entonces
usada como semilla solucién para una transformacién con el vector 53
y €l pardmetro ¢; y finalmente aplicamos el vector de simetria 75. La
nueva solucién se puede escribir como

f'=(1+e)f[l +eae(l +e), (242)
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V=(+a)|a-F(1+a)2-4) . (2.43)

Ahora podemos elegir los parametros introducidos por la transformacion
de simetria de tal manera que la nueva solucién se comvierta en asin-
toticamente plana, ésta condicidn nos lleva a las relaciones

€ €

2 2 2
=~ , J €= —————— (2.44)

2+62 61(1'{‘62)2

donde ¢; es una constante negativa en un intervalo ¢ € (~2,0)\{-1}.
Para analizar una solucién concreta, tenemos que especificar la

métricasemilla asintoticamente plana. Consideremos la métrica Chazy-
Curzon [15]

f=exp(=dm/fr), rP=p42?, (2.45)
donde m es una constante positiva, La nueva solucidn es entonces
dada por la ecuaciones (2.42), (2.43) y (2.45). Eligiendo los nuevos
parametros de acuerdo con (2.44)calculamos los correspondientes mo-
mentos multipolares de Geroch-Hansen y se obtiene

A’Io =m, JQ = —inc3 . (2.46)

también existen términos de momentos multipolares de masa M, que
corresponden a la distribucién de masa axisimétrica de la fuente, y
momentos para la corriente de momento angular J, de orden mayor,
los cuales son despreciados puesto que son proporcionales a e, Las
ecuaciones (2.46) muestran que esta solucion representa el campo grav-
itacional de un cuerpo de masa m y monopolo gravitomagnético —mes.
El nuevo pardmetro €3 puede ser interpretado como la masa gravit-
omagnética , la cual puede ser positiva o negativa y la mas gravi-
toeléctrica de la semilla solucién no ha sido afectada por la accidn
de la transformacién de simetria. Las funciones métricas de la nueva
solucién son:

f'=exp(=2mfr), W'=-2me(l+e)zfr, ¥ =-mPp?fr!.
(2.47)
y se puede comprobar que es una solucidn exacta de las ecuaciones de
Einstein en vacio.



2.6. SOLUCIONES APROXIMADAS 35

2.6.2 Campo de una masa rotando

Para estudiar el campo gravitacional de objetos astrofisicos como estre-
llas y planetas es necesario investigar soluciones que posean un conjunto
de momentos multipolares masa [27) asi como también un conjunto de
momentos gravitomagnéticos representando la rotacién de la fuente.

Consideremos una solucién semilla estacionaria (f, ) la cual es as-
intoticamente plana, nuevamente aplicamos de forma consecutiva tres
transformaciones de simetria de acuerdo con (2.34), esto nos conduce a
la nueva solucién '

fl
QI

Il

(1+e)fll+ea(l+e)(+da), (2.48)
(1+a)|2+a - 21+ a)(f?-d-2a0- Q’)] (2.49)

En general, ésta nueva solucién no es asintoticamente plana. Por tanto
) I

pedimos que los parametros € y €; satisfagan la relacion (2.44) y la

nueva solucion puede ser escrita de a siguiente manera

fl
QI

fll+a(l+ea)q], (2.50)
Q+ %1(1 +e) (1+ Q2 - f2). (2.51)

veamos ahora una solucion que ilustra el método y puede ser interpre-
tada fisicamente sin dificultad. Consideremos la solucién semilla [16]

_ 2'-l+af(y’-1) _ 2a)(z + y)
I= (z+1)? +af(y—1)*" T (@412 4 ad(y - 1)2° (252)
con
‘”="L(7' +r-) y=-—1—(r ~-r) 12 = p? 4 (2 £m)?
om' T T T ,
(2553)

donde m y a; son constantes. Para ilustrar el efecto de la transfor-
macién de simetria, primero analizamos la solucién semilla (2.52). Una
investigacion de los multipolos muestra que hay momentos de monopolo
y dipolo gravitoeléctrico asi como también gravitomagnético. Debido
a la presencia de monopolo gravitomagnético y dipolo gravitoeléctrico,
ésta solucion no puede ser considerada para la descripcion del campo
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gravitacional de algin objeto astrofisico, por tanto la solucién (2.52)no
es interesante desde el punto de vista fisico, pero, si aplicamos tres
diferentes trasformaciones de simetria a la solucién (2.52) su signifi-
cado puede ser totalmente cambiado. Poniendo la ecuacién(2.52) en la
ecuacion (2.50) y en la ecuacién(2.51) y calculando los momentos mul-
tipolares de la solucién resultante se observa que todos los momentos
multipolares no deseables desaparecen si a; toma el valor

o = —ea(l + €)° . (2.54)
y los unicos multipolos que sobreviven son
My=m, and J;=e(l+ca)im. (2.55)

ésto muestra que la masa total del cuerpo esta dada por m y que so-
lamente el momento dipolar gravitomagnético es el que sobrevive en
conformidad con el caracter dipolar de rotacion. Kl momento angular
por unidad de masa esta dado por €s(1 + ¢3)? y puede ser positivo o
negativo que corresponden a dos posibles direcciones de rotacion de la
fuente con respecto al eje de simetria. Por tanto, la nueva solucion
puede ser interpretada como una solucién que describe el campo exte-
rior de una masa rotando lentamente. Usando las ecuaciones (2.50)-
(2.54) y (2.16)obteneinos los componentes métricos

ST 1, 2?2-
'=Zrn.osg(l-{-ez)”m__y1 , 7'::-2—111 5

—

1

esto es cquivalente a la métrica Lense-Thirring [17). El significado
fisico, coincide con el investigado utilizando otros métodos

y L
f~.’1:+1’

2.7 Fluido perfecto

En ésta seccidn vamos a considerar el caso axisimétrico estacionario con
potencial y se mostrard como un Lagrangiano con un potencial diferente
de cero se puede reducir a una Lagrangiano con términos puramente
cinéticos a partir de una transformacién conforme de la métrica. Las
ecuaciones de campo generadas coinciden con las ecuaciones de Ein-
stein considerando un tensor de energia impulso de fluido perfecto, con
ecuacién de estado P 4 6 = 0, donde P es la presion y 6 la densidad
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Consideremos el elemento de linea general
ds? = e(dt — wdg)? — e W[eM(dp? + d2?) + p2dg?),  (257)

dondet), w, v y p son funciones de p, y z inicamente. Ademas consid-
eremos el tensor de energia impulso

T“u = (P + 6)L[“Uu - Pg“u 3 (2.58)
la cuadrivelocidad estd dada por
Ut =eVo', (2.59)

con todo esto las ecuaciones de Einstein Ry, ~ 1g,, R = T}, toman la
forma

etV(w? + w?)

U
B Bt e+ p(Ppp—1s2) —— % = 51182(7 'l‘)(5+3'p), (2.60)

A[,,2 12 o '
Yoo + ez + !l),f + "/)3 + -EM)‘ = 82(7—‘#)? ) (2'61)

4y
lop + ez = 220D (2.62)
1
Wpp + Wiz + 4(wp‘/)p +wz'/)z) - ;(l‘pwp + /lz""Z) =0, (2'63)

Considerando el elemento de linea (2.57) calculamos el lagrangiano

Lgy =v—gR

Lpy = "2I‘[7pp + Yz + 'f’z + ‘/’3 = Ppp — P2z
eV (w? + w?)

. (2.64)

~2ppp + oz — Pothp — pathe] +
Eliminando nuevamente derivadas totales como en el caso vacio, el La-
grangiano toma la forma

etV Y
Lin = Apayp + poe) + gﬁ(w,? +wd) =P +4Y),  (2.65)
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Ahora consideremos el Lagrangiano de la forma £ = Lgp + Ly donde
Ly es el Lagrangiano de materia como se vio en el capitulo 1. Con-
siderando a Ly de la forma

Lpg = 2pe®-¥Ip | (2.66)
esto nos permite escribir el Lagrangiano en la forma
L= GuXIX5hT - V(X°), (2.67)
con '
20 0 0 0
6 0 -1 0 . '
Gab = 0 -1 0 0 (2.68)
0 0 0 &

donde X°® = (¢, yt,7,w), Gqs es la métrica en el espacio coordenado X*°,
V = 2uc®™ )Py hii es la misma que para el caso vacio (2.8). Vemos
que V contiene todos los términos del Lagrangiano que dependen de las
coordenadas solamente ®. Si ahora parametrizamos a* con el pardmetro
¢ el Lagrangiano toma la forma

= i‘_"l_l. 2 _ 92 — 2 eHr-¥)
L =27 + o we = 2utpe — 2pee P (2.69)

Los momemtos estan dados por P, = 5‘%(% y son
¢

Py = —dup .
Py = 2p
Pp = 2y
L)
P, = -e-——wg
[

(2.70)

" Si ahora construimos el correspondiente Hamiltoniano utilizando la
ecuacién (2.70) obtenemos

1 1 1
W= =2 Py + GRuPy 4 5ue™ By 4 2pe 0P, (2.71)

SEsto se verd mas claro cuando consideremos el caso esférico
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y si calculamos ¢ r'3 % ¢l resultado es cero, por tanto podemos interpretar
a H como una cantidad conservada y aplicar el principio de Mauper-
tuis para derivar las ecuaciones de campo. Como H = costante = E
tenemos

H=E=PX}~L=T+V - (272)
esto nos lleva a la relacién
GopdXodX?
dé¢ = E-V) (2.73)
aplicando el principio variacional con la accién
o= / P.X2d¢ = / JE-V )GudXedX', (2.74)

por tanto podemos definir Ga = (H = V)Gy lo que nos lleva a las ‘
ecuaciones geodésicas
&Xxe dX" dXxe
d€2 +P be dé df

=0 (2.75)

donde I'§. son los simbolos de Christoffel asociados con Gyp. Las ecua-
ciones son

14 e 2v~y)
Tee + ¢ + Zl—ﬁwz = —e P
”¢£t‘ + f‘(z/)é + %C4¢W£ = _”62(7-¢)'P
(2.76)
pee = —2puetrVp

1
wee + dwethe — ;;we#e 0

y estas ecuaciones son analogas alas ecuaciones de Einstein (2.60- 2.63)
considerando la ecuacion de estado P + 6 = 0. La recuperacién de

las ecuaciones de Einstein en su forma usual se realiza utilizando la
relacion 'z = h*, considerando los potenciales 1,7, 1 y w'®,

19Ver apéndice titulado nuevo parametro
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2.8 Campos Escalar y Electromagnético

Consideremos nuevamente el caso axisimétrico estacionario pero ahora
incluyendo campo escalar y campo electromagnético [29), este es un caso
interesante, ya que el estudio de la interaccion gravitacional acoplada
al campo de Maxwell y al campo escalar ha sido estudiado reciente-
mente, por ejemplo, campos Einstein-Maxwell de agujeros negros son
probablemente los objetos més interesantes predichos por la relatividad
general. El campo escalar aparece acoplado al campo Einstein-Maxwell
de manera natural el el limite de baja energia de teoria de cuerdas y
como un resultado de una reduccién dimensional del Lagrangiano de
Kaluza-Klein.

L= V=gl-R+2(VD) + e F?) (2.77)

donde g = det(g,,), R es el escalar de curvatura, F,, es el campo
de Maxwell y @ es el campo escalar, Utilizando la métrica (2.1) en
la ecuacién (2.77), el lagrangiano resultante depende de las funciones
métricas y de sus primeras derivadas !' y puede escribirse en la forna

L= é%[fg + fz2 + 5,3 + 53 + 2¢(coxp + €2X:2) + ¢2(X§ + XE)]

P"Q 2 2 402 2 20, 4 2
+—2—f_(¢p + 4): +K (:\/p + Xz) + EEEE(NP + Kz) ) (278)
donde f = e~y
¢ = 2Ah
N'z — 6—204),

n?
Xl = 2!-‘;)—("‘)/1‘:[’ + A¢|P))

.2
= 2o+ 4s)
2
€ = ip"wp+¢Xz
f2
—€ = _p"wz"“ﬁXp (2.79)

Hyer geccion 2. 1
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donde A, = (A0,0,4,), y el Lagrangiano puede ser interpretado
como un elemento de linea en el espacio coordenado f, ¢, ¢, x y &.
Estas “coordenadas” pueden ser interpretadas como el potencial grav-
itacional, rotacional, eléctrico, magnético y escalar respectivamente. Si
parametrizamos z' con el parametro E el Lagrangiano toma la forma

ﬁ‘gﬁ[f¢+ee+2¢c¢x¢+¢’x]+ ¢¢+n(x¢+ “03ed) (280)

La variacidn de la ecuacién (2.80) con respecto a los potenciales nos
llevan a las ecuaciones

Kee + %Peﬂe" %Rg af( K g; ~ lxg) =0, (2.81)

Pe + (% + 23- - Ifim 1f(€< + éxe)xe =0 (2:82)
Xee + (’% + 2%‘ {;)x: + (et dxe)de =0 (2.83)
fiok Jlleck dxf = 4 galed4x =0, (8
e + dexe + dxee + (e + ¢Xe)(’:f f;) =0,  (28)

La ecuacion (2.81) es la ecuacién de Klein-Gordon, las ecuaciones (2.82)
y (2.83) son las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones (2.84) y (2.85)
son las de Einstein, ,

Nétese que tanto en el Lagrangiano (2.78) como en las ecuaciones
(2:81 - 2.85) no contienen la funcién 7 explicitamente, esto es debido
a que 7 es una coordenada ciclica y utilizamos el método explicado
en el capitulo 1 para eliminar todos los términos que contenian 7 del
lagrangiano (2.78). De la ecuaciones de campo originales se obtienen
dos ecuaciones para v que pueden ser escritas en la siguiente forma'?

L+

2,

=l -+ d-dd

~20(6pxp — €:X:) + 12 f(d, — 61) + (=

121,35 ecuaciones (2.86) y (2.87) se pueden obtener a partir del teorema de Noether
con el Lagrangiano (2.78), ver apéndice B

—)(sg -2 (286)
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72 = E%E[fpfz +ep€: + fdpd: — dlepx: + €:X5)

HE ot el @)

finalmente puesto que las ecuaciones (2.81 - 2.85) del formalismo Euler-
Lagrange aplicado al Lagrangiano (2.80) y dado que esta puede ser
considerada como un elemento de linea en el espacio de potenciales, es
decir

L = Gu2¢ 2} (2.88)
con ‘
& 0 0 0 0
0 4 0 & 0
Ga=|0 0 & 0 2 0 (2.89)
0 -2% 0 atih 0
0 0 0 0 3oz

de estose puede concluir que cualquier solucidn a las ecuaciones de
campo(2.81 - 2.85) puede ser interpretada como una geodésica en un
espacio cinco dimensiones con coordenadas f, €, @, x ¥y &.

2.8.1 Soluciones exactas

Es dificil encontrar soluciones exactas al sistema de ecuaciones diferen-
ciales presentado en la seccién anterior[32] [33], sin embargo se puede
tener algunas soluciones para valores paticulares de los parimetros
fy &, € ¢,y x. Consideremos el caso en el cual los potenciales tienen
los siguientes valores

f=€ K=k, e=¢=x=0 (2.90)
donde kg es una constante arbitraria, f y o son constante con valor
20? 2
P=ife “=Tyar (2:91)

Utilizando esto en la ecuaciones (2.81 - 2.85) obtenemos que A = A(p, 2)
debe ser una funcién arménica, es decir, que cumple con la ecuacion

AM+%M+A"=0 (2.92)
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y de las ecuaciones (2.86) y (2.87) obtenemos

ag
Vo = Ep(/\f, = A2), 7 = apd ), (2.93)
las relaciones (2.90) muestran que la funcién arménica A determinan
tanto el campo gravitacional como el campo escalar. Cuando f =0
(¢ = 0), la solucion se reduce a la solucién estatica en vacio de Weyl.
Para un espacio asintoticamente plano, la funcién A puede ser elegida
coImno

S Py(cos0) z
A=Y gl cosf = 2.94
P (7 + ) (290

donde ¢, son constantes arbitrarias y P,(cosf) son los polinomios de
Legendre de orden n. Un caso especial de la solucion general es un
hoyo negro tipo Schwarzschild con A = As = In(1 — 22) donde m

-
es una constante y r es una coordenada radial determinada por p =

Vit —2mrsenf y z = (r — m)cosf., Esta solucién fue obtenida por
Janis Newman y Winicour [23]. Ellos analizan el comportamiento de
una esfera de Schwarzschild de radio r = 2m, muestra que esta se
convierte en un punto singular y se conjetura que la solucion truncada
de Schwarszchild donde el espacio sorpresivamente sc colapsa de un
radio un poco més grande que r = 2m a cero es el estado final mas
apropiado de un colapso genérico. Esta conjetura fue estudiada por
Christodoulou [24] y recientemente soluciones dependientes de estas
ecuaciones han sido encontradas (ver por ejemplo la referencia [25)).

De este modo también para el caso mds general de campos ax-
isimétricos con F'* y @, también es posible representar las ecuaciones
de camnpo como geodésicas en un espacio de potenciales.
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Capitulo 3

Simetria Esférica

3.1 Introduccién

En este capitulo tratamos el caso de las ecuaciones de Einstein tomando
un eJemento de linea con simetria esférica. Ademads, se considera un
campo escalar sin masa con acople minimo al campo gravitacional.
Este problema es interesante fisicamente, ya que tendremos la presencia
de potencial y esto nos permitird utilizar lo visto en la seccién [1.5]
y ejemplificar de forma mas general las ecuaciones de Einstein como
geodésicas funcionales.

3.2 Lagrangiano

Para un elemento de linea con simetria esférica y considerando que
tenemos un campo escalar sin masa ¢ = ®(r,t). Las ecuaciones de
Einstein se reducen a

R/w = q),u(b,u (3.1)

donde R, es el tensor de Ricci y ¢ el campo escalar. Considerando el
elemento de linea

ds? = —2a%(dt? — dr?) + 20 (3.2)

donde a = ofrt), B = B(r,t) y d* = d0? + sen0dg* Si ahora
cambiamos el elemento de linea (3.2) a coordenadas nulas definidas

45
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comou=r+tyv=t-r, tenemos .
ds? = —2a%dudv + f2d0* (3.3)

con o = a(u,v) y f = B(u,v). Aplicando (3.3) a (3.1) y considerando
el campo escalar & = ®(u, v), obtenemos las ecuaciones

Py — 20y B, + ab <I)2 =0 (3.4)
B — 2B+ 329-@3 0 (35)

aﬂuu + ﬁauu - gauav + gé@@uQu = (36)
2 B

BBus+ Buby+ 5 =0 (3.7)

ﬁQqu + ﬂu‘pv + ﬂu‘pu =0 (38)

donde los subindices indican derivada. Ahora mostraremos como se
recuperan estas ecuaciones después de haber llevado este problema a
un problema mecinico, es decir a partir de considerar el Lagrangiano
correspondiente y aplicar el principio variacional. ,

Vamos a construir el lagrangiano L,y utilizando la relacién (1.9)
con lo que obtenemos

2

ccal = 4sen0(ﬂuﬂo + g(auﬁv + Q’uﬂu) - ﬂ""(b,‘d)v - %") (3.9)

Utilizando h* ahora definido por

. 170 1
i
h _2(1 0) (3.10)
donde z* = (u,v), el Lagrangiano(3.9) toma la forma
LB LB -
L= ﬂ,;ﬂ'jh” + 2-&-0,,‘ ,jh” - -2—‘1),."1),,"&” - -‘Z- (3.11)

E! Lagrangiano (3.11) también la podemos escribir como

L =GuXiX 0 - V(X°) (3.12)
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donde V = & ” lo consideramos como un potencial. Tener el lagrangiano
en esta forma nos permite tratar de utilizar el método presentado en
la seccién [1.2] para poder absorver el potencial y tratar de tener el
Lagrangiano total como un elemento de linea. ‘

Realizando la variacion del Lagrangiano (3.11) con respecto a a, f
y ® obtenemos las ecuaciones

hij[(ﬁ-j fga.la.,y + g"(a;i).m + g’(p.i‘p.j] =0 (3-13)
BB, + 8 + 5 =0 (3.14)
BB ) + 2888, = 0 (3.15)

que son equivalentes a las ecuaciones (3.6-3.8). Faltarian las ecuaciones
(3.4) y (3.5), para obtener estas ecuaciones utilizaremos la relacién
que se obtiene de considerar la derivada total de £ con respecto a las
coordenadas!, y es

d 6[, aLr :
ey Xa =8l = 5 (3.16)

aplicando la relacién (3.16) con 2 = (u,v), X* = (a,$,®) y tomando
en cuenta que £ no depende en forma explicita de las coordenadas u y
v lo que permite considerar e} lado derecho de la igualdad como cero se
obtienen las relaciones

{_—'[aﬂvu - 2fya, + aﬂq’z]} =0 (3.17)

{:&[-’-[aﬁuu ~ 2o + -‘323@3]}“ =0 (3.18)
y finalmente

afy — 28,0, + 916—@3 = —% "(v) (3.19)

aﬂuu - 2ﬂuau aﬂq)z = “%G( ) (320)

si consideramos F = 0 = G recuperamos las ecuaciones (3.4) y (3.5).

IEsto se relaciona con el teorema de Noether, ver apéndice B
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3.3 Principio variacional

Sea EN el espacio de potenciales que estamos considerando, si queremos
utilizar el principio de Maupertius, tenemos que considerar la inmersion
de este espacio en un espacio mayor EN*! y estudiar la evolucién de
EN en ENt!, Aplicando el principio variacional, con la accién

S = [ (Lon+ Lar)d'ade (3.21)

donde sabemos que Ly + Ly = T — V, con V el potencial y T la
parte cinética )
T = GapX$ X5h' (3.22)

donde X° sou los coeficientes métricos, Goy = Gop(X*®) y la coma indica
derivada parcial. Pedimos ahora que

Gt X3X5hH = Gu XX, (3.23)
esto implica que o' = 2%(¢), y 4= = ‘%—;-% y por tanto
dat dod
et e 4 ¢
el (3.24)
con
o0 )
wi=(] 1) (3.25)

La ecuacién(3.24) es la condicién que debe satisfacer el pardmetro ¢
para que se cumpla la identificacién (8.23).

Para el caso esférico que estamos analizando z* = (u,v,0, ), X° =
X*(u,v) y la ecuacién (3.24) nos dice

1
u¢2 =0, 'ng =0, ugve= 2 (3.26)

donde el subindice £ representa })a derivada con respecto a . Con esto
podemos escribir T' = Gab%:%- y V =V(X?2') con lo que el nuevo

Lagrangiano toma la forma

dXe dXx®

-V (3.27)
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aplicando el principio variacional
6S=6/£&&m=0 - (3.28)

nos lleva a las ecuaciones de Euler-Lagrange

d,6 ac aL
32(5)‘5;) ~ e = (3.29)

Las ecuaciones (3.26) nos permiten escribir el Lagrangiano (3.9) como

2 2 o’ ‘
L= ﬂg + —gﬂeag - '—2-‘1)% - '-2'- (330‘

y la aplicacién de (3.29) nos conduce a las ecuaciones

2 ) o
Zﬂee+£a&"£‘a§ +% = 0 (3:31)
. ) az )
ﬂﬁ£6+ﬂe+‘2’ = 0
B + 26, = 0

que son equivalentes a las ecuaciones (3.13-3.15) 2.
Considerando los momentos definidos a partir de P, = axa se con-

N;
struye el Hamiltoniano como se mostré en el capitulo 1. El resultado
obtenido es

a 042
M= gibobs = 1Pl Zm&+— (3.32)
con
- g
= 2(6 + o) (339)
ﬁﬁe
Py = ﬂz@g

2Ver apéndice C
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Si ahora calculamos la derivada total de H con respecto a ¢ tenemos

dH _ B’H oH ilg!

TS +gxaXe+ gp Pt (3.34)

H=>
d
-;i—f- 0

donde hemos utilizado las ecuaciones de Hamilton y el hecho de que el
Hamiltoniano no de depende explicitamente del pardmetro €. Esto nos
permite interpretar a H como una cantidad conservada y nos deja en
posibilidad de utilizar el principio de Maupertuis, (ver seccién 1.5) me-
diante el cual podemos obtener nuestras ecuaciones de campo a partir

de la variacién
§ / VGudXodXt =0 (3.35)

con G = (E=V)Gab, y H = cle = E. Esto nos lleva a las ccuaciones

d’X“+F dXbdXxe
der T de de

que son equwalcntes al sistema de ecuacmncs (3 31).

=0 (3.36)

De las ecuaciones de Hamilton 2 ——— =Xty —3 xa = P, ¢ obtenemos
a - .
=2p
ﬂf - 2/3[0
1
(I’E = "‘E‘i’Ptp
y
P, = —_,EPGP 6+ 2-—-ﬂ—2-1) (3.38)
2 2
Pﬂ.f 2ﬂ2P Pﬁ 2ﬂ3P0 ﬂp@
Pye=0

Estas son nuevamente equivalentes a las ecuaciones de campo men-
cionadas anteriormente para el elemento de linea (3.3). Una vez mis
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este resultado muestra que las ecuaciones de Einstein se reducen a un
problema de ecuaciones geodésicas que se pueden tratar con los formal-
ismos estandar de mecanica cldsica.

De las ecuaciones (3.38) y (3.39) podemos notar que existe una
cantidad conservada ?®; = cte. Su interpretacién, sin embargo, no
es plausible ya que es una cantidad conservada en el espacio V4!, es
decir, con respecto al parametro £, el cual lo hemos usado solamente
como ayuda para aplicar el método de Moupertius.

3.4 Simetrias

Podemos ahora trabajar con la nueva métrica G, para encontrar vec-
tores de killing o movimientos homotéticos que nos permitan generar
soluciones u obtener cantidades conservadas. Consideremos la accién

s = / VEaudXedXvd's (3.39)

que es andloga a la relacién
§= / GuX "X ' (3.40)

en el sentido de que al aplicar el principio variacional ambas relaciones
nos generan las mismas ecuaciones de campo® si 1‘%& = 0. Aqui pri-
mado indica derivacion con respecto a un parametro £. Con esto pode-
mos construir un Hamiltoniano de la forma

H=GuX X" (3.41)

que también es conservado con respecto al pardmetro 7. Ahora consid-
eremos la métrica para el caso esférico

0 L2E ~ o?)2 0
Gu = | J2E -a®)E 1(2E-0o?) 0 (3.42)
0 0 -2 (25 - o?)

3La ecuacidh (3.39) esta relacionada con la distancia y la ecuacién(3.40) se rela-
ciona con la energia
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resolviendo la ecuacién de killing para la métrica (3.42) se encuentra
solo una solucién, que es

7° = (0,0,4A) (349)

dode A es una constante. Esto nos permite generar una nueva solucién
XNa por medio de la transformacion XN¢ = X° 4 ¢n°

N

[4 = Qa
BN = 8
IV = O 4deA, (3.44)

donde ¢ es de orden infinitesimal. Como se puede observar no es
ninguna solucién interesante, ya que a y # quedan sin cambio y lo
dnico es que &' = & + 4Ae que es trivial por que redifiniendo @ queda
inalterada la métrica. Sin embargo, este vector de killing nos permite
construir la cantidad conservada®

Jo = naP" (3.45)
utilizando 5, = (0,0, AB}(2E — a?)) sc obticne ‘
Jo = 2A0%%; (3.46)

que es una cantidad conservada, es decir (Jo)¢ = 0.
Si ahora resolvemos la ecuacién para un movimiento homotético, es
decir, :

Na) = oG (3.47)

se encuentra la solucion
w=Ep-a),0,008) (349
1° = (0,00,44) (3.49)

donde o y A son constantes. Con esto nuevamente podemos generar
una solucion de la forma

N

QO =
B = (1 + co)f
N =@ 4 4eA (3.50)

4ver apéndice D
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que nuevamente no es una solucién demasiado interesante ya que re-
definiendo la nueva ®" y la nueva SV obtenemos la solucién original.
Sin embargo, también aqui podemos construir una cantidad conservada
de la siguiente forma[22]

Ji = 9aP® = Engay) PP (3.51)

En forma explicita

Jy = f’g(aﬂ)e + AB*d; — dotH (3.52)

En resumen tenemos 3 cantidades conservadas Jy, J; y H que serian
primeras integrales de las ecuaciones de Einstein. Estas cantidades nos
podrian ayudar a integrar las ecuaciones de Einstein, ya que con ellas
se reduce el problema original de ecuaciones de segundo orden a uno de
primer ordenque tendria mayor posibilidad de ser integrado, es decir,
despejar ®; S
P T 3.53

§ 2442 ( )
y sustituir en las ecuaciones (3.31) e intentar la integracién, que es un
problema interesante.
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Capitulo 4

Conclusiones

Poder interpretar las ecuaciones de Einstein como geodésicas funcionales
en un espacio abstracto de potenciales nos ha permitido tener la posi-
bilidad, entre otras cosas, de investigar simetrias de las ecuaciones de
Einstein, las cuales presentan gran relevancia dentro de la Relatividad
General, asi mismo, ofrece la posibilidad de generar nuevas soluciones
a las ecuaciones de Einstein que sean fisicamente realistas, lo cual pre-
senta gran interés, ya que a lo largo del tiempo el encontrar soluciones
a las ecuaciones de Einstein ha presentado gran dificultad.

En este trabajo se ha mostrado que partiendo del Lagrangiano
general de Einstein-Hilbert acoplado minimante a un Lagrangiano de
materia es posible deducir, para algunos campos gravitacionales, La-
grangianos de la forma '

£ = GuX3XEh 4 V(X°) (4.1)

los cuales nos permiten generar a partir del principio de accion minima
ecuaciones geodésicas que son equivalentes a las ecuaciones de Einstein
obtenidas de forma tradicional. »

El estudio de las simetrias de las ecuaciones geodésicas encontradas
para el caso de campos gravitacionales estacionarios con simetria axial
nos llevé a encontrar las siguientes soluciones aproximadas (Ver seccién
2.6)

fl=exp(-2m/r), w'=-<2me(l+e)’2/r, ' =-mPp?)t.
(4.2)

55
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que representan el campo exterior de un dyon gravitacional y

=

-1 " 2 1=y y_ 1 2t -1 .
il w—-2mca(1+eg)—m—~_—_——1~, 7=—lnm2—y2 (4.3)

f= 5

que representan el campo de una masa rotando. Para el caso con
simetria esférica se encontraron soluciones, que aunque, son triviales
ejemplifican el andlisis del problema, estas fueron

N=a, N=p, OV =0+4cA (4.4)
y la que resulta del andlisis del movimiento homotético
oV =a, AVN=(1+e)f, ON =9 +4eA (4.5)

para este mismo caso se encontraron las cantidades conservadas

= i‘. — i“i )2 _1__ y X 9'_2.
M= gsPola— o5l = 5P+ 5 (4.6)
Jo = 2AB® | (4.7)
J = .%(-J-(aﬂ)f + AR — Aot H (48)

que se pueden interpretar como primeras integrales de las ecuaciones
de Einstein. Esto es de gran importancia ya que permite reducir el
sistema de ecuaciones de Einstein de segundo orden a uno de primero
con mayor posibilidad de ser integrado

~ Dentro del analisis de ecuaciones de Einstein como geodésicas fun-
cionales se trabajaron primero casos de campos gravitacionales que se
pueden representar con lagrangianos puramente cinéticos, es decir, de
la forma

L = Gy XXk ' (4.9)

Las ecuaciones obtenidas en el caso particular del Lagrangiano £ =
e~ *pnw? — peh? son

pwee + duwg e — 2pwere = 0 (4.10)

et + pipee =0 (4.11)
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que describen la propagacién de ondas gravitacionales con rotacién (Ver
apéndice A). En el caso del Lagrangiano £ = Y 4 2Y Y se obtienen
las ecuaciones

Y} 4+ YY¢=0 (4.12)
Yee + ¥ hee =0 (4.13)

que describen campos con simetria plana; y del Lagrangiano £ =
e 5-wf — 2p1¢ obtenemos

|
weg +wethe — wepe =0 (4.14)
e+ 2ot e = (4.15)
e+ g ¢ we t pede :

que describen la propagacion de ondas gravitacionales de Beck-Einstein-
Rosen con dos estados de polarizacién. Para el caso con simetria axial
en vacio las ecuaciones que se encuentran son

N Tl A R

i
o

i
o

Qee — 21" e + p™* pe e
(4.16)

y en todos los caso se mostrd la equivalencia con las ecuaciones de
Einstein obtenidas de forma tradicional.

Para los casos de Lagrangianos con potencial se mostrd que éstos se
pueden reducir al caso de Lagrangianos puramente cinéticos a través del
principio de Maupertius. Los casos estudiados bajo esta consideracién
fuerdn:

i) Campo gravitacional con simetria axial con fluido perfecto donde
se obtuvieron las siguientes ecuaciones( Ver seccién 2.7)

2 et 2 2v—y)
7¢¢+¢¢+Zﬁ;we —e* ¥

il

2
ﬂ¢£€+ﬂ£¢g+;e4¢w¢ = —pet-¥p
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pe = —2pe9P
0

1
wee + dwethe — ;wwe
(4.17)

ii) Campo gravitacional axisimétrico con campo escalar y campo elec-
tromagnético donde se obtuvieron las ecuaciones(Ver seccion 2.8)

1 1 1
Keg - pene = ¢ = 4f( K¢t~ —x§) =0
(4.18)
Pe ke _ J¢ , |
dee + ( , 4 f)¢e f(6e+¢x e)xe (4.19)
e ok fe K Ry
Xeg + (7; +2— - F )ye+ = 7 (ec + dxs)ge = 0 (4.20)
fit gllect oxe? - 1+ et 2 =0 (421

wct b+ bt (i) B -2 =0

iif) Campo gravitacional con simetria esférica con campo escalar
donde se encontraron las ecuaciones(Ver seccién 3.3)

2 2
2Bec + zﬂ'agg - '(-g'ag + ﬁ‘pg = 0

2, O
ﬂﬂéf"‘ﬂg""ﬁ" =0
Bde + 2% = 0 (4.23)

En todos estos casos se mostrd que las ecuaciones obtenidas son equiva-
lentes a las ecuaciones de Einstein que se obtienen de forma tradicional.

Finalmente podemos decir que el estudio aqui presentado es una
forma muy dtil de atacar el problema de simetrias y generacion de
soluciones en Relatividad General, lo cual motiva a tratar de continuar
esta linea de investigacion ya que se podria estudiar con mayor deten-
imiento lo relacionado con las simetrfas de las geodésicas, ademds de
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seguir tratando de generar nuevas soluciones. También se puede hacer
un estudio mas a fondo de la relacion entre las coordenadas del espa-
cio tiempo y la métrica k¥ lo cual, a su vez, esta relacionado con los
modelos sigma no lineales. Otra posibilidad de trabajo es la relacién
o comparacion entre este formalismo de geodésicas funcionales y los
formalismos ADM y la teorfa de cuerdas, los cuales presentan caracter-
isticas, tanto conceptuales como matematicas, similares al formalismo
aqui presentado.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES



Apéndice A

Ejemplos de Lagrangianos
cinéticos

En este apéndice se dardn algunds ejemplos explicitos de Lagrangianos
que tiene inicamente parte cinética, es decir, Lagrangianos de la forma

£ = Gu(X*,z) X XERY (A1)

A.1 Ondas gravitacionales con rotacién

Como primer ejemplo consideremos el caso para el cual X* = (w, ),
w =w(t,p), ¥ =P(t,p) y la métricas G5 y h* tienen la forma

G = (6-2:,"3” fﬂ) | (A2)
we(3 ) s

con esto la ecuacion (A.1) toma la forma
L = e plnlw?, — wi] - o], - ¢7) (A4)
Introduciendo el parametro afin £ y la condicién
w‘exé = b (A.5)
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La ecuacién (A.4) toma la forma
L= e i — p (A.6)

esta ecuacidn nos conduce a las ecuaciones geodésicas

pwge + Jwepg — 2pwre = 0 : (A7)
ftete + pibee =0 (A.8)

que utilizando nuevamente las relaciones (A.5) toman la forma

UWpp = wet) + Hwppty — wepe) — 2u(wpp = weye) =0
(A.9)
1(Wop —u) + (pthp — petpe) =0

Las ecuaciones (A.9) coinciden con las ecuaciones de Einstein en vacio
para el elemento de linea

ds? = 62(1—'!')((”2 —dp?) - ﬂ2e—2¢'(wdt + d)? - e*Vdz? (A.10)

y describen la propagacion de ondas gravitacionales 1'ota11(.lo[30].

A.2 Campos con simetria plana

Como segundo ejemplo consideremos el caso para el cual X* = (Y, A),
Y = Y(t,2), A = A1, 2) y la métricas G y h” tienen la forma

Gy = ()1, ’(;) (A1)

1 0 .
mi=(y ) | (A12)
con esto la ecuacion (A.1) toma la forma
L=V =Y 42V (Vb ~Yeh) (A13)
Introduciendo el parametro afin € y la condicién

me'ré = hY (A.14)
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La ecuacién (A.13) toma la forma

L =Y} +2YY) (A.15)

esta ecuacion nos conduce a las ecuaciones geodésicas
Y7+ YV =0 (A.16)
Yeie + Yee =0 (A.17)

que utilizando nuevamente las relaciones (A.14) toman la forma

Il

Y-V Y (V= Ye) =0
(Y =Ya) +Y (e = Xie) =0 (A.18)

Las ecuaciones (A.18) coinciden con las ecuaciones de Einstein en vacio
para un caso especial de campos con simetria plana 'descrilos por el
elemento de linca

ds? = e\ (dt? — dz?) — Y¥(da? + dy?) (A.19)

donde Y y ) son funciones de t y 2.

A.3 Ondas gravitacionales de Beck-Einstein-
Rosen

Por tltimo consideremos el caso para el cual X* = (h,w), ¢ = (1, ),
w=w(t,p) y la métricas Gop y h" tienen la forma

Gab=(2<f —(1/((2)/’))6"”) (A20)
h.,-:((l) _01) (A21)

con esto la ecuacion (A.1) toma la forma

1
L= 6"”-2;(60,2,, — wh) = 2007, ~ ¥7) (A.22)

Ver [20] capftulo 13
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Introduciendo el pardmetro afin £ y la condicién
a,ea:’ hii (A.23)
La ecuacion (A.22) toma la forma
1
L= e““’i—pwg ~ 2} (A.24)
esta ecuacion nos conduce a las ecuaciones geodésicas

1
wee + wethe — wepe = 0 (A.25)

, 1 .
Yee + -“8 Ywg + pee =0 (A.26)
que utilizando nuevamente las relaciones (A 23) toman la forma
(wWpp = wie) + (Ppwp — Powr) + ;wp =0,
(A7)
(o0 — Pu) + (w —wj)+ ‘/’p =0

Las ecuaciones (A.27) son equivalentes a las ecuaciones de Einstein en
vacio para el elemento de linea

ds? = e®V(dt? — dp?) - pPe W d* P — e™(dz + wdg)®  (A.28)

Las ecuaciones (A.27) describen la propagacion de ondas gravita-
cionales de Beck-Einstein-Rosen con dos estados de polarizacion[31).



Apéndice B
Teorema de Noether

Las propiedades de simetria del Lagrangiano sugiere la exixtencia de
cantidades conservadas, es decir, si el Lagrangiano no contiene explicita-
mente una coordenada particular, se conserva la correspondiente canti-
dad de movimiento canénica. La ausencia de la dependencia explicita
de la coordenada significa que el Lagrangiano no es afectado por una
trasformacion que altere el valor de dicha coordenada. Cuando esto
sucede se dice que el Lagrangiano es invariante, o que es simétrico ante
la trasformacion dada. El teorema de Noether contiene la descripcién
formal de la relacion entre las cantidades de simetria o invarianza y las
cantidades que se conservan.

- Consideremos un Lagrangiano de la forma £ = £(1,,2,), donde z,
son las coordenadas de las cuales dependen las magnitudes 7, que de-
scriben los campos, La simetria ante una trasformacion de coordenadas
se refiere a los efectos de una trasformacion infinitesimal de la forma

T, — wL = &, + bz, (B.1)

donde la variacién infinitesimal 6z, puede ser funcién de las demas «,,.
El teorema de Noether considera también el efecto de una trasformacién
de las propias cantidades de campo, la cual podemos escribir de la forma

Np(2p) — U:’(xﬂ) = np(2,) + 61p(2,) (B.2)

Aqui &y,(z,) mide el efecto de las variaciones de z, y de 5, y puede
ser funcién de las demas cantidades de campo 7y, :
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La principal conclusién del teorema de Noether es la ecuacién

d ., oC , aLc _
dz, (a oo — L840 ) Xro — m‘l’m} =0 (B.3)

donde X,, y ¥,, vienen de la forma de las trasformaciones infinitesi-
males las cuales se ponen en funcion de R parametros infinitesimales ¢,
y 7 =1,2,..., R, tales que las variaciones de z, y 5, sean lincales en los
€r .

oz, = €, Xy, &, = ¢V, (B.4)

Las funciones Xy, y ¥,, pueden depender de laq otras coordenadas y
de las variables de campo, respectlvamentc

Esto nos dice que si un Lagrangiano tienc propiedades de simetrfa
tales que cumplan con las condiciones:

(a)El Lagrangiano presenta la misma forma funcional para las can-
tidades trasformadas que para las cantidades originales

(b)La magnitud de la integral de accidn es invariante ante trasfor-
maciones del tipo indicado en las ecuaciones (B.4)

Existiran r cantidades conservadas.

Si la simetria de la trasformacion se refiere solamente a las coorde-
nadas y correspondiera a un desplazamiento de una coordenada z.,, las
ecuaciones (B.4) tomarfan la forma

Xoo =60y Wyp=0 (B.5)

y la ecuacion (B.3) se reduce a

o Gyt = Lol =0 (5.0
y finalmente tomard la forma
d  ocC ,
( Now = Léuu) =0 (B7)

dz, 0n,,

Esto significa que £ representa un campo libre, es decir, que no contiene
fuentes ni sumideros exteriores que interactiien con el campo en puntos
explicitos del espacio ni con una dependencia temporal dada. De hecho,
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esto significa que no hay interaccién entre el campo y las particula
puntiformes que por él se mueven en el espacio y el tiempo.
Si definimos un nuevo tensor T}, de la siguienic manera

oL
Tw= {'0_77::77;2.41 - L‘Suu} (B.S)

La ecuacién (B.7) toma la forma

Tt =0 (B.9)

Al tensor T}, se le llama tensor de energia- esfuerzo y la ecuacion
(B.9) es la ley de corservacién de energia-esfuerzo.
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Apéndice C
(Generacion de Soluciones

Ahora presentamos un resumen del trabajo presentado en el capitulo
30 del libro Exact Solutions of Einstein’s field equations de D. Kramer,
H. Stephani, E. Herlt y M. MacCallum y recuperamos los resultados
obtenidos en el capitulo 2 de éste trabajo.

Para comenzar debemos considerar que el espacio- hempo admite un
campo vectorial Killing no nulo

f(a;b) =0, F = £a£n¢0” ' (Cl)

posteriormente foleamos el espacio, es decir consideramos una métrica
en tres dimensiones 7, dada por

Yab =| F | (gap — F~'6&), 71 = detya (C.2)

donde g,y es la métrica del espacio-tiempo. Para campos estacionar-
ios F' <0, v, es una métrica definida positiva y para vectores Killing
espaciales F' > 0, 4, tiene signatura(+, +, —). Ahora se introducen po-
tenciales escalares ¢4, (A = 1...N) y se puede encontrar las ecuaciones
de campo a partir de un principio variacional para un Lagrangiano de
la forma

L= AR +Gan(¢°)7°$243) (C3)
con P
LA L (C4)

6'7ab 6¢
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donde 1t es el escalar de curvatura asociado con Yab» Las cantidades
¢* ¥ 7as determinan completamente la métrica del espacio-tiempo gy,
y los campos no métricos determinan el tensor de energia impulso.

Si el Lagrangiano (C.3) es invariante bajo transformaciones de co-
ordenadas del potencial ¢*

¢ =¢ (), L= L e (C5)

con la mélrica v, permaneciendo sin cambio, "/;b = Yab Lia invarianza
del Lagrangiano implica que las ccuaciones de campo (C.4) son también
invariantes bajo (C.5). Por lanto, si el conjunto original (¢4, )
satisface las ecuaciones de campo , el nuevo conjunto (¢4, vq) también
lo haré, es decir, el conjunto(¢*',7,) dard una nueva solucién.

Para encontrar las transformaciones de invarianza para un Lagrangia-
no dado , se asigna al segundo término del Lagrangiano (C.3) el ele-
mento de linea :

dS* = Gp(¢°)dgAdp? F(C,.G)

en un espacio Riemanniano ahstracto N-dimensional de potenciales Vy
con coordenadas¢?. Los potenciales ¢* son funciones de las coorde-
nadas del espacio-tiempo z*. Esto nos permite investigar la invarianza
del Lagrangiano aplicando métodos familiares de geometria Riemanni-
ana, es decir, solo se tiene que resolver la ecuacion de Killing

Xsm) =0 (C.7)

toda solucién de (C.7) determina una transformacién infinitesimal de
los potenciales

¢t = ¢t 4+ XA (9) (C.8)

que dejan dS? invariante. Los R independientes vectores de Killing
forman el grupo de isometria Gp (R € Mi\'zill) de la métrica (C.6).
Las correspondientes transformaciones finitas son transformaciones in-
variantes de L y en general generardn nuevas soluciones.

Este método es aplicado a campos Einstein-Maxwell, considerando
que estas ecuaciones pueden ser escritas en términos de los potenciales
escalares complejos & y I y la 3-métrica v,. Entonces el Lagrangiano
considerado es
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. ]
L=/{R+ -2~F"7“"(E,a +20°D ) (B} +200%) + 277190 0% )]
(C.9)

y el espacio de potencial métrico toma la forma
ds? = %F"”l dE +20°d® [} + 2F~d" db (C.10)

y para obtener la transformacién de invarianza del Lagrangiano (C.9),
se resuelve la ecuacién de Killing (C.7) para la métrica (C.10). Como
el espacio de potenciales V4 con métrica (C.1G) no es un espacio de
curvatura constante, el orden del grupo de movimiento Gp es R < 8,
por tanto hay 8 vectores Killing independientes los cuales asociados con
las transformaciones de invariansa finita son

E' =ac*E, ¢ =ab (C.1)

E'=EF+ib & =90 (C.12)

E' = E(l +ick)™, @' = ®(1 +ick)! (C.13)
E=E-28d-85", &=04p (C.14)

E' =E(1-2y"0—vy"E)™", &' = (®+4E)(1-27"®~7y"E)™" (C.15)
por tanto si ponemos ¢ =0 en las ecuaciones (C.10), (C.11), (C.12)

y (C.13) tenemos

d§* = %F'”I dE |? (C.16)

E' = aa'l, =0 (C.17)

E' = I +ib, =0 (C.18)
E' =E(1 +icE)™! ' =0 (C.19)

si sustituimos el valor de F
E=f+iQ (C.20)

en estas ecuaciones recuperamos las ecuaciones(a primer orden) presen-
tadas en el capitulo 2 de este trabajo.
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Apéndice D
Principio de Maupertuis

El movimiento de un sistema mecédnico estd completamente determi-
nado por el principio de minima accién. Resolviendo las ecuaciones de
movimiento que se deducen de este principio, se puede hallar la forma
de la trayectoria, asicomo la posicién sobre la trayectoria en funcion del
tiempo. ;

Si se restringe el problema a determinar dnicamente la trayectoria,
sin hacer referencia al tiempo, se puede emplear una forma simplificada
del principio de minima accidn, suponiendo que el Lagrangiano £ y el
hamiltoniano ‘1 no dependen explicitamente del tiempo, de modo que
H se conserva, es decir, se conserva la energia

H(p,q) = E = cte. (D.1)

De acuerdo con el principio de minima accidn, la variacin de la accién,

- para valores iniciales y finales dados de las coordenadas y del tiempo(to, t)
es nula. Pero si se permite la variacién del tiempo final ¢, permaneciendo
fijas las coordenadas inicial y final, se tiene

68 = M6t (D.2)

Comparemos ahora los desplazamientos virtuales que satisfacen la ley
de coriservacion de le energia. Para tales trayectorias, podemos sustituir
H en (D.2) por la constante £

88 + Eét (D.3)

3
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Escribiendo la accidn y remplazando nuevamente H por E

§= [(dg; - Edt (D)
El primer termino de esta exprecion, se denomina accion abreviada
So= [ ¥ida (D.5)
Sustituyendo (D.4) en (D.3) se encuentra que
88 =0 (D.6)

Por tanto la accién abreviada tiene un minimo con respecto a todas
las trayectorias que satisfacen la ley de consrvacion de la energia y
pasan por el punto final en un instante arbitrario, Para aplicar este
principio variacional, los momentos y todo el integrando de (D. 3) deben
expresarse en funcién de las coordenadas ¢ y de sus dlferencmles dg;para
ello utilizamos la definicidén

' a dg. "
pi= a_ﬂ['(q, dt) (D_'7)
y la ley de conservacién de energia
oAy L
(g, ) = L = cle (D.8)

Despejando de (D.8) la diferencial d en funcién de las coordenadas
qy de sus diferenciales dg, y sustituyendo en la formula (D.7) expre-
samos los momentos en funcién de g y dg, con la energia E como un
pardmetro. El principio variacional asi obtenido determina la trayecto-
ria de sislema, y usualmente se le llama Principio de Maupertius.

Los calculos anteriores pueden realizarse explicitamente cuando el
Lagrangiano tiene la forma habitual

.1 dq' dq
L= 2/m 0 a - Ul(q) (D.9)

los momentos son ok
pi = hig= (D.10)

dt



Por tanto it Y
; Jdg i, ditdg
p'dg; = hiy di dq' = h; dt dt di
y la energia .
- dq'dg* .
B=ghag @ tU0)
de esta ecnacidén se deduce
Y dq'dg*
AE-U)=hagy 3

hivdgidg*
dt = 2T
E-U
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(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

sustituyendo (D.13) y (D.14) en (D.11) y poniendo éste resultado en

(D.5), tenemos

Sy = / \/i(E — U)hydg'dg*

(D.15)

y aplicando el principio variacional a esta dltima ecuacién obtenemos

las ecuaciones de determinan el movimiento,
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Apéndice E
Nuevo parametro

Como ya vimos en el capitulo 3 tenemos que utilizar un nuevo pardmetro
£ que nos permite conocer la evolucién geodésica en el espacio de po-
tenciales, en este apartado se muestra como se recuperan las ecuaciones
para el espacio tiempo a partir de las ecuaciones (3.31) para cualquier
funcién A = A(u,v) tenemos .
A{ = Auu£ 'l' Av‘uf (Enl)
du

donde ug = %, v = ‘-f,%. Anélogamente

Ag = (Auwug + Avve)uue + (Autie + Ayve)ove (E2)
= (Auuuf + Auuvf)ue + (Auuuf + Auu"€)”£ (E3)

de la ecuacién E.1 tenemos
A7 = (Auug + Avog)(Auue + Autg) (E.4)

si ahora utilizamos las relaciones (3.26) en las ecuaciones (E.3) y (E.4),
obtenemos

Aee = Auv (E.5)
Al = AA,

utilizando las relaciones (E.6) para §, a y ¢ obtenemos
ﬂfﬁ = ﬂuu (Eﬁ)

7
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ﬂ{z = Bufy
Qg = Quy
of = ayay
D¢ = Duy
o = 0,9, (E.7)
sustituyendo estas ecuaciones en las ecuaciones (3.31) nos lleva a las
ecuaciones
ﬂuv + g’auu - &%a“a“ + 'g'q’uq)u =0 . (E.S)
o?
ﬁﬂuv +ﬂuﬂu + "é‘ =0

ﬂ(buu + ﬂu‘bu + ﬂuq’u = O

que son las ecuaciones de campo para el espacio-tiempo, que se pueden
poner en la forma (3.13- 3.15) con la ayuda del operador D; y los

productos definidos, utilizando la matriz A9,
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Apéndice F
Simetrias

Trabajar con sistemas simetricos no solo nos permite obtener cierta
simplicidad o facilidad en la manipulacion de los problemas fisicos sino
que también puede suceder que ocurran especiales efectos fisicos. Uno
puede por tanto esperar que cuando en relatividad general existe un
alto grado de simetria en las ecuaciones de campo, estas se puedan
resolver con mayor facilidad y presenten propiedades especiales.

Para entender esto, veamos primero que significa una simetria en
un espacio tridimensional euclidiano. En este espacio la simetria viene
del hecho que bajo traslacién a lo largo de ciertas lineas o sobre ciertas
superficies las variables fisicas no cambian, si uno lleva esta idea in-
tuitiva a espacios Riemannianos, tendremos una simetria si existe una
variedad s-dimensional de puntos en ésta que son fisicamente equiva-
lentes, en otras palabras, bajo una operacién de simetria la métrica no
cambia.

Para precisar mds esta idea consideremos un vector £(z®) en todo
punto z° del espacio y preguntémonos por la condicién bajo la cual
la métrica no cambia en una traslacién en la direccién €', Ptiesto que
todo movimiento finito puede ser construido a partir de movimientos
infinitesimales, es suficiente considerar la invarianza de la métrica bajo
un movimiento infinitesimal, de la forma

2% = 2%+ £%(z")a, a=cte,|a|K] (F.1)
para esta transformacion
(syab = gab.néna (F'2)
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6(dz®) = d(62°) = € dz"a

’ ’ ‘ [}
asi que el elemento de linea en el punto z° y en el cercano punto 2°
son identicos si y solo si

§(ds?) = 8(gapdzdzt) =0 (F.3)
=
(gnb.ncn + gnbﬁz + ganfﬁ)dm“dmba =0

Una simetria esta presente si y solo si (F.4) es satisfecha independien-
temente de la orientacion de dz*, es decir se tiene que cumplir que

gab,ngn + gnbg":; + gnngz =0 (F.’l)

Para una métrica dada, la ecuacién (F.4) es un sistema de ecua-
ciones diferenciales que determinan los vectores €(z"); si este sistema
no tiene solucién, entonces el espacio no tiene simetrias. Utilizando la
formulacién covariante la ecuacién (F.4) puede escribir en la forma

bpia + bap = Legun =0 (1.5)

donde £; es la derivada de Lic a lo largo de €. Los vectores €' que son
solucion a la ecuacion I.4 son llamados vectores Killing y estos vectores
caracterizan las propiedades de simetria de los espacios Riemannianos.
Si se clige un sistema coordenado, tal que, " tenga la forma

" =(0,0,0,1) (F.6)

la ecuacion (I.4) se reduce a

%w _ (F.7)
dat
esto nos dice que la métrica no depende de z*, por tanto de aqui se ve
claramente que una alternativa definicion de simetria es la independen-
cia de alguna coordenada.

Muclios de los estudios sobre simetria se refieren también a sistemas
lagrangianos y estan basados principalmente en ¢l teorema de Noether,
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donde las propiedades de simetria del Lagrangiano (o el Hamiltoni-
ano) imnplican la exixtencia de cantidades conservadas, Asi, si el La-
grangiano no contiene explicitamente una coordenada particular de de-
splazamiento, se conserva la correspondiente cantidad de movimiento
candnica. La ausencia de la dependencia explicita de la coordenada sig-
nifica que el Lagrangiano no queda afectado por una transformacién que
altere dicha coordenada;se dice que es invariante, o que es simétrica ante
la transformacion dada. Anilogamente, la invarianza del Lagrangiano
ante un desplazamiento temporal inplica conservacion de la energia.
El teorema de Noether contiene la descripcion formal de la relacién
entre las propiedades de simetria o invarianza y las cantidades que se
conservan,

Existen también transformaciones de simetrfa no Noetherianas para
movinientos geodésicos en un espacio Riemanuiano. Las simetrias no
Noetherianas mapean el espacio de soluciones del sistema de ecua-
ciones diferenciales que se esta considerando en si mismo, sin preser-
var la estructura del Lagrangiano, en otras palabras las simetrias no-
Noetherianas no son simetrias del Lagrangiano, pero son simetrias de
las ecuaciones de movimiento. En el caso de moviinientos geodésicos,
se consideran colineacines afin que son que son transformaciones que no
preservan la métrica pero dejan los simbolos de Christoffel inalterados.
Veamos esto con mds detalle.

Consideremos la ecuacion geodésica

(%)P“ + TP PP = (F.8)

donde P" = %ﬁ y ds? = g, dz*dz”. La perturbacién de la ecuacién

(F.8) es

b.D , ]
(5o 558" + BapPoPOE =0 (I9)

la cual es una ecuacién de desviacion geodésica, definiendo un vector
de simetria infinitesimal

& =g Po) (F.10)

el cual mapea el espacio de soluciones de la ecuacion (I*.8) en si mismo,
'DQJ es la derivada covariante proyectada en la geodésica tangente P*.
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El vector mas general £#(¢%) = m* que satisface la ecuacién (F.9) es
una colineacién afin definida por

i, Ripm* =0 _ (F.11)
la cual se puede expresar como
Mg = 0 (F.12) ;

0 como
£"ll‘gﬁ = 0 ' (F.lg)
donde £ es la derivada de Lie a lo largo de m, La ecuacién (F.12)
que la propia colincacion afin no preserva la métrica Riemanniana(o
2 . @By 'y
la geodésica lagrangiana £ = }gop®-%-), mientras que la ecuacién
(F'.13) implica que la estructura de la ecuacion geodésica F.8 permanece

inalterada por tal transformacién, Hay dos constantes de movimiento
asociadas con una colineacién afin y son

Cy = magP* PP (F.14)
y o
Cy = maP* = sCy (F.15)

como se puede ver con ayuda de (F.12) y de (I'.8). Los vectores Killing
son un caso especial de las colineaciones afin,
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