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Introducción 

El objetivo del presente trabajo es construir lo que se conoce como la cuan-
lización del álgebra de Lie s/2  según la definición de Drinfeld-dinibo, [14), [2), 
siguiendo el punto de vista de defo•nuición de Derstenbabcr-Schack, (5), [7). 

Lo que se conoce como cuan/izar (o a veces !papo cuántico) cae dentro del 
concepto más amplio que es deforme•. La idea de lo que se entiende por una 
deformación se trata de explicar en el capítulo 1. 

La cuantización de s/ 2  trata con deformaciones asociativas. Generalidades 
de tales de deformaciones asociativas se desarrollan en el capítulo 2. 

En el capítulo 3 se demuestran las propiedades duales para coálgebras de los 
resultados del capítulo 2, [(i], en vista de que una cuantización de s/2  es tanto 
una álgebra romo una coálgebra (atin más, es una álgebra de llopf). 

Siguiendo ésta idea de dualizar los resultados (le las deformaciones de 
álgebras asociativas para coálgebras uno se enfrenta a la noción dual del ejemplo 
clásico de Gerstenhaber-Schack de álgebras rígidas, las álgebras separables, (5), 
para obtener como ejemplo de coálgebras rígidas las coólgebms sqxnubles, (ti). 
Tales ideas se desarrollan en el capítulo 4. 

En la literatura las cuantizaciones se presentan en términos de generadores 
y relaciones. En el presente trabajo tratamos de presentar las estructuras como 
series de potencias formales. 

Al menos para el caso de 8/2  lo que permite establecer una conección entre 
ambas presentaciones es el teorema de Poiticaró-Hirkhoff-Witt no aplicado di-
rectamente a 517  sino a una deformación de ésta, a una y-álgebra de Lie obtenida 
de deformar el corchete de $12  . Y así resulta que lo que se conoce como la cuan-
tización de 5/2  se puede obtener como la envolvente universal de ésta q-álgebra 
de Lie. 1)e hecho puede decirse que el problema de cuantizar a 517  es tratar de 
darle una estructura de álgebra de llopf a ésta y-álgebra envolvente universal 
(esencialmente el problema es encontrar una contultiplicación), como se hace en 
el caso clásico para las envolventes universales de álgebras de Lie. Todo ésto se 
trata de explicar en el capítulo 5. 

Lo que aquí Ilantamos y-álgebras de Lie es una versión de lo que en fechas 
recientes ha aparecido en la literatura como ólgebius de Lie ClIfilliiCOS (quantum 
Lie algebras), [lb [11[4 El establecer axiomas adecuados para tales álgebras 
es todavía objeto de estudio. 

Tanto el primer como el segundo capítulo se basan en la primera parte (le 
[5], mientras que el tercero está formado por resultados que aparecen en [6). El 
quinto capítulo es en parte desarrollo de [14). Tanto el capítulo cuarto como 
la definición de q-álgebra de Lie y la demostración del teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt para éstas son desarrollos propios del autor de la presente tesis. 

Verano-Otoño 1996 
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Capítulo 1 

Deformaciones 

Trataremos de explicar el concepto general de deformación siguiendo el punto 
de vista de Gersienliaber-Shack )5). De lo que se trata es, dada una estructura 

algebraica "inicial" vista como diagramas conmutando, una deformación (le ésta 
no es más que series de potencias en un parámetro 1 tales que hacen conmutar 

diagramas del misino tipo que el dado inicialmente, y que además Valuando en 
t = O se obtiene justamente la estructura inicial. 

El objeto principal de estudio son laS k-álgebrau, donde k es un anillo con-

imitativo unitario, sin que éstas k-álgebras sean necesariamente asociativas: 

Definición 1 A es 111111 k•ályclinn si A es un k-módulo y si además Critiie una 

	

función ro : A x A 	A lAilinent 

Tomemos A una álgebra de tales y comencemos a deformarla: 

	

lr 	
= (E 	itit E A Vi) 

(=e 

kt  = {Ery Irj E k Vil 
j=5 

conjuntos de sumas formales con parámetro 1 Resulta que A t  es un kianódulo 
extendiendo de manera natural el producto modular original: 

	

k, x Al  --+ Aa , 	¡II) 1-3 1.r._011;i +i.n ejnit" 

Similarmente podemos extender el producto a de A : 

	

na : Ai x 	Ai, 	 , MI" 

resultando en una králgebra. 



lay que observar que .1, es completo en la topología rádica con / = (1) el 
ideal de k, generado por t. Por lo que A, no es isomorfo a ki  (.;:o., .1 porque este 
último no es general completo. 

Definición 2 La kr iílgebta (A,, no)se  llama deformación trivial de A 

De manera más precisa, cualquier función 	¡1: A x A •--> A se extiende 
de manera única a una función krbilineal li : A, x A, -4 At • 

Pongamos ahora condiciones sobre A : 

I. que A pertenezca a una categoría de álgebras A cuyos objetos satisfacen 
ciertas ecuaciones polinomiales universales ; 

2. que V II E obj A su deformación trivial lit  E obj 

Como ejemplos clásicos de I aparecen las álgebras asociativas definidas por 
(ry)z = (y:); las álgebras conmutativas definidas por (iy): = .r(y:),ry = yr; 
las álgebras de Lie, definidas por 	XI = O (propiedad alternante), Ps,(y, z)) -1- 
(Y,[z,r)) 	yll = 0 (identidad de Jacobi) ; y de los no tan clásicos : las 
álgebras de índice de nilpotencia n fijo definidas por r i 	= O , etc. 

Mientras que para los ejemplos clásicos dados, 2 se obtiene inmediatamente 
(véase abajo la propiedad para el caso Lic ), no es el caso general. Que en A 
se satifagan ciertas relaciones no significa que se cumplan las mismas relaciones 
en una deformación, ejemplo si A es el canino de los enteros ¡nódulo el primo p, 
en A se satisface la ecuación O-1  — I = O pero en Ar no, pues t E At,1"-1  

Propiedad 1 Si A cs una k-dlgebni de Lie entumas, C011 la deformación /ricial 
A, es una k,••algebra de Lis. 

den,-Veamos primero la propiedad alternante: 

=aritli  

así que los coeficientes para 1" son: 

n = 0 : [no, 	= O 

II = 1 	[II 	[a°, al) = O 

o 

ti = 2 : [a2 , as) 1- [ah oii 11,10,112] = O 

o 

n = 3 : [03, no) 4- 1n2, 	+ [a 1 , a l) +la°, aal = O, • • , 

o 
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etcétera. Por lo Tu! 	 = O . 
Ahora la identidad de Jacobi: 

Evita) 	4-  fin(Ebil.i,o0(Er14,Eoiti)) 
Eki ti)) 

r,„Ei+.14+.ii ((ah Pi 'III) + Pi,  Les ,  udj 	In, bri, 	I" := O 

0 

De manera similar se obtiene: 

Propiedad 2 i)Si A es una k4Igebra asociativa entonces, ron la defornuwión 
trivial, Al  es una 1;1-álgebra asociativa. 

ii)Si A es una k-digebra canniutaliva uníamos, con /a deformación frita!, 
.41  es una k; -dlyclan conmutativa. 

El nombre deformación trivial es porque en ocasiones es posible deformar el 
producto del álgebra de manera avis complicada 

Definición 3 Scan 	: A x A —› A, 	funciones bilituales y 	: 
x .41  —1 A, las correspondientes funciones bilineales etlendidas. Entonces 

la suma Infinita 111  zr. do  -I- di  4. 192 	... (Imola fi /fi función 	x A, -4 

A1, 

01  es krbilineal. Recíprocamente cualquier función a : A, x At  -4 At  
!Minen' tiene la forma cr = ao + 	-1.12172 .1• ..., para ciertas bilineales sobre .4 
(ro, 	 extendidas a 	. Porque para a, b en A la igualdad 

0.0,0 = 	ada, 
i=o 

define las funciones ir; : A x A -4 A, k-bilineales, i = 0, I,2,.... 

Cuando es posible encontrar una función ni krbilineal, donde n11  corres-
ponde a la extensión a Al  del producto original a de A y ai  satisface las mismas 
ecuaciones universales que las álgebras de una categoría A conteniendo a A, 01  
se Ilunnt deformación de A en A . 

Definición 4 Sea .4 una categoría que salisface los puntos I y 2 de antes y la 
patoja (A,o) E obj.4. Entonces una deformación Primal de (A,o) un A es una 
patoja (At ,ot ) E obj.4 donde; 

= no + tal  f2n2 „ 

es 1:i -1d/inca/ y rada ni : A x .4 —› A es bajara( exlendida . 

3 



Así una deformación trivial corresponde a tomar a = O, 	= 0,1 1:3  = O, ..., 

lo que nos da los primeros ejemplos de deformaciones: 

Iljeni. 1 A Hila k-álgebra de los casos clásicos (asociativa, conmutativa o Lie). 

Sea o su producto. Segiiii las propiedades I y 2; 

	

a, = 	/O +120 + 

es una deformación de A . 

Para dar más ejemplos de deformaciones hagamos lo siguiente. De manera 
similar a las funciones 	extendemos funciones k-lineales f : 	A a 

funciones f : Ar  —1 .4g , k,-lineales (tal extensión es única) y se define la suma 

infinita 

= 10 + 	h + : A, 4, 

donde cada h es función lineal extendida a 	f, resulta k,-lineal. 
recíprocamente: si y : A, ~› Al  es función k,-lineal entonces 

= go -I- (91 + (292 4- • • 

para ciertas y funciones lineales sobre .4 extendidas a Al , i = 0, I, 2, 	Porque 

para a E A la ecuación 

g(a) = 
i=o 

define las funciones yi : A —4 A = 0,1, 2,...k-lineales. 

Definición 5 Un modismo emitir ist y ¡3,  deformaciones de A es uno función 
: 	k,-final rol que 

III 4.1 ')h 4- • • • 

y atirtatís 

	

fg (t.b(s,b)) = 	( ft  (ti), fi (b)) Va,b E A, 

donde codo h es función lineal sobre A extendida a A, . 

Es decir, un militan° entre deformaciones es una función k,-lineal 'que res- 
peta tanto la estructura original u en 	(1 (obsérvese que la extensión de la 
función identidad sobre A es la función identidad sobre A,) así como el producto 

a g . 
Si pensamos a una deformación unís que como una pareja (Ab ad como 

la sola estructura a, obtenemos, para la álgebra A lija, una categoría, cuyos 
objetos son las deformaciones a, y cuyos morlismos son los mortismos entre 
deformaciones. Este es un ejemplo de una categoría donde los morlismos sum 

isomorfismos: 

4 



Propiedad 3 Si y, = hi,t , + fg, + ( 29 2  + 	: 	At donde cada in 4 '8  Orla 

funcüin lineal extendida. Enlonet.s 	es biyccliea y su inmerso llene la forma 

= -I- + + 

donde nula In es una función lineal soba A extendida. 

lInne- 9, e.s inyectiva: si gi (En,-11 = O, entonces Ei.4-i=o9i(9j)= O para  todo o 
entero no negativo, 

= O : O = 9o(no) = no 
It := 1 : 0 = 91 (00  )+ yo (01 ), i.e., n, = O 

O 	 11 

O 	 o 
,••••••, 

o 	I 	: 
	

(ai) = go(an+1 ) +91 (a I) +... + qa4 I (110) 

	

«»+1 	 11 
pues no = 	= O . Así que 	=0.  

9, es sobreyectiva: si )..", 	E At  construiremos una suma 11 mit  preintagen. 
Se debe satisfacer 

1,3 

gi(Eaill= E E 9i(11j)i"= Ebni" 	(1.1) 
n=0 

donde g, = ///,‘ , Sea no  = 60 , a l  debe de cumplir según (1.1) 

90(01) +91 (no) = bt 

41 

	

Le., (II = 	gl  (no). A su vez n2  debe de cumplir 

90(02)+91(a1) + g2 (00) = 112 

Inductivamente, si ya encontramos no, nl, ..• ,n„ . o„.1.1  debe de cumplir 

//o(a,' 4. ) +go (01) + • • • + gus-i(oo) = 

n„., 

de donde n„+1 = —111(no) — • — 9,1+1( 00) bri+I 
Luego existe g71  krbilineal, así que g71  = 50  + Mi +12/12  + ..., donde cada 

In es lineal extendida. Por demostrar que 1,0  = IdA, Sea a E A: 

'o 

97 1 (0 ) = E hi(a)ii  

5 



	

= gt (gi 1 (0)) = 	E ,,; ( hd,f))/n 

di, deudo. e =,„h0(0= ho(n). Así que he  In = 1/,t  , de donde hit  = /11,4, 

Desde luego, si f = id A, 4:1h +1.4f2 +... es sólo un krentiontorlismo lineal 

de Ah  en principio no tiene porque respetar deformaciones. Sin embargo si o es 
una deformación entonces tal ft  define por convolución una nueva deformación 
isomorfa: 

Definición 6 Pato ot  deformación de o sc define; 

o t  * ft  : 	x 	At  , (a,b) H fr i ot(ho, hit) 

El siguiente ejemplo nos será útil después: 

Ejem, 2 Sean, k el entupo de los números complejos y A = 	y, z) con :e, y,: 
indeterminadas. Sea o el producto usual en A. Deformaremos éste producto no 
trivialmente. 

Pongamos c" = 	 , senh(iz) = «e" - c-"). Tanto e" como 
senb(lz) son elementos de Al. Escribamos ahora de manera simbólica los coe-
ficientes de scuh(12)/1 

	

se-1111(1z) 	É 	• 
= 	. 

(obsérvese que co  = 	Definimos: 

fi: A -4 A , h(Xs y' zu ) = 	si = = 	*-= O 
O 	otro caso 

k-litutales para i = 1,2,.... Cada h se extiende a una kt -lineal sobre At . Sea 

= "A. i.  ift 	+ 

y ot  = o * fr t  . Entonces (Ah  al) es una deformación del algebra asociativa 
(A, o) (de hecho isomorfa a la deformación trivial), con lit propiedad de que, 

"Hm fi(x) = r y 141= Y 

nt(r,y) = 	1-1 ,i' 	y) 
h(.11Y) 

= 	J'y+ fl(70 .f&Y)12  1-  • • • 
= 	ri + r1( .4.... 
=ry ~ z -I- senh(12)» 

i.e., el producto ',Irse deforma en ejl - z + senh(1:)/1 

(1 



Daremos ahora un nuevo ejemplo basados en el anterior pero ahora ron la 
condición (le que las variables r, y, z no conmuten. Este ejemplo es parte de lo 

que despiniS se definirá como la rtnintuación de ,c12(k) el álgebra de Lie formada 

por las matrices coniplejas 2 x 2 con traza cero. Antes necesitarnos de: 

Observación.- Si k cs un anillo conmutativo unitario, una serie formal 

en k, es invertible en k, si y solo si ro es invertible en k. 

Ejem. 3 Sea k el campo de los números complejos y A una k-álgebra asociativa 

con base el conjunto de símbolos 

X"Y''11"', m, e, ir enteros no negativos 

y producto o denotado por yuxtaposición sujeto a las siguientes relaciones: 
(//, XI = 2.Y, [11,1= —2Y, (X, 	= 1l, donde [ii,61= ab — bu. (Tal es el caso 

del álgebra envolvente universal del álgebra de Lie si 2(1.), según el teorema de 
Poincaró-BirkliolnYitt). Como en el ejemplo anterior se definen 	, senh(111), 
et y sen1(1). Consideremos la siguiente serie de Laurent con coeficientes en A: 
senh(111)/sinb(1). Más que una serie de Laurent es una serie en At , pues 

setil(111)11 E A l , y por la observación anterior (scuh(1)//)' 1  E 4. Luego como 

senb(111) 
 = (

senh(1)
r

, senh(111)  
senh(1) 	 1 

senh(1h)/senh(1) E Al . Ahora escribamos simbólicamente sus coeficientes: 

senk(W)  
senh(I) 	ion = 	c't  

(yo  = II) y definimos 

f : A —1 A , h(X"1"11.«')=( 	
sin = = 1:fb =fién=v= 

O 	otro caso 

para i = 1,2,.... Sean, como antes, h 	 h+ ... y ot  = 0 * 	la 

cual es deformación isomorfa a la deformación trivial de o y tiene la propiedad 



siguiente: 

Y) = 	finte X it-I Y) 
= 
= 	+ fi(XY)I+ MX1112  1 ... 
= NY + + c212  
= 	XV -- 	srnh(i 11)/senh(t) 
= 	X + 	senh(l) ; 

= 	S) 
= h(n) 
= 	t(XY) — hUn 
= 	+ senh(111)/senh(0)— senk(UI)/senh(I) 
= YX 

así que si denotamos con [X.11, a s (X, Y) — 	X) se tiene 

senh(t  
' " = senk(l) 

i.e., el corchete [X, 11 se deforma en senk(W)/seuh(1) . 

(1.2) 

Modificaremos la condición 1 impuesta sobre la categoría A basados en las 
siguientes observaciones. 

Que el producto del álgebra A original o Sea asociativo es equivalente a que 
o : A cha A —› A sea lineal y que el diagrama siguiente sea conmutativo: 

(A 	A) t;./ A "IVA  At»A 

A 
/1 0 

(1.3) 

A( (A;:.1) m'Ir A A 

donde todos los productos tensoriales son sobre k y (A0 ALOA -n A 0(A0A) es 
el isomorfismo natural. Similarmente se pueden poner las condiciones de álgebra 
de Lie, conmutativa, asociativa con unidad, ele., en términos de diagramas. 

l'or lo que en lugar de pedir que la categoría A satisfaga ciertas ecuaciones 
polinomiales universales pediremos: 

1'. que los objetos de Á hagan C01111111lar ciertos diagrainas universales. 

Sea la proyección: 

p : A, —) A, .1.',;t 	1-4 mi 

y pongamos Er;'_&41i1,,,,)  = 	 . Escribiremos enseguida de manera 
informal el concepto de deformación: 

8 



Definición 7 Sea A tina categoría que 51418ft:re ¡Os 	 y 2 de ardes y 
Sea A E obj Á ron estructura a. Ifillonres una deformación formal de A en A 
es una patria (A,,n,) donde. A, son los series jornudrs ron t'OefirletileS en A y 
lb es 11/111 estructura solar. A, tal que A, E.4 y ni 	= o . 

Con esta nueva terminología la anterior definición de deformación asociativa 
queda como: 

Ejem. 4 .4 las k.álgebra.s asociativas. tina deformación de una álgebra asocia- 
tiva .4 ron estructura a es una pareja (.41,m) tal que e,, : Aa  e, .41 	Af es 
4-lineal, hace conmutar el diagrama 

(A, t;+/11 )(9A, 
No' 

1 	

A„ 
	(1.4) 

At (Ai Al ) 1441" .  A, 

(ver 1.3) y a, 	= a. Donde a, 	= p o al  

Añadiendo condiciones: 

Ejem. 5 .4 las k•álgebras asociativas unitarias. La condición unitaria para la 
k-álgebra (4,a) puede ponerse como: existe an inorlismo u : k 	A, 1 k H 1,1  
kAineal tal que hace conmutar a los diagramas; 

, 	
11 

o IdA 	, 	, Id A  o u , 
k 	 c.)1., 	 A (N II 

(1.4) 

A 
	

A 
donde .1 	k cak  4, A —+ A ck k son los isomorfismos naturales. Así una 
deformación de A (en .4) as una triada (A,,ai, tu) donde A, son las series 
formales infinitas con coeficientes en A, n, : A, ,9k A, —› A, es k,-lineal tal que 
lince conmutar el diagrama 1.4 y u, : k, --> A, es k,-linead tal que hace conmutar 
los diagramas: 

kt 	ki At"2"1-1Al  A, (9t, 	Ok,101(12-112.-H, A, cok, 

/ ai 

A, 	 A, 

Y además 	fu)b.o=(A,n, u) donde (.4,,aii tti)11.0 denota a la trfada 
(A,pi o atipz o u,) donde a su vez pi : A, -4 A, p2 : 	k denotan a las 
proyecciones en el término independiente. 

fi 



Después se probará que si se tiene mut deformación en las álgebras asocia-
tivas, pero el álgebra original es unitaria, entonces la deformación es automati-
caniente una deformación en las álgebras asociativas unitarias. 

Cambiando el sentido de las flechas en los diagramas 1.3, pag. 8, y en 1.5. 
pag. 0, se obtienen las llamadas coalgebra.s. 	si además se pide la existencia 
un producto asociativo y de lo que se llanta una antípoda se obtiene una álgebra 
de Ilopf. Para explicar lo que se entiende por una deformación de un álgebra 
lopf se necesita: 

Observación, Si Al es Imaidulo, y Al, denota a las series formales en 1 con 
coeficientes en Af,  , se puede extender el producto modular de manera 	a 
Alt  resultando un k,-módulo. Sea A' otro k-módulo. Denotemos con Aht:2;,,„ 
a la completación /-ádica del producto Insoria! con I = 	el ideal generado 
por 1 en el anillo kr. Ésta complet ación se flauta 1-ádica. Resulta que, 

Al,kr A', 	(Al 	N),, 

como krmódulos. Pues, la aplicación 

(Al ()1, A'),, x 	—› 
(yri Ei 	 ai kir 

induce A! ok, Alt  -4 (Al Ok A)t . Que a su vez tiene una única extensión (-lineal 
a las completaciones 

O : AUkt l\S -4 (M Ok N), ti (M 

Por otro lado, si Ei  Jfji i  E (M ch N), con cada 3,( E Al (91, A', entonces se 
puede considerar que r; E Ah Ox, N1, luego E, 41i E Af,(;.5k,N,. Sea, 

	

: (Al ok N), 	AV)k,Nt  
E;  rtl' 	1.4 	Et Jljii 

= 

	

400(›Z(ili > bil i ) = 	9( > 00,0b,»1" „=. 

10 



L9( 	 M)f" 
11.0 

E E (ai  tAti ir" 
ra=0i+j.n 

= Euiti c biii, 

es decir, Oso = Id, 0= Id. 
En particular, si Al, N, I, son k-módulos, 

	

(A/11k , Nt 	(Al ®k NOk, ••=' (Al `;)k N.;», 

	

y similarmente, Ali ck,(1k,I.,1 ) rz.. 	Ok N Ok 14r. liemos obtenido la 
propiedad asociativa, 

	

(111tOk,Nt)(1,Le 	MI t:ikt (Nt (7)kt LI ) 

Ejem 6 Á las k-álgebras de l'oil. Entonces un objeto en .4 es una seis-ada 
(A, o, u, S, t. , ri) donde o es una producto asociativo sobre .4 con morlismo unidad 
u :k-->A;e5:A—>A0k A,e : A -4 k morlismos unitarios de k-álgebras (A01;  II 
tiene el producto dado por (al 61)(a2  c) b2) = (1102 id 6ib2). Tales morlismos 
hacen conmutar las diagramas siguientes: 

40111,4 

	

(A 	11)0k A 	A Ok A 
rió 

A 	 (1.8) 
tiá 

to 

	

A O k  (A Ok A) 
ten- 
	A Ok A 

t IdA  • A 
	

NAO( 

	

ok A 	ci)k A A Ok k 	A Ok .4 
(1.7) 

A 	 A 
además t; : A 	A es un morlismo de k-ntódulos , llamado antípoda, tal que 
hace conmutar: 

A —I A Ok A 	 A 	A Ok A 
ti 01. 	 noIdA 	50, 	 hiA o ti 

	
(1.8) 

A 	4?-• A cok A 	 A <I Ac';)k A 

II 



linuouos que verificar la condición 2 para la categoría Á. l'ara esto tenemos 
que extender el llamado coproducto á : A --> ok  /I a 	de manera natural: 

11.1 primer intento sería poner 	: 	ok , .1,, sin 
embargo para que la asociación definida anteriormente tenga sentido se dile 
garantizar la convergencia de la serie >1.-,; (1(.4)1': 

: A t 	 , E a.0 	2_< 4(ai)e 

donde Aj)k,ilt  es la completación 1-ádica del k,-módulo A, Ok, At • 
Fs más simple extender la counidad t y la antípoda q : 

: 	-4 , 	niti 	E ((ad(' , 	: 	-4A, E 	E '1(i:di' 

Ahora se tiene que hacer ver que con éstas extensiones conmutan diagramas 
análogos a 1.6, 1.7, 1.8, pag. 11. 

Que el diagrama siguiente conmuta: 

(Ati,.)k,A0k,A1 
d(4/AA, 

f-- 	AIC;1k,At 

\' 

donde 	es la única extensión lineal 1-eontinuit de 40 IdA , a Mi-4,AI  (es 
decir, es la única función kr-lineal tal qüe: 

/1J?k,nt 

Al 	
ato •t A  

Ok, 

donde las flechas verticales son los morlismos canónicos) y similarmente 14, JO, 
es porque: 

(561(1A  ,)(Etf(a ;)t i ) 

(4C111,.1 ,)12(0;(1) (,) 

E 4(,(t))  o ,11(2)1,  por 1.10 

E(á 0 Id)d(iti)l i  
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y que los diagrainas: 

-% .123-1112» 	A, 

/ á 	 / 

Ag 

Al 	-4 A, (."),<, 	 A, -4 Al0k,A, 
a 

, 	 sor 	 (1.12) 

(1 	 A, e- AJ)k, 

COMMItall es claro. 

Por una deformación de una álgebra de llopf (A, o, u,S.o,q) se entiende 

una seis-ada 	 ,S,, (1, ?id donde (A,, 	ul) es una k-álgebra asociativa 
unitaria, cfr  : A, -4 A,(:)k.A,, r, : 	 morfismos de králgebras y qf  : A, -4 

morlismo de kt mtódulos tales que hacen conmutar los Magnolias 1.9, 'mg. 
12, 1.11 y 1.12 añadiendo el subíndice 1 a los morfismos S, r, 9, u y tales que 

(A1, ,thItioft,tt,tr) amo = (11,a,u,S. (01) • 

Aclaremos ésta última igualdad. (Ab on ad I tra)  = (A,o, u) es como antes. 

ór  )t ,-0  es la composición de 

Ar 	iWk..A1 (A ;)k A), 4 A 	A 

con p proyección en el término independiente. Similarmente, r e )t=u  , lit 

13 



Capítulo 2 

Deformaciones Asociativas 

Estudiaremos algunas generalidades de las deformaciones de k-álgebras asocia-
tivas, donde k es 00 anillo conmutativo unitario, Primero demostraremos: 

Teorema 1 Seo A 11/1(1 k-álgebra con producto a asociativo. Si o hall' unidad 
y n i  es una deformación asociativa gil, A erli011e(?8 (1f 1111/1biéll ill7/11? 

Antes un par de lemas, de 17], 520. 

Lenta 1 Sea A romo antes, y c E - A un idempotente ceninal. Entonces existe 
una única .serie s = so  + 	s212  + 	E At  idempotente Con so  = e. 

Dem, Sea ot = 4-lai +12m2 +.... Se construirá inductivamente s con ayuda 

de la relación of (s, s) = s. Esta es equivalente a: 

LJ  r.., 	E s„,” 
sa=0 

donde mi  = o, De donde se obtiene: 

no(so,so) = so 

no(so, 	ao(si so) -4- n (sm so) = ail  

ao(so, 8 2) + o dsi ,si + 00( sh so) -1- i (so, s1)  + (12(so  , 	= s2  

00(S0I  Sra}, 'f a0 (Sti+1 	+ 	= So+ 

donde a E A depende sólo de se , 	. „,s„. Pongamos n o(ic, y) = ry, Entonces 
el sistema de ecuaciones anterior se ve como: 

e = SO 

14 



csl i-  sir + 01(e,  e) = el 

es2 + SI 	+ 8280 4" n I (SO. ) + 0 2( 81).S0) = 1( 2 

cs..+1 4- so +te + 11 = smm+1 

Supongamos que liemos encontrado 80,81 	• 'so. Queremos so+1 • Así le-
nemos que resolver una ecuación en .t! de la forma: 

+ o.. 4 II = T 

O equivalentemente, como c es central: 

= (I — 2c).e 

multiplicando por (I —2c), (( I —2e)2  = I — +,1c2  = 1, Pues e Os idempotente), 
se obtiene la solución: 

x = (I — 2i)a 

lo que termina de probar el lema. 

Lenta 2 yen A anillo asocio/reo y A E A. Se (filinC 

Ad(A) : A -4 A, 	H AT — 

Entonces: 

clii(A)" = ( 

Dein.- Por inducción sobre n. 

Demostración do teorema 1 Sea s E At  blempotente (al que so  = I. 
Denotemos con TI* y a ni  (T, y), e con  ab a a(a,b). 

Si n es impar; 

	

Adm",, = 	( 	) 	e re e' (totuma 2) 

n - I 

	

= 	en  e I! -I- (-7 	X e" 	( 	) (— 	, 
icl 

= s" * — • s" 

= ilii(s")x 

= Ati(s): 
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es decir, 
:111(s)" 	.1(1(s)x , si n impar y x E As. 	 (2. 1 ) 

Además. si r es múltiplo (modular) de 1." entonces Ati(s)x es múltiplo de i".". 
En efecto; si x = I": 

Asi(s)r = o - 	s 

= (z0  - 4)1" + 

es múltiplo de i"4-1. En consecuencia, como M(s)x es múltiplo de 1, ilif(s)" 
es múltiplo de I", lo que junto con 2.1 resulta en que Ad(s)x 7.= Ad(s)"): es 
múltiplo de 1" para toda n, 	Ad(s)x = O . 1,o cual es equivalente O que s sea 
central. 

Sólo resta probar que s * r = r, Vi, E An Para ésto, sea O : At 	31 1-1 
sor. O es k,-lineal. Veamos que O = 

O es inyectiva;  sor 	I) implica rdii4.,=,. odsi , 	r-.7 O Vn, donde s 
Sj i 	= E, 	. Veamos los casos para n: 

n= O: 1 to =.- O ; 

= 	-1- sixo 	ni(so,.ro ) = O ; 

ti 	: I .r,, 	o ; 

donde E es una suma que depende linealmente (le ;r o ,— , 	Por lo que, 
inductivamente: x.„ = O Vn, 	= O. 

O es sobreyecti va: pongamos a = 	a nal' E .4t . Tenemos que resolver la 
ecuación s ir = o, la cual es equivalente al sistema de ecuaciones 

ixo = no  

I 	+ si xo 4-  i(so, 	= at 

Ir" +Z = Opt 

donde E depende linealmente de 	 „ , 	1, por lo que tal sis- 
tema puede ser resuelto inductivamente y así resulta que O es sobreyectiva, 

Finalmente, sea x E At , entonces 3y E A, tal que s e y = it y: 

soy = soso!, 

= sor 
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luego;  por inyectividad, ,r =,y y sustituyendo 	s t x = x, Va E 
lo que se termina la .leiost ración del teorema. 

Obsérvese como la unidad s en la deformación no es, en general, la unidad 
I del álgebra original. Sin embargo, salvo un isomorfismo resulta que ambas 
unidades coinciden. 

Teorema 2 A k-dtgebto asociativa, (Ah ot) deformación  de A • Si A "I(' uni-
dad I entonces triste una deformación de A isomorfa a a s  tal que tiene también 
a I nano unidad. 

Dom.- Sean como antes, s unidad en A, tal que so  = I, 0 : As  --> As . a 1-+ 
o(s,0). De que O es ki -lineal resulta que tiene la forma O = Oo  +10, +1202  ... 
con 	: 	A lineal extendida. 

Itesulta que 00  es la identidad, pues para o E il: 

E0,((i)1. = n(o )  1=1, 

de donde Oda) = ofso,o) = a, i.e.. OolA = IdA o equivalentemente; 00  = 
Por lo tanto, loconvolucióu Lit  = ab* O define una nueva deformación isomorfa 

a 01. Ahora si I E A unidad, a: E A1: 

tis (r, I) = 0-1  ns(0(40(1)) 

= 	-11  a 1 (0(4 s) 

= r 	 • 

similarmente 	r) = r. De donde I es también unidad de 01, 

Como una generalización de la observación inmediata anterior al ejemplo 3 
se obtiene; 

Goliift 3 Sea o1  deformación del álgebra asociativa 
z,-.<;:t„.,,t,  es ineedible en of  si y solo si 00  es ineerlible MI A 

Sea a E Al  la unidad y a OE A,. Igualando coeficientes, la ecuación 
ado,r) = s es equivalente a un sistema triangular lineal de ecuaciones, lo que 
garantiza la existencia de un inverso derecho. Similarmente existe un inverso 
izquierdo. Lo que implica que u es invertible. 
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'Peorennt 3 Si A es una k•álocbra 0.50C1111111d, elementos tuverlibles en tina de-
formación de A siguen .S1111110 ¡M'UF/11)1(S en cualquier 01111 deformariút, 411,  

Dein.- Sea a E Ar invertible en una deformación y sea of  otra deformación de 

A. l'onganav. r * y = n,(t, y). Por demostrar que a E Al  es invertible. 

n-1 

	

11111-1  = I 	>211i(11,11-1)11  
i=I 

así a r 0-1  E Al  es invertible por el lema 3, pag. 17, 	si s es la unidad en 

Al, 3r E Al  tal que a .1 (0-1  * 	s y de manera similar 3y E Al  tal que 

(y r 0-1) r,  a = s. En particular a es invertible. 

Luego es de esperarse que si A es álgebra con división Al  también lo es 

extendiendo los coeficientes kr a su campo de cocientes. 

Woreinn 4 Sea k campo, A una k•álgebro con división, Al  deformación de 
.4 (en la Molaría de k-álgebras asociativas), lit  campo de cocientes de kt . 
kllonces 

/1(1)  = 	(;)st  Al 

es Er tílgelna con división. 

es dominio entero. Localizando el krutódulo Ar rn el ideal Primo erro 
(0) de k, : 

	

(Al )10 	lit  Oh At  

ihonlódistuo de krooklulos darlo por o/G1-4 (1/G) 	([12], reo 4.4 pag. 26), el 

cual también es de lit -iilgebrns. 
(4t )(0)  es una álgebra con división, pues si a/b E (Aapn con a E Ar , rr = 

r(ntiiti) con a, 	O, y entonces, por el lenta 3, pag, 17, >21, aiti es 

invertible. En consecuencia: 

b 	b 

es invertible en (Aj(o). 
Por lo tanto A(i) es álgebra con división. 

En el camino hacia campo, las deformaciones u lo más heredan álgebra con 
división, en los términos del teorema 4, pues existen deformaciones no eounio-
tativas de álgebras conmutativas con división. Por ejemplo: 

Ejem, 7 Sea k campo, A = k(', y) con .r,y indeterminadas. o el producto 

usual de A. Definimos 

¿Pa ¿Pb 

	

=o, : A x A -+ A, o,(a,b) = 	i 	1,2, 
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extendemos a Al  y entonces 

nt  = ti+ ro I  Po 2  

es una deformación de la k-álgebra asociativa ,..on división 	= k(x, y), no 

conminativa puesto que tidr, y) = .r y 1-1, mientras que, o f  y, = 

Que o, es realmente una deformación se sigue de las siguientes observaciones 

generales. 

os  e6 asociativa si y sólo si 

fidat (a,b),e) 	in(a, ,(1r,c))= O 

para lodo u, fi, c E .11 . Lo cual es imuivaleine, igualando coeficientes a: 

>2 	ni (oi(a,b), — oda, ny, 	) O, o O, 	 (2.2) 

1-1-j=" 

para cualesquiera o, lr,e E A. 

Definición 8 Las cenadores 2.2 se llaman cerradores de deformación I111111 

dlyebnis asociativas, 

Definición O Si f : A -4 A, g : A «4 A son dos funciones kdincoles, se define 
el producto copo f U j como lo función k-bilineol: 

f U 	: 	-4 A, (o. b) r•-> f(o)y(b) 

Con ayuda de (al producto copa y de derivaciones se pueden construir de-

fonnacioneS, 

Teorema G A k-dlgeln asociativo con producto k COU cometerísitca cero, 
son dos derivaciones en A toles que r,S o V. = uf, o y5 entonces 

= 	+ —
11.0 

 U 	—
t2 	

02 4- 
 13
!
03  U 163  

2! 	:1 

es atta dilartnariáti de a, donde los erponenles 	r.„4 y tb no!~ composición. 

Dente Sólo !my que checar las ecuaciones de deformación, Tenemos que; 

= E sip,--ovica),.,(b»,.5.(e) 

E jl  E ' )oi-i+imoiffpio»oim 

lo 

i+j=0 



" -1  )0"-‘010w(b))0"--,(,) („ 	I 

Por lo tanto os  es asociativa. 

De las eco:u:iones de deformación 2.2, pag. 19, se obtiene; 

).12 	oi(of  (a, b), e) — oi(a, (ti  (14 e)) = J a„ (a , b, e) 	(2.3) 

i+1=n 

para ti = 1.2, ..., donde 

o„ (a, b, e) = (tan  (b, e) — a„ (a, b)c (1,, (a, be) — ora (ab, e) 

(12o„ es lo que se conoce como el 2-operador de cofrontera en la colonnología 
de llocbsebild de o„. Considerando tal colunnologin se obtiene urna condición 
para cuando todas las deformaciones de un algebra asociativa son triviales salvo 
isomorlisino, 

Definición 10 Si A es una k-álgebra tal que cita /91MT definviación es isononla 
a la deformación 1riufnl, A se llama rígida. 

Especificamente, el resultado es que si el segundo grupo de colnanologia de 
lloclischild 1/ 5(A, 	es nulo, A es rígida, como veremos más adelante. Primero 
damos la definición (le la cohomología de Docliscliild. 

Definición 11 A, 5 k-dlgrbras asociativas unitarias, S 	A morfismo de k. 
dlgebms, Al un A-bimódulo. Se definen los k.módulos; 

nA,S; 	=(mE Al sin = tus Vs E S) 
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Al) /lis J'unciones f : A x 	x A —1 Al, k-inutidineld,s lilas que; 

f (sal, • • • ,i1.) = 1(01, • • • ,a.,) 

I). • • 	• .) = 	(• • • 	8 ,4+ h • .) 

Los elementos dr C"(A, S; Al) se llaman ti-coralinas de llochschild ,q-
tvlatiras ron codieicnks en Al. 

Definición 12 N modismo de cofronlem de Ilochschild 

	

á" : (-1.4„S; 	C"+I (A„9; Al) 

("ol)(a) = am — ma; 

(1" 	t , • • • 	= 	ulf(a2.• • 	oft+i) 4-  E( —1)1  ..1.(• • • 	,• .•) 

.....n  • • • ,a,.)11,.+1 

Tenemos así el complejo de cocadenas 

C*(A,S;Al):(,'°(A,S; Al) :21 CI (A,S;A1) 154 CI(A,S;Al) 	.. 

cuya inexactitud esinedidn por los gru pas de coliontolagin 11*(A, S;.11) llamados 

de llocliseliild. 

Definición 13 

II"(A, Al ) = 	k; Al), n= O, I ,2, 

Observación.- 

i) = n, ; 

ii) Si fe = 1 4,4-111+1'  f,,+.. .,yr = IdAt +01-t-i 2 g2-1-....lowle cada ft ,y ;  
son k•endoinorlisinos de A extendidos. E:Monees at  * (ft  o gt )= (O, * fao gs . 

Lesna 4 Seo u r = 0 +Inl + 	 deformación (ISOCilli11111 	 : 

A x :1 -4 A función k-bilincal illendida a At , i=i....,n.  

if Si a l  = O, 	, 	= O entonces Por  = O ; 

ii) Si a l  = 0,... 	= O y (Ir  = 	 tit = 	(ldA, ^ i r #) eS 

deformación de a con sis = O, ... 	= O. 
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1).1111.- 1) se obtiene .1.. 2.3, pag. 20, inmediatamente. Para obtener ii) ponemos 
/i = Id.t , 	entonces 

iiói(x, y) =(hr,141)  

t(i tI) — 	13i 	= Itt ( 2' ,il) — 	in s(lir 41) + Itt(J,  '1101+ 
1 2ra(  (11x, Ily) 

si suponemos .r, y E A; 

	

E 	
y)t i 	E 	= >1:0 i (t, y)l i 	1:fr 

lo que implica, para 

i 	1 : 	 .11 (21, y) = o dr, y) = 0; 

	

i = 2 : 	 ci2(2:,1/)= üttt(r,II) = 0; 

i = r — 1 : 	 =t); 
i = 	: 	y) — 	y) = or (i, 	— {o (11x, y) 	o(x,110) , i .c., 

(3:, 	= 	(x, 	— .5/3(r, y) = O, 

recordando que o : A x .4 —1 A es el producto original mi A. 

Teorema ü Si A es k-ályelon asociativa con unidad; 

11 2(A, A) = O => A rígida 

Dem.- Sea ot  deformación de n. Si n = 1 el lado izquierdo de 2.3, pag. 20, es 
cero, así Poi = O, i.e, o t  es un cocido, por lo que ni  +inub E 112(.4..1) = O, i.e.. 

o t  = (50.10) para algún /i(l)  E c'(.1,.1). Pongamos 41)  = ot  o (Id — 100)) 

deformación isomorfa a os . Por ii de lema 4, pag. 21, 4I)  = O y de nuevo 

por lema 4, (241)  = 0, de donde 41)  im ü, E II 2(A, 	= O por lo que 
31021 E el (A, A) tal que 4,1)  = PÍO) y,  entonces 42)  = ot (Ida,  12 02 ) es 

isomorfa a ni  tal que 42)  = 0,42)  = O. Y se repite el razonamiento anterior 
tantas veces como se quiera. Resulta; 

ol" )  = nt  * (Id — 10( I ) )* . , . • (Id — 1'101) ) 

= nt  *((Id-1¡II I) )o...o(id — l."/i1" ) )) 

es deformación equivalenle a ot  tal que otS")  = o, ..,,o 	= O. Por lo que 

01 	= *En (Id—E910 ) debe de ser deformación tal que or = 0, 	= O, ..., 
i.e., n'ts' debe de ser trivial e isomorfa a oí . En efecto, veamos primero que la 
composición fr.., (Id — 190) tiene sentido; 

1-17_ 1(Id — 190)(x) E At  Vi E At , pues 
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Il 	(id - 1 ,0(1 ))(x) 	- 1.111('))(,•) 

(id _0(,))(,._ 
=in+, 	ii,p),;("“),,,, E 1"..1, 

i.e.• la suresidu ( 	(Id - 11(0 )(x))„ es de (;auchy limpia en la topologia 1- 
¡Wien, y como .11  es I-iidiramente complet nr,- , (Id -II/340 )(x) E .4, (obsérvese 
que 	( Id - I' ji( i ) ) 1 t=0  = Id A ). 

iii3(i)) es trivial enes si escribimos 	= 	• ir.,(  id_ i.40)). 
f. = 	 fr„ri s (t, y) = at (f,,x, f„,y) pero foil n)(,r, y) = 

t ( fa 3., fa u) luego., 

f,„(1(x• 	- 	y) = ot(f,-.•?!, fa, y) - nt(fax, fay) 
= 	a t(froj'--fn ,r• 1,,y) 	( fax, f-av) 

-o (fa , y) 
= 	a t(f,x 	faa  y) 1- ot (faz', 	- ¡ny) 

E I" At  

pues f r --f„r E1".1,. Por otro lado como f„ = 	+ 1 4" )  + t2f1") 	. y f„ 
converge limpiamente a f 4" )  = fi O < i < o, asf que: 

1) 	= .frvát(r, y) - 	n4 Y) 
= 	{51(1, y) - 01")(0,,Y))-1- 	/ir ) hit (x, y) - "1")(j', y)) + • • • 

4.1"- if,1")1 {ad; y) - oi" )(r, i)) 4-  In  n 

pero (ir  (r. y) - o(" )(t, Y) = 	y) + Ici  (x, 	+1211(r, y) 4-  • • 4 - 	(•,,, y) -1- 
1"+;(1+)1(t, y) + 1"4.WH1)2 fr, y) + • • 4 = 	(x, y) + • • • + 4" -11n- I (x, y) 4-  1"s 
y sustituyendo; 

I) 	= ta (ir, y) -1-... 4- 1"-I  tia- (,r, y) +1" 
fl")a,v, 	+ i3j1")(12(1t,11) 	• + 1"f1")au -1(11, y) 4-  r+1  fi S 

4- 	+ riti")111I 
+1"411;1" )iti.2(x, y) 	t.2" ». I  f,In  án  -1 (X, y) -1-12"f,,-1,9 + I" II 

y si suponemos ir, y E A; 

1) 	= (31( 2,41)1 + {112(0,41) + .1.19fi1(x, 0)12  + •••4- 
ian-1(x,V)+ -2(*) i(• r 	+ • • • + flan-11;0W -  I  •4-lnyt  

pero sabemos que I) E ("Ah  lo que 

= O 

112(x. Y) + /1")61(x, y) = O 

ri„..i(x,y) 4- fa 	Y) -1....  + fi 	- i(x,11) = O 
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de donde 

rií (3r,y) = O 

(12(r , y) = O 

Y) = O 

para iodo o > 2. Por lo tanto ót  es trivial e isomorfa a oh  y así A es rigida. 

Ejem. 8 Las ;i1gehms separables A están caracterizadas por el hecho de que 
/I"(A, M) = O VA1 A-binuidulo y Vn > 1 (113], Lenta pag. 206 y proposición 
pag.208). En particular las álgebras separables son rígidas. Y así las matrices 
Al„(k), las ;i1gebras de grupo kfG) con G grupo finito de orden coprimo con la 
característica de k, las extensiones de campos E D k separables son todas ellas 
rígidas. 

Se pueden decir algunas cosas cuando se extienden los coeficientes de k a un 
anillo K más grande en un sentido similar al teorema 4; ¡mg. 18. Precisemos, 
una deformación ni = n 	 de la estructura asociativa a de A ¡tenle 
pensarse como una deformación de E Wk A de la siguiente manera: cada n i  : 

x A —, A es k-bilineal, entonces induce ui  : A Ok A 	A, k-lineal, de igual 
(oria p : E Ok 	—u li, J: ¡I,  14 ;Ex', Luego existe (E ®. E) 19k (A Be A) -1  
E0k A, k-bilineal y además (E Ok A) x (E cok  A) -4 (E 0k A) Ot (E (9k :1) ti 

(E Ok E) 0k  (A Ok A). Es decir, tenemos inducida 	: (N 	A) x (It" ok A) 

E 0t, A, (3, 6  a, x' C9 al 1—/ 	oda, al que resulta E-bilineal. 
%mentos que ot  induce át  = 	(d i 	 Probaremos que 

( 1%. 	A),,iit ) es deformación de (E 0k A, 	cuando (A1, ot) lo es de (A.n) 

Observación,- Si (At , oi ) es deformación del álgebra asociativa (A, a), extendi-
endo coeficientes aEDk anillo conmutativo unitario resulta que ((A(ii;  E)t • ni 
es deformación de (A Ok E, a), 

Dellb- Sólo hay que verificar las «unciones de deformación. Sean a, b.c,C 

A,  r,y,z E E; 

iidilda 	b(±9 p),r0 	= Z E i,;(,0,0„)oxyzi" 
ea 14-jr.re 

mientras que 

t„, („ 	(i r  (b o y, e o :)) 
	

d a , n1(1, e)) 0 .ryz 1" 

y como se cumplen las ecuaciones de deformación para o t , ti t  resulta asociativa. 
Veamos el comportamiento en cohomología. 
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Teorema 7 .4 una k-álgeinn, Al un k -módulo. 
iJ Ktislc un k•inorlisnio K 0i,; (..".  (A, Al) --> C' (E 	A, N; K ok  Al) lid que 

es isomorfismo, si 	k (T'elisión dr campos Jinda. 
ii) Si E J k crksisidri 	catetos 

11'(A, Al) tt //'(k 0k  A, K ; E 0ik  Al) 

Dem.- 

i) 1)elinintos; 

K 	C" (A, Al) _u 	 C"(K Ok A, E; E 0k A) 
'4" E Ok A 

(ri 	,x, o (I n ) 	3!i'i 	g(a l  ...a„) 

y hien definida y es K-Inultilineal por lo que xOg E C") Ok A, E; K 0k A). 
Veamos ente i es modismo de coeitelenas: 

, 	, 
(1 	)(x 	9 )11 	(12— • , 1 C')(1,14 i I + 2_,( -1 )- ur 	1 0 aini+i • • •)+ 

	

(-11"."(x c-')9)(1  6>nt,••••10 ad(' 	aa+i) 

= 	(I 0 	)(3* 012, • • • ,an4 1)) 

/2( 	 -I- 

(— I)"(t Wat ,e • , ongl (9 <1.4.1) 

= 	((S" 9)(o; • • ion) 

por lo tanto 6"(x 11) = 	iS"g, de donde, 

Ok C"(A, A1) 	C"(E.  A, E Ok E 0 M) 

Id (;,: S" 	1 	("" 
	 6" 

K 0i;  C"+ (A , M) 	C"+I  (E (;)k A, E 0k E 0 Al) 

Exhibiremos abra el modismo inverso de 1,%. Supongamos que 

es base ele K sobre k y (mi)i lo es de Al cobre k de eal manera que Ixi ornjki  

es base de E Ok  Al sobre k. Si ¡ E C"(E O A, E; E 0 A), definimos 

!(1® 	e • • • , 	flee) = 
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con y, = 	, a„ 1E k y !B,i = O para casi todo i, j. Luego tenemos 
definida 	: :1" 	k, (a1 , 	, a,, )14 y;  j(m,...a,,) función k-multilineal. 

	

f (I o a , 	, I o a„) = 	Xj Mai,— a„) 

coa 	= 	:.1" -4 .1 función k-multilineal. 
Se pone 

0„ : C"(K ok A, E ; 	Al) -4 E 01, C"(A,M), 0(f) r= >24 o fi  
i=1 

Veamos que O H  es, en efecto, el inverso de IP„. Para f E (:"(E ok A, E; S'Oh Al), 

r 	fa(I 	c;;u„) = L ti o 	u„) por definición 

= 	f (1 o a , 	,1 a„) 

i.e.. E;  1; 1') 	= f, según la notación dada en la definición de 0„. Por lo 
que: 

on (1) = 

= 1  

además, si o E C"(A,  Al),: E E , 

(.1:c.)9)(10 	 rz. 	Og(ai ,...,a„) 

E iriOzig(01,—,(1n) 

d0111:11! 1! = 	zi E k ; 

0.0,,(T o 	= o,. (. ca e) 
i„ 

= 	c!,)g 

= 	rcl o • 

fi) Del inciso anterior, IP (K o (7 (A, M )) 	!1'(K Ok A, E Oh M), junto 
con E Ok IP (A, hl) 	( E r (?'(A, Al) ), (lema 6.1, pag. 195 de 1171 para 
colmmología). 
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Ida no rigidez se VOIISIIVil cuando se extienden coeficientes, en extensiones de 
campos finitas. 

Teorema 8 Sea k k extensión Ihe campos finita y con caraelerislica cero. Si 
(ilho t ) ea defarnuuddn USOCH1111111 110 isomorfa ut ¿a /ripio/ entonces ' ,Titubeado 

uoefictentes a E, ( 	yrk 	) fill11110r0 ca i.5011101fil a /a Iritriat 

Dem.- 
=a +bi t  -{-1202 +... 

Según la demostración y notación del teorema 6, pag. 22, 	> I tal que 

e kerts1, 	I) 	pero oln-1)  = o + lnor I  / 	+111 1-...+/"+/—o;:' 

isomorfa a o t. Pongamos 11 = 01n-11  y extendamos coeficientes a E: 

= 	+ 	1  + /114'10Z7tI)  + 

Or 	+ iris ál E 11 2  (A, it) y es no cero, por lo que E t8 (ii;:1-11 ) E E ok  
11 2 (A, A) también diferente de cero, que vía el isomorfismo E 01, I12(A, A) c..-

11 2(li a A, K 0;t, A) va a dar en (I w oril, luego también es diferente de 

cero, i.e., 	= I 0 al,' 1)  Cf im 51 . El teorema quedará probado si antes 
justificamos: 

Iliorenta O Si (A1,01) deformación asociativa isomorfa a 111 rrfuial con 

= n +1"th, + 	+ 

entonces 	E im 61, siempre y cuando COIYIC k,(' n/ . 

Para probar éste se necesita algo de preparación. 'Podo lo que resta del 
presente capítulo se dedica a éste objetivo. 

Obsérvese que si ot  es isomorfa a la deformación trivial existe un isomorfismo 
In :7- Id 4- M I  -1-1211 2 + .., tal que n = o, 4,  he  Le., 

it tit(a,b) = nt(ht(0),br(b)) Va, b E A 

Si ponemos a,b E A, desarrollando en series e igualando coeficientes ésta 
ecuación es equivalente a: 

h 	(a, b) = E a; (hi (a), 111(0) 'u> 1) 
i+j4t.ut 

donde 110  = 1d. Sualltayeado pu = n : 

hit a (n,b) = oli(hoa, hub)-1- E ochisi,hio 
ifi=n 
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o in yue es lo mismo 

„(a,h) = — 	1,6da, 
>11 

V similarmente para tit < II 

51  h„,(a,b) = 	hiahib 
j = 
j > O 

En notación producto copa: 

—E • 4- •= J 

	

h. U h 	5111„ 
i,j > 0 

—I: 	= ,„ hi U 	, I < !ti < 
>o 

Observemos que para el raso n = 1, de 2.4 se obtiene el teorema a demostrar. 
Así que el problema es cuando u > I. Según 2.1 basta con demostrar que la suma 
que aparece del lado derecho de la igualdad es una 1-cofrontera. Probaremos 
que para n > I las ecuaciones 2.5 forzan a mie esto sea así. 

A manera de ilustración examinemos el caso n = 3. 

Lema 5 Si/11  r5 derttqlnáll. h i Uh i  = —5h2  y varar I; 	3, entonces 111 U /12  4- 

h 2 U hi 	una ny-ron/cm. 

Domo , 

h 2(IdU Id) = —5112  + Id U 112  + h 2  U Id 
= hi  U + idU h2  + h2  U id, 

h h 2(Id U Id) = hl U /41 + /17U /4 + /1/ U 111/12 l hi U /12 +112 U/11 

+hl /12 U Id, 

—5(111/12) = h i  U/1¡ 144 + /11 U h2  + h2  U hi 

pero hl( /dU 114= Id U h? + 361U h? + 	U hi + 11? U Id o equivalentemente, 

=hlUli + h? U hi . Por lo tanto, 

Id) —5(111 /1 2 ) = hi U112  4-112 U hl 

(In  = (2.1) 

(2.5) 

28 



En lo que sigue se mostrará que tal arguimmilo puede ser generalizado. Para 
I() real supondremos que 	::1 	 1,2 	 u son k-lineales tales que 

satisfacen 2.5, pag. 28, cm n > I. 

Lema 6 St f, y : 	flinciorics k-iintlihs y I < in < II ; 

//m(t Lig). I u h.g + 114 Uy -I- 	L 	h„f L'huy 
>II, e,  >11  

b,„(f Uy) = —61 1) 5,(1,g)+ f U h„,y + hni f Uy 

h„f U kg + JU h„,y + h„,f Uy 
+ = 

11 >0,a> rl  

II) aquí en adelante se supondrá que los subíndices de todos los h son posi-
tivos. 

Para abreviar, pongamos 

   

E blUhi, 

U id 

Observación.- Sea 

 

jl 

 

Se cumple: 
i)  

   

j 	; 

ii) si u + e 4- tn = i entonces 

+ 
= 111- I ,V,IV+ -1  11,1,- I ,114 
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Lema 7 

m 4 1 m + 
E E( u_i

— 1 )( III  ) pli+1-1(s) ti  

1=1 	ti =1 
hi t  ...11.,„(Id U Id) = 

Dem.- Por inducción sobre in. Exhibamos el paso inductivo. 

01+1 m+ 1 

/4 • • • h.(id U Id) = L E 
1=1 ti=1 

Aplicando 	sumando sobre los subíndices tales que 	s' = s, y luego por 
lema 6, queda: 

	

...hi t 	hi,“ 4.,(Id U Id) = 
i1+ .+¡.+1 

+ I Ft1+. E  v- 
-1,4 1,111-11 + I >2 	IF,T +1-  1  (d) 

m 	
+$'=8 

+ I to + I 
1.1 	ti =1 

= E E - 	I 	+ (P:1:4+1(8) + PII+1(8) + Pli.i-41+1  (8)) 
i.t ucl 

	

era+2 	 tri+1 m+1 

	

E 	5.21+1  (S) + E E 	,I11-11 + I l'It 
m+It‘.1 

1=1 to=1+1 	 1=1 ti=/ 
m.1.2 m+2 

- v+2Prk  (S),  
2uck  

pero la primera doble sanatorio es 

m+2 

> 	E 	P111(8) + E ( '" 2  )1,14-1(,;) tl _  
1.2 w=1+1 

+ 1 , 

E ( 	)p::::1(s) 

mientras que la segunda doble sanatorio es 

1,1+1 m+ I + I 
111 	m+l E y_', (1,"..,,,_,,,n_„,,,,„"+,(s) + E ( „_ , 

30 

(2.6) 

1=2 u =1+ 1 	 ei=1 
m+1 

4. 
E  ( 1 _t/1 	pri +I (s)  

=1 



y la tereera doble smaintoria 

m+ Im 4.1 	 m+2 

(8) + 	(. 1:_u  2  ) 	(8) E E rm 

k.2 u=k+1 
,n4-1 is, 	k (,), 

- 2 	k  
/:=2 

Susi iluyeado en 2.14, pag. 30, 

hi,...liG,+ ,(1.1u 1,0= 
fi+ 

m +I m+1 

+ 	I .1,, 	+ I + CULI 	)111  4- 1 (N) 

m + I 

+(( ,,111 2 	+ 	1 ))1)114.1 	Plin+1(8)  

+1):::.41.1(8)+1):::-1122(8) 

= 	E rej:-+11,1- 	+1(s) 

1=2 w=141 

m+1 	111 +I 
+ 	„,_ , Pririn (5) + Ir"  (S) 

::2  +1 +E  ( /II + 1 ) m+1 ( z.  ) 
- 	h  

1.2 
m+I m+1 

=E ,:i.11,,,,„._.4.0c+1(,,) 
1., 

( 111  + I  ) 2: I" 	 I 	I '11+2 	I'm+ k^/ 	l',+220/ 

m4-1 .( 
L ( 
1=2 
111+1 z  
1=2 
'11+1 	m+1 

_,„ 

( 1 — 2  

+ (1-2  

))/124.1.12(8) 

))1,741(8)  

to=2 
m+1 

+ E  ( 	1" I ) .,m+1 ,,m+ I 	jv 1,11:1442-2(s) 
_ 	I' m+2 I' m+2‘", 1  

1=2 
m+1 

+ E ( 1 - I 
//I 1- I 

) 1  
p.*1(8)  

1=1 
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01+1 	1111 

re"E
11f

/1,1.- I 	- w+21e1.1  (o) 
er.1+1 

1,1+1 

4- 	( 	+ v, 4-  1)11112(s) 

10+, 
),e+,(,) 

1.1 
014-1 111+1 1114-1 
k—, , 	rn}I'/Z"-"" 

- 1 ,m-t/I+21)w 
( 	111 + m.11 2,11+  

1.1 	w=1 1=1 
u,}1 m-1.2 

	

„,m+1 	„J/1+1 

	

' 	
f „I , 

-/,1- 1, III -111421'w 	V/ "1” I'm +2 1"/ 
1=1 w=.1 

1112 18+2 

= 	E c;;;_+1,1_,. ,_ „,,.21e 4.1  

	

, 	(,) 
1.1 III./ 

	

m+2 10+2 	I, 	, 

	

= z ,„ 	„, _ 	I "' 1.  
1=1 wa 

Observación.- Los coeficientes en la fórmula anterior pueden calcularse (le ma-

nera similar a los del triángulo (le Pascal, como sigue: pongamos una pirámide 

de base triangular con pisos formados indnetivamente de números enteros, los 

siguientes; 
1 	I 	1 1 2 1 	1 3 3 1 1 	4 	6 4 	1 

I 22 363 412 	121 

1 33 6 12 6 

1 44 

etcétera, Los puntos frontera de calla triángulo se calculan como en el triángulo 

de Pascal, mientras que los puntos interiores se obtienen sumando tres números 

1%4:textiles del piso anterior. 

'reoiromit 10 Si la eamcfcrísliro de 1 110 divide a ni, 

E /ti  U hi 	 st  //,„ 

i+j=0 	1=2 	+- +i, =n 

donde lodos los subíndices son positivos. 
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1)oni.- Sea S la suma 

S 	 d u Id). 
1=7 

Según la fórmula del lenta 7, pag. :10, 

	

1+: 1+1 / 	\ 	• \ 

= 	L-iL 	( " „_;,\ u_i)i>") (u), 	(2.7) 
1=2 	j=11i=j 

veamos como aparecen los términos pi,P-1(n). Lo hacen de la siguiente halita, 
(con ciertos coeficientes), 

pl 	1)1 

	

PI Ps 	
P2 P1 P:1 

• Pa 4 	Pa P4 

	
PS 	• • • 	PI 	I 1 

PI 	P11-1 

	

1/1+1 	1  
P
,11: 

21-1 	7/-1 

P.41 

	

de donde todos los sumandos del lado derecho dr 2.7 tienen la forma 	con 

	

O < tu < I. Y tal ',lit' se repite u; veces si no es de la forma 	ni de la forma 

p1.4.1  ni 113, con coeficientes 

	

( 
	

)( 1 )' (W7 ( 1+11-w )( 	). 

	 ((1 +119 - 	) 

es decir, el coeficiente de pllir en la suma del lado derecho de 2.7 es 

j=o 	

( 	I r,  (-1)0M 

— ur j 	1 

pero ésta suma en nula, como se demostrará en el lenta siguiente. Así, 

vs"1
1  

S = 	-7--(1)
i 	

Pi+1 ) 	2• 
	 (2.8) 

1=2 

Por otro lado, 

«hi, 	= dU 	—.114  — 	...14,(1dU d) hio 	hit  U Id 

por lo que 

L'u  —"L'  	 PI — " 
É  (-1)1  / 

1=7 	 1=2 	 1=2 
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-11.1 

— 	h¡U bj 

i+.1=n 

Lenta 8 Si m > O, O < I < tv, rtiloners 

111 (-I)' 	I 
--k-- (k-w)( k  1)-

- - 

I)em.- Senil 	, 	Ion n funciones simétricas elementales eu /I variables. Se 

cumple que, 

s„-p(nli + 1, — , tu,. + I) = E 	) 	, in,,) 
	

O < p n. 

Sustituyendo ti = 1 4. te, p = 	se obtiene 

O= 8.(0, 	 = 	) 	 01 

- I i=1 	 1+1 tv 

( 1 )i  , 

(-0"-iou  + 
(i-1)4(1+ 	- 	+ I - us)!' 

cancelando 1 4- 1, 

O = (i- 	tv i)!(i + I - w)I 

batiendo el cambio k = i + 1,1' = + 1 

1 +11? 	 - 1)! 
1 1+1 (k 	I')!(I' + w - k)!(k 	tp)! 
4. 

k 	) 	I' ) 
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Capítulo 3 

Deformaciones 
Coasociativas 

Siguen ahora los resultados duales a los del capítulo anterior para coidgebras, 
(pi), pag. 54). Las demostraciones de tales resultados no son precisamente 
dilates a las del caso asociativo. Son más bien consecuencia del caso asociativo. 
Lo que sucede es que para el caso coasociativo hay un producto de convolución 
involucrado que es asociativo, el cual da información sobre el coproducto debido 
a que se trabaja con series de potencias. 

Teorema 11 .5'updtigase que /o terna (A, (S, c) es una k-corilgebm donde 
COMIlUiplielleighl y r cs coi:ni/hi. Si (Ah át ) es deformación de (A, 4) entones 
t, luruc C011116111d. 

= 111(h659t)St 	 (3.1) 

Para ft, 9, E Hoink i (A1,111 ), donde a..)91  es la única extensión (-continua de 
ft  ogg  a AiAk. . 

Per' )  "") isla f E lloink, (At , (Je ) tiene la forma ft  = fa 6ti f2t 2  
donde h E //ottik(A,B), V i, se sigue que 

ilotak,(A, 	nt (11014(A, 14)), 

como k1-módulos. Vitt tal isomorfismo ( lbank(A, 11))¿  tiene una estructura de 
k1-álgebra isomorfa a la de II onik,(At , Ili). Además para f, i E II ornk(A, II), 

Dom.- Sea ti = u A la k-álgebra tensorial de A con 	k --> 	tuorlismo 
unidad, y pongamos 	= (OkA)1  con producto fit  trivial y morlismo unidad 
uf  : 	lis . Resulta que olnk s (A1 , 14) es k1 4Igebra con producto Is  dado 
por convolución: 
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si tuteemos 1 = o en 3.1 se obtiene yo(f,y) 	f 9)(3, que es producto asocia- 

tivo unitario 'le ilayilk (A, /1). Es decir, (//uni k ,(A / 31/ ),1") es deformación de 

(lIoik (A. /1), lo ). 
Siendo que 7,1  tiene unidad Si , 7, i.i11111liell limo Unidad rt, (k0.1, 

pag. II) tal que eo  = ul 
ENIendailios r 	los productos tensorialtis /1""' = A6:)1; 	A de manera 

n = 1,2,..., y entonces a la :mina directa II = (1);;1..0 A"'', (An' 	k), 
luego a /1/  de manera kulineal . Ahusando de la notación, denotemos con t i  a 

ésta última extensión; u /  : lit  --o 

qq : 	k, de tal forma que ur ts  el  E ilionk,(4 10, y cuino ci  unidad, 

unten = 	Hitler el) 

= MatttrAct),51 

en particular, si a E A, y ponemos (Mos) = 	 (límite de sumas en 

-ii),IEkC13,  

fici(u) 	= 	fit  (( s e'  (mi)  ) 11.:(a".4))) 

= (1e1(ap))e(°120 	 (:1.2) 

además de que 

'Mut/  f ejurr i catl / (a) 	= /1/( (tet("O))l ,tcf(11(2))1  ) 

f1cd(1111) (tet t,a(2))1  

= 	tt( (tet(11(1))0(0(2)) )1  
= 	fl(t / ed11)1), por 3.2 

= (i(et(11))1 

ime r i (a), Va E A. 

Se sigue que 7t  (in r e  ch  tut ea = 	i.e., tiql't es iilemporente tal que 

11=11 = lueo 

= 	(tu) 

= tu 

pero también et es idempotente y yo  = ur. Entonces por unicidad (lema I, cap. 

'2, pag. 
= el 

lista última ecuación implica que 	m hei  es mullida(' para áf  En efecto, o3;s É 	 i 

a E A, ti (a) = m1)rI)a(2)  mino antes, i,tr  : A, ti /4 inclusión, entonces, corto 
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= 	• 

a 	 oi:i) I 

/I( i / et  (in 1 01 	(1(2)) por 3.:1 

40000'421 

se sigue entonces. en k i 	Ai . 

1 	= (terbio "(2) 

l e l  ,......,)1•1)St (a), V a E- .1 

o equivalentemente, y, = (e,e /  ,..)111)6i . Donde qi : .4 	A, isomorfismo 
canónico. 1)e manera similar, q 2  = 	tii 

La demostración del dual al Leo. 2 del capitulo tisociativo, img. 17, es 
también dual. Nótese como es claro cual debe de ser la definición de mi morlismo 
entre dos deformaciones de un coproducto. 

Definición 14 Sra A un k-nídido can coyinduelo coasorialiva S : A --s AOk  A. 
Si ál,e5:# sao dos difamaciones de 1, un modismo milis estas liefOr111(WitnIt'S V.S 
uno función ft E Endk, (Al ) lid que fi 	= /d A  y además, 

C.' 	1, 
A, —4 At c,ik ,A, 

S: 

Teorema 12 Sra (A,1) una k•eadlyelna, (Ab Si ) debe:marido. Si el cumulado 
tiene cotaiidad «lamas exisle (ala deformación de A isomorfa a (A,,61 ) lnl 

que también lietir n «luna totalidad. 

Dem,- Sean, q, : A, --> Are:),,,Ai isomorfismo canónico,,, connidad de 60 , 
A l 	definida por 0, = qi-1(rJ)/diá. Entonces, 0, es k,-lineal tal que 

Oa = blA Y 
= C;30 /  07 

define una deformación de 6 isomorfa a ht . Veamos que c extendida a Ai  es 

cantidad para 
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Para II E .1, pongamos 41) 	o(I) 	crol, 

rOi(o) = r(r t (o(I))/i9 

= /,(0(1) )((09) ) 
= ri(o(1)01(21)) 

= 	(,(11), pnrs t es counirlrul ¿le 05. 

tOi 	(o. Luego, 

((¿id)(01 :01 )8, = (a), Odát  

= (IdtT)0 / )(rMr1)át  

= (Id(7)01 )qi 

= 	I ei.) O t  

("D'IN = l(T)Ot 071  

= q,. 

Similarmente (/4101, =112. 

También se obtiene una propiedad análoga cuando se tiene a la vez es-
tructuras de álgebras y coágebras que son compatibles entre si. Las llamarlas 
biálgebras. 

Observación.- Si A es un Imnódulo entonces iironk,(Ar Oh A,, kr) 11.' 
( Ilorsik(A Ok A, k))t . 

Dem.- Si f E lioni k ,(A / 	11,,k,), u ob E A Ok A, entonces la ecuación 

f (a b) = 	MI: (;) b)(i  

con Mit 06)E k, define el elemento 	lit' de ( Holnk(it tYl, A, k)li • 
Recíprocamente, el elemento 	he de (ilonn,(A Ok  k) ), define a la 

función de nornk, (Al  (i)k, A,,  kt ) siguiente, 

®k, Ar •—> 

Ei.iout" o E—, bir" 	E,7-0 	f 	°I''')1" 

Teorema 13 Sra (A, o, u, á, 	una k•bidlyebell (i.e., (A, o. u) dlytlool asocia- 
h eti uailaria, (11, ,i,t) «M'Ora, donde á y r son k-morlisruos le í/frílas uní- 
logias). Si (At ,ot ,tit ,át ) es una difitinueián de (A, ,u,S) etilonets 	Inuibiási 
tiene una counidad et  de id forma que (At ,oh uh át ,i t ) es defornowión de 

(A, o, u, á, (). 
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Dem.- Por teorema I I, 'mg. 35, tt  tiene «atildad r,. Por demostrar que 
un morfi:uno que respeta el producto rti. 

El producto tensorial, 	t.ok, 	tiene una estructura de coálgebra ,.0asocia- 
tiva dada por 

llt = ( Id .7 o I d) (So  

donde rr : .41  IM.111 	SWirell. Lino, como antes, II mak,(A1 :kt•'I1111) 
tiene una estracilla de álgebra asociativa con producto -rs  dado por convolución, 

(h.9t) 	(')llait 

vía la identificación 1;1  Ok, ke 	kr ,  y  con cutuaidial rr  tl tt • 
Por la observación ininediai a anterior, ( 11 	 A1,k1),It ) e8  defor- 

mación de ( iiIntik (A Ok  A, k),It 
tu es unidad de ( II tank(A 	k ) , 	si 0 ,1,  E A y .1(a) re «(,)(9  

(lo) , ,5(6) = b( , ) ,.)G(2) , 

lo 	gla <9 6) = co (a(1) 	b(n),g(a(2) t>.) Ii( 2 )) 

	

= 	(01 I 1)1(6(1))91M2) 	b(2)) 

= g(((a(i)a(2) «1)01100 

	

= 	9 ('r (E) 6) 

i.e., 	(ui , g) = co, y similarmente 	(g, ro) = g, Vg E Ihnuk (A Ok A, k). 
: A, Uik ,  At 	h es 11(9111)01.mile con el producto 71. En efecto, para 

a,b E .4, pongamos á, (a) = 	)(.a(2), (6) = 1.10) b(2 ), 

( i nt  o t t ot )tit (a o 	= (wi t 	t ot )(1d o n-  Id)81 (a) br(b) 

=. 	((int 	ou )(mi  ) 	bu)) 	b(2 )) 

	

(tí-tibio 	1)9 (I 0(2),  6(21) 
= 	t e ( m(0, b)1  1  )(1 ( lb (a, b)(2) ) pues Si  es de álgebras, 

= c,('t(ot(a,G)(1))ar(a,6)1e))  
= ri(oda,b)) 

j.c., 

11((int,(ini) = (11010 qat)14 = (in,. 

Así que c l at  es idempotente tal que qui 	= «t unidad. Pero titnibilti t 0,1  
es idempotente. Entonces por unicidad, (baria 1, cap. 2, pag. 14), se sigue que, 

.t o t  = 

o lo que es lo mismo, ri  es Morfi:ano de álgebras. 

En el caso asociativo, deformación de invertible es invertible (Leo 3. cap. 2, 
;mg. I7). (10mo una aplicación de tal hecho para el caso coasociativo se obtiene 
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que deformaciones de ano(1)odas signen siendo antípodas. en la categoría de 
bialgebras. 

Teorema 11 .Sea (A, o, u, O. a, q) una k•dyclon de //mj, donde q es antípoda. 
(A,, 	, ás  ,( I ) cs una deformación de (A, ir,u0S, ) (Monees la defOrmación 

tombiísi tiene antípoda. 

1)ent.- Una vez unís, Erulk ,(Ad tiene una estructura de álgebra asociativa ceo 
producto dado por convolucion. 

(./hg) = tistfr;fiaár, 	fit E Al 

que en 1 = O es el producto de convolueion de Endk (A). Y como Endk,(At )rr 
( Erok (A ) )1, se sigue que ( Entlk,(Ai ), d, ) es deformación de ( ( Endk (A ) )1 , do  ). 

/d A  E Enilk(A) es invertible, luego por teo. 3, cap. 2 pag. 17, IdA E 
( Endk(A) ), sigue siendo invertible lo cual es equivalente a que 
HA , E ( Emik(A) )t  sea lucen ible. Es decir, existe una antípoda en la defor-
mación. 

Así que para deformar illgebras de llopf sólo hay que tener cuidado del 

producto y del coproducto. 1.a tinidad, counidad y la antípoda se (Milan solas. 

Corolario 1 Sea (.4,o, u, é, r, y) tina k•d/gebot de /hm! Si (At , 	es defor- 
mación de (A, o, é) entonces,ristra n, unidad, e l  counidad 0  qi  antípoda tales 
que (Al, oh  t4,51,rt,q1) cs 	nr de I/opf, deformación de (A, o, u, á, y). 

Antes de dar la condición dual a las ecuaciones de deformación (2,2), pag. 
19, veamos el dual a teo. fi, .7;11).2 pag. 10. 

retunina 15 Sra A una k-cod/octio con coproducto 8, k ron corucleríslica celo. 

Sean 1.4 E Endk(A) tales que f og=gof,áf =(f 	+ Id® f)‹i, 	= 

(y 0 Id+ Id 0 g)(5, Entonces 

1 	 I" 
br = 	

I 
0!/).5  + —

2!
U 2 0 91,5 + 3! 

C.5 Will deformación de S, donde los oponentes die f y y indican eompostmón. 

Doin.- Primero obsérvese que valen las fórmulas, 

sí" = 	)(.1"-i P)s, .59" =17( n. 	g"-i)(5. 
j.0 

(3.1) 
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= L» E 1  (°-1  

„.o 	1re,j=0  (11  Mi! 

r, 	1,11.-j 

(I 	f 	)(1,1 vAlS (u — j)!j! 	I 

$4 —1 

fi!" y"-1)(I d 0196 

Ahora, 

Mtit  
u .0 	i 41=,1 I .j  

i" 	7i-1(id (fi o y 9)(r 	g i)8 

E E  (1' o (fi (!i"),Sll')4 
rt  

1 	, 
Et" E ,--,-,„tr‹.. (fi ogi )(>1:( ii  )(91  o gi-1 )(11 
ta.0 	i+j.ti '9' 	 1.0 

1,.., z(i)  • „ 
1 	(I' 	(fi g' op- i+Iphs -4,..- rui n.o 	;4. J.,..-,, 	1=0 

Ihra —I 
= N~' pr  

(u 	I ( 	1  ) (1"-i `.,) fi!" g" -1)(Id 6)á 
n.o 1.11,i=o 

E )(f" 4  l'al  o g')(1 41 0 ,1 ),1  
"=n 	i+j=n -' • 1=0 

i E, E  __L\-(i ) (f .+,- , ,,,i f1 o gi )(8 1—, I 

e 	p. TI  ( 	ofil)(1,(;)(1' 019 c!) gi  )(5  
11.0 i+l=n 	 1=0 

i"7:-"( (I' 0 g.96.11 ) gi  )8 
n.1) 	i=to 

1  Ei" 	E 7-71 1( (fi 0;116 0 N )( f i ( gi )i.  
n=0 i+,1=ni•j• 

(51  0 /Me  

4' 

111 i. n=0 ü7=n 1=0 



Ejem. 9 Sea s/..1-  el conjunto de matrices triangulares superiores de traza cero 
con entradas en los números complejos. .stt es una álgebra de Lie. Denotemos 
con 1/ 4  a su álgebra envolvente universal. 1 9-  es una coálgebra con contultipli-
eación S. const ruirenins una defornnuión no trivial para la i•sullgetwa 

:out() 
x _(0 	 \ 

— k o oj' =k0 —1 

son básicos para sI 2 , los monomios (X' IP )00,i» forman una base para // 4' 
segtín el teorema de Poinearé-I3irkbolf-Witt 

Tomemos , v como un par de números complejos fijos. Definimos funciones 
lineales f,g 'lomo sigue, 

f : ti+ -4 11+, f(z)= 7X:, g : 	1 4, g(z) 	PZI1 

Veamos que f y y satisfacen las condiciones del teorema 15, pag 40. Que f 
conmuta con g es obvio, y 

Sy(z) = vil(;)(1(11) 

tnI(:)(11 ,.;) 14- 1 .:)//) 

mientras que 

(y t Id + id O g),S(:) = (1d0916(:)-1-(yoid)sw 
= 	i)  :mi/ 4- m-(1)1/ 0:(1)  

= 	v8(:)(1 o /1) + vá(:)(II o I) 

= 4(2 ) 

así que (y o Id 4- Id O 	= Sy. Similarmente (f O Id + Id o f)S = 
Estamos en condiciones de afirmar que 

1 
ift = 4- —(f 091 + —

2!(f10 9 2 )4 —(13  93 )8  + • • • :I! 

es una deformación de 6, según el teorema 15, pag. 40, Por ejemplo, 

4,(X) 

X01+10X+ (f 0y)(X e) 1 + 1 X)l + 	g')(X o 1 + 1 X)/' ... 

= X 	1 + 1 X + (7X' o vil +IX (1)//X)14- 1.1(72X3  01,2 /12  

+72.V 2  1/2 /12X)12  + k(13X4  Pan 3  +73X" v:9/3X)13  + • 

= ei.voidirGy o  o .1_ ,,-IXI/viit (I 0 .y ), 
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(N)  _,,.-ix<::wil á(x)  

y similarmente 	
.s,(II) = á(It),:hvow". 

Ejem!. 10 sfl ,II+,e romo tul el ejemplo anterior. Sra r: E sg.  lijo (Mi.) = 
J'O 1 + I 	al Se definen. 

f 	--> 1/ .1 , f(=) = 	y : 	g(z) = 

I,a prueba de (me y es entlerivarbía ya sr hito mi  el qjelliplo inmediato ante-

rior, f es también coderivación: para E U+, 

(f c..) Id + Id 	f )6(z) = 	(Id ci) f + f 	Id)(:(1) 6.-.,  

= 	[r,:(2)] 	rt,Z(1)1'..5.:(2) 

Ctj (rZ(2) — Zuot) i (I:(1) — :(1)./;) 	:(2) 

(5(1)(Z(i) k):(0)) —(:(1) CO:(20.1) 

hf(r),5(:)1 

= 

"- f(:) 

Por lo que ésta igualdad se cumple en todo U+. Verifiquemos ahora que f 

euluma;t con 9. 

9.f(z) = 9Írt 21 

= 9(r:) —9(:r) 

= 	— VT.:1 

= 
= pf(x,r) 

= fg(:) 

Y de nuevo, por el teorema 15, pag. 40, se tiene una deformación ál  de 4. 

I'ijentos r. = II, p = y calculemos, 

41(X) = 	s(f' tV)(.\' v 1 f I E) .95  
i=a t• 

	

= (X 	+ I 0.Y) +• 

	

.Y 	

01/)1+ (X 0 // 2)12  

I E? X, 
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y por su lado, 
(W11) = 11 ,.D I + 1 (..? 11 

Tal á, tiene más propiedades. 'fomentos la restricción de ál  a s1.4, 

(5, Lee ; 811 —3 	1.1r4  

Cnnw 
1,5,( 11 ) , (X )) =111,.V1(!:, e ill  +1 0 111, X] = ádll,Ni 

ár 14+es un modismo de Lic, el cual se extiende a un modismo de :Ogebras uni-

tarias A, : 11+ -4 11,4" ok  (.1,4" y éste a su vez a un krittorfismo de álgebras 
unitarias At  : 	14+ 0k I/,+. As  sigue siendo coasoriativa porque en 

Al (tP) = AVIV = 61 (I1)i =41 (W) y A,(X) = 41 (X), en consecuencia, 

(A1 C.: id)át (X) = (A, 0 1d)(X e.11t  + 	X) 

= 	0 1,1)6,(X) 

= (1,10M8t (X) 
= 	(Id® Ai)át(X), 

i.e., Ai  es coasociativa en X, y claramente loes en 11, luego como X.11 generan 
como Imílgebra a 11+, se sigue que A, es consociativa en todo U+, pues si lo es 
t'u x y en y, entonces lo es en :y. En efecto, 

(hl 0 Ar)A1(xy) 	(hl át)Ar(x)át(y) 
= 	(Ji! o M(G!  (i)yo) 	3.(2)110)) 

=OV411 	¿Ir (3,(21)át (,t0)) 

= 	(x1110 41( 3'00)04o(o át)(Irm) 

(A/  0 111)A i (x)(ái 	idiA/  (y) 

(A, c /1/),Ii(xy). 

Por lo tanto A, es 11/10 thfOr11111170511 de la bidigebor 11+ , 

ObliOrV110i(01.- 
i) sil-  110 es setnisimple pues si (, ) denota a la forma de Eilling, (X, X) = O, 

porque adj(X) o adj(X)(X)= O, adj(X) o adj(X)(1/) =11. 

ii) Supóngase que A es una kdáálgebra y qué f ,y,át  son como en el teorema 

15, pag. 10. Consideremos A, 1...011 deformación trivial del álgebra A. Una 

condición adicional Para (Pie á, resulte un morlismo de králgebras (es decir una 

estructura de biálgebra), es que f (,) g : A0 A --) A (!) A sea una derivación. 
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Dem,- Srain .r, y c A, 

‘—‘ 
41(1)61(Y) = Z., E., 	

(fi 

	

75 	Y )4( 1)(f i  Y))4(Y)1"  

n=0 ¡+j=n 

)(f" —" g"-1(.11(1" 0;•ll"),s(yll" 
n=0 ri.  u=0 

= 
n=0

—( q)"(á(J•141/1)1" n! 	• 	• 

81( ,'!1). 

Podemos prescindir de la característica cero de la forma siguiente. 

Teorema 16 S,:a A uno k•raldgellni ran COprOdUeill á, Sien f ,y E Endk(.1) 
tales que foy=yo f yr 

:1®uA 	 A 1+ /10k  A 

	

Id O f 	y J C.. 	J 	YOld 

.1 4 .1 ok A 	 A 2> A aya A 

Entonces 

41, 	+ I( f g),1 + 12( f 2  y 2 )(1 + IV" (:)y"),S 

cs uno di:formación de 11, donde los elporientes de f y y indican composición. 

Dein, Primero obsérvese que, 

A Ok A 

t 

1441  A ®. 11 

t 

1141  b!--4 A Ok A 

1' 

A 	• —3 A 4 --11 A 

be., áfk = (Id f )6, y similarnunne áyk 	(ok C.://110. Por otro lado, 

Os 	/d)(ft  = 	• ((11  gi )6 o Itl)(P o gil 
n=0 iff=n 

E " 	((f i  gi )8.fi 	ili )8 
„=„ 

= El" E 	91(1,10 	9 j )8  
n=0 ti-j=0 

e. E (f' 0g' fi (? gi )(S 
nr.0 
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mientras 

(Id c. ájá, E (Id 	(f ) 	 !1')1  
n.0 i49.. 

= E E, IP o IP (;.:11-9119 
er.0141.,, 

= 	(f' 0 (f ) 	gi)(gs 	1,1)S),5 
11=0¡+1=. 
O) 

= E E (f i  0 Pgi  <1 0)(1,10 6)5 
li=0i49." 

y por la coasociatividad de S se sigue que (1, es coasociativa. 

Puesto que Al (;)k i At  (A Ok /1)$  romo krinódulos, resulta que 

Hoink,(At,A1C4,,A1) 	( 	 k A), 

también como k,-módulos. Por lo que si á, es deformación coasociati va, en 
particular tiene la forma, 

át  = E 06 
t=o 

donde cada 	A, 	A, (11k, Al , i = 0.1, 2,..,. Se obtienen entonces ecuaciones 

análogas a (2.2), pag. 19. A saber, 8, = Er:::o tiá, en coasociativa Stii 

(0..oldli _ ( id:..:.¿; )6 j) = 0, u = 0,112, • 	(3.5) 

f+i=n 

1)espejanclo éstas, 

{(SiO/il)fi — (14104;)li) =625„ 	 (3.6)" 

i+ján 
i>1),j>0 

para u = 1,2,3,—, donde 

S26„ = (1d0/98„ — (Sohibf„ (/(10,,)1 — (ef„0 /JIM 

es de nuevo un 2-operador de cofrotit era en la colioniología de lloschild de LS„ 

cuino se explica en lo que sigue. 

Sea Al un k-módulo, (A,,f) una k-coálgebra, y Al también un A-bicoutódulo 
(escríbase la definición de biniódulo en forma diagramátien y luego cambiése 
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cI servido d.. las Ilvellas, se ()Inhale enionees la delinivión de lar(nntidillo). Sea 
j ; A 	,s' murfismo  de k.coáigebras. Se definen (Pi], ¡mg. 57), 

A
„a=.1('>k . 	A 

n-q,eCtA 

Ano k 

: 	A( "4- ' )° , 	I 	. 	a„) = 	. 	ni_ (.).5(ai)(;)044.1 

{f : Al —1 A" f enllanta 3.7, 3.8, 	i = 1.2, 	, n — I ) 

,4„2  tiohne041d,(„_, ),,, Ano  

(;.. f 	t 	 C" 	1' 
	 (3.7) 

	

S ci.)k  Al 	(ic< 	Al 

0  o k  

1 o id 	1 
ok  

ht,,„-neudoio nHJ 

T 1 
cidup 

Al 

(3.8) 

Ok 	 AOk 	A 	 Ok A J.V!.(i)  A"'" 

.544 	1 ) 
	

T 
	(3.9) 

Anca 
	

1— 	Al 

donde h = Mojo I d; A, p son las estructuras izquierdas y derechas de coincidido 

de Al respectivamente. 

Definición 15 Las elementos del k.naduloc'(Al ; 8, A) se llaman aroendenns 
de Mulla S•relaititisron molicie:des en Al pan: roillgelnus. 
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Definición 1.6 	111011áll10 de cofronfera de llosclidd pum rodkrbras es 

á" :C"(M;S,A) 	en+I (Af ;S, A) 

41f) = (Id o DA 4- E(-1)'á(i)f (-1)" 41(1 Id)p 	01.10) 
i=1 

Observación,- El modismo de corrontera if" está bien definido. 
Dem,- Basta con probar que cada sumando del lado derecho de 3.10 está en 

(M ;S, A). Examinemos el primero. 
(Id® f)A hace conmutar 1.7 : 

( 	0 (1,10  1))+1:1 0 Id)), = ( j o (mon), )A 

= 	o Id f)(Id® A)A 

= 	(j Id® 1)(8 ® Id)A, pues Al es coincidido, 

= ( (jO /4)5 04 Id)(Id® f)A 

(Id O j)A hace conmutar a.8 

((MODA 	1(1)(1,10 j)p = ((Id® f)A 0j)p 

= (Id® f ® .i)(A Id)P 
= 	(Id® jr 0 ,j)(Id h9 p)A, pues Al es hiconió- 

dolo 

= (Id (f ..1)P)A 
(Id o ((Idea (Id 0 háUllx, Pues f Con- 

muta :1.8, 
= 	(Id o (Id® »l'IN® f).1 

(Id® f)A hace conmutar 1.9 : si u > i > I, 

ji...1 3(i)(111® f).‘ = (Id O jiá(i —1)f)A 
= (Id ha 18(i)f)A, pues f conmuta 3,9, 

= 	1)(1i1 f)A, 

ysii=3, 

= j2(4 f)A 

= j 2(/d,9 DO Ps Id)A 
Mido A)A, pues Al es cómodulo, 

= 	(hl e,  /O f)(Id AJA 

= 	((Id a7 (j ca f)A}A 

= 	(Id 	((j 1(1)4 I d 	)f }A, (f conmuta :3.7), 

= j 2r5(2)(///0 
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(5(i)f conmuta :1.7 

(Id o (5(i)nti o Idp, = 
= 	(Id o IS(i)n{li o Idg o Ido-1)0)f, por :1.7, 
= 	((j 	1)4 o Id A.0)4(i)f 

4(i)f conmuta 3.8 similarmente. 
4(i)f conmuta 3.9 : 	I > 4- 1, , / < — 1, 

ji+18(1)5(i) f = (Ido á Id)ji+1 6(1)f 
= 	(id 01;i; I (W144(1 + 1)f, por :1.9 

= i1+16(I+ 1)1(1)1, 

si 1 	— 1, 

ji6(i — 1)S(i)f = (Id 	á 01 (I) jid(i — 1)f 
i+i 

= 	(Id oá' old)jib(i)f, por :1.9 - 
i+1 

= ji ( Ido ( 	o _)10 Id )f 
i 	i+l 

= j,( Ido( á o Id)8 o Id )f 
i+i 

= fib(i)8(01 
si I = 

ji 418(i)1(i)f = ji+1 ( Ido (á 0 1,1)60 I d)f 
= 	0 (Id o 4)(5 o I d)f 
= 	A41 (1d o Id o o 1(1)8(i)f 

= 	.h4-18(i + 116(01 

ji+2 5(i 	1)6(i)f = ji+2(1110 á I d)5(i)f 

= 	,fi+2(Id (Id o 198 0 111)f 
= jr 4.2(Id o (á o MI o Id)f 
= 	ji+1( Id ® (á 0 1 d) o Id )1(4f 

( Id o (á c;;,: d) 	Id )ji+3 8(i)f 
= 	( ido (á o Id) o Id )14.1 6(i + 1)f, por :1.9, 
= .11+26/46(i 
= 	ir+26(i + 2 )6(01 
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(J (t) I tl)p conmuta 3.7 : 

(Id 	(f (i) Itl)p)(j 	1(1)A = (j 	f 	1(1)(1(10 p)A 

= 	(j 	f t;.)Id)(A 0111)p. (Al es biconiódulo), 
= 	{(j c•) f)A 	Id)p 
= 	(( (j 	1,1)8 	Id )f 	I d}p, por :1.7 
= 	( (j Id)b 	Id )(f 0 I d)p 

(f 	Id)p 1:0Ittutita 3.8: 

(him.c.) (i) Ud 0,i)6)(f Old)p = (f 0 Id tj.) j)(1110 6 )P 
= 	(f Id 0 j)(p Id)p, (Al es comódolo) 
= 	( (f bl)p 	j)11  
= 	( ( f 	Id)p (:!) j )(Id 	j)p 

(f ® 111)p conmuta 3.9 : sin > i > 1, 

ii+16(i)(/ Id)p = ..li+1(áli)f 014 
= 	ji+i(cf(i + 1)f o Id)p, por 3.9, 

= 	+ 1))/ bi/i) 

Observación,- 6"4-1  o €1" = 
Dem.- 
0+1 bu(f) 

( Id ca (Id® f),\) ?I+ E 8(4(1410 f)A + 	(Id® f)A 	)p 
i=t 

tt+i 
Ec-1)itudwumx+E(-1)16(1)6(Of  + (-1)"+2(ó(i)f o Id)p) 
i=1 	 t=t 

ruti 
+(-1)"+I  «Id ce (10 Id))A E(-1)14(1)(f Id)p 

+(-1)"+20(i)f 

pero 

E(—I)i  (Id á(i)f)A = E( _1)'1(i+ 	d 	f)A, 
i=1 	 t=t 

( (Id f)A 	Id )p = (Id® f Id)(A I d)p = ( Id 0 (10 111)p )A, 
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11 

E( —1)''+' (6(i)f o Id)p =E(-1)'+',5(i)(f (; Id)p, 
t=i 	 i=i 

n 

E ri(-0,4-ittiv(i)f J., 
(ésto porque 

6(i+ 1)6(j), j < i — 1, 
d(i — 1)6(i), j = i — 1, 

b(j)6(i) = 	(1(i +1)6(i), j = i, 
8(i)8(i), 	j = i+ 1, 
6(i)6(j — 1), j > i+ 1, 

), 
6(e 1- 1)(/ 	iti)p = (j'o Id)(1d c¿l 8)p = ( (f 	Id)p t••.> Id )p. 

y sustituyendo queda que 4"+1  o á"( = 0. 

Tenemos así el complejo de condenas 

:(1/11;A,5) 12> C,91;A,81 	(9(Al:A,S) 	• • • 

cuya inexactitud es medida por los grupos de coluenologia 11;(A1 ; A, S) llamados 
de lloscliild para codlgebras. 

Definición 17 

, A) = II:1(AI; A, A) , 	= 0,1,2, ... 

Definición 18 A k-corilgebra. Si fi  = Id + I f, + f.; 4- ... E End( A1 ), 
deformación emisociativa de 6, 

ót * = (fr l iVr1 )áth 

es deformación isomorfa a ót . 

Utilizando el hecho de que AAk i 	(A Os .1 )t, se pueden copiar las de• 
mostraciones de los resultados correspondientes al raso asociativo para obtener: 

Observación.- 
i) 6t  * Id A, = 6t ; 

ii) Si f = 	+ f; 4...., sit  = Id,t , + 	+ 1.492 + . donde cada 
son k-endomorlisinos de .4 extendidos. Entonces * ( ft  out ) = (6t  * ft )* fh. 
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Lema 9 Sea 	= á -I- lái +1242 	... deformación C01181/011111/11 ilt 4. 

i) Si át = O, ...,¿r _1 = O fOloticvs 424 = O : 
üf Si 41  = O. 	= 0 y ár  = ál¡I eilionee.s 	= 	(itIA , — 	es 

ilefornineión de 6 con 6r  = 0,...,ár  = O. 

Teorema 17 Si A es k-codlyebin consocifilitsi 

H' (A, A) = O Á rígida 
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Capítulo 4 

Coálgebras Separables 

Como primeros candidatos a ser ejemplos& coálgebras rígidas son las coálgebras 
separables. La definición de tales coálgebras es dual a la begmtila definición de 
álgebra separable que aparece en (1:1), pag, 182. Una coálgebra A se dirá que 
es separable en caso de que la sucesión exacta corta 

O -4 im --4 	4 coker --> 

se escinda, donde ‹5 es la coinultiplicación de A, A' es la coalgebra envolvente 
de A y p la proyección natural. Trataremos de explicar tal definición en lo que 
sigue (lo 'Mico que hay que hacer es distinguir los resultados que aparecen en 
el libro de Pierce [1S) sobre álgebras separables que es posible (liminar). 

Sea (A,6) una k-coálgebra (1 anillo asociativo con unidad). 

Definición 19 Lo eodigdon opuesta o (A,ó) es (A",41, dimití 	= A como 
t.-011;111110 y 

(so 
A° 	 A" Ok A" 

ó 	 s 

A Ok A 
donde s switch. 

Observación.- 80  es coasociativa. 
Dem.- Utilicemos la notación sigma. Pongamos 6(a) = 0,1)  o a(2) ; 

(1(10 616°(0) = (ido 6°)(a/m2)  o 11,1) ) 

= 	no)  C> uo)(2)  CO no )0) 



81.3( a(1)(1) 	11(1)(2) (_)  "(y) 	81,3 swielit en lugares 1.3 
= 	51,31(6 en /d).5(a)) 
= 51,3(l/d .5)6(o)) 

= 	(6
° 	I d)(a (2) 	oil)) 

= (.5" /d)álo) 

Definición 20 La embeba! envolvente de A es: 

A' = A"(' k 4 

producto leasarial de rodlgebms con coproducto 	= (1d0)80)1d)(3"(..41.), donde 
es suatht. 

Como sucede con los módulos, para estudiar hicomódulos basta con estudiar 
comódulas laterales. 

Propiedad 4 Sea .4 una k•rod/gebm no necesariamente counitorio. 
i) Si Al es un A-lama:Mulo entonces Al Ea Sud A'-conoldulo driecho ron 

eslruelum p" tal que 

	

Al e) a; A 	 Al 

Id  
A 	Al Ok  A 	Al Ok A' 

s Id 

(laude A,p son las estruelums izquierda y derecha de Al resprelitamode y s 
strieht. 

üJ Si Al " un K-comóduto derecho Y A Ulule muladar! r : --> k enfonerá 
Al es un A-hico/nódulo; 

iii,) Sea Al tia A.bironaldida. Denotemos can AJ A. al mismo Al peto yudo 
mala A'-comlídula dombo. Pongamos además, palo Al, N un par de .4-
bicomódulos, 

ll 0111 (Mi. , Nm) 

como el Imarídula de modionos de A'-módulos derechos de Al,.I  en 	. en- 
tonces, si A finte t'atraillad. 

llata,i_ A(A1,N)= Ilatam(Alm,NA.) 

Dem, 
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1) Sea 	: Al -4 Al ( ,)k 	definida por el diagrama ronnitilaiivo. Por 
demostrar que p' es coinmeiativa: 

Al 	-4 	Al 

P` 
	

Ido o ‘ 5' 
M 	A' 	Al '91.:  A' ok 

Pongamos A" = sA, p° = sp, y para ni E Al: p(m) = nip(1)  o 1111,(2). A(m) = 
1 	f11.3421, 

(Hm .,)4')f)"(rn) 
= ((dm :.:?.5")(A" 	1(1)p(oi) 
= 	,Se(oi rop,(I )(9 m,(2) ) 
= 	o (1(1A  r.p o 	)0°(In,,(11A(1) ) o 6(/1,(2) )) 

(IdAP.,,tn 	S 0) idA)(mr(1)Al2) 0 61010( 1)A(I)) (-!) 41110(2))1 
= (Id (.›) s o Id 	O A")A'Im,,m) ti(tri„(2)) 
= (hl s 	Id A ){(/110 (1.1).‘" 	/dAtm )(Id d)p(tt) 
= (Id o s o 1 <I A ){(A° 0 1 d))," r.;: A0A )(p o (1)p(m) 
)pues 111 es r1°-coniódulo derecho con A" y A-conlódulo derecho con p) 

= 	dotan v S taAV ("10(1)0(1)N2)) (9  "10(1)1,(1)X(1))1110(111(2) (::' ,110(21) 

e(I)0(1 )1( 2 ))° P(I)142 ) ultdilrliPdt) 

Por otro lado; 

Id s. V (m) 
= (p" c!:,  1 (I A,)(A' 0 ldA.)p(m) 
= 	(1110(r) >o)) O  /1100)),(1) 	I/10(2) 
= (.51° 	1(1)p(moom2 )) 	r11pop,(1 ) 	1:1, (2)  
= (A" 	1(1)(s 	1(1)(p° O 1(1)Alru4,0) ) id ins(2) 
(como Al es A°•bin)13(11110) 

= (A" 0, 111)(8 /Mido Alp° (tn,,o)) <1 tn,,(2)  
= (A" r- Id)(s O I d)(Isows(2)(')Inswpop,(2) mr0)0(1)1.0)) Ine12) 
= 	K1)pop,(2)) 01111,(1)0(7)0 1110(1)00p,(1) 	Inf(2) 

= Wat 0 

según la serie de igualdades anteriores. 
ii) Al es coinddulo derecho: se define p : Al 	Al t., )s; A por: 

II 

Al Ok A 	r 	 Al 

Ok k Ok A 	 Al k A° Ok A 
141P)10 Id  
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p es coa:inri:diva: por definición, p = (Id o r I dA)ier : 

	

(1)(,1 (d)p(m) 	= 	(p(e..) 111)(111 „.(1) (') e (en pe(a))en pe(3)) 

reipew,...(1) 	r(w„.(1),,(2) )10,(1),(3) ® r (111,(2))en (3) 
= 	(Id, o( Old,( tse e O br1)(4?'  (;) 	(ni) 
= 	O( O id,1 o e e; 1d,i )(NO (1')K(in) 

mpe(i) 	r(ni,,,(2)(_,1) (,) mo.(3)(1) o ((nipqani)) 	i/i,cian:o 
nii,(1) 	((nie.(2)0 )1npron2))m,,,(a)(i 073"14T1)(2) 
Mr4(1) O r  (m,,.(2)) 	mpriam)nioi(31(2) 

= 	(Id ® 4)p(m) 

Al res coincidido izquierdo: lin A ®k Al <"1  Al definida por 

A" wk A/ 	k :1- A c Al 	- 	Al 

	

Id ® 	 ie` 
A" ok Al Ok A 	re— Al Ok A" Ok A 

v(i)Id 

A es coasoeiatival A = (Idpoilf (+e)(s O I11)1" por definición, 

(Id o A)A(ree) = (Id A)(tra,,,(2 )¿eD n1,0)(011,0.0 )) 

= 	ine`(2)((ine(3)) 	inp• i 10.(2) O nip•(1)0.11)((1110,4114.4(3)) 
= 	(4.  0 /dA O ( 0 id/140f 11"14,•(3) 	141p4(2) 0 tflp4(11M(3) 

(')//1441)44:1) C';)  F710`(1)4,42) :)"10'(1)/,̀ (1)) 
(4 0 /4/4  01 O id,400m)81,3(441,3 O 111)(p' o I d)K (tu) 

(s1,3 swiek entre el primer y tercer factor) 

= 	(< C.9 111A oi•O bimm )si,a(s1,3 	hil/i/Af 4")(e'(01) 

= 	4 Oleielabe(2))mpe13be(11 (' )  (neree(3)A(1 )been•121812) (') mete! 
= 	rei,d(1 ) ce) r( mpe)als(1)(0110*(31.5(2)))neree(2)5(2)(*)sure'(1) 
= 	111,,.( 2 )5(1 )O r (lee,,(3))1410.(2)5(2) c9 111p*(1) 
= 	7/1,4(21611) 0 1/10.(2)3(2) O 441,4(1)((4 /1013)) 

= 	(A o M)(!d t) r)(s o I (I)pr (ni) 

= (á Id)p(en) 

Al es laconiiiiitilo: sea s1,2 : (Al ci.,) A) co A —+ A 0,) (Al O A) switch, 

(Id o p)A(ni) = (Id p)(eno. ( 2 ) O rek,.(1) )r(top.(3) ) 

= 	reem  (2)1 (rnp. (3 )) o mo.(1),..(1) 	f 	Mi nip• (1)0•01 
= 	su( nip,(1),.(1) 	r(tiireoh,e(2))telpepipi(a) 



orno. (2)( (111,(3))) 

	

= 	 r G9 140A  (') r)(p :;51d)pr(tii) 

51,2(1d t.. I 	IdA0A 0)()(III 	á' id (In) 

1) 1or(2),10)(11/4,.(3)60))  (''.-31/1‘.•11) 	'11/10.(20(2))111,01316(1) 

morma(i)(11flor120(2)) 0 111,..(1) 	(1/11or(3).5(2))171eq315111 

ro,,(2)  o fumo ) 0 moro), 
(1.1) 

mientras que, 

	

(), o 111)p(m) = 	1d)(ni.11 	<(111,(2))111,131) 

	

= 	mr.11)0•(2)('-)Ilip*(1)0.11)(("10111r(31) (9 ((mor/O /H P*0) 

	

= 	(M0 t 	t 0 itt)(s1,2)14)(p' 

	

= 	(1110 	111)(81,2 	 )1f (tu) 

= t11otopi(2) ttl yttot(Mptmlii (ttiot(2)a11)) (') I lio'13111 21 

((n4,.(2)á(1))11.1‘,120(2)')//110.111, ((110.13)41))1/10,131612) 

	

= 	111,,,(2)0 mi,,(1 ) ti9 nto.(3). 	 (1.2) 

Elnolitees (11‘ 4.1 y 4.2, 
(p 	iti).4 = (A 0) ithp 

° 

	

II) "C": sean f : Al —› N de A-bicontódulos, 	= sA, p = sp, 

entonces 

Al 

pe) 	1 	C.- 
Al Ok A 	N ;t, :1 

f id 

f 
Al 	 .V 

C 1 AN 
A Ok Al 	—I 	A (.:k  N 

Ido,  )1 

Por demostrar, 

I 
Al 	-4 	N 

	

PSI 	.I 	C. 	1 PN 
t 

Al Ok  A" Ok  A 	-4 	N ':-Ok .4" ci) A 

I 0 id 
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(1'4.  = 	(>) (I)Pid 
= 	co 111)(f 111)01 

= (41 1(i)phi 

= HUG fl fPut Idflpm 
= 	((f o 1(1)Al f  0 hijo, 

= 	(f O 1(1)(4, @ Iii)pm 
= 	(f Id)p5f  • 

"D": sea : Al -4 N 1 Si que 

1 
Al 	-4 	N 

	

PrAl 	1. 	C. 	.1. 	P'N 
.11 ok  /1° .:5k A 	-4 	N Os; A" O A 

f ) 1 d 

Se Lime entonces que, 

= 	(Id o (o,  111)4 f 

= 	(Id 1,1  L)e 	I (1,1 )( f o 111,1.)á 

= 	(.1 O ( biA)41 
(f (;) I ii)pm , 

es decir, 

Al 	-4 	N 

Pm 
Al ,>)k A 	N (.)k A 

f 1(1 

Además, para in E Al, 

ANILLO = (Id Aom <)( 8  id)PW(m) 

= 	Aou ()(s 1d)(f 1(14.)pli  (tu) 

= 	til(1)  o f (rn( i ) )0( 3 )), 

y por otro Indo, 

	

Ud 	f)41  = (Id o f)(/‘1,tom o 0(8 o 111)p:51 (H 

= 	(Id o f)(nim o 10110009)) 
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por lo (.auto, 

f 
--> 

AM 	I- 	 AN 
A Ok  Al 	--I 	A Ok N 

Id 

Corolario 2 i) Si A es k•codlgehro entonces A es un A°-módulo derecho; 
ii) Si A es k•codlochin unitaria entonces A' es un A-biconuidulo. 

Definición 21 (Al. pAi) un A-ea:nódulo derecho. Un k-subnfdtdo N de Al se 
noma Ansubconuldulo si 

pm(N)C N ei,k A 

Propiedad 5 i) Si f 	-+ N es de A•comódulos derechos entonces 1m f es 
subromódulo de N; 

ii)Si N es A•subconuldulo derecho Al entonces 111/N es A•conuiduto derecho 
con estructuro: 

: 	(M / N) (Dp., A„ + N 1-> (rno )  + N) 7 11(2) 

donde p(m) = ino) :)in(2)  y p es u su vez la estruclum de Al. 

1) Inmediato de la definición de modismo, 
II) Sea p : AI --> .I//N proyección natural. Sea p tal que: 

Al 	
psr 

 Al Os A 

p\ r/p0 

(M/N) 
®k 

A 

Por lo que p(N) = O, luego la p que aparece en el enunciado está bien definida. 
p es coasociativa: 

(fi 0 /ti)p(m) = (fi /d)(t/i0) + Al) 0 10(3) 

= 	H(rlt) + Al) In(t)(2) 0 in(2) 

(Id O S)P(IH) = (1/1(1)+ Al) 0  "421(1) 	TH(2)(2) 

pero nio)(1)0n10)(2)0103 = tn(1)(9111(2)(1)0tn(2)(2) en Af Ok OkA. Y aplicando 
110 /t/ ASA  se obtiene la coasociatividad. 
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Lema 10 6 : 	A" es una transformación de A'-comódulos derechos. 

Dem.- Como A es A-bicomódulo entonces es A'-comódulo derecho. Por de- 
mostrar: 

1 
rl 	-+ 	A' 

PC 
A Ok  A' 	-4 	A' 0k  A' 

6 0 Id 

. Sea si,¡ switch entre el i y el j factor, a E A. 

6`8(a) = defa(n ) O a(2 )) 

(10(2) a(21(1) fitinn a(2)l2) 

	

= 	52,01,2(601d O Id)(f (10 (5)6(a) 
= 52.01 , 2(80 Id® Id)(4 Id),S(a) 

	

= 	s2,3s1, 2 ( (6 0 I ti)6 0 111)4(a) 

	

= 	s2,351,2{ (I d 6)6 0 I d )4(a) 

	

= 	a(t)(2)(1) arip212) 0 amo ) c.) a(2)  

= (60 dA.)rrfam am) 

= (60 hiA.)(8°  O Id A )6(a) 

	

= 	Id A.),f(o). 

Corolario 3 cokerá = 	lin es .4"-comódtdo derecho. 

Dem, Inr6 es A'-subcomódulo de A'. Lo que implica que A`/ 	es A"- 
comódulo derecho. 

Definición 22 Sea (A,6,e) coólgelou unitaria. A se llama separable en caso 
de que lo sucesión eructa corla de A"-conuhlulos derechos 

0 -4 im á -4 A°  A eoker -4 O 

se escinda. 

Para álgebras la condición de separabilidnd es equivalente a la existencia de 
un elemento separador idempotente, Tal hecho está relacionado con la liber-
tad de una álgebra unitaria. Cuando se quiere obtener el resultado dual para 
coálgebras separables se encuentran dificultades para obtener que una coálgebra 
unitaria es libre. Sin embargo hay cierta clase de "libertad" no de la coálgebra 
sino de su coálgebra envolvente. Este es el resultado que sigue. 
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Loma 11 Seo Al un 11-bicanuídulo con A una cod/gelmo unitaria (o equivalen-
temente, Al un A'-módulo derreba). Entonces 

lIom A.(Al,A') = (Al f : M —> k, k -lineal) 

donde Al  = ( (Id o ()A 0 Id )p, y p,./t son las estructuras d'ovillas e izquierdas 
de Al respectivamente. 

Dem.- "C": Sea Al A' de /1"-comódulos. Definimos entonces f = (r o ()y 
M —> k. Luego, 

Af 	= 	W.) (e 0 ()g ),Ik hilp 

= 	c• o Idly O /d)(sA O /d)p 

= 	r o Id)(y 0 I d)p' 

= 	O «;) !M'y 

= 

pues (0 r es counidad de A'. 
"Y: Sea f i Al 	k, klineal. Por demostrar que 

A' 

A' 	—› 	A' cok A` 
Al  o Id 

'fomentos ni E Al, 

6',1/ (tn) = 6'(( Id O f).‘ Id)p(m) 

= 	flinellIA(2))"100))112) 0  mor-11110  l'irDWIII) 	01d21(2) 

Por otro lado, 

(Al m Id)p'(m) = A f (tnto )A(2) ) O mpop,(1) O itiect) 

= 	„ 	popoh,(1)) ól moop,(2)0(2)  

01111,(1101) 0 1/10(y) 

= 	(81,3 C!) 	SI.2 MI Id 0 (Id o f)A /dA« ) 

(PO Id)p(m) 
= 	(si,a  O /J)(M O s1,2  0 MI Id O (Id 0 f)A O Id ) 

(140 á)p(m) 

= 	triptip(2)Awf (111 p0))42)),(2)) 	nip(2)01 

Ontiql)).(1) 	1110(2)(2) 
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= (Si 2 (;,:. MIMO 81,2 0 Id) 

( mem(t ) 0 (Id 0 A)A(mi,(1) ) o ni,(2)(2)  ) 

t7P(1)2(1)(2) 0  "1142)P(1 ) ° InP(1 )2(1 )( 1 )f (1111,(1 )2( 2)) 

0 /00(2)12) 

= ir.51/(1/1) 

según los cálculos anteriores. Por lo tanto, 

(A/ ci.) Id)/;' = 4'4 

El siguiente resultado es el dual a la existencia de un elemento separador 
identpotente. 

Teorema 18 Una earilgebta Imitarla ("1,6,r) es separable si y sólo si exisle 

eoker4 .4 k de 1-modelos MI que 

(Id f op0 	04= p 

donde p : A' --) cokerá proyección canónica. 

Dem.- A es separable si y sólo si existe lo : colur :—> A' de. A'i-comódulos tal 
que polo = id„„ke,,s. Por lema I I, pag. 61, yo= Al  para alguna f roker —› A', 
1-lineal, donde )1/  = ((1d 1)1,0 Id)p y tt, A son las estructuras derechas e 
izquierdas de cake,. 6. Desarrollemos, por definición, 

: cokeró —u cake,. 6 Ok 

mi 0 in2  + 	(71102) 0 tn2(1) 	6) O 7111(1)  o ni2(2)  

y en consecuencia, 

p: cokerá 	Coker8 Oh A 

1771  07712  4- /aló -t (imo)  O 1112(1)  •I• 11118)0 cOni(ohn2(2) , 

eoker8 --+ roker á ok  A 

MI 0 m2  4- inib i-f 7711(1) 0 (//102) o 1112(1) 	it1115)((r112(2)) 

)1/0111 01712 + I in á) = ((Ido f)) Id)p(n4 	tH2  4- 	(S) 

= 	(1(10 f)Ad77u2) 0'"2(1) 	/t76) O s(ni i( o)rn2(2)  

mioni) O 100111012) O 7112(71(I))),(11120)(2)) 
:i:c(71,(,))1112(2) 

1111(2)(1) O f(0(771,121(2) 0 7712(7))) 0 ((77 it)Ib7712(2) 

= 	(NO o PO Id)6(tut(z))((mi(D) 0 :H(i) O tuz(z) 
= 	(I d0fo p0)(15(tin) 06(7172) ) 

= 	(hl of opon /41)(á O 6)(nn td 7e2) 
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es decir, 
Al  o p = (hl f 01)0 /d)(4 (;) á), 	 (1,3) 

Por lo que si A es separable entonces se aplica p a ambos lados de 4.3 y se 
obtiene 

poipop= /dop=1(/d0fopO/d)(8 06) 

p = po( /do! op0 1 d) (404). Recíprocamente, si p= po(/d0forró ld)(101). 
aplicando de nuevo p a 4.3 se obtiene que p o )1/  o p = p, lo cual es equivalente 
a que p o = Idrokrr 6, o en otras palabras, a que A sea separable. 

Ejem. 11 Sea G grupo, A = 14(/1 la k-álgebra de grupo. A es una k-coálgebra 
unitaria con comultiplicación 

k[//] --> k[G) Ok MG), H <'.>.9,  9 	9 	(g E (;) 

y counidad, 
e : k[G) —› k, e(9) = 1, (9 E G). 

La sucesión exacta 
O -4 imó -4 A' 4 coker á o 

se escinde pues si se define la función k-lineal 

f : k[G) ®k  k(61 -4 k, 	g2  1-4 I — 

donde dm, es delta de. Kronecker, entonces f (I in á) = O. Por lo que f induce 
linealmente f : coker —> k y ésta última es tal que 

(Id< 	1d)(6 4)(91 0 92) = 	(1 — 4,51) 092 

= 	91 92 — 40,9i 0 92 

aplicando p, 

11“1,10 	P0 id)(4  0%1 0 92) = 91 092 — 5391 0 92 -I- /ria 

{
91 092 4- hn 4, si Eh 92  
1m á, 	si 91 = 92 

= 	1(91 0 92) 

por lo que 
p o (id® o p(2111)(5 o 41) = p 

de donde se concluye, con ayuda del teorema 18, pag. 62, que A = k[G) es 
coálgebra separable. 
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Ejem. 12 Sea k campo, Aln(k) matrices u x n ton entradas en k. Sean 

li,j 

matrices en /11,,(6) con Sid  delta de Kronecker. 
Aln(k) es 6-cotilgebrit con comultiplicación dada por 

y counidad 
11,1„(k)-4 k, t(10)= 80• 

Se define 6-linealmente f :1111(k) -4 k por 

f(ki O 	= 	041,3114.' 
 sii II: 

(como k culpo, (hi 	j, u, y ) es base de .14). f anula a Im á pues 

f 4(1(,i) = f(E 4. 1„,; ) 
t1=1 

(Sj„,6, á = O. si i 	j 
O, 	 sii=j 

luego f induce I que cumple con 

p o (Id® j' op0 Id)(i5 o 8)(ki e> I") = 

14 	E 4,, 0 f(lid 0 

= 	p( 	E 	Ir,i  o ,5,,,4„,,. 
=1,s, = t 

u pe 

= 	11(i,i O tfj,01„,u 	/„,c) 
= gt(koO 1,.,e) 

po(h/Orf upo/fi)(ó 041= p 

y de nuevo, por teorema 18, pag. 62, )11,1(k) es coólgebra separable. 

Ahora procederemos a establecer la relación entre separabilidad y collo-
mitología. 

Por lo que 

61 



Definición 23 Sra A/ un .4-bicomódtdo. tina derivación (tí codcrivación) dr 

Al a A es un morfismo : M —1 A, k-lineal t al que 

61,= (4.5 (;) /d)p 4- (Id ti) tk)A 

11011111? 6 vs la comulliplicación de A y p, A son las csiruclutus linchas e izquier-
das dr Al, respectivamente. 

Consideremos (A,8,r) coálgebra unitaria. Definimos I : A0, A -4 A, uta  

y 14 :My) — t(x)y. Entonces k(Ini é) = O en vista de que, para a E A, 

tal(a) = k(aw t9 am) 

= aoy(a(2)) — (0(1))1(2) 

= 	— a 

= O, 

y así lin C ker. H. Por lo que ti induce un »mi:limito k-lineal cokerif = 
A'/hm á -4 iViker N. Luego definimos el k-morfismo k como la composición, 

cokcró 	 ker 

„ 
A 

Recordemos además el complejo de encadenas: 

	

e)(A1, A) 	(M, A) 154 C?(Al , A) —1 ... 

y pongamos Z"(Al , A) = kcr 6" , B"(Al , A) = lin 6" -1. 

Lema 12 Sea Al un A-bicomódulo unitario (A coólgebro unitaria) ó equivalen-
temente, Al un A'-módulo derecho 

i) Si 91 E 11 ornA.(111,coker á) entonces ka es una derivación de Al en A; 
ii) La j'OPIMO O : rb 14 k1 cs iso de k-módulos de IlornAr(M,coker6) a 

Z i  (Al, A); 
iii)  

o-i(Ims.) = 	 (p. 01 o EtlomA.(AI,A'`) )  

Dem.- i) Sean p : Al .4 Al 19,. A, A : Al --I A Ok Al estructuras derechas e 

izquierdas de Al respectivamente. l'or demostrar 

	

(Id 	kfl)A (ira 0 111)p = ékc) 	 (4.4) 
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donde S es eonmitiplieneidn de A. 
Sabemos que ll orn A• (Al ,t• IVA.) = 0014- A( Al, N) entonces 

Al 	-4 	coker 

1 
	

Pe 
Al (t;:)k A 	—) 	coker6 Ok A 

9)0Id 

y similarmente con A. Siguiendo las definiciones, resulta que A. está dada por 

al 	a2 /rn 6 1-1 (1o)(2) O a(2o) + 	4)0 ((no 10)(1(212) 

Luego, 

(ido ii,b)A (k0 /d)p = (Ido k)(id .j),\ 	Id)(0 Id)p 
= 	(Id O k),1,0 (Ñ w /d)/),15 

calculemos éstos dos últimos sumandos. Sean un E Al y 0(m) = tikoo )0 ?no(~1+ 
/un A, 

0 I il)p,“fr(m) = 

(u 0 Id)((1n0(i)(2) 0 00(2)(1) 	/tu 6) 	c(00(i)(1))m02)(2) ) 

= 	11ou)(2)c(ms6(2)(1)) — t(mo(l)(2))ntomi) (9 c(moo)(0)m„5(2)(2) 

11e(I)(2) 0 c(1/4(1)(1))1(91*(2)(1))"144212) 

"1110(21(1)(( "195(11(2)(("10(11111) )00m11 0 1/102)(2) 
= 	011 )(2) 	c(110o)(104,(2) — r(1loo)1tio(2)(1) 	11102)(2) 

= 	01(1) 	"10(2) — (("10(1))"10(2111) 	0o12)(2); 

ahora, 

(Id O ir)14,4b(tn) = 

(Id 	dta t)( 8 o id){(1/411)(4) 0114(21W + iniA) o mattut) N 00(2)(2)) 

= (Id ta il)(1/4(1)(1) 0 (0411112) O 110(2)(1) + lin 4)((m012)(2))) 
= 110(1)(1) O il(m0(1)(2) 	1uo(2) + int (I) 

= nisql)(t) 	:11,601(2)((m#12)) 	"i0(1)(1)((mbtl)(2)) 	1114512) 
= moolo O 00(1)(2)((110(2))— moo) o mo(2 ), 

sumando, 

C,D I d)p, + (Id 0 kA,) )0(tn) = 

mo(11o) E) ino(1112)((m0(2)) — (O 1eMini0(2)(1) 	/140)(2) 

= 	S(I10wt(110(2)) — t(1114(0),114,(2)) 

= 6k10(r1) 
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ii) O ea sobre: sea y E Zi (Al, .4) = ker , ie. x : Al -4 A lineal y derivación. 

Se define como, 

: Al -4 it, t,b(tii) = x(10,,()) ht m,,(2) 	inid 

Se alirina quo ( o y = 0, pues 

(t 0 ()dy = (( pl Id)(1d 0 c)5y 

= (y, 

pero también 

(< 0 	= (I 0 c)( (X 0 id)p + (Id o x)A. ) 

= 	((X 0 1(1)( 1d0 (1p -I. (Id O t)(( ® 141 

= (x+ (x 

i.e., (y = ( y+ (y, lo que implica t y = 0. 
Se afirma ahora que k o ti, = y, porque para tu E Al, 

ü O(nt) = gx(ini,o)) a in „(2)  + lin á) 

= 	x(iii i,(1) )c(tni,(2) ) — (X (1110(t))()111,( 21 

0 

= y(m). 

Para hacer ver que O es sobre sólo falta probar que y es de :1`.comódulos 
derechos, 

	

Al 	-4 	coker 

p` 	1 	C 	1 	p; 

	

A! ®k 	-› 	enker Ok 

1,11 0 Id 

De nuevo, siguiendo las delinicione,s, resulta que K. está dada por 

mi 	rii2  + lin á 1--> (1111(2) Gt 1112(1) 	(90 7111(1) 	in2(2)  

Pongamos p : 	-4 cake,.á proyección canónica, Q = (p Cl I 11,1t)(id e) a 0 Id), 
ni E Al. Calculemos, 

Kii,(t71) = r1( X(t 1,0)) 0 mo(a) -I- I in á)) 

(p0 ItI A.)(Iti (.) a C) 1(1)(4° O 6)(x 0 111)p(m) 

= 	Q(S° x w 1(1)(1(10 á) p(m) 
= 	Q(s8x c  l (1)(p O I il)p(91) 

= 	Q(s((x o 111)p + (Id ® 040 Id)(p 0 I d)p(iii) 
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Ql(s{X 	d) 	111)(p O Id)p(tni,( t )) 0 rup(2) ) 

+(2( (s{l do x1(0 1(1)(A o 1(014,1: A0 )o ot,,(2) ) 

Q((s(x O Id) O I d)(111(.,15)p(ts,(1 )) 0 	) 

+Q((s (I d o x) .0 I d)(Id o p)1,(iii,,(0) O 10,,(2)  ) 

= 	(P (dm/ meitie(2)11) ° mef1le1212) (2)X(mpu)piii) mera) ) 

+(PO /dm )( )(fino° 	ti) 0 me(iPd2)e(2) o  Ini01P,(t) 0 111,,(2) ) 

= 	( %(lue(i)a12)ppi) 	moumzip(gii + /in á ) 	iiimp,(0 	yilpizi 

= 	tb(lámtizizi) 0 motiMii 	ine(21 
= O 	lilA )(1i Id)p(m) 

= 	o 1d)p'(iii) 

O es inyectiva: primero un cálculo auxiliar. Sea al  0112  E A', entonciffl 

( fd 0 - O /d) 0 (r O lt1)(Se(0 o 02) = 

itzie(áziii) O (01(1 ))n212) - ((a im)az(t ) 	((a i(a))1i2(2) 

= 	al  O a2  - <(a1)8(02) 
	

(4.5) 

Sea 9 E Ihnum (M , robe á) tal que %o) = k9 = O. Por demostrar = O. 
Tomemos m E Al y pongamos so(m) = inv,(0  t niv,(2) + /in á. 

(k O 	d)p19(ni) = m„(0  0 	c(tn,(0)6(m02)), 

por 4.5. Pero como so es de comódulos, 

(R, O < O Id)(9 O I d)pe (m) = in,(1) 	c(iti,,i0)3(tn„(2)) 

ecuación cuyo lado izquierdo es igual a (kso 0(. 01 d)p' (m) = O. lo que implica 

01„,(t)  0 r1s,(2)  = 	 E /ni á 

por lo que Ip(m) = O, V ni, i.e., 9 = 0. 
iii) Sea x E lin iS° = 	(Al, A). Entonces x : A4 -) A es k-lineal tal que 

x = (I donA- (1' 1d)P 

para algún J : Al 	k, kdineal también. 
Sabemos que 0-1(x) = 11, donde sti : Al -4 eoker 8, tb(m) = (x I d)p(m) + 

¡ntó. El resultado estaría probado si (x0 I d)p fuera de ir-coniódulos derechos, 
sin embargo no necesariamente es así. Para subsanar ésta deficiencia se hace: 

= ((Id® PAO Id)p 

68 



como en el lema 11, pag. 61. Por el mismo lema II, Xi E 110117,1.(11/..,1`). Pero 
ahora 0(p o 	= x. En efecto, 

O(p o f)(m) = ((Id O t) —(ro I d)) (( Ido f )A 0 //1)(rnow 1/) 01,,(2) 

= 	mommt)/(memm21),(me(2)) — ((mp(t))/011.(momxiodmp(2) 

= 	(Id O ,l),MmeriOr(m1(2)) — .1(( as Iri)X(m„(1)))ini,(2)  

= 	Ud c f)A(tn„(1)((in‘,(2) )) — f (In po))010(2) 
= 	(Id O f )A(ni) — (1 0 I d)p(tn) 

= X(m) 

Teorema 19 (.4,1,c) Ulla 	 unitaria. 

A es sepanible e,  ,! (M, A) = 0, V Al A-bicotriddulo Unitario 

Den, Sea O norilm(M, caer A) -+ Zi (Al , A) iso de k-módulos como ea el 
lema inmediato anterior. 

Si A es separable, existe : cake,. -4 A" de /V.-módulos derechos, tal que 
pf  = I denker • Sea kri E Z1  (Al , A). Mediante O podemos poner 	: 11 --) 
rake,. . Luego v,  = peptP) E ¡1' (Al, A). Lo que implica 

	

W(Al , A) = 	(lil , A)/ 111 (111, A) = 0. 

para cualquier Al Alicomódulo unitario. 

Recíprocamente, se pone Al = cake,. y entonces 

Itítokr E II °ni A• (eoker cake,. 43) = ZI (Al , A) 
= 	111  (Al , A) 

= 	(11  010 E //oniA.(M,..r)i 

i.e., existe yo : Al —1 A' de "Ir-módulos tal que poyo = Id. 

Ahora se trata de establecer que la condición //j (M, A) = 0, V.1/ A-
bicomódido unitario es equivalente a ¡I (N, A) = 0, V n > 2,V M 
unitario. Tal hecho se puede obtener sin mayor dificultad para cuando le es 
campo y A en finita dimensional como k-espacio vectorial. Por ahora, con-
sideremos a (A, 4,c) como una k-coólgebra unitaria arbitraria. Resulta que 
A' = oni k (A, k) es k-álgebra asociativa con unidad r y con producto 

1.0= id 

donde it es el producto de k. Similarmente: 
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Propiedad 6 Si Al es A-biconlódulo unitario entonces 

Al' = omk (Al , k) 

es A'-biconlduto con productos (aturdes 

	

rr • I = 	f)A, 
•b = 	oop, J'E M'Ah E A' 

donde A, p son las estructuras izquictsla y derecha de M, respectivamente. 

Se define, 

CNA', A) —+ C"(A',AI') 

	

1 	al.> Al 4 A 	i-4 	P,,(f) 

donde 

Pu(f) (Al" -+ 	l'a(1)(li ...® 	= 	o • • .0 f,.11 

Lema 13 i) 

(7?(Al , A) -4 6",'+' (Al, A) 

r 1 P,.+1 
C"(A' , Al') -4 C" 4• 1 (A',A1') 

4" 

ii) si k campo, Pi, es inyectiva; 
iii) si k campo y tanto A como Al son finito dimensionales, 	es isomor- 

fismo. 

Dom.- i) Sea f E GI (A1,A). Entonces f Al -4 A" y 

á" f = (Id f)A EHYS( Of  (-1)"+I  (f Id)p 	(4.6) 
i=1 

Calculemos F,,.1.1  en cada uno de los sumandos del lado derecho de 4.6: 

F0-1.1( (Id O /)A/fi 	...0 fa+t) = 	0 • •• .4.+11(itio, f)),  

	

= 	o(fo 	j„4.1 )f)A 

	

= 	P,,(1)(I2 0 •••® 1,,H)1A 

	

= 	fi • 1,1.(1)(I ,...0 J„.1-i); 	(4.7) 
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Pi.+1(11(')11111)1(f, 0 • -0 	= 	 f.) • L.4-1 	(4.8) 

mientras que 

Pu+10(ilf)(ft  	fiuti) = (fi () .. .  

= 	(.. 	fi 	.)(. 	,S 	(,) . ..) f 

(• • • h-i 0 h h+1 	fi1.2 	...)f 

= 	¡,(f)(... 0 f 	 (4.9) 

Aplicando 	a ambos lados de 1.6, aplicando y sustituyendo 4.7, 4.8, 4.9: 

r„.+1(iS".1)(fi o...f„4.1 ) = fu P,,(I)(12 	• • • 	1,, 41) 

+ E re (1)(• • fi • h+1o...)  

+Fri(1.)(f: O -0 lo) • f,i+1 
= 	(6"Pd f))(11 o ...o f+i)  

para cualquier fi  O ...f„+, E (AT("+1 ). Lo que implica, 

= (1" Futfl 

ji) Supongamos Fu(f) = O, Le., (ft 0 • • • f)).  = O, V f, ... f„ E (Al". 
Si f 0, existe un E M tal que f(m) O, luego, 

1(m) = 

El subespneio de  A, l4' = (am  I I, i)s es iblito diuuieuusiouual . Pongamos e1 e, 
base de IV: entonces f(M) E W'5  y 

f(m) = 	... 

podemos suponer '0  X1 	10 y en consecuencia 

O = (e; 	•• • cr.)/(m)= 	o 

lo cual está en contradicción con nuestras suposiciones. Por lo tanto f(m) = 
O, Vm. 

iii) 

C"(.4', Al') = II onik(AT 1', Al'), 6"„' (Al , A) = II orlik(Al , A") 
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, Al') = dna (A*)"1"1  <lira 

= (dila A)"(dini Al) 

= ditn1,"1 (A1, A) 

y Fu  inyectiva, luego M, es iso. 

Lema 14 k campo, II una k•rilgebni Paga dimensional y unitaria. 
i)  
Si /1"(I3, Al) = 0 ,V Al /3-ltimddato Indio dimensional entonces llk (1 1, N) = 

O V N 13-bimódulo finito dimensional y k> n. 
ii) 13 es separable si y solo si 111 (B, N) = O, VN 10-bitaóhdo de dimensión 

finita. 

Dem.- La misma que en Pierce [13), Imana pag. 200. para obtener i, y 
proposición, pag. 208, para ii. 

'bocelo', 20 k campo, A una 1-codlgeblu finito dimensional. Son equivalentes: 
i) A es sepamble ; 
ti) 	(Al, A) = O, vi = I,2,...VA! A-bicomódulo finito dhnensimud. 

Dem.- W.  (Al, A) rz. 111 (A', Al') según iii de lema 13, pag. 70. Por lo que A es 
separable si y sólo si lo es el álgebra asociativa A'. Lo cual es equivalente a que 
los grupos de cobomología 11"(A*, N) = 0, VN .4*-bintódulo finito dimensional, 
ti = 1,2,.... Pero, de nuevo por el lema 13, 11"(A', N) 	le (N' , A). Lo que 
termina de asegurar la afirmación del enunciado del teorema. 

Corolario 4 1 campo, A una 1-coólgebra finito dimensional. Si A es separable 
entonces A es rígida. 

Dem.- 1! (A, A) = 0. 

Ejem. 13 Sea G grupo finito, 1 campo. Sabemos que el álgebra de grupo k[G] 
es una coálgebra separable. Luego entonces es rígida. 

Ejem. 14 1 campo, My (11) matrices n x n con entradas en 1. M,,(1) es una 
k-caálgebra de dimensión finita y también separable, y entonces es rígida. 
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Capítulo 5 

Grupos Cuánticos y la 
Cuantización de s/ 2(k) 

Ejemplificaremos los conceptos de los capítulos anteriores en lo que se conoce 

como la definición de grupo cuántico según Drinfield, y construiremos una cuan-

tización para el caso más simple no trivial: s12(k) el álgebra de Lie de las matri-
ces complejas 2 x 2 de traza cero. El objetivo que se persigue es construir una 

deformación no trivial del álgebra envolvente universal de si (k) . 

Resulta que los propios axiomas de ésta deformación tienen implícita una 

estructura que se conoce como biálgelon de Lie. Para 812(k) estas biálgebras 

de Lie están completamente clasificadas. Lo cual sugiere la manera en que hay 
que deformar la coral rue( ura del álgebra envolvente universal de 612(k) , lo cual 
a su vez sugiere una deformación del corchete de Lie de si' (k). El problema 03 

entonces construir una deformación asociativa del producto tal que el corchete 

inducido sea la deformación del corchete obtenida anteriormente. Este no és 
más que el viejo problema que resuelve el álgebra envolvente universal, en nues-

tro caso no exactamente aplicado a álgebras de Lie, sino a lo que Ilamareinos 

q—dlgelons de Lic. Obtenemos entonces una especie de q—dlgeln envolvente 

universal, 
La manera en que se presenta ésta y—álgebra envolvente universal es, por 

supuesto, por medio de generadores y relaciones, que es la numera usual en 

que se presentan en la literatura los grupos cuánticos. Para hacer la conección 

con nuestro punto de vista, que es presentar las estructuras mediante series 

de potencias barcinos uso del teorema de Poincaré-Ifirkholf-Witt aplicado a 

y—álgebras de Lie. 

La definición de grupos cuánticos tratan con álgebras de Lie. En lo que sigue 

k denotará al campo de los números complejos, a menos que se diga lo contrario. 
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Sea (3 una k-álgebra de Lic, yo' su álgebra envolvente universal, U, = tw, el 
kr -módulo de las series formales con parámetro 1 y confidentes en UG. Y consid-
eremos la estructura canónica (le álgebra de llopf de la envolvente universal ((8) 
pag. 224), (1/G, p, u, , q), donde p es el producto, u el morfismo unidad, A 
la comultiplicación, t.  la convidad y ti la antípoda: A : //13 	In 
modismo de k-álgebras caracterizado por A(x) = r. et 1 + 1 G r, Va' E ti, 

: 	k, proyección canónica,(UV = k q1 gug), q  ug -4 ug, entinn-
lismo dado por 0(x) = -r, V o" E G. En todas éstas definiciones se está haciendo 
uso implícitamente del teorema de Poinearé-Iiirkholf-Witt, ([9], leo. I.I. pag. 
222). 

Definición 24 11, se llama ''utilización de (I si (liste una deformación 

(ift,lit.at,At,(1•11t) 

del (ilgebra ((1G, p, u, A, e, y) de flop!. 

A una cuantización también se le llama grupo eudulieo. Éste nombre (,:s 
porque se está pensando en grupos de Lic. Más especificamente, para estudiar 
un grupo de Lie G es común reemplazar a éste por su álgebra de llopf, 
De aquí la palabra grupo. Mientras que cuántico (giondion) se refiere a la 
deformación con parámetro 1 ((18] pag. 85). 

Obsérvese que al menos existe la deformación trivial. Antes de dar una 
deformación no trivial averiguemos como tiene que ser ésta. O en otras palabras 
lo que sigue son consecuencias de la definición de d'ionización. 

Sea p II, -4 11G la proyección natural, s : 1./rlik r tir -1 111¿':)IqUI switch, 
U =11g. Se define Air  = so Al . Entonces, para a E 11t ; 

Mit) = A,(p(a) +lb) con 6 E 11, 
= Mi(o)) 4-1c 

para algún e E Uvák,l/r, (recordar que Url:tk r1/0 t•-• ( 	CDk Ulat y (pie Ar = 
Els.'.,„tizi,). Luego, 

A¡ (a) = A(p(u)) ls(c) 

por ser A cocommitativa. De donde A, (a) - ,14(a) E 0 (mol f), Finalmente, 
haciendo 1= O en la serie (Mil) - Al(a))/1; 

-Alfa)  
Itr--u E II Ok II 
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Por lo tanto, tenernos mut función klineal: 

,11(") — ásr(a)  

	

: 1.1‘; 	u g 	ug , 	 1,0 

1)enorenros con la misma ó a ó lo . Se afirma que: 

Propiedad 7 

6 :() -4 g cok g 

Dem.- Sea P el conjunto de elementos primitivos de ug . como caray k = 11. 

	

P = g. Asi que: sr g 	rá9 = g O 1 + 1 w g ([9), pag. '225, 2.1). 
Sea y El/. Podernos poner, como se observó antes: 

‘Nrg = árg 4- flr con b E 1.7 j)5,U1 

= yOI +lá)g+ 16  

aplicando (Id Q)át ), 

	

(Id '.1)  At)15tg = g 	¿Mi) 4- 1  Obárll +1(/dc-r),ár b) 
= 	g 	ár(I)+ I Oil e;,) 1 -1 1016)g+ 1(1 b) +1(2(10 rl)b 

similarmente, 

(rá, )) MAI!, = 	01 	I -I- I(lfi 	I +1(60 1) ¿MI) 6) -I- l(rá 6..) d)b 

ahora sabemos que en principio IE(1g no es necesariamente la unidad en la 
deformación Un  sin embargo salvo un isomorfismo I es también la unidad en 
la deformación. Así podemos suponer que 1 E UG es también la unidad en 14. 
Luego como ár  es, por definición modismo unitario de Algebras: rár  (I) = I 6)1. 
Ésta suposición junto con la coasociatividad asegura la igualdad: 

g01014-1010g+t{1011+(ideDAt)b} = 1/01(914-I0k9ll+1(141+(rátOid)b) 

1(10 + (I d Mb} = 11110 I (ár 	/4/)b) 	(5.1) 

	

Si dividimos por I y luego hacemos 1 = O, (1/1 71kiiir C.:341/1 	(11(1301  ug 
u )1  de kr-módulos) se obtiene la siguiente igualdad en ug 

	

I 010 + (Id Mbb = bo 0 1 + (á cr)1(1)bo 
	

(5.2) 

Para seguir avanzando se necesita de: 
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Loma 1.5 En «m'uf, si C es una k.ribiebni de ¿ir con la canicies-Mien de k 
cero, U el álgebra envolvente universal de C, á lo coundlipliroción de Ata, 
bu E U k 17, Sales que: 

(á ok  id)b, — (tdok  á)b5= 1 	bo (‘;'• 1 

alonces 
l'o  ,C 

Dem. de lenta.- Sea (1,),, k.base ordenada de C. Por el teorema de Poinearít 
Birkbolf-Witt (p)), pag 222, 1.1) podemos escribir 

be= 	E 	•• 	og:!: • • .91: . vn  

con 1(,„ 	 nunca cero y o; = ni(tn), lid  = dj(1.5). Por lo que 

1 tz.,-) be — be tg 1 = 

E o ,u l(u,v) á" (gut) • • • 	ge: • • • 91:: 

— E(„,„)¿(.„. )91: • • • 91: 	.18' (9,,.)• • • A"- (9„„ 

= E(.,.,) 	1:.0 ( 	) • • • ( 	)9!:, . • • 91,:.„ o 	• • • 	o 

ye: • • • 9e: 

E(u,. )10,v)91: • • • 91: ® 	( 	) • • • ( 	)ger di  • 

lo cual implica, por la aparición del I en la diferencia inicial, (pie 

= Egt,e) 1(t4e) E (4,...,1„) 	( 	) " • ( 	)99, • "g5., 
0 < rd, ( tni  

o91:-11  • • • 91: -I" 09e: • • .9e:: 

— E(u,v)  E (di ..... dm ) 1(ti;v)91: • • e: 
o < Edi < Efli 

o( 	) • •• ( 	)4-11  • • •fierd'' 	• • .9:!„: 

en la primera sumatoria siempre aparece el factor ge: ...ge: que :tunea aparece 
en la segunda senatoria, mientras que en ésta segunda siempre aparece como 
factor e: ...e: que nunca aparece en la segunda. Así tenemos una combi-
nación lineal no trivial de elementos básicos a menos que las sumas sean sobre 
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conjuntos vados. Y ésto sucede solo si vi = I, tu = I y I = 	= 01. Por lo 

tanto; 

= E 	o uy, E r e.;'tt i 	 (5.3) 

Continuemos con la demostración de la propiedad afirmada. Pusimos Atfi = 

Ay I- 16, luego A¡g = Ay -1-140 con a switch, por lo que; 

á:U) — 151(g)  
«fi) — 	 it=o 

= be — s(b0 ) E g 

Propiedad 8 

i) 41(xy) = 6(x)á(y) + A(r)8(y) Vir,y E 1/1; ; 

ii) 5[2t,y1 = (x0 I 4- I 	x,6(y)) 	(y 	I -1- I 	y, 60d) , V 4: ,y E 

donde el eurrhele es de Lie. 

Dern, 
i) Sean X, E tig entonces, 

(rY) — Al(r!/) = 	(Oh) — Al(r)4y) 
= 	{Al fa) — Al(x))ái(o) 4- .5;(x)(át(Y) — áfi(Y)} 

dividiendo por 1 y luego haciendo 1= O se obtiene la igualdad anunciada. 
ii)  

4((xtY)) = 5(xY) «Yr) 

= 	fi(r)á(Y) + á (r)6(1/) — (5(11)á(t) — .15 (1/)5(x) 

= 	1á(46(li11 — (A(Y),¿(1)] 

y si ponemos x, y E 17, como tales son primitivos, se obtiene la igualdad desetula, 

El inciso i dice que 8 :uf; 	UQ® k  ug está determinado por 6 ¡o . Mientras 
que ii asegura que 5 es un 1-cocido en el siguiente complejo de cocadentue 

En general para V un P-espaeio vectorial denotemos con A( y) al álgebra 
exterior construida sobre V (A(V) = ( 11W 1 y E V)01,  ). Entonces: 

A(V)  = c..A(v) 
donde. Ak(V) = 	A...Avk I vi E 	(el  A...A el;  es la imagen de vi 0...(0110  

eu A(Vfl A0(11= 
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Sea Al un L-111(5411i0 cun 12 P-álgebra de Lie. Se definen las condenas 

o(c. 	n inu,Mr, 

y el operador de caminera: 

C9 (12. Al) 	:5:1 	C941(L, Al) 

Aqc Al rf /19+1 	Al 

donde 

i5ge(91 A .• • A 99+1) = Ei<s<q+1( — I)'gic(gi A • • •la 	A M.O+ 

<i<i<v+I(-1).1"1- 	Yr) A III A92 A • • A la A • • • Al • • A 	) 

y el acento-.  significa eliminar (N 1.§3. pag.15). . Se tiene entonces un complejo 
de cocadenas cuya inexactitud es medida, como siempre, por 

11(12, Al) = /1*(6"(C, M)) 

Propiedad Si G es una P-dlgein de Lie entonces £01,  es un £-módulo. 
e en CIL, 	C) es heneitio <4,  elqi, 921 = kji e) 1 + 1 pa 91,  e(y2 )1 — ly2  e) 1 + 
1092, e(91)1 V91,92 E L. 

Dem.- 12 actúa sobre 12 cí r r definiendo 

9fr 14=19,110  + OW,Y1 

Veamos los 1-cocidos e (le C*(C,G Op r); 

<51,,(91 A92) = 	L (-0,--icig,,yd+ E (-0'1.,(.••iI, • ••) 
. 

cl91,94-91c(0)+ 92e(gt) 

por lo qüe e es un 1-cocido si y solo si 

1191421 = 9id92) — 92el91i 

= 	1 + 1 	91, 12 (92)) — 192 0 1 + 1 ta 92, 4 (91 )) 

También con ayuda de tal coboinología se puede probar que las cuantiza-
dones de álgebras de Lie semisimples finito dimensionales siempre tienen pro-
ducto isomorfo al trivial. 
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1) 4 

:Inky op. 5'10'1 :Ir .' 

Propiedad 10 Si C es una P..dlychea dr Lie y U su iagebin eneolecnic tininer• 
sal. Entonces, 

	

11 2 (,C,,C)= O 	11 2(11,U) = O. 

Dem.- Sea f E G2(U, U) tal que Pf = O. i", 

	

f(a. 6 , = af (b, — lob, + 1(a,1w) —  1(0 ,b)c=o• 
	(5.4) 

Caso: f  es simétrica en .£ x C. Se quiere encontrar y E el (U,U) tal que 

	

f (a,b) = ay(b) — y(ab)+ y(a)b, Va.b E U. 	 (5.5) 

Sea N una base totalmente ordenada de £. y sea 5(X) el conjunto de todas las 
sucesiones finitas no decrecientes de cimientos de X. El teorema de Poincaré-
Birkbolf-Witt asegura que los productos de los elementos de 5(X) forman una 
base para V, Sobre ésta base se define y : 	ft linealmente de tal manera 
que satisfaga 5.5, como sigue: 

si (.11,,..,2:„) E 5(X), 

O, 	 si n = I 
9(r1 	ro) = 	—f(xi,x2), 	 si n = 2 

rtg(r:t • r.) — 1(r1.1'2 — 1#1)0 	si u > 2 
• 

Como f es simétrica, vale 5.5 sobre C, x C. 
Obsérvese como, por M'entidad, si 5.5 vale para f (a, b) y para f (a, e) entonces 

vale para f (u, b + 
Probaremos ahora que 5.5 vale para elementos de la forma f , zir2  

con (ti • • ...ro) E S(X),(x t , z) E 5(X) : para n = I. ya se hico. Para >1: si 
X2, 	r,,) E 5(X) se obtiene 5.5 por definición de y. En caso contrario, 

1(ri,:2,2 • • • •ria = fixii(x2:4:3.21)r3-7s) 

= 	f(xj,r2us 	+ f(xi,E:•x2Ixa • • • rii) 

= 	f(xl, ir5 • • 	• • ra) + (ti [:. P.11X3 ••• J:ta 	(5.6) 

donde 	 tu ) E 5(X). Entonces para todos los sumandos de 5.6 
vale 5.5 por inducción, en consecuencia, como se observó antes, vale 5,5 para 

1(ii.:x2.• • ri.). 
También es cierta 5.5 para elementos de la forma f(:,,ri 	con z E 

(3:1 ,  	E 5(X). En efecto, si u = 1 es por definición de y. Supongamos 
n > I. Si (:.r t ) E 5(X) se (Anime 5.5 por definición. Si no, de 5.4 se obtiene 

f(:,xi • • • 	= 	x2 • • • 4) + 1(:ti 	tic) 
(5.7) 

= 	—4(r , r2 • • 	) 	f(ri I, X2 • • • ira) 	f((:.xi),x2 • • • 'en) 

4-1 (a, 	rst 
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pero también de 5.4, 

f(ri 	• 	) = 	f(z,x2 • • • xn ) 4-  ffri.zr2 • • •rd —  f(31, zfrz • • 

= 	irizg(rz • • • 	g(xIzz!2 • • 4111) 	9(riz).E2 • • • J'u 

por hipótesis de inducción y el caso anterior, i.e. vale 5.5), lo que implica, por 

linealidad e inducción (de nuevo) , que ea cierta para f (x 	)1-, 1 r•2 	t„). 
Sustituyendo en 5.7, 

f (z, 	= —zir1 yfr 2 	z 1(11 .7 2  

	

z 	ti(P2 • • • iru) — MEI —xn) 9(zri):2 • • .x1, 

l•r2 • • • 2,, 
= 	:Y12,1 • •••r) - glz.xt • • • 

i.e., vale 5.5 para f(z , xi 	r„) y por ende, para f (z,b), b E U. 
Finalmente, veamos que 5.5 se cumple para el caso general. 

Sean (2:1 , 	), (yi , • • • , ym) E S(X). Por inducción sobre ti veamos la 

validez de 5.5. Si u = 1 es el caso anterior. Supongamos u > I, 

(XI • • . tu e Vi • • • 1/ni) 	= 	211(3,2•••rn, Vi • • • • 	) 

-11(3:1, XI • • • j'Oh • • • ,Iisn) 

— f(x1,12•••3;i)il •• • Pm Por 5.4, 

rz • • • 21,i9(!/i • • • Ym) — 19(irz • • • 44/1 • • • 

+219(12 • • • rn )h • • • Ihn 

+219(2,2 •• • xsi Yi • • • II,,,) 	g( 3,1 • • • xliY1 • • • 1/,,) 

—1111(12 • • • in)YI • • • Pm + 9(rix2 • • • to)ili • • • !Irn 

	

= 	 .• • Y.) 

Caso: f ijo simétrica en x C.  Definimos h : x —, £, con la siguiente 

	

fórmula: h(x,y) = f (t, y) 	¡(y, r). h es antisimétrica, por lo tanto define 

una función h 	A ,C —s 	Luego podemos considerar que h E (12(1.:, £). 

Calculemos, recordando que C actúa sobre sí misma vía su corchete de Lie, 

.5 2h(r. 	= 	2)1+ (I h h(z1. 	hfr.11)] 
+h([x ,y), z) — hax, z], y) 4• hay, zi,x) 

= 	—62  Px, y, I) + 69  f(x.z,11) —  6.f  (y, ; 3'1+ 82  (z ..r) 

r .11) 4- 	(1, r z) 
= 0, 

por lo que h es una cofrontera. Es decir, existe y E Ci(C,C) tal que h = 6y. 
Extendemos —g linealmente (e inductivamente) a U de la siguiente manera, 
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si (1'1, • • • 'J'u) E S(•V),  

—11(ri), si n = 
• • 	— iíibrz 	) — L7: 	Si 	> 

sobre los inmundos básicos dados por el teorema de Poincare-Birkholf-Witt . 
Entonces, si a, b E L, (obsérvese que como jj E el (U,1'), átg denota el morlhatto 
de cofrontera de llochschild), 

‹S' Mn,b)— 5 11(b, a) = 	+ (a,[1(b)) + 	bj 

= 	,9(11 )1+ lb ti(a)] + 	, bi 
= 	819(m b) 
= 	f (mi)) — f (b. a), 

despejando, 

(a, b) .31,1(a, b) = f (b, a) — Mb, a). V a, b E 

es decir, la diferencia f 	Ti es simétrica en £x C. Luego, como f (59 E ber 42, 
por el c1150 simétrico se obtiene que f es una cofrontera. 

Corolario 5 Si C es P-dlyebtu de Lic set/asimile y finito dimensional entornes 
su algebta envolvente universal es rígida. 

Deitt.- Por un lema de IVIdtehead, ([8], prop.6.3, pag. 219) se obtiene que 
// 2(£, M) = O para cualquier Gmtódulo M finito dimensional, En particular 
/12 (,C, C) = O. Lo que implica /12(l/, U) = O, donde 	es el álgebra envolvente 
universal de G. Y así, por ten. 6, cap. 2, U es rígida. 

Regresando a nuestra k-álgebra de Lie f.7 se obtiene que .3 	-4 ti IN 11 
es un 1-cociclo en C'(1 ,00k Ok g). 'tal .3 tiene más propiedades. Por ejemplo, 
dualizando 

(ti 	.q).  

i C-754  

Ok g.  

donde i ; g. ®kg' wok ay, Imoo0,00 = sit(u)n(s) es inclusión (pues 
manda linealmente independientes en linealmente independientes). Abusando 
de la notación denotantos con 6* a 13+. 

El siguiente es un cálculo tmcesario para probar que á' es un corchete de Lic. 
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Observación.- Sean r, y.z E Ug', (1E (41 1: 11g y 1)  = 1011—  d(•)1 +(1d0 
á)d — (á 0 /11),I . Entonces 

1x090).-90x0:+:03:0y—z0y0x+yoz5)x—x0:0y)D=0 

Dem,- Por linealidad podemos suponer que d = a O 6. Pongamos S = (x y0 
z-00:02+:0x0y—:0y0x-l-yOz0x—x(ox0Y), a : rgOk lig —1 gge'la 
switch. Entonces: 

S o (Id O á — á 0 hilo O 0= 

x(a)(907.)(M6)-8M))+(r09)(841)-0(,1))46)+(0,:z)(8á(,1)—A(t1))4+ 
y(a)(z0x)(á(6)--sá(6))+(x0z)(á(o)—sá(6))y(6)+41)(x09)(15(6)—sA(6)) = 

pues á es coconinutativa. Un cálculo similar muestra que S(I 0 d— d 0 I) = O. 

Propiedad 11 

es 1111 cotrhete de Lic 

Dem,- 
<1' m alternante; sea xEr ,yEg; 

	

6.(r1 x)(9) = 	r)8(9) 

	

= 	(x oD x)(60  — a(b0 )) donde át  = a + ib , con b E ug 0)A Ug 

	

= 	(x GD x)bs  — 	r)6(60) 
= 

pues x 0 x = (x x) os, Por lo tanto 6' (x,x)= 0 . 
I itcobi ; sean 3,, y,: E O', g E g. Pongamos, como en la demostración de la 

propiedad 2.3, pag. 20, 60 = Elu,v(9)9,1 o y,. con  1,,,v(9) E k Y (9). básicos 
en O. Entonces: 

(x,Y)(9) = 	O Y)6(9) 
(x o y)( — s(bo)) por definición de 6(g) 

= 	EZ s,v(9)ix(9,4)9(9v) — Y(9,3411,)1 
U,1.1 

así; 

(8.  (r, Y), 	= (6.1r, 	z) ° 6(9) 
= 	Zu,v(9)(6.(r, Y) 0  z)(9,, ,$)91,  — 9v 09s) 
= 	E,,,,.eu,v(9)(6.(x,Y)9,,:(9v) — P(x,Y)9,,:(9,t)) 
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= (5.8) 
Et1,1411',v,  111,V (fi )110,1/' (ge)(X(g.o)y(go,) — .1:(9,,i)1/(g„.1)::(9„) 

Por otro lado, (ver 5.1 y 5.2, pag. 75) podemos poner át 	= á(y) +1b y 
pensar a b E (11(i tal,;  11(3)1  para obtener 

1 O b -1- (Id 0 át )b = b l (bq 0 1d)b 	 (5.9) 

Desarrollando b como serie b = 	, bi E Ut; O II( se obtiene 

1 O bo + (Id o ádbo  + 	O + (hiel ál)bi ) 

Go 0 1 +(á, 	I d)bo + 1(bi 0 1 + (c1, c I d)bi) (m°4112 ) 

escribiendo bu  en términos de básicos, 60  = Eluo„ 0 	= 1„,,,(9)) 
pongamos *11(y11) = 9u 0 1  + 1  01114 lbo(u) t 2d(u). Sustituyendo: 

10141+EG.451 01  09e 	0I/v 0 1  +191, O My)) +1( 1 01q +(ido 	) 

boot+Elu,v (9.,01(99v+109„09,,+lbo(u)09,)+I(bio1+(-1,Wil)bi}(mod 12 ) 

como los coeficientes de 1 en ambos lados son iguales: 

Eltsou0 bo(v) 4- lo lq (/(10 

E4u,„6,i(u)0 ;h. + in 01 1- (á, O I d)bi (m911 

haciendo 1 = 0: 

Du,v11u060(04-1051,04(/d0A)51,0  = 	eu,v5o(u)09k+51,001 + (..10/t1)51,u 

escribiendo a bo(u) = 	 09,,' 

Eumio,ki Zii,v9v 0 Iti,,v,(v)Yii,  09e,  4- I 0 14,0  + (Ido )51.0  
(5.10) 

gu, 	bu  0 1 + 	boj," 

aplicando a 5.10 x 0 y0:,y0t0:.,z0r0 y,z0y0 t,y0: Or,t0:09, y 
en vista de 5.8 : 

6.  (6.(t,11), 1)9 	((5.  (Y 	r)ll P(a.  (2, x),y)g = S(D) 	(5.11) 

dondeS= (x0y0z-90rOz+z0z0y—z0y0t+90:0"—,t0z09) 
Y 1) = I 0 b,,0  —14,00 1 + (Ido á)191,0  — (itS 0 Id)bm. Pero por la observación 
inmediata anterior, .9(D) = 0. 

Luego como 5.11 es para todo y E u se concluye que á* es corchete de. Lie. 
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Definición 25 Ro general, si £ es 111111 k•á(yeln de Lir y : £ 	£ yy;  £ rs 

k-linral tal yac: 
i) 0 es un 1.cociclo en 6"(.C,C 	C) ; 
ii) : £* ®ti 	-4 	es un corchete de Lie ; 

entonces 13 se liman estructura de tiálgebra de Lie. 

liemos probado que cualquier cuantización de g tiene una biálgebra de Lic 
subyacente, la cual puede ser interpretada como su aproximación de "primer 
orden" (en 5). Para construir cuantizaciones es, por lo tanto, natural proceder 
en dos pasos; primero encontrar una estructura de biálgebra de Lie y cuí onces, 
usando la información de primer orden, construir su cuantización ([14] pag. 
214). 

Si el álgebra de Lic g es finito dimensional y semisimple entonces los grupos 
de cohomologia // 1(Q, Al) son cero para cualquier g-inódulo Al ([11) cor.2.5, 
pag.I01). En particular: 

= n'w,g pli  g) 

i.e., ker 41  = /tl 	donde 

4 1  2 (g , g ok  -+ (g,h ok  

Lo que aplicado a nuestro á cocido, 6(r) = áa(r)(r) para algún r E fi0kg, Vi E 
(), pero por definición: 

(11)(00,) = E (-1)1),, 

	

= 	[10 r 	ct) 1, r) por definición de la 

acción de g sobre (7 (!: k 

en consecuencia 
= [1 tgz: +ir 01,r] 

Definición 26 r se //ama r• matriz clásiea. 

Traduzcamos ahora las propiedades de á a la matriz e. Para ésto pongamos, 
= 	2,, (fi con cada 	yi E fi1 

1'31 =EI/i0104 ,  1:12 =EriOlhol, r" =ElorMi, 

etcétera. 
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Propiedad 12 Si G es k-dlgebra de Lie seta isitaple y s : ugok ug -4 rig:,,,r( 
sofrh : 

a) á' es alternante G r -1- 	es r)-invariant e; donde r' = s(r); 
b) sir e' es (i-inuariante: 

satisface la identidad de faralá < 	r") 	r") 	r"1) es 

j-invariante; donde el corchete es cn (U g).3. 

Dem,- Pongamos r = 	Yr con Xi yi E 11; 
a) Sean ir, y E O' ,,t/ E g 

O 	= 	(6.  (e, Y) + 4.(thx))(9) 

= 	(x 	9)6(9) + (y 0 J)6(0 

= 	9)0 • 11+ (9 0 x)(9 • r) 

= 	11)((9. rd o + 	0 19, vt() -1-  ir)(19, + o 1g, Vd) 

= 	3.1.1 , 41Y(Yi) + x(xi)9((thIlil) + 	xii)e(Yi) + Y(xi)e((Y, Vi)) • 

y)(g• r 4- 51 • ri) = Vr, y E g.  

lo cual es equivalente a 
g•(r+r')=0 VgEg 

o lo que es lo mismo, r 4• r' es G-invariante. 
I.) Sean r, y,: E g',Y E g, 

6'(6'(x,9),:)(9) =(6'(x,9)0   x)Y • e 

	

= 	(1.(rdl) 0.1 )((9,ril 0 !ti + .rt 	(9,11i)) 

+ 4.  (x. 1113'i:(9. Vil 

	

= 	((r 01,9, Xi] ' 112(W+ ((r 09)4 e):(9, 

	

= 	O YHRY,xil, xil 	+ 0 (11 	//,d):(Yd + 

(x 	Y){(xi,xii 0  + xi 0 ixi. 	vil 

	

= 	(z1)y)0z)([(9,x1),tiloy)0 y; + xj lig, ril, yil Yi 

+(xi,xi) <a  YJ 0 [9,Yil + 	O (9•W]) 

tic donde 

	

6'(6'(9,:),x)(9) = 	0  Y O -7){!ii ([9,4 ti) 0 yi + Yi ej O ILY,eileYjI 

+EY, Yii 	Yi + 	Xf 	[ti, Yil) 

	

6.(611,r).9)(9) = 	0 Y 0 21{Yi 09i 0 (1,9,41,7i1+ 	yi 

+14 0  (9. Yti 0  frt , 	+ [4, Yji 0 (9. Vil ( j ti) 
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reacomodando, á' satisface Jacobi si y sólo si 

O 	= 	ti] (,!) I O y;, 	I] + I I 	[y, ij 	y; 	yi  (,) I I 

+[li 	1 	(91 	Vi 0 11+ 11  O 019,f/d'IV 0  ki O 11 

	

+IN 0 ly,ed O I, I 	yil + fyi 0,3 I oty, xi, I to ti yij 

4-119, vil 	ri 0 1,1 	¡I/ 0 yil A- 1[9, 	0 1 	xi, I 

+[1 	y; 0 (y, 	I O xj) 	ird 0 yi 	I, yi O I xj1 

+11 	if yij 	twii 	I G.)3:i) 4- [e; 01 (y, yil ci) I, yi 	l laxil  

lo cual es equivalente a 

o  = 	ris3,11.4*,,2s, 1,9 	pi+ 	„mi +Eir rs2 	 rs: 

(6.7 actúa sobre (1/G)® 3  mediante 

y • (a o /PO c) = (la] O it 0) '+afi)(y,6)EJe i-ar1>b® [9, e)  

). Considerando la función lineal U9 ®k ug -4 (U9)o, uOn 	Ovo I, como 
r' es fi-invariante, se obtiene g•r12  = —g • Pl. Similarmente, y • r32  = --9•12", 

y • 1:3' = —g • e" así  

= y , 2 r  I 2 1 + 	( 1.31 ,.23J + 

pues, como cálculos directos demuestran, vale la fórmula: 

Lema 16 Si t4,v E (U (,V13  

• [u, v] = [g • u, vj +Pu • vi 

es decir, g•._ os uno derivación. 

Por lo tanto, [P", ell + [1.31, e") 4- 1132. e31) es g-illvarkulfe• 

Definición 27 (e, r) = (r12, e13)  + [02,r") + tr",r29 (N/ PHI 214 

Obsérvese como ésta suma de corchetes no es precisamente la suma do 
corchetes obtenida anteriormente. Sin embargo puede obtenerse ((2) sec. 4. 
pag. 903). Para ésto: 

Lema 17 Si C es álgebra de Lic simple 	dimensional sobre un campo 
dt einueleríslica cero, los elementos r.imParianles del r-módulo r op r tienen 
dimensión uno, 
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Dem.- 
Los P-endomorlismos  Erl(1j) sobre É forman un É-módulo: 
en efecto. si 1 E C,¡ E En/(C), se define 

l•f=D/ of—foni 

donde pi  : 	--> É, r 1-> [/, ir] . 
sip C como G -módulos: sea 

: 
/ 	H d,(/) : G --> 	P 

1-3 (r,1) 

donde (,) es la forma del illing. m  es iso pues la forma de Killing es no singular. 

Por foque r(j:pC 	VOG. Pero G' 	End(£) via el morlismo definido 
a continuación: 

O C 	End(C) 
1-> 	0(f o/): G --> 	É, 

f(x)1 

llagamos ver que O es un isomorfismo exhibiendo su inverso: 

tP: End(r) --> C* t. 

G —► C 	E,pi o ft xi 

donde (ri}i es base de 

1

L y pi : -4 P es la proyección en la coordenada i ; 

	

O ° 'PU») = 	ON 010 lila') 

= 	E(Pi o ./.(x))xf 

donde f (r) = E 
= f(r) Nix E 

Le., 00(f) = f 
00(f 	= El); o 0(f 01)Ori 

pero pi o 0(f 1.:.:1)(it)= f(r)li donde 1= E;  ¡ 0 

OrO(f 01) = E f ti) ti 

= 014 

= f 01  
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(£ ok ,C) 	 gnd(C) 

1/1  Id,c\ Cy0 

£* 

Se afirma que 0 o (0 014) es de £-módulos; 

O 0  10 	c)(1 • (11 0/2) = o o (, 	Idc(11.1 11 0 12 + 11 0 [1.121 

= 	0(0[1,1110 /2 ) +0(0(1)  O  [1,121) 

0(0,11 1012 )(x) = 0[1.111(x)12 

= ([1,41, x)12 
010(4) (.121)1x) = 0(11)(x)(1,121 

= (11 ,3;1[1,12 1 

por lo tanto 

0  0  (t',  O 'de)(l. (II 012))(x) = ((1,111,X)12 1-  (1,x)[1,121 

o (0 ® 1.0 	 12) = 14(0(4)0 /2) 

	

= 	0 0(0(11)0 12) — 0 (0(4)0 12)0 Di 

	

Ih o ON,(11) 0120) = 	(0(1 (x)12 ) 

	

= 	x)D,(12) 

	

= 	(II , x)[1,121 

0(0(1) 0/ 2 )o Di(x) = 0(0(11 ) 012)[1,x) 

= 0(11)[4 012 
= ([1,01)12 

= 	31,11)12 

= —(x,[1,111)12  

por lo tanto 

O ° (1/' Q") Mal • (I 012))(1) = 1 • 0 o (0 O 14)(11  O 12 )(x) , 	E 

i.e., 

O ° (O 0 1 dc)( (li  O 12 )) = 1 • 0 o (0 o [tic  )(I, 012) 

de donde O o (4 o 14) es de G-módulos. 
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Se obtiene entonces que (Lot.)1  = L-invari antes de (1:..0L) C-invarianies 
de End(£) = Entl(C)1  . Por lo que basta con probar: 

dita Ena/(£)' = 1 : sea f E Brad(C)c entonces Dt  o f = fe th VI E C , 
donde DI  : 	.ra-+ 	, lo cual es equivalente a 

= 1[41] 	x e 	 (5.12) 

Consideremos lI subálgebra de Cantan de £, C = (1),,,CA descomposición ale 
Cantan asociada a II = Co . Sea además (h„I o raíz) estrella de C y e„ 

generador de £0  para o raíz tal que [c_,, e,,] = lan  . Se cumplen las siguientes 
relaciones ([15] cap. 5) 

tho ,h01= O 	 [e,,,hp] = a(bo)co 

O, 	si o +a no raíz; 
[e...„,e4= ho  , fea ,9 	1 1= 	„,if e„«,, si o + /./ raíz (para algaba 

10,p E /1; 

para nuestro f E Bnif(C)c podemos escribir, sl n es raíz, 

(en)= h(o) 4-  E o, cou 	(5.13) 

raíz 

donde h(o) E II y 1(o) E P. Por 5.12, 

= 	[h., f(en)) 
= [ho ,h(a)]-1.5: ),(<1)[/1„,e4 ) (11 es abeliano) 

o 

= - 1,(0))0.),, 

por otro lado 

f[h„.e„] = ¡( -o(bo)e,,) 
= -n(ho )f(eo ) 

= -n(lin)h(la) - 	MhoMAHeA 

lo que implica O = o(h,,)/a( u ) = (h„,h„)h(o), pero (ho ,h0 ) > O, por lo que 

h(o) = O. Sustituyendo en 5.13, 

¡(r,,) = E ex». 
›, 
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En consecuencia, 

= 	rol 

= 

fa(o)h„ 
	(5.14) 

raíz 

luego, si fi es otra raíz, 

O = f[bo,h„) 

= 	(lin)) 

= 	E fa(n)s;-s4h11,ex-,d pues II abeliano 
raíz 

= 	— 	E b(0 )1.-.,),(A — 	 (5.15) 
a-0 raíz 

si ponemos fi = A — o para alguna A — 	raíz particular, (A — a)(110) = 
a..„, ha) # 0. Así, de 5,15: 	= O , VA raíz tal que A — o raíz. 

Sustituyendo en 5.14, 
I0„) = (a)ha • 

Pongamos = G(o). Se tiene que 
si In, fi son raíces tales que (h„, ha) O entonces la  =  fp  ; 

ti(ha)I(ed = 1[10 ha] 
= [9,fhal 
= 	1„teb, fin) 

= 1,45.)91 

Por lo que si O 	hp) = 13(h„), (ea) = lorp, de donde 1„ = 	• En  
particular se obtiene que 

f(e„) =1„e„ , Van raíz 

fo = fp, si o, fi  raíces ; sea ao raíz lija y pongamos f = ¿„„. Sea Al = 
(a raíz („ = 	

11/ = E Ph,b, 4- E Pea 

	

AEM 	AEM 

probemos que W es ideal de C. Como 

C z-• E Ph„ E Pe„ 

	

o raíz 	a raíz 

para hacer ver que 1V es ideal basta con probar que: 
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(i) [ilo,cx] E IV ; 

te„,h,ki e IV ; 

(iii) [yo, ea) E 1V ; 

Va raíz, A E 	. 
(i): [A,,,ex) = 	loje.k E IV . si .\ E Al ; 
(ii): ha] = (1 0 ,115 )e„ . Si (11„,b) = O entonces [e„,e,11= O E 1V. Si 

(h„, 	O sabemos que 	= l A = luego o E M, se sigue que [en , A ,k ) E IV; 
(iii): Si Ic„,exi # O, (e„, cal =1„,e,no  con /0,x # O y n +A raíz. Aplicando 

	

e5) = 	, 	fe,q=10,›Ieno 

lo que implica I =1.0,. Luego o + .\ E Al y así [e„, ex] E IV. 
Por lo tanto, 

IV es ideal de 

pero como .0 es simple y IV 10, C = IV, de donde Al = todas las raices de C, 
= 	para cualesquiera o, 3. Podemos poner 

(e.) = ¿c.!  • f (hn)=Eltn, Va raíz 

lo que quiere decir, f = lid. Por lo tanto Jim Priti(£) = I . 

Observación: Si V 10 es P-espacio vectorial, dim V < oo con caras l' # 2 y 
.1_ : V x V --> P forma bilineal Simétrica no degenerada, entonces V tiene una 
base ortonormal. 

Definición 28 Si C es una P-dlyebra de Lie semisimple finita dimensional ron 
canwleristica de P cern, 

E C (gp,C se llama elemento de Casimir si O o (IA 0 14)f2 = 1d£ 

donde O y están definidas en el lema 17, pay. 86 ((l, pag. 99). 

Lema 18 Si Ces P-dlgebto de Lic finita dimensional ron cante = 0 y II es 
elemento de Casimir entonces 11= E;  x;  o , donde (r; }i es base or1onoemal 
de C ron r.sperlo a la forma de billing. Además I2 es t.-inuarianle. 

Dan.- La existencia de la base ortonormal (ri); está garantizada por la ob-
servación inmediata anterior, pues como C es semisimple, la forma de Killing es 
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no degenerada. Sea ésta (, ). Entonces, utilizando la notación del lema 17, pag. 
86, 

	

ow o 	0(0fri 

y si x E .0 ; 

	

0(0j) 03 2,j)X, = 	 por definición de O 

= Dr, xdri 

	

= 	 , donde x 

ri 
 

= 

i.e., E;  0(9s(4) o ,j) = ida. Por lo tanto, 0(0 O /d)11 = /da, Le., f2 es ele-
mento de Casimir. Además como (t. t.r z tind(,C)a y /da E End(C)1  
evidentemente. Se sigue que tt E (£ O 	. 

Propiedad 13 sea g álgelan de Lie finita dimensional y simple. Si adenuís 
ponemos P(g) = q O 1 + 1 c g,r1Vy E g entonces podemos suponer que r está 

r' = Of y en tal caso: 

á* satisface Jacobi 4 (e, r) es et-inearialde. 

Dem.- Por propiedades 11, pag. 82 y 12, pag. 85 resulta que r r' es (3-
invariante. Pero los elementos tj-invariantes de (M g son múltiplos escalares 
del elemento de Casimir 

9=Egiogi 

donde (gdi es base ortononnal de (3 con respecto a la forma de '<Ming. Por lo 
que e 	= AD para algún escalar A . 

Si A = O entonces r está torcida. Si A # O se pone r = e — U. Luego, 

IÑO1+10y,f) = g • 

= 	y • 
r 2 

— y • 0, pues f1 es (3—invariante, 

o 
= y • r 

= 8(9) 
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y r está torcida; 

	

+ 	= r + — Afl 
= 

por lo tanto podemos suponer que e = i• torcida. 
Sabemos que é' satisface Jacolá 	11.23,r1  1 + It."1  v.21 + 	1.31 es C. 

invariante. Pero cómo e está torcida; 

	

b,23,  „121 + [,.31, e23) + fr12, 	= _fr12, p.23) _ b,13,1,231 _ [r12,  

= 	—(r, e) 

Así, 

á' satisface Jacobi 4,1. (e, e) es q-invariante. 

La suma (e, e) se considera porque la ecuación (e, t.) = 0 es conocida como la 
ecuación clásica de l'ang-Porice. Después, para g = 513 (k), encontraremos solu-
ciones a tal ecuación. Las consideraciones siguientes serán útiles para alcanzar 
tal objetivo, 

Sea r(1,2) 	—› /No' , 111  Q1 u3  tl 83  1-1 112 W III 	1i:1  y análogamente 
r(2,3), Tom . Supongamos que la r-matriz e = Ei  0 bi  está torcida y aplique-
mos las funciones tau a (e. r) : 

/11,21(r.") = R1.2012.133) + r(121(132. /.9 + r(1,21[ri8.r2"1 

= E T'ab, c..)11; 019 + 	 [Lu jo 61 

+Er(1,2)„,011j liihkij 

E 14 0[(:bailo bi >Din, ni) 0 a; bi 

ni 0 Ibi,bi) 

= 	11.21 r23[ + (r21, el") + [r2", el") 
= 	_b12,,,23] _ [riz,,,13] 	(„13, e23) 

= —(r, 

similarmente, r(2,3)(r, e) = —(r, e) , rom(e, e) = —(r, t.) 	Es decir, q,11  = 
—(r, r) para toda (i, j) transposición en el grupo simétrico 83. Se afirma que 
ésto implica que (r, r) E A3  ef . En efecto: 
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Lema 19 Si V es un espacio t'aquejol de dimensión linda sobre el campo 1' 
de eamtecíslica con y 3: E V14" es (al que r(Lo(r)= 	,V(i, j) Imu.sposiciáu, 
entonces r E A" V 

Dom.. Sea S„ el grupo simétrico de orden ti!, ni = ditti V. q : 	—f A" 
proyección natural. Entonces dita A" N = 	) . Pongamos 

	

1V 	r E Vo" I nimat = —r , V(i, j) transposición en 50  

Por demostrar que y in• es inyectiva (ésto es exactamente lo que se afirma en el 
lema). Para lo cual consideremos el, ...,e0, base de V, entonces 

	

{ 	(-1)° r,,(ei, 	...0 ei„) I I < ir  < 	< i, < m 1 
aEs. 

es base de IV. 
Si 	< 	< i„ ; 

qc E (—i)° ro (ei, 	• • • 0 ci.) 	 „,.) 
„Es. 

E( — i)" r,(ci, A ...AeG) 
cEs„ 

= 	tilci, A ... A (Ti. 

i.e., q manda básicos en básicos (característica es cero) y entonces resulta que 
es inyectiva. 

Generalicemos la definición 27, pag. 86. 

Definición 29 Si u, vEgokg ; 
0, o  = [uu,v, +11113, v231+  1,13.  j'31 

Propiedad 14 Si (3 es k-ályebra simple /julio dimensional, r una t.-matriz (or- 
cida y  11 el elemento de Casimir del lema 18, pag. 01. /Monees, 

a) 
(e,12) + ((Le) = O 

GJ (1,2) es g•inuariante; 
e) (9,11) es no emv, si 4; es no (italiana. 
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Den, Pongamos r 	 = 	gi (29i. EH las siguientes igualdades, 
cada vez que aparezcan los subíndices Ose sobrentenderá suma sobre ellos: 

a)  

[el 	913] + [rl 2 4123] + 	92:11 

= («J'Id bi 0gji ai 	gj ai 	gi 	[6 1,11.1] 
= 	[abyi] ( bi yi ai  8; 	pues 11 es (7-invariante: 

(9. 	= (Y» aii 014 0  bi + 91 0  Igi; ad bi -fgj aí 1(1, 

= 	— ai • Obi 	gi ai 	igi; bil ; 
o 

(r,11 ) + (9.0 =Id 	bi !fi + 	ai (9j,14] 

= 	1(441 bi 	gj gj br (ah gji pues e está ioreida 

= O pues ar • = O . 

b) Pongamos ,11 : g 	0k J, ;Si (ir) = r • Si, es decir, á) = O. Entonces 
= O por supuesto que es corchete de Lie, y como ti es g-invariante, se sigue, 

por propiedad 12, pag. 85, que 

(p23, 	+ (o31  , P29 + [o12 ,1131 es Crinvariante. 

Utilizando que U es Crinvariante, 

pza, (pi 	021 4. frii2,  sr, 

= 	gi O[9i,gi] gi + yr 0 gi 

= 	[lb Ud gi 	c9[9i,gi] g/ 	Igi, gil 0 

= —3g; ki,gi] gi 

= 	3 91(.9,i1 Uj  Yi  Ca  9j 

= 3(0,11), 

además, si (0,11) = O entonces como los gi. 8011 básicos, ¡9;, 9i] = 0, V i, j. Lo 
que implica g abeliana. 

Propiedad 15 Lo park G-inverionle de A2  (z' rs ccm 

Dem.- Como A2  g c g ®e  G y dim (g a); = 1 entonces dita (A2  Si);  = 

I 	Si ocurre lo segundo, el elemento de Casimir, U = Ex; ri E A2  g, i.e., 
r0,2111 = —U, pero romo = n así '29 = O. Lo cual es imposible. Por lo que 

dim (A2(3)0  = O. 

95 



ejem. 15 	('utilización de 812  (k). 'limitemos g = s12 (k) las matrices 2 x 
con traza cero y con entradas en k el campo complejo. Mostraremos romo la 
cuantización "usual" introducida por Drinfeld y J hubo puede obtenerse. 

Según lo anterior el primer paso es obtener las estructuras de biálgebra 
de Lie. Sabemos que tales estructuras aparecen según lo hacen las r-nuttrices 
clásicas r (para las álgebras semisimples tales como 512(k)) y podemos suponer 
que tales r están sujetas a la.s siguientes condiciones: 

(1) 	G 

(ii) (e, r) E Jet' es g-invariante; 

pero (e, r) E A3 (3, y así (e, e) debe de ser g-invariante de A3  (1, pero todos lo 

elementos de A3g son g-invariantes pues din( A3  (-1 = 	dit3n  ° ) 	I y (12, 9) 

que es no cero, metí el) na o, y es g-invariante, según la propiedad 14, pag. 
94. Así la condición (ii) es redundante. Por lo que las estructuras de biálgebras 
sobre C están parametrizadas por A2 0 espacio 3-dimensional. 

En particular: 

Teorema 21 (e, = 1(0,1.2) para algún lEk y entonces r = r 5/711tl 
es solución de la ecuación clásico de Yong•Ilusier, donde Q es el elemento de 
Casimir. 

Dem.- 

(e, é) = (e, e) 4- kr-..1((e,11) -I- (9, e)) 1(2, 51) 

=o. 

has estructuras de biálgebras de Lie dadas por A2 9' no son todas diferentes. 
pueden (lar lugar a estructuras isomorfm: 61,62  estructuras de biálgebras son 
isomorfas si existe a automorlismo de Lie tal que: 

G 

J. 	o 
-4 1; g 

pero si 61,62  provienen de r-matrices ei,e2 respectivamente, i.e., 61(x) = x • 
ei,(1(x) = x • e2, entonces, que el diagrama anterior conmute (v.; equivalente a 
que Vil E 

n(r) • r2  = 	i» (v)(t • el) 

= 	Q;.) Egr, oil 0 b(  ai 	, bin , donde ei = 	a; k;; 

96 



Do.r,otti) o oh;  1 no;  c;)for,(ibi)) 

ox (o ala; 0 In) 

= a(r) • (a 

o(.1:) • ( r2  — 	afri ) = O , Vx EJ 	 (5.16) 

luego reino o Va autoniorlismo, 5.16 es equivalente a que 1'2 — (o 0 o)ri es ti-

invariante. Pero también r7  — (o 0 o)ri E A2 G (aplicar ni,2 )) Y como la parte 

13-invariante de A2  ij es cero: 

r2 = (o 0 o)ri 

Así que las clases de isomorlia de las estructuras de biálgebra de Lie sobre 
812(k) estiin parametrizadas por el grupo de automorlismos de Lie Ata Li,,(ti) 
actuando sobre A2  g. 

Sea SL2(k) el grupo de matrices complejas 2 x 2 con determinante I. 

Lema 20 Si o E Autu,((;) con C = s12(k) entonces existe 7'E SL2(k) MI que; 

o(m) = Tna-1  , VII) E 42(k). 

Dern, Sea, 

( 1'=0 
	 o 	

1 a  
\ 	)' 	\ 	 k 0 —1 ) 

base canónica de 8/2(k). Pongamos V = P. V es un g.-módulo definiendo, 

g xV —› V, (x,V)14 a(r)v. 

es irreducible, pues si no, existe W C V un G-invarbinte con dila IV = 1, y 

como et =1(2,0, se sigue que xv = 0, Vi, E V, x E O, i.e, o(:) = 0,V: E g lo 

cual es no es posible. 
Utilizando feo. 7.2 pag. 33 de PI V tiene un único vector anodinal in 

correspondiente al más alto peso de V que es die V — I = I, y según lema 7.2 
del mismo (10), V tiene una base formada por ve, tn tal que 

n(11)vo  = yo , 	= 
a(X)ve = 0, 	a(X)tn = e5, 
o(Y)va = 	o(11)vt =0 

por lo que las representaciones matríciales de (v(11), a (X), a(Y) con respecto a 
lo base(vo, y1 ) 5011, respectivamente, II, , 11. De donde se sigue el lema. 
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Prnpirdnd 16 111 AlliLi,(g)-111r1 Ah) A.2  g es isomorfo ti1.4u1m,(C)-niríciula 

Dein.. Sea 4,  función kdineal definida por: 

A2(-7 	-> 

/1 	X - X fi 1-5 (fidt1 = 2X 
- 	ci:5 II 1-5 [1-1,11= 

X 645' - Y X 1-+ [X, = /I 

Así y es monomorlismo, pero como dim A2 (7 = 3, entonces'' es iso de II-
módulos, Veamos que es de Atdrá,(g)-módulos. 

Sea 01 E Aullic ((1) entonces para cierta T E SL2(k), n(m) = TniT , Vil' E 
g , 

51i(o(fl (7 X - X II)) = l(r5(1/)0 a(X) -o(X)V5o(i1) 

= (o(//),o(X)1 

= 7111,X17'-'  
= 	n[II, X1 
= 	X - X (±V 11) 

similarmente para (11;1, (X,V). 

Por lo tanto, las clases de isomorlia de las estructuras de biálgebras de s12  
están parametrizadas por AtilLu(g) actuando sobre U. 

Pero a sil vez, hemos visto que Autucw) está parametrizada por SL2 (k), 
(cada autontorlismo de Lie es una conjugación). Tenemos la siguiente reducción: 
las clases de isomorlia de las estructuras de biálgebras de s12  están parametri-
zadas por SL2(k) actuando sobre g = 812(k) por  conjugación. 

Aún huís, cada órbita de la acción de 8,1.2  sobre s12  da lugar a una clase de 
isomorfia. Pero para ésta acción, por el teorema de Bordan, sólo hay esencial-
mente tres órbitas: 

o 	, 	p 	\
conit00 E k 

	

la de 0, la de o opta" o 	j 

Regresando a las r-matrices, vio las identificaciones anteriores se obtienen las 
tres estructuras de biálgebras de I,ie no isomorfas entre sí correspondientes a 
las tres órbitas anteriores (ver propiedad 16, pag. 98), respectiVamente: 

r =0,r= 11- (1I0X -X0f1),r=11(X0Y -YOX) 
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La primera corresponde a la estructura de biálgebra 6 = U. Veamos la 
segunda: 

8(:) = (: 	1 + 1 t',? :,1(// t;'t X - X 0 /1)) 

=
2 	

ni X - X U:J/1 + 0(z, X) - 	0 //). 

Mientras que la tercera: 

8(:) = [t• o 1 -I- 	c;21' - Y 	X)) 

= 	p([:, Xj 0 - 1' (z, Xj + X [z, Y) -(:,Y) 0 X) 

Para abreviar, denotemos con AAB a la diferencia A 0-? II /i (,.) .4 en (.10k ti. 
resinninos lo anterior en: 

Teorema 22 1.11.5 CSIIIICIUMS de bidlyebros de Lic sobre 812(k), no isornodás 
entsr sí son: 

i) 8=0; 

8(:) =,([:,11) A X + // A (:,XJ), V: E s12(k) 

iii) 6(z) = 	X] AV+XA (.2, Y)), V: E s12(k), p U. 

Tenemos completo el primer paso en la construcción de 1111s cuantización 
para 512 . El teorema anterior da toda la información de primer orden. Ahora 
construiremos las cuantizaciones propiamente. Lo liaremos sólo para los casos 
i) y iii). 

El caso i), i.e., 6 = O, sugiere, por supuesto la deformación trivial. Para iii) 
se requiere algo más de trabajo. 

Lo primero que se observa es que para iii), si g+ denota a la subálgebra de 
s12  que consiste de matrices triangulares superiores y 0-  denota a la subálgebra 
de matrices triangulares inferiores, 

6(X) = p(X ta // - // 0 ME e Ort+  ; 

6(!l) = ri(2X A Y - 2X AY) = O E ti 4-  01i+  

entonces 6(e) C g+ 	, pues ef = (ll X)s.  Similarmente 6W-) .Ç 
(I" Os O. Lo cual sugiere deformar (cuoraimr) por separado U(7+ y ug- y 
luego juntar de alguna manera tales. Deformemos Ug+ primero. 

Sabemos 8(//) = O, pero como ál(//)- A1,(1) = 16(11)+ ... se sugiere, 

át (H) = á(//) = 1/ 0 + 1 o // 
	

(5.17) 

ahora, para X una especie de generalización de la ecuación anterior, 

át(X)=XOPHOX 
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tg E 14+ = (1/(7+)1 , (ales que f 	I,g 	1 cuando 1 -4 O. Para que á t  
)7+ --> lit+ (1,4,, 14+ sea de Lie pongamos f, y E (11101  donde, 11 es la subálgebra 
de Lie diagonal de (7 = s1' (k) (U 	aheliana y así 1111 es conmutativa). En 
efecto; 

átUnál(X) = 	X0f+NO II f + 0 X + c_.) II X ; 
át (X)át(ff) = 	+010X +X0fil+g0X11 ; 

(.14(11),.át (X)] = Uf, .110 f 	PI, XI+ (IIg — gil) 0 X 
+X 0(11 f — fII) 

= 2X 0 f +y 0 2X, pues 1/11 es ,zoninutativa; 

= Jr(2X) 

= 

por lo que át  : fi+ --f 	Jis+  es de Lie. 
Luego, por la propiedad universal de Ife, á t  se extiende a át  : ug+ -4 

11,+ ok, 14+ modismo (le k-álgehrits asociativas. Y éste a su vez se extiende a 

	

át  : /4+ —( iir+C.+')k,U1+ 	i--1 E át (ai) P 
inorfismo de k1-álgehrns asociativas, donde la estructura multiplicativa de 14+ = 
(11(P)t  es la trivial. Veamos ahora la comultiplicación. Se debe cumplir, 

(ifiMaár(X) = (At(Wd)át(X) 

desarrollando, ésta es equivalente a 

Atát  (j) +1715Xi.V + gt 915X = XésiMf glX(W át(y)65X 

lo cual es cierto si ¿Si ( f) = f f, ¿Si (y) = y o y. Veamos condiciones para que 
ésto suceda. 

=(11)k  álgebra de Lie abeliana, por lo que su álgebra envolvente universal, 
1111 = 	entonces f = E,,o ponti con pi( fi) E kifi). Por simplicidad 
pongamos Mili= 	con ¿ E k. Así para que át(f)= f 01, 

> 	juira(i)t i = 	E  ui„„.,00 11 m1i)tn 

i211 

yendo a (1111 Ok Ull)1  y utilizando la definición de át  le obtiene, 

la 	ok 1 4- 1 ok 101"(" ) 	E 1,.1,11 ,(,) 	lim(i) 	(5.18) 
})=II 
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lo cual recuerda al binomio de Newton; i.e., si se pone 	= 1 /il, m(i) = i, Vi 
entonces se obtiene 

1 	• 
Ok + ('41 	= 	-.1 -9-111 0lli  

1i9=11  

lo cual es cierto precisamente por el binomio de Newton. Más generalmente, si 
se pone I; = 	, ni(i) = i, con p E k fijo, entonces la igualdad 5.18 vale, Se 
propone por tanto la solución: 

	

f = 	=,,n,  

similarmente para ; 

	

= 	/Mi = c,"1 
iko i.  

donde 1E k. Es decir, 

i (X) = e e' 411  elm e X 

Podemos suponer —p = T, lo cual no es grave. porque si lineemos S' = 
Xt-I/2(04-01  E Vil', entonces 

AIGV) = át(X)A1(e-1/2(cf'111), ár es de álgebras; 
mme-1i2(e+18,1,(11) por definición de At; 

= a,(x)r-t/2(04,p(iint+ngii) 

= ádme-1/2b-t-rnlininc-1/2(04,moint 

= 	,1,(x1(e-li2te+10it o  no o  e-1/2(p+,0iit )  

= 	tour + ()in 1,;,, me-1/2(0+19n e-tr2(p+1)iit 
= 	0  dizte—ont + ciph-r/ID (;: Vt 

i.c., át (X') tiene la forma X' O e(111  + 	O X'. Además II, X' generan a 
11,+ ad como /1„11 generan. 

Falta anexar la información de primer orden que ya hablarlos obtenido. Para 
lo cual: 

„Si(X) _ (x) = 	(ollt c -1119+ ( r -711i _ 0111) o x 

= 	(hui + 	+...) -1-7111+ 14-11- ...1) 

	

-((7111+ 	+...) - {-11/1+211!- ...Do X 

X 027111 — 27111 0 X (trio(112 ); 
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de donde 

,51(x) - ál(x)  X e) 2711 —2711 X = 

= 4(X) 

	

= p(X 	— 11 X) 

lo cual implica: y = 1/4. Es decir, 

	

Al (X) = X W e ha" 4- r` 	X . 	 (5.10) 

Exhibamos la conoidal y la antípoda. Se tiene que cumplir (ver 1.11 pag. 
13) 

X = (hgüt )..11 (X) 

	

= 	x(1(r;41)4. c-iiiinct( x )  
= xc la,,unt (-31,/n4(x) 

	

x = 	140.1(1)t + 	lotit,i(x)  

Corno 	= k ri+U+) 	k proyección, se obtiene que ri(X) = r(X) = 
0, ti(//) = t(11) = O. Lo que describe completamente a la counidad t t. Y 
entonces los diagramas 1.11 conmutan. 

Para la antípoda qt  :11,4" -4 U. Según 1.12 pag.I3, se debe cumplir 

O = ag(rhi'!i111)‘51 (11), 

i.e, sustituyendo 5.17, pag. 99 

0 = ut (11)-1- 

lo cual sugiere, rh 11, = MI" 9(10= —H. Luego, también de 1.12, pero ahora 
para X, 	

111(X) = —chi" Ve- ;liar 	 (5.20) 

se puede escribir ésta igualdad de mejor numera, para lo cual es el siguiente 
lema técnico. 

Lenta 21 Sea A E k, 

i) Si [II, = e: pon olgthi e E k entonces 

II": = r 
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1.4.1 
11-t: 

i=0 

ii) 
A11/i1/ 

entxe/1111 E i1 xE j1 
2iX/Ii E E 77411111 

n 	
j. 

o) 	
'1,tAtil = (dan 	 = r mit y 

Dem.- i) Por inducción sobre n. Si n = I; 

E( i. 	= :11+e, 
i.„ 

= 	11: ; 

)e1:11" -i ) 

= 	 :11" -t  
f=0 

l—d 

( 

ei(:/1 C2)1111-' 
i=0 

E( 

zlin+1 + E( ni:.l 	e"+1, 

i=1 

= 	Vlil"XX"1", porque [U, XI = 2X e inciso i ; 
1.--• n1 
cm/1x 

Similarmente la otra ecuación afirmada. 

l'or lo que 5.20 se puede escribir como: 

rp(X) = -c hile A 

= 	_e h!! t ept e—bilt x 

= X 
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Definición 30 .4 una k-dlyebra asociativa, ,r,y E .4 tules que 

pato alga q E k. Para n, i naturales con n > i se definen las y-coeficientes 
binorniales (llamados también polinomios de Gauss), 

[I: I 

tomo los coeficientes que aparecen e la '<lación 

r  
+ Y)" = 	[ fl  I yir"-i 

i=0 

([181 pay. 1581. 

11.e.suiniendo, 

Teorema 23 Sea p # O en k el campo complejo. Una ctiontización para 0+ la 
k-suldgebra de Lie de las matrices triangulmes superiores de (). = s12(k) viene 
descrita por lo siguiente: 

i) La mullipticación y la unidad son las dadas por la deformación trivial; 

ii) la comulliplicación A, es; 

	

át (11)= 01+1® 11, Ai (X)= X (gaga" +,— i"in 	; 

la counidad rt  : (vo), 	k, es la proyección imitara y la antípoda y, es 
lu extensión manto, a (Ur), del Mimo:fimo, 

uti+ ug 	ir 	1 )m+ncmn111nxm 

Dem, Por construcción sólo hay que hacer ver el axioma para la antípoda. r  
por linealidad ésto se, reduce a los básicos 	 Sea E = 
chi, entonces, según lenta 21, pag. 103, 

E X = Q2  X K, X E-1  =q2 E-i X , 

de donde 
(X 0 K)(K-I  X)=q4(E-I0X)(X 05 E). 	(5.21) 
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En consecuencia, utilizando la definición de los q4-binontiales, 'tara 	k -1 0) 
.1* 

ii(14»idá,(.vm ir) = n(hiAlid(x o li + 	o )01"(11 o 1 4. I 0 in" 

= 	(bir?ali  ) 	i=sJ=a 	44  (Ii -1  ti..).V)i(X 0 10"1-i(:: )(11"-i ,,i; IP) 

n(111NdEn'l j=0 E':' q, ('; )(K-iX"'-i O XiKm-1)(11"-i u.,  IP) 

1 14 ( 	A" /I" (Xi 	IP) 

E 1 '13=0 [T lo ( n )q2i K -1 X 1"-iiin-j(-0i+i 	.v' 

= E:10  

9 4  
.--- U. 

Por lo tanto, 
o (b1;),(,)A, = utct 

es decir, q, es inverso lateral derecho de Id A , en la k,-álgebra 
con su producto dado por convolucián. Pero tal inverso debe de ser la antípoda 
(recuérdese que la antípoda se cuida sola en las deformaciones), en particular 
se debe de cumplir también que 

= met  

Por analogia existe una cuantización similar para g-  = (11, Y). Salo hay 
que cambiar la antípoda. Porque según 1.12 pag.13, se debe cumplir 

= 	;int ye- litut 

= 	— e  IPme-id iont Y, por lenta 21, pag. 103 ; 
= —,.-ni)' 

Teorema 24 Sea p O en k el campo complejo. Una ClialliiZIWiÓn pan: G" In 
k•subálgelnu de Lie de las matrices triangulares inferiores de g = e12 go viene 
desaire me lo siguiente: 

1.11 multiplicación y la Unidad 5011 las triviales; 

u) la comulliplicarión [Si  es; 

ál (11)= fi 01 +10 II, á, (Y) = 	4. e- 	; 
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In) la n'unidad ( t  : (1101, 	k, es la peayreción natural y la antípoda y, es 
la eriensión natura/ a (11(7-)1  del antinnlisnio, 

110,- 	IIG- ym 	(_1)m+111,-eitiat Iln ym 

Ahora hay que juntar las deformaciones 11,+,11r. 1,a forma en que se rela-
ciona g+ con (3-  viene dada por la ecuación 

[X, Y] = 11 

y entonces hay que deformar ésta relación. Se tiene que cumplir 

áf[X, Y] = [áf  X, áo  Y] 
=[X Ocio"' + hl" 0 X, Y chur + 	0 Y) 
= [X, Y] 0 el'in + c -i'm 0 [X, Y1 + 	XeiPli,  
_ye- bou 0  aaut x x fali o  c hut y 
_e-Dilltx 0  y e billt 

pero, de nuevo, según lema 21, pag. 103, 

¡fan y o  xe 	= ye- billt 0 cid 

= y e-1011 0 	x 

por lo tanto 	
áf(X, 	= [X, Y] c cid" + 	0 [A', r] 	(5.22) 

lo que no es exactamente la igualdad obtenida(' ante" para la comulliplicación 
en 11, pero hay que recordar que el corchete [X, Y] ahora se esta haciendo en 
(11(3)f  y aquí podemos deformar el producto, por lo que no necesariamente se 
da la igualdad )X, Y] = II en (1/0)1. Para obtener la deformación adecuada 
hay que observar lo siguiente, 

= 
i=0 

I 	i  

= 
i=0 j=0 

n. o ír 
14 	

I, 
i=0 u+u=i 

= &int eollt 

i.e., át (eidle) = coi" eid". En consecuencia 

mes"' _ e 	effiit 	_ ,-siit c  e-aiit 
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por lo (pie Si Se pOne 	

[.V, Yb = pum _ 	 (5.23) 

se obt iene 

ád.v, 	= [X, Yb t••, ron' + c""' o) [X, lit  

tal como se queria en 5.22. Sin embargo falta el requerimiento de que en I = O 
la deformación sea el producto original. Y tal elección de [X, 11  no cumple. 
Para subsanar esta deficiencia, como el coeficiente del en cout —e-tdil es 2p11, 
se puede poner 

emir, _ c-iint 
[X,111 =

Mi) 	2 
	  = 

5(1)
sinh (p 11 1) 

donde s(I) E (I) C k, cualquiera tal que el coeficiente de 1 sea p, y sigue siendo 

válida 5.22. Por ejemplo podemos poner, 

sinh (phi) 
= sinh (pt) 

(ver ejem 3. cap. I). 

Teorema 25 Sca p # ll en k el rompo complejo, 	= elont 	= elPt. Una 
cuaritimeián para = s12(k) viene descrita por lo siguiente: 

i) La multiplicación es tal que cumple: 

E,,X = 	No , E iiY = qi 2Y K m , (X 	
— 11.  ,7 2  

= 	, 
— 

Además la unidad es trivial, y lal multiplicacián es isomorfa a la trivial; 

üJ la comultiplicarion ál  es; 

ái (11)= 11 01+ I 	II, 

át(X) = X 14 k„4- K,71  X, át(Y) = Y lí„ KJI 0Y; 

iii) la counidad q : (Ug), 	k, es la proyeccidu natural y la antípoda ni  es MI 
que 

	

x t y rn ti 1.4  FI rtni-n41—m) 	ynixi 

Para demostrar éste teorema se necesita de más información. Esencialmente 
de la relación entre la definición de una deformación por medio de series de 
potencias, por un lado, y de la definición por inedidde generadores y relaciones, 

por otro. 
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Como k es .,ampo. k, es dominio entero. Denotemos con 	al campo de 

cocientes de k,. 'Jay que notar que para el álgebra envolvente universal U de 
U = 812(k), si formamos el espacio vectorial (7 Ok, 111 , resulta que (1Ok, 

(111)(0) donde (1't )(0)  es la localización del krmóduloll, en el ideal primo (0) de 
k, ([12), leo 4.4. pag. 26) y además 

e Ok, 	 (U 1)(o) 

\r/ 
Uf  

donde, U, -4 (1 .,),0, u 1-4 11/1; U, -+ 	Oh U,, u 1-> I o u. Como ker(l/ t  -4 
(1/1 )(o)) es la I-torsión de (1, y ésta es cero, se sigue que U, 	@,, U, es 

monomortisino. 

Lema 22 Sta 11  el álgebra envolvente universal de (1, it 51 O E k, K = chi" E 
U, deformación trivial de U. Entonces el elemento K E Cok, U, es 

denle sobo,  C. 

Dem.- Supongamos que 

ce  4- E + .• • 4- 	= O 
	

(5.25) 

con ci E e, i = 0,...,n. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada 

ci E 111. Multiplicando el lado izquierdo de 5.25 por X, 

co X 4- 	+ 	eaK nX =O, 

conmutando, 

coX + 1,1 	K 4- 	4- c,,q 2"K" =O, 

cancelado X, 
ro + cly 2  K 	. e,,q 2" K" = O. 

	 (5.21;) 

Repitiendo el mismo procedimiento para Y, se obtiene, 

en 	eiy -2K 4- 	ro-2" E" =O, 
	

(5.27) 

restando de 5.26, 5.27, 

(q2  — q-2),K 4- ... e„ (q2" — q-2")K" = O 

multiplicando por 

c1(g2 — 	 _ ,-2,1) K0-1 = o  

luego, aplicando inducción se obtiene ei = 	= en  = O, y ad también e0  = 0. 
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Lema 23 Los e/turnios X,1', ll,1 , 	, k 2  , K -' E (1 Ok, tir aso Ihwahhuilly 
imkpendicates sobn: C. 

Dem, Supongamos combinación lineal de los elementos en cuestión. De nuevo, 
sin pérdida de generalidad, 

aX +IX 	eh* + 1K -1  + K 2  + 11E -2  = 	(5.28) 

con a,...,h E kr . Multiplicando por E2  a la izquierda del lado izquierdo de 
5.28, 

aK 2  X +6101' 4. ck2 	eK 3  + E + 	+ = 	(11.") 

conmutando, 

aqi X E2  6g-41'10 	E 2  + e K2  f :I- K i  hl = 0 	(5.30) 

cancelando E2 , 

ruja X + 4-41' 	+ 	+ K -1  +910 +hh.-2  = 0 	(5.31) 

restando de 5.28, ésta última, 

a( 1 - q4 )X +6(1 q-4 )1' =0 

y como X, Y son evidentemente linealmente independientes sobre C, se obtiene 

que a = 6= 0. Luego, de 5.28, 

eK 211+ek 3  fk 4- 9E 4  +111 = 0. 	 (5.32) 

Multiplicando por X a la derecha, 

O = e/1E2X +rk3X fEX -141X 
= 	ellq4 XE 2  ry6 X E3  92  f XE 
= 	eq 4(X +2X)E 2  + eq6  X K a  + q 2l X k 4- 6X , 	XI = 2X), 

= 	cq4 X/i H 2  4- cql2X K 2  + vil  X h." + <PU K + hX, 

cancelando X, 

eq411k 2  rq42E 2  eq6 E3  q 2 /K 4- h1 = 0, 

restándola de 5.32, 

c(t- g4 )11K'-cg42K2+e(1-q")K3+f(1 -92)K+9K 4 = 0  

multiplicando por 

c(1 	0)11E - eq4 2K c(1 - q6)K2 	(1 - q2)1 	= 0. 	(5.33) 
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Repitiendo el mismo procedimiento para V, multiplicando 5.32 por Y, 

0 	= 	e// K2 V + e 101' + 	+ 
= 	el! y-41'10 + eq-6 1' E" + 	Y 	hY 
= 	eq-4(191 - 211E 2  + etr6 Y.K 3  + q-2  f l'E + hl', W1,1= -211 

= 	cy-41' I/ K2  - 2cy-4 	+ cy-';  Y K3  + tr 2 f Y + h)' 

cancelando Y, 

cq-41110 - 2c(4  + cir6  Ea  + q-2 f + hl = 

restándola a 5.32, 

c(1 -y-4)111(2  -I- 2cy-4 	+ e(1 -11-6)It 3  + .f(1 	9.2 ) 11.  + IIK4 =0 

multiplicando por 7 4  1('1 , 

c(q 4  - 1)II E + 2ck c(y4  - q-2)10 +10(1 - 11 2 ) 1- gq410 = 

sumándosela a 5.33, 

2,(I _ q4)K 	_ qt3 .414 q2)K+ /04(1  _q2)+0 

pero como E trascendente sobre C, se obtiene que e = e = f = g = 0. 

Ahora hay que observar que las relaciones 

E X -112  X K = 0, El' - q-21' E = 	 (5.34) 

recuerdan a un corchete de Lie, ó tal vez deberíamos decir a un "y-corchete de 
Lie". Obsérvese como en los restandos de 5,34 hay involucrado un "y-switch": 
S(1( O X) = 	S(K Y) = q-21'K. Siguiendo a Matón [II) pag. 81, 
resulta que los axiomas de un álgebra de Lie están dados en términos del switch 
usual. Entonces utilizando un q-switch se obtiene la definición de un y-álgebra 
de Lie. Veamos: sea II' una E-álgebra de Lie con corchete f , y) = [r, 	sea 

permutaCión de (1,2,...,n), definimos so  : IV" --) IY". ir!  o ... 0 r„ 1-+ 
roo) O ...0 r„(„). Entonces la propiedad antisimétrica es 

.(8(121= 

y la identidad de Jacobi, 

0 I)+ 1(1 dm.  0 nst2:96(12) + f(14111,  0 1)802)8(3) = O. 

Abstrayendo tales propiedades se obtiene la definición de una S-álgebra de 
Lie en el sentido de Matón. Expliquemos: 

110 



Definición 31 Sea W un F.espacio ocetoriol. l!n switch es isomorfismo limo! 
: W ®p 111 	Op IV Id que 

(a) S2 	divo 

(b) S(t2)S(2a))" = Idwor wo,n' • 

donde S(1?) . Sta Idw, 5(23) = Mil,  ta S. 

En tal caso, el switch .5' induce, para cada n entero positivo, una repre-
sentación del grupo simétrico 8„ de orden nl, 

IV" 

puesto que la siguiente es una pre.Selliiirill11 del grupo 8,, 

( 	I 	= 1,  • • 	— I,( 	 )" 3)  = 	) 

donde tn(i, j) es el orden de sw+ns(ii+,), (el grupo S„ J11111.0 con las trans-
posiciones ( s(12) ,...,80,_1 ,„)) forman un sistema de Coxeter). Para iT E 8,, 
pongamos Sr, = /1(a). Entonces S„ W1 ° --) W"° es isomorfismo. 

Definición 32 Una 5-dlyelon de Lie es una Tríada 	f, S) formada por un 
P-espacio vectorial W, una función lineal f : W Op W —4 U', un switch S : 
W 	II' —› W Op IV, tales que satisfacen 

(a)  

	

IN c;., W 	IV Op IV 

(b) f(Idw f) + flhiw c  flg(n)Son + f (Ida' ea f)S02)5(23)= 

Ésta definición es un caso particular de la definición de S-álgebras de Lie de 
Manin, 	pag.82., pero basta para nuestros propósitos 	• 

Lo que se pretende hacer con éstas S-álgebras de Lie es mostrar que tienen 
una "S-álgebra envolvente universal" que cumple con el teorema de Poincaré-
13irkhoff-Witt, para lo cual necesitamos de la siguientes condiciones adicionales: 
para ti una base para W, 

(e) S(r e..)//) = grwy c r, para algún qr,v  E P, 	, E 8; 
(d) Si x, y,: E U diferentes entre si y 5(23 ) = Idiy 0 5,5(12)  = Sal idw 

entonces 

S(IdO f)(x O y 0 :) = (f b Id)5:(23).9020 O YO z) 
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Definición 33 	P-c,yhiciy vectorial W le llamaremos g-dlgebro de Lie si es 
una S-álgebrn de. Lie gue cumple ron los incisos (r) y (d) anleriows. 

Ejem, 16 Cuando se pone y como la función constante 1, S el switch usual y la 
característica de k es cero en la definición 33 se tiene la definición de un álgebra 
de Lie. 

Ejem, 17 Pongamos 

11/,, = (X, Y, II, E, E-1 , k 2, N -2)c 

donde (.7 es el campo de cocientes de k1 . Li = (.V, Y, II, E, K -1 1E 1, K -2) es  
una base de Wo. Se define f :1Yo  x 11; -› 1Y, tabacal cuya matriz asociada con 
respecto a la base ordenada 1? es 

1K-3  
2X 

21' 
0 
0 
0 
0 
0 

0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

O 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

O 	0 

0 	0 

0 	0 
0 	0 
0 	0 
0 	0 
0 0 / 

9 -4 
0 

-2V 
0 

O 
0 

-4 
2X 

0 
O 

Ahora se definen 

	

qx 3' = 1 , qx,ll = 1 . 	= 	=il,±2  

gy,ll = 1. 	= 

411,K. = 	= I, i =±1, 

= qy,i, Vil, y E B. 

Inmediatamente se cumplen (a) y (e) de la definición :13. Verifiquemos (d). 
Primero hay que notar que si se cumple (d) para zt el y 0: entonces se cumple 
también para r : 0 y. I3n efecto, 

S(Id01)(3:05(y0z)) = S(x fS(y0:)) 

	

= 	-5(1d 0 f)(2: 0 yo :I) 

	

= 	-(10 /d)S03),S02)(x «i 	z) 

	

= 	-(10 id)gr.uqr,zY r') z CO  z 

	

= 	(I ItI)Scia )S02)(r 0S(y0:)) 

pero como MY 0:) = 	@ y, con div,, # O se sigile que 

S(1,1 0 1)(r 	11)) = 	MS90020 19  z 
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l'or lo tanto basta con examinar los siguientes casos: 
caso x = X, y  = 	=  

	

SUdw w J'IX o Y 1) 	= su; o  251 
= 2Y X, 

(f cd idn').90:0(I2)(X (' Y 0 11) = (f c• !div)(Y o II o X) 

= 2V X. 

caso 7: = X, y = 	=  

S(Id 0 f)(X 01' 010) = S( X f(1' Iii )) 
= O, 

(f 	Id).9(23).9( 12)(X 0 Y 0 	= q-2i(f ¡d)(1'  Ki 0 S) 

= O. 

caso ir = X, = 	= 

S(1110 f)(X 	O N) = O, 

tf 	hi1S(2:002)(X 11 E') = (i( f O bu o Ei  0X) 

= O. 

caso = X, y = 	z = Kj: 

SUt10 /IX 0 Ki 	= O, 

(10 10(20(12)(X 	o 	= 0-2(i+J)(f o  howi Ki el Al 

= O. 

caso  x, =  Y, y = X,: =  

S(140 f )(Y O X O 	= S(Y o —2X) 

= —2X 0 Y, 

	

(f O 149(20020 X 	= f (X O 11)0 Y 
= —2X O Y. 

caso r = Y, ,y = X,: =  

SUd 0 MY X 0 Al = S(Y 0 O) 

= O, 

U o  1,4S(23)K020  O X O Ki) = g2  1(X o K i )O 
= o, 
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caso = y = 

,slid o no' o o Hl = S(5' 0 O) 

= (1, 

(f 	bi),5(23)802)(1' o /I o K1) = 92 f(1/ O 10) o Y 

= 0. 

caso ir = y, y  = 	=  Ei:  

8(1110 f)(1' O E' O Kj) = 	00) 
= O, 

(f 	111)S(20(12)(1' A Ei  O Ni) = 92(i fj ) f(K i  0 10)0Y 
= 0. 

caso i! = 	= X, z = y: 

- 1C-'2  
S(I<10 f)(II O X O Y) = S(II 0 	) 

2 q: _ tr 

ti.  

(f o 1(45p:002)(II OXOY) = f (X 01') M II 

E2 - E-2 
0 lí. 

q' - q — 

caso = II, y = X,: = Ei: 

S(IdO f)(11 O X O K I) = 0, 

(f o It1)42:0( 2)(11 O X O E') = (f 111)(X Ki c a II) 
= O. 

caso r = 11,y = 	= 10: 

3(1(10 	®YAK') = O, 

(f 0 Id)S(2:0(12)(11 O O 	= ( f o 1,1)(Y Ei  0 in 
= O. 

caso r = 	= 	= 119 :  

S(1(10 f)(II Ki  0 KJ) = O, 

(f 	Id)S(z3)S( 12)(11 	010) = (f Id)(K' O El O 11) 

= O. 
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caso z = 	= X, = Y: 

N2 — E-2 
'1 	q-2 

(f o  1d).5(2:0S(i 2)(K 1  o X o Y) = (10 Id)92q-2(X 0 Y o E') 

K 2  — E-2 	• 

	

= 	0 (12 q-2 

caso 	Ei,y= 	=  

S(Id (o f)(ICi  o X O 	= —2y2X 0 

(f 4 Id).9(23).902)(10 (o X O II) = (f 0 Id)q2(X o II O Ni) 

--q22X o Ki. 

Caso  = , y = X, = Ej: 

S(Id f)(10 (o X O Ki) = O, 

(f 0 Id)S(23)8( 12)(10 0 X Ej) = (f 111)0(X o EJ E') 

= O. 

caso r = ,y = Y,: =  

S(1<10 f)(10 O V O 	= 2q-21' O E', 

U 	I d1S(23).9(2)(K i  0Y 0 ll) = (f !MY 0 11 o ki ) 

= 2q-2Y O El. 

casoz.=K',y=Y,:=E1:  

:AM 0 ,f)(K i  01" O Ki) = U, 

	

U0 M19(2002)(10 0 Y 0 K1) = 	1d)(2(1, Ei o Ei) 

= O, 

caso 	Ki,y= 	= Kj: 

S(Id f)(Ki  O II o E1) = O, 

(f o 10(23)S02)(10 0 II (o Ej) = (1 o Id)(11 o EJ N K i) 

= O. 

Ahora veamos (b). Observemos que 

9(1'0 Y z) +98(24120 Y z) + 9502)5(23)(r Y 01) = 

—9y,:{ 9(r 0 z 0 y) + 95(23)S(i:)(x O z 00+ 9S(i2)5*(23)(z 0:0 y) ), 
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adeituis, 

y(3:0 r o y) y.9(23)802)(0; O r 0 y) + 0020'00 0 r 0 y) 

= f(t(>f(r0 y) ) qr d  r01(/ 0 r)) '11,j ( Y 0 f (3! O .1!)) 

= 	x 	Y)) + 	o 141 0 Y)) 
= I(rto1($,  y)) — ( 3: 	f(•1  y)) 

= 

a(2,  o y O y) 4- OS(20(i2)(3! O y o y) -I- gS(12),9(2:0(i 0 y O y) 
= f(rO f(y0 y) ) ql,,f( y® f(y0r))+ qr,y (1 0 PI 0 111) 

= qr,51( O Int! O Y1) qr,vf(r 0 112,  00) 

-9r,51( Y O I (x y)) 1-  (1,,y1(x f(rO Y)) 
=0, 

de donde se puede suponer que r, y, z son diferentes entre sí. Por lo que es 
suficiente con examinar los siguientes casos: 

caso r = X , y = z = 

E  K-2 
I (X 0 2n + 	2X) 4-  f(ll 0 1 = 2_ <1-2 

caso r:=Y,y=X,:= 1!,  

E" - E"' 
MY 	—2X) — f (X —2Y) +1(11 0  ir, 	

)= o 
 

O 

caso  r = Y, y = z = X  , 

"' - 
f 	2X) f 	2 	

q
_2  ) 	(X 0 21') = 

q  
o 

raso r = II ,y = z = 

f (11 0 
1i"2- 
	2 	f (Y —2X) + f(X —211 = 

q 	q 
o 
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y en los casos que restan siempre x, y ó z es NI, i 	±2, y aquí la igualdad 
a probar se cumple pues f (K O u) = (u Ni) = O. 

Observación.- Si W es una y.álgebrit de Lic con respecto a la base 8 
entonces 

(11) 	O, 9y,r = 	y E B; 

(b) si x, y, z E 8 diferentes entre sí y 

f( 2,  el y) = 	sixi 

con cada rj E 8, sj E entonces se cumple 

sj # O 	= 

(e) ,f(y 	= 	f (x 0 y), Vzi, y E 8; 

(d) si x, y, : E I.< diferentes entre sí, 

I( Pro Y) ® ) — f(x o I (li z)) + qr,,f ( y 0 j(i,  :)) = O 

(e) Si x, y,: E 8 diferentes entre sí, 

	

f( f 	y) o = —qr ,z quA z ^f (ir 11)). 

Dem: (a) SI = Id y S es isomorfismo. 
(b) Por (d) de la definición 33, pag. 112, 

S(/d0 f)(z0 x 0 	= (f /d).9(2412)(z x 0y) 

= 	h " di  f 0 y) z 

= E 	o Z 

pero por otro lado SUd f)(z 0 r y) = Ei 	z, por lo que 

E 	o z 

de donde se obtiene, igualando coeficientes, que si sj # O entonces kr)  = 

(e) Se signe de (a) de la definición :13, pag. 112. 
(e) Escribamos ffr 0 = Ei  sir' con cada ri  E 8, si 71 O, 

iff(x00 02  = 

= 	E sigz".ipz 0 zi), por (b), 

= 	z /(z (r)) 
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(d) Según (e) y (c), 

11 	(') Y) 	- 1(e 19 	(Y 	:) + q,,51( 	112' () :11 

= 1(: (;) 1(1:)!1) 	-11J' 	101 	z 	- 	sq,,,f DI o 1(: 19 31) 

= -1( 14 c f )50 2),S03)(ir o 	o : ) — ¡(ida 0.) f)(:e 	y 

-1(1,111. 

 z) 

0f),S'(23)5'02)(2: t..) y o 2) 

=1), 

debido a (b) de la definición :13. 

Sea IV un ¡"-capado vectorial, O(W) su P-álgebra tensorial, 

IV" = 	op ... 	II', 
— vett o 

LI una base totalmente ordenada de 11'. 

Definición 34 i) Pum u1 	o u„ E 11'"" ron coda ii E U, se define su 
desorden romo el mimen) 

Ditil o • • .0 11.1 = #{( i• Ii < j'u( > ni) 

Pum u = 	ni, 0 ... u,. E 	con coda 14, E L1, 	E P, 
se define su desorden como el mimen) 

13(u) = max(I)(trii 	... ce 14,3 	O), 

D(0) = O. 

Denotemos con 

H(L3) = (1) 

II,, (0) = 	O . • . u„ E woo ui E in  

MB) = Ult..0 14(8) 

= ( E 11,,(14(1)(u)< 

y con .9(13) al conjunto de sucesiones finitas no decrecientes de elementos de B. 

Ahora, para IV una y-álgebra de Lie, definimos J(W) como el ideal bilátero 
de 0(1V) generado por 

II O 	qu,vti O u — f (u, u), miii E LI 

Sea además, 

J(W)r,. = J(IV) n (wpr+,)  + 
uso 
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Lema 24 Sva U E 1.4 4.1 181 con /)(w) = + 1, y 

w=u0x0yoao x' oj o6 

coy r, , y,  y' E t toles que t > y, r'> y', u, a, b E (8) entonces la Mimo 

U 	94-.0 OX0 (19  X'  0 1/ (? 6 4- 	f , 0 0 t' o y' o b 

—11 	1') 	(1) 1/2- '10'W (-) Ob—u0x 	yOttof(r', y') 	b 

pertenece n J 

Dem: El elenicato U 0 y E) .t E) a 1 ( ,r1  O — 	x' )0 6 tiene sueltos 

desurden que ut, mientras que (9 y 07 o a 0 f(t,', y') o b E 1_„11'0", luego, 

qr,yY x(ga `.') 	 I (x 	) 	E O (nod./(111,,) 

u 0(x0 y— yr,yy O — f(.r, y)) O a o q,,y,y1  o ;e' o h O (inod,/(11/),..,) 

así, 

q,„v y 	0 7' y' o b 

O q,,,0 OXOao 	x' 0b+uoq ro o 2! o a 0 f(x',  y') b 

(moí J(111,,$ ) 

ti®71')//0a0q,,,„,y'o,f 0b1.1 

u O 9r.ul/ 0 .1'0'10  gr',1r91 	+ u O Px. y) 0 a 0 qr',14/ r' 0 

(mol/ J(111,.,,) 

por lo quo 

u O ho r a0 r' Jy b — u x yoo0 	y Ox'ñ b 

u O kyy (9 ir o 0 f(r.',y' )06 — UOI(r,140 	 ir' O b 

sumando u O f(r , y) 0 a 0 x' 0 y' O b — OX 0 1/ 0"Of(rt  y') ca  b, 

u O tiro O 70 a 0 r' 0 y O + u 0 f , y) O o O t' O y' o6  

—u 0 r O y O a O 110,1,,y' 0r'( b — u a) x y (9 n f(r',  y1) b 

0 q,,,yy 	ott f (r1  , y' ) 6) b — u Ox0y0 aOf(x',y)O 

001(x,y)000x'Oy'Ob— 00f(x,y)0a 	x1 (1, 

—u 	f(x, 	a ffr', Yll b + u O f(x, Y) 0 a f(r.',y') ®6  
= O (intuí J (141r.o) 
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Lema 25 Sea in E /441  (ti) con D(to) = s + 1 y 

w=tio.royo:Ob 

con t, y,: E 8 tales que x > y > 	E 13(11) entonces 

U 	<1,0 (.) 0)1)4- ti o 	,y) 	06 

	

—u o r 	•y011—uo 6.) f(y, :)0 b 

es congruente !ódulo J(111,,, a 

u0ky q,,,f(y,:)0 x01) —uOr o f(y, :1)0 b 

+u oga..0 f(x,:)Ob— u 0 (4,: Pr,z)0110 b 

+00 Pr,y)02.01, — uO 	fix.YP 

Dem.- Razonando como en la demostración del lenta inmediato anterior se 
obtienen, 

	

u O qr,yy O ( x 	— 	O — f(r,:)) o I) E-10 (mod J 

u O qi,,,(x O : qr ,:: 	— f(ir, :))0y0b."50 (mor! ,/(11/),$) 

restando, 

uOqrsyOr 0:0b—trOrOgy,:z0y0bEE 

0:or (4-1-u0 tit,y1 / f(r,z)0 b 

	

—u ogy,:qe 	xOy4)b—uogy,rf(r,z)oy4) b 
	

(5.35) 

(Inotl 

Como antes, 

u 	yr,yyro o 	r 	u O gr ,14,,,(9v ,i : y .1- f(y,:)) ;ro GO b 

(mod J(111),,,) 

1109y,r9r,:z1DagyObE t'O ily ,z yr ,,z 0(11,00 -1- f(x,y))01) 

(mod J(Ifie,o) 

sustituyendo en 5.35, 

u0yr ,00t0:01,— trOir Orh,,,: yObo. 

o gr ,q,,, f (y, e) 0 0 IP -1- u 0 qc,01 	(37. e) ('') b 

—ti Os3 qw,,q,,,z f(r, y) O 6 — u 0 qm.f(311 1') O  Y Cd  b (1 /101"Mr..) 

y sumando a ambos lados de la congruencia el elemento u O f (a:, y) O e O G — 

uOrOf (y, e) 0 1; se obtiene el resultado afirmado. 
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Teorema 26 Si 11,  es tolo q-dlyebra de Lie y 1.15(11) = 0(1V)1•1(11) entonces 
una P•base pum 11,(W) la forman los 15011511:jos 

M = Hut  ... u„) (111, 	ti„) E 8(8)) 

donde ry : O(1V) -4 U (II') es la proyección minan/. 

Dem, Enseguida demostraremos que M genera. Basta con demostrar que M 
genera a -I( Wo" ). Por inducción sobre n. Sea u: = x t  59 ... t x,, E 14(8). Si 
/3(w) = O, (w) E M y no hay nada que probar. Ahora hagamos una segunda 
inducción sobre el desorden. Supongamos /3(w) = s + I, y w = u 0 3: y r•:, 
con u, u E 11(0) y x > y. Entonces 

11/uta gr ,0 O: 	+ U 	(r, y) 0 ( mor! J( ) ) 

pero como plo grdit/ 	u). 	f (.1,, y) (1:: u E U''" con tu < 11, se sigue 
por inducción que -dm) E (M )r. 

Ahora demostraremos independencia lineal sobre P. Para ésto basta con 
definir una función 1'-lineal te : 0(11") -4 8(11), 8(1V) la h'-álgebra simétrica 
sobre IV, sujeta a las condiciones siguientes: 

i) a(1)= 1 ; 
ii) a(xi 	xH ) = 	x„, V(ri , 	, r„) E 8(1?); 
iii)a( J(W) ) = O. 
Definiremos tala haciendo una doble inducción como antes. Segón la 

condición i, rr se puede definir sobre IV" = F. Ahora supongamos que a ya 
ha sido definida en 	IV" tal que cumple i, 

ii') cr(ri c ... 	x: • • • 	V(ri • • xn) E UL.4110) no decreciente; 
iii') a anula a J(W)n Ern=o  W". 
Tenemos que definirla sobre 11''(r+l). Lo haremos haciendo una segunda 

inducción sobre el desorden. 
Siguiendo ii, se puede definir a en los elementos de Wrf I sin desorden, 

i.e., sobre (14~11))0. Además , según iii', a anula a J(W) n E,r,=„ Ivo" 
J(W) n (1111)(r+1))0  EL0  W'" ), (los elementos de (14109•110  no tienen 
desorden, mientras que los de .1(1V) si). 

Supongamos que a cumple i, y que ya lis sido definida sobré (W°("4-1)), 
Erii=o ll'"" tal que 

ii") a(r j  0 	r„) = 	...r,,, V(ri,...,r„) E U¡:!(!lii(I1) no decreciente; 
iii") a se anula sobre J(119,,, = J(11') n oliovl, 	Ivo" ). 

Ahora tenemos que definir a sobre (11'0+11),H. Sea ra E Br+i (13 ) ten que 
1.1(w) = s I, entonces se puede escribir, 

w=u0r0you 

con u, u E 11(13) :  x:1 E 11, r > y. Evidentemente, D(11 0 y 0r a = s, así que 
u 	gro O x O u E (11'"""), por lo que se puede definir 

cr(w) = a(u 0 y,,v y x u 1- u 0 I(x,y) o 
	

(5:16) 
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(la condición iii demanda que así sea). Luego valen i, ii", iii". Sólo resta por 

probar que o esté bien definida, es decir, que a no depende de la elección de los 

elementos desordenados r, yen 5.36. 
Supongamos que 

te=u0::oy0a0:y'7;b 

con r > y, r i  > 	Ilay dos casos: a) todos los x, y, r!, y' sun diferentes entre 
sí. I)) hay un elemento común entre r, y y 	y'. 

raso a: tenemos que mostrar que a se anula en 

u O 43.0 r 0 a 0 O 9' O 5+ u 0 (x, y) 9 ,10 o y' 0 b 
—tiotoyo (b,,y.y' O r'0 b—u0r0yOf(r',y1 )0 b 

pero segun lema 24, pag. 119, ésta suma pertenece a J(W)r,,, luego por la 

hipótesis de inducción sobre s, ir anula a tal suma. 
caso In después de intercambiar las primas, tal vez, podemos suponer que 

r. > y = > y' y poner z = y'. Entonces 

te=u0x0y0:01) 

con a.. > y > :. Luego según lema 25, pag. 120, basta con demostrar que 

	

110 4r,a4z.:fithz)0 	b — 	r .f(Y 2 ) b 

	

+ti 0 qz,v(I® f(rtz)0 b — 	(iy,:f(r,:)0 Y 0 6  
+u 	f (r ,y) 0 	b — 	 .f(x,Y) 

está en J(1.17),,,. Sea tal suma S. Se puede escribir f (y, z) = 	con cada 

si E P no cero y tj E ti. Entonces 9r ,v9r ,z = 117 .r , para cada j según (h) de 

la observación inmediata posterior a la definición 33, pag. 112. Calculemos, 
(módulo J(11/,,), 

4r,a4r,:f (Y, z) 0 	r f(lh 1') = 	qz.a9r.: 51r1 	11 

	

= 	 Or—rox j) 

—Z f (ir , ) (oled .1(W),,,) 

	

= 	— flr,f(v,:)) 

similarmente 

f (r,  y) 0 z — qti,z4z,t: f(x,v) = f(f(r,y),:) 
th.,,jy f (x, z) — qy,s f (r, z) O y = yr ,yf (y, f(a',z))  (tood J(W),,3). 
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por lo que 

8 	( f ( f(ry), z ) - f ( f (y, z)) 	qrsf (y, f (4, , ) ) 

= 	O ( molí .1(W),,,) 

según (d) de la observación inmediata posterior a la definición 33, pag. 112. 

Ejem, 18 Sea 1V0  un /'-espacio vectorial con base (r, y), y E 1' no' cero. I40 
es una y-álgebra definiendo yr,y  = q y f : 1V0 Op 	 f = 0. Resulta 
que el álgebra tensorial 	Wo) es !'(r, y) el asilo de polinomios con variables 
no conmutativas r,y, 

14(11e„) = P(.r, y)/(a: 	- Y 0 iMr,v) 

es el llamado pleno curinfico 	([11), pag. 5). 
Podemos dolar a tal plano cuántico de una estructura de biálgebra no ro- 

cornufaiiva. Sea á : 0(110) 	U,1(11/0)0p trq(11/,,) morfismo do P-álgebras 
inducido por s(r) = 7(x) E 7(y) + I 	y(r), á (y) = 1(y) o 1(y), donde 
7: 0(1E') 	1/9(1E,) proyección natural. Como 

(r)4(14 = A(y)i(r) 

á anula al generador de J(W,,), luego á induce un modismo de P-álgebras 

Uq(1110) -4  N( .%) OF NOM, 7(x) 14  1(x) 7(y) + I Ol(t), 

7(014  1(Y) 01(/), 

Para mostrar coasociativad basta probarla en los generadores 1(z), 7(y): 

(1"d® 	 = 	0104+ 01(x) 	+ 1 -I(r) 

= 	<1),M7(t)), 

(hl O ,1),1,(701» = 1(00 7(0 0 1(y) 
= 	(L10 1 d),147(0), 

Mima se definen los elementos de P, ((t) = 0,((y) = 	(I) = 1. Lo que induce 
un modismo de F-álgebras i : 	-4 P que anula al generador de .1  (1110): 
i(r)i(y) = qi(y)i() = O, por lo que a su vez e induce un morfismode P-álgcbms 

e : Uq(11/0) -4 F, e(7(x)) = e(1(y)) = 1,1(1) = 

Resulta que r es counidad para á., Y así el plano cuántico .4 10  es una 
biálgebra. Sin embargo no es una álgebra de ',oil debido a que si q fuera una 
antípoda, se debería cumplir o(Idoy)á(7(y)) = e(7(y))1, lo cual es equivalente 
a 1(y)q(7(y)) = 1, i.e., 7(y) tiene que ser invertible, lo cual no es así. La 
forma más obvia de resolver tal problema es adjuntar de alguna manera al 
plano cuántico el elemento y-I y luego definir q(y) = y-I. De hecho es un 
procedimiento de ésta clase el que se tuvo que hacer para obtener el siguiente 
corolario. 
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Corolario 6 Sean, C campo de coricuics de 4, 

II',, = (X ,Y, II, K, K -1 , E 5 , E -5 )c. 

Consideramos n IY„ romo uno y.álgebni de Lic. Entonces en lo C-ályelnu aso- 
ciativa 	se cumplen las siguientes relaciones: 

11X 0 19 - 10' 0 = 
- 7(X o 1.4= 21(x), 	o Y) - 7(1' 0 11) = -21(Y), 

7(Ki lar ) = ry(Ki O Ei), i,j = ±1,±2 

7(E 0 X) = 7(q2X K),7(E 0 Y) = 7(q-21' 0 E) 

donde 7 : 0(11'.) -› ILI (W„) proyección natural. Además uno ('.base pum 
14(14',,) la forman los elementos 

7( PaY°61M'EcId(E-1)®`(E 2 )®/ (E-2 )") 
• 

donde a,b,c,d,e,f,g son enteros no negativos. 

Lo que sigue es mostrar como las relaciones del corolario inmediato anterior 
definen una krdeformación del producto del álgebra envolvente universal de 
sfs(k). 

Untemos 	como en el corolario inmediato anterior. Definimos para 
e, tu E 	!L in enteros no negativos, los siguientes elementos de ®(W4 

v° = I, 

vo" = v 0r, ... 0c a, 

••VeCe. 

	

„OH 	rea = Ora ,0111 

= (In K2 q-4"K —2 	q4(ti-1)K2 T-4(n-1)K.-2 4....  

	

92 ,*2 	 92 q-2 
K2 	K  —2 	/ .2 - q I 	 critnE2 Oen E  —2 

- q 
	 q 

q2 	 y5 

Lezna 26 Sean a,6,e,d,e mímelos nolundes. 
9 

I( 0'0 X ) E (7(X 0 ii(11,7(X ea 1/ 1)(e-1) ),...,7(X O ll),7(X))k, 
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ii) 

	

XI° ) E (.)(X" 	Ir';'),ry(X" 	11(9(' -1))..., 

1(X" 11),7(X"))ko 

	

1(110a o 1,1%) E (1(yob 	wid ),7(ymb 	i1t° (a-1))...,  

7(1''" ll),1(Y°11)ki 

	

iv)1(1)(E,Nin)® X) =1(X 'z'-) 	-I-  I, 	— 1)); 
7(p(K,H,rn)0 Y) = .1(1' 0 p(K. - 1,in + 1)). 

Dem.-1) Si e = I la pertenencia es obvia. Supongamos e > I. Por hipótesis de 
inducción, 

I( //1*-1) O X) E (*)(X 0 //''*-1))17LY r9  ii"e-2)),••• 
.1 (X ® //),7(X))1,„ 

luego, 

7(0° X ) E (1(11 O X 0 111( -̀1) ),1(11 O X 

I(// X 11),y(X))k, 

pero como 1(II X) =1(X c 	+1(2X), se obtiene el resultado. 
ii) Por inducción sobre d. Si d = I, es el inciso i. Ahora supongamos d > 

y 

.1( H oe o xo(d-I) ) (1(xo(4-11 not),7(xo(d-i) 0 ume-1)),...,  

1(x"(a-00 ii),7(•31°(1-1)))k.. 

Luego 

I( //(9` 0 X") E (ry(X"-I )  11®` X),ry(X°(d-i) 0 //(1(`-I) 0 X), 

...,7(X(9(d-1) 0 // O X), ry(X") )k„ 

pero sepia i, 

7(X1)(d-i) /P3` O X) E (ry(X4  O /1'39,1(X d  /M('-1)), 

• ,I(Xd  0 HL 

7(X°(d-1) 11/Me-1)0 X) E ( 1(X 4 )1/1*-1)),7(X d  O //°((c-1)-1)), 

...,ry(Xd 0 10,7(xd)),,, 
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etcétera. De donde se sigue la afirmación. 
iii) Análoga a ii. 
iv)  

	

'1(p( k, m, til) 	X) = 

q2 	q _27( q1"10  0 X - g-44  K-2  0 X + q4("-1) E 2  X 

-q-4(n-1)/1-2  0 X ... h'2
" 

X - K -2  0 V 

+y-4  E 2 	- K -2  0 V 	-4" 

	

-E 	' h • 0 - q4m  K -2  X ) 

_ 	c 27( q4(""X E 2  - g-4(n+1 )x o K-2 + 

+X 0 E2  - X 0 K -2  + 
+q-4ra+4 x o  K2 - q4m-4.y. o K-2 ) 

= 7(X ro p(K,n 1, - 1)) 

y) Análoga a iv. 

Loma 27 i) Papi a naltoul, 

	

)'°a 0 X = X 0 Y" - 	(4-1)  O P(E.0.41  - I). 

üJ Sea 

P = (p(K,n1  , ) 	p(E, an„ z,„) 	zi no negativo; in)k,. 

Entonces, pum 11,6 nalututes, 

7(Y"1.1b) = 	7(204'14»  O Pu) 
1=13=1 

paro ciertos Ni E P. 

Den.- i) Por inducción sobre a. Si a = 1: 

7(1'0X) = 7(X01)-p(K,O,O) 

Ahora supongamos a > 1 y 

yold-11 	= 7( x o  5,00-11) _ 1( yoht-2) (:),,(E0, n -2)). 

7(Y44  0.V) = 7( (Y 0 X) 0 	) - 7( Y 11( " - O p(E,O, - 2)) 

= 	X 0 Yl)a ) - 710,0,0) 	) 
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-7(1'°("-I)  p(K,0,6 - 2)) 
„-qd-i)E2 _ 01-1)N-2 

= 7( X C) 14" ) — Y(*-1) 	  
9 -2  

	

1'/)("-l) 	n(E,O, - 2)) 

= 	y( X 0 1'1° ) 	•r(1'"(4-11 01(I1.1°. 	1) ) 

ii) Por inducción sobre 6. Si 6 = I tenemos el inciso i. Exhibamos el paso 
inductivo. 

4,6 
z 	 o x) 

i.1,i=1 
u,b 
,(x ,voixoll,,) 

i=1 j=1 

para ciertos Ki  E P, por lema 26, pag. 125. Utilizando el inciso i, se obtiene, 

a,h 

7.(1,e.x0+1= E 7( 	 - 	014E, 0,j - I )0 	) 

Demostración do teorema 25, pag. 107.- Según el teorema 26, pag. 121, 
los elementos 

7( xodyobllocKee(K-i)e(E2)/(E-2)y ) 

a,b,c,d,c,f,g enteros no negativos forman una C-base para 0(11'4P(14/0), 
donde 7 : 0(11',4 --> 0(11'.)/J(1%) proyección natural. Por lo que si z E 
0(1V4P(M) se puede inscribir 

:= E r.,„,„( x09-00,E0,(K-1),(E2)/(E-),) 

donde e4,6,e,d,e,l,g E C miau determinados unívocamente por z. Sean, U el 

álgebra envolvente universal de g = s12(k), V = Ct9k, th. Definimos entonces 
y :0(11'4/J(11'4 -+ V por 

g(z) = E 

Definimos además para a,b,c,n, m, I enteros no negativos, y para los básicos 

XaY blic,X"}""li i  en el álgebra envolvente universal U de g = s12(k), 

d iwyblicxvmul)= g(1(x0^Yebnor 	xo.vomii91)) 	(5.37) 
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n1 (X°Y1 	x" Y"' IP) E 1/1  porque según lemas 26, pag. 125 y 27, pag. 126, 

	

at (x ° y' , xnym 	= 07 (xodyobE rixo" irovom 1101 )) 

e 
7( xosyobxos(ipsiyom)llot ) ) 

i=0 
para algunos ri E kt, 

el 
= 	E 	roo( 7( „vos (1,06 Onyiisa (pf liot )) 

i=0,1=0 

para algunos si E k g , 
e,1 

= 	riaig( 7( Xl)a(/: Xt."14»  Pu,v)V119114/01  ) ) 
i=0,l.0 	 ty) 

para algunos pu,v  E P, ( ver lesna 27, pag. 126), 
'c,t 

= 	E roi9(7(E 0(a+U)y0(v+In) 	 ) ) 

f=0,j=0 	u,v 

para algunos 11„„ E P, 
e,I 

= 	E 	risi Efi(  7( XO(a4 u)ynl(u+//a)00+1) 
Pu,v 

	

i=0,1=0 	u,v 

C,I 

= 
	r,„E )(a-tu ri'm /04-11/.0,  (5.38) 

q2 — q-2 E  
UI  

entonces cada p(K, ni, zi) E 1/i y asl, P0 C U,. En consecuencia, de 5.38, 

al(X°Y blie , X"1""//i) E U,. 

I'or lo que trt  se puede extender de manera t-hilineal a ni : Ug x Ut  -› Ug . 
oi  es asociativa porque en los generadores, 

at (cr e (X°Y bilc, X"l'/P), Xu r 111 
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i=0,J=0 	u,v 

donde ahora cada 	E Po, con Po  C CON, U, Y 

Po = (p(K, ni, zI  ) ...p(K, n,,,, z,,,) I ni,:i no negativos, m )k,. 

Aún más, como cada sumando de P(K, n, ro), 

(1110 - 	K -2  



= th(E i.j.ro  ei,j,r ,i X iYj lir Ea  ,xur ¡J w ) 

= 	XuYu 
rr 
  Euclo  y(x0iYoi Hor 1,"1,2"  0 Xce*9 ov Hou )t. 

pero 

Lu_o g(XcliYCli llar u1L1 	O X" Ye' fi ®91" 

—9(X ®iY(9i //1)r ECli X"Y{I1'/i//1 = (1110d i") 

para todo n no negativo. Por lo que, 

ni (cr i (X9' 511`,X"Y"'//1 ),X"1/ 91111 

= g(Ei 	ei,i,r,,X(41Y01/P/r/O' O X" 	// ") 
= gu¿flay11411(ge 0  x0nygennl 0 xiguyOtwetu).  

Similarmente, 

nt (PYI llr,crt (X9'111 , Xu Y 9  111) 

= y(X 00r)b 	X"Y"Ii i  o xouyou 11(11 

por lo que oi  es asociativa sobre U, y por ende sobre U,. 

Para que ot  sea deformación sólo resta hacer ver que al  't.°  sea el producto 
de U. l'ero, 

si(X, Y) — nt(Y, X) = aesh (p111)/serró (itt), 

a s(11, X) — n i (X,11)= 2X, ni (II,Y)— si (Y, X) = —2Y 

que en 1 = 0 son las relaciones que definen al álgebra envolvente universal U de 
Q = s12(k). Por lo que en 	es el producto de U. 

Construyamos ahora la cormiltiplicación. Definimos, 

At  : U -4 1/1  Ok, U,, X"'Yn II I  14 ál (Xrn ál (Y)"ái (U)s  

donde los valores de ilit (X), ás (Y), At (/1), catan dados en el enunciado del 
inciso ii del teorema 25, pag. 107. Extendiendo por kg-linealidad se obtiene, 

A, Ut 	Ut  Cr. U, 05, U1 . 

En particular, paran entero, át(K1) = K' 0 K', como ya antes se calculó. 
Probemos que At  es modismo de álgebras. 

Ahora Ut  está equipado con al  deformación del producto de U. Extendiendo 
coeficientes ni  induce una estructura de C-álgebra sobre V. Con tal estructura 

consideremo's a V ek V como C-álgebra. Por otro lado, Ar induce de manera 
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natural un modismo C-lineal, 	V 0c V el cual se extiende a un modismo 
de C-álgebras 

ál  : 0( ) -) V oc y, ut O -.Out, H át(111) 	Ola ). 

Obsérvese que J(W0) está generado por 

X0Y-Y0X- 

111)X -X011-2X,11.0Y -Y 011-2Y, 

K1  010 - Ki 10, i,j = ±1,±2 

K 0 X - q2 X OK,K o Y - ir 2Y K, 

y que al  los anula (por la discusión anterior sobre la deducción de ád. Así á, 
induce 

Ot :0(W,,)/J(Wo) --> V 0c V, 7( ui ... un) H At(tii) 	At(un) 

modismo de, C-álgebras asociativas bien definido. Utilizando 5.37, pag. 127, 

A,( ..,(x.y6w,xmyfill1)) = ág( E ei,;,,,,x,y)//rE,) 

E ri,,,,,,á,(X)iá(nip,(H)rpuoi 
i,j,r,o 

donde 

7( payoblloc 	x(09,0"iro). E eijer,,7(x0iyoill40r1(6, ) 

por lo que 

ádat(Xaybile,x,,, yll ni )) 	(7( phly{» /Me oc  x y®n¡hi ))  

= 	pi  (7( xroyniblloc ))14(7( 20,,, yon nos » 

= ág(X4 Yb ir)ái(Xm r//i ) 

de donde se sigue que át  es de kt-álgebras. 
Como át  es morfismo de álgebras, para hacer ver consociativa, sólo hay 

que hacerlo ver en los generadores /1,X, Y, lo cual se cumple por construcción. 
Similarmente se trata la counidad. Veamos ahora la antípoda, Como 

(X O K)(K-I 0X)= q4 (K-I  X)(X K), 
(Y tO K)(K-1 0 y) = 9-4(K-t  019(Y 0K) 

I30 



(análogamente a 5.21, png. 104), 

(1,(Id th )ál (X"Y"'/P) 
= (1,(/d0 ri)(X 0 E + K -1  X)rn(Y 0 E + E-I  Y)" 

(I¡®1+1011)1  
rn,ta,1 

[ 	1, [ 7 [ q.., ( ,,  
(A. o  K)"' (H-1 o  y)jo, o Kya-j(¡¡  o ou(1 o 11)1,4 

ohn,1 

E 	E 	[ 7 [ 	)a.(id°11,)  i=0,;=.,.=0 	q4  
(11-1,11"-I 	Ir Xi 	 ) 

= 	L 	E 7 	[ 7 	( )n.q 2(1" -' )i(idow) , =0J  0,..0 

mm,, 

= E [ j i! ;=0,;=0,..0 	o 	o- 

=ET) [nj 	2(10-0I
q 
ni-j) L.r

q 	0,-#q i=o,i=o,s=o 

— 
= 0, 

es decir, 
ot(i.d® ni )ái  = mrt  

ó equivalentemente, id A, tiene inverso derecho en el álgebra Itotrik,(Ai,Ai) 
(producto por convolución). Pero el inverso de /t' A , existe y es por definición 
la antípoda, (recordar que en las defornieciones las antípodas se cuidan solas). 
En conclusión nt  es tal antípoda. 
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