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RESUMEN

Aunque se han desarrollado varios algoritmos finitos para los problemas combinatorios, ninguno de éstos
métodos es uniformemente eficiente desde el punto de vista computacional, principalmente cuando
aumenta el tamaiio del problema. A diferencia de los programas lineales, donde problemas muy grandes
se han resuelto en un tiempo razonable, los algoritmos que se aplican a problemas combinatorios generan
ciertas dificultades en su comportamiento de resolucién.

En la préctica, estos problemas de programacién pueden ser tan complejos que los modelos que se
construyan para abordarlos no se puedan resolver mediante los algoritmos tradicionales. En este caso se
hace necesario aplicar la heurlstica para generar procedimientos que ofrezcan buenas soluciones.

Una heurfstica es una apelacién intuitiva a una regla interna o particular para trabajar con un aspecto del
problema que se esté resolviendo. En el contexto de la programacién matemdtica, a menudo se emplea
la heur(stica en conjuncidn con estrategias de resolucién de problemas mds rigurosas o generales, o como
caso particular de ellas. '

=0 la actualidad, con los avances tecnolégicos en el drea de informndtica se ha propiciado la creacién de
nuevas propuestas para la solucién de problemas de optimizacidn que se resuelven a partir de métodos
heurfsticos, basados en lo que se ha dado a llamar Inteligencia Artificial.

Dentro de toda una serie de nuevas técnicas basadas en inteligencia artificial, en investigacién de
operaciones se ha puesto especial atencién en cuatro métodos de manipulacion para la solucién de
problemas complejos de decision: Algoritmos genéticos, redes neuronales, recocido simulado y

bisqueda tabii. Los dos primeros; algoritmos genéticos y redes neuronales, estdn inspirados por los

principios derivados de las ciencias bioldgicas; recocido simulado se deriva de las ciencias fisicas,
principalmente de la termodindmica. La buisqueda tabii se basa en las técnicas de solucién de problemas
de seleccién de alternativas.
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METODOS HEURISTICOS PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS DE
OPTIMIZACION COMBINATORIOS.

INTRODUCCION

En el campo tedrico, la literatura de investigacion de operaciones ofrece una gran variedad de
algoritmos y métodos que buscan facilitar la obtencion de soluciones dptimas a problemas que
presentan determinadas caracteristicas hipotéticas, logrindose en muchos casos importantes

resultados. Sin embargo, en situaciones reales los problemas.de optimizacién a los que hay que.

enfrentar son de tales dimensiones o complejidad, que en muchos de los casos el planteamiento
de un modelo y la estructura de un algoritmo no son suficientes para alcanzar una solucion al
problema planteado. Esto ocurre cuando los modelos incluyen una gran cantidad de variables,
las ecuaciones de que consta no son lineales o es demasiado complejo en el aspecto 16gico.

La complejidad de los problemas de programacion estd determinada por la existencia 0 no de
un algoritmo que lo resuelva.en forma satisfactoria, Quizd para una instancia dada, se tenga un
algoritmo eficiente, pero lo que interesa es ¢l comportamiento del algoritmo para el peor
conjunto de datos posibles, es decir, la instancia mds mal comportada. Otro punto interesante
es pensar en instancias grandes del problema, En razon de ello es que los problemas se
clasifiquen de acuerdo al trabajo que se tiene en resolverlos. Especificamente, se pueden
clasificar los problemas en cuatro clases de acuerdo a su grado de dificultad: ’

] Problemas irresolubles. Un problema se dice que es irresoluble si no-existe (ni existird)
un algoritmo para resolverlo,

[ Problemas intratables, Un problema se dice intratable si no existe un algoritmo
~ polinomial para resolverlo. ~

®  Problemas NP (que significa no deterministico polinomial), Es la clase de problemas que
pueden resolverse en tiempo polinomial si se adivina correctamente la trayectoria
computacional que debe seguirse para resolverlo.

[ ] Problemas Polinomiales (P). Se dice que un problema pertenece a la clase P de
problemas que pueden ser resueltos polinomialmente si existe un algoritmo polinomial
(conocido o no) que lo resuelve,



La clasificacion anterior ubica la importancia de conocer o descubrir algoritmos polinomiales
para ¢l problema que se tenga que resolver. Un problema puede pertenccer a la-clase Py sin
embargo puedc ser que no se conozea un algoritmo polinomial que lo resuelva, aunque tal
algoritmo exista.

Existe un subconjunto de problemas en NP que son los problemas mds dificiles en el siguiente
sentido (los problemas en este conjunto son polinomialmente equivalentes): cualquier problema
en NP puede reducirse a cualquier problema en el subconjunto dificil, de modo que si se tiene
un algoriuno polinomial para un problema en dicho subconjunto, se pueden resolver todos los
problemas en NP en tiempo polinomial, Los problemas en este subconjunto se Haman NP-
completos.

En la prictica, los problemas de optimizacion que han recibido especial atencion por ser
ubicados dentro del grupo NP, son los que se enfrentan a situaciones de explosion combinatoria,
La explosion combinatoria se encuentra en aquellas situaciones en la que las elecciones estdn
compucsms seuuenualmmte permitiendo una vasta cantldud de posibilidades- -

El término O/m'mizacidn combinatoria significa que debe buscarse la solucion de- entre un nimero
finito de alternativas factibles, tales que si todas ellas se enumeran puede encontrarse la éptima,
El problema en si radica en que en la prictica, ese nimero finito con frecuencia asciende a
millones o miles de millones de posibilidades y, por lo tanto atin utilizando un computador de-
alta velocidad, la enumeracion completa llevaria mucho tiempo, ‘

Los problemas de optimizacion combinatoria abundan en la vida diaria. Una drea importante y:
extensa de aplicaciones se refiere a la administracion eficiente del uso de recursos escasos para:
incrementar la productividad. Estas aplicaciones incluyen problemas operacionales tales como
distribucion de bienes, planeacion de la produccion y secuenciacion de mdquinas. También
incluyen problemas de planeacion 1ales como inversion de capital, localizacion de medios y
seleccion de cartera, asf como problemas de disefio de redes de- telecomunicacion y transporie, -
disefio de circuitos y disefio de sistemas de produccion automatica, - Los- problemas - de
optimizacion discreta también se presentan en estadistica (andlisis de dalos), Yy en Imczl
(duermnmu(m de estados de energia nnmmos) : :

Considérese el siguiente problema de optimizacion:
Minimizar C(x) : x € X C R".

La funcion objetivo puede ser lineal o no lineal, diferenciable o no, y el conjunto X es discreto.
R" indica que se encuentra en el espacio vectorial de los nimeros reales

La condicion x € X, sintetiza las restricciones sobre el vector x. Esas restricciones pueden
incluir desigualdades lineales o no lineales. En muchas aplicaciones, puede - especificar
condiciones ldgicas. -



Algunos ejemplos cldsicos que entran en este esquema, cuyo planteamiento se especifica en el
capitulo I, son:

a) El problema de! agente viajero.

b) El problema de asignacion cuadritica,
c) El problema de calendarizacion.

d) El problema de la mochila.

e) El problema de localizacién.

f) El problema de cobertura,

g) El problema de flujo de redes.

Un problema de optimizacién combinatorio puede formalizarse como una pareja (X, C), donde
X, que se ubica en los ndmeros reales R, denota al conjunto finito de todas las soluciones
factibles y C la funcion de costo, estableciéndolo como

C:X-R
En el caso de minimizacién, el problema consiste en encontrar i, € X que satisfaga
Cly) =C) vieX

A la solucidn i,, se le llama una solucion globalmente dptima y C,, = C(i,,) denota el costo
optimo, mientras que X,, denota el conjunto de soluciones Gptimas, - _
Por lo que un problema de optimizacion combinatoria se puede establecer como un conjunto,
I, de instancias de manera informal, donde una instancia estard formada por los. "datos de
entrada” y la informacion suficiente para obtener una solucion, mientras qUt, un problema es una
" coleccion de instancias del mismo tipo.

Existe un amplio rango de procedimienms heuristicos y optimales para resolver problemas que
pueden escribirse en forma polinomial (P). Dichos procedimientos se pueden caracterizar a
través de sucesiones de movimientos, los cuales permiten pasar de un punto a otro.

A un movimiento s como un mapeo definido sobre un subconjunto X(s) de X puede denotdrsele

de la siguiente forma;
s X)) vX

Asociado con X(s) esta el cmu‘untb S(s) el cual consiste de aquellos movimientos s € S que
pueden aplicarse a x, por lo que se tiene la siguiente definicion:

Definicién 1. Sea (X, C) una instancia de un problema de optimizacion combinatoria. Entonces
una estructura de vecindades es un mapeo



N:X v

quie define para cada solucion i € X un conjunto S; C S de soluciones "que son cercanas” a
i en algiin sentido. El conjunto S; se llama vecindad de la solucion i’y cada j € §; se llama un
vecino de i. Ademds, se supone que | € S @ i € §,

Es decir, se considera que un miovimiento es una transicion de una solucién factible a otra
solucion factible (transformada), el cual se puede describir mediante un conjunto de uno o varios
atributos. Por ejemplo, un atributo en un intercambio consiste en identificar al par de elementos
que cambiaron de posicion, mecanismo que utilizan diferentes métodos de optimizacion cldsica
como son los de pmuxumuon lineal, pmg,lmmuon entera, programacion no lmcal ete.

Sin embargo, para la mayoria de problemas de optimizacion combinatoria que estan contenidos
en la clase definida como no polinomial completa (NP-completa) no se conocen. y
probablemente no existan, algoritmos polinomiales para resolverlos, de tal manera que si se
quiere resolver instancias pequeias de estos problemas, entonces se pueden emplear algoritmos
exponenciales, pero al resolver instancias grandes, los algoritmos resultan impricticos pues el
tiempo de solucién crece demasiado cuando el nimero de alternativas crece.

Entre las tenicas que existen para resolver problemas de optummuon combinatoria de manera
“exacla, se pueden enumerar los siguienies:

® Métodos de planos de corte,

® Métodos de ramificacidn y acotamiento.
® Métodos de enumeracion implicita

® Programacion polinomial cero-uno.

La nnpldnw.l()n de codigo por u)mpumdom de las téenicas anteriores, permiten obtener
algoritmos que resuelven problemas de un numero restringido de V'uml)les En la nmyona dc
los casos problemas combinatorios de a lo mas 80 variables,

Cuando se tiene un probleima de optimizacion combinatoria clasificado como NP-completo y se
desea obtener una instancia grande del mismo, la dnica opcidn que queda es dar una "bucna
solucion” al problemi, pero no necesariamente la mejor; por-lo que en forma pamlcla ala
busqueda de la mejor solucion se han desarrollado una serie de métodos heuristicos para obtener
“buenas soluciones de los problemas de optimizacion combinatoria, '

Los algoritmos heuristicos pueden dividirse en dos categorias: algoritmos hechos para un
problema especifico y algoritmos generales aplicables a una gran variedad de problemas de
optimizacion combinatoria. La desventaja para los algoritmos de la primera categoria cs su
limitada aplicabilidad debido a la dependencia del problema, por lo que es descable tener
algoritmos heuristicos generales que obtengan soluciones cercanas a ka optima para la mayorfa
de problemas de optimizacion combinatorio. '



Con los importantes avances en al drea de la computacion han aparecido en dltimas fechas una
serie de nuevas técnicas heuristicas, que retoman los procedimientos basicos de los algoritmos
exactos, con la particularidad de que son combinados con técnicas cibernéticas de inteligencia
artificial,

Dichas técnic‘as son:

® Redes neuronales.

[ Algoritmos genéticos.
® Recocido simulado.
® Buisqueda tabi,

Estas téenicas se basan en los principios de la inteligencia artificial” en ¢l sentido de los
procedimientos que realizan obedecen a razonamientos 10gicos y analogicos inspirados en los
razonamientos humanos.

El objetivo que se persigue en el presente trabajo es hacer una caracterizacion de los problemas
de optimizacion combinatoria y presentar algunas de las técnicas heuristicas que existen para
resolverlos.

Se pretende, en primer lugar, cumplir con una inquietud particular por motivar a que se preste
una mayor atencion en las investigaciones sobre problemas combinatorios y en los nuevos
métodos para resolverlos que han surgido en los dltimos anos, En segundo lugar, realizar una
investigacion que nos introduzca en el campo de las técnicas de bisqueda heurfstica basadas en
la inteligencia artificial, las cuales se presentan en la actualidad de manera incipiente, pero que
representan la piedra angular hacia cual habrin de dirigirse muchas nuevas propuestas
metodolégicas en investigacion de operaciones.

Para alcanzar este objetivo, el presente trabajo se divide en cuatro capitulos temdticos. En el
primero, se hace un planteamiento de los problemas combinatorios, en especial los relacionados
a programacion lineal entera y entera mixia. A continuacion se hace una caracterizacion de los
problemas combinatorios y los casos mas difundidos en los textos. Posteriormente se plantean
factores que son importantes para la cleceion de un modelo gue habrd de seguirse para resolver
un problema y finalmente se establecen los factores que determinan la dimension de los
algoritmos que se utilizan para resolverlos, asi como la complejidad computacional que les es
intrinseca.

En el segundo capitulo se hace una revision breve de los principales métodos que se aplican
académicamente para resolver problemas de tipo combinatorio, sobre todo los de programacién
entera y entera mixta, Los métodos que se ven en este capitulo son: el de planos de corte, con
sus variantes fraccional, entero puro y entero mixto; el de ramificacion y acotamiento; el de



enumeracion implicita; y finalmente, el de programacion polinomial.

El capitulo tercero trata sobre lo que es la heuristica, su aplicacion en problemas de tipo
combinatorio y la importancia que ticne en la solucidén de problemas cuya dificultad estriba en
fa gran cantidad de variables sobre la que se debe buscar la optimalidad.

El cuarto capitulo se presenta un analisis sobre lo que es la programacion en computo bajo los
principios de inteligencia artificial, comparandola con la programacion algoritmica convencional.
A continuacion se hace una deseripeion de los siguientes métodas heuristicos: redes neuronales,
algoritmos genéticos, recocido simulado y bisqueda tabd. A cada uno de ellos se hace una
caracterizacion, sus fundamentos, su aplicacién en algin problema de tipo combinatorio, asi
como los resultados mds importantes que se han reportado en publicaciones especializadas.

Por ultimo se presentan las conclusiones generales y perspectivas que se quedan abxexms para
profundizar en los temas que trata este trabajo.
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CAPITULO 1

CARACTERIZACION DE LOS PROBLEMAS COMBINATORIOS
1.1 Introduccion.

Un problema de optimizacién combinatoria es cualquier problema de optimizacion que tiene un
mimero finito de soluciones factibles.

El término optimizacion combinatoria significa que hay s6lo un nimero finito de alternativas
factibles que si todas se enumeran, puede encontrarse la optima. El problema radica en que en
la préctica ese nimero con frecuencia asciende a millones o miles de millones de posibilidades
y por tanto ain para computadoras de alta velocidad seria imposible llegar en un tiempo
razonable a 1a combinacion de valores en las varjables de un modelo de este tipo que maximice

-0 minimice la funcion objetivo.

En la actualidad los problemas de optimizacion combinatoria tienen una abundante aplicacion

en la vida real, sobre todo en lo que se refiere a la administracion eficiente del uso de recursos

escasos para incrementar la productividad. Muchos de los problemas opemcnonale:, tales como
distribucién de bienes, planeacion de la produccién y secuenciacion de maquinas son de este
tipo. Dentro de los problemas de planeacion se incluyen los de inversién de capital, localizacion
de medios y seleccion de carteras. También problemas de disefo de redes aplicables a redes de
telecomumcacnon y transporte, circuitos o sistemas de produccion automitica,

‘Una caracteristica de los problemas de tipo combinatorio radica en que éstos,en la mayoria de

los casos no guardan dificultad alguna en su planteamiento. En muchos casos esto llega a ser
muy simple. Sin embargo, el conflicto surge, como se ha indicado, cuando el nimero de
variables es muy grande ya que la combinacion de éstas en la bisqueda de los valores dptimos

‘crece en muchas de las veces de manera exponencial.

Dentro de los problemas de optimizacion combinatoria se ubican aquellos cuya solucion implica
que los valores de las variables y de la funcidn objetivo sean cantidades enteras. Este tipo de
problemas, donde una o todas sus restricciones deben presentar valores enteros, son los que con
mayor frecuencia aparecen en la vida real; y por tanto los que por su cardeter combinatorio
ocupan un primer plano en las publicaciones orientadas a la investigacion de operaciones.
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En razdn de ello, los casos de problemas combinatorios que se consideran en este trabajo son
del tipo lineal entero en sus variantes, entero mixto, entero puro y combinatorio.

Como primer apartado en este capitulo se hace la definicion y plantcamiento genérico de los
programas fineales entero, entero mixto 'y combinatorio. Posteriormente se plantean los
principales problemas de estos tipos en forma descriptiva. Y finalmente, se analizan los diversos
factores que determinan la complejidad computacional de los problemas de programacion lineal
y combinatoria.

1.2 Programacién entera-mixta, entera y combinatoria; -

A lo largo de este trabajo se asume que la funcidn objetivo y las restricciones de desigualdad
son lincales; que una funcion de minimizacion es equivalente a maximizar la negativa de la
misma funcion y que una restriccion de igualdad puede ser representada p01 dos desu,ualdadu;.
También se puede requerir que las variables sean no negativas. :

Para el desarrollo de este trabajo los problemas combinatorios que se consideran son del tipo
lineal entero en sus variantes entero mixto, entero pum y combinatorio entero', i

Ll pwblema (le [Jrogunnacwn lmeat entero mixto (PEM) puede escribirse como
como (PEM) Max {cx + hyAx + Gy < b, x € 2",y € RV }

donde Z," es el conjunto de vectores eniteros no neg,zuivos de dimension n, R," es el conjunto
de vectores no negativos reales de dimension p, yx = (X, . k) ey = (y; ce ) son
variables dt.sLonoudas ’ :

Una caracterizacion de este problema esta cspcéil‘icada por lOS’dath (c, h,’A, G, b), donde ¢
es un vector #, it es un vector p, A una matriz de m x n, G una matriz m x p y b es un vector
. No se hacen distinciones ‘entre vectores fila y columna a menos que se haga necesario, Este

' pmblcma se llama mixto en razén de que se pxesu)mn ambos tipos de vmmbles rcales Lntcrd,

y continua,

Elconjunto S = (x € z" ,y € RP ,Ax + Gy < b,} se denomina region factible y un (x,y)

€ S es Hamado solucion factible, Una instancia se dice que es factible si S # @,

st distineion est heehin con base en of plncaenio de Neabaaser. Gy Wobey, Lo en Bieger amd combinedonial oprinaznion. Wiley, New York

TONK,
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La funcidn
z=cx+hy

es llamada funcion objetivo. Un punto factible (x°, y°) para el cual la funcién objetivo es tan
grande como sea posible esto es,

cx’ + hy’ = cx + hy paratodo (x, y) € S,
es llamado valor dptimo o solucidn.

Un caso factible de PEM puede no tener una solucién 6ptima. Se dice que un caso es no acotado
si para un w € R' hay un cx +/y > w. Se utiliza la notacién z = o0 para un caso no acotado.
Por tanto, cualquier caso de factibilidad de PEM tiene una solucidn o es no acotado, Esie
resultado requiere del supuesto de que los datos sean racionales.

De esta forma, resolver un caso de PEM significa producir una solucion optima o demostrar que
es no acotado o infactible

El problema lineal entero puro (PE) en su forma general se réprcsenla como:
(PE) Max{ct:Ax < b, x € 2" }

y es un caso especial de PEM en el que no hay variables continuas,

En muchos modelos, las variables enteras se utilizan para representar relaciones 16gicas, por lo
que se limitan a ser iguales a 0 6 1. Asi es como se obtiene el PEM 0-1 (respectivamente PE

0-1) en el cual la condicion x € z" es reemplazada por x. € B", donde B" es el conjunto de
vectores binarios de dimension n.

Puesto que no hay una definicién generalmente aprobada de un problema de optimizacion
combinatorio, la mayoria de los problemas asi llamados son PE 0-1 que tratan con' conjuntos
finitos y colecciones de subconjuntos, El siguiente es un problema de optimizacion combinatorio
genérico, Sea N = {1,.. ., n} un conjunto finito y sea ¢ = (¢,,. . . ,¢,) un vector n. Para F

€ N, se define ¢(F) = ¥ ey ¢;. Supdngase que se tiene una coleccion de subconjuntos .F de N,

el problema de optimizacién combinatorio es
(PC) Max {c(F): F € 7}

La optimizacion entera y combinatoria se refiere a problemas de maximizar o minimizar una
funcién de varias variables sujetas a ciertas limitaciones de igualdad y desigualdad y a
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restricciones enteras sobre algunas o todas las variables. Por el contenido del modelo general,
existe una notablemente variedad de problemas puede ser representada por modelos discretos de
optimizacion, :

Un uso importante y muy comun es el de la seleccion binaria de variables 0 - 1. En este caso
se considera un evento que puede o no ocurrir, y se supone que es parte del problema decidir
entre estas dos posibilidades. Para modelar con tal dicotomia, se utiliza una variable binaria x
donde

| si el evento ocurre

si‘el evento no ocurre

El evento que se considere pucd(. ser cualquier cosa, deendlendo de la suuamon espcuhca que

se este considerado.

1.2.1 Presentacién de casos.

Algunos de los problemas de tipo combinatorio mds rcprusentatwos son los que se presentan a

continuacion

1.2.1.1 El'problema de la mochila.

Se Supone que hay n proyectos. El j-ésimo proyecto, j = 1,.. . ,n, tiene un costo de @,y un -

valor de ¢;, Cada proyecto es 0 no hecho, esto es, no es posible hacer una fraccion de alguno
de los proyectos, También hay un presupuesto b disponible para encontrar-los proyectos. El
problema de elegir un subconjunto de proyectos que eleve al maximo la suma de la valores sin

que se exceda el limite presupuestario es lo que se conoce como el problema 0-1 de la mochila

y puede escribirse como

: n o
MaxZ = Zl cx,
' J=)

sujeto: d

n

Y ax; < b

i
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0 bien
x 2 0, entero, J= 12, ...

Aqui el j-ésimo suceso corresponde al j-ésimo proyecto, Este problema es llamado problema
de la mochila en razén del andlisis hecho al problema del excursionista que debe decidir qué
poner dentro de una mochila, bajo la limitacion del peso o volumen sobre lo que puede llevarse.
En general, los problemas de este tipo pueden tener varias limitaciones.

Los modelos tipo mochila se usan para resolver problemas de inversiones, problemas de
confiabilidad de redes, de cargo fijo, de seleccion de proyectos, corte de inventarios, control de
presupuestos, etcétera. La version mds popular del problema contiene una sola restriceion lineal,
pero casi cualquier problema lineal entero y muchos problemas combinatorios se pueden reducir
a este, Asimismo, el problema de la mochila se presenta también como un subproblema en
varios algoritmos de programacion lineal pura y entera.

1.2.1.2 El problelila de asighacidn.'

Otro problema cldsico es el de asignar personas a trabajos.  Se supone que hay n personas y m :

trabajos, donde n = m. Cada trabajo debe ser hecho por exactamente una persona; también,

cada persona puede hacer, cuando mucho, un solo trabajo, El costo que implica que ta persona ‘

J haga el trabajo iesc El problema consiste en asignar la gente a los trabajos de tal forma que
se minimice el costo total de completar todos los trabajos. Para formular este problema,
conocido como el problema de asignacion, se introducen variables x; = 0 - 1, donde i = 1.. .
Sy f=1,..., ncorresponden al jj-ésimo evento de asignar ta pelsond j al trabajo i, Puesto

que exactamente und persona debe hacer trabajo i, se tienen las restricciones

=

n
Ex‘,j =1 parai =1, ..
J=1 ,

Ademis, puesto que ninguna persona puede hacer mds de un de trabajo, se tienen también las
restricciones

m

Zx.-,' < 1 paraj =1, .
il .

Es ficil verificar que si x € B"™" satisface las dos ecuaciones anteriores, y por tanto es posible
obtener una solucidn factible al problema de asignacion, cuya funcion objetivo es.
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m n

MinZ =Yy Y

i1 je1

En el problema de asignacion los m + n de elementos son particionados en conjuntos de trabajos
y gente. Pero en otros modelos de este tipo, no se puede asumir tal particion, como sucede con
el problema de apareamiento, ¢l cual es una generalizacion del problema de asignacion,

1.2.1.3 Problemas de cobertura de conjuntos, empacado de conjuntos y particién de
conjuntos. ‘

Una manera comun de definir .% conduce a importantes clases de problemas de optimizacion
combinatoria conocidos como cobertura de conjuntos, empacado de conjuntos, y problemas de
particion de conjuntos. Sea M = {1,. . . ,m} un conjunto finito y sea (M) paraj € N = {I,,
. . »0} una coleccion determinada de subconjuntos de M. Por ejemplo, la coleccién podria
consistir de todos los subconjuntos de 1amaio &, para alguna k < m. Se dice que F € N cubre
aMsiUcr M; = M. Enel PC conocido como problema de cobertura de conjuntos, F = {F.
F cubre M}, También se dice que F & N es un paquete con respecto a M si M; N M, = @
para todo j, kK € F, j # k. Enel PC conocido como el problema de empacado de conjuntos,
7 = (F:F es un empaquetado de conjuntos con respecto a M), Si F € N es de cobertura y de
empaque, entonces F se dice que es una particion de M. En el problema de conjuntos cubiertos,
¢; es el costo de M, y se busca el costo minimo de cobertura; sin embargo en el problema de
empaquetado de conjuntos, ¢; es el peso o valor de M; y se busca el empaque con el peso
médximo. : SRR .

Estos problemas son en realidad formulados como PE 0-1, donde A es la matriz mi x n d
- incidencia en el conjunto {M;} paraj € N; estoes, para i € M, : :

g oL stiEM, i sijeF
i Si i &M, Y5 sijeF

Entonces ¥ es una cubierta, empaquetado o particion si y sélo si x € B" satisface Ax = 1, Ax
< 1, Ax = 1, respectivamente, donde 1 es un vector m cuyos componentes son iguales a 1,

El problema de empaque es un caso especial PE O-1 con una matriz A = O-1 (una matriz cuyos
elementos son 0 6 1) y b= 1. Ndtece que un problema de asignacion con m wrabajos y m
personas es un problema de conjuntos particionados en que M = (1, ... ,m, m+1,.. ., 2m)
y M;paraj = 1, ..., m2 es un subconjunto de M que consiste en un trabajo y una persona. -

Muchos problemas pricticos pueden ser formulados como problemas de conjuntos cubiertos, Una
aplicacion tipica se refiere a la ubicacidn de instalaciones. En este caso se supone un conjunto
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de sitios potenciales N = (1,. . . ,n) para la ubicacion de ciertas instalaciones. Poner una
instalacion (que puede ser un centro de abastecimiento) en el lugar j tiene un costo de ;.
También se considera un conjunto de M regiones M = (1,. . . ,m) que tienen que ser atendidas.
El subconjunto de regiones que pueden atenderse desde una instalacion ubicada en j es M;.
Entonces el problema de elegir un conjunto de costo minimo para la ubicacién de instalaciones
de tal forma que cada region pueda ser atendida desde una de las instalaciones es un problema
de conjuntos cubiertos.,

Ahora bien, otras relaciones méds complejas pueden ser modeladas utilizando variables binarias
como en los casos que se presentan a continuacion.

Por ejemplo, la relacion que ambos o ninguno los sucesos 1 y 2 deban ocurrir esta representada
por la igualdad lineal x, - x,, = 0 para las variables binarias x, y x,. De manera similar, la
relacion de que el suceso 2 pueda ocurrir si y solo si el suceso 1 ocurre esta representado por
la desigualdad lineal x, - x, < 0. Mis generalmente, considérese una actividad que puede
operarse en cualquier nivel y, 0 < y < u. Ahora supongase que la actividad puede emprenderse
Unicamente si algin sueeso . replesenmdu pon la variable binaria x ocurre. Esta ulauon es
representada por la desigualdad lineal y - ux < 0 puesto que x = 0implicaquey = Qyx =
1, debido a la restriccion inicial y < w.

Considérense ahora dos modelos que usan esta relacion.

1.2.1.4 El Problema de ubicacion de instalaciones.

Estos problemas, como lo nuestra la ilustracion del modelo de conjuntos cubiertos, se reliere a
la ubicacion de instalaciones en los lugares apropiados, de tal forma que permitan cubrir ciertos
clientes econémicos al menor costo.

Dado un conjunto N = {1,. . . ,n} de ubicacién potencial de instalaciones y un conjunto de
clientes 1 = {1,. .. ,m}, ubicar una instalacion en j cuesta ¢; para j € N, ‘Este problema es
mas complicado que el de conjuntos cubiertos, porque cada cliente tiene una demanda para un
cierto bien, y el costo total de satisfacer la demanda del cliente i desde una instalacion en j es
h;. El problema ‘de optimizacin consiste en escoger un subconjunto de ubicacion  de
instalaciones y de clientes atendidos por estas instalaciones que mintmicen los costo totales. En
el caso del problema de ubicacion de instaluciones llmutado no hay restriceion sobre el nimero
de clientes que una instalacion puede servir, :

La varjable binaria x; es igual a 1, si una instalacion es ubicada enj y x; = 0 de otra manera,
Ademis, se mnoducc. Ia variable continua y;, que es la fraccion de la demanda del cliente { que
es satisfecha desde la instalacion j. La condicion para que la demanda de cada cliente se:
satisfecha esta dada por
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Z)’ij =1 pani € L

JEN
Ademds, puesto que el cliente i no puede ser servido desde j a menos que una instalacion este
ubicada en j, se ticne la restriccion

y-% <0 parai€lyjeN.

Por lo tanto, el problema de ubicacion de instalaciones ilimitado es el PEM

Mch Y Zhuyu

JeN i€l jeN
sujeto a las restricciones anteriores y x € B", y € R™.

Puede ser irreal suponer que una instalacion pucde atender a cualquier nimero de clientes.
Supdngase que una instalacion ubicada en j tiene una capacidad de 1, y el i-ésimo cliente tiene
una demanda de b, Ahora se establece que y; sea la cantidad de blenec enviados desde la
instalacion y; a el cliente i y que hy; sea el costo de embarque por unidad del bien. Para formular
el problema de ubicacion de instalaciones con capacidad como un PEM, se hace que

E)’U = b parai €1,
JEN

y - . . .
Z)’U““,xj <0 paraj € N,
JeN
1.2.1. 5 EI problema de flujo. de redes con cargo fijo.

Dada una red (ver Flguru l) con un conjunto de nodos V (msmlduoncs) y un (.()njunto de arcos
A. Unarcoe = (i, j) que une los puntos desde el nodo i a el nodo j significa que hay una ruta
directa desde el nodo 7 al nodo j. - Asociado con cada nodo £, hay una demanda by, El nodo i
es una demanda, abastecimiento, o punto de trinsito dependiendo sobre si b, es, respectivamente,
positivo, negativo, o cero. Supdngase que la demanda neta es cero, esto es, Iig, by = 0. Cada
arco (i, j) tiene una capacidad de flujo «; y una unidad de costo de flujo /.

Sea y; el flujo sobre el arco (i, /). Un tlujo es factible si y solo si satisface

y e Rl'\l

17



ysu para (i, j)) € A.

i

Zyji "Z)’ij = b paraj € V.

jeN jev

Esta ultima corresponde a las restricciones de conservacion de flujo. El problema

Min Y, hy;

ifeA

Sujeto a

Yy S Uy | para (i, j) € A

" Zyji_zyuy = b paraj € N.
jeN T jev

es conocido como el problema de flujo de redes.

O

| i

|

! i l \4

; ; kN
\ i ! S

i o

. .

|

i '

' < g :‘ ¥

i

| s i) J

! 3

‘ .

1

tigura 1.

El problema de flujo de redes con cargo fijo se obtiene al asignar un costo fijo de ¢, si hay un
flujo positivo sobre el arco (i, ). Ahora se introduce una variable binaria x; para indicar que
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se sigue el arco (7). La restriccion y; = 0 six; = 0 estd representada por
Vi~ Wiy <0 para (i, j) € A.
por tanto se obtiene la formula
Min Y cpxirhyy,
iJ€eA

sujeto a

E)’/i"z)'u = b, paraj € V,

JeN jeV

Yij =tk S0 para (i, j) € A.

Uadl}
El modelo de flujo con cargo fijo es Gl para una variedad de problemas de disefio que

involucran flujos materiales en redes.  Estos incluyen .slslem.ls de abaslecnmemo de agua,
sistemas de calefacclén y redes de camino.. "

1.2.1.6 El Prdhlcnié_ del vendedor viajero

Considérese un conjunto de nodos V = {1,. ., . ,n} y un conjunto de arcos A. Los nodos

representan ciudades, y los arcos representan los pares ordenados de ciudades entre los cuales
es posible viajar, Para (i, j) € A, c;es el tiempo que implica el viaje divecto desde la ciudad

i a la ciudad j. El problema consiste en encontrar un recorrido, partiendo de la ciudad 1, que:

| (a) visite cada ciudad exactamente una vez y vuelva a la ciudad 1y (b) que el viaje tome el

menor tiempo total,

Para formular este problemd se introducen variables en las que. X;; = 1 sij sigue inmediatamente
de i sobre el recorrido, x; = O de otra manera. Por tanto ~

~x € B

El requisito de que cada ciudad se visite en exactamente una vez se afirma como

Y X =1 paraj € V,
iifeA

) %=l pni €V,
- juned
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Estas restriceiones no son suficientes para definir los recorridos, puesto que hay que satisfacer
los subrecorridos también; por ejemplo para n = 6, X;; = Xy, = X5 = Xy5 = X5 = Xy = |,
satisface dichas restricciones, pero no corresponden a un recorrido (ver Figura 2).

figura 2.

Una de las formas de eliminar subrecorridos es hacer que en cualquner recorrido haya un arco

que pase de {1,2,3} a {4,5, 6} y un arco que pase de {4,5,6} a {1,2,3}. En general, para

cualquier U € Veon2 < |U| < |V] -2, las restricciones

AR R |
(i) eA:ieUjeN\U) -

son saustechds por todos de Ios neunndos pcno Cdda subrecorrido infringe por lo mcnos a.uno
de ellos. Por lo tanto el problema del agente viajero puede formul'use como

,Mm E Ci/xij
, (HL]
en que x satisface
x € B
y
x; 2 |
(i NedieUje N\

Una alternativa al este tltimo conjunto de restricciones es
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Xps (Ul -1 para2 £ U] £ |V|-
lif)eA:ieU el)

que también excluye todos los subrecorridos pero no los recorridos. Sin embargo, aplicando
estas relaciones, ¢l nimero de esas restricciones es aproximadamente 2V, Este enorme nimero
de restricciones es motivo para buscar una formula mis compacta.

1.3 Problemas no lineales y restricciones disyuntivas.

Ahora se presentan dos aplicaciones importantes de variables binarias en problemas de
optimizacion. La primera se refiere a la representacion de las funciones objetivo no lineales de
la forma Lfi(y), utilizando funciones lineales y variables binarias. La segunda se refiere a
modelos con restricciones disyuntivas.  En el planteamiento usual de un problema de
optimizacion, se presupone que todas las restricciones se deben de satisfacer. Sin embargo en
algunas aplicaciones, solo una de un par (0, mds generalmente, k de m) de restricciones se debe
satisfacer. En este caso, se dice que las restricciones son disyuntivas.

1.3.1 Funciones lineales separables.

Una funcion de la forma f(y,,. . . .y,) = P f(o) se dice que es una funcion sepa able.

Aqui se considera la funcion objetivo separable y se supone que fi(y,) es lineal por partes para

sada j (ver Figura 3). Se observa que una funcién continua arbitraria de una variable puede ser
aproximada por una funcion lineal por partes, que rcprescnm una aproximacion controlada por
el tamafio de los .segmenlos lineales. :

F(y)‘

at 82 () L) a5 [

figura 3
Suponiendo que se tiene una funcion lineal por partes f(y) especificada por los puntos {a,.f(a)}
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parai = 1,. . .,r. Entonces, cualquier ¢, < y < a,, puede escribirse como.

=ZA,a‘ E =M\, .. \) ER.
i=1 i=l

Los A; no son tnicos, pero sia; < y < a;,, y M seeligede modoquey = Na, + N, a,, ¥y N
+Ni.y = 1, se obtiene f(y) = N, fla) + N, fla,,;). En otras palabras

=Y Afa) . YA =1 NER,
il i=1

si més de dos de los \;'s son positivos y si A,y A, son positivos, entonces k = j - 1 6j + 1.
Esta condicion puede modelarse utilizando variables binarias x; para i = 1,. .. ,r- 1 (donde x,
=1sia. <y < a,,yx = 0deotra manera) y las restricciones o

NS X

>
l

Red
+

Rl

parai=2,...,0-1

x € B!

se observa que si x, 1, entonces >\ =0 pauaz #jOj+l,

‘Lasfunciones lineales por partes que son convexas (céncavas) pueden minimizarse

(maximizarse) mediante programacion lineal, ya que la pendiente de los segmentos son crecientes
(decrecientes) (ver Figura 4). Pero en general las funciones lineales por partes no son ni
concavas ni convexas, por tanto las variables binarias son necesarias para selecclonal el
segmento correcto para un valor delelminddo dey, ‘
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figura 4
1.3.2  Problemas con restricciones disyuntivas.
Las restricciones disyuntivas provienen naturalmente en muchos modelos. Una- ilustracion -
simple es cuando se requiere definir una variable igual al valor minimo de dos variables, esto
es, y = min(u,, u,). Esto puede hacerse con las dos desigualdades

ysu eysu,
junto con una de dos desigualdades

y2u o0y,

Un conjunto disyuntivo tipico de restricciones afirma que un punto debe satisfacer por lo menos

k de m de conjuntos de restricciones lineales. El caso de k = 1, m = 2 se muestra en la Figura
5, donde la regién factible esta sombreada, , :

P1 ' P2

figura 5
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Suponiendo P' = {y € R": Ay < b, y < djparai = 1,. .. ,m, se observa que hay un vector
w tal que, para todo i, A'y < b' + w es satisfecho por cualquier y, 0 <y < d. Por tanto hay
un'y contenido en por lo menos k de los conjuntos # si y solo si el conjunto

Ay = b + o(lx) parai=1,....,m

m

Y ox 2k
=1

ysd

XEM" yER

es no vacio. Esto sigue desde x; = 1 dadas las restricciones A'y < b' mientras x, = 0 dadas las

restricciones redundantes 4y < b' + w.

Cuando &'= 1, una formulacion alternativa es

Ay g xb parai= 1. .. ,m

L....m

Yy sxd o parai

m

in =1
in

XEB yER, YERpPIMAIi=1,..,m

‘Ahora se puede afirmar que ¢, P' # @ siy solo si la formulacion anterior es no vacia.

Primero, dado que y € y™ P, se supone, sin pérdida de generalidad, que esa y € P'.
i=) p l E q - .

Entonces una solucion de la formulacion anterior es x, = 1, x,, = O en otro caso, y' =y, y '
= () de otro caso. Por otra parte, suponer que dicha formulacion tiene solucion y, sin pérdida
de generalidad, se supone que x, = {yx, = 0 en otro caso. Entonces se obtiene y' = 0 para
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i=2....mey=y Asiy€Py y" P'# 0.

Los modelos anteriores presentan una formulacion bastante diferente sobre el mismo problema.
Sin embargo esta eleccion de formulas es tipica.

Las restricciones disyuntivas son comunes de encontrar en problemas de asignacion donde varios
trabajos tienen que ser procesados en una mdquina y donde el orden en que estos se deben de
procesar no esta especificado. Por tanto se obtienen restricciones disyuntivas en las que el
trabajo k precede al trabajo j en la maquina / y viceversa,

Se supone que hay n trabajos y m mdquinas y cada trabajo debe procesarse en cada méaquina,
Para cada trabajo, el orden de la mdquina es fijo, esto es, el trabajo j debe primero ser
procesado en la maquina j(1) y luego en la mdquina j(2), y asf sucesivamente. Una mdquina
solo puede procesar un trabajo a-la vez, y una vez que un trabajo se inicia sobre cualquiey
miquina este debe ser procesado hasta completarse. El objetivo es minimizar la suma de los
tiempos que lleva realizar todos los trabajos. Los datos que especifican una instancia del
problema son: (a) m, n, y p;paraj =1,...,nei =1, ..,m, quees el procesamiento del
tiempo del trabajo j en la mdquina i; y (b) el orden de las miquinas, j(1),. . . j(m), para cada
trabajo J. s -

Sea 1 ¢l tiempo inicial del trabajo j en la maquina i. Puesto que las (# + 1) operaciones en ¢l
trabajo j no pueden injciarse sino hasta que la r-ésima operacion ha sido completada, se tienen

las restricciones

Geryj = Yyt Py Pavar = 1. .. m- | para toda j.

Para representar las restricciones disyuntivas para los trabajos j y & en la méquina i, sea x;; =
1 si el trabajo 7 precede al trabajo & en la maquina i y x;; = 0¢n otro caso, donde j < k. Asi

Ly 2 4 + py ' sixy =1

i 2ty + py ‘ sixy =0

Dada una cota superior w en £, - f; + p; para todo i, j, y k se obtienen las restricciones
disyuntivas T

t” = l“\’ S "l),‘j + w(]-‘,\'m,)

i - 1 S <Py + wxy para toda i,/ y k.



Puesto que el problema es minimizar Z,’"-| L, SUJEL0 &

Yoty 2 Gy PATar = 1. .. m- 1 para toda j.
-y S -py + wll-xy).
ty = t; S -py + wxy  paratoda ijy k.
cont; = Oparatodaiyjyx, € {0,1} paratoda ijy k.
Este modelo requiere jn(;) variables binarias. En contraste con los modelos de programacion

entera introducidos previamente, este modelo no ha sido resuelto para valores de m y n que son
de interés préictico. Esta formulacién es parcialmente engorrosa, debido al gran nimero de
variables binarias necesarias para representar el gran nimero de disyunciones. o

La solucién de este tipo de problemas tiene que ver mucho con la forma en que se estructure
el modelo del correspondiente. Por tanto, una buena formulacién es esencial para resolver
eficientemente los problemas de programacion entera, como se explica a continuacion,

1.4  La eleccion en la formulacion del modelo.

Aungue el planteamiento del modelo puede hacerse conociendo la estructura del problema, el
objetivo principal es resolver el problema obteniendo la solucion Optima o una solucion
aproximada al 6ptimo La mayor parte de los problemas de programacion entera pueden
formularse de  varias maneras’. Sin embargo en contraste con la programacion lineal, en

“programacion entera la formulacién de un buen modelo es fundamental para resolver el

problema. De hecho fa buena formulacion del modelo se relacmna estrechamemc con el
algoritmo que habra de aplicarse.

Un: modelo esta determinado por sus variables, su funcion objetivo y las restricciones,
Normalmente la definicion de las variables representa el primer paso directo en la formulacion
del modelo. Frecuentemente las variables se eligen simplemente para la definicién de una
solucion, Esta es una solucion que especifica los valores de ciertas incégnitas y se define una
variable por cada incégnita. Una vez que las variables y una funcion objétlvo han sido definidas

en un problema entero, puede hacerse una representaclon implicita del problema Por ej(.mplo

se tiene

Pary una miayar profundizacin en of planteanicaie de programas eoteros puede verse v TAHA, M. Integer programing: Teary upplication and

coutputations. Acadeinic Press, Ortando, Florida. 1975,
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Max {ex: x€ S C 2"},

donde S representa el conjunto de puntos factibles en 2"

Ahora se puede decir que

Max {ex: Ax S b, x € 2"},

es una formulacion PE valida si § = {,\ € 7' :Ax £ b}

En general cuando hay una formulacmn valida, hay muchas eleccmncs de (A b), y es
normalmente ficil encontrar algiin (A, b) que proporciona una, Pero una seleccion obvia puede
no ser buena cuando se considera solucion del problema, por lo que el aspeclo mas importante
de la formulacion del modelo es la seleccion de (A, b) :

La mayoria de los algorltmos de programacion entera requieren de un limite superior en el valor

de la funcidn objetivo, y la eficiencia del algoritmo depende mucho de la agudeza de el Hmite. -
Un limite superior esta determinado por la solucion del programa lincal,

Zy, = {Maxcx:Ax S b, x € R" },

puesto que P = {x € R! i Ax < b} 2 S."Ahora dadas dos formulaciones vlidas, definidas
por (A‘, b)parai=1,2,seaP = {x € R,'" T A € b}y z,‘,,_ = Max {ex:x € P‘}, Se

observa que si P' < P2, entonces z}, < 2}, . Por tanto, se consngue el mejor llmlle de la

formulacn(m basada en (A, b‘) y se dice que esta es la mejor formulacnén.

Un‘ejemplo de que una formulacién sea mejor que otra, en el senlido descrilo, se obticne en el
problema de ubicacion de instalaciones ilimitado donde una formulacién con menos restricciones
se consigue reemplazando y, - x, SO parai € lyj € N por

Z"y,]—mxj <0  paratodoj € N,
i

En este caso, cuando ¥ = 0 se dice que ningin cliente puede ser atendido por la instalacion j;
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y cuando x; = 1 no hay restriccion en ¢l ndmero de clientes que puede ser atendido por la
instalacion j.

Se insiste en este punto por que se debe tomar en cuenta que ¢l tiempo de procesamiento se
incrementa y la factibilidad computacional decrece cuando el nimero de restricciones. se
incrementa. Pero tratar de encontrar una formulacién con un nimero pequefio de restricciones
es casi siempre una estrategia muy mala. En efecto, uno de los principales algoritimos existentes
iniplica la adicion sistemdtica de restricciones. Dicho algoritmo es el de planos de corte?,

El énfasis en la seleccion de restricciones para la obtencion de una buena formulacion,
suponicndo que las variables ya han sido definidas, es importante puesto que para la mayoria
de los problemas esta es la parte de la formulacion donde hay la mayor libertad de eleccion,
Hay, sin embrago, problemas cn los cuales la calidad de la formulacion depende de la seleccion
de variables.

Por ejemplo, en la formulacion de problemas de flujos de redes, se definen las variables que son
los flujos de los arcos. En ciertas situaciones ¢s mds ventajoso definir las variables que
representan los flujos en cada direccién, entre dos nodos. Tal formulacion involucra mucho més
variables pero elimina la necesidad de algunas restricciones de conservacion de flujos y puede
ser preferible para encontrar soluciones integrales.

1.4.1 Preprocesamiento

Cuando se desarrolla un algoritmo en algdn programa de computo, muchas veces es necesario
realizar algunas condiciones previas. En cste caso, el preprocesamiento se refiere a las
operaciones elementales que pueden ejecutarse para mejorar o simplificar 1a formulacion de un
problema estrechando los limites de las variables, los valores fijos y asf sucesivamente. El
pn.pmc.esmmeulo pude pensarse como una fase entre la formulacion y la solucidn. Este puede
mejorar la_velocidad de un algoritmo sofisticado que puede, por ejemplo, ser incapaz de
reconocer el hecho de que alguna variable pueda. ser fijada y luego eliminada del modelo,
Ocasionalmente un problema pequeiio puede resolverse en la fase de prepm(_cqmmcnlo 0
combinando preprocesamiento con enumeracion. Aunque este cntoquc ha sido considerado como
‘una solucioén técnica en el desarrollo prematuro de la programacion entera, bajo el nombre de
enumeracion implicita, este no es papel importante de estas téenicas simples. Su principal
propuesta ¢s preparar una ripida formulacion y automatizarla por un algoritmo ms sofisticado.
Desafortunadamente, esto ha llevado mucho tiempo para los investigadores reconocer el hecho
de que hay generalmente una necesidad por ambas fases en la solucién de problemas pricticos.

Dicho afgoritmo se presents en ¢f capitulo 1 de este trabajo.
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1.4.2 Estrechamiento de Cotas

Una restriceion comun en los PEM es v, < wx, donde ; es una cota superior eny; y x; es una
variable binaria. Puesto que x; € {0, l} l.\ reduccion de |m limites superiores no esta nml Pero
si se reemplaza xj € {0,1} por 0 < x, < 1, llega a ser importante una reduceion de la cota.
Supdngase, por ejemplo, que el mayor valor factible de y; es w'; < u; y que hay un costo ¢; >
0 asociado con x;. Siy; = u'; en una solucién optima y se utiliza la restriccion y; < upx;, puede
obtenerse X, = w'/u, < 1. Por otra parie, si se utiliza la vestriccion y; < 'y, se obtiene x; =
N v

En algunos casos. las buenas cotas pueden ser determinadas analiticamente. Por ejemplo,en el
problema por Jotes, mds que usar una cota comun para cada y,, es mds eficiente usar las cotas

< ( Z""i d, v, Bn general las cotas estrechas pueden ser determinadas - resolviendo un
1

programa tineal con el objetivo de maximizar y,. Haciendo esto para cada una de-las variables
con una restriecion con cota superior puede ser prohibitivo, en cuanto al tiempo consumido en
su- procesamiento, por lo que wna buena tictica es aproximarse a la cota superior
heuristicamente.

1.5 Complejidad de los problemas,

En investigacion de operaciones el grado de complejidad de un problema tiene que ver con el
tiempo v posibilidad de alcanzar la solucién optima. Como se observa en la amplia literatura
existente, se han desarrotlado muchos procedimientos para encontrarlas en ciertos tipos de
problemas, pero es necesario reconocer que estis soluciones son optimas sdlo respecto al modelo
que se este utilizando. Como ¢l modelo necesariamente es una idealizacion y no um
representacion del pmhlun.l real, no puede existir una garantis de “que fa solucion optima del
modelo resulte ser fa mejor sotucion posible que pueda levarse a la prictica para el problema
real, Esto es cierto si se toman en cuenta los muchos imponderables ¢ incertidumbres asociudas
i casi todos los pmblumds reales, pero si ¢l modelo estd bien formulado y verificado, la solucion
gue resulta debe tener una buena aproximacion det curso de accion ideal para Ll pmhlcnm real.

Ui clasiticacion de los problemas de upumlmuun lmsadd en su grado de dthultdd establece
Jas sn.uumu clases de problemas’:

Problemas Indecidibles. Son aquellos problemas para los cuales no se puédé"cscrihi‘r{un
algoritmo. : S

Problemas intratables. Son aguellos problemas para los cuales no se pueden desarrollar
algoritmos polinomiales. Bste caso de problemas se demuestra son dificiles y solo se pueden

Flotes de ke Mots, Kl Apnaites de proghenacicn entera Facultad de Ingeniceit, UNAM. Méxieo:
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resolver con algoritmos exponenciales, para los cuales el tiempo requerido para su solucion solo
puede ser acotado por arriba mediante una funcion exponencial del tamano del problema,

Problemas no polinomiales deterministicos (NP). Esta clase incluye problemas que se pueden
resolver en tiempo polinomial si se logra adivinar correctamente que ruta computacional se
puede seguir. Esta clase incluye todos los problemas que tienen algoritmos exponenciales pero
que no se ha probado que se puedan resolver con algoritmos de tiempo polinomial.

Prablemas Polinoniales (), Un probtema se dice polinomial siexiste un algoritimo para ¢l cual
el tiempo requerido para su solucion estd acotado por una funcion polinomial del tamaio del
problema. Se entiende por tamaiio de! problema la longitud de un ¢ddigo, por ejemplo binario,
de los datos del problema. Esta clase incluye todos Tos problemas que tienen algoritmos de
tiecmpo polinomial.

Por ¢jemplo, una gritica G = [X,A] con N = X nodos y M = A arcos. una ruta mis corta se
encuentra a o mas en un tiempo O(NY). un drbol de peso minimo en un’ tiempo O(N®), - sin
embargo no mdos los problcmns de tipo combinzum‘ins son p()lilml’nialcs'

Problemas no /)olumlmales completos (NP-completos). Estos son un subwmunm de problemas

NP que son los mds dificiles en el sentido de que cualquier problema NP se puede reducir a

cualquier problema de este subconjunto y transformarlo para poder resolverlos en liempo
polinomial. Por ejemplo, problemas como ¢l del agente viajero o el de la mochila se conocen

como pml)lcnm\ no pollm)mmlu Lompluos o NP-completos,

1.6  Complejidad computacional.

En Jos iltimos anos machos autores sobre investigacion de operaciones se han-dedicado a
tarea de deseribir una torfn que establezea los factores que  determinan fa complejidad

computicional de los pmhlcnm de optimizacion combinatoria, en dondg se dchmm el porque

y cuan dilicil puulu ser resolver un problema de este n[m

Una prictica comin en programacion lineal consiste en relacionar ¢l tiempo de procesamiento

de computo con el tamaiio de problema. Tradicionalmente, el tamaio de un probléma’ de
Upllll]l/dLl()ll ha sido deserito por su namero de variables y de ILNlllLLl()llL‘ - Estos dos
panumlms sin emlwm no pueden ser mlu.uados - ’ ~

Un programa de computadora consiste en una serie de instrucciones dictadas en torma
sistemitica 'y ordenada, orientadas a Ia realizacion de una serie de operaciones logicas,
aritméticas y de decision, cuyo Tines una salida que corresponda al procesamiento que la
computadora hace de dichas instrucciones o partir de ciertos datos de entrada expresados en
Forma correcla '

Para que una computadora resuelva un problema es preciso indicarle qué operaciones debe
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realizar, Es decir, se le debe de construir el procedimiento para resolver el problema. Dicho
procedimiento se llama algoritmo.

Un algoritmo describe el método mediante el cual se realiza un programa y consiste en una
secuencia de instrucciones, las cuales, realizadas adecuadamente, dan lugar al resultado deseado,
Cada paso del algoritmo se expresa mediante una instruccion o sentencia en el programa. Por
tanto, un programa consiste en una secuencia de instrucciones, cada una de las cuales especifica
ciertas operaciones a realizar por la computadora, '

Ahora bien, una serie de preguntas obligadas sobre este tema serfan las siguientes: Si existen
varios algoritmos para resolver un problema ;cudl de ellos es el "mejor" en el sentido de que
necesite menos recursos informticos? ;Cudles son los minimos recursos informéticos necesarios
para llevar a cabo un proceso determinado? (es decir, qué recursos utilizara el mejor algoritmo
posible para realizar dicho proceso?) ;Se puede averiguar cudl es el mejor algoritmo? ¢Existen
problemas para los cuales el mejor algoritmo posible requerird tantos recursos que hard inviable
su ejecucion incluso con la computadora mds grande y rapida existente? '

Hay algoritmos cuyo nimero de pasos depende explicitamente de fa-magnitud de los datos
numéricos. Por ejemplo, hay un algoritmo para el problema entero de la mochila cuyo nimero
de procesos de computo es proporcional al nimero de variables que estan del lado derecho de
la restriccion, En el método elipsoidal para programacion lineal, el nimero de procesos de

computo dt.p(.ndl. de el volumen de Ia elipsoide inicial, que a la vez depende de la magnitud de

los datos numéricos. También, el valor de los nameros 1mphcados en los cilculos elementales,

tales como sumas y multiplicaciones, puede incidir en el tiempo de procesamiento. Ademds, es

frecuentemente razonable suponer que estas operaciones son hechas en una constante unidad de

tiempo.

Una vez que se ha establecido un modelo que describe un problema, los datos de sus instancias,
es posible considerar el tiempo de computo. Si se requierc que la medida de tiempo de
procesamiento sea mdepcndleme de las caracterfsticas particulares de cierta computadonas,
simplemente se cuenta el nimero de operaciones elementales tales como adiciones,
multiplicaciones, comparaciones, etcétera; esto es, se supone que cada operacion elemental se
hace en tiempo individual. Este es un supuesto razonable mientras el tamaiio de los nimeros no
crezea demasiado répido conforme los clculos progresan, ' ‘

En este caso, tomando como buse la programacion entera-mixta es posible considerar las
incidencias en torno a complejidad computacional relativas a los programas combinatorios

Como se menciond anteriormente, la programacion entera-mixta s¢ refiere al problema
genéricamente escrito como

(PEM) Max {ex + hyAx + Gy £ b, x € 2" ,y € R? }
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donde m es cualquier entero positivo, p y 1 son enteros no negativos con p +nz21l,yc h
A, G, b son matrices con coeficientes enteros; las dimensiones de estas matrices son como sigue:
ceslxmhesl xp, Aesmxn, Gesmxp,ybesmx 1. Esimportante suponer que estas
matrices tienen coeficienes racionales, pero el supuesto de u)Lhucmes enteros no es menos
general y es mids conveniente,

Un problema consiste de un niimero infinito de instancias. Una instancia se refiere a los valores
numéricos que se asigna a los pardmetros de problema. En el caso del programa entero- mixto,
los datos que especifican una instancia son los enteros m, n, y p asi como también ¢, h, A G,
y b son matrices enteras de dimension apropiada,

Cuando se habla de facilitar el andlisis es deseable delinear los casos especiales de problemas
de programaci6n entero-mixto. Esto se hace principalmente para restringir los pardmetros de
manera natural, Por tanto se puede establecer que el problema de programacion entero puro es
un caso especial de programa entero mixto en el que p = 0, y las matrices # y G no se
consideran, La programacion lineal también es un caso especial de ésta, en.que n = 0, y las
matrices ¢ y A no se consideran.

Cada instancia de un programa lineal entero puro es también un caso de un programa entero-
mixto. Por tanto un algoritmo que puede resolver todas las instancias de los programas enteros
mixtos pueden, por definicion, resolver todas las instancias de casos especiales de programacion

lineal entera pura. Una conclusion obvia es que la programacidn entera mixta es al menos tan -

diffeil como la programacion lineal entera pura.

Sin embargo, intentar resolver cualquier problema de programacion lineal a través de un
algoritmo  genérico propuesto para los programas enteros-mixtos, llevarfa hacia procesos
demasiado largos que pueden evitarse aplicando una técnica adecuada para cada problema,
Por otra parte, hay tantos casos especiales de programacion entera-mixta, que seria imposible
considerarlos de forma separada, por lo que el principal punto consistirfa en encontrar
semejanzas naturales entre fos diversos casos y establecer el algoritmo que lleve a la solucion
genérica de problemas de tipo combinatorio. Este es un punto meduhu en lo que a solucidn dL
programas y complejidad computacional se refiere.

1.6.1 F.lctores que determinan la complejidad computacional de los algori itmos de tipo
combinatorio. :

Un ployanm es la representacion de un algoritmo en un lenguaje de progr amacion que se puede
inlerpretar y ejecutar por una computadora. Ahora bien jHasta que punto la complejidad
computacional de un programa que resuelva un problema combmalono depende de la
amclensuu del algoritmo que se emplea?

Una posible alternativa para contestar dicha cuestion consiste en representar dos algoritmos que

32



resuelven un mismo problema mediante un lenguaje de programacion, ejecutarlos en una
computadora y medir cl tiempo que lleva a eada uno de ellos obtener la solucion del problema.

El tiempo de ejeeucion requerido por un algoritmo para resolver un problema es uno de los
pardmetros importantes para medir en la prictica la bondad de un algoritmo pues, entre otros
factores, el tiempo de ejecucion equivale a tiempo de utilizacién de la computadora 'y, en
consecuencia, su €osto economico,

Resulta evidente que el tiempo real requerido por una computadora para ejecutar un algoritmo
es directamente proporcional al nimero de operaciones basicas elementales que 1a misma debe
realizar en su ejecucion, medir por tanto el tiempo real de ejecucion equivale a medir el nlmero
de operaciones elementales realizadas. Por tanto, se supone desde ahora que todas las
operaciones bisicas se ejecutan en una misma unidad de tiempo, Para una mayor plecmon‘
habria que distinguir los tiempos de ejecuuén de cada una de las distintas operaciones
elementales. Por esta razén se suele Hamar tiempo de ejecucion no al tiempo real fisico, sino
al nimero de operaciones elementales realizadas. ‘

Otro de los factores importantes, en ocasiones decisivo, para comparar algoritmos, es la cantidad
de memoria de méquina requerida para atmacenar los datos durante el proceso. '

La cantidad de memoria utilizada por un algoritmo durante el proceso se suele [lamar espacio
requerido por el algoritmo.

El tienipo requerido por un algoritmo para su ejecucion, depende fundamentalmente de los
siguientes factores:

. El lenguaje de programacién elegido

2. El programa que representa el algoriumo.

3. la compu,(adofaf que lo ejecuta

Cuando el volumen de datos es suficientemente g,mndc es cuando un dlgontmo puede realmente
aventajar a otro para resolver el mismo problema. '
1.6.2 El peor caso y caso probabiliélico ‘

Cuando se hacen comparaciones sobre el tiempo de ejecucion de los algoritmos, aquel que ocupa,
el mayor posible de entre todos los casos que se pueden presentar se le llama el peor caso,

En ocasiones 1o solo se considera ¢l peor caso, sino también se tiene interés en el tiempo de

ejecucion de un algoritmo en el caso medio o caso probabilistico. Este estudio entra dentro del
campo del cileulo de probabilidades y de la estadistica siendo de gran interés en la evaluacion
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de los algoritmos misma que resulta en ocasiones sumamente complejo.

Este andlisis se encarga del estudio del tiempo y espacio requerido por un algoritmo para su
ejecucion . Ambos pardmetros pueden ser estudiados respecto del peor caso (o caso general) o
respecto del caso probabilistico (o caso esperado). En la prictica, casi siempre es més dificil
determinar el tiempo de ejecucion promedio que el peor caso, pues el andlisis se hace intratable
matematicamente. Asi pues, se utilizard el tiempo de ejecucion del peor caso como medida
principal de fa comptejidad del caso promedio cuando pueda hacerse en forma significativa,

Tanto el tiempo como el espacio de un algoritmo son pardmetros que, en general, dependen del

tamaiio n de los datos de entrada del 1lg,ontmo, en consecuenua son funciones T(n) y- L(n)_

enteras de variable entera.

En general no resulta sencillo determinar el valor exacto de la funcion tiempo T(n) de un
algoritmo. Para poder hacerlo es preciso conocer con exactitud cudles y cudntas veces se realizan
las operaciones bisicas cuya ejecucién requiere un tiempo contante conocido.

En definitiva, lo que aparece al analizar un algoritmo es un problema combinatorio. No obstante
~como ya se ha mencionado, no siempre resulta ficil hacer el calculo exacto del ndmero de
operaciones requeridas por un algoritmo. Por esta razon es que en muchas ocasiones el andlisis
de algoritmos se reduce a estudiar el comportamiento de la funcion tlempo T(n) y no cudl es su
valor exacto, - : _

1.6.3 'Tiempo de ejecucion de un programa

Sean Ty(n) y T,(n) los tiempos de ejecucion de dos fragmemos P,y P2 de un programa 'y que,
T\(n) es O(f(n) y Ty(n) es O(g(n)).

Entonces:
Ty(n) + Ty(n)
el uunpo de ejecucion de Py, sc;,uldo de P, es O(max [f(n), g(n)]
Esto se puede verificar observando que para algunas constantes, c,, Cy n,, n,, sin 2 n,
entonces:
T\n) < ¢ fin)
y sin = n, entonces:

Tz(”) S ¢ g

sea m = max (n,, n,), si n = m entonces:



Tin) + Ty(n) < ¢, f) + ¢, gn)
De aqui se concluye si n = m entonces:
T\(n) + Tan) < (c; + c;) max[f(n), g(n)]
por lo tanto T,(n) + Ty(n) es O(max [f(n), g(m]).

En general el tiempo de ejecucién de una secuencia fija de pasos, dentro de un factor constante,
es igual al tiempo de ejecucion del paso con mayor tiempo de ejecucion. En raras ocasiones dos
pasos pueden tener tiempos de ejecucion incommensurables (mnguno es mayor que el otro, ni
son iguales). Por ejemplo, puede haber pasos con tiempo de ejecucion O(f(n)) y O(g(n)) donde:

2

4 . .
n St nespar _ 1 St nespar
fy = 1, O gy = {1 S nesh
1 St Hes unpar i St nes tmpar

En tules casos, 1a regla de la suma debe aplicarse directamente, en el ejemplo, el tiempo de
ejecucion es O(max [fn), g, esto es n4 si nes par 'y n* sines impar.

Otra observacion util sobre la regla de ld suma es que si g(n) < fln) para toda n = m entonces
O(fny + g(n) es lo mismo que O(n)). Por ejemplo O(* + n) es lo mismo que O(n?).

La regla del producto es la siguiente: Si T,(n) y Ty(n) son O(f(n)) y O(g(n)), respectivamente,
entonces T, (n)T,(n) es O(n)g(n)). Segin la regla del producto, O(cf{n)) significa lo mismo que
O(f(n)) si ¢ es una constante positiva cualquiera. Por ejemplo O(#*/2) es lo mismo que O(n?).

1.6.4 Andlisis asintético de funciones

Un tipo de estudio importantc consiste en comparar funciones reales de variable natural f: N -
Ry decir cudl tiene mejor comportamiento asintdtico, es decir, cudl es menor cuando fa variable
independiente es suficientemente grande.

Si se sabe hacer esto con dos funciones se puede utilizar las funciones de tiempo de dos
algoritmos y determinar cudl de ellos tiene mejor comportaniento asintético.

El problema que en ocasiones resulta complicado es el de hallar explicitamente la funcion de
tiempo de un algoritmo. El andlisis asintotico permite, en ocasiones, conocer como se comporta
una funcion atn sin conocer esta.

Si fy g son dos funciones de N en R, se dice que g domina asintéticamente a f (o simplemente

que g domina af) si existenenterosk = 0y m = 0 tales que se verifica la desigualdad: | f(n)
| <k | gn) | paratodoenteron 2 m.
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Se observa que si ¢ domina a fy g(n) # 0, entonces |f(n)/g(n)] < k para casi todos los enteros
n (es decir, para todos salvo una cantidad finita). En concreto, para todos los valores n = m se
verifica dicha desigualdad.

En esta situacion, si fy g son funciones de tiempo de dos algoritmos F y G respectivamente,
resulta que el algoritmo f nunca tardard mds de k& veces el tiempo que tarda el algoritmo Gen
resolver un problema del mismo tamaio.

Por ejemplo si fn) = ny g(n) = n’, se verifica que g domina a f: En efecto, sim = 0y k =
1 se VCl'IflCd que para todo n = m se cumple la desigualdad.

|n| <k n'|
En este caso, |n] = |n'| ya que k = 1 pues el cubo de un niimero natural es siempre mayor
o igual que dicho ntmero,

La detinicion de dominacion establece una relacion binaria en el conjunto de las funciones de
nenr. ’ ’ ' '

Ahora bien, si la funcion tiempo de un algoritmo es de orden | se dice que dicho algoritmo tiene

complejidad constante, si es de orden log n se dice que es logaritmica, si es de orden n se dice

que es de orden lineal, si es de orden »” siendo p un nimero natural, se dice que es polindmica,
si es de orden ¢" con ¢ > l se dice que es exponencial y si es de orden n! se dice que es
facmnal ‘

1.6.5 Velocidad de crecimiento.

Partiendo del supuesto de que es posible evaluar programas comparando sus funciones de tiempo
de ejecucion sin considerar las constantes de proporcionalidad. Es decir, un programa con

tiempo de ejecucion O(r?) es menor que uno con tiempo de ejecucion 0@, sin embargo,
ademds de-los factores constantes debidos al compilador y la mdquina, existe un factor constante:
debido a la naturaleza del programa mismo. Es posible, que con una combinacion detertinada
de compilador y mdquina, el primer programa tarde 100#* milisegundos mientras el segundo’

tarda 5n* milisegundos. En éste caso gno es preferible el segundo programa al primero?.

La respuesta a esto depende del tamailo de las entradas que se espera que se procesen los
prograinas. Para entradas de tamano N < 20, el programa con tiempo de ejecucion 51 serd mis
rapido que el de tiempo de cjecucion 100n*. Asi pues, si el programa se va i ejecutar con
entradas pequenas, serd preferible el programa cuyo tiempo de ejecucion es O(n%). No obstante,
conforme n creee, la razén de los tiempos de ¢jecucion que es de 5n*/100n? = n/20, se hace
arbitrariamente grande. Asf, a medida que crece el tamaiio de la entrada, el programa O(n’)
requiere un tiempo significativamente mayor que O(n®). Pero si hay algunas entradas grandes
en los problemas para cuya solueidn se estin disefiando estos dos programas, serd mejor optar
por el programa cuyo tiempo de ejecucion tiene la menor velocidad de crecimiento.
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1.7 Conclusiones.

Un problema combinatorio es aquel que asigna valores numéricos discretos a algin conjunto de
restricciones bajo las cuales se pretende minimizar (maximizar) alguna funcién objetivo. Dentro
de este tipo de problemas se puede ubicar a los problemas de asignacion de trabajos, ubicacion
de plantas, secuenciacion de rutas, flujo de redes con cargo fijo, asi como los problemas de la
mochila y el del agente viajero, entre otros.

Problemas como el del agente viajero o el de la mochila se conocen como problemas no
polinomiales completos o NP-completos, Un problema se dice polinomial si existe un algoritmo
para el cual el tiempo requerido para su solucién, estd acotado por una funcién polinomial del
tamaiio del problema.

Por otra parte, un algoritmo se dice no deterministico si contiene afirmaciones que permiten una
seleccion ademads de las afirmaciones usuales (determinfsticas). La clase de problemas que se
pucden resolver en tiempo polinomial por algoritmos no deterministicos se llaman de clase NP,
en otras palabras, si para cada instruccion seleccionada, la seleccion es correcta, entonces el
tiempo de computadora es polinomial. Por otro lado si se enumeran las posibles selecciones del
algoritmo se vuelve deterministico pero con tiempo de computadora exponencial. Un problema
NP completo es aquel para el cual las dnicas soluciones conocidas consisten, en esencia, en
intentar todas las posibilidades. ‘ o

En investigacion de operaciones se han presentado diversos algoritmos no deterministicos que
en la prictica, han demostrado que son eficientes resolver lo problemas de optimizacion
combinatorios. La mayoria de estos algoritmos se basan en los procedimientos de programacion
lineal y en la estructura del método simplex, por lo que su mecanismo es ilerativo y,.
dependiendo del tamafio del problema, alcanzaran la respuesta en tiempo polinomial o
exponencial.

Los algoritmos de este. tipo son los que se basan en los métodos de planos de corte, de
ramificacion y acotamiento y de enumeracion implicita, La eficiencia de estos métodos estd
determinada por su convergencia a la solucion 6ptima en problemas de programacién entera.y
mixta. Sin embargo, su procedimiento de bisqueda implica la generacién nuevas variables, lo
que determina un tiempo de procesamiento cada vez mayor conforme el tamafio del problema
se incrementa, llegando a ser este factor, el tiempo, lo que establece su imposibilidad de
aplicacion,

En el siguiente capitulo s hace una breve descripeion de dichos algoritmos en sus versiones mds

generales, describiendo sus procedimientos y las ventajas y desvemtajas de su aplicacion en
problemas de optimizacion combinatoria.
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CAPITULO 1}

METODOS DE SOLUCION DE PROBLEMAS COMBINATORIOS
2.1 .Introduccién

Desde sus origenes, el mds importante y notable problema de computo de la programacion
lineal ha sido el encontrar la solucién dptima a un programa lineal en las que todas o algunas .
de la variables estén restringidas a valores enteros. La necesidad que hay de procedimientos
computacionales para resolver tales programas se agudiza por el gran nimero de problemas
del campo de andlisis combinatorio.

Los procedimientos para resolver programas enteros son clasificados en la mayorfa de los
textos de investigacion de operaciones en dos categorias computacionales: planos de corte
y enumeracion. La idea bisica de un método de plano de corte es alterar el conjunto convexo
de solucion del problema de programacidn lineal continuo relacionado, es decir, el problema
de programacién lineal que resulte de ignorar las restricciones enteras, de manera que el
punto extremo dptimo al problema continuo sea un valor entero. Esto se consigue al afadir
sistemdticamente restricciones adicionales que eliminan partes del conjunto convexo que no
contienen algin punto entero posible y resuelven los problemas resultantes por el algoritmo
simplex.

‘Los métodos enumerativos o de bisqueda estdn disefiados para investigar sistemdticamente

un subconjunto restringido del gran conjunto de soluciones enteras. Estos métodos se pueden
usar para fresolver, tanto problemas enteros como problemas entero mixtos e incluyen .
métodos de bisqueda de drboles, de ramificacion y acotamiento y enumeracion implicita o
algoritmos aditivos. Los procedimientos de bifurcacion y acotamiento usan la informacion
obtenida de soluciones sucesivas de problemas continuos relacionados, para generar nuevos
problemas con limites en variables seleccionadas y en la funcién objetivo, de manera que se
restrinja el nimero 1otal de problemas continuos que se deben resolver.

La enumeracion implicita fue disefada bisicamente para resolver problemas con variables
binarias, o sea, variables restringidas a ltos valores cero o uno. Como hay 2" soluciones
posibles, sc requiere un procedimiento para enumerar sislemdticamente parte de las
soluciones al problema binario y examinarlo de tal forma, que asegure que al enumerar el
nimero (realmente pequeiio) de soluciones, se examinan implicitamente todos los elementos
del conjunto de la solucidn, Et procedimiento no emplea ninguna de las técnicas de la
programacion lineal sino que sustituye nuevas soluciones 0 - 1 basadas en reglas sistematicas
para mejorar una solucion que descanza en la informacion implicita de las restricciones
originales det problema.
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En este capitulo se realiza una descripcion de los principales algoritmos que se presentan en
los textos que sobre el tema existen.

2.2 Métodos de planos de corte

Los métodos llamados planos de corte fueron los primeros que se utilizaron para hacer frente
a los problemas de programacion entera y fueron presentados originalmente por Gomory,

Estos métodos son eficientes en la solucion de problemas que no son muy grandes. Sin
embargo en el caso de problemas de tamaiio medio resultan ser muy eficientes. Esios -
métodos generan en cada iteracién una restriccion y una variable extra. Su ventaja es que
ilustran lo que se pretende hacer con la region de factibilidad del problema entero, para
lograr la solucién del mismo. :

El objetivo general de Jos algoritmos de plano de corte consiste en deducir desigualdades
suplementarias a partir de las restricciones de variable cmera que eventualmente produce un
programa- lineal cuya solucidn dptima es entera.

Los métodos de planos de corte se aplican a problemas de la forma general
minimizar C'x , o
sujeto a . )
x eSS :

donde S € E" es un conjunto convexo. Los problemas que mcluyen minimizacion de una
funcion convexa sobrc un conjunto Lonvexo, como :

‘minimizar f)
sujeto a (2)
y€R ‘

donde R € E™! es un conjunto convexo y f, una funcion convexa, se puede convertir
ficilmente a la forma (1) escribiendo (2) de manera equivalente como:: -

minimizar » : :
sujeto a - ' SR )]
Joy)-r=s0 ' ~

lo cual conx = (1, y) es un caso especial de (l)

La torma ;,t.nu al de un algoritmo de plano de corle pam el problema (l) es ld siguiente;
dado un politope P, S

PASO 1 . Minimice C¥x, sobrel 'y obtenga un punto x, en P,. Six;, € S, se para; x, s
- el gptimo. En otro caso vaya al paso 2.
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PASO 2 Encuentre un hiperplano H, separando el punto x, de S, esto es, encuentre a,
€ E", b, € E' tales que

S €{x]dx<b}
X, €{x]d,x>b)

Actualice P, para obtener P, ., incluyendo la restriccion d, x < b,.
Este proceso se ilustra en la figura 2.1

Figura 2.1

Una especificacion de los algoritmos de planos de corte radica en la manera de seleccionar
el hiperplano que separa el punto actual .v, del conjunto de restricciones de S. Por supuesto,

esta seleccion es el aspecto mds lmportantc del algoritmo, pues la profundidad del corte

asociado al liperplano de separacidn, la distancia del hiperplano al punto actual, que
determina cuanta mcjom hay en la aproximacion al conjunto de restriccion y, por taito, la
rapidez de convergencia del método.

Otro factor importante viene dado en la manera de actualizar el politope una vez determinado

el hiperplano nuevo, El procedimiento mds directo consiste simiplemente en afiadir la
desigualdad lineal asociada a este hiperplano a aquellas determinadas antes. Esto proporciona

la mejor aproximacion actualizada posible al conjunto restriccion, pero tiende a producir, -

después de un gran ndmero de iteraciones, una cantidad enorme de desigualdades que
expresan la aproximacion. Asi, en algunos algoritmos,las desigualdades primitivas, que no
son obligatorias en el punto actual, dejan de tenerse en consideracion,

El planteamiento que fundamenta la estructura del método de planos de corte, se basa en el
siguiente desarrollo:

Se entiende por [X] al entero mds grande menor que el nimero X, es decir
I-X_I = Mix Y < X, Y entero. RN C))

Por ejemplo [6.51] = 6, [-6.51] = -7, {0.3] =0, [-0.3] = -
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Se considera el siguiente problema entero [PE)
Mix cX
sujeto a
AX = b
X = 0, entero. (5)
El problema lineal correspondiente a (5) es
Mix ¢X
sujeto a ' (6)
AX =D
X0
Una restriccion tipica de (6) es

apXy + apX, + .+ a, X, + X, = by,

donde X,, X, X, son las variables no basicas, X, , ..., X, son las variables bisicas y b; es
el valor de la variable bdsica correspondiente. Esta restriccion puede escribirse como

Y TadX+ Y (o [aDX + X, = (6] + @~ [5])
J=l Il : ‘ _

Poniendo a las partes enteras de un lado de la expresion y a las fracciones del otro, se tiene

E fa,,'IX, + Xiwi - W = (b - fb;] ) - z (ay - ra.ﬂ )X]
=t , J=l

como la parte izquierda de la igualdad es entera, la parte derecha también debe serlo,

Teorema 1. Dado (6) se tiene que

i

Y (- Taghx 2 ;- [o])

il

Prueba. Dada un restriccidn tipica de (6):

E (a/jxj + rXr/-H—]) = bi

=l
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se le puede multiplicar por # # 0y por [h] # 0, h arbitrario, quedando respectivamente

h
Y haX + hX,,, = hb, (7)
i

f: [0l aX + W] X, = [nlb, : (8),

De la expresion (7) y de la definicic’m (4) se tiene

b)) l‘hd,,-' X + [h]X,, < 4/lf), : . @
i | sl

por lo tanto, como la parte izquierda de la desigualdad es entera, se tiene.

> )X+ (%, < el a

/=

(10) mcm_)s' (8) da

2"-: rllaq1)(j - }5 [n] aX; + [H] Xovi- W X S I—hbﬂ - r’l]b;,
J=! ‘ ,/‘;l y e : ’ ,

In

2} (Thay] - T apX, < Tho]-Tnb,

\Y

Y (I, - Tha 10X = Tl b, - Tho] L (1)

Como h es arbitrario, se hace i = 1, quedando (11) como

Z (- Ta)% = ;- T, )

j-!

con lo que el teorema queda probado.
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Los métodos de planos de cortes estin basados fundamentalmente en la restriccion

~.
1l
—

Laom

Y @ - Ta1)% 2 o, [b])
j=1

que constituye un corte.

Los métodos de corte, que se desarrollan principalmente para problemas lineales enteros,
comienzan con el éptimo continuo. Sumando sistemdticamente restricciones secundarias
especiales, que representan bisicamente condiciones necesarias de integridad, el espacio de
soluciones continuo se modifica de manera gradual hasta que su punto extremo Gptimo
continuo satisface las condiciones enteras. El nombre métodos de corte surge del hecho que
las restricciones secundarias sumadas cortan (o eliminan) efectivamente ciertas palteq del
espacio de soluciones que no contienen puntos enteros factibles,

2,2.1 Algoritmo fraccional de Gomory

Uno de los métodos de corte tradicionales es el algontmo fraccional de (Jommy. cuyo
procedimiento se puede ;:em.rahzal en los siguientes pasos: -

Paso 1, Se resuelve el problema entero como un problema lmedl olvndandosc por el |

momento de las condiciones de mteglahdad

Paso 2. - Si el resultado optimo del paso 1 o del paso 3 es entero, parar, De otra

manera c.ontmuax en el paso 3.

Paso 3. Seleccionar el maximo (,, - ['b,._l ) fraccionario y generar un corte

E (a; - l'afl)X; 2z (b - l'!ﬂ)

/e

Afadir este corte como una restriceion adicional; junto con su variable
superflua, Resolver el problema por el método dual simplex y regresar at paso
2.

Aungue a cada iteracion le corresponde un aumento de una restriceion y una variable
(superflua), el ndmero de variables no bisicas se mantiene constante e igual a n. Por lo tanto,
nunca habrd mds de » variables de holgura fuera de la base, y se puede eliminar cualquier
corte cuya variabte de holgura se haya convertido en basica. Esto evita el crecimiento del
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tableau'. Se puede por lo tanto trabajar con un tableau compactado de la siguiente manera,
Con cada corte, se afiade la restriceion de no-negatividad en la forma -X; < 0, se omite la
matriz identidad y se elimina la restriccion de corte después de haber efectuado la iteracion.
La restriecion de no negatividad se convierte en el corte actualizado, por lo que Gnicamente

cambia el valor de las variables no bdsicas. También, cuando una variable se convierte en

no bésica, se restaura en la fila correspondiente una restriccion de no negatividad.

El algoritmo se conoce como el método fraccional porque todos los coeficientes diferentes
de cero del corte generado, son menores que uno.

2.2.2 Algoritmo entero puro de Gomory.

ste método es una variacion del anterior y pertenece & un proceso de optimizacion con

punto de partida que es dual factible. En este caso todos los coeficientes de la matriz A deben

ser enteros, aspecto que no se presenta en el algoritmo anterior. El método asegura que estu

condicion de integridad de los coeficientes permanece constante durante todas las iteraciones,

Los pasos a seguir son los siguientes:

Paso 1.~ Seescoge la b; mds negativa. Se designa a esa fila con r. Si el método dual
o simplex genera un pivote - l‘ se hace Ia uemuon y se ltpl[e el paso 1. Si no,

se contmua en el paso 2.

Paso 2. Se escoge aquella columna no-bdsica, con a,; < 0 que lexicogrificamente sea

“la menor. Se designa a la columna por k. Al primer elemento distinto de cero.

de dicha columna se le designa por a,, (>0), siendo su fila correspondiente

lap.
Paso 3. Para las columnas con a,; < 0, se calcula el indice u; |—=1 , sies que a, es
. a : .
kp

el primer elemento distinto de cero en la-columna p. De otra manera 4; =

Paso 4. Se calcula N = Mix wy |~2 | paraa, < 0yu # oo
. ; u,
‘ , |

LB algaritmo fraccional, puede imlicar, s primens visk, qoe el w@osio de By abla simples puede llegar o ser muy grande en cuanto buevas cores se
agregan al problema. st no es cierto, Eit efeato, el admero wial e restriceiones eat el problents wanentndn no puede exceder ¢l ndmery de variables
en el problesuy vriginal; o s (e + i), Esto se deduce pueste gtie st el problens amueiady incluye mas de i+ n) resricciones, una de las variubles
de hulgura asociadas a los contes frocciomales debe ser bsica. En esic eiso, Ias couaciones asociadas llegan o se redundanies y pueden quitarse
complaamente de la tabl,
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Paso 5. Se deriva un corte

J=1

Paso 6. Se anexa este corte al tableau, junto con su variable de holgura
correspondiente, y se aplica el método dual simplex pivoteando en algin
elemento del corte, Si el resultado es X, = 0 (entero), entonces es la solucion
optima. si no, se regresa al paso 1. Para efectos de notacidn, al elemento del
tableau en la fila i columna j, se le designa a;.

El algoritmo fraccional tiene dos desventajas:

Primera. Los errores de redondeo que resultan en cilculos autométicos pueden
proporcionar la solucion entera dptima equivocada, en especial al aumentar ¢l tamaiio
del problema.

Segunda. La solucion del problema permanece infactible en el sentido de que ninguna
solucion entera puede oblenerse hasta que se alcanza fa solucion entera optima. Esto
significa que no habrd buenas soluciones enteras almacenadas si los cilculos se paran
prematuramente antes de obtener la solucion 6ptima entera,

La primera dificultad se cvita con el desarrollo de un algoritmo todos los enteros-enteros, El.
algoritmo comienza con una tabla totalmente entera (esto es. todos los coeficientes son
enteros) adecuada para la aplicacion del algoritmo dual simplex.

Una restriccion especial adicional se constituye entonees, de modo que su adicion a la tabia
preserve que sean enteros todos los coeficientes. Sin embargo, el hecho de que la solucion
permanezca infactible hasta que se logra la solucion dptima entera, todavia presenta una
desventaja. ‘ '

La segunda dificultad que se considera al desarrollar algoritmos de planos de corte, es que

‘comienzan como enteros factibles pero no optimos, Las iteraciones contindan siendo factibles

y enteras hasta que se alcanza a la solucion 6ptima. En este aspecto, este algoritmo es primal

factible al compararse con los algoritmos de Gomory que son duales factibles. Sin embargo,

los algoritmos primales no parecen ser computacionalmente promisorios.

2.2.3 Algoritmo entero-mixto de Gomory.

Este algoritmo, también basado en el método de planos' de corte, sirve para resolver
problemas enteros-mixtos. El punto inicial de la optimizacidn, es factible pn imal-dual. Dada
una restriccion en cualquier iteracion.

ailxl + “i.’XZ - .t a,,,X,, Hl = bi

estd puede re-escribirse como
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n

Ylaj +a) X + X, = 0~ [5] + [b])

=

donde -

ip sia,.jzo, ) 0s1a 2 0,
a, = a;]=

0, si a; < 0, sia; < 0,

i
Se supone que X, ,; es una variable enlerat,vpero b, no lo es. Entonces haciendo
h=0b-[b]
= rbi-]

se t»iene

a; * X + X, =h+2 - (12)
if . /

Si la parte uqmelda de (12) es positiva, serfa igual a b, A + 1, h + 2, ...y la Slz,unemc
expresion seria cierta?,

(13)

entonces -

Por otro lado, si la parte izquierda de (12) es negativa, ésta serfa igual a -1 + A, -2 + h,

+... y la siguiente expresion serfa cierta.

2 . . »
“La expresion es cierty porgue de ambos lados se han quitado castidades eneras pero X, € 7 = [h)
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Pero

por lo que

A

Ylag) X =1 +h
1

J=

o sea, dividiendo esta tltima expresion por (2 - 1), que es negativo, se tiene

F6 s,

h-1
Multiplicado por &

.ilw), >h

i

0
zhtﬁf&zh | o '~"u©
=l 1-h :

Resumiendo (13) y (14) se ticneh:

n

I N '
N h -
Y lag) X + YT (-a5) X, = - (15)
J# j= !
La expresion (15) constituye un corte. Para hacer este corte mds efectivo hay que tomar en
cuenta dos consideraciones; ‘
a)  que algunas variables en la restriecion, diferentes de X, ,, pueden ser enteras, y
b)  sequiere que los coeficientes de esas variables enteras diferentes de X, ., sean lo nms
~ pequeiias posible. El coeficiente a‘} mds pequeiio en (10) es (a; - [a;]), mientras que

el coeficiente a,; mis grande que se puede obtener en (11) es (1 - a; + [a;]). Por

lo tanto, el corte (12) se puede transformar en un corte mas efectivo, dado por:

=
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h

(a,,) X+ Z () X v Dyl X+

Jel

P abl Para variables
ara.varianies no enteras con

no enteras (a; - g <h

Z

(1 h) (1o lagl) X 2 b

, - Para variables
' no' enteras con
- [a, ]) >h

El algoritno mixto-entera de Gomory procede de la misma. manera que su. dl"Oll(mO

Jraccionario, siendo la estructura del corte el que diferencia a ambos algoritmos.

2.2.4 Dualidad.

El algoritmo general de plano de corte se puede considerar como una aplicacion ampliada de
la dualidad en programacion lineal, y aunque este punto no es especialmente Wil en el
andlisis del método, revela la conexion basica entre los métodos de planos de corte y el dual.

La base de este punto de vista es el hecho de que S puede escribirse como la interseceion de.

todos-los espduos que lo contienen, asi

S ={x ax._b,,EI}
donde 1 es un conjunto de indices (in(’inito) correspondlentc a los semiespacios que contienen
a S. Con S, considerado. de- ese modo el ploblt.nm (2.1) se puedc tomar como-un problema
de pl()}_.,ldl]hl(.l()ﬂ lineal finito. . »
Para este progruma lineal existe (al menos formalmente) el problema dual

maximizar Yoo, b, (€]

sujeto a
5ONa; = o\

{0

Seleccionando un subconjunto finito S, por ejemplo [, y formando
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P ={x:dxsbh €1}

resulta un politope que contiene S. Al minimizar c’x sobre este politope, se generan un purto
y un subconjunto correspondiente de restricciones activas 1,. Entonces el problema dual con
la restriceion adieional N, = 0 para i € 1, tendrd una solueidn factible, pero esta solucidn
general no serd optima, Asi, una solucién a un problema de politope corresponde a una
solucion factible, pero no éptima del dual. Por esta razdn, se puede considerar que el método
de plano cortante busca la optimalidad del dual (de dimension infinita).

La diferencia entre los métodos duales y los primales en los algoritmos que utilizan planos
de corte, es la siguiente. Los métodos duales no generan una solucion factible del problema
sino hasta que se llega a la solucién Optima. Al respecto, la mayor parte de los autores
coincide en que para ciertos problemas, después de una cantidad bastante grande de
iteraciones, lo mejor que se ha logrado, es definir una cota de la funcion objetivo del
problema. En cambio, los métodos primarios, pueden producir desde la primera iteracion una
solucion factible. El problema estriba en que esta solucion converge de forma lena a la
solucion optima. "

La desventaja de los métodos de planos de corte, es que resultan muy ineficientes para
resolver problemas enteros de tamaio medio. Estos métodos generan en cada iteracion una
restriccion y una variable extra, Sin embargo, su ventaja es que ilustran lo que se pretende
hacer con la region de factibilidad del problema entero para lograr su solucion.

2.3  Métodos de ramificacion y acotamiento.

El método de ramificacion y acotamiento redondea y acota vandbles enteras, resultantes de

la solueion de los problemas lineales correspondientes. Este proceso de acotamiento 'y
redondeo se hace de upa maneta secuencial logica heuristica, que permite eliminar con
anticipacion un buen ntimero de soluciones factibles alejadas del Gptimo-a medida que se
itera. De tal forma que si una variable entera X;, j = 1, ...,n, estd acotada cntre un limite
inferior entero d;, / = t, ..., ny un limite supenor entero i, /=1, ..., n, el proceso de

bifurcacion y ucomcmn solo analiza un ndmero muy pequeﬂo« de todas las posibles =

soluciones. Para tener una idea de la gran cantidad de posibles soluciones, se- debe-tener
presente que s6lo la v‘umblc, X; puede tomar cualquiera de los siguientes valores enteros: d;,
Aivpy iy ooy Mgy Uy, 51 se tienen n variables enteras, cl nimero de poslblcs
combinaciones que se put.den obtener es muy grande. :

Esta téenica también resuelve el problema entero considerando su version-continua. Pero a
diferencia de los métodos de corte, el método de ramificar y acotar se aplica directamente
a ambos tipos de problemas, el puro y el mixto. ‘

La idea general del método es resolver primero ¢l problema como un modelo eontinuo
(programa hneal) Se supone que [x,] es una var ldbl(' entera restringida cuyo valor optimo
continuo x,” es fraccional. El intervalo

Vo< [x] <x o+ 1
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no puede incluir ninguna solucion entera factible. Consecuentemente, un valor entero factible
de v, debe satisfacer una de dos condiciones, a saber:

[x] < x' obien [x] 2x +1

Estas dos condiciones, cuando se aplican al modelo proporcionan dos problemas mutuamente
excluyentes, que se crean imponiendo las restricciones x, < [x*] yx, = [x*] + 1 al
espacio de soluciones original. En este caso se dice que el problema original se ha ramificado
o partido en dos subproblemas. Realmente el procedimiento de ramificacion desecha partes
del espacio continuo que no incluyen puntos enteros factibles, 1et01zando las condiciones
necesarias para que se lengan los enteros, «

Ahora, cada subproblema puede resolverse como un programa lineal utilizando la misma
funcion objetivo del problema original, Si su dptimo es factible con respecto al problema

entero, su solucion se registra como la mejor disponible. En este caso serd innecesario

ramificar adicionalmente este subproblema ya que no puede propotcionar una mejor solucion
entera. De otra manera, el subproblema debe partirse en dos subproblemas imponiendo de
nievo las condiciones enteras sobre una de sus variables enteras, (]UL por lo general tiene un
valor optimo !muuuml

Naturalmente, cuando se encuentra una mejor solucion entera factible para cualquier
subproblemas, ésa deherd reemplazar la que se tenfa. El procedimiento de ramificar continua,

cuando sea aplicable, hasta que cada subproblema tlermine con una solucion entera o cuando
existe evidencia de que no puede haber una mqon. En este caso la solucion factible actual,
si existe alguna, es la optima.

La eficiencia de computo puede aumentarse introduciendo el concepto de acotamiento. Este
concepto indica que, si la solucién Oplima continua de un subproblema proporciona un valor
de la funcién objetivo peor que el asociado a la mejor solucidn entera disponible, no vale la
pena explorar adicionalmente el subproblema. En este caso se dice que el subpnoblcma esta
exhausto y, por. Lonsu,unentc pucde desecharse.

En otras palabras, una vez que se Ln(.llu]ll'l una solucion factible entera, su valm de la
funcién objetivo asociado, puede ser utilizado como una cota (superior en el caso de

minimizacion e inferior en ef caso de maximizacion) para descartar subproblemas inferiores. -

No puede enfatizarse demasiado la importancia de adquirir una buena cota en las primeras
ctapas del cdleulo, En términos del procedimiento anterior esto parece dependu directamente
del orden en el que se generan 'y examinan los subproblemas.

Los problemas especificos generados dependen de la variable seleccionada para efectuar la
ramificacion: Desafortunadamente, no existe la forma mejor definida; para seleccionar la

variable ramificadora o la sucesion especifica con que debe examinarse el subproblema. Pero
existen reglas empiricas que mejoran el proceso. Estas reglas usualmente estin implantadas
en fa mayaria de los L()(lIL()S de mmmcm y acotar.
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2.3.1 Aceleracion de los métodos de ramificacion y acotamiento.

Los métodos de ramificacion y acotamiento, pueden acelerarse, es decir, hacerlos converger
mds rapidamente a la solucion optima, si se tiene un poco mds de cuidado en la seleccion de
la variable entera que genera una ramificacion.

Se entiende por [X] al nimero entero z mis grande, menor o igual a X, y por <X> al
ndmero entero z mds pequeiio, mayor o igual a X, Por ejemplo:

6.5]=6,  [-6.5]=-T, (0.3]=0, . [-0.3]=1.
<6.5> =7, <-6.5>=-6, <03>=1, <-03> =0,

Los costos penales de Driebeek sirven para seleceionar al mejor candidato. Dada una variable
basica X, = X, cuyo resultado final debe ser entero, y por el momento es todavia
fraccionario, se tiene que el costo penal de hacer X, = {X},] es

. ‘ LT
(Xy - [Xpl) Min { Y,j>0

Jl.n W

mientras que el costo penal de hacer X, = <X, > es
» o

. N LA ‘
(1 - Xg + [Xp)) Min L, <0

jehan Ly

Entonces. asociada a cada variable bisica X,, que atin es fraccionaria, pero que en la solucién
optima debe ser entera, se tienen dos costos penales, uno asociado con el cambio X, = [X]
y ¢l otro con X, = <X,,>. Para identificacién, se denota al primer costo penal por. [CP],
y al segundo por <CP>,. La variable que se selecciona para ramificarse es aquella cuyo
[CP), 6 <CP>,es el mdximo entre todas las variables basicas X,, que siendo aiin fracciones,
deben ser enteras en la solucidn Optima, este proceso acelera al método, pues al elegir una
variable bésica con costo penal alto, se evita aumentar el ndmero de iteraciones al ehmmm
implicitamente soluciones peores a las actuales, :

2.3.2 Caileulos en métodos de ramificar y acotar

Los paquetes pricticos de computadora basados sobre la téenica de ramificar y acotar difieren
de la parte anterior principalmente en los detalles al seleccionar las variables en un nodo y
la sucesion con que se generan los subproblemas basados en métodos - heuristicos
desarrollados por medio de la experimentacion. :

Una desventaja bisica del algoritmo anterior consiste en que es necesario resolver un

programa lineal completo en cada nodo. En problemas grandes, esto podria consumir mucho
tiempo, particularmente cuando la dnica informacion necesaria en el nodo puede ser su valor
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optimo de la funcion objetivo. Este punto se aclara notando que una vez que se obtiene una
buena cota, muchos nodos podrian descartarse del conocimiento de sus valores objetivos
optimos.

La idea anterjor llevd al desarrollo de un procedimiento donde llega a ser innecesario
resolver todos los subproblemas del Arbol de ramificar y acotar. La idea es estimar una cota
superior (supdngase un problema de maximizacion) sobre el valor optimo de la funcién
objetivo en cada nodo. Si esta cota superior es mds pequena que el valor de la funcion
objetivo asociado con la mejor solucion entera disponible, entonces se descarta el nodo. La
principal ventaja es la estimacion répida de estas cotas superiores con célculos minimos. La

idea general es estimar las penalizaciones (esto es, el deterioro en el valor de la funcién
objetivo) que  resultan al introducir las condiciones x, < [8,] y x, = [, + 1. Esto puede -

lograrse aumentando cada una de estas restricciones a la tabla optima en el nodo (con el cual
estd asociada x,). Entonces, bajo la hipdtesis de ningiin cambio en la base, la penalizacion
requerida puede estimarse directamente a partir de los coeficientes de la funcion objetivo.

Aunque las penalizaciones son ficiles de calcular tienen la desventaja- de. que no

necesariamente son proporcionales al  deterioro real del valor objetivo. En otras palabras, -

N0 proveen una cota exacta y entonces, pueden no ser efectivas. Se han hecho varios

intentos para reforzar estas penalizaciones. El mds interesante: de éstos es el que utiliza -

informacion de los métodos de corte. Sin embargo, aun estas penalizaciones reforzadas
parecen ser inefectivas computacionalmente, en particular cuando el tamafio del problema
aumenta. Parece que los paquetes comerciales han abandonado el uso de penalizaciones
simples en favor de métodos heuristicos que han probado, a través de la experimentacion con
problemas grandes y complejos, ser muy efectivos (como los que se analizan en el capituto
siguiente). Independientemente de las desventajas del método de ramificar y acotar, puede
establecerse que, a la fecha, estos métodos son los que académicamente se utilizan para
resolver problemas enteros de grai tamaiio que se presentan en la prictica. Decididamente,
todos los paquetes comerciales disponibles estdn basadas en el método de ramificar y acotar.
Esto no significa, sin embargo, que cada problema entero pueda resolverse por un método
de ramificar y acotar. Unicamente quiere decir que cuando la eleccion estd entre un método
de corte y uno de ramificar y acotar, generalmente se ha comprobado que el dltimo es
superior, ‘ - f

2.3.3  Convergencia del algoritmo de Ramificacion y Acotamiento.

La operacion de ramificacion del algoritmo garantiza una solucion optima en un ndmero
finito de iteraciones. Como T, que representa todas las soluciones posibtes del problema, es
finito el proceso de ramificacion conducird evenualmente a una solucion T,, como nodo
final, a menos que se detenga previamente. El proceso de ramificacion produce una particidn
T para la cual cada subconjunto T;, obedece a ta definicion de particion. Asi todos los nodos
finales posibles se pueden generar y obtenerse asf la solucion ptima. Las caracteristicas de
la ramificacion prometen una enumeracién completa para ¢l algoritmo - ramificacion y
acolamiento a nienos que se pueda encontrar una solucion optima antes de hacerlo. Las
caracterfsticas de acotamiento del algoritmo proporeionan la posibilidad de reconocer una
solucion optima antes de completar la numeracion.



El método de ramificacion y acotamiento ha resultado ser una de las mejores herramientas
pricticas para la solucion de problemas de optimizacion discreta. Su atractivo radica en la
habilidad de eliminar implicitamente grupos grandes de soluciones potenciales sin evaluarlos
explicitamente. La téenica de ramificacion y acotamiento es una estrategia, y como tal se
debe combinar con la estructura del problema especifico que se desea resolver, para as
formar un algoritmo de solucion adecuado.

2.4  Mdétodos de enumeracion implicita

Los métodos de enumeracion implicita son métodos heuristicos, basados en la logica, que
como los métodos de ramificacion y acotamiento resuelven problemas enteros, sin tener que
analizar todas las posibles alternativas. Asi como el método de planos de corte resuelve un-
problema entero mediante la modificacion de la region de factibilidad del problema lineal
correspondiente, y el método de bifurcacion y acotacion mediante la ramificacion de
problemas que obligan a una variable fraccionada a tomar el valor entero inmediato mayor
o menor de la fraccion, el método de enumeracion implicita resuelve problemas enteros
nediante la aceptacion o rechazo implicito de ciertas alternativas.

Por ejemplo, para el caso de enumeracion implicita binaria, cualquier variable entera puede
expresarse equivalentemente en términos de un cierto nimero de variables puras cero-uno. .
La forma mds simple de lograr esto es como sigue. Sea 0 < x < n una variable entera
donde n es una cota superior entera. Entonces, dadas y,, yy, . . ., Y, como variables cero- -
uno, : :

X=y +yt. +y,

es una representacion binaria exacta de todos los valores factibles de x. Otra representacion
(mds eccondmica) donde el nimero de variables binarias es usualmente menor que n es

X =y, + 2 +2y, + ..+ 2y,
donde k es el entero imds pequeio que satisface 2*! - 1 = n,

El hecho de que cada problema entero pueda hacerse binario junto con la simplicidad de

- computo al tratar con variables cero-uno (cada variable tiene dos valores solamente) ha

dirigido la atencion en la explotacidn de estas propiedades a fin de desarrollar un algoritmo
eficiente. ’

El algoritmo que se presentar a continuacion es realmente una variante del método mds
general de ramificar y acotar. Es interesante observar que la version original del algoritimo
no se presenta en este contexto. Quizd fa principal razon es que el algoritmo original y, por
cierta, sus modificaciones nunca requieren la solucion de problemas lineales. En efecto, las
dnicas operaciones aritméticas necesarias son sumas y restas. Este es el porqué algunas veces
se conoce como el algoritmo aditivo. :

53



2.4.1 Algoritmo aditivo (problema binario puro)

Para el proposito de este algoritmo, la version continua del problema cero-uno debe
comenzar como dual factible. Ademds, todas las restricciones deben ser del tipo (<),
excluyendo, por tanto, ecuaciones explicitas, Este formato siempre puede lograrse de la
manera siguienie. Sea el problema del tipo de minimizacién (no existe pérdida en la
generalidad aqui) definido como

minimizar 7 = E s

sujeto a

n

j;a,.jxj + 8 =b 1=12...m

N

=
1]
o
<
~
i
—
)

S =2 0. i=1,2,....m

donde §; es la vzu’_iul)‘le de holgura asociada a la restriccion i.

La version continua dcl plOble:l anterior es dual factible si toda c/ 0 Cualqulex <0

pm.dc umvuluse al (onmuo deseado complementando la variable x;, esto es, sustlluyendo
=1 - x", donde x’; es una variable binaria, en la funcidn objetivo y en las restricciones.

S| ddemds de la tactibilidad dual, el problema es primal factible, nada més necesita hacerse.
ya que el minimo, en términos de las nuevas variables, se logra asignando valores cero a_

todas las variables. Sin embargo, es primai infactible, y el algoritmo aditivo se utiliza para
encontrar el 6ptimo.

. La idea general del algoritmo aditivo ‘es enumerar todas las 2" solucnones posibles del

[)I‘Obi(.md Sinembargo, reconoce que algunas soluciones pueden descartarse automdticamente
sin ser investigadas en forma explicita. Entonces en el andlisis final, dnicamente una porcion
de las 2" soluciones necesita investigarse cxpllcxtalmnte

En érminos del problema cero-uno anterior, la idca antes mencionada se implanta como
sigue. Inicialmente, se supone que todas las variables estdn en el nivel cero. Esto es 10gico
ya que todas las ¢, =2 0. Como la solucion correspondiente no es factible (esto es, algunas
variables de holgum S; pueden ser negativas), serd necesario elevar algun‘m variables al nivel
uno. El procedimiento pide elevar una, o quizd mds variables, a la vez, siempre que exista
la evidencia de que este paso estard moviendo las soluciones hacia la factibilidad, o sea,
haciendo §; = 0 para toda i,

Se ha desarrollado un niero de pruebas para asegurar la seleccion adecuada de fas variables

que se van a clevar al nivel uno. Estas se presentan primero por medio de un ejemplo
numérico y luego se formalizan matematicamente.
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Ahora se presenta la version general del algoritmo aditivo, utilizando el concepto de
soluciones parciales. También se generalizan las pruebas de exclusion usadas para examinar
soluciones parciales y aumentar nuevas variables al nivel uno en el problema cero-uno.

Considérese el problema binario general siguiente,

n

minimizar z = E cx; para toda ¢; = 0

sujeto a

n

Za”xj +8,=b 1= 12...m

=

06 bien, 1,  para toda j

2
i

v

S 20, para toda ¢

Sea J; la solucion parcial en el nodo r (inicialmente, J, = @, lo cual significa que todas las .~

variables son libres) y se supone quc 2 es el valor dsouado de z mlemlas que z es la mqor
cota superior actual (inicialmente 2 = ®),

Prueba 11 Para cualquier variable libre x,, si ¢;, = O para loda i correspondiendo a S < 0,
entonces, X, no puede mejmm Ia infactibilidad del ploblenm y debe descarmrsc como no
plomlson ia,

Prueba 2: Para cualquier variable libre x,, si

C+272

entonces X, no puede llevar a una solucion mejorada y, por tanto, debe descartarse.

Prueba 3: Considere la i-ésima restriccion

apx;, + apXy ok ax, + 8, = b

!

~para la cual 8 < 0. Sea N, el conjunto de variables libres no descartadas por las pruebas 1

y 2. Ninguna de las variables libres cn N, es promisoria si para al menos una §; < 0, la
condicion sn;,mente esti satisfecha. “

Y. min (0,a) > S!

JjeN,

Esto realmente establece que el conjunto de AN, no puede llevar a una solucidn factible y, por
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anto, debe descartarse. En este caso, se dice que J, estd exhausta.

Prueba 4: Si'N, # @ la variable de ramificacidn x; se elige como aquélla correspondiente
4

V. = max (V; )
jeN,

donde

n

Vi = Zl: min (0, - a;
i=

St Vk 0, X =1 JUlltO con J, pmponcxona una solucion factible mcjo;ada En este caso, .
J,¢p 1a cual estd definida como J, aumentada con {k} a la derecha, estd exhausta. De otra .

manera, las pruebas anteriores se aplican de nuevo a J,, hasta que la enumeracidn se
completa, esto es, hasta que fodos los elununos de la solucién parcial exhausta sean

negativos.

2.4.2 Método aditivo de Balas para resolver problemas binarios (cero-uno) poi*u

enmmeracion implicita,

El problema a resolver es

Min Z =,ZC,X,
J*l
sujeto a
i=1,...,m
X, = 061, j=1,..,n

Se suponce o siguiente:

a) que la funcion sea minimizada. En el caso de que sea un proceso de maximizacion, por
las reglas de equivalencia, se convierie el problema en uno de minimizacion.

b) se requicre que ¢; = 0. En caso de que ¢; < 0, entonces fa variable X; se substituye por

otra X, ,donde X, =1-X. Esdecir X, esel complemento de X;. Asi por ejemplo, Min

Z = 3X, - 2X,, quedaria Min Z = 3X, + 2 X - 2, que para el caso de optimizacion es

56



equivalente al Min Z = 3X, + 2 5(_; . donde Y; =1-X,

Con estas dos suposiciones se puede garantizar la existencia de una solucidn inicial que sea
bisica factible y dual. Los coeficientes ¢; y a; no necesitan ser nimeros enteros.

Sea paraj = 1,2,....n

' Xj, Si Xj>0, 0, si Xj>0,
X = X =

J N ,
0, si X; s 0, X, i X,.so,

A un conjunto especifico de variables que describen un problema se le denominard solucion
parcial, ya que de aquellas se generardn las soluciones completas del problema. De manera
andloga, aquellas variables que no se especifican en la solucién parcial, se les: llamar4
variables libres o variables no especificadas. Se utiliza la convencién que la componente que
se encuentra a la extrema izquierda de una solucién parcial, es la primera variable
especificada y asi con las demds posiciones, Una segunda solucion parcial es continuacion
de la primera, si todos los elementos de esta altima, aparecen en la misma posicion que en
la primera solucion. Por ejemplo la solucion paruul (X4-l X,=0. Xp=1). es uma
continuacion de (X, = 1. X, = 0). e

Se denota a una solucion parcial cualquicra por
(il+ + J,?"\[i'\/f\i.i"‘ \1.6'\,'7+ o Jp')

cuyo significado es el siguiente:

XX significi que Xy b sido seleeciomadi con valor uno, de teuerdo con s reglas ded méado.

I Signiﬁcu que Xl sidu seleccionada con valor cero, de acueedo con s reglas del método.

Lt signilica que X es Ipual @ uno, como conseeuenci de It continuacion de ung selucion parcial previa,

Jir sipnilics que Xox o8 igual & cero, coma consceuenein de la continmicion de una solucion pitrcial previa,

Jot unbién puede significor que X es uno, debido w que wdas ka posibles mnlmuuciuhcs e Grdpee- oo} Iny:l;ido implicitamente nalizadns.
I tunbicn puede signilicar que X, es cero, debido a que wds T posibles cantinuacisnes e Gy, .+ + ) han sida impiciamente nonlizadas,

Asi por ejemplo, la solucidn parcial (5++, 3-, 8+, 1--) significa que X, se iguald a uno
como consecuencia de las reglas del méodo, y como consecuencia de esa eleccion se

determing (por deduccion o por andlisis implicito de todas las conseeuencias de tener X;=1),
que X;=0. De manera andloga, por tener X;=1, X, =0 se determina que Xy=1y por iltimo,

por tener Xs=1, X,=0, X,=1 se determina que X, =0.

Cuando en una solucion parcial aparece un elemento sin signo, entonces este representa a
cualquiera de los siguientes elementos: ji+ + i~ Ji + v

El método generalizado de Bdla% requiere que todos los costos ¢; = 0. Las restricciones de
igualdad se trabajan tal cual, pero el resto de las desigualdades deben ser de la tonm.l
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n
YoaX <b, i=12...m

Se supone que existe una solucion parcial U1z, Sin signos asociados. Inicialmente se

hace Z'=

h

o 0 bien igual a M, un ndmero positivo muy grande (por ejemplo M = Z ¢, )

Jjel

Se tienen los siguientes pasos:

Paso 1.

Paso 2.

a) Si la solucion parcial actual satistace las restricciones del problema, se

-~ completa la solucion parcial asignando cero a todas las variables libres.

Se Hace Z' igual al valor de la funcién objetivo correspondiente a la
solucion parcial. Ir al paso 5.

b) Si 1a solucién parcial actual no satisface las restricciones del problema,

se hace Z igual al valor de la funcién oth.two correspondiente a la -

solucion parcial y se va al paso 2.

Para las variables libres X; tal que

)  Z+o <l

y

b) a, < 0 por lo menos para una restriccion,

,)
b, - z{a,jkxj
l.’:

‘examinando las relaciones

jEN

| dondc N es Ll conjunlo de var mbles libres que smstacen (1) y (b),y

i s a; <0, . i

0, si a[i 2 0, 0, si a; < 0

s a,/. >0

S
Hi
b
1

i

Si anum de estas restricciones (16) se viola, entornces no existe und (.ontmuacmn factible,
1 al paso 5. De otra manera ir al puso 3

Paso 3.

a) Sitodas las relaciones (16) se satisfacen como una estricta desigualdad,
se determina cudl variable libre del conjunto N, al tener el valor igual
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Paso 4.

Paso 5.

b)

i)

b)

a)

b)

a uno, reduce considerablemente la infactibilidad total. Por
infactibilidad total se entiende la suma, en valor absoluto de ias
cantidades en las cuales se viola cada restriccion. Sea esta variable

la Xj €N . Entonces X, =1, Se ha maximizado la siguiente
pot [
expresion,
m prl
2 (b, - ; a,X;)
i =

La nueva solucidn parcial es ¢y, o+« Syt HL). Tral paso 1,

Si para alguna restriccion (16), esta se comporta como und igualdad,
s¢ denota por F al conjunto de variables libres de esa restriccion que

tengan d < 0. Se examina la relacion

Zc,.<Z’-Z, : v (17)

jeF
Ir al paso 4.
Si (17) se satisface, entonces X;..,, j € F es la (nica continuacion

factible que es posible (dada la solucion parcial actual). La siguiente
solucion parcial que se debe analizar es:

Uroo oo dper Fo ol )

en que

.’u-n-l' v "./uw; €F

Regresar al paso 1.

Si (17) no se satisface, entonces no existe una posible continuacion de
la solucidn parcial. Ir al paso 5.

Dada la solucion parcial actual enconwar el clemento ji++ a la
extrema derecha y eliminar a todos los elementos que se encuentren a
su derecha, Se reemplaza este elemento (el j,++) por ji-. Esta es la
nueva solucion parcial. Regresar al paso 1.

Si no existe un elemento j+-+ en la solucién parcial actual, le
enumeracion implicita se ha completado y la solucion que se tiene en:
el paso 1 (a) es Optima. Si Z° = o o M, el problema original es
inconsistente y por lo tanto no tiene solucion. :
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2.4.3 Algoritmo aditivo generalizado de Balas.

El algoritmo anterior fue generalizado por Zionts' {1968] en el sentido de que puede trabajar
restricciones de igualdad y acelera el proceso de convergencia a la solucion dOptima, Esta
generalizacion agrega una restriccion adicional de la forma.

ch.xj <Z"-E
i

donde 0 £ E < Min{¢} y Z' = o0 obien, 2" = Zc Esta restriceion tiene por objeto
i

incluir a la iunuon ()bjCllV() dentro del sistema de revision que utilizan las leglas de

algoritmo de Balas con el objeto de acelerar la convergencia del mismo. Este tipo de

restricciones, Hamadas de reemplazo se discuten a continuacion, -

El algoritmo aditivo generalizado es parecido al anterior, ‘en donde s6lo los pasos 2 y 3 se
cambian y el 4 se suprime (pasos 1y 5 son idénticos). Se dan los cambios a continuacion:

Paso 2. Se generan cotas inferiores y superiores para cada variable cero-uno en cada
restriccion del problema, de la siguiente manera. Sea: ‘

’ " si a; .,0.’ - 0, si aj20
ij.’ )

.0’ si-a; < 0, i .gz a; < 0

Entonces para a,} una cota inferior iy de X; se caleula por medio de

By = min 0, ,—- - -——):a,k u, - —I—Efm By J o= Lo,
Qa.. k¢ .

”u a; ktj

donde h, y u, son la cota inferior y supulm lcspcmvl\mune, de X,. Una com super |or U
de X, se calcula de

o= | “'”‘Zau hA - ~——Za,k " B WO

a,j ay ki i ki

para a; <0, la cota inferior A de X; se calcula de

Zionts S.,0n an algoritho for the solution of mixed integer rogramning problems, Managenen Science, Vol, 15, 1968, pp. 113 - 116
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-
1

. l -
;o= min )0, [ — - ———):a,k b - =Y ag u) b,
au ay ke kej

y la cota superior 4; de X; se calcula de

b ! R 1 -
= "[“ - =Yty - =y ay by |,

a,-j (IU k#j “ij kej

En todas las formulas anteriores se tiene i, =0y u, =1 para k=1, 2,..., n, por tratarse de
variables binarias, '

En los

cilculos anteriores, los simbolos [] y <> denotan lo siguiente:

[X] = Max Y. < X, Y entero.
<X> =MinY = X, Y entero.

Si una cota inferior i, es mayor que cero'(pero menor 0 igual a uno), se hace X, =

1 en todas las continuaciones de la solucién parcial actual. Por lo tanto se agrega &

+ ala .soluclén parcial auual Regresar al paso 1.

¢)

Paso 3.

Sih > 1, entonces no existe una continuacion factible de la solucion parcial actual.
Ir al paso 5. ' : ‘

Si0 < u, < 1, entonces X, = 0 para todas las continuaciones de la solucion parcial
actual. Se agrega k- a la solucion parcial actual. Regresar al paso 1.

Si u, < 0, entonces no existe una continuacion factible para la solucién parcial actual,
Ir-al paso 5. :

Si todas las cotas- inferiores son a lo miximo cero y todas las supcnmes son por fo

menos uno, entonces no existen cotas mas restringidas, Ir al paso 3.

Se determina cudl variable libre daria la mayor reduccion de la infactibilidad
total (que es la suma de valores absolutos de las cantidades en las cuales se
estdn violando las restricciones con la solucion parcial actual). En otras
palabras, si se escoge j,,,, se hace X, = | y se minimiza la siguiente

expresion
pl pel
E E au jL Z E aUkak N b‘
itE ieE | kal

donde E es el conjunto de restricciones de igualdad. La nueva solucion parcial es (/,, e i
/,,., + +). Regresar al paso |.
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Asi en el ejemplo anterior (en forma abreviada) se encontraria que en el paso 2 del algoritmo
aditivo generalizado de Balas, 1a cota inferior de X, es igual a uno (es decir 1, = 1) enla
tercera restriccion. Esto origina fa solucion parcial (34). Con esta configuracion se
encuentra, aplicando el paso 2, que de la segunda restriccion, la cota inferior A, de X, es uno,
lo que genera la segunda solucion parcial de (3+,2+). Como esta solucidn es factible, se
tiene que Z = 17. De aqui se demuestra que (3 +, 2-) no es factible y que (3-) tampoco lo
es, por lo que (3+,2+) es optimo. :

2.4.4 Restricciones de reemplazo

Se supone que durante la aplicacion del algoritmo aditivo de balas se encuentra una primera
solucion parcial factible que genera un valor de la funcion objetivo de Z°. Con objeto de
eliminar implicitamente otras soluciones parciales factibles, que pudieran generar valores de
la funcion objetivo mayores a Z', se agrega la siguiente restriccion

"

Esta restriccion tiende a acelerar el proceso, ya que evita buscar soluuones factibles que
rinden peores resultados a los ya obtenidos.

Una restriccion de reemplazo es una restriccion del tipo Y'AX < Y'b, donde AX = h son
las restricciones ongmdlcs y'Y = 0 es un vector de orden aproplado

Dadas dos restricciones de reemplnzo aX < by a,X < b,‘ enun proceso de minimizacion,
se dice que la primera domina a la segunda si el valor asociado a la funcién objetivo

utilizando sélo a,X < by, es nmym que el valor de la funcién objetivo utilizando sélo ‘

3, X<b,.
Dado un problema cero-uno (binario).

Min Z = ¢X
sujeto a o
' AX < b
con X un vector binario de ceros y unos. se (.nm,nde por su commuauon aualoga. al

siguiente programa lineal.

MinZ = ¢X

sujeto a

AX < b | an
kOsXsl

Teorema 2, Dado (17), la solucidn 6ptima dual genera multiplicadores (variables duales) que
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se pueden utilizar para construir a la restriccion de reemplazo mas dominante,

Prueba. Dado (17).

Mix - c¢X
sujeto a .
AX < b
X<1
X =0,
su estructura dual es
Min b'Y + I'W
sujeto a v o
AY + W= -¢ : (18)
Y=0W=0

Sea la solucion optima del dual los vectores Y', W', quc generan un valor ptimo de la
funcién objetivo dual y de la funcién objetivo primal de

b'Y' + I'W' = Z',
La restriccidn de reemplazo correspondiente, de acuerdo a la defiﬁicién es
Y'AX + WX S Y'b + W =2,
| Se debe probar a continuacidn que la solucién Gptima de

Mix -cX
sujeto a L

X=0
esminimaparaY =Y yW = W’,
Si X és Optima para (17), por el teorema fundamental de la dualid‘ad se tiene que
-¢X' = (YA + WYX =Y"D + W1 =2,
Por lo tanto, se puede esc‘ribir para cualquigf vector X lo siguiente:

X < (Y'A + WYX < Y'b + W,

La solucion optima de (17) dados Y y W' es X'. Para cualquier otra restriccién de:

reemplazo generada por los multiplicadores duales Y, W, cualquier solucion factible a (17),
incluyendo X', es factible, Ademds, algunas soluciones que no son factibles para (17), lo
pueden ser para (19). Por lo tanto, cualquier solucién dptima para (19), puede ser en este
dltimo caso mayor que -¢X', pero nunca menor. El teorema queda probado,
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2.4.5 Efectividad de los cdlculos por enumeracion implicita

La efectividad del algoritmo aditivo es altamente dependiente de las fuerzas de las pruebas
(de exclusion). Desafortunadamente, estas pruebas no son suficientes para producir un
algoritmo computacionalmente eficiente. Los paquetes de computadora que tienen €xito se
basan en pruebas mucho mds fuertes. Quizd la mds efectiva de ellas es la Hamada restriccion
delegada (o sustituta). Se observa que el algoritmo aditivo examina las restricciones una a
la vez. La idea es entonces desarrollar una restriccién que combine todas las restricciones
originales del problema en una restriccion y no elimine ninguno de los puntos (enteros)
factibles originales del problema. Se desarrolla la nueva restriccion de manera que tenga el
potencial de revelar informacién que no puede transmitirse por ninguna de las restricciones
originales consideradas separadamente.

Las experiencias de computo reportadas indican que el uso de la restriccion delegada mejora

efectivamente el tiempo de computo. Sin embargo, debido a que la enumeracién implicita

investiga (implicita a explicitamente) todos los puntos binarios, el tiempo de solucién varia:

casi exponencialimente con el nimero de variables n. Esto limita el niimero de variables que
puede ser manejado por este método. Aunque se han reportado casos con éxito para

problemas grandes (teniendo estructuras especiales), es seguro concluir que, en general,

inicamente pueden resolverse problemas hasta con 100 variables en una cantidad razonable
de uempo de cémputo. : : _

Una observacion pm‘ticulur acerca de la enumeracion implicita es que el tiempo de computo -

depende de los datos. El ordenamiento especifico de las variables y restricciones puede tener
un efecto directo sobre la eficiencia del algoritmo. Por ejemplo, las restricciones deberdn
estar ordenadas con la mds restrictiva en la parte superior, mientras que las variables podrian

ordenarse segtin el orden ascendente de sus coeficientes en la funcién objetivo (coeficientes

no negativos). Ambas condiciones son lavombles para producir el examen mds rdpido de las
soluciones parcmles

La conclusion es que el método de enumeracién implicita todavfa no proporciona la solucién
perfecta al problema de computo, por lo que los métodos de ramificar y acotar continuarin
siendo los més eficaces, particularmente cuando se intenta la resolucién de problemas
pricticos, de gran tamaio.

2.5  Conclusiones.

Hay muchos problemas de optimizacion discreta para los cuales los métodos directos o no
existen o son ineficaces. Los problemas pueden ser tales que las restricciones o funcidn(es)
objetivo(s) son no convexas, o que todos o algunos de los valores estan restringidos a valores
diseretos. Las téenicas de planos de corte, de ramificacion y acotamiento y de enumeracion
implicita permiten resolver problemas dificiles usando los métodos existentes para la
resolucion de problemas fdciles.

Particularmente, estos algoritmos se han formulado para resolver una amplia variedad de
problemas de optimizacién combinatoria, entendiendo por problema combinatorio a aquel que
asigna valores numéricos discretos a algin conjunto de restricciones y minimice alguna
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funcion objetivo. Dos de tales problemas, el del agente viajero y el de Ia mochila, en los que
la funcion objetivo puede ser no lineal, discontinua o no necesariamente definida
matematicamente, se pueden resolver con mmlﬁcacnon y acotamiento o enumeracion
implicita. ‘

Dichos problemas, el del agente viajero o el de fa mochila, se conocen como problemas no
polinomiales completos o NP-completos, por lo que al aplicar alguna técnica de ramificar y
acotar, o de enumeracion |mphc1la el algonlmo que utiliza adopta un tiempo de computadora
exponencial.

Aunque se han desarroilado varios algoritmos finitos para los problemas combinatorios,
ninguno de estos métodos es uniformemente eficiente desde el punto de vista computacional,
principalmente cuando aumenta el tamaiio del problema.

A diferencia de los programas lineales, donde problemas muy grandes se han resuelto en un

tiempo razonable, los algoritmos que se aplican a problemas combtmlonos han sido erraticos
enel Lomportdmtemo de resolucidn. »

Ei procesamiento de un algoritmo para este tipo de problemas, utilizando programas de
computo normalmente genera errores de redondeo. En otros casos, por la naturaleza misina

del algoritmo la convergencia hacia la solucion correcta es extremidamente lenta. Ello ha .
motivado la creacidn de nuevos algoritmos basados en procedmuemoe heur!.mcos los cuales

en los ulnmos ahos hdll cobrado un importante auge.

Enel s:gmeme capitulo se analiza en que consiste el procedumento heurisnco, su 1mp0|tanc1a

en el desarrollo de nuevas técnicas de opnmlzacn()n. algunos ejemplos y sus actuales

perspecnvas
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CAPITULO I

TECNICAS BASADAS EN PROCEDIMIENTOS HEURISTICOS.
3.1 Introduccion

‘Normalnente se presentan en la prictica problemas de programacion que pueden . ser tan
complejos que los modelos que se construyan para abordarlos no se puedan resolver mediante
los algoritmos tradicionales que se revisaron en el capitulo anterior. Esto se presenta cuando el
problema es muy grande o demasiado complejo en el aspecto logico (por ejemplo que requiera
de muchas variables 0 - 1 en su formulacién), y se considera que la imposicién de supuestos
simplificadores 0 aproximaciones que podfan hacer mds mdncjable el problema pnovoca que la -
estructura dcl mismo cambie. : ;

Resolver el problema;dentro de este contexto suele ser tan complicado que, aunque exista una

“solucidn rigurosa (punto 6ptimo que maximice o minimice una funcidn objetivo y que satisfaga
toda una serie de restricciones) es diffcil y quizd imposible describirla con Ia tecnologia existente
y sabiendo como hacerlo. En tales casos, se podria emplear un algoritmo heurlstico.

Un algoritmo heuristico es aquel que produce con eficiencia buenas soluciones aproximadas para
un problema. Con frecuencia (lo que no quiere decir que siempre), cuando se emplea dicho
algoritmo se debe medir con precisién la bondad de la aproximacién, Por ejemplo, en un
contexto de optimizacién con algin algoritmo heuristico, se puede decir que el resultado
obtenido estd dentro de un determinado porcentaje de optimalidad, o que bajo cierta hipdtesis,
la respuesta heuristica serd éptima en un determinado porcentaje de veces.

En términos generales se puede decir que una heuristica es una apelacion intuitiva a una regla
interna o particular para trabajar con un aspecto del problema que se esté resolviendo. Un
programa heuristico es por tanto, un grupo de heuristicas o algoritmos heuristicos. Su aplicacion
principal es frecuente, y a la vez ideal, en los programas de cdmputo de programacion lineal.
Por ejemplo, algunos programas de computacion utilizan la heuristica en la fase I del método
simplex para tratar de encontrar con rapidez el vértice inicial. También se emplea la heurfsica
para obtener una iniciacin rdpida en el algoritmo del transporte y en casi todos los algoritmos
de programacion entera y combinatoria del tipo lineal.
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En el contexto de la programacion matemdtica, a menudo se emplea la heuristica en conjuncion
con estrategias de resolucion de problemas mds rigurosas o generales, o como caso particular
de ellas. El punto importante es que un procedimiento o algoritmo heuristico recurre a la
intuicion, pero puede garantizar sus resultados, si los hay, solo estadisticamente o dentro de
ciertos margenes de incertidumbre. Se emplea sobre todo por su eficiencia para producir con
rapidez y con la certeza de que sean buenos, si no optimos, los resultados.

Para explicar como funciona un procedimiento hreuristico se plantea el siguiente ejemplo.

3.2 Aplicacién de un método heuristico al problema de programacién de instalaciones.
Se supone un solo medio de produccion, a través del cual se deben procesar numerosos trabajos.
Por lo general, el medio de produccidn tiene que detencrse después de ejecutar un trabajo, con
el objeto de preparar el siguiente. Dicho tiempo muerto se llama tiempo de instalacion o por
cambio. Su duracién puede depender del siguente trabajo que se va a procesar y del que se acaba
de completar. Una sucesion de trabajos semejantes se interrumpiria durante menos tiempo por
cambio que una secuencia de trabajos heterogéneos. Un problema tlplCO consistiria en secuenc:at
los trabajos de tal modo que el tiempo total de instalacion se minimice.

Desde el pumo de vista combmatono esto puede ser un problema dlflCll. Si solo hay tres trabajos
por ejecutar, por ejemplo, A, By C, se puede empezar por cualquiera de los tres, continuar con
uno de los que restan y el tercero queda determinado (es decir el trabajo que queda). Las
sucesiones: posibles se pueden distribuir como un drbol en el que cada arco representa una
sucesion. Las seis posibilidades se observan en la figura 1, En general, con n trabajos hay n!
= n(n - 1)(n - 2)...1 combinaciones posibles o secuencias. Con solo 10 trabajos se producen 10!
= 3,628,800 sucesiones diferentes. Se puede advertir que ¢l nimero de sucesiones de trabajos

‘posibles (n/) aumenta ripidamente segin la magnitud de n.

A + B C
B ¢ A C A B
C B C A B A
| Figura 1

Arbol que muestra Seis secuenciaS
posibles para los tres trabajos A, By C
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Una forma de resolver el problema anterior es mediante la enumeracion integral, Es decir,
producir cada una de las secuencias posibles de trabajos y calcular el tiempo total de instalacion
con ellas. Después, se escoge la sucesion asociada con el tiempo minimo total. Aunque este
algoritmo produciria un dptimo verdadero, no es practico ni siquiera para valores modestos de
n debido al gran nimero de secuenciasque sc tendrian que enumerar,

En estos problemas, a menudo se aplican reglas heurfsticas, aunque no garanticen una solucion
Optima, porque en general, conducen con suficiente rapidez a una solucion satistactoria,

Por ejemplo, se supone a un operador de computadora que tiene tres corridas largas por hacer
en un determinado tiempo. La computadora estd ociosa en la actualidad, Para cada uno de estos
tmb‘uos hay un tiempo de instalacion indicado en la siguiente tabla. : o

Fabla l

Tiempo de instalacion ¢n minutos

N Al : A
irib
- I I
0 |2 || 2
A | 35 | 2
B |4 | | 4
C 46 | 12|

Dado que solo hay 3! = 6 secuencias posibles, se pueden enumerar todas. Los resultados
aparecen en el cuadro 2, donde se observa que la sucesion Optima (tiempo minimo de
instalaciones) es 0—=A-C-B,

Tabla 2 -

Resuttados de la enumeracion completa

TIEMPO DE

SECUENCIA | " INSTALACION ' TOTAL (MIN)
0>A-B-C 27 + 35 + 46. 108
0>A-C-B M+2+12 61
0»B>C-A 21 + 46 + 46 113
0>B>A-C 21 + 49 + 22 92
0->C-A-B 32 + 46 + 35 113
0->C->B-A 32+ 12 + 49 93
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Para ejemplificar un procedimiento heuristico para este problema se utiliza el método llamado
el mejor sucesor o también algoritmo gloton. El procedimiento se ejecuta como sigue:

1. En el paso 1 (es decir, para el primer trabajo), se realiza la tarea de menor
tiempo de instalacion inicial.

2. En cada etapa subsecuente se elige la tarea que tenga el tiempo minimo por
cambio, basindose en el estado actual.

Con base en los datos de la Tabla 1, se observa que el trabajo con. el menor tiempo de
instalacién inicial es B. Por lo tanto, el primer paso.es 0 - B, De acuerdo con el algoritmo
gloton el trabajo que seguiria seria C ya que el movimiento de B - C es menor que para B -
A. En consecuencia, se tiene 0 = B - C y en seguida solo se puede concluir afiadiendo A. Por
lo tanto, se obtiene

‘heuristica glotona 0 ->B->C->A
tiempo total de instalacion = 21 + 46 + 46 =113

Como puede observarse este resultado estamuy lejos del 6ptimo. En efecto, en este ejemplo, el
algoritmo glotén, aunque apela a la intuicion, proporciona un mal resultado para el problema,
Sin embargo, aplicar esta regla es muy ficil y los estudios de este tipo de problemas han
demostrado que, estadisticamente, la regla no es mala para el tipo anterior de problemas de
secuenciacion. Por ejemplo, J.W Gavett' [1985] demuestra que la heuristica produce con
frecuencia mejores resultados de los que que se podrian obtener mediante una seleccién aleatoria
de tareas. En el mismo articulo se demuestra que la siguiente heuristica modificada da resultados
aun mejores.

Tabla 3

Datos transtormados

Al B | cC
0 0| 9| 10
A 23 0
B 2 24
C 19 | o

! LW, Gavett, “Three heuristic rubes for sequencing jobs to a single production Gillity®, Management Science 11, 1985, Pags. B166-76
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1. Transformar los datos originales del cuadro 1 restando a todos los datos de una
columna el menor de los tiempos de instalacion que aparezca en esa columna.
Esto produce los resultados presentados en la tabla 3,

2, Aplicar el algoritmo gloton a este conjunlo trasformado de datos. Al hacerlo se
obtiene

Primer etapa mejor 0> A

Segunda etapa mejor A-C
Tercera etapa C-B

y ast la heunstm modlflcada produce la secuencia 0 — A - C - B, de la que ya
se demostrd que es Gptima para este problema,

Aungque esta heurfstica modificada no siempre produce la solucion optima, es facil de implantar

y en la practica para problemas extensos con frecuuncxa produce buenos resultados.

3.3 Aphcauones hcurlstlcas a problemas comlnnatonos.

Para c.omplender como se ploccde huristicamente en la solucxon de problemas combinatorios,
se presenta a continuacion una eslrate;,m de este tipo para resolver el problema de secuenciacion
de rutas y el de la determinacion del tamaiio dptimo de una flota de vehfculos.

3.3.1 Problema de secuenciacion de rutas

El p! oblema de secuenciacion de rutas, fue muoducxdo en la luemtum pm Danmg y Ramser?,
y modelado como problemas enteros binarios (tipo cero-uno) por Balinski'y Quandt® [1964) asi
como por Garvin, Crandall, John y Spellan' {1967}, Aqui se presenta un método de solucion
ideado por Clarke y anht5 [1963]

Daitzang G. y Ramser L1, Th truck :Iiﬁuurhiun prablem. Management Science, Vol 6. l‘)5"). pp 8- 89
3 ‘“nlill.\;ki M.L. 'y Quandt RUE, O an integer program Jur o delitiery peublem. Opeystion Research, Val. liA 1964, pp 00 - 306.

4 Garvin W, W., Crandal HLW., i J.8. y Spelnsn RA. Aplications of lincar programming in the oil inchestry. Management Science, Vol. 43,
3907, pp. 407 4106, -

.3 Clarke G, y Wright 1.V, Scheduling of veticlex fomn i contral depat 1 a wwmber of delivery poins. Obcruliuns Reseachs. Vol 1t 1‘)63 op. 568 -
SH2.

70



El problema de secuenciacion de rutas se refiere a un conjunto de clientes, todos con direccion
y demanda de servicio de un sélo producto conocidos. A todos estos chemes se les sirve desde
un sélo punto, de donde se despachan una serie de vehiculos. -

El problema consiste en disefiar a costo minimo rutas de estos vehfculos basados en las
siguientes restricciones:

a)
b)

©)

d)

Se debe satistacer la demanda de servicios por unidad de tiempo de cada cliente.
No se puede exceder la capacidad de carga de cada vehiculo.

El tiempo total de servicio o bien la distancia tota] de recorrido, no debe exceder
de una cantidad prefijada. Esto suele suceder cuando se tienen restricciones de

tipo legal o sindical.

Existe un rango de tiempo en el cual el cliente debe ser atendido.

Varios problemas de esta naturaleza pueden resolverse utilizando los métodos anteriormente
descritos. Estos pueden ser:

a)

b)

o

d)

Si la flotilla de vehiculos consiste en un sélo vehiculo con capacidad de carga
bastante grande, tal que se puedan ignorar las restricciones (b), (c) y (d) dadas

en el parrafo anterior, el problema se convierte en el del agente vmjero que ya

se indic en el capitulo anterior.

Si se ignoran las restricciones (c) y (d) y se trata de encontrar el nimero minimo
de vehiculos que cumplan con los requisitos (a) y (b), entonces se tiene ‘un
problema con la estructura mochila, que ta también se discutié en el capitulo
anterior, A este tipo de problemas se les llama de carga de vehiculos.

Dado un nimero fijo de vehiculos, que sean compatibles con las restricciones (1),
(b), (c) y (d) se requiere disear la secuenciacion de los mismos que dardn origen
a rutas de costo minimo, A este tipo de problemas se les llama de secuenciacion
de rutas.

Si la localizacidn de los clientes y su demanda permanece constante en todos los
periodos de tiempo futuros, se trata de encontrar el tamaiio de la flota, que siendo
compatible con las restricciones (a), (b), (c) y (d), tenga el minimo costo. A este
tipo de problemas se les llama de determinacion del tamafio de la flota de
vehiculos.

La formulacién matemdtica del problema es la siguiente. Sea N el nimero total de clientes a
satisfacer, y se les numera del 1 al N. El cliente i, i = 1,2,...,N requiere de q(i) unidades (por
unidad de tiempo) del dnico articulo que se distribuye y la distancia entre el cliente | y cliente
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S # Joij = 12,..N, es dj, con d; = dj. considera, por claridad de exposicion, que el
cliente nimero 1 es el punto de partida de todos los vehiculos.

En el punto de partida existe un nimero no especificado (bastante grande) de vehiculos, todos
con capacidad de carga de Q unidades. Por cuestiones de tipo sindical un vehiculo no puede
recorrer en una ruta mds de M kilémetros. Una secuenciacion especifica £ rutas,. R,, Ry...,R,,
en que cada una empieza en el punto de partida (localizacidn del cliente 1), sirve a un numero

de clientes y regresa al punto de partida. El objetivo es determinar el minimo nimero de rutas
que satisfagan todas las restricciones, tal que el costo total de recorrido (o kilometraje total del-

recorrido) sea minimo,

Silarwa R, i = 1,2,..,N tiene n, clientes que se denotan por r(1), r(2), ..., r;(n;), entonces el

recorrido total para la ruta R; selé

hy

D, = d(l, r()) + Y, dir (- D)1, ) +d {r, (), 1),
SV yir .

y el recorrido total para las k rtuas:kserzi de
: k

2D,

i=]

Las variables del problema son:
a) los clientes r,(j) en una ruta,
b) el nimero n; de clientes en la ruta R, y
¢) el ndmero k de diferentes rutas.

k

Se quiere minimizar el ndmero & y el nimero Z D, , tal que se respeten las disposiciones

sindicales

la capacidad de carg:

S¢ supone que



Para resolver este problema, Clarke y Wright, definen un criterio de ahorro s(i,j) dada por
s(ij) = d(1,j) + d(1,i) - d(i,j).

En palabras, este criterio de ahorro mide el kilometraje ahorrado si una ruta que originalmente
acaba en el punto i, ahora también incluye al punto j.

El algoritmo de Clarke y Wright® se desarrolla de la siguiente forma:

Paso 1. Se calcula el ahorro s(i,j), para todas las parejas de clientes i, j = 1, 2, ..., N,
I #]

Paso 2. Se ordenan todos los a horros $(i,j) en orden descendente de magnitud.

Paso 3. Empezando con el primero de la lista se hace lo siguiente:

3,1 Sial unirse dos clientes por un tramo de la ruta, esta resulta ser factible
y respeta a todas las restricciones del problema, entonces se agrega este
tramo a la solucién. Si no, se rechaza, Para una ruta factible se elnmman
todos los tramos no analizados que conectan con este tramo.

3.2 Setoma la siguiente pareja de la lista del paso 2, y se repite el paso 3.1,
Se continda con este paso (3.2) hasta terminar de analizar todos los
elementos de la lista del paso 2.

Paso 4. Se unen todos los tramos en orden (1), (/,k), (k, p), (m 1) a fin de tormar ‘
todas las posibles rutas,

Este algoritmo por lo general no produce una solucién Gptima, pero si una buena solucion
factible que esti en torno del Optimo. Sin embargo debido a su simplicidad y rapidez la solucion
factible que genera este algoritmo, se puede considerar para fines pricticos como aceptable.

3.3.2 Problema de determinacion del tamaiio del una ‘ﬂota de vehiculos.

Este tipo de problemas puede tener dos presentaciones. En la primera, se supone que todos los
vehiculos tienen la misma capacidad. El tamaiio dptimo de la flota de vehiculos se calcuta
minimizando los costos totates (que incluyen costo fijos y variables). La capacidad de los
vehiculos se toma como un pardmetro, al cual una vez dado un valor determinado, se obtiene
un tamaiio de flota y un costo optimo asociado Después se analizan todos los costos resultantes
del proceso de parametrizacion y se escoge el minimo de ellos, Eso indica de inmediato el

o Clarke G. y Wright 1.W. Op. Cit. 1963 pp. 570
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tamario de flota, costo y capacidad de cada vehiculo. Este resultado puede después ajustarse en
funcién del producto que se va a distribuir (si es perecedero o no, si es liquido, gaseoso o
solido. ete.), accesibilidad de vias de comunicacion, etc. En la segunda presentacion de este
problema, se relaja la restriccion de todos los vehiculos deben tener la misma capacidad de
carga.

La literatura relacionada a estos problemas es bastante raquitica, habiéndose encontrado que
solamente Gould y Wyatt” han hecho ciertos trabajos al respecto. Para formular el modelo que
resuelve a este tipo de problemas se hacen las siguientes suposiciones:

a) La localizacion y danndd por ciclo, de cada t.lu.nle es conocida y. permanece
constante, es decir, no cambia en cada ciclo,

b) - Cada vehiculo tiene asociado un costo fijo k& por periodo de tiempo.. El costo fijo

© ya incluye los costos de depreciacion, salario de choferes, licencias, scguroy

. otros costos que no dependen del uso del vehiculo. La ﬂota consta de N vehiculos
propios, donde N es una variable de decision, ‘

¢) Existe un costo variable V que es funcién del kilometraje recorrido. Este costo -

absorbe gasolina, lubricantes, mantenimiento, Hdnm etc,

d) Si por algin motivo, la compaiiia de vehiculos necesim alquilar vehiculos ajenos,
estos acarrean un costo fijo k' y un costo variable V’, donde k* > ky V' > V.

El objetivo del problema es determinar ¢l tamaiio de N tal que los costos totales se minimicen.

Para estructurar la funcion objetivo se supone que durante el perfodo , los vehiculos propios de
la compaiifa recorren ¢, kilémetros, y que durante ese perfodo fie necesario alquitar N, vehiculos

ies
C = kN + Vd, + K'N, + V'd',

Si el horizonte de planeacidn tiene p penodos el costo total para la compdnm es

] P [4 P
C= Y CG=kN+VY d4+K Y N+VY d

i=1 ' =1 : L i=1

Las mc.og,mtds enla lm mulacion anterior son N, N, d,, d';'y se requiere encontrarles valores
tales que minimicen el costo total C.

Gbuld )y \V‘ynu 3K, The size und ctunposition of n road ranspoyt fleet operntionad. Reserch Quateely, Yob. 20, 1969, pp. 81 - 92.

74

ajenos que recorren una distancia total de d’. El costo total para la compdnia durante cl pt.nodo‘



Se considera que durante el periodo i, se requiere un total de S, vehiculos, con los cuales se
cubre un recorrido total de por lo menos D, kildmetros, con objeto de satisfacer la demanda de
los clientes durante ese periodo.

Como el método que se presenta no genera normalmente soluciones 6ptimas sino factibles en
torno al Gptimo, se define a continuacion una cota superior e inferior de la solucién 6ptima, Sean

8i) el nimero minimo de vehiculos en el periodo i con los que se puede satisfacer la
demanda de clientes durante el periodo i. A este nimero corresponde un recorrido de D,
kilometros. S, constituye una cota inferior de ;. esta cota mfenor depende de que la
suposicion K > ky V' > V sea vilida,

Si2 el nimero de vehiculos en el perfodo i (se calcula como resultado de un andlisis de

- sensibilidad para métricas sobre las ;)que general un recorrido. total minimo denotado

por D,,. S, constituye una cota superior de S;. Esta cota superior es independiente de los
pardmetros de los COStos.

Obviamente se tiene:. -

Sp28528,.
Dp-——D <D“

El resultado que genera el método para el periodo { es precisamente S, (con su D,
correspondiente). Obviamente no son deseables valores menores a Sy, puesto que ocasionan

recorridos mayores a D;;. Por otro lado, no se requieren recorridos totales mayores a D, por que

;,enemnan tddeO‘i de flotas mayores a S,,.

Para calcular los valores de §;; se utilizan los métodos tipo mochila y para el calculo dc. Sy los
métodm explicativos en la seccion anterior.

Existen tres situaciones que se deben analizar:
Sil’

N < S,
N.

vgv
&
INIA A

En el primer caso (N < §;)), la flota propia de la compaifa no es suficiente para abastecer a
todos los clientes. ;Entonces, cudntos vehiculos deben alquilarse? La respuesta es un nimero
que oscila entre una cota inferior de S;-N vehiculos y una superior de S,-N vehiculos.
Paramétricamente utilizando una combinicion de los problemas tipo mochila y el método de
Clarke y Wright, se encuentra la respuesta deseada. ‘

En el segundo caso (S;, < N < §,), se tiene un nimero suficiente de vehiculos propios para
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satisfacer la demanda de los clientes. Sin embrago, eso no quiere decir que se tiene un costo de
operacion Gptimo, pues se sabe que si se alquilan vehiculos ajenos, los recorridos totales tienden
a disminuir y por ende los costos asociados. Sin embargo, por otro lado, se incrementan los
costos asociados al alquiler de vehiculos. El costo en el entorno al costo dptimo deberd
calcularse por un andlisis paramétrico, utilizando una combinacién del método mochila y el de
Clarke-Wright, variando el valor de N en la forma

S”, Sl'l + l| S” + 2,...,S12.

En el tercer caso (S, < N) se tiene un numero suficiente de vehiculos propios para satisfacer
la demanda de LlleLS ysienefectok’ > ky V> V, noes ncwwno dnallzar el efecto de
alquilar vehiculos ajenos.

Una vez que se tenga un valor de N para el periodo i, se puede calcular C;. Hecho esto para

todos los p periodos se tiene un valor de C. Si este valor de C se encuentra en forma

paramétrica para valores de N = §, y después para valores de N = §, - 1, y después N = §; -

- 2, ete., hasta llegar a valores de N =S, se escoge aquel valor de N que genera el minimo
costo total C. Si por algin motivo, la condicion V' > Vy &k’ > k no se cumple, cl andlisis
paramétrico debe continuarse hasta el valor N = 0, inclusive, -

3.4 Aspectos relevantes de la programacién heuristica,

Como en la mayoria de los modelos cuantitativos, es eostumbre que los enfoques heurfsticos

sean implementados mediante un programa de computacion, En fa préctica una diferencia entre
el uso de procedimientos heurfsticos, en lo que se opone a modelos mds formales como los que
se manejan en la programacion lineal o cuadritica, consiste en que el Gltimo caso ya existen
programas de computo. No obstante en el caso heuristico a menudo la aplicacion es ad hoc, lo
que implica que deben elaborarse los programas. Una aplicacién tipica de la heuristica es, como

se ha establecido, el drea de los problemas combinatorios extensos, para los cuales serfa

prohibitivo por lo costoso que es obtener una solucidn, ya sea por enumeracion o aplicando un

modelo matemdtico formal o de programacién entera. En todas las aplicaciones de la heuristica

hay un eriterio implicito del investigador en el que la aceprabilidad, en lugar de la-optimalidad,
es un modo adecuado de pensar. En otras palabras, se siente que las-buenas soluciones, en
oposicion a-las soluciones dptimas, pueden ser valiosas y satisfactorias. Esta filosofia eneaja

bien, en particular, en problemas que mds bien son dificiles en su formacidn, tales como los -

problemas de alto nivel con objetivos sustitutos, o para los cuales hay numerosos criterios en
conflicto de intereses y para los que, en consecuencia, no estd definida con claridad una sola
funcién objetivo.

En la prdctica, ¢l uso de la heuristica estd ligado, como se verd mds adelante, al campo de la
inteligencia artificial donde la computadora se programa con técnicas heuristicas.

En la implantacion de modelos heuristicos, la iteracion administrativa y la retroalimentacion
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desempefan un papel quizd mayor que en el caso de la construccion de modelos mds formales,
ya que, en el caso heuristico, el unvestigador de operaciones debe evaluar no sélo el inodelo,
sino en forma implicita, también el algoritmo. Esto se debe a que, para el mismo modelo,
heuristicas diferentes conducen a soluciones distintas.

Esta iteracidn estrecha entre el modelo y el que toma las decisiones se manifiesta también en la
programacion meta®, cuando cl que decide debe asignar prioridades a diversas metas, como en
la forma de arreglo ordinal (o sea, de prioridades absolutas). La programacion meta se basa en
la intuicion y en este sentido, es heuristica, en su enfoque de problemas con objetivos multiples.
En la programacién de metas con prioridades absolutas, el investigador debe considerar con
cuidado la importancia relativa o utilidad de sus metas. Segun el resultado del modelo, el que
toma las decisiones puede querer cambiar las prioridades, o aun el nimero de metas, y volver
a correr el modelo. En otras palabras, asi como con la programaci6n lineal, el andlisis de
sensibilidad viene a ser una parte importante de la implementacion. Dado que la programacién
de metas estd mds 0 menos en la infancia, el campo se desarrolla a gran velocidad, desde el
punto de vista tedrico, y parece claro que esto impulsard un uso inayor de la técnica, en especial
cuando el andlisis de sensnblhdad se considere con mayor importancia. .

3.5.1 Tendencias actuales .

Como se verd en el siguiente capitulo, los problemas que caen dentro del dmbito de la
inteligencia artificial son demasiado complejos para ser resueltos mediante técnicas directas. -
Mejor dicho, estos deben ser atacados a través de un método apropiado de bisqueda incluyendo
todos los aspectos que estdn disponibles en las téenicas directas para guiar la bisqueda.

Los métodos de bisqueda heuristica pueden describirse independientemente de cualquier tarea
en particular o problema. Pero cuando se aplica a problemas particulares su eficacia depende
ampliamente de la forma en que se explota el dominio de ciertos conocimientos y que por si
mismos son incapaces de superar la explosion combinatoria para lo cual los procesos de
busqueda son demasiado vulnerables,

Por. esta razon, esos métodos son frecuentemente llamados métodos débiles. Pese a sus
limitaciones estas técnicas contintian proporcionando la estructura en la cual el dominio de
ciertos conocimientos puede ser considerados como resultado de un aprendizaje automdtico.
Algunas de las técnicas de bisqueda de este npo que adoptan principios de inteligencia artificial
son los siguientes: :

L progranacion meta ¢s un coneeio intraducido por A, Chares y W. W. Cooper en Management mudels anil indusirial aptlications of linear
progranviiay (New York: Jubn Wiley & Suns, Ine., 196H y se aplics on geneeant o problemiss linesles; es una extension de s PL que permie al
investigador acercarse lo wids posible 9 i satisfiecion de metas y vestriceiones diversas, Peamite o quicn toma ks decisiones, ol menos en el sentidu
lewistico, incorporar su sisseons de preterencias il traligar con metas wdhiples en conllicio. A veces se considera como un intesto de poner en ¢l
contestu de y progrsmacion auemdtics el coseepto de sansfircein. Este iéoming hn videoo coiedy pora conmnicar W idea de gue, @ menndo, los

individiaes g buscan saluciones dplimns, sino mas hien quieren solnciones que sean suficienieniente eens o basiante procimas.
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* Generacién y prueba
o Escalamiento (Hill climbing)
¢ Bisqueda del Mejor—primerd
¢ Reduccién del problema
» Satisfaccion de restricciones
"o Anilisis medjos-finales,
Estas Izétmstzcas son criterios, metodos o principios para decidir sobre varms altemauvas de

cursos de accion que prometen ser lo mds efectivo en orden a alcanzar alguna meta. Estas
! representan la atencion a dos requerimientos fundamentales: la necesidad de hacer mds simple

buenas.y malas elecciones. -

‘ , - -promisorias € intentar encontrar una solucién sin explotal todas las posnbles altemanw\s.
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CAPITULO IV, DERE

\ “ ,
s T s

METODOS DE BUSQUEDA HEURISTICA PARA PROBLEMAS DE OPTIMIZACION
COMBINATORIA BASADOS EN LOS PRICIPIOS DE INTELIGENCIA ARTIFICIAL

4.1 INTRODUCCION

No todos los modelos matemdticos en investigacion de operaciones poseen algoritmos o

métodos de solucién que converjan siempre al nivel éptimo. Existen dos razones de ser de
esta dificultad.

En primer lugar, se puede probar que el algoritmo de solucion converge al nivel dptimo,
pero solo en sentido técnico, La convergencia técnica sefiala que hay un limite superior finito
para el ndmero de iteraciones, pero no indica cuan alto puede ser este limite, Por lo tanto,
se pueden consumir horas de tiempo de la computadora sin llegar a la iteracién final, lo que

es peor aun que si las iteraciones se detienen en forma prematura antes de llegar al nivel

optimo, generalmente no se puede medir la calidad de la solucion obtenida en relacion con
el nivel optimo verdadero,

Ademds, como se destacd en el capitulo I, en los modelos matemdticos el nimero de
iteraciones es funcion de la eficacia del algoritmo de solucién y la estructura especifica del
modelo y quizd el usuario no pueda controlar ninguno de estos factores.

En segundo lugar, la complejidad del modelo matemético puede hacer imposible idear un
algoritmo de solucién. En este caso el modelo se puede mantener infactible en término de
célculos. :

Las dificultades evidentes en los cdlculos de los modelos matemdticos ha obligado a los
analistas a buscar otros métodos de cdlculo. Estos métodos también son de naturaleza
iterativa, pero no garantiza la optimalidad de la solucién final, En cambio simplemente
buscan una buena solucién al problema. Tales métodos suelen denominarse heuristicos porque
su légica estd basada en reglas o métodos précticos que lleven a la obtencién de una buena
solucién. La ventaja de los métodos heuristicos es que normalmente implican un menor
nimero de cdlculos cuando se comparan con algoritmos exactos. Asimismo, debido a que
estdn basados en reglas pricticas, normalmente son mds sencillos de explicar por los usuarios
que no estdan orientados a las matemdticas.

En investigacion de operaciones los métodos heuristicos suelen emplearse para dos fines:
.- Se pueden utilizar dentro del contexto de un algoritmo de optimizacion exacto, con
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el fin de aumentar la velocidad del proceso para alcanzar el nivel Optimo. La
necesidad de “fortalecer" el algoritmo .de optimizacion se hace mds evidente con
. . T ."."..i. o i "l,
modelos a gran escala, Y TR

2.-  Se utilizan simplemente para obtener una buena solucién al problema. La solucién
resultante no tiene la garantia de ser optima y de hecho, su calidad en relacion con
el nivel optimo real puede ser dificil de determinar.

En la actualidad los avances tecnolégicos en el dvea de informdtica han propiciado la creacion
de nuevas propuestas para la solucion de problemas de optimizacion que se resuelven a partir
de métodos heuristicos, basados lo que se ha dado Hamar Inteligencia Artificial.

Tomando como base que la inteligencia artificial se apoya en ciertos mecanismos de
procesamiento que los hace apropiados para la solucién de problemas que requieren de
técnicas heuristicas de bisqueda, basadas en operaciones y especialmente en mecanismos de
razonamiento 16gicos y analdgicos, ha dado lugar a que en la actualidad se propicie un enlace
bilateral entre investigacion de operaciones y la inteligencia artificial',

Dirigido a una amplia posibilidad de situaciones, los métodos heuristicos basados en.la

inteligencia artificial permiten la bisqueda de soluciones a problemas financieros,

administrativos, de inventarios, localizacion de instalaciones; y en la ingenieria, en casos

como: andlisis de datos meteorolégicos, administracion de recursos acufferos, disefio de -

circuitos ‘integrados, operacion y monitoreo de satélites y sistemas de mantenimiento.
Ejemplos similares pueden tomarse en economia, psicologia y biologia.

Dentro de 10da una serie de nuevas (éenicas, recientemente se ha puesto especial atencién en
cuatro métodos de manipulacion en la solucion de problemas complejos de- decision:
Algoritmos genéticos, redes neuronales, recocido simulado y biisqueda tabi. Los dos
primeros; algoritmos genéticos y redes neuronales, estdn inspirados por los principios
derivados de las ciencias biolégicas; el recocido simulado se deriva de las ciencias fisicas,
principalmente de la termodindmica. La blsqueda tabQ se basa en las técnicas de solucién
de problemas inteligentes. o

Cada uno de estos métodos guarda un enfoque diferente para la solucidn de un mismo
problema. Algunos.presentan, en ciertos casos. soluciones mds confiables que los otros, sin
que elfo demerite los procesos empleados en cada caso.

Los algoritmos genéticos por cjemplo, se basan en la nocidn de propagacion de nuevas.
soluciones derivadas de soluciones padres, aplicando fos supuestos de descendencia genética.

La mejor descendencia de las soluciones padres es retenida para una siguiente generacién,

procediendo, de este modo, de una forma evolutiva que fomenta la supervivencia del mis

apto. Como una aptitud de la cualidad (mejor descendencia) se construye un entorno cada vez

mas alto, compatible con la mejor solucion global registrada.

Glober, Fred y Harvey J. Greenburs. New appraachies fur bearistic search: A bilteral linkage with anificiad inelligence. En European Juurnal
of Operationzl Rescarch. No. 39, 1989, pp. 119 130
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Los componentes del proceso de algoritmos genéticos pueden ser descritos dentro de tres
encabezados: reproduccién, cruzamiento y mutacion. La réproduccion es una muestra
aleatoria de individuos de una poblacion que crea uno o mds descendientes suyos. El
cruzamiento se define como el resultado del cambio de un gene, el cual especifica valores
que son llamados alleles. Estos son las iteraciones de un sistema sensor experto. El cambio
de genes sigue el tradicional modelo de reproduccion bioldgico. Finalmente, la mutacion es
simplemente la introduccion de un elemento aleatorio, frecuentemente wtilizado para
enmendar el resultado de un gene cambiado cuando el resultado no es el apropiado para las
restricciones ofrecidas.

El método de redes neurales por su parte, supone la creacion de un sistema de inteligencia
artificial que tenga la flexibilidad, creatividad y la habilidad de aprendizaje del sistema
biolégico humano. La buisqueda para imitar este proceso humano ha estado enmarcado en la
historia por varios afios. Durante estos periodos de investigacion, muchos modelos de sistenya
biolégico inteligente han aparecido. En cada uno de ellos se ha tratado de disefiar sistemas
que funcionen del mismo modo que el cerebro humano y su sistema nervioso. El modelo
biolégico intcligente que preocupa este capitulo es el llamado modelo del redes neurales.
Este modelo realiza la representacion de una neurona principal y su iteracion con otras
neuronas dentro del cerebro humano.

Asimismo, el recocido simulado ha sido -considerado como una nueva'y poderosa
metodologfa para la solucién de problemas combinatorios, con implicaciones en el campo de

la inteligencia artificial. Mds ampliamente aplicado para problemas de optimizacion que los =

métodos de redes neurales, recocido simulado es no obstante compatible con estos, y ha sido
propuesto como un posible proceso alterno para la solucion de este tipo de problemas,

El nombre de recocido simulado se deriva del intento por desarrollar una aproximacion del
proceso fisico de recocido, el cual consiste en la reduccion de lempemtura hasta un minimo
o un estado establecido, llamado equilibrio tumdl

Por su parte, el método de bisqueda tabi puede ser considerado como una técnica basada
en algunos conceptos seleccionados de inteligencia artificial, que sigue un procedimiento
heuristico general para guiar la bsqueda y obtener buenas soluciones en problemas de
optimizacion combinatoria -considerados NP dificiles, Ademds sus® reglas son lo
suficientemente amplias que son utilizadas con frecuencia para dmglr la operacion de otros
procedimientos heuristicos.

Estas téenicas son resultado de una propuesta de integracion de la inteligencia artificial con -
investigacion de operaciones que brinda una nueva estrategia para la solucion de problemas
combinatorios de optimizacion. En la realidad se puede utilizar cualquier estrategia
convencional, tal como la enumeracion implicita, y subordinar el control de pardmetros a un
modelos de aprendizaje que ejecute y resuelva problemas de clasificacion. ,

El objetivo de este capitulo consiste en explicar de una manera sencilla en que consisten y
como opera cada una de estas cuatro propuestas en su aplicacion a problemas de optimizacion
combinatoria, tomando como base el andlisis que han realizado los principales precursores
de estas propuestas.
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También se hace una breve revision de la literatura actual que ha emergido en el desarrollo
de estas técnicas, resaltando los aspectos mds relevantes de cada caso,

Dentro de este capitulo, inicialmente se hace un planteamiento de lo que es la inteligencia
artificial, sus principios y su trascendencia dentro de la investigacion de operaciones,
Posteriormente se hace un breve planteamiento de cada una de las propuestas de bisqueda
heuristica que se indicaron en los parrafos anteriores, indicando en que consisten, cual es su -
base, su aplicacion en algin problema de optimizacion combinatoria y los resultados que ha
presentado.

42 LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL Y SUS PRINCIPIOS

4.2.1 Coneepto de inteligencia artificial.

La Inteligencia Artificial (IA) es una tecnologia que se ocupa de la comprension de la
inteligencia y del diseiio de sistemas inteligentes, entendiendo por tales aquellas que presentan
caracteristicas asociadas al entendimiento humano® como el razonamiento, la comprension
del lenguaje hablado y escrito, el aprendizaje, la toma de decisiones y otras similares.

La IA es un campo cientifico que surge a mediados de la década de los cincuenta, pero cs
a finales de los 80's cuando cobra un verdadero auge. Actualmente las expectativas son muy
prometedoras en cuanto a que hay un nimero creciente de aplicaciones prdcticas en los
campos cientificos, administrativos y educativos.

Aunque la TA se basa en programas de ordenador, al igual que lo que se podria llamar
informdtica tradicional o convencional, los procedimientos de resolucion de problemas y las
téenicas de programacion de IA presentan una serie de caracteristicas que los hace diferentes
de los de la informdtica convencional (IC) por las siguientes razones: En primer lugar,
mientras que en la IC los objetos que manejan las mdquinas son datos, de tipo numérico o
alfa-numérico, en la IA los objetos son ideas y conocimientos, que se ajustan mds a una
descripcidn de tipo simbdlico. En la IC los procesos a los que se someten los datos son de
tipo algoritmico, perfectamente definidos y estructurados a priori, con una secuencia de
operaciones: predefinida y que se repite en su totalidad ante las mismas condiciones de
partida. En IA, por el contrario, el proceso es de tipo l6gico abierto, en el que el ordenador
dispone de unas reglas de inferencia y de una base de conocimientos, y en funcion de ambas-
y de la informacidn que adquiere, o se le suministra, inicia un proceso de busqueda empirico
0 heuristico con notables dosis de complejidad, incertidumbre 'y ambigiledad propias.

Estos Giltimos que se mencionan encuentran cabida en los problemas de decision con que se .
enfrentan las personas en el mundo real y sus resultados guardan una expectativa similar. Asi
como en el cdlculo cientifico se requieren respuestas exactas y se buscan las mejores
soluciones posibles, en IA los programas no siempre garantizan respuestas correctas 'y se
aceptan normalmente respuestas satisfactorias, tal como sucede con los problemas humanos

La 1A, como teetologii que i de producie sistemas imeligentes, se eoglobis dentro de Ta ciencia ¢ ingenieria informatica, y los métodos que
uliliza 1o tienen que emular peeesaramente of compurtamicnto de b tiente humana.
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en los que incluso ocurre a veces que las decisiones que se toman son equivocadas.

Un aspecto importante de los programas de 1A es el dominio del drea del conocimiento en
que se van a presentar los problemas que habrdn de resolverse. El dominio de conocimientos
debe estar claramente acotado y estructurado para poder ser manejado. Por ello en IA es
usual tener por separado los conocimientos y el mecanismo que controla la busqueda de
soluciones (al contrario de lo que ocurre con los programas convencionales). Como
consecuencia los programas de IA son normalmente ficiles de modificar, actualizar y
ampliar, ya que se puede cambiar la estructura de una instancia cambiando la base de
conocimientos y utilizar el mismo método de bisqueda. Debido a esta organizacion y al
hecho de que el sistema informdtico puede inferir nuevas reglas, en el caso de 1A, el
determinismo algoritmico que caracteriza a la programacioén convencional desaparece en
buena parte.

Por otra parte, en la IA el programa indica al ordenador lo que debe hacer sin especificarle
como debe hacerlo, por lo que cn las diferencias que se establecen entre el "codmo" y el
"porqué” de llegar a ciertas conclusiones y conocimientos estdn las caracteristicas que-
separan a ambas formas de programacion. Por lo tanto, lo que se llama la representacion del -
conocimiento es un punto clave en los problemas de IA y es una de las lineas de
investigacion mds activas en la actualidad. Cuando se quiere resolver un problema complejo,
los conocimientos que se requieren mancjar Son NUMErosos y p01 ello se necesitan mctodos
eficientes para representarlos y manejarlos.

El otro punto clave en los problemas de 1A es el-del proceso de bisqueda de soluciones, La
resolucion de un problema supone frecuentemente una serie de elecciones entre varias
alternativas hasta llegar a la meta final. Este método se representa mediante una estructura
jerdrquica de drbol y la solucién sigue un camino desde el nodo de origen hasta el nodo de

destino 0 meta final. Para problums de gran complejidad resulta demasiado complicado -
explicitar todos los posibles caminos para llegar a determinar el que conduce a:la mejor

resolucion. :

Por tanto, con la aplicacion de principios de 1A se trata de encontrar métodos de biisqueda
eficientes que reduzcan el abanico de posibilidades empleando - reglas empiricas o
razondniientos que no consideren todas las ramas del drbol sino solamente las mds probables.
Como consecuencia, el camino seguido y la solucién encontrada pueden no ser los 6ptimos.
pero si razonablemente aceptables con la ventaja de reducir enormemente el proceso de
biisqueda. De esta forma los nuevos sistemas se aproximan mas a la forma de comportarse -
de las personas que, en su proceder diario o en sus procesos de decision, lejos de buscar
respuestas precisas y soluciones exaclas manejan reglas aproximadas y hechos unprcmsos
para alcanzar conclualonw ttiles, y aceptables.

4.2.2 Aspectos fundamentales
En investigacion de operaciones la propuesta basada en los principios de la Inteligencia

Artificial se centra principalmente en la resolucion de un cierto tipo de problemas. Existen
dos procedimientos para la resolucion de problemas: los algoritmicos y los heuristicos. |
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Los algoritmicos son procedimientos claramente definidos que garantizan la solucion de un
problema. Sin embargo, como ya se ha visto, existen problemas que debido a su excesiva
complejidad dan lugar a algoritmos impracticables, en los cuales el ordenador mds ripido
tardaria afios o incluso siglos en resolverlos,

La heuristica es un conjunto de estrategias que permiten encontrar la solucién de un
problema. La aplicacion de esta técnica estd sujeta a un ordenador que controla la biisqueda
de valores que resuelven de mancra satisfactoria el problema, haciendo que éstos razonen de
manera muy similar a la del ser humano.

La principal diferencia entre la algoritmica y la heuristica es que mientras la primera
garantiza la solucion del problema, la segunda es un conjunto de estrategias que permiten
encontrar la solucion del problema, pero no la garantizan,

Asi, la IC se refiere a los métodos que resuelven los problemas mediante el uso de
algoritmos, y la IA es la rama de la informitica que trata de resolver los problemas mediante
¢l uso de procedimientos heuristicos.

En el campo de la investigacion de operaciones, la solucidn a un problema de optimizacién,
ntilizando los principios de la IA, implncx la creacion de un sistema de procedimientos
heuristicos basados en una serie de opciones de razonamiento. Un sistema asf constituido
deberd tener una xcpxescnmcnon del conocimiento en la que sc definan dos estructuras de
datos; una que describe el proceso de razonamiento, y otra que describe el problema. Asf,
al procesar los datos de la segunda estructura también deberin procesarse los de la primera,
ya que esta describird los distintos caminos para conseguir la solucién del problema,

Otro mddulo m(cgmntc del sistema serd el procedimiento de inferencia, ‘el cual permite
efectuar deducciones log,xcxs al procesar la base del conocimiento (0 estructuras de datos),
Para que la base del conocimiento sea consistente e independicnte del sistema de inferencia
se precisa de un intérprete o conjunto de procesos del sistema, de modo que al procesar la
base del conocimiento, ésta pueda ser transformada de manera consistente con su significado,
para que sea posible efectuar, sobre la base del conocimiento, las inferencias y razonamientos
NECESArios.

Una ;,mn ventaja de los sistemas de (ratamiento de la informacién es que, cuando hay nueva
mfoumclon. ésta se anade a la base de conocimientos y todo sigue funcionando; en cambxo
con los modelos algon(mlcm habia que disefiar todo el algoritmo. Asi pues, este nuevo
sistema es mds apto para afiadir informacion deducida, principalmente del aprendizaje, a
través de un proceso de andlisis de la informacién disponible.

A continuacion se hace un andlisis descriptivo de cuatro métodos basados en los principios
de la inteligencia artificial que en los ultimos ailos han venido cobrando auge dentro de la
literatura de investigacion de operaciones, sobre todo en lo que se refiere a problemas
combinatorios. Dichos métodos son: Algoritino genético, bdsqueda tabd, redes neuronales
y recocido simulado.



43 REDES NEURONALES

Considerando la complejidad computacional que representa resolver ciertos problemas de
optimizacién que se presentan en la actualidad, muchos autores en el drea de investigacion de
operaciones han puesto un especial interés en los métodos basados en lo que se ha dado a llamar,
dentro del drea de la inteligencia artificial, modelos de redes neuronales.

Este interés radica principalmente en el hecho de que los modelos de redes neuronales se
caracterizan por el ahorro en los procesos computacionales que supone seguir una trayectoria
l6gica de nodos que mejoran con cada iteracion una funcion de energia.

Para la investigacion de operaciones esta metodologfa explota la notacion de programacion
heuristica y las reglas base en la toma de decisiones. Pero ciertamente no todos los problemas
pueden resolverse a través de esta estructura. Un sistema experto depende de la existencia de
reglas de decision fundamentales y también de la habilidad de quien toma la decisién de como
deben articularse dichas reglas. Las redes neuronales emulan aquellos procesos de decision para
los cuales las personas no tienen una certeza total y, como los humanos, toman decisiones con
base a un aprendizaje previo.

4.3.1 Definicién de redes neuronales.

La creacién de un sistema de procesamiento.por computadora que tenga la flexibilidad,
creatividad y la habilidad para imitar el funcionamiento de conlprenSién y razonamiento del
cerebro humano y su sistema nervioso', representa uno de los aspectos ccmrales de los
investigadores en t.l campo de la um.h;,t.nua artificial (AD. ' '

El modelo simple de una neurona consiste de dendritas, el cuerpo de la neurona, el axény la
synapses. Las dendritas levan la seial de entrada al cuerpo de la neurona. Las sefiales de la
dendrita puede tener voltajes positivos y negativos. El voltaje positivo contribuye a excitar ¢l
cuerpo de la neurona, el voltaje negativo contribuird a inhibirlo. '

El cuerpo de l1a neurona es el que realiza el procesamiento de las sefiales llevadas por las
dendritas. El modelo del cuerpo de la neurona que se utiliza en desarrollo de los métodos
basados en redes neuronales considera las sumas de las sefiales llevadas por sus dendritas y luego
determina el rumbo que seguirdn las sefales que emita. Si la suma excede un valor de "umbral"
el cuerpo de la neurona encenderd, generando su propia sefial y envidndola a otras neuronas
dentro del sistema. Si la suma no excede cl valor del "umbral”, el cuerpo de la’ neurona no

E1 sistema nervioso hmtaso consisie en redes de neupnms altanente isterconectadis que getdan con base o seitales entitidas unas o olras de diterente
intensidml, Cada ussa de fas newronas desarrolla un cileuto de b Bnensidad de Jas sefiales recibidas y con base en ¢l resuliado determina by seital
que cniorh n olras newrans, Los resuliados del cdleula son transmitidas de una oeurona i olra @ lo fargo de ur ruia newral. Una simple neuron:
e enviar sehiales o otrs O et b T de valtajes. Esis sefiales pueden inlibir o exeilar s otsas aewromas, Por cjentplo, la newroms aumliznds
putr McCulloch-Pitts ucepti seiales de entrada inhibitoriis canm valores negatives y seiiles excitaorins como valores positivos. Después se sutiin
los valores positivos y negitisns y si ks exeede an vitor de "mnbial” B acoromis puede entonees enviar 5 seifal i otes neuromis a ks cuales
este cunectada. EY proceso de exceder u uimbral v enviar una seibil es lamado "encendido®.
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encendera.

La axon es el ducto de salida de una neurona, la cual se encarga de llevar el voltaje encendido
desde el cuerpo de la neurona a varias conexiones con otras neuronas. Estas conexiones son las
synapses, Y puede haber miles de synapses conectadas a una sola axon. Las synapses forman una
conexion entre al axon de una neurona con {a dendrita de otra. La intensidad de la conexion del
synapse determina el valor de la sefial alcanzado por fa dendrita, El valor de la intensidad de la
synapse es llamada el "factor de peso".

Los factores de peso actian para multiplicar la sefial de la axon. El producto es pasado a la
dendrita conectada, proporcionando la sefial de entrada a la neurona conectada, El factor de peso
de la synapses multiplica la sefial del axon pasando el producto a la dendrita.

4.3.2 El modelo de redes neuronales.

Aunque hay muchas analogias entre los conceptos bisicos de la neurofisiologia y los modelos
de redes neuronales no significa necesariamente que éstos sean verdaderos modelos del cerebro.

Fisicamente las redes neuronales artificiales se parecen a su patrén biolégico por su
composicion en nodos y conexiones entre ellos, Esta arquitectura posibilita la satisfaccién de una
restriccion local dentro de la red neuronal. La restriccion local, que se deriva de los
requerimientos bioldgicos, implica que las neuronas sélo pucdan utilizar informacién
suministrada por ellas localmente. La informacion local es aquella que se transmite via
conexiones. Por lo tanto si no existe conexion entre dos neuronas, entonces la actividad de una
neurona no puede ser afectada (directamente) por cualqu:em de las otras.

La mfommmén local que es suministrada p01 una neurona es esencialmente un peso lesultamc
de las sefales enviadas por todas fas neuronas a las que estd conectada,

Por otra p’arte. los elementos individuales de cilculo que forman la mayorfa de los modelos de
sistemas neuronales artificiales no suelen denominarse neuronas artificiales; lo més frecuentes
es darles el nombre de nodos, unidades o clementos de procesamiento (UP's). Todoa estos
términos se emplean de manera indistinta.

Otro detalle que debe tomarse en cuenta es que, no siempre es correcto pensar que los elementos

de procesamiento poseen una relacion biunivoca con neuronas bioldgicas reales. A veces es

mejor tomar los elementos de procesamiento individuales, como representantes de Ia actmdad
cole(.tm de un grupo de neuronas,
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Figura 1
st esirueiura representa unn nica unidad de processmicnto (UP) e una red. Las conexiones de entrada se represenian en forma de Nechas procedemes de
oiras unidudes de procésmuicme. Cada conexian de emeda tiene asociada una canlidad w, que se denomina peso, Hay un dnico valor de safidu, que se puede
upliene a otruy unidades. ‘

La figura 1 muestra un modelo general de unidad de procesamiento UP. ‘Cada UP estd
numerada, siendo la i-ésima la que aparece en la figura. Al igual que una neurona verdadera,
la UP tiene muchas entradas pero tiene una sola salida, que se puede aplicar a muchos otras

UP's de la red. La entrada que recibe la i-ésima UP procedente de la j-ésima UP se indica en

la forma x;. Cada conexion con In i-ésima UP tiene asociada una magnitud llamada peso o
“intensidad du conexién. El peso de la conexion procedente del j-ésimo nodo y que llega al i-
ésimo nodo, se denota mediante W, Todas las cantidades tienen sus andlogos en el modelo de
una neurona estindar: la salida de la UP se corresponde con la frecuencia de disparo de la
neurona, y los pesos corresponden a la intensidad de las conexiones sindpticas entre neuronas,
En los modelos de redes neuronales estas cantidades se representan mediante nimeros reales,

Por otra parte, las entradas que llegan a una UP estdn desglosadas en varios tipos. Este desglose
refleja el hecho consistente en que cada conexion de entrada puede tener uno de entre varios
efectos. Una conexion de entrada puede ser excitatoria o inhibitoria, por ejemplo. En los
- modelos las conexiones excitatorias tienen pesos positivos y las conexiones mhlbnorms tienen
pesos negativos, Las conexiones excitatorias ¢ inhibitorias suelen considerarse conjuntamente,
y son las formas mds comunes de entrada de las UP.

Cada UP determina un valor de entrada neto basindose en todas las conexiones de entrada. En
ausencia de conexiones especiales, 1o tipico es caleular el valor de entrada neto sumando los
valores de entrada, ponderados (multiplicados) mediante sus pesos correspondientes. Esto es,
la entrada neta de la i-esima unidad se puede escribir en la forma

neta, = Y xw, 1)
J
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en donde el indice j recorre todas las conexiones que posea la UP. La exitacion y la inhibicion
se tienen en cuenta automdticamente mediante el signo de sus pesos. Dado que es frecuente que
haya un nimero de interconexiones muy elevado en las redes, la velocidad con la que se puede
llevar a cabo este cdlculo suele ser determinante para el rendimiento de la simulacién de
cualquier red dada,

Una vez que la entrada neta ha sido calculada, se transforma en el valor de activacion, o
activacion simplemente, para esa UP, Se puede escribir ese valor de activacién en la forma

alt) = Flafr - 1), neta(r)) @)

para denotar que la activacion es una funcion explicita de la entrada neta, Se observa que la
activacion actual puede depender del valor anterior de la activacion, a(/ - 1%

En la mayoria de los casos, la activacién y la entrada neta son idénticas, y los términos suelen
emplearse de manera intercambiable. En algunas ocasiones, la activacion y la entrada neta no
son iguales, y es preciso prestar atencion a la diferencia. En general sin embargo, siempre se
puede utilizar la activacion para denotar la entrada neta y viceversa, ‘

Una vez que se ha calculado la activacion de la UP, se puede determmar el valor de salxda
aplicando la juncu)n de .saltdw

x=fla) o - ©))

Dado que normalmente ¢, = nety, esta funcion suele escribirse en la forma
X; = filnera)) )

Una de las razones por las cuales se estudia cuidadosamente el tema de la activacion frente a la
entrada neta es que el término funcion de activacion se utiliza en algunas ocasiones para aludir
a la funcion f;, que se transforma en el valor de entrada neta, neta,, en el valor de salida del
nodo, X :

4;3.3 Redes neuronales en problemas de optimizacién,

En lo que se refiere a la solucion de problemas de optimizacién basados en los modelos de redes
neuronales, los investigadores han puesto un especial interés en los llamados conjuntos
adaptativos para la construccion de técnicas de busqueda de buenos resultados a problemas
complejos de tipo combinatorio,

Se considern gencratmeme ¢ tiempo como wi nsgnitud medidien pesos diseretos. Lo stotieion £+ § denota un puso temporal antes del instiie
i
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Los conjuntos adaptativos constan de dos capas de clementos de procesos que estin
completamente interconectadas entre ellas, Las unidades pueden no tener conexiones de
retroalimentacion consigo mismas. El caso general se ilustra en la siguiente figura.

Figura 2

Cuando se tienen conjuntos como los anteriores, la informacion empieza a propagarse a través
del sistema via la presentacion de un patrdn de entrada que tega a ser la actividad de una primer
capa de nodos. De ahi en adelante la activacion de los nodos viaja a través conexiones directas
con pesos w, donde los subindices indican que el peso estd asociado con la conexién entre el
nodo i y el nodo j, asi, el nodo j recibe la sumatoria de los pesos de las actividades de todos sus
nodos adyacentes via ~

N

\
neta, = Z W, | | (5)
]

donde N es el nimero de nodos en la red, w; = 0 si este no tiene conexion directa del nodo i

al nodo j y v, es el estado (de inhibicion o excitacion) del nodo i. La funcién de transferencia
da por tanto la nueva actividad del nodo j, v;. El proceso continua hasta la salida final de la red
que surge con los estados de aquellos nodos no alimentados en direccion lejana. Los conjuntos
adaptativos tienen la propiedad de que sus pesos se adaptan en respuesta a una funcién de las
entradas proporcionadas externamente y en la salida del sistema, generalmente los pesos son
ajustados en una representacion de entrada via

w(t + 1) =wt) + ad() ‘ ‘ (6)
donde ¢ es una tasa fraccional de aprendizaje, y 6(/) es un tiempo de error computado en el
tiempo ¢, Sin embargo estos no aprenden adaptativamente de la repeticion de los ejemplos y por

tanto los pesos no cambian. Mejor dicho, los pesos son derivados inicialmente de una llamada
funcion de energia (E), la cual representa el problema que debe ser resuelto y codificar los datos
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del problema. Mientras los: pesos permanecen fijos, el estado de los nodos cambia de acuerdo
al impacto de la informacién local, hasta que un estado firme es alcanzado. Puesto que la
funcién de energia suministra pesos, esta guia a los nodos de la red hacia el equilibrio. Esta
funcién de energia, como la descrita por Hopfield®, debe ser una funcién para la cual los
valores inferiores representan buenas soluciones para un problema particular. La funcion de
energia de Hopfield es

E=-05 [Ezw,, v, Zinv,] | )

donde V; es el estado del nodo i, w; es el peso den la conexion entre i y j, y Ti es la tendencia
asociada con el nodo i, Normalmente, si un nodo recibe una entrada como en (5), la cual es -
mayor que su tendencia, su estado es de excitacion o 1; si la entrada es menor que la tt.ndencm.
su estado es se inhibicién o Cero.

4.3.4 Problemas de optimizacidn combinatoria y la red de Hopfield.

La demostmcnén de quL una red neuronal puede representar y resolver un problema dificil de
optimizacion combinatoria ha generado mucho interés, Para ejemphflcax el funcionamiento de
una red basada en el modelo de Hopfield a esta clase de problemas, se hace a continuacidn un
resumen de la propuesta de este autor para resolver el probiema del agente viajero®,

Como se establecid, de investigaciones anteriores, en estos problemas la mejor solucion suele
definirse mediante un criterio Lspeciﬁco Por ¢jemplo, podria haber un cierto costo asociado a
cada posible solucnon, y la mejor solucion es la que minimice el costo, satisfaciendo todos los
requisitos necesarios para ser una solicion aceptable. De hecho, en muchos casos los problemas
de optimizacion se describen en términos de una funcidn de costo.

Uno de estos problemas es el del agente vigjero (TSP). En su forma mds sencilla, un viajero
tiene que hacer una ruta que pasa por cierto ndmero de ciudades, visitando cada una de ellas una
sola vez, minimizando la distancia total recorrida, El problema es hallar la secuencia correcta
en que hay que visitar las ciudades. Las limitaciones son que hay que visitar todas las ciudades,
cada una, solo una vez y que el viajero vuelve al punto inicial al final del viaje. L funcién de
costo que hay que minimizar es la distancia total recorrida durante el viaje.

Se observa que la distancia minima no es una ligadura en este problema, Las ligaduras deben
ser cumplidas, mientras que la distancia minima es tan solo el objetivo perseguido. se puede

La deseripeion de fa memoria de Hoplictd y de como se estiucura B funcidn de energla, se explica o detadle en: Freemin ).A. y Skapura, Redes
wenronales: Algoritmos, uplicaciones v técnicas de progrimmacion. Addison-Wesley, ULS.AL 1991,

Hopliehl 11,y Tank D.W. Newsal conymiativn of decisinns i optimizations preollems. En Wiology Cybernet, No. 56. Jul. 1985, pp. 141-152,
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incluir la distancia minima como ligadura si se desea distinguir entre dos tipos de ligaduras:
fuertes y débiles. Las ligaduras débiles, tales como la distancia minima en el TSP, son
condiciones que se desean pero quiza no se alcancen. Las ligaduras fuertes son condiciones que
se deben satisfacer, o bien la solucién obtenida no serd vilida.

El TSP es intensivo en términos de cdlculo si se debe analizar una bisqueda exhaustiva que
compare todas las rutas posibles con objeto de encontrar la mejor. Para una ruta de n ciudades,
hay n! rutas posibles. Debido a las degeneraciones, el nimero de soluciones "distintas" es menor
que n!. El término distintas, en este caso, se refiere a viajes cuyas distancias totales sean
distintas, para un viaje dado, no importa cual de las n ciudades sea el punto inicial, en términos
de la distancia total recorrida. Esta degeneracion reduce el ndmero de rutas distintas en un factor
i, De manera similar, no importa en cudl de las dos direcciones se desplace el viajero. Este
hecho reduce atin mds el nimero de rutas en un factor 2, De esta forma, para una ruta de n
ciudades, hay que considerar n//2n recorridos distintos.*

La cantidad de tiempo de calculo que requiere un computador digital para resolver este problema
crece exponencialmente con el ndmero de ciudades. El problema pertenece a la clase de
problemas que se conocen con el nombre de problemas NP-completos. Como consecuencia de
la carga de célculo, en los problemas de optimizacidn suele suceder que una solucion buena que
se encuentre rdpidamente sea preferible a la mejor soluctén, cuando esta ulnma se encuentrai
demasiado tarde para ser utll

Los modelos de redes neuronales qua han aparecido para resolver este problema se basan en la
memoria de Hopt’ield" La caracteristica de interés es la r'ipida minimizacién de una funcién de
energia, E. Aunque se garantiza que la red converja a un minimo de la funcién de energia, no
se garantiza que vaya a converger at minimo mds bajo de energia: la solucién serd, con toda
probabilidad, una buena solucién, pero no necesariamente la mejor. Dado que-las Unidades dé
Procesamiento (UP) funcionan en paralelo “(en circuito real), el tiempo de célculo se ve
minimizado. De hecho, afiadir una ciudad mds no tendria efectos significativos sobre el tiempo
requerido para determinar una solucion.

Para utilizar la memoria de Hopfield para esta aplicacion se debe hallar una forma de hacer
corresponder el problema con la arquitectura de la red,

Parn wiig s de cineo ciudides, habria 120000 = 12 yecarridos distinws: por supuesto no merece I pens resolver por computadns esie probleng.
St canbargo, i votide §0 ciudides viene 3,628 B0/20 = TR 440 ruvas distintis; e rula de 30 ciududes tiene nuis de 40 X - posibilidalus.
Laadicion de um subiv'eiudid noums oue da fugas o wi inerementa del mamesa de reenrridus distimos dado o facor

s DR+ 1)
nif2n

o o s rutede 3 cludades requiere examinar 21 veces inds recorridos que woa et de 3 ciudades,

[ . S .
"Burke | Lawra y Jawes oL Newral Nenworks andd opertion sesearch an overview, Eo Compter Operaions Research. Vol. 19, No. 34, 1992, pp.
179 - 189,
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Lo primero que hay que desarrollar es una representacion de las soluciones del problema que
encaje con una arquitectura que posea una sola lista de UP. Esta se desarrolla reservando un
conjunto de n UP*s (para un recorrido de n ciudades) con objeto de representar las n posiciones
posibles de una ciudad dada dentro de la secuencia de recorrido. Para un recorrido de cinco
ciudades esta informacion podria ser aportada por cinco UP. Por ejemplo, los cinco elementos
00010 indicarfan que la ciudad en cuestion era la cuarta en ser visitada durante el recorrido,
Habria cinco grupos, cada uno de los cuales tendria informacion acerca de la posicion de una
ciudad, En la siguiente relacion se ilustra esta representacion. :

12345

01000 A

10000 B

00010 C

00001 D

00100 E
en 1o que sigue se empleard este formato matricial, por lo que las salidas se indicardn con vy;,
en donde el subindice X se refiere a la ciudad, y el subindice i se refiere a su posicion dentro
del recorrido. Para tener en cuenta la ligadura consistente en que el recorrido debe empezar y
acabar en la misma ciudad, es preciso definir vy, = V¢, ¥ Vxo = Vx,. La necesidad de estas

d(.tmluones de ham evidente en bu.vc.

Para definir la matriz de pesos de conexidn, se empieza por establecu la funcion de eneu,m.
Una vez definida, se puede deducir una matriz de pesos de conexién adecuada,

Es preciso construir una funcion de energia que satisfaga los criterios siguientes:

1. Losminimos de energia deben favorecer aqu«.llos estados que incluyan a cada ciudad una
sola vez en el recorrido,

2. Los minimos de energfa deben favorecer aquellos estados que contengan una sola vez
cada una de las posiciones del recorrido. Por ejemplo, dos ciudades diferentes no pueden
encontrarse en siguiente posicion de recorrido.

3. Los minimos de energia deben favoreecer aquellos estados que incluyan a las » ciudades.

4. Los minimos de energia deben favorecer aquellos estados que tengan las distancias totales
mds cortas.
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La funcién de energia que satisface estas condiciones no es ficil de construir. La ecuacién de
energfa propuesta es la siguiente,

h n

n
B
Z: 2 Z vy, T 7 Yx Yy,

m
I
lex

®)

c noon 2 D&M
T [Z DoV - "] Ly Zn yE dey"x,("xm * Vyio)
Yex

En el Gitimo término de dicha ecuacidn, si i = 1, entonces vuelve aparecer la magnitud vy, Si
i = n, entonces aparece la magnitud vy, ;. Estos resultados determinan la necesidad de las
definiciones vy,,, = vy, ¥ Vo = Vg, que se habfan mencionado anteriormente.

En esta ecuacion se observa en primer lugar que dyy representa la distancia entre las ciudades
XeY,yquedy = dyx. Ademds, si los pardmetros A, B, Cy D son positivos, entonces E es
no negativa’. -

Tomando el primer término de la ecuacién (8) y considerando la ruta de cinco ciudades
propuesta con anterioridad. El producto de términos, vyvy;, se refiere a una tnica ciudad, X,
Las dos sumas interiores.dan lugar a una suma de productos vyvy;, para todas las combinaciones
de i y de j, con tal de que i diferente j Una vez que la red se ha estabilizado en una.solucidn,
y en el limile de ganancia en el cual v € {0,1} todos estos términos serdn cero si y solo si
existe un tnico vy; = 1y todos los demds vy; = 0. Esto es, la contribucion del primer término
de la ecuacidn (1) serd cero si'y solo si aparece una sola ciudad en cada fila de la matriz de UP,
Esta situacion corresponde a la ligadura consistente en que cada ciudad debe aparecer una sola
vez en el recorrido. Cualquier otra situacion da lugm a-un valor positivo de este término en la
ecuacion de energia;

Empleando un andlisis similar, se puede mostrar que el segundo término de la ecuacion (8) serd
cero si y solo si cada una de las columnas de la matriz de UP contiene un tnico valor igual a
1. Esta condicion corresponde a la segunda ligadura del problema, consistente en que cada
posicitn del recorrido tenga asociada a ella una tnica ciudad.

En el tercer término, Y. Y vy, €s una suma sencilla de los n* valores de las salidas, Sélo
: X i

deberia haber n de estos términos que tengan un valor de 1; todos los demis deberfan ser cero.

Los parimetms A, B, Cy D ele b ceuncion (1) oo tienen minda que ver con las ciodades marcadas como A, B, C, y D,
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Entonces el tercer término sera cero, puesto que si E }: vy, =h Si hay mds o menos de n
X i ;

términos iguales a 1, entonces la suma serd mayor o menor que #, y las contribuciones del tercer
término de la ecuacion (8) serdn mayores de cero.

El tltimo término de la ecuacién (8) calcula un valor proporcional a la distancia recorrida
durante el viaje. Por tanto, un recorrido de distancia minima da lugar a una contribucién minima
de este término a la funcion de energfa.

El resultado de este anilisis es que la funcion de energia dada en la ecuacion (8) serd minimizada
s6lo cuando una solucion satisfaga las cuatro ligaduras (tres de ellas fuertes y una débil)
enumeradas anteriormente. Ahora se desea construir una matriz de pesos que corresponda a esta
funcién de energia para que la red calcule correctamente las soluciones.

Para ello, la matriz de pesos de conexion se define solamente en términos de inhibiciones entre
UP. En lugar de un indice doble, aqui se adopta un sistema de cuatro indices que corresponde
al sistema de dos indices de los vectores de salida. Los elementos de la matriz de conexiones

son n? por n* magnitudes. Ty,y;, en donde X e Y se reﬁere a las ciudades, e /, j se refieren a las

posiciones del recorrido.

El primer término de la funcion de energia es cero si y sélo si nada mds que un elemento de
cada fila de la matriz de unidades de salida es 1, Esta situacion se ve favorecida si, cuando estd
activada una unidad de una fila (esto es, cuando tiene una salida grande respecto a las demis),
esa unidad inhibe a las otras unidades de su fila. Esta situacion es, en esencia, una competencia
del tipo "el que gana se lo lleva todo". Considérese la magnitud

'Aaxy(l - 6//)

endonde 6, = 1 siu = vy §, = 0siu diferente de v, La primera Delta es cero salvo en la
primera fila en la cual X = Y. La magnitud que estd entre paréntesis es 1 a no ser que i = j.
Este factor asegura que inhiba a todas las demds unidades de la fila pero que no se inhiba a sf
misma. Por lo tanto, si esta magnitud representase un peso de conexion entre la unidades, todas
las unidades de una cierta fila tendrfan una conexién inhibitoria de intensidad -A con todas las
demds unidades de la misma fila, A medida que la red evolucionase hacia una solucién, si una
unidad de una fila empezara a mostrar un valor de salida mayor que los demds, tenderia a inhibir
a las demds unidades de la misma fila, Esta situacion se denomina inhibicion lateral.

El segundo término de la funcién de energfa es cero si y sélo si una sola unidad de cada
columna de la matriz de unidades de salida es 1. La magnitud

'Bbu( l - 6xy)

da lugar a una inhibicién lateral entre todas las columnas. La primera delta asegura que esta
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inhibicion quede confinada a cada columna en la que sea i = j. La segunda delta asegura que
cada unidad no se inhiba a si misma. La contribucidn del tercer término de la ecuacion de
energla no es, posiblemente, tan directamente comprensible como eran las dos primeras. Dado
que implica una suma de todas las salidas tiene un cardcter global, a diferencia de los dos
primeros términos, que se limitaban a filas y columnas. Por lo tanto, se incluye una inhibicion
global, -C, tal que todas las unidades de la red son inhibidas por esta cantidad constante.

Por dltimo, hay que recordar que el dltimo término de la funcidén de energia contiene
informacion acerca de la distancia recorrida en el viaje. El deseo de minimizar este término se
puede traducir a conexiones entre unidades que inhiban la seleccion de ciudades adyacentes en
proporcion a la distancia existente entre esas dos ciudades, Considérese el término

-Delxy (9141 + 0;:.1)

Para una columna dada. j (esto es, para una posicion dada del recorrido), los dos términos Delta
aseguran que se hagan conexiones inhibitorias solo con las unidades de columnas adyacentes.
Las unidades de columnas adyacentes representan ciudades que podrfan venir o bien antes o bien
después de las ciudades de la columna j. El factor -Ddyy asegura que. las unidades que
representen a ciudades mds distantes recibirdn la mayor seiial inhibitoria,

Ahora se puede definir toda la matriz de conexion sumando todas las conmbucnones de los

cuatro p.irmfos anteriores: ‘

Ty = Al - ) - Ba(L - ) B )
~ =Ddyy(8;14p + ;1) X TR

Las conexiones inhibitorias entre unidades se ilustran graficamente en la siguiente figura.

Figura 3

Este uquemn llustea 1a trana de coneatories Inhibliorlas entre UP's para cf probleia del TSP: Ia unided @ muesten 1a Inhbickdn demrn de una sola fiia, la
inhibicidn & muestra Ia Inhiiblcldn dentro de una sula columna y Is unidad ¢ muestra ta inhiblcldn de unidades en columnas sdyacentes. No se muestra la Inhibickin
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glohal.
Para hallar una solucion del TSP, es preciso volver a las ecuaciones que describen la evolucion

temporal de la red. Para ello se utiliza la siguiente ecuacion:

du

ETV— + 1, (10)

!

Aquf se utiliza N como limite de la suma. Dado que todos los términos de T; contienen
constantes arbitrarias, y que 1; se puede ajustar para que tenga cualquier valor deseado, se puede
dividir por C esta ccuacion y escribir

E V~—+1 o Cany
(1[ el o ‘ v '

i

donde 7 = RC es ld constame de tnempo del s:stema. y se supone que R; = R para todos los i.

La simulacion digital de este sistema requiere integrar numerlcamenle el grupo de ecuaciones
anterior. Para un valor de A, suficientemente pequefio, se.puede escribir .

Ay, N e
ST -2, | 2)
el T ) 5

) L
Au = Z’I,/V/ -—+ 1A
e T,

Entonces se pueden actualizar iterativamente los valores de %, segin la‘eyxpresi(m. R
uft +) = u; (1) + Au, - _ - (13)

en donde Au; csm dado por la ecuacion (12). Los valores finales de la salida se calt.uldn entonees
uuhzando la funcion de salida
v, _ gl(ul) .

Se abserva que en ) estas ecuaciones se vuelve a emplear la notacion de los submdu.es utilizada
en el tratamiento del sistema general: v, en lugar de Vyj.
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En la notacién de doble subindice se tiene
ug(t + 1) = uy(t) + Auy (14)

Si se sustituye Ty, y; de la ecuacion (9) en la ecuacion (10), y se definen como entradas externas
en la forma Iy, = Cn*, en donde n* es una constante, y C es igual a la de C de la ecuacion (9),
el resultado seria:

ux n 113 n f "

Ay, = |-~ AZ Vyj “BE vy -C E Z"xj TRy Ddey(Vy.m +Vy)|8,
T

R EE S

Para completar la solucion del TSP, es preciso seleccionar valores adecuados para las constantes,
junto con los valores iniciales de los uXi. Hopfiel proporciona los pardmetros adecuados para
un problema de 10 ciudades A = B = 500, C = 200, D = 500, 7= I, A =50y n" = 15.
Puede observarse que no es necesario hacer n* = n*. Dado que n'no entra en las ecuaciones a
través de las entradas externa Tt = Cn', se puede utilizar como un parimetro ajustable mis.
Estos parimetros deben seleccionarse empiricamente, y los de una ruta de 10 ciudades pueden
no ser vilidos para rutas de otros tamaios. '

Cabe sentir {a tentacion de hacer que todos los valores iniciales de los uy, sean iguales a una
constante uy, de tal forma que, en ¢ = 0 sea

szm = 10
X

porque esto es lo que se espera que valga esta suma concreta cuando la red se haya estabilizado
en una solucion. Al asignar valores iniciales de esta manera, sin embargo, se produce el efecto
consistente en colocar el sistema en un punto de equilibrio inestable, en una situacion parecida
a la de la pelota que estuviese exactamente en la sima de la colina, Si no se le da al menos un
empujon, la pelota quedard alli para siempre. Sin embargo, si se le llega a dar un empujén, la
pelota rodarfa colina abajo. Podemos darle a nuestro sistema TSP, el empujon afiadiendo un
término de ruido aleatoria los valores iy, de tal manera que sea iy, = ty, + duy;, donde buy, es
el término de ruido aleatorio, que puede ser diferente para cada unidad.

En la analogfa de la pelota y la colina, la direccion del empujon determina la direccion en que
la pelota cae rodando por la colina. De forma similar, distintas selecciones de ruido aleatorio
para los valores iniciales de uy, pueden dar lugar a distintos estados estables finales. Volviendo
a la descripcion de los problemas de optimizacion, donde se dice que una buena solucion en este
momento puede ser mejor que la mejor solucion en un instante posterior. La solucién de
Hopfield para el TSP puede no encontrar siempre la mejor solucién (la que tenga la menor
distancia posible), pero la experimentacidn ha mostrado que la red suele estabilizarse
generalmente en rutas que se encuentran en la distancia minima o cerca de elta. La figura 4
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muestra una representacion grafica de la forma en que se irfa progresando hacia una solucidn.
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Figura 4

Esty sceuencin de diagrmans ilustr ln convergencin de la red de [lopﬁcld paras umt rota de TSP cop 10 ciudades: Los.valores de los sulidus Vr, estdn
representados como cusdeidng e sodas Tos posiciones de Ty matriz de unidades de salida. B insio del cuadrado es proporciaind o la magtitud del valor de
salida G, b, €3, En los pasos imermedios, cb sisteni todavia o de b estbilizzdo en una ruta valida, Lo magnitud de tos valores de sulida para estos:pusos
interntedios se praede fongae como by estingcion nemal e/ confinz en que wia ciena ciudad vengn o terminar en una posicidn dada dentra de W rua, ) La
red se Bt estabilizado envw ot vilids DIEFGEAICD.

4.3.5 Resultados presentados.

Algunos estudios comparativos con otros heuristicos han demostrado que los algoritmos basados
en redes neuronales no son muy eficientes para resolver el problema del agente viajero (TSP).
De hecho, el modelo original de Hopfield y Tank requiere de 10° neuronas interconectadas a
través de 10" lineas para un problema de 1000 ciudades,
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Aplicando dicho modelo para el TSP, Freemman y Skapura® [1991] reportan que para 10
ciudades la red computa muy buenas soluciones en un periodo de tiempo corto, a través de un
proceso de prueba y error. Sin embargo, conforme se incrementa el nimero de ciudades que
deben recorrerse se presenta una notable descalificacion de los resultados obtenidos; tan solo
para el caso de 30 ciudades los resultados son mediocres y en muchos casos insatisfactorios,

Otros autores han tratado de hacer replicas de experimentos reportados, solo para obtener
resultados significativamente diferentes. Una razdn para esto es que no siempre usan con
exactitud la misma regla de iteracion para resolver un sistema de ecuaciones o hacen
especificaciones diferentes a las condiciones de terminacion para el mismo- algoritmo.

Por ejemplo Wilson y Pawley” [1989] reportan su incapacidad para replicar los resultados de
Hoptfield y Tank en dos aspectos: Primero, la tasa de éxito del 15% en el nlimero de pruebas
que producen soluciones factibles es considerablemente menor que ¢l reportado por Hopfield y
Tank; y Segundo, la calidad de las soluciones encontradas por la red no es mejor que la
seleccion aleatoria de recorridos. Ademds muestran que el modelo es impracticable para
problemas muy largos a través del andlisis de la relacion entre el tamaiio del problema y los
pardmetros de la funcidn de cnergia.

Yue y Fu' [1990] por su palte argumentan que la red de Hopheld para resolver el TSP es
sobrecargada en términos de memoria asociativa ocupada. La capacidad de informacion de la
red para memoria asociativa es O(n/log n) donde n es el nimero de neuronas. El TSP tiene (N-
1)}/2 soluciones factibles almacenadas en una red con solo N* neuronas, razén por la cual la red
es sobrecargada, Esto sugiere que la red sea incapaz de explorar en su totalidad el espacio
factible de soluciones.

En otro estudio, Kamgart-Parsi'' [1990] asegura que cuando la red de Hopfield y Tank
encontré una solucion factible, su calidad fue generalmente muy buena. Ellos reportan que de
15 soluciones factibles en 400 ensayos 4 de ellas eran de las mejores encontradas para el TSP,
Elios también encontraron que la tasa de €xito para encontrar soluciones factibles se reduce
notablemente conforme el nimero de ciudades se incrementa, lo que sugiere que la red de
Hopfiel y Tank no es muy confiable para resolver este probiema . Ademds, cuando ellos utilizan
esta resolver el problema de agrupar N secuencias en K corridas, reportan una alta tasa de éxito
y una buena perspectiva conforme el nimero de secuencias se incrementa.

James A Freemman y David M. Skapura. Newsal nenworks algorithns, Aplications aml /Irugmuuuing technitnes. \Vulcy Publishing Co.
Massachuseits, EUA. 1991

Wilsin G.V. y Pawley G.S. Oa the shility of the TSP atgoritha of Hopfield aned Tank, Biology Cyberner, No, 58, 1989 pp 6370

Yue T.W. und Fu .C.meffectiveness in salving combinatorial optinefzation probdems using a Hopfield network: a new perspective from alinsing
effect. Biology Cybernet, No. 6tk 1990, pp 115123

Kaguar-Parsi 8. On problem slving whir Nopfield newal avtwarks. Bwlogy Cybernet, No.62, 1990, pp. 415-423.
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En ultimas fechas han aparecido propuestas que de acuerdo con los reportes presentados aportan
buenas soluciones al TSP. La caracteristica de estos es que utilizan el modelo de redes
neuronales en combinacién con téenicas de mejoramiento iterativo, como el recocido simulado
y los algoritmos genéticos, que evita la convergencia en optimos locales.

4.3.6 Aplicaciones en problemas de optimizacién,

En la actuatidad han aparecido importantes propuestas en t'orno a la viabilidad de aplicar
algoritmos basados en téenicas de redes neuronales a problemas de programacion. Dentro de
éstas se destacan dos propuestas basicas: ta primera y la mds popular consiste en formular una
serie de tareas de optimizacion combinatoria en términos de una funcidn de costos o de energia
en la que se incluyen variables binarias, como es el caso presentado por Hopfield y Tank"
[1985] o varibles continuas como el ejemplo del algoritmo de redes eldsticas de Durbin y
Willshaw'® [1987]. En estos casos, los modelos de redes neuronales se desarrollan o interpretan
como mecanismos de minimizacién, en los que se utiliza una red que resuelve el problema
expresado como una funcion matemtica que debe ser minimizada. )

La otra propuestd bmca es. dnsuhu lcdcs neurondles basadas en la competencm de pesos, en
donde se permite a las.neuronas competir para-ser activadas bajo ciertas condiciones. Esta
téenica suele presentar mayores dificultades en su dplicuciéu en problemas de programacion, en
razon del nimero de neuronas que se u.qunele en su ejec.ucmn

Los rt.sulmdos u.oru.os sohle l.\ cxpaudad de las redes llLUl‘OndlLb pam lesolver problemas
dificiles son presentados por Chee-Kit-Looi” [1994]. Este autor computa una red de Hopfield
durante un periodo de tiempo largo hasta que converge, El resultado que se presenta por la
aplicacion de este proceso.es quL no pude hacerse alg,o mejor que solo conseguir un minimo.
Iocal .
Por lo tanto. los métodos basados en redes neuronales no garantizan soluciones globalmente
optimas. Estos sin embargo. son convenientes para problemas que no son de gran tamano, en
donde el cdleulo rdpido de buums soluciones ])UL(IL ser mids benéfico que un lento Lompulo de
soluciones Optimas.

Los problemas a los que se puede aplicar la téenica de redes neuronales para ser resueltos son,
por sus caracteristicas. los siguientes':

2
I"llnplichl y Tk, Op cit. 19SS .
Darhin R. amd Willshaw . i anatlage approscls i TSP axing an elustic net wethod. Notge, No. 326, April, 1987, pp.389-392.

l4CI||.1:-Kil Loui. Newrul uetwvark methods in combisatorial wptinization. En Cowapuiters Ops. Res. Vol, 19, No,3, 1992, pp. 191 - 208,

5
! Burke | Laora y James &L Newral N(Iumhuml apecation reserech an averview. En Computer Operations Research. Yol. 19, No. 34, 1992,

pp 179 - 18y
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Problema del agente viajero.

Problema mualtiple del agente viajero.

Problema de seleccidn grifica o corte minimo.

Problema de ramificacion.

Problema de ndmero de particiones.

Problema de asignacion cuadratica.

Problema de la mochila con maliples restricciones cero-uno.
Problema de minimizacion de distancia Buclidiana,

Problema de asignacion de recursos.

Para alginos de estos problemas existen téenicas que presentan los resultados Optimos, pero a
través de un largo proceso iterativo de bdsqueda, Hay otros para los cuales ain no se han
construido heuristicos eficientes y en los que se pueden obtener mejoxes Rolucwnes utilizando -
tecmcas de redes nc.uronaleq :

Con las avances actuales en los sistemas de informacion, las aplicaciones en que los modelos de-
redes neuronales han demostrado ser muy Atiles, es en problemas de decision relacionados con -
el reconocimiento de patrones'. Las redes que se manejan para resolver estos problemas
poseen promudadu\ duseables que parecen ideales [)dl"d cnertos ploblemae de asmnacmn de
recursos. - : . : : : ‘

El algoritmo mds comunmente usado con redes neuronales para enfrentar estos problemas de
decision es el algoritmo.de:retropropagacion. Este consiste en un conjunto neuronal adaptativo
que esta configurado como un sistema de retroalimentacion integrado por una capa de nodos de
entrada, una capa de nodos de salida y algin nimero de nodos ocultos que representan funciones -
con caracteristica no. lineal,  Durante el entrenamiento, los ejemplos: de. los: patrones y su

Tespuesta correcta asociada estan representados por fa red, la cual trata de minimizar, sobre un

conjunto de entrenamiento entero, el ervor entre L\ capa de nodos de actividades de salida y la
rebpuc.sta pl()p()lt.l(mddd . S

Lds aphcacmncs de este tlpo s0n dpropmdas a ploblemas de determmacnén de carteras de
inversion, determinacion de riesgo asociado a crédito, clasificacion de nesgo. aqi como a
ploblemus de ‘\qlg,nduon de uab(uos

i Baser, Dean 'S v Mansi, Geneshy, Usng sl wets i nnngge mvestments. K AL Expat, Vol Y, No. 2, Feb, 1994 pp. 16 - 22,
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44 ALGORITMO GENETICO.

Dentro de las areas de la investigacion de operaciones existe en la actualidad un interés bastante
amplio por los algoritmos genéticos (AG). sobre todo entre la comunidad que se basa en la
inteligencia artificial (IA). Este interés se debe principalmente a la insuficiencia, en algunos
casos, de la programacion lincal y los sistemas tradicionales basados en reglas heuristicas para
resolver sistemas o modelos complejos. El coneepto de algoritmo genético (AG) se refiere a la
utitizacion de una estrategia de bsqueda heuristica, basada en la genética hereditaria, que ofrece
"buenas soluciones” a problemas de optimizacion.

Los investigadores del tema definen el algoritmo genético como una técnica aleatoria de
bisqueda que imita la evolucion natural. Esta se inicia seleccionando una poblacion de

soluciones generadas aleatoriamente para el problema que se trate. Las soluciones se mueven.

de una generacion de soluciones a otra por crianza de nuevas soluciones usando solo evaluacion
objetiva y el llamado operador genético. En este sentido, dicho proceso puede ser clasificado
como una técnica de iteraciones de asignacion y mejoramiento. En general, el algoritmo genético

trabaja con un cddigo de las variables en lugar de las variables. mismas. Tipicamente una.

solucion esta representada por una cadena de bits, también llamados.cromosomas. Cada posicion
de un bit es llamado un gene, y los valores de cada uno que de los genes puede tomar se llaman
alleles,

El algoritmo genético bésico tiene tres operadores principales.

o . El primer-operador es la reproduccion, donde los:cromosomas (0 soluciones) : son
copiados para la siguiente generacion, con igual pr()bdl)lllddd con base en la cualidad de
el valor de su funcion ol)u.nvo :

. El qu,undo opcmdm' es el crnzamiento, donde son seleccionadas aleatoriamente pares de
cromosomas que son unidos, creando nuevas pdl(.]db ’

¢ Ll tercer operador, mutacion es la dltuacnon alealoua del allele de un gene, Lstos juegan
~un-papel secundario en los algoritmos genéticos, puesto que en la prdctica este: es
* ejecutado con una probabilidad muy pequeiia (en el orden de 1/1000). La mutacion
diversifica el espacio de busqueda y protege de pérdida de material genético que pueda

ser causado por la reproduccion y el cruzamiento.

Para imitar el proceso de seleccién natural en la solucion de unproblema generalmenu. se s:g,ug{\w' T

los s1gu1enu.s pasos:

Paso I Se crea una.poblacidn inicial de un eromosoma o solucién.

Paso 2 Se realizar la mutacion de uno o mis genes, de uno o mds de los cromosomas

actuales, produciendo una nueva generacion de cada cromosoma mutado
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Paso 3. Cruzamiento de uno o mds pares de cromosomas.

Paso 4. Se afiade a los cromosomas mutados y a los padres de estos a la poblacion actual.
Paso 5. Se Crea una nueva generacion manteniendo lo mejor de los cromosomas de la

* poblacidn actuil, junto con otros  cromosomas seleccionados al azar de la
poblacion actual. Para asegurar la mejoria se debe de influir en la seleccion
aleatoria de acuerdo con la adaptacion evaluada.

Al aplicar un algoritmo genético en un problema de opumnzmnon se deben de tomar en cuenta
los siguientes aspu.los

e ;Cuantos cromosomas deben estar en la poblacion? Si el nimero es muy bajo, pronto
todos los cromosomas tendran rasgos idénticos y el cruzamientos no hard nada; si el
nimero es muy alto, el tiempo de cdlculo serd mnecesandmenle exccsxvo.

. : (,Cual es Ia rapldeL de las mutaciones? Si esta es’ muy baja aparecer{m los nuevos rasgos
muy lentamcnte de l.l pobl.lClOIl’ si es muy alta cada generacmn estard desligada de la
anterior, . .

. (Puede, cualquier cromosoma, aparecer mds de una vez en una poblacion,

4.4.1 Algoritmo genético de optimizacion para el problema de asignacién de trabajos.

Para ejemplificar esta téenica se toma como base el procedimiento que Atiel Ben Hadj- Alouane
y Katta G. Murty', realizan para solucionar un problema de asignacion de tareas en la industria
automotriz utilizando un algoritmo genético. - : :

El problema de asignacion de tareas que se presenta se basa en los sistemas de computacion
distribuidos, donde un niimero de tareas (archivos, programas, bases de datos, etc.) deben ser
asignadas a una serie de procesadores (computadoras, discos, consolas, etc.) asegurdndose que
todas éstas sean ejecutadas dentro de un cierto pu'iodo de tiempo. El objetivo. consiste en
minimizar el costo de los procesadores y del procesamiento de los datos en un ancho de banda
de comunicacion. : ,

En el ensamblado de un automavil, por ejemplo, algunas labores tales como la integracion de.
chasis, el monitoreo de la suspension, la inyeccion de combustible, etc. son realizados por
microcomputadoras conectadas con lineas de comunicacion de alta y baja velocidad. El costo del
sistema es la suma de los costos de los procesadores (0 microcomputadoras), y los costos de los
enlaces de las bases de datos que proporcionan comunicacion entre los procesos en un ancho de

Atied Ben HadpAlowane y Rata G, Munty. A Didivid Genene. Opnnzetion gigasitha Jor task allycation. Deparunent ol industrial and operations
eagineeting. Huversity of Michig. Noviembre de 1992
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banda.

Cada tarea tiene que ver con el procesamiento de una base de datos que proviene de los
sensores, impulsos, procesadores de sefales, filtros digitales, etc. y tiene una produccion
requerida en KOP (mil operaciones por segundo), Varios tipos de procesadores estdn
disponibles. Por cada uno, se estard dando su costo y su capacidad de produccion en términos
de los KOP's que puedan realizar. Las tareas son inter-dependientes; para completar una tarea
se puede necesitar la base de datos de algin otra tarea. Ahara, si dos tareas son asignadas a
diferentes procesadores estas necesitan una capacidad de conexion (bits/segundo). Las tarcas
ejecutadas en el mismo procesador no tendrian comunicacion como el anterior. Se especifica
también que cualquier tarea puede ser procesada por cualquier procesador.

Para este modelo se define lo siguiente:

m= nimero de tareas que deben ser ejecutadas,

no= namero méximo de procesadores que pueden ser necesariosl.

a, = ‘|equennnemos de produccion (en KOP) para las tareas ¢, 1 = l,...,»m.

S b, = ¢ costo (en dlnuo) y capacidad en KOP‘s del procesador p, p = 1,..., n.

Cp = - costo (de instalacion) del ancho de banda entre un par de tareas £, £*si estas son

asignadas o diferentes procesadores (este término de costos mc.luyt. la mds alta y*

T mas ham conexion de ummmcnu(mcs)

]

Para modelar este problema, se definen las siguientes vanablcs de dL(.lSlOll 0- 1 para 1
I,...m y p R IR ‘

1,si la tarea t es asignada al procesador P

10, en otro caso

1, si el procesador p es usado

V= :
P
0, en otro caso

En los términos de estas variables de decision, el modelo de costo minimo disefiado para la
arquitectura de una microcomputadora es el siguiente programa entero cuadritico 0 - 1

m-1 n ]
minfo, y) = Y Y c( Zx,,, ,,,] IR
- =1 4y pl
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sujeto a

"w

1

(T)
wa < my”,, para p = L..n L
[N ‘
n
lep =1, parap = 1.m )
pel ‘

X ,)’,,6(0. 1), paratodat, p

La primera restriccion (1) garantiza que el total de requerimientos en KOP's de todas las tareas
asignadas al procesador p no excedan en su capacidad de KOP's a b,. La restriccion (2) asegura
que el procesador es considerado si este es asignado al menos a una tarea, La restriccion (3)
garantiza que cada tarea es asighada a exactamente un procesador.

Se puede observar que la funcion objetivo es cuadritica y no convexa. Este problema puede ser
transformado en un programa lincal entero 0 - | a expensas de incrementar sustancialmente el
nimero de variables 0 - 1 dentro del modelo. Cuando el nimero de procesadores es solo de dos,
puede ser transtormado en un problema de corte de costo minimo y resolverse eficientemente.
a través de téenicas de flujo de redes, Sin embargo, para seis o mds pracesadores ¢l problema
se considera NP-dificil. La particularidad de este problema es que introduce costos fijos para los
procesadores.

La mayoria de los algoritmos de asignacion de tareas en la literatura, estin basados en la técnica
de ramificacion y acotamiento, en heuristicos basados en una asignacion inicial constructiva, o
en iteraciones de asignacion y mejoramiento.

En investigacion de operaciones un algoritmo genético permite desarrollar el programa entero
de seleccion miltiple (MCIP). Para ¢llo es necesario que algunas restricciones sean relajadas a
través de una funcion de penalizacion no lineal, para la cual el problema correspondiente tiene
dualidad fuerte y débil, permitiendo por tanto, que el algoritmo genético sea usado para resolver
el problema dual. Con base en ello se puede hacer una extension de esta aproximacion para
encontrar buenas soluciones para el problema de asignacion de tareas (T).

Ahora bien, aplicando relajacion no lineal a la restriccion (1) con una funcion de penalizacion
y calculando valores de y (restriceion (2)) directamente de x. El término de penalizacion
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agregado a la funcion objetivo es la suma de los pesos cuadrados de la restriccion de violacion
(1), dada como

m 2

p,[(xr )’) B z )‘p lnin(o'bpyp - E a!xlp) ’

pel =1

donde N = (\)) € R, es = 0. Entonces, el problema relajado es el siguiente programa no lineal
0-1.

min f(x, y) + p\(x, y)

sujeto a
. Ll

Y x, smy, parap=l.n
1=

(PTA) '

n o ‘
Exm =1, parat = l,..m
Pl

X, ¥, € (0, )y, paratodat,p

Para el caso de programas enteros de seleccion mailtiple, se muestra aqui que existen

multiplicadores, A, tales que el problema relajado resuelve el problema original con exactitud.

Estos resultados solo dependen de que sea finito el conjunto de soluciones factibles de (PT).

Dada la estructura de seleccion multiple de (PT), esta condicitn es satisfecha

4,4;[.1 El algm-imm Genético para (PT)) A fijo.

El uso de un codigo directo en ¢l cual una solucion estd representada por una cadena de longitud
igual al namero de tareas. El allele es un gene dado para una tarca dada y toma el valor del
indice del procesador al cual estd asignado, puesto que cada gene de la cadena puede tomar
cualquier entero en {1,..., n}. Se observa que las variables y,, p = 1,...,n, no estin incluidas
en la representacion, La razon es que estas pueden ser facilmente determinadas dentro del
proceso de asignacion de tareas, Puesto que y, representa que el procesador p es usado o no, éste
es igual a | si al menos un gene tiene un valor igual a p, de otra forma este tiene un valor de
cero. Pov lo tanto, fas variables y,'s estin implicitamente incluidas en la representacion.
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Dada una generacion actual, la siguiente generacion es creada como sigue:

1 Se copian las N, soluciones iniciales. Las soluciones de la actual generacion son sorteadas
en orden creciente al valor de la funeidn objetivo, entonces las soluciones N, son
copiadas en la siguiente generacion. N, es usualmente fijado en un 10% del tamafio de
la poblacion. Esta aproximacion, llamada reproduccion elitista, reemplaza la tradicional
reproduccion probabilistica, La ventaja de usar reproduccion elitista es que la mejor
solucion es monotamente mejorada de una generacion a la siguiente.

2 Apareamiento de parejas aleatorias: primero se selecciona aleatoriamente dos cadenas
(padres) del total de la generacion actual. Cada padre es seleccionado dando a cada
individuo- dentro de la generacién total igual probabilidad. Después se crean dos
descendencias como sigue: para cada gene se hace un sorteo aleatorio y se utiliza el
resultado para determinar si se intercambian o no los alleles de los padres. Una vez que
los descendientes son creados estos son evaluados, y s6lo una con mejor valor objetivo
es incluida en la nueva generacion. '

3 Crear la mutacion generando aleatoriamente un pequefio nimero de nuevas soluciones
(Nm = 1% del tamaio de lo poblacion) e incluirlas en la nueva generacion. Una solucién
aleatoria consiste en una cadena de m ndmeros aleatorios, digamos r, r, ...r,, donde r;
estd uniformemente distribuido en el intervalo entero (1,n] para cada { = 1,...m. Esta
operacion es claramente diferente de la mutacion gene por gene puesto que implica traer
nuevos miembros a la poblacion.

El siguiente pseudocddigo muestra como ejecutar Ng iteraciones del algoritmo genético descrito
anteriormente. Se observa que la mejor solucion faetible encontrada es actualizada a cada nueva
generacion. : : ‘

ALGORITMO A,.

Inicializacion. ~ Escoger el tamaiio de la poblacion, N, (experimentos realizados por estos
autores muestran que N{m, 3m]} trabajos estdn bien en general), Colocar
primero ¢l mejor valor objetivo desde el inicio a infinito. Generar 'y
evaluar aleatoriamente las N soluciones como se describid anteriormente.
Sea G, el conjunto de esas soluciones.
Sea k = 1.
Paso principal Mientras (k < Ng).
INICIAR
Colocar G, = 0

1 Sortear las soluciones en G, en orden creciente del valor objetivo,
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Si fa solucidn de hasta arriba en G, es factible, actualizar la mejor
solucion factible hasta aqui.

2 Mientras que (| Gy | ) < (N, - N,)
INICIAR (cruzamiento)
Seleccionuy aleatoriamente dos soluciones, P, y P, de G,.
Aparear P y P, para producir la descéndencia 0,y 0,
Evaluu‘r C, y Oz, incluidos en G,,, unicamente con el valor
objetivo mas bajo.
FIN (cruzamientov).
3 Generar aleatoriamente N, soluciones e incluirlas en G, ,.

Colocar k = k + 1.

4.4.1.2  Un algoritmo genético para (7).

La idea bdsica es correr el dlgm nmo Al con un pardmetro de p(.nahzaclén oscilatorio A. Es
decir, se fija X enun cierto valor (cmpmcmm.me determinado) 'y se hace la corrida del algoritmo

Al mientras se sigue con atencion el valor de la penalizacion de la solucion de hasta arriba en”

cualquier generacion. Periodicamente para toda N,, se revisa la posible alteracion del valor de
A. Hay tres posibles soluciones.

1 Si la solucion de hasta arriba tiene una penalizacion de cero parta todas las N,

“generaciones pasadas, el valor de N se incrementa dando a la solucién una alta
penalizacion por violacion a la restriccion de capacidad, por tanto, es empujado hasta
abajo de la pobluci(’)n.

2 Si la solucion de hasta arriba tiene una penalizacion de cero para todas las N,
generaciones pas.\dds el valor de N es reducido hasta dejar la solucién mds infactible
para competiv por fa posicion de hasta arriba; en este caso, la propuesta de estar
intercambiando N es para diversificar la basqueda.

3 Si el valor de penalizacion de fa solucion de hasta arriba ha oscilado entre cero y no cero

al menos uma vez en la pasada generacion: en este caso, se continua el algoritmo con el
mismo valor de N
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Se observa que en las primeras dos situaciones, todas las soluciones de la actual generacion son
reevaluadas con el nuevo A antes de continuar el algoritmo.

Se puede decir como un antecedente que el valor inicial de N que se utiliza, estd basado en una
aproximacion de N, (referido en la ecuacion (4)). Esta utiliza los valores de la sotucidn dptima
del programa lineal de relajacion del problema como una aproximacion de la solucion optima
entera. Sin embargo (1) es un problema cuadrético no convexo para el cual al igual que en la
version continua es dificil de resolver. Por lo tanto, se utiliza una aproximacion diferente de \,.
Esta aproximacion utiliza una solucion heurfstica, en la cual solo el costo del procesador es
minimizado, puesto que éste es ‘usualmente mds- grande que el costo del proceso de
intercomunicacion (por un factor de 100). Las tareas (tomadas en cualquier orden) son asignadas
sucesivamente para el procesador menos caro sin exceder su capacidad.

Sea (x,, y,) la solucién que representa la asignacion descrita arriba. Entonces la siguiente
aproximacion es utilizada. AV = max {\;€} ,, donde € > 0y arbitrariamente pequefio, y

-~ Xy = JAX,Y.
)\" = l/N| [-/( uya) ﬂ l}ll)
PG,y )0 “(xpy()

donde G, ¢s el conjunto de soluciones de la generacion inicial, N, es el nimero de solucmneq
en G, y con penalizacion diferente de cero wfy,, v,) + 0),

Si corre lo suficientemente ripido, el procedimiento descnlo arriba encontrard una solucmn
Optima con probabilidad uno, Sin embargo este es normalmente detenido heuristicamente,
colocando un limite al pimero de generaciones creadas. Un pseudocodigo que describe. estc
pmcadnmcm() heuristico se presenta a continuacion

ALGORITMO A,

lNlCIALlZACION. . Escoger dos escalares 8, > £, > 1. L()s valones usddos aqux son
‘ B, =8y 46» =.5.0.

Sea A' = max (\.€) , como se describid arriba.
Escoger una frecuencia, N,, para dllehll A (se unhza N, = ,,\/ ).

Escoger un valor para N, el miximo nimero de la generacion .
serd creado (en este caso se utiliza N, = 5000).
Generar aleatoriamente una poblacion de soluciones (como la
deserita en el paso de inicializacion del algoritmo A, y evaluar el
valor objetivo.
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Colocar k =

PASO PRINCIPAL.

Mientras (¢ < N,,.).
INICICIAR

Crear una nueva generacion como en el paso principal del
algoritmo A,
Si la ultima generacion consecutiva N, tiene una penalizacién
diferente de cero en la solucién de hasta arriba, entonces A**" =
8,\%, y se revalia la generacion actual con \**",
Si la tltima generacion consecutiva N, tiene una penalizacién de
cero en la solucion de hasta arriba, entonces N**9 = \¥/g,, y se
revalda la generacion actual con A**V,
De otra manera A**! = \®,
k=k+ 1

FIN.

4.4.2 Resultados conmputacionales

Los experimentos realizados por Hadj-Alouane, en los que se aplica un algoritmo genético al
problema de asignacion de tareas como el que se plantea en este apartado, han tenido una
importante_influencia en otros investigadores, ya que sus resultados son presentados como los
mejores para dicho caso en comparacion a los presentados por Rao y Stone? [1979], Sarje y
Sagar® [1991] y Koehler* [1992]. :

Hadj-Alouane realiza secuencias eficientes para problemas en los que se asignan 15 tareas a 5
procesadores, 20 a 6 y 40 a 12, utilizando tamaiios de poblacion de 100 y 120. El tiempo de
procesamiento reportado es bastante aceptable, ya que le toma 46.45 segundos encontrar una
soluci6én ptima para el caso de 20 a 6 (tareas a procesadores) con una poblacién de 120 valores
y un procesamiento de 25 g z,enemcnones Para el caso de 40 tareas a 12 procesadores, poblacién
de 125 y descendencia de 30 generaciones utiliza 394.84 segundos. En este caso, se observa que
el tiempo de procesamiento no aumenta considerablemente conforme se incrementa el nimero
de variables en ¢l modelo. Esto obedece a que el operador del programa establece el amafo de

Ruo G.S. and Swne W, 8. Assiguneeat of task in ot disteibwed provessor systeat whid limited menrary. \EEE Transsections on Compuiers. Aprit 1979,
Pp 201299, -

Sarje ALKy Sigie G Hewristi model for ok altocorion - disteibied veapater: svxiemy, 1BR Prceedings. Pant B, computers und digital
thniques, Val, 13K Sep. 1990, pp J3R.

Kuclicler G. On uptintet! alovtion i a distribotsd processing euvivenenr, Management Seience, No, 28, Agosto, 1992, pp.839-833,
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la poblacion y el nimero de generaciones con los que se buscard el resultado del problema.

4.4.3 Principales resultados presentados.

Dentro de las aplicaciones actuales, se destaca la presentada por Pirkul y Polland® [1994] para
el problema de particion grifica uniforme. Este problema consiste en la particion de los nodos
de una grifica en dos conjuntos de igual tamafo para minimizar la suma de los costos
representada por los arcos. Dichos autores elaboran un algoritmo de mejoramiento de soluciones,
basado en la evolucion genética de cruzamiento entre dos conjuntos de nodos. Los resultados
presentados, en cuanto a valores y tiempo de pnoces(umento por Lomputadox para casos en que
se utilizan de 10 a 80 nodos muestran una notable mejorfa en comparacion con los resultados
de un algoritmo basado en la técnica de recocido simulado. En comparacién con los mejores
resultados presentados para este problema, se observaron requltados similares en los casos
mayores de 50 nodos.

Owo importante resultado es el que presentan G, Conway y A, Venkataramanam® (1994] a un
problema de distribucion de instalaciones dindmico. Estos autores aplican un algoritmo genético
para minimizar una funcion de costo de disposicion de un nuevo arreglo y el costo de flujo de
material entre departamentos durante un horizonte de planeacion. Los resultados que presentan
se caracterizan.tanto por su cercania al mejor optimo conocido (0.31% por-abajo), como por la
noable reduccidn en el tiempo de procesamiento de informacion con respecto al algoritmo que
presenta el mejoi éptimo. Esto Gltimo es en razon de que el modelo basado en algoritmo -
genético utiliza una poblacion de 400 resultados y procrea 100 generaciones, lo que significa la -
creacion de 40,000 miembros que deben evaluarse, para un caso en que la qolum()n 6ptima
global se encuentra de entre 4 X 10* posibles soluciones. %

Una de las Vell[del\‘ de los algoritmos genéticos y quizd la principal, es su capacidad para incluir-
mulnples rcstru.cmnes. ‘ldemas d(. tun(.mm.s objeuvo no |meale% y no convexas ‘

Goldbery’ [19891 sefiala que los algoritmos genélicos ofrecen n.sultddos acepmbles a problemas
“de optimizacion en los que la meta es ofrecer una secuencia que presente un resultado, de entre
una gran cantidad de posibles resultados, que satistaga un determinado nimero de restricciones.
La calidad de los resultados varia de acuerdo con las caracteristicas del problema en cuanto
estructura, por fo que existen casos para fos cuales su aplicacion no aporta importantes avances.

Pirkul, Thwsiane ¥ Rollud. Erik. New hewistic sebition firocedures foi the aniforie graph partitioning problei: Extensions aud evahadion. En
Computes Ops. Res. Vol 210 Noc BT g 895 - 07

Conway, Daniel Gy Venkatarming, M. A Genetie search sl the dviamic fucilind nyomt protdem, B Compuiers Ops. Res, Vol. 21, No, 8,
1994 pp U85 - U0l

Goldherg 1. E. Genedie Algoritthons i search, opisnizition, and siachine L earning. Addison-Wesley Publishing Co., . 1989
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Conway y A. Venkataramanam® {1994, sefalan que la convergencia al dptimo a través de este
método se obtiene con base a la realizacion de maltiples experimentos con poblaciones
diferentes, y que el aumento en ¢l tamaiio de la poblacion de soluciones, a partir de ta cual parte
la descendencia genética, no es un factor de mejoramiento de la solucion, :

Otro aspecto que favorece el uso del algoritmos genéticos es su velocidad de procesamiento, 1o
que se traduce en tiempos cortos para la obtencion de buenos resultados y por tanto la
posxblltddd de experimentar con muluples poblduones :

Sin embargo, la realizacion de multiples corridas para poder presentar una solucion que pueda

considerarse como satisfactoria representa una de sus principales desventajas, En la mayoria de

los casos reportados se hacen arriba de S50 experimentos para poder encontrar un dptimo

considerado como bueno, ademds de que cada experimento es independiente de otros -

experimentos, por lo que resultados de cada uno pueden ser peores o mejores que los otros.

Finalmente puede decirse, que los algoritmos genéticos difieren de las técnicas de optimizacion
tradicionales en muchos aspectos. Estos trabajan con una codificacion de las: variables
(tipicamente como cadenas) mis que con las variables en si mismas, y utilizan las reglas de

transicion probabilistica para moverse de una poblacion de soluciones a otras mds que de una -
solucion sencilla a otra, La mas interesante ¢ importante cavacteristica de los AG es que ellos’

utilizan tan solo evaluaciones de la funcion objetivo. Esto es, los AG no utilizan ninguna

informacion sobre diferenciabilidad, convexidad o alguna otra caracteristica auxiliar. Esto hace -

que-los AG sean”liciles de utilizar y de implantar en gran variedad de problemas de
optimizacion. o . : ot : i

Canway, Daniel G,y Venkatemianm, MOA- O oit J994.



4.5 RECOCIDO SIMULADO

En algunos textos sobre métodos heuristicos basados en inteligencia artificial se considera la
técnica de recocido simulado como una variacion del hill climbing, solo que en sentido
descendente y con movimientos de mayores magnitudes que buscan disminuir las posibilidades
de cacr en puntos minimos locales.

En optimizacion combinatoria, el concepto de recocido simulado (annealing) esté basado en una
fuerte analogfa entre el proceso fisico de recocido de sélidos y el conflicto de resolver problemas
de optimizacion combinatoria de gran tamafio, en los cuales el nimero de iteraciones de un
estado dado a otro es muy largo (tal como el nimero de permutaciones que puede hacerse en
el problema del agente viajero). Para tales problemas, puede no tener sentido intentar todos los
movimicntos posibles, y en lugar de ello, puede usarse algln criterio que. involucre el ndmero
de movimientos que han sido probados desde cada mejoramiento encontrado,

En efecto, el método de recocido simulado como un proceso computacional, se basa en el

proceso fisico de recocido, en el cual algunas sustancias fisicas, tales como los metales, son

derretidos subiendo la temperatura a niveles elevados y luego enfriados gradualmente hasta que

alguin estado sdlido es alcanzado. El objetivo de este proceso es producir en una funcion objetivo
un estado minimo de energm final.

En investigacion de operaciones el algoritmo de recocido simulado (RS). es una técnica aplicable
a problemas de optimizacién combinatoria cuya elicacia depende de la habilidad que se tenga
para identificar y definir cada uno de los factores que dehen ser involucrados. Al respecto, se .
puede pensar que la téenica del RS tiene una analogia con respecto a 1a programacion dindmica
que se usa para resolver muchos problemas de optimizacion pero su aplicabilidad depende de
la habilidad que se tenga para definir las ctapas del problema, las ecuaciones recursivas, las
variables de estado y las variables de decision para un problema especifico.

4.5.1 El proceso de recocido simulado.

El Recocido o templado denota un proceso de calentamiento de un sélido a una temperatura en
la que la estructura de sus moléeulas se reeristalizan para producir nuevas estructuras, La
temperatura de recocido o de recristalizacion, depende del tipo de material, del grado de
maleabilidad del mismo, ademds de su uso futuro. Seguida a la fase de calentamiento, viene un
proceso de enfriamiento en donde la temperatura se baja poco a poco. De esta-manera, cada vez
que se baja la temperatura, las particulas se reacomodan en estados de mds baja energia hasta
que se obtiene un solido con sus particulas acomodadas conforme a una cstructura de
cristalizacion. Si se comienza con un valor mdximo de la temperatura, en la fase de enfriamiento
del proceso de recocido, para cada valor de la temperatura 7 debe permitirse que se aleance su
equilibrio térmico. Sin embargo. si el proceso de enfriamiento es demasiado rdpido y no se
alcanza en cada capa el equilibriv térmico. el solido congelard en un estado cuya estructura serd
amorta en Jugar de fa estructura cristaling de mids baja energia, La estructura amorfa estd
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caracterizada por una imperfecta cristalizacion del solido.

Para caracterizar el equilibrio térmico se utiliza la distribucion de Boltzmann, De acuerdo a esta
distribucion, la probabilidad que el solido esté en un estado i con energia E; a la temperatura T,
viene dada por

PAX =i = = cxpl | )
| 'l'{ "l}--ﬁe)fl)[m ()

donde X es una variable aleatoria que denota el estado actual del solido. Z(T) es una constante
de normalizacion Hamada la funcion particion, que esta definida como

z(7) Zcxp( } | - @)

donde la sumatoria se extiende sobre todos los posibles estados y Ky es una constante fisica

conocida como la consmnte de Bolizmann. El factor exp ( r) se conoce como el factor de

0

Boltzmann.

Se observa que (1) es una funcion de densidad de probabilidad ya que siempre es mayor o igual
a cero y la suma sobre todos log valores es igual a la unidad. Ademis, cuando el valor de T
disminuye. Ia dnsmhuunn de Boltzmamn se concentra en los estados de menor energia mlenlrds

que sila lLl]l[)CI(l(UId Se d[)l())\lmd 4 cero, unicamente los estados con lmmnm (.nLl}:,l(l tienen Ul]d

probabilidad de ocurreneia diferente de cero.

Bajo este esquc.md el proceso de recocido fisico consta de ues ractores que deben determinarse,
El primero es el valor inicial al que es elevada la emperatura. Ei segundo es el criterio que se

utilizard para decidir cuando la temperatura del sistema debe ser reducido. El tercero es M

cantidad a Ia cual la temperatura serd reducida en cada tiempo,

En el proceso de elevar la temperatura del sélido, todas las particulas se reacomodan
aleatoriamente. En el estado fundamental, las particulas se acomodan en una reticula altamente
estructurada y fa energia del sistema es minima. El estado fundamental del sélido se obtiene
solamente si la-temperatura maxima es suficientemente elevada y el proceso de enfriamiento es
suficientemente bajo. De otra manera se¢ obtendrd un estado amorfo denominado meta-estado.
4.5.2 El algoritmo de recocido simulado.

El proceso de recocido simulado puede usarse para describir un proceso de generacion de
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sucesiones de soluciones de un problema de optimizacidn combinatoria en donde se vaya
obteniendo, conforme el proceso avanza, mejores scluciones al mismo. Para este propdsito, la
analogia entre el sistema fisico y un problema de optimizacion combinatoria guarda las siguientes
equivalencias:

o Las soluciones de un problema de optimizacion combinatoria son equivalentes a
tos estados de un sistema fisico.

L El costo de una solucion s equivalente a la energia de un estado.

° Se introduce un pardmetro de control que es equivalente al de la temperatura,
En la técnica de recocido simulado, al igual que en los algoritmos de bisqueda local, se supone
la existencia de una estructura de vecindades y un mecanismo de generacion en donde (S, f)
denota una instancia de un problema de optimizacion combinatoria y ademds se denota iy j

como dos soluciones con costo f(i) y f(j), respectivamente. Entonces el criterio de aceptacion
determina si | se acepta de i a partir de aplicar la siguiente probabilidad de aceptacion:

! si. fi) s fi) o
. N * = 4 ’ 1 : . ; .
P {acepiar j} cxp’“’ M g i) > A 3

donde ¢ € R' denota el pardmetro de control.
Por otra pam una transicion es una accion combinada que transforma la solucion actual en una -
subsecuente. Esta decion consiste de los siguientes dos pasos: (i) aplwauon del mecam.smo de

generacian, (i) aplicacion del criterio de aceptaciin,

Sea ¢, el valor del pardmetro de control y L, el nimero de tr ansiciones generadas en la k-ésima
nemuon d(.l algoritmo, s S
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Entonces el algoritmo de recocido simulado puede describirse en Pseudo-cadigo como se muestra
a continuacion.

Comienza
INICIALIZA (i, Cov L)
k=10
i:= l'um il
Repite
paral:= 1a L, haz
Comicnza
GENERA (j de §)
si ff) < f(i) entoncees i ;= j
$ino ‘
si exp(j(" /(n) > ndmero aleatorio en {0,1]
‘i . . !
entonces i: = j
finpara
ke=k+1
CALCULA-LONGITUD (L)
CALCULA-CONTROL (¢;)
hasta criterio de paro
fin

Figura 1. Algoritmo de Recocido Simulado en pseudo-codigo

EL algoritmo de la Figura 1, planteado por Guiierrez Andrade M. A.. comienza llamando un.

procedimicnto de inicializacion donde se definen la solucion inicial, la temperatura inicial y el
namero inicial de generaciones necesarias para alcanzar equilibrio térmico para la temperatura
inicial. La parte medular del algoritmo consta de dos ciclos. El externo ante...hast'\ y el

interno para...finpar, El ciclo inlermo mantiene fijo el parimetro de control hasta que se

peneran L, soluciones y se acepta o se rechaza la solucion generada conforme a los criterios de
aceplacion considerados en (3). El ciclo externo disminuye y el valor de la tempuatum mediante
el procedimiento CALCULA- CONTROL y calcula el nimero de soluciones u generar para

alcanzar equilibrio érmico mediante ¢l procedimiento CALCULA-LONGITUD. Este ciclo

finaliza cuando la condicion de paro se cumple.

Un rasgo caracteristico del algoritmo de recocido simulado es que, ademds de aceptar
mejoramientos en el costo, también acepta soluciones mds malas en costo. Inicialmente, para
valores prandes de ¢, puede aceptar grandes soluciones deterioradas; cuando ¢ decrece,
tnicamente serin aceptadas pequeiias desviaciones y finalmente, cuando el valor de ¢ se
aproximi a cero, no se aceplardn desviaciones, Este hecho significa que el algoritmo de recocido
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simulado, en contraste con el algoritmo de bisqueda local, puede escapar de minimos locales
ademds de exhibir los rasgos favorables de los algoritmos de bisqueda local; es decir,
simplicidad y aplicabilidad general.

Por otra parte, la probabilidad de aceptar desviaciones esta implementada al comparar el valor
de exp((fi) - f()))/c) con un ndmero aleatorio generado de una distribucion uniforme en el
intervalo [0,1]. Ademds, debe ser obvio que la velocidad de convergencia del algoritmo esta
determinada al escoger los pardmetros L,y ¢ k = 0, 1, . .., . Si los valores ¢, decrecen
rapidamente o Jos valores de [ no son grandes, se tendrd una convergencia mds rapida que
cuando los valores de ¢, decrecen femamente o los valores de L, son grandes,

Ahora bien, se puede extender la analogia entre fisica estadistica y optimizacion con recocido
simulado a través del siguiente camino descrito por Gutierrez Andrade,

Dada una instancia (S,/) de un problema de optimizacion combinatoria y una estructura de

vecindades adecuada, entonces, después de un nimero suficientemente grande de transiciones
en un valor fijo de ¢, aplicando la probabilidad de aceptacion de (3), el algoritmo de recocido
simulado debe encontrar una solucion i € § con una probabilidad igual a

PX =) = c)-w;(;e_(/())’."_ = @

¢

donde X es una variable aleatoria que denota la actual solucion obtenida por-el algoritmo de

recocido simulado y

jey

Nye) = ¥ Lxl)( Wil )) ' : N )
denota una constante de normalizacion. | o
La dlSll‘lbULl()l] de probabilidad (4) se llama la distribucion e.slaczonana ode equ:hbrm y es el

equwalmte a la distribucion de Bolizmann en (1), La constante de normahzaénon Ny(c) es el
equivalente de la funcion particion de (2). ’ '

Sea d vA'C A dos L()lljlllll()'s Entonces la funcion caracteristica x,, * A {0 1} del conjunto
A’ estd ch/uudu Conio - x,-(a) = I sia € A"y x,(@) = 0enotro caso. ‘

Corolario 1 Dada una instancia (S,f) de un problema de optimizacion combinatoria y una
estructura de vecindades adecuada, Ademis, sea la distribucion estacionaria dada por (4),
entonces : ‘

| . '
l(l:(?q(c%q, 5 |)((s”m,() | . ()

opt
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donde S, denota el conjunto de soluciones globalmente dptimas.

opt

Prueba. Usando el hecho de que para toda ¢ < 0, lime, = 1 sia = 0y 0 en otro caso,
obtenemos

cxp( /(l))

):M P ,IU))

lim,,q(¢) = i, =

cx,,(i':u';’i'.’)
o~ S -
L;(.\‘ l."p(l.—:-_)

= lim,

= i X(S,,) ()
s (2

ex )(/um ’I(»)
E § oD (/,.m M)X(S S”l") @

+limg g

s

‘ | (smn) (l) YO‘
S opl

que completa la prueba,
El resultado de este corolario s miy importante puesto que garantiza convergencia asintotica

del algoritmo de recocido simulado. al conjunto de soluciones globalmente dptimas bajo I(\
condluon que la distribucion estacionaria de (4) se obtiene en cada valor de ¢.

Usando la distribucion estacionaria de (4),‘ un conjunm de cantidades qtiles puedcn definirse para

problemas de optimizacion en un camino similar al de sistemas fisicos con muchas particulas o
conjuntos estadisticos. Aqui se define lo siguiente: :

- El costo esperado L, (f) en equilibrio esta definido como

E(N = 0. = JIOPX =iy = 3 fliac) M

iy . ies -

- El costo cuadritico esperado £ () en equilibrio esta definido como

I8




E( =, = Y LOPX = 1) = X Aldg o) ®)

i€y i€s

- La varianza Var,(f) del costo de equilibrio esta definida como

Var,(f) = o> = 3 (i) - EOVIX =i = Y () - P20 o) = ), - ¢ ©)

i€s 1€8

Las notaciones (f),. {/*), y ¢*, se introducen como notaciones cortas.

La entropia en equilibrio esti definida como

- Y ac)ngc) | (10)

i€y

La entropia es una medida natural de la cantidad de desorden o informacion en un "sistema”.

Corolario 2 Sea la distribucion estacionaria dada por (4), entonces las siguientes relaciones se
cumplen:

o0y . |
A% (12)
,‘

1 |
s, =% | (13)

Prueba. Las relaciones pueden verificarse directamente usando las definiciones de (7) (10)
susmuywdo la LXpl‘LSIOI\ para la distribucion LbldLlOl\dIld dada por (4).

Corol.u i3 Sea la distr tbuwou esmuumu iu dada por ), En_lonces se‘ktiehc:

hm(ﬁ (f) E/(l | | : - (13),

e lrS‘
hm(f)(, = fom | (14)
lima? = o’ Z(/(z) - P2, (15)
oo N
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lima> = 0, (16)

el

limS. =S, = In S, (17

s

! (19)

opt?

imS =S, =Inl§

i)

Prueba. Las relaciones pueden Ficilmente verificarse usando las definiciones de costo esperado
(7), varianza (9) y entropia (10) sustituyéndolos en la distribucion estacionaria de (4) y aplicando
argumentos similares a los de la proeba del Corolario 1.

La entropin puede interpretarse como una medida natural del orden del sistema fisico; valores
altos de la enwopia corresponde a cavs: valores bajos de la entropia a orden, Una definicion
similar de la entropia como la dada en (10) se conoce en teorfa de la informacidn, que pueden
interpretarse como la cantidad de informacion contenida en un sistema. En el caso de recocido
simulado y de optimizacion en general, la enwopia puede interpretarse como una medida del
grado de optimalidad. B

~ Usando (11) y (12) se sigue que durante la ejectcion del algoritmo de recocido simulado el costo
esperado y la entropfa decrecen mondtonamente, con tal que se alcance el equilibrio para cada
valor del parimetro de control, u sus valores finales f,, y In IS,,,,,I, respectivamente,

La dependencia de I distribucidn estacionaria en (4) del pardmetro de contral ¢ es el proposito

del siguiente corofariv,

Corolario 4 Sca (S,/) denote una instancia de un problema de optimizacion combinatoria con S, ‘

8y sen g (c) denote T distribucion. estacioniria asociada con el algoritmo de recocido
simulado y dada por (5). Entonces se ticne ‘

(i) i € S,

! ”‘(z'(li(c) < Oa “ ’ ‘ ' ' (19)
de

(i) Vi & S, J) = (oo

9440 >0, (20)
dc

(iii) Vi & S, J(i) < {f)oo, 3¢, > O
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d .
EF("'(C) >0sic<c
=Qsic=c 21

<Qsic>c

Prueba. De (5) se deriva la siguiente expresion:

0 j il
= Note) = Zl—(’;)-exp(-—fc«‘(R]

F N

Por lo tanto se obtiene:

J s ¢
— ' = JROSRUR Spi. WL
()rq'() A N (r)
. . vxpl_‘-'-! e -—"ﬂ ) ‘
- ) oy
‘(’ ~1r‘r) . ~';‘l‘) “

@2)

el ,Z,',.;,,»/li) ap __"‘./_!)
{'z, R N' "‘.’

i

i -

= 0 - iy

P

L e o T A
»AM,»eI signo de ‘-d:q,.(c) estd determinado por el signo de f{i) - (f). puesto que = > 0?~p¢u.l~

IS

todai € Sy ¢ > 0.

De (11). (13) y (14) se tiene que {f), se incrementa mondtonamente de £, a (/). cuando ¢ se
incrementd. con tal que S, # 5. De lo anterior, 1 prueba del teorema se sigue directamente.

r

Sii €S,,yS,, # 5 enonces fli) < (N, Asi l‘%qi(c) < (), que completa la prueba de la parte

().
Sii & S, entonces el signo de Lg(c) depende del valor de {f),. Porlo tanto, si se usa (22),
v .
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setiene que Vi € §- 5,

‘-;:jqi(c') > 0 i f(i) 2 (f)oo, mientras que vi € § - S, ,, donde f{i)

< {f)oo, existe ¢, > 0 en donde f{i) - (f) cambia de signo. Consecuentemente se cumple que

a .

—a;q,.(c) >0sic<g
=0sic=c
<0sic>g

Esto completa ta prueba de las partes (i) y (iii).

Del corolario 4 se sigue que la probabilidad de encontrar una' solucién dptima se incrementa
mondtonamente cuando ¢ decrece. Ademds, para cada solucién que no sea Gptima, eXiste un
valor positivo ¢, del parimetro de control, tal que para¢ < ¢ la probabilidad de encontrar esta
solucion decrece mondtonamente cuando ¢ decrece. '

Experimentos que se han heeho con recocido simulado en una variedad de problemas sugieren

que la mejor forma para seleccionar-un plan de recocido es a través de la variedad de intentos
y observar el efecto tanto en la calidad de ta solucion que es encontrada como la tasa a la cual
el proceso converge. ‘

4.5.3 Aplicacion de Recocido Simulado en Problemas Combinatorios.

Para analizar las bondades éenicas del método de recocido simulado, Gutiérrez Andrade! [1991]
realizd una investigacion comparativa, en la que confronta el resultado obtenido a través de RS

con los mejores resultados presentados hasta el momento dentro de la literatura para algunos de’
los problemas combinatorios mds representativos. Uno de estos es el que se refiere al problema

de localizacion de plantas, en donde se establece los lineamientos a seguir para implantarlo en
computadora.

Para ello este autor compara un método exacto, un heurfstico y un método de busqueda.local,
El método exacto y el heuristico seleccionados se reportan en la literatura como los mas
eficientes.

El andlisis comparativo de los cuatro algoritmos se hizo en cuanto a los valores que se obtienen
de ta Tuncion objetivo. Para cada algorinno se reporta la experiencia computacional,

Guticrses Anduide, Miguel Angel. Lin tbenien de cevon s simuhids v sns aplivacinmes. Tesis dictosa e fnvestigacion de opersciones. México,
UNAM. Bivision de Estadios de Posgeady de By Feultnl sle Tngenienis. 1991,
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Descripcidn:

El problema de localizacidén de plantas con base en el cual se hizo la comparacion presenta la
siguiente estructura: hay n sitios en una region que requiere un producto. la demanda para el
praducto en el sitio i es d, unidades para i = 1,...,n. La demanda tiene que satisfacerse
manufacturando el producto que satisfaga la demanda donde m se especifica. El costo por
construir una planta en el sitio i es f; pesos. Si una planta se construye en el sitio i, k;, unidades
es la capacidad de produccion.

Si existe una ruta de transporte entre el sitio 7, al J, k; es la capacidad sobre el horizonte de
planeacion y ¢, es el costo de transporte de una unidad entre el sitio i al j. El problema es
determinar un subconjunto dptimo de sitios de localizacion de las plantas y un plan de transporte -
que minimice el costo total de construeeion de plantas y el transporte de productos. El problema
de determinar un subconjunto de sitios para localizar plantas y los costos fijos de transporte entre
los sitios ¢s un problema de optimizacion combinatoria. Una vez que se conoce una solucion de
este problema se dice que se ha decidido donde colocar las plantas.

Gutierrez Andrade en su investigacion Tormula este problema como un problema entero usando
variables de decision con las siguientes interpretaciones:

y, = L sila planta se localiza en el sitio /.
y, = Uenoto eiso, :
y, =  si.existe una ruta de transporte del sitio i al /.
y, = 0 enotro caso.
x, = cantidad (en unidades) del producto transportado del sitio i al j.

Entonces el problema de localizacion de planias puede formularse en términos matemdticos
como:

min Y Y ex Yo YN £y,
"y i [
sujeto a. ‘

) .
Yox, - ky 0 Vi
J

v kpy, <0 Vij

Xy

Y x;2d Y



Y yosm

i

"-U 2 0 Vilj; .v"!y"j = 0 d l Vi'j

El problema de localizacion de plantas también estd clasificado dentro de la familia NP-completa
y por lo tanto los algoritmos conocidos para resolver el problema de manera exacta, son de
enumeracion implicita o de ramificacién y acotamiento.

El algoritmo de recocido simulado puede usarse para atacar este problema y obtener soluciones
que no necesariamente son Optimas pero se puede mostrar un comportamiento muy favorable del

método con respecto a instancias en que se conoce la solueidn.

En este caso el algoritmo de recocido simulado es aplicado de la siguiente manera:

El espacio de soluciones S, para el problema combinatorio, esta representado por todos
los vectores binarios (y,, v...,v,) talquey, =001y L., y, < m. Donde y, = 0 si-no
se colocit planti en el sitio iy v, = 1 si se coloca planta en el sitio /.

La funcion a minimizar, se escoge como:

IEDY Z €y an}yl

donde v, es Ta cantidad (en unidades) del praducto transportado del sitio ¢ al sitio j, fes
el-costo de la localizacion mds. transporte,

Las nucvas soluciones se ganardn a partir de dos mecanismos: Uno que selecciona
aleatoriamente un sitio ¢, si existe planta en el sitio / se quita y si no existe, entonces se
coloca una planta. El oo mecanismo genera aleatoriamente un sitio 4, si existe una
planta en § se cambia a otro sitio / donde no exista, tomando en forma aleatoria y si no
existe planta en ¢l sitio 4, se busca aleatoriamente un sitio / donde exista una planta y se
intercinbia.

L seleccion de wno u otro mecanismo se hace de manera aleatoria. Con probabilidad p
se hace intercambio de plantas y con probabilidad 1 - p se abre una planta o se cierra,
El valor de p puede variarse dependiendo del pardmetro de control,

La actuatizacion de la funcion de costos entre la solucion actual 'y la nueva solucién

puede hacerse Gicilmente en la parte de costos fijos Gnicamente al quitar, agregar o
intercambiar los costos de plantas que se den de alta y de baja. La parte del costo de
transporte debe caleularse para cada nueva configuracion usando la solucién actual y
modificando los suministros variados por medio de penalizaciones.
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4.5.4 Resultado computacional.

La prueba del ulgoritmo se Hevé a cabo generando de maners aleatoria instancias del problema
de localizacion de plantas. Para valores preestablecidos de m ndmero de plantas y # nimero de
consumidores. se generaron 100 instancias aleatorias del problema. Para cada planta se tomo
como costo fijo un ntmero aleatorio con distribucidn uniforme entre (100-500); para cada
consumidor s¢ tomd como costo de transporte un ndmero aleatorio con distribucién uniforme
entre (40-200) v finalmente para la demanda de consumidores, se tomd un nimero aleatorio con
distribucion unitorme eatre (10-100).

4.54.1 Planteamiento del algoritmo de recocido simulado para el problema de
localizacion de plantas.

Propdsito:  Obweper los sitios donde colocar las plantas y Ja asignacion de plantas a
consumidores.

Descripcion:

Paso I: Tome ¢ un valor grande apropiado. , :

Paso 2: Asignar valores 0 o 1 a y, coni € {1.2,....n} de manera arbitraria.
Obtener el valor correspondiente de a funcion objetivo f.

Paso 3: Astgnar el valor verdadero a la varjable logica CHANGE,

PASO 4: Si la variable CHANGE tiene valor falso, entonces pmar

Paso 5: Hacer CHANGE igual a falso.

Paso 6: Repetir fos pasos 1 L veees.,

- Seleccionar ateatrimmente un ndmero u € {1,...,n}.

- Generar un ndimero aleatorio X; uniformemente distribuido en (0,1),

-~ Six = pseabre (o cierra) la planta &, en caso contrario mtercamblarla
por una cerrada (abierta).

.-+ Bvaluar el vidor 4f.

[ N N —,

5. SiAf < Oentoncesira Y.

0.-  Seu PAf) = exp(-af/c).

7.- Gcnerzu' uin namero aleatorio v, umtmmunenu. distribuido en (O 1).
S Siv = PN entonees ira 1l

Y. /\ccphu el cambio hecho y redctualice el valor de f.

[0.- Siaf # = 0 c¢monees (‘H/\N(ub « verdadero.
[1.- - Fin de paso 6.

Paso 7 Redueir ¢ ¢ incrementar py r.

Paso 8 fr al paso 4.

4.5.4. 2 An ilisis comparativo de métodos.

Se generaron para cada valor fijo de m y n 100 instancias en torma aleatoria del problema de
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localizacion de plantas. Para cada una de estas instancias generadas, se corrieron los cuatro
algoritmos y se calculd el tiempo promedio de solucion.

E! tiempo de solucién del algoritmo de recocido simulado es muy variable, ya que depende en
gran medida del valor inicial del parimetro de control ¢, del nimero r de veces que se ejecuta
el paso 6 (del algoritmo) y de la forma en que se reduzca el pardmetro ¢ y se incrementen los
pardmetros p y r. En su andlisis Gutiérrez Andrade, toma un valor inicial de ¢ de tal manera que
la tasa de aceptacién de las soluciones propuestas fuera mayor o igual a 0.95 y los decrementos
fueran de 0.1 (paso 7 del algoritmo). El nimero r inicial que se tomd en cada caso fue r=n
y los incrementos fueron de 0.05 (paso 7 del algoritmo).

Para el cdleulo la eficiencia de cada uno de los algoritmos con respecto al valor éptimo de la
funcion objetivo se tomd como referencia la ecuacion (1),

Los célculos que aparecen en la siguiente tabla son con base en los promedios obtenidos en las
100 “instancias resultas para cada valor del nimero m de plantas y del ndmero n de

consumidores.

En dicha tabla, puede observarse que las eficiencias del algoritmo de recocido simulado son

mejores que las de los otros dos algoritmos heuristicos y que el compormmicmo de esta

eficiencia se mantiene conforme crecen los valores del numcm de plantas y del nimero de
consumidores.

Las plmbaq computacionales con el problema de localizacién de plantas revelan un excelente -

comportamiento del algoritmo. Las soluciones suboptimas difieven en 1.2% de la solucion

optima. Ademds si se ejecula el procedimiento varias veces con diferentes valores iniciales, se '

obtiene: en todos los casos fa solucién dptima
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ALGORITMO (eficiencia)
m  n EXACTO HEURISTICO REC. SIM. BUS, LOC.
5 5 1.00 0.9504 0.9899 0.9051
10 | 1.00 09490 | 0.9966 0.8965
15 1.00 0.9377 0.9989 0.8679
20 1.00 0.9371 09977 0.8587
10 10 1,00 0.8440 0.9962 0,9058
15 1.00 0.8563 0.9929 0.8526
20 1.00 0.8920 0.9957 0.8671
25 1.00 0.9140 0.9912 0.8623 ||
15 15 1,00 0.8033 0.9924 0.8973
25 , 1.00 0.8655 0.9985 0.8631
30 1.00 0.8690 0.9963 0.8651
35 1.00 0.8662 0.9796 0.8249
20 20 1,00 1 0.7971 C 09919 " 0.8450
25 | 1.00 0.8042 0.9847 0.8357
30 1.00 07982  0.9863 | 0.8126
35 1.00 0.8243 0.9895 0.7991
25 25 1.00 0.7405 0.9911 0.8552
30 | 1.00 0.7959 | - 0.9884 0.8696
35 1.00 - 0.8079 0.9943 10.8229
40 1.00 0.7659 0.9886 0.8027
30 30 1.00 0.7586 0.9891 0.8222
40 1.00 0.7786 0.9920 0.8149
50 1.00 0.8056 0.9881 0.7604
60 1.00 0.8048 0.9866 0.7669
35 35 1.00 0.7753 0.9904 0.8049
40 1,00 0.7516 0.9906 0.7982
50 1,00 0.7755 0.9898 0.7890
60 1.00 0.7755 0.9923 0.7883
40 40 1.00 0.7234 0.9857 0.7814
45 1.00 0.7945 0.9943 0.7886
50 o0 | 0.7676 0.9917 0.7699
60 1.00 0.7578 0.9862 0.7621

Comparacion de Tos algoritmos que resuelven el probfema

de localizacion de plantas con respecto a su eficiencia,
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4.5.4.3. Principales resultados presentados.

Los reportes sobre problemas de optimizacion combinatoria resueltos con métodos basados en
la técnica de recocido simulado no se encuentran con frecuencia en la literatura de investigacion
de operaciones, Como referencia bdsica puede consultarse a E, Aarts y J. Koist* [1989], quienes
describen en detalle el proceso heuristico de recocido y algunas aplicaciones basadas en el
mecanismo de Boltzmann.

También puede consultarse a S. Kirkpatrick y C. Gelatt® [1993], para una mejor referencia
sobre aplicaciones a problemas de optimizacion tales como el del agente VldelO secuenciacion
de vehiculos y localizacion de plantas.

En la mayor parte de las referencias que existen sobre las aplicaciones del recocido simulado se
le presenta en combinacion con otros métodos heurfsticos, formando estrategias hibridas para
atacar problemas combinatorios que caen en el grupo de los llamados NP-completos,

Flassan® [1993] elabora una propuesta que incorpora el proceso de recocido simulado a la
téenica de busqueda tabd para resolver un problema de asignacién de rutas de vehiculos,
encontrando resultados que compiten satisfactoriamente con los mejoru, resultados publicados,
tanto en optimalidad como en tiempo de computo. ‘

Otra propuesta es la de Kenneth® [1994], que utiliza el proceso de aleatoriedad que emplea el
recocido simulado, para establecer el criterio de seleccion de padres bajo el cual habrin de
surgir las nuevas descendencias mejoradas en los algoritmos genéticos.

Por su parte P.H. Winston® [1992] explica como puede utilizarse un proceso de recocido
simulado en un procedimiento de retropropagacion que determine cambios en el peso de las
redes neuronales en diversos problemas de optimizacion.

Aunts B. v Koist . Simudied avneling wwd Boltzinann's piarhes. Wiley, New York |, [989)
Kitkpatrick 8. v Gelaw C. Optisization by simhated wnneling. Soence, Noo 220, 193 pp. 671 - 080

Hassan Osman, Heohim, Manestrategy simnhged annealing and 1l search agorithisfor the vehicle romting problem. Eo Augals of operitions
research, Nu, 4, 1993, pp. 421 - 451 '

Kemneth Price U, Genetie annvaling: Functiomung auld wse of the hvhrd ravdon-search echaigne. £ De, Dables Journal, Ociubie 1994,

Wunston P.H. hueligencio artificial. Addison-\Wesley Theroamerican. 1.5.A, 1992
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3.6 BUSQUEDA TABU.

La biisqueda tabt es un procedimiento heuristico de alto nivel, desarrollado por Fred Glover,
que se ha estado utilizando con gran éxito para resolver problemas de optimizacion cuya
caracteristica principal es la de escapar de la optimalidad local.

El principal problema que presentan algunos algoritmos heuristicos es su inhabilidad para
enfrentarse con puntos de optimalidad local, es decir, son incapaces de continuar la bisqueda
hacia e} optimo global después de que un éptimo local se ha alcanzado.

Al respecto, el método de biisqueda tabi puede ser considerado como una técnica basada en
conceptos seleccionados de inteligencia artificial, que sigue un procedimiento heuristico general
para guiar la bisqueda y obtener buenas soluciones en problemas de optimizacion combinatoria
considerados NP dificiles. Ademds sus reglas son lo suficientemente amplias que son utilizadas
con frecuencia para dirigir la operacion de otros procedimientos heuristicos.

La Bisqueda Tabii puede eshozarse en términos generales, como sigue:

Se desea moverse paso 4 paso desde una solucion factible inicial de un problema de optimizacion -
combinatoria hacia una solucién que proporcione un valor minimo de la funcién objetivo C, para
esto se puede representar a cada solucion por medio de un punto s (en algin espacio) y se define
una vecindad N(s) de cada punto s. :

El paso bisico del procedimiento consiste en empezar desde un punto factible s y generar un
conjunto de soluciones en N(y); entonces se escoge al mejor vecino generado §' y se posiciona
en este nuevo punto ya sea que C(s") tenga o no mejor valor que C(s).

Hasta este punto se estd acercando a las técnicas de mejoramiento local a excepcion del hecho
de que se puede mover a una solucion peor s* desde s.

La caracterfstica importante de la BT es precisamente la construccion de una lista tabi T de
movimientos: aquellos movimientos que no son permitidos (movimientos tabd) en la presente
iteracién, La razdn de esta lista es la de excluir los movimientos que pueden hacer regresar a
alglin punto de la iteracion anterior. Ahora bien, un movimiento permanece como tabid solo
durante un cierto ndmero de iteraciones, de forma que se tiene que T es una lista ciclica donde
para cada movimiento s > §" el movimiento opuesto s' - § se adiciona al final de T donde el
movimiento mas viejo en 7' se elimina.

Las condiciones tabi ticnen la meta de prevenir ciclos ¢ inducir la exploracion de nuevas
regiones. La necesidad del significado de eliminar ciclos se debe a que, al moverse desde un
optimo local, una eleccion irrestricta del movimiento permite igualmente volver al mismo optimo
local.
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Sin embargo, la eliminacién de ciclos no es la dltima meta en el proceso de bisqueda. En
algunos casos una buena trayectoria de biisqueda resultard al volver a visitar una solucion
encontrada antes, El objetivo de manera amplia es el de continuar estimulando el descubrimiento
de nuevas soluciones de alta calidad,

Ahora bien, las restricciones tabi no son invidlables bajo toda circunstancia. Cuando un
movimiento tabi proporciona una solucién mejor que cualquier otra encontrada, su clasificacion
tabi puede eliminarse. La condicién que permite dicha eliminacion se llama criterio de
aspiracion.

Es asi como las restricciones tabi y el criterio de aspiracion de la BT, juegan un papel dual en
la restriccion y gufa del proceso de busqueda. Las restricciones tabi, permiten que un
movimiento se observe como admisible si se satisface.

La bdsqueda tabt en una forma simple descubre dos de sus elementos claves: La de restringir
la bisqueda mediante la clasificacién de ciertos movimientos como prohibidos (es decir tabi)
y de liberar la bisqueda mediante una funcion de memoria de término corto que proporciona una
"estrategia de olvido".

Dentro del proceso de bisqueda se hace énfasis a tres aspectos:

(1)  Elusode T proporciona la bitsqueda restringida de elementos de la aproximacion y por

lo tanto las soluciones generadas dependen criticamente de la composicion de T y dé la

manera como sé actualiza,

(2)°  El método no hace referencia a la condicién de optimalidad local, excepto unpl[cnamente
cuando un dptimo local mejora sobre la mejor solucion encontrada previamente,

(3)  Un mejor movimiento (mas que movimiento de mejora) se elige en cada paso.

Para problemas grandes, donde las vecindades pueden tener muchos elementos o para problemas
donde esos elementos son muy costosos de examinar, es importante aislar a un subconjunto de
la vecindad, y examinar este conjunto en vez de la vecindad completa. Esto puede realizarse a
pasos permitiendo al subconjunto de candidatos expandirse si los niveles de asplracn()n no se
encuentran,

4.6.1 Caracteristicas del algoritmo de hisqueda tabi

El método de BT para problemas combinatorios es aplicable en la fase de mejoramiento del
proceso en orden a continuar la busqueda cuando un dptimo local s¢ encuentra,

Dada una solucién inicial el método realiza movimientos hasta que un tiempo de computadora
(tiempo_limite) especifico transcuire. El movimiento que se realiza en cierta iteracion se
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encuentra mediante revisar ¢l valor del movimiento de todos los movimientos candidatos para
solucidn actual.

Por ejemplo, dada una funcion objetivo, Minimizar F(x): x € X CR,, el valor del movimiento
es la diferencia entre el valor de la funcién objetivo después del movimiento, F(xv*), y el valor
de la funcién objetivo antes del movimiento, F(x), es decir:

valor_movimiento = F(x*)-F(x).

Los valores del movimiento por lo general proporcionan una base fundamental para evaluar la
calidad de un movimiento, aunque otros criterios también son importantes.

Dado que se esti minimizando, el mejor movimiento candidato es aquel que posee el menor '

valor algebraico. De manera mis precisa, el mejor movimiento se selecciona del conjunto de
movimientos admisibles. Un movimiento es admisible si es no tabd o si su estatus tabd puede

eliminarse por medio del criterio de aspiracion. El mejor movimiento entonces se realiza y la

estructura de los des taba se actualiza.

En la solucion de F(x), la preocupacion principal es el de crear un estatus tabi que prevenga que
algin movimiento se invierta bajo la jurisdiccién de la memoria de término corto, la cual se
escoge para que F(x) tenga un ndmero especifico de movimientos futuros,

La memoria de término corto de la BT constituye una forma de exploracion agresiva que busca
realizar el mejor movimiento posible (Esquema 1), sujeto a requerir elecciones posibles para
satisfacer ciertas restricciones (esquema 2). Esas restricciones estdn disefiadas para prevenir el

regresarse 0 la repeticion de cierto nimero de veces de ciertos movimientos mediante la.

gjecucion de atributos seleccionados de esos movimientos prohibid‘os (tabti).

El esquema 1 presenta la forma de eleccion del mejor movimiento admisible, esto es, dado un

movimiento que es candidato, se elige el mejor de todos ellos considerando que si es tabt debe

de satisfacer el criterio de aspiracidn.

Sea x" el movimiento que proporciona el mejor valor de la funcién objetivo hasta el momento,

entonces
Para (todos los movimientos candidatos) {

Si (estatus de! movimiento diferente de tabd § F(x) + valor_movimiento < F(x")

-

Si (valor_movimiento < mejor_valor_movimiento) < {
mejor_valor_moviniento < valor_movimiento,
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mejor_movimiento < movimiento actual,

}
} ,

Ejecute mejor_movimiento

Esquema 1. Seleccién del mejor candidato admisible.

Por otra parte, en el esquema 2, sc contintia con ¢l proceso de busqueda hasta que un criterio
de paro se satisface, éste por lo general para la técnica de busqueda tabi consiste de un nimero
predcterminado de iteraciones. v :

Generar solucidn inicial;

Haga {
Crear lista de candidatos { Ejecute mejor_movimiento },
Actualizar condiciones de admisibilidad;

Mientras (Criterio de paro = Falso);

Terminar globalmente o transferir,

Esquema 2. Componente de memoria de corto término de la bisqueda tabu,

Otra forma de establecer un movimiento de intercambio es a través de la introduccion
informacion adicional, mediante no sdlo hacer referencia de los elementos intercambiados, sino
también de las posiciones ocupadas por esos elementos en el momento de su cambio. Las
primeras restricciones irdn de menor a mayor en cuanto a que son restrictivas, pero .esto no se
puede afirmar de manera uniforme. Ahora bien no existe una forma que se pueda decir que es
la mejor, esto s6lo se puede realizar mediante pruebas. En ocasiones es importante asegurar que
“las condiciones puedan manejar los procesos de solucion de manera eficaz desde la vecindad
actual, : : :

La meta principal de las restricciones taba es el permitir-al método ir a puntos mds alld de l
optimalidad local mientras se permita la realizacion de movimientos de alta calidad en cada paso
al mismo tiempo de que exista una negociacion balanceada con respecto ) esfuerzo
computacional al examinar muestras muy grandes, por lo que en ocasiones es deseable .
incrementar el porcentaje de movimientos posibles para que reciban una clasificacion tabd. Esto
se puede lograr ya sea mediante el argumento en la pertenencia tabd o mediante el cambio en
la restriceion taba.
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Ademds, se requiere de una estructura de datos para guardar el seguimiento de los movimientos
que son clasificados como tabi y para liberar aquellos movimientos de su condicién tabi cuando
su pertenencia a la memoria de término corto expire. El acompanamiento de la memoria basada
en la pertenencia junto con la memoria basada en la frecuencia adicionan un componente que
tipicamente opera sobre un sentido. El efecto de tal memoria se puede estimular por medio de
que 1a BT mantenga una historia selectiva H de los estados encontrados durante la bisqueda, y
reemplazando la vecindad actual N(s) por una vecindad modificada que depende de éste proceso
historico N(H, s).

El dltimo elemento en el procedimiento bdsico es el criterio del nivel de aspiracion, cuyo
propdsito es el de permitir que se seleccionen "buenos" movimientos tabd si el nivel de
aspiracion se alcanza, El uso apropiado de tal criterio puede ser muy importante para posibilitar
que un método de BT alcance sus mejores niveles de realizacién. Este criterio de aspiracion (que
puede ser esténdar) es el que permite que el estatus tabd se elimine si una mejor solucion que
la alcanzada hasta el momento se puede obtener, por ejemplo a un movimiento tabi se le permite
ejecutarse si:

F(x) + valor_movimiento < F(x').

Ahora bien, otros criterios de aspiracion pueden también proporcionar efectividad para mejorar
la busqueda.

Una base para uno de esos criterios proviene de introducir el concepto de influencia, que mide
el grado de cambio inducido en la estructura de solucién o de factibilidad. La influencia por lo
general se asocia con la idea de distancia del movimiento, por ejemplo, donde un movimiento
de gran distancia se concibe como de mayor influencia.

El método se inicia con una solucién heuristica factible inicial, la.cual se guarda como la mejor
encontrada.

Un paso critico, el cual envuelve la orientacién agresiva de la memoria de término corto, es la
eleccion del mejor candidato admisible, La funcion mejor_movimiento es 1a que identifica a un
‘movimiento para el cual el valor del movimiento es el més pequeio. El dominio de la funcién
es el conjunto de todos los movimientos admisibles. El mejor_movimiento no tiene que ser
necesariamente uno que mejore, Primero cada uno de los movimientos de la lista de candidatos
se evaliia en turno. ‘

Confornte la busqueda progresa, la forma de evaluacion empleada por fa busqueda tabu llega a
ser mis adaptativa, incorporando referencias concernientes para - la intensificacion y la
diversificacion regional de bisqueda, Cabe aclarar que en las estrategias basadas en
consideraciones de término corto la elasificacion tabd sirve para identificar elementos de la
vecindad del movimiento actual, mientras que en las estrategias de término intermedio y largo
pueden no tener soluciones en esta vecindad, sino que por lo general consisten de seleccionar
soluciones élites (Optimos locales de alta calidad) encontrados en varios puntos en el proceso de
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sotucion. Dichas soluciones élites se identifican como elementos de un conglomerado regional
en las estrategias de intensificacion de término intermedio, y como elementos de diferentes
conglomerados en las estrategias de diversificacion a de término largo.

La esencia del método depende de como el registro de la historia H se define y se utiliza, y
como los candidatos y la funcion de evaluacion se determinan,

Revisar el estatus tabil es el primer paso en la escena de la admisibilidad. Si el movimiento no
es tab, es inmediatamente aceptado como admisible; de otra forma, el criterio de aspiracion da
una oportunidad para eliminar el estatus tabd, proporcionando al movimiento una segunda
oportunidad para clasificarse como admisible.

En algunos casos, si las restricciones tabii y el criterio de aspiracion son suficientemente
limitados, ninguno de los movimientos posibles, serdn clasificados como admisible. Un
movimiento "menos admisible" se salva para manipular tal posibilidad y se elige si no emergen
alternativas admisibles,

La longitud de la lista tabd es un parimetro, si es demasiado pequeio el ciclado ocurrird, pero
si es demasiado grande, restringird bastante la hisqueda para poder saltar "valles profundos”
(por gjemplo el mejor minimo local) det espacio de valores de la funcion objetivo. Una fase
importante de la BT es fa habilidad de localizar un rango robusto de longitudes de la lista tabu
mediante pruebas empiricas prefiminares para identificar, para una clase de problemas, los tipos
de atributos y de restricciones tabi que se realizan de manera mds efectiva. Acerca de esto,
existe el uso de listas tabd maltiples, cada una para un tipo particular de atributo.

Otros factores-que dan vitalidad a la estrategia de bisqueda del método de BT y que merecen
ser resallados son la-estrategia de oscilacion, 1a memoria de. término intermedio y largo, el
proceso de intensificacion y diversificacion y ¢l criterio de aspiracion.

4.6.1.1 Estrategia de oscilacion

La estrategia de oscilacion opera mediante el moverse hasta pegarle a una frontera representada
por la factibilidad o un estado de construccion que normalmente puede representarse por un
punto donde el método puede parar. En vez de parar, ta definicién de vecindad se extiende o
el criterio de evaluacién para seleccionar movimientos se modifica, para permitir que se pueda
cruzar esa frontera. La aproximacion entonees procede para una profundidad especifica mis alld
de la frontera y entonces se regresa. En este punto la frontera de nuevo se aproxima y se cruza,
esta vez desde la direccion opuesta, procediendo a un nuevo punto en turno. El proceso de
aproximar y cruzar repetidamente la frontera desde diferentes direcciones crea una forma de
oscilacion que es la que le da el nombre de estrategia,

El control sobre esta oscilacion se establece mediante el generar evaluaciones y reglas de
movimientos modificadas, dependiendo de la region en la cual se estd actualmente navegando
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y de la direccion de la bisqueda.'

Ahora bien, para incorporar la estrategia de oscilacion, no necesariamente se tiene que definir
en términos de factibilidad, sino que puede definirse donde la blisqueda parece gravitar. La
oscilacion consiste en forzar la blisqueda a movimientos fuera de esta region, ofreciendo de esta
manera una forma efectiva para eliminar entrampamientos suboptimales en las blsquedas
estindares.

4.6.1.2 Memoria de término intermedio y largo.

El método de BT empieza con una solucion factible inicial y en el proceso de ejecucion, el
procedimiento actualiza a los arreglos y elementos de la funcién memoria. Entonces el proceso
se repite hasta que el criterio de terminacion se encuentra.

En el método de BT, el "mejor" movimiento que se realiza en cada iteracion se especifica como
el movimiento admisible con el mejor valor objetivo. Ahora bien, esta estrategia no garantiza
que ¢} movimiento seleccionado permita la bisqueda en la direccion de la solucion dptima, por
lo que, se requiere de técnicas que permitan integrar las estrategias de intensificacion y
diversificacion de manera efectiva, basandose sobre las funciones de memoria de término
intermedio y largo de la BT, En otras palabras, es de importancia vital el "mirar" la dependencia
regional de buenos criterios de decision, no solo en términos de movimientos de mejoramiento
y no mejoramiento. ‘ \

La memoria de término intermedio opera para registrar y comparar caracteristicas de las mejores
soluciones generadas durante un periodo particular de busqueda. Las caracteristicas que son
comunes 0 que competen a mayoria de esas soluciones se toman como atributo regional. El
método entonces procura nuevas soluciones que tengan esas caracteristicas regionales.

La funcién de memoria de término largo, emplea principios que son inversos a los de la funcién
de término intermedio. La memoria de término largo se utiliza para producir un punto inicial
de bisqueda en una nueva regién, mediante el penalizar las caracterfsticas que la memoria de
término intermedio encuentra que prevalecen en la region actual de bisqueda. |

4.6.1.3 Intensificacion y diversificacion.

La fase de intensificacion proporciona una forma simple para enfocar la basqueda alrededor de
la mejor solucion (o conjunto de soluciones €lites) hasta el momento,

Un gjemiplo simple de estn aproximion ocurte pasy el problensc de laomochil oulidimencional donde Jos valores de Tas variables cero-uno se
cambian de 0 i 1 hasta aleanzar T Tronters de tacubilidad. Bl médo enonces continua demro de B region infactible utlizando ¢l mismo tipo de
cambios, piera con un evaluirlor odilicado. Despuds de un nimero scleeeiomay de pasos, L diveccion se inviene tediante o cobiar fas varibles
de O 1 ELeriterio de evaluiciin se manciy pisis micierar y vark de acierdo 3 cuiando cf movinienta es de mds o nienos infactible y se acampanin k
medinte restriceinmes asockulis sobre conbios admisibles para los valores de ks variables.

135



Ahora bien, la diversificacion se restringe para operarse s61o en ocasiones particulares. En este
caso, se seleccionan las ocasiones donde ningin movimiento de mejora admisible existe. Por lo
géneral, se utiliza la informacion de la frecuencia para penalizar a los movimientos que no
mejoran la busqueda mediante el asignar una penalizacion grande a intercambio de pares con
mayores contadores de frecuencia.

Una implantacion sencilla de tal técnica se puede realizar de la siguiente manera: Primero, se
cuenta el niimero de veces que cada movimiento, digamos m, se ha realizado en orden a caleular
su frecuencia f(n). Entonces una penalizacion p(m) se asocia a cada movimiento de la siguiente
manera: ‘

0,  simalcanza un criterio de aspiracion

p(m) =
wf(m),  deotraforma

donde w es una constante. Entonces ef valor del movimiento puede ser:

F(x 4 m) - fix) + p(m).
El peso w depende del problema, del tipo de movimiento y de la V(.Llllddd Glover y Laguna®
indican que en muchas aplicaciones se ha observado que este peso es aproximadamente
proporcional a la raiz cuadrada del tamaio de la vecindad multiplicada por la desviacion est'indal
del valor de (sin pcndhz.iuon) de cada movimiento ch.cumdo durante la l)usquc.dm
Como se puede observar, la funcion de penalizacion depende directameme del criterio de

aspiracion,

4.6.1.4 Criterios de aspiracion.

Los criterios de aspiracion se introducen en la bdsqueda tabd para determinar cuando las '

restricciones tabu pueden sobrellevarse para remover una clasificacion tabd que de otra manera
se aplicarfa a un movimiento. El uso apxopmdo de tales criterios puede ser muy importante para
que un método de BT alcance sus mejores niveles de realizacion.

En las primeras aplicaciones de ln BT se aplico tan solo un tipo sencillo de criterio de

aspiracion, consistente de remover una clasificacion tabd a un movimiento i éste permitia una
solucion mejor que la mejor encontrada hasta el momento,

De acuerdo con Glover y Laguna, las aspiraciones son de dos clases: aspiraciones de movimiento

Laguna M. y Glober B, hategrating taeget innlisis ond b seasch fur improved schednling sysiems, Bin Expert sysiems with aplicadon, vol. 6, 1993,
. 287 - 297,
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y aspiraciones de atributo. Una aspiracion de movimiento, cuando se satisface revoca la
clasificacion tabi del movimiento. Una aspiracion de atributo, cuando se satisface revoca el
estatus tabl del atributo. En éste dltimo caso el movimiento puede o no cambiar su clasificacion
tabd, dependiendo de si la restriccion tabi puede activarse por mds de un atributo. Asi entonces
se pueden tener los siguientes criterios de aspiracion:

Aspiracion por default: Si todos los movimientos posibles son clasificados como tab, entonces
el movimiento "menos tabu" se selecciona,

Aspiracion por objetivo: Una aspiracién de movimiento se satisface, permitiendo que un
movimiento x sea un candidato para seleccionarse si F(x) < mejor costo.

Aspiracion por direccion de busqueda: Un atributo de aspiracion para ¢ se satistace si la
direccion de e proporciona un mejoramiento y el actual movimiento es un movimiento de
mejora.

4.6.2 Aplicacion del método de bisqueda tabi al problema de asignacion
cuadritico (QAP).

En su forma mds simple, el problema de asignacion cuadrdtico (QAP, por sus siglas en inglés)
se describe como sigue. Encontrar la asignacion optima de n plantas a n ubicaciones para

minimizar el producto acumulado de flujo entre cualesquiera dos plantas por las distancias entre

cualesquicra dos ubicaciones. De manera mds precisa, si f, es el flujo entre las plantas i y p,

y d;, es la distancia entre las ubicaciones j y ¢, el problema puede escribirse como:

Minimizar 2; 2 2 Zf;'pdjqxl/qu’
P

sujeto a;

i

. ;‘xv:I v, Zx,ﬁ( v, x,=0,L

La variable x; es diferente de cero si el objetivo 7 es asignado a la ubicacidn j y es cero de otra

forma. La funcion a optimizarse es cuadritica y no convexa, por ejemplo, existe cierto nimero

de optimos locales, ademds el conjunto Factible es un conjunto de permutaciones,

Una forma sencilla de interpretar el problema planteado es suponer que existen n- sitios
disponibles y se van a construir 1 edificios en estos lugares, entonces si f, s el nimero de
gentes por unidad de tiecmpo que viajarin entre fos edificios iy p. y d, es la distancia entre los
sitios j y ¢, lo que se desea es encontrar la asignacion de los sitios de construccion de manera
que la distancia total recorrida se minimice.
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Un aspecto interesante de este problema es el hecho de que cuando una de las matrices de la
funcion objetivo se restringe & ser una matriz de permutaciones ciclica, el problema de
asignacion cuadrdtico se reduce al problema del agente viajero.

Una formulacién equivalente del problema es

h n
Minimizar F(r)= ¥~ S8 wtymiy
ialj=1
donde 7 es una permutacién del conjunto N={1,2,...,n}. Equivalentemente, se desea encontrar
una permutacion « del conjunto N que minimice el valor de F(e).

4.6.2.1 - Elementos de la BT para el QAP,

Las siguientes definiciones deseriben los elementos de la bldsqueda tabi para el QAP. Un
movimiento es una transicion de una permutacion a otra. Un atributo de un movimiento es este
caso es simplemente un par no ordenado (i./) de plantas que cambian sus ubicaciones. El valor
de un movimiento es la diferencia entre los valores de la funcion objetivo después y antes del
movimiento. Si este valor es negativo, el movimiento proporciona una mejora. La funcion
mejor_movimiento es una que identifica al par (/g Para el cual el valor de movimiento
es el mds pequeiio. El dominio de la funcion mejor_movimiento es el conjunto de movimientos
admisibles. El mejar movimiento no tiene que ser necesariamente uno que mejore,

Una lista tabu de pares (i,j) de longitud_tabd se construye y actualiza. Si un par (i,j) pertenece
a la lista tabd para una iteracion dada no se permite el intercambio de las plantas i y j en esa
iteracién, a menos que satisfaga el criterio de aspiracién que en este caso se cumple si el
intercambio de las plantas /'y j proporciona un valor de la funci6n objetivo estrictamente mejor
que cualquiera de Jos obtenidos hasta el momento. :

Estrategia bdsica.

La estrategia basica que se utilizard estd dividida en cuatro fases: fase de inicializacion, fase de
mejoramiento, fase de intensificacion y fase de diversificacion.

Cada iteracion de la fase de mejoramiento evalda todos los posibles movimientos y determina
el mejor movimiento valuado admisible. Si ninguna solucion mejora después de cierto numero
prefijado de iteraciones, por ejemplo, klxn, donde kl es ntmero nawral, la fase de
intensificacion inicia,

La fase de intensificacion inicia, con una lista tabd vacia, desde la mejor solucion encontrada
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en la regién actual, Si después de k2 x n iteraciones con k2 ndmero natural no se ha encontrado
una mejor solucion, la fase de diversificacion inicia. El algoritmo termina después de quc H
busqueda se ha diversificado a un ndmero dado £3 de regiones,

Este proceso se encuentra expresado en pseudocddigo en el algoritmo 1.
La Fase 1 da la iniciacion del algoritmo al encontrar una solucion inicial.

En la Fase 2 sc comienza a gencrar nucvas soluciones a partir de la actual via a la estructura
de vecindades, La Fase 2a genera todas las soluciones vecinas a la actual y selecciona a la
mejor. En la Fase 2b se toma como solucidn actual a la mejor solucion encontrada y se
actualizan la matriz tabd y la matriz de frecuencias,

La Fase 2¢ pregunta si lia habido mejoramiento en el valor objetivo de Ia solucién actual en
menos de k1 x n iteraciones. Si la respucsta es afinmativa se va nuevamente al paso (a) de la
Fase 2, en caso contrario se va a la Fase 3.

El objetivo de la Fase 2 del algoritmo 1 es encontrar una solucion de calidad a partir de una

solucion dada. Esta fase termina identificando la mejor solucion encontrada en una region de.
factibilidad en la que se encuentra una solucion inicial dada.

ALGORI'TMO.

Fase 1 Inicializacion: Generar solucion inicial e-ir a la Fase 2.
Fase 2 Mejoramiento:

a) Evaluar todos los movinientos, determinar y realizar el mejor,

b) Actualizar,

¢) Si no hay mejoramiento en k1 X » iteraciones ir a la Fase 3.
De otra forma ir a la Fase 2,

Fase 3 Intensificacion:

a) Ir a la mejor solucion encontrada e inicializar la lista tabu.
b) Evaluar todos los movimientos, determinar y realizar el mejor.
i) Actualice,
1i) Si no hay mejoramiento en k2 X n iteraciones:
iii) Si la Fase 3 ha encontrado una mejor soluclon, ir a l~ns«. Ia,
De otra forma:
~iv) Si &3 reinicios se han realizado, parar,
De otra forma ir a Fase 4,
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De otra forma ir a Fase 3b.

Fase 4 Diversificacion:

a) Determinar las restricciones tabd de la memoria de término largo.
b) Evaluar todos los movimientos, determinar y realizar el mejor.
i) Actualizar,

Si no hay mejoramiento en &3 iteraciones:
ii) Inicializar con la mejor solucion.
iit)  Eliminar las restricciones tabd adicionales debidas a la memoria de largo término,
actualizar el ninero de reinicios e ir a la Fase 2.
De otra forma vaya a Fase 4b.

La fase 3 inicia con la mejor solucion encontrada hasta el momento, si es que no-ha habido
mejoramiento en las dltimas k1 x n iteraciones en el proceso de mejoramiento y se inicializa la -
tabla tabti. Se procede de manera andloga a la fase de mejoramiento durante k2 x n iteraciones,
con la diferencia de que, si se encuentra una mejor solucion se regresa a la Fase 3a siempre y
cuando no se haya alcanzado un nimero de reinicios, en cuyo caso el algoritmo para. En el caso
de qur* no se encuentren mejores soluciones durante k2 x n y no se alcance el nimero d<.
1(,1mcms se pasa a la Fase 4. ’

La Fase 4 primero determina las resticciones tab de la memoria - de ‘término largo.
Determinadas las restricciones de la fase 4a se encuentra una nueva solucion y se genera su
estructura de vecindades. La Fase 4b evalia a 1odas las soluciones vecinas, seleccionando a la-
mejor y actualizando a la lista tabd y a la matriz de frecuencias. Si no hay mejoramiento en A3
iteraciones entonces se inicializa con la mejor solucidn encontrada, se eliminan las restricciones
tabd adicionales, se actualiza el niimera de reinicios y se pasa a la Fase 2, en caso contrario se-
continfia con la Fase 4b,

Para la diversificacién se utiliza la frecuencia basada en la memoria de término largo. Esta
memoria de término largo puede representarse por medio de una matriz LT de nxn donde cada
clemento LT; almacena el nimero de veces en que cada entrada de una permutacion toma el
valor de 1 en todas las soluciones examinadas por la bisqueda, de esta manera, si un cierto
porcentaje de las entradas con mayor frecuencia, se guardan como tabi para un nimero
suficiente de iteraciones, la bdsqueda se forzard para la explotacion de nuevas regiones.
Altumtlvanwmc una nueva solucion mlcml puede construirse basada en una nmn iz de térimino
largo. ‘

Ahora bien, la diversificacion se restringe para operarse sdlo en ocasiones particulares. En este
caso- se seleccionan las ocasiones donde ningtin movimiento de mejora admisible existe. Por lo
general, s¢ utiliza la informacion de la frecuencia para penalizar a los movimientos que no
mejoran la bisqueda mediante el asignar una penalizacién grande a intercambio de pares con
mayores contacores de frecuencia.
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Una implantacién sencilla se tal técnica de puede realizar como se indica a continuacion:
Primero, se cuenta el nimero de veces que cada movimiento m se ha realizado en orden a
calcular su frecuencia f(n). Entonces una penalizacion p(m) se asocia a cada movimiento de la
siguiente manera.

0,  simalcanza un criterio de aspiracion

p(m) =
wf(m), de otraforma

donde w es una constante. Entonces el valor del movimiento puede ser:
CF(x +m) - Fx) + p(m).

El peso w depende del problema, del tipo de movimiento y de la vecindad como ya se menciond
antes.

Como se puede observar, la funcion de penalizacién depende directamente del criterio de
aspiracion, por lo que a continuacion se proponen algunos de éstos,

Una vez que se han identificado los movimientos factibles y se ha calculado su correspondiente -
- valor de la funcién objetivo, el estatus tabu de los candidatos factibles se prueba, Supdngase que

en una iteracion dada (iter) el valor de w(s), sonde § =, cambia de i a i’, entonces a la planta
w(i) le estd prohibido ocupar la posicion ¢ durante un nimero especifico de iteraciones, La matriz
tiempo_tabii se utiliza para forzar esta restriccion tabd. El elemento (i, w(i)) de la matriz
tiempo_tabu contiene el nimero de iteracion en la cual se le permite de nuevo a la planta (i)
ser asignada a la posicion i, Si el valor de la funcion objetivo de la solucion anterior al
movimiento es mejor que el valor de la funcion objetivo después de éste, entonces el tiempo tabi
se calcula como: ' TR ‘

tiempo_tabii(i, w(i)) = 0.25 n*,
de otra forma

tiempo_tabi(i, w(i)) = 0.75 n*.
Este es un criterio de aspiracién implicito, donde a los elementos que contribuyen a soluciones
con "buenos" valores de la funcion objetivo se les permite regresar mds rdpidamente para la
prueba de soluciones actuales. El mdximo tiempo que un movimiento puede clasificarse como
tabu es el equivalente al 75% del tamafio de la estructura de tiempo_tabii. Esto significa que una

iteracion dada un minimo del 25% de los movimientos posibles no se clasifican como tabi.

Ahora bien un criterio de nivel de aspiracion de tipo explicito es el siguiente: el estatus tabu de
un movimiento se elimina si el movimiento permite la bisqueda a una nueva solucion mejor de
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la region. La solucnon mejor de la region es aquelll con el mejor vqlon de la lunuon objetivo
durante digamos las »? dltimas iteraciones, se consideré el valor de n? puesto que no es ni muy
pequefio como # ni demasiado grande. Se observa que este nivel de aspiracion es més flexible
que el utilizado tipicamente en las implantaciones de BT, donde la mejor solucién sobre todas
sirve para propdsitos similares.

Otro criterio explicito es una aspiracion por direccion del movimiento. Para implantar este
criterio es necesario construir una matriz direccion_tabii. Si el movimiento (Z, (i) llega a ser
tabi durante una fase' de mejoramiento, entonces el elemento (i, w(i)) de la matriz de
direccion_tabit contiene el mimero de la iteracion de cuando la fase de mejoramiento comenzo,
de otra forma al elemento se le da el valor de cero. El movimiento candidato factible (i, 7 (i)

es elegible para seleccionarse en la iteracion iter si:

F(movimiento posterior) # F(movimiento anterior) y ocurre al menos una de las siguientes:

- tiempo..tabu(i,n(i)) < iter.
- FOnovimiento posterior)\F(mejor de la region)

- direccion..tabi(i,n(i)) + 0 y direccion..tabi(i,n (i) = fase..,actual.

Donde F(e) es el valor de la funcion objetivo y fase_actual es cero si la busqueda se encuentra

en una fase de no mejoramiento o el ndmero de la iteracidn donde la actual fase de anorzumento‘

comenzé. El mejor movimiento de cualquier iteracion es el movimiento elegible con mejor valor |
de movimiento.

4.6;2.2 Manejo dindmico de Ia lista tabu.

El manejo de la lista tabii significa la .lcluahmuon de ésta, por cjemplo, la decision de cudntos
y cudles movimientos se pondrin como tabit para una iteracién de la bisqueda. La mayorfa de
las' implantaciones de la bisqueda tabi utilizan un manejo de la lista tabd de tipo estdtico. De -
manera mds precisa, los movimientos permanecen como tabit durante un nimero de iteraciones
fijo, por lo que la eficiencia del algoritmo depende de la eleccidn de Ia dun acion del estatus taba,
equivalentemente, de la longitud de la lista taby.

Este manejo de la lista tabt de tipo dindmico permite el examen mds detallado de la region
factible, por lo que es posible romper ciclos y diversificar la busqueda.

Ahora bien también se puede manejar una longitud de LT de manera dindmica, donde la longitud
de la lista tabd varia de manera dinimica a través de diferentes configuraciones pasando de una
a otra si ningln mejoramiento se encuentra en un nimero dado de iteraciones. Este conjunto de
configuraciones permite un exanen mis detallado de la region factible mediante el incremento
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y decremento del nimero de movimientos tabd actuales, via las configuraciones. Ademds se
propone un componente aleatorio que actiia cada vez que la lista tabi cae en la configuracion
1 como un elemento de seguridad adicional contra el ciclado.

4.6.3 Resultados computacionales.

Los siguientes resultados son presentados por De Los Cobos® [1994], de la aplicacion de varias
versiones de BT para el problema de asignacidn cuadrdtico (QAP), sobre el conjunto estindar
de problemas de tamafio n = 5, 6, 7, 8, 12, 15, 20 y 30, los cuales se utilizan actualmente de
manera amplia para probar la eficiencia de los algoritmos. Los procesos usados para. la
experimentacion fueron implementados en lenguaje C enuna PC con procesador 486DLC a 40
Mhz.

Las versiones que se utilizaron de la busqueda tabi tienen las siguientes caracteristicas:

BT1 : Estructura basica de BT, por ejemplo, se considerd la longitud de la lista tabi como un
pardmetro constante, el criterio de nivel de aspiracion fue el estdndar de la literatura, es decir,
el nivel de aspiracion se satisface si el movimiento a realizarse mejora el valor de la funcién
objetivo con respecto a todos los movimientos realizados.

BT2 : Se considerd una estructura basica de la BT y se agreg el criterio de nivel de aspuacnon
proporcionado por la matriz lwmpo tabii ddd() en la seccion anterior.

BT3 : En el marco de la BT se considerd el criterio de nivel de aspiracion estandar, asf como,
un manejo de la lista tabi para programacion en paralelo.

En las tablas 2 y 3 se presentan entre paréntesis los mejores valores encontrados en la literatura,
asi como, el nimero de iteraciones en las que alcanzd, antes de llegar a un nimero méximo de
iteraciones impuesto, el cual dependia del tamafio del problema y se proporclon.n en la Tabla 1.
Los valores con astensco son los valores dptimo,

Tabla |
n 5 6 | 7 8 | 12 15 20 | 30
ter | 15 | 15 |25 | 25 | 700 | 2500 | 7500 | 12000

Los resultados presentados fueron los siguientes:

De tvs Cobos, Sergio. La técnica de bisspeda tabii v sus oplicaciones. Tesis doctorel en investigncion de operaciones. México, UNAM. Division
du Estudios de Posgrado de by Faculiad de ugenieria, 1994
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Tabla 2
Valores de la funcion objetivo y niimero de iteraciones.
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Tably 2 (Continuicion)

Valores de Iy funcion objetivo y mimero de iteraciones,
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~ La tabla 3 propomond los promedios de los valores y el ndmero de iteraciones de las corridas
para cada uno de-los diferentes tamanios de los problemas, la tabla 4 proporciona las eficiencias
de los promedios de los valores encontrados con respecto de los mejones valores reportados en
la literatura, finalmente, la tabla 6 indica en su lado izquierdo el nlimero promedio de iteraciones
para los casos en que se encontraron los valores 6ptimos o los mejores reportados, y en la parte

derecha de la tabla estdn los cocientes del nimero de iteraciones de cada uno de los algon itmos,
mdncando la proporcién de 1teracnone% de c: lda uno de éstos.
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Tabla 3
Promedios de las corridas

La eficiencia se calculd tomando como base ¢l mejor valor reportado z,,,;, y e us6 la ecuacion:

En esta dltima tabla no se puede observar que alguno de los algoritmos sea consistentemente més
eficiente. En la tabla 3.5, se presenta el promedio de iteraciones para cuando se alcanzaron los

eficiencia =

2z

1 -

Tabla 4

nej

Tabla de eficiencias sobre

valores promedios

0.920
e
1
o
0.994
0,999
1
0.999

0997
0.998

1
0.986
1
1

1
1

n BTI BT2 BT3 Valor

Valor Iter. Valor Iter. Valor [ter.. Mejor
5 54 2.6 50 9.4 50 8.4 50*
6 86 3.4 87.2 3 86 34 86*
7 148 14.8 148 14.4 148 14.8 148%
8 214 6.2 214 9 214 6.2 214+
12 5812 | 948 | 579.6 179.6 578 90.8 578
15 | 1150.4 1297.6 1151.2 137.4 1151.2 163.8 | 1150*
20 2570 3407.8 2570 743.4 2570 1669.4 | 2570
30 | 6125.6 5555 6124.8 | 5505.4 | 6141.2 | 5506.6 | 6124

mejores valores reportados, asi como, los porcentajes de su ndmero de iteraciones,
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Tabla 5
Promedio de iteraciones

m Prom. de Iteraciones Porcentajes
n % BT1 BT2 BT3 BT1
5
6
7 14.8 14.4 14 8
8 6.2 9 6.2

2 f 13133 | 197 | 908
15 || 161375 | 2105 | 2155
20 || 34078 | 743.4 | 1669.4
30 | 8030 | 5326 | 10692

3.4 % .
1027 | 1 1.027
1446 | 2169 | 1
7.666 | 1 1,023
458 | 1| 2.245
1507 | 1

Se puede observar que ¢l método BT2 proporciona en la mayoria de los casos el menor nimero
de iteraciones para alcanzar el mejor valor, siendo en algunos casos una relacion de mds de 7
a 1 en el ndmero de iteraciones.

4.6.4 Aplicaciones de Bisqueda Tabi en problemas de optimizacién,

La téenica de bisqueda tabd como base para la construccion de algoritmos de bisqueda de
soluciones a problemas combinatorios aparece en Gltimas techas con mucha frecuencia en la
literatura de investigacion de operaciones. Los resultados de aplicaciones realizadas por Glover®
[1993] al problema de ubicacidn de plantas presentado como modelo se asignacion cuadratica,
motivaron en otros investigadores a apllcm la técnica de BT en otros pxoblenms de programacion

entera y mixta,

Una aplicacidn interesante al problema de calendarizacién de la produccion es la presentada pot
Barnes y Laguna® [1993], quienes aplican un algoritmo basado en BT que resuelve el problema
de asignacion de tiempo minimo en la secuencia de realizacion de / trabajos en j maquinas, con
un determinado tiempo de ejecucion de cada trabajo en cada maquina y que mcluye una variable
de penalizacion por no cumplimiento en un determinado tiempo. El modelo presenta soluciones -
satisfactorias a casos de 20 trabajos en 5 maquinas en un tiempo de 7 segundos y de 30 trabajos
en 10 maquinas en 21 segundos, utilizando un programa construido en lenguaje "C" en una
maquina con procesador 386. .

Glober, Fred. A user’s guidde o debng search. En Andy of Operations Rescach, Vol 41, 1993, pp 3 - 28,

, Barnes, ). Wosley y Laguns, Munsel, A tubi searcheperience in production schediing. En Al of Operations Reseiich. Vol. 41, 3993, pp 141 -
156.
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Para el problema del agente viajero Knox® [1994] aplica un algoritmo de BT que encuentra
buenas soluciones a diversos casos, en un tiempo que se indica en la siguiente relacion:

No. de Tiempo de

ciudades gjecucion
25 9.5 Segundos
30 ‘ 33.0 "
2 183.0 "
50 621.1 !
57 1.849.9 "
15 8,486.2 "

Por otra parte, es notable observar en la actualidad aplicaciones a de la técnica de bisqueda tabi

en problemas combinatorios de la vida real. Por ejemiplo, Semet y Tallard” {1994] resuelven un
problema de asignacion de rutas a 21 camiones y 7 trailers que deben abastecer 145 almacenes,
con la posibilidad de que los trailers provean a los camiones en determinadas rutas, permitiendo
~ que-un ndmero determinado de camiones pueda atender mds de una ruta en cierto tiempo.

Otro caso interesante es el de Laguna y Kelly® [1993), quienes utilizan un modelo entero mixto
para un problema de planeacion de la produccion en una planta, con una secuencia que tiene
- permutaciones de tiempo.

Por su parte lemeli y Erenguc” [1994] presentan resultados para un problema de proyeccion de
inventarios de recursos restringidos con flujo de efectivo descontado, con base en un programa
que aplica BT, al cual le lleva 6 segundos encontrar una solucién para una relacion de 26
recursos, 17.4 segundos para 35 recursos y 46 segundos para 51 recursos.

La técnica de busqueda tabd, por ser un método iterativo que explora, evalia y selecciona un
conjunto de soluciones de un problema, requiere de cierta capacidad de memoria expandible que
le permita el almacenamiento de las listas tabi de movimientos que genera y que son elementos
centrales del proceso, ademds de mantener el registro de un elevado nimero de iteraciones.

Knax, Jahn. Tabu search pecformduce on the ssomacteie traveling solesman problens, En Computers Ops, Res, Vol. 21, No. 8, 1994, pp. 867 - 870.

Scnu:l. Frédéric y 'Taillard, Eric, Solving real-life vehicle ranting problems efficiemly usiag tabn search, En Annals of Operations Reseach. Vol
41, 1993, pp 46Y - 4H8.

Laguna, Manuel y Jainies P., Kelly, Master production scheduling fa o siagle facility with sequence-dependent changeover times. Mimeo. Sepliembre,
1993,

temeli, Qyay Erengue, Seleuk. A by search proceduse for the resogese consieasinted project scheduling problens with disconnied cash flows. Ey
Computers Ops, Res. Vol 21, No. 8, 1994, pp. 840 - #46
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Una de las ventajas de la BT es que a pesar del elevado nimero de iteraciones que deben
realizarse conforme aumenta el nimero de variables, el tiempo de procesamiento que utiliza para
obtener una buena solucion optima es muy corto.

Al igual que cualquier otro método heuristico, la BT genera soluciones que dependerin de la
naturaleza del problema que se deba resolver, su planteamiento, asi como la estructura del
programa que realice el proceso iterativo de bisqueda y la capacidad del computador que se use.

La popularidad que en dltimas fechas ha cobrado esta técnica hace pensar en el desarrollo de

nuevas propuestas, sobre todo encaminadas a reducir el nimero de iteraciones que debe

procesarse, asi como el espacio de memoria que utiliza,
En términos generales, la pcrspectiva de la BT es hacia su implementacion en la mayoria de los

problemas de programacion lineal entera y combinatoria, a fin de investigar su factibilidad como
un método eficiente para la mayona de los casos.
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CONCLUSIONES.

Los problemas de optimizacién combinatoria son en la actualidad un importante campo de
investigacion por sus caracteristicas y sobre todo porque tienen una abundante aplicacion en la
vida real, sobre todo en loscasos de administracion eficiente del uso de recursos escasos par'l
el incremento de la producuwdad y de los benefxcnos de reducir costos .

Algunos de los problemas de’tipo combimntorio mds representativos son:
El problema tipo de la mochila: que se usa para resolver problemas de inversiones, problemas
de confiabilidad de redes, de c.nrz,o fijo, de seleccion de proyectos, corte de inventarios, control

de presupuc.stos

Ll problema de a.s:gnacwn de tareas: que se utxhza para optimizar los recursos en los. procesos
ploducnvos

Prab[ema.s de cobertura de conjuntos' en los que se encuentran el ploblema de ubxmci(‘)n de
instalaciones y el problema de flujo de redes con cargo fijo, :

El Problema del vendedor viajero: que consiste en encontmr un recomdo que utmce la menor
distancia de entre un multxples altematwas . :

‘Lo.s' problema.s con func:ones no. lmeales separables- en los que Ja tuncxc’m objetwo y ldS
restricciones son separableq. : :

Problemas con restricciones disyuntivas: quc ocurre (.uando se lienen condmones enque se debe
elegir una de entre dos restricciones.

Problemas de asignacion cuadrdtica: en los que se ubica a los problemas de localizacion,
.Una caracteristica de los problemas de tipo combinatorio radica en que éstos, en la mayoria de
los casos no guardan dificultad alguna en su planteamiento. Sin embargo, el conflicto surge

cuando el nimero de variables es muy grande, y la combinacion de éstas en la blsqueda de los
valores Optimos crece en muchas de las veces de manera exponencial.
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En la actualidad, el objetivo hacia el cual se dirigen las investigaciones en el campo de la
programacion combinatoria, consiste en encontrar algoritmos que resuelvan este tipo de
problemas de manera optima y eficiente. Optima en cuanto a los resultados que presenten y
eficiente en cuanto al tiempo de computo de su procesamiento que utilicen,

En contraste con la programacion lineal, la mayor parte de los problemas de programacion
combinatoria pueden formularse de varias maneras. De hecho en su formulacion radica la
posibilidad de encontrar algoritmos que sean mejores en algunos casos,

Uuna préctica comin en programacion lineal consiste en relacionar el tiempo de procesamiento
de computo con ¢l tamaiio de problema. Tradicionalmente, el tamaiio de un problema de
optimizacién es descrito por su nimero de variables y de restricciones. Estos dos pardmetros,
sin embargo, no pueden ser adecuados.

Para el caso de la programacion combinatoria, el tiempo de ejecucion requerido por un algoritimo
para resolver un problema es uno de los pardmetros importantes para medir en la prictica la
bondad de un algoritmo pues, entre otros factores, el tiempo de ejecucion equivale a tiempo de
utilizacion de la computadora y, en consecuencia, su-costo econdémico.

Para que una computadora resuelva un problema es preciso indicarle qué operaciones debe
realizar. Es decir, se le debe de construir el procedimiento para resolver el problema, Dicho
procedimiento se llama algoritmo. Un algoritmo describe el método mediante el cual se realiza
un programa y consiste en una secuencia de instrucciones, las cuales, realizadas adecuadamente,
dan lugar al resultado deseado. Cada paso del algoritmo se expresa mediante una instruccién o
sentencia en el programa lo ejecuta, Por tanto, un programa de computadora consiste en una
serie de instrucciones dictadas en forma sistemdtica y ordenada, orientadas a la realizacién de
una serie de operaciones ‘Idgicas, aritméticas y de decisidn, cuyo fin es una salida que
corresponda al procesamiento que la computadora hace de dichas instrucciones a partir-de ciertos
datos de entmda expresados en forma correcta,

hl tlempo real requcrldo por una computadom para ejecutar un algorltmo es dnecmmente
proporcional al nimero de operaciones bésicas elementales que la misma debe realizar en su
e_]eLUClOn medir por tanto. el tiempo real de ejecucién equivale a medir el numero de
operaciones elementales realizadas. Por tanto, se supone que todas las operaciones bdsicas: se
ejecutan en una misma unidad de tiempo. Para una mayor precision habria que distinguir los
tliempos de ejecucion de cada una de las distintas operaciones ¢lementales. Por esta razon se
suele Namar tiempo de ejecucion no al tiempo real fisico, sino al namero de operaciones
elementales realizadas.

En la acwalidad el tiempo requerido por un algoritmo para su ejecueion, depende

fundamentalimente del programa que representa el algoritmo, lenguaje de pr ogmmduon cleg,xdo
Yy la <.0mpumdora que lo ejecuta.
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Por otra parte, la complejidad de los problemas de programacion estd determinada por la
existencia 0 no de un algoritmo que lo resuelva en forma satisfactoria. Quizd para una instancia
dada, se tenga un algoritmo eficiente, pero lo que interesa es el comportamiento del algoritmo
para el peor conjunto de datos posibles, es decir, la instancia mds mal comportada. Otro punto
interesante es pensar en instancias grandes del problema. En razon de ello es que los problemas
se clasifiquen de acuerdo al trabajo que se tiene en resolverlos. Especificamente, se pueden
clasificar los problemas en cuatro clases de acuerdo a su grado de dificultad:

Problemas Indecidibles.

Problemas Polinomiales (P).

Problemas intratables.

Problemas no polinomiales deterministicos (NP).
Problemas no polinomiales completos (NP-completos).

La clasificacion anterior ubica la importancia de conocer o descubrir algoritmos polinomiales
para el problema que se tenga que resolver. Un problema puede pertenecer a la clase Py sin
embargo puede ser que no se conozca un algoritmo polinomial que lo resuelva, aunque tal
algoritmo exista. '

En investigacién de operaciones se¢ han presentado diversos algoritmos no deterministicos que
en la prictica, han demostrado que son eficientes resolver lo problemas de optimizacion
combinatorios. La mayoria de estos algoritmos se basan en los procedimientos de programacion
lineal y en la estructura del método simplex, por lo que su mecanismo es iterativo y,j
dependiendo del tamaiio del problema, alcanzaran la respuesta en tiempo polmomxal 0
z.xponencml

Los algoritmos de este tipo son los que se basan en los métodos de planos de corte, de
ramificacién y acotamiento y de enumeracion implicita. La eficiencia de estos métodos estd
determinada por su convergencia a la solucion optima en problemas de programacnén entera y
mixta. Sin embargo, su procedimiento de bisqueda implica la generacion nuevas variables, lo
que determina un tiempo de procesamiento cada vez mayor conforme el tamaio del problema
se incrementa, llegando a ser este factor, el tiempo, lo que establece muchas veces su
mxposnbxlldad de aphcacnén.

El objetivo general de los algoritmos de plano de corte consiste en deducir desigualdades
suplementarias a partir de las restricciones de variable entera que eventualmente produce un
programa lineal cuya solucion optima es entera,

Los métodos de corte, que se desarrollan principalmente para problemas lineales enteros,
comienzan con el dptimo continuo. Sumando sistemdticamente restricciones secundarias
especiales, que representan basicamente condiciones necesatias de integridad, el espacio de
soluciones continuo se modifica de manera gradual hasta que su punto extremo ptimo continuo
satisface las condiciones enteras., El nombre métodos de corte surge del hecho que las
restricciones secundarias sumadas cortan (o eliminan) efectivamente ciertas partes del espacio
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de soluciones que no contienen puntos enteros factibles,

La desventaja de los métodos de planos de corte, es que resultan muy ineficientes para resolver
problemas enteros de tamafio medio. Estos métodos generan en cada iteracion una restriccion
y una variable extra, Sin embargo, su ventaja es que ilustran lo que se pretende hacer con la
regién de factibilidad del problema entero para lograr su solucion.

Por su parte, el método de ramificacion y acotamiento redondea y acota variables enteras,
resultantes de la solucién de los problemas lineales correspondientes. Este proceso de
acotamiento y redondeo se hace de una manera secuencial 16gica heuristica, que permite eliminar
con anticipacion un buen nimero de soluciones factibles alejadas del optimo a medida que se
itera. Esta técnica también resuelve el problema entero considerando su version continua. Pero
a diferencia de los métodos de corte, el método de ramificar y acotar se aplica directamente a
ambos tipos de problemas, el puro y el mixto.

La eficiencia de cémputo de este método puede aumentarse introduciendo el concepto de
acotamiento. Este concepto indica que, si la solucién optima continua de un subproblema
proporciona un valor de la funcion objetivo peor que el asociado a la mejor solucién entera
disponible, no vale la pena explorar adicionalmente el subproblema. En este caso se dice que
el subproblema estd exhausto y, por consiguiente, puede desecharse. En otras palabras, una vez
que se encuentra una soluci6n factible entera, su valor de la funcion objetivo asociado, puede
ser utilizado como una cota (superior en el caso de mmnmzacnén e mlenm en el caso de
maximizacién) para descartm subproblemas inferiores. ‘

Los problemas especificos generados dependen de la variable seleccionada para efectuar la
ramificacion. Desafortunadamente, no existe la forma mejor definida; para seleccionar la
variable ramificadora o la sucesién especifica con que debe examinarse el subproblcma Pero
existen reglas empiricas que mejoran el proceso. Estas reglas usualmente estdn 1mplantadas en
la mayoria de los codlgos de ramificar y acotar,

Una desvent‘ua bésica del algoritmo anterior consiste en que es necesario resolver un programa
lineal completo en cada nodo. En problemas grandes, esto podria consumir mucho tiempo,
particularmente cuando la tnica informacion necesaria en el nodo puede ser su valor Gptimo de
la funcion objetivo. Este punto se aclara notando que una vez que se obtiene una buena cota,
muchos nodos podrian descartarse del conocimiento de sus valores objetivos Optimos.

Los métodos de enumeracion implicita son métodos heuristicos, basados en la 16gica, que como
los métodos de ramificacion y acotamiento resuelven problemas enteros, sin tener que analizar
todas las posibles alternativas. Asi como el método de planos de corte resuclve un problema
entero mediante la modificacion de la region de factibilidad del problema lineal cor respondlemc,
y el método de bifurcacidn y acotacion mediante la ramificacion de problemas que obligan a una
variable fraccionada a tomar el valor entero inmediato mayor o menor de la fraccién, el método
de enumeracion implicita resuelve problemas eneros mcdmnle la-aceptacion o rechazo implicito
de ciertas alternativas.,
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Una observacion particular acerca de la enumeracion implicita es que el tiempo de cémputo
depende de los datos. El ordenamiento especifico de las variables y restricciones puede tener un
efecto directo sobre la eficiencia del algoritmo. Por ejemplo, las restricciones deberdn estar
ordenadas con la mds restrictiva en la parte superior, mientras que las variables podrian
ordenarse segin el orden ascendente de sus coeficientes en la funcion objetivo (coeficientes no
negativos). Ambas condiciones son favorables para producu el examen mas ripido de las
soluciones parciales.

Aunque se han desarrollado varios algoritmos finitos para los problemas combinatorios, ninguno
de estos métodos es uniformemente eficiente desde el punto de vista computacional,
principalmente cuando aumenta el tamafio del problema. A diferencia de los programas lineales,
donde problemas muy grandes se han resuelto en un tiempo razonable, los algoritmos que se
aplican a problemas combinatorios han sido errdticos en el comportamiento de resolucion.

En lu practica estos problemas de programacion pueden ser tan complejos que los modelos que
se construyan para abordarlos no se puedan resolver mediante los algoritmos (radicionales. En
este caso se hace necesario aplicar la heuristica para generar pxocuhmlentos que ofrezcan buenas
solucxonea

Una heuristica es una apelacién intuitiva a una regla interna o particular para trabajar con un
aspecto del problema que se esté resolviendo. En el contexto de la programacion matemdtica,
a menudo se emplea la heurfstica en conjuncion con estrategias de |csoluc1on de pxoblcmas mas
ngurosas 0 generales o como caso particular de ellas.

El factor principal que motiva a recurrir a procesos alternativos se debe a que no todos los
modelos matemdticos en investigacién de operaciones poseen algoritmos o métodos de solucion
que converjan siempre al nivel 6ptimo. Existen dos razones de ser de esta dificultad.

En primer lugar, se puede probar que el algoritmo de solucién converge al nivel dptimo, pero
solo en sentido técnico. La convergencia téenica sefiala que hay un limite superior finito para
el nimero de iteraciones, pero no indica cuan alto puede ser este limite, Por lo tanto, se pueden
consumir horas de tiempo de la computadora sin llegar a la iteracion final, lo que es peor adn:
que si las iteraciones se detienen en forma prematura antes de llegar ‘al nivel optimo,
generalmente no se puede medir la calidad de la solucidn obtenida en relucion con el nivel
optimo verdadero.

En segundo lugar, la complejidad del modelo matematico puede hacer imposible idear un
algoritmo de solucion. En este caso el modelo se puede mantener infactible en término de
cdlculos. ‘

Las dificultades evidentes en los calculos de los modelos matemiticos ha obligado a los analistas
a buscar otros métodos de cileulo. Estos métodos también son de naturaleza iterativa, pero no
garantizan la optimalidad de la solucion final. En cambio simplemente buscan una buena
solucién al problema. Tales métodos suelen denominarse heuristicos porque su l6gica estd basada
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en reglas o métodos préicticos que lleven a la obtencion de una buena solucion, La ventaja-de
los métodos heuristicos es que normalmente implican un menor nimero de cdlculos cuando se
comparan con algoritmos exactos. Asimismo, debido a que estin basados en reglas pricticas,
normalmente son mis sencillos de explicar por los usuarios que no estdn orientados a las
matematicas.

En investigacion de operaciones, los métodos heuristicos se pueden utilizar dentro del contexto
de un algoritmo de optimizacién exacto, a fin de aumentar la velocidad del proceso para alcanzar
el nivel éptimo. La necesidad de fortalecer el algoritmo de optimizacién se hace mis evidente
con modelos a gran escala., También, se utilizan para obtener una buena solucién al problema.
La solucion resultante no tiene la garantia de ser 6ptima y de hecho, su calidad en relacién con
el nivel éptimo real, puede ser dificil de determinar.

En la actualidad, con los avances tecnoldgicos en el drea de informdtica se ha propiciado la
creacidn de nuevas propuestas para la solucién de problemas de optimizacion que se resuelven
a partir de'métodos heuristicos, basados lo que se ha dado llamar Inteligencia Artificial.

La Inteligencia Artificial es una tecnologia que se ocupa de la comprension de fa inteligencia y
del diseiio de sistemas inteligentes, entendiendo por tales aquellas que presentan caracteristicas
asociadas al entendimiento humano como el razonamiento, la comprension del lenguaje hablado
y escrito, el aprendizaje, la toma de decisiones y otras similares,

A diferencia de la informdtica convencional, cuyos procesos son de tipo algoritmico,
perfectamente definidos y estructurados a priori, con una secuencia de operaciones predefinida
y que se repite en su totalidad en las mismas condiciones de partida, la Inteligencia Artificial,
por el contrario, actda bajo un proceso de tipo 16gico abierto, en el que el ordenador dispone
de unas reglas de inferencia y de una base de conocimientos, y en funcion de ambas y de la
informacion que adquiere, o se le suministra, inicia un proceso de blsqueda empirico o
heuristico con notables dosis de complejidad, incertidumbre y ambigiiedad propias.

Tomando como base -que. la inteligencia artificial se apoya en ciertos mecanismos de
procesamiento que los hace apropiados para la solucién de problemas que requieren de técnicas
heuristicas de busqueda basadas en operaciones y especialmente en mecanismos de razonamiento
I6gicos y analdgicos, se ha dado lugar a que en la actualidad se propicia un enlace hilateral entre
investigacion de operaciones y la inteligencia artificial,

Dentro de toda una serie de nuevas técnicas basadas en inteligencia artificial, recientemente se
ha puesto especial atencion en cuatro métodos de manipulacidn en la solucion de problemas
complejos de decision: Algoritinos genéticos, redes neuronales, recocido simulado y biisqueda
tabii. Los dos primeros; algoritmos genéticos y redes neuronales, estdn inspirados por los
principios derivados de las ciencias bioldgicas; el recocido simulado se deriva de las ciencias
fisicas, principalmente de la termodindmica. La bisqueda tabi se basa en las técnicas de solucion
de problemas inteligentes.
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Cada uno de estos métodos guarda un enfoque diferente para la solucion de un mismo problema.
Algunos presentan, en ciertos casos soluciones mds confiables que los otros, sin que ello
demerite los procesos empleados en cada caso.

Un algoritmo genético se define como una técnica aleatoria de biisqueda que imita la evolucidn
natural. Esta se inicia seleccionando una poblacion de soluciones generadas aleatoriamente para
el problema que se trate. Las soluciones se mueven de una generacion de soluciones a otra por
crianza de nuevas soluciones usando solo evaluacion objetiva y el llamado operador genético.
En este sentido, dicho proceso puede ser clasificado como una técnica de iteraciones de
asignacién y mejoramiento, En general, el algoritmo genético trabaja con un cddigo de las
variables en lugar de las variables mismas. Tipicamente una solucion esta representada por una
cadena de bits, también llamados cromosomas. Cada posicion de un bit es llamado un gene, y
los valores de cada uno que de los genes puede tomar se llaman alleles.

El algoritmo genético basico tiene tres operadores principales: la reproduccion, donde los
cromosomas (0 soluciones) son copiados para la siguiente generacion, con igual probabilidad,
con base en la cualidad de el valor de su funcién objetivo; el cruzamiento, donde son
seleccionadas aleatoriamente pares de cromosomas que son unidos, creando nuevas parejas y;
la mutacion, que es la alteracion aleatoria del allele de un gene. La mutacion diversifica el
espacio de busqueda y protege de pérdida de material genético que pueda ser causado por. la
reproduccion y el cruzamiento,

Los algoritmos genéticos ofrecen resultados aceptables a problemas de optimizacion en los que
el objetivo es conseguir una secuencia de objetos que ‘presente un resultado, de entre una gran
cantidad de posibles resultados, que satisfaga un determinado ndmero de restricciones. La
calidad de los resultados varia de acuerdo con las caracteristicas del problema en cuanto a su
modelo, por lo que existen casos para los cuales su aplicacidon no aporta importantes avances. -

Una de las ventajas de los algoritmos genéticos y quiza la principal, es su capacidad para incluir
miiltiples restricciones, ademds de funciones objetivo no lineales y no convexas. Otro aspecto
que favorece el uso del algoritmos genéticos es su velocidad de procesamiento, lo que se traduce
en tiempos cortos para la obtencion . de buenos resultados y por tanto la posibilidad de
experimentar con miltiples poblaciones. Ademds, la convergencia al dptimo a través de este
método se obtiene' con base a la realizacion de multiples experimentos con poblaciones -
diferentes, sin que el aumento en el tamafio de Ia poblacidn sea un factor de mejoramiento de
la solucion. -

Sin embargo, la realizacion de maltiples corridas para poder presentar una solucidén que pueda
considerarse como satisfactoria representa una de sus principales desventajas. En la mayorfa de
los casos reportados se hacen arriba de 50 experimentos para poder encontrar un Gptimo
considerado como bueno, ademis de que cada experimento es independiente de otros
experimentos, por lo que resultados de cada uno pueden ser peores o mejores que los otros,



Los algoritmos genéticos difieren de las técnicas de optimizacidn tradicionales en diversos
aspectos. Estos trabajan con una coditicacion de las.variables (tipicamente como cadenas) mis
que con las variables en si mismas, y utilizan las reglas de transicion probabilistica para moverse
de una poblacién de soluciones a otras mds que de uma solucién sencilla a otra. La mds
interesante € importante caracteristica de los AG es que utilizan tan solo evaluaciones de la
funcion objetivo. -Esto es, no utilizan ninguna informacion sobre diferenciabilidad, convexidad
o alguna otra caracteristica auxiliar. Esto hace que los AG sean ficiles de utilizar y de implantar
en gran variedad de problemas de optimizacién.

Otra técnica importante basada en los principios de mtehgencm artificial es la de redes
neuronales. ‘

El modelo de redes neuronales hacia el cual se han dirigido las investigaciones sobre su
aplicacién a problemas combinatorios estd basado en la propuesta de Hopfield. La caracteristica
de interés de este. modelo es la rdpida minimizacién de una funcion de energia. Aunque se
garantiza que la red converja a un minimo de la funcién de energia, no se garantiza que vaya
a converger al minimo mds bajo de energfa: la solucion serd, con toda probabilidad, una buena
solucidn, pero no necesariamente la mejor, : .

Las investigaciones revisadas en este tranbajo, sugieren que el modelo de redes neuronales de
Hopfield no presenta en la prictica soluciones que compitan satisfactoriamente con otros métodos
heuristicos en su aplicacion a problemas combinatorios que involucren un nimero grande de
datos, en razén de que utiliza un nimero grande de neuronas y ocupa mucha memoria por las
caracterfsticas de la funcion de energfa que debe minimizarse.

Sin embargo, con las avances actuales en los sistemas de informacion, las aplicaciones en que
los modelos de redes neuronales han demostrado ser muy utiles, es en problemas de decision
relacionados con el reconocimiento de patrones. Las redes que se manejan para resolver estos

problemas poseen propiedades deseables que pzuecen ideales para ciertos problemas de

dSlgnacaén de recursos.

El dlgorltmo més comunmente usado con ledes neuronales p.m\ entremdr estos problemas de

decision es el algoritmo de retropropagacion. Este consiste ¢n un conjunto neuronal adaptativo

que estd configurado como un sistema de retroalimentacion integrado por una capa de nodos de
entrada, una capa de nodos de salida y algin nimero de nodos ocultos que representan funciones
con caracteristica no lineal, Durante el entrenamiento, los ejemplos de los patrones 'y su
respuesta correcta asociada estin representados por la red, Ia cual trata de minimizar, sobre un
conjunto de entrenamiento entero, el error entre la capa de nodos de actividades de salida y la
respuesta proporcionada. v

Las aplicaciones de este tipo son utilizadas satislactoriamente en problemas de determinacion de

carteras de inversion, determinacion de riesgo asociado a crédito, clasificacion de riesgo, asi
como a problemas de asignacién de trabajos.
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Por su parte, el método de recocido simulado, como un proceso computacional, se basa en el
proceso fisico de recocido, en el cual algunas sustancias fisicas, tales como los metales, son
derretidos subiendo la temperatura a niveles elevados y luego enfriados gradualmente hasta que
algtn estado sdlido es alcanzado. El objetivo de este proceso es producir en una funcion objetivo
un estado minimo de energia final.

El proceso de recocido consta de tres factores que deben determinarse: a) el valor inicial al que
es elevada la temperatura; b) el criterio que se utilizard para decidir cuando la temperatura del
sistema debe ser reducido y ¢) la cantidad a la cual la temperatura serd reducida en cada tiempo,

En investigacion de operaciones el algoritmo de recocido simulado es una técnica aplicable a
problemas de optimizacion combinatoria cuya eficacia depende de la habilidad que se tenga para
identificar y definir cada uno de los factores que deben ser involucrados, La caracterizacion
matemdtica del proceso de recocido se basa en la distribucién de Boltzmann, la cual representa
una funcion de densidad de probabilidad de un estado de energia con respecto a una determinada
temperatura.

En la mayor parte de las referencias que existen sobre las aplicaciones del recoeido simulado se
le presenta en combinacién con otros métodos heuristicos, formando estrategias hibridas para
atacar problemas combinatorios que caen en el grupo de los llamados NP-completos.

En lo que se refiere a la biisqueda tabi, ésta puede definirse como un procedimiento heurfstico
para resolver problemas de optimizacion cuya caracteristica principal es la de escapar de la
optimalidad local. La basqueda tabt en una forma simple presenta dos elementos claves: La de
restringir la bisqueda mediante la clasificacion de ciertos movimientos como prohibidos (es decir
tabd) y la de liberar la bisqueda mediante una funcion de memoria de término corto que
~ proporciona una "estrategia de olvido". *

Para problemas grandes, donde las vecindades pueden tener muchos elementos o para problemas
donde esos elementos son muy costosos de examinar, es importante aislar a un subconjunto de
la vecindad, y examinar este conjunto en vez de la vecindad completa, Esto puede realizarse a
pasos permitiendo al subconjunto de candidatos expandirse si los niveles de aspiracién no se
encuentran.

Los factores que dan vitalidad a la estrategia de bisqueda del mélodo de BT y que merecen ser
resaltados son la estrategia de oscilacion, 1a memorio de término intermedio-y lorgo, el proceso
de intensificacion y diversificacion y el criterio de aspiracion.

La estrategia de oscilacion opera mediante el moverse hasta pegarle a una frontera representada
por la factibilidad o un estado de construccién que normalmente puede representarse por un
punto donde el método puede parar. En vez de parar, la definicion de vecindad se extiende o
el criterio de evaluacion para seleccionar movimientos se modifica, para permitir que se pueda
cruzar esa frontera. La aproximacion entonces procede para una profundidad especifica més alld
de la frontera y entonces se regresa. En este punto la frontera de nuevo se aproxima y seperuzi,
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esta vez desde la direccion opuesta, procediendo a un nuevo punto en turno.

La memoria de término intermedio opera para registrar y comparar caracteristicas de las mejores
soluciones generadas durante un periodo particular de bisqueda, Las caracteristicas que son
comunes 0 que competen a mayorfa de esas soluciones se toman como atributo regional. El
método entonces procura nuevas soluciones que tengan esas caracteristicas regionales,

La funcion de memoria de término largo, emplea principios que son inversos a los de la funcion
de término intermedio. La memoria de término largo se utiliza para producir un punto inicial
de busqueda en una nueva region, mediante el penalizar las caracteristicas que la memoria de
término intermedio encuentra que prevalecen en la region actual de bisqueda. ‘

La fase de intensificacion proporciona una forma simple para enfocar la bisqueda alrededor de
fa mejor solucién hasta el momento. La diversificacion se restringe para operarse sblo en
ocasiones particulares. En este caso, se seleccionan las ocasiones donde ningln movimiento de

mejora admisible existe. Por lo general, se utiliza la informacion de la frecuencia para penalizar

a los movimientos que no mejoran la blsqueda mediante el asignar una penalizacion g,mnde a
interc tmb!o de panes con maymes contadores de frecuencia,

Los criterios de aspiracidn se introducen en la bisqueda tabll para determinar cuando las
restricciones tabt pueden sobreflevarse para remover una clasificacion tabi que de otra manera
se aplicarfa a un movimiento. El uso apxopmdo de tales criterios puede ser muy importante para
que un método de BT alcance sus mejores niveles de realizacion,

Al igual que cualquier otro método heuristico, la BT genera soluciones que dependerdn de la
naturaleza del problema que se deba resolver, su planteamiento, asi como la estructura del
programa que realice el proceso iterativo de bisqueda y la capacidad del computador que se use,
Su perspectiva tiende hacia su implementacin en la mayorfa de los problemas de programacion

lineal entera y combinatoria en razon de su factibilidad como un método eficiente en cuanto &

wsultados uso de memoria y rapidez de pmcesdmnento

Un aspecto importanle que debe considerarse af elaborar y aplicar los programas de Inteligencia

Attificial es’ el dominio del drea del conocimiento en que se van a presentar los problemas que
habrin de resolverse. El dominio de conocimientos debe estar claramente acotado y estructurado
para poder ser manejado. Por ello en Inteligencia Autificial es usual tener por separado los
conocimientos y el mecanismo que controla fa bisqueda de soluciones (al contrario de lo- que
ocurre con fos programas convencionales). Como consecuencia los programas de Inteligencia
Artificial son normalmente fdciles de modificar, actualizar y ampliar, ya que se puede cambiar
Ia estructura de una instancia cambiando {a base de conocimientos y utilizar el mismo método
de bisqueda. Debido a esta organizacion y al hecho de que el sistema informético puede inferis
nuevas reglas, en el caso de IA, el determinismo algoritmico-que caracteriza a la programacion
convencional desaparece en buena parte.
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Con los avances en los sistemas de procesamiento de informacion, la investigacion de
operaciones estard tomando nuevos rumbos, La creacion de técnicas basadas en los procesos
- inteligentes que se utilizan en la estructuracion de los sistemas expertos, permitird contar con

nuevas estrategias para la solucion de los casos que en la actualidad se encuentran en una
situacion conflictiva,

En el campo de la optimizacién combinatoria queda ain mucho por hacer, Los programas
basados en procedimientos heuristicos tienen siempre la limitacién de estar restringidos a un
manejo parcial de la informacion de un problema. Ademés cada problema guarda complejidades

~diferentes respecto con el método que se utilice para resolverlo, que no puede hacerse una
generalizacion al respecto,

Las facilidades que brindan los nuevos equipos de computo y el desarrollo de los lenguajes de

alto nivel permiten generar nuevas propuestas con alternativas de procesamiento y de uso de
memoria cada vez mds amplias.
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