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Abs(,mLL of le Lhems

The mchhgahou or 1chrnnlec mu,hod: of qnnnuznhon of gange theories is a
relevant area of e cuirren research in theorelical and mathematical physics.

* The objective of these-methods is Lwolold: from one hand the study of the the-
ories that describe the fundamental interactions of nature and for the other the

quantization of the general theory of relativily. In addition of a general review

“ofthe BRST-BFV quantizalion method we present a proof of the equivalence of
* the Faddeev-Jackiw approach to gauge theories with the standard Dirac method.
* Next we extend the BRST-BFV formulalion to the case of non-siationary sys-
-tems by reformulating the original problem as a new problem thel presents

reparametrizalion invariance and show thal with an apropiate norm condition
we can recover the original problem in an straghtfoward way. We show also

- that the Fradkin-Vilkovisky theorem is valid in this case. The generalization

of the convertional aproach of Batilin and Tyutin to the non-slationary case is
also achived. The analysis of the BRST-BFV operational method is worked out

“in the framework of the Schwinger action principle. This formulation a\lows us
| varia-

Lo perform a transparent analysis.of the bollndary lerms that appears i
Lignal pnncxples with fermionic variables as well in condistent formulations when
some gauge fixing condilions are imposed. We present some examples of all of
these investigations that clarily substantialy the exposition. Finally by using
the BRST-BFV forthulation just oblained we presenl a consisient analysis of
the boundary lerms in variational principles that describe constrained systems
with gauge fixed constraints thal docs not fullfill the end point conditions of
the original aclion principle. As.a final example we work out the Banks model
of gravity in two dimensions.




Aula 3 Anlmuu Garcia 7cnlmm A

Bsta lCﬂs s uvicrlbc (lcnlro de fa nn’csl.q,'lcmn de mc!.cdm de cuantizacion
alLernatlvos o teoras de noriita. listos mélodos cumplen wn doble objetivo:
comprgndcr mejor los mélodos de cuantizacién de las teorias que describen fas
“inleracciones fundamentales de la naturaleza, y cuantizar la Leoria de la relativi-
dad general. Ademds de presentar una revision general sobre el estado actual

* ~del método de cuantizacién hamiltoniano BRST-BFV -en esta lesis se:tompara

v-Jackiw con el mélodo, de. Dirac, para analizar, teorias
e’ norha, moerando due son equivalentes. En of Capitulo 3, se extiende of
mélodo BRST-BFV a sistemas no estacionarios, mostrando que cn este caso cs

- también aplicable teorema de Fradkin-Vilkovisky, sobre la independencia de las

“condiciones de norma de la accién cfectiva. Bsle Leorema se muestra usando
argumenlos conocidos del caso no estacionario, tanto en el marco de la inlegral
funcional como usando ¢l formalismo e operadores BRST-BEV. Se presenta
también,.la extension al caso no Abeliano y no estacionario del método de con-
version de Batlain-Tyutin, usado para convertir constricciones de segunda clase
en constricciones de primera clase. Este método es completamente sistematico y
* perinile, en principio, la conversion de cualquier Leorfa con constricciones, en iinia

teoria de norma.” En ¢l Capitulo 4 se analiza en détalle el método BRST-BFV ™

en la formulacion de operadores, usando el principio de accion de Schwinger. En
este contexto se presentan los ejeriplos de la particula libre, reparametrizada,

relativista y con espin, mostrando la importancia de los términos de frontera’

y de las condiciones BRST-BIYV invarianles, para la correcta cuantizacion de
estos sistemas. Bl método BRST-BIV, basado en el principo de accién de
Schwinger, es complelamente general y se propone como una allernativa a la
integral funcional, en aquellos casos donde los problemas de ordenamiento de
factores, en ¢l paso de la teorin clisica a la teorfa cudnlica, juegan un papel
crucial. Por iiltimo se analizan los problemas que producen las condiciones de
“normd 1o accesibles, a nivel de Ta leoria eudnlica, no permiliendo mostrar la
equivalencia entre el procedimiento de cnantizacion reducida y la cuantizacién
covariante. En el marco del formalisimo de operadores se muestra que addiendo
términos de frontera apropiados a la accion efectiva cuiitica, es posible recuperar
la equivalencia de los procedimentos antes inencionados cuando no hay obstruc-
ciones topoldgicas ni ambiguedades de ordenamiento. Se presenta el ejemplo del
modelo de Banks en gravitacion de dimensidn 141, en normas candnicas.
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PUPREY

i It is a rernarkable occurrence

. that the road to progress has invariably
been toward enlarging the number of
varigbles and introducing a more powerfull
symmetry rather than conversely aiming at
reducing the number of variadles and
eliminating the symmetry [58].

INTRODUGCION
- En las p‘ri-meras‘ decadas de este siglo se establecié que la fisica a escala micro-
. 'scopica-estd determinada por la mecdnica cudntica. Dos observaciones fun-

damentales han decantado en el transcurso del tiempo: a) La naturaleza se

. comporta de manera diferente a escalas diferentes, b) Las cuatro interacciones
fundamentales en la fisica estdn basadas en la invariancia ante simetrias de

norma locales. Requerir invariancia ante este tipo de simetrias genera in-
teracciones entre las particulas [87). Estas interacciones estin confirmadas

" experimentalmente por el modelo estandard (SM) para la interaccién elec-

trodébil y la cromodindmica cudntica (QCD) para la interaccién {uerte, dos
ejemplos de teorias de campo con simetrias de norma locales. Estas simetrias
estdn basasdas en los grupos de Lie SU(2)xU(1) para la interaccién elec-
trodébil y SU(3) para la interaccién fuerte y son caracteristicas de las teorias
de Yang-Mills (teorfas con simetrias internas). Este no es el tnico tipo de
simetrias locales que aparecen en la fisica. La gravedad, por ejemplo, que cs
la otra de las interacciones fundamentales, tiene la caracteristica de ser invari-
ante ante reparametrizaciones locales, i.e., el grupo de simetria es el grupo
de difeomorfismos. En los dltimos afos se han realizado multiples esfuerzos
para obtener una teoria cudntica de la gravedad. Aunque la teoria general
de la relatividad no es periurbativamente renormalizable [66), la existencia
de modelos perturbativamente no renormalizables que pueden resolverse ex-
actamente ha abierto una enorme brecha para el estudio no perturbativo de
la gravedad[6].

Uno de los intentos mas relevanies para obtener una teoria cudntica de
la gravedad estd relacionado con el descubrimiento de la supersimetria; una
simetria que relaciona los grados de libertad bosdnicos y fermidnicos. Du-
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‘rante algtin tiempo se pensé que el modelo de la gravitacién cudntica basado

~en- lé; supersimetria, conocido como supergravedad, seria un buen candidato
para cuantizar la gravedad. Usando este formalismo muchas divergencias en
las funciones de correlacion desaparecen debido a cancelaciones entre infinitos

- que provienen del sector bosdnico y el sector fermidnico de la teoria. Sin em-
bargo, no todas las divergencias se cancelan de este modo y la supergravedad
resulta también no renormalizable. En la bisqueda de una teoria unificada
_renormalizable que incluya a la gravedad se cree aiin que la supersimetria
podria jugar un papel muy relevante. Auque existen indicios tedricos de que
la supersimétria podria ser una simetria fundamental de la naturaleza, su
confirmacion experimental no se ha llevado al cabo.

Otro lugar donde la supersimetria juega un papel importante es en las
llamadas teorias de cuerdas propuestas para unificar las cuatro interacciones
fundamentales. Estas teorias son otro ejemplo de teorias de norma. El grupo
de simetria es aqui el de las transformaciones conformes y es de dimensién
infinita. Es importante observar que toda teoria de norma es una teoria
con constricciones —relaciones entre las variables dindmicas que describen al
sistemna— pero no toda teoria con constricciones es una teoria de norma.

La mecénica cudntica ha tenido un impacto decisivo en et desarrollo de
la fisica tedrica y aplicada de este siglo. No obstante, es una teoria rela-
tivamente poco entendida en comparacion con la descripcién cldsica de la
dindmica. Por ello, es usual partir de teorias clasicas bien definidas para
posteriormente plantear el problema de su cuantizacién. La relacién entre la
mecinica cuantica y.la mecdnica cldsica ha sido siempre conflictiva. Proble-
mas tales corno si la teoria clisica define de manera tnica la correspondiente
ieoria cudntica o la cuantizacidn de teorias clasicas con constricciones son
areas de investigacién muy activas en la {isica teérica. Actualmente existen
varios métodos para cuantizar teorias con constricciones como el método de
Dirac [30], )a cuatizacién de lazos {6] o la cuantizacién geométrica [91]. Sin
embargo, la cuantizacién de la teoria general de la relatividad se ha resistido a
la aplicacién de cualquier método hasta ahora conocido. Parte del problema
se debe a que en las teorfas que presentan invariancia de norma no todos
los grados de libertad que describen al sistema son fisicos. Algunos de ellos
transforman ante las simetrias de norma. Estos grados de libertad no fisicos
deben eliminarse sin destruir la covariancia de la teoria. Por ejemplo, para el
electrornagnetismo los grados de libertad fisicos son sélo dos. Sin embargo, la
teoria se formula en términos de cuatro campos de norma Ay. La descripcidn
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| de’ cua.tro campos en lugar de solamente dos se debea
- la covariancia de orentz. Es necesario mantener esta covariancia manificsta

‘en la descnpcmn_ anto a nivel cldsico como cudntico ya que la simétria de
. norma puede usarse para ‘probar la renormalizabilidad y/o la unitariedad de
la teorfa.

La nécesidad de recurrir a métodos de cuantizacién alternativos proviene
de varios frentes. Por un lado, comprender a fondo las teorfas cldsicas con
constricciones tratande de encontrar sus propiedades intrinsecas independi-
entes del dlgebra de constricciones y formular de manera génerica ¢l procedi-
miento para fijar las condiciones de norma. Por otro lado, cuando se caleu-
lan amplitudes de transicién, usando la integral funcional, la suma sobre las
trayectorias diverge debido a que se realiza sobre trayectorias equivalentes,
relacionadas entre si por transformaciones de norma. Fue demostrado en los
sesenta que este problema puede resolverse cuando el dlgebra de constriccio-
nes forma un grupo de Lie introduciendo variables que anti-conmutan, los
fantasmas de Faddeev-Popov [33). Pero cuando las constantes de estructura
son funciones de las variables del espacio fase, ¢l método no ticne una base
firme. Ademds, conduce a una respuesta incorrecta en el caso de dlgebras
abiertas: la matriz S deja de ser invariante de norma y unitaria.

Posteriormente, se descubrié que puede usarse una simeiria, la supersi-
metria BRST (Becchi, Rouet, Stora y Tyutin) [21] para resolver el problema
desde una perspectiva general. Las simetrias de norma de la teoria pueden
replantcarse en términos de una supersimetria global cuyo generador es nilpo-
tente y la condicién sobre los estados fisicos se reduce al estudio de la coho-
mologia de este operador.

Un método completamente general fue desarrollado en el marco del for-
malismo hamiltoniano por E. S. Fradkin y colaboradores [39]. Nos referiremos
a esta propuesta como el método BFV (Batalin-Fradkin- Vilkovisky). Este
método no es solamente til en la formulacién de la integral de trayectoria
donde el generador BRST es piedra angular en la construccién de la accidn
efecliva, sino que también es muy poderoso en la formulacién de operadores.
Algunas caracteristicas relevantes de este método son:

1. Es aplicable a dlgebras abiertas.

2. La transformacién BRST, base de todo el foermalismo, tiene significado
intrinseco. Aparece como un objeto clisico asociado a la estructura de
los sistemas Hamiltonianos.



3. Basado en el formalismo Hamiltoriano hace contacto directo con tée-
nicas de cuantizacidn én el espacio de Hilbert. - :

.. 4. Como resultado de la aplicacién de este método se obtiene una ex-

" ‘presién bien definida para la medida en la integral funcional. Ademsis,

los.elementos de matriz entre estados fisicos son invariantes ante dis-
tintas elecciones de las condiciones de norma.

5. Producto interno en espacio fase extendido. Herramienta de la teoria
de perturbaciones homolégica y cohomologia.

Dentro de este contexto la tesis que presento tienc los siguientes obje-
tivos: a) Introducir al lector en la poderosas técnicas del método BRST-
BFV {40]. En el capitulo 1 sc presenta una revisién del método de Dirac
analizando la llamada conjetura de Dirac: en un sistema con constricciones
todas las constricciones de primera clase generan simetrias de norma. Esto
nos conduce a presentar la accién extendida, construida de tal manera que
sea invariante ante todas las transformaciones de norma generadas por las
constricciones de primera clase. Se presenta también la equivalencia entre
este formalismo y la propuesta usual en términos de la accién total [62].
Analizamos brevemente el problema de la eleccién de norma en el caso de
normas candnicas notando que las condiciones de norma canénicas deben ser
acsesibles. Posteriormente presentamos el método BRST-BFV como una ex-
tensidn del método de Dirac enfatizando la construccidn cldsica de ta carga
BRST y los observables BRST, como propiedades intrinsecas de los sistemas
hamiltonianos con constricciones. Discutimos brevemente la cuantizacion del
formalismo BRST-BFV cldsico notando que el operador BRST debe ser her-
mitiano y nilpotente. Estas propiedades pueden utilizarse como una guia
para resolver problemas de ordenamiento de factores. Notamos también que
si estas propiedades no se cumplen la teoria podria ser anémala: el dlgebra de
constricciones se rompe a nivel cudntico. Nuetro objetivo no es discutir prob-
lemas de regularizacién sino caracteristicas generales del método BRST-BFV.
Por iiltimo se presenta una introduccién al principio de accion de Schwinger
[81] que serd utilizado en capitulos posteriores. b) Mostrar la equivalencia
entre el procedimiento de reduccion de Faddeev-Jackiw (FJ) con el de Dirac
[43). En el capitulo 2 presentamos el método de Faddeev-Jackiw [34] que
es un procedimiento de reduccién muy eficiente para encontrar las variables
del espacio fase reducido y que no necesita de la clasificacién de Dirac. El
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método estd basado en el analisis de la estructura simpléctica del espacio fase .
"y sus transformaciones en el proceso de reduccidn. Resulta muy ilustrativo,
analizarlo desde la perspectiva del método de Dirac ya que aclara el origen
geométrico del paréntesis de Dirac y de la clasificacién de las constricciones
en primera y segunda clase. La prueba de equivalencia no es trivial debido
a que el proceso de cleccion de norma y la eliminacién de las cantidades que
no son invarianies de norma no son claros en el método FJ. ¢) Extender
el analisis del método BRST-BFV al caso de sistemas no estacionarios [41].
En el capitulo 3 se realiza tal extensién. Para ello fue necesario revisar el
procedimiento de Dirac en el caso de sisternas dependientes del tiempo. La
dependencia explicita en el tiempo complica la descripcién de los sistemas
con constricciones debido a que la evolucién temporal modifica tanto la su-
perficie de constriccién como cl dlgebra de constricciones. Esto conduce a
que la dindmica en el espacio fase no sea gencrada por una transformacién
de norma. Este problema no puede atacarse directamente ya que es posible
mostrar que no existe la correspondiente formulacion candnica. La manera
de resolver este problema es convertir el sistema original en un sistema in-
variante ante reparametrizaciones extendiendo el espacio fase al promover
al tiempo como una variable dindmica adicional. Esto no sélo permite re-
cuperar la descripcidn canédnica sino que simplifica enormemente el andlis
del método BRST-BFV. La construccién de sistemas con constricciones de
primera clase explicitamente dependientes del tiempo es intrincada. Por
ello, hemos considerado de interés analizar también el método de Batalin-
Tyutin [16] para convertir sistematicamente constricciones de segunda clase
en constricciones de primera clase. Este método tiene muchas semejanzas
formales con la construccidn de la carga BRST y los invariantes BRST. A
partir de esta observacién es posible extenderlo al caso de sistemas no esta-
cionarios. La extensidn al caso de sistemas no abelianos es trivial aunque
las consecuencias de tal extensién no han sido suficientemente estudiadas.
¢) Formular el método de operadores BRST-BFV en el contexto del princi-
pio de accién de Schwinger [42]. El capitulo 4 estd dedicado a formular la
accidn efectiva cuantica a partir de la correspondiente accién cldsica, BRST
invariante. En su definicidn puede haber problemas de ordenamiento de fac-
tores. Suponiendo que la teoria no es anémala y que la correspondiente teoria
cuantica puede formularse, usamos esta accién como punto de partida para
analizar la didmica en la perspectiva del principio de accién de Schwinger,
introducido en el capitulo 1. Como resultado, obtenemos una formulacién del
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+ .método BRST-BI'V de operadores consistente, en la que los {érminos de fron- -
tera‘en-el principio de accién pueden tratarse de manera transparente. Esta
_formulacién tiene la ventaja adicional de tratar con transparencia los prob-
" lemas de ordenamiento de factores que en la integral funcional se asocian a
.distintas maneras de llevar al cabo la discretizacién inherente a su definicidn.
Se presentan los ejemplos de las pariculas, reparametrizada, relativista y con
-espin para ilustrar el método. ) Estudiar la equivalencia entre el procedi-
miento de reduccidn—quantizacién con el de cuantizacién-reduccidén, usando
- el principio de accién de Schwinger, definiendo correctamente el principio de
accién cldsico, usado como punto de partida. En el capitulo 5 revisamos el
problema de definir correctamente el principio de accidn cuando se usan nor-
mas candnicas no acsesibles. Partiendo del andlisis realizado en |59} usando
la integral funcional, se propone una versién de operadores de estas ideas en
el marco del principio de Schwinger. Se presenta un ejemplo con interaccién
de gravedad en 141 dimensiones en normas canénicas.
Por dltimo agradezco profundamente a los Doctores José David Vergara
y Luis Fernado Urrutia por su colaboracién durante el desarrollo de esta
tesis. - Al Instituto de Ciencias Nucleares, departamento de Gravitacién y
Teoria de Campo por las facilidades brindadas. Al Instituto de Fisica, en
especial al departamento de Fisica Tedrica. A la Universitat de Barcelona
Departament d’Estructura i Constituents de la Matéria, especialmente a los
Doctores Joaquim Gomis y Josep Maria Pons,



‘CAPITULO:

CONCEPTOS BASICOS

Muchas teorias de interés para la fisica, desde el modelo estandard para
las interacciones fuertes, débiles y clectrornagnéticas hasta la teoria general
de la relatividad de Einstein y las teorias que proponen unificar las interac-
ciones fundamentales, como la supergravedad y las teorias de cuerdas, pueden
entenderse de una manera genérica y unificada como sistemas con constric-
ciones. Todas estas teorias de norma se caracterizan por la existencia de
relaciones (constricciones) entre las variables originales del espacio fasg, junto
con la presencia de funciones arbitrarias en las soluciones de las ecuaciones
de movimiento. El procedimiento de cuantizacién de tales sistemas es muy
distinto de los correspondientes procedimientos de cuantizacién estandard
(como el procedimiento de cuantizacion canénico o la aplicacién de la inte-
gral de trayectoria) para los sistemas sin constricciones. La aplicacidn directa
de estos métodos al caso de sistemas con constricciones produce resultados
contradictorios. El primer método sistemdtico para cuantizar sistemas con
constricciones fue propuesto por Dirac [30]. La extensién de este procedi-
miento al caso de ilgebras abiertas se conoce como métado BRST-BFV([39]
para el caso hamiltoniano y método de Batalin-Vilkovisky[14] para el caso
lagrangiano, ambos en el contexto de la cuantizacién via la integral de trayec-
toria y en el formalismo de operadores. Estos métodos han sido aplicados
con éxito a una gran variedad de problemas tales como la supergravedad[68],
las teorfas de campo topologicas[90] y las supercuerdas[55], para mencionar
algunos casos de interés.

En este capitulo revisaremos algunos conceptos basicos que usaremos a lo
largo del trabajo de tesis. Una introduccién al material que aqui analizare-
mos puede verse en [40]. Otras referencias bisicas son [58)[61]. Los métodos
basicos para tratar sistemas con constricciones de una manera sistematica
han sido muy estudiados. Sin embargo no existen acuerdos generales que per-
mitan elegir, sin discusion, un método entre otros. Este capitulo pretende, no
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solo introducir al lector en las enormes posibilidades del método BRST-BFV,
sino unificar la notacién que usaremos y tomar posicién {rente a las distintas
interpretaciones y discusiones que alrededor de este método se han desarrol-
lado en los ltimos afios. Comenzaremos revisando el método de Dirac para
después realizar una breve introduccidn al método de cuantizacién canénica.
Después analizaremos algunos aspectos relevantes del método BRST-BFV
clisico para presentar los dos caminos basicos hacia la cuantizacién: la inte-
gral de trayectoria y la formulacién de operadores. Por Gltimo introducire-
mos al lector a los conceptos bésicos del principio de accién de Schwinger
que aplicaremos en capitulos posteriores.

"1.1 METopo DE DIRAC

El andlisis cldsico de sistemas con constricciones, (incluyendo aquéllos in-
variantes ante reparametrizaciones) que pueden deducirse de un principio
variacional, {ue planteado por Dirac [30] y Bergmann [4] a principios de los
afios cincuenta. El principal interés de Dirac era entonces, construir un for-
malismo hamiltoniano para la teoria de la relatividad general con e} objetivo
de realizar su cuantizacion. Sus esfuerzos desembocaron en el formalismo
ADM (Arnowitt-Deser-Misner) construido en los afios sesenta (5]. La apli-
cacidn del trabajo de Dirac a teorias de norma, como el electromagnetismo
o las teorias de Yang-Mills, se realizé posteriormente, en los setenta, donde
se plantearon por primera vez las relaciones de conmutacién bésicas para el
electromagnetismo en la norma de Coulomb, obtenidas anteriormente usando
métodos heuristicos y ahora entendidas como una consecuencia del paréntesis
de Dirac {54]. También en los afios setenta, se construyd la version geométrica
del método de Dirac [49] y en los ochenta se demostrd la equivalencia entre
la teoria de Dirac hamiltoniana no extendida y el andlisis lagrangiano [19].
La equivalencia entre el formalismo de Dirac extendido y el formalismo la-
grangiano se mostré posteriormente [62].

Con respecto a la cuantizacién, Dirac propuse un programa donde las
constricciones cldsicas se implementan como operadores en el espacio de
Hilbert, se promueven los paréntesis de Dirac a ik veces el conmutador y
se exige la invariancia de los estados del espacio de Hilbert ante transfor-.
maciones de norma. FEste método tiene la ventaja de no requerir ningiin
procedimiento para fijar la norma. La equivalencia de este método con el Ha-



mado método de reduccién, (i.e. cuando se eliminan los grados de libertad
de norma, antes de cuantizar) es atn un punto de controversia [71].
"+ Las caracteristicas basicas del método de Dirac, en la formulacién la-
grangiana o hamiltoniana son: a) tratar con todas las variables del espacio
fase, respetando asf las simetrias originales de la teoria, b) la construccién de
un algoritmo para determinar, con un procedimiento definido, la superficie
de constriccién, donde el movimiento se lleva al cabo, ¢) separar los grados de
libertad no-fisicos de aquellos que son relevantes para la descripcién dindmica
de la teoria.
El objeto de esta seccién es revisar los conceptos bédsicos del método de
Dirac ya que el método BRST-BFV es una extensién de éste.
Comenzaremos planteando el principio de accion

1 PR
Sy = /’ L{¢ ¢ 0)dt  i=1..N, (1.1).
I3 :

donde el lagrangiano es singular, i.e.

La accidn (1.1) es una funcional que contiene informacién sobre la clase de
trayectorias a las que se aplica. Por ejemplo, pueden fijarse ) =4¢ vy
4'(t2) = gi en los extremos. Esta informacidn, usualmente sobrentendida,
es equivalente a las condiciones iniciales usadas al resolver las ecuaciones
de movimiento. En el caso de sistemas con constricciones, esta informacién
es de fundamental imporiacia puesto que el sistema. estd restringido a mo-
verse en una hipersuperficie del espacio configuracién. En consecuencia su
dindmica debe ser consistente con las condiciones iniciales que se usen para
resolver las ecuaciones de movimiento. Mas adelante veremos el tipo de in-
consistencias (tanto a nivel clsico como cudntico) que surgen por no tomar
en consideracién esta informacién.

Como consecuencia de (1.2) no todas las velocidades pueden oblenerse
como funcién de los momentos, definidos de la manera usual por,

oL, .
pi= a—é;(qvfl): (1.3)
y de las coordenadas. Esto implica la existencia de m, relaciones
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Fficie de dlmensxon 2N m, llamada. superficie de constrwczan pnmana
: /ecuencm ‘de que la matriz (1.2) no tenga rango maximo es que'_ ’
el hamiltoniano ca.nomco definido por

Ht::q]pj—L(q‘.r(f)tL - o (1.5)

‘no‘éstd inicamente determinado como funcién de p;, ¢' ya que las coordenadas
.’y ‘momentos no son independientes, estdn relacionados por (1.4). Como con-
“:sécuencia, el hamiltoniano candnico estd determinado de manera iinica so-
i lamente sobre la superficie de constriccién primaria y puede extenderse de
-manera arbitraria a todo el espacio fase mediante

Hy = H.+ Mgy, (1.6)

donde A% son multiplicadores de Lagrange arbitrarios.

El hamiltoniano total (1.6) genera la evolucidn temporal del sistema y
por consistencia requerimos que las constricciones primarias sean cantidades
conservadas sobre la superficie de constriccidn: la evolucién temporal de
cualquier punto de esta superficie debe permanecer en ella durante el tran-
scurso del tiempo. Esto implica

¢A| = {¢A11HT} = {¢A1)Hc} + ’\Bl {¢A|1¢B|} ~ 01 (17)

donde {A, B} denota el paréntesis de Poisson usual. De aqui pueden resultar
distintos escenarios: a) el lado derecho de (1.7) es una nueva constriccidn,
b) es posible despejar algtin muitiplicador de Lagrange en términos del resto
de las variables y, ¢) (1.7) es una identidad. Si la condicién de consistencia
da lugar a nuevas constricciones, que denotaremos como ¢4, (g, p), llamadas
constricciones secundarias, obtendremos una nueva superficie de constriccién
definida ahora por T = {¢4, = 0,64, = 0}. El algoritmo de estabilizacién

1Usaremos la notacién de Dirac donde el simbolo a (igualdad débil) se usa para re-
marcar e] hecho de que estas funciones puede igualarse a cero después de que todos los
paréntesis de Poisson donde ellas intervienen han sido calculados, i.e. son cero sélo sobre
la superficie de constriccién. Ademds las constricciones pueden ser bosénicas o fermidnicas
-de acuerdo a su paridad de Grassmann. En esta seccién consideraremos el caso bosénico.
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ha comenzado: apllcamos nuevamente la condxcnon de consxstenc:a sobre las i
constricciones secundarias y en algunos casos; una nueva gereracién de con ;.
striciones- aparecerd. = El procedmuento termma cuando ya no se generan :
“nuevas constricciones. : o
Al final de este procedxmlento obtendremos un con_]unto de constrxccmnes SRS

¢A = 0 A =my + ma + ...mn, o (1 8)‘"

donde my denota el nimero de constricciones de la N-ésima genera.cm 2
- Consideremos ahora los parentesns de Poisson entre las constnccxones (L 8)

{668} = C{pdc + Cas, (_1-9)‘;‘

donde C§p y C.p son funciones de g,p. En el caso en que Cyg no sea de
rango maximo, existirdn constricciones con paréntesis de Poisson débilmente
cero entre ellas. Estas funciones denotadas por Ga(g,p), e = 1...p, se llaman
constricciones de primera clase,

{G0rGa} = Ciylg, )G - (L)

El paréntesis de Poisson de las constricciones restantes que denotaremos por
Xa» & = 1....5, tendra la forma

{Xas x5} = Capla, p), (1.11)

donde la matriz C,p es antisimétrica e invertible. Si no fuera este el caso
habria, entre las constricciones X, algunas constricciones de primera clase.
Estas funciones se llaman constricciones de sequnda clase. Nétese que el
nimero de éstas debe ser par en el caso bosdnico.

En general una funcién del espacio fase se llama de primera clase si su
paréntesis de Poisson con todas las constricciones es débilmente cero y de
segunda clase en caso contrario, En el caso de sistemas independientes del
tiempo es siempre posible construir ¢l hamiltoniano de primera clase

{H7Ga} = ‘I:Gby (1.12)

2Las constricciones pueden ser funcionalmente independientes (caso irreducible) o de-
pendientes (caso reducible). En el segundo caso, la extraccién del conjunto de constriceio-
nes independientes puede destruir simetrias manifiestas y/o localidad espacio:temporal.
Su andlisis es un tépico aparte [38]. Consideraremos el caso irreducible.
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" matriz,

que en la-mayoria de los casos coincide con el hamiltoniano total. Supon-
. -dremos que las constricciones (1.8) satisfacen las condiciones de regularidad
. (58], Esto implica que pueden usarse como coordenadas del espacio fase.
" En-particular, si z\(y,),2* = (¢',p:),i = L.N,r = 2N — M, donde M es

el niimero total de constricciones, son las ecuaciones paramétricas de la su-
perficie representada por las constricciones (1.8), deberd cumplirse que la

az*

'6—y-r-, (1.13)

sea de rango maximo. Una de las caracteristicas geométricas mdas importantes

del espacio fase es la existencia de la estructura simpléctica que define el
paréntesis de Poisson. Si denotamos las coordenadas del espacio fase por
z#, 1 =1...2N, definiremos el paréntesis de Poisson béisico por

o = {2#,2"}. (1.14)

Requerimos también que este tensor de rango 2 cumpla las siguientes pro-
piedades .

deto® # 0 (1.15)

a"\“'Pa"" + oA oo a""’vpa’\" = 0, (Identidad de Jacobi). (1.16)

La definicién del paréntesis de Poisson entre dos funciones cualesquiera F, G
del espacio fase sera,

ar ., oG
{F,G}= 52—“0‘“’ 3 _ (1.17)
En coordenadas canénicas, z* = (¢', p;), y la matriz ¢ tiene la forma
0 I
v —
o* _(_1 0). (1.18)

La matriz ¢# es invertible (vedse (1.15)), y su inversa, denotada por o,
hereda las siguientes propiedades,

deto,, #
Oy + Tuiu + o =

0, (1.19)
0, (o es cerrada). (1.20)

Esta 2-forma con las propiedades (1.19)-(1.20), define la estructura simpléc-

tica del espacio fase.
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donde la forma mducxda (1 22) hereda la’ propledad de ser cerrada pero, en
general, no es invertible.

Supongamos una superficie de coustrxccwn definida por las constricciones
de primera clase G, = 0. El campo vectorial hamiltoniano asociado a estas
" funciones se define por

X} =0oM,G,, (1.23)
donde los vectores X, son funcionalmente independientes ya que hemos
supuesto que las constricciones cumplen las condiciones de regularidad y
son irreducibles. Un campo vectorial Y* es tangente a la superficie de con-
striccién si Y28,G, =~ 0. En particular, los vectores X, son tangentes a la
superficie de constriccién ya que

XB"B,\G,, = {Gb,Gn} e 0, (1.24)

por lo tanto generan simetrias del sistema ya que mapean puntos de la su-
perficie de constriccion sobre la misma superficie y las funciones G, tienen
paréntesis de Poisson cero con el hamiltoniano de primera clase (1.12). La
forma de estas transformaciones es

X0\ F = {F,G.). (1.25)

Como veremos mdis adelante, ésta es la estructura de las trasformaciones
infinitesimales de norma.

Con argumentos semejantes pucde mostrarse que los campos hamiltoni-
anos asociados a constricciones de segunda clase no generan transformaciones
de simetria puesto que no son tangentes a la superficie de constriccion y por
tanto mapean puntos de la superficie de constriccidn fuera de ésta. En efecto,
si

. ’ i . .
35i 2 = z*'(2) es una transformacién de coordenadas, la matriz o*** transforma
como un tensor de rango 2
A gtk
ap _ Oz 8z
Ap 9z ap

= 9% paf a2
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es el campo

s Esto muestra que las constnccwnes de segund
'cxones de simetria. g

" Con-el hamiltoniano total puede constr irs
‘totaI deﬁmda. por .

Sp = / (q i Hq-)dt © o (1.28)
‘La ecuaciones de movimiento obtenidas desde este principio variacional son

‘equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas desde la accién
(1.1).%

1.1.1 AccISN EXTENDIDA

La presencia de funciones arbitrarias en la accidn (1.28) conduce a que
la dindmica no este tnicamente determinada. Nétese que solo los multi-
plicadores asociados con las constricciones primarias de primera clase per-
manecen. Esto se debe a que los multiplicadores asociados a las constriccio-
nes de segunda clase siempre pueden despejarse en términos de las variables
del espacio fase.

En particular, esto implica que las constricciones de primera clase son las
responsables de la arbitrariedad que aparece en la dindmica. Ya mostramos
usando argumentos geométricos, que las constricciones de primera clase gene-
ran simetrias sobre la superficie de constriccién mientras que las de segunda
clase no lo hacen. Estrictamente, sélo las constricciones de primera clase
primarias generan transformaciones de norma, pues solamente éstas tienen
asociado un multiplicador de Lagrange arbitrario. Sin embargo es posible
argumentar que las otras constricciones de primera clase también son gene-
radores de transformaciones de norma (“conjetura de Dirac”).

1La transformacién p(g, §) — §(g, p) no es invertible. Sin embargo es posible convertirla
en una transformacion invertible en un espacio mis grande, afadiendo como variables
dinamicas a los multiplicadores A4:. Esto implica que los principios variacionales (1.1) y
(1.28) son equivalentes. Usando a p y A como “campos auxiliares”[56], eliminandolos con
la ayuda de sus propias ecuaciones de movimiento es posible partir de (1.28) y recuperar

(1.1).
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Ali‘nqué‘la. conjetura de* Dirac puede probarse bajo ciertas restricciones
) [62] sigue siendo un punto polémico. Como existen buenas razones para pen-
‘sar ‘que la conjetura de Dirac'es vdlida en general {por ejemplo, el paréntesis
de Poisson de dos constricciones primarias de primera clase es proporcional a
“‘una constriccién de primera vlase cualesquiera) adoptaremos aqui el llamado
formalismo extendido.® Este formalismo consiste en “subir” todas las cons-
tricciones a la accién construyendo una accién extendida. Esta accién tiene
“mucho mas simetria que la accién candnica, i.e. es invariante ante todas las
transformaciones de norma generadas por todas las constricciones de primera
clase. Un punto muy importante es demostrar que esta accion es equivalente
a la accién candnica. Esto es posible y fue realizado por los autores de {62},
donde se presenta un método general para obtener las simetrias de la accidn
lagrangiana original, conociendo aquéllas de la accién extendida. La idea ge-
neral es la siguiente: partiendo de la accién lagrangiana (1.1) es claro que el
niimero de pardmetros arbitrarios en sus correspondientes transformaciones
de norma debe ser igual a la redundancia que presenta la dinamica, i.e.,
al ntimero de parametros arbitrarios en las soluciones de las ecuaciones de
movimiento. Las transformaciones de norma de esta accion tienen la estruc-
tura )

= fYq,4,G,.-€,&,E...). (1.29)
Dos transformaciones de norma son equivalentes si difieren por una transfor-
macién trivial

¢ = 6.4 + / Pt ) kgt G, 1) = —pP (2, ), (1.30)

641 )

"donde 3 5tn Eq)(l’) son las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a la variable ¢’
al tiempo t' y p" es una matriz antisimétrica arbitraria. Para obtener las
transformaciones (1.29) es posible usar el formalismo de Dirac y aplicar las
siguientes ideas. Supongamos un sistema con constricciones de primera clase
de las cuales m, son primarias. La accicn total puede construirse usando las
ideas de la seccién anterior. Esta accion es completamente equivalente a la
accién lagrangiana y tiene m; [unciones arbitrarias, no determinadas por las

SEs necesario hacer notar que es posible desarrollar toda la teoria de Dirac sin esta
suposicion {51]. Pero el método de cuantizacién de Dirac depende fuertemente de este
supuesto y hasta ahora no existe una propuesta alternativa.
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“ecuaciones de mbviihiento.».“Co'n'strg'y'am

o donde ahora. aparecen toda.s las constricciones'de; primera clase en la accmn :
"Dsta accién tlene las s1gmentes s:metrxas de g

cq = {q :G }5 ) 6:1’: — {PnGu},ﬁ-:

donde e® son pardmetros arbitrarios que dependen del tiempo solamente. Las

.funciones de estructura estin dadas por (1.10) y las funciones V;* por (1.12).
Esto puede mostrarse observando que: a) 8.(pg) = é.pg — pb.q -+ (pé.qg), b)
6 H, = {H.,eG.} = VPG (usando (1.12)) y c) 8(1°G.) = 8A°G, +
A28,G, = 8, A8G, + A€ C5G, (usando (1.10)). De aqui podemos escribir la
variacién de la accién extendida en la forma

“ S +,\°" bc—gbv,," (1.32)

L2

JSE—/dte — VR — X% 08 — 600G, +[e.1p.a———cG'] , (1.33)

4]

donde hemos usado la expresidn
dF BF aF . OF

.L_ﬂ— e + ap P: + '5"1
y hemos considerado que las constricciones G, no dependen explicitamente
del tiempo (este caso particular lo trataremos en detalle en el capitulo 3). La
expresién (1.33) serd sélo funcién de los puntos extremos si los multiplicadores
de Lagrange transforman como (1.32). En particular, escogiendo €%(¢;) = 0
y €*(t2) = 0 este término es cero,
Con el objeto de tratar las transformaciones de norma como transforma-
ciones canénicas, definimos [62]

(1.34)

. 6, F = {F,G}, G = p*G,, (1.35)
o Dt
L T 1 — pVE + {u*, Hid, (1.36)
donde p*(g, py A, A, A), Heg = Ho+ X°GL y
D_8 .8 . 98
_Z=5-+/\5A“+Aa;\“+m (1.37)



Estas- transformaciones de norma candnicas son también simetrias de la
accién extendida. La demostracion sigue el mismo camino de la ya expuesta.®
De hecho, no son simetrias nuevas, pues difieren por transformaciones de
norma triviales de las transformaciones de norma (1.32). Nélese que ahora
-los multiplicadores de Lagrange transforman de manera distinta. Esta ex-
tensién de las transformaciones de norma usuales (1.32) es de crucial impor-
tancia para comparar las simetrias de la accién extendida con aquéllas de la
accién lagrangiana original.

Para obtener las simetrias de la accién lagrangiana es necesario imponer
las condiciones de norma A4% = 0, A% = {, ..., en la accién extendida, donde
A= son los multiplicadores de Lagrange asociados a la generacién n-ésima
de constricciones de primera clase. Estas condiciones implican un conjunto
de ecuaciones algebrdicas que relacionan a los parimetros p®. Es posible
mostrar constructivamente [62] que estos pardmetros pueden escribirse como
funcién de las coordenadas y momentos, los m; multiplicadores de Lagrange
arbitrarios, un pardmetro arbitrario que corresponde al dltimo y® que gen-
eralmente se denota como ¢, y sus derivadas respecte al tiempo.

gF = g p, M A AA e é ), k=1l.a—1. (1.38)
Posteriormente se eliminan A4 y p usando sus propias ecuaciones de mo-
vimiento, para obtener las simetrias de norma lagrangianas cuya estructura

general es (1.29).

Como colorario de este andlisis se obtiene que el nimero de generaciones
de constricciones de primera clase es igual al maximo orden de la derivada
respecto al tiempo del pardmetro € méds uno. Para detalles referimos al lector
a [62]. Este formalismo tiene la ventaja de ser invariante ante redefiniciones
de las constricciones y generaliza el analisis [51] que corresponde al caso en
que p? es una funcidn del tiempo solamente. Si las condiciones

{Gmis Gm, } = constricciones primarias de primera clase, (1.39)
' Vot independiente de g y p, (1.40)
se cumplen para ¢ = 2, siempre es posible construir una solucién p*(t) que

depende solamente del tiempo [47}. Hay que notar que redefiniendo las cons-
tricciones y el hamiltoniano de primera clase es posible satisfacer las condi-

ciones (1.40).

$La correspondiente demostracién la presentamos en el apéndice para el caso que in-
volucra variables de Grassmann.
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1.1.2 CONDICIONES DE NORMA .
: ~La clamﬁcacxon de las consmccmnes en primera y segunda clase se. realua

_tom I do en’cuenta su. caracter como generadoras de ‘transformaciones de

'Vnorm .7 Las constricciones de primera clase generan transformaciones de
simetrfa devnotma., mientras que las de segunda clase no mapcan estados
" fisicos ‘en"estados ffsicos. Las constricciones de segunda clase solamente re-
‘ducen la dimensién del espacio fase y no tienen asociada nmguna s1mema de
la accidn.

Cuando en un sistema aparecen constricciones de primera clase, la teorfa
 es degenerada y es necesario imponer constricciones adicionales para determi-
nar de manera tnica la dindmica. Estas constricciones se llaman condiciones
de norma. Las variables fisicas pueden definirse como aquellas variables
dindmicas que ademds de ser invariantes de norma tienen la caracteristica de
ser independientes de la eleccién de la condicién de norma.

Hay dos tipos de condiciones de norma: candnicas y no-candnicas. Las
primeras dependen de las variables del espacio fase y reducen el nimero
de grados de libertad. El espacio fase reducido, donde sélo aparecen las
variables fisicas, ha perdido las simetrias originales de la teorfa. Por otro
lado, las segundas son condiciones sobre los multiplicadores de Lagrange y
tienen efecto en el espacio fase extendido, donde todos los grados de libertad
son independientes, pero sélo algunos de ellos son f{isicos.

Las condiciones de norma canénicas

Ci(g,p) ~ 0, (1.41)

deben tener la propiedad de ser accesibles. Para explicar este concepto es
necesario recurrir al principio variacional extendido (1.31). Consideremos la
clase de trayectorias {g*(t), pi(2),A*(¢)} cuyos extremos estén fijos q'(t)) =
¢i,6'(t2) = ¢b.7 Dadas las condiciones de norma (1.41) es necesario que

7Es posible fijar variables distintas en los extremos. Por ejemplo, ¢*(n) = ¢} y pi(m2) =
%, en cada extremo. En general, es posible fijar las combinaciones Q*(q(72), p(72), 72) =
Q; vy Q(e(m),p(n), 1) = Q) con la condicion {Q*,@} = 0 (a tiempos iguales). En
estos casos es necesario modificar el principto variacional afiadiendo un término de punta
apropiado. La idea bésica es realizar una transformacién canénica de tal modo que las
nuevas coordenadas secan las funciones de las variables candnicas que se quieren fijar en
los extremos. Este término tiene importantes consecuencias al cuantizar la teoria usando
la integral de trayectoria. En el Capitulo 5 presentaremos con detalle estas ideas, tanto
desde el punto de vista clisico como cuintico. Para més detalle ver [59] y el Capitulo 5.
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‘ .esta,s funcmnes cumplan con los valores previamente fijados en los extremos.
- " En'caso contrario debe ser posible usar una sucesién de transformaciones
”mﬁmtesxma.les de norma para transformar las funciones (1.41) en otras que
: .‘cumplan con las condiciones previamente impuestas en los extremos. Si esto
./no'es posible se dice que las condiciones de norma no son accesibles.
- "Por otra patte, el nimero de condiciones (1.41) debe ser igual al niimero
de -variables redundates en la dindmica y éste es igual al nimero total de
constricciones de primera clase independientes. Con el objeto de eliminar la
arbitrariedad contenida en los multiplicadores de Lagrange, la condicién,?

det[Ch, Ga] # 0, (1.42)

debe cumplirse. Por tanto, tenemos ahora un conjunto de constricciones de
segunda clase que pueden tratarse usando el correspondiente paréntesis de
Dirac que definiremos mis adelante. Una consecuencia importante que se
deriva de este hecho es el conteo de los grados de libertad en un sistema con
constricciones E! conteo de los grados de libertad se realize entonces como
sigue: 2F = 2N — s — 2p, donde F' es el nimero de grados de libertad
fisicos, N es el nimero de grados de libertad en el espacio fafe orviginal, s
es el nimero de consiricciones de sequnda clase y p el correspondiente a las
constricciones de primara clase.

Como las transformaciones de norma deben anularse en los puntos ex-
tremos de la accion con el objeto de no cambiar las condiciones de frontera
inicialmete impuestas, debe escogerse,

En(h) = Ea(tQ) =0. (143)

La cuestién es entonces: jpuede eliminarse la redundancia en la descripcién
de la dindmica por medio de condiciones de norma?, i.e., jes posible imponer
condiciones de norma que respeten la condicién (1.43)? Observemos que no
es posible imponer cualquier condicién de norma ya que tal condicién debe
conectarse via una transformacién de norma con el conjunto de variables
fijadas previamente en los extremos, lo que en general, viola (1.43) y por
tanto modifica las condiciones frontera del principio de accién,
Otra alternativa es usar normas de la forma

8Esta condicidn debe cumplirse globalmente. De otra manera podrian obtenerse obs-
trucciones de Gribov que no permiten fijar la norma de manera global [52].
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Ao = f“(q, PA), | (144) 2

- que estan construidas de tal manera que las condiciones (1.43) sean las condi-

ciones iniciales de una ecuacién diferencial de segundo orden, ya que A trans-
forma con la primera derivada respecto al tiempo de € (ver (1.32)).

1.1.3 CUANTIZACION CANONICA DE SISTEMAS CON CONSTRICCIONES

Dado un conjuto de constricciones Ga, X, podemos ahora plantear el proble-
ma de la cuantizacién. En principio, hay varias posibilidades para cuantizar
un sistema con constricciones. Un camino es eliminar los grades de liber-
tad de norma a nivel cldsico y después cuantizar el sistema reducido. En
general, este procedimiento conlleva la pérdida de simetrias manifiestas del
problema, como por ejemplo la covariancia de Lorentz. También es cierto que
{recuentemente cl sistema reducido tiene una estructura muy complicada y
que es dificil realizarlo cuanticamente. Por ello Dirac implemetd el siguiente
procedimiento.

Las constricciones de segunda clase pueden eliminarse usando el parénte-
sis de Dirac

{4,B)" = {A, B} — {A,x}C"{xs, B} (1.45)

donde C%” es la inversa de la matriz C,p definida por (1.11). Este paréntesis
tiene la importante propiedad de que cualquier funcidn en el espacio fase
tiene paréntesis de Dirac cero con cualquier constriccién de segunda clase.
Esto permite implementar las constricciones ‘de segunda clase directamente
en la accién y reducir grados de libertad, obteniendo una teoria hamiltoniana
no candnica®. El paréntesis de Dirac estd dado por la estructura simpléctica
inducida sobre la superficie de constricién x, = 0, ver (1.22). Es posible
mostrar que esta estructura es de rango maximo y por tanto invertible [58].

En general, es muy dificil hallar una representacién cudntica de este pa-
réntesis. Esta es la razén principal para estudiar métodos alternativos que
permitan, afadiendo variables, convertir constricciones de segunda clase en
constricciones de primera clase, (ver Seccién 3.3).

Después de efectuar la reduccidn de las constricciones de segunda clase a
nivel cldsico, el procedimiento de cuantizacién es el siguiente,

9Los paréntesis basicos no serian los definidos por las coordenadas de Darboux. Es
posible obtener un paréntesis de Dirac candnico pero esto implica transformaciones que
en general no son locales,
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a) reemp]azar las variables canénicas por los operadores correspondxentes,
b) usar la regla de correspondencia, : :

(A, Ble =i{AB), . ’,‘(1.11»6)

‘donde [A; B|y es el conmutador estandard AB — BA, a menos de (jue'los dos. )

operadores que intervienen sea impares, en cuyo caso.se tra.ta del anticon-

mutador AB + BA.

c) Para remover los grados de libertad de norma es necesario un crlter:o

adicional que seleccione los “estados fisicos” . Para ello se implementan las

condiciones, )

Gal) =0, {1.47)
que provienen de exigir que los estados del espacio de Hilbert sean invariantes
ante transformaciones de norma,

& Calp) = p). (148)

Implementar la condicién (1.47) puede ser muy complicado en la prictica
(por ejemplo, la ecuacién de Wheeler-DeWitt en gravitacién), por lo que
frecuentemente es mds eficiente calcular la accién clisica efectiva y usar la
integral de trayectoria de Feynman.

d) Los observables en la teoria cudntica, seran aquellos operadores her-
miticos que sean invariantes ante transformaciones de norma,

F=F! observable += 6/ =[F &G,)=0. (1.49)

Este método esta construido de tal manera que selecciona los estados fisicos
sin necesidad de fijar una norma. Sin embargo, tiene algunos inconvenientes:
La version cudntica del dlgebra de constricciones (1.10) debe ser consistente
con la condicion (1.47). En el caso en que sea posible escribir a nivel cudntico
la expresidn o
[GM G&] = lh‘C chy (1 50)
donde las funciones de estructura pueden adquirir correcciones de orden /i,
entonces o
, (G, Call) =0, (151)
se satisface como consecuencia de (1.47). Sin embargo, existen sistemas en
los que no es posible realizar cudnticamente el dlgebra de constriciones {1.10).
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" El problema es que las constricciones clisicas de primera clase pueden con-

vertirse en constricciones de segunda clase a nivel cudntico, de manera que,
[Ga, Gy] = i6CE, G+ K2 D . (1.52)

Estas correcciones son consecuencia de problemas de ordenamiento en.los
factores. La existencia de sistemas .cudnticos distintos que tienen el mismo
limite clasico no es propio de los sistemas con constricciones, es un problema
general de la relacién entre la mecénica cldsica y su correspondencia cudntica.
En los casos extremos donde D, tiene determinante distinto de cero, la
condicién (1.47) reduce el espacio de Hilbert a |3} = 0. Tales sistemas se
dice que son andmaloes.

Otra fuente de posibles inconsistencias proviene de la extensién cudntica
de que el hamiltoniano sea una funcién de primera clase (1.12)

[Ho, Ga] = iR V2 G, + R3C.. (1.53)

BEn este caso el hamiltoniano y la evolucién temporal no serd invariante de
norma.

El segundo problema importante es que el método de Dirac no nos propor-
ciona una regla para definir el producto escalar que permite la interpretacién
probabxhstxca en la teoria cudntica. Un esquema alternativo, que permlte
~en principio- la construccién de un product.o escalar, es [85].

Finalmente mencionaremos que atin en el caso en que D 6 6 C, sean dis-
tintos de cero el procedimiento de cuantizacién BRST-BFV que discutiremos

‘en la seccién 2, puede dar resultados consistentes. Estos casos justifican la

necesidad de usar el formalismo BRST e introducir el espacio fase extendido
afiadiendo grados de libertad adicionales, los llamados fantasmas. Ademds el
método BRST-BFYV nos permite, en principio, la construccién del producto
escalar en la teorfa cudntica.

1.1.4 EJEMPLO

Con el objeto de ilustrar de manera transparente algunas ideas expuestas en

esta seccién consideremos la accién del campo electromagnetico libre

SalAd = | d“:z(—-iF“"[«‘,“,), (1.54)
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donde 1",,,, = 0,4, ~0,A,. La accién es invariante ante las transformacxones

de norma :
= Jye. (1.55)

?Como estas transformaciones mvolucran al pardmetro ¢ _|unt.o con su primera

derivada respecto al tiempo, esta teorfa debe tener dos constricciones de™
primera clase, una primaria y la otra secundaria. Por tanto, el nimero:total

de grados de libertad serd, 4-2=2. Construiremos ahora la teoria haml]tom-

ana. Los momentos candnicos son

=0 w = sy

y el paréntesis bésico es, :
{AL (D), 7*(2)} = 846(F - #).

Tenemos, entonces, una constriccién primaria,

- $r=a0=0.
El hamiltoniano canénico es S o )
Ho=Ho+ [dsao-0) o)
donde 1. 1 - ‘ g L
Ho = / Pa(grin+ FOR) o (L60)

La condicién de consistencia sobre ¢, resulta
$2=—1% =0, o(e1)
que no es otra cosa méas que la ley de Gauss (—=¥; = V. E,E' = F%) yque

aparece aquf como constriccién secundaria. No hay constricciones adicionales
y el algebra de constricciones es

{0(@, (2} =0, {$:(2),62(8)} =0, {4(%), ()} =0, (1.62)

{He,hi(2)} = 62(2),  {H.,¢2()} =0, (1.63)

debido a que
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. .quedando Ja'invariancia residual, -

LbAo=¢ | SAi=Be, 8N =¢ (1.70)

(67 = 6{)r" =0) con ¢ = ¢% Si eliminamos 7% 7" y A! de la accién total

usando para ello sus propias ecuaciones de movimiento, obtenemos la accién
original y las transformaciones de norma coinciden con (1.55). Es costum-
bre eliminar de (1.69) solamente los campos auxiliares A!, 7% obteniendo el
resultado usual

Splr*, Ay, Ao} = / d*z(r' A; — Ho — Aoa). (1.71)

Es por ello que usualmente se considera la componente Aq como el multipli-
cador de Lagrange asociado a la ley de Gauss.

1.2 BRST-BFV

El propésito de esta seccién es dar una introduccién breve a algunos concep-
tos basicos del método de cuantizacién BRST-BFV. Nos centraremos en los
aspectos hamiltonianos de la simetria BRST. Esta exposicion estd basada en
las refererencias {40}, [61],{58] a las que referimos al lector para mds detalles.
El correspondiente analisis lagarangiano puede verse en {14].
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Uno de los problemas fundamentales de la fisica tedrica es la cuantizacién
de sistemas con grados de libertad de norma. Existen varios métodos para
cuantizar teorias de norma como por ejemplo, el método de Dirac (expuesto
en la seccién anterior), el método de cuantizacidn de lazos [6], el método de
cuantizacién geométrica [91], entre otros. La principal dificultad en la cuan-
tizacién se debe a que las simetrias de norma estan asociadas al hecho de
que no todos los grados de libertad son “ffsicos” y por tanto hay un sector
de la teoria que debe ser eliminado sin destruir la covariancia. Los estados
fisicos son invariantes ante transformaciones de norma. Cuando se calculan
los elementos de matriz del operador evolucion entre un estado inicial y un
estado final previamente definidos, usando la integral funcional, se encuentra
que la suma sobre todas las trayectorias posibles, entre estos estados, diverge
debido a las simetrias de norma de la teoria. Esto se debe a que existe una
infinidad de trayectorias que son equivalentes; estdn relacionadas entre sf por
tansformaciones de norma. En los afios sesenta se mostré que este problema
puede resolverse en el caso donde las funciones de estructura del dlgebra
de constricciones son constantes (en tal caso las constricciones forman un
algebra’'de Lie). Pero cuando las funciones de estructura dependen de las
variables del espacio fase, es necesario recurrir a métodos alternativos. Para
la teoria de Yang-Mills este problema fue resuelto introduciendo variables
que anticonmutan, los llamados fantasmas de Faddeev-Popov. Los fantas-
mas fueron introducidos por Feynman [37] al tratar el desarrollo perturbativo
de una teoria de Yang-Mills. El noté que para mantener la unitariedad era
necesario considerar diagramas adicionales en los que intervenian particulas
no observables. Se les dio el nombre de fantasmas, porque a pesar de trans-
formar como escalares ante el grupo de Lorentz tienen estadistica de fermidn.
En este sentido, violan el teorema de espin-estadistica y por ello se declaran
como no-observables. Posteriormente, Faddeev y Popov [33] notaron que
para mantener la idea bdsica de que el propagador pueda escribirse propor-

- cional a la exponencial de la accidn es necesario “subir” a la accién un factor
que aparece como consecuencia de la medida. A este procedimiento le lla-
maron la “representacion integral”. De esta manera pueden construirse las
reglas de Feynman de la teoria y mantener la unitariedad. Para ello intro-
dujeron los famosos fantasmas de Faddev-Popov.

Tiempo después, Becchi, Rouet y Stora e indcpendientemente Tyutin
[21], mostraron que la accidn efectiva (aquélla que depende de los fantas-
mas) tiene una simetrfa sorprendente: la supersimetria BRST. Esta simetrfa
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i ‘\',txene tres prop:edades- a) Es ol res1duo de la simetrfa de norma cuando se
?'_'ha ﬁ_]ado la norma, b) es global y no local como la simetria de norma, c) es
< una supersxmet'.na el pardmetro es un nimero impar de Grassmann y mez-
.'cla varlables con distinta paridad de Grassmann. La primera aplicacidn de
"’esta 51metr1a para cuantizar teorias de norma fue realizada en [72]. Posteri-

ormente, un procedimiento completamente general fue desarrollado, usando

* como base el formalismo hamiltoniano, por E.S. Fradkin y colaboradores [39).

Es comin referirse a este método de cuantizacién como el método de Batalin-
Fradkin-Vilkovisky (BRST-BFV). Este procedimiento, no solamente es 1til
en la formulacién de la integral de trayectoria [61}, donde la simetria BRST
es la piedra angular en la construccién de la accién efectiva, sino también
en la formulacién de operadores (18). Bl método BRST-BFV tiene las sigu-
ientes caracteristicas: a) Es aplicable al caso de dlgebras abiertas (aquéllas
que cierran solamente cuando se utilizan las ecuaciones de movimiento), b) la
simetria BRST tiene significado intrinseco, i.e., no depende de la estructura
dinimica de la teoria sino solamente del dlgebra de constricciones. Es, por
tanto, independiente de las condiciones de norma y esti asociadaya la estruc-
tura de los sistemas hamiltonianos con constricciones, c) la teoria cudntica
resultante es unitaria, d) la medida en la integral funcional estd determinada
por la medida de Liouville en el espacio fase extendido (aquél que contiene
a las variables dindmicas de la teoria, mds los fantasmas y sus correspon-
dientes momentos conjugados, llamados antifantasmas), ¢} el procedimiento
depende de la estructura geomeétrica de la superficie de constriccién y no de
la manera particular en cémo se defina dicha superficie, i.e., es invariante
ante redefiniciones de las constricciones.

Sin embargo, este método tiene la desventaja de romper la covariancia
explicita de la teoria a la cual se aplica, debido a que estd basado en el for-
malismo hamiltoniano. Por ello Batalin y Vilkovisky (BV) [14] propusieron
el correspondiente método lagrangiano, llamado formalismo de anticampos.
En este procedimiento se introducen nuevos objetos, llamados anticampos,
asociados a cada variable dindmica de la teoria, incluyendo los fantasmas.
La paridad de Grassmann de los anticampos es opuesta a la de su variable
asociada. En el espacio de campos y anticampos se introduce una estructura
simpléctica impar, llamada antibracket. Este formalismo permite interpre-
tar el procedimiento para fijar la norma en términos de una transformacién
candnica (definida como aquellas transformaciones que dejan invariante la
estructura del antibracket) en el espacio campo-anticampo. Una desventaja
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importante de este método es que no propone una mecanismo sistematico
para calcular la medida en la integral funcional. Esta medida es, en gene-
“ral, altamente no trivial. Sin embargo, es siempre posible recurrir al método
" -BRST-BFV para intentar construir la medida lagrangiana. En este sentido;
.- estos dos métodos se complementan.

Aunque el método de cuantizacién BRST-BFV es muy general, no se
aplica directamente a sistemas con constricciones de segunda clase. Es nece-
sario eliminar a nivel cldsico este tipo de constricciones antes de aplicar las
ideas del método BRST-BFV. Esto, en principio, no es un problema pero
puede ser muy complicado en la prictica ya que existen ambiguedades con
ta representacién cudntica de los paréntesis de Dirac y problemas con el or-

" denamiento de factores y la localidad. Una posible solucién a este problema
es convertir las constricciones de segunda clase en constricciones de primera
clase afiadiendo un niimero apropiado de variables. Una prescripcién gene-
ral para realizar tal extensidn, es el método de conversion de Batalin-Tyutin
(BT) [16]. Posteriormente revisaremos las ideas bdsicas de este método (ver
Seccién 3.3).

1.2.1 CONSTRUCCION DE LA CARGA BRST

iCudl es la correspondiente carga de Noether de la simetria BRST? Esta
carga no depende de la estructura dindmica de la teorfa, i.e. de la forma
explicita del hamiltoniano ni de Ja condicién de norma. Depende solamente
de la estructura del dlgebra de constricciones. Por tanto es una propiedad
intrinseca y puede construirse en general como sigue'®: El primer paso es
asociar a cada constriccién de primera clase G, un fantasma 5° y su corres-
pondiente momento conjugado, también conocido como antifantasma P,,

-{ﬂb,Pa} = {Pﬂ)nb} = _621 (1'72)
donde €(P,) = €(n°) = 1,(9°)" = 9° y (P.)” = —P*. ' Estas variables

candnicas independientes tienen paréntesis de Poisson cero con el resto de
las variables. El espacio fase resultante se llama espacio fase extendido.

18por simplicidad supondremos constricciones reales y bosénicas. Los factores apropia-
dos para el caso general se introducirin en el Capitulo 4,

Denotamos por €(A) la paridad de Grassman de A, Para detalles referimos al lector
al apéndice,
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:Una estruct.ura adicional que juega un papel 1mportante en la eleccwn, :
. del sector fisico de la teoria, es el niimero de fanta.sma.,; s

(q)—O G(p) =0, G(n°)=1,,

donde el niimero de fantasma del producto de dos varla.bles es 1gual a la suma -
de sus respectivos nimeros de fantasma.
La carga BRST se construye exigiendo las sngulentes propxeda.des

1. Qesreal: O~ =Q,
2. Q tiene nimero de fantasma 1: G(R) = 1,
3. Q tiene paridad de Grassmann 1: ¢(Q2) = 1,
4. Q es nilpotente: {Q2,02} = 0.
La propiedad 4 nos permite resolver para la carga BRST y la solucién es L
0= g o PP (LT

con la condicidn de frontera

a0 ) T
o =Ua=G, (1.75)
BT] n=0,P=0 ' .

(n) . . ) L
donde {J son las llamadas funciones de estructura. Conociendo [/ es posible
calcular todas las funciones de estructura restantes, via un algoritmo bien
definido {61]. Los primeros términos de la serie son

Q=17°G, — %17 7°CeyPa+ - (1.76)
donde .... significa términos de orden mayor en el niimero de fantasmasy C%;
son las funciones de estructura del dlgebra de constricciones.

La solucién es tnica hasta una transformacién canénica en el espacio fase
extendido. En particular

=0+ {K,0}, (.77
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donde K es una funcxon arb:trar:a, es soluc:on de la pmp:edad 4,8 Q lo es.
El origen de Jas funciones.de estructura estd’ relacionado con la consistencia
del dlgebra de consmccxones Se dlce que la teoria es de rango N si todas
las funciones de estructura; para N <n+1 son cero. El rango de una teoria
no es una propiedad mtrmseca ‘Conmderemos por e]cmplo una teorxa. de

Yang~Mllls

'{GMG"} aQGcr ’ ' L (1.78)

donde C%, son constantes. En este ca,sor '
Q~rz [eN w57 *9°C5 P (1.79)

Es’ conocido que dada un algebra de constricciones es siempre posible con-

struir (loca.lmente) la correspondiente dlgebra abeliana redefiniendo las cons-

tricciones por nuevas constricciones equivalentes, En este caso la carga BRST

tendrd la estructura
' Q=nF, {F,B}=0. (1.80)

_ Por tanto, distintas cargas BRST pueden representar a la misma teorfa.

Es muy notable que la cstructura de los sistemas cldsicos con constric-

ciones esté contenida en la transformacién de BRST. En particular, el for-
malismo es invariante ante la redefinicion de las constricciones en el espacio
fase extendido. Las diferentes teorfas que resultan de fijar de una manera
especifica la condicidn de norma, estdn relacionadas entre si por una trans-
formacién candnica. En efecto, supongamos una superficie de constriccién
definida por Gy = 0. De manera equivalente esta misma superficie puede
describirse por _
Gn(% P) = Gy = A”:(Q?p)Gb(qv p)) (181)
donde M? es invertible. Si M? = 8 + ¢5(¢,p), donde ¢ es un parametro
infinitesimal, es posible construir el generador de la transformacidn candnica
que conecta las dos descripciones, usando el generador

C =P, (1.82)
Este generador nos permite relacionar la carga BRST

Q= 1°Gy + .oy (1.83)

29



: cdn!aqarga_ S T R
S 2 =5,G +-..ery i i (1.84)
de tal modo que _ o ’ ’
a N =0-0={0C) : (1.85)
Por tanto, las dos cargas (1.83) y (1.84) estdn relacionadas por una transfor-
macién candnica. Es en este sentido que representan al mismo sistema.
Con el objeto de ilustrar como estas ideas estdn relacionadas con la
eleccién de norma, consideremos dos hamiltonianos totales

HT = Hc +/\nGn, HT = Hc + /\uéa, (186)

donde G, y G, son distintas representaciones de la misma superficie de con-
striccién (1.81). El hamiltoniano H7 puede reescribirse como

Ar=H.+ XM Gy = H, + 3G, (1.87)

donde A? = A*M?. Los dos hamiltonianos Hr y Hr representan al mismo sis-
tema dinamico y difieren solamente en que sus respectivos multiplicadores de
Lagrange son distintos. Fijando A%, podriamos decir que los dos hamiltoni-
anos difieren porque estin evaluados en dos condiciones de norma distintas,
Sin embargo, sus cargas BRST estdn relacionadas por una transformacién
canénica (1.85). Por tanto, podemeos concluir que la carga BRST es inde-
pendiente de la condicién de norma.

1.2.2 OBSERVABLES BRST

Los observables clasicos son funciones invariantes de norma Ao(g,p), i.e. fun-
ciones que tienen paréntesis de Poisson débilmente cero con las constricciones

{Ao, Ga} ~ 0. (1.88)

Dos observables Ag y Aj se consideran equivalentes si difieren por un término
que se anula sobre la superficie de constriccién

8= Ao+ k*Gha, (1.89)

donde k* son funciones arbitrarias. Definimos ahora la extensién BRST del
observable Ag como una funcién en el espacio fase extendido con las siguientes
propiedades
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tasma —1 En: partxcular el hamx]tomano mvanante BRST, Hgnst,: que es -
el mgredlente basmo de 1a’accién BRST, Sapsr s¢ construye de estd manera

{Hprs, 02} =0, ‘ (1.92)
Los primeros términos de la serie son

Hppsr = H. + n*V2Py + ..., (1.93)

donde ... significa términos que tienen al menos cuatro fantasmas y V® estd

definida por (1.12). Fradkin y Vilkovisky {15] mostraron que un cambio en
la condicién de norma en la integral de trayectoria cambia al hamiltoniano
en la forma

Hepy — Hppst + {¥,9}. (1.94)

Por tanto, este cambio debe ser irrelevante para la dindmica. Las trayectorias
en el espacio fase extendido gencradas por Hppsr

dA
= {4, Hppst}, (1.95)

son tales que si los fantasmas son inicialmente cero (1 = 0) = P,(t =0) =0
permanecen asi, ya que el hamiltoniano BRST tiene nimero de fantasma
cero, Asi las trayectorias solucion de (1.95) se proyectan al espacio fase
original donde la dindmica es generada por H,.
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Las ecuaciones de movimiento (1.95) tienen fija la norma (son equivalentes
a poner todos los multiplicadores de Lagrange iguales a cero). Esta norma
es, en gerneral, no accesible [59]. Para elegir distintas normas es posible usar
la propiedad (1.94), donde ¥ se conoce como el fermién de norma ya que
 su nimero de fantasma debe ser —1 y contiene toda la arbitrariedad en la
dindmica generada por H.;.

Con el objeto de incorporar un mecanismo para fijar condiciones de norma
arbitrarias en BRST-BFV es necesario incluir a los multiplicadores de La-
grange como variables dindmicas, asf como sus mormentos canénicos asociados

(3%, m} = —{m, A%} = &2 (1.96)

Para que no se incremente el nimero de grados de libertad de la teoria,
imponemos como constricciones m, &~ 0. Estas constricciones son de primera
clase y generan desplazamientos en los multiplicadores de Lagrange. Estos
desplazamientos son irrelevantes para la dindmica ya que los multiplicadores
de Lagrange son arbitrarios. El nuevo conjunto de constricciones es

Ga = (7a, Ga), (1.97)

con A = 1..2n, (n es el niimero de constricciones de primera clase origi-
nales). El siguiente paso es introducir los fantasmas correspondientes a. estas
nuevas constricciones y sus momentos o antifantasmas, como se conocen en
la jerga BRST-era. Es conveniente definir el conjunto completo de fantasmas
y antifantasmas como

7t = (~-iP°,C%), Pa = (:Ca, Po), (1.98)
que cumplen las siguientes relaciones candnicas

{C, Py} = {P., P} =0 (1.99)
{P",C} = & (1.100)

{c°,G} = {C, P*}
{7, C%}

i

con las propiedades €(P4) = e(n?) = 1, (n*)" = 74,(P4)" = —Pa4, como es
convencional para el caso de constricciones bosénicas. Impondremos también
la condicidn de que las variables afiadidas tengan paréntesis de Poisson cero
con las variables originales. El espacio fase extendido, equipado con la es-
tructura simpléctica candnica )
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w0 #.UAGA~-%nénBcgﬂpc+.... = PR HCoGam 5O C O Put. (1.102)
ﬁdbk}ide‘ ce, san las funciones de estructura del lgebra de constricciones orig-
“inal:*Nétese que C§5 es cero para 4,B,C = l..n y corresponde a' C¢, para
A,B,C = n..2n. Es comin denotar por Q™" a

. 1 —
Qmin = C0G, - 5c“c"c;,,vac + o , (1.103)
que es la carga BRST correspondiente al sector minimo (espacio fase ex-
tendido donde aun no se han promovido los multiplicadores de Lagrange a

variables dindmicas).
La accién efectiva asociada al hamiltoniano efectivo (1.94) es

t . . . '
Suyy = / AU p; — N7y + C°P, + CaP* ~ Heyy), (1.104)
[3}

donde ¢'(t1) = ¢},4'(l2) = ¢, y el resto de las variables deben fijarse en
los extremos de tal manera que la accién cumpla con dos propiedades muy
importantes:

a) ser invariante bajo la transformacién de BRST 8qSer; = {Q, Sess)-
H,y; es invarianie por construccién y el término cinético contribuye con

6Sery = + A+ P o=Pa —

g T axe” T pe aP,

ta
a0 N N N Q] (1.105)
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Esta expresion se anula si se elijen las condiciones BRST-invariantes en los
exiremos
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ca(zg) = éﬂ(z )3_"6 - = ST
Calts) =Ca (tl) = 0 .‘ ol (1.106)'
Ta(t2) = ""n(t:l) = 0 o :

mas las condiciones escogldas pa.ra las vana.bles del espacno fase original.
Para mostrar que, en efecto, las condlcwnes (1 106) son invariantes.- BRST
ca.lculemos .

§aC® = (C*,0) = _%c=cbc:c+o{(0)"75'"] n>4, m>11.107)
‘ 8l = {C.,Q} =im,, (1.108)
bame = {7, 0} =0. : (1.109)

Estas variaciones se anulan en los extremos dados por (1.106) y por tanto son
BRST invariantes. Esto se debe a la estructura del algoritmo de construccién
de la craga BRST. La carga BRST depende de P* y 7, solamente a través del
sector no minimo, y el sector minimo depende de C*, P, y de las coordenadas
del espacio fase original.

b) Ser invariante de norma. Esto significa que ante un cambio del fermién
de norma ¥ la accion efectiva es invariante (teorema de Fradkin Vilkovisky
(FV))[18}.

Comunmente se escoge como fermidén de norma
U = iCux® — PuA® (1.110)
donde x*° no depende de los fantasmas ni de sus momentos conjugados y es
tal que (x°)" = x*. .
Para ilustrar el procedimiento de construccién de la accién efectiva con-

sideremos el caso de una teoria tipo Yang-Mills. En tal caso la carga BRST
(1.102) es

N =—iPr, +C"G, — Ec,,c',,cg,,'ﬁc. (1.111)
El hamiltoniano efectivo tendra la estructura
H.pp= Ho +iCabox” — X*Ta + NGl = NCCEP. + iP,P°,  (1.112)

donde &cx® = {x%,C*G}}, que corresponde a las transformaciones de norma
(1.25), remplazando el pardmetro € por C*. Nétese que en este caso el
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' parémetro dela tr
‘calculadas idesde

e+ x =0 (1.116)

Asi, la accién resultante consta de tres partes; i) La accién original que
es invariante de norma, it) un término que rompe la invariancia de norma,
determinando los multiplicadores de Lagrange como funcion del resto de las
vatiables, iii) un término que contiene a los fantasmas. Este término es el
" responsable de cambiar la medida en la integral funcional de tal manera que
la integracidn se realiza solamente sobre trayectorias invariantes de norma.

1.2.3 TEORfA CUANTICA

Para implementar el método BRST-BFV en mecanica cudntica es necesario
realizar como operadores en un espacio de Hilbert, no solamente las variables
dindmicas del espacio fase original, sino también los fantasmas y antifantas-
mas

P+ P, = —id, (1.117)
A — 3 Da. _lalﬁ
7Y = 7%, 7’1/)-1.6,7“, (1.118)

que definen un dlgebra de Clifford con 2n generadores donde n es el ndmero
de constricciones de primera clase.
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A diferencia del caso clasico, aqui no hay garantia de que la condicién

[2,9] = 202 = 0,12 (1.119)

" se cﬁmpla., ya que los problemas de ordenamiento de factores son de crucial

lmportancm Requerimos también que £ sea un operador hermitico. Supon-
dremos que es posible encontrar un ordenamiento tal que estas condiciones

" “se’cumplen y que también es posible hallar una solucién cudntica a

[Aprst, Y] = 0. Q. 120)‘ -

‘Slgu]endo la teorfa cldsica definimos el operador de nimero de forma equlv-

alente a (1.73), de modo que

5.6}=0, [#6)=+i, [PaG]=-P., (1.121)
donde & = —i53% bay £ representa cualquier variable dindmica del espacio

fase original. De manera analoga definimos un observable BRST en teoria
cudntica como aquél operador que cumpla con, a) [A,G] = 0, (nimero de
fantasma cero), b) [4,{)] = 0, (BRST-invariante). Identlﬁcaremos dos ob-
servables cuando

A~ A +[R,), (1.122)

con K un operador arbitrario. Para que esta identificacidn sea posible, a
nivel de la teoria cudntica, es necesario que los elementos de matriz entre
“estados fisicos” de los operadores A y A’ coincidan :

(1Alg) = ($|A'l¢), (1.123) -
que es equivaleﬁte a requerir
(WOl + ($10K1¢) =0. (1.124)

Esta condicion es vilida para todo K si los estados fisicos son aniquilados
por el operador BRST X
Q) =0, . (1.125)

125¢ sobrentiende que [, ] es el anticonmutador. Si las dos variables que interviene son
fermidnicas esta operacién denotara el anticonmutador. Si alguna de ellas es bosdnica
denotari el conmutador.
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y Q es.un operador hermxtlano Esta es Ia condicién bisica para elegir el sec-
tor fisico:de la teoria en el formalismo BRST-BFV y reemplaza a la condicidn

““de Dirac: (1 7) ‘Mientras la condicién de Dirac implica n ecuaciones (una
" para; cada constrlccxon de pnmera clase), la condicién BRST (1.125) es una

sola . ecuacxon.» El precio que se paga por ello es que las soluciones de la

" -condicién{1. 125) no estdn determinadas de manera iinica. En necesario sep-

"farar las solticiones (1.125) en dos clases: Las Ilamadas soluciones triviales y

'v'aquella.s que forman el sector fisico de la teorfa. El formalismo general para

/‘resolver. este problema se conoce como cohomologia BRST [58]. Si |1} es
solucion de la condicién (1.125) entonces

1) = ) + Qx), (1.126)

con [y} arbitrario, es también solucidn. [i) es un estado fisico si pertenece al

Ker 2 = {|4), tal que Q) = 0}, donde Ker es el niicleo del operador BRST.

. e dice que estos estados son BRST~cerrados. La imagen del operador §testd
'definida por Im £ = {[#) tal que [¢) = Q[¥)'}, con [)" arbitrario. Estos

estados se llaman BRST-exactos. Ndtese que Q2[ih) = 0, si i) estd en la
imagen de §}, y por tanto estard también cn el Ker §2. Con el objeto de
definir el espacio fisico es necesario construir las clases de equivalencia con
la identificacién (1.126). Esto implica que el espacio fisico esta dado por el
espacio cociente A

Ker §2 = BRST-cerrados

Im ! = BRST-exactos
El ilgebra definida en este espacio cociente es conocida como la cohomologia
BRST.

El producto escalar en el espacio de Hilbert extendido fo denotaremos por
(¥, x)- Este producto escalar es tal que las variables cldsicas reales pasardn a
ser operadores hermitianos. Andlogamente las variables cldsicas imaginarias
pasarin a ser operadores antihermiticos. Esto implica, en particular, que la
carga BRST y el hamiltoniano BRST ser&n operadores hermitianos

(1.127)

Q=0 — (,0x) = (W,x),  Hhpsr = Harst. (1.128)

"Si Ji) es un estado fisico, el producto escalar en (1.128), es cero. Por tanto

este producto es degenerado (no positivo) e implica la existencia de estados
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con norma negativa.’® Por la misma razén todos los estados de la forma €x)
co'n x- arbitrario no contribuyen a amplidudes entre estados fisicos.

21 La condicién sobre los estados fisicos (1,125) posee las siguientes propie-
dades a) Es lineal y por tanto selecciona un subespamo del espacio de Hilbert
“extendido. b) Los observables BRST dados por [4,{)] =0 mapean el espacio
fisico sobre si mismo. c¢) Los observables triviales definidos por [K, )] tienen
-+ elementos de matriz nulos entre estados fisicos

(IR, Dleba) = 0. (1.131)

1.2.3.1 INTEGRAL FUNCIONAL

Uno de los métodos mas poderosos para calcular el propagador de un sistema
cuya evolucion cldsica es conocida, es la integral de trayectoria. Este método
es especialmente eficiente en el marco del formalismo BRST-BFYV por las ra-
zones siguientes: a) La medida en la integral funcional estd bien definida; es
la medida de Liouville en el espacio fase extendido, b) la integral de trayecto-
ria es invariante ante cambios arbitrarios en el fermién de norma. Por tanto
el resultado que se obtiene con este método no depende de la eleccién de
norma. Este es el contenido del teorema de Fradkin-Vilkovisky [15].

El operador de evolucién exp (—iHfst) conmuta con la carga BRST ya
que el hamiltoniano es un observable. Ademds, es unitario ya que H,z; es
hermitico. Esto significa que globalmente la evolucion temporal deja invari-
ante el espacio de estados fisicos. Esto implica también unitariedad en el
sub-espacio de estados fisicos. Si el producto escalar (11, ¥2) entre dos esta-
dos fisicos es positivo definido, cuando los estados de norma cero han sido
factorizados, se obtiene una teoria cudntica satisfactoria. Esto sucede en los
casos usuales. Pero en general, esta factorizacidn no es trivial.

13Es importante mencionar que existen otra propuestas donde £ no es hermitico bajo
un producto escalar en el espacio de Hilbert extendido, no degenerado [67] ( (Q¢,Qx) =0
para todo ¢ en el espacio fase extendido, implica 2y = 0). En este caso se define la carga
co-BRST por _
Q9,¢) = (4,029) (1.129)
Luego se define el operador
A =00+ 0. (1.130)

La condicidn sobre los estados fisicos es ahora Ay = 0.
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“.Hemos' asumid
anomalias el-operad

DpexpiSeys;
“ donde. lé’ﬁcﬁion efectiva es (1.104) y la medida es
" Dy = DyDgDrDADEDPDCDP, (1.133)

“es necesario especificar condiciones BRST-invariantes en los extremos de tal )
modo que el resultado de la integral funcional sea BRST invariante y por
tanto fisico.

1.2.3.2 FORMALISMO DE OPERADORES

Los métodos de cuantizacién basados en la formulacién de operadores tienen
la ventaja de no requerir el proceso de discretizacion necesario para realizar la
integral funcional. Esto permite tener un control directo sobre los problemas
de ordenamiento de factores.

Las ecuaciones fundamentales del método de operadores son las siguientes

2,a=0 =00 ¢M=1, =1, (1.134)

(Hersr,§ =0, Hprsr = Hbpsry e(Hprst) =0, G(Harsr) =0,

(1.135)
ademas de la condicion sobre los estados fisicos (1.125). Dos observaciones
fundamentales permiten mostrar que la carga BRST puede construirse en
mecdnica cudntica. Primero, eligiendo un ordenarmiento es posible construir
la solucién a las ecuaciénes cudnticas (1.134) y (1.135) siempre y cuando la
teorfa no sea anémala. Segundo, dada una funcidn cldsica, es siempre posible
construir su simbolo y a partir de aqui construir el operador correspondiente.
Existe un producto llamade producto * para simbolos. Reescribiendo las
ecuaciones bdsicas del método BRST-BFV en términos de simbolos y usando
el producto entre simbolos, puede seguirse paso a paso la construccion clasica
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y obtener los correspondientes operadores cuanticos al final. Que ambos
procedimientos coinciden ha sido mostrado en [18).

Por ejemplo, la siguiente prescripcidn permite comparar los resultados
que se obtienen al aplicar el método de Dirac con aquellos obtenidos usando
BRST-BFV [58]: 1} Escribir { en orden 5 — P. 2) Definir las constricciones

cudnticas como los operadores que estin multiplicados por n® en la carga
BRST con P = 0. Esta_ deﬁmcnon tiene las siguientes propiedades: a) G, son
de primera clase, [Ga, Gb] = iC,G., con las funciones de estructura al lado
izquierdo. Esto se siguc de ? = 0. b) Tanto G, como €%, difieren de sus
correspondientes {unciones clisicas por términos de orden h que provienen
del ordenamiento n — P en la carga BRST. Estas correcciones no pueden
obtenerse usando el método de Dirac.

Denotaremos cualquier operador asociado a una variable dindmica es-
pecifica del espacio fase extendido por I'. Su evolucién temporal en el inter-
valo (2;, ;) estd determinada por las ecuaciones de movimiento de Heisenberg
y es generada por el hamiltoniano efectivo

Za‘f‘ = [f', ﬁ:!j], i[,.fj = f[ - l[‘i’,ﬂ], (1.136)
donde

[#,0]=0, H=H fH)=0, GH)=0,
b= 0 (¥)=1, G(¥)=-1. .. (1137)

El fermién de norma ¥ implementa las condiciones de norma en la teorfa.
Nétese que este operador puede tener problemas de ordenamiento que deben
ser resueltos previamente. En este operador estd contenida toda la arbi-
trariedad en la dindmica. La independencia de norma del sector fisico de la
teoria puede mostrarse como sigue [18]: sea ['y(2) el conjunto de soluciones
de las ecuaciones (1.136), con la _condicidn inicial I'(t;), obtenidas usando
un fermién de norma particular ¥. Las condiciones iniciales son indepen-
dientes de la norma y deben ser BRST invariantes. Ante la transformacién
infinitesimal ¥ — ¥ 4 §&, los operadores I' cambian por

Pypse = U DU (1.138)

donde el operador U estd definido por U = exp(~[(2, ff §¥dt))!* de modo

1413 definicién de este operador esta motivada por el siguiente argumento: Consideremos
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que:la-transformaci

- P»aj‘_a.‘_t‘)perador’és BRS v
AT - (1.142)
JwF=[ﬂ,[[ sU(t")dt', 1)), (1.143)

. donde hemos usado la identidad de Jacobi y el hecho de que F es BRST
invariante. Por tanto los elementos de matriz de la variacién (1.143) relativos
a dos estados fisicos cualesquiera son cero

($1160 Fliha) = 0. (1.144)

Esto implica que los elementos de matriz entre operadores fisicos no dependen
de la forma de ¥ y por tanto no dependen de la condicién de norma.

1.3 PRINCIPIO DE ACCION DE SCHWINGER

Existen dos formulaciones lagrangianas de la mecanica cudntica. Una de ellas
es la integral funcional [38] y la otra (inapropiadamente identificada como la
versién diferencial de la integral funcional [95]) es el principio de Schwinger
[81]. Aunque a nivel formal las dos formulaciones son comparables, exis-
ten ciertas razones para pensar que los resultados obtenidos aplicando una
formulacién o la otra, pueden diferir. La duda principal proviene de que
la integral funcional requiere de un proceso de discretizacién que no estd

dos extensiones BRST del operador Ag
' Az Ao+[09), A= Ado+[0,¥) . (1.139)
¥ supongamos que ¥ y ¥ difieren infinitesimalmente. En tal caso
A=A - A=[Q,5¥) (1.140)

donde & = ¥’ — ¥. Sin embargo, ¥ es una funcional de la trayectoria (como los multi-
plicadores de Lagrange). De ahila definicién del operador If.
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definido de manera 1inica y que se asocia a los problemas de ordenamiento de
factores. Ademds, la medida en la integral funcional es un objeto complejo
que depende de la topologia del espacio de trayectorias. Por otra parte, el
principio de accidn, basado en el formalismo de opcradores, permite un con-
trol directo sobre los problemas de ordenamiento de factores en el paso de
funciones cldsicas a sus correspondientes operadores cn mecanica cuantica.
Por elle hemos considerado conveniente desarrollar las ideas planteadas en
las seccibnes anteriores en el marco del principio de accién de Schwinger. Hay
pocos antecedentes sobre el desarrollo del principio de accién para sistemas
con constricciones. Para el caso de constricciones de segunda clase puede
verse [27]. En el caso de constricciones de primera clase, un analisis covari-
ante detallado, puede verse en [42]. Proponemos usar el principio de accién
partiendo de la accién efectiva BRST (1.104), que como ya observamos no
es invariante de norma, sino que es invariante bajo la transformacién super-
simétrica global de BRST. Por tanto esta accidn corresponde a un sistema
cuya norma estd “fija”. Esto nos proporciona un marco adecuado para de-
sarrollar el principio de accién para sistemas con constricciones de primera
clase. Un antecedente en esta direccidn es [80]. En esta seccién presentare-
mos una introduccién a los elementos bdsicos del principio de accién. Poste-
riormente, en el capitulo 4, formularemos el método BRST-BFV usando el
principio de accién.

El principio de accién de Schwinger puede verse como una generalizacién
del principio de Weiss [82] de la mecdnica cldsica al caso cudntico. El principio
de Weiss afirma que ante variaciones arbitrarias de las coordenadas en la
accién

o
5= f‘ Lidg,a,t)dt, (1.145)
se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange requiriendo
68 = G(t") - G(t), (1.146)

donde las funciones G son términos de frontera. Esto significa que la variacion
de la accidn no depende de la trayectoria que conecta los puntos extremos,
basta que cumpla las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange. La forma
explicita de los términos de frontera depende de las variables dindmicas que
se fijan en los extremos en la accidn (1.145). Por ejemplo, si se fijan las
coordenadas ¢ en los extremos t” y ¢/, entonces

G(t) = (pbg — H6L)l,, (1.147)
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K p,&q', suma.ndo sobre todos los grados de libertad del smtéma' E

doride H es el correspondiente hamiltoniano y la notacién yés:"tz‘xl-

rrespondlente prmcnpxo de accién de Schwmger que aﬁrma que la.s
~arbitrarias de los elementos de matriz del operador de evolucxon, dados’ por“
< a”lU(t" "W >= (a"t"|b't’') estan dadas por :

§(a"t"ye) = i<a"z";5( [ i, é,t)dt)lb’t').‘ )
y : RS AN
Ademas, la variacion del operador hermitiano de accién S = j’" L((}; )
¢, £)dt dependerd solamente de operadores evaluados en los extremos, de tal -
manera que

¢ . - a
a( [ L(é41) dt) = G(A" ") - G(B', 1", (1.149)

donde A" denota un conjunto completo de operadores que conmutan al
tiempo t” cuyos valores propios son &", y anilogamente para los operadores
B’ en t'. Dicho de otra manera, la variacién del propagador estd dada por
los elementos de matriz correspondientes a la variacidn de un solo operador
hermitiano: el operador accion.

Una eleccién convemente para el lagrangiano cudntico es el lagrangiano
de primer orden i= (pq + qp) - H(q,p, t), donde H(§, p,t) es €l operador
hamiltoniano hemutlco construido, como es .usual, desde la definicién de

los momentos p = f;i:. Las ecuaciones de movimiento resultantes son las

ecuaciones de Hamllton en versién de operadores cuinticos
. O ; oH
§ = = D T e e 1.150
i=g P Pre ( )

y la identificacion de los generadores (1.147) en los extremos es
G(q,p) péG — Hét = G,;Q-f-Gg,, (1.151)

donde hemos supuesto que el operador ¢ esté fijo en los extremos.
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En este punto es necesarios especificar el caracter de operador de las
variaciones é§,6p, que implica los resultados anteriores. Cuando se trata
con operadores bosénicos (fermidnicos), llamados operadores de primera (se-
gunda) especie en la notacién de Schwinger, las correspondientes variaciones
satisfacen las relaciones de conmutacién (anticonmutacidn) para elementos
pares (impares) en una ilgebra de Grassmann.

Considerando una transformacién canénica que intercambie el papel de
g y p es posible identificar al generador de las transformaciones infinitesi-
males en p como G5, = ~¢6p. La expresidn anterior para los generadores de
las transformaciones correspondientes, junto con su interpretacidn cuantica
cormo generadores de transformaciones unitatias, nos conduce al conmutador
general )

[4, Gg] = irg(A), (1.152)

de donde se deducen las relaciones basicas de conmutacién (anticonmutacién)
para las variables del espacio fase, tomando en consideracién las propiedades
de conmutacién (anticonmutacién) de los parimetros asociados a las trans-
formaciones anteriores.’’En lo que sigue tomaremos A = 1.

Desde la ecuaciones (1.148) y (1.149), la expresidn final para variaciones

5Generalizando (1.152) podemos escribir

[A, B =is54, (1.153) -
donde — — .
- 0A_ . 8A_
bpA = E}T6ﬂq‘ “+ -‘:’Eanpi, (17.154)
y . . .
656" =1{¢,B), §p; = [ps, B]. - {1.165)

En particular, la expresién cuantica de la estructura simpléctica es

[4,27) = 543, (1.156)
donde 34 son los operadores asociados a las variables del espacio fase (no necesariamente
canénicas), Asi, el paréntesis de Dirac en el ‘espacio fase reducido tendid la expresién
cudntica

[, 8] = 077, (1.157)

donde £" denota las variables del espacio fase reducido (en general, no canénicas). Estas
relaciones son correctas hasta problemas de ordenamiento.
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{

-arbitrarias 'del bmpagador es entonces,

(alltll!bltl) - 1(a"t"|G(A" t") G(BI ll)w/t'i). R (1.158) .

‘Para usar estas expresiones como una herramienta en la practica debe-‘

mos resolver las ecuaciones de movimiento de Heisenberg del sistema en-
- términos de los operadores A”, B' cuyos valores propios estdn fijos en los

puntos extremos. De esta manera podremos obtener los elementos de.ma- -
triz correspondientes en (1.158), como solucién del conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales

37 2 e, t) = ilg", "lp(t")le’, 1)
0 " " ] YA
( I‘I1 )"—-'—1((1 1tI|]'I(t)‘qyi')

ar
i — s " A ' i i
85 {a" g, t') = —i(g", t"p(t") ¢', 1)

F0'as e, 1) = ¢ I H (), ).

Estas ecuaciones deben ser integradas con alguna condicidn de frontera adi-
cional que implica la existencia de un conjunto completo de estados en el
espacio de Hilbert. Por ejemplo, la condicién de normalizacion

Jim (¢",1"|¢',t') = é(¢" - ¢'). (1.159)
En otras palabras, necesitamos escoger un conjunto completo de operadores
que conmutan en el espacio de Hilbert para construir los estados fisicos y
poder especificar los nimeros cudnticos en los puntos extremos, que ademds -
de contener toda la informacion dindmica del sistema, deben ser compatibles
con la dindmica. Esto no esid garantizado a priori en el caso de sistemas con
constricciones. :



CariTULO 2

COMPARACION ENTRE EL METODO DE DIRAC Y
" EL METODO DE FADDEEV-JACKIW

Recientemente Faddeev y Jackiw [34] propusieron un método alternativo
al método de Dirac para analizar sistemas con constricciones. Este método
no necesita, en principio, clasificar las constricciones en clases (primera y
segunda) ni en generaciones (primarias, secundarias....). A primera vista esto
pareceria muy sorprendente ya que, como hemos visto, las simetrias de norma
de una teoria estdn relacionadas con las constricciones de primera clase. Sin
embargo, mostraremos en este capitulo que el anilisis de Faddeev-Jackiw y
el de Dirac son equivalentes [43]. De hecho, el primero es un método de
reduccién y por tanto serd equivalente al método de Dirac en alguna eleccidn
especifica de las condiciones de norma. Analizaremos primero, cdmo puede
obtenerse el espacio fase reducido en el esquema de Dirac, para después
exponer las ideas bdsicas del método de Faddev-Jackiw. Posteriormente,
compararemos los dos procedimientos y dedicaremos una seccién final a las
conclusiones. .

2.1 TREDUCCION DIRECTA EN EL METODO DE DIRAC

Una observacion, no muy usada en la prictica, es que es posible implementar
fuertemente las constricciones a nivel de la accién extendida (1.31). Pasando
por alto el problema de la destruccidn o pérdida de simetrias manifiestas que
un proceso tal lleva consigo, es interesante analizarlo en detalle, puesto que
permite una mejor compresidn geométrica del método de Dirac.

Que las constricciones pueden usarse para reducir el espacio fase puede
verse como sigue(58):

Consideremos e} caso en que solamente hay constricciones de segunda
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g‘clase La accnon o endlda hene la forma 7 :
(e, pn(t) u(1)] = - [nd® — Ho—wexdat, (1)

"-dond as cons icciones: de segunda. clase Xo =0 se implementan usando los
'.;multlpl _cadores de Lagrange como variables dinimicas #*. Denotatremos por
3" las coordenadas del espacio fase reducido. Alimplemetar las constricciones

- de segunda clase en la accidn (2.1), el término cinético experimentara la

B t.rasforma.clon
Pad" = ar(y)i", (2:2)

’ 'hasta. na denvada. total respcct.o al tiempo. Por otra parte, el hamiltoniano
total H:<u%x,, transformara, dando origen a una nueva funcién que depende

" del sector’ reducido, i.¢. Unicamente de las variables fisicas sobre la superficie

"de cons_tr;ccmn Denotaremos esta funcién por A(y). La accién reducida serd

Sely')= [(a-(i™ - b@w)t, . @3

y difiere de la accidén extendida (2.1} por un término de borde. El lagrangiano
reducido es

Lr(y",97) = a:(9)3" - h(y), (2.4)
" - cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son
da, Oa,\.,  Oh
(- 5)v 3 =0 )

Estas ecuaciones tienen forma hamiltoniana —aunque no canénica- donde la
dindmica es generada por el hamiltoniano h(y) y la estructura simpléctica,

es
da, da,
Try = a—y: a‘/" (2'6)
que define el paréntesis de Poisson en el espacio fase reducido, dado por
{v\ v’} =a"(y) (2.7)

donde o™ es la inversa de la matriz (2.6). Que esta matriz es invertible se debe
a que las constricciones son de segunda clase y que por tanto la accién (2.1) no
presenta simetrias de norma y su dindmica esta completamente determinada.
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No hay funciones arbitrarias en las soluciones de las ecuaciones de movimiento

-y es siempre posible despejar a las aceleraciones en términos del resto de las
coordenadas y las velocidades. Dos funciones arbitrarias, que dependen de
las variables del espacio reducido tendran, consecuentemente, el paréntesis

{(F(3),G)} = %a%f— 28)

Mostraremos a continuacidn que este paréntesis es el paréntesis de Dirac
en el espacio fase reducido. ;Cémo se relaciona la definicidén usual de los
paréntesis de Dirac (1.45) con el paréntesis definido por (2.7)? Esta pregunta
puede resolverse de la siguiente manera. Primero, es necesario observar que
los paréntesis de Dirac usuales estan definidos en todo el espacio fase. La
estructura simpléctica que genera estos paréntesis es

o™ = o — 5, (2.9)

donde 0% es la estructura del espacio fase original {2, 27} = o¥, z%,i = 1..2N
son las variables del espacio fase (no necesariamente candnicas) y

i _ it 9Xa ~apOXB o
59 = gl A e ZAL
& =d B2l ce Ben g, (2.10)
De esta manera los paréntesis de Dirac (1.45) pueden escribirse como
9A S~ 9B i)z
{A,B} = =5 0 (2.11)
Realicemos ahora una transformacién no canénica definida por
2=y (2),xa(2), a=1.s, r=1.R, (2.12)

donde R = 2N — s, s es el niimero de constricciones de segunda clase y las
variables y~ coinciden con las variables de la accién reducida (2.3)'7. Supon-
dremos que esta transformacién tiene inverso z*(y,x) — v, x. A una funcién

'7para tealizar la comparacién entre el paréntesis de Dirac usunal (1.45) y el paréntesis
reducido (2.7) es necesario suponer que el proceso de eliminacion de variables que conduce
a la accién redueida (2.3) es el mismo que se aplicard para reducir el paréntesis de Dirac
usual (1.45). Esto conduce a una descripcion del espacio fase reducido en términos de las

variables, haciendo asiposible la comparacidn.
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Apllcando la. t.ransformac:on no- canomca (2 12) a esta matnz obtenemos S
- -una nueva matriz, 2'"(y x), cuya restnccxon a la superficie de constriceién

es ( ) Y. deﬁne los parentesls )

, , O S ' (2.16).
‘Nétese quef:",’(y) es la proyeccién de g;; sobre la superficie de constriccién

- . 0z 0z
S = T oy

Como la accién reducida (2.3) puede obtenerse a partir de la accion extendida
(2.1) mediante la aplicacidn de la transformacién (2.12), los paréntesis (2.16)
y (2.7) deben coincidir y por tante, c™(y) = E.N(y). Esto implica que oy,
es la estructura simpléctica inducida por el paréntesis de Dirac (2.11) sobre
la superficie de constriccion.

Estas observaciones pueden usarse para calcular el paréntesis de Dirac
‘en el espacio fase reducido de manera directa: se resuelven las constriccio-
nes de segunda clase en la accidn (2.1) ¥ se reconoce el paréntesis de Dirac
en el término cinético, usando la definicién de la estructura simpléctica, en
términos de la 1-forma a.(y) (ver (2.6)). Consideremos el siguiente cjemplo
(28]:

(2.17)

PR T
Sg = / (g’ — 5d'd + A xq)dt, {2.18)
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0} = 5, BT

usando la definicién de la estructura simpléctica (2.6). Este paréntesis co-

" “incide con el paréntesis de Dirac sobre el espacio fase reducido (ver (2.21)).

Es interesante observar que en coordenadas candnicas este sistema es un os-
cilador arménico en el espacio fase reducido, con un grado de libertad. Apli-
cando la transformacién candnica (que diagonaliza los paréntsis de Dirac)
B 1
P2— 59 Q;_pz+3q

1 B
Ql=pl+§Bq21 b= P2=Pl+"2"f12,

B B
(2.24)
cuyo generador es S = Bg?(P, + 3¢') + ¢' P, + Py P,, se obtiene
: 1
L =PQ* - (P} +(@%). (2.25)

Analizaremos ahora el caso en que todas las constricciones son de primera
clase, 4, = 0 e independientes. También en este caso, es posible resolver las

" constricciones y substituir en la accidén. Sin embargo, este procedimiento no

es de gran utilidad ya que las ecuaciones de movimiento resultantes sobre
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la superﬁcne de constrlccxon han perdxdo su estructura canénica. La manera
*“usual dé sortear esta dtﬁcultad s introducir condiciones de norma en la linea
puesto en la seccidn 1:2, Capitulo 1. En tal caso Jas constricciones de
. .pni'nera clase, mids.las condiciones de norma, serdn un conjunto de constric-
;- clone Vde segunda ¢lase y la reduccidn procede via la discusién previa. Por
~,:otra parte, las condxcxones de norma no-canénicas, no pueden insertarse en
s accion de manera directa sin producir pérdida de informacidu dindmica.
”l‘omese, por cjemplo, el caso A* = . Implementando estas condiciones en
la-accidn, se pierde la informacidn de la superficie de consiriccién. Para
“ analizar en detalle el proceso de reduccidn en el caso de constricciones de
primera clase, es conveniente introducir algunos conceplos.

‘Al implementar la reduccion de las constricciones de primera clase, la. es-
‘ructura simpléctica original cambia en la forma dada por la ecuacion (1.22),
que define la nueva estructura simpléctica sobre {a superficie de constriccidn.
Puede demostrarse [38], que el rango de la estructura simpléctica proyectada
“es N— M =k, donde N es la dimensidn del espacio {ase original, N — M es la
dimensidn de la superficie de-constriccidn y & el nimero de constricciones de
primera clase. Lasingularidad de oy; implica que, en general, los paréntesis de
Poisson no pueden construirse, ya que ésios estin determinados por la matriz
inversa. de la estructura simpléctica. Por esta razén, aunque técnicamente
correcto, reducir directamente las constricciones de primera clase conduce a
ecuaciones de movimiento no hamiltonianas. Una caracteristica fundamental
del método F-J es notar que la informacién dindmica perdida en este proceso
no afecta al sector [isico de la teoria.

2.2 METODO DE FADDEEV-JACKIW

Comenzaremos revisando las ideas principales del método F-J. Para detalles
referimos al lector a [34]. Para ello, consideremos un lagrangiano de primer
orden

L= () - HE), (2.26)
cuya estructura simpléctica difinida por (2.6) es singular. En caso contrario,
el lagrangiano (2.26) no representa un sistema con constricciones. La co-
rrespondiente teoria hamiltoniana esti generada por el hamiltoniano H(¢),

donde las coordenadas del espacio fase £*, no son candnicas. En el caso
en que la 1-forma, a,(€) de lugar a una estructura simpléctica singular, es
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‘donde los dos primeros bloques representan a las coordenadas canénicas g, p,
y el tercer bloque representa las coordenadas z. Qué sea posible resolver este
‘conjunto de ecuaciones; al menos localmente, es el contenido del llamado
teorema de Darboux.!8

Reescribiendo el lagrangiano (2.26) en estas nuevas coordenadas resulta

L =pid" ~ H(z,q9,p), (2.30)

donde i < n. Nétese que las coordenadas z no aparecen en el término cinético
y consecuentemente la estructura simpléctica nueva tiene la forma (2.29). Las
ecuaciones de Euler-Lagrange de este lagrangiano son
;. OH OH OH

o o p= ——e  —— =0. 2.31

q api: Pa 3(]' ) 32,1 ( )
De la dltima ecuacién podran despejarse algunas coordenadas z4 en términos
del resto de las variables. En general, no podran despejarse aquellas variables

18F} teorema de Darboux asegura que en una variedad diferenciable M (en este caso
una superficie de constriccién), equipada con una estructura de Poisson, es siempre posible
(localmente) encontrar coordenadas Py, Q%, 24 tales que {Q*, Ps} = 6ap ¥ {2a,28} = 0.
Las coordenadas z4 son llamadas funciones Casimir [78, 64].
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'con 1 < A donde las coordenadas 2! son‘un subcon_]unto de la.s coordenadas
originales z4 y las funciones ¢; son las constr:ccwnes verdarieras, en la ter-
. minologia de Faddeev y Jackiw.

_El siguiente paso consiste en umplementar enla funcnon lagrangmna (2.32)
las constricciones ¢r = 0 y reducir el nimero de grados de libertad. Esto
producird un lagrangiano de la forma (2.26), y el procedimiento comienza de
nuevo. El algoritmo termina cuando se obtiene una estructura simpléctica
no-singular, (y a partir de ella podremos construir los correspondientes pa-
réntesis de Dirac), o cuando ya no se generen, por este procedimiento, nuevas
constricciones.

Nétese que en este método no es necesario recurrir al espacio fase que
contiene a la superficie de constriccidn. Todos los cdlculos se realizan siem-
pre sobre la superficie de constriceion. Por tanto, cste método estd basade
en el espacio fase reducido, donde se encuentra la infromacidn fisica rele-
vante para la descripcion dinamica. No es necesario tampoco recurrir a la
clasificacidn de Dirac para las constricciones. Ademnds, las constricciones pri-
marias nunca aparecen, pues el procedimiento es puramente lagrangiano. No
obstante, como mostraremos cn las siguientes secciones, la clasificacidn de
las constricciones en primera y segunda clase permanece codificada, en cierta
medida, en la informacidn dindmica de las variables z,4.

2.3 COMPARACION CON EL METODO DE DIRAC

De manera distinta al método de Dirac, el de F-J es un método de reduccién
al espacio de las variables fisicas. Al menos formalmente, este procedimiento
parece mis simple. Hemos considerado apropiado comparar los dos proce-
dimientos, para ver en que difieren o coinciden, en su caso, y cuales son las
ventajas de uno u otro. Mientras que el método de Dirac permite analizar los
sistemas con constricciones conservando todas las variables durante el pro-
ceso, -manteniendo simetrias, que de otra manera, serian no manifiestas o en
el caso de simetrias de norma importantes se perderian irremediablemente-
el método F-J tiene como objetivo, a corto plazo, encontrar las variables del
espacio fisico.
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.--.Como hemos visto, el método de Dirac permite la poéibilidad de réducéjr .
variables directamente. De hecho, la adopcién del paréntesis de Dirac (el’
paréntesis asociado a }a estructura simpléctica definida en la superficie de’

consiriccién de segunda clase, como la proyeccién de la estructura simpléctica
del espacio fase, sobre esta superficie de constriccién) permite eliminar tan-
tas variables como constricciones de segunda clase. Hemos visto también,
que esta reduccién es posible en el caso en el que algunas constricciones de
primera clase estdn presenies, aunque la estructura simpléctica proyectada
sobre la superficie de constriccién, resulte degenerada. Esto implica que al-
gunas variables dinamicas y sus ecuaciones de movimiento asociadas, pueden
desaparecer.

En el método F-J, el proceso de reduccién permite la obtencién de las
ecuaciones de movimiento para el conjunto de variables fisicas, desechando
en cada paso informacidn irrelevante para la dindmica. Las variables que en
el procedimiento de Dirac estan relacionadas por las constricciones, o que
serdn grados de libertad de norma, son rapidamente eliminadas en el método
F-J. Este hecho explica la eficiencia de este método: no produce infoermacion
superflua que va a ser descartada posteriormente. En el método de Dirac, esta
informacién superflua se mantiene hasta el final. Como ejemplo consideremos
el hamiltoniano total

1 1
Hr =55+ 5Pi+ 4'pa + 4°° + Mgy + Ao,y (2.33)

al que aplicaremos, primero, el método de Dirac. Las constricciones primarias
son p;y = 0 y p; = 0. Las condiciones de consistencia aplicadas a estas
constricciones producen las constricciones secundarias p; & 0y ¢ =~ 0.
Una nueva estabilizacién conduce a las constricciones terciarias ¢° & 0 y
¢! 2 0. Por 1ltimo, las condiciones de consistencia, sobre estas constricciones
terciarias, permite despejar los multiplicadores de Lagrange, Ay = —p; ¥y
Ag = —p,. Al final obtenemos un sistema con constricciones de segunda clase
cuyo nimero de grados de liberiad fisicos es cero.

El método de F-J, parte del correspondiente lagrangiano de primer orden

L =¢'p; — Hy, i=1,2,3 (2.34)
Implementando las constricciones primarias se obtiene el lagrangiano
L=¢p-¢dp—dd, (2.35)
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-donde q‘ ¥ q2 juegan el papel de las variables z4, son funciones de Casimir
" del paréntesis de Dirac
‘ ‘ {¢m} =1, (2.36)

en el espacio fase reducido. De las ecuaciones de Euler-Lagrange del la-
grangiano (2.35) no es posible despejar ¢' ni ¢° en términos del resto de
las variables, por tanto, estas variables juegan el papel de multiplicadores
de Lagrange. Las constricciones verdaderas serdn p3 = 0 y g3 = 0, que
corresponden a las constricciones secundarias en el algoritmo de Dirac. El
siguiente paso es implemetar estas constricciones en el lagrangiano (2.35).
El resultado es cero y el sistema no tiene grados de libertad fisicos, coin-
cidiendo con el obtenido usando el procedimiento de Dirac. §Qué sucedid
con las constricciones terciarias y con el despeje de los multiplicadores de
Lagrange? Ciertamente las constricciones terciarias son, en este caso, irrel-
evantes para la descripcion del espacio fisico. Dirfamos, no son observables,
en el lenguaje de Dirac. Desde este punto de vista, tampoco es importante
despejar los multiplicadores de Lagrange en términos del resto de las vari-
ables. Como las constricciones primarias han desaparecido jen qué lugar
se encuentra contenida la informacién de que estas constricciones son irrele-
vanles para la dindmica? Uno de los objetivos de este Capitulo es responder
a esta pregunta.

Como se deduce del ¢jemplo anterior, el métode de ¥-J es muy eficiente.
Obviamente esta eficiencia pagard un precio. Aparte de las dificultades
técnicas involucradas en la transformacién de Darboux (2.28), el proceso de
reduccidn indiscriminada de variables conlleva las dificultades propias de los
procesos de reduccién [71] en general: la pérdida de covariancia y en algunos
casos de las propicdades de localidad en teoria de campo. Es importante
mencionar que el método de cuantizacién BRST se encuentra precisamente
“en la otra orilla” de estos procedimientos “reduccionistas”. En cualquier
versién del formalismo BRST el conjunto de variables, en lugar de reducirse
( v asi perder localidad, covariancia ...etc.) se extiende agregando nuevas
variables (fantasmas, antifantasmas...). :

Mis alld de los problemas de covariancia o localidad estd el ‘mportante
fenémeno de las anomalfas de norma al pasar a la teorfa cuantica, i.e.,
simetrias cldsicas, que debido a procedimientos de regularizacion, necesa-
rios en el programa de cuantizacién, no devienen simetrias cudnticas, (ver

- seccién 1.3). El procedimiento de reducir-la teoria cldsica y luego cuantizar
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pasara por alto este fenédmeno, dando lugar a inequivalencias entre las teorias
‘cudnticas resultantes. - : -

El andlisis covariante del espacio fase reducido {conocido como procedi-
miento simpléctico covariante) fue propuesto inicialmente en [88]. Para un
exdmen comparativo de este procedimiento con la reduccién hamiltoniana
y los paréntesis de Peierls vedse [13]. La relacién entre la formulacidn la-
grangiana de primer orden y los paréntesis de Dirac fue estudiada en [63].
Por otra parte los resultados obtenidos usando el método F-J, han sido com-
parados con los correspondientes resultados usando el método de Dirac en
casos simples [73], (estructura simpléctica constante), sin probar la equiva-
lencia general entre los dos procedimientos. Un anélisis desde el punto de
vista del llamado procedimiento de reduccidn simpléctico, ha sido realizado
por los autores de [11], donde no es necesario aplicar de manera directa la
transformacién de Draboux (2.28), implicada en el procedimiento original de
F-J. La idea general es obtener en cada paso del algoritmo los vectores propios
nulos de la estructura simpléctica y afiadir los multiplicadores de lagrange
resultantes como variabies dindmicas. Algunas aplicaciones del método F-J
pueden encontrarse en [26, 10, 79, 92, 93] y su extensidn al caso de cons-
tricciones fermidnicas para el caso de estructuras simplécticas constantes en
{50]. Recientemente los autores de [77] compararon el programa de cuanti-
zacién de Dirac (imponiendo condiciones de norma) consistente en promover
los paréntesis de Dirac a los correspondientes conmutadores con el obtenido
directamente al aplicar el procedimiento de F-J.

El propésito de esta seccidn es analizar y explicar en detalle la equivalencia
del procedimiento de Dirac y el de F-J. Esta equivalencia no es trivial puesto
que no es claro como el método F-J descarta informacién que en el método
de Dirac, no parece, a primera vista, relacionada con grados de libertad de
norma. No es claro, cémo el método F-J selecciona los grados de libertad
fisicos descartando cualquier variable adicional en cada paso del algoritmo.
Veremos también que aunque la clasificacion de las constricciones en primera
clase y segunda clase no es necesaria en el método F-J, ésta permanece ahi y
es posible seguir el rastro, al menos parcialmente, de la clasificacién estandard
de Dirac,

Para realizar la comparacion es conveniente usar la versién del formalismo
de Dirac propuesta en {49] conocido como formalismo presimpléctico. En esta
versién, en cada paso del algoritmo se obtiene una nueva forma simpléctica
(los paréntesis de Dirac) y algunas constricciones de primera clase, i.e., se
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aplican las condiciones de consistencia a las constricciones de segunda clase,".

obteniendo algunos multiplicadores de Lagrange como funcidn. del resto de las -~

coordenadas. Posteriormente; estas constricciones se eliminan construyendo B
los paréntesis de Dirac. Las condiciones de consistencia aplicadas a las cons- -+
tricciones de primera clase resultan en la potencial generacién de._nuevas :
constricciones. El algoritmo termina cuando no surgen nuevas constriccio-=

nes. Al final se obtiene una teoria de norma en un espacio fase parcialmente
reducido (todas las constricciones de segunda clase son [ucrtemente cero)

cuya estructura simpléctica es el paréntesis de Dirac. La reduccién final
se obtiene imponiendo tantas condiciones de norma como constrlccxones de
primera clase se obtengan.

En el caso del método F-J, en cada paso del algoritme implementamos las
constricciones en el lagrangiano y diagonalizamos (por medio de una trans-
formacidn de Darboux) la estructura simpléctica resultante. Como resul-
tado obtenemos nuevas constricciones, que via el proceso de reduccién dan
lugar a una nueva estructura simpléctica, que puede ser degenerada, o no
degenerada. El procedimiento continua hasta que se obticne una estructura
simpléctica no-degenerada, que da lugar a los paréntesis de Dirac en el espa-
cio fase reducido. Es conveniente saber que este algoritmo termina cuando
en un estadio todas las constricciones son de segunda clase, (y su reduccién
construye los paréntesis de Dirac en el espacio fase reducido) o todas son de
primera clase y su paréntsis de Poisson con el hamiltoniano son cero.

Para comparar los dos procedimientos trabajaremos en coordenadas que
permitan una representacidn canénica de la superficie de econstriccidn. En
estas coordenadas los paréntesis de Dirac son diagonales. Supondremos que
todas las constricciones satisfacen las condiciones de regularidad, i.e., su gra-
diente sobre la superficie de constriccion es diferente de cero. Esta suposicién
es crucial, ya que sin ella los resultados obtenidos con un método scran en
general, distintos de los correspondientes resultados obtenidos con el otro.

2.3.1 REPRESENTACION CANONICA DE LA SUPERFICIE DE CONSTRIG-
CION

Supongamos una superficie de constriccién, en el espacio fase (¢, p;), definida

por las constricciones, 7, & 0 de primera clase y x, = 0 de segunda clase,

conjunto que denotaremos por I' = {¢; = 0}. Queremos plantear la trans-
formacién de coordenadas candnica, con la propiedad de que las nuevas coor-
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denadas Q'; P, sean talés que la superficie de constriéqidn T, sea localmente
equivalente a la’superficie ' = {F, =.0,Q° = 0,F, = 0}. El ntmero
- de pares canénicos (P, Q%), constrefiidos a anularse es jgual a la mitad del
niimero de constricciones de segunda clase.” El nitmero de momentos P, serd
‘igual'al nimero de constricciones de primera clase. Que siempre es posible
" realizar esta transformacién es el contenido del teorema de Darboux relativo
lineal.’®
'Una manera de Just)ﬁcar la construccidn de esta transformacién canénica
es la siguiente. Primero, es necesario redefinir la superficie de constriccién I'
reemplazdndola por una representacién abeliane equivalente

5;‘ _ Jij(PmlI"Mk» det A/I,-k # 0, (237)

de tal manera que {¥1,%)} = 0y {X° %g} = &5, donde ¥ se escogerin
como las nuevas coordenadas y ¥g como sus nuevos momentos asociados.
Por tanto, aqui los indices a, B corren desde uno hasta la mitad del nimero
total de constricciones de segunda clase. El siguienie paso es construir la
transformacién canénica. Definimos las nuevas variables P, = ¥,(q,p), Q% =
%°(q,p) ¥ Po = %a(q,p). La funcién generadora S(¢', P, P, Pp) satisface las
siguientes ecuaciones

. a5 . 08
P=%(d,5=), =X Yo .
| e =%(d55) Fo=Xe(7's 55) (2.38)
y la condicién de consistencia
o_ o4 08, 0S8
Q —x"(q’aq-‘)‘—apa' (2.39)

Estas ecuaciones deben resolverse en términos de /2 constantes de integracidn,
denotadas por P, que corresponden a las variables del espacio fase reducido.
El resto de las variables se obtienen a partir de

0 = as o = oS ) 3S(q,P)
=Tor Y T7ap PT T ag

19Ver V.I. Arnol’d and A.B. Givental’, Symplectic Geometry, en Encyclopaedia of Math-

ematical Sciences Vol. 4, Springer-Verlag 1990. De esta referencia ¢citamos el llamado “Teo-

rema de Darboux relativo lineal”: Una variedad simpléctica de rango 2r y dimensidn 2r+k
estd dada en coordenadas de Darboux apropiadas por las ecuaciones ¢ripry = ..qn =0y

Pre1=-pa =0.

(2.40)
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o Si la‘ unclon S(q i Py) existe: (y‘esto sxempre es. c1ert ) localmen ) laitr

EQUIVALENGIA' DEL METODO DE DIRAC'S CON EL ME- -
TODO: DE FADDEEV-JACI(IW RS ‘

Tomaremos como punto de partlda. cl hamlltomano canénico Hiq,p) y.el
»conjunto de constricciones pmmanas ¢y = 0. Podemos ahora construir-el
lagrangiano de primer orden®

L= pid — He(q,p) — A4, (2.42)

Los multiplicadores de Lagrange son A*, que lomaremos como funciones ar-
bitrarias del tiempo ~hasta que algunos de ellos queden determinados por el
algoritmo de consistencia-.. Las ecuaciones de movimiento para [ conducen
a las ecuaciones usuales de Hamnilton-Dirac para sistemas con constricciones.

2.4.1 ANALISIS F-J

El objetivo de esta seccion es reescribir el método F-J usando como punto
de partida el lagrangiano de primer orden (2.42}, con el objeto de adaptarlo
a una comparacion trasparente con el método de Dirac.

Como hemos visto, en el método F-J se eliminan tantas variables como
constricciones ¢, —que ahora son holonémicas— simplemente resolviendo e

20Fs interesante notar que ¢l formalismo BRST en el espacio fase extendido {incluyendo
fantasmas, antifantasmas...) permite encontrar la transformacién canénica que relaciona
dos diferentes representaciones de la superficie de constriccion que difieren infinitesimal-
mente. Este hecho estd en la base del resultado que asegura que la carga BRST es inica
hasta una transformacion candnica en el espacio fase extendido. Ver seccién 1.3

21Esie lagrangiano de primer orden siempre pucde construirse, pero no es un requisito
para aplicar el método de F-J. Si se tiene un lagrangiano de primer orden singular no
necesario construir 1as constricciones primarias para aplicar F-J.
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::ducndo tomara la for

_para algunas. funci
m'a¢i6n de D'arboux',‘ .

Ylama T da

ta.l que L' regrese a la forma canénica (2.42),
=P.Q ~ H(Q", P., Z,) (245)

Las vartables, Z,, no tienen contraparte candnica. Esto refleja el hechg de
que la superficie de constriccion primaria tiene asociada una estructura pre-
simpléctica y no una estructura simpléctica no degenerada. Estas variables
Z, juegan el papel de variables auxiliares. De hecho usando sus propias
ecuaciones de movimiento algunas de ellas pueden elimirarse (las que|no
pueden eliminarse juegan el papel de multiplicadores de Lagrange y por tanto
pueden considerarse también como variables auxiliares, como veremos a con-~
tinuacién). Denotaremos por Z,, al mdximo niimero de este tipo de variables
que pueden ser eliminadas y por Z,, al resto. En otras palabras, las ecna-
ciones de movimiento de las variables Z,,

oH'
22— ]
5z, = (246)
permiten despejar a las variables Z,; en términos del resto de las variabley,
Zay = falQ7 Py Zay)s (247)

junto con algunas otras posibles relaciones que no contienen a las variables
del tipo Z,,

: fﬂz(erP") =0. (2‘4 )

“Aquf a; denota el nimero mdximo de relaciones independientes del tip
(2.48).

22Nétese que el tipo de indice o subindicie utilizado tiene informacién sobre el tipo d
variable y el rango de valores que el indice o subindice puede tomar,
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Ahora procedemos una. Tuev: reducmon ehmmamos las varmbles de]

- :de vanables que pueden ser eliminadas, por tanto,

CLp= P = Hal@ P) = Ly fu @' P). ';-7(2'450)'

_'Aciuf faa € una representacién equivalente de las constricciones definidas por
(2.48) y hemos obtenido un lagrangiano reducido, en un espacio fase reducido’
que . tiene la misma forma que (2.42). Esto finaliza el primer paso en el
algoritmo del método F-J. Las variables Z,, juegan, desde ahora, el papel de
multiplicadores de Lagrange. Ahora el procedimiento se repite nuevamente
hasta que no aparezcan més variables del tipo Z en el formalisme. Las
variables restantes seran las variables fisicas asociadas con los “grados de
libertad verdaderos” del sistema en el espacio {ase reducido.

Ahora estamnos listos para analizar el procedimiento de reduccién, adap-
tado para una comparacién transparente con el método de Dirac. Regresemos
a nuestro lagrangiano original (2.42). Las constricciones ¢, = 0 pueden clasi-
ficarse en primera y segunda clase. Es entonces posible cambiar a un conjunto
equivalente de constricciones: la representacién candnica de la superficie de
constriccion.

Redefiniendo los multiplicadores de Lagrange 7* = M~'5\* podemos
escribir el lagrangiano original en {érminos de las nuevas variables como,

L=PQ - 0(Q \P) —" P — ' P = 7Q, (2.51)

donde hemos descartado una derivada total F(Q, P) que proviene del término
pdt = PO + [/(Q, P). La accién inducida en el espacio fase reducido dificre
débilmente de la accidn en todo el espacio fase por un término de borde que
es precisamente F(Q), ) evaluado en los puntos extremos que estan fijos en
el principio variacional. Este punto require atencidn especial por lo que le
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i

dedicaremos una seccién aparte en el Capitulo 5. ?* Es importante nofar
que este término puede no ser invariante bajo las transformaciones de norma
generadas por las constricciones de primera clase [58]. ' Para los problemas

que pueden aparecer con la consistencia‘ entre términos de frontera:y las .

condiciones de norma al nivel del principio variacional vedse [59] y el Capitulo
5 ‘ v 101

Con esta representacién candnica de la superficie de constriccién, el mé--
todo F-J puede reconstruirse como sigue: Implementando las constricciones

P, =0,0"=0, F, =0, en (2.51) obtenemos
L'= PrQ.r - H’(Qr: Pr: Qu) ' (252)

donde H'(Q", P.,Q") = A(Q", P.,Q% P, = 0,Q" = 0,P = 0). De esta
manera obtenemos directamente (2.45) y el método continua como antes. Es
importante notar que aqui hemos obtenido otra informacién: las variables Z,
corresponden a las variables (), que son las variables candnicas conjugadas
a las constricciones de primera clase P,.

Nétese también que los lagrangianos (2.52) y (2.45) coinciden. Este hecho
puede explicarse como sigue: La transformacién de Darboux (2.44), esencial-
mente no candnica, aparece aqui como una transformacién candnica en un
espacio mas grande -el espacio fase completo en el que la superficie de con-
striccién esta inmersa-. Esta no es mds que una particular instancia de como
el procedimiento de afiadir nuevas variables —en este caso las variables exte-
riores a la superficie de constriccion, que son parte de las variables del espacio
fase- puede generar simetrias. En este caso una transformacién no-canénica
se convierte en una transformacién canénica. Extendiendo la transformacion
de Darboux, a todo el espacio fase, afadiendo variables proporcionales a las
constricciones P,, Q% P, construimos una transformacién canénica que co-
incide con la transformacién de Darboux sobre la superficie de constriccidn.
Ma4s adelante veremos un ejemplo.

234 fiadir derivadas totales no cambia el contenido dindmico de la teoria, pues las ecua-
ciones de movimiento son exactamente las mismas. Sin embargo, es importante notar
que el término derivada total puede contener informacion dindmica como de hecho sucede
para los sistemas invariantes bajo reparametrizaciones. Ademds hay que ser muy cuida-
doso cuando se imponen condiciones de norma puesto que en ese caso un término como
este puede hacer accesible una condicién de norma que no lo era o puede volver inaccesible
una condicién de norma que era accesible. Para detalles ver {59).
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12 4 2. ANALISIS DD DIRAC

:ConSIderemos ahora. el metodo de Dlrac Usando el camblo de ba.se de las ;
i 'f_consmccmnes yla transformacmn canénica (2.41),. podemos ahora desarrol-
- larzel’ algorltmo de Dirac: ‘Comenzaremos ‘desde ‘el hamiltoniano. canénico”
B N (035 Py y'las constricciones P, = 0, Q% = 0, P, = 0. El hamiltoniano de
: Dlrac inicial es

| HAQ, P) +1°Pu + 1P + Q% (2.53)
: Aphcando el algorltmo de estabilizacion a las constricciones de segunda clase
Q°; P, determinamos 7 = 0, 7 = 0. Implementado ahora, de manera

trivia.l, los paréntesis de Dirac, (coinciden con les de Poisson en la repre-

‘sentacién candénica) eliminamos todas las constricciones de segunda clase.

. El nuevo hamiltoniano de Dirac en este espacio fase parcnalmcnte reducido
—para las variables Q7, P,, Q°, Pa-, es

H'(Q", P.,Qa) + n° Py, (2.54)
donde H/(Q", P.,Q.) = H(Q", P, Q% P = 0,Q"' = 0, A = 0). Podemos

imponer P, = 0 dentro del hamiltoniano canénico ya que este hamiltoniano
estd determinado de manera 1inica sélo sobre la superficie de constriccién y
puede extenderse de manera arbitraria fuera de esta superficie. Consideremos
ahora el algoritmo de estabilizacidn para las constricciones de primera clase
P,. Obtenemos asi las constricciones secundarias

OH'
56; =0,

que no son otra cosa que (2.46). Podemos dividir, como hemos hecho anterior-
mente, estas constricciones secundarias entre aquéllas que permnten la elimi-
nacién de las variables Q° y el resto. Usando la misma notacién a = (a4, a2),
y teniendo (2.46) y (2.47) en'mente, (2.55) puede escribiri¢ como

M — fﬂl(Qr) P,,an) =0, fu:(Qr1 PP) = 0‘. (2"56)

* Ahora procedamos al segundo paso del método de Dirac. Es bien conocido
que en esta formulacién del algoritmo de Dirac {49] cada paso consta de la
posible determinacién de algunos multiplicadores de Lagrange y la posible .
generacién de nuevas constricciones. En nuestro caso puede verse de inmedi-
ato que la estabilizacién del primer conjunto de constricciones secundarias

P,={P, H}=- (2.55)
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en (2.56), @ - f,(@", P, Q%) = 0, permite determinar los multiplicadores
74y mientras. que la estabilizacién del segundo conjunto, f,,(Q7, 5) = 0,
. conduce a'la potencial posibilidad de que nuevas constricciones se generen
"./=constricciones terciarias—.
k : “» En el lenguaje de Dirac, las constricciones Q% — £, (Q", P, Q%) = 0
“ inducen el cambio de estatus de parte de las, hasta ahora constricciones pri-
_marias de primera clase, P, = 0, a constricciones de segunda clase. Mis
* especificamente, P,, = 0 son las constricciones que ahora serdn de segunda
clase. Con este nuevo conjunto de constricciones, P, =0, @% — f,,(Q", P, Q°?)
= (), podemos construir el correspondiente paréntesis de Dirac y eliminar las
variables canénicas P,,, Q*. Obtenemos ahora un nuevo hamiltoniano re-
ducido
H(Q", Pey Q%) + 172 Py, (2.57)

en el espacio fase definido por las variables canénicas Q", P, Q%, F.,. H"
es H' con la sustitucién de @™ usando (2.56). El argumento desarrollado
anteriormente nos dice que la dependencia de H” con respecto a °2 es a lo
mas lineal. El hamiltoniano de Dirac es, por tanto,

Hr(@ B)+ Q% [0(Q7, )+ 0™ Pryy (2.58)

Nétese que e} Gltimo sumando tiene efecto solamente en las ecuaciones de
movimiento para las variables ©°, que devienen, desde ahora, funciones
arbitrarias: .

Q" = g%, (2.59)
Este hecho peculiar permite una reduccién mds, que usualmente no se lleva
al cabo en el método de Dirac: podemos eliminar el iiltimo sumando en
(2.58), reinterpretar 7 como nuevos multiplicadores de Lagrange y reducir
el paréntesis candnico a las variables @" y P,. La dindmica para este conjunto
reducido de variables, permanecerd sin cambios. De este modo, obtenemos
una dindmica descrita por

HR(QraPr) + Quzfar(Qra Pr): (2'60)

donde @* juegan el papel de multiplicadores de Lagrange. Hemos llegado
al mismo resultado obtenido anteriormente, después del primer paso en la
aplicacién del método F-J, (2.50).
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Para resumir, un paso de! método F-J corresponde a un- paso y medio
del correspondiente método de Dirac, mds. la adopcién de los.paréntesis de
Dirac después de cada paso y la conversién de los multiplicadores de La-
grange restantes (aqui #°?) por el conjunto de variables (aqui @°?) que son
de hecho sus primitivas, de acuerdo a (2.59). Aquf se ve con toda claridad
cuales son las variables que el método de F-J estd descartando en cada paso:
las constricciones de primera y segunda clase y las variables canonicas conju-

‘gadas a las constricciones de primera clase @°. Estas, que no son invariantes

de norma desaparecerin en el paso siguiente dando origen a otras nuevas
variables con estas caracteristicas.

2.5 EJEMPLO

En ejemplos especificos puede ser dificil comparar los resultados obtenidos
por los dos procedimientos expuestos, el de Dirac y el de F-J, Puede suceder
que el lagrangiano reducido, ebtenido usando el método de Dirac, coincida ex-

.actamente con el correspondiente lagrangiano obtenido usando F-J ~como en

el caso en que tenemos sSlo constricciones primarias de segunda clase—. Otra

_posible instancia es que los lagrangianos resultantes estén relacionados por

una transformacién candnica -como en el caso en que se escoge una condicion
de norma en el método de Dirac diferente de aquélla implicita en el método
F-J, i.e, imponer como condicidn de norma todos los grados de libertad de
norma iguales a cero-. La situacién puede ser un tanto mads complicada en
el caso en que los dos lagrangianos reducidos no puedan relacionarse por una
transformacién canénica. En tal caso la transformacién que los relaciona
sera no-candnica —como sucede cuando en algin paso del procedimiento F-J
el conjunto de constricciones (2.48) es vacio—. Esta situacién puede apare-
cer ya que al implementar las constricciones (2.47) usando el método F-J,
no se altera la estructura simpléctica del lagrangiano (2.45), mientras que
usando el formalismo de Dirac las constricciones de segunda clase originardn
un paréntesis de Dirac que, en general, no es diagonal. En cualquier caso, es
siempre posible recurrir a la prueba de equivalencia entre los dos métodos,
expuesta en la seccién anterior, para analizar la forma explicita de la trans-
formacion que conecta los dos lagrangianos reducidos. La situacién general
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: puede 1lustrarse con el sngulentc dlagrama

L(q,p) Reduc'cu.m de. Dlrac .LH((]npr) o

Canomca : o s no Canomca
L(Q,P) Reducc_igg de F-J ER(Q,, P)

- donde la transformacién no-canénica, puede calcularse explicitamente, como
la restriccién a la superficie de constriccidn de la transformacién candnica que
relaciona los dos lagrangianos en el espacio fase completo. Nétese que esta
transformacidn no-canénica surge como consecuencia de que en el proceso de
reéduccién, usando F-J, es necesario realizar una transformacién de Darboux
en cada paso del algoritmo.

El objeto de esta seccidn es presentar un ejemplo que permita ilustrar las
ideas expuestas en los pardgrafos anteriores.

Consideremos el sistema dinimico representado por el siguiente lagran-
giano de primer orden(83].

L = prg1 + padga — Ho(g, p) — My (2.61)
donde
1 ,
He=5(p ~ @) - g(cn —@)?, $=p2—(1—aa, (2.62)

con o # fB. Al aplicar la condicion de consistencia a la constriccion ¢, resulta
_ una constriccién secundaria

b2 =alp — ¢z) — Blq1 — 2} = 0, (2.63)
' que ante una nueva estabilizacién produce
afflg1—q2) = Blp — @) — 72 =0, (2.64)

donde v = a? — 8. Es facil mostrar que las constricciones son de segunda
clase, si 7 # 0 y de primera clase cuando v = 0. En el primer caso, (y # 0),.
la implementacién de las constricciones produce el lagrangiano reducido

La=—2 ﬂqu i3 e ﬂ)g( - @)’ (?-65)
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{ql,p,}u— ;” oo =29

B {Pth}D (___‘}_)%f?_;ﬂ’ {gn.p2}p =0, {%Px}u-: —g ,(2,67)

: these que los paréntesis de Dirac en el espacio reducido pueden leerse di-

rectamente del lagrangiano reducido (2.65).

En el segundo caso (y = 0) el procedimiento de reduccidn estandard
puede realizarse imponiendo condiciones de norma. Las condiciones de norma
naturales serfan q; = 0, ¢; = 0 y el lagrangiano reducido es cero, como
esperabamos, pues cl sistema no tiene grados de libertad.

Condiciones de norma accsesibles de la forma ¢ = x1(g, p), 92 = x2(0, p),
donde x; no depende de q; y x2 no depende de g2 , que suponemos fijan
la norma sin ambiguedades conducen, en general, a lagrangianos reducidos
que pueden escribirse como la derivada total respecto al tiempo de alguna
funcidn de las coordenadas y los momentos. Este hecho significa que estas
dos distintas maneras de fijar la norma dan origen a diferentes lagrangianos
que estan relacionados por una transformacién candnica.

Pasemos ahora a analizar el problema desde la perspectiva del método
F-J. En el caso v # 0 el primer paso del algoritmo (implementar ¢, = 0 )
produce el lagrangiano reducido

L= g(ps — (1 - 01)‘12) ~ H(q, ), (268)

hasta una derivada total respecto al tiempo. Podemos ahora diagonalizar la
estructura simpléctica de este lagrangiano, por medio de la transformacién

de Darboux
P=p~(l-a)g Qi=q Q:=gq, (2.69)

que conduce al lagrangiano

=Q:\P — '12‘(1’1 —a@a)’+ g(Ql — Q) (2.70)
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~.-en ‘coordenadas candnicas. Notese quc Q2 Juega el papel de’ va.rxable del txpo L
Z De la condicién (2. 46), se sigue que -

Q2 - BQ! ) . (2 71) . ’,’,
Del andlisis. general realizado previamente deducimos que esta constrlccwn B
" jugara el papel de una constriccién de segunda clase. "Eliminando @ del"

‘lagrangiano (2.70), resulta
Ln= QP+ L2 - aQi). (2.72)

Que este lagrangianc no coincide con el correspondiente lagrangiano (2.65),
obtenido usando el procedimiento de reduccién de Dirac, puede resultar sor-
prendente, a primera vista. De hecho, estos dos lagrangianos estdn relaciona-
dos por una transformacién no-candnica que corresponde a la restriccién so-
bre la superficie de constriccion de la transformacién canénica

(91, g2, 1,02} = (Q1, @2, P+ {1 — )Q2, P, .+ (1 - a)y), (2.73)

" que da lugar a la representacién canénica de la superficie de constriccién dada
por P, =0,Q2 — gf“iigl = 0. Hay que remarcar que esta transformacién es
una extensidn particular, fuera de la superficie de constriccién, de la trans-
formacién de Darboux (2.69). Por tanto la transformacién no-canénica que
relaciona los dos lagrangianos es

(ql,P1)=(Q1:{’l+ po

Aplicando esta transformacién al lagrangiano de Dirac (2.65) recuperamos
precisamente el resultado obtenido usando €] método F-J (2,72),

El caso en el que hay constricciones de primera clase, cuando la condicién
v = 0 se cumple, puede calcularse de manera similar. La prlmera reduccidn
produce

: 1
L=(iP~ 3PP+ %—Qf + Qa(aP, - aQu), (2.75)

después de diagonalizar apropiadamente, usando la transformacién de Dar-
boux (2.69). Es necesario hacer notar que el lagrangiano (2.75) tiene la forma
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: (2 50) donde Qg Juega el pa.pel de multlphcador de Lagrange La constnccnon :
‘_ secundarxa., -
P,—-an_O : @ 76)

;no ‘permite obtener ()2 como funcién del resto de las variables, cosa que es-
perabamos, pues ahora la constriccidn es de primera clase. Como hemos

- sefialado, esta es la condicién que permite asegurar que' esta constriccién

" puede clasificarse como una constriccién de primera clase. Al implementar

"(2.76), en el lagrangiano (2.75), obtenemos un lagrangiano reducido que es

. la derivada total respecto al tiempo de una funcién. Concluimos, entonces,
que el(los) lagrangiano(s) reducido(s) obtenidos por el meétodo de Dirac y
aquéllos obtenidos por el procedimiento de reduccién de F-J son completa-
mente equivalentes. Difieren, en el peor de los casos, por una transformacién
canénica.

2.6 ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE LA RELACION ENTRE
BRST-BFV vy EL METODO F-J

Las teorias de norma tienen la caracteristica de estar descritas por mds vari-
ables de aquéllas que son necesarias para la descripcin de los grados de lib-
ertad fisicos independientes. Estos grados de libertad resurgen como aquéllas
variables que son invariantes ante transformaciones de norma. Resulta en-
tonces, un tanto paraddjico, que en el estudio de estos sistemas la tendencia
sea hacia aumentar el nimero de variables en el espacio fase en lugar de
reducir el nimero de variables y asi simplificar la descripcién dindmica. Ya
hemos mencionado los motivos que han impulsado esta tendencia: anadir
variables y disponer de simetrias mas poderosas en lugar de reducir y elim-
inar simetrias. .El paradigma, en esta direccién es, tal vez, el método de
cuantizacién BRST-BFV. En el otro extremo se encuantra el método de F-J,
donde la reduccién se produce a ultranza: obtener el espacio fase reducido
tan pronto como sea posible.

Pese a esta enorme diferencia, jexiste alguna relacidn, a nivel cldsico,
entre las dos propuestas? La respuesta es si, y ésta se encuentra contenida
en la cohomologia BRST. Este procedimiento selecciona, tanto a nivel clasico
como cudntico, el sector fisico de la teorfa. Vista desde esta perspectiva, la
cohomologia BRST debe ser equivalente a un procedimiento de reduccién. Se
ocurre, entonces, usar esta poderosa herramienta para obtener las variables
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*. transformacién de Darboux es posible construir la accién efectiva’canénic

funda.mentales que descnben completamente el sector fisico de la teona -las
va.rxables BRST-cerradas~, para posteriormente, reescribir la accién efectwa
en términos de estas variables. Sucederd, entonces -y eso lo hemos aprcndldo
-del método F-J- que la parte cinética de esta accién se tornara no-canénica’

- Esta accmn dependerd de las variables fisicas mas —p051b1emente— un t.ermmo T

. BRST "exacto, pues deberd seguir siendo invariante BRST. Aphcando u

" en el espacio fase reducido. Mostraremos por medio de un e_]emplo que‘este_ -

" es precisamente el caso.
Consideremos el Lagrangiano de Maxwell-Dirac {34]

L= -%FuuF“" + 971" Duth, (2.77)

donde * son las matrices de Dirac, D, = 8, — ied,, ¥ = ¥4y y F,,
definido en la seccién 1.4. Aplicando el algoritmo de Dirac a este lagrangiano
obtenemos

L=~ Aiph— H+ AoV -7 — p),
H. = %(,r + BY) —yta - (iV + ed)p, (2.78)

donde p = ¥, a; = 4% y las relaciones de conmutacién basicas son
{Au(@), 7" (&)} = 88( - T), {9(&), W)} = —-i8(F-F) (2.79)

Como puede deducirse del analisis realizado en la seccién 1.4 para la elec-
trodindmica, aqui también aparecen dos constricciones de primera clase, una
primaria y una secundaria -la ley de Gauss-?* En el lagrangiano de primer
orden (2.78) estamos usando la convencién de interpretar a Ag como el mul-
tiplicador de Lagrange de la ley de Gauss que ahora aparece como la iinica
constriccidn primaria, pues wp y el multiplicador de Lagrange A; han sido
eliminados como campos auxiliares. Para detalles ver la seccién 1.4

Usando el método de F-J, la reduccidn puede implementarse si los vectores
Ty A se separan en su parte transversal y longitudinal

F=al 47k,  A=AT 4+ A%, (2.80)

24%n realidad este sistcma tiene también, constricciones de segunda clase. Su eliminacién
es inmediata y produce los paréntesis de Dirac (2.79).
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F'—_‘b,'de Ga.uss es ahiora’ L )
Uy A ‘al lagrangiano (2 78) 'y usa

donde V -7 = 0y V- AT = 0. Las partes longitudinales pueden recscribirse .

(2.81)

a.logamente n= V.7 La ley
\ ‘esta divisién de’los vectores 7
¢ la. la. y de’ Gauss obtenemos (ha.sta

términos de borde) -

L=—# '_A”'T +‘,;A-'i/:i}vi¢f_¢} ~He . (289)
donde 1‘ o ) . ‘ -
He=5((x7) = e p+ B’)+¢*& (zV+ A)¢ @8y

Aqui hemos usado la identidad v )
V. (pA)= A-Ve+¢V-A, - (2.85)..

donde A es un campo vectorial y ¢ un campo escalar cualesquiera. La trans- .
formacién de Draboux [34]

P — exp{iA~' A}y (2.86)

tiene el efecto de cancelar la parte no-canénica del término cinético con una
contribucién que proviene del término cinético de los fermiones 7t y elum-
nar A% del lmmxltomano Asf el hamiltoniano es funcién solamente de A7 ya
que B =V x AT. Realizando esta transformacién se obtiene el lagranglano

L= —7 AT 4 il — H, (2.87)

25Este operador actia de la siguiente manera
d:!-r
(2.82)
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donde’ o D e EERE
) H; = -((ﬂ yo pV.“’p‘+ B’) w’a (2V+ /17)1/) " (2.88)
_ Este es el iagranglano reducndo s mteresante observar que se trata del
" lagrangiano en la-norma de Coulomb V' A-=0.-En la eleccién de variables
'pa.ra. el espacio fase reducido se encuentra codificada la norma.

*Analicemos ahora el mismo cjemplo desde la perspectiva del método
BRST-BFYV. Construimos la accion efectiva promoviendo el multiplicador 4,
a variable dindmica junto con su multiplicador de Lagrange my. El resultado
es

se,,=/d4z(_ﬁ-}f+7ru/iu+i¢f¢+c'75+c"7>—Hc)+/dz{w,n}, (2.89)

donde hemos usando el hecho de que el hamiltoniano BRST invariante coin-
cide con el hamiltoniano canénico (2.78). La carga BRST es

2= [(~iPro+ C(V -7 = )z, (2.90)

y genera las siguicntes transformaciones sobre las variables del espacio fase
extendido
s(A"tA)=C, sC=0, sP=V.7—p, (V= p)=0,
sAp=~iP, sP =0, sC=1im, smp =0,
©sAT=0, s =0 (291)
donde hemos usado las relaciones de conmutacién .
{P(£),C(2)} = —6(F~ &), {P(2),C0(F)} =~ = ). (2.92)

Las variables €, (V-#—p), P, mo son las variaciones BRST de (A~'4), P, Ao, €
respectivamente. Solamente los campos transversales 7% y AT son BRST
- cerrados. Es posible mostrar que el espacio fisico puede describirse com-
pletamente con estas variables [58]. Por tanto la cohomologia BRST queda
completamente determinada por estos dos vectores del espacio fisico. Pode-
mos ahora reescribir la accién efectiva (2.89) en términos de estas variables
mds un término BRST exacto. El resultado después de diagonatizar es

Serg = [da(-7T- AT iyl — H, + s(iCAy +PA)  (2.93)
+ :,12-(573V"73+7-’V"p)) + /dt{\II,Q}.
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‘:Conclunmos observando que esta accién coincide con’ la acc:on obtemda por...- .
‘el método de:F-J y que:la’ eleccxon ‘'de 'las varmbles del espacxo flSlCO, “lac
: soluc10n de Ia cohomo]ogm BRST— determma la condlcxon de norma. : N

el .camino, ehcontramos algunas observaciones que arrojan luz sobre los
‘procedumentos de reduccién en general y en particular sobre el método de
1. Citaremos ‘algunas:

' Identlﬁcamos a las constricciones que dependen de las coordenadas
- como un sub conjunto de las constricciones secundarias, que tienen la remar-
‘cable propiedad de convertir parte de las constricciones primarias de primera
_clase, en constricciones de segunda clase. Aqui es donde la antigua clasifi-
~cacion de Dirac reaparece en el mélodo de F-J.

11, Hemos dicho que algunas -o posiblemenle todas~ de las relaciones
Jas (Pr,@Q7) = 0, (que son constricciones secundarias que no alteran el cardcter
de primera o segunda clase de las constricciones primarias) pueden no apare-
‘cer. - Desde el punto de vista del métedo de Dirac esto sucede cuando el
niimero de constricciones secundarias -independientes—~ es menor que el mi-
mero de constricciones primarias de primera clase. Esto implica la existen-
cia de constricciones primarias de primera clase, que ante la condicién de
consistencia, no producen nuevas constricciones. Estas constricciones per-
manecerin como constricciones de primera clase ya que conmutan con el
hamiltoniano canénico. El nimero de ellas es la diferencia entre los dos
nimeros antes mencionados.

I1I. Nétese que si comanzamos el segundo paso en el algoritmo del método
(2.50), insertando los constricciones fo,(Q", F) = 0 en Lp, toda la infor-
macidn de las variables (J*? desaparece. De esta manera en el método F-J
no se encuentra rastro, ni ecuaciones de movimiento, de estas variables. De
manera muy distinta, en la versién del método de Dirac que hemos utilizado,
estas variables juegan el papel de multiplicadores de Lagrange; o se determi-
nan como funcidn del resto de las variables Pr,Q", o permanecen arbitrarias
(y por tanto son grados de libertad de norma). En este punto del algoritmo
no sabemos el destino particular ~entre las posibilidades mencionadas- para
estas variables, pero sin importar cual de las dos posibilidades se presente,
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.sabemos de antemano que estas variables no conllevan ninguna informacién
fisica relevante para el sistema y por tanto nunca formarédn parte de los grados
de libertad fisicos. Esta es la razdn de la maravillosa eficiencia del método
F-J, ya mencionada en la introduccién: desaparecer este tipo de variables
tan pronto como sea posible, en lugar de cargar con ellas hasta el final, como
usualmente se hace en el marco de la reduccién de Dirac.

IV. Desde una perspectiva geométrica el procedimiento de construccién
de las variables P;,Q', empezando en la representacién canénica de la su-
perficie de constriceién (2.37) y terminando en la transformacién candnica
(2.41), es equivalente a extender, fuera de la superficie de constriccidn, la
complicada tranasformacién de Darboux (2.44), piedra angular del método
F-J. Esto puede vizualizarse como sigue: realizamos una transformacién de
coordenadas, desde las coordenadas originales del espacio fase p;, ¢', a nuevas
coordenadas z°, ¢, donde ¢'(z*), pi(z*) son las ecuaciones paramétricas de la
superfiice de constriccion y ¢, = 0, son las constricciones. La aplicacién de
esta transformacién a la estructura simpléctica original, produce una nueva
estructura simpléctica, que en genral, no serd candnica. Sabemos que siem-
pre es posible (localmente), por medio de una transformacién de Darboux,
reescribir esta estructura simpléctica en forma candnica, obteniendo ademas,
un conjunto de variables del tipo Z que son funciones de Casimir de la nueva
estructura simpléctica. Extendiendo fuera de la superficie de constriccidn, a
la transformacion de Darboux, obtenemos la transformacion canénica (2.41),
usada en el texto. La extension es arbitraria y esto refleja el hecho de que la
transformacién candnica (2.41) no es dnica.

En algunos cases, cuando la matriz M} en la ecuacién (2.37), es ficil de
encontrar, el procedimiento presentado aqui puede usarse como un método
alternativo para construir la transformacién de Draboux (2.44). Desde este
punto de vista, el método de Dirac mds la transformacién canénica (2.41),
que diagonaliza los paréntesis de Dirac, se reduce al método de F-J.

V. Como hemos mencionado, el método F-J es un procedimiento eficiente
para reducir y obtener las variables fisicas de un sistema ¢on constricciones.
El método es técnicamente diferente pero los resultados que produce pueden
comparase con los resultados obtenidos usando procedimientos de reduccién
estandard. Si se introducen condiciones de norma para eliminar grados de
libertad que no actdan en el sector fisico, se obtiene una versién equivalente
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al resultado obt.emdo usando Ia. reduccnon I" J.%: Esto implica, en particular,
~.queel metodo de F-J- presenta &l.mismo tipo de problemas (posible perdida
de covariancia; 2d, o'ano ahas) cuando se usa como punto de partida
"»’para la* cu'antlzacmn, De mariera-que, ‘como’ método de cuam.:zacwn, es
© < también, un’mi X uantxza.m ' con’ lagrnma.s[34] ‘

26Es posible mostrar, en genaral, que la equivalencia entre el métado ¥-J y el de Dirac *
no depende de la condicién de norma, usando para ello el procedimiento 'de la ref. {47].
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CariTuLO 3

METODO BRST-BFV PARA SISTEMAS NO
ESTACIONARIOS

Los problemas que se presentan al extender el método de Dirac para

- analizar sistemas que incluyen constricciones que dependen explicitamente
del tiempo han sido estudiados en [76, 44, 31]. Basandonos en estos andlisis

" es posible desarrollar sistematicamente la generalizacién del método de cuan-
tizacion BRST-BFV para el caso de sistemas no estacionarios [41]. Para este
tipo de sistemas el hamiltoniano no es una cantidad conservada. Esto im-
plica que en la descripcion dindmica, el generador de la evolucién temporal
(operador de evolucién en mecénica cudntica) es explicitamente dependiente
del tiempo. Por tanto, al transcurrir el tiempo el sistema evoluciona de tal
manera que el generador de la dindmica cambia punto a punto. En el caso
de sistemas con constricciones, ademds de la evolucion temporal del sistema,
la superficie de constriccién experimenta cambios conforme el tiempo tran-
scurre. La condicién de consistencia sobre la dindmica (1.7) requiere que
el sistema evolucione de tal modo que nunca abandone la superficie de con-
striccién. Esto complica la descripcion dindmica al grado de que la proyeccién
de la estructura simpléctica del espacio fase original, sobre la superficie de
constriccion, resulta dependiente del tiempo y la evolucion no estd generada
por una transformacién canénica. Como consecuencia, aunque las ecuaciones
de movimiento son hamiltonianas, no pueden escribirse de manera cerrada,
en términos de un paréntesis de Poisson. La definicién de observable es ahora
ligeramente distinta. En contraste al caso estacionario, aqui el hamiltoniano
no es una funcién de primera clase. Las simetrias de norma evolucionan
con el tiempo manteniendo siempre su caracter de simetrias. Tor ello, es
en general muy dificil construir sistemas con constricciones de primera clase
explicitamente dependientes del tiempo. Como las constricciones de segunda
clase no generan simetrias, la construccién de sistemas con este tipo de cons-
tricciones es mucho mds sencilla. Por otra parte, el método BRST-BFV se
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,aphca. a.l caso de snstemas con. constrxccnones de prlmera. clase. Por tanto
es de con5|derable interés analizar en detalle el procedlmlento de Batalin-
“Tyu m‘[l7], que consiste en‘afiadir variables'al espacio fase original, con el
‘_obJeto de ‘convertir las constriciones de segunda clase en constricciones de
*_primera clase, especialmente en el caso de sistemas no estacionarios. En este
Capitulo analizaremos con detalle la extensién de este método al caso ne
estacionario y su modificacién para analizar teorias no abelianas (conversién
no abeliana).

El propésito de este capitulo es poner en claro algunos aspectos de los
sistemas no estacionarios con constricciones y mostrar que la ruta natu-
ral en el analisis de este tipo de sistemas conduce a reescribirlos en forma
parametrizada como ha sido propuesto en {58]. Normalmente el movimiento
de un sistema se describe en términos de variables canénicas que evolucio-
nan al transcurrir el tiempo. Se supone que este “tiempo” tiene significado
fisico directo, aunque en si mismo, no es una variable dindmica como el resto
de las variables del espacio fase. s posible construir formulaciones de la
dindmica donde el tiempo fisico se considera como una variable dinamica
adicional y la evolucidn del sistema se describe en términos de un parametro
arbitrario s. Este pardmetro no tienen significado fisico y el formalismo es,
por tanto, invariante ante redefiniciones de s. En tal caso, se dice que el
formalismo es covariante. En la prictica, los sistemas covariantes surgen de
dos maneras distintas; i) a partir de un sistema donde el tiempo fisico no
estd incluido como una variable candnica y se realiza una parametrizacion de
la teorfa para convertitla en un sistema covariante. Este procedimiento es,
en principio, siempre realizable. b) El sistema es originalmente covariante.
El paradigma de una teoria fisica covariante es la relatividad general.

El proceso inverso, i.e., a partir de una teoria covariante construir el
correspondiente sistema cuya evolucién se realiza en términos de un tiempo
fisico, no siempre puede realizarse. En los sistemas covariantes, el movimiento
es generado por las transformaciones de norma de la teoria. Esto se debe a
que el hamiltoniano canénico es cero y el hamiltoniano extendido es una com-
binacidn lineal de las constricciones de primera y segunda clase incluyendo la
constriccidn que genera la invariancia ante reparametrizaciones del parametro
s. La incorporacién del tiempo como una variable canénica adicional no sélo
permite una descripcién mas simétrica de la dinamica sino que también es
muy 1til para tratar sistemas con dependencia temporal explicita. Como
hemos sefialado, esta dependencia complica el formalismo ya que las condi-
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y ciones de’ conswtencxa. involucran un iérmino adicional y no pueden, por
_"tanto, formularse en términos del paréntesis de Poisson solamente; Estadifi- .
cult.ad y otrds relacionadas desaparecen cuando se  promueve el tlempo fisico
a‘una variable dindmica adicional. La evolucién sera ahora canénica (gober-
nada por el nuevo pardmetro s), la superficie de constriccién ya no cambia al
transcurrir el tiempo y las definiciones usuales de simetria de norma y observ-
able son directamente aplicables. El precio que se paga por ello es extender
¢l espacio fase original, de dimensidn 2n, a un nuevo espacio de dimensidn
2n+2, anidiendo las variables candnicas ¢, ;. Como resultado, la descripcién
" parametrizada involucra una constriccién de primera clase adicional, asoci-
ada con la invariancia ante reparametrizaciones, que es justamente Hy + 7,
donde Hj es el hamiltoniano canénico original. Es precisamente esta con-
striccidn la que garantiza que la teoria parametrizada sea equivalente a la

teoria original.

Siguiendo esta propuesta, extenderemos el espacio fase original, con-
struyendo un sistema que evoluciona candénicamente respecto a un nuevo
pardmetro s, que supondremos crece de manera monétona. Para este sis-
tema podemos construir el propagador usando la formulacidn estandard del
método BRST-BFV propuesta en la seccién 1.2. Presentaremos la prueba
de equivalencia, entre la descripcién parametrizada y la original, tanto en
la formulacién de la integral de trayectoria, como en la formulacién de op-
eradores. Mostraremos que es posible eliminar las variables adicionales s
y @, en los dos esquemas, recuperando el sistema original, en un procedi-
miento que podriamos llamar des-parametrizacién del sistema y que implica
imponer una condicién de norma que permita reducir la constriccién respon-
zable de la invariancia ante reparametrizaciones. Construiremos la carga
BRST asi como el hamiltoniano BRST-invariante y recuperaremos el teo-
rema de Fradkin-Vilkovisky. Nuestro resultado final, después de fijar par-
cialmente la norma y eliminar las variables m; y s en favor de {, contiene
—como en el caso estacionario— una funcién arbitraria en el hamiltoniano
efectivo, que juega el papel del fermién de norma. Que la integral funcional,
y por tanto los elementos de matriz del operador evolucién, son invariantes
ante cambios infinitesimales arbitrarios de esta funcién es ¢l contenido del
teorema de Fradkin-Vilkovisky. Este teorema ha sido demostrado para el
caso estacionario en [15] (ver seccién 1.2.3.2). Aplicado las ideas de esta
demostracion al sistema parametrizado, puede mostrarse que este teorema
sigue siendo valido para el caso no estacionario.
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‘Enieste trabajo no consideraremos la cuantizacién de sistemas con cons-

tncclones de segunda clase usando el paréntesis de Dirac para después pro-

-lmoverlo “al correspondiente conmutador en mecdnica cudntica. Ya hemos

expuesto los inconvenientes de tal procedimiento. Como el método BRST-

- BFV es consistente, atin en casos en los que el méiodo de Dirac no lo es,

" 'nios parece apropiado promover el método BRST-BFV al estatus de pre-

“scripcién general para cuantizar cualquier sistema con constricciones. Como

* este ' método requierc reducir el sector de constricciones de segunda clase de

la teoria, proponemos como alternativa, usar el método de Batalin-Tyutin
[16).

El material de este capitulo estd organizado de la siguiente manecra: en
la seccién 3.1 estudiamos la extensién del método de Dirac para sistemas no
estacionarios. En la seccién 3.2 mostramos cémo la propuesta de Gitman
y Tyutin [44], surge naturalmente a partir de la parametrizacién del sis-
tema no estacionario original. En la seccién 3.3 introducimos el método de
Batalin-Tyutin (BT) generalizindolo al caso no-abeliano y no-estacionario.
Mostraremos cémo las expresiones para el caso no-estacionario pueden us-
_arse, excepto que las condiciones de frontera en las relaciones recursivas para
el hamiltoniano deben meodificarse, de Hp a Hg + ;. En la seccién 3.4 con-
struiremos, a partir de la accién parametrizada, el formalismo BRST-BFV
para sistemas no estacionarios, usando primero la formulacién de la integral
de trayectoria y después la formulacidn de operadores. La seccidn 3.5 la dedi-
caremos a algunas observaciones finales y recomendaciones de tipo prictico.
Finalmente en la seccién 3.6 ilustraremos las ideas expuestas usando un ejem-
plo simple y transparente: el rotor bidimensional con radio dependiente del
tiempo. Este problema tiene constricciones de segunda clase que, usando el
método BT, convertiremos en constricciones de primera clase. Para obtener
el operador evolucidn aplicaremos el método de cuantizacion BRST-BFYV de-
sarrollado en la seccién previa 3.4. E! resultado del propagador obtenido
por este procedimiento coincide con el resultado obtenido mediante otros
procedimientos:

3.1 METoDO DE DIRAC PARA SISTEMAS NO ESTACIONARIOS

Comenzaremos la discusién con una introduccién al método de Dirac para
sistemas no estacionarios. Esta extensién no es directa ya que la condicién
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. de consistencia (1.7) es ahora- distinta. Mostraremos a continuacién que los
_paréntesis-de Dirac no determinan completamente la evolucién dindmica ya

que aparece un término adicional impidiendo que la evolucién temporal se

- pueda escribir en términos de una estuctura simpléctica. En otras palabras,
“la evolucién temporal del sisterna ya no es canénica (no estd generada por
. una sucesién de transformaciones candnicas infinitesismales (ver [45]). La

ruta directa para resolver este problema es convertir el problema inicial en

. un problema invariante ante reparametrizaciones. Asf, el sistema serd inde-

pendiente del tiempo pero en un espacio fase mds grande —aquél que incluye
al tiempo t y su momento conjugado #; como coordenadas canénicas—. El
punto es ahora mostrar que el niimero de grados de libertad permanece igual,
i.e., que la descripcién original es totalmente equivalente a la descripcidn
parametrizada. En esta seccién analizaremos en detalle estos aspectos.

Consideremos un sistema descrito por las variables (¢',p;}, en un es-
pacio fase de dimension 2n, cuyo hamiltoniano candnico denotaremos por:
Ho(g,p, 1), el conjunto de constricciones de primera clase por {Y4{g, %)},
y €l conjunto de constricciones de segunda clase por {@.(q,p,¢)}. Supon-
dremos que todas estas funciones de las variables del espacio fase dependen
explicitamente del tiempo. La descripcién candnica de un sistema tal estd
determinada por la accidn extendida

Sp= [(df ~ Ho ~ 300 = u )it (3.1)

donde A* y p# son multiplicadores de Lagrange. Supondremos también que
este sistema es consistente, i.e., que las condiciones de estabilizacién

dga _ difa
T 0, = a, (3.2)

se satisfacen idénticamente y por tanto no hay constricciones adicionales en
el problema, de tal manera que su descripcién completa estd contenida en la
accién (3.1). La evolucién temporal de una funcién arbitraria que depende
explicitamente del tiempo (¢, p,t) estd dada por

dF  aF
= =37 +{F ds}, . (33

donde Hg = Hg 4 uAd 4 + Ao es el hamiltoniano extendido del sistema.
La coadicidn de consistencia (3.2) aplicada a las constricciones de segunda

80



cIase petm1 te resolver para los mu]tlphca.dores e Lagrang .Sustituyen'do‘

donde 1} denotan los parentesxs de Dxrac en e] espacxo fa.se completo (q p,) i

G =10 1= (e} 6m 1, @

ylamatriz Cop = {$a, @5}, queen general depende del tiempo, es invertible.
" Denotamos su inverso por C°?,

El iltimo término del lado izquierdo de (3.4) rompe la estructura candnica
de las ecuaciones de movimiento i.e., la evolucién temporal ya no es (como
en el caso estacionario) generada por una transformacién canénica. Més aiin,
puede mostrarse que este término extra no puede integrarse al paréntesis de
Dirac afiadiendo una pieza apropiada al hamiltoniano H,[76). Si éste fuera
el caso seria entonces postble construir una funcién H’ de las variables del
espacio fase tal que

1R 4302 < (R a1y, (3.6)

Es fdcil mostrar que esta ecuacién no es consistente. Si I es cualquier con-
striccién de segunda clase ' = 4., el lado derecho de (3.6) es cero, mientras
que, en general, el lado izquierdo no lo es. Por tanto, no existe una funcidn
H' que aitadida al hamiltoniano original Hg permita reescribir la evolucidn
temporal en términos del paréntesis de Dirac. ¥’

27Eg pogible, usando el formalismo de Faddeev-Jackiw, desarrollado en el capitulo pre-
vio, mostrar que la evolucién temporal no puede describirse en términos de una estructura
simpléctica. Consideremos, para ello, un sistema con constricciones de segunda clase de-

" pendientes del tiempo. La reduccién directa en la accién extendida (3.1) nos conduce a

una accidn reducida de la forma
Sr= [ dtosty, 0 = bz 1), @.7)

donde la 1-forma a; es ahora dependiente del tiempo. Las ecuaciones de Buler-Lagrange
asociadas a esta accién son 8

¥ = {y AR - (3.8)
escritas en términos del paréntesis de Dirac reducido. En general, el iltimo término no
puede incorporarse al paréntesis de Dirac y la estructura candnica de las ecuaciones de
movimiento se ha perdido.
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Dx15ten al’menos dos caminos para recuperar la estructura canomca de" s
]a. evolucién temporal para el caso no estacionario. !

Uno de ellos fue desarrollado por Mukunda [76] y se reduce a encontrar
un cambio apropiado de coordenadas en el espacio fase, en la linea de lo ex-
puesto en el capitulo anterior. La idea basica es incluir a las constficcio_nes de
segunda clase como nuevas coordenadas. Para obtener un conjunto completo
de coordenadas en el espacio fase se afiaden variables extra de-tal manera
que el nuevo conjunto de coordenadas {no necesariamente canénico) sea una
base equivalente del espacio fase. Las variables aiadidas corresponden a los
grados de libertad fisicos en el caso en que no hay constricciones de primera
clase. En este nuevo sistema de coordenadas es posible redefinir el Hamil-
toniano de tal manera que las ecuaciones de movimienlo pueden escribirse
en términos del paréntesis de Dirac correspondiente, sin ningun término adi-
cional. Este procedimiento, en principio correcto, es dificil de implementar
en la practica puesto que la transformacién no-candénica implicada es dificil
de encontrar. El problema es equivalente a aislar los grados de libertad fisicos
¥ por tanto a efectuar su reduccién. Como hemos mencionado, esto implica
perder simetrias manifiestas que son parte de la descripcidn en el espacio fase
original.

Otro camino posible fue explorado por Gitman y Tyutin [44] y consiste en
expander el espacio fase anadiendo un par de variables candnicas conjugadas
que son el tiempo ¢ y su momento conjugado , de tal modo que {¢, 7} =1.
En este caso la ecuacién de evolucién (3.4) puede escribirse como el paréntesis
de Dirac de manera cerrada

dF
—~{F Ho+ me+ p*4a), (3.9)

donde el paréntesis se evalua en el espacio fase completo ¢', p;, t, 7. Un punto
conceptual que debe ser remarcado en esta propuesta es la cuestién de si la
teoria original y la extendida -para la cual hay, en principio, un grado de
libertad adicional- son equivalentes.
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‘-‘:'donde supondremos ‘que la propxedad @ =,é 0 de cumple, Las ;variables 1 y'.

*."m, han sido promovidas a variables’ dma.mlcas de modo que Ta dxmenswn del

. espcio fase es ahora 2n + 2.
~+Aplicando el procedimicnto de Dirac estandard a la accidn (3 10) obten—
emos las constricciones primarias

Y =m + Ho(q,p, 1) = 0, dalq, pil) =0, ‘/‘A(Qypi t) =0. (3'11)

El hamiltoniano canénico es cero y el hamiltoniano total Ay = (e + Hq) +
/it 4+ A% ¢, describe la evolucidn con respecto al parametro s. Aplicaremos
ahora las condiciones de consistencia sobre las constricciones- primarias, ob-
servando que ninguna de ellas es explicilamente dependiente del parametro
s. Bl primer resultado es

P :
—:7/)51_‘ & f{a, 7+ Holpoum, = (BW W HO}M('W')
= (61[),; + {#a, Hu}) d_;/)tg’ (3-12)

donde los paréntesis de Poisson sin subindices se calculan con respecto a las
variables del espacio fase original ¢*,p;. La segunda igualdad en (3.12), se
sigue de que las funciones involucradas no dependen de ;. Concluimos que
d¥a  q, idénticamente, en virtud de (3.2}, Ahora calcularemos

ds
d_¢s % i {dor 7o+ Ha)ypom + 3 {fa, Ga} (3.13)

que nos permlte determinar los multiplicadores de Lagrange asociados a las
constricciones de segunda clase

o~ —C% {¢p, m + Hp} (3.14)

pstime ©
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_ Finalmente, obténemos

anahsl previo ‘concluimos  que: (1) no hay constricciones secundanas, (i)
las constnccxones 1[:,1 ¥ ¢a retienen su caracter de primera y segunda clase
respectlvamente como esperabamos y (i) la nueva constriceidn 9 es de
primera clase. - Es precisamente esta dltima propiedad la que garantiza la

L eqmva.lencxa. entre la descripcién original (3 1) y la descripcién parametrizada

“:. mismo en las dos descripciones.

’ (3 10) del sistema, permitiendo que el mimero de grados de libertad sea el
28

‘Ahora, consideremos la ecuacién de evolucién para una funcién arbitraria
. F(g,p,1), que no depende de my ni explicitamente de s. Tenemos

drr

ds
donde el dltimo paréntesis de Poisson es idéntico al calculado en el espa-
cio fase original, debido a la independencia de ambas funciones en 7,. En
particular obtenemos

{F HT}p,q. tym N f‘{['y T+ HO} 9.t + :“ {F "/’A}q Pbxe ? (3'18)

dt

o= £2#0, (3.19)
que permite calcular directamente 95 £ en la formulacion parametnzada Com-
parando (3.9) con (3.18) y haciendo la identificacién fi? = fiu?, obtenemos
el resultado

IF . a
(B, et Holypun, ™ 5+ (B Hol' = (R g}0%2 . (320)

23Aplicando el método de Faddeev-Jackiw podemos demostrar de manera directa que
el sistema parametrizado y el sistema original son equivalentes. Para ello consideremos el
lagrangiano ) . -
L=pid’ +mi = i(my + Ho) = 3 2 = A", (3.16)
obtenido al aplicar el método de Dirac al sistema parametrizado (3.10). La reduccién de
la constriccién Hy + m; 22 0 conduce al lagrangiano parcialmente reducido

Lp = pig' — Hoi — i*a — 3°da. (3.17)
Este lagrangiano coincide con el lagrangiano parametrizado identificando G4 = ip4 Y

39 = ixe,
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que muestra como la contnbucmn no- canomca en
ecuacién. (3.20) se incorpora en la descrlpcxon canénica del espacxo fa.se ex:.
* tendido que contlene ahora una constnccnon adlcwna.l 7r¢ +1[g
“clase.”.Una consécuercia; 1mportante de {3 20), que serd utilizada mas:ad

lante, esla sngmente aﬁrmacmn et :

{F, T + Hﬂ}v.pdm

'La accién extendlda resultante de aphcar el metodo de Dlrac a la accidn .
parametnzada serd k

Se= [ dslmdt +mi— Hg), (B2

donde Hg = a(m + Ho) + jfba + Ads. Esta accién tiene A = l...m
generadores de transformaciones de norma mds la transformacion generada
por la constriccion responsable de la invariancia ante reparametrizaciones.
Esta ltima genera la transformacién

8¢ = de, bpi=pe, bt=1te, bry =, (3.23)
Si=(jiey, 65 = (i), &A= (A%). (3.24)

La accién Sg es invarianie ante esta trasfromacion si e(s)) = e(s2) =
Esta transformacién no es independiente del resto de transformaciones de
norma ya que es proporcional a las ecuaciones de movimiento y puede es-
cribirse en términos de una transformacién de norma irivial. Nétese que q y
p transforman como escalares mientras que los multiplicadores dc Lagrange
transforman como densidades escalares.

3.3 METODO DE BATALIN-TYUTIN EN EL CASO NO ESAT-
CIONARIO

El método de Batalin-Tyutin [16] tiene el objetivo de transformar las cons-
tricciones de segunda clase en constricciones de primera clase, sorteado las
dificultades que los paréntesis de Dirac producen al cuantizar la teoria. Re-
cientemente, este método ha sido aplicado a una gran variedad de problemas
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- [94),: .de los cuales, tal vez, el mds interesante sea el campo de Proca, anal-
izado ‘en detalle en versién hamiltoniana y lagrangiana en [8].% La idea
. basica del método BT consiste en extender el espacio fase original afiadiendo
- un nimero apropiado de variables con el objetivo de transformar el algebra
de constricciones original en un dlgebra de constricciones de primera clase
sin cambiar el nimero total de gardos de libertad. El hamiltoniano original
(v en general, cualquier observable) debe extenderse también, de tal manera
que preserve el cardcter de primera clase de las constricciones extendidas,
sin generar nuevas constricciones. Por simplicidad asumiremos que todas las
coordenadas y las constricciones son bosénicas.
Supongamos un sistema descrito en un espacio fase 2n-dimensional con
"coordenadas (g',p;), y hamiltoniano Ho{g,p,t) . Supondremos que la teoria
contiene solamente constricciones de segunda clase x,{q,p, t), funcionalmente
independientes, {Xq, xa} = Cog, det C,p # 0. Siguiendo a Batalin y Tyutin
[16], introduciremos nuevos grados de libertad, cuyo nimero es igual al de
las constricciones de segunda clase originales, con los paréntesis de Poisson

{qi‘ Pi} = 5; s {2“1 ZV} =wh, (3'25)

donde suponemos que la matriz antisimétrica w"”, es constante, de igual
_rango en toda la superficie de constriccién e invertible. Denotemos por
Ta = Tolp,q,2,1) las constricciones de primera clase resultantes, en el es-
pacio extendido (q,p} @ (2}, con la propiedad

{Tm Tﬂ} = C:ﬂ(Q: P, t>T‘7| (326)

(conversidn no abeliana)®® y las condiciones

(P 9,0,0) = Xalp, g, t) = 7(p, 0, 1) (3.27)

2%En esta referencia se obtienc ¢l campo de Stiikelberg como consecuencia de las variables
afiadidas del método BT.

3%La correspondiente conversidn abeliana se obtiene escogiendo CJg = 0. Es posible
elegir las funciones de estructura del dlgebra de constricciones de tal manera que depen-
dan también de las nuevas coordenadas z. Las posibilidades que brinda la conversién
no abeliana no han sido suficientemente investigadas. En principio, esta posibilidad per-
mitirfa, en algunos casos, simplificar la aplicacién del método BT. Otra ventaja es que
puede resultar de interés construir un dlgebra de constricciones particular con el objeto de
construir una simetria de norma que puede ser relevante en la teoria.
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Se entxende que el parentesns de Poxsson se ca]cula en el espacio fase extendido

{Alg, p,2,1), B(g,p, 2, 1)} = {A,B},, +{4, B}, (3.28)
8ABB O0BOA OA BB

3¢ 0p:  0g op; T 9" B

El problema es encontrar las constricciones de primera clase 7, en el espacio
fase extendido. Este problema es muy parecido a} problema de encontrar la
carga BRST y puede plantearse de manera andloga resolviendo constructi-
vamente, en serie, usando la expansidn

o0
o= 1 (1~ 2, (3.29)
n=0

en potencias de las variables z#, y exiginedo que la condicién de primera
clase se cumpla a cada orden en z. La construccién explicita es como sigue.
Para detalles ver [16]. Sustituyendo la expansién (3.29) en la propuesta del
ilgebra de primera clase (3.26), obtenemos la escalera de relaciones

{9, 70 + (540, 74, = €. (330

{8+ (M) 4+ O e+ ) = 0, (33

{75t ). + BY =0, (3.32)
donde
' 1 A
Bc(-'tli) = E:l)ll =3 {rf )'Tém)}(qu) (3.33)
m=0

ez
+ Z {‘r‘(,""’"),rémﬂ)], - Cll,r.g") n>2.

La primera relacidn es a orden cero en z, la segunda a orden uno y la dltima
a orden n. Definiendo
Tr(:‘) = Xaﬂ(pi q)z ) (334)

podemos reescribir (3.30) como:

KXo Xp, = =Cop + Cly. , (3.35)
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‘La; soluéiéri X(q, p,' )a esta. ecuacnon esta det.ermmada hasta una transfor-
‘ macxon snmplectlca arbxtrarla Sy L G 5

,Xau =+ /\,,BS” S’Bw""SZ = wﬁ. o ' (336) .

,Usa.ndo la deﬁmcxon de las funcxones B(ﬂ para k.= 1...n —'1 es posible

mostrar que las B's cumplen'la relacién {T‘S,”,Bf,:)} + (aﬁ-y') = 0. Esta

" relacién y el hecho de que las funciones B(™ son homogéneas de grado n en
z permiten construir 7 en forma iterativa

i) = z“w,,,,;«\""’B‘(,:) n>1. (8.37)

+2
Nétese que en nuestro caso los coeficientes de la expansion dependen explici-
tamente del tiempo. Hasta aqui, la construccién para el caso no estacionario
es idéntica a la correspondiente construccién para el caso estacionario.

El siguiente paso es construir el hamiltoniano extendido y en general, los
observables de la teoria correspondiente. El hamiltoniano extendido debe
cumplir las siguientes propiedades

1. Debe reducirse al hamiltoniano original Hy en el limite 2* = 0.

2. Debe preservar en el tiempo la estructura de las constricciones de
primera clase 7, que dependen explicitamente del tiempo, de tal man-
era que

dry 31‘0

I ==+ {Tay H}p a,z 5 {Tcn H+ Wl}ﬂvqml me N 0 (338)

donde la primera igualdad débil en {3.38) es una consecuencia directa de
(3.21) en la seccién previa. Esta es la equivalencia basica que nos permitird
obtener una solucién directa al caso no estacionario a partir de la solucién del
caso estacionario. En el segundo caso (que denotaremos con una barra sobre
las cantidades relevantes), supongamos que las constricciones de segunda
clase originales xa(g, p) han sido transformadas al conjunto de primera clase
{7a(p,¢,7)}. Las ecuaciones que determinan el hamiltoniano extendido son

7 i =P
{7.. 7 }(P_q_z) =Vl(9.0)7- (339)
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‘De manera completamente analoga a Ia construcc
. invariantes, la solucién a la’ ecuacion ‘(3; 39) se’

potencms de las variables anadldas 2,

=0

A= Z j{(n)’ A e,
con la 6ox‘lvdicién' de.frontera . s L o T
RN H(O)"‘Ho Lo (341)

Usando argumentos similares al caso dela construcc:on del dlgebra de primera

.clase (3 28), es. posible construir la solucxon de la ecuacién (3.39) en forma
_recursiva {16]

L p— =, X2GY, 2o, (342)

n

_donde w,, es la inversa de w* definida en (3.25) y X** es la inversa de X,,,,
‘que es solucidn de (3.35). Las relaciones de recurrencia para las funciones
.G son [16] :

) ‘ G(O) = (T(O) H(D)}( .= Vﬁrg ,
G = (7, B + {70, AW o + {70, AW,y — VAV, (3.43)

L ; - ~ n _ n-2 _ _
G = 5 H Y + T B + AR A
m=1 =0

H{F, AW}, ~ V"Tf:")»

donde los paréntesis de Poisson se calculan con respecto a las variables indi-

‘cadas en sus respectivos subindices.
- ... Ahora regresemos al caso no estacionario, donde la condicidn para obtener

¢} correspondiente hamiltoniano extendido es
{7, H + ”t)p.q.z.t.m = Vf(‘]v pt)Ta R 0, (344)

de acuerdo a (3.38). Observemos que la solucién de (3.44) en el espacio fase
extendido (g, p, z,t, ) tiene exactamente la misma forma que la solucidn
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'_Como el término 7 en el-lado 1zqu1erdo de (3 45) contnbuye solo a: ordeu;
: ¥ d ‘c1on ‘de. frontera en la ecuacién’ anterior serd

HO = Ho(gup,t) + 7. -(3',_46)-

De es_ta'“manera, las expresiones para las funciones H{™, n > 1, en la Ec.

(3.45) estan dadas por las ecuaciones (3.42) y (3.43), donde quitaremos ahora
“la barra para indicar explicitamente la dependencia temporal del hamilto-

niano y de las constricciones. Los paréntesis de Poisson que tienen subindices

(¢, p) se calculan ahora en el espacio fase extendido (g, p,{, 7;). Observemos

quela dependencia explicita de las funciones H(™ en las variables m, aparece

s6lo en H®). De modo que el hamiltoniano final /f serd una funcién de q,p,z
"y t solamente.

El procedimiento de expansion en serie puede aplicarse para calcular la
correspondiente extensidn de cualquier observable Ay(q,p,t) del problema
original. Mds aiin, si calculamos los paréntesis dc Poisson de dos funciones
extendidas cualesquiera y restringuimos el resultado a = = 0, recuperaremos
los paréntesis de Dirac correspondientes al problema original. Es decir

{Av B}(q,p,t,m.z),z:ﬂ

I

{A©@, B} 4 {A“),B(I)}(:)
{A©), B} — {A®, 4, }C{p5, BO} (3.47)
{4Ao, Bo}",

donde {, }" es el paréntesis de Dirac original, A® = Ay y B(® = B;. Recor-
damos al lector que todos los paréntesis sin subindices deben calcularse cn
las variables del espacio fase original (g,p). Otro caso de interés es cuando
B = H, (Bo = Hy+ 7,), para el cual

{A H}(q.p.t.m.z)'::(’ = {AO, HD + ”f}fq R
d

&l

% 4 (Ao o} - (0 syt %y, (3.49)
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que es exactamente la relacién (3.4), suponiendo que no hay constricciones
de primara clase. Nétese que en el caso en que algunas constricciones de
q
- primera clase estdn presentes originalmente, el procedimiento de conversién
de las constricciones de segunda clase, en general, destruira el caracter de
8 ) )
primera clase de las constricciones originales. Esto puede remediarse tratando

‘a ‘estas constricciones como observables, i.e., aplicando a cada una de ellas

el procedimiento aplicado al hamiltoniano.

Un iltimo comentario. En el caso de constricciones de segunda clase, li-
neales en las variables del espacio fase, es posible construir la solucidn general -
para las constricciones de primera clase correspondientes y para el hamilto-
niano de primera clase asociado, dc manera cerrada [2]. En cfecto, en este- .
caso simple la correccidn a orden lineal .

Ta = Xa + Xap?”. ‘ (3.49) -

Definiendo §* = 2% B¥, donde B2 = wag X?*{x+, ¥*}, con la notacidn y*, p-=
1...2N, para las coordenadas del espacio fase original, es posible obtener de
manera cerrada la solucién para el correspondiente hamiltoniano de primera
clase, mediante

B = H(£), {3.50)
donde £ = y — 3. Los observables de la teorfa son funciones de €. Esto se
debe a que

{€4,€6" = {y".4"}, {3.51)

donde {, }* denota el correspondiente paréniesis de Dirac asociado a las cons-
tricciones de segunda clase originales. Ademds

{ra, €"} =0, (3.52)

y por tanto los observables de la teorfa son funciones arbitrarias de £*.

3.4 BRST-BFV EN EL CASO NO ESTACIONARIO

Como el método de Batalin-Tyutin nos permite transformar constricciones
- de segunda clase a constricciones de primera clase, incluyendo el caso en el
que hay dependencia explicita respecto al tiempo, podemos ahora analizar el
método de cuantizacién BRST-BFV y su posible aplicacidn a un sistema no
estacionario arbilrario. El objeto de esta seccién es reformular los resultados
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de [17] (y extender algunos resultados de [61]) para el caso no estacionario
y tevisar 1d"posible aplicabilidad del teorema de Fradkin-Vilkovisky en este
‘:Llpo de situaciones.” Por simplicidad tomaremos sélo el caso bosénico.
Para probar que el método BRST-BFV es aplicable al caso de sistemas
"dependlentes del tiempo, consideremos el problema invariante ante reparame-
trizaciones, definido por la accion (8.10), pero con constricciones de primera,
“‘clase solamente. Supondremos que las constricciones de segunda clase han
sido transformadas a constricciones de primera clase usando el método de
BT expuesto en la seccidn anterior.

Nuestra propuesta consiste en aplicar el procedimiento BRST-BFV a este
problema. Demostraremos que al imponer una condicidn de norma canénica
conveniente, escogiendo apropiadamente el fermién de norma e integrando
sobre las variables adicionales ¢ y m, y los fantasmas, estaremos en posicién de
obtener una expresién para la correspondiente formulacion BRST-BFV en el
caso del problema no estacionario dado por la accién (3.1) ~con constricciones
de primaria clase. Mostiraremos también que los mismos resultados pueden
obtenerse desde la formulacion de operadores.

Este protedimiento puede considerarse como el inverso del procedimiento
que conduce, a partir de la accién original (3.1), a la obtencion de la accion
invariante bajo reparametrizaciones, (3.10).

Como sabemos de la discusidn de la seccidén 3.2, la invariancia ante
reparametrizaciones introduce una constriccién adicional ¥, de modo tal que
el conjunto completo de constricciones de primera clase es ahora

'(!) =T+ Ho =~ 0, 1/),1((], P, t) & 0. (353)

Por otra parte, el dlgebra de constricciones del problema original (no para-
: metrizado) es

az/,A + {d’/‘y f[o} = VAcle: {wﬁuwB} = CgB(qsp’t)d)C' (3‘54)

Introducnremos el indice e = (0, A), de tal modo que 1 = 1 y consideraremos
el espacio fase en las variables canénicas q,p, ¢, 7, que evolucionan con el
pardmetro arbitrario s. Con esta notacién, extenderemos el dlgebra (3.54)
en la forma

{ta, i} = Cipthe, - (3.55)
donde las funciones de estructura CZ, pueden depender de ¢, p, ¢t y no depen-
den de 7,. Esto sedebe a que V$(g,2,t) = C$y(q, Py t) ¥y C%5 = 0. Siguiendo
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los pasos esbozados en la introducién general {Capitulo 1) podemos plantea.r
la construccién de la carga BRST de la siguiente manera:

Denotando por G, = (3, ¥4), las m + 1 constricciones, introducimos los
fantasmas asociados, 7% y sus momentos conjugados P,, cuya relacién de
conmutacién bisica es '

{Pan’} = -6, (3.56)

" y su paridad de Grassman es impar ya que hemos supuesto que las constric-

ciones G, son bosdnicas.
Denotaremos a la carga BRST en el espacio extendido (2*,7°, P, }, donde
= (¢,p,t,m), por §1. La idea bisica es ahora mostrar explicitamente la
dependencm de §2 en las variables candnicas: ¢, m, 7% Po. Con este objeto
dividiremos € en la forma

Q= 7°G, + “mis” = n°Gy ++ 7G4 + “mds” (3.57)

donde “mas” indica todos los términos de orden mayor en los fantasmas Ha-
ciendo explicita la dependencia de §2 respecto a 7°, definimos a las funciones
h y 1 como )

Q=1"h+0Q. - (3.58)
Probaremos que & = w + Hpnsr, donde Hprsr es ¢l hamiltoniano BRST in-
variante asociado al problema explicitamente dependiente del tiempo. Tanto
Hgrst como Q dependen solamente de las variables ,q,p, 7%, P4 y no de-

penden de Pg ni de 7,. Para mostrar esto es necesario detallar la construccién

de la carga BRST.

Recordemos que la carga BRST es solucidn de la relacién
{0,0) =0. ' (3.59)
Para resover esta ecuacién se propone un desarrollo en serie de la forma®?
- (p) (]
Q=3 q, Q =1°G, (3.61)

p20

3113 construceién de la carga BRST y del hamiltoniano BRST-invariante puede hacerse
de manera analoga a la construccion de las constricciones de primera clase 7, y el hamil-
toniano de primera clase del método BT. La diferencia es que ahora el desarrollo se realiza
en términos de los fantasmas. Las ecuaciones basicas son

(@0} =0, 0= z D ~ e,
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donde Q €5 un polmomlo de: orden P en ’P ‘En termmos de _' s |

estructura (ver (1. 74)) U b‘““"h (z") que dependen so]amente

‘de] espa.cw fase ongmal z“ los P liri

® » n e -
fpl—n n”"“UE' 7 (2 )'P..,,

Sustituyendo el desarro]lo (3. 61) en (3. 59) obtenemos el con_]unt.o“de ecua:-
ciones .

D=9, , o (3.63);

S
RSN ‘ - o
igualando los términos del mismo orden en P. Aqui & denota la diferencial - f
de Kozul-Tate [58] cuyas propiedades bdsicas son ) - |
=0, ,6P,=-Ca, ,62=0, &° =0, (3.64)
y que opera sobre un producto de variables del espacio fase extendido en

la forma 6§(AB) = A6B + (~)#(§A)B. Aprovechando el hecho de que el
paréntesis de Poisson en el espacio fase extendido es

{A, B} = {A, B}, + {4, B}.», (3.65)

)
el término % en (3.63) puede escribirse en la forma

(k) (p—k) ponk (m) (,, —k)
Z{ﬂ QL+2{Q, Q. (3.66)
k=0

Nétese la analogia de esta expresidn con la obtenida en el analisis del método
BT (ver (3.33),(3.43)). Utilizando la solucién (3.63) es posible construir la

=]
[
{Q,H}=0, Ei H ~n™P",
con las condiciones iniciales

(9] - :
Q =n4Ga, H = H,. . ‘ (3.60)



carga BRST. Con p = 0 y la condicidn inicial (3.61), es posible obtener ((12),
2)
usando (3.63). Conociendo ésta y con p = 2, se obtiene (ﬂ . El procedimiento

N (r)
continua hasta que alguna ) es cero y con ella puede mostrarse que los
términos de orden mds alto son también cero. Aplicaremos esta construccién
al caso parametrizado. Para p = 0 obtenemos

m 1.0 @ 1
§0=-3{0,0}. = »—517%;”0:,,7’:, (3.67)

de donde m 1
Q = 51" ClsPe +n°(n° V5 Pe). (3.68)

Para obtener este resultado hemos usado las propiedades de las funciones de
"estructura C¢, antes citadas. Por tanto a primer orden, la carga BRST es

A 1
Q = 1°(Go +n°VEPe) + 1Ga + Er]"nBCgB’PC. (3.69)

Algunas observaciones generales vienen al caso: (i) La dependencia a orden
cero en my proviene solamente de f(OZ) = 7%m¢ + Holg, p, 1)) + 94 Galg, p, t).
(ii) Los polinomios de orden mayor (6) pueden depender de 7 a través del
- término {(.Qp), ((gz)}. Este paréntesis de Poisson no introduce una dependencia

. — . (r)
adicional en n¢, pero produce un término proporcional a e%.Q que no estaba
presente en el caso independiente del tiempo. (ili) La dependencia en Py

9 (1)
desaparece ya que C3, = 0. (Tanto © como ) no dependen de Py. De aqui

se sigue que ((Pl) no dependerd de P;. Esto se deduce de la estructura del
algoritmo (3.63)).

Estas observaciones permiten concluir que 2, en la relacidén (3.58), no
depende de 7°,P ni de 7. Ademds, por analogia con la construccién de
los operadores BRST invariantes, podemos concluir que el término que mul-
tiplica al fantasma 5? en (3.58), es precisamente h = m, + Hppsy, i.e., se
construye la serie para el hamiltoniano BRST invariante {ver (1.93)). Una
demostracién de estos hechos puede hacerse por induccién como se muestra
en el teorema 6.1 de la Ref. {61].
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" La mlpotencm de f, Junto con la dependencxa especlﬁCa en las vanables »
canomcas de las funcxones mvolucradas conduce a las propiedades.

e, 0y =0, (3.70)

an
{h, Q} = 0= o +{Hprsr, Q). (3.71)

- La propiedades anteriores, junto con la expresién final que obtendremos para
el operador de evolucién, una vez que han sido realizadas las integrales cor-
- respondientes sobre las variables afadidas, conduce a la interpretacién de
y Hppsr como la carga BRST y el hamiltoniano BRST correspondientes al
problema original, no estacionario. Una vez mas, enfatizamos que estas dos
cantidades han sido obtenidas directamente usando la construccién canénica

de la carga BRST .

3.4.1 INTEGRAL DE TRAYECTORIA

" Ahora mostraremos que la integral funcional conduce al resultado correcto,
una vez que las integrales sobre las variables aiadidas se ha llevado al cabo.
Aplicando directamente el método BRST-BFV, promovemos los multipli-
cadores de Lagrange A%, a = 0,1,2,...m a variables dindmicas, junto con sus
momentos conjugados m,, tales que

{Fay AP} = =8, (3.72)

Imponemos como constricciones adicionales 7, = 0, para no cambiar el con-
tenido dindmico de la teoria. Denotando por G,, las 2m + 2 constricciones
- (incluyendo mg = 0, w4 =2 0), definiremos los vectores (ver {1.98))

Ga = (Taypa)y, 7%= (=iP",C%), Pa= (ié.,,'p,,), (3.73)

con Go = (%o, Yo = 1) y donde (P?*,C,) junto con (C*, P.) son pares canénicos
conjugados de variables de Grassman impares.
La accidn efectiva del sistema es entonces

2 (dgf dt 247, -
Sess = /; (IP‘ T A 15 + d 'P H,/,)ds, (3.74)
con ~ . . .
Hesy = Hppst — {H, Q}, . (3.15)
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-donde Hgpsr es idénticamente cero debndo a la mva.na.ncm a.nte repara.me-" -

trizaciones. El operador de evolucién esta dado por - T

/Du exP(’-Se/!): o (3 76):'

donde Dy es la medida de Liouville en la espacio extendldo 2H L A8, gy 0%, .

P, La idea es realizar las correspondientes integrales funcionales en e] oper-

ador de evolucién (8.76), de tal manera que resulte el operador de evolucién »

asociado al problema original, dependiente del tiempo. Con este propdsito
escogemos el fermién de norma canénico
B =200 - PN+ K. C(3.77)
€
Aqui K’ es un fermidn de norma arbitrario que no depende de las coordenas y
momentos con indice 0 en el espacio fase extendido, pero que puede depender
del parametro s.
La forma explicita de la funcién x° ser4 seleccionada usando el criterio de
que fije completamente y sin ambiguedades la invariancia de norma asociada
a la invariancia ante reparametrizaciones. Sustituyendo el fermién de norma

- (8.77) previamente escogido y teniendo en mente la carga BRST completa

1 = =P + C°h + Qq, p, 1,C*, Py), (3.78)
en la ecuacidn (3.75) obtenemos
Hy;= —%xﬂm, - %c".,{x°, R}C® — X°h — iPP° ~ {K', Q1. (3.79)

Usando (3.79) en la accién efectiva, haciendo el cambio de variables de inte-
gracién

Co — G T — €Tg, (3.80)
cuyo superjacobiano® es uno, y escogiendo como condicién de norma
X = s‘;‘sT—t,+t, (3-81)

donde T = t; —t;, § = s — 31, estamos en condiciones de implementar la
norma canénica x° = 0 y de garantizar que las condiciones de borde en el

32para la definicién del supejacobiano véase ol apéndice Grassmanologia.
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'donde {x° h} =1 y hemos tornado el limite ¢ — 0. Intcgrado func:onalmentek
_‘sobre los fantasmas C®, P,, Cg, Py, y sobre Ay obtenemos una delta funcional
_'que-usaremos para -integrar sobre m,. ~Después integramos sobre my para
obtener una delta funcional de la condicién de norma, que nos permitird
integrar sobre t. La accién efectiva se reduce a

. 32 dg’ ap4 . dcA adra T + v}
'Scf’_/,,vds(dsp'.-'-TCA—*- d.sp = A —§f13R51+{1(y9} )

(3.83)

t—i;—“”T+t1 : (3.84)

Sl a.hora redeﬁmmos el fermion de norma de la siguiente manera: K’ = I!\
'y usamos (3.84) para escribir ds = £dt, obtendremos la accién efectiva

dg' dPA . dCA dr '
A R E e

-~ Hprsr(g,pt) +{K, Q})

que corresponde a la accién efectiva del problema original, no estacionario
cuya carga BRST y hamiltoniano BRST inavriate son precisamente Q y
Hpnst obtenidos en la seccién previa.

3.4.2 FORMALISMO DE OPERADORES BRST-BFV PARA SISTEMAS NO
ESTACIONARIOS

El objeto de la siguiente exposicién es mostrar que el procedimiento de “des-
parametrizacién”, realizado usando la integral funcional, puede levarse al
cabo mediante el formalismo de operadores del método BRST-BFV. Para
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ello, es necesario partir de la accidn efectiva en su versién cuintica. Esto sig-
nifica que ha sido posible construir la carga BRST y el hamiltoniano efectivo
resolviendo todos los problemas de ordenamiento de factores que aparecen al
escribir las cantidades cldsicas, en sus correspondientes versiones cudnticas.
Supondremos, por tanto, que no aparecen anomalias que obstruyan la posi-
ble construccidn de la carga BRST, ni del hamiltoniano BRST invariante.
Para detalles a cerca de la accién efectiva cuintica refermios al lector a [42]
y al capitulo 4 de esta tesis. Por el momento basta suponer que la versidn
cuintica de la accién efectiva (3.82) puede construirse obteniendo

_ 32 dqi ) dt Adﬂ‘A dce _ dC-A A dc4 = .
Se!! = ,[, ds(<< dsp'+ds"‘_A ds + ds Pot dsp + ds Pa>>

o %O+ Gl + iPePP + A% — i{K’,Q}) + BT. (3.86)

<<>> significa simetrizar los productos de los operadores correspondientes.
BT representa términos que complementan el principio variacional con el
objeto de que esté bien definido y que dependen de las variables (oper-
adores) que se fijan en los extremos. Es necesario tener presente que de-
pendiendo de la manera particular en la que se fije la norma pueden aparecer
términos adicionales en el principio variacional, cuyo objeto es que las condi-
ciones de norma se cumplan idénticamente en los extremos (para detalles
ver Capitulo 5). Como la accién cudntica debe ser hermitiana con el objeto
de que el correspondiente operador de evolucidn sea unitario, adoptaremos
la regla estandard de promover las variables clasicas reales (imaginarias) a
operadores hermitianos (antxhemutlanos), simetrizando los productos de op-
eradores cuando sea necesario. Por tanto, los operadores ¢',pi,t, m, A%, 7,
seran hermitianos y los operadores P*, P, serdn antihcrmitianos, mientras
que C*,C, serdn hermitianos, si las constricciones tienen partidad de Grass-
mmann par, como supondremos es el caso. Las relaciones de conmutacién
(anti-conmutacién) entre las variables bdsicas son
[qir pj] = iéj‘, [t,m] =3, [A",ms] = if}, {C-m Pb} = {ﬁmcb} = ~i6;.
(3.87)
Para reducir parcialmente la accién cudntica (3.86) observemos lo siguiente:
a) la ecuacién de Heisenberg asociada a la variacidn de =, resulta
dt o
= £ =0. (3.88)

99



ciones de movimiento.:.
c) Las constnccnones h
variacién respecto

Redefiniendo K'= K (recordamos al lector que esta redeﬁmcwn €s snempre
posible debido-a que los.elementos de matriz del operador evolucxon entre
estados fisicos son independientes de la forma del fermidén de norma ‘teorema .
~de Fradkin-Vilkovisky-) y notando que _ i

) E
= —-T 1, 3.9 :
3 +t (3.91) ;
Comoton_secuencia de x° = 0, podemos reescribir (3.90) en la forma :
' 2 dr dC dC |
K d _L _ A48T ApA

Sets -/u ‘( << =P = M—E o =P =Py 5> | !

— Hppsr +i{K, n}) + BT, (3.92)

que corresponde a la accién cudnlica del problema original no estacionario.
Nétese que nuevamente aparecen Hgpsr y §1 como el hamiltoniano BRST
invariante y la carga BRST del problema no estacionario.

3.5 OBSERVACIONES FINALES

El resultado principal de este capitulo, es el contenido en la accién reducida
(3.85) o (3.92) y muestra que el método BRST-BFV es aplicable al caso
dependiente del tiempo.

Estas expresiones nos permiten plantear la discusion de la posible aplica-
bilidad del teorma de Fradkin-Vilkovisky, que asegura que estos resultados
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son independientés de la condicién de norma.xp = 0 us‘édi pa{ra.' reducir la -
accién. Siguiendo los pasos de la demostracidn hecha en [15] para el caso'de
sistemas independientes del tiempo, puede verificarse que “Set s+ dada por el
sistema extendido que incluye la invariancia ante reparametiizaciones (3.82)
es en cfecto independiente de la forma del fermidn de norma K’. Como la
arbitrariedad del fermién de norma inicial (3.77) estd contenida en K, pode-
mos asegurar que la integral funcional (3.82) es también independiente de
la forma del fermién de norma (siempre que se escoja apropiadamente para
evitar problemas de regularizacién).

Observemos que la expresion (3.85) es la que podriamos haber esperado
exceplo por la condicidn (3.71) sobre Hgrsr que implica la afirmacién de que
1 es una carga conservada explicitamente dependiente del tiempo. Ya que
Hprsr es dependiente del tiempo, el resultado de que no sca un observable
BRST parece un tanto razonable. Es importante mencionar que (3.71), es
invariante ante el cambio Hppst — Hprsr +[K, ) independientemente del
hecho de que Hgprgr sea o no un observable.

Antes de cerrar esta seccién haremos unos comentarios que nos permitan
un cdlculo directo de 0 y Hgpsr para ser usados en (3.82), sin tener que
recurrir a la construccién parametrizada en cada caso particular. Partiendo
de (3.70), junto con las propiedades de las funciones involucradas, concluimos
que la construccién de las funciones de estructura que permiten construir
la carga BRST 1, no cambia respecto al caso estacionario, excepto por la
dependencia explicita respecto al tiempo que ahora aparece.

Sin embargo, (3.71) implica que algunas modificaciones aparecen cuando
se construye Hprsr en el caso dependiente del tiempo. Para hacer contacto
con la construccién estandard recordemos que (3.71) puede reescribirse como

{Q, Hepst + T}ty = 0, (3.93)

que tiene exactamente la misma forma que la ecuacién correspondiente que
satisface el hamiltoniano BRST en el caso independiente del tiempo, excepto
por la extensién del espacio fase en las variables (¢, 7). Ya que sabemos
la solucién del primer caso [61), podemos aplicarla directamente al caso no
estacionario defineindo

Hppst +m =3, H™, (3.94)

n20
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donde la umca daferencaa es, otra v& la. cond"' ionide frontera

B BT descrlto en'la seccién 3.3. Sin embargo, en el presente caso, la expamlon
en‘serie!(3.94) se realiza en términos de los: fantasnias
“tal modo que cada término de la serie H(") tiene mime de fantnsma cero.
Las relaciones de recurrencia detalladas’ que permltcn la construccmn de las -
funciones H(" conocidas H™ con N.<'n puedc cncontrase en’ [61] Por o
’completez las reescnbnremos aqui : : . S

& (396) B

NG »)
{H,0} =0, H= H+Z!’§, H—Ho
p21 o ; . w »
(p+1) . (p) e e
§&H +M=0 S (39,
(p (r=k) (k) (k) (p k+1) o L
- s, Q}z—i—Z{H, el (3.98)

k=0

3.6 - CUANTIZACISN BRST-BFV DEL ROTOR BIDIMENSIO-
NAL DEPENDIENTE DEL TIEMPO

‘Para ilustrar, de manera transparente, las propiedades generales del método
de cuantizacién BRST-BFV, en el marco de la integral de trayectoria, de-
scrito en este capitulo, discutiremos el ejemplo del rotor bidimensional, euyo
radio depende explicitamente del tiempo. Siguiendo los comentarios de la
seccidn 3.5, trataremos el problema de manera directa usando los resul-
tados (3.70), (3.71), (3.85) y la definicién de la accién (3.82), obtenidos
en las secciones previas, en lugar de plantear desde el comienzo la versién
parametrizada del sistema.
El lagrangiano del sistemna puede escribirse como

L= %(f? + r20%) — A(r — a(t)), (3.99)

donde m es la masa de la particula, r,8 son coordenadas polares en el plano,
a(t) es el radio, que depende del tiempo, y A es un multiplicador de La-
grange. Los momentos asociados son p, = mr y py = mr2f, y conducen al
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hamiltonjano total.

dt

2 - . ' R
e A= Tf::a — mé. C(3.102)
De esta manera del procedimiento de Dirac finaliza y concluimos que las
constricciones (3.101) son de segunda clase y dependientes del tiempo.

Con el objeto de aplicar ¢l método de cuantizacién BRST-BFV es nece-
sario convertir estas constricciones en constricciones de primera clase. Para
ello aplicaremos el método de conversién de BT descrito en la seccién 3.3 a
las constricciones €1, &;. Afiadimos, entonces, dos variables candnicas conju-
gadas ¢ y 7, de tal manera que {g, 7} = 1. La aplicacidn directa del método
conduce a las constricciones de primera clase

n=t+aq, n={§{—7 (3.103)

El hamiltoniano total Hr, en el espacio fase extendido, puede construirse us-
ando las ecuaciones (3.45),(3.46), (3.42) y (3.43). Alternativamente podemos
usar las observaciones contenides en la ecuacién (3.50) ya que la correccién,
para construir las constricciones de primera clase a apartir de las constric-
ciones de segunda clase originales, es lineal. Comenzando con

1 2
HO® = Hro+ 7 = o—(p + )+ A = @)+, . (3.104)
calculamos los primeros tres términos de la expansién (3.45)
2
O ~q(-"’z—:5 A= mi) - w(% —a),
H® = -l—(angg- +7%) (3.105)
2m* 7 rd !
69° p§
® - _57P
H dm rs
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De estas relacmnes podemos infe
de primera clase't
© el Tesultado’es:.

l(Pr"F 7).  (3.107)

Cla expresxon a.ntenor (3 106) preserva ‘en ol tiempo el caracter de primera

" clase de las ‘constricciones (3.103). "El hamiltonianc exténdido es Hp =
Ho + A7, donde My esta definido en la ecuacién (3.106) substrayendo el

. término Any. La correspondiente funcidn lagrangiana de primer orden tendrd
la estructura

Lg = —'WQQ + p9é + anl l [7"11 QQ]
o~ mia(Q/2—n) — ilmg — 1r,,/2) - X@ ~ a) - o (m, — ma)3.108)

Siguiendo la formulacién estandard del método BRST-BFV, definimos los
vectores

Go = (M7, @ — 0, Ty~ ma),
7% = (=P, ~iP%,C,CY), (3.109)
p:: (iéh iém 7511 f’?)v

donde los dos dltimos corresponden a los fantasmas y antifantasmas asociados
con las constricciones de primera clase G, y cuyos paréntesis de Poisson son
{n*,Ps)} = {Ps,1°} = ~&§. La carga BRST estd dada por

0 = ~iP'ry ~ 1P, +CHQ ~ a) + C¥(x, — ma). (3.110)
El operador de evolucién estd determinado por la accidn efectiva mediante

la relacidn Z = [Dpexp(iS.ss), donde Dy es la medida de Liouville corres-
pondiente al espacio fase extendido que contiene a las variables adicionales
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usadas al convertlr las const.ncc:ones orlgmales a constrx : 16 s, de fpr.i‘_mer_av':' .
'clase De acuerdo al’ resultado (3 85) la expresmn para Segyes il

"'S,,,_/ dt(qp«—,\,..,+n Pa— ,u)' , ‘_(3'111)::__'

El hamiltoniano efectivo estd definido por Hyp="H BRET =

‘{1\ n} ‘donde - -

K es el fermidn de norma. Como €l hamiltoniano extendido HE satisface: ;- E

(3.71) coincide con el hamiltoniano BRST invariante Hppsy = Hg. ‘Im: %

‘poniendo la condicién de norma K = ’PV\ + 'Pga el ham1lt.omano efectlvo AR ;

puede reescribirse como

Hey 2—1— (fr Q,)+z73,1>‘+mz1>’ o

Sel!
G o p7 e .
+ 027’2 - _r_na__ o ma(-— —1]) - a(1rq - 3-) - 17717(3 113).
— PP - MQ—a)~ U("n - ma)]'

Ahora impondremos las condiciones apropiadas en los extremos de tal
manera que sean BRST invariantes. Estas condiciones nos garantizan que
la solucién de las ecuaciones de movimiento asociadas a la accidn efectiva
es tinica, una vez que se especifican las condiciones iniciales, En nuestro
caso, los fantasmas y antifantasmas no estdn acoplados con el resto del las
variables dindmicas. Las ecuaciones de movimiento para los fantasmas son
de segundo orden . 3

C,=0, CF=0. (3.114)

Por tanto es suficiente escoger las siguientes condiciones en los extremos para
este sector

CHty)
C'(t)

C¥(ty) = C(t2) = C3(t2) = 0,
C¥(ty) = C(¢g) = C3(t;) = 0. (3.115)

i

il
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Las ecuacionies,de

R+ —ma= 0.

- :En: particular, éstas implican #1 = 0 = #, de tal manera que podemos
imponer las siguientes condiciones en los extremos

(1) = m(n) = me(n) = 7(n) = 0, (3.117)

que nos garantizan que my(t) = 0 = m,(t). De este modo recuperamos las
constricciones originales ¢ —a = 0 y 7, — ma = 0 como consecuencia de
las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones diferenciales restantes que
desacoplan el sistema de ecuaciones (3.116) son

.ol 5. 2P 4 . 3pe” . .
7]-—20—0, 0+m030-—0, 7rQ+ma4a+ma_0. (3.118)

Para obtener soluciones tinicas a estas ecuaciones de movimiento es ne-
cesario fijar en los extremos las variables correspondientes. Denotando por
z(t1) = 21, 2(t2) = z3 los valores correspondientes a las variables 8,7 y a, fijas
en los extremos, podemos escribir py, o, A fijos en los extremos, en términos
de estas condiciones iniciales, resultando

9=m(97—01) g=12"Mm %27 &
S T ta—t,  2t; — 1)’
2 . . R
Py ? -3 maz —~a1) T, — Tq
= — a~%dt — - . 3.119
m(t; o tl) (3 tg — t] 12 —_ tl ( )

Ahora estarnos en posicién de especificar los valores fijos en los extremos para
el resto de las variables. Escogiendo )

1 1
m= 50(11) N2 = Ea(tz), (3.120)
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se sxgl.e que o(i) =0. Por ultxmo, escogiendo .- o el i
: 7g, =T, =0, I (3121)’“
. recuperamos el multlphcador de lagrange correcto (3.119) para | el caso esta-. .
" cionario.. Concluimos que todas las ecuaciones de movimiento con las condl-'_ s
ciones iniciales escogidas son consistentes y BRST—mvarxa.ntes L
-Ahora calcularemos la integral : o

/ DP'DR,DC DC,’D’PZ'DPQDC”DCQ

La integracién sobre los fantasmas resulta en un factor 4
13— 71, de tal manera que Z se reducea U S

z =1/ Dr,,uqvpgDonrQDQDw;mDn,Da
T2 . j o 2
-~ exp [1/ dr(pob + mi7j — 7QQ = TAA = Trp0 —.ﬁ; — 2%3.123)
. . Es . .
- ma(% —n)—a(mg — ?") -MQ-a)—a(m, ~ ma))]

El resto de las integrales funcionales se calculan usando la siguiente ex-
-presidn general

/‘Dq Dpexpi/: di(pg + Fp; 2) + ¢4(t)) =
/*“’dp., oxpi {polgs — 42) + mg(ta) — 9(1))) x | (3.124)

o 12
cxpi/l dtF(po + g(t) — g(t2); 2),

donde la variable p estd libre en los extremos, mientras que ¢ estd fija medi-
ante las condiciones ¢(t1) = g1,¢(t2) = ¢2. Hemos denotado por z cualquier
otra variable involucrada y por g(t) una funcidn arbitraria del tiempo.

La integral sobre o, 74, A, m) corresponde al caso g = 0 y resulta

Z = T? / doodAe D, DnDpsDID 7o DQ

L™ . L. 2
exp [1/; dr(pel + Ty — 7Q — ZmWQZ - -2# (3.125)

~ mi( — 1)~ il = 22) = Xo(Q — @) = ao{rmy ~ m))
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- Las integrales funcionales restantes sobre 7,7, -y @, 7o pueden realizarse

: 'aphcando tamblen la formula previa. La mtegraclon respecto de Ag y o con-

) tribuyen cada una, con un factor 1/Ty producen las funciones § adecuadas.
"El resultado final es .

Z= /ngDGeXp[ / d'r(pgﬂ - m - —a 'r))] (3.126)

El ultlmo término en la expresién resultante para Z proviene del término

p2/(2m) del principio variacional original. . Este término es una derivada
total respecto al tiempo y contribuye a Z con un factor de fase global. La
expresién resultante para Z, hasta el factor de fase antes mencionado es [70)

o1 . .n? [m 1
Z = (02Tz,01 Tl) = z gexp [zn(02 - 01) - 1§ ./r, drm} (3127)

n=—oco

De esta manera hemos recuperado el resultado conocido de la expresion para
el propagador del rotor rigido bidimensional cuyo radio depende del tiempo.
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.CapPiTULO 4

METopo BRST-BFV Y EL PRINCIPIO DE AGCION
DE SCHWINGER

Dentro de los posibles métodos de cuantizacién de sistemas clisicos, como
el método de cuantizacion canénica, la integral funcional o el método de cuan-
tizacidn geométrica se encuentra el principio de accién de Schwinger prop-
uesto inicialmente en [81] con el doble objetivo de formular un método de
cuantizacién covariante y con la posibilidad de involucrar, entre sus variables
dindmicas, grados de libertad fermiénicos. Este principio puede aplicarse a
un sistema cudntico arbitrario y parte de una formulacién de operadores de
Ja accién lagrangiana. Para detalles de su formulacién referimos al lector
a la seccién 1.6 y referencias ahi citadas. La importancia de este principic
ha motivado recientemente su aplicacién al caso de sistemas con constric-
ciones. Por ejemplo, en la referencia [27], se ha mostrado que en el caso de
constricciones de segunda clase, este principio conduce a las relaciones de

- . conmutaciéon (anticonmutacién) correctas: aquéllas obtenidas mediante los

paréntesis de Dirac. Otra aplicacion de cste principio de accidn ha sido cal-
cular los elementos de matriz BRST invariantes del operador de evolucién en
los casos de la particula libre relativista sin espin y con espin{80], que previ-
amente habian sido obtenido usando la formulacién BRST-BFV en el marco
de la integral de trayectoria en [46, 20, 57]. Desafortunadamente, €l cdlculo
de 1a Ref. [80] hace uso incorrecto de las condiciones BRST invariantes en
los extremos, dando lugar a una base incorrecta de los estados fisicos en los
tiempos inicial y final.

En este capitulo introduciremos la versién de operadores de la accién
BRST-BFYV para un sistema arbitrario con constricciones de primera clase,
inspirada en el principio de accién de Schwinger[42]. Esta accién estd definida
de tal manera que incorpora las condiciones apropiadas ~-BRST-invariantes—
en los extremos. Esta formulacién cumple un objetivo doble: se presenta
como una alternativa a la integral funcional y como un método general para
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l:fé.tér de manera transparente los términos de frontera que complementan
el principio variacional, tanto en el caso de sistemas con grados de libertad
fermxomcos, como en casos donde es necesario anadir términos de {rontera
para obtener-un principio variacional consistente cuando se fija una norma
canénica’inicialmente no accesible[59]. Es conocido que la integral funcional
_presénta serios problemas, tanto en la definicién de la medida, como en ¢l
hecho de que el proceso de discretizacién, involucrado en su definicidn, no
" es tnico.¥ Como consccuencia, la teoria de transformaciones hamiltoniana
(transformaciones candnicas, teoria de Hamilton-Jacobi) no puede imple-
“mentarse en la integral funcional sin ambiguedades [84]. Otro problema rela-
cionado a éste es que dos principios variacionales equivalentes (que difieren
por un término de frontera que es una derivada total respecto al tiempo
de una funcién arbitraria), no conducen a resultados equivalentes usando
" la integral funcional. El principio de acciéon de Schwinger, partiendo de la
formulacién de operadores, tienc la ventaja sobre la integral funcional de
controlar de manera directa todos los problemas de ordenamiento -de fac-
tores que puedan aparecer al calcular los elementos de matriz involucrados.
Sin embargo, es un método relativamente menos poderoso que la integral
funcional, pues implica resolver las ccuaciones de Heisenberg para calcular
el propagador. La identificacién del principio de Schwinger como la versién -
diferencial de la integral funcional es, en general, incorrecta puesto que los
dos procedimientos pueden conducir a resuitados distintos, como en los ca-
sos en que los problemas de ordenamiento de factores sean relevantes. Una

33Es posible usar el principio de accién de Schwinger para calcular el operador evolucién
entre dos tiempos infinitesimalmente cercanos. Esto permite, an algunos casos, obtener
una “regla de discretizacidn” para usarla en la integral funcional,
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diferencia fundamental™ entre estos dos procedimientos es que en el primero
la informacion dinimica estd contenida en las trayectorias solucién de las
ecuaciones de movimienio de Heisenberg compatibles con el principio varia-
cional cudntico con sus condiciones sobre los puntos extremos incorporadas.
Aunque la variacién de los elementos de matriz del propagador no depende de
la trayectoria particular que une los puntos extremos, esta trayectoria debe
ser solucién de las ecuaciones de movimiento cudnticas. Por otra parte, en
la integral funcional la informacién dinamica relevante estd contenida en el
simbolo de la accidn cldsica. Aqui no es importante si la trayectoria que une
los puntos extremos es solucidn de las ecuaciones de movimiento.

Como aplicacién de este principio de accidn cudntico y como una pro-
puesta alternativa al procedimiento de la integral funcional, calcularemos de-
talladamente los propagadores correspondientes a la particula no relativista,
la particula relativista y la particula relativista con espin. En los cdlculos
presentados aqui se escogen apropiadamente las condiciones sobre los puntos
extremos, lo_que nos permitird formular la teoria general de manera consis-
tente y aclarar algunos puntos incorrectos que aparecen en [80].

El capitulo estd organizado como sigue: en la seccién 4.1 construirernos
}a accion cudntica BRST-BFV que es el ingrediente basico del principio de
accion de Schwinger. En las siguientes secciones 4.2, 4.3, 4.4, presentamos
los correspondientes calculos de los propagadores para los casos particulares
antes mencionados. Estos cdlculos los haremos imponiendo condiciones de
norma no candnicas. En particular presentaremos Ja formulacién correcta
del principio de accién para los sistemas con grados de libertad fermidnicos
y mostraremas cémo la incorporacién de Jos términos de frontera apropiados
es de gran utilidad en el cdloulo explicito del propagador correspondiente.

MMyYsando la mi notacién que el 1a seccidn 1.6 podriamos escribir la variacidn del
propagador entre los tiempos ™ y ¥ en términos de la integral funcional de la signiente
manera

o
sy =i f & / Ldre’ L Brpg, @)
De aquise sigue ¢} principio de Schwinger[95]

S(re) = i(r| / & / L)), (4.2)

Esta deduccién es, en genral, incorrecta ya que la medida en la integral funci.onal puede
ser altamente no trivial.
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4‘1 ' ‘Acc'iéN 'CUA'AN"I‘.ICA BRST—BFV '

‘Como el prmmplo de accion no contiene una prescripeién partlcular paracon-. .

stru1r [a.accién cudntica, seguiremos el procedimiento usual para definir la
‘decién cudntica a partir de la accién clésica del problema. Siempre. que s¢.
. :parte de un sistema cldsico para construir el correspondiente sistema cuantico
-"es necesario resolver consistentemente todos los problemas de ordenamiento
“de factores que aparecen al asociar a las funciones cldsicas sus correspon-

d.ient_.e' operadores. No existe una prescripcién global que permita resolver
este lipo de problemas en todos los casos. Como un ejemplo particular de
- ordenamiento de factores consideremos el ordenamiento de Weyl definido por

F2) = [QUOFE)E (e = exp(=iz-€), 2-€ = 3% = o*B b,
T(4:3)
F‘(E)=/exp(iz-€)F(Z)d"2- (a4

Aqui F(z) es la funcidn clisica y £(z) es el operador correspondiente, orde-
nado con la regla de Weyl, z denota el conjunto de coordenadas del espa-
cio fase (no'necesariamente canénicas) y 042 es la inversa de la estructura
simpléctica que define los paréntesis de Poisson en el espacio fase. 51 F(z) es
el simbolo de la funcidn cldsica, el ordenamiento de Weyl consiste en reem-
plazar las variables dindmicas cldsicas z por sus operadores 2. Por ejemplo,
en el caso de coordenadas canénicas z, p la regla anterior conduce a

&oﬁdc Fes

zp — %(IP + pz), z’p — %‘(mzp + zpz +P12): zpz — (z°p + zpz +p3:2).

(4.5)
Para un sistema con constricciones, una propuesta es construir la accién
cldsica independiente de norma que se obtiene de aplicar el método BRST-
BFV [58]. La accion resultante tiene la ventaja de ser invariante anie una
transformacién global, la transformacién BRST. Como consecuencia todas
las coordenadas candnicas en el espacio fase extendido son independientes.

A nivel de la integral funcional un procedimiento posible para construir la “accién
clisica” a partir de Ja definicion del propagador se presenta en {65). Este procedimiento
permite obtener las acciones clisicas usuales en los casos de la particula libre y la particula
libre relativista. De especial interés resultan las discrepancias que se obtienen en el caso
de la particula de espin 1/2.
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Esto xmphca que podemos usar el prmc:px & accmn de Schwmger tal como‘
lo hemos expuesto en Ia' seccién:1. o '
.. Comenzaremos planteando la accién- cldsica de'un slstema. descnto por

. las coordenadas canénicas ¢*; p. (%= 1,...,n); que.tiene- constricciones’ de
primera clase G’ (p; ) (a = 1 ,m), y cuyo ha.mxltomano de prlmera clase

~es Ho(q,p)

G, (p)=0 : © (4.8)
{Gn‘, Gb}FB = Cabc(q;p)Gn {Ga,HO}FB = (q,p)Gc’ (47)

donde {, } s denota el paréntesis de Poisson clisico. Supondremos, por sim-
‘plicidad, que todas las constricciones de segunda clase han sido eliminadas.

Consideremos el principio variacional para las trayectorias ¢*(t), p;(r),
A%(7), con las siguientes condiciones en los extremos 7' y 7" (A°(7) denotan
los multiplicadores de Lagrange asociados a las constriciones de primera clase

(4.7),
Q' (g(m), p(r), ™) =Q", - Q'(q(r"), p(r"), ") = Q") (4.8)

donde Q'(g,p,7) forman un conjunto completo de variables que conmutan

{Q,Q)ps =0, (a tiempos iguales). : (49) ,:,'.-j £

La accién para este principio variacional es

Sl (7). pi(7), A()] = /T"(p,-q"' — Hy — X*G,)dr — B(7") + B(f’),‘ J(a:10)

para las trayectorlas cuyos puntos inicial y final son (4.8), donde la flmcxon o

del espacio fase B(q, p, ) es tal que ‘
pidg = PSQ' + 6B, [CRE R

para 7 fijo [60]. Aquf, los P; son los momentos conjugados a las @7, ‘ '
{P,P}r =0, {Q,P}ps=5. - (412)

De esta manera la variacién de la accién (4.10), evaluada sebre las trayecto-
rias solucién de sus correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange, es cero,
como consecuencia de §Q*(7’) = 8Q'(") = 0. Supondremos que (4.10) es
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. la accién fesultante que surge dela aphcamon sistemadtica del procedimiento
; tac.’ Esto es; no hay més constricciones en el problema y ademais las

fi_constnccnones de segunda clase han sido eliminadas usando alguno de los pro-
: :_cedlmlentos mencionados en esta tesis: paréntesis de Dirac, reduccién directa
Lo el método de BT. En particular, esto significa que ya hemos implementado

" todas las condiciones de consistencia G, & 0.
" 7.Con el objeto de construir la accién efectiva BRST-BFV de acuerdo a lo
expuesto en el Capitulo 1, introduciremos los apropiados signos que aparcen
al constderar tanto variables fermidnicas como bosénicas. Supondremos que
-todas nuestras variables de configuracién son reales y tienen paridad de
Grassmann definida. Escogeremos también la funcién lagrangiana de ma-
nera que sea real y par. Si alguna coordenada # es fermidnica (su paridad
de Grassmann es impar), su correspondiente momento p, serd imaginario e
impar, de tal manera que dps sea rcal y par. Supondremos ademas, que
todas las constricciones son reales.®® Estas pueden ser pares o impares. En
el segundo caso A® es imaginario e impar, de modo tal que A*G, sea real y
par. Siguiendo la prescripcién estandard del método BRST-BFV, promover-
emos los multiplicadores de Lagrange a variables dindmicas introduciendo sus
correspondientes momentos conjugados 7., e imponiendo las constricciones
adicionales 7, = 0 de tal manera que tendremos ahora 2rn constricciones de
primera clase G4 = (m,,G.) = 0. La paridad de Grassmann ¢ de las nuevas
variables es tal que e(7,) = ¢(A*) = ¢(G,) = ¢,. El siguiente paso consiste
en introducir los fantasmas 5 junto con los correspondientes antifantasmas
P,, canénicamente conjugados, de modo que ¢(n?) = ¢(P4) = ¢, + 1. Intro-
duciendo los factores de signo apropiados, los vectores (1.98) son

A= (=(@)=FPe,C7), Py = ((1)FC,, Pa). (4.13)

35Es posible formular el método BRST-BFV cuando las constricciones son complejas[1].
Sin embargo en este caso aparecen nuevas posibilidades que deben ser analizadas aparte.
Este tipo de constricciones han adquirido importancia debido a los desarrollos de 1a for-
mulacién de la teoria de la gravedad en términos de las variables de Ashtekar[6]. Seria
necesario revisar la aplicacion del método BRST-BFV a la teoria de la gravedad [7] y al
caso en 2+1 dimensiones (48] en variables de Ashtekar, teniendo en cuenta las posibili-
dades que aperecen al formular el método BSRT-BFV con constricciones complejas. Es
también de interés analizar, en este contexto, el problema de las “condiciones de realidad”
como constricciones adicionales que permiten obtener los grados de libertad reales de la
teoria[75)(86].
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) ! R *)’_Tj')' 2
o= C“(r") 0, G =Ci=0,
Lo e Wn(f)—ﬂ(f) 0.
Eh:la'Ec.(4.i4), Hppst = —{¥, Q}pg, H. es el hamiltoniano canénico,
" ¥ es el fermién de norma y Q es la carga BRST cuya paridad de Grassmann

"es impar y satisface {§}, Q}pp = 0. Reescribimos aqui la forma general de
la carga BRST incorporando los factores de signo apropiados

Q= —(i)*=" 1P, + C°G, + “mds”, (4. 16)

donde “mads” denota términos de orden mayor en los fantasmas. El algorxtmo
sistemdtico para construir la carga BRST ya ha sido presentado y puede verse
en las secciones 1.2 y 3.4,

En todas las aplicaciones que consideraremos en este capitulo impon-
dremos como condicién de norma

U =P,\°, (4.17)

{normas no-candnicas) observando que ¥ tiene parldad de Grassmann impar.
Este fermidn de norma conduce a la norma no candnica A* = 0, Con estas
convenciones podemos leer directamente de la accién (4.14) los paréntesis de
Poisson para las variables fundamentales®

{pin@'}pp = =6 = (=) ¢, pi}pa
{mas NYpp = =88 = (=)= {N, 7.} pp
{P,.C}pe = =& = (=)={Cs, P*}ra
{Pa,C'}pp = =8 = (=){C", P} pa-
La accién {4.14) tiene dos propiedades fundamentales:

37La diferencia de signo entre las variables bosénicas y fermidnicas se explica en el
apéndice: Grassmanologia.
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nserva, obedeciendo la ecuacién de contmuxdad todo estado en el
espacio” fase’ esta unicamente determinado y la arbitrariedad asociada
-a‘la‘invariancia de norma ha desaparecido.

(11) La snmetma remanente en la accién (4. 14) es una supersimetria global
-“ generada por la carga BRST (4.16), que impone condiciones sobre los
puntos extremos del principio variacional de tal modo que sean BRST
invariantes {ver discusién en la seccion 1.2.2). De otra manera la accién
(4.14) no serd BRST invariante ante esta transformacién.

- La accién efectiva cldsica (4.14) es nuestro punto de partida para construir

* la correspondiente versién cudntica. Promoveremos todas las variables reales
(imaginarias) A, incluyendo a los fantasmas, a sus correspondientes oper-
adores hermiticos (anti-hermiticos) A. Como la accién cudntica debe ser her-
mitiana con el objeto de preservar el cardcter unitario de la teoria, adoptare-
mos el reemplazo estandard para extender productos de varjables cldsicas
reales en productos hermitianos de operaderes hermitianos

(i) 4 g 1(5)44)‘('”(;13 (WO b 2cc AB>> . (418)

Observemos que las propledades de operador supuestas para las varja-
ciones 64,65 garantnzan prec1samentc que § << AB >>=(§A)B + A(S5).
En particular, la prescripcion anterior debe ser aplicada al término cinético
y al término de frontera en la accién cuidntica. La cuestién del ordenamiento
de factores en la funcién hamiltoniana efectiva debe ser resuelta por algiin
procedimiento. Esto implica, en particular, que debemos construir las cons-
tricciones de primera clase cudnticas y la carga BRST cudntica con un or-
denamiento prescrito. Es muy importante verficar que el operador asociado
a la carga BRST cumpla con dos caracteristicas béasicas: (i) ser hermitiano,
y (ii) ser nilpotente. Nétese que es necesario tener una prescripcién del pro-
ducto escalar con respecto al cual e] operador BRST sea hermitiano. Si
tal ordenamiento no existe esto puede considerarse como un sintoma de la
presencia de alguna anomalia cudntica, en la linea de lo discutido previa-
mente en la seccidn 1.2.3. El formalismo BRST-BFV tiene la ventaja de
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ser consistente atin en casos en los que el método de Dirac no lo es.. Por
ejemplo [36], para el caso de constricciones lineales en los momentos, los
observables lineales en los momentos Z = Z*(q)pi, son formalmente hermi-
tianos si los vectores de estado 1 se consideran como densidades de peso
1/2 Gy = —Zioy — 1Zi$)%. El ordenamiento simétrico hermitiano
i (@)pi = L(E(@)pi+ pi{a)) ¥ TP — LnnP + Pyn)® donde G, = £ (o)
‘son las constricciones cldsicas de primera clase, permite construir la carga
BRST cudntica como un operador hermitiano y nilpotente, resolviendo la
anomalia que aparece en el formalismo de Dirac si se considera 1) como den-
sidad de peso 1/2. Supondremos aqui que es posible construir la carga BRST
cudntica con las propiedades mencionadas.

La expresién cudntica del término de frontera sera discutida en cada caso
particular y depende de los operadores que se fijen en los extremos. Su forma
nos sera dictada por su correspondiente estructura clasica. Cuando se realiza
la variacién de la accién (4.14) respecto a alguna variable dindmica particu-
lar la prescripcién (4.18) permite identificar apropiadamente los gencradores
cudnticos en los extremos, conduciendo a las relaciones de {(anti-)conmutacién
bésicas para esa variable dinimica. [Iste resultado es una consecuencia di-
recta del principio de accién de Schwinger.

De acuerdo a las prescripciones anteriores la extensién cuéntica de la
carga BRST debe conducir a un operador hermitiano = £ tal que {Q
1} = 202 = 0, donde {A, B} = AB + BA denota el correspondiente anti-
conmutador. El hamiltoniano canénico junto con el fermién de norma deben
. promoverse también a operadores H. (hermitiano) y ¥ (antihermitiano) re-
spectivamente, mientras que el operador hamiltoniano efectivo definido por
Hgpst = H, + 1{\11 Q}, es por construccién hermitico. A nivel cudntico
el hamiltoniano BRST invariante debe ser solucién de la ecuacién de oper-
adores [Q Hppsr) = 0, donde {A, B] = AB~ BA denota el correspondiente

38Una propuesta que intenta extender este andlisis a observables mas generales puede
verse en [85][53]

39Fste ordenamiento implica que los vectores de estado ¢ deben tratarse como densi-
dades de peso 1/2 en el espacio (g, n) (i.e., ¥ transforma con la rdiz cuadrada del superde-
terminante de la transformacion q,n — ¢', 7’

8(a.m) |'?

Sy )t ), (19)

¥(g,n) — sdet
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. conmutador. Esta. ecua.cxon 1mphca, en': partxcular, que la ca.rga BRST es
conservada a nivel cuantlco ; .
De esta manera;'la accién’ cuantxca tendra. la. forma

‘Sorst —/ (<< q pi - /\"ﬂ'a + C P +C"'P >> Hansa) dr - [B].

' (4.20)

Los vectores base del espacio de HJlbert al tiempo inicial 7/, |Q",¢", ¢!, 7"),
) estan etiquetados- por sus correspondientes valores propios, que satisfacen

Q1Q%, ¢, Cl, ) = Q1" C, Gl vl (4.21)
ColQr, ¢, Gl ) = CalQ”, %, Gy ml) = #Q7,C°, Cluml) = 0, (4.22)

en consistencia con las condiciones a la frontera cldsicas (4.15). Expresiones
andlogas son vilidas para los vectores base al tiempo final 7"

La invariancia de la accién, ante la transformacién BRST cudntica, estd
contenida en la expresidn $qSgrsr = z[Q SBRST] = 0. La invariancia
BRST de las amplitudes de transicién (a”t"|S|6't’) estd garantizada, siem-
pre y cuando los estados sean invariantes ante esta transformacion, i.e.,

Q') = Qla"t"y = 0.

4.2 PARTICULA NO RELATIVISTA PARAMETRIZADA

Es el objeto de esta seccion exponer en detalle el cilculo del propagador de
la paricula libre parametrizada en la norma no candnica A = 0 usando el
principio de accién de Schwinger y la versién de la accion cuantica BRST-
BFYV. La accién cldsica de este sistema es

S = /T par=7 [ z; dr. (4.23)

Definimos p, = a:’ = %"4 como los momentos canénicamente conjugados
a las coordenadas z y t respectivamente. Aquf el punto significa derivar
respecto al parimetro 7. En este caso, el hamiltoniano canénico H, es cero

'y la aplicacién del métode de Dirac conduce a la constriccion

G =Hy+p =0, (a.24)
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HBRST-:;{\II n} \i:=1u, n=‘~i7>7*r‘+c”(£m=-+p,). (4.27)

Con el objeto de simpliﬁcar la notacién y como todas las variables dindmicas
que aparecen en el problema son operadores, quitaremos el sombrero sobre las
variables relevantes, esperando no crear confusion. Cuando alguna expresion
particular lo requiera volveremos a la notacidn usual.

La aplicacién del principio de accién (4.26) conduce a las ecuaciones de
movimiento de Heisenberg, escritas de manera formal en las Ecs. (1.150), en
términos del hamiltoniano BRST invariante, junto con la siguiente identifi-
cacidn de los generadores de las transformaciones en los extremos

83prsy = i(pi6a" + o'8pl, + plSL" + 6, — M6 + N6’ — P6C"
+PIEC! — PU6C" + P'6C’ — Hppspbt" + Hppsrbt'), (4.28)

donde el simbolo ‘(') denota la evaluacidn del operador correspondiente en
r = 7/(r = 7") respectivamente. De acuerdo a la propiedad (1.152); la
ecuacion (4.28) implica las siguientes relaciones de (anti)conmutacién a tiem-
pos iguales

lz.p=l = [t,pe] = [\, 7] =4, {C,P}={P,C} = ~i. (4.29)

La ecuacién {(4.28) también implica que los valores propios, fijos en los puntos
extremos, corresponden a los operadores

(™), m(m), w(z), C(), C(), (4.30)
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B () w(), C), o,

. ]o que s:gmﬁca que hemos seleccnonado la: slguxente base para los operadores-

en el ‘espacio’ “de; Hllbert

{lp..,,p;,w o=}, (e en et = ( ”l}' .‘(4 32)

“en Ios puntos inicial y final, respectivamente. Los valores propxos ', 7", C, C”
"C';C" son cero, de acuerdo a la Ec. (4.22). Nuestra notacidn es tal que
A" (A" se usa para los valores propios en los extremos, correspondientes a

los operadores A(7"") (A(7')). Sin embargo, para no complicar la notacién,
denotaremos con la misma letra al operador y a su valor propio esperando
no generar confusion.

De las relaciones de (anti)conmutacidn (4.29) podemos verificar que el op-
erador carga BRST construido en (4.27) es hermitiano y nilpotente. También,
la invariancia BRST de la base (4.32) puede verificarse directamente. El
calculo del hamiltoniano efectivo puede ahora realizarse conduciendo a

Hansr = PP + AG, (4.33)

que es un operador hermitiano que satisface [Hgns7, ] = 0. Las ecuaciones
de movimiento pueden ahora escribirse. Explicitamente resultan

pe=0, x‘-i\:T’—o Bi=0, t-A=0, #+CG=0, A=0,
P=0, C-iP=0, P=0, C+iP=0 (4.34)

Ahora pasaremos al cilculo del propagador. El primer paso consiste en re-

" solver las ecuaciones de movimiento para los operadores relevantes, con las

condiciones-iniciales (4.30) y (4.31). Obtenemos, como solucién' general
Pe=p,, z(r)=2'+ A—r':-(r =7), p=p, Hr)=4+AT~7"), (4.35)
n(r)=x" —=G(r—7'), A=), (4.36)
P=P, C(r)=C+iP(r—7"), P=P, C(r)=C—iP(r—1"). (4.37)

Los operadores constantes de integracidn se denotan aqui por el simbolo ’ (
evaluados en 7 = 7') y se especificardn posteriormente de acuerdo a las condi-
ciones iniciales (4.32). Una expresién ligeramente distinta para la variacién
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del propagador, obtemda de (4 28), es i
8(r ”]T) = z(T”lp._,&a:" Fabpl + p,&” + t'ép; — /\'(67r" “én')

~P(6C" ~ 8C') ~ P(6C" vSC')-—HBRST(ﬁr”-(ST)I'r) (433)’5-.f'_:_‘

Dl sxgmente paso consiste en calcular los elementos de matriz lnvolucrados
Despues de incorporar las condiciones iniciales apropiadas (4.32), en las solu- .
ciones (4.35)-(4.37), podemos escribir Hprst en términos de los operadores
fijos en los extremos C’, ", C’,C", junto con los operadores constantes Ay G
El resultado es

Hgpst = (T; (C"C” — G0 4+ C'C +CC + ("~ ’r')) + NG (4.39)

'

donde hemos ordenado (los operadores * a la izquierda y los operadores ’ a

la derecha) correctamente esta expresién usando el anticonmutador
{C—I,C”} - -—(T”-— T’), (440)

que se calcula usando las soluciones (4.35)-(4.37) junto con la relaciones de
(anti)conmutacién (4.29) a tiempos iguales. La hermiticidad de la Ec. (4.39)
puede verificarse explicitamente usando nuevamente la relacién (4.40).

Todos los términos cuyos elementos de matriz involucran valores propios
de operadores que estdn fijos a cero en los extremos no contribuyen al propa-
gador final como es el caso de los fantasmas y antifantasmas C y C. Ademds,
la invariancia ante reparametrizaciones implica que el propagador sea inde-
pendiente de los valores extremos del pardmetro 7. Esto sucedera asi, siempre
que los elementos de matriz de Hppsr se anulen, Para mostrar que éste es
precisamente el caso, calcularemos los elementos de matriz del multiplicador
A = ). Esto puede hacerse como sigue: (i) multiplicar por la izquierda.la
primera Ec. (4.36) por A y tomar el apropiado elemento de matriz a ambos
lados de la ecuacién resultante, (ii) usar el hecho de que los valores propias de
7 estdn fijos a cero en los extremos, junto con las relaciones de conmutacion
de A y 7. El resultado es

iz
(ps' 2/2m) + p.”’

que implica que {r"}Hgpsr|r’) = 0. Como es usual necesitamos ahora ree-
scribir la variacidn (4.38) en forma ordenada. En nuestro caso, este proce-
dimiento debe aplicarse también a los operadores z'; p”, y t’. Usando las

(" = YAl = — (4.41)
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'yf"‘"Fm 'mente, despues de sushtu:r los* elemen
.~grar el sistema de ecuaciones “diferenciales parcml
- diente obteniendo el resultado .

(:c

que corresponde al propagador correcto de la par

U t” ’

Un punto importante que debemos enfatizar ef

que hemos construido la versidn invariante ante r
teorfa arbitraria con hamiltoniano Hp, introducier
pleta analogia con el ejemplo considerado en esta
Bajo estas circunstancias, el hamiltoniano extend
constriccion de primera clase

pe + Ho(g, p) =~ 0,

que genera la invariancia ante reparametrizacio
de Schroedinger los estados 1 son funciones de
ecuacién de Schroedinger es

t

inSl = Hop = 0L

or ot

- donde u° es el multiplicador de Lagrange corres]
(4.44). Por otro lado, la condicién de Dirac sobre

kd

Ta + Ho)y =

Por tanto la ecuacion (4.45) implica que los estad
Consecuentemente el propagardor serd también in

40Nétese que esta condicion corresponde a la ecuacidn
reparametrizado cuyo hamiltoniano es Ho.
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‘ecuaciones de movimiento correspondientes obténemos

T|pz, P 7'y = exp{ipzz” + ipit"} /(e

les.
q, t’ T.

LI()I[J)),

‘j (4 42) '

de matriz de A} podemos inte-

8 (ver (1 159)) correspon-

2fam)+pl,  (4.43)

fcula libre parametrizada.
el siguiente: supongamos

pparametrizaciones de una

do el pardmetro T en com-
seccién (ver seccién 3.2 ).
ido sera proporcional a la

(4.44)

En la representacién
La correspondiente

(4.45)

hondiente a la constriccidon

los estados fisicos es®®

(4.46)

s fisicos no dependen de 7.
dependiente de 7. En otras

de Schroedinger del sistema no




palibra.s, los clementos de matriz del hamiltoniano extendido entre estédoé_._ -

fisicos deben ser nulos.

El mismo argumento es védlido para los elementos de matriz del hamil-
toniano BRST invariante entre estados fisicos. Como Hppst = z{\IJ,Q}
sus elementos de matriz entre estados fisicos son cero -independientemente .
de la condicién de norma implementada por ¥. Estas propiedades basicas,

que hemos verificado explicitamente en el caso de la particula no relativista
pararnetrizada, se encuentran en contradiccién con los resultados presentados
en la Ref. [80].

4.3 PARTICULA RELATIVISTA

Antes de realizar el cilculo del propagador correspondiente a la particula
libre relativista enfatizaremos algunos puntos importantes inferidos directa-
mente del ejemplo anterior: (i) en los casos donde la dindmica del sector
fantasmas-antifantasmas se desacople del resto de las variables dinamicas, el
hamiltoniano efectivo tendri la misma forma que el considerado en la Ec.
(4.39), excepto que G deberd reemplazarse por la constriccién de primera
clase correspondiente; (ii) siempre es posible calcular los elementos de matriz
del multiplicador de Lagrange asociado a la constriccién que genera la invari-
ancia ante reparametrizaciones, imponiendo la condicién de que los elementos
de matriz del hamiltoniano BRST invariante sean cero.

Con estas ideas en mente realizaremos el cdlculo del propagador de la
-particula libre relativista usando la versién de operadores del método BRST-
BFV. Comenzaremos a partir de la accién clasica

§= / d'r% Gm,. - ,\mf) ) (4.47)

que es invariante ante reparametrizaciones si A transforma como multipli-
cador de Lagrange®!. Usaremos aqui la métrica de Minkowsky con la con-

41La invariancia de norma de cualquier problema parametrizado esté relacionada con su
invariancia ante reparametrizaciones por las siguientes razones: Consideremos un sistema
invariante ante reparametrizaciones con constricciones de primera clase denotadas por
Yay (@ =0,1,2...m). La accién extendida de este problema es

T3
S= / dr(p,.q'“ —Hg), He=p"Ya, (448)
1Y ’
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irdo:n'e S SO T . r ; :
Hapsr=i{%, O}, ¥=PA Q=—iPr+C(rpt+n?), (453
v qu'e’t,iené la misma estructura que Ia.bEc.(4.2’)i) excepto porblla. forma explicita
de la constriccion G. Aqui hemos quitado los sombreros en los operadores,

para simplificar la notacién. De manera completamente aniloga al ejemplo
anterior construimnos las relaciones de conmutacidn

[-‘E“,Pyl = 25::1 {’\’ 7r] = i: ‘ (4.54)

mientras que las asociadas a los fantasmas estin dadas por las Fes. (4.29).
El hamiltoniano BRST invariante es

Hgpsr = iPP + A(p" + m?), (4.55)
junto con la forma explicita de las ecuaciones de movimiento

Bu=0, z#—=24p"=0, 74+G=0, A=, (4.56)

donde #* son los multiplicadores de Lagrange y 7° es la constriccién de primera clase
asociada a la invariancia ante reparametrizaciones. Esta accidn cs invariante ante §g =
ge, 6p = pe,bu® = (u°e), () = e(r2) = 0. Esta transformacién puede obtenerse como
una transformacién de norma con pardmetro €® = u®¢, En nuestro caso particular

§zH = {z",eGY, 6p. = {p., G}, 6A=§, ) (4.49)

y la variacién de la accién es
2 2
=¢(p’ - mz)l : (4.50)

1

1

Esta variacién es cero si e(r) = e(72) = 0.

124

459)




L P=0, C-;'P o

“La soluc:on de estas ecuac1ones ¢s”

e =P ('f) = I“' +2'\Pu(7' =T ),

. 58);;' R

w(r) =a' = G(+ =), 4\—/\' & (4 59)

P=P, C(r)=C+iP(r—1), P=7, ‘ C(T) C’-—z'P(-r 1"), (4 60) :
donde los operadores primados denotan las constantgs de mtegragxon a'deter. "
minarse de acuerdo a las condiciones frontera que se elijan.” Las condiciones
en los extremos BRST invariantes se escogen en completa a.nalog)a al ‘pro--
blema previo, fijando los operadores ’

pu(r), (™), C(="), C("), ' “(4.&;1)'
zi(r"), ("), C(r"), E(r), (4.62)

en los puntos extremos, lo que implica que la base correspondiente estd dada
por } _
{‘P"’, ﬂ_l, cl’ Cl} Tr)} , {(.’C"", ﬂ_u, C", C", Tul} , (463)

respectivamente. De nuevo, los valores propios, »*, 7",C’,C", C',C" se anulan
con el objeto de imponer la invariancia BRST. Como el hamiltoniano efectivo
de esta teoria tiene la misma estructura que en el ejemplo anterior, Ec. (4.39),
calcularemos los elementos de matriz de A imponiendo la condicién de que
los elementos de matriz del hamiltoniano sean nulos. El resultado es

(5" = 7)) = —i I, (460

en completa analogfa con la Bc.(4.41). Ahora calcularemos el propagador.
Su variacidn estd dada por

) S(r"rYy = i(r"|_p“'6.1:“_" +x#'8p,t — N(6x" — &x")
—P(6C" — 5C") — PU6C" — 6C') — Hppsr(6r" — 7)), (4.65)

Usando las soluciones obtenidas en Ecs. (4.58)-(4.60) escritas en términos de
los operadores que estdn fijos en los extremos, obtenemos

§(r"lr") = ilr"|poz*" + (2" - Dpy (" — 7)) 6p, 1T}, (4.66)
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de modo ana]ogo al caso previo.
Finalmente, introduciendo los elementos de matriz de A e mtegrando con
respecto a los valores propios fijos en los extremos, obteriemos el resultado

(@, 7lpa's ) = explipa's} BT +mY) - (467)

que es el propagardor correcto para la :p:artl'cula. libre relativista.

4.4 PARTICULA REALTIVISTA CON ESPIN

Como ejemplo final consideraremos la particula libre relativista con espin.
Este ejemplo tiene dos constricciones, una bosdénica y otra fermiénica, aso-
cladas a la invariancia ante reparametrizaciénes que ahora es una super-
simetria. La accién cldsica de este problema es

T . 5 . N ] "
8= [ dr(@#pu+ S(040,+0s05) - NH ~ MQo) ~ 20(") - 0(r") — [ B},
.. -

(4.68)
donde las variables z#,p,, N,’H son pares y reales, mientras que 0*,8;,Qp
son impares y reales, y M es imaginario e impar, de acuerdo a nuestras
convenciones generales. Las constricciones de primera clase H y Qg son™

H=p'p.+m? Qo=p.b"+mbs (4.72)

Una diferencia bdsica con los ejemplos anteriores es que algunas variables
dindmicas son nimeros de Grassmann. Esto implica que un nuevo término
de frontera debe ser agregado al principio variacional, cuyo objeto es garan-
tizar que las ecuaciones de movimiento tengan correctamente impuestas sus
condiciones iniciales. La forma explicita de este término es —,“—'0(1-") -0(r") =
—£(04(7)8,, (") + 05(r")05(7")) y garantiza las condiciones frontera apropi-

42Las transformaciones de norma inducidas por las constricciones son en este caso

bzt = {2, M +nQo}, 6pu = {pu, M +71Q0}, (4.69)
§6% = {0", M +nQo}, 805 = (05,6 +1Qo}, (4.70)
SN = é+nM, M =3, (4.71)

y 65 = 0 si ¢(r1) = ¢(72) = 0. Aquiel pardmetro i tiene paridad de Graﬂsmann'impar.
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: ‘adas para las coordenadas femuoncas 9“ 05 ﬁ_]ando las slgmentes combma.-- )
. ciones de los valores extremos [57] -

5(0#(#) +0n(=") =€, %(.05(1") +05(7")) = &s, (4.73)

que garantizan que las ecuaciones de primer orden que provienen del prin-
cipio variacional tienen soluciones lnicas una vez que se han impuesto las
condiciones iniciales (4.73). Podria -haber aun mds términos de borde en la
accidn (4.68), relacionados a la eleccién de las variables que se fijardn en los
extremos para las variables restantes. Estos términos se denotan por B en
la accién (4.68). Ahora plantearemos el formalismo BRST clésico para con-
struir la accion efectiva y después cuantizar. Con este fin, introduciremos el
vector
GA = (”ay Ga) = (WM) N, QO) H)a a= 11 27 (474)

donde las nuevas variables 7y y 7 son los momentos conjugados a los mul-
tiplicadores de Lagrange M y N. La paridad de Grassmann de las cons:
tricciones es tal que ¢y = 1 y 2 = 0. Los fantasmas y los antifantasmas
seran

A = (=P, —iP?,C, CY), Pa = (C1,iCa, P1, Pa), (4.75)
donde (P!,C;),(C*,P;) son variables canénicas conjugadas pares, mientras
que (P2%,C;),(C?, P,) son variables canénicas impares. Con estos ingredientes
construiremnos ahora la carga BRST cldsica. La expresién general para el caso
en consideracién es

0 = 7Gy ~ 3(~1)"1° ChyPa, (4.76)

done €pg es la paridad de Grassmann de la constriccion asociada con el fan-
tasma n? y C4p son las funciones de estructura del dlgebra de constricciones,
que estd dada por

{Qo, Qo}rp = iH, {Qo,H}ps =0. (4.77)

Por tanto, la dnica funcién de estructura diferentc de cero es C% = i.
Tomando esto en cuenta y haciendo las substituciones requeridas en la Ec.
(4.76) obtenemos

0= —Plap —iPry 4+ C1 Qo + CPH +i(C1 Py, (4.78)
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- “ <t1co (4. 79) son

_para la carga BRST cldsica. La teoria considerada en esta seccid
invariante ante reparametrizaciones y por tanto su hamllto i
" asociado es cero.

Ahora promovernos todas nuestras variables dma.mlcaa a.
siderando las siguientes propiedades de realidad: z,,p ,N 1r
son operadores hermitianos pares, P? , Pa, M son operadores
impares y Cq,C2, 6% 05, 75 son operadores hermitianos i impare
efectiva cudntica que escogeremos tendra la estructura

SprsT = [r' dr (<< I“p,‘+ (0“0 +0505)
FEP OB 4P 4 B3
+ << f%G(j_r,") : o(r") {z""p,',fv;%' :

donde’ L

Hppsr =i{¥, ), V=M + BN, R R
Q==Ploy - 1’PQ1rN+C Qo+C2'H+z(C1)"Pz (4.80) - g

: Las relacrones de (anti)conmutacién que surgen del principio de accién cudn-

(B po] = i (09,0} == {05,053 = -1, (4.81)

{M,mp} =—i [N,7n]=1, (4.82)
[P0 = =[¢, Py] = [P\, C)) = (G, PY] = —i, (4.83)
{PZ:CQ} = {CZ P’Z} = {Chp!} = {7"2 éz = —1. (4.84)

Estas relaciones de {anti)conmutacidn pueden también deducirse del princi-
pio de Schwinger, tanto en el caso de variables bosénicas como fermidnicas.
En particular, como la accién (4.79) es lincal en 0* y 6% al definir los mo-
mentos asociados a estas variables, usando el algoritmo de Dirac, obtenemos
dos constricciones de segunda clase. El correspondiente paréntesis de Dirac
coincide con (4.81). Con el principio de Schwinger es posible obtener este
conmutador usando la propuesta desarrollada en [27]. La carga BRST es her-
mitiana y es posible verificar que el anticonmutador {Q, 01} es cero, usando
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para la carga BRST cldsica. La teorfa considerada enesta secei
invariante ante reparametrizaciones y por tanto’ su hamlltomano
" asociado es cero.

Ahora promovemos todas nuestras variables dmamlca.s aop
siderando las siguientes propiedades de realidad: z,,p*, N, Ty} ’P
son operadores hermitianos pares, P, Py, M son operadores antihe
impares y Cp,C?, 0", 05, war son operadoreq hermitianos 1mpare'
efectiva cudntica que escogeremos tendra la estructura -

-’

Sersr = / dr <<< Trp, + i(o'uo + 0s05) — Niw = Mty
+EPHEPy+ &P 4 Oy >> —HBRST |
+ << ———0('r") o'y +at'p, >>, (4:79)1*:‘

donde . |

Hgrsr =i{¥, O}, ¥ =DM+ PN,
Q= —Plry —iPry +C' Qo + C*H +i(C)?*P,. (4.80)

-+ Las relaciones de (anti}conmutacién que surgen del principio de accién cudn-
" tico (4.79) son

[II‘) pl‘] = inlw {auvou} = —TI"" {051 05} = _‘1, (481)

{M,7m}=~i [N,an]=1, (4.82)
[Py, C'] = —[C', Pi] = [P, C] = —[C1, PY) = ~i, (4.83)
{7321 CQ} = {cz'lf)'l} = {621p2} = {Pz'r CZ} = —1, (484)

Estas relaciones de (anti)conmutacién pueden también deducirse del princi-
pio de Schwinger, tanto en el caso de variables bosénicas como fermidnicas.

En particular, como la accidn (4.79) es lineal en 6 y 6% al definir los mo-
mentos asociados a estas variables, usando el algoritmo de Dirac, obtenemos
dos constricciones de segunda clase. El correspondiente paréntesis de Dirac
coincide con {4.81). Con el principio de Schwinger es posible obtener este
conmutador usando la propuesta desarrollada en [27]. La carga BRST es her-
mitiana y es posible verificar que el anticonmutador {Q, 1} es cero, usando-
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N Sans'r_- = f dr (<< zup,,+ (ouo + 9505) -~ Nm M
v .. cgﬂ + 0B, >> 4P P MQO.
~2iMC'P; ~ iP;P? — NH) :

+ << _éo(f").o(r') + i, >, - (4.86)

Las propiedades de realidad de los operadores involucrados son: 7'i, Hgpst

son hermitianos pares y Qo,{2 son hermitianos e impares, mientras que U es
antihermitiano e impar. Las ecuaciones de movimiento correspondientes son

pr =0, a#— MO —2Np*=0, O¢+iMp*=0, 6 +iMm=0,
i+ Qo+ 2C'Pr=0, M=0, #y+H=0, N=0,
Pr=0, C+Pi=0, O +P' =0, P +2MP,=0,
Pr=0, C—iPr=0, P,=0, C?—-2MC"+iP’=0.
La solucién general a este sistema de ecuaciones es

pu=p P =PV, M=M, N=N, P*=P¥ D, =P, (4.87)

z(r) = & + (ME" + 2Np*)(r — '), (4.88)
0(r) = —iMpPr +¢ + SMpA(" 4 7, (4.89)
05(7) = ~iMmr + & + %Mm(r” +7), (4.90)

Cl(ry=C" =Pl (r -7, (4.91)
Py(r) = P| = 2%MPy(r — 1), (4.92)
Ci(r) = €4 ~ (P} —iMPa(r ~ ))(r — 7', (4.93)
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" este punto, consideremos la contribucién de los grados de libertad fermidnicos

G ECHPr =), T asey
M (2" P = )7 — ) - P ) L (4.95)
)=y = M(r =), . - (4.96)-
.7TM —(Qo+i(2C" = PUr ~TNP)r = 7). . (497)

*f"La notacid ,es, la’ misma que en las secciones previas.

L _Las cond:cxones de borde que escogeremos aqui son completamente andlo-
gas'a ‘los casos’ previos. La tinica novedad esta relacionada con los gardos de
-libertad fermidnicos descritos por las variables 4. Con el objeto de dilucidar

“.0% 2 la variacidn de la accién efectiva,

SouSpRsT = / dT(éO.“(SD,A + 56040, — M50,p")

f

%(60“(7'”)014(7") +64(7")50,(7'))

il

7 ar((itn — m1p)58,) + L6057 + 04 (0u(") — 0,(7)).
(4.98)

Sustituyendo la solucién de las ecuaciones de movimiento para 0, (4.89), y
la definicién (4.73) de las varjables £#, obtenermos

SouSprst = 6€* Mp,(v" — 7). (4.99)

El mismo andlisis puede aplicarse a §;.
Escogeremos los operadores en los puntos extremos

pulPY=p), D) =2 {4.100)

S+ 0 = £, S(06(r) + 05" = &, (4.101)
Cmn(r) = an(r) = C(r') = (") = G(r') = C(r") = 0 i =1,2, (4.102)
junto con la correspondiente base BRST invariante )

{an, mn", wad, 04 (€"),0"5(65),C™, CF\ 7}, ‘
{Ipu'swn" mar', 04 (6%), €s(és), €™, CL 7)) (4.103)

130 :



- Antes de entrar en el calculo del propagador, reescribiremos el hamiltoniano
" _efectivo’(4.85) en forma bien ordenada (operadores primados a la derecha).

Con este objetivo, usaremos las ecuaciones de movimiento y las siguientes
re]aclones de (anti)conmutacidn a tiempos diferentes

CCLEM = —i(r =7, (G CHY = —(r = ~ 7). (4.104)
" El ;ésgltado es N IR B
HgdgT = = )2[_(01101"- arer — Cl” '+C’Cll) o

+ G — Gl + C?'C + Gy R
+ M(E*p, +mé&s) + N(p” +m?). (4.105) -

Nuevamente, es directo mostrar que Hgpsr es hermitiano.

Antes de calcular el propagador es necesario establecer los siguientes resul-
‘tados. Primero calcularemos los elementos de matriz de los multiplicadores
de Lagrange N y M. Usando las soluciones a las ecuaciones de movimiento,
en particular (4.96) y (4.97), puede mostrarse que

(T” — TI)(T”(NITI)H’ = _i(T”;TI)’ (T" — TI)(TII'MITI) QOI = i(TIIETI)’
(4.106)

donde H' = (p? + m?) y Qp = é#p, + més. Estos resultados implican
que los eletnentos de matriz del hamiltoniano BRST invariante se anulan
entre estados fisicos, tal como esperabamos. Los mismos resultados pueden
‘establecerse usando la solucidn (4.96) y el hecho de que los elementos de
matriz del hamiltoniano BRST invariante son nulos.

La variacion general del propagador es

BUr"[r) = (gL + 2469, + 66 Mp™(r" — ') + SEsMm(s" ~ )|,

(4.107)
Sustituyendo la solucién de la ecuacién de movimiento para z’# en-términos
de los operadores fijos en los extremos y usando los resultados (4.106), obten-
emos el propagador requerido

(1) = exeli - TR (0109
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Un punto delicado’que. debemos remarcar es el 51gu1ente los operadores; [

) E“ y {5 cumpIen las prop edades :
&= %, &2 =‘——;-, : : (4.109) "
‘debidas a la relacidn de conmutacién para las variables § y a la solucién
de las ecuaciones de movimiento. No es trivial construir la correspondiente
mecdnica cuantica (espacio de Hilbert, relaciones de completez y producto
escalar) para operadores que poseen estas caracteristicas [29], [65]. La con-
struccidn de la integral de trayectoria para este tipo de sistemas requiere de la
definicién de simbolo asociado a una funcidn cldsica [23]. En nuestro caso los
vectores del espacio de Hilbert definidos en (4.103) deben ser interpretados
con precaucién. Una posibilidad es introducir los operadores de Grassmann
reales ¢! y {? y escribir los operadpres E“ y 65 en términos dec ellos[65]

. 8 S 1 5]

€= (d acl)’ ¢= W(C' "BT') 110
z .1 a : .1 a ;
e-ip(ovgm) e=igg(e-gm) @

. ES"'—' Ziiflwm\é“événé'\ = *‘% (244_6_8(_! - ) (QC dcz ) ] (4112)

permitiendo una realizacién del algebra de Clifford

@8y =, =g, b0 (1)
bEstos operadores actuan sobre espinores de la forma
| B(C, () = da + Cdo— Ca— (¢, (@114).
donde todos los coeficientes ¢, dependen del momento p. El producté escalar
T e / [T ¢ttt exp(C- @ (Q)W(C) = 3 e (4.115)
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@117
‘ Por talntd se obtiene la siguiente correspondencia

. 1 3 i
oy gt e 4.118
¢ 7T £ — e ( )
que permite obtener el propagardor correcto en (4.108). El espacio de Hilbert
queda, por tanto, dividido en dos sectores, aquél que depende de z,p y los

fantasmas, producto el sector que depende de p, (!, ¢? definido por el espinor
L

et mns o, € L 1} @ (¢ 0)
AR R IV AN R LYY X [{eN o) (4.119)

‘En conclusién, partiendo de la versién cuantizada de la accién efectiva
BRST-BFV clisica dada por la ecuacién (4.20), y usando el principio de
accién de Schwinger con las condiciones apropiadas sobre los extremos, hemos
obtenido los propagadores de las particulas en el marco del formalismo de
operadores.
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j.-j“crmsffft:‘no s ~

PRINCIPIO VARIACIONAL Y TERMINOS DE
‘ - 'FRONTERA

- En este capitulo revisaremos algunas ideas presentadas en [59] con el
" doble objetivo de analizarlas dentro del contexto del principio de accién de
Schwinger, presentando un ejemplo con interaccidn, y comentar algunas ideas
_en.relacién al método de reduccién de Faddeev-Jackiw. -

A lo largo del trabajo de tesis hemos puesto enfisis en la necesidad de
definir correctamente el principio variacional clasico que se utiliza como punto
de partida para su cuantizacién. En particular hemos sefialado la necesidad
de incluir, como informacidn dindmica relevante, las condiciones de frontera
sobre las trayectorias sobre las que se aplica la funcional de accién. En
mecanica cldsica esta informacién pude resultar superflua en una primera
instancia. De manera muy distinta, en mecdnica cudntica esta informacién
es muy importante, pues lo que aqui interesa es el calculo del propagador
cuya dependencia en las variables dinimicas estd determinada justamente
por esas condiciones frontera. No considerar esta informacién con detalle
conduce a errores en la interpretacién de los resultados o pérdida de infor-
macidn dindmica al efectuar el procedimiento de reduccidn, ya sea mediante
la imposicién de una condicién de norma particular o en la reduccion directa
@ la Faddeev-Jackiw. En [59) se ha mostrado que es posible construir un
principio variacional -que difiere del original por términos de frontera~ tal
que permite fijar condiciones de norma que originalmente no se satisfacen
idénticamente en los extremos. Esto permite mostrar la equivalencia entre
el proceso de reduccién—cuantizacién con el de cuantizar y después reducir
en los casos en que no hay obstrucciones topoldgicas ni problemas de or-
denamiento de factores. Presentaremos en este capitulo una revisién de las
ideas contenidas en [59] para aplicarlas posteriormente al principio de accién
de Schwinger. Analizaremos también los problemas que presenta el esquema
de reduccién de Faddeev-Jackiw y por dltimo presentaremos un ejemplo con
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tomano de il

i pnmera clase Hu(q, 2)
S (‘LP)"U

(Gu,cbl—' Cula )G o Gal = V)G - (52)

~'..Supondremos por simplicidad, que las constnccwnes ylas varlables dmaml-

R cas son todas de paridad de Grassmann par'y que el snstema es, consistente,

i.e. las constricciones G, son todas las constricciones que surgen de aplicar

el formalismo de Dirac.
Consideremos el siguiente principio varxacwnal

. T2 .
S ()1 AN = [ (i’ = Ho = N'G)dr = B(m) + B(m)  (5.3)
)
donde las las trajectorias estin fijas en los extremos 7 y 7, de manera que
Qi(q(Tl), p(ri),m) = Qiy Qi(Q(Tz),P(Tn),Tz) = Qé» {5.4)

(R,Q]=0 (a tiempos iguales).

Estas variables Q' son tantas como las coordenadas ¢' originales y podrian
ser las mismas coordenadas (@' = ¢') o los momentos (@ = p;). El término
de frontera B se encarga de que el principio variacional {5.3) tenga correcta-
mente fijadas en los extremos a las variables QF y por tanto serd tal que

pibq’ = Pi6Q* + 68, (5.5)

(para 7 fijo), donde los P’'s son los momentos conjugados a las coordenadas
@'s, . .

[P, P} =0, @\ P = &, (5.6)

Por ejemlo, si £5COEEmMOos Q = ¢, el término B correspondiente sera

B(7) = 0 pero si Q' = p' entonces B = pig'
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“‘cambia la accién original (5.3).po
- término de frontera R

55-’-"[?.‘6

o . e T2
G o, al’
ap; "
Aqui los parametros de norma (g, p, ) son funciones arbitrarias de ¢', p;
y 7, ¥ los hemos puesto dentro de los paréntesis de Poisson con el objeto
de que las transformaciones de norma (5.8) sean a la vez transformaciones
candnicas. Nétese que sobre la superficie de constriccidn es posible ponerlos
fuera de los paréntesis de Poisson. Generalmente estos parametros se escogen
de tal manera que €*(q(n1 ), p(n1),n1) = €%(g(72),p(m2), 72) = O con el objeto
de no cambiar la variacién de la accién en los extremos, i.e., la variacién de la
accidn es cero para las trayectorias que cumplen 6Q°(n) = §Q*(r) = 0. Sin
embargo esto restringe la clase de transformaciones de norma posibles. La
accién tiene “menos” simetria de norma al imponer estas condiciones sobre
los parimetros de norma.

Estas observaciones resultan de importacia fundamental en el caso en
que se requiera imponer condiciones de norma canénicas sobre la dindmica.
En particular podria suceder que las condiciones de norma candnicas no se
cumplierdan idénticamente en los extremos. En tal caso, es posibie construir
un- principio variacional que difire del original por un término de borde y
cuyas variables, fijas en los extremos, son distintas, de modo que ahora las
condiciones de norma si se cumplan en los extremos. Con el objeto de no
cambiar el contenido dindmico de la teoria estas nuevas variables deberdn
diferir de las originales por una transformaciéon de norma. Otra manera de
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enfocar. el mismo problema es realizar una transformacién de norma particu:
lar; de tal modo que en las nuevas variables definidas por esta transformacidn,
" las condicicnes de norma nuevas se cumplan idénticamente en los extremos.. -
Esto es posible, pero en general, la transformacién de norma que tiene esta

" propiedad no cumple con &*(g(n1),p(n1), ") = €°(q(72), p(72),72) = 0. Como

resultado la accién variada tendrd un término de borde que no se anula (ver
- {5.9)) . Esto puede resolverse si se parie de un principio variacional con un

. ~término de frontera cuyo objetivo es cancelar el término resultante al variar

la“accién original con la transformacién de norma particular,
Consideremos las condiciones de norma x*(&", Fi, 7) con la propiedad

LR det[x®, Gl # 0 ‘ (5.10)
‘v ) ; yb tf,ralg»s‘que‘ : ]
X)) = QLML) A0 X(Q(m) = Q4 An)ym) #0. (5.11)

R Aplii;ahdo una trasfromacién de norma particular a las variables Q obten:

-+ emos

QM) = (@' - 1@ e"Gu)(n) =@ Q(m) =(Q° —(Q',*Gal)(m2) = Q)
o (5.12)
donde hemos fijado las nuevas variables de tal manera que cumplan con
las' condiciones impuestas en el principio variacional original. En mecdnica
cudntica esto es de importacia fundamental, pues nos interesa calcular el
propagador entre los puntos @, a 11 y @7 a 72. Si |@1) denota una base
completa en el espacio de Hilbert del correspondiente problema en mecdnica
cudntica al tiempo 7, tal que Q(1)|Q1) = @1|Q) v usando una notacién
analoga Q(72)|Q) = Q:|Q), la transformacién de norma (5.8) generaré nuevos
estados |Q = Q1) = exp(iEG)(n)IQn), tales que Qn)IQr) = i@y
¥ @(1)IQ;) = Q:lQ2) donde @ = exp(ieG)Qexp(—ieG). y cumple las
propiedades @Q(m) = Q1 y Q(72) = Q. Es decir, los operadores nuevos tienen
los mismos valores propios que los antiguos en los puntos 7, y 72 pero, en
general, son distintos en cualquier otro punto. Nétese que el célculo de can-
tidades debe realizarse en la base correcta. Cantidades como (@2, 72|@1m),
no ticnen sentido ya que estd expresada en una base que no cumple las
condiciones a la frontera correctas y debe reemplazarse por el cdlculo de

(Q(TQ) = Q272|Q(T1) = 7).

137



Sobre la superﬁme de constnccxon Ia.s relacxones (5 12): resultan

Q'(Tx) = (Q' —e [Q‘ ])(7—1) —Qll” Q'(Tz)‘ (Q' 46"[Q' Gl)(r.

Como consecuencxa de ]a.s ond:c:ones de tra.nsversalldaA:l',",1 la.s

>d —Q" F“(Q P.,T)

‘ qbter_lemos- )

([ Ga])“(n) (Q“(n) -Q5)
= ([Q%Gy))" Ym) (FA () = Q3) 5
Q% Gs))™'(72) (Q°(m2) — @3) o
(1Q% Go)) ™ (7a) (F*(r2) ~ Q%) . (5.17)

- Es posible construir (@, P,7) tal que satisfaga las condiciones anteriores.
La solucidn mds simple es

&(Q. Prr) = (@6 7) (o) - (@1 -

Este parametro € define la transformacién de norma particular que tiene
 la propiedad deseada. En particular aplicando esta transformacién a las
condiciones de norma (5.16), obtenemos

- (@~ T2 @ - a). (5.19)

131,as condiciones de transversalidad implican que las constricciones pueden resolverse
—en principio— para m de los momentos conjugados a las coordenadas @*, digamos FP,,(a =
1...m). Esto serd posible si

0G,
P
Consecuentemente las transformaciones de norma cambian los puntos extremos del princi-

pio variacional. Este es un requisito indispensable si se quiere obtener nuevas condiciones
de norma que se cumplan idénticamente en los extremos.

Ca ('T;‘):,_

o

e(r) =

- 3). (5.18)_'

es de rango miximoen G, = 0. (56.14)

138




-‘As] hemOS obtemdo unas puevas: condlcmnesvde norma a qu¢ ahora
si- cumplen las. condxc:ones sobre los extrernos pio vari
v.c1onal original... :

LComo se reﬂe_]a.n estas. 1deas a mvel«del

yv1sto que la presencia del término B en la‘accién:( (5 3) tiene el objeto-dé que

: 'correspondxentes sea

“la’variacién’ de la accién original, evaluada. sobre ]as tra.ycctorlas solucxon

65 = dr—(PcSQ ), ) (5.20)
Eo] .
de manera que 65 = 0 debido a 6@'(7y) = 6Q'(r;) = 0. Ahora realizare-
mos una nueva transformacién (que coincide con la transformacidén de norma
particular usada para convertir las condiciones de norma originales (5.16) a
nuevas condiciones de norma (5.19) que se anulen idénticamente en los ex-
tremos) desde las variables @' a las nuevas variables Q' de modo tal que
Q(n) = Q% y Q'(72) = @3 La nueva accién cumplird la condicién

_ d - ..
65:/:drE(P,»6Q‘) (5.21)

Como 6@*(1) = §Q(72) = 0, entonces 8§ = 0. Para construir §, en analogia
a (5.3), colocaremos en la accion original un nuevo término D de tal manera
que cuando realicemos la variacion de esta accion usando la transformacion
de norma infinitesimal (5.8) obtengamos

~ 72 d .
= —_— ., Ty 72
6.5 = / dr—-(P:8Q") - 8DI7. (5.22)
Esto implica que D debe cumplir la relacién
PéQ' = P8Q' + 6.0, (5.23) .. 7
con _ P
By = P, — [P, e*Gl]. : (5.26) -
Resolviendo para D encontramos, a primer orden en €
96°G, " AR
= —|F; 2 _ %G| . ' (5.2
D=~ [p%5e -~ (29)
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E Por ta.nto

i En conclusxon, -hay’ dos tipos'de
el pnmero t:ene la estructura

Sl¢’ (T),p.('r),»\ (

'y sus extremos estin ﬁjos'_eni : a _ S o o G

(@ - [QVeCa)(m) = Q1 (@ - (QV"G)(m) = Q) (5:28)
con.la condicion de norma orlgmal (5 16). E! segundo tiene la forma del
principio variacional original

- T . ~ - _jm l )
Sla.p N = [ i§ — Ho—XeGydr + B (5.29)

1

donde los extremos estdn fijos en
Qin) =0, Q(n)=0Q} (5.30)

y la condicién de norma original se remplaza por (5.19).

Algunos comentarios vienen al caso: a) Las teorias con comstricciones
lineales en los momentos no necesitan de este andlisis ya que el término de
borde es automaticamente cero. En estos casos es siempre posible modificar
las condiciones de norma de tal manera que cumplan con las condiciones
sobre los extremos exijidas por el correspondiente principio variacional, sin
modificarlo. b) Este esquema puede usarse para mostrar que el procedimiento
de reducir y después cuantizar es equivalente al procedimiento de cuantizar
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y después reducir, si no hay obstrucciones topolégicas ni problemas de orde-
namiento de factores. c) Toda teoria con invariancia ante reparametrizaciones
puede tratarse como una teoria de norma usual. En las teorfas invariantes
ante reparametrizaciones el hamiltoniano es una combinacién lineal de las
constricciones. Por otra parte, en las teorias tipo Yang-Mills el hamiltonianc
es distinto de cero y coincide con la energfa total. Sin embargo, esta difer-
encia “cuelga de un hilo muy delgado”, como ha sido sefialado en [59]. Una
transformacidn candnica dependiente del tiempo puede converlir una teoria
cuyo hamiltoniano es cero en otira cuyo hamiltoniano es distinto de cero. Del
mismo modo, una teorfa invariante ante reparametrizaciones, al imponer una
condicién de norma, se convierte en una teoria cuyo hamiltoniano es distinto
de cero. Asl, las teorias invariantes ante reparametrizaciones pueden tratarse
como teorias de Yang-Mills [89],[24]. d) La cuantizacién en el formalismo de
operadores muestra que hay complicaciones adicionales. Si existe alguna ob-
struccidn cudntica a este procedimiento, una condicién de norma acsesible
cldsicamente puede no ser acsesible cudniicamente. En general, aparecerdn
problemas de ordenamiento que deben ser analizados caso por caso. e) El
formalismo BRST-BFV puede implementarse ayudando a resolver los prob-
lemas de ordenamiento con la ventaja adicional de tener la capacidad para
trabajar con dlgebras abiertas (“mds alld” de Faddev-Popov). 1) Para los
sistemas que presentan covariancia general, el método de reduccién de F-J
(ver Cap. 2) es incompleto. En el proceso de reduccién se pierde informacion
dindmica por no considerar, como punto de partida, €} principio variacional
correcto {con los términos de frontera implementados). De esta manera los
procedimientos de cuantizar-reducir y reducir-cuantizar no conmutan, adin
en casos simples como mostraremos en la siguiente seccién. g) El caso de
la gravedad en 2+1 dimensiones ha sido analizado en [25] usando la integral
funcional. Seria de mucho interés proponer condiciones de norma alternati-
vas para mostrar en este caso el funcionamiento de los términos de borde.
h) La dificultad principal para tratar el caso fermiénico en este esquema es
que €l espacio fase es generalmente de dimensidn impar. Solamente con la
introduccién del concepto de simbolo de un operador es posible dar sentido
a condiciones a la frontera donde ahora sélo se fija una combinacion de vari-
ables fermidnicas(23], [58]. Otro problema, en el caso fermiénico, es que el
término de borde D es generalmente cero debido a que las constricciones son
lineales en los momentos.

Por 1ltimo consideraremos un ejemplo simple para exponer cémo funcio-
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. En general, esta condlcum no’'se: cumple e "
St T(Tg) En est.e caso € esta defit I

donde a.hora t(n) = t‘,t('rg) =ty

T(Tg) = E(Tl ),

y &('r) podna escnbxrse como,

e(r) = T(r) - (t,

‘en las nuevas coordenadas la condicién de norma es ahora
T 7T—T7
RIS P
X 1 T — 1’1( 1 2) ),

'y el principio variacional es

Sla(r), p(r)y (), N = [ (pd + pd ~ NGar

"%U(Tz) - ]P (Tz) [t(r) t ] (T’)
cuyos extremos fijos son
S - P e isae)
(‘I - mt + mh) (n) =1, (q—- mt + mtg) (r2) =gz, . (5,39)
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S = .ﬁ( QQ_P_Z)’ (5.42)

df 2m

. "aonde los. puntos fijos en los extremos son ahora Q(m) = 1, Q(R) =g ¥y

T—-"7
P (tg — tl) + t. (5.43)

T=

La accién resultante es la correspondiente a la particula libre. Nétese que
un sistema que inicialmente tenja hamiltoniano cero se ha convertido en una
teorfa con hamiltoniano distinto de cero. Las dos teorfas son equivalentes y
describen la particula libre para la clase de trayectorias que comienzan en ¢
a 7'y terminan en g a T.

Alternativamente puede considerarse el principio variacional

Sla(r),p(m) tr), N = [ (pi+pd = NGar (5.44)

cuyos extremos son
‘ a(n) =a, qr2) =g (5.45)
(hemos quitado las barras encima de las variables) y donde la condicién de
norma es (5.19).

En ambos casos los principios variacionales permiten calcular el propa-
-gador correcto ya sea usando la integral de trayectoria o el principio de accién
de Schwinger.
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5. 2 FADDE ,JACKIW PARA: SISTEMAS INVARIANTES ANTE: '
" REPARAMETRIZACIONES

. El caso de los sistemas invariantes ante reparametrizaciones requiere atencién

especial puesto que los términos de frontera que aprecen en el principio varia-
cional son distintos de cero. El procedimiento de reduccién de Faddev-Jackiw,
revisado por nosotros en el Capitulo 2, aunque clisicamente correcto, con-
duce a una accién que no puede usarse como punto de partida en la integral
funcional o en el principio de accién de Schwinger. Esto se debe a que comun-
mente no se considera la informacién de las variables fiJas en los extremos
como informacion dindmica relevante en el principio variacional que se usa
como punto de partida para efectuar la reduccién. Como hemos sefialado,
esta informacidn es muy importante en la construccidn de la correspondiente
teoria cuantica. Tomando en cuenta esta informacidn, es posible reconstruir
la accién en el espacio reducido, de tal manera que no se pierda informacién
dindmica. Con el objeto de ilustrar estas ideas consideremos el ¢jemplo sim-
ple de la seccién anterior

2 .
S= / dr(gp + ipe — Mpe + Hy)) (5.46)
T!

donde Hy = 'Epz. Sin considerar la informacién sobre las variables que estdn
fijas en los extremos aplicaremos directamente el método de Faddev-Jackiw.
Resolviendo para p; y sustituyendo en la accién

. 6, d
SRz/T:)dT(q'pw-t]{n)zj; de(5p - Ho). (5.47)

En la segunda igualdad hemos usado explicitamente ¢(71) = 2,,%(r;) =

Supongamos ahora que estamos interesados en fijar una condicién de norma
tal que t =0 con i{(7;) = 0,¢(72) = 0. En tal caso el cambio de variable que
permite escribir la segunda igualdad en (5.47) no puede realizarse. Ademds st
se sustituye la condicién de norma en la accidn (5.47) se obtiene un resultado

tncorrecto e
Sp= / dr(gp). (5.48)
Tl

La informacién dindmica en el espacio reducido a desaparecido! La solucién
a este problema consiste en considerar el principio variacional correcto desde
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el comienzo, i.e. partir de (5.38). En tal caso el proceso de reduccién se sigue
automaticamente en las lineas de lo expuesto en la seccién anterior.
Alternativamente, es posible considerar la transformacién que permite
una “representacién candnica de la superficie de constriccién™ (ver Cap. 2).
En las variables definidas por tal transformacidn, las constricciones son lin-
eales en los momentos y por tanto, no hay necesidad de realizar el anélisis ex-
puesto en la seccidn anterior. Nuevamente esta transformacién debe definirse
de tal manera que respete las condiciones sobre las variables que se fijan sobre
los extremos. En nuestro ejemplo esto conduce precisamente a la transfor-
macidn definida por (5.41). Resultados similares pueden encontrarse en {35].

5.3 TERMINOS DE PUNTA Y PRINCIPIO DE ACCION DE SCH-
WINGER

Aunque no resulta indispensable usar el formalismo BRST-BFV cuando se
usan normas candnicas (espacio fase reducido), puede resultar de gran ayuda
para controlar algunos problemas de ordenamiento que surgen al transcribir
los resuitados anteriores a la mecédnica cudntica. Nuestro punto de partida
es la accidn (4.20), que aqui reescribiremos por completez, afiadiendo un
término de frontera cuyo origen debe ser obtenido usando el formalismo de
operadores

SprsT = /7,1" (<< &ifii — X, +éu75“ + é“'f’u >> —fians:r) dr
—{IBI) + (D). (5.49)
donde el término D es tal que
(P:6Q") = (R6Q" +6D)) (5.50)

y la notacién {{)) se usa para simetrizar los productos de operadores, tal como
fue propuesta €n el capitulo anterior. Los vectores base del espacio de Hilbert
al tiempo inicial 7, |Q¥ = Q%,8" = 0,C., = 0, «, = 0), estin etiquetados por
sus correspondientes valores propios, que satisfacen

&'108,¢ = 0,0, =0, = 0) = Qi|Q8,C" =0, = 0,7, =0) (5.51)
o|Q3, C,Cr, ml) = Cal @3, €%, €Ly ml) = 7|Q1,C°,Cl,ml) =0, (5.52)
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. coni’ expresmnes analogas para e] resto “de: Ias varlables, oride_ elbp@ra.dor
‘ f hermxteano F esta definido por ) - :

Fopebatl o (550)

" Con esta definicién el operador F es hermitiano si {t y & lo son. El efecto
de esta operacidn es reemplazar C* ~» €° en la expresién de la carga BRST.
_El operador F define el término de borde correcto cuyo iimite cldsico es
precisamente el obtenido en la seccion previa (5.25). Esto se debe a que C
y C estdn fijos a cero en los extremos de mode que la tnica contribucidn

- de la transformacién (5.53) en los puntos extremos es €*G,, recuperando
la expresién generada por la transformacién canénica de norma (5.8). La
siguiente observacién es que la transformacién (5.53) produce un cambio en
fa funcién Hggrsr que puede absorverse redefiniendo el fermidn de norma.
Aplicando (5.53) a la accién BRST se obtiene, para el término cinético

6(11a54) = - (Lub2% — F) + 2, (5.55)

donde Z4 = (¢, 7,,C%,C.) y Iy = (pi, A%, P, P.). El efecto de esta trans-
formacién en ¢l hamiltoniano efectivo es

68,y = [H.yp F) = 0, [Hprsr + {,9), ieP)]. (5.56)

El resultado de la variacion es, por tanto, un término BRST exacto, mds un
término de frontera. Redefiniendo el fermidn de norma de tal manera que el

término BRST exacto se cancele (esto es siempre posible porque el resultado

es independiente del fermién de norma), obtenemos

ﬁ, L (5.5T)

1

6SpRst = (ﬁ/ﬁZAA —-ﬁ)
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‘ dohde_, el fermidn _dé‘noi‘ma"és'ixﬁeréi‘;mv‘U ' : o
| L e,
K= "‘[HERST + [\II,Q],IE“.'P‘,] — o PO

'-'y'hemds usado que [Hppst, ()] = 0 ademss de suponer que @ no depende
explicitamente del tiempo. Asi, la variacién de la accién es un término de

punta que coincide con D ya que los fantasmas C,C y 7 se anulan en los

extremos. .

Para imponer a nivel cuantico las condiciones de norma x°(§, ) = O en el

formalismo BRST-BFV se procede como sigue [39]: Se escoge como fermién
de norma

o : 7(5‘.5‘8)'

1s

T, = Pie + Gt (5.59)

se realiza el cambio de variable 7, — em,,C, — €C, (cuyo jacobiano es uno)
en la accién (5.49) y se toma el limite ¢ — 0. De esta manera las ecuaciones
de movimiento resultantes contienen como ecuacién de Heisenberg ¥* = 0.
Es importante notar que la propiedad §(AB) = 6 AB+ AéB es vélida si todas
las expresiones anteriores se simetrizan correctamente.

Para reformular estas ideas en términos del principio de accién de Sch-
winger podemos seguir dos caminos equivalentes. El primero consiste en
considerar directamente la accién cudntica (5.49) y reconstruir las correctas
variaciones en los extremos usando para ello la transformacién de norma. En
este caso obtendremos

(Q;y T2linTl) = i(Q;»T2|Pi(Tz)5Q'-(T'1) ht ]_)i(Tl)6QI.(Tl)
—Hpast(12)6m2 + Hppsr(1)611|Q, 1), (5.60)

donde hemos descartado las contribuciones de los fantasmas y del sector de
los multiplicadores de Lagrange ya que usando la prescripcién (5.59) y las
‘condiciones BRST-invariantes no contribuyen a la dindmica en el espacio
fase reducido.

De manera equivalente podemos partir de la accidn {5.49) sin considerar
los términos de frontera y usar la condicién de norma transformada ¥ que
ahora se satisface idénticamente en los extremos. Nétese que por el primer
camino puede resultar imposible construir las variaciones correctas en los
extremos debido a problemas de ordenamiento de factores. Esto no implica
que el problema cuintico no pueda resolverse en una condicién de norma.
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(cudntica) que se satisfaga idénticamente en los extremos. Lo que esto quiere
decir es que dos condiciones de norma relacionadas por una transformacién de
norma en la teoria cldsica pueden no estar relacionadas por la correspondiente
transformacién de norma cuintica. Es, por tanto, siempre posible resolver el
problema cuédntico partiendo del principio variacional (5.49) sin considerar los
términos de punta en una condicién de norma que se satisface idénticamente
en los extremos,

5.4 MODELO DE BANKS-O’LOUGHLIN

El objetivo de esta seccidn es ilustrar las ideas previas por medio de un ejem-
plo. Para ello proponemos usar el modelo de Banks-O'Loughlin de gravedad
en 1-+1 dimensiones en el espacio de Minkowski[9]. Este modelo es mucho més
cercano a las ideas de la Relatividad General que los ejemnplos previos consid-
erados en [59], donde sélo se presentan ejemplos sin interaccidén. El cdlculo
del propagador para este sistema, usando la integral funcional, puede verse
en [74]. Aquf utilizaremos el principio de accién de Schwinger obteniendo un
resultado que coincide con el correspondiente resultado usando integral fun-
cional y discutiremos brevemente el producto interno en el espacio reducido.
Nuestros resultados son una consecuencia directa del analisis presentado en
[60] para la particula libre relativista. La diferencia es que en nuestrc caso
el hamiltoniano reducido es explicitamente dependiente del tiempo. Aunque
los modelos de gravedad en 141 dimensiones son una simplificacién dréstica
de la garvedad en 3+1 dimensiones, existen algunos problemas que no son
sengibles a la reduccién dimensional, como por ejemplo, el problema de la
definicidn del tiempo, que aparece en cuanquier teoria invariante ante difeo-
morfismos. En el modelo de Banks-O’Loughiln los problemas para obtener el
propagador covariante son enormes debido a problemas de ordenamiento de
factores. Sin embargo, el propagador en el espacio fase reducido es calculable
y no presenta problemas de ordenamiente de factores, en contraposicién a
los resultados obtenidos originalmente en (9)].

El punto de partida para construir el modelo de Banks-O’Loughlin es el
lagrangiano

£= 75 (56700006 — V(§) + DR}, (5.61)

construido de tal manera que sea invariante ante difeomorfismos. Aqui ¢ es
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un carmpo escalar, g°?, &, B = 1,2 es la métrica cuyo determmante denotamos
por gy R denota el escalar de Rxca El estudio de éstos’ modelos ha. lNevado
a la conclusidn de que para espacios tiempos con la topologm del c1lmdro el -
‘espacio fase corresponde a configuraciones espaclalmente:hom géheas que se
propagan en el tiempo. El elemento de ]mea puede eécr :rée en la forma

ds* = g’(t)dt’—e(»_:)ﬁdq;_, -(5:62)
) (a:"—:si)ylaacciénes o . o
S:]dt-(m-}-i‘ﬁ—egV). (5.63)

‘ La teona. es invariante ante reparametrizaciones si g transforma. como
multlphca.dor de Lagrange. En forma hamiltoniana esta accién es

d
S= / dr ('—'”é + = d g’H) ' . (5.64)
donde 2 o
SN S Y2 Y ‘ -
. H= 57 + o +e* V0. » (5.65) _

es la constriccidn de Wheeler-DeWitt y o = Ine.
- Por simplicidad seleccionaremos las funciones D y V' de tal manera que el
lagrangiano sea invariante ante translaciones en ¢ U{¢)} = Qd y V(¢) =k
“con k y @ constantes.
Cuantizaremos el sistema en la norma

x=0—f(r,m), (5.66)
donde f(r,74) es arbitraria. Para ello partimos de la accion BRST
. m . = . - "
8= ["dr{(¢rs+omy = Xi +CP 4+ CP — Hopp)) + (dma) + D] , (567)
kaY o
donde el término D resulta

Mo

= (e(- @+Q—ww. - (568)

149




La accién (5 67)
' extremos son .

7r("'2)

v : 0. Para constrmr el
o ‘ha.mlltoma.no efectlvo usa.mos el fermlon de norma.

U= —x P, A (5'.'707)*1_

- :Vdon'de X estd dada por (5.66). La carga BRST es

Q= —iPr+CH, H=n2+A(my, o), + B(my,0), 671)

“donde A = —2Qps y B = —2Q% exp(20). Usando las relaciones de con-
mutacién

lom) =i, [dymg)=1i, [A\a]l=i, {E,P}=—i, {P,C}=—i, (5:72)

puede mostrarse que la carga BRST es hermitiana y nilpotente. El hamilto-
niano efectivo es

Heyp = éxw - éélx, HIC — iPP — AN, (5.73)

donde
[X:H] = (27, + A)' (5.74)

En nuestro caso F coincide con {{¢H)} y las transformaciones de norma son

fo=0~a=e(2m, +A), br, =—-4Q%ee’, ¢ =-—2Qem,, (5.75)
bmy =0, 6A=¢, ér=0 6P=6C=6P=6C=0.

En este caso £ satisface

E(Tl) = (2”0 + A)_l(f("'rﬂvT) - ‘71)(7-1 )1 ' (5'76)
e(r) = (2m, + AY ' (f(mg, 7) ~ &1 )(72). (5.77)
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o 4'Para. esta norma la correspondlente accién BRST es

5= /dT¢’7r¢+mr.,+CP xr - (5 = 22y

‘obtemda de la accién original haciendo la transformacwn C = eC T e1r y R

tomando el limite ¢ — 0. Las ecuaciones de mov1mlento son

. . CC A
Ty =0, ¢—6+—5g=0,
. 7 CC  Am, Amy
_'rraji-Qk/\ez"—';r=0, @_ o e =2,

_'p+(.@—_—)c—0 C—ip=0,

(—~——)c_0 P =0,

H=0, x =0.

-~ Como. consecuencia de las ecuaciones de movimiento los fantasmas desapare.

cen de la dindmica y # = 0 por consistencia del algoritmo de Dirac.

tanto al reducir resulta

= 7027 % g & -1
'\(T) - :FT2_T1 (21!', +A) )

— SR A
#r) = dn)+ g [

™,

+ _ —A:xVAT{1B
o 2 .

Aplicando el principio de accién obtenemos

(Tz,ﬂ'mlﬁy ‘351)

Por

(5.85)

(5.86)

= (7 myy|me(ma)bor — wo(T1)bo1 — $(2)8myy — my(T1)Ed1\m1, H{P.8T)
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~..cuyasolucién es
. ' i . L [T " :
("'217"¢g|"'1, d1)z = exP(”"dazﬁf’l) exp (1L d""’a) . (5.88)

Resultado que coincide con el obtenido usando integral funcional en [74].

Por ultimo analizaremos el producto interno en el espacio fase reducido.
Es conocido [58] que cuando se impone la condicién de norma x = 0 el
producto interno regularizado tiene la estructura

(flg) = / dqf6(x)(x, Glg, {5.89)

donde el factor §(x)[x, G) tiene el doble objetivo de restringir apropiadamente
las variables de integracién y hacer que el integrando sea invariante de norma.
En nuestro caso este factor es 27% + A. Con el objeto de que las funciones
de estado que hemos obtenido

W) —oped)exp (i [armmrt),  (50)

sean ortogonales, es necesario multiplicarlas por el factor (y/2n%+ A)~1,
Este resultado coincide con el correspondiente resultado obtenido en [60]
para la particula libre relativista.
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Hemos descrito algunos aspectos generales de los sistemas con constricciones
en el contexto del formalismo hamiltoniano. Mostramos la equivalencia del
procedimiento de Faddeev-Jackiw con el método de Dirac. Exiendimos el
andlisis BRST-BFV y el método de Batlin-Tyutin al caso de sistemas no esta-
cionarios. Construimos una versién del método BRST-BFV de operadores en
el contexto del principio de accién de Schwinger. Analizamos los problemas
que las condiciones de norma no acsesibles producen a nivel de la formulacién
del principio variacional original en el formalismo de operadores.

La comparacién de los métodos de Faddeev-Jackiw y Dirac es til para
establecer los resultados que se obtienen con el método de reduccién FJ en
una base firme. En particular arroja luz sobre la versidn geométrica del
método de Dirac mostrando la interelacién entre las variables de norma y
los multiplicadores de Lagrange. La demostracién formal de que nuestro
resultado es independiente de la condicién de norma puede realizase siguiendo
las técnicas desarrolladas en la referencia {47].

En el capitulo 3 mostramos que el método BRST-BFV puede aplicarse a
una teoria general incluyendo el caso en donde el hamiltoniano y las cons-
tricciones dependen explicitamente del tiempo. Mostramos que la teoria
puede describirse en términos de la prescripcién estandard BRST-BFYV para
el correspondiente sistema invariante ante reparametrizaciones. Investigamos
también la aplicabilidad del teorema de Fradkin-Vilkovisky para estos sis-
ternas. Encontramos que al menos para el caso en el que se elije una condicion
de norma lineal que se satisface idénticamente en los extremos, la integral
de trayectoria y el formalismo de operadores conducen al mismo resultado:
la equivalencia dindmica entre el modelo original explicitamente dependiente
del tiempo y el correspondiente modelo reparametrizado.  Este resultado
puede generalizarse a normas arbitrarias usando las técnicas del capitulo 5.

En el capitulo 4 mostramos que es posible partir de la accidn efectiva
cldsica, invariante ante la transformacién de BRST para construir la corres-
pondiente accién efectiva cudntica en el caso de teorias que no presentan
anomalias. El principio de accion de Schwinger se usé para construir una
versién del formalismo de operadores del método BRST-BFV. Las princi-
pales ventajas de tal formulacién son: a) control directo en los problemas de
ordenamiento de factores. b) Manipulacién transparente a los términos de
frontera en el caso de sistemas con grados de libertad fermidnicos. c¢) Qb-
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" tencidn de las reglas de conmutacién y/o anticonmuatcién correctas para
_sxstema.s con constricciones. Presentamos los ejemplos de las particulas,
parametrizada, relativista y con espin. Nuestros resultados coinciden con
los propagadores conocidos calculados usando el método BRST-BFYV en el
marco de la integral funcional. En el camino encontramos interesantes ana-
logias entre el método de operadores y la integral funcional sobre todo en lo
que respecta al sector de los fantasmas. .

Por dltimo en el capitulo 5 mostramos que el principio de accién de
Schwinger es también iitil para tratar problernas con constricciones en los que
se fijan condiciones de norma no acsesibles. Este andlisis puede considerarse
como una extensién al formalismo de operadores de las ideas presentadas en
(59] en el contexto de la integral funcional y muestra que los procedimientos
de reducir y cuantizar o cuantizar y reducir conmutan en el caso en que no
se presenten obstrucciones topoldgicas ni problemas de ordenamiento. Pre-
sentamos como ejemplo el modelo de Banks—-O’Loughlin de gravedad en 1+1
dlmenslones en normas canomca.s

Algunas de las tareas que quedan por hacer en este campo son: a) Estu-
diar la cohomologia BRST para teorias andmalas en el contexto del complejo
bivariacional [3], [12] b) Analizar los problemas que surgen de tratar cons-
tricciones complejas en el formalsimo BRST-BFV. ¢} Estudiar la formulacién
lagrangiana BV. f) Andlisis de problemas de ordenamiento para teorfas con
constricciones cuadriticas en los momentos usando BRST-BFV.
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. APENDICE .

GRASSMANOLOGIA-

El objetivo de este apéndice es mostrar la notacién y las convenciones
utilizadas en el trabajo de tesis, en particular en lo que respecta a las vari-
ables de Grassmann. Analizaremos la estructura del espacio fase cuando se
presentan grados de libertad fermidnicos considerando los factores de signo
apropiados para el caso de sistemas con constricciones fermiénicas. Para
detalles referimos al lector a [58] y [23].

A.1 VARIABLES FERMIONICAS

Un algebra de Grassmann G, con n generadores se define como un espacio
vectorial sobre los nimeros complejos con las siguietes caracteristicas: a) Un
producto asociativo y bilineal con respecto a la adicién y multiplicacién por
escalares. b) Contiene el elemento unidad respecto a este producto, c) G, es
generada por n elementos £4, A = 1...n que obedencen la relacién

£468 4+ £8¢A =0, (e*y =0 (A1)

Por tanto, una base de G, es {1,£4,£4¢5(A < B),...}. La dimensién de este
espacio es 2", Un elemento genérico tienen la forma

9 =go+gal* + gan P + ..+ ga,. 46" A (A2)

donde los coeficientes gap pueden suponerse totalmente antisimétricos. Los
nimeros {4 pueden representarse por matrices de dimensién 2* x 2, En
lo que sigue distinguiremos dos tipos de variables dindmicas como wvari-
ables pares (conmutan) o variables impares (anticonmutan). Las siguentes
propiedades se cumplen :

0°6° + 6°¢° =0, 6%impar (A3)
8°¢' — ¢'0* =0,0° impar, ¢'par (A4)
99— ¢¢ =0, gpar (A.5)
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1mpar,,o fermlomca. y.par o bosomco Podemos
mam]cas en términos de los generadores A como .

() = ght) + dhpbBEA + C(AB)
. 0"(t)- 05 ()€ + 0550676564 + (A7)

: donde los coeﬁmentes son nimeros complejos. Es posible construir el dlgebra
’de Grassmann para infinitos generadores En tal caso la serie (A.7) es infinita.
oo Los ‘generadores £4 no juegan ningin papel relevante en lo que sigue. Los
. ‘ob'jvétos que’intervienen en la descripcion fisica de los sistemas con grados de
" libertad de Grassmann son las llamadas superfunciones (objetos que viven
“en el superespacio) cuya forma es

£(2,0) = fo(q) + fa(a)0° + fap(@)0°0 + ... (A-8)

donde los coeficientes dependen de las variables ¢ que conmutan y son total-
mente antisimétricos en sus indices.
Las reglas bésicas para derivar son las siguientes:

a .a e _ af Bf o
bof = 50° 80 = 50— 590 = " B6e —=50°. (A.9)
* Por ejemplo, si f = §'§?
5f = 60'6° + 0'66% = —6%60" + 0'60° (A:10):
de donde se deduce ' ‘
I g g T __p B p (A11)
.86? T o VT h
- En general, toda superfuncién puede dividirse en una parte par'y otra impar
f(Qy 0) = fpnr(qy 0) + fu'mpur (q: B)’ (Al?)
donde
fpnr(q’ 0) = fo+ faﬂgﬂaﬁ +.. . (A.13)
fimpnr(‘la 0) = fngu + fumoaoam + e (A.14)
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Es conveniente introducir la paridad de Gra.ssma.n como un numero que puede :
tomar los valores 1 o 0 de acuerdo a si la funcién es 1mpa.r o par, respectiva-
mente. Este nimero tiene las propiedades ‘

fo=(yigs, dfp=dn+dey (AL

¥ se suma y multiplica modulo 2. La regla de Leibnitz es en este caso ..‘ .
8 0A 9A 80 . oy
2= - 9% taet 0 (A8

y las derivadas derecha — e izquierda « estédn relacionadas por’

Bf_ g0

o =~ g
donde A es un superfuncién arbitraria y O es una superfuncién impar. Las
propieades de conjugacién de los niimeros de Grassmann son, a) (AB)" =
B*A®, b) (A")" = A, ¢) (eaA)" = a"A", donde @ es un niimero complejo
arbitrario. Se dice que A es real si A* = A y es A es imaginario si A* = —A.
Nétese que 0207 ¢s imaginario si 0 es real.

La integral sobre variables fermidnicas o integral de Berezin estd definida

port

(A.17)

/ 0de = 1, j do = 0. (A.20)

Su generalizacién es inmediata para cualquier nimero de variables de Grass-
mann.

44Esta definicién de la integral para variables de Grassmann puede justificarse como
sigue: consideremos la identidad

in fty infty
/ $(z)dz = /: #z + )=, (A.18)

—o0o

donde ¢ es una constante arbitraria. Para el caso de una variable de Grassmann impar
“esta identidad es

/ $(0)do = / dd(a +b6) = alo + by = (a-+ bc)lo + bI1, (A.19)

donde Ip = fdf y I = [ d86. Para mantener la identidad bésica (A.18), se obtiene Jo = 0
y I arbitraria. I se escoge convenientemente como 1.
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v : 0,:‘6(0":) = g(am)

R cér.nbiia"qle Vyi;ié,b.]e 'eslin\yr»ért.ible si J es invertible

‘Dads el cambio-de variable ¢*(¢/,6%), 0°°(¢},0) donde €(¢)) = e(¢") =
efinimos el superjacobiano por la’ matriz

J = T 88e
= 1 08 agP |

aqs 8ga

-
o B 0)
a(q?,6%)
En géneral cualquier matriz de la forma
! A B . . - - K
we(25). -

- se llama una supermatriz, si A y D son pares y B y C imapres. .En p.a.r-

ticular My M, es una supermatriz si My y M, lo son. La supertraza de una’
supermatriz es , ’ -
stt M = trd — trD, (A.24)

y cumple con la propiedad str(M;Ms) = str (MaMy) y str(My + M) =
str M; + str M,. El superdeterminante se define por .

§lnsdet M = str (M~16M) (A.25)
y cumple la propiedad sdet (M Mz) = sdet (M;)sdet (M,).

A.2 MECANICA CLASICA CON VARIABLES DE (GRASSMANN

Si ademads de los grados de libertad bosénicos se introducen grados de liber-
dad fermidnicos, la accién de un sistema arbitrario tendra la forma

12 P .
5= /: dL(d ¢, 07, 6°). (A.26)

El correspondiente hamiltoniano puede calcularse de la manera usual con la
convencién -

oL 9L

P T e 20
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e S H=§p+b°m, — L. ' " (A28)
s "_La_:,: écuaciones de movimiento pueden calcularese usando-el corchete de Pois-
son L : :
Yo (9F8G  OF 3G . [OF 8G . OF 3G
: ‘ [(#,G] = (aq,' ap:  Op; 6q‘) +‘("—) (30" . + 3‘71', aﬁ") . (A.29)

quie cumple las propiedades

RG] = ()G, F] ‘ (A.30)
[F,G\Gy] = [F,Gi]Ga + (=) F9G:[F,Gy) ' (A.31)
LR, F), ) + (=)nCnteanl)[Fy, B, A] + (—)mslntnl{(Fy, R, BASY
[FG)) = er+eq. (A.33)

A.2.1 AcCCION EXTENDIDA: INCORPORACION DE LA SIGNOS APROPIA- ‘
DOS

Denotaremos las variables del espacio fase, entre las cuales puede haber al-
gunas que pertenezcan 2 un dlgebra de Grassmann, por z4,A = 1...,n. Las
constricciones de primera clase 1,(z%),a = l...m y sus multiplicadores de
Lagrange asociados por A*. Asumiremos que las constricciones son reales.
Pueden ser pares o impares. En el segundo case A% es imaginario e impar,
de tal manera que el término A°~y, sea real y par.

La accion extendida tiene la forma

Se(z(s), (), po(r) = f {aaz* — H{z) — Noy.)dr (A.34)

donde H(z) es ¢! hamiltoniano candnico, El dlgebra de constricciones es
Fay 1l = Ca e ‘ (A.35).
(%] = Vo (A.36)

con las constricciones a la derecha de las funciones de estructura. Las fun-
ciones de estructura tienen la siguiente propiedad

Sy = ~(=) "2 (A.37)
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‘La pi.irr‘idﬁtil;dé_-.lé‘sr"fu;nqxonesf, !
- w-la: paridad de:los indices respe
W)=

dCo) = ectat ey

(¢4_+rl\)‘('eﬁ+1)2’ff£-,_ -
G, By =gt ’ ' (A39)
ORF ,p8°G T
[FG) = 92A° 5B (A40)
‘ c?Pope = 64, oap = (=)eatleatllyy (A.41)
"y las transformaciones de norma estin dadas por
: 8F = [F,e%y,] & (=) 7| F, 7). | (A42)

La paridad de las constricciones de primera clase, los multiplicadores de
Lagrange y el parimetro de norma las denotaremos por €, €(A%) y e(e?),
respectivamente. Sus propiedades son las siguientes

6(70) =€ V=" (A43)
e(A) =¢(e®) =€, (A*)" =(—)"A% (e°)" = (—)*“varepsilon® (A.44)
y estdn determinadas por el hecho de que A®y, y £°y, sean reales y pares.
La accidn (A.34) es invariante ante las transformaciones del norma
de®
624 = {24, &%), A= 5+ {e®, Ho + Aby) + A%e®C2 = P12 (A.45)
6.8 = (|7, e"yalaq — e*7a)I7. (A.46)
Aqui, los parémetros de norma £°{z%, 7} son funciones arbitrarias del espacio
fase, :

Un punto importante acerca de la accidn (A.34) es que no podemos fijar en
los extremos todas las variables z4 ya que esto sobredetermina las condiciones
iniciales de las ecuaciones de movimiento. Podemos escoger la mitad de ellas
con la propiedad o

[z*,27) =10 {A.47)
(conjunto completo). Por ejemplo, en coordenadas candnicas donde z4 =
(¢, p:)yi = l.n y aq = (p;,0) podemos poner g(n) = g1,9(m2) = gz 0 los
momentos p(ti) = p1,p(ra) = p; o alguna combinacién de coordendas y
momentos con la propiedad (A.47).
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A, 2 2 Témwmos DE FRONTERA,

' donde .i,j ;'1,2,3. Este sistérﬁé‘tiéhé"laé 5igﬁieﬁt§s'<’:o;"1 ricc
Xi=pi+ %5@'0",»
‘:yybsi.l }i'aihi}foﬁiano asociado es cero. Eétas const;iéci'or‘les‘sc")rjn‘ desegu
e ‘ [xiy xx) = —ibi,
: :‘__'t‘ia’hdc; origen al paréntesis de Dirac v ‘ .
" (0, 09])" = —ifi;. S sy
’ Abl cuantizar este sistema obtenemos el anticonmutador
i3 4 070° = 679, ’ (A:52)

Las ecuaciones de movimiento asociadas a la accién (A.48) son de primer
orden y por tanto, no es posible fijar la variable dindmica §* en los extremos.
La manera de resolver este problema es considerar el principio variacional

5= —0'015 Sdt — %0*’(t1)0f(:2)6,~,- (A.53)
que fija la combinacién 8(t,) + 8(¢2) = 2¢. Este resultado se sigue directa-
mente de exigir que el principio variacional de las ecuaciones de movimiento
correctas (sin restricciones adicionales) y sus condiciones a la frontera de-
terminen la solucién de manera inica. El siguiente ejemplo tiene grados de
libertad fermidnicos y no presenta constricciones, el lagrangiano es cuadratico
en las velocidades. Sin embargo, presenta estados con norma negativa. Con-
sideremos la accién

SIAC,El = /dt(%Az +i00). (A.54)
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Los' momentos asociados son 7.=-A,
resultante es

N ﬁl

H—%w +iPP.

Las propiedades de los pares conJugados €, P (€, 'P) son: C'2 2
0,P?2=0,P?=0yC =CC =CP = —’PP‘——’PJuntoconlas_f.‘
relaciones de anticonmutacidn ‘ I

CP+PC=—i, CP+PC=—i. .  (AS6)

Nétese que la accién es invariante ante la transformacién supersimétrica
5A = Ce,6C = 0,6C = iAe. Con la representacidn de estas relaciones de
conmutacion en términos de 49 = C —iP,vy; =C + P obtenemos

Yon + 17 =0, '73 =1, '712 =1 (A'57)
La norma de v es negativa en el producto escalar que hace de 4p un operador
hermitiano.
A.2.3 INTEGRAL FUNCIONAL SOBRE EL SECTOR DE LOS FANTASMAS

En la base del superespacio generado por los fantasmas {1,C,C,CC} podemos
expresar un elemento génerico en este espacio como ';

f=fo+ AC+ fif + fCC. (A.58)

El producto escalar es (f]g) =i [ f*gdCdC. La matriz correspondinete a este
producto escalar es

0 0 0 2

0 0 7 0

0 — 00 (A.59)
-i 0 00

Es fdcil ver que CC es vector propio de los operadores Cy € con valor propio
cero ya que

éx=cx, &=Cx, Px=ilx, Px-= 2 x. (A.60)
ac ac
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T Westados (A 61) es

A(0,0;0;0) = (1/Jc—d_qul'pc~E_ )
La integral funcional : . v : .
U(Cs, CriCiy Cisty — ;) = / DCDEDPDPexp(iS); - (A65) .
donde § estd dada por
ty . > .
s= / (€P + EP - H)dt, (A66)
ti

con C(t;) = C;,C(t;) = C;,C(4:) = C;,C(¢;) = C; describe el simbolo del oper-
ador evolucién, En particular, el elemento de matriz del operador evolucidén
entre fos estados (A.61) es

(YemcmolU(tr = t)Wcacmo) = [ DEDEDPDP exp(iS), (A.67)

conCr=C=C =Ci =0.
Como ejemplo consideremos la particula libre fermiénica obtenida de
(A.54) con A = 0. El hamiltoniano es H = iPP y las ecuaciones de

movimiento son C = iP, ¢ = —iP, P =0, P =0 La integral de trayec-
toria sobre el sector de los fantasmas es

(eoemol eXpl~iH (t; — £))|hemcmo) = / DCDEDPDPexp(iS). (A.68)
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donde la suma se extiende sobre todas las trayectorias con las condiciones de
frontera Cy = C; = €; = C; = 0. Realizando las integrales funcionales sobre
" los fantasmas se obtienen dos deltas funcionales de las derivadas respecto
al tiempo de los antifantasmas. Esto conduce a una integral comnin del
exponencial de PyPy que puede realizarse facilmente®® La derivacién de este
resultado utilizando operadores es

{ec=o] exp[PP(t; — t)Iemca)
{bewc=ollZ + PPty ~ t))]lthcoco} =ty — ti (A.70)

Por tanto, la integral de trayectoria para particulas libres fermidnicas escala
con (t; — {;) mientras que para el caso bosénico escala con (¢, — £;)~}.
Es 14til tener a mano las integrales gausianas

/exp[%z“MAgze]dz = (2m)V?(sdet M)~V?, (A.71)
con M simétrica y la correspondiente integral para el caso de variables de
Grassmann ) .
: / exp{—0i D;;65]d6,db; = det D, (A.72)

para [ una matriz par arbitraria. La funcidn delta es

-/f(a)a(o-oo)=j(oo), (6 —65) =0-—00=/exp[i(0—00)7r]-d—i7£. (A.73)

45Una férmula basica de la integral funcional es la siguiente

/ DpDgexpli /' * ditpi + Fip; ) + 1G]

[ dmoexplio(on = g2)+ ax j ” aiG)) expli [ aertpo+ j G (); 15.69)

donde la variable g esta fija en los extremos mediante g(f1) == ¢1,9(t2) = g2 ¥ z es cualquler
variable adicional.
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: o,w tra.nsforma, como un tensor de rango 2‘.

pA
3z, C.,D
T 0z FN T

a-A [z ,ZB] a_,AB [ IA IB] _

"o en notacién matricial
= A
: o' =JeoJ y J—-'az—c. v (A-75)
Tomado el superdeterminante de esta expresién obtenemos
—

+
(sdet G'AE)I/Z = sdet, —%zi(sdet atB), (A.76)

Consideremos un sistema con <y, constricciones de primera clase. Deno-
taremos las variables del espacio fase reducido por z°™ que estin definidas de
tal modo que si A es un observable depende solamente de las variables z*,

[A, 7] 20 — A= A(2™). (AT7)

La estructura simpléctica o es cerrada, 0 = da donde a, es el potencial
simpléctico asociado a 0.5. Los potenciales simplécticos aa(z"?) y a4(2B)
(asociado a o4p) inducen la misma dos forma sobre la superficie de con-
striccion de donde resulta

dz""a, = dz%as + dM. (A.78)

La estructura simpléctica reducida o,z inducida en el espacio fase reducido
define los paréntesis de Poisson

a°? = [z, 2*P]. (A.79)

La integral funcional en el espacio reducido serd
Plp= / [Dz*] [[(sdet gup) 2 expliS[="*(t)]]. . (A.80)
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Supongames ahora que introducimos las condiciones’ de norma x; de tal
manera que obtenemos un conjunto de constrlccwnes de segunda clase que

denotaremos por Xp = (Ya)Xa)-
La integral funcional en el espacio fase reducndo puede escnblrse en tér-
minos de las variables orlgmales 24 usando la identidad -

/6(xa)f(zA)(sdet Coo)' /2% = /‘-f(_z'“j(sdg;‘t q;p)l/zdz'a, (A.81)

donde f(2°*) es la funcién original . f(é")l proyécta_da. sobre la superficie de

constriccién y. . .
- Cpa = [X;n Xv]- (A.82)
" Esta identidad proviene de
‘ = (sdet 0p)}/?(sdet C,p ) H2dz"dx, (A.83)

. Notando que el superdeterminante de C,, es (sdet [ya, x3])? obtenemos para
~ laintegral de trayectoria la expresién

P1.= [PV TT6(x0)60) [Tiscet b ) epliSTAW),  (AS4)

donde hemos usado la identidad (A.81) y 8’ difiere de S por un término de
frontera que asegura que
S'l4(t)] = 5[], (A.85)
sobre la superficie de constriccién 4, = 0,x, = 0. Las condiciones a la
frontera del problema reducido estdn relacionadas con las correspondientes
condiciones a la frontera del espacio fase original mediante 2** = 2**(24). En
particular, si las coordenadas z# no son canénicas, la medida de la integral
funcional (A.84) debe cambiarse por [Dz#] [Ty(sdet 0.,45)*/%.
Usando el formalismo BRST podemos rescribir la integral funcional en la
“representacién integral”

Pl = / [Dz"]['Dz\"][DC“][Déa]n5(Xa)CXP[i(S'[2A ®)

/ A yadt — / Cobexadt)], (A.86)

donde 8exs = {Xs,C%7Va]. La integral sobre los multiplicadores de Lagrange
baja §(+y,), mientras que la integral sobre los fantasmas baja sdet [y, xs] re-
cuperando el resultado (A.84). Esta expresién es conocida como la férmula
de Faddeev [32].
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