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·-·:.····: 

Abstra.Ct oftl1e thesis 

· ".Q1¡anti;,nl;io~1 ()f·gmtge syst.ems" 
A 1tlhor.: ·}osé A nlonio n: · Ga1·.cfo Zcnlcno 

Thc invcst.igat.ion ar.' alt.cnint.ivc mct.hods of qttnnl.izat.ion of gn11gc t.hcorics is n 
relevant. arca .of t.h~ c·urrCnt. rcscnfCh in. t.hc~rct.ical nnd tnnt.hemat.ical physics. 
The objeéLive oí Lhese meLhods is Lwofoid: írom one hand Lhe sLudy oí Lhe Lhe­
ories LhaL describe Lhe ímidntnenLal inLerncLions o[ nnLure and for Lhe oLhcr Lhe 
quanLizaLion o[ Lhe general lhcory oí rclaLivily. In aclclilion o[ a general review 
oí Llte BRST-BFV quantiznLion meLhod we prcscnL a proof oí Lhc equivalcnce o[ 
t.hc Fadclcev-.lnckiw appron.ch to gnugc t.hcorics with t.hc standard Dirnc met.hocL 
Next we cxLcnd Lhe BRST-BFV formulat.ion lo t.hc case oí non-sLat.ionary sys­
tcms by rcfornmln.Ling t.hc original problcin as n ncw problctn t.hct. prescnls 
rcparamet.rizat.ion invnrinnc:c nnd show t.hat, wilh nn n.propiat.c norm conc.lit.ion 
wc can rccovcr t.hc original problcm in an sl.rt1ght.foward wny. \Ve show nlso 
thnt. t.hc Fra<lkit1-Vilkovisky thcorem is va1h1 in this case. Thc gcneralization 
of t.he convcrt.ional aproach oí Bat.ilin and 'l'yut.in l.o t.hc non-st.ationary cnsc is 
also achivcd. The nnalysis of lhe BRST-BFV opernt.ional melhod is workcd oul 

·in t.he framework of t.hr. Schwingcr nct.ion principie. 'This formulat.ion allows us 
Lo perform a t.ransp~rent. analysis.of.t.hc l?_onD_~lary Lcrrn~ .t.hat. appc~rs in. yaria­
liOnat ·11riTI.cipleS \Vitl1 fc"rnilonic vari;ihlcS".aS \Vct'I ·¡n Có11~ist.cnt.. formulnt.iOñ~ whcn · 
sorne gauge fixing condit.ions nrc imposccl. \Ve prcscnt. somc cxamplcs of a11 of 
t.hcsc invcst.ignt.ions t.hnt. clnriíy subst.antinly t.hc cxposition. Finnlly by using 
t.hc BRST-Bl'\I fortnulat.ion jusi. ohlaincd we prcsent. a consislcnt analysis o[ 
thc ·baun<lary t.crms in vnriat.ional principks t.hat. describe const.rnincd syst.ems 
wit.h gauge lixed constrainls t.hat. <loes nol íullfill t.hc cnd poinL condit.ions of 
lhe or-iginal act.ion principie. As n finn.I cxatnplc wc work out t.hc Danks moclel 
o[ gravit.y in t.wo climensions. 

····-·-·--·--
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H.cs;1mc11. ele la Tesis ele _Doct.cirad<) 

· "Cuantizad6n._clc sistmúas con'cÓnstriccioncs'1 .... 
Autor: Anlortio Gai·cía ZcntCn_o 

Esta. tc_si.s se ·i~1scrib~ ·cJeut.ro de la i11vcsf.ignció11 de métodos de ~unnl.i?.nción 
.alLcrnéltivO,S.:clc' 'tco"rínS.dc norma. l~stoS métodos cumplen un doble objetivo: 
c~m·1;rcndcr ril~jor los i:nétodos de cunnt.ización de las tciorias que describen las 
iritcracéiories fundamentales ele la.naturaleza, y c11antizar la teoría de la rclativi­
cla_d· ger1Cr~1. Además de presentar una revisión general sobre el estado actual 

·del método de cuantización hrtrniltoniano RRST-DFV,·cn esln tesis sc:coinpara 
, ,, el 111:éto~l~ de Fadcl~~v-.lacldw con c_I m~_Lo.<!o. ele. _Dirac 1 • p~r~t analizar. teorías,_ .. 
·' ·ttc· ndrrhñ., mO~trarldO'-CiuC son cqiiívalc.lilcs.· ·En Ci Capítulo 3, se e~Li"cndc el · 

método DRST-DFV a sistemas 110 estacionarios, mostrando que en e::;te caso es 
también aplicable le9rema de Fradkin-Vilkovisky, sohrc la indcpenclencin de las 
condiciones de norma de In accic>n efectiva. Este teorema se muesl.ra usando 
argumentos conocidos dc1 caso no cslncionnrio, t.nnto en el marco de la integral 
funcional como 11snmlo el fornwlismo de opcrndorcs ORST-BFV. Se prescntn 
tarnhién,.la <!Xtensión al caso 110 Ahclinno y no estacionario del método de con­
versión de Dal.iain-Tyul.in, usado para convertir constriccionC's de segunda clase 
en constricr.ioncs de primera clnsc. Este 111él.oclo es complct.nmcnl.c sistemático y 
·pcrinítc,· en principio, In conversión de c11alq11i.cr teoría con com;t..ricci?nes, en l111ii. 
t.eoría de norma: En c~1 Capítnlo. ;t se nnalizn .. cn dCtallc ~I mét.odo DilST-'rH°i\i. 
en la formulación de opcrndorcs, mm1ulo d principio de acción de Schwingcr. En 
este conl.cxto se presentan los rjcrnplos ele la pnrl.ículn libre, rcparnmcl.ri?.acla, 
rclativistn y con espín, most.rando la i111port.ancia de los t(!rrninos de frontera· 
y de las condiciones DH.ST-DFV invariantes, para la correct.a cuantiznción de 
estos sist.cmns. r;J métoclo llRST-HFV, bnsado en el principo de acción de 
Schwinger, es cornplel.amcnl.c general y se propone como una altcrntitiva a la 
integral funcional, en aq11cllos ca~os donde los problemas ele orclcnamicnl.o de 
fncl.ores, en el paso de In teoría d:\f;ica n la teoría c111í1d.ica 1 j11ega11 1111 pn¡rnl 
crucial. Por 1Hti1110 se analitrnn los pruhlc111n5 que procluc:cn Ja.e¡ co11clicioncs de 

.. nortmi ilO accesibles, a nivel de la teoría cwí111.icn, no pcrmit.icndo mosl.rar la 
eqnivnlcncia. entre el procedimicnt.o ele r.uanti?.ación reducida. y la cunntización 
covariantc. En el marco del íormnlis1no de operadores se muestra que añ<lienrlo 
términos ele frontera apropiados a la ncción efectiva c111'ttica1 es pm;iblc recuperar 
la equivalencia de los proccdimcntos antes mencionados cuando no hay obstruc­
ciones topológicas ni amhigueclacl1~s de or<lcnamicnto. Se presenta el ejemplo del 
modelo de Danks en gravitnción de dimensión l+l, en normas canónicas. 
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INTRODUCCIÓN 

It is a remarkable occurrence 
that the road to progress has invariably 

been toward enlarying the number of 
variables and introducing a more powerfull 

symmetry ruther than converse/y aiming at 
reducing thc number of variables and 

eliminating lhe symmetry [58), 

. En las primeras decadas de este siglo se estableció que la física a escala micro­
scopica está determinada por la mecánica cuántica. Dos observaciones fun­
damentales han decantado en el transcurso del tiempo: a) La naturaleza se 

.comporta de manera diferente a escalas diferentes, b) Las cuatro interacciones 
fundamentales en la física están basadas en la invariancia ante simetrías de 
norma locales. Requerir invariancia ante este tipo de simetrías genera in­
teracciones entre las partículas [87]. Estas interacciones están confirmadas 
experimentalmente por el modelo estandard (SM) para la interacción elec­
trodébil y la cromodinámica cuántica (QCD) para la interacción fuerte, dos 
ejemplos de teorías de campo con simetrías de norma locales. Estas simetrías 
están basasdas en los grupos de Lie SU(2)xU(l) para la interacción elec­
trodébil y SU(3) para la interacción fuerte y son características de las teorías 
de Yang-Mills (teorías con simetrías internas). Este no es el único tipo de 
simetrías locales que aparecen en la física. La gravedad, por ejemplo, que es 
la otra de las interacciones fundamentales, tiene la característica de ser invari­
ante ante reparametrizaciones locales, i.e., el grupo de simetría es el grupo 
de difeomorfismos. En los últimos año~ se han realizado multiples esfuerzos 
para obtener una teoría cuántica de la gravedad. Aunque la teoría general 
de la relatividad no es perturbativamente renormalizable (66], la existencia 
de modelos perturbativamente no renormalizables que pueden resolverse ex­
actamente ha abierto una enorme brecha para el estudio no perturbativo de 
la gravedad[6]. 

Uno de los intentos más relevantes para obtener una teoría cuántica .de 
la gravedad está relacionado con el descubrimiento de la supersimetría, una 
simetría que relaciona los grados de libertad bosónicos y fermiónicos. Du-



rante algún tiempo se pensó que el modelo de la gravitación cuántica basado 
·en· la supersimetría, conocido como supergravedad, sería un buen candidato 
para· cuan tizar la gravedad. Usando este formalismo muchas divergencias en 
1a:s· funciones de correlación desaparecen debido a cancelaciones entre infinitos 
que provienen del sector bosónico y el sector fermiónico de la teoría. Sin em­
bargo, no todas las divergencias se cancelan de este modo y la supergravedad 
resulta también no renormalizable. En la búsqueda de una teoría unificada 
renormalizable que incluya a la gravedad se cree aún que la supersimetría 
podría jugar un papel muy relevante. Auque existen indicios teóricos de que 
la supersimétria podría ser una simetría fundamental de la naturaleza, su 
confirmación experimental no se ha llevado al cabo. 

Otro lugar donde la supersimetría juega un papel importante es en las 
llamadas teorías de cuerdas propuestas para unificar las cuatro interacciones 
fundamentales. Estas teorías son otro ejemplo de teorías de norma. El grupo 
de simetría es aquí el de las transformaciones conformes y es de dimensión 
infinita. Es importante observar que toda teoría de norma es una teoría 
con constricciones -relaciones entre las variables dinámicas que describen al 
sistema- pero no toda teoría con constricciones es una teoría de norma. 

La mecánica cuántica ha tenido un impacto decisivo en el desarrollo de 
la física teórica y aplicada de este siglo. No obstante, es una teoría rela­
tivamente poco entendida en comparación con la descripción clásica de la 
dinámica. Por ello, es usual partir de teorías clásicas bien definidas para 
posteriormente plantear el problema de su cuantización. La relación entre la 
mecánica cuántica y. la mecánica clásica ha sido siempre conflictiva. Proble­
mas tales como si la teoría clásica define de manera única la correspondiente 
teoría cuántica o la cuantización de teorías clásicas con constricciones son 
areas de investigación muy activas en la físi~a teórica. Actualmente existen 
varios métodos para cuantizar teorías con constricciones como el método de 
Dirac (30), la cuatizaci6n de lazos [6] o.la cuantización geométrica [91]. Sin 
embargo, Ja cuantización de la teoría general de la relatividad se ha resistido a 
la aplicación de cualquier método hasta ahora conocido. Parte del problema 
se debe a que en las teorías que presentan invariancia de norma no todos 
los grados de libertad que describen al sistema son físicos. Algunos de ellos 
transforman ante las simetrías de norma. Estos grados de libertad no físicos 
deben elinúnarse sin destruir la covariancia de la teoría. Por ejemplo, para el 
electromagnetismo los grados de libertad físicos son sólo dos. Sin embargo, la 
teoría se formula en términos de cuatro campos de norma A,.. La descripción 
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del fot6n ~n térrrii~~s-:de cuatro campos,. en lugar de solamente dos, se debe a 
la covarianda de.Lorentz.'· Es ·necesario mantener esta covariancia manifiesta 
en la descripció~: t"áuto a nivel clásiéo como cuántico ya que la simétría de 
norma pue.dé usarse para probar la renormalizabilidad y/o la unitariedad de 
la teoría. 

La necesidad de recurrir a métodos de cuantización alternativos proviene 
de varios frentes. Por un lado, comprender a fondo las teorías clásicas con 
constricciones tratando de encontrar sus propiedades intrínsecas independi­
entes del álgebra de constricciones y formular de manera génerica el procedi­
miento para fijar las condiciones de norma. Por otro lado, cuando se calcu­
lan amplitudes de transición, usando la integral funcional, la suma sobre las 
trayectorias diverge debido a que se realiza sobre trayectorias equivalentes, 
relacionadas entre sí por transformaciones de norma. Fue demostrado en los 
sesenta que este problema puede resolverse cuando el álgebra de constriccio­
nes forma un grupo de Lie introduciendo variables que anti-conmutan, los 
fantasmas de Fa.ddcev-Popov [33]. Pero cuando las constantes de estructura 
son funciones de las variables del espacio fase, el método no tiene una base 
firme. Además, conduce a una respuesta incorrecta en el caso de álgebras 
abiertas: la matriz S deja de ser invariante de norma y unitaria. 

Posteriormente, se descubrió que puede usarse una simetría, la supersi­
metría BRST {Becchi, Rouet, Stora y Tyutin) [21] para resolver el problema 
desde una perspectiva general. Las simetrías de norma de la teoría pueden 
replantearse en términos de una supersimetría global cuyo generador es nilpo­
tente y la condición sobre los estados físicos se reduce al estudio de la coho­
mología de <.'Ste operador. 

Un método completamente general fue desarrollado en el marco del for­
malismo hamiltoniano por E. S. Fradkin y colaboradores [39]. Nos referiremos 
a esta propuesta corno el método BFV (Batalin-Fra.dkin- Vilkovisky). Este 
método no es solamente útil en la formulación de la integral de trayectoria 
donde el generador BRST es piedra angular en la construcción de la acción 
efectiva, sino que también es muy poderoso en la formulación de operadores. 
Algunas características relevantes ele este método son: 

l. Es aplicable a álgebras abiertas. 

2. La transformación BRST, base de todo el formalismo, tiene significado 
intrínseco. Aparece como un objeto clásico asociado a la estructura de 
los sistemas Hamiltonianos. 

3 



3. 8a.Sado en el for~alismo Hamiltoniano hace contacto directo con téc­
nicaS de cuantización en el espacio de Hilbert. 

4. _Como resultado de la aplicación de este método se obtiene una ex­
.presión bien definida para la medida en la integral funcional. Además, 
los elementos de matriz entre estados físicos son invariantes ante dis­
tintas elecciones de laS condiciones de norma. 

5. Producto interno en espacio fa.Se extendido. Herramienta de la teoría 
de perturbaciones homológica y cohomología. 

Dentro de este contexto la tesis que presento tiene los siguientes obje­
tivos: a) Introducir al lector en la poderosaS técnicas del método BRST­
BFV (40]. En el capítulo l se presenta una revisión del método de Dirac 
analizando la llamada conjetura de Dirac: en un sistema con constricciones 
todaS laS constricciones de primera da.Se generan simetrÍaS de norma. Esto 
nos conduce a presentar la acción extendida, construida de tal manera que 
sea invariante ante todas las transformaciones de norma generadaS por las 
constricciones de primera da.Se. Se presenta también la equivalencia entre 
este formalismo y la propuesta usual en términos de la acción total (62]. 
Analizamos brevemente el problema de la elección de norma en el ca.So de 
normas canónicas notando que laS condiciones de norma canónicas deben ser 
acsesibles. Posteriormente presentamos el método BRST-BFV como una ex­
tensión del método de Dirac enfatizando la construcción clásica de la carga 
BRST y los observables BRST, como propiedades intrínsecaS de los sistemas 
hamiltonianos con constricciones. Discutimos brevemente la cuantización del 
formalismo BRST-BFV clásico notando que el operador BRST debe ser her­
mitiano y nilpotente. Estas propiedades pueden utilizarse como una guia 
para resolver problemaS de ordenamiento de factores. Notamos también que 
si estas propiedades no se cumplen la teoría podría ser anómala: el álgebra de 
constricciones se rompe a nivel cuántico. Nuetro objetivo no es discutir prob­
lemas de regularización sino características generales del método BRST-BFV. 
Por último se presenta una introducción al principio de acción de Schwinger 
(81] que será utilizado en capítulos posteriores. b) Mostrar la equivalencia 
entre el procedinúento de reducción de Faddeev-Jackiw (F.J) con el de Dirac 
[43]. En el capítulo 2 presentamos el método de Faddeev-Jackiw (34] que 
es un procedinúento de reducción muy eficiente para encontrar las variables 
del espacio fase reducido y que no necesita de la clasificación de Dirac. El 
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método está basado en el análisis de la estructura simpléctica del espacio fase 
y sus transformaciones en el proceso de reducción. Resulta muy ilustrativo, 
analizarlo desde la perspectiva del método de Dirac ya que aclara el origen 
geométrico del paréntesis de Dirac y de la clasificación de las constricciones 
en primera y segunda clase. La prueba de equivalencia no es trivial debido 
a que el proceso de elección de norma y la eliminación de las cantidades que 
no son invariantes de norma no son claros en el método FJ. c) Extender 
el análisis del método BRST-BFV al caso de sistemas no estacionarios [41]. 
En el capítulo 3 se realiza tal extensión. Para ello fue necesario revisar el 
procedimiento de Dirac en el caso de sistemas dependientes del tiempo. La 
dependencia explícita en el tiempo complica la descripción de los sistemas 
con constricciones debido a que la evolución temporal modifica tanto la su­
perficie de constricción como el álgebra de constricciones. Esto conduce a 
que la dinámica en el espacio fase no sea generada por una transformación 
de norma. Este problema no puede atacarse directamente ya que es posible 
mostrar que no existe la correspondiente fonnulación canónica. La manera 
de resolver este problema es convertir el sistema original en un sistema in­
variante ante reparametrizaciones extendiendo el espacio fase al promover 
al tiempo como una variable dinámica adicional. Esto no sólo permite re­
cuperar la descripción canónica sino que simplifica enormemente el anális 
del método BRST-BFV. La construcción de sistemas con constricciones de 
primera clase explícitamente dependientes del tiempo es intrincada. Por 
ello, hemos considerado de interés analizar también el método de Batalin­
Tyutin [16] para convertir sistemáticamente constricciones de segunda clase 
en constricciones de primera clase. Este método tiene muchas semejanzas 
formales con la construcción de la carga BRST y los invariantes BRST. A 
partir de esta observación es posible extenderlo al caso de sistemas no esta­
cionarios. La extensión al caso de siste1nas no abelianos es trivial aunque 
las consecuencias de tal extensión no han sido suficientemente estudiadas. 
e) Formular el método de operadores BRST-BFV en el contexto del princi­
pio de acción de Schwinger [42]. El capítulo 4 está dedicado a formular la 
acción efectiva cuántica a partir de la correspondiente acción clásica, BRST 
invariante. En su definición puede haber problemas de ordenamiento de fac­
tores. Suponiendo que la teoría no es anómala y que la correspondiente teoría 
cuántica puede formularse, usamos esta acción como punto de partida para 
analizar la diámica en la perspectiva del principio de acción de Schwinger, 
introducido en el capítulo 1. Como resultado, obtenemos una formulación del 

5 



. método BRST-BFV de operadores consistente, en la que los términos de fron­
tera en el principio de acción pueden tratarse de mánera transparente. Esta 
formulación tiene la ventaja adiciona\ de tratar con transparencia los prob-

'. \einas de ordenamiento de factores que en la integral funciona\ se asocian a 
distintas maneras de llevar al cabo la discretización inherente a su definición. 
Se presentan los ejemplos de las parículas, reparametrizada, relativista y con 
espín para ilustrar el método. f) Estudiar la equivalencia entre el procedi­
miento de reducción-quantización con el de cuantización-reducción, usando 
el principio de acción de Schwinger, definiendo correctamente el principio de 
acción clásico, usado como punto de partida. En el capítulo 5 revisamos el 
problema de definir correctamente el principio de acción cuando se usan nor­
mas canónicas no acsesibles. Partiendo del análisis realizado en [59} usando 
la integral funcional, se propone una versión de operadores de estas ideas en 
el marco del principio de Schwinger. Se presenta un ejemplo con interacción 
de gravedad en l+l dimensiones en normas canónicas. 

Por último agradezco profundamente a los Doctores .José David Vergara 
y Luis Fernado Urrutia por su colaboración durante el desarrollo de esta 
tesis. Al Instituto de Ciencias Nucleares, departamento de Gravitación y 
Teoría de Campo por las facilidades brindadas. Al Instituto de Física, en 
especial al departamento de Física Teórica. A la Universitat de Barcelona 
Departament d'Estructura i Constituents de la Materia, especialmente a los 
Doctores Joaquim Gomis y Josep Maria Pons. 
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CONCEPTOS ~ÁSICOS 

Muchas teorías de interés para la física, desde el modelo estandard para 
las interacciones fuertes, débiles y electromagnéticas hasta la teoría general 
de la relatividad de Einstein y las teorías que proponen unificar las interac­
ciones fundamentales, como la supergravedad y las teorías de cuerdas, pueden 
entenderse de una manera genérica y unificada como sistemas con constric­
ciones. Todas estas teorías de norma se caracterizan por la existencia de 
relaciones (constricciones) entre las variables originales del espacio fa.se, junto 
con la presencia de funciones arbitrarias en las soluciones de las ecuaciones 
de movimiento. El procedimiento de cuantización de tales sistemas es muy 
distinto de los correspondientes procedimientos de cuantización estandard 
(como el procedimiento de cuantización canónico o la aplicación de la inte­
gral de trayectoria) para los sistemas sin constricciones. La aplicación directa 
de estos métodos al caso de sistemas con constricciones produce resultados 
contradictorios. El primer método sistemático para cuantizar sistemas con 
constricciones fue propuesto por Dirac [30). La extensión de este procedi­
miento al ca.so de álgebras abiertas se conoce como método BRST-BFV[39] 
para el ca.so hamiltoniano y método de Batalin-Vilkovisky[l4) para el ca.so 
lagrangiano, ambos en el contexto de la cuantización via la integral de trayec­
toria y en el formalismo de operadores. Estos métodos han sido aplicados 
con éxito a una gran variedad de problemas tales como la supergravedad[68], 
las teorías de campo topológica.s[90) y las supercuerdas[55], para mencionar 
algunos ca.sos de interés. 

En este capítulo revisaremos algunos conceptos básicos que usaremos a lo 
largo del trabajo de tesis. Una introducción al material que aquí analizare­
mos puede verse en (40]. Otras referencias básicas son [58][61]. Los métodos 
básicos para tratar sistemas con constricciones de una manera sistemática 
han sido muy estudiados. Sin embargo no existen acuerdos generales que per­
mitan elegir, sin discusión, un método entre otros. Este capítulo pretende, no 
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sólo introducir al lector en las enormes posibilidades del método BRST-BFV, 
sino unificar la notación que usaremos y tomar posición frente a las distintas 
interpretaciones y discusiones que alrededor de este método se han desarrol­
lado en los últimos años. Comenzaremos revisando el método de Dirac para 
después realizar una breve introducción al método de cuantización canónica. 
Después analizaremos algunos aspectos relevantes del método BRST-BFV 
clásico para presentar los dos caminos básicos hacia la cuantización: la inte­
gral de trayectoria y la formulación de operadores. Por último introducire­
mos al lector a los conceptos básicos del principio de acción de Schwinger 
que aplicaremos en capítulos posteriores. 

Ll MÉTODO DE DIRAC 

El análisis clásico de sistemas con constricciones, (incluyendo aquéllos in­
variantes ante reparametrizaciones) que pueden deducirse de un principio 
variacional, fue planteado por Dirac [30] y Bergmann [4] a principios de los 
años cincuenta. El principal interés de Dirac era entonces, construir un for­
malismo hamiltoniano para la teoría de la relatividad general con el objetivo 
de realizar su cuantización. Sus esfuerzos desembocaron en el formalismo 
ADM (Arnowitt-Deser-Misner) construido en los años sesenta [5]. La apli­
cación del trabajo de Dirac a teorías de norma, como el electromagnetismo 
o las teorías de Yang-Milis, se realizó posteriormente, en los setenta, donde 
se plantearon por primera vez las relaciones de conmutación básicas para el 
electromagnetismo en la norma de Coulomb, obtenidas anteriormente usando 
métodos heurísticos y ahora entendidas como una consecuencia del paréntesis 
de Dirac [54]. También en los años setenta, se construyó la versión geométrica 
del método de Dirac [49] y en los ochenta se demostró la equivalencia entre 
la teoría de Dirac hamiltoniana no extendida y el análisis lagrangiano [19]. 
La equivalencia entre el formalismo de Dirac extendido y el formalismo la­
grangiano se mostró posteriormente [62]. 

Con respecto a la cuantización, Dirac propuso un programa donde las 
constricciones clásicas se implementan como operadores en el espacio de 
Hilbert, se promueven los paréntesis de Dirac a ih veces el conmutador y 
se exige la invariancia de los estados del espacio de Hilbert ante transfor­
maciones de norma. Este método tiene la ventaja de no requerir ningún 
procedimiento para fijar la norma. La equivalencia de este método con el lla-
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mado método de reducción, ( i. e. cuando se eliminan los grados de libertad 
de norma, antes de cuantizar) es aún un punto de controversia (71]. 

Las características básicas del método de Dirac, en la formulación la­
grangiana o hamiltoniana son: a) tratar con todas las variables del espacio 
fase, respetando así las simetrías originales de la teoría, b) la construcción de 
un algoritmo para determinar, con un procedimiento definido, la superficie 
de constricción, donde el movimiento se lleva al cabo, c) separar los grados de 
libertad no-físicos de aquellos que son relevantes para la descripción dinámica 
de la teoría. 

El objeto de esta sección es revisar los conceptos básicos del método de 
Dirac ya que el método BRST-BFV es una extensión de éste. 

Comenzaremos planteando el principio de acción 

S1, = j 12 
L(l,<i',t)dt 

•• 
i = l. .. N, (1.1) 

donde el lagrangiano es singular, i. e. 

( 
a2L ) 

det 8i¡i8qi = O. (1.2) 

La acción (1.1) es una funcional que contiene información sobre la clase de 
trayectorias a las que se aplica. Por ejemplo, pueden fijarse q'(t1) = q\ y 
q'(t2 ) = q~ en los extremos. Esta información, usualmente sobrentendida, 
es equivalente a las condiciones iniciales usadas al resolver las ecuaciones 
de movimiento. En el caso de sistemas con constricciones, esta información 
es de fundamental importacia puesto que el sistema está restringido a mo­
verse en una hipersuperficie del espacio configuración. En consecuencia su 
dinámica debe ser consistente con las condiciones iniciales que se usen para 
resolver las ecuaciones de movimiento. Más adelante veremos el tipo de in­
consistencias (tanto a nivel clásico como cuántico) que surgen por no tomar 
en consideración esta información. 

Como consécuencia de (1.2) no todas las velocidades pueden obtenerse 
como función de los momentos, definidos de la manera usual por, 

8L( ") 
p¡= 8i/ q,q' (1.3) 

y de las coordenadas. Esto implica la existencia de m 1 relaciones 
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(1.4) 

En la noi~cióii de Diiac est~s ~elaclóiies son U amadas constric¿io~es ~ri- .· 
marias;Ésia.S rest~ingen él movimiento en el espacio fase a Úna liipérsuper- .. 

• fide de .. dlmé:iisió~· 2N - m 1 llamada superficie .de constricción primaria: · 
.. 'O~ra 'Cd'nsectienda de que la matriz (1.2) no .tenga rango máximo es que 
el);aniilt~!iia.'no ca~ónico .definido por . . . ,·· .... : .. ··'. 

(1.5) 

no·está únicamente determinado como función de p;, q; ya que las coordenadas 
y momentos no son independientes, están relacionados por (1.4). Como con­
secuencia, el hamiltoniano canónico está determinado de manera única so­
lamente sobre la superficie de constricción primaria y puede extenderse de 

. ·manera arbitraria a todo el espacio fase mediante 

{1.6) 

dond~ AA' son multiplicadores de Lagrange arbitrarios. 
El hamiltoniano total ( 1.6) genera la evolución temporal del sistema y 

por consistencia requerimos que las constricciones primarias sean cantidades 
consévadas sobre la superficie de constricción: la evolución temporal de 
cualquier punto de esta superficie debe permanecer en ella durante el tran­
scurso del tiempo. Esto implica 

donde {A, B} denota el paréntesis de Poisson usual. De aquí pueden resultar 
distintos escenario~: a) el lado derecho de (1. 7) es una nueva constricción, 
b) es posible despejar algún multiplicador de Lagrange en términos del resto 
de las variables y, c) (1.7) es una identidad. Si la condición de consistencia 
da lugar a nuevas constricciones, que denotaremos como <Í>A,(q,p), llamadas 
constricciones secundarias, obtendremos una nueva superficie de constricción 
definida ahora por r = {<Í>Ai = O,r¡\A, =O}. El algoritmo de estabilización 

1 Usaremos la notación de Dirac donde el símbolo ;:::: (igualdad débil) se usa para re­
marcar el hecho de que estas funciones puede igualarse a cero después de que todos los 
paréntesis de Poisson donde ellas intervienen han sido calculados, i.e. son cero sólo sobre 
la superficie de constricción. Además las constricciones pueden ser bosónicas o fermiónicas 
de acuerdo a su paridad de Grassmann. En esta sección consideraremos el caso bosónico. 
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ha comenzado: aplicamos nuevamen.te la condición de consistenda s~bre. las 
constricciones secundarias y en a:1gun~s casos, una nueva generación de con­
striciones. aparecerá. El procedimienti:) ter~ina ·cuando ya no se generan 
nuevas constricciones. ' · · . 

. Al final de este procedimiento obtendremos un conjunto de constriccion~s 

rPA ::::<O, A=m1+m2+ .... mN, . {1.8) 

donde mN denota el número de constricciones de la N-ésima generación.2 

Consideremos ahora los paréntesis de Poisson entre las constricciones (LB), 

{1.9) 

donde C5(8 y CAa son funciones de q,p. En el caso en que CAa no sea de 
rango máximo, existirán constricciones con paréntesis de Poisson débilmente 
cero entre ellas. Estas funciones denotadas por G.(q,p), a= l. .. p, se llaman 
constricciones de primero clase, 

{1.10) 

El paréntesis de Poisson de las constricciones restantes que denotaremos por 
Xa, a = l.. .. s, tendrá la forma 

{1.11) 

donde la matriz C0 µ es antisimétrica e invertible. Si no fuera este el caso 
habría, entre las constricciones Xa. algunas constricciones de primera clase. 
Estas funciones se llaman constricciones de segunda clase. Nótese que el 
número de éstas debe ser par en el caso bosónico. 

En general una función del espacio fase se llama de primera clase si su 
paréntesis de Poisson con todas las constricciones es débilmente cero y de 
segunda clase en caso contrario. En el caso de sistemas independientes del 
tiempo es siempre posible construir el hamiltoniano de primera clase 

{1.12) 

2 Las constricciones pueden ser funcionalmente independientes (caso irreducible) o de­
pendientes (caso reducible). En el segundo caso, la extracción del conjunto de constriccio­
nes independientes puede destruir simetrías manifiestas y /o localidad cspacio-tempo.ral. 
Su análisis es un tópico aparte [58]. Consideraremos el caso irreducible. 
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que en la mayoría de los casos coincide con el hamiltoniano total. Supon­
dremos que las constricciones {1.8) satisfacen las condiciones de regularidad 

· [58].: Esto implica que pueden usarse como coordenadas del espacio fase. 
En particular, si z~(Yr),z~ == (gi,p;),i = 1...N,r = 2N - M, donde Mes 
el número total de constricciones, son las ecuaciones paramétricas de la su­
perficie representada por las constricciones (1.8), deberá cumplirse que la 
matriz, 

i}z~ 
(1.13) 

sea de rango máximo. Una de las características geométricas más importantes 
del espacio fase es la existencia de la estructura simpléctica que define el 
paréntesis de Poisson. Si denotamos las coordenadas del espacio fase por 
z",µ = 1 ... 2N, definiremos el paréntesis de Poisson básico por 

(1.14) 

Requerimos también que este tensor de rango 2 cumpla las siguientes pro­
piedades 

det u"" 'f. O (1.15) 
u~".Pu"P + u"~.Pu"P + u"",p~P O, (Identidad de Jacobi). (1.16) 

La definición del paréntesis de Poisson entre dos funciones cualesquiera F, G 
del espacio fase será, 

{1.17) 

En coordenadas canónicas, z1' = (q',p;), y la matriz u tiene la forma 

µv ( O /) 
u = -/ o . (1.18) 

La matriz u"" es invertible (veáse {l.15)), y su inversa, denotada por u,.., 
hereda las siguientes propiedades, 

detu,.. 'f. O, 

u~"'" + <T.~.,. + u µv.~ O, {u es cerrada). 

(1.19) 
(1.20) 

Esta 2-forma con las propiedades {1.19)-(1.20), define la estructura simpléc­
tica del espacio fase. 
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La forma simpléctica i11'éhicicl~.sobreJa súperfiéie de constricción por· 1a 
estructura simpléctica d~l esp~~io fa,¡e es;3 • . . 

. l}zl~ 8i" 
·ur:1,=,u~,,;-a r-a" 

. . . y y 
(1.22) 

donde la forma inducida (1.22) hereda la propiedad de ser cerrada pero, en 
general, no es invertible. 

Supongamos una superficie de constricción definida por las constricciones 
de primera clase G. = O. El campo vectorial hamiltoniano asociado a estas 
funciones se define por 

(1.23) 

donde los vectores X. son funcionalmente independientes ya que hemos 
supuesto que las constricciones cumplen las condiciones de regularidad y 
son irreducibles. Un campo vectorial Y~ es tangente a la superficie de con­
stricción si Y~8~G. ""' O. En particular, los vectores X. son tangentes a la 
superficie de constricción ya que 

(1.24) 

por lo tanto generan simetrías del sistema ya que mapean puntos de la su­
perficie de constricción sobre la misma superficie y las funciones G. tienen 
paréntesis de Poisson cero con el hamiltoniano de primera clase (1.12). La 
forma de estas transformaciones es 

( 1.25) 

Como veremos más adelante, ésta es la estructura de las trasformaciones 
infinitesimales de norma. 

Con argumentos semejantes puede mostrarse que los campos hamiltoni­
anos asociados a constricciones de segunda clase no generan transformaciones 
de simetría puesto que no son tangentes a la superficie de constricción y por 
tanto mapean puntos de la superficie de constricción fuera de ésta. En efecto, 
si 

3Si x"-' = x"'(zª) es una transformación de coordenadas, Ja matriz cr"'' transforma 
como un tensor de rango 2 

u'>.µ = 8x'" lJz'P uº/J 
lJxº {):r:P 

13 

(1.21) 



·. z~ . ~"ª < .. 
· . . .. ··. a··=. U ... µXc:n . .'· . ,. ·.·. ' 

~; el campo a5.ociado a.la sÜp~~fici~ ~~ ~ ci;;'.~~tÓnces '' ·. ·. 

(L26) 

zaa~x~ ~ {x;,}l} ·,.;;:e;~ :/:Ó. . 
Esto mue.stra ·que las constri~ciones cle s~guricl~ cÍas~ no generan transforma-

. cio~es de simetría. . · · · ' · ·. .. . ' · . · · , . 

·Con· el hamiltoniano total puede co~s'truirsé' Ía · corr~spondiente acción 
total definida por 

1
,, . . 

Sr= (q'p¡- Hr)dt: 
11 

(1.28) 

La ecuaciones de movimiento obtenidas desde este principio variacional son 
·equi~lentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas desde la acción 
(1.1).• 

1.1.l ACCIÓN EXTENDIDA 

La presencia de funciones arbitrarias en la acc1on (1.28) conduc.e a que 
la dinámica no este únicamente determinada. Nótese que sólo los multi­
plicadores asociados con las constricciones primarias de primera clase per­
manecen. Esto se debe a que los multiplicadores asociados a las constriccio­
nes de segunda clase siempre pueden despejarse en términos de las variables 
del espacio fase. 

En particular, esto implica que las constricciones de primera clase son las 
responsables de la arbitrariedad que aparece en la dinámica. Ya mostramos 
usando argumentos geométricos, que las constricciones de primera clase gene­
ran simetrías sobre la superficie de constricción mientras que las de segunda 
clase no lo hacen. Estrictamente, sólo las constricciones de primera clase 
primarias generan transformaciones de norma, pues solamente éstas tienen 
asociado un multiplicador de Lagrange arbitrario. Sin embargo es posible 
argumentar que las otras constricciones de primera clase también son gene­
radores de transformaciones de norma ("conjetura de Dirac"). 

1 La transformación p(q, tj) - tj( q, p) no es invertible. Sin embargo es posible convertirla 
en una transformación invertible en un espacio más grande, añadiendo como variables 
dinámicas a los multiplicadores ..\A 1. Esto implica que los principios variacionales (1.1) y 
(1.28) son equivalentes. Usando a p y..\ como "campos auxilia.res 11 [56], eliminándolos con 
la ayuda de sus propias ecuaciones de movimiento es posible partir de (1.28) y recuperar 
(1.1). 
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Aunquida colljetui:a de Dirac puede probarse bajo ciertas restricciones 
· [62] sigue siendo un punto polémico. Como existen buenas razones para pen­
.sar 'que fa conjetura de Dirac es válida en general (por ejemplo, el paréntesis 
de Poisson de dos constricciones primarias de primera clase es proporcional a 
una constricción de primera 1.!ase cualesquiera) adoptaremos aquí el llamado 
formalismo extendido.5 Este formalismo consiste en "subir" todas las cons­
tricciones a la acción construyendo una acción extendida. Esta acción tiene 
mucho más simetría que la acción canónica, i.e. es invariante ante todas las 
transformaciones de norma generadas por todas las constricciones de primera 
clase. Un punto muy importante es demostrar que esta acción es equivalente 
a la acción canónica. Esto es posible y fue realizado por los autores de [62], 
donde se presenta un método general para obtener las simetrías de la acción 
]agrangiana original, conociendo aquéllas de la acción extendida. La idea ge­
neral es la siguiente: partiendo de la acción Jagrangiana (1.1) es claro que el 
número de parámetros arbitrarios en sus correspondientes transformaciones 
de norma debe ser igual a la redundancia que presenta la dinámica, i.e., 
al número de parámetros arbitrarios en las soluciones de las ecuaciones de 
movimiento. Las transformaciones de norma de esta acción tienen Ja estruc­
tura 

ó,q• = /(q,(¡,ij, ... é',iª,(ª .... ). (l.29) 

Dos transformaciones de norma son equivalentes si difieren por una transfor­
mación trivial 

r i r i j ij( '} óS¿ d 1 
uq = u,q + p t,t óqi(t') l, p'i(t, t') = -pi'(t', t}, (1.30) 

donde 6:~\.¡ son las ecuaciones de Euler'Lagrange asociadas a la variable qi 
al tiempo t' y p'i es una matriz antisimétrica arbitraria. Para obtener las 
transformaciones ( 1.29) es posible usar el formalismo de Dirac y aplicar las 
siguientes ideas. Supongamos un sistema con constricciones de primera clase 
de las cuales m 1 son primarias. La acción total puede construirse usando las 
ideas de la sección anterior. Esta acción es completamente equivalente a la 
acción ]agrangiana y tiene m 1 funciones arbitrarias, no determinadas por las 

a Es necesario hacer notar que es posible desarrollar toda la teoría de Di rae sin esta 
suposición [51]. Pero el método de cuantización de Dirac depende fuertemente de este 
supuesto y hasta ahora no existe una propuesta alternativa. 
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ecuaciones de movimiento. 'construya~os al;oi'~el formalismo ~xtendido 
: .l. :·:' .. 

Se[qi;~i;Aª] ~J'dt(p;é,~/ii>pl~.Ó,~>.'"·.:". '.{~·· .. (i.31) 

donde ahora aparecen tocias las c~nstrfo~í°',;ii~/de pri~er¡;_ clase en la acción~ 
· Esta acción tiene las siguientes simetrírutd~ ;{or~a'. • · · .. 

·. "'":: .. •·· -1:'·'' 

ó,q1 = { q1, G0 }Eª, Ó,p¡ = {p;, Ga }Eª, . , Ó(A 0 ~·";,• + >."EbCbe - iV¡,• (1.32) 

donde Eª son parámetros arbitrarios que dependen del tiempo solamente. Las 
funciones de estructura están dadas por (1.10} y las funciones V¡,• por (1.12). 
Esto puede mostrarse observando que: a) ó,(pq) = ó,ptj - fi{j,q + (pó,q)', b) 
ó,He = {He,EªG0 } = EªV0

6Gb (usando (I.12)) y c) ó,(>.0 G0 ) = ó,>."G. + 
>.•ó,G0 = ó,>.•G. + >.•éc;bGe (usando {1.10)). De aquí podemos escribir la 
variación de la acción extendida en la forma 

donde hemos usado la expresión 

dF {)F .¡ {)F . 8F 
Tt = a91q + op/1 + 7ii' (1.34) 

y hemos considerado que las constricciones G. no dependen explícitamente 
del tiempo (este caso particular lo trataremos en detalle en el capítulo 3). La 
expresión (1.33) será sólo función de los puntos extremos si los multiplicadores 
de Lagrange transforman como (1.32). En particular, escogiendo Eª(t1 ) =O 
y Eª(t,) = O este término es cero. 

Con el objeto de tratar las transformaciones de norma como transforma­
ciones canónicas, definimos [62) 

óµF = {F, G}, G = µªG., 

Ó "ª Dµª + ,e be· b¡¡;a + { • H } 
µ" = -¡j¡' " µ be - µ b µ • E • 

donde µª(q,p,>.),.L.), lle= He+ >.•G. y 

D a . a - a 
Dt =: "ifi + >.• 8>.• +,\ªa).• + ... 
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Estas transformaciones de norma canónicas son también simetrías de la 
acción extendida. La demostración sigue el mismo camino de la ya expuesta.6 

De hecho, no son simetrías nuevas, pues difieren por transformaciones de 
norma triviales de las transformaciones de norma (1.32). Nótese que ahora 
los multiplicadores de Lagrange transforman de manera distinta. Esta ex­
tensión de las transformaciones de norma usuales (1.32) es de crucial impor­
tancia para comparar las simetrías de la acción extendida con aquéllas de Ja 
acción lagrangiana original. 

Para obtener las simetrías de la acción lagrangiana es necesario imponer 
las condiciones de norma ..\A2 = O, ..\A, =O, .. ., en la acción extendida, donde 
..\A• son los multiplicadores de Lagrange asociados a la generación n-ésima 
de constricciones de primera clase. Estas condiciones implican un conjunto 
de ecuaciones algcbráicas que relacionan a Jos parámetros µª. Es posible 
mostrar constructivamente [62] que estos parámetros pueden escribirse como 
función de las coordenadas y momentos, los m 1 multiplicadores de Lagrange 
arbitrarios, un parámetro arbitrario que corresponde al último µ• que gen­
eralmente se denota como e, y sus derivadas respecto al tiempo. 

µk = jk(q,p, ..\A', ~A1, ).A1, .. ., f, (, ... ), k: 1...a - 1. (1.38) 

Posteriormente se eliminan ..\A 1 y p usando sus propias ecuaciones de mo­
vimiento, para obtener las simetrías de norma lagrangianas cuya estructura 
general es (1.29). 

Como colorario de este análisis se obtiene que el número de generaciones 
de constricciones ele primera clase es igual al máximo orden de la derivada 
respecto al tiempo del parámetro < más uno. Para detalles referimos al lector 
a [62]. Este formalismo tiene la ventaja de ser invariante ante redefiniciones 
de las constricciones y generaliza el análisis [51] que corresponde al caso en 
que µª es una función del tiempo solamente. Si las condiciones 

{ Gmo Gm 1 } ~ constrkciones primarias de primera clase, (1.39) 

v.;::; independiente de q y p, (1.40) 

se cumplen para i ;::: 2, siempre es posible construir una solución µª(t) que 
depende solamente del tiempo [47]. Hay que notar que redefiniendo las cons­
tricciones y el hamiltoniano de pri.mera clase es posible satisfacer las condi-
ciones (1.40). · 

6 La correspondiente demostración la presentamos en el apéndice para el caso que in~ 
vo1ucra variables de Grassmann. 
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1.1.2 CONDICIONES DE NORMA 

Lá. clasificación de· las constricciones en primera y segunda clase se realiza 
tomanclÓ · eii 'i:u~nta su carácter como generadoras de transformaciones de 
norma .. Las constricciones de primera clase generan transformaciones de 
simetría de norma, mientras que las de segunda clase no mapcan estados 
físicos en estados físicos. Las constricciones de segunda clase solamente re­
ducen la dimensión del espacio fase y no tienen asociada ninguna simetría de 
la acción. · 

Cuando en un sistema aparecen constricciones de primera clase, la teoría 
es degenerada y es necesario imponer constricciones adicionales para determi­
nar de manera única la dinámica. Estas constricciones se llaman condiciones 
de norma. Las variables físicas pueden definirse como aquellas variables 
dinámicas que además de ser invariantes de norma tienen la característica de 
ser independientes de la elección de la condición de norma . 

. Hay dos tipos de condiciones de norma: canónicas y no-canónicas. Las 
primeras dependen de las variables del espacio fase y reducen el número 
de grados de libertad. El espacio fase reducido, donde sólo aparecen las 
variables físicas, ha perdido las simetrías originales de la teoría. Por otro 
lado, las segundas son condiciones sobre los multiplicadores de Lagrange y 
tienen efecto en el espacio fase extendido, donde tocios los grados de libertad 
son independientes, pero sólo algunos de ellos son físicos. 

Las condiciones de norma canónicas 

(1.41) 

deben tener la propiedad de ser accesibles. Para explicar este concepto es 
necesario recurrir al principio variacional extendido (1.31). Consideremos la 
clase de trayectorias {q'(t),p;(t),>.ª(t)} cuyos extremos están fijos q;(t1) = 
q\, q;(t2) = q;.1 Dadas las condiciones de norma (1.41) es necesario que 

7Es posible fijar variables distintas en los extremos. Por ejemplo, qi(T1) = q~ y p¡(r2) = 
p~, en cada extremo. En general, es posible fijar las combinaciones Qi(q(;2 ),p(r2),r2 ) = 
Q; y Q1(q(T1),p(T1),T1) = Q\ con la condición {Q',Qi} =O (a tiempos iguales). Eu 
estos casos es necesario modificar el principio variacional añadiendo un término de punta 
apropiado. La idea básica es realizar una transformación canónica de tal modo que las 
nuevas coordenadas sean las funciones de las variables canónicas que se quieren fijar en 
los extremos. Este término tiene importantes consecuencias al cuantizar la teoría usando 
la integral de trayectoria. En el Capítulo 5 presentaremos con detalle estas ideas, tanto 
desde el punto de vista clásico como cuántico. Para más detalle ver [59] y el Capítulo 5. 
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. est_a.S funciones cumplan con los valores previamente fijados en los extremos. 
En caso. contrario debe ser posible usar una sucesión de transformaciones 
infinitesimales de norma para transformar las funciones (1.41) en otras que 
cumplan con las condiciones previamente impuestas en los extremos. Si esto 
no es posible se dice que las condiciones de norma no son accesibles. 

Por otra parte, el número de condiciones (1.41) debe ser igual al ní1mero 
de variables redundates en la dinámica y éste es igual al número total de 
constricciones de primera clase independientes. Con el objeto de eliminar la 
arbitrariedad contenida en los multiplicadores de Lagrange, la condición," 

( 1.42) 

debe cumplirse. Por tanto, tenemos ahora un conjunto de constricciones de 
segunda clase que pueden tratarse usando el correspondiente paréntesis de 
Dirac que definiremos más adelante. Una consecuencia importante que se 
deriva de este hecho es el conteo de los grados de libertad en un sistema con 
constricciones El conteo de los grados de libertad se realiza entonces como 
sigue: 2F = 2N - s - 2p, donde F es el número de grados de libertad 
físicos, N es el número de grados de libertad en el espacio Ja!e o1"iginal, s 
es el número de constricciones de segunda clase y p el correspondiente a las 
constricciones de primara clase. 

Como las transformaciones de norma deben anularse en los puntos ex­
tremos de la acción con_ el objeto de no cambiar las condiciones de frontera 
inicialmete impuestas, debe escogerse, 

(1.43) 

La cuestión es entonces: ¿puede eliminarse la redundancia en la descripción 
de la dinámica por medio de condiciones de norma?, i.e., ¿es posible imponer 
condiciones de norma que respeten la condición (1.43)'! Observemos que no 
es posible imponer cualquier condición de norma ya que tal condición debe 
conectarse via una transformación de norma con el conjunto de variables 
fijadas previamente en los extremos, lo que en general, viola ( 1.43) y por 
tanto modifica las condiciones frontera del principio de acción. 

Otra alternativa es usar normas de la forma 
8 Esta condición debe cumplirse globalmente. De otra manera podrían obtenerse obs­

trucciones de Gribov que no permiten fijar la norma de manera global (52]. 
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Aª= f"(q,p,>.), (1.44) 

que están construidas de tal manera que las condiciones (1A3) sean las condi­
ciones iniciales de una ecuación diferencial de segundo orden, ya que >. trans­
forma con la primera derivada respecto al tiempo de f (ver (1.32)). 

1.1.3 CUANTIZACJÓN CANÓNICA DE SISTEMAS CON CONSTRICCIONES 

Dado un conjuto de constricciones G., x"' podemos ahora plantear el proble­
ma de la cuantización. En principio, hay varias posibilidades para cuantizar 
un sistema con constricciones. Un camino es eliminar los grados de liber­
tad de norma a nivel clásico y después cuantizar el sistema reducido. En 
general, este procedimiento conlleva la pérdida de simetrías manifiestas del 
problema, como por ejemplo la covariancia de Lorentz. También es cierto que 
frecuentemente el sistema reducido tiene una estructura muy complicada y 
que es difícil realizarlo cuánticamente. Por ello Dirac implemetó el siguiente 
procedimiento. 

Las c,~nstricciones de segunda clase pueden eliminarse usando el parénte­
sis de Di'rac 

(1.45) 

donde G"fi es la inversa de la matriz C"/J definida por (1.11). Este paréntesis 
tiene la importante propiedad de que cualquier función en el espacio fase 
tiene paréntesis de Dirac cero con cualquier constricción de segunda clase. 
Esto permite implementar las constricciones de segunda clase directamente 
en la acción y reducir grados de libertad, obteniendo una teoría hamiltoniana 
no canónica•. El paréntesis de Dirac está dado por la estructura simpléctica 
inducida sobre la superficie de constrición x" = O, ver (1.22). Es posible 
mostrar que esta estructura es de rango máximo y por tanto invertible [58]. 

En general, es muy difícil hallar una representación cuántica de este pa­
réntesis. Esta es la razón principal para estudiar métodos alternativos que 
permitan, añadiendo variables, convertir constricciones de segunda clase en 
constricciones de primera clase, (ver Sección 3.3). 

Después de efectuar la reducción de las constricciones de segunda clase a 
nivel clásico, el procedimiento de cuantización es el siguiente, 

9 Los paréntesis básicos no serían los definidos por las coordenadas de Darboux. Es 
posible obtener un paréntesis de Dirac canónico pero esto implica transformaciones que 
en general no son locales. 
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a) reemplazar las va;iables canónicas por los operadores ~·orr~spondient'es; ·. 
b) usar la regla de correspondencia, · 

[A,ÍI]± = ili{A-:B(, (l.46) 

donde [A, BJ± es el conmutador estandard AB- BA, ·a menos de que los dos 
operadores que intervienen sea impares, en cuyo caso. se trata del anticon­
mutador AB + BA. 

c) Para remover los grados de libertad de norma es necesario un criterio 
adicional que seleccione los "estados físicos" Para ello se implementan las 
con di dones, 

6.1.P) =o, (1.47) 

que provienen de exigir que los estados del espacio de Hilbcrt sean invariantes 
ante transformaciones de norma, · 

(1.48) 

Implementar la condición (1.47) puede ser muy complicado en la práctica 
(por ejemplo, la ecuación de Wheeler-DeWitt en gravitación), por lo que 
frecuentemente es más eficiente calcular la acción clásica efectiva y usar la 
integral de trayectoria de Feynman. 

d) Los observables en la teoría cuántica, serán aquellos operadores her­
míticos que sean invariantes ante transformaciones de norma, 

P = frt observable ~ óF = [F, eªG.] =O. (1.49) 

Este método está construido de tal manera que selecciona los estados físicos 
sin necesidad de fijar una norma. Sin embargo, tiene algunos inconvenientes: 
La versión cuántica del álgebra de constricciones (1.10) debe ser consistente 
con la condición (1.47). En el caso en que sea posible escribir a nivel cuántico 
la expresión 

(1.50) 

donde las funciones de estructura pueden adquirir correcciones de orden lí., 
entonces 

(1.51) 

se satisface como consecuencia de (1.47). Sin embargo, existen sistemas en 
los que no es posible realizar cuániicamente el álgebra de constriciones (1.10). 
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El problema es que las constricciones clásicas de primera clase pueden con­
vertirse en constricciones de segunda clase a nivel cuántico, de manera que, 

(1.52) 

Estas correcciones son consecuencia de problemas de ordenamiento en los 
factores. La existencia de sistemas .cuánticos distintos que tienen el mismo 
límite clásico no es .Propio de los sistemas con constricciones, es un problema 
general de la relación entre la mecánica clásica y su correspondencia cuántica. 
En los casos extremos donde b.b tiene determinante distinto de cero, la 
condición (1.47) ·reduce el espacio de Hilbert a /,P) = O. Tales sistemas se 
dice que son anómalos. 

Otra fuente de posibles inconsistencias proviene de la extensión cuántica 
de que el hamiltonian.:i sea una función de primera clase (1.12) 

(1.53) 

En este caso el hamiltoniano y la evolución temporal no será invariante de 
norma. 

El segundo problema importante es que el método de Dirac no nos propor­
ciona· una regla para definir el producto escalar que permite la interpretación 
probabilística en la teoría cuántica. Un esquema alternativo, que permite 
-en principio- la construcción de un producto escalar, es [85]. 

Finalmente mencionaremos que aún en el caso en que b.b ó 04 sean dis­
tintos de cero el procedimiento de cuantización BRST-BFV que discutiremos 
en la sección 2, puede dar resultados consistentes. Estos casos .justifican la 
necesidad de usar el formalismo BRST e introducir el espacio fase extendido 
añadiendo grados de libertad adicionales, los llamados fantasmas. Además el 
método BRST-BFV nos permite, en principio, la construcción del producto 
escalar en la teoría cuántica. 

1.1.4 EJEMPLO 

Con el objeto de ilustrar de manera transparente algunas ideas expuestas en 
esta sección consideremos la acción del campo electromagnetico libre 

(1.54) 

22 



donde Fµv = 8µAv - 8,A¡,. La acción es invariante ante las transformaciones 
de norma 

(1.55) 

.Como estas transformaciones involucran al parámetro f junto con su primera · 
derivada respecto al tiempo, esta teoría debe tener dos constricciones de·. 
primera clase, una primaria y la otra secundaria. Por tanto, el número. total 
de grados de libertad será, 4-2=2.' Construiremos ahora la teoría hamiltoni­
ana. Los momentos canónicos son 

?ro= O, 7ri = pio
1 (i.56) 

y el paréntesis básico es, 

{A,,(x),1f"(X')} = ó~ó(x- x'). 

Tenemos, entonces, una constricción primaria, 

</>1=1fo =O. ' 

El hamiltoniano canónico es 

J 3 . 
He = Ho + d xAo( -8¡1f'), (1.59) 

donde 
ll0 = jd3x(~ir'1f· + ~pii F.··) 2 ' 4 ,, . (1.60) 

La condición de consistencia sobre </i1 resulta 

efi2 =-ir:,= o, (1.61) 

que no es otra cosa más que la ley de Gauss (-r.:, =;¡¡·E, E'= Fº') y que 
aparece aquí como constricción secundaria. No hay constricciones adicionales 
y el álgebra de constricciones es 

{efi1(XJ,</i1(X')} =O, {efi1(X'),</i2(X')} =O, {efi2(i),</i2(X')} =O, (1.62) 

{He, efi1(i)} = <P2(x), {He, efi2(i)} =O, (1.63) 

debido a que 
(1.64) 
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... . . .. 

La acción e~tendida es· 

• sEr~~~ 1 .. i~;:Y1::fd'~(7r·1.tirr1ó>H.-.>.~"'¡, >.',¡,,),' ·(1.65) 

~.;:)~;f.if,f:t~:t~.~%'·1~·~t:~:~~!f~r0;{~it~s;<d:~:·.~/~s~}:~·~;e~;~:\ .. ~f' J(?<P_1/. 

, :<¡;,~t.i.f i1~~~n111~~~~~~~t¡ ,;'.~':::: ¡¡,~¡. 
La acción total se óbtiené''impoiliendoJa:condición' de :norma·>.~. = o y, es 

. _. .. .... --::·~ ·.-'··-'.¡.·-·._,,,. -·1¡;'•";~'?• .. :, .. ,.:>.,'.'.':·· ·.···~·'_,.~.·;·_;·;;:,'_:-~'.::"::.:\~'. ·'''!:' ·······::: .... ,.,,, .. · 

·····: .. ··. ·5;¡~;·s1~;_;i1 ;;7d~~(;:Á;+ 1rºA~ ::._Ji. c.. ~1 </i.1), . (Ú9) 

quedando l~ inv~iarii:ia residual, 

.,.. 8Ao =f., 8A¡ = 8;E, (1.70) 

(87rº .= 81r' = O) con ' = ,2. Si eliminamos 7ro,7r; y ,\1 de la acción total 
usando para ello sus propias ecuaciones de movimiento, obtenemos la acción 
original y las transformaciones de norma coinciden con (1.55). Es costum­
bre eliminar de (1.69) solamente los campos auxiliares >.1 ,?rº obteniendo el 
resultado usual 

(1. 71) 

Es por ello que usualmente se considera la componente A0 como el multipli­
cador de Lagrange asociado a la ley de Gauss. 

1.2 BRST-BFV 

El propósito de esta sección es dar un.a introducción breve a algunos concep­
tos básicos del método de cuantización BRST-BFV. Nos centraremos en los 
aspectos hamiltonianos de la simetría BRST. Esta exposición está basada en 
las refererencias [40], [61],[58] a las que referimos al lector para más detalles. 
El correspondiente análisis lagarangiano puede verse en [14]. 
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Uno de los problemas fundamentales de la física teórica es la cuantización 
de sistemas con grados de libertad de norma. Existen varios métodos para 
cuantizar teorías de norma como por ejemplo, el método de Dirac (expuesto 
en la sección anterior), el método de cuantización de lazos [6], el método de 
cuantización geométrica [91], entre otros. La principal dificultad en la cuan­
tización se debe a que las simetrías de norma están asociadas al hecho de 
que no todos los grados de libertad son "físicos" y por tanto hay un sector 
de la teoría que debe ser eliminado sin destruir la covariancia. Los estados 
físicos son invariantes ante transformaciones de norma. Cuando se calculan 
los elementos de matriz del operador evolución entre un estado inicial y un 
estado final previamente definidos, usando la integral funcional, se encuentra 
que la suma sobre todas las trayectorias posibles, entre estos estados, diverge 
debido a las simetrías de norma de la teoría. Esto se debe a que existe una 
infinidad de trayectorias que son equivalentes; están relacionadas entre sí por 
tansformaciones de norma. En los años sesenta se mostró que este problema 
puede resolverse en el caso donde las funciones de estructura del álgebra 
de constricciones son constantes (en tal caso las constricciones forman uri 
álgebra· de Lie). Pero cuando las funciones de estructura dependen de las 
variables del espacio fase, es necesario recurrir a métodos alternativos. Para 
la teoría de Yang-Mills este problema fue resuelto introduciendo variables 
que anticomnutan, los llamados fantasmas de Faddeev-Popov. Los fantas­
mas fueron introducidos por Fe,Ynman [37] al tratar el desarrollo P.erturbativo 
de una teoría de Yang-Mills. El notó que para mantener la unitariedad era 
necesario considerar diagramas adicionales en los que intervenían partículas 
no observables. Se les dio el nombre de fantasmas, porque a pesar de trans­
formar como escalares ante el grupo de Lorentz tienen estadística de ferrrúón. 
En este sentido, violan el teorema de espín-estadística y por ello se declaran 
como no-observables. Posteriormente, Faddeev y Popov [33] notaron que 
para mantener la idea básica de que el propagador pueda escribirse propor­
cional a Ja exponencial de la acción es necesario '~subir" a la acción un factor 
que aparece como consecuencia de la medida. A este procedimiento le lla­
maron la "representación integral". De esta manera pueden construirse las 
reglas de Feynman de la teoría y mantener la unitariedad. Para ello intro­
dujeron los famosos fantasmas de Faddev-Popov. 

Tiempo después, Becchi, Rouet y Stora e independientemente Tyutin 
[21], mostraron que la acción efectiva (aquélla que depende de los fantas­
mas) tiene una simetría sorprendente: la supersimetría BRST. Esta simetría 
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tiene tres· propiedades: a) Es el residuo de la simetría de norma cuando se 
: ha: Íijado. la norma, b) es global y no local como la simetría de norma, c) es 
ti~a sup~rsi.inetría: el parámetro es un número impar de Grassmann y mez­
·da:\1ari~bles con distinta paridad de Grassmann. La primera aplicación de 
··e~fa ·simetrí"a para cuantizar teorías de norma fue realizada en [72]. Posteri-

ormente, un procedimiento completamente general fue desarrollado, usando 
como base el formalismo hamiltoniano, por E.S. Fradkin y colaboradores [39]. 
Es común referirse a este método de cuantización como el método de Batalin­
Fradkin-Vilkovisky (BRST-BFV). Este procedimiento, no solamente es útil 
en la formulación de la integral de trayectoria [61], donde la simetría BRST 
es la piedra angular en la construcción de la acción efectiva, sino también 
en la formulación de operadores [18]. El método BRST-BFV tiene las sigu­
ientes características: a) Es aplicable al caso de álgebras abiertas (aquéllas 
que cierran solamente cuando se utilizan las ecuaciones de movimiento), b) la 
simetría BRST tiene significado intrínseco, i. e., no depende de la estructura 
dinámica de la teoría sino solamente del álgebra de constricciones. Es, por 
tanto, independiente de las condiciones de norma y está asociada_,a la estruc­
tura de los sistemas hamiltonianos con constricciones, c) la teoría cuántica 
resultante es unitaria, d} la medida en la integral funcional está determinada 
por la medida de Liouville en el espacio fase extendido (aquél que contiene 
a las variables dinámicas de la teoría, más los fantasmas y sus correspon­
dientes momentos conjugados, llamados antifantasmas), e) el procedimiento 
depende de la estructura geométrica de la superficie de constricción y no de 

., la manera particular en cómo se defina dicha superficie, i.c., es invariante 
[I ante redefiniciones de las constricciones. 

Sin embargo, este método tiene la desventaja de romper la covariancia 
explícita de la teoría a la cual se aplica, debido a que está basado en el for­
malismo hamiltoniano. Por ello Batalin y Vilkovisky (BV) [14] propusieron 
el. correspondiente método lagrangiano, llamado formalismo de anticampos. 
En este procedimiento se introducen nuevos objetos, llamados anticampos, 
asociados a cada variable dinámica de la teoría, incluyendo los fantasmas. 
La paridad de Grassmann de los anticampos es opuesta a la de su variable 
asociada. En el espacio de campos y anticampos se introduce una estructura 
simpléctica impar, llamada antibracket. Este formalismo permite interpre­
tar el procedimiento para fijar la norma en términos de una transformación 
canónica (definida como aquellas transformaciones que dejan invariante la 
estructura del antibracket) en el espacio campo-anticampo. Una desventaja 
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importante de este método es que no propone una mecanismo sistemático 
para calcular la medida en la integral funcional. Esta medida es, en gene­
ral, altamente no trivial. Sin embargo, es siempre posible recurrir al método 
BRST-BFV para intentar construir la medida lagrangiana. En este s~ntido; 
estos dos métodos se complementan. 

Aunque el método de cuantización BRST-BFV es muy general, no se 
aplica directamente a sistemas con constricciones de segunda clase. Es nece­
sario eliminar a nivel clásico este tipo de constricciones antes de aplicar las 
ideas del método BRST-BFV. Esto, en principio, no es un problema pero 
puede ser muy complicado en la práctica ya que existen ambiguedades con 
la representación cuántica de los paréntesis de Dirac y problemas con el or­
denamiento de factores y la localidad. Una posible solución a este problema 
es convertir las constricciones de segunda clase en constricciones de primera 
clase añadiendo un número apropiado de variables. Una prescripción gene­
ral para realizar tal extensión, es el método de con versión de Batalin-Tyutin 
(BT) (16]. Posteriormente revisaremos las ideas básicas de este método (ver 
Sección 3.3). 

1.2.1 CONSTRUCCIÓN DE LA CARGA BRST 

¿Cuál es la correspondiente carga de Noether de la simetría BRST? Esta 
carga no depende de la estructura dinámica de la teoría, i.e. de la forma 
explícita del hamiltoniano ni de la condición de norma. Depende solamente 
de la estructura del álgebra de constricciones. Por tanto es una propiedad 
intrínseca y puede construirse en general como sigue10 : El primer paso es 
asociar a cada constricción de primera clase G0 un fantasma 17ª y su corres­
pondiente momento conjugado, también conocido como antifantasma P., 

(1.72) 

donde E('P.) = E(17ª) = 1,(17ª)" = 17ª y (P.)"= -Pª. 11 Estas variables 
canónicas independientes tienen paréntesis de Poisson cero con el resto de 
las variables. El espacio fase resultante se llama espacio fase extendido. 

10Por simplicidad supondremos constricciones reales y bosónicas. Los factores apropia­
dos para el caso general se introducirán en el Capítulo 4. 

11 Denotamos por E(A) la paridad de Grassman de A. Para detalles referimos al lector 
al apéndice. 
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Una estructura adicional que juega un p~pel irriportanté_en la' ele~C:ión 
del. sector físico de la teoría, es el número de fanta.Sma; definido por' · · . 

9(q') =O, 9(p;) =O, 9(71ª) = 1, 9('P.),,= é...1 (l. 73) . 

donde el número de fantasma del producto de dos vari~bl~s es iguai al~ suma 
de sus respectivos números de fantasma. 

La carga BRST se construye exigiendo las siguientes propiedades 

l. 11 es real: 11· = 11, 

2. 11 tiene número de fantasma 1: 9(11) = 1, 

3. 11 tiene paridad de Grassmann 1: €(11) = 1, 

4. 11 es nilpotente: {11, 11} =O. 

La propiedad 4 nos permite resolver para la carga BRST y la solución es 

(1.74) 

con la condición de frontera 

:~1 =V'. = ª·· 1J •=O,'P=O 
(i. 75) 

w ~ 
donde U son las llamadas funciones de estructura. Conociendo U es posible 
calcular todas las funciones de estructura restantes, via un algoritmo bien 
definido (61]. Los primeros términos de la serie son 

11 - ªG 1 b ce• 'P + - 7/ a - 27/ '1 cb a ""! (1.76) 

donde .... significa términos de orden mayor en el número de fantasmas y C~b 
son las funciones de estructura del álgebra de constricciones. 

La solución es única hasta una transformación canónica en el espacio fase 
extendido. En particular 

11' = 11+ {K,11}, (1.77) 
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donde /( es una. función árbitra.ria, es .. solución. de la propiedad 4,-si f2 lo es. 
El origen de la.s funciones.de estructura. está rClacionado con l.;: consistencia 
del álgebra. de constricciones. Se dice que· Ja teoría: es de rango N si todas 
las funciones de estructura.. pár.á.: N $ Ti + 1 son cero. El ra.ngo de una. teoría 
no es una propiedad intríriseca.' Consideremos por ejemplo una teoría. de 
Ya.ng-Mills 

(1.78) 

donde C~6 son constantes: En'~ste'éáso. 

íl ªG 1 b cc•-n = r¡ • - 2" r¡ ,br•· (l. 79) 

Es· conocido que dada un álgebra. de constricciones es siempre posible con­
struir {localmente) la correspondiente álgebra abeliana. redefiniendo las cons­
tricciones por nuevas constricciones equivalentes. En este ca.so la carga BRST 
tendrá la estructura 

{1.80} 

Por tanto, distintas cargas BRST pueden representar a la misma teoría. 
Es muy notable que la. estructura de los sistemas clásicos con constric­

ciones esté contenida en la tra.nsformación de BRST. En particular, el for­
malismo es invariante ante la redefinición de las constricciones en el espacio 
fase extendido. Las diferentes teorías que resultan de fijar de una manera 
específica la condición de norma, están relacionadas entre sí por una. trans­
formación canónica. En efecto, supongamos una superficie de constricción 
definida por G. "" O. De manera equivalente esta misma superficie puede 
describirse por 

G.(q,p) -•c.= M!(q,p)G1(q,p), (I.81} 

donde M: es invertible. Si M! = 6~ + <~{q,p), donde<~ es un parámetro 
infinitesimal, es posible construir el generador de la transformación canónica 
que conecta las. dos descripciones, usando el generador 

{1.82) 

Este generador nos permite relacionar la carga BRST 

íl = r¡"G. + .... , (1.83) 
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con la carga 
ñ =r¡.G.+ .... , (I.84) 

de.tal modo que 
sn = ñ- n = {n,c}. (I.85) 

Por tanto, las dos cargas (I.83) y (1.84) están relacionadas por una transfor­
mación canónica. Es en este sentido que representan al mismo sistema. 

Con el objeto de ilustrar cómo estas ideas están relacionadas con la 
elección de norma, consideremos dos hamiltonianos totales 

(1.86) 

donde G0 y G0 son distintas representaciones de la misma superficie de con­
stricción (1.81). El hamiltoniano Í!T puede reescribirse como 

(I.87) 

donde Xb = >.·M~. Los dos hamiltonianos lh y Í!T representan al mismo sis­
tema dinámico y difieren solamente en que sus respectivos multiplicadores de 
Lagrange son distintos. Fijando >.•,podríamos decir que los dos hamiltoni­
anos difieren porque están evaluados en dos condiciones de norma distintas. 
Sin embargo, sus ·cargas BRST están relacionadas por una transformación 
canónica (1.85). Por tanto, podemos concluir que la carga BRST es inde­
pendiente de la condición de norma. 

1.2.2 OBSERVABLES BRST 

Los observable.s clásicos son funciones invariantes de norma A0 (q,p), i.e. fun­
ciones que tienen paréntesis de Poisson débilmente cero con las constricciones 

{Ao, G.} ""O. (1.88) 

Dos observables Ao y A~ se consideran equivalentes si difieren por un término 
que se anula sobre la superficie de constricción 

A~ = Ao + kªG., (1.89) 

donde kª son funciones arbitrarias. Definimos ahora la extensión BRST del 
observable A0 como una función en el espacio fase extendido con las siguientes 
propiedades 
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1 
í 

1 

1 
1 ¡ 

1 

1 
1 

i) Al,=1?=º = A~(q,p), 
ii) Q(A)_=O,n?r~ér~ defant~.in~·cero; 

.· ii~):{".1;.p\=;<i1e~J3,~s:fi~yfü~~i~/.: ··•· •. !·. _ ·-: .. 

Lasol~ci6ri-~~-·¡a:·¡,¡.~pi~dád:(iÜ) ~óii)íi.~~ndlci6ri.irildál_ dada por I~.rro~ied~d 

(i)e~_ '._:;,:;,y:~,~·~\:4,~::~·~~;i::~l\0fi::i~~r;i/{,.- · -· ·cr:1o) 
L¡i eX,~eisió~-]3~81' (l)i~)~~ !!~.J;!ia.J:a q~e._ 

·'··-:·:·' 
····:¡'.>",._ ·A~·= ·Á + {/(~ n}, (1.9~.)' 

~s soluc¡~~ d~·la p~opi~dad (ii), sí A lo es, donde /( tiene númCro de fan­
tasma -'L En-particular el hamiltoniano invariante BRST, J{BRST, que es 
~¡ ir\gre.diente básii:o de la· acción BRST, S BRST se construye de esta manera 

{Hansr,n} =O, (1.92) 

Los primeros términos de la serie son 

(1.93) 

donde ... significa términos que tienen al menos cuatro fantasmas y v: está 
definida por (1.12). Fradkin y Vilkovisky [15] mostraron que un cambio en 
Ja condición de norma en la integral de trayectoria cambia al hamiltoniano 
en la forma 

HeJ!-> HaRsr+ {W,n}. (1.94) 

Por tanto, este cambio debe ser irrelevante para la dinámica. Las trayectorias 
en el e5pacio fase extendido generadas por HaRsT 

dA 
dt = {A,HaRsrl. (1.95) 

son tales que si los fantasmas son inicialmente cero r¡ª(t =O)= P0 (t =O)= O 
permanecen así, ya que el hamiltoniano BRST tiene número de fantasma 
cero. Así las trayectorias solución de (1.95) se proyectan al espacio fase 
original donde la dinámica es generada por He-
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Las ecuaciones de movimiento (1.95) tienen fija la norma (son equivalentes 
a poner todos los multiplicadores de Lagrange iguales a cero). Esta norma 
es, en gerieral, no accesible [59]. Para elegir distintas normas es posible usar 
la propiedad (1.94), donde W se conoce como el fermión de norma ya que 
su número de fantasma debe ser -1 y contiene toda la arbitrariedad en la 
dinámica generada por lle//• 

Con el objeto de incorporar un mecanismo para fijar condiciones de norma 
arbitrarias en BRST-BFV es necesario incluir a los multiplicadores de La­
grange como variables dinámicas, así como sus momentos canónicos asociados 

{1.96) 

Para que no se incremente el número de grados de libertad de la teoría, 
imponemos como constricciones ,,.ª "'O. Estas constricciones son de primera 
clase y generan desplazamientos en los multiplicadores de Lagrange. Estos 
desplazamientos son irrelevantes para la dinámica ya que los multiplicadores 
de Lagrange son arbitrarios. El nuevo conjunto de constricciones es 

(1.97) 

con A = l...2n, (n es el número de constricciones de primera clase origi­
nales). El siguiente paso es introducir los fantasmas correspondientes a estas 
nuevas constricciones y sus momentos o antifantasmas, como se conocen en 
la jerga BRST-era. Es conveniente definir el conjunto completo de fantasmas 
y antifantasmas como 

1/A = (-iPª,Cª), 

que cumplen las siguientes relaciones canónicas 

{Cª,Cb} = {Cª, P"} 
{P.,Cb} 

{c., Pb} = {P., pb} =o 
{Pb,C0 } = -ó! 

(1.98) 

(1.99) 

(1.100) 

con las propiedades E(°PA) = E(7JA) = I,(7JA)" = 1/A,(PA)* = -PA, como es 
convencional para el caso de constricciones bosónicas. Impondremos también 
la condición de que las variables añadidas tengan paréntesis de Poisson cero 
con las variables originales. El espacio fase extendido, equipado con la es­
tructura simpléctica canónica 
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· ~.: ti,'t~i~irJ,1";l;Js:·, · (LlOl) 

.. qued~ deflnido ~oi".1~·v~ri~!JI~~ Cq;,;;, .. "". ~'. ir •. ,~·~;PAJ;> ~~ ciega .BiST es.·. 
ahora ...... · 

n Aa 1 A 8Gª p · .,,,. ·· c·a 1 c•c&cc P ( 102) = T/ A-zr¡ T/ BA e+ .... = -ir 1ío+ ·-2 . bá. e+ ... l. 

do.nde Ggb son las funciones de estructura del álgebra de constricciones orig­
··inal: Nótese que G5(8 es cero para A, B, G = l...n y corresponde a· Ggb para 
A, B, G = n ... 2n. Es común denotar por nm;n a 

nmfo C"G lc·c&cc _,, + = a - 2 abre ... , {1.103) 

que es la carga BRST correspondiente al sector mínimo (espacio fase ex­
tendido donde aun no se han promovido los multiplicadores de Lagrange a 
variables dinámicas). 

La acción efectiva asociada al hamiltoniano efectivo {1.94) es 

s.11 = f'
2 

dt(i/p; - ,\ºii-0 +é·P. +C.P" - H,JJ), J., (1.104) 

donde q;(t¡) = q\, q;(t2 ) = q; y el resto de las variables deben fijarse en 
los extremos de tal manera que la acción cumpla con dos propiedades muy 
importantes: 

a) ser invariante bajo la transformación de BRST EinSeff = {n, S.¡¡}. 
Heff es invariante por construcción y el término cinético contribuye con 

[
an an • an • an - ]'2 

Eis.11 = a,P•+a"·" +aP·P + 8pP.-n p, a t¡ 
(1.105) 

Esta expresión se anula si se elijen las condiciones BRST-invariantes en los 
extremos 
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Cª(t2) = Cª(t 1)=;o O, 

c.(t2) = c.(t1) = o; 
1ra(t2) = 1ra{t1) =O, 

(1.106) 

más las condiciones escogidas para las variables ,del, espacio fase original. 
Para mostrar que, en efecto, las condiciones (1.106) son invariantes BRST 
calculemos 

ónCª = {C", n} 

linC. 
Ón1ra 

-~cccbc¡, + O[(C)"Pm¡ n ~ 4, 

{c., n} = i1r., 
{7r., !1} =o. 

m?: 1(1.107) 

(1.108) 

(1.109) 

Estas variaciones se anulan en los extremos dados por (1.106) y por tanto son 
BRST invariantes. Esto se debe a la estructura del algoritmo de construcción 
de la craga BRST. La carga BRST depende de p• y 11"4 solamente a través del 
sector no mínimo, y el sector mínimo depende de e•, P0 y de las coordenadas 
del espacio fase original. 

b) Ser invariante de norma. Esto significa que ante un cambio del fermión 
de norma 111 la acción efectiva es invariante (teorema de Fradkin Vilkovisky 
(FV))[15]. 

Comunmente se escoge como fermión de norma 

(1.110) 

donde x• no depende de los fantasmas ni de sus momentos conjugados y es 
tal que (xª)" = x•: 

Para ilustrar el procedimiento de construcción de la acción efectiva con­
sideremos el caso de una teoría tipo Yang-Milis. En tal caso la carga BRST 
(1.102) es 

(1.111) 

El hamiltoniano efectivo tendrá la estructura 

(1.112) 

donde ócxª = {x", CbGb}, que corresponde a las transformaciones de norma 
(1.25), remplazando el parámetro ,• por e•. Nótese que en este caso el 
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s• =f dtC.óc(Aª + xª); 

L'!- ,condi~ión de n?r~a impuesta por w es 

,\• + xª =o. 

(1.115) 

(1.116) 

Así, la accton resultante consta de tres partes, i) La acc1on original que 
es invariante de norma, ii) un término que rompe Ja invariancia de norma, 
determinando los multiplicadores de Lagrange como función del resto de las 
variables, iii) un término que contiene a los fantasmas. Este término es el 
responsable de cambiar la medida en la integral funcional de tal manera que 
la integración se realiza solamente sobre trayectorias invariantes de norma. 

1.2.3 TEORÍA CUÁNTICA 

Para implementar el método BRST-BFV en meéanica cuántica es necesario 
realizar c;,mo operadores en un espacio de Hilbert, no solamente las variables 
dinámicas del espacio fase original, sino también los fantasmas y antifantas­
mas 

f>.r,b + f¡bf>. = -ió~, (l.117) 

r,·.p = r¡ªt/J, f>•.p = ~ a.p , 
1 Ür¡ª 

(1.118) 

que definen un álgebra de Clifford con 2n generadores donde n es el número 
de constricciones de primera clase. 
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A diferencia del caso clásico, aquí no hay garantía de que la condición 

[!'l, !'l] = 2!12 = o, 12 (1.119) 

se cumpla, ya que los problemas de ordenamiento de factores son de crucial 
importanciá. Requerimos también que n sea un operador hermítico. Supon­
dremos .. que es posible encontrar un ordenamiento tal que estas condiciones 
se cumplen y que también es posible hallar una solución cuántica a 

[HanST, !'l] =O. (1.120) 

Siguiendo la teoría clásica definimos el operador de número de forma equiv~ 
alente a (l. 73), de modo que 

(.Z,Q] =o, [7}ª,Q] = +,¡•, (7\,9] = -7\, (1.121) 

donde Q -i1}ªP. y z representa cualquier variable dinámica del espacio 
fase original. De manera análoga definimos un observable BRST en teoría 
cuántica como aquél operador que cumpla con, a) [A,Q] = O, (número de 
fantasma cero), b) [A,!'l] =O, (BRST-invariante). Identificaremos dos ob­
servables cuando 

A~ A'+ ¡k,ñJ, (1.122) 

con k un operador arbitrario. Para que esta identificación sea posible, a 
nivel de la teoría cuántica, es necesario que los elementos de matriz entre 
"estados físicos" de los operadores A y A' coincidan 

(1/>IAl<P) = (1/>IA'l<P), (1.123) 

que es equivalente a requerir 

(,¡..¡kñ¡q,) + (tf.>!!'lk¡q,) =o. (1.124) 

Esta condición. es válida para todo k si los estados físicos son aniquilados 
por el operador BRST 

ñ¡,¡..) =o, (1.125) 

12sc sobrentiende que [, ] es el anticonmutador. Si las dos variables que interviene son 
fermiónicas esta operación denotará el anticonmutador. Si alguna de ellas eS bosónica 
denotará el conmutador. 
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y nes uri:ope;ador·hermitiano. Esta es la condición básica para elegir el sec­
tor físico de la teoría en el· formalismo BRST-BFV y reemplaza a la condición 
de Dirac (1.;4 7); ' Mientra.S l.a .condición de Dirac implica n ecuaciones (una 
para.cada co~stricción de primera clase), la condición BRST (1.125) es una 
sola .. ecuiición.'. El predo ·que se paga por ello es que las soluciones de la 

, condi~ión {Ll25} no están determinadas de manera única. En necesario sep­
. :ararh.S soluciones (I.125) en dos clases: Las llamadas soluciones triviales y 

aquéllas que forman el sector físi'co de la teoría. El formalismo general para 
'resolver este problema se conoce como cohomología BRST [58]. Si /..P) es 
solución de la condición (I.125) entonces 

/..¡,)' = /..P) + fl/x), (I.126) 

con /x) arbitrario, es también solución. /..P) es un estado físico si pertenece al 
Ker fl = {/..P), tal que fl/..p) =O}, donde Ker es el núcleo del operador BRST. 
Se dice que estos estados son BRST-cerrados. La imagen del operador ñ está 
definida por Im fl = {/.P) tal que /.P) = ñ/.P)'}, con /..P)' arbitrario. Estos 
estados se llaman BRST-exactos. Nótese que fl/..p) = O, si /.P) está en la 
imagen de ñ, y por tanto estará también en el Ker ñ. Con el objeto de 
definir el espacio físico es necesario construir las clases de equivalencia con 
la identificación (1.126). Esto implica que el espacio físico esta dado por el 
espacio cociente 

Ker fl = BRST-cerrados 

Im fl = BRST-exactos 
(1.127) 

El álgebra definida en este espacio cociente es conocida como la cohomología 
BRST. 

El producto escalar en el espacio de Hilbert extendido lo denotaremos por 
(1,Ú, x). Este producto escalar es tal que las variables clásicas reales pasarán a 
ser operadores hermitianos. Análogamente las variables clásicas imaginarias 
pasarán a ser operadores antihermíticos. Esto implica, en particular, que la 
carga BRST y el hamiltoniano BRST serán operadores hermitianos 

ñ1 = ñ-+ (.P, ñx) = (fl.P.x), ·1 • 
Hansr = HansT· (l.128) 

Si /.P) es un estado físico, el producto escalar en (1.128), es cero. Por tanto 
este producto es degenerado (no positivo) e implica la existencia de estados 
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con norma negativa.13 Por la misma razón todos los estados de la forma ñlx) 
con x arbitrario no contribuyen a amplidudes entre estados físicos. 

La condición sobre los estados físicos (1.125) posee las siguientes propie­
dades: a) Es lineal y por tanto selecciona un subespacio del espacio de Hilbert 
extendido. b) Los observables BRST dados por [A, ñ] = O mapean el espacio 
físico sobre sí mismo. c) Los observables triviales definidos por [k, ñ] tienen 
elementos de matriz nulos entre estados físicos 

( 1.131) 

1.2.3.1 INTEGRAL FUNCIONAL 

Uno de los métodos más poderosos para calcular el propagador de un sistema 
cuya evolución clásica es conocida, es la integral de trayectoria. Este método 
es especialmente eficiente en el marco del formalismo BRST-BFV por las ra­
zones siguientes: a) La medida en la integral funcional está bien definida; es 
la medida de Liouville en el espacio fase extendido, b) la integral de trayecto­
ria es invariante ante cambios arbitrarios en el fermión de norma. Por tanto 
el resultado que se obtiene con este método no depende de la elección de 
norma. Este es el contenido del teorema de Fradkin-Vilkovisky (15). 

El operador de evolución exp (-iHc¡ ¡t) conmuta con la carga BRST ya 
que el hamiltoniano es un observable. Además, es unitario ya que Hclf es 
hermítico. Esto significa que globalmente la evolución temporal deja invari­
ante el espacio de estados físicos. Esto implica también unitariedad en el 
sub-espacio de estados físicos. Si el producto escalar (t/Ji. t/J2 ) entre dos esta­
dos físicos es positivo definido, cuando los estados de norma cero han sido 
factorizados, se obtiene una teoría cuántica satisfactoria. Esto sucede en los 
casos usuales. Pero en general, esta factorización no es trivial. 

13Es importante mencionar que existen otra propuestas donde n no es hcrmítico bajo 
un producto escalar en el espacio de llilbert extendido, no degenerado [67] ( (í!,P, í!x) = O 
para todo t/J en el espacio fase extendido, implica O:x: = O). En este en.so se define la carga 
co-BRST por 

(í!,P,<f>)=(.P,ñ<t>) (1.129) 

Luego se define el operador 
~=ñn+ nñ. (1.130) 

La condición sobre los estados físicos es ahora A tP = O. 
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.Hemos• asumido que ·1a.iéoría ~b tie·n~ian6~a:Iía5.;E~'l¿¡,;;,;~im~lade 
anomalías el operad6revolu~ió,;' pcidría.n6 mapear ~1.:sub'cispacló'físi~6 ~obre: •. 

. ;,~sfüYJ,~~1~~~~r~~~~~~EJN~!t1~'[i5~(~~·· 
·-.. :·:·:·' ····1. 

(1.132) 

do11de la acción efectiva es ( 1.104) y la medida es 

Vµ= Vp'Vq'Dir'V>.VC'D'P1XVP, (1.133) 

es necesario especificar condiciones BRST-invariantes en los extremos de tal 
modo que el resultado de la integral funcional sea BRST invariante y por 
tanto físico. 

1.2.3.2 FORMALISMO DE OPERADORES 

Los métodos de cuantización basados en la formulación de operadores tienen 
la ventaja de no requerir el proceso de discretización necesario para realizar la 
integral funcional. Esto permite tener un control directo sobre los problemas 
de ordenamiento de factores. 

Las ecuaciones fundamentales de.! método de operadores son las siguientes 

¡ñ,ñ] =o, {¡ = {¡t, <(ñ) = 1, Q(ñ) = 1, (1.134) 

[HBnsr,n] =O, HBnsT = H1nsT• <(HansT) =O, Q(HBnsT) =O, 
(1.135) 

además de la condición sobre los estados físicos (1.125). Dos observaciones 
fundamentales permiten mostrar que la carga BRST puede construirse en 
mecánica cuántica. Primero, eligiendo un ordenamiento es posible construir 
la solución a las ecuaciónes cuánticas (1.134) y (1.135) siempre y cuando la 
teoría no sea anómala. Segundo, dada una función clásica, es siempre posible 
construir su símbolo y a partir de aquí construir el operador correspondiente. 
Existe un producto llamado producto * para símbolos. Reescribiendo las 
ecuaciones básicas del método BRST-BFV en términos de símbolos y usando 
el producto entre símbolos, puede seguirse paso a paso la construcción clásica 
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y obtener los correspondientes operadores cuánticos al final. Que ambos 
procedimientos coinciden ha sido mostrado en [18]. 

Por ejemplo, la siguiente prescripción permite comparar los resultados 
que se obtienen ai aplicar el método de Dirac con aquellos obtenidos usando 
BRST-BFV [58]: 1) Escribir íl en orden r¡ - 'P. 2) Definir las constricciones 
cuánticas como los operadores que están multiplicados por r¡ª en la carga 
BRST con 'P = O. Esta definición tiene las siguientes propiedades: a) G. son 
de primera clase, [G., Gb] = iC~6G<> con las funciones de estructura al lado 
izquierdo. Esto se sigue de 02 = O. b) Tanto 6. como C~6 difieren de sus 
correspondientes funciones clásicas por términos de orden ñ que provienen 
del ordenamiento r¡ - P en la carga BRST. Estas correcciones no pueden 
obtenerse usando el método de Dirac. 

Denotaremos cualquier operador asociado a una variable dinámica es­
pecífica del espacio fase extendido por r. Su evolución temporal en el inter­
valo ( t¡, t ¡) está determinada por las ecuaciones de movimiento de Heisenberg 
y es generada por el hamiltoniano efectivo 

donde 

w,f' = [r, ñ,11], 11,11 = iI - i[iii, ñJ, 

[H,ñ] =o, j¡ = j¡t, E{H) =o, Q(H) =o, 
.¡, = _q,t, f(llt) = 1, ó(iii) = -1. 

(1.136) 

(1.137) 

El fermión de norma .¡, implementa las condiciones de norma en la teoría. 
Nótese que este operador puede tener problemas de ordenamiento que deben 
ser resueltos previamente. En este operador está contenida toda la arbi: 
trariedad en la dinámica. La independencia de norma del scC:tor físico de la 
teoría ~uede mostrarse como sigue [18]: sea f.¡.(t) el conjunto de soluciones 
de las ecuaciones (1.136), con la condición inicial f'(t;), obtenidas usando 
un fermión de norma particular .¡,. ·Las condiciones iniciales son indepen­
dientes de la norma y deben ser BRST invariantes. Ante la transformación 
infinitesimal .¡, -> .¡, + óiii, los operadores f' cambian por 

(1.138) 

donde el operador U está definido por U = exp(-[ñ, J,~ ó>itdt1)14 de modo 

14La definición de este operador está motivada por el siguiente argumento: Consideremos 
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que la transformaci6ri ,(1; 138): p~ed~ éscri~ir~e · co~o 
·••:•·••· .. ti~.1·~:~r~:.~·r[A.·l5:f~11/t ~ 1 ... ·.·· (1:141) 

Para operadores BRS'lÚnv~riaiites' obtenemos'< . 
. . . ' '.. ·~:~--· ' . 

. (1.142) 

con 

ó~P = ¡ñ, rf..' ó.P(t')dt', fr]], (1.143) 

donde hemos usado la idei:itidad de Jacobi y el hecho de que F es BRST 
invariante. Por tanto los elementos de matriz de la variación (1.143) relativos 
a dos estados físicos cualesquiera son cero 

(1.144) 

Esto implica que los elementos de matriz entre operadores físicos no dependen 
de la forma de 1Ít y por tanto no dependen de la condición de norma. 

1.3 PRINCIPIO DE ACCIÓN DE SCHWINGER 

Existen dos formulaciones lagrangianas de la mecánica cuántica. Una de ellas 
es la integral funcional [38) y la otra (inapropiadamente identificada como la 
versión diferencial de la integral funcional [95]) es el principio de Schwinger 
[81]. Aunque a nivel formal las dos formulaciones son comparables, exis­
ten ciertas razones para pensar que los resultados obtenidos aplicando una 
formulación o la otra, pueden diferir. La duda principal proviene de que 
la integral funcional requiere de un proceso de discretización que no está 

dos extensiones BRST del operador .Ao 

A = Ao + ¡ñ, >ir], A' = ,¡0 + [ñ, >ir'J (l.139) 

y supongamos que 'Ír y ~' difieren infinitesimalmcntc. En tal caso 

6A =A' - ,¡ = ¡ñ, 6>ir) (1.140) 

donde 6tft = q,i - lÍt. Sin embargo, '11 es una funcional de la trayectoria (como los multi~ 
plicadorcs de Lagrange). De ahíla definición del operador U. 
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definido de manera única y que se asocia a los problemas de ordenamiento de 
factores. Además, la medida en la integral funcional es un objeto complejo 
que depende de la topología del espacio de trayectorias. Por otra parte, el 
principio de acción, basado en el formalismo de operadores, permite un con­
trol directo sobre los problemas de ordenamiento de factores en el paso de 
funciones clásicas a sus correspondientes operadores en mecánica cuántica. 
Por ello hemos considerado conveniente desarrollar las ideas planteadas en 
las secciones anteriores en el marco del principio de acción de Schwinger. Hay 
pocos antecedentes sobre el desarrollo del principio de acción para sistemas 
con constricciones. Para el caso de constricciones de segunda clase puede 
verse [27]. En el caso de constricciones de primera clase, un análisis covari­
ante detallado, puede verse en [42]. Proponemos usar el principio de acción 
partiendo de la acción efectiva BRST (1.104), que como ya observamos no 
es invariante de norma, sino que es invariante bajo la transformación super­
simétrica global de BRST. Por tanto esta acción corresponde a un sistema 
cuya norma está "fija". Esto nos proporciona un marco adecuado para de­
sarrollar el principio de acción para sistemas con constricciones de primera 
clase. Un antecedente en esta dirección es [80]. En esta sección presentare­
mos una introducción a los elementos básicos del principio de acción. Poste­
riormente, en el capítulo 4, formularemos el método BRST-BFV usando el 
principio de acción. 

El principio de acción de Schwinger puede verse como una generalización 
del principio de Weiss [82] de la mecánica clásica al caso cuántico. El principio 
de Weiss afirma que ante variaciones arbitrarias de las coordenadas en la 
acción 

S = ['" L(cj,q,t)dt, 
},. 

se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange requiriendo 

óS = G(t") - G(t'), 

(1.145) 

(1.146) 

donde las funciones G son términos de frontera. Esto significa que la variación 
de la acción no depende de la trayectoria que conecta los puntos extremos, 
basta que cumpla las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange. La forma 
explícita de los términos de frontera depende de las variables dinámicas que 
se fijan en los extremos en la acción (1.145). Por ejemplo, si se fijan las 
coordenadas q en los extremos t" y t', entonces 

G(t) = (póq - Hót)j,, (1.147) 
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donde Hes el correspondiente hamiltoniano y la notación es tai-qt.i{ÍJóq:·,,; 
p¡óq1, sumando sobre todos los grados de libertad del sistema'. ·.En J()s:·_casos 

·donde n"o se presente confusión usaremos una notació~ sin íridic~s .'¡)ar"a· 'n:o · 
complicar Ja exposición de las ideas. ' ,, -.. :: - ' 

A nivel cuántico, el príncipe de acción de Weiss se reemplilza':pór''elco~. 
rrespondiente principio de acción de Schwinger que afirma que las Íiafiii2ioiíes 
arbitrarias de los elementos de matriz del operador de evoluci6~;· dados por 
< a"/u(t", t')lb' >= (a"t"/b't') están dadas por . · . 

( "' ) ó(a"t"/b't') = i(a"t"/ó J., L(~, íj, t)dt /b't'). (1.148) 

Además, la variación del operador hermitiano de acción S J.'." L(~; 
q, t)dt dependerá solamente de operadores evaluados en los extremos, de tal 
manera que 

ó({' L(~,q,t)dt) = G(A",t")- G(B',t'), (1.149) 

donde A" denota un conjunto completo de operadores que conmutan al 
tiempo t" cuyos valores propios son a", y análogamente para los operadores 
.iJ1 en t'. Dicho de otra manera, la variación del propagador está dada por 
los elementos de matriz correspondientes a la variación de un solo operador 
hermitiano: el operador acción. 

Una elección ~onvenie!lte para el lagrangiano cuántico es el Jagrangiano 
de primer orden L = ~ (Píi + qp) - H( q, p, t), donde H( íj, p, t) es el operador 
hamiltoniano hermítico construido, como es .usual, desde la definición de 
los momentos p = *· Las ecuaciones de movimiento resultantes son las 
ecuaciones de Hamilton en versión de operadores cuánticos 

' aj¡ 
q= aµ' 

' ak 
p=- a¡¡, 

y Ja identificación de los generadores (1.147) en los extremos es 

donde hemos supuesto que el operador q está fijo en los extremos. 
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En este punto es necesarios especificar el caracter de operador de las 
variaciones óq, óp, que implica los resultados anteriores. Cuando se trata 
con operadores bosónicos (fermiónicos), llamados operadores de primera (se­
gunda) especie en la notación de Schwinger, las correspondientes variaciones 
satisfacen las relaciones de conmutación (anticonmutación) para elementos 
pares (impares) en una álgebra de Grassmann. 

Considerando una transformación canónica que intercambie el papel de 
q y p es posible identificar al generador de las transformaciones infinitesi­
males en p como G5, = -(¡óp. La expresión anterior para los generadores de 
las transformaciones correspondientes, junto con su interpretación cuántica 
como generadores de transformaciones unitarias, nos conduce al conmutador 
general 

(1.152) 

de donde se deducen las relacioa'es básicas de conmutación (anticonmutación) 
para las variables del espacio fase, tomando en consideración las propiedades 
de conmutación (anticonmutación) de los parámetros asociados a las trans­
formaciones anteriores. 15En lo que sigue tomaremos lí = l. 

Desde la ecuaciones (1.148) y (1.149), la expresión final para variaciones 

15Generalizando (1.152) podemos escribir 

[Ji,.BJ = i68 ii, (1.153) 

donde 

(1.154) 

y 
6f!,=[f!;,B]. (1.155) 

En particular, la expresión cuántica de la estructura simpléctica es 

(J.156) 

donde zA son los operadores asociados a las variables del espacio fase (no necesariamente 
canónicas). Así, el paréntesis de Dirac en el ·espacio fase reducido tend1á la expresión 
cuántica 

(1.157) 

donde zr denota las variabk:s del espacio fase reducido (en general, no canónicas). Estas 
relaciones son correctas hasta problemn.s de ordenamiento. 
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. arbitrarias del propagador es entonces, 

ó(a"t"\b't') = i(a"t"\G(A", t")-:-- G(B', t')\b't1). (1.158) . 

·Para usar estas expresiones como una herramienta.en la práctica debe­
mos resolver las ecuaciones de movimiento de Heisenberg del sistema en 
términos de los operadores A", B' cuyos ·valores propios están fijos en los 
puntos extremos. De esta manera podremos obtener los elementos de ma­
triz correspondientes en (1.158), como solución del conjunto de ecuaciones 
diferenciales parciales 

ª~" (q", t"\q', t') = i(q", t"\p(t")\q', t') 

8~,,(q",t"\q',t') = -i(q",t"\JJ(t")\q',t') 

: (q", t"\q', t') = -i(q", t"\p(t')\q'' t') 

!, (q", t"\q', t') = i(q"' t"\JJ(t')\q'' t'). 

Estas ecuaciones deben ser integradas con alguna condición de frontera adi­
cional que implica la existencia de un conjunto completo de estados en el 
espacio de Hilbert. Por ejemplo, la condición de normalización 

,!i~.(q", t"\q', t') = ó(q" - q'). (1.159) 

En otras palabras, necesitamos escoger un conjunto completo de operadores 
que conmutan en el espacio de Hilbert para construir los estados físicos y 
poder especificar los números cuánticos en los puntos extremos, que además 
de contener toda la información dinámica del sistema, deben ser compatibles 
con la dinámica. Esto no está garantizado a priori en el caso de sistemas con 
constricciones. 

45 



CAPÍTULO 2 

COMPARACIÓN ENTRE EL MÉTODO DE DIRAC Y 
EL MÉTODO DE FADDEEV-JACKIW 

Recientemente Faddeev y Jackiw [34] propusieron un método alternativo 
al método de Dirac para analizar sistemas con constricciones. Este método 
no necesita, en principio, clasificar las constricciones en clases (primera y 
segunda) ni en generaciones (primarias, secundarias .... ). A primera vista esto 
parecería muy sorprendente ya que, como hemos visto, las simetrías de norma 
de una teoría están relacionadas con las constricciones de primera clase. Sin 
embargo, mostraremos en este capítulo que el análisis de Faddeev-.Jackiw y 
el de Dirac son equivalentes [43]. De hecho, el primero es un método de 
reducción y por tanto será equivalente al método de Dirac en alguna elección 
específica de las condiciones de norma. Analizaremos primero, cómo puede 
obtenerse el espacio fase reducido en el esquema de Dirac, para después 
exponer las ideas básicas del método de Faddev-Jackiw. Posteriormente, 
compararemos los dos procedimientos y dedicaremos una sección final a las 
conclusiones. 

2.1 REDUCCIÓN DIRECTA EN EL MÉTODO DE DIRAC 

Una observación, no muy usada en la práctica, es que es posible implementar 
fuertemente las con~tricciones a nivel de la acción extendida (1.31). Pasando 
por alto el problema. de la destrucción o pérdida. de simetrías manifiestas que 
un proceso tal lleva consigo, es interesante analizarlo en detalle, puesto que 
permite una mejor compresión geométrica. del método de Dirac. 

Que las constricciones pueden usarse para reducir el espacio fase puede 
verse como sigue[58]: 

Consideremos el caso en que solamente hay constricciones de segunda 
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. . . ~ ' 

clase. Lá ac~i6n extendida tiene la: forma 

• ~E[q~(t), PnÜ),é(t)] = j(pnq" - He - uºx0 )dt, (2.1) 

dollde. l~ co~~t.rl~~lones d~ segunda clase X~ = O se implementan usando los 
·. multiplicaA~re's de Lagrange 2omo variables dinámicas uº. Denotaremos por 

yT. lás co·o~den'á:das del espacio fase reducido. Al implemetar las constricciones 
de segurid'a' cl~e en la acción (2.1), el término cinético experimentará la 
tra8formación. 

Pn<Ín = a,(y)¡/, (2.2) 

· hastá·un·a defivada total respecto al tiempo. Por otra parte, el hamiltoniano 
total ·H~C:.u0x0 , transformará, dando origen a una nueva función que depende 
del sect.or rediii:ido, i. c. únicamente de las variables físicas sobre la superficie 
de ·con~tricción. Denotaremos esta función por h(y). La acción reducida será 

Sn[y'] = j(a,(y)i/ - h(y))dt, (2.3) 

y difiere de la acción extendida (2.1) por un término de borde. El lagrangiano 
reducido es 

Ln(y' .i/) = a,(y)i/ - h(y), (2.4) 

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son 

( aa, ªª·) ., 8h o 
ay• - 8yT y + 8yT = • (2.5) 

Estas ecuaciones tienen forma hamiltoniana -aunque no canónica- donde la 
dinámica es generada por el hamiltoniano h(y) y la estructura simpléctica, 
es 

8a, 8a, ( ) 
u., = 8y' - 8y•' 2.6 

que define el paréntesis de Poisson en el espacio fase reducido, dado por 

{yT,y'} = u"(y) (2.7) 

donde u" es la inversa de la matriz (2.6). Que esta matriz es invertible se debe 
a que las constricciones son de segunda clase y que por tanto la acción (2.1) no 
presenta simetrías de norma y su dinámica está completamente determinada. 

47 



No hay funciones arbitrarias en las soluciones de las ecuaciones de movimiento 
y es siempre posible despejar a las aceleraciones en términos del resto de las 
coordenadas y las velocidades. Dos funciones arbitrarias, que dependen de 
las variables del espacio reducido tendrán, consecuentemente, el paréntesis 

8F BG 
{F(y),G(y)} = -8 u"-a . 

Y' y' 
(2.8) 

Mostraremos a continuación que este paréntesis es el paréntesis de Dirac 
en el espacio fase reducido. ¿Cómo se relaciona la definición usual de los 
paréntesis de Dirac (1.45) con el paréntesis definido por (2. 7)? Esta pregunta 
puede resolverse de la siguiente manera. Primero, es necesario observar que 
los paréntesis de Dirac usuales estan definidos en todo el espacio fase. La 
estructura simpléctica que genera estos paréntesis es 

u·ij = Cfij - cii, (2.9) 

donde u;; es la estructura del espacio fase original {z;, zi} = u;;, z', i = l ... 2N 
son las variables del espacio fase (no necesariamente canónicas) y 

-;; _ ;i8X"'CªP8Xp n; 
(j - (j 8z1 azn (j • 

De esta manera los paréntesis de Dirac (1.45) pueden escribirse como 

{A B}• _ BA .;;8B 
' - Bziª 8zi' 

Realicemos ahora una transformación no canónica definida por 

z;-> y'(z),x0 (z), o= l. .. s, r = I ... R, 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

donde R = 2N - s, s es el número de constricciones de segunda clase y las 
variables y' coinciden con las variables de la acción reducida (2.3)17• Supon­
dremos que esta transformación tiene inverso z;(y, x) -> y, X· A t~na función 

17Para realizar la comparación entre el paréntesis de Di rae usual ( 1.45) y el paréntesis 
reducido (2. 7) es necesario suponer que el proceso de eliminación de variables que conduce 
a la acción reducida (2.3) es el mismo que se aplicará para reducir el paréntesis de Dirac 
usual (1.45). Esto conduce a una descripción del espacio fase reducido en términos de la.s 
mismas variables, haciendo asíposible la comparación. 
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. . 

arbitraria de_ Ías variables_ del espacio fase original f ( i ). lc'~orresponder~ \1~a ·•·. · · 
ful)ción dé.)as ~\lf!.".M v~riables d~fi~ida, pc>r J(~(V; x) )-,;;i¡ ;.f(Yi'x),: §íia. r~, .• 
stricci.ón a,l es~á~io fase. r~dúcido ,derie>tarémós• pó1\f(Y,;x)i,;~;0 ·=<¡.'(il ); 'El 
parénte5is deJ)i~aé (2.11), aplicado á. dos funciones'de las ñúevas·éoordenadas .· 
eS - .. :-·::· ..... · .. · _ = .. :-. ·1 ••. -· . __ -· •• _ .. _ • :'.·,·:: .-:._~". ';' • ·-.-~~- .<-::-... > ..... -

· •. · .. • "{F(~(~ ), ~M> '.G(y( 7 ),·~(;>h<~.;;s~;r~i;. .•. ' ::' : (~'.i~) 
·donde iierrios u-¿~d~ '· • - ,- .... · ,. . · · · .· .. \· ,. -~;+ ;;·~~::f-1~-~~~~/ >· .•'·.·' (2:i4) 

-la própi~dad cle qué el paréntesis el~ Dirai:-entre u~a furicióri •arbitraria y una 
constricción dé segUrida .clase es éero y: . . . .. . . . 

. .. . .. 

u*';(z) ~ Ú(z),Y'(;)} · · ' .......... 
(2.15) 

Aplica~do _la transformación no canónica (2.12) a esta matriz, obtenemos 
uria riueva matriz E~."(y, x), cuya rest~icción a la superficie de constricción 
es f:*" (y) y define los paréntesis 

f;"" (y) = {y'' y'}. (2.16) 

·Nótes~. que f;*"(y) es la proyección de "Í; sobre la superficie de constricción 

... 8zi 8zi 
E .,(y) = u';;-

8 
-
8 

. 
yr Y~ 

(2.17) 

Como la acción reducida (2.3) puede obtenerse a partir de la acción extendida 
(2.1) mediante la aplicación de la transformación (2.12), los paréntesis (2.16) 
y (2.7) deben coincidir y por tanto, u"(y) = f;*"(y). Esto implica que u., 
es la estructura simpléctica inducida por el paréntesis de Dirac (2.11) sobre 
la superficie de constricción. 

Estas observaciones pueden usarse para calcular el paréntesis de Dirac 
en el espacio fase reducido de manera directa: se resuelven las constriccio­
nes de segunda clase en la acción (2.1) y se reconoce el paréntesis de Di rae 
en el término cinético, usando la definición de la estructura simpléctica, en 
términos de la !-forma a,(y) (ver (2.6)). Consideremos el siguiente ejemplo 
(28]: 

SE= j(p;i/ - ~q'q' + J..'x,)dt, (2.18) 
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·.' ·,~ ·~ 

, nadé>:pi),.'es; :e,, · ,)' 

, .. 

. .. . . 

·> ,;·.·¡>; i );> ,Í; ;' .• · 
Sn= (-.-BE;;<fq --qq)d·t·, 2 . 2 

, qui; conduce a '1os paréntesis 

, , 1 .. 
{q', 'l'l = n"'· 

(2.19) 

(2.20) 

. ,· 

,(2:2i)-

. (2.22) 

(2.23) 

usando la definición de la estructura simpléctica (2.6). Este paréntesis co­
incide con el paréntesis de Dirac sobre el espacio fase reducido (ver (2.21)). 
Es interesante observar que en coordenadas canónicas este sistema es un os­
cilador armónico en el espacio fase reducido, con un grado de libertad. Apli­
cando la transformación canónica (que diagonaliza los paréntsis de Dirac) 

1 1 2 
Q =p1+2Bq, 

P2 - ~q1 

P1 =--
8
--, Q2 = P2 + Bq

1
, 

B 
B 2 

P2 = p¡ + 2q, 
(2.21) 

cuyo generador es S = Bq2 (P1 + ~q 1 ) + q1 P2 + P1 P2 , se obtiene 

L = P2Q2 - ~(P{ + (Q2)\ 
2 

(2.25) 

Analizaremos ahora el caso en que todas las constricciones son de primera 
clase, "ta = O e independientes. También en este caso, es posible resolver las 
constricciones y substituir en la acción. Sin embargo, este procedimiento no 
es de gran utilidad ya que las ecuaciones de movimiento resultantes sobre 
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la superficie de constricción han perdido su estructura canónica. La manera 
usual 'de s~r't'ear 'esta dificultad es introducir condiciones de norma en la línea 
delo.expuesto en 1a. sección i;2, Capítulo l .. En tal caso las constricciones de 
.primera·ciase1 más las. condiciones de norma, serán un conjunto de constric­
cioI1c;,s· .de segunda clase y la reducción procede via la discusión previa. Por 

·.otra ·part'e, ,,.,;·condiciones de norma no-canónicas, no pueden insertarse en 
la .acciCsn de ma~era directa sin producir pérdida de información dinámica. 

·T6inese, por ejemplo, el caso .\ª = O. Implementando estas condiciones en 
la:_acción, se pierde la información de la superficie de constricción. Para 
analizar en detalle el proceso de reducción en el caso de constricciones de 
primera clase, es conveniente introducir algunos conceptos. 

Al implementar la reducción de las constricciones de primera clase, la es­
·tructura simpléctica original cambia en la forma dada por la ecuación (1.22), 
que define la nueva estructura simpléctica sobre la superficie de constricción. 
Puede demostrarse [58], que el rango de la estructura simpléctica proyectada 
es N - M - k, donde N es la dimensión del espacio fase original, N - !vf es la 
dimensión de la superficie de·constrícción y k el número de constricciones de 
primera clase. La singularidad de u;; implica que, en general, los paréntesis de 
Poisson no pueden construirse, ya que éstos están determinados por la matriz 
inversa de la estructura simpléctica. Por esta razón, aunque técnicamente 
correcto, reducir directamente las constricciones de primera clase conduce a 
ecuaciones de movimiento no hamiltonianas. Una característica fundamental 
del método F-J es notar que la información dinámica perdida en este proceso 
no afecta al sector físico de la teoría. 

2.2 MÉTODO DE FADDEEV-JACKIW 

Comenzaremos revisando las ideas principales del método F-J. Para detalles 
referimos al lector a [34]. Para ello, consideremos un lagra:ngiano de primer 
orden 

(2.26) 

cuya estructura simpléctica difinida por (2.6) es singular. En ca:.o contrario, 
el lagrangiano (2.26) no representa un sistema con constricciones. La co­
rrespondiente teoría hamiltoníana está generada por el hamiltoniano H(e), 
donde las coordenadas del espacio fase {", no son canónicas. En el caso 
en que la l'forma, a.(e) de lugar a una estructura simpléctica singular, es 
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siemp~e posible efectuar. una transformación de Darbotix; desd~ las variables ·. 
f", .a.1m~.n~ev~fv~;iabl~s,' p~r~Íalniente canónicas e"·.,.... (P;j q;,.:;A),.do~de. 

··ZA son fiíncion.es de C~imi.r d.el pa~éntesis · ··' · · · 

(2.27) 

(2.28) 

' (° -1 

D· u;;= 1 o 
o o 

(2.29) 

donde los dos primeros bloques representan a las coordenadas canónicas q, p, 
y el tercer bloque representa las coordenadas z. Qué sea posible resolver este 
conjunto de ecuaciones, al menos localmente, es el contenido del llamado 
teorema de Darboux.18 

Reescribiendo el lagrangiano {2.26) en estas nuevas coordenadas resulta 

L = p¡i/ - H(z, q,p), {2.30) 

donde i < n. Nótese que las coordenadas z no aparecen en el término cinético 
y consecuentemente la estructura simpléctica nueva tiene la forma (2.29). Las 
ecuaciones de Euler-Lagrange de este lagrangiano son 

.¡ 8H 
q = 8p¡' 

. 8H 
Pa = - aq•, {2.31) 

De la última ecuación podrán despejarse algunas coordenadas ZA en términos 
del resto de las variables. En general, no podrán despejarse aquellas variables 

18El teorema de Darboux asegura que en una variedad diferenciable M (en este caso 
una superficie de constricción), equipada con una estructura de Poisson, es siempre posible 
(localmente) encontrar coordenadas P0 , Qª, ZA tales que {Qª, Pp} = 6ap y {zA,zn} =O. 
Las coordenadas ZA son llamadas /unciones Casimir [78 1 64]. 
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qu~ aparezcan linealmente en la fonción hamiltéiriiana:Íí(z; q;],¡:·nes¡)~é~ .de 
eliminar tantas coordenadas zA como sea posible, óbterídrerrios:él)~grangiánó 

L = p¡i/ - !i(q, p) ~ z·,~¡(~~· ~·)~·:·:>·>:: ':c. .• . .' '(2~·32) 

con. l.< A, donde las coordenadas z1 son un subconjunto de las coordenadas 
originales ZA y las funciones </i1 son las constricciones ·;e~dadera~, en la ter­
minología de Faddeev y Jackiw. 

El siguiente paso consiste en implementar en la función lagrangiana (2.32) 
las constricciones </i1 = O y reducir el número de grados de libertad. Esto 
producirá un lagrangiano de la forma (2.26), y el procedimiento comienza de 
nuevo. El algoritmo termina cuando se obtiene una estructura simpléctica 
no-singular, (y a partir de ella podremo" construir los correspondientes pa­
réntesis de Dirac), o cuando ya no se generen, por este procedimiento, nuevas 
constricciones. 

Nótese que en este método no es necesario recurrir al espacio fase que 
contiene a la superficie de constricción. Todos los cálculos se realizan siem­
pre sobre la superficie de constricción. Por tanto, este método está basado 
en el espacio fase reducido, donde se encuentra la infromación física rele­
vante para la descripción dinámica. No es necesario tampoco recurrir a la 
clasificación de Dirac para las constricciones. Además, las constricciones pri­
marias nunca aparecen, pues el procedimiento es puramente lagrangiano. No 
obstante, como mostraremos en las siguientes secciones, la clasificación de 
las constricciones en primera y segunda clase permanece codificada, en cierta 
medida, en la información dinámica de las variables z,1. 

2.3 COMPARACIÓN CON EL MÉTODO DE DIRAC 

De manera distinta al método de Dirac, el de F-J es un método de reducción 
al espacio de las variables físicas. Al menos formalmente, este procedimiento 
parece más simple. Hemos considerado apropiado comparar los dos proce­
dimientos, para ver en que difieren o coinciden, en su caso, y cuales son las 
ventajas de uno u otro. Mientras que el método de Dirac permite analizar los 
sistemas con constricciones conservando todas las variables durante el pro­
ceso, -manteniendo simetrías, que de otra manera, serían no manifiestas o en 
el caso de simetrías de norma importantes se perderían irremediablemente­
el método F-J tiene como objetivo, a corto plazo, encontrar las variables del 
espacio físico. 
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Como hemos visto, el método de Dirac permite la posibilidad de reducir 
vari~bles directamente. De hecho, la adopción del paréntesis de Dirac (el 
paréntesis asociado a la estructura simpléctica definida en la superficie de 
constricción de segunda clase, como la proyección de la estructura simpléctica 
del espacio fase, sobre esta superficie de constricción) permite eliminar tan­
tas variables como constricciones de segunda clase. Hemos visto también, 
que esta reducción es posible en el caso en el que algunas constricciones de 
primera clase están presentes, aunque la estructura simpléctica proyectada 
sobre la superficie de constricción, resulte degenerada. Esto implica que al­
gunas variables dinámicas y sus ecuaciones de movimiento asociadas, pueden 
desaparecer. 

En el método F-J, el proceso de reducción permite la obtención de las 
ecuaciones de movimiento para el conjunto de variables físicas, desechando 
en cada paso información irrelevante para la dinámica. Las variables que en 
el procedimiento de Dirac están relacionadas por las constricciones, o que 
serán grados de libertad de norma, son rápidamente eliminadas en el método 
F-J. Este hecho explica la eficiencia de este método: no produce información 
superflua que va a ser descartada posteriormente. En el método de Dirac, esta 
información superflua se mantiene hasta el final. Corno ejemplo consideremos 
el hamiltoniano total 

12 12 1 23 ,\ 
Hr = !?1 + 2P2 + q p3 + q q + A1P1 + 2P" (2.33) 

al que aplicaremos, primero, el método de Dirac. Las constricciones primarias 
son p1 ""' O y p2 ::::> O. Las condiciones de consistencia aplicadas a estas 
constricciones producen las constricciones secundarias p3 ""' O y <f ::::> O. 
Una nueva estabilización conduce a las constricciones terciarias q2 

""' O y 
q1 ::::> O. Por último, las condiciones de consistencia, sobre estas constricciones 
terciarias, permite despejar los multiplicadores de Lagrange, ,\ 1 = -p1 y 
,\2 = -p,. Al final obtenemos un sistema con constricciones de segunda clase 
cuyo número de grados de libertad físicos es cero. 

El método de F-J, parte del correspondiente lagrangiano de primer orden 

L = </p; - lfr, i = 1,2,3. 

Implementando las constricciones primarias se obtiene el lagrangiano 

L' = q3p3 _ q1p3 _ q2q3, 
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donde <]1 y q2 juegan el papel de las variables ZA, son funciones de Casimir 
del paréntesis de Dirac 

(2.36) 

en el espacio fase reducido. De las ecuaciones de Euler-Lagrange del la­
grangiano (2.35) no es posible despejar q1 ni q2 en términos del resto de 
las variables, por tanto, estas variables juegan el papel de multiplicadores 
de Lagrange. Las constricciones verdaderas serán p3 = O y q3 = O, que 
corresponden a las constricciones secundarias en el algoritmo de Dirac. El 
siguiente paso es implemetar esta.• constricciones en el lagrangiano (2.35). 
El resultado es cero y el sistema no tiene grados de libertad físicos, coin­
cidiendo con el obtenido usando el procedimiento de Dirac. ¿Qué sucedió 
con las constricciones terciarias y con el despeje de los multiplicadores de 
Lagrangc? Ciertamente las constricciones terciarias son, en este caso, irrel­
evantes para la descripción del espacio físico. Diríamos, no son observables, 
en el lenguaje de Dirac. Desde este punto de vista, tampoco es importante 
despejar los multiplicadores de Lagrangc en términos del resto de las vari­
ables. Como las constricciones primarias han desaparecido ¿en qué lugar 
se encuentra contenida la información de que estas constricciones son irrele­
vantes para la dinámica? Uno de los objetivos de este Capítulo es responder 
a esta pregunta. 

Como se deduce del ejemplo anterior, el métode de F-J es muy eficiente. 
Obviamente esta eficiencia pagará un precio. Aparte de las dificultades 
técnicas involucradas en la transformación de Darboux (2.28), el proceso de 
reducción indiscrirrúnada de variables conlleva las dificultades propias de los 
procesos de reducción [71 J en general: la pérdida de covariancia y en algunos 
casos de las propiedades de localidad en teoría de campo. Es importante 
mencionar que el método de cuantización BRST se encuentra precisamente 
"en la otra orilla" de estos procedimientos "reduccionistas". En cualquier 
versión del formalismo BRST el conjunto de variables, en lugar de reducirse 
( y así perder localidad, covariancia ... etc.) se extiende agregando nuevas 
variables (fantasmas, antifantasmas ... ). 

Más allá de los problemas de covariancia o localidad está el 'mportante 
fenómeno de las anomalías de norma al pasar a la teoría cuántica, i.e., 
simetrías clásicas, que debido a procedimientos de regularizacióu, necesa­
rios en el programa de cuantización, no devienen simetrías cuánticas, (ver 
sección 1.3). El procedimiento de reducir la teoría clásica y luego cuantizar 
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pasará por alto est.e fenómeno, dando lugar ·a inequivalencias entre las teorías 
cuánticas resultantes. 

El análisis covariante del espacio fase reducido (conocido como procedi­
miento simpléctico covariante) fue propuesto inicialmente en [88]. Para un 
exámen comparativo de este procedimiento con la reducción hamiltoniana 
y los paréntesis de Peierls veáse [13]. La relación entre la formulación la­
grangia.na de primer orden y los paréntesis de Dirac fue estudiada en [63]. 
Por otra parte los resultados obtenidos usando el método F-J, han sido com­
parados con los correspondientes resultados usando el método de Dirac en 
casos simples [73], (estructura simpléctica constante), sin probar la equiva­
lencia general entre los dos procedimientos. Un análisis desde el punto de 
vista del llamado procedimiento de reducción simpléctico, ha sido realizado 
por los autores de [11], donde no es necesario aplicar de manera directa la 
transformación de Draboux (2.28), implicada en el procedimiento original de 
F-J. La idea general es obtener en cada paso del algoritmo los vectores propios 
nulos de la estructura simpléctica y añadir los multiplicadores de lagrange 
resultantes como variables dinámicas. Algunas aplicaciones del método F-J 
pueden encontrarse en [26, 10, 79, 92, 93] y su extensión al caso de cons­
tricciones fermiónicas para el caso de estructuras simplécticas constantes en 
(50]. Recientemente los autores de [7i] compararon el programa de cuanti­
zación de Dirac (imponiendo condiciones de norma) consistente en promover 
los paréntesis de Dirac a los correspondientes conmutadores con el obtenido 
directamente al aplicar el procedimiento de F-J. 

El propósito de esta sección es analizar y explicar en detalle la equivalencia 
del procedimiento de Dirac y el de F-J. Esta equivalencia no es trivial puesto 
que no es claro como el método F-J descarta información que en el método 
de Dirac, no parece, a primera vista, relacionada con grados de libertad de 
norma. No es claro, cómo el método F-J selecciona los grados de libertad 
físicos descartando cualquier variable adicional en cada paso del algoritmo. 
Veremos también que aunque la clasificación de las constricciones en primera 
clase y segunda clase no es necesaria en el método F-J, ésta permanece ahí y 
es posible seguir el rastro, al menos parcialmente, de la clasificación estandard 
de Dirac. 

Para realizar la comparación es conveniente usar la versión del formalismo 
de Dirac propuesta en (49] conocido como formalismo presimpléctico. En esta 
versión, en cada paso del algoritmo se obtiene una nueva forma simpléctica 
{los paréntesis de Dirac) y algunas constricciones de primera clase, i.e., se 
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aplican las condiciones de consistencia a las constricciones de segunda clase, 
obteniendo algunos multiplicadores de Lagrange como función del resto dé las 
coordenadas. Posteriormente, estas constricciones se eliminan construyendo 
los paréntesis de Dirac. Las condiciones de consistencia aplicadas a las cons­
tricciones de primera clase resultan en la potencial generación de: nuevas 
constricciones. El 11lgoritmo termina cuando no surgen nuevas constriccio- · 
nes. Al final se obtiene una teoría de norma en un espacio fase parcialinente 
reducido {todas las constricciones de segunda clase son fuertemente· cero) 
cuya estructura simpléctica es el paréntesis de Dirac. La reducción final 
se obtiene imponiendo tantas condiciones de norma como constricciones de 
primera clase se obtengan. 

En el caso del método F-J, en cada paso del algoritmo implementamos las 
constricciones en el lagrangiano y diagonalizamos (por medio ele una trans­
formación de Darboux) la estructura simpléctica resultante. Como resul­
tado obtenemos nuevas constricciones, que via eI proceso de reducción dan 
lugar a una nueva estructura simpléctica, que puede ser degenerada, o no 
degenerada. El procedimiento continua hasta que se obtiene una estructura 
simpléctica no-degenerada, que da lugar a los paréntesis de Dirac en el espa­
cio fase reducido. Es conveniente saber que este algoritmo termina cuando 
en un estadio todas las constricciones son de segunda clase, (y su reducción 
construye los paréntesis de Dirac en el espacio fase reducido) o todas son ele 
primera clase y su paréntsis de Poisson con el hamiltoniano son cero. 

Para comparar los dos procedimientos trabajaremos en coordenadas que 
permitan una representación canónica de la superficie de constricción. En 
estas coordenadas los paréntesis de Dirac son diagonales. Supondremos que 
todas las constricciones satisfacen las condiciones de regularidad, i.e., su gra­
diente sobre la superficie de constricción es diferente de cero. Esta suposición 
es crucial, ya que sin ella los resultados obtenidos con un método serán en 
general, distintos de los correspondientes resultados obtenidos con el otro. 

2.3.1 REPRESENTACIÓN CANÓNICA DE LA SUPERFICIE DE CONSTRIC­

CIÓN 

Supongamos una superficie de constricción, en el espacio fase (qi,p;), definida 
por las constricciones, 'Ya "" O de primera clase y Xo "" O de segunda clase, 
conjunto que denotaremos por r = { \i>; "" O}. Queremos plantear la trans­
formación de coordenadas canónica, con la propiedad de que las nuevas coor-
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den.adas Q';.P;,.sean tales que la superficie de constricción r, sea localmente 
equiválente.a la superficie r 0 = {P"',;, O,Q"' = O,P. =O}. El número 
de pares canónicos (P0 ,Q"), constreñidos a anularse es igual a la mitad del 
número de constricciones de segunda clase. El número de momentos P., será 
igual al número de constricciones de primera clase. Que siempre es posible 
realizar esta transformación es el contenido del teorema de Darboux relativo 
lineal.19 

'Una manera de justificar la construcción de esta transformación canónica 
es la siguiente. Primero, es necesario redefinir la superficie de constric:ción r 
reemplazándola por una representación abeliana equivalente 

det lvf;k 'I O, (2.37) 

de tal manera que {'Y.,'Yb} = O y {x" 1 x11 J = óíJ, donde x" se escogerán 
como las nuevas coordenadas y Xli como sus nuevos momentos asociados. 
Por tanto, aquí los índices o, fJ corren desde uno hasta la mitad del número 
total de constricciones de segunda clase. El siguiente paso es construir la 
transformación canónica. Definimos las nuevas variables P. = ;y.(q, p), Q" = 
x"(q,p) y Pp = xp(q,p). La función generadora S(q', P., P., Pp) satisface las 
siguientes ecuaciones 

. as 
P. = 'Ya( q', aq• ), 

y la condición de consistencia 

. as 
Pp = Xp(q', aq•), 

Q
" _ ( , as) ·as 

= Xo q 1 aqi = - aP
0

' 

(2.38) 

(2.39) 

Estas ecuaciones deben resolverse en términos de R constantes de integración, 
denotadas por. P, que corresponden a las variables del espacio fase reducido. 
El resto de las variables se obtienen a partir de 

Qa - - as 
- aP.' Q

, __ as 
- aP,' 

p¡= 
aS(q',P;) 

aq• 
(2.40) 

19Ver V.I. Arnol'd and A.B. Givental', Symplectic Geometry1 en EncyclopaediaofMath­
cmatical Scienccs Vol. 4, Springcr-Verlag 1990. De esta referencia citamos el llamado "Teo­
rema de Darboux relativo lineal": Una variedad simpléctica de rango 2r y dimensión 2r+k 
está dada en coordenadas de Darboux apropiadas por las ecuaciones qr+.1:+1 = ... Qn =O y 
Pr+t = ... pn =O. 
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Si lá: f1níí:i6n S(i/, P;) eiciste (y esto sie'mpre es. cierto !oÚlníeit't~) Iatraris~ 
formacion ' ' · ·: ·: \ -,_ ':;.: .·· 

;,,rá•· c~h~i1i:~ i~i~-~~~:;;·i~ Je'~~r:;c~i·K:~r~c:~~K~ _¡¡;~·7=:ó.%14 ~·-·- -- .. 
. o, P~ ;,,,JJ}:';:Et1 tal caso tendremos uria reprcs~ntació~ éánónica ileWsuperfi-. · 

.. · _ciO dé-c~"f!~tTi~.(ói:_, :~~/N?i~s~qúe' ~l l_ieclio di~u~ iás.~~6~td,gcidÍl~s c'iniJplan 
.. lai.:éondiciones de.regúlaridad es cruda! para qUe laMárisformai:ión·caiióriicii 
·; :~xi'~t:~!;·>·:··"'.',-,'·.-:i~;.'·.:_, .. _.~- .. :;_, ... · ... .-. '.-. · ·;~.:·: ..... -.. ··. (: ... · ·· ... i .. ·> .... , , :-·;:·::;,\_-;- ·:\::· . . _.·:, -.:'·"..:;:-.-: .. ·:., : · 

2;4· ~QlJI~¡¡;J~I~ D~i MÉTÓDÓ DE DI:::,~·~~~ :{ MÉ-
TODO DE FÁDDEEv~'JAcíow · ·. 

Tomaremos como punto de partida el hamiltoniario canomco Hc(q,p) y.el 
. conjunto de constricciones primarias </>,, = O. Podemos ahora construir ·el 
lagrnngiano de primer orden21 

(2.42) 

Los multiplicadores de Lagrange son _xµ, que tomaremos como funciones ar­
bitrarias del tiempo -hasta que algunos de ellos queden determinados por el 
algoritmo de consistencia-.. Las ecuaciones de movimiento para L conducen 
a las ecuaciones usuales de Harnilton-Dirac para sistemas con constricciones. 

2.4.1 ANÁLISIS F-.J 

El objetivo de esta sección es reescribir el método F-J usando como punto 
de partida el lagrangiano de primer orden (2.42), con el objeto de adaptarlo 
a una comparación trasparente con el método de Dirac. 

Como hemos visto, en el método F-J se eliminan tantas variables como 
constricciones </>µ -que ahora son holonómicas- simplemente resolviendo e 

2ºEs interesante notar que el formalismo BRST en el espacio fase extendido (incluyendo 
fantasmas, antifantasmas ... ) permite encontrar la transformación canónica que relaciona 
dos diferentes representaciones de Ja superficie de constricción que difieren ínfinitesimal­
mente. Este hecho está en la base del resultado que asegura que la carga BRST es única 
hasta una transformación canónica en el espacio fase extendido. Ver sección 1.3 

21 Este lagrangiano de primer orden siempre puede construirse, pero no es un requisito 
para aplicar el método de F-.l. Si se tiene un lagrangiano de primer orden singular no es 
necesario construir las constricciones primarias para aplicar F-J. 
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insertando estas constricciones e~ cllaÚa.ngiano (2:42): Si llamamos x• el 
conjunto d~ variáble~ que ~esta11·.'c!espué~!dela'rei:lucción; el lagrangia o re­
ducido tomara la~fo~má; 22 • '. < > .: :. '.·.· '- · · ·. · 

( .43) 

para algunas furici~n~s·~.-y j/'E;~-~~·dp~nÍo puede aplicarse una tran for-
mación de Darboux, · ' · .. 

x• __:_. Q•, P., z. ( .44) 

tal que L' regrese a la f~rma canónica (2.42), 

L' = P.(J• -H'(Q•,P.,Z.) (2 45) 

Las variables, z., no tienen contraparte canónica. Esto refleja el hech de 
que la superficie de constricción primaria tiene asociada una estructura re­
simpléctica y no una estructura simpléctica no degenerada. Estas varia les 
z. juegan el papel de variables auxiliares. De hecho usando sus pro ias 
ecuaciones de movimiento algunas de ellas pueden eliminarse (las que no 
pueden eliminarse juegan el papel de multiplicadores de Lagrange y por ta to 
pueden considerarse también como variables auxiliares, como veremos a c n­
tinuación ). Denotaremos por z., al máximo número de este tipo de variab es 
que pueden ser eliminadas y por z., al resto. En otras palabras, las ec1 a­
ciones de movimiento de las variables z., 

8H' 
az =

0
• . (2.4 ) 

permiten despejar a las variables z., en términos del resto de las variabl -, 

z., = J., ( Q•, P., z., ), (2.4 ) 

junto con algunas otras posibles relaciones que no contienen a las variabl .s 
del tipo z., 

J.,(Q•,P.) =O. (2.4 ) 

Aquí a 2 denota el número máximo de relaciones independientes del tip 
(2.48). 

22Nótese que el tipo de índice o subíndicic utilizado tiene información sobre el tipo d 
variable y el rango de valores que el índice o subíndice puede tomar. 
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Ahora procederno~ ~·una núeva redu.cción: elimiQamos. las variables 
tipó z., sústltuyerid~{(2f47) .. en·(2:45): De este ·modo obtendremos 

<\·/-';4il~)~r9;-H"(Q~,P.,Z~,). 

del 

(Ú9)' 
·,.· .. :··. ;::• 

Per~ ,ahor1:.J~ cl~Í>e.~.derÍcja clcH" con respecto a las variables z., no podrá ser 
más que liñeá[/7pór cón~trucción'- ya que de otra manera existirán vá'riables . 
del·ti¡)o,.i.'/_(¡ue' ·podrían· scf. eliminadas por el procedimiento antiÍriór; en 
flagrante cé)ntra'dicciórÍ con el hecho de que hemos escogido el riúm~ro maxi~Ó-

. de ~arlable~'que pueden ser eliminadas, por tanto, . 

Ln = Pr(Jr - Hn(Qr, P,) - z.,J.,(Q', P,). (2.50) 

Aquí J., es una representación equivalente de las constricciones definidas por 
'(2.48) y hemos obtenido un lagrangiano reducido, en un espacio fase reducido 
que. tiene la misma forma que (2.42). Esto finaliza el primer paso en el 
algoritmo del método F-J. Las variables z., juegan, desde ahora, el papel de 
multiplicadores de Lagrange. Ahora el procedimiento se repite nuevamente 
hasta que no aparezcan más variables del tipo Z en el formalismo. Las 
variables restantes serán las variables físicas asociadas con los "grados de 
libertad verdaderos" del sistema en el espacio fase reducido. 

Ahora estarnos listos para analizar el procedimiento de reducción, adap­
tado para una comparación transparente con el método de Dirac. Regresemos 
a nuestro lagrangiano original (2.42). Las constricciones </>1, = O pueden clasi­
ficarse en primera y segunda clase. Es entonces posible cambiar a un conjunto 
equivalente de constricciones: la representación canónica de la superficie de 
constricción. 

Redefiniendo los multiplicadores de Lagrange 17 1' = M- 1 ~,\" podemos 
escribir el lagrangiano original en términos de las nuevas variables como, 

(2.51) 

donde hemos descartado una derivada total F( Q, P) que proviene del término 
p;i/ = P;Qi + F(Q,P). La acción inducida en el espacio fase reducido difiere 
débilmente de la acción en todo el espacio fase por un término de borde que 
es precisamente F(Q, P) evaluado en Jos puntos extremos' que estan fijos en 
el principio variacional. Este punto require atención especial por lo que le 
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dedicaremos una sección aparte en el Capítulo 5. 23 Es importante notar 
que este término puede no ser invariante bajo las transformaciones de norma 
generadas por las constricciones de primera clase [58]. Para los ·problemas 
que pueden aparecer con la consistencia entre .términos de frontera y las 
condiciones de norma al nivel del principio variacional veáse [59] y el Capítulo 
5. 

Con esta representación canónica de la superficie de constricción, el mé­
todo F-J puede reconstruirse como sigue: Implementando las constricciones 
P.= O, Q" =O, P" =O, en (2.51) obtenemos 

L' = P,Q' - H'(Q', P., Q") {2.52) 

donde H'(Q',P.,Q") = fJc(Q',P.,Q",P. = O,Q1 = O,P1 =O). De esta 
manera obtenemos directamente {2.45) y el método continua como antes. Es 
importante notar que aquí hemos obtenido otra información: las variables z. 
corresponden a las variables Q", que son las variables canónicas conjugadas 
a las constricciones de primera clase P •. 

Nótese también que los lagrangianos (2.52) y (2.45) coinciden. Este hecho 
puede explicarse como sigue: La transformación de Darboux (2.44), esencial­
mente no canónica, aparece aquí corno una transformación canónica en un 
espacio más grande -el espacio fase completo en el que la superficie de con­
stricción está inmersa-. Esta no es más que una particular instancia de como 
el procedimiento de añadir nuevas variables -en este caso las variables exte­
riores a la superficie de constricción, que son parte de las variables del espacio 
fase- puede generar simetrías. En este caso una transformación no-canónica 
se convierte en una transformación canónica. Extendiendo la transformación 
de Darboux, a todo el espacio fase, añadiendo variables proporcionales a las 
constricciones P0 , Qª, Pp, construimos una transformación canónica que co­
incide con la transformación de Darboux sobre la superficie de constricción. 
Más adelante veremos un ejemplo. 

23 Añadir derivadas totales no cambia el contenido dinámico de Ja teoría, pues las ecua­
ciones de movimiento son exactamente las mismas. Sin embargo, es importante notar 
que el término derivada total puede contener información dinámica como de hecho sucede 
para los sistemas invariantes bajo reparamctrizaciones. Además hay que ser muy cuida­
doso cuando se imponen condiciones de norma puesto que en ese caso un término como 
este puede hacer accesible una condición de norma que no lo era o puede volver inaccesible 
una condición de norma que era accesible. Para detalles ver (59). 
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2.4.2 ANÁLISIS' DE DIRAC 
.. ,··· ' .. · .. - - . ·.· · ... 
Consicle~emos ahora el ~étodo 'dé Dirac; Usando el cambio de hase de la5 
constricciones y la transformación canónica (2.41), podemos ahora desarrol­
Jar .. el'algoritnio de Dirac. ·comenzaremos ·desde el h.amiltoniano canónico 
.FI~(Qi, P;) y las constricciones P0 =O, Qª =O, P.,= O. El hamiltoniano de 
Dirac inicial es 

f/0 (Q', P;) + r¡ªP. + r¡ª P.,+ ;¡ºQº. (2.53) 

Aplicando.el algoritmo de estabilización a las constricciones de segunda clase 
Qº, P0 determinamos r¡º = O, ijª = O. Implementado ahora, de manera 
trivial, los paréntesis de Dirac, (coinciden con los de Poisson en la repre­
sentación canónica) eliminamos todas las constricciones de segunda clase. 
El nuevo hamiltoniano de Dirac en este espacio fase parcialmente reducido 
-para las variables Q', P,, Qª, P.-, es 

H'(Q', P,, Q.) + r¡ªP0 , (2.54) 

donde H'(Q', P,, Q.) = f/0 (Q', P,, Qª, P. = O, Q1 = O, P1 = O). Podemos 
imponer P. = O dentro del hamiltoniano canónico ya que este hamiltoniano 
está déterminado de manera única sólo sobre la superficie de constricción y 
puede extenderse de manera arbitraria fuera de esta superficie. Consideremos 
ahora el algoritmo de estabilización para las constricciones de primera das., 
P •. Obtenemos así las constricciones secundarias 

· 8H' 
P.= {P., H'} = - BQ• =O,. (2.55) 

que no son otra cosa que (2.46). Podemos dividir, como hemos hecho anterior­
mente, estas constricciones secundarias entre aquéllas que permiten la elimi­
nación de las variables Qª y el resto. Usando la misma notación a= (ai. a2), 

y teniendo (2.46) y (2.4 7) en· mente, (2.55) puede escribirsé como 

Qª' - J.,(Q', P,,Qª') =O, (2.56) 

Ahora procedamos al segundo paso del método de Dirac. Es bien conocido 
que en esta formulación del algoritmo de Dirac [49] cada paso consta de la 
posible determinación de algunos multiplicadores de Lagrange y la posible 
generación de nuevas constricciones. En nuestro caso puede verse de inmedi­
ato que la estabilización del primer conjunto de constricciones secundarias 
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en (2.56) .. Qª• - / 01 (Q', Pri Qª') = O, permite determinar los multiplicadores 
710 .,··mientras.que la estabilización del segundo conjunto, J.,(Q',P,) =O, 
conduce a la potencial posibilidad de que nuevas constricciones se generen 
-Constricciones terciarias-. 

·En el lenguaje de Dirac, las constricciones Qª1 - J., (Q', P,, Qª') = O 
inducen el cambio de estatus de parte de las, hasta ahora constricciones pri­
marias de primera clase, P. = O, a constricciones de segunda clase. Más 
específicamente, P., = O son las constricciones que ahora serán de segunda 
clase. Con este nuevo conjunto de constricciones, P01 = O, Qª1 - J., (Q', P., Qª') 
=O, podemos construir el correspondiente paréntesis de Dirac y eliminar las 
variables canónicas P01 , Qª•. Obtenemos ahora un nuevo hamiltoniano re· 
<lucido 

H"( Q', P., Qª') + r¡ª' P.,, (2.57) 

en el espacio fase definido por las variables canónicas Q', P., Qª', P.,. H" 
es H' con la sustitución de Qª' usando (2.56). El argumento desarrollado 
anteriormente nos dice que la dependencia de H" con respecto a Qª' es a lo 
más lineal. El hamiltoniano de Dirac es, por tanto, 

Hn(Q', P,) + Qª' J.,(Q', P,) + r¡ª'P.,, (2.58) 

Nótese que el último sumando tiene efecto solamente en las ecuaciones de 
movimiento para las variables Qª', que devienen, desde ahora, funciones 
arbitrarias: 

(2.59) 

Este hecho peculiar permite una reducción más, que usualmente no se lleva 
al cabo en el método de Dirac: podemos eliminar el último sumando en 
(2.58), reinterpretar Qª' como nuevos multiplicadores de Lagrange y reducir 
el paréntesis canónico a las variables Q' y P,. La dinámica para este conjunto 
reducido de variables, permanecerá sin cambios. De este modo, obtenemos 
una dinámica descrita por 

Hn(Q',P,) + Qª' J.,(Q', P,), (2.60) 

donde Qª' juegan el papel de multiplicadores de Lagrange. Hemos llegado 
al .mismo resultado obtenido anteriormente, después del primer paso en la 
aplicación del método F-J, (2.50). 
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Para resumir, un paso del método F-J corresponde a un, paso y medio 
del correspondiente método de Dirac, más la adopción de. los.paréntesis de 
Dirac después de cada paso y la conversión de los multiplicadores de La­
grange restantes (aquí r¡"') por el conjunto de variables (aquí Qª') que son 
de hecho sus primitivas, de acuerdo a (2.59). Aquí se ve con toda claridad 
cuales son las variables que el método de F-J está descartando en cada paso: 
las constricciones de primera y segunda clase y las variables canónicas conju­
gadas a las constricciones de primera clase Qª. Estas, que no son invariantes 
de norma desaparecerán en el paso siguiente dando origen a otras nuevas 
variables con estas características. 

2.5 EJEMPLO 

En ejemplos específicos puede ser difícil comparar los resultados obtenidos 
por los dos procedimientos expuestos, el de Dirac y el de F-J. Puede suceder 
que el lagrangiano reducido, obtenido usando el método de Dirac, coincida ex­
actamente con el correspondiente lagrangiano obtenido usando F-J -como en 
el caso en que tenemos sólo constricciones primarias de segunda clase-. Otra 
posible instancia es que los lagrangianos resultantes estén relacionados por 
una transformación canónica -como en el caso en que se escoge una condición 
de norma en el método de Dirac diferente de aquélla implicita en el método 
F-J, i.e, imponer como condición de norma todos los grados de libertad de 
norma iguales a cero-. La situación puede ser un tanto más complicada en 
el caso en que los dos lagrangianos reducidos no puedan relacionarse por una 
transformación canónica. En tal caso la transformación que los relaciona 
será no-canónica -como sucede cuando en algún paso del procedimiento F-J 
el conjunto de constricciones (2.48) es vacío-. Esta situación puede apare­
cer ya que al implementar las constricciones (2.4 7) usando el método F-J, 
no se altera la estructura simpléctica del lagrangiano (2.45), mientras que 
usando el formalismo de Dirac las constricciones de segunda clase originarán 
un paréntesis de Dirac que, en general, no es diagonal. En cualquier caso, es 
siempre posible recurrir a la prueba de equivalencia entre los dos métodos, 
expuesta en la sección anterior, para· analizar la forma explícita de la trans­
formación que conecta los dos lagrangianos reducidos. La situación general 
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' ' 

puede ilustrarse ~on ehiguiei:ite diagrama 

L(q,p) 

C.anóniéal 

L(Q,P) 

Reducc~de Diraé:. 

Reducción de F-J -
LR(q,,p,). 

l ~o Canónica 

LR(Q,,P,) 

donde la transformación no-canónica, puede calcularse explícitamente, como 
l~ restricción a la superficie de constricción de la transformación canónica que 
relaciona los dos lagrangianos en el espacio fase completo. Nótese que esta 
transformación no-canónica surge como consecuencia de que en el proceso de 
reducción, usando F-J, es necesario realizar una transformación de Darboux 
en cada paso del algoritmo. 

El objeto de esta sección es presentar un ejemplo que permita ilustrar las 
ideas expuestas en los parágrafos anteriores. 

Consideremos el sistema dinámico representado por el siguiente lagran­
giano de primer orden(B3]. 

L = P1ti1 + P2ti2 - Hc(q, p) - >-</>1 (2.61) 

donde 

(2.62) 

con a =f {3. Al aplicar la condición de consistencia a la constricción </>, resulta 
una constricción secundaria 

</>2 = a(p1 - q2) - f3(q1 - q2) =O, (2.63) 

' que ante un'a nueva estabilización produce 

af3(q, - q2) - f3(P1 - q2) - ¡>.=O, (2.64) 

donde ¡ = a 2 - {3. Es fácil mostrar que las constricciones son de segunda 
das.e, si ¡ =f O y de primera clase cuando ¡ = O. En el primer caso, (¡ =f O), 
.la implementación de las constricciones produce el lagrangiano reducido 

(2.65) 
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. Otras reduécionescé¡Üivaléntes püed~n obteniir~e.' Aq~í ~~rilo~ escogi~o eli111-
in:ar q21p2 de IaséonstrÍ~cioné~(2.63)° y (2.64); 
. Los coÍ'responélientes·paréntesis déDirái: son 

· ··· . i.cr'::.: ~) 
{q2,p2}D = -.. ---. Í 

'Y 

{q2,p1}v = _f!. . 
'Y 

(2.66) 

. (2.67) 

Nótese que los paréntesis de Dirac en el espacio reducido pueden leerse di­
rectamente del lagrangiano reducido (2.65). 

En el segundo caso (-y = O) el procedimiento de reducción estandard 
puede realizarse imponiendo condiciones de norma. Las condiciones de norma 
naturales serían q2 = O, q1 = O y el lagrangiano reducido es cero, como 
esperabamos, pues el sistema no tiene grados de libertad. 

Condiciones de norma accsesibles de la forma q1 = x1(q,p),q2 = x2 (q,p), 
donde Xt no depende de q¡ y x 2 no depende de q2 , que suponemos fijan 
la norma sin ambiguedades conducen, en general, a lagrangianos reducidos 
que pueden escribirse como la derivada total respecto al tiempo de alguna 
función de las coordenadas y los momentos. Este hecho significa que estas 
dos distintas maneras de fijar la norma dan origen a diferentes lagrangianos 
que están relacionados por una transformación canónica. 

Pasemos ahora a analizar el problema desde la perspectiva del método 
F-J. En el caso ¡ # O el primer paso del algoritmo (implementar </> 1 = O ) 
produce el lagrangiano reducido 

(2.68) 

hasta una derivada total respecto al tiempo. Podemos ahora diagonalizar la 
estructura simpléctica de este lagrangiano, por medio de la transformación 
de Darboux 

Pi = P1 - (1 - a)q2 Q1 = q¡ Q, = q2, 

que conduce al lagrangiano 
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' . . . : . 
en coordenadas canónicas. Nótese que Q2 juega el papel de variable del 'tipo , , 
Z. De la condición (2.46), se sigue qtie · 

Q. = áP1 - {3Q1 • 

'Y 
(2. 71) 

Del análisis general realizado previamente deducimos que esta constrii:ción 
jugará el papel de una constricción de segunda clase. Eliminando Q2 ·del 
lagrangiano (2.70), resulta 

. (3 2 
Ln = Q1P1 + 

2
'Y(P1 - aQ1) . (2.72) 

Que este lagrangiano no coincide con el correspondiente lagrangiano (2.65), 
obtenido usando el procedimiento de reducción de Dirac, puede resultar sor­
prendente, a primera vista. De hecho, estos dos lagrangianos están relaciona­
dos por una transformación no-canónica que corresponde a la restricción so­
bre la superficie de constricción de la transformación canónica 

(q¡, q.,p1,p.) = (Qi, Q., P1 + (1 - a)Q., P2 + (1 - a)Q1), (2.73) 

que da lugar a la representación canónica de la superficie de constricción dada 
por P2 = O, Q2 - oPi ~µg, == O. Hay que remarcar que esta transformación es 
una extensión particular, fuera de la superficie de constricción, de la trans­
formación de Darboux (2.69). Por tanto la trans'fo~mación no-canónica que 
relaciona los dos lagrangianos es 

( ) -(Q p (l-:-a)(aP1 -[JQ¡)) 
qi, Pi - ¡, 1 + · 

'Y 
(2.74) 

Aplicando esta transformación al lagrangiano de Dirac (2.65) recuperamos 
precisamente el resultado obtenido usando el método F-J (2. 72). 

El caso en el que hay constricciones de primera clase, cuando la condición 
-y = O se cumple, puede calcularse de manera similar. La primera reducción 
produce 

(2.75) 

después de diagonalizar apropiadamente, usando la transformación de Dar­
boux (2.69). Es necesario hacer notar que el lagrangiano (2. 75) tiene la forma 
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(2:50), dónde Q~ juega el papel de multiplicador de Lágrange. 
secundaria, . 

La éonstricción 

(2.76) 

.no permite obtener Q2 como función del resto de las variables, cosa que es­
¡:Íerabamos, pues ahora la constricción es de primera clase. Como hemos 
señalado, esta es la condición que permite asegurar que esta constricción 

· puede clasificarse como una constricción de primera clase. Al implementar 
(2.76), en el lagrangiano (2.75), obtenemos un lagrangiano reducido que es 
la derivada total respecto al tiempo de una función. Concluimos, entonces, 
que el(los) lagrangiano(s) reducido(s) obtenidos por el método de Dirac y 
aquéllos obtenidos por el procedimiento de reducción de F-J son completa­
mente equivalentes. Difieren, en el peor de los casos, por una transformación 
canónica. 

2.6 ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE LA RELACIÓN ENTRE 

BRST-BFV y EL MÉTODO F-J 

Las teorías de norma tienen la característica de estar descritas por más vari­
ables de aquéllas que son necesarias para la descripción de los grados de lib­
ertad físicos independientes. Estos grados de libertad resurgen como aquéllas 
variables que son invariantes ante transformaciones de norma. Resulta en­
tonces, un tanto paradójico, que en el estudio de estos sistemas la tendencia 
sea hacia aumentar el número de variables en el espacio fase en lugar de 
reducir el número de variables y así simplificar la descripción dinámica. Ya 
hemos mencionado los motivos que han impulsado esta tendencia: añadir 
variables y disponer de simetrías más poderosas en lugar de reducir y elim­
inar simetrías. .El paradigma, en esta dirección es, tal vez, el método de 
cuantización BRST-BFV. En el otro extremo se encuantra el método de F-J, 
donde la reducción s.e produce a ultranza: obtener el espacio fase reducido 
tan pronto como sea posible. 

Pese a esta enorme diferencia, ¿existe alguna relación, a nivel clásico, 
entre las dos propuestas? La respuesta es sí, y ésta se encuentra contenida 
en la cohomología BRST. Este procedimiento.selecciona, tanto a nivel clásico 
como cuántico, el sector físico de la teoría. Vista desde esta perspectiva, la 
cohomología BRST debe ser equivalente a un procedimiento de reducción. Se 
ocurre, entonces, usar esta poderosa herramienta para obtener las variables 
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fundamentales que describen completamente el sector físico de la tcoríá-las 
variables BRST-cerradas-, para posteriormente, reescribir la a~ción ~fectiva: 
en términos de estas variables. Sucederá, entonces -y eso lo hemos aprendido: 
del método F-J- que la parte cinética de esta acción se tornará no-canónica. 

·Esta acción dependerá de las variables físicas más -posiblemente- un término 
BRST exacto, pues deberá seguir siendo invariante BRST. Aplicando una 
transformación de Darboux es posible construir la acción efectiva canoniCa 
en el espacio fase reducido. Mostraremos por medio de un ejemplo que esfo 
es precisamente el caso. · · 

Consideremos el Lagrangiano de Maxwell-Dirac [34] 

C = -¡F •• F"" + lirr" D.1/J, (2.77) 

donde -y" son las matrices de Dirac, D" = 8µ - ieAµ, .j, .¡,t-y0 y Fµv 

definido en la sección 1.4. Aplicando el algoritmo de Dirac a este lagrangiano 
obtenemos 

C = -i ·A+ ;.¡,t,j, - He+ Ao(\7 · i - p), 

He= ~(ir2 + B 2
) - .¡,ta· (i\7 + eA)t/l, 

donde p = .¡,t.¡,, 0<¡ = -yº-y; y las relaciones de conmutación básicas son 

{Aµ(X'), ir"(:i:")} = li~li(x - X'), {t/J(x), .¡,t(X')} = -ili(x - x') 

(2.78) 

(2.79) 

Como puede deducirse del análisis realizado en la sección 1.4 para la elec­
trodinámica, aquí también aparecen dos constricciones de primera clase, una 
primaria y una secundaria -la ley de Gauss-24 En el lagrangiano de primer 
orden (2. 78) estamos usando la convención de interpretar a A0 como el mul­
tiplicador de Lagrange de la ley de Gauss que ahora aparece como la única 
constricción primaria, pues ir0 y el multiplicador de Lagrange ,\1 han sido 
eliminados como campos auxiliares. Para detalles ver la sección 1.4 

Usando el método de F-J, la reducción puede implementarse si los vectores 
i y A se separan en su parte transversal y longitudinal 

(2.80) 

24En realidad este sistema tiene también, constricciones de segunda clnse. Su eliminación 
es inmediata y produce los paréntesis de Dirac (2.79). 
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·- . ., 

donde 'V. :¡rT "== o y 'i(. E ;,;; o: La,,; pa:~tes l~~gitudinales puede~ reescribirse 
. . . . .·: .. :·:-. 

como 

.··· ... ·. ••"•;,,>~'c;'..~tif ~·~;",f vV.~ 
(2.81) 

donqe .· & 1; ~s ~l ¿~~~a~~r i~y;r/~'cÍ~li'<?P.~r·~~Jf_cl~ ~.apliice. '\72 ' o función de 
Green.~~5 .. Definimos ·ahora·A ·:=·Y··.:ky'aniilogamente. ir.= 'V· ir: La ley 
de Ga:uss es ahora irL ,,,; -:Li~1,o: .. .\"pligando esta di~·isión de. los vectores ir 
y A al lagrangiano (2. 7S) y usando la la ler de' Gauss, .obte.nemos, (hasta 
términos de borde) · 

.C = '..:.:¡rT • iÍT + p~ .:.i Á + i,¡,t,j, - He (2.83) 

donde 1 ·. . 
He= 2((irT)2 

- p\1-1p + B 2)+ .pi¿;• (i'V+ A)1{;. (2.8~) 

Aquí hemos usado la identidad 

(2.85) 

donde A es un campo vectorial y </> un campo escalar cualesquiera. La trans· 
formación de Draboux (34] 

(2.86) 

tiene el efecto de cancelar la parte no-canónica del término cinético con una 
contribución que proviene del término cinético de los fermiones i1{,I ,¡,y elimi­
nar J.L del hamiltoniano. Así el hamiltoniano es función solamente de AT ya 
que B = 'V x A"'"T. Realizando esta transformación se obtiene el lagrangiano 

25Estc operador actúa de la siguiente manera 

1 J d
3
i' a-•-- ---

- 4,,. lr-:i;"!" 
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donde 

(2.88) 

Este es el lagrangiano reducido.· Es·· interesante observar que se trata del 
lagrangiano en la norma de Coulcimb '\7 · A= O. En la elección de variables 
para el espacio fase reducido se encuentra codificada la norma. 

Analicemos ahora el mismo ejemplo desde la perspectiva del método 
BRST-BFV. Construimos la acción efectiva promoviendo el multiplicador A0 

a variable dinámica junto con su multiplicador de Lagrange "o· El resultado 
es 

s.¡¡= j d4x(-ir·::t+,..0 Áa+i..P1,¡,+cP+cP-Hc)+ j dt{w,n}, (2.89) 

donde hemos usando el hecho de que el hamiltoniano BRST invariante coin­
cide con el hamiltoniano canónico (2.78). La carga BRST es 

f2 = j(-i'P"o + C(V' · ;r - p))d3 x, (2.90) 

y genera las siguientes transformaciones sobre las variables del espacio fase ~ ... 
extendido 

s(D.-'A)=C, sC=O, sP=V'·ir-p, s(V'·ir-p)=O, 
sAa = -i'P, s'P =O, sC = i71"o, S11"o =O, 

sR = O, sirT = O. (2.91) 

donde hemos usado las relaciones de conmutación 

{P(x),c(X')} = -ó(x- X'), {P(x),c(X')} = -ó(x '-X'). (2.92) 

Las variables C, (V'·ir-p), P, "ºson las variaciones BRST de (D.-1 A), P, A0 ,C 
respectivamente. Solamente los campos transversales :¡{I y P son BRST 
cerrados. Es posible mostrar que el espacio físico puede describirse com· 
pletamente con estas variables [58]. Por tanto la cobomología BRST queda 
completamente determinada por estos dos vectores del espacio físico. Pode­
mos ahora reescribir la acción efectiva (2.89) en términos de estas variables 
más un término BRST exacto. El resultado después de diagonatizar es 

S.11 j d4x(-irT · .h + ;,¡,t,¡, _ H, + s(iCÁ0 + PÁ) (2.93) 

+ ~(sPv- 1P + Pv-1 p)) + j dt{w,n}. 
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Concluímos observando que esta acción coincide con. la acción obtenida. por 
el método de F-J y. que la eÍección de las variables. del espació físieo, .:.Ja 
sol.ución de la cohomol()gÍa f3RST- determiná la: condición .de no~má. 

2~ i · · Co~CLusioNES 

·H~fuils d~mCJstrado'qué l~s procedimientos de Dirac y F-J son equivalentes. 
'En .eJc'~mino, e!lcontramos algunas observaciones que arrojan luz sobre los 
prilcediirueritos de reducción en general y en particular sobre el método de 
F-J. Citaremos algunas: 

L Identificamos a las constricciones que dependen de las coordenadas 
. coino un sub conjunto de las constricciones secundarias, que tienen la remar­
cable propiedad de convertir parte de las constricciones primarias de primera 
Clase; en constricciones de segunda clase. Aquí es donde la antigua clasifi­
cación de Dirac reaparece en el método de F-J. 

JI. Hemos dicho que algunas -o posiblemente todas- de las relaciones 
J.,(P.,Q') =O, (que son constricciones secundarias que no alteran el carácter 
de primera o segunda clase de las constricciones primarias) pueden no apare­
·cer. Desde el punto de vista del método de Dirac esto sucede cuando el 
número de constricciones secundarias -independientes- es menor que el nú­
mero de constricciones primarias de primera clase. Esto implica la existen­
cia de constricciones primarias de primera clase, que ante la condición de 
consistencia, no producen nuevas constricciones. Estas constricciones perp 
manecerán como constricciones de primera clase ya que conmutan con el 
hamiltoniano canónico. El número de ellas es la diferencia entre los dos 
números antes mencionados. 

Jll. Nótese que si comanzamos el segundo paso en el algoritmo del método 
(2.50), insertando los constricciones J., ( Q', P,) = O en Ln, toda la infor­
mación de las variables Qª' desaparece. De esta manera en el método F-.J 
no se encuentra rastro, ni ecuaciones de movimiento, de estas variables. De 
manera muy distinta, en Ja versión del método de Dirac que hemos utilizado, 
estas variables juegan el papel de multiplicadores de Lagrange; o se determi­
nan como función del resto de las variables P., Q', o permanecen arbitrarias 
(y por tanto son grados de libertad de norma). En este punto del algoritmo 
no sabemos el destino particular -entre las posibilidades mencionadas- para 
estas variables, pero sin importar cual de las dos posibilidades se presente, 
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. sabemos de antemano que estas variables no conllevan ninguna información 
física relevante para el sistema y por tanto nunca formarán parte de los grados 
de libertad físicos. Esta es la razón de la maravillosa eficiencia del método 
F-J, ya mencionada en la introducción: desaparecer este tipo de variables 
tan pronto como sea posible, en lugar de cargar con ellas hásta el final, como 
usualmente se hace en el marco de la reducción de Dirac. 

IV. Desde una perspectiva geométrica el procedimiento de construcción 
de las variables P;, Q;, empezando en la representación canónica de la su­
perficie de constricción (2.37) y terminando en la transformación canónica 
(2.41), es equivalente a extender, fuera de la superficie de constricción, la 
complicada tranasformación de Darboux (2.44), piedra angular del método 
F-J. Esto puede vizualizarse como sigue: realizamos una transformación de 
coordenadas, desde las coordenadas originales del espacio fase p¡, q;, a nuevas 
coordenadas x'' </Jµ, donde q; (x'), p;( x') son las ecuaciones paramétricas de la 
superfiice de constricción y <P" = O, son las cons.tricciones. La aplicación de 
esta transformación a la estructura simpléctica original, produce una nueva 
estructura simpléctica, que en genral, no será canónica. Sabemos que siem­
pre es posible (localmente), por medio de una transformación de Darboux, 
reescribir esta estructura simpléctica en forma canónica, obteniendo además, 
un conjunto de variables del tipo Z que son funciones de Casimir de la nueva 
estructura simpléctica. Extendiendo fuera de la superficie de constricción, a 
la transformación de Darboux, obtenem<>s la transformación canónica (2.41), 
usada en el texto. La extensión es arbitraria y esto refleja el hecho de que la 
transformación canónica (2.41) no es única. 

En algunos casos, cuando la matriz M~ en la ecuación (2.37), es fácil de 
encontrar, el procedimiento presentado aquí puede usarse como un método 
alternativo para construir la transformación de Draboux (2.44). Desde este 
punto de vista, el método de Dirac más la transformación canónica (2.41), 
que diagonaliza los paréntesis de Dirac, se reduce al método de F-J. 

V. Como hemos mencionado, el método F-J es un procedimiento eficiente 
para reducir y obtener las variables físicas de un sistema con constricciones. 
El método es técnicamente diferente pero los resultados que produce pueden 
comparase con los resultados obtenidos usando procedimientos de reducción 
estandard. Si se introducen condiciones de norma para eliminar grados de 
libertad que no actúan en el sector físico, se obtiene una versión equivalente 
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al resultado obtenido usando la reducción F,J.26 ·Esto implica, en particular, 
que el método d"e F-J presentá el mismó tipo de problemas (posible perdida 
de covariancia; ¡;,~;,_Helad; o.ánómáHas) · cuandó se usa como punto de partida 
para la cüanfüációni : De m;,_n;,ra. qtie; como método de cuantización, es 

·. también, íui mét~do de ~uantizaciór; con lágrimas[34]. 

26Es posible mostrar. en genaral, que la equivalencia entre el método P-J y el de Dirac 
no depende de la condición de norma, usando para ello el procedimiento de la ref. [47]. 
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-· 
CAPÍTULO 3 

MÉTODO BRST-BFV PARA SISTEMAS NO 
ESTACIONARIOS 

Los problemas que se presentan al extender el método de Dirac para 
·: analizar sistemas que incluyen constricciones que dependen explícitamente 

del tiempo han sido estudiados en (76, 44, 31]. Basándonos en estos análisis 
es posible desarrollar sistemáticamente la generalización del método de cuan­
tización BRST-BFV para el caso de sistemas no estacionarios [41]. Para este 
tipo de sistemas el hamiltoniano no es una cantidad conservada. Esto im­
plica que en la descripción dinámica, el generador de la evolución temporal 
(operador de evolución en mecánica cuántica) es explícitamente dependiente 
del tiempo. Por tanto, al transcurrir el tiempo el sistema evoluciona de tal 
manera que el generador de la dinámica cambia punto a punto. En el caso 
de sistemas con constricciones, además de la evolución temporal del sistema, 
la superficie de constricción experimenta cambios conforme el tiempo tran­
scurre. La condición de consistencia sobre la dinámica (l. 7) requiere que 
el sistema evolucione de tal modo que nunca abandone la superficie de con­
stricción. Esto complica la descripción dinámica al grado de que la proyección 
de la estructura simpléctica del espacio fase original, sobre la superficie de 
constricción, resulta dependiente del tiempo y la evolución no está generada 
por una transformación canónica. Como consecuencia, aurique las ecuaciones 
de movimiento son hamiltonianas, no pueden escribirse de manera cerrada, 
en términos de un paréntesis de Poisson. La definición de observable es ahora 
ligeramente distinta. En contraste al caso estacionario, aquí el hamiltoniano 
no es una función de primera clase. Las simetrías de norma evolucionan 
con el tiempo manteniendo siempre su caracter de simetrías P.or ello, es 
en general muy difícil construir sistemas con constricciones de primera clase 
explícitamente dependientes del tiempo. Como las constricciones de segunda 
clase no generan simetrías, la construcción de sistemas con este tipo de cons­
tricciones es mucho más sencilla. Por otra parte, el método BRST-BFV se 
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.aplica al .caso de sistemas COJI constricciones de primera dase. Por tanto, 
es de .consideráble interés analizar en detalle el procedimiento de Batalin­
TyuÜn. [17], q~~ consiste en añadir variables al espacio fase original, con el 

:objetó éle 'éonvertir las constriciones de segunda clase en constricciones de 
primera· clase, especialmente en el caso de sistemas no estacionarios. En este 
Capítulo analizaremos con detalle la extensión de este método al caso no 
estacionario y su modificación para analizar teorías no abelianas (conversión 
no abeliana). 

El propósito de este capítulo es poner en claro algunos aspectos de los 
sistemas no estacionarios con constricciones y mostrar que la ruta natu­
ral en el análisis de este tipo de sistemas conduce a reescribirlos en forma 
parametrizada como ha sido propuesto en [58]. Normalmente el movimiento 
de un sistema se describe en términos de variables canónicas que evolucio­
nan al transcurrir el tiempo. Se supone que este "tiempo" tiene significado 
físico directo, aunque en sí ntismo, no es una variable clinárnica como el resto 
de las variables del espacio fase. Es posible construir formulaciones de la 
dinámica donde el tiempo físico se considera como una variable dinámica 
adicional y la evolución del sistema se describe en términos de un parámetro 
arbitrario s. Este parámetro no tienen significado físico y el formalismo es, 
por tanto, invariante ante redefiniciones de s. En tal caso, se dice que el 
formalismo es covariante. En la práctica, los sistemas covariantes surgen de 
dos maneras distintas: i) a partir de un sistema donde el tiempo físico no 
está incluido como una variable canónica y se realiza una parametrización de 
la teoría para convertirla en un sistema covariante. Este procedimiento es, 
en principio, siempre realizable. b) El sistema es originalmente covariante. 
El paradigma de una teoría física covariante es la relatividad general. 

El proceso inverso, i.e., a partir de una teoría covariante construir el 
correspondiente sistema cuya evolución se realiza en términos de un tiempo 
físico, no siempre puede realizarse. En los sistemas covariantes, el movimiento 
es generado por las transformaciones de norma de la te orí a. Esto se debe a 
que el hamiltoniano canónico es cero y el hamiltoniano extendido es una com­
binación lineal de las constricciones de primera y segunda clase incluyendo la 
constricción que genera la invariancia ante reparametrizaciones del parámetro 
s. La incorporación del tiempo como una variable canónica adicional no sólo 
permite una descripción más simétrica de la dinámica sino que también es 
muy útil para tratar sistemas con dependencia temporal explícita. Como 
hemos señalado, esta dependencia complica el formalismo ya que las candi-
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ciones de consistencia involucran un término adicional y no pueden, por 
· tant~, fomiularse en términos del paréntesis de Poisson solamente, Esta difi­
. cultad ·.¡ otras relacionadas d~saparecen cuando se promueve el tiempo físico 
a una variable dinámica adicional. La evolución será ahora canónica (gober-
nada por el nuevo parámetros), la superficie de constricción ya no cambia al 
.transcurrir el tiempo y las definiciones usuales de simetría de norma y observ­
able son directamente aplicables. El precio que se paga por ello es extender 
et espacio fase original, de dimensión 2n, a un nuevo espacio de dimensión 
2n+2, aniidiendo las variables canónicas t, 7r1. Como resultado, la descripción 
parametrizada involucra una constricción de primera clase adicional, asoci­
ada. con la invariancia ante reparametrizaciones, que es justamente H0 + 1fc, 
donde H0 es el hamiltoniano canónico original. Es precisamente esta con­
stricción la que garantiza que la teoría parametrizada sea equivalente a la 
teoría original. 

Siguiendo esta propuesta, extenderemos el espacio fase original, con­
struyendo un sistema que evoluciona canónicamente respecto a un nuevo 
parán1etro .s, que supondremos crece de manera monótonl. Para este sis­
tema podemos construir el propagador usando la formulación estandard del 
método BRST-BFV propuesta en la sección 1.2. Presentaremos la prueba 
de equivalencia, entre la descripción parametrizada y la original, tanto en 
la formulación de la integral de trayectoria, como en la 'formulación de op­
eradores. Mostraremos que es posible eliminar las variables adicionales s 
y 7r¡, en los dos esquemas, recuperando el sistema original, en un procedi­
miento que podríamos llamar des-parametrización del sistema y que implica 
imponer una condición de norma que permita reducir la constricción rcspon­
zable de la invariancia ante reparametrizaciones. Construiremos la carga 
BRST así como el hamiltoniano BRST-invariante y recuperaremos el teo­
rema de Fradkin-Vilkovisky. Nuestro resultado final, después de fijar par­
cialmente la norma y eliminar las variables rr1 y s en favor de t, contiene 
-como en el caso estacionario- una función arbitraria en el hamiltoniano 
efectivo, que juega el papel del fermión de norma. Que la integral funcional, 
y por tanto los elementos de matriz del operador evolución, son invariantes 
ante cambios infinitesimales arbitrarios de esta función es el contenido del 
teorema de Fradkin-Vilkovisky. Este teorema ha sido demostrado para el 
caso estacionario en [15] (ver sección 1.2.3.2). Aplicado las ideas de esta 
demostración al sistema parametrizado, puede mostrarse que este teorema 
sigu~ siendo válido para el caso no estacionario. 
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Eñ este trabajo no consideraremos la cuantización de sistemas con cons­
tricciones de.·segunda clase usando el paréntesis de Dirac para después pro­
movedo al correspondiente conmutador en mecánica cuántica. Ya hemos 
expuesto los inconvenientes de tal procedimiento. Como el método BRST­
BFV es consistente, aún en casos en los que el método de Dirac no lo es, 
rios parece apropiado promover el método BRST-BFV al estatus de pre­
scripción general para cuantizar cualquier sistema con constricciones. Como 
este· método requiere reducir el sector de constricciones de segunda clase de 
la teoría, proponemos como alternativa, usar el método de Batalin-Tyutin 
[16]. 

El material de este capítulo está organizado de la siguiente manera: en 
Ja sección 3.1 estudiamos la extensión del método de Dirac para sistemas no 
estacionarios. En la sección 3.2 mostramos cómo la propuesta de Gitman 
y Tyutin [44], surge naturalmente a partir de la parametrización del sis­
tema no estacioná.rio original. En la sección 3.3 introducimos el método de 
Batalin-Tyutin (BT) generalizándolo al caso no-abeliano y no-estacionario. 
Mostraremos cómo las expresiones para el caso no-estacionario pueden us­
arse, excepto que las condiciones de frontera en las relaciones recursivas para 
el hamiltoniano deben modificarse, de H0 a Ho + ,,.,. En la sección 3.4 con­
struiremos, a partir de la acción parametrizada, el formalismo BRST-BFV 
para sistemas no estacionarios, usando primero la formulación de la integral 
de trayectoria y después la formulación de operadores. La sección 3.5 la dedi­
caremos a algunas observaciones finales y recomendaciones de tipo práctico. 
Finalmente en la sección 3.6 ilustraremos las ideas expuestas usando un ejem­
plo simple y transparente: el rotor bidimensional con radio dependiente del 
tiempo. Este problema tiene constricciones de segunda clase que, usando el 
método BT, convertiremos en constricciones de primera clase. Para obtener 
el operador evolución aplicaremos el método de cuantización BRST-BFV de­
sarrollado en la sección previa 3.4. El resultado del propagador obtenido 
por este procedimiento coincide con el resultado obtenido mediante otros 
procedimientos, 

3.1 MÉTODO DE DIRAC PARA SISTEMAS NO ESTACIONARIOS 

Comenzaremos la discusión con una introducción al método de Dirac para 
sistemas no estacionarios. Esta extensión no es directa ya que la condición 
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de .consistencia (J.7) es ahora. distinta. Mostraremos a continuación que los 
.paréntesis de Dirac no determinan completamente la evolución dinámica ya 
que aparece un término adicional impidiendo que la evolución temporal se 
pueda escribir en términos de una estuctura simpléctica. En otras palabras, 
la evolución temporal del sistema ya no es canónica (no está generada por 
una sucesión de transformaciones canónicas infinitesismales (ver [45]). La 
ruta directa para resolver este problema es convertir el problema inicial en 
un problema invariante ante reparametrizaciones. Así, el sistema será inde­
pendiente del tiempo pero en un espacio fase más grande -aquél que incluye 
al tiempo t y su momento conjugado ir, como coordenadas canónicas-. El 
punto es ahora mostrar que el número de grados de libertad permanece igual, 
i.o., que la descripción original es totalmente equivalente a la descripción 
parametrizada. En esta sección analizaremos en detalle estos aspectos. 

Consideremos un sistema descrito por las variables (q1,p,), en un es­
pacio fase de dimensión 2n, cuyo hamiltoniano canónico denotaremos por· 
H0(q, p, t), el conjunto de constricciones de primera clase por {V.1A(q, p, t) }, 
y el conjunto de constricciones de segunda clase por {<P"'(q,p,t)}. Supon­
dremos que todas estas funciones de las variables del espacio fase dependen 
explícitamente del tiempo. La descripción canónica de un sistema tal está 
determinada por la acción extendida 

(3.1) 

donde .)."' y µA son multiplicadores de Lagrange. Supondremos también que 
este sistema es consistente, i. e., que las condiciones de estabilización 

d,P"' ""º dt , 
di/JA -O 
dt - , (3.2) 

se satisfacen idénticamente y por tanto no hay constricciones adicionales en 
el problema, de tal manera que su descripción completa está contenida en la 
acción (3.1). La evolución temporal de una función arbitraria que depende 
explícitamente del tiempo F(q,p, t) está dada por 

dF {}F 
¿¡=iJt+{F, HE}, (3.3) 

donde HE = H0 + µA.pA + >."',P"' es el hamiltoniano extendido del sistema. 
La condición de consistencia (3.2) aplicada a las constricciones de segunda 
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y I~ matriz Cap =· {</>a, </ip}, que en general depende del tiempo, es invertible. 
Denotamos su inverso por CªP. 

El último término del lado izquierdo de (3.4) rompe la estructura canónica 
de las ecuaciones de movimiento i.e., la evolución temporal ya no es (como 
en el caso estacionario) generada por una transformación canónica. Más aún, 
puede mostrarse· que este término extra no puede integrarse al paréntesis de 
Dirac añadiendo una pieza apropiada al hamiltoniano H0 (76]. Si éste fuera 
el caso sería entonces posible construir una función H' de las variables del 
espacio fase tal que 

- {F ,,. }C"pB</ip - {F'. I!'}" 
tlfJo at - ' . (3.6) 

Es fácil mostrar que esta ecuación no es consistente. Si Fes cualquier con­
stricción de segunda clase F = <P..,, el lado derecho de (3.6) es cero, mientras 
que, en general, el lado izquierdo no lo cs. Por tanto, no existe una función 
H' que añadid.a al hamiltoniano original Hs permita reescribir la evolución 
temporal en términos del paréntesis de Dirac. 27 

27Es posible, usando el formalismo de Faddeev-Jackiw 1 desarrollado en el capítulo pre­
vio, mostrar que Ja evolución temporal no puede describirse en términos de una estructura 
simpl.éctica. Consideremos, para ello, un sistema con constricciones de segunda clase de­
pendientes del tiempo. La reducción directa en la acción extendida (3.1) nos conduce a 
una acción reducida de la forma 

Sn = j dt(ai(y, t)il' - h(y, t)), (3.7) 

donde la 1-forma aa es ahora dependiente del tiempo. Las ecuaciones de Euler-Lagrangc 
asociadas a esta acción son 

.¡ - { ¡ h}º - ;; !'.!!.i (3.8) y - y' R C1 {}t' 

escritas en términos del paréntesis de Dirac reducido. En general, el último término no 
puede incorporarse al paréntesis de Dirac y la estructura canónica de las ecuaciones de 
movimiento se ha perdido. 
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(3.9) 

donde el paréntesis se evalua en el espacio fase completo q;, p;, t, ir,. Un punto 
conceptual que debe ser remarcado en esta propuesta es la cuestión de si la 
teoría original y la extendida -para la cual hay, en principio, un grado de 
libertad adicional- son equivalentes. 
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3;2. ·REFORMULA~ró~ n~L- P~OBL~MA EN TÉrÚ.ÚNoS·DE•ÚNA 
· Acc!ü1" ?J\IiArvfa1ruzA:b/\''. ; . ;.:· ·;· .·/: ·. ,. ' · .: ... · .. 

... !··:· ···· · .. · .. ,..-.\·;··i·:·· ;_JVJ•: .... :·,,.· - ··;-::·· ·;-:~·.::·~: ·;;.·-· ~·.~·::r.· 

En ~sta s~céiÓn ¿o~side'~~¡:~'riici~ l~ ~~tsi6n i~0~ri~ht~a~t~ ;é¡)~iari'ie~Azacion~s . ' 

'' i.••«;'"f Jl;•(,.~~ ~ ~¡11;¡,, ;,:; +i:~i1jf~JlJ~ ~'.\alo¡ 
dond~ supÓndremos que la propiedad ~ fO se cuinple. >i:;~ •:-'~rlables ty . 
ir, han sido' promovidas a variables dinámicas de modo que la dimensión del 
espcio fase es ahora 2n + 2. ' .. 

Aplicando el procedimiento de Dirac estandard a la acción (3.10) obten­
emos las constricciones primarias 

1/i =ir,+ Ho(q, p, t) >::::O, c/>0 (q, p, t) >::::O, 1/JA(q, p, t) >::::O. (3.11) 

El hamiltoniano canónico es cero y el hamiltoniano total ffr =µ(ir,+ J/0 ) + 
ji.Al/JA+ 3.0 c/>0 describe la evolución con respecto al parámetro s. Aplicaremos 
ahora las condiciones de consistencia sobre las constricciones primarias, ob­
servando que ninguna de ellas es explícitamente dependiente del parámetro 
s. El primer resultado es 

"' ji. {1/JA, ir,+ Ho}p,q,1,,, =ji. (ªtiA + {1/;A, Ho}p,q,t,.,) 

. (81/J,1 {·'· }/ }) . dl/JA 
/l Bt + 'i'A• o >:::: l'dt' (3.12) 

donde los paréntesis de Poisson sin subíndices se calculan con respecto a las 
variables del espacio fase original q;, Pi. La segunda igualdad en (3.12), se 
sigue de que las funciones involucradas no dependen de ir,. Concluimos que 
~ "'O, idénticamente, en virtud de (3.2). Ahora calcularemos 

dc/> 0 • { } "(J { } ds "' µ cPo, ir, + Ho q,p,t,,., + >. cP01 c/>p "' O, (3.13) 

que nos permite determinar los multiplicadores de Lagrange asociados a las 
constricciones de segunda clase 

(3.14) 
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Finálmenté, obtenemos . ··.. . 

... · ... :, ~~#~~}~. ·~~}·;,,, .. ~ .. ~· ¡~ .{ 1rt + . Ho, ,¡,~}. = ¡X a G~pXP' (3.15) 

que nu.;~~n'iet1fe ~s ~~r<l en viftud .de la antisimetría de la matriz Gafi· Del 
ánálisis· pí'évio concluimos que: (i) no háy constricciones secundarias, (ii) 

·,)a.S. coristriccioóes .¡,A y tPa retienen su caracter de primera y segunda clase 
respectivami;rit.;,. como esperabamos y (iii) la nueva constricción .¡, es de 
primera clase. Es precisamente esta última propiedad la que garantiza la 
equivalencia entre la descripción original (3.1) y la descripción parametrizada 
(3.10) del sistema, permitiendo que el número de grados de libertad sea el 
mismo en las dos descripciones. 28 

Ahora, consideremos la ecuación de evolución para una función arbitraria 
F(q,p, t), que no depende de rr1 ni explícitamente de s. Tenemos 

~~ = {F, Hr }p,q,1,w, ,,,. µ{F, 1r1 + Ho};,,,r,w, + ¡1A {F, .PA}q,p,t,.,, (3.18) 

donde el último paréntesis de Poisson es idéntico al calculado en el espa­
cio fase original, debido a la independencia de ambas funciones en rr,. En 
particular obtenemo~ 

dt - ..J. o ( ) ds = µ r , 3.19 

que permite calcular directamente #!,- en la formulación parametrizada. Com­
parando (3.9) con (3.18) y haciendo la identificación µA = µµA, obtenemos 
el resultado 

{F, trt + Ho};,,,1,., ::::: ~~ + {F, Ho}* - {F, tPa}Cªfiª::, (3.20) 

28Aplicando el método de Faddeev-Jackiw podemos demostrar de manera directa que 
el sistema paramctrizado y el sistema original son equivalentes. Para e1lo consideremos el 
lagrangiano 

(3.16) 

obtenido al aplicar el método de Dirac al sistema paramctrizado (3.10). La reducción de 
la constricción H o + 7r1 ~ O conduce al lagrangiano parcialmente reducido 

Ln = P<'i - Hoi - ¡:.A.¡,A - Xº.¡, •. 

Este lngrangiano coincide con el lagrangiano parametrizado identificando µA 
).a= i~ª. 
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que muestra como la Cc:intri_bución. no-_canóOiéR en' ·e1 ·: ÍadO ·:·de~é~ho ::c1e ."Ja. 
ecuació~ (3.20) se incorpora en la descripción' can6niéádel esp~¿i;; fas~ ex­
tendido que contiene ahora una constriéción adi~ional i, +110 "" o de primera 
clase. Una consecuencia importante de.(3:20), que será utilizada más.acle: 
!ante, es· la siguiente afirmación . · · 

. · , , ··• 8F', {F., 7l'd Ho}~,p,t,w1 ""8t: :;l:' {F, l!o}. 

La acción extendida result~nte de aplic~~ el mét~do de Dirac a la ~ccion 
parametrizada será 

(3.22) 

donde Hs = jí.(rr, + l!0 ) + ¡;A,¡,A + >. 0 q,0 • Esta acción tiene A = l. ... m 
generadores de transformaciones de norma más la transformación generada 
por la constricción responsable de la invariancia ante reparametrizaciones. 
Esta última genera la transformación 

óq' = ti'<, 
óji. = (¡ic)', 

Óp¡ = p<, ót = ic, ótr, = ii',<, 
ÓjlA = (¡iA<)', óJ." = (5."c)', 

(3.23) 

(3.24) 

La acc1on Ss es invariante ante esta trasfromación si <(s1) <(s2 ) = O. 
Esta transformación no es independiente del resto de transformaciones de 
norma ya que es proporcional a las ecuaciones de movimiento y puede es­
cribirse en términos de una transformación de norma irivial. Nótese que q y 
p transforman como escalares mientras que los multiplicadores de Lagrange 
transforman como densidades escalares. 

3.3 MÉTODO DE BATALIN-TYUTIN EN EL CASO NO ESAT­

CIONARIO 

El método de Batalin-Tyutin [16] tiene el objetivo de transformar las cons­
tricciones de segunda clase en constricciones de primera clase, sorteado las 
dificultades que los paréntesis de Dirac producen al cuantizar la teoría. Re­
cientemente, este método ha sido aplicado a una gran variedad de problemas 
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[94],: de los cuales, tal vez, el más interesante sea el campo de Proca, anal­
izado en detalle en versión hamiltoniana y lagrangiana en [SJ.29 La idea 
bási~a. del método BT consiste en extender el espacio fase original añadiendo 
un número apropiado de variables con el objetivo de transformar el álgebra 
de constricciones original en un álgebra de constricciones de primera clase 
sin cambiar el número total de gardos de libertad. El hamiltoniano original 
(y en general, cualquier observable) debe extenderse también, de tal manera 
que preserve el carácter de primera clase ele las constricciones extendidas, 
sin generar nuevas constricciones. Por simplicidad asumiremos que tocias las 
coordenadas y las constricciones son bosónicas. 

Supongamos un sistema descrito en un espacio fase 2n-dimensional con 
coordenadas (q',p;), y hamiltoniano H0 (q,p, t) . Supondremos que la teoría 
contiene solamente constricciones de segunda clase x0 ( q, p, t ), funcionalmente 
independientes, {x 0 , Xµ} = C0 µ, det C0~ # O. Siguiendo a Batalin y Tyutin 
[16), introduciremos nuevos grados de libertad, cuyo número es igual al de 
las constricciones de segunda clase originales, con los paréntesis de Poisson 

{q', p¡} = ój , (3.25) 

donde suponemos que la matriz antisimétrica w1'", es constante, de igual 
rango en tocia la superficie de constricción e invertible. Denotemos por 
Ta = r 0 (p, q, z, t) las constricciones de primera clase resultantes, en el es­
pacio extendido ( q, p) (!) ( z ), con la propiedad 

{r0 ,rµ} = C~µ(q,p,t)r~, (3.26) 

(conversión no abeliana)30 y las condiciones 

r0 (p,q,O,t) = X 0 (p,q,t) =" T~0l(p,q,t). (3.27) 

29En esta referencia se obtiene el campo de Stükelberg como consecucncin. de las variables 
añadidas del método BT. 

3 ºLa correspondiente conversión abcliana se obtiene escogiendo c¿p = O. Es posible 
elegir las funciones de estructura del álgebra de constricciones de tal manera que depen­
dan también de las nuevas coordenadas z. Las posibilidades que brinda la conversión 
no abcliane. no han sido suficientemente investigadas. En principio, esta posibilidad per­
mitiría, en algunos casos1 simplificar la aplicación del método BT. Otra ventaja es que 
puede resultar de interés construir un álgebra de constricciones particular con el objeto de 
construir una simetría de norma que puede ser relevante en la teoría. 
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Se entiende que el paréntesis de Poisson se calcula en el espacio fase extendido 

{A(q, p, z, t), B(q, p, z, t)} {A,B}9,p +{A, B}, (3.28) 

8A8B _ 8B8A + 8Aw""8B 
8q1 8p1 8q1 8p; 8z" 8z" · 

El problema es encontrar las constricciones de primera clase r0 en el espacio 
fase extendido. Este problema es muy parecido al problema de encontrar la 
carga BRST y puede plantearse de manera análoga resolviendo constructi­
Vamente, en serie, usando la expansión 

00 

Ta= L: rJn>, (3.29) 
n=O 

en potencias de las variables z", y exiginedo que la condición de primera 
clase se cumpla a cada orden en z. La construcción explícita es como sigue. 
Para detalles ver [16]. Sustituyendo la expansión (3.29) en la propuesta del 
álgebra de primera clase (3.26), obtenemos la escalera de relaciones 

Hº» ráº>l + { r!1>, rá1>1, = cz{Jr~0>. 

{r!tl,ráº)} + {r!ºl,rát)} + {r!1>,rá2>}, + {r!2l,rá'l}, = CZ¡¡r~t>, 

{r¡~l,r~¡+ 1>},+B~1 =0, 

donde 

B(n) 1 B(n) _ t { (n-m) (m)} 
oll - 2 (op¡ = m:O To 1 T¡¡ (p,q) 

n-2 

+ 'l: { rin-m)' T~m+2)}, - ~pT~n) n ~ 2. 

m=O 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

La primera relación es a orden cero en z, la segunda a orden uno y la última 
a orden n. Definiendo 

r.\,1> = X 0 p(p,q)zll, 

podemos reescribir {3.30) como: 

X 0 µw"" Xpv = -C0 ¡¡ + CZpr~ºl, 
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La solución X(q,p,t) a esta ~cuación está determinada ha.St~ tinatransforc 
mación,simpléctica; arbitraria, S: , 

(3.36) 

Usando la definición de las funciones B~~ para k = l ... n - 1 es posible 

mostrar que las B' s cumplen la relación { r!,1), B};)} + ( a(i¡) = O. Esta 
relación y el hecho de que las funciones B(n) son homogéneas de grado n en 
z permiten construir r en forma iterativa 

T(n+I) = __ l_z"w X"PB(n) 
o n + 2 µv p0t 

n ::'.'. l. (3.37) 

Nótese que en nuestro caso los coeficientes de la expansión dependen explíci­
tamente del tiempo. Hasta aquí, la construcción para el caso no estacionario 
es idéntica a la correspondiente construcción para el caso estacionario. 

El siguiente paso es construir el hamiltoniano extendido y en general, los 
observables de la teoría correspondiente. El hamiltoniano extendido debe 
cumplir las siguientes propiedades 

l. Debe reducirse al hamiltoniano original H0 en el límite z'' = O. 

2. Debe preservar en el tiempo la estructura de las constricciones de 
primera clase r0 , que dependen explícitamente del tiempo, de tal man­
era que 

(3.38) 

donde la primera igualdad débil en (3.38) es una consecuencia directa de 
(3.21) en la sección previa. Esta es la equivalencia básica que nos permitirá 
obtener una solµción directa al caso no estacionario a partir de la solución del 
caso estacionario. En el segundo caso (que denotaremos con una barra sobre 
las cantidades relevantes), supongamos que las constricciones de segunda 
clase originales x0 (q,p) han sido transformadas al conjunto de primera clase 
{ r0 (p, q, z)}. Las ecuaciones que determinan el hamiltoniano extendido son 

{ra,H}( ) = Vf(q,p)rp. 
p,q,z 

(3.39) 
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.. . " .. . : :'··,:.: .. ::\·····:,:·, : 

De manera completamente análoga a·'ª construcclcSn de ¡é'.i¡ ftin~idii~d BRST~ 
invadant~s. la solución a la ecuaeión (3,39) se' propon~' .:'odio iiÍha 'derie en 
potencias de las variables añadidas z, 

f¡ = f f/Cnl, 
n"=O 

con la condición· de. frontera 

-¡ ': 
·// n) .- z\, 

j¡(O) =Ha. 

(3.40) 

(3.41) 

Usando argumentos similares al caso de la construcción del álgebra de primera 
.clase (3.26), es posible construir la solución de la ecuación (3.39) en forma 
recursiva [16] 

(3.42) 

donde Wµv es la inversa de w"" definida en (3.25) y X"" es la inversa de x •• , 
'.que es solución de (3.35). Las relaciones de recurrencia para las funciones 
. G~n) son [16] 

Gl,"):: {f~O),f/(O)}(p,q) - fl!rf;°1, 

(]~) = {f~I),f¡(O)}(p,q) + {T!ºl,j¡(l)}¡p,q) + {f!2),i{CJ)}¡.¡ - fl!rá'l, (3.43) 

n n-2 

a~n) = {f!"l, Ríºl}(p,q) + L { f!n-m)' f¡(m)}(p,q) + L { r!n-m>, fJ(m+2lJ¡.¡ 
m:::l m:::O 

+{T!"+'l, j¡(I) }¡,¡ - V!rá"'. 
donde los paréntesis de Poisson se calculan con ·respecto a las variables indi­
cadas en sus respectivos subíndices. 

Ahora regresemos al caso no estacionario, donde la condición para obtener 
el correspondiente hamiltoniano extendido es 

{ r.,, H + ,,., }•·•"·'·"' = Vf (q, p, t)r11 ~O, (3.44) 

de acuerdo a (3.38). Observemos que la solución de (3.44) en el espacio fase 
extendido (q, p, z, t, 7r1) tiene exactamente la misma forma que la solución 
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· de (3.3!Í), desp11és d~ reálizarel cam'b·l·º·•· .. ~.• .-. .. · .. · H +, "•·.·. C~n e~~e o~jetivo 
definiremos' ahora•> '•' · · 

'.,: ~,:,:·~ , .. j>·.\~:,::,:_:: 'n • • 

- '. ·: '. .. '. ,,.· - . . .:.· · ... '..;:;:: ~-;' ::.::- .. ·.· .. ' _:_·, ·:, .... : : . ' . ~~ :'' 
·Como <"i}ér:IJ1iho. ?ri ·en .el lado izquierdo de (3:45} contribuye .sólo' a circlen • 
cero ·.~n ·z, ia .condicióri défrontera en la ecuación· anterior será. 

j¡(O) = Ho( q, p, t) + "•· (3A6) 

De esta· manera, las expresiones para las funciones H(n), n ~ 1, en la Ec. 
(3.45) están dadas por las ecuaciones (3.42) y (3.43), donde quitaremos ahora 
la barra para indicar explícitamente la dependencia temporal del hamilto­
niano y de las constricciones. Los paréntesis de Poisson que t.ienen subíndices 
(q, p) se calculan ahora en el espacio fase extendido (q, p, l, 7r1). Observemos 
que la dependencia explícita de las funciones Jf(n) en las variables "' aparece 
sólo en ff(o)_ De modo que el hamiltoniano final JI será una función de q, p, z 
y t solamente. 

El procedimiento de expansión en serie puede aplicarse para. calcular la 
correspondiente extensión de cualquier observable A 0(q,p, t) del problema 
original. Más aún, si calculamos los paréntesis de Poisson de dos funciones 
extendidas cualesquiera y restringuimos el resultado a z =O, recuperaremos 
los paréntesis de Dirac correspondientes al problema original. Es decir 

{A, B}¡9.-,1,~,,,¡/z=D {ACºJ,BC0 lJ + {A(ll,B(ll}¡,¡ 

{ACºl,BC0 l} - {ACºl,<t>0 }Cºll{</>¡¡,B<0 J} (3.47) 

{Ao,Bo}", 

donde{,}" es el paréntesis de Dirac original, A!0l = A 0 y sC0 J = B 0 • Recor­
damos al lector que todos los paréntesis sin subíndices deben calcularse en 
las variables del espacio fase original (q,p). Otro caso de interés es cuando 
B = H, (Bo = lfo + 7r1), para el cual 

{ A,ll}¡9,p,t,~.,,¡/,=o = { Ao, Ho + ".Ji •.•. 1.~,J 
oA0 {A }" { ,,, }Cº¡¡o</>¡¡ -¡¡¡ + o, Ho - Ao, 'l'o at' (3.48) 
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que es exactamente la relación (3.4), supon.iendo que no hay constricciones 
de primara clase. Nótese que en el caso en que algunas constri~ciones de 
primera clase están presentes originalmente, el procedimiento de conversión 
de las constricciones de segunda clase, en general, destruirá el carácter de 
primera clase de las constricciones originales. Esto puede remediarse tratando 
a estas constricciones como observables, i.e., aplicando a cada una de ellas 
el procedimiento aplicado al hamiltoniano. 

Un último comentario. En el caso de constricciones de segunda clase, li­
neales en las variables del espacio fase, es posible construir la solución general 
para las constricciones de primera clase correspondientes y para el hamilto­
niano de primera clase asocia.do, de manera ce.rrada [2]. En efecto, en este 
caso simple la corrección a orden lineal 

(3.49) 

Definiendo yµ = z" BJ:, donde BJ: = w0 ¡¡Xll>{x.,, yµ}, con la notación yµ,µ= 
l...2N, para las coordenadas del espacio fase original, es posible obtener de 
manera cerrada la solución para el correspondiente hamiltoniano de primera 
clase, mediante 

iJ =He((), (3.50} 

donde ( = y - y. Los observables de la teoría son funciones de (. Esto se 
debe a que 

{(µ,("} = {y",y"}", (3.51} 

donde {,} • denota el correspondiente paréntesis de Dirac asociado a las cons­
tricciones de segunda clase originales. Además 

(3.52} 

y por tanto los observables de la teoría son funciones arbitrarias de eµ. 

3.4 BRST-BFV EN EL CASO NO ESTACIONARIO 

Como el método <le Batalin-Tyutin nos permite transformar constricciones 
de segunda clase a constricciones de primera clase, incluyendo el caso en el 
que hay dependencia explícita respecto al tiempo, podemos ahora analizar el 
método de cuantización BRST-BFV y su posible aplicación a un sistema no 
estacionario arbitrario. El objeto <le esta sección es reformular los resultados 
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de [17] (y extender. algunos resultados de [61]) para el caso no estacionario 
y revisar Ja posible aplicabilidad del teorema de Fradkin-Vilkovisky en este 
tipo.de situaciones. Por simplicidad tomaremos sólo el caso bosónico. 

Pará probar que el inétodo BRST-BFV es aplicable al caso de sistemas 
·dependientes del tiempo, consideremos el problema invariante ante reparame­
trizaciones, definido por la acción (3.10), pero con constricciones de primera 
clase solamente. Supondremos que las constricciones de segunda clase han 
sido transformadas a constricciones de primera clase usando el método de 
BT expuesto en la sección anterior. 

Nuestra propuesta consiste en aplicar el procedimiento BRST-BFV a este 
problema. Demostraremos que al imponer una condición de norma canónica 
conveniente, escogiendo apropiadamente el fermión de norma e integrando 
sobre las variables adicionales t y rr, y los íantasrnas, estaremos en posición de 
obtener una expresión para la correspondiente formulación BRST-BFV en el 
caso del problema no estacionario dado por la acción (3.1) -con constricciones 
de primaria clase. Mostraremos también que los mismos resultados pueden 
obtenerse desde la formulación de operadores. 

Este protedimiento puede considerarse como el inverso del procedimiento 
que conduce, a partir de la acción original (3.1), a la obtención de la acción 
invariante bajo reparametrizaciones, (3.10). 

Como sabemos de la discusión de la sección 3.2, la invariancia ante 
reparametrizaciones introduce una constricción adicional..¡,, de modo tal que 
el conjunto completo de constricciones de primera clase es ahora 

.P=rr,+Jlor::;O, .PA(q,p,t)""O. (3.53) 

Por otra parte, el álgebra de constricciones del problema original (no para­
metrizado) es 

(3.54) 

Introduciremos. el índice a = (O, A), de tal modo que ..Po=..¡, y consideraremos 
el espacio fase en las variables canónicas q, p, t, 1!'" que evolucionan con el 
parámetro arbitrario s. Con esta notación, extenderemos el álgebra (3.54) 
en la forma 

(3.55) 

donde las funciones de estructura c~b pueden depender de q, p, t y no depen­
den de 1!'" Esto se debe a que V,f (q,p, t) = C~0(q,p, t) y C~8 =O. Siguiendo 
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los pasos esbozados en la introdudón general (Capítulo 1) podemos plantear 
la construcción de la carga BRST de la siguiente manera: 

Denotando por G0 = (..P, ..PA), las m + 1 constricciones, introducimos los 
fantasmas asociados, r¡ª y sus momentos conjugados 'P0 , cuya relación de 
conmutación básica es 

(3.56) 

y su paridad de Grassman es impar ya que hemos supuesto que las constric­
ciones G0 son bosónicas. 

Denotaremos a la carga BRST en el espacio extendido ( zµ, r¡ª, 'P0 ), donde 
zµ = (q, p, t, rr1), por ñ. La idea básica es ahora mostrar explícitamente la 
dependencia de ñ en las variables canónicas: t, rr., r¡0

, 'P0. Con este objeto 
dividiremos ñ en la forma 

(3.57) 

donde "más" indica todos los términos de orden mayor en los fantasmas. Ha­
ciendo explícita la dependencia de ñ respecto a r¡0 , definimos a las r;;nciones 
h y n como 

ñ = r¡ºh+n. (3.58) 

Probaremos que h = rr, +Hansr, donde Hansr es el hamiltoniano BRST in­
variante asociado al problema explícitamente dependiente del tiempo. Tanto 
Hansr como 11 dependen solamente de las variables t, q, p, r¡A, 'PA y no de­
penden de 'Po ni de rr1• Para mostrar esto es necesario detallar la construcción 
.de la carga BRST. 

Recordemos que la carga BRST es solución de la relación 

{ñ,ñ} =o. (3.59) 

Para resover esta ecuación se propone un desarrollo en serie de la forma31 

ñ = ¿,W, (O} 
11 =,,·c. (3.61) 

p~O 
~~~~~~~~~~~~~ 

31La construcción de la carga BRST y del hamiltoniano BRST·invariante puede hacerse 
de manera análoga a la construcción de las constricciones de primera clase Ta y el hamil­
toniano de primera clase de) método BT. La diferencia es que ahora el desarrollo se realiza 
en términos de los fantasmas. Las ecuaciones básicas son 

{n,n} =o, 
00 (n) (n) 

n=L,n. n-~·p•-•, 
n=l 
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. . 
.: ' ' ... ·-· .... 

donde <rl es un polinomio de orden p en P. En térniinos,deta'.s fÚ:~ciÜn~s~e 
. (p) . ··. . . . . . . .·· .. · ... '· . ,: ":).:;.«,·; .· .. 

estructura (ver (1.74)) U ~\t~b, (zµ) que dependen solamertte,de las\iariables . 
. . . P·· . .:__:_' . .. ,.:- . (pr·- . , . :·.i.-::·:x·> .. ,.:·>:·i~.'. .. : .. " 

del espacio fase original zµ, los poliriorniós7n ; .. ·· .. ; .. ·.:f.;:.<· 
:·:·:::f·~; ·' .. ' . .-; 'iZ :·:· -

. ;(i6,2)·· 

Sustituyendo el desarrollo (3.6i) eÍ:t (3.59) obtenemos e)conjunto ·a~ ecu~-
dones 

(p+I) (p) 
ó n + D =O, (3.63) 

igualando los términos del mismo orden en P. Aquí ó denota la diferencial 
de Kozul-Tate [58] cuyas propiedades básicas son 

82 =0, ,ó'P0 =-G0 , ,ózµ=O, ór¡ª=O, (3.64) 

y que opera sobre un producto de variables del espacio fase extendido en 
la forma ó(AB) = AóB + (-)' 8 (óA)B. Aprovechando el hecho de que el 
paréntesis de Poisson en el espacio fase extendido es 

{A,B} = {A,B}, + {A,B}"·"' (3.65) 

el término 'fJ en (3.63) puede escribirse en la forma 

(p) 1 [~ (k) (p-k) ~ (k+I) (p-k) ] n= 2 L....{n, n },+L..{ n, n } •. ,,. 
k=O k=O 

(3.66) 

Nótese la analogía de esta expresión con la obtenida en el análisis del método 
BT (ver (3.33),(3.43)). Utilizando la solución (3.63) es posible construir la 

co (n) (n) 
{ü,H} =O, ]{ = L JI' H - r¡npn, 

n:O 

con las condiciones iniciales 

(O) 
H =Ho. (3.60) 
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carga BRST. Con p =O y la condición inicial (3.61), es posible obtener W, 
usando (3.63). Conociendo ésta y con p = 2, se obtiene W. El procedimiento 

(p) 
continua hasta que alguna f! es cero y con ella puede mostrarse que los 
términos de orden más alto son también cero. Aplicaremos esta construcción 
al cas~ parametrizado. Para p = O obtenemos 

(3.67) 

de donde 

{3.68) 

Para obtener este resultado hemos usado las propiedades de las funciones de 
estructura C~b antes citadas. Por tanto a primer orden, la carga BRST es 

ñ - º(G Bvc,,., ) AG 1 a Bcc ,,., 
" - T/ o + T/ B re + T/ A + 2" 1/ AB l'C· (3.69) 

Algunas observaciones generales vienen al caso: (i) La dependencia a orden 
(o) 

cero en rr1 proviene solamente de fl = 7Jº(rr, + H 0(q,p, t)) + 1¡AGA(q,p, t). 

{ii) Los polinomios de orden mayor W pueden depender de rr, a través del 
, • {(P) (O)} E , . d p . . d d d . termmo f!, f! . ste parentes1s e 01sson no mtro uce una epen enc1a 

d. · l d • · · 1 8 C•> b a 1cwna en rr., pero pro uce un terrnmo proporciona a ¡¡¡ f! que no esta a 
presente en el caso independiente del tiempo. (iii) La dependencia en 'Po 

(O) (1) 
desaparece ya que C~b = O. (Tanto f! como f! no dependen de 'P0 • De aquí 

se sigue que W no dependerá de 'P0 • Esto se deduce de la estructura del 
algoritmo {3.63)). 

Estas observaciones permiten concluir que f!, en la relación (3.58), no 
depende de r/; Po ni de rr1• Además, por analogía con la construcción de 
los operadores BRST invariantes, podemos concluir que el término que mul­
tiplica al fantasma 71° en {3.58), es precisamente h = ir, + HBnST, i.e., se 
construye la serie para el hamiltoniano BRST invariante (ver (1.93)). Una 
demostración de estos hechos puede hacerse por inducción como se muestra 
en el teorema 6.1 de la Ref. (61]. 
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La nilpotencia de ñ, j.unto eón: la·dep~ndencia específica eri Ías variables 
canónica5 de la5 funciones involucradas conduce a las propiedades . 

{!1, !1} = ó, 
an 

{h, !1} =O= 8t + {Hansr. !1}. 

(3.70) 

(3.71) 

La propiedades anteriores, junto con la expresión final que obtendremos para 
el operador de evolución, una vez que han sido realizadas las integrales cor­
respondientes sobre las variables añadidas, conduce a la interpretación de !1 
y HansT como la carga BRST y el hamiltoniano BRST correspondientes al 
problema original, no estacionario. Una vez más, enfatizamos que estas dos 
cantidades han sido obtenidas directamente usando la construcción canónica 
de la carga BRST ñ. 

3.4.1 INTEGRAL DE TRAYECTORIA 

Ahora mostraremos que la integral funcional conduce al resultado correcto, 
una vez que las integrales sobre las variables añadidas se ha llevado al cabo. 
Aplicando directamente el método BRST-BFV, promovemos los multipli­
cadores de Lagrange .\ª,a= O, 1, 2, ... m a variables dinámicas, junto con sus 
momentos conjugados rr0 , tales que 

(3.72) 

Imponemos como constricciones adicionales ,,. a "' O, para no cambiar el con­
tenido dinámico de la teoría. Denotando por G0 , las 2m + 2 constricciones 
(incluyendo rr0 "'O, 7rA "'O), definiremos los vectores (ver {l.98)) 

G0 =(rr0 ,1/J0 }, 11º = (-iPª ,Cª), P0 = (iC0 , P.), (3.73) 

con G0 = ( rr0 , 1/Jo = 1/J) y donde (Pª, C0 ) junto con (Cª, P.) son pares canónicos 
conjugados de variables de Grassman impares. 

La acción efectiva del sistema es entonces 

(3.74) 

con 
H,ff = HBRST - {K, ñ}, (3.75) 
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donde Hansr es idénticamente cero debido a la invariancia ante repara~e-
trizaciones. El operador de evolución está dado por · · 

Zi< = j 'Vµ exp(iS.JJ), (3.76) 

donde 'Vµ es la medida de Liouville en la espacio extendido zµ, t, "" ,\", "•• r¡", 
'P.,. La idea es realizar las correspondientes integrales funcionales en el oper­
ador de evolución (3.76), de tal manera que resulte el operador de evolución 
asociado al problema original, dependiente del tiempo. Con este propósito 
escogemos el fermión de norma canónico 

- i - o - o ,, 
I< = -Cox - Po>. + f\ . 

€ 
(3.77) 

Aquí I<' es un fermión de norma arbitrario que no depende de las coordenas y 
momentos con índice O en el espacio fase extendido, pero que puede depender 
del parámetro s. 

La forma explícita de la función xº será seleccionada usando el criterio de 
que fije completamente y sin ambiguedades la invariancia de norma asociada 
a la invariancia ante reparametrizaciones. Sustituyendo el fermión de norma 
(3.77) previamente escogido y teniendo en mente la carga BRST completa 

ñ = -i'P0
7ro +Cºh + 11(q,p,t,CA, PA), 

en la ecuación (3.75) obtenemos 

H 1 o ¡ ¡;{ o h}Cº 'ºh ·-n ""º {J<' 11} e//= -~X "º - ~"'ll X , - " - iror - , . 

(3.78) 

(3.79) 

Usando (3. 79) en la acción efectiva, haciendo el cambio de variables de inte­
gración 

(3.80) 

cuyo superjacobiano32 es uno, y escogiendo como condición de norma 

o S1 - S 
X = -

8
-T-t, +t, (3.81) 

donde T = t 2 - ti, S = s 2 - s 1 , estamos en condiciones de implementar la 
norma canónica xº = O y de garantizar que las condiciones de borde en el 

32Para la definición del supejacobiano véase el apéndice Grassmanología. 
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principio \'a.í-iaciOrial se);atisfac;e¡¡ (~!l !'na 'cÓndi.~ióII dep~nila ~cc~~ib·Í~)~ La 
acción ~fe~t,iya, pu~d~;reeséi~i,~s~ cómq ;.<;\; ,': . ·. \:( ; .\,::~\.e ; .;> .•··.: < 
s~~i~lf'i ~;d?e~P;+'i:·;,·,~ .d;sA¿¡_d~APA :.•AP;}}{{,n}. 

:+ dZPo+iriíxº+iCo¿º,h}Cº+iPoPº+Aºh), . (3.82) 

donde {xº, h} = 1 y hemos tomadó el límite e-+ O. Integrado funcionalmente 
sobre los fantasmas Cº, 1'0 , Ca, Po, y sobre Ao obtenemos una delta funcional 
que usaremos para integrar sobre ir,. Después integramos sobre ir0 para 
obtener una delta funcional de la condición de norma, que nos permitirá 
integrar sobre t. La acción efectiva se reduce a 

con 
s-s1 t = -

8
-T+ti. (3.84) 

Si ahora redefinimos el fermión de norma de la siguiente manera: J(' = f J< 
y usamos (3.84) para escribir ds = ~dt, obtendremos la acción efectiva 

K 1'2 (dq¡ 
S.¡¡= 

11 
dt -;¡¡Pi + 

d1'A - · dCA - AdirA 
TtcA + -;¡¡-PA - A -;¡¡-

HaRsT(q,p, t) + {J<, íl}) 

(3.85) 

que corresponde a la acción efectiva del problema original, no estacionario 
cuya carga BRST y hamiltoniano BRST inavriate son precisamente íl y 
HansT obtenidos en la sección previa. 

3.4.2 FORMALISMO DE OPERADORES BRST-BFV PARA SISTEMAS NO 

ESTACIONARIOS 

El objeto de la siguiente exposición es mostrar que el procedimiento de "des­
parametrización", realizado usando la integral funcional, puede llevarse al 
cabo mediante el formalismo de operadores del método BRST-BFV. Para 
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ello, es necesario .f>artir de la acción efectiva en su versión cuántica. Esto sig­
nifica que ha sido posible construir la carga BRST y el hamiltoniano efectivo 
resolviendo todos los problemas de ordenamiento de factores que aparecen al 
escribir las cantidades clásicas, en sus correspondientes versiones cuánticas. 
Supondremos, por tanto, que no aparecen anomalías que obstruyan la posi­
ble construcción de la carga BRST, ni del hamiltoniano BRST invariante. 
Para detalles a cerca de la acción efectiva cuántica refermios al lector a [42] 
y al capítulo 4 de esta tesis. Por el momento basta suponer que la versión 
cuántica de la acción efectiva (3.82) puede construirse obteniendo 

1., ( dq; dt A d1rA dCº - dCA A dCA -
Sf1~ = ds << -p; + _,,., - .X --+-Po+ --1' + --PA >> 

1 ds ds ds ds ds ds 

xº,,.o + iCoCº + if>oPº + .Xºk - i{K',n}) + BT. (3.86) 

<<>>significa simetrizar los productos de los operadores correspondientes. 
BT representa términos que complementan el principio variacional con el 
objeto de que esté bien definido y que dependen de las variables (oper­
adores) que se fijan en los extremos. Es necesario tener presente que de­
pendiendo de la manera particular en la que se fije la norma pueden aparecer 
términos adicionales en el principio variacional, cuyo objeto es que las condi­
ciones de norma se cumplan idénticamente en los extremos (para detalles 
ver Capítulo 5). Como la acción cuántica debe ser hermitiana con el objeto 
de que el correspondiente operador de evolución sea unitario, adoptaremos 
la regla estandard de promover las variables clásicas reaies (imaginarias) a 
operadores hermitianos (antihermitianos), simetrizando los productos de op­
eradores cuando sea necesario. Por tanto, los operadores qi,p¡,l,7ri, Aª,tr4 

serán hermitianos y los operadores Pª, P. serán antihermitianos, mientras 
que Cº ,C0 serán hermitianos, si las constricciones tienen partidad de Grass­
mmann par, como supondremos es el caso. Las relaciones de conmutación 
(anti-conmutación) entre las variables básicas son 

[l,p;]=ió}, [t,,,..J=i, [.X",,,.6J=i6¡;, {C0 ,P6}={'1\,C6}=-i6¡;. 
(3.87) 

Para reducir parcialmente la acción cuántica (3.86) observemos lo siguiente: 
a) la ecuación de Heisenberg asociada a la variación de ,,., resulta 

(3.88) 
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. . . 
. ' - . . ' . . . -

b) Los fantasmas aso~i~dos a la constricción que g~nera la invariancia ante 
reparametrizadones desaparecen : cmnc; ·. có~sé~~ericiá 'de,' suii',própias eéua~ 
cienes de movimiento. • . ' > ; <; ·<: , . ; ; , . . .• , <. ; .< :. 
c) Las constricciones h =O y xº,;: Os~ iníplenientan fuertemen.te debido a' Ja, 
variación respecto a >.0• y irá, fespe~ti~aiji~11.te: p~.-.X\=: º s,e sigii<¡ que.~ ,;, ·¡ >. 
Efectuando la.reducción correspóndiénte·obteriemos la aé:dóh. . . , : > 

S~~·=l'; ds;.(.~~~dd'.~j~ .. ?·::·;r~dd;~<:ddt~·~·/}rodt~~A :; .(3.~~-) 
. • 1 \· .. ':. • s·.·.·' · s · s ··· s.-.' 

.. . .. ~HBnsr:.._i{K',n})+BT.. (3.90) 

Redefiniendo K' = ~ J( (recordamos al lector que esta redeflnición es siempre 
posible debido a que los. elementos de matriz del operador evolución entre 
estados físicos son independientes de la forma del fermión de norma -teorema 
de Fradkin-Vilkovisky-.) y notando que 

S - S¡ 
t = -

8
-T+t 1, (3.91) 

como consecuencia de xº = O, podemos reescribir (3.90) en la forma 

S~¡ = 1'' ( dq' A drrA dC,t A dCA -dt <<-p¡-.\ -+-P +-PA>> 
l¡ dt dt dt dt 

HBRST + i{J(, O}) + BT, (3.92) 

que corresponde a Ja acción cuántica del problema original no estacionario. 
Nótese que nuevamente aparecen HBnST y n como el hamiltoniano BRST 
invariante y la carga BRST del problema no estacionario. 

3.5 ÜBSERVACIONES FINALES 

El resultado principal de este capítulo, es el contenido en la acción reducida 
(3.85) o (3.92) y muestra que el método BRST-BFV es aplicable al caso 
dependiente del tiempo. 

Estas expresiones nos permiten plantear la discusión de la posible aplica­
bilidad del teorma de Fradkin-Vilkovisky, que asegura que estos resultados 
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son independientes de la condición de norma. Xo ,,; O usadi para reducir la 
acción. Siguiendo los pasos de la demostración hecha en· [15] para ·el c~o de 
sistemas independientes del tiempo, puede verificarse que S~¡ 1, dada por el 
sistema extendido que incluye la invariancia ante reparametrizaciones (3.82) 
es en efecto independiente de la forma del fermión de norma K'. Como la 
arbitrariedad del fermión de norma inicial (3.77) está contenida en K, pode­
mos asegurar que la integral funcional (3.82) es también independiente de 
la forma del fermión de norma (siempre que se escoja apropiadamente para 
evitar problemas de regularización). 

Observemos que la expresión (3.85) es la que podríamos haber esperado 
excepto por la condición (3.71) sobre HaRsT que implica la afirmación de que 
n es una carga conservada explícitamente dependiente del tiempo. Ya que 
Ilansr es dependiente del tiempo, el resultado de que no sea un observable 
BRST parece un tanto razonable. Es importante mencionar que (3.71), es 
invariante ante el cambio HaRST _, HaRST + [K, n] independientemente del 
hecho de que HaRST sea o no un observable. 

Antes de cerrar esta sección haremos unos comentarios que nos permitan 
un cálculo directo de n y HaRST para ser usados en (3.82), sin tener que 
recurrir a la construcción parametrizada en cada caso particular. Partiendo 
de (3. 70), junto con las propiedades de las funciones involucradas, concluimos 
que la construcción de las funciones de estructura que permiten construir 
la carga BRST n, no cambia respecto al caso estacionario, excepto por la 
dependencia explícita respecto al tiempo que ahora aparece. 

Sin embargo, {3.71) implica que algunas modificaciones aparecen cuando 
se construye HaRST en el caso dependiente del tiempo. Para hacer contacto 
con la construcción estandard recordemos que (3. 71) puede reescribirse como 

{n, HBRST + 11".}( ... ,t,w,) =o, (3.93) 

que tiene exactamente la misma forma que la ecuación correspondiente que 
satisface el hamiltoniano BRST en el ca.so independiente del tiempo, excepto 
por la extensión del espacio fase en las variables (t, 1r1). Ya que sabemos 
la solución del primer caso [61], podemos aplicarla directamente al caso no 
estacionario defineindo 

HaRST + 1rt = E H(nl, 
n~O 
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dondeº la Ónicá' diferencia es, otra vez,:la bcmdicióii de rr6iiterá :· 

H(o) :;,¡fo+7r/. >,< .· 
' . ,>' _-

Eii este sentido, la situación es similar~ l~'exfonsl6n~~ada en ehnétodo de . 
BT descrito en la sección 3.3. Sin embargo,:eii ~f pr~sente ~ásci, lá: expan~ióri 
eii serie (3.94) se realiza en términos de' los.fáritá.Snias y.antifanta.Smas de 
tal _modo que cada término de la serie H(~) tiene número 'de fan.tnsma ce~o. 
Las relaciones de recurrencia detalladas que p~rmiten l~: C:.;iistrÍ1cci6n dé las 
funciones H(n) conocidas H(N) con N- <: n ¡ni~de encontrase en (Bl].· .Por 
completez las reescribiremos aquí 

{H,n} =O, 

e (p+l) (p) 
o H +M=O 

(p) _ r~ (p-k) (k) • (k) (p-k+t) 

1 M = L.Í H , n}, + L:{H, n },,.,, . 
k=O k=O 

(3.96) 

(3.97). 

(3.98) 

3.6 CUANTIZACIÓN BRST-BFV DEL ROTOR BIDIMENSIO­

NAL DEPENDIENTE DEL TIEMPO 

Para ilustrar, de manera transparente, las propiedades generales del método 
de cuantización BRST-BFV, en el marco de la integral de trayectoria, de­
scrito en este capítulo, discutiremos el ejemplo del rotor bidimensional, cuyo 
radio depende explícitamente del tiempo. Siguiendo los comentarios de la 
sección 3.5, trataremos el problema de manera directa usando los resul­
tados (3.70), (3.71), (3.85) y la definición de la acción (3.82), obtenidos 
en las secciones previas, en lugar de plantear desde el comienzo la versión 
parametrizada del sistema. 

El lagrangiano del sistema puede escribirse como 
m . 

L = 2 (r2 + r202
) - .X(r - a(t)), (3.99) 

donde m es la masa de la partícula, r, o son coordenadas polares en el plano, 
a(t) es el radio, que depende del tiempo, y .X es un mult\plicador de La­
grange. Los momentos asociados son Pr = mi- y Po = mr2 0, y conducen al 
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hamil ton.iano totaJ. 

(noo)• · JIT = Ho + >.(r - a)= 2~ (p'. + ~) '. >.(r - a)'. 

junto ~on i~ ¿on~tric~idn~¿:; ', < ':':,; ex-: , ''"; é) 

. 'e1,;;,r-~d<tisi::o,· (2 = Pr -;- miz(t) ~ O •. (3.101)' 

·. ú:coridicici~· cÍ~ ~bmpatibilid~d !!ff'.:::<·a, nós ~ermi~~ determin~ el ~ultl~li, 
· cador >. · · " · ' 

>. = ..fl__ - mii. (3.102) 
mr3 

De esta manera del procedimiento de Dirac finaliza y concluimos que las 
constricciones (3.101) son de segunda clase y dependientes del tiempo. 

Con el objeto de aplicar el método de cuantización BRST-BFV es nece­
sario convertir estas constricciones en constricciones de primera clase. Para 
ello aplicaremos el método de conversión de BT descrito en la sección 3.3 a 
las constricciones ( 1 , ( 2 • Añadimos, entonces, dos variables canónicas conju­
gadas q y ir, de tal manera que {q, ir}= l. La aplicación directa del método 
conduce a las constricciones de primera clase 

T1 = (1 +q, T2 = 6 - ir. (3.103) 

El hamiltoniano total JIT, en el espacio fase extendido, puede construirse us­
ando las ecuaciones (3.45),(3.46), (3.42) y (3.43). Alternativamente podemos 
usar las observaciones contenidas en la ecuación (3.50) ya que la corrección, 
para construir las constricciones de primera clase a apartir de las constric­
ciones de segunda clase originales, es lineal. Comenzando con 

l p' 
JJ(o) = Hro +ir,= -

2 
(p~ + -%l + >.(r - a)+ ir., 

m r 

calculamos los primeros tres términos de la expansión (3.45) 

P~ .. Pr • 
-q(mr3 - >.- ma) - ir(¡:;; - a), 

1 (3 2 p~ ') 
2m q ;:¡+ir ' 
6q3p~ 

- 4m;:s· 
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. . . . 

'. ., :., . ·, ·. ,, .... ' ' ::·, .·· ·:' ;. ·. 

De estas relacione~ pode!Ilo~ i~f~rirqÜ~ if ro~i);;,::;!~1 •Ú~iltinia~~ ~~tendid~ 
de primera cl;,;g,; tend~áia: estr~~tur~'cl~ ia'se~\e:b\nomiaL(q+r) ..... 2 • Pod:anto 

:1?J~1tf 1~1\r:~~2f B%~~tif.~iJf ~f t:.;¡~ir',~,, •• ) 
.·.;·,'• 

(3.107) 

La> expresión anterior (3.106) preserva en el tiempo el carácter de primera 
élase de las constricciones 

0

(3.103). El hamiltoniano extendido es 1íE = 
1{0 + >."r0 donde 1{0 esta definido en la ecuación (3.106) substrayendo el 
término >.r1• La correspondiente función lagrangiana de primer orden tendrá 
la estructura 

L . Q (}. . 1 [ 2 pi ] 
E -rrq + Ps + 'lrofJ - 2m rr" + Q2 

mü.(Q/2 - 1/) - a(rrq - rr./2) - >.(Q - a) - u(rr. - maJ3.108) 

Siguiendo la formulación estandard del método BRST-BFV, definimos los 
vectores 

(1i'.\, 7r0', Q - a,7r11 - má), 

(-i'P1,-i'P',C1 ,C2
), 

(iCi. iC2, i\, f>2), 
{3.109) 

donde los dos últimos corresponden a los fantasmas y antifantasmas asociados 
con las constricciones de primera clase G0 y cuyos paréntesis de Poisson son 
{fJ", 'P¡¡} = {P¡¡, 1/"} = -á)i. La carga BRST está dada por 

(3.110) 

El operador de evolución está determinado por la acción efectiva mediante 
la relación Z = f'Dµ exp(iS,¡¡ ), donde 'Dµ es la medida de Liouville corres­
pondiente al espacio fase extendido que contiene a las variables adicionales 
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usadas al convertir las const.ricciones origi~ales a consti:Ícciones de primera .· 
clase. De acuerdo al resultado (3.85) la expresión p~ra __ S~¡}e,s . . .. 

S.¡¡= 1'' dt (<i'pi- >."ir.+ i¡º~0 - H.j¡). 
i1 . . 

E.l hamiltoniano efectivo está definido por H.¡¡= llirnsr-" {K,-n}, donde 
K es el fermión de norma. Como el hamiltoniano extendido HÉ; satisface. 
(3.71) coincide con el hamiltoniano BRST invariante HBnsT = HE. ·¡ffi. 
poniendo la condición de norma J( = 151>. + P2u, el hamiltoniano efectivo 
puede reescribirse como · . 

1 ( 2 p~ ) . . - . 1 ..• ~· 2 
H.¡¡ Zm "" + Q2 + i'P{P .+ i'?2'P , ·.·• • . . . .. •. 

+ >.(Q - a)+ u(ir0 - ma)+rn~(i ~ 1/) + Ó(?Tq :'",.~")(3.Ú2) 
y la acción efectiva será 

S.¡¡ 1,, dt [Poli+ 1foi/ - irQQ - ir~>..- ir.u -t f;1c1 + 'fa2c, + cit\ " . 
'2 - p~ 1T~ .. Q . ir" . -+ e 'P2 - -- - - - ma(- -11) - a(?TQ - -) -1'P11{S.ll3) 

2mQ2 2m 2 2 

iP,'P2 - >.(Q - a) - u(ir" - ma)j. 
Ahora impondremos las condiciones apropiadas en los extremos de tal 

manera que sean BRST invariantes. Estas condiciones nos garantizan que 
la solución de las ecuaciones de movimiento asociadas a la acción efectiva 
es única, una vez que se especifican las condiciones iniciales. En nuestro 
caso, los fantasmas y antifantasmas no están acoplados con el resto del las 
variables dinámicas. Las ecuaciones de movimiento para los fantasmas son 
de segundo orden 

ck = o, ck = o. (3.114) 

Por tanto es suficiente escoger las siguientes condiciones en los extremos para 
este sector 

c2(t1) = c1(t,) = c2(t2) =o, 
C2(t1) = c1 (1,) = c2 (1,) =o. 
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Las ecuaciones .de méivi~iento: resta~'tes son 

· .. ·::·'.:_: ,: 
,, ' ... ~!':~ -

, ... , .·:>··> .. ::.::(fr,, .~. ?Jla .:;;~o~.·· 

*9 :-;~~\*.";ª +"Ado 
=O· 

Ír= o 

.... º.~Y::~~,~·?'.\ 
.;:./: <:i¡ 7: '!!~/m +:á/2.~_ri~ 

.. «i~a·= o/· 
ii-~+Q.-a=.o, 

ii-a +ir,-ma =O. 

En: particular, éstas implican ;;.,,. = O = ;¡. ª de tál manera que podemos 
imponer las siguientes condiciones en los extremos 

(3.117) 

que nos garantizan que 11-.,,(t) = O = ira(t). De este modo recuperamos las 
constricciones originales Q - a = O y ir, - ma = O como consecuencia de 
las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones diferenciales restantes que 
desacoplan el sistema de ecuaciones (3.116) son 

- L o r¡-2ª = ' 
.. 3po2 

• •• 
0 irq + ma•ª + ma = . (3.118) 

Para obtener soluciones únicas a estas ecuaciones de movimiento es ne­
cesario fijar en los extremos las variables correspondientes. Denotando por 
z(t1 ) = z" z(t2 ) = z2 los valores correspondientes a las variables O, r¡ y a, fijas 
en Jos extremos, podemos escribir po, o-, A fijos en los extremos, en términos 
de estas condiciones iniciales, resultando 

(3.119) 

Ahora estamos en posición de especificar los valores fijos en los extremos para 
el resto de las variables. Escogiendo 

1 
T/2 = za(t2), (3.120) 
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se sigue que .u(t) = O. Por último, escogiendo 

1l'Q1 = 1l'q, =o, (3.121) 

rei:Uperamos el multiplicador de lagrange correcto (3.119) para .él caso esta­
cionario: Concluimos que todas las ecuaciones de movimiento con las condi­
ciones iniciales escogidas son consistentes y BRST-invariantes.. . 
· -Ahora calcularemos la integral 

Z ':" j 'DP'VP, 'DC 1DC1 'DP2D'P2'DC2'DC2 .. . 

v,,."Dr¡'DpoDODtrq'DQ'D,,.:..V:w,,.;vaexp[iS~j¡]. , . (3;122) 

La integración sobre los fantasmas resulta en. un ra:aor T2 "fo~de T 
r 2 ._;_ r 1 , de tal manera que Z se reduce a · 

Z = T2 j 'D1l'"'Dr¡'Dpo'DO'D.trq'DQ'D1l':..'D>.'Dtru'D~· 

J.
r.i • 2 7r2 

exp [i ,., dr(pofJ + 7l'"~ - irqQ - ir:..>.- irua - 2~Q2 - ~.123) 

mii(~ -11)-ti(1l'Q -!f) - >.(Q- a)- a(1l'" - mti))j 

El resto de las integrales funcionales se calculan usando la siguiente ex­
presión general 

J 'Dq 

j_:'° dpo 

1
,, 

Dpexpi dt(pq + F(p¡ z) + q,i¡(t)) = ,, 
expi {po(q, -q2) + q1(g(t2)·- g(t,))) x 

1" exp i dtF(po + g(t) - 9(t2)i z), ,, 

(3.124) 

donde la variable p está libre en los extremos, mientras que q está fija medi­
ante las condiciones q(t 1 ) = q¡, q(t2 ) = q,. Hemos denotado por z cualquier 
otra variable involucrada y por g(t) una función arbitraria del tiempo. 

La integral sobre a, 1fu 1 >.,1l':.. corresponde al caso g =O y resulta 

Z = T2 j da0 d>.o'D1l'"'Dr¡'Dpo'DOD,,.q'DQ 

[·J.7'¡ . . . p~ 11'~ exp i dr(poO + 71',r¡ - 1l'qQ - -- - -
Ti 

1 2mQ2 2m 
(3.125) 

mii(~ - r¡) - a(1l'q - .'.f l - >.0 (Q - a) - a0(tr" - mti))j 
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Las integrales funcionales restantes sobre_ r¡, 7r,, ·y Q;trQ pueden realizarse 
aplicando también la formula previa. La integración respecto de .\0 y O"o con­
tribuyen cada una, con un factor l/T y producen-.las- funciones li adecuadas. 

·El resultado final es 

J ¡" · P~ m2 Z = 1>p01>0exp [i dr(p00- -
2 2 ( ) - -

2 
a (r))j. 

'TJ ; ma T 
(3.126) 

El último término en la expresión resultante para Z proviene del término 
p~/(2m) del principio variacional original. . Este término es una derivada 
total respecto al tiempo y contribuye a Z con un factor de fase global. La 
expresión resultante para Z, hasta el factor de fase antes mencionado es [70) 

00 

1 [ n2 J." 1 ] Z = (02r 2 /01 r 1} = L -
2 

exp in(02 - O¡) - i-2 dr-,-( ) 
n=-c:o 1T" m Tt a T 

(3.127) 

De esta manera hemos recuperado el resultado conocido de la expresión para 
el propagador del rotor rígido bidimensional cuyo radio depende del tiempo. 
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CAPÍTULO 4 

MÉTODO BRST-BFV Y EL PRINCIPIO DE ACCIÓN 
DE SCHWINGER 

Dentro de los posibles métodos de cuantización de sistemas clásicos, como 
el método de cuantización canónica, la integral funcional o el método de cuan­
tización geométrica se encuentra el principio de acción de Schwinger prop­
uesto inicialmente en (81] con el doble objetivo de formular un método de 
cuantización covariante y con la posibilidad de involucrar, entre sus variables 
dinií.micas, grados de libertad fermiónicos. Este principio puede aplicarse a 
un sistema cuántico arbitrario y parte de una formulación de operadores de 
la acción lagrangiana. Para detalles de su formulación referimos al lector 
a la sección 1.6 y referencias ahí citadas. La importancia de este principio 
ha motivado recientemente su aplicación al caso de sistemas con constric­
ciones. Por ejemplo, en la referencia (27], se ha mostrado que en el caso de 
constricciones ile segunda clase, este principio conduce a las relaciones de 
oonmutación (anticonmutación) correctas: aquéllas obtenidas mediante los 
paréntesis de Dirac. Otra aplicación de este principio de acción ha sido cal­
cular los elementos de matriz BRST invariantes del operador de evolución en 
los casos de la partícula libre r~lativista sin espín y con espín(80], que previ­
amente habían sido obtenido usando la formulación BRST-BFV en el marco 
.de la integral de trayeetori~ en (46, 20, 57]. Desafortunadamente, el cálculo 
de la Ref. (80] hace uso incorrecto de las condiciones BRST invariantes en 
los extremos, dando lugar a una base incorrecta de los estados físicos en los 
tiempos inicial y final. 

En este capítulo introduciremos la versión de operadores de la acción 
BRST-BFV para un sistema arbitrario con constricciones de primera clase, 
inspirada en el principio de acción de Schwinger(42). Esta acción está definida 
de tal manera que incorpora las condiciones apropiadas -BRST-invariantes­
en los extremos. Esta formulación cumple un objetivo doble: se presenta 
como una alternativa a la integral funcional y como un método general para 
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tratar, de manera transparente los términos de frontera que complementan 
el principio variacional, tanto en el caso de sistemas con grados de libertad 
·fermiónicos, como en casos donde es necesario añadir términos de frontera 
para obtener· un principio variacional consistente cuando se fija una norma 

. canónica inicialmente no accesible[59]. Es conocido que la integral funcional 
presenta serios problemas, tanto en la definición de la medida, como en el 
hecho de que el proceso de discretización, involucrado en su definición, no 
es úr:iico.33 Como consecuencia, la teoría de transformaciones hamiltoniana 
(transformaciones canónicas, teoría de Hamilton-Jacobi) no puede imple­
mentarse en la integral funcional sin ambiguedades [84]. Otro problema rela­
~ionado a éste es que dos principios variacionales equivalentes (que difieren 
por un término de frontera que es una derivada total respecto al tiempo 
de una función arbitraria), no conducen a resultados equivalentes usando 
la integral funcional. El principio de acción de Schwinger, partiendo de la 
formulación de operadores, tiene la ventaja sobre la integral funcional de 
controlar de manera directa todos los problemas de ordenamiento de fac­
tores que puedan aparecer al calcular los elementos de matriz involucrados. 
Sin embargo, es un método relativamente menos poderoso que la integral 
funcional, pues implica resolver las ecuaciones de Heisenberg para calcular 
el propagador. La identificación del principio de Schwinger como la versión 
diferencial de la integral funcional es, en general, incorrecta puesto que los 
dos procedimientos pueden conducir a resultados distintos, como en los ca­
sos en que los problemas de ordenamiento de factores sean relevantes. Una 

33Es posible usar el principio de acción de Schwinger para calcular el operador evolución 
enlre dos tiempos infinilcsimalmentc cercanos. Esto permite, an algunos ca.o;os, obtener 
una "regla de discretización" para usarla en la integral funcional. 
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diferencia fundamental"" entre estos dos procedimientos es que en el primero 
la información dinámica e~tá contenida en las trayectorias solucíón de las 
ecuaciones de movimiento de IJeisenberg compatibles con el principio varia­
cional cuántico con sus condiciones sobre los puntos extremos incorporadas. 
Aunque la variación de los elementos de matriz del propagador no depende de 
la trayectoria particular que une los puntos extremos, esta trayectoria debe 
ser solución de las ecuaciones <le movimiento cuánticas. Por otra parte, en 
la integral funcional la información dinámica relevante está contenida en el 
símbolo de la acción clásica. Aquí no es importante si la trayectoria que une 
los puntos extremos es solución de las ecuaciones de movimiento. 

Como aplicación de este principio de acción cuántico y como una pro­
puesta alternativa al procedimiento de la integral funcional, calcula.remos de­
talladamente los propagadores correspondientes a Ja partícula no relativista, 
la partícula relativista y la partícula relativista con espín. En los cálculos 
presentados aquí se escogen apropiadamente las condiciones sobre los puntos 
extremos, lo. que nos permitirá formular la teoría general de manera consis­
tente y aclarar algunos puntos incorrectos que aparecen en [BOJ. 

El capítulo está organizado como sigue: en la sección 4.1 construiremos 
la acción cuántica BRST-BFV que es el ingrediente básico del principio de 
acción de Schwinger. En las siguientes secciones 4.2, 4.3, 4.4, presentamos 
los correspondientes cálculos de los propagadores para los ca.sos particulares 
antes mencionados. Estos cálculos los haremos imponiendo condiciones de 
norma no canónicas. En particular presentaremos la formulación correcta 
del principio de acción para los sistemas con grados de libertad fermiónicos 
y mostraremos cómo la incorporación de Jos términos de frontera apropiados 
es de gran utilidad en el cálculo explícito del propagador correspondiente. 

34Usando la misma notación que el Ja sección 1.6 podríamos escribir la variación del 
propagador entre los tiempos T' y r1' en términos de la integral funcional de la. siguiente 
manera 

6(r"lr'} = i j 6(l" Ldr)e' J.:" Ld"Dq. (4.1) 

De aquise sigue el principio de Schwinger[95] 

6(r''lr') = i(r"I j 6([" Ldr)IT'). (4.2) 

Esta deducción es, en genraJ, incorrecta. ya que la medida en la integral funcional puede 
ser altamente no trivial. 
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4.L AcÓIÓN. CUÁNTICA BRST:-BFV 
. . . ' 

C~l11ci el principio de ~cción no contiene una preséripción particular para con­
·strúir ia: acción cuántica, seguiremos el procedimiento usual para. definir la 
ácdón cuántica a partir de la acción clásica del problema.35 Sie~pre que se 

·parte de. un sistema clásico para construir el correspondiente sistema cuántico 
es necesario resolver consistentemente todos los problemas de ordenamiento 
de factores que aparecen al asociar a las funciones clásicas sus correspon­
diente operadores. No existe una prescripción global que permita resolver 
este tipo de problemas en todos los casos. Como un ejemplo particular de 
ordenamiento de factores consideremos el ordenamiento de Weyl definido por 

°F(z),;,, J fl{e)F({)cl"~, !1({) = exp(-iz · {), z · ~ = zA{A = ,,.AB z0 ea, 
d.;mde Fes 

(4:3) 

F({) = j exp(iz · {)F(z)cl"z. (4.4) 

Aquí F(z) es la función clásica y F(z) es el operador correspondiente, orde­
nado con la regla de Weyl, z denota el conjunto de coordenadas del espa­
cio fase (no necesariamente canónicas) y crA 8 es la inversa de la estructura 
simpléctica que define los paréntesis de Poisson en el espacio fase. Si F(z) es 
el símbolo de la función clásica, el ordenamiento de Weyl consiste en reem­
plazar las variables dinámicas clásicas z por sus operadores z. Por ejemplo, 
en el caso de coordenadas canónicas x, p la regla anterior conduce a 

1 1 
xp--> 2(xp + px), x 2p--> 3(x2 p + xpx + px2

), xpx _, (x2p + xpx + px 2
). 

(4.5) 
Para un sistema con constricciones, una propuesta es construir la acción 
clásica independiente de norma que se obtiene de aplicar el método BRST­
BFV [58]. La acción resultante tiene la ventaja de ser invariante ante una 
transformación global, la transformación BRST. Como consecuencia todas 
las coordenadas canónicas en el espacio fase extendido son independientes. 

35 A nivel de la integral funcional un procedimiento posible para construir la "acción 
clásica11 a partir de )a definición del propagador se presenta en {65]. Este procedimiento 
permite obtener las acciones clásicas usuales en los casos de la partícula libre y la partícula 
libre relativista. De especial interés resultan las discrepancias que se obtienen en el caso 
de la partícula de espín 1/2. 
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Esto implica que podemos usar él pri~cipiode acción de Schwinger talcomo 
lohemosexpuesto.enla~ecciónL3';..,: :'._ .. (. · .... ·. ·.::· · _·: :'. 

Comenzaremos planteando la·ácé:ión.cláSica-de un sistéma'desé:rito por 
las coordenadas canónicas q•; p;( i':'= 1, ... , n); que .tiene _constricciónes' de 
primera clase G.(p, q) (a= l,· ... , m), y cuyo hamiltonianode primera clase 
es Ho(q,p) · . 

G.(q, p) ""O (4.6) 

{G.,Gb}ps = G.6º(q,p)Gc, {G.,Ho)PB =V. c(q,p)Gc, (4.7) 

donde {,} PB denota el paréntesis de Poisson clásico. Supondremos, por sim­
plicidad, que todas las constricciones de segunda clase han sido eliminadas. 

Consideremos el principio variacional para las trayectorias q;(r), p;(r), 
.Xª(r), con las siguientes condiciones en los extremos r' y r" (.>.ª(r) denotan 
los multiplicadores de Lagrange asociados a las constriciones de primera clase 
(4.7)), 

· Q'(q(r"), p(r"),r") = Q"', (4.8) 

donde Q'(q,p, r) forman un conjunto completo de variables que conmutan 

{Q',Q;)PB =O, (a tiempos iguales). (4.9) 

La acción para este principio variacional es 

S[q'(r),p;(r), .>.(r)] = ['" (p;i/ - H0 - .>.ªG.)dr - B(r") + B(r'), (4;10) 
}T1 

para las trayectorias cuyos puntos inicial y final son (4.8), donde la función 
del espacio fase B( q, p, r) es tal que 

(4.11.) 

para T fijo [60]. Aquí, los P; son los momentos conjugados a las Q;, 

{P;,P;)PB =O, {Q',P;}PB = ó}. (4.12) 

De esta manera la variación de la acción ( 4.10), evaluada sobre las trayecto­
rias solución de sus correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange, es éero, 
como consecuencia de óQ'(r') = óQ'(r") = O. Supondremos que (4.10) es 
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l~ acción .i,csultante que surge de la aplicación sistemática del procedimiento 
de Diraé: .. · Esto es,- no hay más constricciones en el problema y además las 

• constrici:i.ones de segunda clase han sido eliminadas usando alguno de los pro­
. ·cedimlentos mencionados en esta tesis: paréntesis de Dirac, reducción directa 
0··~1 método de BT. En particular, esto significa que ya hemos implementado 
todas las condiciones de consistencia á. ""' O. 

. Con el objeto de construir la acción efectiva BRST-BFV de acuerdo a lo 
expuesto en el Capítulo 1, introduciremos los apropiados signos que apareen 
al considerar tanto variables fermiónicas como bosónicas. Supondremos que 
todas nuestras variables de configuración son reales y tienen paridad de 
Grassmann definida. Escogeremos también la función lagrangiana de ma­
nera que sea real y par. Si alguna coordenada O es fermiónica (su paridad 
de Grassmann es impar), su correspondiente momento p0 será imaginario e 
impar, de tal manera que Opo sea real y par. Supondremos además, que 
todas las constricciones son reales.36 Éstas pueden ser pares o impares. En 
el segundo caso .Xª es imaginario e impar, de modo tal que .XªG. sea real y 
par. Siguiendo la prescripción estandard del método BRST-BFV, promover~ 
emos los multiplicadores de Lagrange a variables dinámicas introduciendo sus 
correspondientes momentos conjugados ir0 , e imponiendo las constricciones 
adicionales irª ::;:, O de tal manera que tendremos ahora 2n constricciones de 
primera clase GA =(ir., G.) ""'O. La paridad de Grassmann f de las nuevas 
variables es tal que <(ir.) = <(Aª) = <(G.) = <0 • El siguiente paso consiste 
en introducir los fantasmas r¡A junto con los correspondientes antifantasmas 
PA, canónicamente conjugados, de modo que <(r¡A) = <(PA) =<a+ l. Intro­
duciendo los factores de signo apropiados, los vectores ( 1.98) son 

(4.13) 

36Es posible formular el método BRST-BFV cuando las constricciones son complejas[l]. 
Sin embargo en este caso aparecen nuevas posibilidades que deben ser analizadas aparte. 
Este tipo de constricciones han adquirido importancia debido a los desarrollos de la for­
mulación de la teoría de la gravedad en términos <le las variables de Ashtckar(6]. Seria 
necesario revisar la aplicación del método BHST-BFV a la teoría de la gravedad [7] y al 
caso en 2+1 dimensiones (48] en variables de Ashtckar, teniendo en cuenta las posibili­
dades que aperecen al formular el método BSRT-BFV con constricciones complejas. Es 
también de interés ana1izar 1 en este contexto1 el problema de las "condiciones de realidad" 
como constricciones adicionales que permiten obtener los grados de libertad reales de la 
teoria[75][86]. · 
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La acclón efectiva BRST~BFV clási<:a ¡)tiede entonces esci-Íbir~e 

¿;,~····:_ .•. Q~ .•... '(tq¡((ri .. ,.~)f,: ..... 'P~.·(~T·~.···)¡,· ...• T~.·.·.···):.·=r.i.·.•·QI,''. .•. r.••~ .•.•. ·~$p~~!Z1~~:~~~füf 1lt'\~.· 
•. Qi(~(iit),•p(r'6, .;.")··:;,, Q'il. •. 

~~e);: Cº('.11),;, o: . C.Cr') = C~(r") =O, (4.15) 

ir0 (r') = ir.(r") =o: 

En'la·Ec.(4.14), HBRST =He - {w,n}PB, He es el hamiltoniano canónico, 
W es el fermión de norma y n es la carga BRST cuya paridad de Grassmann 
es impar y satisface {n, n}PB = o. Reescribimos aquí la forma general de 
la carga BRST incorporando los factores de signo apropiados 

(4.16) 

donde "más" denota términos de orden mayor en los fantasmas. El algoritmo 
sistemático para construir la carga BRST ya ha sido presentado y puede verse 
en las secciones 1.2 y 3.4. 

En todas las aplicaciones que consideraremos en este capítulo impon­
dremos como condición de norma 

(4.17) 

(normas no-canónicas) observando que W tiene paridad de Grassmann impar. 
Este fermión de norma conduce a la norma no canónica ~· = O. Con estas 
convenciones podemos leer directamente de la acción (4.14) los paréntesis de 
Poisson para las variables fundamentales37 

{p;,tf}PB = -li{ = (-)<(qÍ)+l{tf,p;}pa 

{ir0 , Ab}PB = -Ó~ = (-)'•+1{>.b,ir.}pB 

{'Pº ,Cb} PB = -lií: = (-)'•{Cb, 'Pº} PB 

{P.,Cb}PB = -li: = (-)'•{Cb, P.}PB· 

La acción (4.14) tiene dos propiedades fundamentales: 

37La diferencia de signo entre las variables bosónicas y fermiónicas se explica en el 
apéndice: Grassmanología·. 
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(i) todas )as· yari~blesjnvolucradas son independientes. (ya no hay rela­
cioriésíinfre.ellás).:-Esta propiedad implica, en particular, que la me: 

. dida:é~'.la.i.ntegral "de trayectoria está determinada por la medida de 
Lióuville. en .. ~!' espacio fase extendido. El volumen en este espacio fase 

. se coris.er.va;· obedeciendo la ecuación de continuidad: todo estado en el 
.. : e;padc{fruse está unicamente determinado y la arbitrariedad asociada 

a la:invariancia de norma ha desaparecido. 

(ii)° La simetría remanente en la acción ( 4.14) es una supersimetría global 
generada por la carga BRST (4.16), que impone condiciones sobre los 
puntos extremos del principio variacional de tal modo que sean BRST 
invariantes (ver discusión en la sección 1.2.2). De otra manera la acción 
(4.14) no será BRST invariante ante esta transformación. 

La acción efectiva clásica (4.14) es nuestro punto de partida para construir 
la correspondiente versión cuántica. Promoveremos todas las variables reales 
(imaginarias) A, incluyendo a los fantasmas, a sus correspondientes oper­
adores hermíticos (anti-hermfticos) A. Como Ja acción cuántica debe ser her­
mitiana con el objeto de preservar el carácter unitario de la teoría, adoptare­
mos el reemplazo estandard para extender productos de variables clásicas 
reales en productos hermitianos de operadores hermitianos 

(i)<(A)<(B)AB--> ~(i)'(A)<(B)(AB + (-l)<(A)<(B) BA) =<< AÍJ >>. (4.18) 

Observemos que las propiedades de operador supuestas para las varia­
ciones óA, óÍJ garantizan precisamente que /j << AB >>= (óA)B + A(óÍJ). 
En particular, la prescripción anterior debe ser aplicada al término cinético 
y al término de frontera en la acción cuántica. La cuestión del ordenamiento 
de factores en la función hamiltoniana efectiva debe ser resuelta por algún 
procedimiento. Esto implica, en particular, que debemos construir las cons­
tricciones de primera clase cuánticas y la carga BRST cuántica con un or­
denamiento prescrito. Es muy importante verficar que el operador asociado 
a la carga BRST cumpla con dos características básicas: (i) ser hermitiano, 
y {ii) ser nilpotente. Nótese que es necesario tener una prescripción del pro­
ducto escalar con respecto al cual el operador BRST sea hermitiano. Si 
tal ordenamiento no existe esto puede considerarse como un sfntoma de la 
presencia de alguna anomalía cuántica, en la línea de lo discutido previa­
mente en la sección 1.2.3. El formalismo BRST-BFV tiene la ventaja de 
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ser consistente aún en casos en los que el método de Dirac no lo es. Por 
ejemplo [36], para el caso de constricciones lineales en los momentos, los 
observables lineales en los momentos Z = Z'(q)p;, son formalmente hermi­
tianos si los vectores de estado t/J se consideran como densidades de peso 
1(2 (Zt/l = -:-iZ'B;t/l - .~Z,';t/1) 38 . El ordenamiento simétrico hermi_tiano 
{!(q)p¡--> !({!(q)p¡ + p;{!(q)) y r¡1(P __, Hr¡r¡P + Pr¡r¡)39 donde G. = {!(q)p¡ 

·son las constricciones clásicas de primera clase, permite construir la carga 
BRST cuántica como un operador hermitiano y nilpotente, resolviendo la 
anomalía que aparece en el formalismo de Dirac si se considera t/J como den­
sidad de peso 1/2. Supondremos aquí que es posible construir la carga BRST 
cuántica con las propiedades mencionadas. 

La expresión cuántica del término de frontera será discutida en cada caso 
particular y depende de los operadores que se lijen en los extremos. Su forma 
nos será dictada por su correspondiente estructura clásica. Cuando se realiza 
la variación de la acción (4.14) respecto a alguna variable dinámica particu­
lar la prescripción (4.18) permite identificar apropiadamente los generadores 
cuánticos en los extremos, conduciendo a las relaciones de ( anti-)conmutación 
básicas para esa variable dinámica. Este resultado es una consecuencia di­
recta del principio de acción de Schwinger. 

De acuerdo a las prescripciones anteriores la extensión cuántica de la 
carga BRST debe conducir a un operador hermitiano ñt = ñ tal que {fl, 
ñ} = 2fl2 =O, donde {A, É} = AÍJ + ÍJA denota el correspondiente anti­
conmutador. El hamiltoniano canónico junto con el fcrmión de norma deben 

. promoverse también a operadores He (hermitiano) y .¡, ( antihermitiano) re­
spectivame"!te, mie_!ltr";S que el operador hamiltoniano efectivo definido por 
HBRST = He+ i{'ll, !l), es por construcción hermítico. A nivel cuántico 
el hamiltoniano BRST invariante debe ser solución de la ecuación de oper­
adores [ñ, H8nsT] = O, donde [A, É] = AÉ- ÍJA denota el correspondiente 

38Una propuesta que intenta extender este análisis a observables más generales puede 
verse en [85][53] 

39Este ordenamiento implica que los vectores de estado 1" deben tratarse como densi­
dades de peso 1/2 en el espacio (q, '1) (i.e., 1" transforma con la ráiz cuadrada del superde­
terminante de la transform~ción q, T] -+ q', rl 

,P(q, r¡) - sdet 1 :c~~: ~J'
2 

,P(q(q', r¡'), r¡(q', r¡'). (4.19) 

117 



conmutador. Esta ecuació.n irrlplica; eri particular; qué la carga BRST es 
conservada a nivel cuántico. . . . . . .· . , . . 

De esta manera;' la acción 'i;uií.ntica· tendrá la forma 

, .. ( . . ) 
Snnsr = L << ~·¡,, - .ht. + c;fa• + c•.P. >> -Hnns1· dr - [BJ;:·. 

(4.20) 
Los vectores base del espacio de Hilbert al tiempo inicial r', IQ'',C'ª,C~,ir~), 
están etiquetados por sus correspondientes valores propios, que satisfacen 

(4.21) 

(4.22) 

en consistencia con las condiciones a la frontera clásicas (4.15). Expresiones 
análogas son válidas para los vectores base al tiempo final r". 

La invariancia de la acción, ante la transformación BRST cuántica, está 
contenida en la expresión 6nSBnsT = i[ñ, Snnsr] = O. La invariancia 
BRST de las amplitudes de transición (a"t"ISlb't~) está garantizada, siem­
pre y cuando los estados sean invariantes ante esta transformación, i. e., 
!'l!b't') = n¡a"t") = o. 

4.2 PARTÍCULA NO RELATIVISTA PARAMETRIZADA 

Es el objeto de esta sección exponer en detalle el cálculo del propagador de 
la parícula libre parametrizada en la norma no canónica j_ = O usando el 
principio de acción de Schwinger y la versión de la acción cuántica BRST­
BFV. La acción clásica de este sistema es 

S = { Ldr = ~ ::,._ dr. 
,'f ¡T" •2 

lrl 2 T 1 t 
(4.23) 

Definimos p, ~ ~. Pt = !!/f como los momentos canónicamente conjugados 
a las coordenadas x y t respectivamente. Aquí el punto significa derivar 
respecto al parámetro r. En este caso, el hamiltoniano canónico He es cero 
y la aplicación del método de Dirac conduce a la constricción 

G= Ho+Pt ""º• (4.24) 
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donde 
- p; 

Ho = 2m' . (4.25) 

La aplicación dd principÍcide acciórt comienza con Ja construcción de Ja 
· accióri efectiva cu'ántiéa. Usandolas ideas expuestas en la iiecci6IÍ .pré;Jia; Ja 

acción cuántica e~ · · · ' ': · ' · ·· · · . · .. ·· 

s • .;, - ~~ri~f ~.~}::."~'" + ~ » c~ • .J,f ,;,,.) 
dond~·-. ·.' ;·,.< 

j¡BRST = i{ij,, Ó}, lfi = p)., {! = -iPfr + C (:~+p.). (4.27) 

Con el objeto de simplificar la notación y como todas las variables dinámicas 
que aparecen en el problema son operadores, quitaremos el sombrero sobre las 
variables relevantes, esperando no crear confusión. Cuando alguna expresión 
particular lo requiera volveremos a la notación usual. 

La aplicación del principio de acción (4.26} conduce a las ecuaciones de 
movimiento de Heisenberg, escritas de manera formal en las Ecs. (1.150), en 
términos del hamiltoniano BRST invariante, junto con la siguiente identifi­
cación de los generadores de las transformaciones en los extremos 

liSBRST = i (p;lix" + x'lip: + P7lit" + t'cp; - >.."órr" + A'lirr' - P"óC" 

+P'liC' - 'P"liC" + P'liC' - H~nsrlir" + H'imsrór'), (4.28) 

donde el símbolo '(") denota la evaluación del operador correspondiente en 
T = r'(r = r") respectivamente. De acuerdo a la propiedad (1.152); la 
ecuación ( 4.28) implica las siguientes relaciones de ( anti)conmutación a tiem­
pos iguales 

[x,pz] = [t,p,] = [>.., rr] = i, {C, 'P} = {P, C} = -i. (4.29) 

La ecuación ( 4.28) también implica que los valores propios, fijos en los puntos 
extremos, corresponden a los operadores 

Pz(r'), p,(r'), 7r(r'), C(r'), C(r'), (4.30) 
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x(T'.'); Í(T"); 11"(r'.'), C(r"), C(~"), 

. lo que .signlfica: qU<; hemos seleccionado la siguiente base para los operado~~s 
en el espado de BUbert 

{' 
·i: ' ' C' C-' ') - 1 ')} ·· ~:c,Pu 'Ir, , , T = T , {(x",t",11"11 ,C11,C11 ,r11I = (T"I}, (4.32) 

eri los puntos inicial y final, respectivamente. Los valores propios 11"1
, "", C', C", 

·c1,C11 son cero, de acuerdo a la Ec. (4.22). Nuestra notación es tal que 
A" (A') se usa para los valores propios en los extremos, correspondientes a 
los operadores A(T") (A(r')). Sin embargo, para no complicar la notación, 
denotaremos con la misma letra al operador y a su valor propio esperando 
no generar confusión. 

De las relaciones de (anti)conmutación (4.29) podemos verificar que el op­
erador carga BRST construido en (4.27) es hermitiano y nilpotente. También, 
la invariancia BRST de la base ( 4.32) puede verificarse directamente. El 
cálculo del hamiltoniano efectivo puede ahora realizarse conduciendo a 

HaRsT = iPP + AG, ( 4.33) 

que es un operador hermitiano que satisface (HaRsT, f!] =O. Las ecuaciones 
de movimiento pueden ahora escribirse. Explícitamente resultan 

Px =O, x - Apx = o, ¡,, = O, i - A =o, 'ir+ G =O, 5. = O, 
m 

'P = o, e - iP = o, P = o, e+ iP = o. (4.34) 

Ahora pasaremos al cálculo del propagador. El primer paso consiste en re­
solver las ecuaciones de movimiento para los operadores relevantes, con las 
condiciones·iniciales (4.30) y (4.31). Obtenemos, como solución general 

P:r: =p~, x(T)=x'+Apz(T-T1
), p1 =p;, t(r)=t'+A(T-T1

), (4.35) 
m 

7r(T) = 11"
1 

- G(T - T1
), 

p = P', C(T) = C'+iP(T-T1
), p = P', 

A=>.', (4.36) 

C(r) =C'-iP(T-r'). (4.37) 

Los operadores constantes de integración se denotan aquí por el símbolo ' ( 
evaluados en r = r') y se especificarán posteriormente de acuerdo a las condi­
ciones iniciales (4.32). Una expresión ligeramente distinta para la variación 
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del propagador, obtenida de ( 4.28), es 

ó(r"lr') = i(r"li>~óx" + x'óp~ + p;ót" + t'óp; - >.'(ó7r11 
,- Ó«

1
) 

-P'(óC" - óC1) - 'P'(óC" - óC') - HBRST(ór" - ór')lr'). (4.38) 

Ei siguiente pa:,,o consiste en calc~lar los elementos de matriz involucrados. 
Después de incorporar las condiciones iniciales apropiadas (4.32), en la8 solu­
ciones (4.35)-(4.37), podemos escribir HBRST en términos de los operadores 
fijos en los extremos C',C",C',C", junto con los operadores constantes>. y G. 
El resultado es 

H = i (c"C" -C"C' + C"C' + C'C' + (r" - r')) + >.'G (4 39) BRST (r" - r')2 . 

donde hemos ordenado (los operadores 11 a la izquierda y los operadores / a 
la derecha) correctamente esta expresión usando el anticonmutador 

{C',C"} = -(r" - r'), (4.40) 

que se calcula usando las soluciones ( 4.35)-( 4.37) junto con la relaciones de 
(anti)conmutación (4.29) a tiempos iguales. La hermiticidad de la Ec. (4.39) 
puede verificarse explícitamente usando nuevamente la relación ( 4.40). 

Todos los términos cuyos elementos de matriz involucran valores propios 
de operadores que están fijos a cero en los extremos no contribuyen al propa­
gador final como es el caso de los fantasmas y anti fantasmas C y C. Además, 
la invariancia ante reparametrizaciones implica que el propagador sea inde­
pendiente de los valores extremos del parámetro r. Esto sucederá así, siempre 
que los elementos de matriz de lIBRST se anulen. Para mostrar que éste es 
precis~ente el caso, calcularemos los elementos de matriz del multiplicador 
>. = >.'. Esto puede hacerse como sigue: (i) multiplicar por la izquierda la 
primera Ec. (4.36) por>. y tomar el apropiado elemento de matriz a ambos 
lados de la ecuación resultante, (ii) usar el hecho de que los valores propios de 
7r están fijos a cero en los extremos, junto con las relaciones de conmutación 
de>. y"· El resultado es 

(r" - r')(r"l>.lr') = 
i(r"lr'} 

( 4.41) 
(pr' 2 /2m) +pi'' 

que implica que (r"IHBnsTlr') = O. Como es usual necesitamos ahora ree­
scribir la variación ( 4.38) en forma ordenada. En nuestro caso, este proce­
dimiento debe aplicarse también a los operadores x'; p", y t'. Usando las 
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ecuaciones de movimiento.corr_espÓndie~tes obten rrios 

..• i(~111T'f \( T"gs1·i+(;''.{).~~(P'.'<i1))sP.~·f~;ót11 
•. 

• , + (t1 .,-A1(r11
_,-T

1))Óp:lr'): ~· .. (4.42) 

Finalmente, después de sustituir los elementos de atriz de >., podemos inte­
grar el sistema de ecuaciones diferenciales parcial's (ver (1.159)) correspon­
diente obteniendo el resultado 

(x",t11,T11\p~,p;,r') = exp{ip~x" + ip;t"}/[( (/2m) + p,'], (4.43) 

que corresponde al propagador correcto de la par ícula libre parametrizada. 
Un punto importante que debemos enfatizar e· el siguiente: supongamos 

que hemos construido la versión invariante ante r •parametrizaciones de una 
teoría arbitraria con hamiltoniano Ho, introducie do el parámetro Ten com­
pleta analogía con el ejemplo considerado en est sección (ver sección 3.2 ). 
Bajo estas circunstancias, el hamiltoniano extenc ido será proporcional a la 
constricción de primera clase 

Pt + Ho(q, p) ""'O, (4.44) 

que genera la invariancia ante reparametrizacio ies. En la representación 
de Schroedinger los estados ,P son funciones de , t, r. La correspondiente 
ecuación de Schroedinger es 

(4.45) 

donde µ 0 es el multiplicador de Lagrange corres iondiente a la constricción 
(4.44). Por otro lado, la condición de Dirac sobr los estados físicos es40 

li a ( Tat + Ho)t/J =O. (4.46) 

Por tanto la ecuación (4.45) implica que los estad s físicos no dependen der. 
Consecuentemente el propagardor será también i dependiente de T. En otras 

"ºNótese que esta condición corresponde a la ecuación de Schroedinger del sistema no 
reparametrizado cuyo hamiltoniano es Ha. 
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palabras, los elementos de matriz del hamiltoniano extendido entre estados 
físicos deben ser nulos. 

El mismo argumento es válido para los elementos de matriz del h~mil-· 
toniano BRST invariante entre estados físicos. Como HBnST. = i{\ll;n} 
sus elementos de matriz entre estados físicos son cero independientemente 
de la condición de norma implementada por W. Estas propiedades básicas, 
que hemos verificado explícitamente en el caso de la partícula no relativista 
parametrizada, se encuentran en contradicción con los resultados presentados 
en la Ref. (80]. 

4.3 PARTÍCULA RELATIVISTA 

Antes de realizar el cálculo del propagador correspondiente a la partícula 
libre relativista enfatizaremos algunos puntos importantes inferidos directa­
mente del ejemplo anterior: (i) en los casos donde la dinámica del sector 
fantasmas-antifantasmas se desacople del resto de las variables dinámicas, el 
hamiltoniano efectivo tendrá la misma forma que el considerado en la Ec. 
{4.39), excepto que G deberá reemplazarse por la constricción de primera 
clase correspondiente; (ii) siempre es posible calcular los elementos de matriz 
del multiplicador de Lagrange asociado a la constricción que genera la invari­
ancia ante reparametrizaciones, imponiendo la condición de que los elementos 
de matriz del hamiltoniano BRST invariante sean cero. 

Con estas ideas en mente realizaremos el cálculo del propagador de la 
partícula libre relativista usando la versión de operadores del método BRST­
BFV. Comenzaremos a partir de la acción clásica 

T" 1 (1 ) S = 1 dr- -:i:1':i: - >.m2 

•' 2 ,,\ µ ' 
(4.47) 

que es invariante ante reparamctrizaciones si >. transforma como multipli­
cador de Lagrange41 • Usaremos aquí la métrica de Minkowsky con la con-

41 La invariancia de norma de cualquier problema parametrizado está. relacionada con su 
invariancia ante repararnctrizaciones por las siguientes razones: Consideremos un sistema 
invariante ante reparametrizaciones con constricciones de primera clase denotadas por 
711 ,(a = 0,1,2 .... m). La acción extendida de este problema es 

(4.48) 
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vención estaridard 11"" - diag(_:. lí r, ·~ ~1). , L.a• c.irre~f~!l~ie~/~ ;~~~1tric¿i6~. · 
•. ~e ?'.7~rr:~:~cr,e\·i:;: ;.x~:.·:q,~S.f~i1·tfh:.-~'.§.-~:'.1,·:-~::)'.3.i;C~·.,rr:·;.~; ·51). · 
. Cómo pu rifo de pai:tidá' p·a:ra la _versión cúántiéa'.ilel ¡}rob forna• to'rríárerríos la 

·:-;Ó~il~:~f~H;t~~~t,;;,f.~~~~if~~~~l~i~;;······ 
.· . ·.· .. ·.· ..•.•.•. · .. · ' +« :r/"p'¿ >>, · (4.52) 

don.de 

(4.53) 

que tiene la misma estructura que la Ec.(4.27) excepto por la forma explícita 
de la constricción G. Aquí hemos quitado los sombreros en los operadores, 
para simplificar la notación. De manera completamente análoga al ejemplo 
anterior construimos las relaciones de conmutación 

p,,,,.¡ = i, (4.54) 

mientras que las asociadas a los fantasmas están dadas por las Ecs. (4.29). 
El hamiltoniano BRST invariante es _, 

Hsnsr = iPP + >.(p2 + m 2
), 

junto con la forma explícita de las ecuaciones de movimiento 

¡i" =O, i•• - 2>.p" = o, ,¡. + G =o, ~ = o, 

(4.55) 

(4.56) 

donde µª son Jos multiplicadores de Lagrangc y "Yº es la constricción de primera clase 
asociada a Ja invariancia ante reparamctrizacioncs. Esta acción es invariante ante 6q = 
4c,6p = pc,6µª = (µªe)',c(r1) = c(ri) =O. Esta transformación puede obtenerse como 
una transformación de norma con parámetro eª = Jlªc. En nuestro caso particular 

(4.49) 

y Ja variación de 1a acción es 

(4.50) 

Esta variación es cero si ('(ri) = c(r2) =O. 
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P =o, e...:. iP ~o, P =O! é+i'P ,,;_o, 
La solución de estas ecuadories es 

·• . (4;57) 

. (4.58) 

7r(r) = 11"
1 

- G(r -r'), ,\ = ,\', _ . (4.59) 

P = 'P', C(r) = C'+i'P(r-r'), 'P = 'P', C(r) = C'-i'P(i-r')¡ (4.60) 

donde los operadores primados denotan las constantes de integración a deter­
minarse de acuerdo a las condiciones frontera que se elijan. Las. condiciones 
en los extremos BRST invariantes se escogen en completa analogía al _p.ro·· 
blema previo, fijando los operadores 

pµ(r'), ir(r'), C(r'), C(r'), 

xµ(r"), 7r(r"), C(r"), C(r"), 

{4.61) 

(4.62) 

en los puntos extremos, lo que implica que la base correspondiente está dada 
por 

{\p,,' 1 11"
1

, C', C', r')}, {(xµ" 11"
11 C" e" r"I} ' , ' , , (4.63) 

respectivamente. De nuevo, los valores propios, 7r', 7r11
, C', C", C1

, C" se anulan 
con el objeto de imponer la invariancia BRST. Como el hamiltoniano efectivo 
de esta teoría tiene la misma estructura que en el ejemplo anterior, Ec. (4.39), 
calcularemos los elementos de matriz de ,\ imponiendo la condición de que 
los elementos de matriz del hamiltoniano sean nulos. El resultado es 

(r" - r')(r"\,\\r') = -i p'(:'t~2' ( 4.64) 

en completa analogía con la Ec.(4.41). Ahora calcularemos el propagador. 
Su variación está dada por 

ó(r"\r') = i(r"\pµ'óxµ" + xµ'ópµ' - ,\'(óir" - liir') 

-P'(óC" - óC') - 'P'(óC" - óC') - HBnsT(lir" - lir')lr'). (4.65) 

Usando las soluciones obtenidas en Ecs. (4.58)-(4.60) escritas en términos de 
los operadores que están fijos en los extremos, obtenemos 

li(r"lr') = i(r"\pµ'lixµ" + (xµ" - 2,\p~(.-" - r'))lipµ'\r'), (4.66) 
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de modo análogo al caso previo. 
Finalmente, introduciendo los elementos de matriz de >. e integrando con 

respecto a los valores propios fijos en los extremos, obtenemos el resultadp 

(x1'
11

, r"lp/, r') = exp{ip,.':i""} /fil'+ m 2
] (4.67) 

que es el propagardor correcto para la partícula libre relativista. 

4.4 PARTÍCULA REALTIVISTA CON ESPÍN 

Como ejemplo final consideraremos la partícula libre relativista con espín. 
Este ejemplo tiene dos constricciones, una bosónica y otra fermiónica, aso­
ciadas a la invariancia ante reparametrizaciónes que ahora es una super­
simetría. La acción clásica de este problema es 

S = r" dr(x.•p,. + -
2
i (O;,O,. + o"505 } - N1-l - MQ0 }- i.o(r") · O(r'} - [BJ;:., 

~ 2 
(4.68} 

donde las variables x", p,., N, 1-l son pares y reales, mientras que 0", 05 , Q0 

son impares y reales, y M es imaginario e impar, de acuerdo a nuestras 
convenciones generales. Las constricciones de primera clase 1-l y Q0 son42 

(4.72) 

Una diferencia básica con los ejemplos anteriores es que algunas variables 
dinámicas son números de Grassmann. Esto implica que un nuevo término 
de frontera debe ser agregado al principio variacional, cuyo objeto es garan­
tizar que las ecuaciones de movimiento tengan correctamente impuestas sus 
condiciones iniciales. La forma explícita de este término es -tO( r") · O( r') = 
-t(O"(r")O,.(r') + 05(r")05 (r')) y garantiza las condiciones frontera apropi-

42Las transforn:iaciones de norma inducidas por las constricciones son en este caso 

6x" = {x",<1t+qQo), 6p1, = {p1.,<1t+11Qo], 
60" = (0",<1t+11QoJ. 60s = {0,,<1t+11Qo). 

6N=i+qM, 6M=i¡, 

(4.69) 

(4.70) 

(4.71) 

y 65 =O si <(ri) = <(r2) =O. Aquiel parámetro 1/ tiene paridad de Grassmann impar. 
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adas para las coordenadas fermióncas Oµ, 05 fijando las siguientes combina-
ciones de .los valores extremos f 57] . 

-
2
1 

(Oµ(r') + O"(r")) =- '", 
1 

, 2{0s(r') + Os(r")) = {5 , (4. 73) 

que garantizan que las ecuaciones de primer orden que provienen del prin­
cipio variacional tienen soluciones únicas una vez que se han impuesto las 
condiciones iniciales ( 4. 73). Podría haber aun más términos de borde en la 
acción ( 4.68), relacionados a la elección de las variables que se fijarán en los 
extremos para las variables restantes. Estos términos se denotan por B en 
la acción ( 4.68). Ahora plantearemos el formalismo BRST clásico para con­
struir la acción efectiva y después cuantizar. Con este fin, introduciremos el 
vector 

(4.74) 

donde las nuevas variables 7rM y 7rN son los momentos conjugados a los mul­
tiplicadores de Lagrange .M y N. La paridad de Grassmann de las cons, 
tricciones es tal que f¡ = 1 y e2 = O. Los fantasmas y los antifantasmas. 
serán 

1/A = (-'P1,-i'P2,C1,C2
), (4.75) 

donde (P1 ,C1), (C1' P1) son variables canónicas conjugadas pares, mientras 
que ('P2,C,), (C2, P2 ) son variables canónicas impares. Con estos ingredientes 
construiremos ahora la carga BRST clásica. La expresión general para el caso 
en consideración es 

(4.76) 

done e8 es la paridad de Grassmann de la constricción asociada con el fan­
tasma 7J 8 y Cfj8 son las funciones de estructura del álgebra de constricciones, 
que está dada por 

{Qo, Qo}PB = i?t, {Qo,1f}pB = 0. ( 4.77) 

Por tanto, la única función de estructura diferente de cero es Cf 1 = i. 
Tomando esto en cuenta y haciendo las substituciones requeridas en la Ec. 
( 4. 76) obtenemos 

(4.78) 
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para la carga BRST clásica. La teoría considerada en esta sección'"s tamblé~., 
invariante ante reparametrizaciones y por tanto su hamiltoriiáno'•can6nito·'· 
asociado es cero. . .. ·,-_ .·. · .... ·.~,': ····.-:.-; 

Ahora promovemos todas nuestras variables dinámicas a'opérádores; ccin~ 
siderando las siguientes propiedades de _realidad: Xµ,pµ,N_, 7r_N';'P_;~·;C}¡'7],~;-fi .. 
son operadores hermitianos pares, 'P2 , P 2 , M son operadores ·antihllrmitiáií.os·· · · 
impares y C2, C2, 0µ, 05, r. M son operadores hermitianos imp.ir~~~·\Li<acClón· .. 

~º"':::: .. Q K:l:;;:,~E·~:~f f~;,~~1~,,,,, 
... ·· 

(4.79). 

donde 

Himsr = i{w, n}, w = 1\M + P,N, 
n = -'P1 7rM - i'P2

1f'N + C'Qo + C2'H + i(C')'P,. (4.80) 

Las relaciones de ( anti)conmutación que surgen del principio de acción cuán· 
tico (4.79) son 

[xµ,Pv] = i'11w {0",0"} = -'1"" {05 ,0s} = -1, 

{M,7rM} = -i [N,7rN] = i, 
¡P,, c1¡ = :_¡c1

, P,J = ['P', c,J = -(Ci. P'J = -i, 

{P2,C2} = {C2, P2} = {é2, 'P2} = {'P2,é2} = -i. 

(4.81) 

(4.82) 

(4.83) 

{4.84) 

Estas relaciones de (anti)conmutación pueden también deducirse del princi­
pio de Schwinger, tanto en el caso de variables bosónicas como fermiónicas. 
En particular, corno la acción (4.79) es lineal en iJ• y Ó5 al definir los mo­
mentos asociados a estas variables, usando el algoritmo de Dirac, obtenemos 
dos constricciones de segunda clase. El correspondiente paréntesis de Dirac 
coincide con (4.81). Con el principio de Schwinger es posible obtener este 
conmutador usando la propuesta desarrollada en (27J. La carga BRST es her­
mitiana y es posible verificar que el anticonmutador {n, n} es cero, usando 
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para la carga BRST clásica. La teoría considerada en está:secci6n:e~·taitt~.ié~ 
invariante ante reparametrizaciones y por tanto su hamiltonianri;can<i.nicri' 
asociado es cero. :'.:.· .. ·.:.~,~.·:·,·:· ... ': .. ·::('> '.._.: 

Ahora promovemos todas nuestras variables dinámicas a opé~~dores~· eón-:. 
siderando las siguientes propiedades de realidad: Xµ, pµ, N, '!ri/P\;:c1.;·-p_t,, C1 
son operadores hermitianos pares, P 2 , P2, M son operadores .aritihef'initiatiós .. · 
impares y C., C2 , 01', 05, 7f M son operadores hermitianos impá:r~s,'· í.,C,.· acéión ... 
efectiva cuántica que escogeremos tendrá la estructura ... · ... ,: .'. 

, ... 

Ssnsr = ['' dr ( « iµpµ + ~(0.µ0µ + lisOs) - Nir¡.¡ :..._':~*,M ,• .· 

+e\ P 1 + c1P1 + C2P2 + c2P2 >> -,H~ils'i:f 

+ << -~O(r") · O(r') + x 1"pµ' >>, (09) 

donde 

Hsnsr = i{W, !1}, '11 = P1M + P2N, 
!1 = -P1

1fM - i'P2
7fN + C1 Qo + C2'H + i(C1

)
2
P2. ( 4.80) 

Las relaciones de (anti)conmutación que surgen del principio de acción cuán­
tico (4.79) son 

{M, "M} = -i [N, 7íN] = i, 
[Pi. C1 l = :...¡c1, P1] = [P1, Ci] = -[Ci, 'P1

] = -i, 
{P2 , C2

} = {C2, 1\} = {C2 , 'P2
} = {P2

, C2 } = -i. 

(4.81) 

(4.82) 

(4.83) 

(4.84) 

Estas relaciones de (anti)conmutación pueden también deducirse del princi­
pio de Schwinger, tanto en el caso de variables bosónicas como fermiónicas. 
En particular, como Ja acción (4.79) es lineal en Oµ y 05 al definir los mo­
mentos asociados a estas variables, usando el algoritmo de Dirac, obtenemos 
dos constricciones de segunda clase. El correspondiente paréntesis de Dirac 
coincide con (4.81). Con el principio de Schwinger es posible obtener este 
conmutador usando la propuesta desarrollada en [27]. La carga BRST es her­
mitiana y es posible verificar que el anticonmutador {!1, !1} es cero, usando 
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Las propiedades de realidad de los operadores involucrados son: 1i, HaRST 

son hermitianos pares y Q0 ,l1 son hermitianos e impares, mientras que W es 
antihermitiano e impar. Las ecuaciones de movimiento correspondientes son 

pºµ =O, x·µ - MOµ - 2Npµ =O, Oµ+ iMpµ =O, O,+ iMm =O, 

irM + '10 + 2iC11'2 = o, M =o, irN + 1i =o, ¡i¡ = O, 
P1 =O, e, + 1'1 = o, C1 + 'P1 = o, 1\ + 2iM1'2 = O, 
P2 = o, C2 - i1'2 =o, 1'2 =o, C2 - 2iMC1 + i'P2 = o. 

La solución general a este sistema de ecuaciones es 

p,, = p,,', 'P1 = 'P11
, M = M', N = N', 'P2 = 'P21

, 1'2 = 'P;, 

x''(r) = x'µ +(Meµ+ 2Np")(r - r'), 

O"(r)-= -iMp"r +e"+ ~Mp"(r" + r'), 

05 (r) = -iMmr +es+ ~Mm(r" + r'), 

C1(r) = C'1 - P 1(r - r'), 

1'1(r) = P; - 2iM1'2(r - r'), 

C1(r) =e; - ('P; - iMP2(r - r'))(r - r'), 
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(4.87) 

(4.88) 

(4.89) 

(4.90) 

( 4.91) 

(4.92) 

(4.93) 



. . ' . . 

e.e~>== e~+ iP~(r - i'), . 

C2(T) := C'2 + iM(2C" -1'1(T - r'))(r - 7-') - i'P2(r - r'), 

, e, : .. 1rN(r) = 11"N -1-{(T - r'), 

;..Ílf(T) = 11"M.-(Qo + i(2C'1 
- 'P 1(T - T1))P,)(r - r'). 

La notaci6~.·e~ la misma que en las secciones previas . 

(4.94) 

(4.95) 

. (4.96)· 

' ( 4.97) 

. . .' Las condiciones de borde que escogeremos aquí son completamente análo­
gas a los.éasos'previos. La única novedad está relacionada con los gardos de 

, libertad fermiónicos descritos por las variables O. Con el objeto de dilucidar 
· este punto, consideremos la contribución de los grados de libertad fermiónicos 

oµ, a la variación de la acción efectiva, 

l r" i · Í • 
,, dr('20"ó0µ + 2.ó0"0,, - MóOµp") 

~(óO"(r")Oµ(r') + 0"(r")óOµ(r')) 

[" dT((iO" - Mp")óBµ) + ~ó(Qµ(r') + 0"(r"))(Oµ(r") - 01.(r')). 

( 4.98) 

Sustituyendo la solución de las ecuaciones de movimiento para O,, (4.89), y 
la definición (4.73) de las variables eµ, obtenemos 

El mismo análisis puede aplicarse a 05 • 

Escogeremos los operadores en los puntos extremos 

.!_(O"(r') + Oµ(r")) = ('', -
2
1 

(Os(r') + Os(r")) =es, 
2 ' 

(4.99) 

( 4.100) 

(4.101) 

7rN(r') = 7rN(r") = Ci(r') = Ci(r") = C;(r') = C;(r") =O i = 1, 2, (4.102) 

junto con la correspondiente base BRST invariante 

{ (xµ", 11"N 11
, 11"M11

o O""(("), O" s((s),Ci", C¡', r"I}, 

{ipµ', 11"N1
, 7rt./, O'"((µ), O's((s), Ci', C!, r')}. 
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Antes de entrar en el cálculo del propagador, reescribiremos el hamiltoniano 
efectivo (4.85) en forma.bien ordenada (operadores primados a la derecha). 
Con este objetivo, usaremos las ecuaciones de movimiento y las siguientes 
relaciones de ( anti)conmutación a tiempos diferentes 

¡c;,c1
"] = -i(r" -·r'), {C~,c2"} = -(r" - r'}. (4.104) 

El resultado es 

HsnsT 
1 r~cc"c1 " -C"C11 -C111C1 + C'C11

) (r"-r')2 1 1 1 1 .. 

+ i(c:c2
" - c:c2

' + c2"c~ + c~c2')J 
+ MWp~ +m6) + N(¡/2 + m2

). (4;105) 

Nuevamente, es directo mostrar que HsnsT es hermitiano. 
Antes de calcular el propagador es necesario establecer los siguientes resul­

tados. Primero calcularemos los elementos de matriz de los multiplicadores 
de Lagrange N y M: Usando las soluciones a las ecuaciones de movimiento, 
en particular (4.96) y (4.97), puede mostrarse que 

(r" - r')(r"INlr')rt' = -i(r"lr'), (r" - r')(r"IMlr')Qo' = i(r"lr'), 
(4.106) 

donde 'H' = (p'2 + m 2) y Q~ = f.µp~ + mf.5 • Estos resultados implican 
que los elementos de matriz del hamiltoniano BRST invariante se anulan 
entre estados físicos, tal como esperabamos. Los mismos resultados pueden 
establecerse usando Ja solución ( 4.96) y el hecho de que los elementos de 
matriz del hamiltoniano BRST invariante son nulos. 

La variación general del propagador es 

ó(r"lr') = i(r"jp~óxµ" + xµ'ópµ' + óf.µMp'µ(r" - r') + óf.sMm(r" - r')lr'}. 
(4.107) 

Sustituyendo la solución de la ecuación de movimiento para x'µ en·términos 
de los operadores fijos en los extremos y usando los resultados ( 4.106), obten­
emos el propagador requerido 

( "I ')- ¡· '· '1(p~f.µ+mf.s) 
r r - ex¡> ip x (p'2 + m 2) • 
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. . . ~ 

'' .. . 

. Un punto dell~a~~4u~ deh~íri~s re:ar~ar es el siguiente: los ~pérador~s 
e" y es cumplen la;; propiedades . . 

•.2 .. l ·o l · ·2 l 
e•. =: -2,, e = 2' es = -2· (4.109) 

·debidas a la relación de conmutación para las variables O y a la solución 
de las ecuaciones de movimiento. No es trivial construir la correspondiente 
mecánica cuántica (espacio de Hilbert, relaciones de completez y producto 
escalar) para operadores que poseen estas características [29], [65]. La con­
strucción de la integral de trayectoria para este tipo de sistemas requiere de la 
definición de símbolo asociado a una función clásica [23]. En nuestro caso los 
vectores del espacio de Hilbert definidos en (4.103) deben ser interpretados 
con precaución. Una posibilidad es introducir los operadores de Grassrnann 
reales ( 1 y ( 2 y escribir los operadpres e" y (. en términos de ellosf 65] 

(4.110) 

(4.111) 

y 

(4.112) 

permitiendo una realización del álgebra de Clifford 

(4.Ü3) 

Estos operadores actuan sobre espinores de la forma 

(4.114) 

donde todos los coeficientes ef>a dependen del momento p. El producto escalar 

(4.115) 
es 

(el>, '11) = f IT d(kd(k exp(( · ()cl>"(()W(() = L, <P:1/J0 • 

k Q 
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Por tanto se obtiene la siguiente correspondencia 

(4.118) 

que permite obtener el propagardor correcto en ( 4.108). El espacio de Hilbert 
queda, por tanto, dividido en dos sectores, aquél que depende de x, p y los 
fantasmas, producto el sector que depende de p, ( 1 , ( 2 definido por el espinar 
cJ? 

{ (xµ", 11"N11
1 11"M 11,C;u,C;', r"I} © <l?((1 , ( 2), 

{lp/, 11"N1
, 11"M',C'',c;, r')} © <J?(( 1

, (
2
). (4.119) 

·En conclusión, partiendo de la versión cuantizada de la acción efectiva 
BRST-BFV clásica dada por la ecuación (4.20), y usando el principio de 
acción de ·Schwinger con las condiciones apropiadas sobre los extremos, hemos 
obtenido los propagadores de las partículas en el marco del formalismo de 
operadores. 
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CAPÍTULO 5 

PRINCIPIO VARIACIONAL Y TÉRMINOS DE 
. . . FRONTERA 

En este capítulo revisaremos algunas ideas presentadas en (59] con el 
doble objetivo de analizarlas dentro del contexto del principio de acción de 
Schwinger, presentando un ejemplo con interacción, y comentar algunas ideas 
en relación al método de reducción de Faddeev-Jackiw. 

A lo largo del trabajo de tesis hemos puesto enfásis en la necesidad de 
definir correctamente el principio variacional clásico que se utiliza como punto 
de partida para su cuantización. En particular hemos señalado la necesidad 
de incluir, como información dinámica relevante, las condiciones de frontera 
sobre las trayectorias sobre las que se aplica la funcional de acción. En 
mecánica clásica esta información pude resultar. superflua en una primera 
instancia. De manera muy distinta, en mecánica cuántica esta información 
es muy importante, pues lo que aquí interesa es el cálculo del propagador 
cuya dependencia en las variables dinámicas está determinada justamente 
por esas condiciones frontera. No considerar esta información con detalle 
conduce a errores en la interpretación de los resultados o pérdida de infor­
mación dinámica al efectuar el procedimiento de reducción, ya sea mediante 
la imposición de una condición de norma particular o en la reducción directa 
a la Faddeev-Jackiw. En (59] se ha mostrado que es posible construir un 
principio variacional -que difiere del original por términos de frontera- tal 
que permite fijar condiciones de norma que originalmente no se satisfacen 
idénticamente en los extremos. Esto permite mostrar la equivalencia entre 
el proceso de reducción-cuantización con el de cuantizar y después reducir 
en los casos en que no hay obstrucciones topológicas ni problemas de or­
denamiento de factores. Presentaremos en este capítulo una revisión de las 
ideas contenidas en (59] para aplicarlas posteriormente al princip:o de acción 
de Schwinger. Analizaremos también los problemas que presenta el esquema 
de reducción de Faddeev-Jackiw y por último presentaremos un ejemplo con 
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interacción para ilu~trai- Ía;i ideas e,xpuc:istas: 

.5.1 •pR!~cr;il\fl~ricr·¿;,~Lt·ci~NDICIONE~SOBREfoS ~X~ 
'l'ilE'Mo§ < . , ' · · · ·. ·· . 

1, . , ,•;¡ '-, · .•.• ;-".- ~-: .. ;·./ •. · •. :<:-; .. 

.. ·consid~~éfuo~ J~·sist~~¡ ~º~ ~~/i~ble~ ~~nónic~).Pi<i•;,;:,1}/.', ~). cbn~~ 
' tri~donés cié primera clase G~(q, p) i:::: O (a= 1,.:.; m)fel li~miltonia.no cie 
primer~ dáse lfo(q,p), · · ··· · 

G.(q,p) ""'O, (5.1) 

[G., G¡] = C06c(q,p)Gc, [Ha, G.] =V. 6(q,p)G6. (5.2) 

. Supondremos, por simplicidad, que las constricciones y las ·variables dinámi­
cas son todas de paridad de Grassmann par y que el sistema es. consistente, 
i.e. las constricciones G 0 son todas las constricciones que surgen de aplicar 
el formalismo de Dirac. 

Consideremos el siguiente principio variacional: 

S[q'(r),p;(r),,\ª(r)] = f"'(p;</-H0 - ,\ªG0 )dr-B(r2 ) + B(r1 ) (5.3) Jr, 

donde las las trajectorias están fijas en los extremos r1 y r 2 de manera que 

[Q;,Qi] =o (a tiempos iguales). 

Estas variables Q' son tantas como las coordenadas q• originales y podrían 
ser las mismas coordenadas (Q; = q') o los momentos (Q' = p;). El término 
de frontera B se encarga de que el principio variacional (5.3) tenga correcta­
mente fijadas en los extremos a las variables Q' y por tanto será tal que 

p;liq' = P;éQ' + éB, (5.5) 

(parar fijo), donde los P's son los momentos conjugados a las coordenadas 
Q's, 

[P;,P;J =O, [Q', P;J = é;;• 

Por ejemlo, si escogemos Q; = q•, el término B 
B(r) =O pero si Q' = p; entonces B = p;q'. 
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(5.6) 

correspondiente será 



. (5.8) 

cambia la acción original (5.3).J>~r'ot;¡;;:~~'¿¡f5~<~u~·difieie\de ésta por un 
término de frontera . · ···' ··. .. ·· . . · .. · 

óS= [ .ace•G.) - ·a· -ós]"' p, . a " • • 
p¡ 'TJ 

(5.9) 

Aquí los parámetros de norma eª( q, p, r) son funciones arbitrarias de q;, p; 
y r, y los hemos puesto dentro de los paréntesis de Poisson con el objeto 
de que las transformaciones de norma (5.8) sean a la vez transformaciones 
canónicas. Nótese que sobre la superficie de constricción es posible ponerlos 
fuera de los paréntesis de Poisson. Generalmente estos parámetros se escogen 
de tal manera que c"(q(ri),p(r¡),r1 ) = eº(q(r,),p(r2 ),r2 ) =O con el objeto 
de no cambiar la variación de la acción en los extremos, i. e., la variación de la 
acción es cero para las trayectorias que cumplen óQ;(r¡) = óQ;(r2 ) =O. Sin 
embargo esto restringe la clase de transformaciones de norma posibles. La 
acción tiene "menos" simetría de norma al imponer estas condiciones sobre 
los parámetros de norma. 

Estas observaciones resultan de importacia fundamental en el caso en 
que se requiera imponer condiciones de norma canónicas sobre la dinámica. 
En particular podría suceder que las condiciones de norma canónicas no se 
cumplierán idénticamente en los extremos. En tal caso, es posible construir 
un principio variacional que difire del original por un término de borde y 
cuyas variables, fijas en los extremos, son distintas, de modo que ahora las 
condiciones de norma si se cumplan en los extremos. Con el objeto de no 
cambiar el contenido dinámico de la teoría estas nuevas variables deberán 
diferir de las originales por una transformación de norma. Otra manera de 

136 



enfocar el mismo problema es realizar una transformación de norma particu­
lar, de tal modo que en las nuevas variables definidas por esta transformación, 
las condiciones de norma nuevas se cumplan idénticamente én los extremos. 
Esto es posible, pero en general, la transformación de norma que tiene esta 
propiedad no cumple con i::ª(q(r¡),p(r1),r1) = i::ª(q(r2),p(r2),r2) =O. Como 
resultado la acción variada tendrá un término de borde que no se anula (ver 
(5.9)) . Esto puede resolverse si se parte de un principio variacional con un 
térntlno de frontera cuyo objetivo es cancelar el término resultante al variar 
la acción original con la transformación de norma particular. 

Consideremos las condiciones de norma xª(Q1,P;,r) con la propiedad 

(5.10) 

y tal~s que 

· ·xª(Q'(r¡) = Q\,P;(r1),r¡) f. O, 

Aplii:ando una trasfromación de norma particular a las variables Q1 obten: 
emos 

Q1(r¡) i= (Q 1 
- [Qi, i::ªG.])(r1) = Q; Q1(r2) = (Q 1 

- [Q1
, i;ªG.])(r2) = Q;, 

(5.12) 
donde hemos fijado las nuevas variables de tal manera que cumplan con 
las condiciones impuestas en el principio variacional original. En mecánica 
cuántica esto es de importada fundamental, pues nos interesa calcular el 
propagador entre los puntos Q¡ a T¡ y Q. a r,. Si \Q1) denota una base 
completa en el espacio de Hilbert del correspondiente problema en mecánica 
cuántica al tiempo r1, tal que Q(r¡)\Q1) = Q1\Q) y usando una notación 
análoga Q(r2 )\Q) = Q2\Q), la transformación de norma (5.8) generará nuevos 

estados \Q1 = Qi) = exp(i€G)(r¡)\Q1), tales que Q(r1)\Q1) = Qi\Q1) 
y Q(r2)\Q2) = Q,\Q2) donde Q = exp(i<G)Qexp(-i<G). y cumple las 
propiedades Q(r1) = Q 1 y Q(r2) = Q,. Es decir, los operadores nuevos tienen 
los mismos valores propios que los antiguos en los puntos r1 y r2 pero, en 
general, son distintos en cualquier otro punto. Nótese que el cálculo de can­
tidades debe realizarse en la base correcta. Cantidades como (Q., r2\Qir1), 
no tienen sentido ya que está expresada en una base que no cumple las 
condiciones a la frontera correctas y debe reemplazarse por el cálculo de 
(Q(r2) = Q2r2\Q(r¡) = Q1r1). 
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·. Sobre la superficie de.constricción las relaciones. (5.12) resulta!!: 

Q;(r1) =:: (Q¡ - t:ª[Qi, G~J)(r¡) "= Q( Q¡(r.) i= (Q¡ - t:ª[Q;, G
0
])(r2) ~Q;; ' 

• . .. . . . .. •·... . .· . . . . . / "(5,13) 
Como consecuencia de la.S .condiciones ·de transversalidad 43 las ~ondicfories: 
de norma. deben depender d~·Q•, a,;, I.:.Tii de las variables Qi;'~~· tii'.ñio; 
Qª(r¡) = (Qª - t:6[Qª, G1Jfrf1);;; Q~ .·. Qª(r2) = (Qª -t:6 [Q:1 Ó1J)(;~j_:f::'.Qi'.) 

. . ... ·. . . ·.·· .· · ... ·. • .. . ' <(5'.~5) . 
o~spejando Qª de 1as co~<liciori~~ áe norma • · ·. • <; ; e 

·Xª= Qª -Fª(Q;;P;,;);;, O, -•Q~·~ F~(r1), .. ,· Q;~\P:{i,) :i(Ii6),, 

obtenemos· 

t:ª(r1) - ([Qª, ;1Ji-1(r1) ( Qª(T¡) - Q~) 
- ((Q~, G1])~1 (r1) (F0(Ti)-Q~), 

t:ªh) ([Q\G1Jr1(r2) (Qª(r2)-Q;) 

([Qª, G1])-1(r,) (Fª(r2) - Q;). (5.17) 

Es posible construir t:(Q,P, r) tal que satisfaga las condiciones anteriores. 
La solución más simple es 

t:ª(Q,P,r) = ([Qª,G¡Jr1(r) (Fª(Ti) - (Q'j - T-T¡ (Q~ - Q;J). (5.18) 
T2 - Tt . 

Este parámetro é define la transformación de norma particular que tiene 
la propiedad deseada. En particular aplicando esta transformación a las 
condiciones de norma (5.16), obtenemos 

Xª= Qª - (Q'i - T - T¡ (Q'j _ Q;)). 
T2 - T¡ 

(5.19) 

43Las condiciones de transversalidad implican que las constricciones pueden resolverse 
-en principio- para m de los momentce conjugados a las coordenadas Qi 1 digamos Pa, (a= 
l. .. m). Esto será posible si · 

es de rango máximo en ª·"'o. (5.14) 

Consecuentemente las transformaciones de norma cambian los puntos extremos del princi­
pio variacional. Este es un requisito indispensable si se quiere obtener nuevas condic'iones 
de norma que se cumplan idénticamente en Jos extremos. 
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·. _:·. · .... :· .:: . 

Así, hemos obtenido unas nuevas condiciones d~ normad.e rrian~~a que ahora 
si cumplen las. condiciones sobre los extrem~s i111p~est~ eri. !'l :principi~ varia, 
.donalorigln.al .... ... . · :- ·.· . · · ':\:: : ' :.· '-. 
· ¿Cómo se ~eflejan estas. ideas a niveLde(p~idci~io.~ari<>clonai? Hemos 
visto.que la presencia del término Ben ·la acci6n (5:3) tl~ne-el objeto de que 
la variación de la acción original, evaluada sobre lás trayectorias solución 
correspondientes sea 

1,, d -
óS = dr-d (P;óQ'), 

T1 T 
(5.20) 

de manera que óS = O debido a óQ;(r1 ) = óQ;(r2) = O. Ahora realizare­
mos una nueva transformación (que coincide con la transformación de norma 
particular usada para convertir las condiciones de norma originales (5.16) a 
nuevas condiciones de norma (5.19) que se anulen idénticamente en los ex­
tremos) d~sde las variables Q; a las nuevas variables Q; de modo tal que 
Q;(r1) = Qi y Q;(r2) = Q~. La nueva acción cumplirá la condición 

(5.21) 

Como óQ;(r1) = óQ;(r2) =O, entonces óS =O. Para construir S, en analogía 
a (5.3), colocaremos en la acción original un nuevo término D de tal manera 
que cuando realicemos la variación de esta acción usando la transformación 
de norma infinitesimal (5.8) obtengamos 

- 1"' d -ó,S = dr-d (P;óQ') - óDj:;¡. 
. Tt T 

Esto implica que D debe cumplir la relación 

P;óQ; = P;óQ; + ó,D, 

con 
P; = P; - [P;,é"G.]. 

Resolviendo para D encontramos, a primer orden en é 

D = - [P: 8s"G. - é"G ] "' 
' 8P¡ ª -ri 
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(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 



con la condición de norma original (5.16). El segundo tiene ]a forma del 
principio variacional original 

S[q, ¡;, 5:] = f (¡;;// - Ha - 5:ªG0 )d-r +si"' 
Tt 

{5.29) 

donde los extremos están fijos en 

(5.30) 

y la condición de norma original se remplaza por (5.19). 
Algunos comentarios vienen al caso: a) Las teorías con constricciones 

lineales en los momentos no necesitan de este análisis ya que el término de 
borde es automáticamente cero. En estos casos es siempre posible modificar 
las condiciones de norma de tal manera que cumplan con las condiciones 
sobre los extremos exijidas por el correspondiente principio variacional, sin 
modificarlo. b) Este esquema puede usarse para mostrar que el procedimiento 
de reducir y después cuantizar es equivalente al procedimiento de cuantizar 
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y después reducir, si no hay obstrucciones topológicas ni problemas de orde­
namiento de factores. c) Toda teoría con invariancia ante reparametrizaciones 
puede tratarse como una teoría de norma usual. En las teorías invariantes 
ante reparametrizaciones el hamiltoniano es una combinación lineal de las 
constricciones. Por otra parte, en las teorías tipo Yang-Milis el hamiltoniano 
es distinto de cero y coincide con la energía total. Sin embargo, esta difer­
encia "cuelga de un hilo muy delgado", como ha sido señalado en [59]. Una 
transformación canónica dependiente del tiempo puede convertir una teoría 
cuyo hamiltoniano es cero en otra cuyo hamiltoniano es distinto de cero. Del 
mismo modo, una teoría invariante ante reparamctrizacioncs, al imponer una 
condición de norma, se convierte en una teoría cuyo hamiltoniano es distinto 
de cero. Así, las teorías invariantes ante reparametrizaciones pueden tratarse 
como teorías de Yang-Milis [89],[24]. d) La cuantización en el formalismo de 
operadores muestra que hay complicaciones adicionales. Si existe alguna ob­
strucción cuántica a este procedimiento, una condición de norma acsesible 
clásicamente puede no ser acsesible cuánticamente. En general, aparecerán 
problemas de ordenamiento que deben ser analizados caso por caso. e) El 
formalismo BRST-BFV puede implementarse ayudando a resolver los prob­
lemas de ordenamiento con la ventaja adicional de tener la capacidad para 
trabajar con álgebras abiertas ("más allá" de Faddev-Popov ). f) Para los 
sistemas que presentan covariancia general, el método de reducción de F-J 
(ver Cap. 2) es incompleto. En el proceso de reducción se pierde información 
dinámica por no considerar, como punto de partida, el principio variacional 
correcto (con los términos de frontera implementados). De esta manera los 
procedimientos de cuantizar-reducir y reducir-cuantizar no conmutan, aún 
en casos simples como mostraremos en la siguiente sección. g) El caso de 
la gravedad en 2+1 dimensiones ha sido analizado en [25] usando la integral 
funcional. Sería de mucho interés proponer condiciones de norma alternati­
vas para mostrar en este caso el funcionamiento de los términos de borde. 
h) La dificultad principal para tratar el caso fermiónico en este esquema es 
que el espacio fase es generalmente de dimensión impar. Solamente con la 
introducción del concepto de símbolo de un operador es posible dar sentido 
a condiciones a la frontera donde ahora sólo se fija una combinación de vari­
ables fermiónicas(23], [58]. Otro problema, en el caso fermiónico, es que el 
término de borde D es generalmente cero debido a que las constricciones son 
lineales en los momentos. 

Por último consideraremos un ejemplo simple para exponer cómo funcio-
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nan .estas ideas ~~¡~·prá~tica. bonsi<l~remos.Ja accion de lapartí¿ula libre· 
para:In~trjzadá,' .,... ·:·· · > · 

' ·· ... ,.:~······ 8:=;.f'~q~'.!J60.r<J>d~, ·.··}··~<.•;_(5 •. 31), 
donde G = p, + f;;¡. Este principió variacional es válido para);r~yeétodaiJ, 
tales que q(r1) = qi, q(r2) ::;q2y"t(.,:1) .:;; ti•; t'(.,:,y·,,; t2: Consi~erdinos• la . 
condición de norma canónica ... ' ' ·.. •'' ';. ·,,;'.¡·,>:·~~.>· .. '· .• · 

x=¿_;(r);=o.<• . '·· <' ·· :"u~:~2) 
·, - ,, .. ,;·.·· .·.:r,-;:°»; ·.· 

En general, esta condición no se cumple ~n;los extfemCi~; ii.~.:t 1•.# 'f(71 )'.y '· · 

t
2 

.¡ T( r.). En este ca.So e esta ~e.finicl~ por ; ,· ; / ' .. ·.:,·.·.~.·.· ... ··~.s .. ,·.'.·'.'; .. :.'.•.:.: ... ':.:.:;.· ... i .. ; . ,: ·. · · 
t~r,;,;e;· .j/.. ·: (5:33) 

donde ahora l(ri) = t 11 t(r~) ~ ¡,,; PoÍ:fant~ .'' ·:• ;; 
. . ..• •t•.: . ¡' 

t1 ,-T(r1 )=e(r¡), ... t2 -T(r~)=e6( 

y e( T) po.drfa escribirse como, 

( 
T- T¡· ) e(r) = T(r.J - 11 - --(t¡ - 12) , 
T2-T1 . 

en las nuevas coordenadas la condición de norma es ahora 

- ( T-T¡ ) x = t- ti - --(t1 -t2) , 
T2 - 'Tt 

y el principio variacional es 

S[q(r),p(r),t(r),N(r)] = 1.,.,(pcj + p1i -NG)dr 
TI 

1 p2(~) 1 p2 (n) -;¿Nr2) - t2]~ + 2(t(r1) - t1)~, 

cuyos extremos fijos son 
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·-- .. :•. 

dom:!~ t(r) ~~tá dado por l;,_ condidón de,norm<l..:~E{claro que si t(r,) = t 1 y 
t( T2) = t2 este principio •variaéiorialse reduce al originaLPero, por ejemplo, 
en. el Caso t( T1) ,;:; Ó Y t( T2).::= O;,el'prin~ipio, vádác;ional contiene un término 
d,e borde adiCional ....•... · ..... 

S ::· 'I'"dr(~; + p;i-Ñ~;~ -
2
· 1 [t2p2(r2) - t 1p2(r1 )]. 

rj~ . - m 
(5.40) 

Realizarido:fa.ir;iiisror'riÍ~~iód'de. n~rma particular dada por las ecuaciones 
' '. (5.8) cori.f: ~é~~id() p~~ '(5.35j obtenemos las nuevas variables 

,;: '.:> c¿·;_q-rt (t~+;, ~ ~1 (t2 - t,)), p =p. (5.41) 

Ree¡eribi~ddo la ~c6ión original en estas nuevas variables obtenemos, 

S= dr P-:- - , ¡,, ( dQ p•) 
t 1 dr 2m 

(5.42) 

donde los puntos fijos en los extremos son ahora Q( r 1 ) = qi, Q( r2 ) = q2 y 

T -T1 
f = --(t2 - t,) + t¡. 

T2 -T¡ 
(5.43) 

La acción resultante es la correspondiente a la partícula libre. Nótese que 
un sistema que inicialmente tenía hamiltoniano cero se ha convertido en una 
teoría con hamiltoniano distinto de cero. Las dos teorías son equivalentes y 
describen la partícula libre para la clase de trayectorias que comienzan en q1 

a r1 y terminan en q2 a r2. 
Alternativamente puede considerarse el principio variacional 

S[q(r),p(r),t(r), N(r)] = l"'(pq + p1i - NG)dr 
" 

(5.44) 

cuyos extremos son 
(5.45) 

(hemos quitado las barras encima de las va~iables) y donde la condición de 
norma es (5.19). 

En ambos casos los principios variacionales permiten calcular el propa­
.gador correcto ya sea usando la integral de trayectoria o el principio de acción 
de Schwinger. 
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5.2 FADDEV-JACKIW. PARA SISTEMAS INVARIANTES ANTE 

REPARAMETRIZACIONES 

El caso de los sistemas invariantes ante reparametrizaciones requiere atención 
espéi:ial puesto que los términos de frontera que aprecen en el principio varia­
cional son distintos de cero. El procedimiento de reducción de Faddev-Jackiw, 
revisado por nosotros en el Capítulo 2, aunque clásicamente correcto, con­
duce a una acción que no puede usarse como punto de partida en la integral 
funcional o en el principio de acción de Schwinger. Esto se debe a que comun­
mente no se considera la información de las variables fijas en los extremos 
como información dinámica relevante en el principio variacional que se usa 
como punto de partida para efectuar la reducción. Como hemos señalado, 
esta información es muy importante en la construcción de la correspondiente 
teoría cuántica. Tomando en cuenta esta información, es posible reconstruir 
la acción en el espacio reducido, de tal manera que no se pierda información 
dinámica. Con el objeto de ilustrar estas ideas consideremos el ejemplo sim­
ple de la sección anterior 

S = f"' dr(qp + ip, - >.(p, + f10 )) 
}TI 

(5.46) 

donde H0 = tP'. Sin considerar la información sobre las variables que están 
fijas en los extremos aplicaremos directamente el método de Faddev-Jackiw. 
Resolviendo para p, y sustituyendo en la acción 

¡,., . J,'' dq Sn = dr(qp- tH11) = dt(-d p- Ha). 
TJ h t 

(5.4 7) 

En la segunda igualdad hemos usado explícitamente t(r1 ) = t,, t(r2 ) = t 2 • 

Supongamos ahora que estamos interesados en fijar una condición de norma 
tal que t =O con t(rt) =O, t(r,) =O. En tal caso el cambio de variable que 
permite escribir la segunda igualdad en (5.4 7) no puede realizarse. Además si 
se sustituye la condición de norma en la acción (5.47) se obtiene un resultado 
incorrecto 

Sn = f"' dr(qp). 
}TI 

(5.48) 

La información dinámica en el espacio reducido a desaparecido! La solución 
a este problema consiste en considerar el principio variacional correcto desde 
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el comienzo, i. e. partir de (5.38). En tal caso el proceso de reducción se sigue 
automáticamente en las lineas de lo expuesto en la sección anterior. 

Alternativamente, es posible considerar la transformación que permite 
una "representación canónica de la superficie de constricción" (ver Cap. 2). 
En las variables definidas por tal transformación, las constricciones son lin­
eales en los momentos y por tanto, no hay necesidad de realizar el análisis ex­
puesto en la sección anterior. Nuevamente esta transformación debe definirse 
de tal manera que respete las condiciones sobre las variables que se fijan sobre 
los extremos. En nuestro ejemplo esto conduce precisamente a la transfor­
mación definida por (5.41). Resultados similares pueden encontrarse en [35). 

5.3 TÉRMINOS DE PUNTA Y PRINCIPIO DE ACCIÓN DE SCH­

WINGER 

Aunque no resulta indispensable usar el formalismo BRST-BFV cuando se 
usan normas canónicas (espacio fase reducido), puede resultar de gran ayuda. 
para controlar algunos problemas de ordenamiento que surgen al transcribir 
los resultados anteriores a la mecánica cuántica. Nuestro punto ·de partida 
es la acción (4.20), que aquí reescribiremos por completez, añadiendo un 
término de frontera cuyo origen debe ser obtenido usando el formalismo de 
operadores 

BBRST = [" ( << 4'¡,, - ~·i\-. +t.f:>• + é·.P. >> -Hnnsr) dr 

-(([1~]~;')) + (([D]~:')). (5.49) 

donde el término D es tal que 

((P,éQ')) = ((P,s(j' + éD)) (5.50) 

y la notación (()) se usa para simetrizar los productos de operadores, tal como 
fue propuesta en el capítulo anterior. Los vectores base del espacio de Hilbert 
al tiempo inicial r', IQ'' = QLC'ª = O,C~ =O, '11'~ =O), están etiquetados por 
sus correspondientes valores propios, que satisfacen 

cJ'1QLC'ª =o.e~ =o, '11'~ =O) = Q\IQ\,C'ª = o,c~ =o, 1f~ =O) 
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en corisisterici8: co~ 1118 c~ridÍcion~~ .a:l~fro~ier~dási~ai;\5:4)i Expresiones 

análogas son \i~lid<LS P,ar;. los ·".ector7s ~a.efe al tiéi:Il~ci· ñnal'7·". • •···••• : ·. · ... 
. ·Los oper~dciresQ'. ~stán defl~idÓ~ jio~.latr.:,;fÓ~fu~cí6ird~ ~oi-m~ cuántica 

.... ·.• 'r ·,· . . •• ·: ... ··':···' : ....... " 

(5.53) 

con: ~icpresione~ análogas para el resto de lasv~riables, donde el operador 
her~iteano j: está definido por . 

(5.54) 

. Con esta definición el operador j: es hermitiano si ñ y e lo son. El efecto 
de esta operación es reemplazar Cª --> o:ª en la expresión de la carga BRST. 
El operador j: define el término de borde correcto cuyo límite clásico es 
precisamente el obtenido en la sección previa (5.25). Esto se debe a que C 
y e están fijos a cero en los extremos de modo que la única contribución 

· de la transformación (5.53) en los puntos extremos es o:ªG., recuperando 
la expresión generada por la transformación canónica de norma (5.8). La 
siguiente observación es que la transformación (5.53) produce un cambio en 
la función HansT que puede absorverse redefiniendo el fermión de norma. 
Aplicando (5.53) a la acción BRST se obtiene, para el término cinético 

(5.55) 

donde zA = (l, 11'.,c· .e-.) y ITA = (p;, >.•, p•' P.). El efecto de esta trans­
formación en el hamiltoniano efectivo es 

óH.11 = [H.¡¡,J:] = [!1, [HansT + [IP,fl}, io:f>]]. (5.56) 

El resultado de la variación es, por tanto, un término BRST exacto, más un 
término de frontera. Redefiniendo el fermión de norma de tal manera que el 
término BRST exacto se cancele (esto es siempre posible porque el resultado 
es independiente del fermión de norma), obtenemos 

óSansT = (ILózA - J:) j"', 
T¡ 

(5.57) 
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donde, el fermión de norma es ahora·. 

J( = -[HBRST + [w,n],it:ªP.J- ia~;·, (5.58) 

y hemos usado que (HBRST, f!j = 0 además de suponer que fl rio depende 
explícitamente del tiempo. Así, la variación de la acción es un término de 
punta que coincide con D ya que los fantasmas C, C y :r se anulan en los 
extremos. 

Para imponer a nivel cuántico las condiciones de norma x"(q, p) =O en el 
formalismo BRST-BFV se procede como sigue [39]: Se escoge como fermión 
de norma 

~ • 1 ~ 
w, =P.>.·+ -c.x·. 

f 
(5.59) 

se realiza el cambio de variable :r.--> <:r.,C.--> d~. (cuyo jacobiano es uno) 
en la acción (5.49) y se toma el límite < -t O. De esta manera las ecuaciones 
de movimiento resultantes contienen como ecuación de Heisenberg x• = O. 
Es importante notar que la propiedad ó(AB) = óAB+AliB es válida si todas 
las expresiones anteriores se simetrizan correctamente. 

Para reformular estas ideas en términos del principio de acción de Sch­
winger podemos seguir dos caminos equivalentes. El primero consiste en 
considerar directamente la acción cuántica (5.49) y reconstruir las correctas 
variaciones en los extremos usando para ello la transformación de norma. En 
este caso obtendremos 

(Q;,r2\Q(,r1 ) = i(Q;,r2\P;(r2)6Q'(r2)- P,(r,)óQ'(r,) 
-HBnsr(r2)lir2 + HBnsrh)óri\QLr1), (5.60) 

donde hemos descartado las contribuciones de los fantasmas y del sector de 
los multiplicadores de Lagrange ya que usando la prescripción (5.59) y las 
condiciones BRST-invariantes no contribuyen a la dinámica en el espacio 
fase reducido. 

De manera equivalente podemos partir de la acción (5.49) sin considerar 
los términos de frontera y usar la condición de norma transformada x que 
ahora se satisface idénticamente en los extremos. Nótese que por el primer 
camino puede resultar imposible construir las variaciones correctas en los 
extremos debido a problemas de ordenamiento de factores. Esto no implica 
que el problema cuántico no pueda resolverse en una condición de norma 
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(cuántica) que se satisfaga idénticamente en los extremos. Lo que esto quiere 
decir es que dos condic.iones de norma relacionadas por una transformación de 
norma en la teoría clásica pueden no estar relacionadas por la correspondiente 
transformación de norma cuántica. Es, por tanto, siempre posible resolver el 
problema cuántico partiendo del principio variacional (5.49) sin considerar los 
términos de punta en una condición de norma que se satisface idénticamente 
en los extremos. 

5.4 MODELO DE BANKS-Ü'LOUGHLIN 

El objetivo de esta sección es ilustrar las ideas previas por medio de un ejem­
plo. Para ello proponernos usar el modelo de Banks-O'Loughlin de gravedad 
en 1+1 dimensiones en el espacio de Minkowski[9]. Este modelo es mucho más 
cercano a las ideas de la Relatividad General que los ejemplos previos consid­
erados en [59], donde sólo se presentan ejemplos sin interacción. El cálculo 
del propagador para este sistema, usando la integral funcional, puede verse 
en [74]. Aquí utilizaremos el principio de acción de Schwinger obteniendo un 
resultado que coincide con el correspondiente resultado usando integral fun­
cional y discutiremos brevemente el producto interno en el espacio reducido. 
Nuestros resultados son una consecuencia directa del análisis presentado en 
[60] para la partícula libre relativista. La diferencia es que en nuestro caso 
el hamiltoniano reducido es explícitamente dependiente del tiempo. Aunque 
los modelos de gravedad en 1+1 dimensiones son una simplificación drástica 
de la garvedad en 3+1 dimensiones, existen algunos problemas que no son 
sensibles a la reducción dimensional, como por ejemplo, el problema de la 
definición del tiempo, que aparece en cuanquier teoría invariante ante difeo­
morfismos. En el modelo de Banks-O'Loughiln los problemas para obtener el 
propagador covariante son enormes debido a problemas de ordenamiento de 
factores. Sin embargo, el propagador en el espacio fase reducido es calculable 
y no presenta problemas de ordenamiento de factores, en contraposición a 
los resultados obtenidos originalmente en [9]. 

El punto de partida para construir el modelo de Banks-O'Loughlin es el 
lagrangiano 

( 5.61) 

construido de tal manera que sea invariante ante difeomorfismos. Aquí <P es 

148 



un campo escalar, g"P, a, f3 = 1, 2 es la métrica cuyo deterrninanie'deriotamos 
por g y R denota el escalar de Ricci. El estudio de éstos: modelos ha llévado 
a.la conclusión de que para espacios tiempos con .la fopoÍogía dél'cilindro el 
espacio fase corresponde a configuraciones espacialmente;liciiriogéneas que se 
propagan en el tiempo. El elemento .de línea puede esd;ibirse eri ta: forma 

ds 2 = g2(t)dt 2 
- e(t)~dx2 , (5.62) 

(x1 := t) y la acción es 

J. (D(<P)e e~2 ) S.= dt -
9
- + 2g - egV . (5.63) 

La teoría es invariante ante reparametrizaciones si g transforma como 
multiplicador de Lagrange. En forma hamiltoniana esta acción es 

(5.64) 

donde 

(5.65) 

es la constricción de Wheeler-DeWitt y u = In e. 
Por simplicidad seleccionaremos las funciones D y V de tal manera que el 
lagrangiano sea invariante ante translaciones en r/J: D(</>) = Q<P y V(<P) = k 

· con k y Q constantes. 
Cuantizaremos el sistema en la norma 

(5.66) 

donde f( r, tr,¡,) es arbitraria. Para ello partimos de la acción BRST 

donde el término D resulta 

D = ((c(-2~2 + tr~a - ke'ª))). (5.68) 
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. . . ,· . ·.. . ·' .· ·: :· .· . . < . .. ::~··,. ,.' . .· 
La acción. (5.67) · ~s válida para·las trayectorias cuyail condiciones ~obre. los 
extremos. sori.. ... . . : .. · . " .. 

q\(ii) ~e(~1)7rª;3q11'/ .·•·.s(r.';') __ ·, ;c. (Til(·"'"Q'lr~+ -Q'lr·)·. = u1 . 
. . .: :.· >º'' FJ./':: :· : .. 

, . ' :.;'.:,.7r~(~~)''i:)L~ • uh)·~ c(r2) (- ~~ + ~) = u2, 

y. para el :.resto de las variables las condiciones BRST invariantes usuales · 
C(r1) =,, C(ri) = C(r;)= C(r2 ) = 7r{r¡) = 7r(r.) = O. Para construir el 
hanii!fonianó efectivo usamos el fermión de norma 

. i -
'l1 = ex-PJ.., (5.70) • 

donde X está dada por (5.66). La carga BRST es 

n = -iP7r + C1i, (5.71) 

donde A = -2Qp~ y B = -2Q2 k exp(2u). Usando las relaciones de con­
mutación 

[u, 'Ira]= i, [ql, 'Ir~}= i, [>., 7r] = i, {C, P} = -i, {P,C} = -i, (5.72) 

puede mostrarse que la carga BRST es hermitiana y nilpotente. El hamilto­
niano efectivo es 

1 1 - -
He¡f = eX1r - ;Cfx, 1i]C- iPP - J..1i, (5.73) 

donde 
[X, 1i] = i(27ra +A). (5.74) 

En nuestro caso :F coincide con ((e1i)) y las transformaciones de norma son 

óu =u - ii·= c(27ra +A), Ó7ra = -4Q2koe2ª, óq\ = -2Qo7ra, (5.75) 
ó'lr~ =o, ó>. = t, ó'lr = o, óP = óC = óP = óC =o. 

En este caso g satisface 

é(r,) = (27ra + A)-1 (f(7r~,r)- u¡){r¡), 
é(r2) = (27ra + At'(f(7r~, r) - u,)(r.). 
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.. . 

Podemos resolver para el propagador en la norma "lineal"queest~ coneCtaC!a. 
con. la cÓndición}e ·nórma original por la transforma~ión. a., norrria'(5. 75)· : 

En tal CMO la ~~ndidón de norma se cumple idénticamimte en l~s ~iii~;r;6~. 
Pará:está n~rma la correspondiente acción BRST es . . . "'. .. . . 

s = f d;(~ir., +aira+ cP- xir -e(~ - ;p)c + iPP;+·A1í) •. (5/9) 

.obtenida de la acción original haciendo la transfor.mación t.~· ,e, 1Í.:..:. .m y 
tomando el límite e .:..:. O. Las ecuaciones de movimiento son · 

'irq,= o, 
2 . ce Air. Air., 

-'ira+ 2kAe ª - 7r =O, u+ Q2 - {j2 + Q =O, 

e ('Tr,p 'Tra )- e· -'P + Q - Q' C =O - iP =O, 

( ~ - ~~ )C = O, P = O, 

'H =O, X= O. 

(5.8o) 

(5.81) 

(5.82) 

(5.83) 

(5.84) 

Como consecuencia de las ecuaciones de movimiento los fantasmas desapare­
cen de la dinámica y ir = O por consistencia del algoritmo de Dirac. Por 
tanto al reducir resulta 

(5.85) 

(5.86) 

Aplicando el principio de acción obtenemos 

(-r2,irq,,h,</iil 
i(-r2, 7rq,2Jir0 h)óu2 - 7r0 ( T1)ÓU1 - iJ>(r2)Óirq,2 - 7r q,(r,)óiJ>1 h, iJ>(P.87) 
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cuya solución es 

(r2 ,ir.¡,2 jr.,c,1>1)± = exp(iir.¡,2</> 1)exp (i l"' drir;). (5.88) 

Resultado que coincide con el obtenido usando integral funcional en (74]. 
Por ultimo analizaremos el producto interno en el espacio fase reducido. 

Es conocido [58] que cuando se impone la condición de norma x = O el 
producto interno regularizado tiene. la estructura 

(fjg) = j dqjó(x)[x, G]g, (5.89) 

donde el factor ó(x)[x, G] tiene el doble objetivo de restringir apropiadamente 
las variables de integración y hacer que el integrando sea invariante de norma. 
En nuestro caso este factor es 2ir;!' + A. Con el objeto de que las funciones 
de estado que hemos obtenido 

(5.90) 

sean ortogonales, es necesario multiplicarlas por el factor ( J2ir'!¡ + A)-1• 

Este resultado coincide con el correspondiente resultado obtenido en (60] 
para la partícula libre relativista. 
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 

Hemos descrito algunos aspectos generales de los sistemas con constricciones 
en el contexto del formalismo hamiltoniano. Mostramos la equivalencia del 
procedimiento de Faddeev-Jackiw con el método de Dirac. Extendimos el 
análisis BRST-BFV y el método de Batlin-Tyutin al caso de sistemas no esta­
cionarios. Construimos una versión del método BRST-BFV de operadores en 
el contexto del principio de acción de Schwinger. Analizamos los problemas 
que las condiciones de norma no acsesibles producen a nivel de la formulación 
del principio variacional original en el formalismo de operadores. 

La comparación de los métodos de Faddeev-Jackiw y Dirac es útil para 
establecer los resultados que se obtienen con el método de reducción FJ en 
una base firme. En particular arroja luz sobre la versión geométrica del 
método de Dirac mostrando la interelación entre las variables de norma y 
los multiplicadores de Lagrange. La demostración formal de que nuestro 
resultado es independiente de la condición de norma puede realizase siguiendo 
las técnicas desarrolladas en la referencia [47]. 

En el capítulo 3 mostramos que el método BRST-BFV puede aplicarse a 
una teoría general incluyendo el caso en donde el hamiltoniano y las cons­
tricciones dependen explícitamente del tiempo. Mostramos que la teoría 
puede describirse en términos de la prescripción estandard BRST-BFV para 
el correspondiente sistema invariante ante reparametrizaciones. Investigamos 
también la aplicabilidad del teorema de Fradkin-Vilkovisky para estos sis­
temas. Encontramos que al menos para el caso en el que se elije una condición 
de norma lineal que se satisface idénticamente en los extremos, la integral 
de trayectoria y el formalismo de operadores conducen al mismo resultado: 
la equivalencia dinámica entre el modelo original explícitamente dependiente 
del tiempo y el correspondiente modelo reparametrizado. Este resultado 
puede generalizarse a normas arbitrarias usando las técnicas del capítulo 5. 

En el capítulo 4 mo~tramos que es posible partir de la acción efectiva 
clásica, invariante ante la transformación de BRST para construir la corres­
pondiente acción efectiva cuántica en el caso de teorías que no presentan 
anomalías. El principio de acción de Schwinger se usó para construir una 
versión del formalismo de operadores del método BRST-BFV. Las princi­
pales ventajas de tal formulación son: a) control directo en los problemas de 
ordenamiento de factores. b) Manipulación transparente a los términos de 
frontera en el caso de sistemas con grados de libertad fermiónicos. c) Ob-
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tendón de las reglas de conmutación y /o anticonmuatción correctas para 
sistemas con constricciones. Presentamos los ejemplos de las partículas, 
paraÍnetrizada, relativista y con espín. Nuestros resultados coinciden con 
los propagadores conocidos calculados usando el método BRST-BFV en el 
marco de la integral funcional. En el camino encontramos interesantes ana­
logías entre el método de operadores y la integral funcional sobre todo en lo 
que respecta al sector de los fantasmas. 

Por último en el capítulo 5 mostramos que el principio de acci6n de 
Schwinger es también útil para tratar problemas con constricciones en los que 
se fijan condiciones de norma no acsesibles. Este análisis puede considerarse 
como una extensión al formalismo de operadores de las ideas presentadas en 
(59] en el contexto de la integral funcional y muestra que los procedimientos 
de reducir y cuantizar o cuantizar y reducir conmutan en el caso en que no 
se presenten obstrucciones topológicas ni problemas de ordenamiento. Pre­
sentamos como ejemplo el modelo de Banks-O'Loughlin de gravedad en 1+1 
dimensiones en normas canónicas. 

Algunas de las tareas que quedan por hacer en este campo son: a) Estu'­
diar la cohomología BRST para teorías anómalas en el contexto del complejo 
bivariacional [3], (12] b) Analizar los problemas que surgen de tratar cons­
tricciones complejas en el formalsimo BRST-BFV. e) Estudiar la formulación 
lagrangiana BV. f) Análisis de problemas de ordenamiento para teorías con 
constricciones cuadráticas en los momentos usando BRST-BFV. 
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APÉNDICE 

GRASSMANOLOGÍA 

El objetivo de este apéndice es mostrar la notación y las convenciones 
utilizadas en el trabajo de tesis, en particular en lo que respecta a las vari­
ables de Grassmann. Analizaremos la estructura del espacio fase cuando se 
presentan grados de libertad fermiónicos considerando los factores de signo 
apropiados para el caso de sistemas con constricciones fermiónicas. Para 
detalles referimos al lector a (58] y [23]. 

A.l VARIABLES FERMIÓNICAS 

Un álgebra de Grassmann íln con n generadores se define como un espacio 
vectorial sobre los números complejos con las siguietes características: a) Un 
producto asociativo y bilineal con respecto a la adición y multiplicación por 
escalares. b) Contiene el elemento unidad respecto a este producto, c) íln es 
generada por n elementos eA. A= 1...n que obedencen la relación 

eeB + e8e =o, (eAl2 =o. (A.1) 

Por tanto, una base de íln es {1,e,ee8 (A < B), ... }. La dimensión de este 
espacio es 2n. Un elemento genérico tienen la forma 

g = 90 + 9Ae' + 9ABeeB + ... + 9A, ... Ane· ... eAn (A.2) 

donde los coeficientes 9AB pueden suponerse totalmente antisimétricos. Los 
números eA pueden representarse por matrices de dimensión 2n X 2n. En 
lo que sigue distinguiremos dos tipos de variables dinámicas como vari· 
ables pares (conmutan) o variables impares (anticonmutan). Las siguentes 
propiedades se cumplen 

o·oP + oPo· = o, llºimpar 
o•q' - q'll" =o, o· impar, q1par 

q1q; - qÍq' =O, q'par, 
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(A.4) 
(A.5) 



•' . < .... :>···.=:· .. ,·.. . . . ,' . 
Usaremos indistió.tairi~nt~:ifupar o f~rmiónica y. par o bos6iiico. Podemos 
realizar. e~t~ ·v.~riab.les~diiiámic~. en términos. de los generadores {A. como 

q'(t) = q~(t) + q~aeªe + .. . 
o"(t) = o:wle + oAaceªeªe + .. . 

. .. -... 

(A.6) 

(A.7) 

· dond~ l~s c~·efkientes: son números complejos. Es posible construir el álgebra 
de Grassmann para infinitos generadores. En tal caso la serie (A. 7) es infinita. 

"Los generadores {A no juegan ningún papel relevante en lo que sigue. Los 
objetos que intervienen en la descripción física de los sistemas con grados de 

· libertad de Grassmann son las llamadas superfunciones (objetos que viven 
en el superespacio) cuya forma es 

(A.8) 

donde los coeficientes dependen de las variables q que conmutan y son total­
mente antisimétricos en sus índices. 

Las reglas básicas para derivar son las siguientes: 

--+ <- <-

ó f = ~60° = óO..EJ_ = -~óOª. 
9 ªº" ªº" ªº" 

Por ejemplo, si J = 111 112 

de donde se deduce 

71 f 1 ao2 =o, 

óf = 6111 11 2 + 016112 = -112 601 + 81 602 

7f f = -O' 71 f 02 
81)2 8(jl = - ' 

'a f 2 

ªº' =0. 

(A.9) 

(A.10) · 

(A.11) 

En general, toda superfunción puede dividirse en una parte par y otra impar 

donde 

J(q,O) = fpar(q,O) + Íimpar(q,8), 

fpar(q,O) =fo+ faf30ª1)fJ + ··· 
Íimpar(q, O)= J.Oª + ÍafhO"O~fT' + •••• 
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Es conveniente introducir la paridad de Grassman como un número que puede 
tomar los valores 1 o O de acuerdo a si la función es impar o par, respectiva­
mente. Este número tiene las propiedades 

fg = (-)'t'•gf, f{fg) = f{f) + f(g), (A.15) 

y se suma y multiplica modulo 2. La regla de Leibnitz es en este caso 

a OA =-O a A a o A 

ªº" ªº" + ªº" 
(A.16) 

y las derivadas derecha -+ e izquierda +- están relacionadas por 

a 1 _ -< _ )'I a 1 
ªº" - ªº"' 

(A.17) 

donde A es un superfunción arbitraria y O es una superfunción impar. Las 
propieades de conjugación de los números de Grassmann son, a) (AB)" = 
B"Aº, b) (A")" = A, c) (aA)" = a• A·, donde 0< es un número complejo 
arbitrario. Se dice que A es real si Aº= A y es A es imaginario si A"= -A. 
Nótese que OºOfJ es imaginario si Oº es real. 

La integral sobre variables fermiónicas o integral de Berezin está definida 
por44 

j OdO = 1, j dO= O. (A.20) 

Su generalización es inmediata para cualquier número de variables de Grass­
mann. 

44Esta definición de la integral para. variables de Grassmann puede justificarse como 
sigue: consideremos la identidad 

1inJt11 lin/Cy 
-oo </>(r)dr = -oo </>(r + c)dr, (A.IS) 

donde e es una constante arbitraria. Para el caso de una variable de Grassmann impar 
· esta identidad es 

j </>(O)dO = j dO(a + bO) = alo + bl1 = (a+ bc)Io + bl¡, (A.19) 

donde 10 = J dO y 11 = J dOO. Para mantener la identidad básica (A.18), se obtiene lo= O 
y 11 arbitraria. li se escoge convenientemente como l. 

157 



Dádo el cambio de variábleq''(q',B"'), B'"'(qi,B"') d()nde e(q') = e(q'') ':" •· 
o,·e(Bª) = e(O'"') :1; .. definimos el superjacobiano por la: matriz .. '' 

(
~ 

- 8qJ J - ao•P 

ª•' 
&..) 80° 
as1 /J • 
88° 

El ca~bi() de va~iable es inverÜble si J es invertible 

r' _ B(q',0°) 
- 8( qd, 01/J)' 

En general cualquier matriz de la forma 

M=(~ ~). 

(A.21) .. 

(A.22) 

(A.23) 

se llama una supermatriz, si A y D son pares y B y C imapres. En par­
ticular M1 M2 es una supermatriz si M1 y M 2 lo son. La supertraza de una 
supermatriz es 

str M = trA - trD, (A.24) 

y cumple con la propiedad str(M1M,) = str(M2M 1 ) y str(M1 + M 2 } = 
str M1 + str M,. El superdeterminante se define por 

8lnsdetM = str(1'r 15M) (A.25) 

y cumple la propiedad sdet (M1 M,) = sdet (M1)sdct (M,). 

A.2 MECÁNICA CLÁSICA CON VARIABLES DE GRASSMANN 

Si además de los grados de libertad bosónicos se introducen grados de liber­
dad fermiónicos, la acción de un sistema arbitrario tendrá la forma 

S = f'' dtL(q',é/,Oª,Óª). },, (A.26) 

El correspondiente hamiltoniano puede calcularse de la manera usual con la 
convención 

8L 
p¡ = 8qP 
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y resulta 
H = i/p; + Óª7r"' - L. (A.28) 

Las ecuaciones de movimiento pueden calcularese usando el corchete de Pois­
son 

· [F G] =(8F8G _ 8F8G) +(-)º (8F 8G + aF 8G). 
' 8q• 8p; 8p; 8q• 80° 81ra 87ra 80ª 

(A.29) 

que cumple las propiedades 

[F,G] 
[F,G1G2} 

[(F1,F2],F3] 
E([F,G]) 

-(-)'F<º[G,F] (A.30) 
[F,Gi]G2 + {-)'F'0 G1[F,G2} (A.31) 

+ (-)'F1!<F2+•F,l[[F2,F3},F1] + (-)<F,(<F, +•F1l[[F3, F1]. J?A..;lla) 

fF + <a. (A.33) 

A.2.1 ACCIÓN EXTENDIDA: INCORPORACIÓN DE LA SIGNOS APROPIA~ 
DOS 

Denotaremos las variables del espacio fase, entre las cuales puede haber al­
gunas que pertenezcan a un álgebra de Grassmann, por zA,A = l. .. ,n. Las 
constricciones de primera clase -r0 (zA ), a = l. .. m y sus multiplicadores de 
Lagrange asociados por .>.•. Asumiremos que las constricciones son reales. 
Pueden ser pares o impares. En el segundo caso ).º es imaginario e impar, 
de tal manera que el término .>.•-r. sea real y par. 

La acción extendida tiene la forma 

(A.34) 

donde H(z) es el hamiltoniano canónico. El álgebra de constricciones es 

ha.'l'o} = c~.-r.. 

[H,'l'a] = v:-r6 

(A.35) 

(A.36) 

con las constricciones a la derecha de las funciones de estructura. Las fun­
ciones de estructura tienen la siguiente propiedad 

e~, = -(-Yº"Cb' •. (A.37) 
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.. . 
> • -. ,_:. •• • .... , ' ., ' ' 

La paridacl-de lasfu~Cione~.d.e esfructtir~ está dete~!llinada pdr la suma de 
la paridad delos ín.dÍces respectivos· .. ·:Pcir ejemplo; ,(c~6) . .i. + ,6 + ic y· 
. ~:elí~)·.~:·.f~:.·~~<~~~ . ~./ ·.·:.;·.':, .. :·.'::/·;·) ... _:,.:·.~·:.:· >-·. .·:. '·. 

La'estrúctura 'simpléi:tica·¡,5:_ . 
. . . ·.· . .-: ·. . , _:.R•:· · .. . . ·R. 

··:.·:.:.·.·.·a ªA_ .. · (.)<•·+l·)(<s+_IJª. ªB. 
O'AB = ---B- '."" - - · --A-

-' .. ·· ·.: 8z ·, . az 

[zA,zBJ = uAB 

[F. GJ = anF ABanc 
' 8zA O' azB 

O'ABO'BC = Ó~, O'AB = (-)(<,.+l)(<o+l)17BAt 

·y las transformaciones de norma están dadas por 

óF= [F,cª'Ya) ::>: (-)'F'•cª[F,"fa]. 

(A~3s) 

(A.39) 

(A.40) 

(A.41) 

(A.42) 

La paridad de las constricciones de primera clase, los multiplicadores de 
Lagrange y el parámetro de norma las denotaremos por '•• E().ª) y E(cª), 
respectivamente. Sus propiedades son las siguientes 

f('i'.) = '·· ,,; =/'a 

E(..\ª) = f(cª) = '•• (..\ª)" = (-)'•..\ª, (eª)" = (- )'•varepsilonª 

(A.43) 

(A.44) 

y están determinadas por el hecho de que ..\ª70 y eª')'. sean reales y pares. 
La acción (A.34) es invariante ante las transformaciones del norma 

ª'ª ózA = [zA,cª'Ya], ó..\ª =-¡¡;: + [cª,Ha+..\67b]+AccbCi:c -c6V¡,ª (A.45) 

ó,S = ([0 1 cª70 ]aA - cª'Ya)!;:;. (A.46) 

Aquí, los parámetros de norma cª(z8 , r) son funciones arbitrarias del espacio 
fase. 

Un punto importante acerca de la acción (A.34) es que no podemos fijar en 
los extremos todas las variables zA ya que esto sobredetermina las condiciones 
iniciales de las ecuaciones de movimiento. Podemos escoger la mitad de ellas 
con la propiedad 

(A.47) 

(conjunto completo). Por ejemplo, en coordenadas canónicas donde zA = 
(q',p¡),i = l. .. n y ªA= (p;,O) podemos poner q(r1) = q¡,q(r.) = q2 o los 
momentos p(r¡) = p¡,p(r2 ) = P2 o alguna combinación de coordendas y 
momentos con la propiedad (A.47). 
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A.2.2 TÉRMINOS DE FRONTERA 

Con el objeto de ilustr~r los·problemas que las vari~~l~;fenili~~kas intro­
ducen en la definición del espacio fase ~qnsider.emo~ .1a: acción 

··-:.· 

donde i,j = 1, 2, 3. Este sistema tiene las siguientes éonst~i~;,ioÜ~s\'.·//:/: 
·;.·::;.~, ,/ -" 

Xi = p¡ + ~ó;;O;, ... (Á'.49) 

y su hamiltoniano asociado es cero. Estas constriéciones sod d~ ;~gJ~~:;_~f~,/;c 
'(A.50) . 

darido origen al paréntesis de Dirac 

[O',Oi]• = -ió¡;. (A;.51) 

Al cuantizar este sistema obtenemos el anticonmutador 

(A.52) 

Las ecuaciones de movimiento asociadas a la acción (A.48) son de primer 
orden y por tanto, no es posible fijar la variable dinámica o• en los extremos. 
Lá manera de resolver este problema es considerar el principio variacional 

J.
t2 • • 

s = 
11 

io•o;ó,;dt - iº'(1,)oi(12)ó¡; (A.53) 

que fija la combinación O(t 1 ) + O(t2 ) = 2~. Este resultado se sigue directa­
mente de exigir que el principio variacional de las ecuaciones de movimiento 
correctas (sin restricciones adicionales) y sus condiciones a la frontera de­
terminen la solución de manera única. El siguiente ejemplo tiene grados de 
libertad fermiónicos y no presenta constricciones, el lagrangiano es cuadrático 
en las velocidades. Sin embargo, presenta estados con norma negativa. Con­
sideremos la acción 

S[A,C,C] = j dt(~A2 + iCC). (A.54) 
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Los momentos asociados son 7r = A, P = :....ic,,p: 
resultante es 

H = ~ir2 +iPP. 
2 

' ,., \ 

.... : ·=.:, .:·.· ·: ' .. ' 

'ic }~~; ifJ¡if~íi¡1~¡,. ,•', · 
' .:¡ -::: :, ;_: ~- ·.·; -~. 'i. :, . 

(Á.55) ·· 

Las propiedades de los pares conjugados (C, P), (C, P) soi1 C2 ·= o;c:i;;,,., 
o, p 2 = o, P2 = o y e· = c,c· = e, p· = -P, P· = -Piitrito·éon la.S 
relaciones de anticonmutación 

ct>+PC= -i, CP+PC = -i. (A.56) 

Nótese que la acción es invariante ante la transformación supersimétrica 
óA = Ci;:, óC = O, óC = iAi;:. Con la representación de estas relaciones de 
conmutación en términos de 'lo= e - iP,'/1 =e+ iP obtenemos 

'/O/!+ /!'/O= O, '15 = -1, ,; =l. (A.57) 

La norma de ¡ 0 es negativa en el producto escalar que hace de ¡ 0 un operador 
hermitiano. 

A.2.3 INTEGRAL FUNCIONAL SOBRE EL SECTOR DE LOS FANTASMAS 

En la base del superespacio generado por los fantasmas { 1, C, e, CC} podemos 
expresar un elemento génerico en este espacio como 

f = fo + f¡C + hC + faCC. (A.58) 

El producto escalar es (Jjg) = i J f*gdCdC. La matriz correspondinete a este 
producto escalar es 

o 
o . o o i) 
-i ~ o . 

o o o 
(A.59) 

Es fácil ver que CC es vector propio de los operadores C y C con valor propio 
cero ya que 

CX=CX, C=CX, 
. a 

PX=i.....,,,X, 
ac 
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Denota.re~os a este vector por . 
','·,··: 

: .1~~~~=0) .. ·• (A.6.1) 

El m1ci~odelá'.faí-i¡bleA(C;C;C;,C') és'· 

.. ·· .... ·. : \>'?,3,(hJ)~~ .. 'J):L'fdidt'A(c,c;c;,~,)f(c',c'), . (Á:6~) 
, y obeélec~ la regl,;, del productó 
·. ;,.-; 

. (AJ3)(C,~;c1,C1) =f dc"dC;'A(C;~;C''.,Cfl)~(C",C''.;51;~'~, • .. , (A:~a) 

.. En particular los elementos de matriz d~I op~r~dor as~~i~d~;A ;~t~e·I~s 
esiados (A.61) es · · · 1 ·< ' 

La integral funcional 

U(C¡,C¡;C;,C;;t¡ - t;) = j 'DC'DC'DPVPexp(iS), 

donde S está dada por 

s = {'' (CP + CP- H)dt, 
Ít¡ 

(A:64) 

con C(t¡) = C¡,C(t¡) = C¡,C(t;) = C;,C(t;) = C; describe el símbolo del oper­
ador evolución. En particular, el elemento de matrjz del operador evolución 
entre los estados, (A.61) es 

(A.67) 

con C¡ =,C; =e,= C; =o. 
Como ejemplo consideremos la partícula libre fermiónica obtenida de 

(A.54) con A = O. El hamiltoniano es H = iPP y las ecuaciones de 
movimiento son e = i'P,C = -iP, p = o, p = O, La integral de trayec­
toria sobre el sector de los fantasmas es 

(.Pc=C=ol exp[-iH(t¡ - t;)Jl.Pc=C=o) = j 'DC'DC'DPVPexp(iS). (A.68) 
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donde la suma se extiende sobre todas las trayectorias con las condiciones de 
frontera C1 = C; = e1 = C; =o. Realizando las integrales funcionales sobre 
los fantasmas se obtienen dos deltas funcionales de las derivadas respecto 
al tiempo de los antifantasmas. Esto conduce a una integral común del 
exponencial de Po'Po que puede realizarse facilmente45 La derivación de este 
resultado utilizando operadores es 

(1/lc=c!=ol exp[PP(t¡ - l;)Jl,Pc=c!=o) 
(1/lc=c!=ol[/ + PP(t¡ - l;)Jl1/lc=c!=o) = l¡ - t; (A.70) 

Por tanto, la integral de trayectoria para partículas libres fermiónicas escala 
con (t¡ - t¡) mientras que para el caso bosónico escala con (t ¡ - l;)- 1• 

Es útil tener a mano las integrales gausianas 

(A.71) 

con M simétrica y la correspondiente integral para el caso de variables de 
Grassmann 

(A.72) 

para D una matriz par arbitraria. La función delta es 

j /(0)6(0-00 ) = f(00 ), 6(0-00 ) = 0-0o = j exp[i(O-Oo)11l;. (A.73) 

45Una fórmuJa básica de la integral funcional es Ja siguiente 

j VpVqexp[i J.:' dt(pq + F(p; z) + qG(t))J 

J J. ,, i'' 1' dpoexp{iPo(q¡ -q2)+ q1 dlG(t)}exp{i dtF[po+ dtG(t);zJ»..69) 
t¡ t1 f:.i 

donde la variable q está fija en los extremos mediante q(tt) = q¡, q(t,) = q2 y z es cualquier 
variable adicional. 

·,, 
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A.3 _ TRANSFORMACIONES DE LA EsTR11c+uR:A>s'{MPcLECTI~ . , 
cAYESPAcro FAsE REDucmo: FÓR.MuL~~/i:):Eéj~'XDoEiE'v 

_···:·: ::-._. ~:.·.:=-:·;'."·'..>f:~:1~-,?:~.:~:f(~·i>·~.::,:::.~.:}.:::··. ;, <' 
- A11te transformaciones de coordenadas arbitradas>la,{fstkuct~'ra.:')impléd_ica 

u AB transforma como un tensor de rango 2 - · -··.•. :{.:'Y/~¡:;_;?;.~_é>i:•: '·>;·.:; ";•,: 
.. ~...-.-- .. ·~. ':-"·'~"·,~·::~:>' .-: ,-· 

.AB = [zA' zB_ .1, _iAB - [ ¡A iBl ~· 8 z'_A ( C D_---1,. 8 i'B !_ (A 74') 
u-· u - Z ,z - - 8z0 z_,,z - 8zD '· ·-, -• 

o en notación matricial 

Tomado el superdeterminante de esta expresión obtenemos 

EJ 1 

(sdet cr'A
8

) 1f2 = sdet a: (sdet uA8 ) 1f 2, 

(A.75) 

(A.76) 

Consideremos un sistema con ¡. constricciones de primera clase. Deno­
taremos las variables del espacio fase reducido por z"'" que están definidas de 
tal modo que si A es un observable depende solamente de las variables z•. 

(A.77) 

La estructura simpléctica u es cerrada, cr = da donde ª" es el potencial 
simpléctico asociado a UafJ· Los potenciales simplécticos a 0 (z•f1) y aA(z8 ) 

(asociado a <T'AB) inducen la misma dos forma sobre la superficie de con­
stricción de donde resulta 

(A.78) 

La estructura simpléctica reducida <T'afJ inducida en el espacio fase reducido 
define los paréntesis de Poisson 

u 0 f1 = [z"",z•f11. (A.79) 

La integral funcional en el espacio reducido será 

P.l.n = j [Vz."l fI(sdet CTo(J)
1

/
2 exp[iS[z•"(t)]]. , (A.SO) 
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Supongamos ahora que introducimos las condiCio~es de norma X~ de tal 
manera que obtenemos un conjunto de con~tricciones de segunda clase que 
denotaremos por x. = (¡-.,x.). . 

La integral funcional en el espacio fase reducido puede escribirse en tér­
minos de las. variables originales zA usando la identidad 

. j ó(x0 )f(zA)(sdetC,u) 112dzA ~ j f(z•")(sdetu0 /J) 1f 2dz•0
, (A.81) 

donde f(z•") es la función original f(zA) proyectada sobre la superficie de 
constricción y 

(A.82) 

Esta identidad proviene de 

dzA = (sdet O'afJ) 112(sdet C,u )-112dz•"dx. (A.83) 

Notando que el superdeterminante de C,u es (sdet ["Ya, Xb]) 2 obtenemos para 
la integral de trayectoria la expresión 

P.I. = j [VzA] TI 6(x0 )6("'!.) Il(sdet["Ya, xill exp[iS'[.0(t)]], (A.84) 
a,t t 

donde hemos usado la identidad (A.81) y S' difiere de S por un término de 
frontera que asegura que 

S'[zA(t)J = S(z•"J, (A.85) 

sobre la superficie de constricción 'Y• = O, x. = O. Las condiciones a la 
frontera del problema reducido están relacionadas con las correspondientes 
condiciones a la frontera del espacio fase original mediante z"'' = z•"(zA). En 
particular, si las coordenadas zA no son canónicas, la medida de la integral 
funcional (A.84) debe cambiarse por [1JzA] TI,(sdet uAs)112. 

Usando el formalismo BRST podemos rescribir la integral funcional en la 
"representación integral'' 

P.I. = j [VzAJ[VAªj[VCª][VC.] II ó(x.) exp[i(S'[zA (t)] 

'·· j Aª"Yadt - j Cb6cxbdt)], (A.86) 

donde 6cXb = [Xb,Cª¡.]. La integral sobre los multiplicadores de Lagrange 
baja ó("Ya), mientras que la integral sobre los fantasmas baja sdet ['YaXb] re­
cuperando el resultado (A.84). Esta expresión es conocida como la fórmula 
de Faddeev [32]. 
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