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Resumen 

En este trabajo se propone un par de esquemas de control para resolver el problema de 
regulación de posición de un sistema electromecánico, Se considera que este tipo de 
sistemas puede ser modelado con parámetros concentrados y el modelo se obtiene al 
emplear las ecuaciones Euler-Lagrange. El primer esquema de control emplea el enfoque 
conocido como moldeo de energía con inyección de amortiguamiento, lo que conduce a un 
controlador por retroalimentación de salida sin sensores de posición o velocidad mecánica. 
El segundo controlador incluye adicionalmente un término integral sobre el error de posición.  
mecánica. Esto permite eliminar el error de estado estacionario que se presenta cuando se 
desconocen las condiciones iniciales de la parte eléctrica del sistema que es actuada. 



r'" Capitulo 1 
Introducción 

1.1 Motivación y antecedentes 

Dentro del conjunto de sistemas fisicos, 'los sistemas electromecánicos establecen una 
clase muy relevante desde el punto de vista de la ingeniería. Su relevancia radica en el 
hecho de que se les puede encontrar formando parte en una gran variedad de dispositivos. 
Además, el hecho de que en la actualidad se requiera de modelos más completos, que no 
desprecien la naturaleza eléctrica o mecánica de aquellos sistemas que presentan ambas, 
ha dado como resultado que el viejo principio de considerar sistemas mecánicos o 
eléctricos puros sea cada vez menos considerado. Es así que actualmente deba 
considerarse una clase de dispositivos, cuya estructura está basada en las interacciones 
resultantes de la presencia de una parte de naturaleza eléctrica y otra mecánica. 

Entre otras clasificaciones, a los sistemas electromecánicos se les puede dividir en 
sistemas electromecánicos que almacenan energía magnética y en sistemas 
electromecánicos que almacenan energía eléctrica. La diferencia entre estas dos clases es 
que mientras la primera genera fuerza mecánica a partir de energía almacenada en 
inductores, la segunda realiza esta tarea usando capacitores. 

Por una parte, los sistemas electromecánicos pertenecen a la clase de sistemas 
subactuados, es decir sistemas con más estados que entradas de control y, en algunos 
casos comunes, no todo su estado es medible. Por otro lado, el desarrollo actual en áreas 
tales como la mecánica de precisión, los altos desempeños demandados por las nuevas 
aplicaciones industriales (e.g. robótica, vehículos eléctricos) y la nueva tendencia 
industrial relacionada con el deseo de usar el menor número posible de dispositivos de 
medición, hacen que la tarea de controlar estos sistemas esté lejos de ser trivial, dando 
como resultado que el desarrollo de nuevas estrategias de control sea una labor muy 
importante. Lo anterior conduce a que, desde la óptica de la ingeniería de control, los 
sistemas electromecánicos constituyan un problema muy interesante. 

Tradicionalmente, el problema de controlar sistemas electromecánicos se ha resuelto 
empleando técnicas de control clásico [6]; sin embargo, el deseo de tener mejores 
desempeños ha motivado el uso de otro tipo de enfoques. Un ejemplo en este sentido es 
[11], donde se aplica la estrategia de control conocida como linealización por 
retroalimentación (feedback linearkation) para controlar sistemas electromecánico& 

1.2 Objetivo y presentación del problema 

El objetivo es proveer una ley de control general que se pueda aplicar a cualquier sistema 
electromecánico, sin importar si pertenece a la clase que almacena energía magnética o 
eléctrica. Más aún, enfocando dispositivos en los que no es posible descartar efectos 
parasíticos de origen inductivo y/o capacitivo, la ley de control propuesta se diseña para 
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manejar sistemas electromecánicos modelados de acuerdo a [5], [12] que pueden contar 
con elementos inductivos y capacitivos en su estructura. 

Como filosofia de diseño se usa la metodología conocida como moldeo de energía con 
inyección de amortiguamiento [8]. Este enfoque explota a un nivel fundamental las 
propiedades fisicas del sistema, en particular las de disipación de energía. Esta 
metodología proviene de la mecánica clásica [2], fue introducida a la teoría de control por 
[10] y se ha empleado para resolver diversos problemas de control aprovechando las 
propiedades fisicas que exhiben algunos sistemas, por ejemplo en [3] donde se controlan 
robots flexibles y en [7] donde se trata con máquinas eléctricas. 

El problema particular aquí considerado, se inspira en el trabajo [8] donde se presenta un 
controlador por retroalimentación de salida para una clase de sistemas Eulenagrange 
(EL) subactuados, Esta clase incluye sistemas cuyas coordenadas generalizadas de 
posición están disponibles para ser medidas (no sus coordenadas generalizadas de 
velocidad como los sistemas aquí tratados, donde las coordenadas de posición eléctrica 
son cargas o flujos) y con la estructura de una clase de sistemas mecánicos. 

1.3 Contribuciones 

La contribución principal de esta tesis es proponer dos estrategias de control que realizan 
la regulación de posición de un sistema electromecánico. La idea fundamental es lograr 
la regulación sin actuar directamente sobre el subsisten* mecánico. 

En un primer acercamiento, la ley de control se genera únicamente a partir de variables 
eléctricas cuya medición es factible desde el punto de vista práctico, es decir, a partir de 
señales de corriente o voltaje. Esto permite hacer el moldeo de energía y la inyección de 
amortiguamiento manipulando exclusivamente la parte eléctrica del sistema. 

Posteriormente, se asume medible el vector de posición mecánica y con base a [9], [1] se 
añade a la primera ley de control propuesta un término integral, el cual elimina el error de 
estado estacionario que presenta la primera ley de control propuesta cuando se 
desconocen las coordenadas iniciales de la parte eléctrica actuada. 

1.4 Estructura de la tesis 

Lo que resta del trabajo queda dividido de la siguiente manera: en el capítulo 2 se 
presentan los fundamentos del modelado para sistemas electromecánicos usando las 
ecuaciones Euler-Lagrange; en el capítulo 3 se incluyen resultados relacionados con el 
control por moldeo de energía para sistemas Euler-Lagrange actuados y subactuados; en 
el capitulo 4 se formula propiamente el problema que se resuelve y se presentan los 
resultados principales del trabajo; en el capítulo 5 se muestran resultados de simulación 
obtenidos al emplear los esquemas propuestos en el capitulo 4; en el capitulo 6 se 
presentan las conclusiones; y finalmente se incluyen dos apéndices así como las 
referencias consultadas. 



Capítulo 2 
Modelado de Sistemas Electromecánicos 

En este capítulo se presenta el modelo de parámetros concentrados que se obtiene al 
emplear las ecuaciones Euler-Lagrange con los sistemas electromecánicos. Primeramente 
se resume la deducción de las ecuaciones EL, luego se presentan algunas propiedades 
generales de los sistemas EL y finalmente se genera el modelo para la clase de plantas con 
la que se trabaja en esta tesis. 

2.1 Ecuaciones Eulenagrange 

Una forma de describir con alta precisión el comportamiento dinámico de los sistemas 
electromecánicos es a partir de modelos con parámetros concentrados. Entre las técnicas 
de modelado para sistemas fisicos con parámetros concentrados, una de las más usadas es 
la que emplea la formulación lagrangiana. Las ecuaciones Euler-Lagrange pueden 
deducirse usando cálculo variacional, y cuando se emplean para analizar sistemas físicos 
tienen varias ventajas, entre otras: se establece una terminología común para todo tipo de 
sistemas fisicos (mecánicos, eléctricos, térmicos, etc.), 	empleando variables 
generalizadas; luego, usando un único principio fundamental, como el principio de 
Hamilton, se determinan completamente las ecuaciones de movimiento de manera 
sistemática. 

De acuerdo con (121, la idea principal detrás del modelado a partir de las ecuaciones 
Euler-Lagrange obtenidas con base en el cálculo variacional es que la trayectoria dinámica 
de un sistema puede ser descrito encontrando el extremo de ciertas funciones integrales. 
Este enfoque emplea fundamentalmente un conjunto de "principios integrales", esto es, 
principios que se relacionan con el movimiento total del sistema. El principio integral 
usualmente considerado es el principio de Hamilton. 

Según el principio de Hamilton, la trayectoria descrita por la función de estado l se 
determina encontrando un extremo (usualmente un mínimo) de la función 1. Se dice que 
el lagrangiano .1 es una función de estado ya que, en un instante de tiempo dado, sólo 
depende del valor del estado en ese instante y no de su historia pasada. 

El enunciado del principio de Hamilton es el siguiente: La variación de la integral en el 
tiempo del lagrangiano .1 entre dos puntos terminales fijos qi(ti) y 0(12) debe ser 
cero. Para expresar formalmente el principio de Hiunilton, defina la función 1 tal que 

ft2  ( 	• 1= 	 t 	 (2, 1. 1) 

donde qi  representa a las coordenadas generalizadas y 41  a las velocidades 
generalizadas. 

El principio de Hamilton puede entenderse como una restricción sobre la trayectoria que 
las N coordenadas qi (t) siguen al ir del punto ti al 12 , la restricción es que las 
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coordenadas siguen una trayectoria tal que la función / es un extremo (usualmente un 
mínimo). 

La condición para un extremo de I es que la variación de esta función sea igual a cero, 

SI = 51ti.1(g1, , ,,, 	4N .t)di=0 (2.1.2) 

sujeta a las siguientes condiciones en la frontera 

&h(h)= 0  y 81;  (12 ) = O para i 1,2,3, ...,N 	(2,1,3) 

En las dos últimas ecuaciones el símbolo 8 significa variación independiente del tiempo 
tal y como se usa en el cálculo de variaciones, y es análogo a una diferencial en el cálculo 
diferencial ordinario, 

La ecuación (2.1.2) establece el principio de Hiunilton. A continuación se considera la 
ecuación (2.1.2) donde, por simplicidad, se asume que N = 1. Se desea investigar las 
relaciones que deben existir entre las coordenadas ql  y sus derivadas/ para satisfacer la 

'ecuación (2,1.2) bajo las condiciones dadas por (2.1.3). 

Considere que q0(t) es una función que minimiza a 1, elijan cualquier función ,(t) que 
sea continuamente diferenciable y que se haga cero al evaluarla en las condiciones de 
frontera q(11) y 02). Entonces para cualquier variable real a , la l'Unción 

11,0= qo(t)+ aq(i) 
habrá de satisfacer las condiciones de frontera. La integral 

1(a) = 112  .1000+ ati(t); 40)-1 aii(t); t)dt 

obtenida de sustituir (2.1.4) y su derivada en (2.1.1), sólo depende de a y, más aún, la 
función 1(a) tiene un punto extremo cuando a = O, Esto último es claro de (2.1.4) y de 
la definición de q0(1). Como la función ¡(a) sólo depende de la variable real a , 
entonces el punto extremo de la función —que es a .= O de acuerdo con lo expuesto 
arriba— también debe satisfacer la condición usual para los extremos de funciones de una 
sola variable, esto es 

d/(a) 
— O cuando a = 

da 

La ecuación (2.1.6) es la condición para encontrar el extremo; además, a través de esta 
expresión se relacionan el cálculo diferencial con el cálculo de variaciones. 

Aplicando (2.1.6) a (2,1.5) se tiene que 
dlux it2 tí  Oi = 	— 	= 0 . 
da 41 49q'` 	.1̀  

Ahora denótese por etq a la variación de la función 11) con respecto a la función 

verdadera go(t) de la siguiente forma 
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89.= 00-  9o(0= 
y de manera similar con 84 

= 	- MI) = ail(1 ) 
luego definase la variación de la función de estado & como 

= (1140,  a); - (90(0; qo 
expandiendo en series de Taylor el primer término del lado derecho de (2,1.10) alrededor 
de qc,(1) y de q0(1), conservando sólo hasta los términos de primer orden se obtiene 

82 
02 	 2 

=[9(1,a) - 9o(1 )j---  +[4(1,  - 13(014 

sustituyendo (2.1.8) y (2.1.9) en (2.1,11) resulta 
2 2 _ 	 0 	0 

= — atik9+ --atm j= 8q+
2

84 	 (2.1.12) 
Oq 04 Oq 04 

de (2.1.7) y (2.1,12) 

a (1-1-11)  - 1252 = 
da - 

(2.1.13) 

(2.1.11) 

Definiendo la variación de 1 como 

Ál = It2  .1(9o(0+ a9(0;40(0 ti  ail(0:0dt It2  i(9o(0; 4o(0; 4di 

= f t2  [1 00(0 4' al0; 40(0 

y usando (2.1,10) se obtiene que 

al0;1) (90(0; 40(0; 

=112 &di= O 
	

(2.1.14) 

Una vez obtenida la relación fundamental (2.1.14) se considera de nuevo el caso general 
en el que N no es necesariamente 1. Con esto se obtiene 

= st2 cgi Ir  
i=1  

(al 	01  1,),J. 
uf =0. —oto + 

la 	04t  
(2,1.15) 

(2,1.16) 

Para simplificar (2.1.15) se integra por partes el segundo término para obtener 
N 	N 	t2 	N d( 49.1) 
E—sdich= 	-12  E 	etodt 
¡.104, 	1.101 	r= 	Ot 

dado que (Sq I  se hace cero al ser evaluado en ti y12, el primer término del lado derecho 
de (2116) es cero, Sustituyendo (2.1.16) en (2.1.15) y agrupando términos se obtiene 

= it -
al 

, 	- d 0.1 	
' dt = 0 . 

Oqi  dt  
(2.1.17) 
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Dado que todas las coordenadas generalizadas son linealmente independientes por 
definición, no existirá ninguna ecuación de restricción entre ellas, por lo que se concluye 
que (2.1.17) se cumple si y sólo si el término dentro del paréntesis cuadrado es cero, es 
decir la ecuación (2.1.17) debe cumplirse sin importar la variación &lk  de cualquier 
coordenada qk, resultando 

02 
O 	

az 0 	para i = 1,2,3,—, N 	 (2.1,18) 
qi 	( (94i 

La ecuación (2.1.18) es conocida como la ecuación Euler-Lagrange [12]. 

Para poder determinar la estructura de 2 considere que, según (2.1.1) 2 es una función 
de estado dependiente de las coordenadas qi, las velocidades 41  y del tiempo t. Si el 
lagrangiano es 2 (q1,...,qN;41,...,4N;1) entonces su diferencial total está dada por 

N 	N ir9i 	ir% 0/ - 
, . , , qN;41,...,4N;0=E-F-dqk +1 77-aqk + 

t 
 dt . 	(2.1,19) 

k=1 	k=1 " 

Para determinar a 2 a partir de (2,1.19), considérese que, como 1 es una función de 
estado, se puede escoger una trayectoria de integración que mantenga a todas las q1  
constantes para integrar con respecto a qi, para posteriormente mantener a todas las qi 
constantes al integrar con respecto a 4i . Más aún, esta integral puede llevarse a cabo para 

un valor específico del tiempo t e . Una trayectoria así es perfectamente válida porque el 
lagrangiano 2 queda determinado únicarnente por los valores finales de las variables y no 
por la trayectoria de integración. De esta manera considérese al lagrangiano definido por 
la siguiente integral 

á 	It a 	.0, 	r „ 	 5.1r 	" dt  . 	 . 

	

o,..,o; 	•0,...,0;t 
donde los términos con prima denotan a los términos variables sobre los 
realizará la integración. Sustituyendo (2.1.19) en (2.1.20) se obtiene 

4  1 iql""q" 	 
N I . 

0,...,0 	oqk  
k=1 

41,...,4N N  01(41,...44;,..40)  

	

+J. 	E  

	

k=1 	
04k 

El primer término del lado derecho de (2.1.21) expresado como 

1911"9" E 
 02 (

q1""'"'  "*" '
01 

)dqk  ' 
' 	' .0 

0,-,0 
k=1 

es una función de qi y de t, pero es completamente independiente de las velocidades del 
sistema. En el caso de sistemas fisicos esto es exactamente la definición del negativo de la 
energía potencial de un sistema conservativo [12), 
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El segundo término del lado derecho en (2,1.21) se identifica a continuación. El término 
A N 

0„.•,0 
k=1 

es función de los valores finales de q;  y de las velocidades generalizadas del sistema. La 
última expresión tiene exactamente la forma que toma la función de energía cinética en 
sistemas conservativos [12]. Para sistemas fisicos no lineales esta función recibe el 
nombre de co-energía cinética. 

Con lo anterior, la función de estado 1 queda definida de la siguiente manera 

1 (91 	qN ;41„..,4N 	T(91,,..,9N ;41 	 9N) —V(91 	9N) 	(2.1,22) 
donde se ha hecho la simplificación adicional de eliminar la dependencia explícita del 
tiempo tanto en el lagrangiano como en las funciones de energía. 

En (2.1,22) 7" es la co-energía cinética y V la energía potencial. Obsérvese que hasta este 
punto las ecuaciones (2,1.18) y (2,1.22) no involucran términos no conservativos, es decir 
términos que disipan o suministran energía al sistema. Para introducir términos de esta 
naturaleza en la ecuación (2,1.18), se modifican las funciones de co-energía cinética y de 
energía potencial en (2.1,22) obteniéndose un lagrangiano más general 

I FA1 	9N;41 , 	'(1 + F .N, 	 VQ ) á 	(+ 

donde se ha definido 

T. =1,1 (4)dt 
siendo .7 (q) una función de disipación de energía que depende sólo del vector de 
velocida-des generalizadas, esta función sirve para modelar el efecto de la fricción viscosa 
y en la literatura [5], [12] recibe el nombre de función de disipación de Rayleigh; por otra 
parte, VQ es un potencial no conservativo resultado de fuerzas ,de restricción no 

conservativas. 

Definase a las fuerzas de restricción no conservativas como Qi  = Qi(t). Entonces, la 
energía potencial no conservativa VQ  que resulta de las fuerzas de restricción no 

conservativas se puede definir como 
N 	 N 

VQ= 	N 

N 
EQMOI -111-"q Qmoi = —E121(t1  o,...,o 	 o,..,o #.1 	#=1 	 #.1 

Así, todas las fuerzas no conservativas independientes de las coordenadas y velocidades 
generalizadas pueden verse simplemente como las fuerzas externas aplicadas a la parte 
conservativa del sistema en las terminales donde estas Lerzas de restricción actúan. 
Ejemplos clásicos de fuerzas no conservativas son los voltajes aplicados en las terminales 
de un sistema eléctrico, el torque aplicado a la flecha de un generador, etc. 

De (2.1.23) se obtiene la ecuación Euler-Lagrange que considera también fuerzas no 
conservativas 
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0.1 	d (01 	03 
0 91c 7:-11 194) 4."  Del _ok 

Ordenando términos y escribiendo la última ecuación en forma vectorial, siendo 
q =Eqi 	qk„•,qN1T ,q=[41, 	4k„..,b1T  ,Q=1Q1,...,Qk,...QArir  se obtiene 

d [01 (q,0]  01 (q,4)  ó,7 (q) — Q 

	

dt 04 	0q 04 
(2.1,24) 

De esta manera (2.1.24) representa las ecuaciones que determinan el comportamiento 
dinámico de un sistema lagrangiano rígido. La sección 2.3 se basará en la ecuación 
(2.1.24) para obtener las ecuaciones dinámicas de los sistemas electromecánicos 
considerados en este trabajo. 

2.2 Propiedades de una clase de sistemas Euler-Lagrange 

Aquí se presentan algunas propiedades de estabilidad interna (8] y entrada-salida (E/S) (8] 
de los sistemas EL que resultarán ser de gran importancia en lo que resta de este trabajo. 
Antes de enunciar estas propiedades es importante hacer algunas suposiciones sobre las 
firnciones de co-energía cinética, de energía potencial, de disipación de Rayleip,h y sobre 
las entradas al sistema dadas por Q.  

Las siguientes suposiciones tienen por objeto fundamental restringir el estudio a los 
sistemas con estructura fisica, así como facilitar el análisis de este tipo de sistemas. 

Suposición 2.2.1. Se asume que la estructura de la función de co-energía cinética es una 
forma cuadrática 

(q,0= 14T  DO» 
y sobre la matriz de inercias D(q) se asume que es simétrica y positiva definida 

D(q) = DT  (q) > O, V q E91" 

Suposición 2.2.2. Se asume que la función de energía potencial está acotada por abajo, es 
decir 

V(q)lc ; Vq 	, c> —oo 

Suposición 2.2.3. Se hace la suposición de que el efecto de las firerzas de disipación, es 
decir aquellas fuerias generadas por la función de disipación de Rayleigh, es cero si el 
sistema está en equilibrio, es decir 

!JAI)04 .0 
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Suposición 2.2.4. La función de disipación de Rayleigh tiene la propiedad de definir un 
operador pasivo (respectivamente, estrictamente pasivo) sin dinámica 

0Y (4) 
4 1-4 	 (2.2.5) 

04 
esto es, 

T 0 
04 

 (el)  alio 2 	 (2.2.6) 

se cumple para todo 4 E 91" y a z O (respectivamente, a> O). 

Suposición 2.2.5. Las entradas al sistema, representadas por las fuerzas no conservativas 
independientes de las coordenadas y velocidades generalizadas denotadas por Q, estarán 
dadas por una matriz de entrada M y un vector de control u 

Q=Mod; M€91""; ue91"; m 5n 	 (2.2.7) 

En la suposición 2.2.1 se observa que la estructura de la co-energía cinética, dada por 
(2.2.1), es completamente análoga a la función de energía cinética comúnmente empleada 
en el análisis de sistemas mecánicos lineales, I mv2  ; además, el hecho de que a la matriz 

2 
D(q) se le llame matriz de inercias y se le pida que sea positiva definida también se debe a 
la analogía que se hace con la masa m que aparece en la función de energía cinética de los 
sistemas mecánicos lineales. En la suposición 2.2.2, el pedir que la función de energía 
potencial esté acotada por abajo es muy razonable desde le punto de vista de los sistemas 
con estructura física. Las suposiciones 2.2.3 y 2.14, además de ser físicamente razonables, 
permiten emplear de manera fimdamental las fuerzas disipativas para poder concluir —más 
adelante en este trabajo— estabilidad asintótica del control propuesto. 

Con lo anterior es ahora posible presentar algunas propiedades de los sistemas EL. Entre 
las propiedades de disipación de la energía que tienen los sistemas aquí considerados, una 
de las importantes es la siguiente: 

Proposición 2.2.6 [8] (Pasividad, propiedad E/S). Un sistema EL define un operador 

pasivo de las entradas u a A/T4 . Esto es, existe fl E 91 tal que 
MT4) 

para toda u El l'e  (donde II representa el espacio extendido de funciones 

cuadráticamente integrables de dimensión m). Este mapeo es estrictamente pasivo a la 
salida si la función de disipación de Rayleigh define un operador estrictamente pasivo a la 
entrada. En este caso 

(ni mT4) allmT4112  p 

para algún a > O, fi e 91 y toda u E 2 2e. 
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Prueba. La propiedad se establece comenzando por considerar la derivada con respecto al 
tiempo del hamiltoniano, definido como la energía total del sistema, es decir 

X (4,4). T (4,4) + V(4) 
Para obtener tal derivada se considera lo siguiente 

	

1,7,0 	o,  oT .1.  z 	4  

di 	04 	04 
Donde el segundo término del lado derecho puede escribirse también como 

[0.1(47,4)rii  d  [ 02(tirmT 	d [az (141T 

di 04 	 04 q  di 04 q  

sustituyendo (2,2,9) en (2.2.8) 

i 0q di 04 	di 04 —1(9,0= 
d 	2 (q ,4)T  d [0 (q 4)T 	d [0 (q  

agrupando términos en (2.2.10) se obtiene 

[dl 04 	04 	q  dt 04 
d (0.1(4,1 0.1(4,41  . d [0.1(4,4)7'  

de (2.1.24) se observa que 
d (02(4,1 01(4,4)  = Mu 

	

dt 04 	04 
mientras que, de acuerdo con [2], 

de esta manera, sustituyendo (2.2,12) y (2.2.13) en (2,2.11) se obtiene 
T 

Mu
=ó3 (4)1  _ 	) 

[ 	494 
7' A,' LA  

uT A<T 4._(nui) 4 (q,4) 
04 

integrando de O a 1 

0 
T 

jiu AiTo  _ ifo'(=4  4di = 91 (q,4) —  e (0,0) 

(q,4) — x (0,0) +js(---H 4di 07 tal 

energía7nada ° a macerada 	4

Como la estructura de la función de co-energía cinética, dada en la suposición 2.2.1, es 
una forma cuadrática y dado que la función de energía potencial está acotada por abajo 
según la suposición 2.2.2, es claro que 

(q,4)1 c 
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de (2.2.15) y (2.2.16) se tiene que 
T 

(q,4)=  fot uT mT4eit 
Jo  
	"") 4di +X (0,0)1c 04 

(ul MT  4)1 c 0,0+ joi( DY0(44))T  4011 

definiendo A = c - X (0,0) y aplicando la desigualdad (2.2.6) se obtiene 

MTq)z f+a jólhlhdt 13+ 

de aquí 

(u1MT4) fi + 

	

y de esta manera se establece la propiedad. 	 000 

Observación 2.2.7 De la ecuación (2.2,14) se observa que una forma de estabilizar al 
sistema Euler-Lagrange, asegurando que la energía total sea estrictamente decreciente 

(.4< O), es seleccionando un compensador que defina un operador estrictamente 

pasivo -M 41-) u , Lo cual no es otra cosa que una retroalimentación proporcional de 
las velocidades generalizadas. 

Observación 2.2.8 Nótese que el operador u 1-4 Mr4 puede ser estrictamente pasivo a la 
salida aun si la energía no se disipa "en todas direcciones", es decir no se requiere que 
aparezcan todas y cada una de las velocidades generalizadas en el lado derecho de (2.2.6). 
De esta forma, es suficiente con asegurar que 

á  T ÉLNIL" all AiT áll 2  

	

7  04 	711  

Por otra parte, una de las propiedades de estabilidad interna que caracterizan a los 
sistemas Euler-Lagrange es la siguiente: 

Proposición 2.2.9 [8] (estabilidad global y asintótica (GAS) con amortiguamiento 
completo). Los puntos de equilibrio de un sistema EL con u = O son (q, = (10) donde 

1" es la solución de 17-*-10- = 0. El equilibrio es único y estable si la energía potencial es aq 

una función estrictamente 	
d2V(q) 

convexa, es decir si --z e > 
0q3  

asintóticamente estable si la función de disipación de Rayleigh 
entrada 

0 . Más aún, el equilibrio es 

es estrictamente pasiva a la 
000 

Prueba. El primer enunciado se establece al sustituir 2(q,4):: T (q, q) - V(q) 

con u = 0 en (2,1.24) y evaluar en q = O haciendo uso de (2.2.4): 

11 
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d r  01(44)1  ál(q,4)  - mu- 0,7 (4) 
<hl 04 j aq 	a4 

evaluando en u= O 

d [0 (Ti  (q,4)-V(q)) 0(11  (q,4)-V(q)) = 03 (4) 
dt 	04 	 04 	al 

d 7/  (q,0] 40(T (q,4)-17(q)) o  (4)  

dt 
[0 

04 04 04 

de la suposición 2.2.1 T (4,0= 14T  D(4)4 

d 
 [

0 ( IhT vAhl_ ( 1hr No) 4. 12.111 0(7 (4) 
04l2 -"Pi (3q27  r J aq 	(34 

d Aqw (14TD(04).+?12.  (4) 
11 ̀  "' 

evaluando en = O para obtener los puntos de equilibrio resulta 
8
V (q)= O 
t7q 

la solución de la última ecuación, (q,4)= (4-,o), define los puntos de equilibrio del sistema 
EL. 

Si V(q) es estrictamente convexa entonces se cumple que 

0217(q) 	 d >0 
8q2 

por lo que el punto de equilibrio (q , 4) = (ii,o) es un mínimo de V(q) y además es único. 

La estabilidad del equilibrio puede establecerse de la siguiente manera: Se propone como 
fiinción candidata de Lyapunov a la energía total del sistema (lo que es habitual en el 
análisis de sistemas EL) más un término constante cl 

X (q,4)= T (q,4)+V(q)+ci 
donde ci :1; -v(4y) para asegurar que le (<7,0) = 0. Derivando con respecto al tiempo la 
función candidata de Lyapunov se obtiene la ecuación (2.2.14) 

(q 4) = 4 TAlu 4T 07 (4 

T Ñ 	 = á  ( 10 .2 
04 

aplicando la desigualdad (22,6) 

' ' ) aqk2 t7q 	04 

04 
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Y (*
\q/  

1  
(4,4)=  -4T 

a
0 	5  a114112, a ?. 

lo que implica estabilidad en el sentido de Lyapunov. 

Si la función de disipación de Rayleigh es estrictamente pasiva a la entrada, entonces 
a > O lo que implica lo siguiente 

(q,4)< O V 4* O, si 4= O entonces q = q' 

de esta manera, invocando el principio de invariancia de LaSalle (ver el enunciado 
completo de este principio en el apéndice A al final de este trabajo) se concluye que el 
equilibrio es asintóticamente estable. 

000 

Observación 2.2.10. Es importante subrayar el hecho de que la proposición 2.2.6 sobre 
pasividad es independiente de la forma de la función de energía potencial. Este hecho, 
junto con la proposición 2.2,9, permite separar de manera natural las tareas del 
controlador en la de moldear la energía potencial para estabilizar en el equilibrio adecuado 
y la de hacer al punto de equilibrio asintóticamente estable. 

2.3 Modelo EL para sistemas electromecánicos 

El modelo para el sistema electromecánico generalizado se puede obtener, siguiendo a [5J, 
al considerar que el lagrangiano total de la planta está formado por una parte mecánica y 
otra eléctrica. En este trabajo el lagrangiano total de la planta se define como 

Z p(gp,45)=. T1e(qm,401)+ Te(qm ,4e)-Vni(qm)-Ve(qm ,qe) 
el lagrangiano para el subsistema mecánico es 

/no  (qm  , 	Tple0►m , 	- Vis 	) 

mientras que el lagrangiano del subsistema eléctrico es 

iét(qm , fle ,46)= Te(qm ,4e)-Ve(qmige) 
donde qm  E 91m  representa las coordenadas generalizadas de origen mecánico, qe  E 91' 
las de origen eléctrico y para el sistema electromecánico completo se tiene como vector de 
coordenadas generalizadas.  

qp=lqi qe1 
91111+1 

Para aclarar los argumentos de las funciones de energía que aparecen en las ecuaciones 
(2,3.172.3.3) considere el sistema electromecánico de la figura 2,3.1 

7' 	 ) 

Figura 2.3.1 

13 
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El dispositivo aquí presentado almacena energía eléctrica mediante un campo eléctrico (el 
caso en que el sistema almacena energía eléctrica mediante a un campo magnético es 
completamente análogo [5]). En la figura aparecen dos placas conductoras las cuales están 
dispuestas de tal forma que si existe un voltaje Á entre ellas, entonces se genera un campo 
eléctrico que almacena energía eléctrica. La placa inferior es movible con respecto a la 
superior, siendo ir la velocidad de la placa inferior con respecto a la superior y f la fuerza 
aplicada a la placa inferior. 

Una manera de describir el comportamiento dinámico de esta clase de dispositivos es 
mediante sus curvas características, las cuales en este caso son gráficas de la carga 
acumulada 4 en función de la diferencia de potencial Á . Estas curvas se grafican para 
distintas posiciones fijas de la placa inferior en la gráfica 2.3.2. 

La función de energía para un dispositivo como el de la figura 2.3.1 puede obtenerse 
fijando la posición mecánica en su valor final, para luego hacer crecer el valor de carga 
eléctrica desde cero hasta su valor final, resultando 

Vear) A(4414. 

Similarmente, la fluxión de co-energia para un dispositivo como el de la figura 2.3.1 
puede obtenerse fijando la posición mecánica en su valor final, para luego hacer crecer el 
valor de Á desde cero hasta su valor final, resultando 

71(2„x)= 
o 
 q(2„x)a2 

Volviendo a considerar las ecuaciones (2.31-2.3.3) es claro que 

I P(qPi 4P)' 101(qm ,401) 4.1e(qm.qeS9e) 
Sobre las funciones de co-energía mecánica y eléctrica se asume que son de 
descrita en (2.2.1) y (2.2.2) 

(q,,,,4„,)= 2 9mrAn(grn)ln; Dm(qm)-- AnT  (qn,)> O ,Vqn, EgiM  

=1AD 1/1 • D 	= DTW-  )> 0 
'eVIMITC/ 2 le 	V11111741 evsmi 	e me 	9 

Vg in  Effirn 
 

mientras que las funciones de energía potencial son acotadas por abajo 
suposición 2.2.2 

14 

la estructura 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

siguiendo la 
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V,;,(qm )?_ cm  ; Cm  e% 
	

(2.3.7) 

Ve(qm ,qe )Ice  ; ce E91 
	

(2,3.8) 

Con objeto de que el modelo sea lo más general posible, se asume que existen términos 
disipativos en el sistema electromecánico tanto en la parte mecánica como en la eléctrica. 
Estos términos disipativos pueden ser modelados mediante la función de disipación de 
Rayleigh y su estructura se asume de la siguiente forma 

Ym (4m  )=I4TRmm , 4 • Rm  E grxin  Rm =RZ>0 2 	 (2.3,9) 

7e(ge)=14T , R 4 • R E 91exe  ; Re  = 	>O 2 e e e 	e 	 (2.3.10) 

La estructura dada en (2.3.9) y (2.3.10) es la que presentan los amortiguadores mecánicos 
y resistores eléctricos con comportamiento lineal. Además, la estructura asumida en las 
últimas dos ecuaciones permite cumplir con las suposiciones 2.2.3 y 2.2.4 sobre la función 
de disipación de Rayleigh, 

Para permitir que no necesariamente todas las coordenadas de origen eléctrico estén 
actuadas, el vector de coordenadas eléctricas se divide así 

qe = 7 	7 12 ' 
T. 7' a• 	, gel wei gei ewn  ; 

siendo qn  las coordenadas eléctricu no actuadas y qn  las actuada 

Como matriz y vector de entrada a la planta se tiene 
M 	[ I euxe2 ] _ [-roxe21 

E 0101+1012 , Otne+
P I 	m — ' 

O 

02 

donde la matriz de entrada a la parte eléctrica del sistema se le da la siguiente estructura Me _ 
 [

e 91'1 	 (2.3.13) 
ez 

 

De esta manera, la única entrada considerada para el sistema es 

o e91 2̀ 	 (2.3.15) e2  
dejando a toda la parte mecánica y a las coordenadas eléctricas denotadas por qn  sin 

entrada de control. 

Aplicando la ecuación (2.1.24) al lagrangiano dado en (2.3.1) cuya estructura se define en 
(2.3.4-2.3.8) se obtiene el modelo general para los sistemas electromecánicos 

15 
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(9(4,1;,D,(q„,)4.) 0(4T  D„(q,,,)q,  
[ [Die(qm )4e1  + Dm(qm )4m1_ i 	0g  	+ 

L 

c7V,(q„,,q,) + 
+ R 

[...no.
gm 1 

 

Re4 e  
_ 
[„, 

u  
I e2  

lie 
2  

+
-dV„,(q„,) 

Jqm  	dq„, 
aVo(qm ,9.) 

aq. 

2 	m 	
oq. 

 De (qm )4e  + be(qm )4e  .1 O 1 
(2.3.16) 

En este trabajo, el vector qs, denota posición mecánica por lo que para aclarar la 
notación, en lo que resta de este capítulo, se emplea 

	

qn, = x E 9ini 	 (2.3.17) 
en el mismo sentido, la matriz Doo(qm ) representa a la inercia presente en el sistema, es 
decir a las masas cuando la parte mecánica es traslacional, por lo que se emplea también 

Dm  Ont  = M(x) E grixin 	 (2,3.18) 

En lo concerniente a la parte eléctrica, cuando el análisis se realiza por nodos, las 
coordenadas generalizadas tienen unidades de flujo magnético, la co-energía cinética es la 
que se almacena en campos eléctricos, es decir en capacitores, y la energía potencial ea la 
que ae almacena en campos magnéticos, es decir en inductores. Con esto se tiene [3] 

	

qe  = 2 egte 	 (2.3.19) 

De  (q y)= C(x) e9lexe 	 (2.3.20) 

Te(qm ,de )= ÁTC(x)2 e 91 	 (2.3.21) 

Ve(g,0 ,qe )=Wmog(x,,t) E91 	 (2,3.22) 

Por otra parte, cuando el análisis se realiza por mallas, las coordenadas generalizadas 
tienen unidades de carga eléctrica, la co-energía cinética es la que se almacena en campos 
magnéticos, es decir en inductores, y la energía potencial es la que se almacena en campos 
eléctricos, es decir en capacitores. Con esto se tiene [S] 

qs 12 4Egle  
(qm )= L(r) 911xe  

T;(9m ,4e )= 24T L(x» E 91 

Ve(qm ,qe )= We(x,4) E 91 

Cuando el análisis de la parte eléctrica se realiza por nodos el modelo que se obtiene al 
sustituir (2.3.17-2.3.22) en (2.3.16) es 

16 



av„,(x) 	OW,m(x A) 
ax 	

+ 	
dr  

+ 
Rmx 

. 

R _Á ] ' 

o  
[ 1

02  ]lie2 OW,s(x,2[ ) 

(2.3.27) 

02 

mientras que cuando el análisis se realiza por mallas el modelo que se obtiene al sustituir 
(2.3.17-2.3,18) y (2.3.23-2.3.26) en (2.3.16) es 

M(x)i + tif(x)kl _. i0(*rAl(*)  + 0(4 TL(r)4) [ 

I L(x)4 + L(x)9  j 2 	°I 	°I  

1 

 0Vm(x)  OW,(x,4) 	. 
... o + ox 	Roilz O 

On(x.4)  Rea   I 04  	e2 
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r M(x)2 4. Ay 001 1  a (*r M ( x )31) + 0(;ITC(x),i) [ 	 

I.  gry,i+Coo,i i-i 	°x 	19x  o 



Capítulo 3 
Control por Moldeo de Energía 

En este capítulo se presentan algunos resultados relacionados con la filosofia de diseño de 
la estrategia de control conocida como moldeo de energía [8], [10]. En esta filosofia se 
considera de manera fundamental a la estructura física de la planta, aprovechando sus 
propiedades para poderla controlar. Los resultados aquí presentados son el punto de 
partida para obtener los resultados principales de este trabajo que aparecen en el siguiente 
capítulo. 

Primeramente se introduce el caso tratado en [10] donde la planta es completamente 
actuada —es decir hay tantas entradas de control como grados de libertad— y posterior-
mente se muestra el resultado reportado en [8] para controlar sistemas subactuados. 

3.1 Sistemas actuados 

Considere, como en [10], un sistema mecánico generalizado que cumple con las 
suposiciones 2.2.1-2.2.5. Donde al lagrangiano del sistema se le denota por 

ii)(q/P 4P)' Ti(qP ,4P) — VP(qP) ,  
con matriz de entrada 

_,„,np  xmp  
A"P " 

asumiendo que tiene rango completo por columnas, y con vector de entradas de control 

uP  e 91 P 

Entonces, aplicando la ecuación Euler-Lagrange, despreciando como en [10] los términos 
disipativos 

dPI POP ,441  81  ilqPi4P),...  m 
dt 	a4p 	aqp 	P P  

se obtienen las ecuaciones dinámicas del sistema. 

Cabe mencionar en este momento que para el caso particular cuando se tiene el mismo 
número de entradas de control que grados de libertad, es decir para sistemas 
completamente actuados, se cumple que mp 

	P' = n y la matriz de entrada es invertible.. 

Considerando el problema de estabilizar esta clase de sistemas en un punto arbitrario 

qP 	P1' . ' = [y 	.. observa ir E 91"P se 	en [10] que9  desde el punto de vista de los 
9  

siste-mas mecánicos, el equilibrio del sistema estará en el punto deseado y será 
asintóticamente estable sida fimción de energía potencial tiene un mínimo en dicho punto 
y el sistema está completamente amortiguado, es decir, tiene una función de disipación 
definida positiva. Con base en lo anterior se propone la siguiente ley de control para 
estabilizar sistemas mecánicos 

le 
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aV07'(9P), °VA? P)  Q4P =- 
Oq p 	Oqp 	p  

(311) 

Al usar (311) en (2.1.24) se observa que el segundo término del lado derecho de la ley 
de control sirve para cancelar el término debido a la función de energía potencial original 
del sistema; el primer término introduce una nueva función de energía potencial con el fin 
de poner el equilibrio en el lugar deseado; y el tercer término, donde Q = Q T  > 0, 
consigue, mediante una retroalimentación de velocidades generalizadas, que haya una 
función de disipación definida positiva. Para garantizar que el punto de equilibrio es único 
se emplean argumentos similares a los usados en la proposición 2.2.9. 

El haber cambiado la función de energía potencial del sistema provoca que la energía total 
del sistema en lazo cerrado esté dada por 

IP(V4P)' TP(qPiqP)+ Vo(qP) 
	

(3.1.2) 

En [10] se muestra que la función de energía total en lazo cerrado cumple como función 
candidata de Lyapunov para probar la estabilidad asintótica del sistema. Derivando (3.1.2) 
con respecto al tiempo y evaluando a lo largo de las trayectorias del sistema se obtiene 

XP(I/P 4P)= -qP
T

Q4P 	 (313)  
— 

luego, invocando el principio de invariancia de LaSalle (ver apéndice A), se concluye la 
estabilidad asintótica del equilibrio. 

Observación 1 /d. En la ecuación (3.1.1) se observa que cuando no se consideran 

términos debidos a la función de disipación de Rayleigh, es decir cuando P  (4 ). 0 P 
como en [10], la derivada del hamiltoniano, y por lo tanto la estabilidad asintótica del 
equilibrio, queda determinada únicamente por la entrada al sistema. 

Este esquema marca el inicio del control por moldeo de energía y resume las ideas 
fundamentales de esta filosofía de diseflo. Sin embargo, las dos desventajas importantes 
que tiene la estrategia propuesta en [10] son: la suposición de que la función de energía 
potencial original es conocida para poder cancelarla y que se tiene que medir todo el 
estado para contar con un sistema completamente actuado. 

3.2 Sistemas subactuados 

En esta parte se generaliza el resultado presentado en la sección anterior en el sentido de 
relajar la suposición de que todas las coordenadas son actuadas, esto es, aquí sólo una 
parte del vector de coordenadas generalizadas será actuado. Esta hipótesis permite ampliar 
la aplicación de la metodología de control por moldeo de energía a plantas subactuadas, en 
las cuales no es posible cancelar términos de energía potencial ni tampoco inyectar 
amortiguamiento en la parte no actuada. 

19 
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En los resultados presentados eh [13] se encuentra una metodología que permite regular 
sistemas subactuadoi modelados mediante las ecuaciones Euler-Lagrange. La idea 
principal del trabajo mencionado es que la interconexión de sistemas EL resulta en un 
nuevo sistema EL, conservando las propiedades particulares presentadas por esta clase de 
sistemas. De esta forma la co-energía cinética total será igual a la suma de las co-energías 
cinéticas de los sistemas que se interconectan, sucediendo lo mismo con la energía 
potencial total del sistema compuesto. Siendo la planta un sistema EL, se propone un 
controlador con estructura EL haciendo depender a su función de energía potencial de las 
coordenadas actuadas y medibles de la planta, de esta manera la planta y el controlador 
quedan debidamente interconectados. La energía potencial del controlador también 
desempeña la función de moldear apropiadamente la energía potencial del lazo cerrado, En 
[8] se asume que la planta es un sistema que carece de función de disipación, por lo que se 
usa un controlador que contiene un término disipativo y así se consigue que el sistema en 
lazo cerrado esté suficientemente amortiguado. Esta metodología se detalla a 
continuación. 

Considere al sistema cuyo comportamiento dinámico es descrito por (2.1.24) con el vector 
de coordenadas generalizadas divididas de la siguiente manera 

qp=[
qpil qpi  ewhp-r,q" 

 

_ 

qP2  

donde qpi  denota las coordenadas no actuadas y q p2  las coordenadas actuadas y 

disponibles para ser medidas. El controlador está definido por el lagrangiano 
ic(qc ,q p2  ,qc )= Te(qc ,#c )—Vc(qc ,q p2 ) 

donde qc  E 91"c representa las coordenadas generalizadas de este nuevo sistema. 

Definiendo al vector de coordenadas generalizadas en lazo cerrado como 

9LC=[qP 
qc  E ginc+5  

el lagrangiano del sistema en lazo cerrado estará dado por 

1  Lc(gLCALc)= Tic(4LC ,4Lc) --VLc(4Lc) 

Tic(4LC ,4Lc)= T;(4p ,4p)+ T;(4c ,4c) 

VLc(qLc)=Vp(4p )+Vc(4c ,4p2 ) 

para la función de disipación de Rayleigh en lazo cerrado se tiene algo semejante 

Y LC(4LC) .= Y 0c) P (4 )4* 4  
con lo anterior, las ecuaciones dinámicas para el sistema en lazo cerrado están dadas por 

[ 	

] 
1 	,7  ( d 	°I  P(q P' 4P) °I  POP'4P14.  P 4  P) 

di 04p 	04p 	04p  2: 
ii 

- 
m 

 P P  

con 

donde 
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(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 
d[ 01c(9c ,9p2 ,1)] Olc(gci9p2 ,4c)  + 0,7c(4c)  =o  
dt 	dqc 	dqc 	aqc  

para el controlador. 

Cabe hacer notar cómo (3.2.5), donde se ha seleccionado a la energía potencial del 
controlador dependiente de las coordenadas medibles de la planta, permite interconectar 
apropiadamente a la planta con el controlador. 

La idea presentida en [8] puede enunciarse de la siguiente manera: Si las coordenadas 
están amortiguadas y 17c(qc  , gin  ) se escoge de tal forma que domine a V Lc(q Le ) y la 

haga estrictamente convexa, entonces el punto de equilibrio, determinado por 
Ve(qc ,qP2  ) ►  es único y asintóticamente estable. 

Esta idea está contenida en la siguiente proposición, tbndamentada en las proposiciones 
2.2.6 y 2.2.9. 

Proposición 3.2.1. [8] Considere la planta EL dada por (2.1.24) y asuma lo siguiente 
A.1 Se cumple la siguiente implicación (uP  ■  cte. y P2  al 0) 	lim q P = cte. 

A.2 Se puede encontrar una función vea (qp2 )91" 91+  tal que 

2 Vi(fl P)  Z  sin  
dqp 	° 

V1(q p )-15(q )+Vei  

qp=qp 

Bajo estas condiciones, el controlador EL dado según (3.2.7) donde 
.2 " 91c1 1) 	ll• 

c1 
1
1
a 

qc 	ailq 
0  c 
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u = 
aVc(909p2 ) 

p2  

Y 

M 
_ = [Olnp _rI xr ] w np xr 

P Ir  

para la planta y 

(9V1(q P)  
dqp  
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Vc(qc,q p2 )=1(qc + 	p2 )
T 

A2(gc + Aiq p2 )+ vc2 lgp2) 	(3.2,12) 

con Al  una matriz de rango completo y A2 > O, resuelve el problema de estabilización 

	

global por retroalimentación de salida. 	 O O O 

Sobre la proposición 3.2.1 se comenta lo siguiente. 

La suposición A.I, que en [8] recibe el nombre de condición de propagación de la 
disipación, se puede entender así: cuando el sistema amortiguado, es decir el controlador, 
tiende asintóticamente su valor mínimo de energía potencial, te. su punto de equilibrio, las 
velocidades generalizadas de la planta se van a cero. En consecuencia q p  llega a un valor 

constante qp  El controlador se encarga de moldear la energía potencial en lazo cerrado 

de tal forma que este valor constante sea el valor deseado. 

Observación 3.2.2. De (2.2.14) es claro que si se consideran plantas que carecen de 
términos disipativos y además se suponen no medibles las velocidades generalizadas de la 
planta, entonces el lado izquierdo de (2.2.14) no puede bac.rse menor a cero. Esto 
implica que no se puede concluir la estabilidad asintótica de este tipo de plantas sin 
recurrir a la suposición A.1. Por otro lado, si se cuenta con una planta cuyo modelo 
incluye términos disipativos y/o se asumen medibles las velocidades generalizadas de la 
parte actuada de la planta, entonces sí es posible conseguir que el lado izquierdo de 
(2.2.14) sea menor a cero, garantizando así la estabilidad asintótica de la planta sin 
necesidad de emplear Al.. En particular, este trabajo se encuentra en el segundo caso, es 
decir sí se considera que existen términos disipativos y se asumen medibles algunas 
velocidades generalizadas, por lo que en lo que resta del trabajo no será necesario hacer 
uso de A.I 

Observación 3.2.3. En A.2, el primer término de (3.2.12) puede ser visto como la energía 
potencial del filtro lineal 

y(s) 	+ A2)-1  AiS1V(S) 

que se propone en [3] para aproximar mediante y(s) la derivada con respecto al tiempo 

de alguna flinción diferencié!. v(s). Esto se observa más claramente si se propone 
(3.2.12) como la energía potencial del controlador, asumiendo adicionalmente que las 

matrices Ai y A2  son diagonales, se escoge 7(qc.,qc)= O y Jc(qc)=1.414c  , para 

obtener la ecuación dinámica del controlador al sustituir los parámetros propuestos en 
(3.2,7), resultando: 

4, =-A2(q, + Aiq p2) q = -(sí + 42)-1  A2A1q p2 	(3.2.13) 

donde s = d/ dt 

Anteriormente, en (3.2.5), se tenía que 

c2( = 
c9Vc(qc ,</P2)  = AiA2(qc Alb2) odqp2 

P2)  P 	aq p2  
22 
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sustituyendo (3.2.13) en (3.2.14) se obtiene 

°Vc2(qP2)  = —A1A2(--(s1 + A2 ) 42 Aiqp2 + Aiqp2 ) 
aq 

OVc2 (q p2 )  
up  = --91142(s1+ 	+ 492)— A2141qp2 	0452  

up  = — AjA2 (si + 42)-1( si )Arqp2 
aic2(qP2)

aqp2 

Como Al y 42 son diagonales, entonces 

OVe,(qp2 ) 
lip--PiA2(sl+A2r(slyp2  	 (3 .2 .15) 

qP2 
siendo el primer término del lado derecho en (3.2.15) la derivada aproximada de qp2  . De 

esta manera, en (3.2.15) se puede apreciar que la función desempeñada por el primer 
término de (3.2.12) es introducir amortiguamiento a la planta a través de la 
retroalimentación de una aproximación de sus velocidades generalizadas; mientras que la 
función que desempeña el segundo término en (3.2.12) es moldear la energía potencial de 
lazo cerrado, explicándose así la exclusión del primer término de (3.2.12) en la definición 
(3.2.9). Aqui se puede afirmar que cuando algunas velocidades de la planta estén 
disponibles para medición, será posible cambiar la estructura del primer término de 
(3.2.12) por alguna otra más conveniente. 



Capitulo 4 
Control de Sistemas Electromecánicos 

En este capítulo se presentan los resultados principales de este trabajo. Con base en lo 
expuesto en los capítulos 2 y 3 en este capítulo se muestra un par de esquemas de control 
que resuelven el problema que a continuación se formula. El primer esquema que se 
presenta funciona siempre que las condiciones iniciales de las coordenadas eléctricas 
actuadas sean conocidas, de lo contrario se tiene un error de estado estable. En el 
segundo esquema se adiciona un término integral a la ley de control, lo que permite 
resolver —aunque localmente— el problema sin error de estado estable aun cuando las 
condiciones iniciales de las coordenadas eléctricas actuadas son desconocidas. 

4.1 Formulación del problema 

El problema que se analiza en la sección 4.2 de este capítulo puede enunciarse de la 
siguiente manera: 

Considere un sistema electromecánico como el de la sección 2,3, compuesto por e 
puertos eléctricos, donde se asume que sólo e2 1 e son actuados, y de ni puertos no 
actuados de origen mecánico. Los e puertos eléctricos se relacionan con elementos 
inductivos o capacitivos pero sólo las derivadas de las coordenadas asociadas con los 
puertos actuados se asumen disponibles para medición, Además, se asume que los puertos 
mecánicos tienen una estructura tal que los elementos relacionados con ellos pueden 
almacenar energía cinética y potencial, te. existen masas y resortes en el subsistema 
mecánico dejando opcional la situación en que aparecen elementos disipativos. Entonces 
encuentre un controlador tal que 

t -40o 
fim (qm  — gnu  = O 

donde qm  son las posiciones mecánicas actuales y qmd  es el vector constante de 

posiciones mecánicas deseadas. 

El controlador que se propone resolverá el problema expuesto siempre y cuando todas las 
condiciones iniciales de las coordenadas eléctricas relacionadas con los e2  puertos 
actuados sean conocidas. Si tales condiciones iniciales se desconocen entonces existirá un 
error de estado estable de magnitud proporcional a la diferencia entre las condiciones 
iniciales del controlador y las reales. 

Las características principales del controlador propuesto en este trabajo son: 
• Es un controlador por retroalimentación de salida en el sentido de que sólo las 
corrientes o voltajes medibles se usan en su estructura, 
• Es un controlador sin sensores, ya que ninguna variable mecánica se requiere para 
conseguir el objetivo deseado, y 
• Está globalmente definido, te. ningún punto singular aparece en su estructura, 
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Su principal desventaja es que se asumen conocidos los parámetros del modelo. 

Para eliminar el error de estado estable que puede tener el controlador anterior, el 
enunciado del problema se modifica permitiendo medir las coordenadas do origen 
mecánico. El medir estas coordenadas hace posible que en la sección 4.3 del trabajo se 
añada un término integral a la ley de control inicialmente sugerida. Este término integra el 
error de posición mecánica y elimina el error de estado estable. El controlador de la 
sección 4.3 será robusto ante la incertidumbre en las condiciones iniciales de la parte 
eléctrica del sistema, mientras que sus demás características serán similares a las del 
controlador presentado en la sección 4.2, exceptuando el hecho de que tendrá sensores en 
la parte mecánica. 

Para demostrar la estabilidad del segundo esquema de control se sigue un procedimiento 
similar al presentado en [9], donde se obtienen condiciones sobre el valor máximo de la 
ganancia integral que permiten no perder la estabilidad. 

4.2 Control sin sensores de variables mecánicas 

El resultado principal de esta sección, un controlador dinámico por retroalimentación de 
salida sin sensores de variables mecánicas, se presenta en la siguiente proposición. Este 
esquema de control se basa en los resultados de [8], cuyos aspectos principales se 
incluyen en la sección 3,2 de este trabajo. Las suposiciones necesarias para enunciar esta 
proposición son: 

Suposición 4.2.1. Las velocidades generalizadas de origen eléctrico 4.2  , con qe2  

definido como en (2.3.14), son las únicas variables disponibles para ser medidas. 

Suposición 4.2.2. La matriz y el vector de entrada a la planta están dados por (2.3.12), 

Supaskión 4.2.3. Los parámetros del sistema son conocidos. 

Suposición 4.2.4. Existe una fiinción de energía potencial para el controlador, V(q.,w) , 
donde 

4,2 ; w(0)=wo w=q,2  q e 2 (0) + w(0) 

tal que la función Vp(qp)+ Ve(qe,w) es estrictamente convexa y permite regular las 

coordenadas generalizadas mecánicas a su valor deseado. 

En este momento es preciso decir que la suposición 4.2.1 es muy razonable desde el punto 
de vista de las aplicaciones, ya que no es posible medir directamente a las coordenadas 
eléctricas qe2  . Cabe subrayar el hecho de que si se midieran las coordenadas mecánicas 

para realizar el moldeo de energía, es decir si la función de energía potencial del 
controlador EL fuera función de q,,,, al momento de aplicar las ecuaciones EL aparecería 
un término del controlador actuando sobre las coordenadas mecánicas, lo que implicaría 
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f" 	que el sistema no fuera más un sistema subactuado. Es por esto que en el diseño del 
controlador de esta sección se insiste en no medir coordenadas mecánicas. 

La suposición 4.2.2 asegura que se trabajará con sistemas subactuados, lo que restringe al 
sistema electromecánico a no tener entrada en la parte mecánica. 

La suposición 4,2.3 representa el problema de tener que contar con un sistema cuyos 
parámetros sean perfectamente conocidos, lo cual es muy dificil desde el punto de vista 
práctico. 

La suposición 4.2.4 es semejante a la suposición A.2 de la proposición 3.2.1 y permite que 
el punto de equilibrio sea único y esté en el lugar deseado. Por otra parte, la necesidad de 
introducir la variable w radica en el hecho de que desde el punto de vista práctico resulta 
imposible medir directamente a las coordenadas generalizadas de origen eléctrico (carga 
eléctrica o flujo de enlace). 

En la siguiente proposición se muestra un esquema de control basado en [8], que emplea 
las ideas fundamentales de la técnica de moldeo de energía con inyección de 
amortiguamiento. 

Proposición 43.5. Considere las suposiciones 4.2.1-4.2.4 y al sistema electromecánico 
dado por (2.3.16) con una ley de control por retroalimentación dinámica de salida 

u12  = 	u2  

= 
_OV,(qc )  

"n 
es el término que acopla de manera natural a la planta con un controlador EL ubicando el 
equilibrio del sistema en el lugar deseado, y 

u2  = --/C2#ez  ; IC2 = KZ > O; K2 E9112"2  

inyecta amortiguamiento al sistema al retroalimentu la salida de la planta, la cual se 
considera como las velocidades eléctricas que pueden ser medibles prácticamente. La 
dinámica del controlador EL está dada por 

d Olc(qc.10c) Olc(qc,w4c)  4. 07c(dc)  =0  
dtl 84c  J dqc  04c  

con parámetros dados por 

ihic,w4c)= f4rDc(qc)(k V" ,w) 

donde qc  E 9i representa las coordenadas generalizadas del controlador. 

La función de energía potencial para el controlador se escoge como 
Vc.(qc,w) = 2qcrA2qc  + Ve2  (w) 

V c  .2 (W) = 2(w-S)T  Kl(w- 6)  
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g p2 (b)+1.e2  

donde K1 = Kr > 0 y A2 >0, qp  igual que en (2.3.4) y el vector g 
como 

I 	OVe(qin ,qe ) ; 1q_m1: di 
g132 119 = 	0 q,2 j p  

111› gel 
414,2  

— 

donde indica cualquier valor real acotado. 

(4.2.6) 

) definido 

(4.2.7) 

La función de co-energía cinética para el controlador EL se define de acuerdo con la 
suposición 2.2.1 como 

láqc,4c) = 24jDc(qc)qc  ; Dc(qc) D1,'(qc) > 0, Vqc  e 91" 	(4.2.8) 

A la función de disipación de Rayleigh 3c(qc) del controlador se le pide que, cumpla con 

las suposiciones 2.2.3 y 2,2.4, y que tenga la siguiente estructura 

	

Jc(1) = 2 c 4 Rc Re 	= > O c'  

t
lim (qm  — qmd  )= 

de otra manera, si rv 	(0) entonces 

lim(qm, qn, 
1—>cio 	d  

con' proporcional a la diferencia entre wo  y qg 2 (0). 

Prueba El sistema en lazo cerrado queda determinado por al lagrangiano del sistema 
dado por 

í Le (qLc,41,c) = Tc(qc ,dc )+ Tm(qm ,G)+ 
—Vc(qc ,w)— 	— Ve(qm,q.) 

donde las thnciones de co-energia cinética 7(qc,4c), 	(qm,q,..) y t(q1,1 ,4e ) tienen 

una estructura como la que se define en (4.2.8), (2,3,5) y (2.3.6), respectivamente, 
mientras que la fluxión de energía potencial del controlador Vc(qc,w) se define en 

(4.144.2.7), y Vol(%) Ve(qm ,q.)cumplen con (2.3.7) y (2.3,8). Adicionalmente se 

considera que 
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OV,(qc ,w) 
	 o 	

(4.2.12) 

+ 

	

_ e99. 	0q, _ 
OV,(q,„,q,)  + dV0(qc ,w) 	&oh 	Ili eií2 

011„(q) OVI (q„,,q,)  
O q„, + 	+[R o pi m=[ O 

	

dqc 	 O 

donde los parámetros de la planta están definidos por las ecuaciones (2.3.1-2.3.15) y los 
del controlador por (4.2.1-4,2,9). 

Desarrollando los términos de la energía potencial del controlador en (4.2.12) se tiene 
t« D e  (q c›) e ) 

[ 

	

DM ) c + lic(q c)4c 	1 	Oqc  I ‘ 	. i 
Dm(9m )4m + DmWm)4m — 

2 
— t9(g 	

+ 
Doe (q„e»,„) 0(1 DiW ne )4,) 

	

De(qm)t, + be(qme )4e 	ag.o   	dq,„ 

A 

+ 	Oq„,m  ' e  aqm„, 	+ . . 	4,4m = O 
OV,„(q )  .1.2

qc  
OV (q q ) 	íRácli 

OV.(41 mi%)  + me ave(qc , 10 	Réh 	Al eu2 
€99• 	04.2 

realizando operaciones con el término de energía potencial del controlador se tiene 

OVc(qc,w)  ( Ow)OVe(qc,w)  
dqe: 	0q,2 	49»,  

donde de acuerdo con (4.2.1) 
aw = 
81,2  2  

sustituyendo (4,2.15), (4.2.4) y (4.2.5) en (4,2.14) se tiene 

(") 
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3T 3T zT1T eic+m+e 	(4.2,11c) riLc 9Lc — 1c = freT  .im wei  Te 2 1 
donde 4, es punto de equilibrio de las coordenadas generalizadas del controlador qc  . 
Aplicando la ecuación Euler-Lagrange dada por (2.1.24) a (4.2,10) resulta 

- 	
0(1 De(qc )4,) 

agc 
00,7,,D,(q „,» „o ) (2(1  D,(qm»,) 

aq„, 	aqm  

Dc(9c)4c bc(qc)4c 	i 
Dno(qm)4m  Dm(9m )401  — 
De(qn" + De(9m)4t 
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como la entrada que conecta a la planta con el controlador y moldea la energía potencial 
se obtiene finalmente, al sustituir (4.2.17) en (4.2.13), 

0(41/3,(q,)4,) 

aqc 
0(41' D„,(q,„)4„,) 0(41 0,(q,„)4„) 

q„, 	 q„, 

De(qc)iic + bc(qc)4c 
Dm(q,)4, + 1:),(q001, 
De(q,)4, + be(Qije  

o 

D. 	
O n + Rm4m  = 	_ 

1 [ 	
1 [ 

Ref le 	Al e(u2 +u1 ) 

 

A2qc  
OV,,,(q„)  + OV,(q,,,q,) 

q„, 	aq, 
OV,(q,„,q,)  

dq„ 

 

Para obtener el punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado, considere la ecuación 
(4.2.18) evaluada en 4Lc = 0, con lo que resulta 

í 	A2qe  
OV„,(q„,) OV,(q,,q,) 

othiovi+(qmp:ore 	= A 10..  

	

dq, 	.n.i 

entonces, para encontrar el punto de equilibrio se deben hallar las soluciones y Lc que 
satisfacen la ecuación (4.2.19). 

Sustituyendo (4.2.17) en (4.2.19) y usando (2.3 .. 	 . 
ii2qc  

011„(q„,)  + 0V,(11„q,)  

OVe(q,,,q,) 

8q1 
OV.(q„,,q,) 

Obj  

13) se genera 

Para obtener el punto de equilibrio debe encontrarse una q-Lc que satisfaga ala ecuación 
(41.20). En este sentido, y considerando que siempre existen ife 	2 que satisfacen la 

última ecuación para una qm  , esta ecuación tiene solución única si 

+ 	017  — = O 

De (4.211) y usando la definición (4.2.7) se tiene 
8=Kilgp (q +W 

2 P 
de acuerdo con (4.2.1)  

w = qe2  — qe2  (0) + w(0) 
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definiendo 
= w(0) — q e 2  (0) 

y sustituyendo (4.2.23) y (4.2.24) en (4.2.22) se obtiene 

8= Ki-I gP2frIP) 9e2 

(4.2.24) 

(4.2.25) 

Sin embargo, el parámetro A no es implantable ya que las condiciones iniciales de las 
coordenadas eléctricas actuadas son desconocidas. De esta manera, comparando las 
ecuaciones (4.2.6) y (4.2,25), se concluye que el usar el valor de 8 propuesto en (4.2.6) 
generará un error de estado estable proporcional a á . 

Para probar que el sistema en lazo cerrado dado por (4.2.18) es asintóticamente estable 
considere la siguiente función candidata de Lyapunov, la cual no es otra cosa que la 
energía total del sistema completo más una constante c/c 

Lc(9Lci4x) = Tc(904c)+ Tme  (9m,iim)+ Te(910,41) 
+Ve(qe ,w)+Vm(qm )+Ve(qe,,q0 )-1 ele 

donde cm. —Vetqc,W1 — Vo,(g0, )— Ve (qmd  qe ) se emplea para garantizar que 

9e Lc(0,0)= 0. Derivando (4.2.26) con respecto al tiempo se obtiene, siguiendo (2.2,14), 

tOc(40) - T  

	

o 	a4c 

	

Ldgic,4 La= ° 	
"Mol)  

84 	4m 
1102 07.(1) 

4 
 

04. 
realizando operaciones y sustituyendo (2.3.9), (2.3.10), (4 2.2) y (4.2.9) e 
obtiene 

Lcliwka = -4jtreRm4m-  4 e' Me 4f2 K2A1Ue 

Considerando la ecuación (2.3.14), el último término a la derecha en (4.2.28) se modifica 
resultando 

LC(9LMLC) —47c' Rc4c — 41Rmtss "" 4jMe —4r AleK2Mi4e 

De la ecuación (4.2.29) se puede concluir que la derivada de la ¡lindón de Lyapunov 
propuesta es sesnidefinida negativa. Por otra parte, se observa que esta derivada sólo 
puede ser cero cuando 4 Lc = 0, por lo'que al recurrir al principio de invanancia de 
LaSalle (apéndice A) se prueba la estabilidad asintótica del sistema en lazo cerrado. 

0 0 0 

Sobre las proposición 4.2.5 se hacen las siguientes observaciones. 

Observación 4.2.6. El problema que causa el desconocer las condiciones iniciales importa 
sólo cuando existen capacitores en el sistema electromecánico. Si el sistema contiene 
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únicamente elementos inductivos, entonces resulta muy razonable suponer que el vector 
de flujo magnético es cero inicialmente. 

Observación 4.2.7, Es importante resaltar el hecho de que el controlador se diseña sin 
suponer la medición de ninguna coordenada mecánica. Esto permite seguir trabajando 
dentro del contexto de los sistemas EL subactuados; sin embargo, conduce a perder 
robustez ante la incertidumbre en las condiciones iniciales eléctricas, 

Observación 4.2,8. La inclusión del estado del controlador w se debe a la imposibilidad 
de medir prácticamente cargas eléctricas o flujos de enlace. Por otro lado, la estructura de 
este estado es un simple integrador de velocidades generalizadas de origen eléctrico. 
Además, se dice que el controlador es por retroalimentación dinámica de salida ya que en 
la ley de control sólo se requiere de w, qc  y de fez  . Esquemáticamente se presenta el 

controlador en la figura 4.2,9. 

Observación 4.2.10. Nótese también que la suposición de que existen términos disipativos 
en la planta no impone ninguna restricción. Estos términos podrían ser cero y la ecuación 
(4.2.29) aún sería semiugativa definida gracias a la existencia del término de 
retroalimentación de velocidades generalizadas de origen eléctrico. 

Observación 4.2.11. El efecto de la incertidumbre sobre las condiciones iniciales puede 
apreciarse al considerar el lado derecho de la ecuación (4.2,20) junto con la ecuación 
(4,2.24), de aquí queda claro que el punto equilibrio deseado, 	se desplaza por un 

vector cuya magnitud es —Kiá huta otro punto de equilibrio, ihc • Esto se puede 
apreciar en la figura 4.2.12 
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Figura 4.2.12 

Observación 4.2,13. Cabe mencionar que el primer término de la función de energía 
potencial del controlador, el cual aparece en la ecuación (4.2.4), difiere del primer 
término de la función que se propone en [8], y que en este trabajo aparece en la ecuación 
(3,2,12). Esta diferencia se debe a que en [8] se requiere de la estructura dada por 
(3.2.12) para obtener la derivada aproximada de las coordenadas generalizadas que se 
asumen medibles, qP2  • mientras que en el controlador propuesto en este sección, al 

suponerse medible 412  tal derivada aproximada deja de ser tequerida, lo que permite 

proponer un controlador con estructura más simple que en [8]. 

13 Control con término integral para sistemas electromecánicos 

Para eliminar el error de estado estable que presenta el esquema de control de la sección 
anterior, con base en lo reportado en [9] (ver también [1]), se propone ailadir a la ley de 
control un término que integra el error existente entre las coordenadas mecánicas 
deseadas y las actuales, 

Considérese el sistema en lazo cerrado de la forma 
d 	01 	LC LC ,4 LC) 01 	LC LC ,4 LC)  0,7 	LC LC) 
dt 	04w 	 oqw 	04Lc 	

LC 

con lagrangiano en lazo cerrado dado por (4.2.10) como 

Lc(q Lc,4 Lc)=Tc(qc ,4c )+Tm(qm ,41 )+Te(q0,,qc ) 

—Vc(q,w)—Vm(q)—Ve(qm ,qe ) 

donde las fianciones de co-energia cinética Tc(901),Toi(qne ,4) y Mq„„4.) tienen 
una estructura como la que se define en (4.2.8), (2.3,5) y (23,6), respectivamente, 
mientras que la función de energía potencial del controlador Vc(qc ,w) se define en 

(4,2,44.2,7), y 171,1(g,11), Ve(q,N ,q„) cumplen con (2.3.7) y (2.3,8). Además, el vector 
de coordenadas generalizadas en lazo cerrado se define al igual que en (4.2.11a) como 

gLe  = Eqc] egic+m+e 
qP 

y el vector de entrada en lazo cerrado, uLc, está dado por 
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0 
uLc 11[0,2 ] e 1" 

	

.... c+m+e 	 (4.3,2) 

donde es claro una vez más que sólo una parte de las coordenadas eléctricas, definida de 
acuerdo con (2.3.14), serán actuadas. 

Bajo estas condiciones el sistema puede escribirse al igual que en (4.2.12) como 
0(4jDo(q,)// c ) 	- 

Dc(qc)Ire  + bc(qc )qc
1 
	 Oq, 

Dm(a m )4 m  + D,n(q m )4 m  — — 0 (II; D,„(q,„» „,) 0(47; D ,(q .».) 

DoW no )4 o  + i3 e(an" 2 	oq,„ 	+ 	0q. 
O 

 

 

+ 
 i

R 
	o 

R: 4c  4   ,- o 

L Red, J Megé
e2 

 

 

Considere ahora las siguientes suposiciones 

Suposición 4.3.1. El vector qm  es medible y la diMensión de este vector es igual a la 

dimensión del vector de coordenadas generalizadas eléctricas actuadas, es decir 

dim(qe ) = dim(qm) e2 	 (4,3,3) 

Suposición 4.3.2. La matriz Ra definida en la ecuación (2.3.10) tiene la siguiente 

estructura 

42  

Adicionalmente considere que la matriz De(qm )se divide de la siguiente manera 

El  in 1=  — ni va INF 12CM) D ia 1 D a { 
ellm  I De21 (q „,) De22  (qm) 

donde 
N, (g.) = Dern(q„,)> O; Dei  (g„,) e 9111."1  

I) .22(g m) = Dern(q„,)> O; De22  (gin) E  9112 xe2 

Den (qm ).= D1 i(gm); De12  10 ) E 90x12 

(4.3.6) 

(4.3.7) 

(4.3,8) 

De acuerdo con las suposiciones anteriores y con la partición de la matriz De(qm ), el 

sistema (4.2.12) puede reescribirse como 
33 
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(4.3,5) 



(4.3.10) 
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(4t,c  Dickaiicc ov
d
cc
qu,  )  +—Lck9Lcritc 

RWILc 41 c 141cDw(9cc»Lc)= ULC 

4(q6 ) O O O 

O Dm(%) O 	O 
O 	Ni  (q,„) Den  (9,11 ) 
O 	Din  (qm) D623(4..  

Didqw)= 

OV,(qc ,w)  
0q, 

OV„e(q„,) ♦ OV,(qm„qe ) 
Oqm 	Oqme  

OV4(4».9.)  
aqn  

4. 0Vc(qc ,w)  
aq,2 	Oqn  

OV Le(q  

'qw 

donde 

(4,3.9) 



Capitulo 4. Control de Sistemas Electromecánicos 

40ir 	(3(¢I D 21 0,,.,)4") 
E23 = 	+ 	  

	

aq„, 	c7q,„ 

E 	
(0(41.  D.22  (q. In  ) 0(4eir  412 (q.)412 ) 

24  = 	" aqm 	+ 	aq, 

Para aclarar lo que se pretende con la siguiente proposición, considérese el caso en que 
las condiciones iniciales son conocidas (á = 0), por lo que no es necesario añadir un 
término integral a la entrada, es decir, ésta es como en la sección anterior y las ecuaciones 
del sistema en lazo cerrado estén dadas por (4.2.12). Entonces, al evaluar (4.2.12) en 

(41,c,4Lc)= (0,0), donde 1c esté dada según (4.2.11c) como 

qLc = 9Lc 9Lc =11 g (V'  12 
para obtener los puntos de equilibrio resulta 

- 	8v,(qc ,w)  
r5qc  

0(Vm(q„,)+Ve(q,,q,))  
Oqm  

011.(q,,qm )  
Oqii  

0(Ve(q,,q„,)+Ve(qc , )) 
0q02  

qt,c 

Ahora considérese el caso en que las condiciones iniciales son 
adiciona un término integral a la entrada, de tal forma que ésta 

mei  = —K 2thi  

con K2 definida en (42.2) y z es la solución de 

= —Ki(qm  —qm,d )= —K 11, ; :(0)= so E  902 

desconocidas (á 
esté dada por 

9112x12 	>OVi 

Entonces, al evaluar el sistema en lazo cerrado (4.3,9) e 
obtener los puntos de equilibrio se tiene 

OV,(qc,w)  
cith 

OV,„(q„,)+V.(q,,q,„))  
Oqn, 

01:(9vIge)  
Otin  

001•(9..91»)+Vc(qc ,w»  .2 	zu  Oq 
- 

0) y se 

(4.3.17) 

(4.3.18) 

(4.3.19) 

(gLc 4Lc) = (0,0) para 
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donde z„ = lim z(i). 
t—)00 

Considérese el último elemento de las ecuaciones vectoriales (4.3.16) y (4,3.20) 

OVe(qe ,q,„)OVc(qc,qe2 )  + 	 = 0 	 (4.3.21) 
dqs2 

itz 	a qe2 	1c 

OVe(qe ,q,e ) 	aVc(q,,q, +A) 
+ 	2 	-z =0 ss 	 (4.3.22) 

0e2 17c,c 	q12  Vcc 
restando la ecuación (4.3.21) a la ecuación (4.3.22) se tiene que el equilibrio del sistema 
con término integral a la entrada estaré en el lugar deseado si y sólo si 

zss= 	 12  ) 017,(qC ,q12  +á) OVC  ( Cq ,q  [ 
dq,2 	aq,_ 	_ 

ql.0 
sustituyendo (4,2A) y (4,2.5) en la última ecuación y realizando las derivadas resulta 

Zis  = EK11.2  4' A-1)- K1(ge2  — 8)J 

simplificando esta última ecuación se obtiene 
zss  = Kiá 

El valor que alcanza z en estado estacionario es tal que compensa el efecto de la 
incertidumbre sobre las condiciones iniciales de la parte eléctrica. Esto lleva a lograr el 
objetivo de regulación sin error de estado estacionario. Gráficamente esto puede 
visualizarse en la figura 4.3.3 

Figura 4.3,3 

Para garantizar que (4,3,23) se cumple, y que por lo tanto el punto de equilibrio del 
sistema cuya entrada es (4.3.17) está en el lugar deseado, se presenta la siguiente 
proposición, cuya prueba se basa en la construcción de una función candidata de 
I,yapunov para el sistema en lazo cerrado con derivada negativa definida en (4Lc ,gLc). 

Proposición 4.3.4. Considere el sistema electromecánico descrito por (4.3,9), donde los 
parámetros del controlador se definen en (4,2.2-4.2.9), con,  entrada de control us2  dada 

por (4,3.17-4,3.19) como 
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con K2 definida en (4.2.2) y z es la solución de 

= 	(qm  - qmd  = -Ki ; z(0) =zp E91e2  

donde 

 

diag(kii  ) E 91e2 x e2  ; k1, >OVi 

les >4 ;e>0;e€91+ 	 (4.3.24) 
e 

Bajo estas condiciones, considerando las suposiciones 4.2.1-4.2.4 y 4.3,1-4.3.2, si 
q e 2  (0) , 40) son acotadas entonces la entrada de control garantiza que 

i-300 
(qm  - 

d
)= O 

Prueba Definase 
- :u 	 (4.3,25) 

luego, defina al vector de estado para el sistema considerado en está sección, de acuerdo 
con (4.3.15), como 

X =Kcr,  4Lcr . rri 
de tal forma que el único punto de equilibrio para el sistema es 

X = O. 

Ahora comienza la construcción de la función candidata de Lyapunov proponiendo 
inicialmente la energía total del sistema más una constante ci 

VaLc.4La= 141cDtc(9Lc»Lc + VLc(9Lc)+ ci 2 
donde ci  =-Vi,c(q¡c) se utiliza para garantizar que Vi(0,0) = O. Derivando (4.3.28) 
con respecto al tiempo se obtiene 

• T 
occr4ccr) 	,„T R 	K  o I = LC 	84Lc  u 	 LC 	LC LcY LC 	re 12 -2 12 

Para eliminar el último término a la derecha en (4.3.29) y para que la función candidata de 
Lyapunov incluya a I se propone 

e. T , y.  

172(4,2 ,r):: 4(:-•=1-qi2 	S ) lql(z --•=q.2 ) + c2 l 	S  
r T , K , 

donde c2  = --(z -- za-q-  ) K7a(z - —,-47 ) para que V (O O 

	

2 SS S 12 	• SS S 6 2 	 2  ' 
(4.3.30) con respecto al tiempo se obtiene 

	

1-1 	"" 	e2  e(z E 2 	sLq 	ic/ (± 	e2 ) 

= _EzT 4In  _ 	e2  4. 4yT 4
"  

1...f.  a  Tet EL  
7  2 g qe 
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Finalmente, para eliminar el primer término a la derecha en (4.3.31), se propone 

V3 Ong  4e  = el() 	— Ti[ Dell(qm) De12  (qm  1<bl  
ixet 	PPI De21 (9m ) De22 (qm ) 4e2  

V3(qm ,4 e ) = efriDe21 (qm )401  + 9ii De22 (q no» e2 i 	(4.3.32) 

Derivando (4.3.32) con respecto al tiempo se obtiene 

P'3  = egiDe2,(9„,)4,1 + 422 (qm).2  + Den  (qm»ei  + 
122Wm».21 (4.3.33) 

+eq„,1421 (qm )4,1 + 422 (q„,)4,2 1 • 	T 

pero, de acuerdo a (4.3.9) 
De21(9m»ei  +De22  (qm»e2  = ti- — 9 	421 (qm)411 ' be22 (qm)402 

OV,(qm ,q4 ) OV,(qc ,w) D  
n aq " "e2 

entonces, sustituyendo (4.3.34) junto con (4.3.17) en (4.133), esta última ecuación se 
reduce a 

= airn —112qe2 	agoi 	(9,7  
OV,(qn„,q,,) OV,(qc ,w) 

+811,21(qm )4e1 + De22 (q 112  

Con lo anterior se tiene como función candidata de Lyapunov a: 
3 

VILCALC ,7 ) -4  _ ! = z4 .CD LC(9LC LC +V LC(9 LC)+ el +c2 
1=1 

)T 1( K  ) 7, 

	

(2' — K: 9e2 	z 	9e2  + ejm  [Din  (qm  )4fi De2
2 
(qm  »02  

y la derivada con respecto al tiempo de la candidata de Lyapunov es: 
3 

	

i(4LC•4LC) = 	= -41RLdLc 4j2 K24e:  +907'  2 K1-Vne ITT2 EiL4e2  
1=1 

OV.(9m.9.) OVe(4701v) 
dqn 	Oqn  Rol  4e2  ]+&11[De  (9ee)4e1  + D122  (qm)4,2  

Ahora se particiona a las ecuaciones (4.3.36) y (4.3.37) .con objeto de obtener 
condiciones sobre e que garanticen V(1c,4Lc,r) k O Y 1)(41 LC,4Lc)< O . 

La función de Lyapunov (4136) se divide de la siguiente forma 
V(9Lc,4Lc,r)= W1  +W2 +W3 
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r. 
= 	— 

W2 = 4T,CDLC(gLC)4LC 
W3 = 4rcrhc(qw )9Lc  + ed[De21 (qm )4ei  

z 
— 	gel 	+ c2  

+ 17/,C(9LC)+ cl 

+ De22 (44e2 1 

(4.3,39) 

(4.3,40) 

(4.3.41) 

De acuerdo con (4.3.30) y con la definición de c2  la función W1  definida en (4,3.39) es 
positiva definida, 

La función W2 definida en (4.3.40) también es positiva definida debido a que el primer 
término es cuadrático, mientras que el término de energía potencial está acotado por 
debajo y c1  se ha definido de tal forma que sumada con el mínimo de VLc(qLc)vale 
Cera 

Para analizar a la función W3 se inicia desarrollando su primer término resultando 

W3 = 414rDc(qc )4c  + 411;DnoWnáto  I + -,14fiDe11(qm)li  

1  ,TD
e l2 "

1h1  
2 

4
1 

AT D  
Vin"Tel  +1 7/  

D
1 
 
22 "M

lh
1 
 
2 

+6411 [Den(qm)li  + D022  (q,„)121 
luego, se le particiona de la siguiente forma 

W3 = W30 W31 +Wi2 + W33 
donde 

W30 = 4[41' Dc(qc)r c  +tri Dne(qm)4m1 

Wwy  = I theT D_ 	_ 	D 	libe +1,17'D  

	

31 	7  2 122 17M /7.2 	7  2 621 17M/7  I 8 Tes cl 

W32  = S 4 D122 (qm»12 + 41422 (qm)e2 
.W

.1 T 	„ 
33 °II

(u 	
"M 

D 
*21 Vingri 

Primeramente se observa que W30 es claramente una función positiva definida. 
Considerando ahora (4.3.44), la Itinción W31 puede acotarle de la siguiente forma 

	

W312 	„I(D.22 (g„, ))114„ 02 

	

al 	likei  I + pm(Den ( 10))11#.10
2

(4.3.47) 

donde 2010 denota valor característico mínimo, II es la norma euclidiana y o-1  es el 

valor singular máximo de la matriz Den  (gofo ). En el apéndice B, al final de este trabajo, 

se muestra como acotar términos de la forma g1rGg2  donde la matriz G no es cuadrada. 

Cabe mencionar que el signo negativo que aparece en el segundo término de la ecuación 
(4.3.47) se considera así para tener el peor de los casos, es decir, el caso en que el 
segundo término de (4.3.44), que no tiene signo definido, es negativo. 
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A continuación se considera lo siguiente: sean 
a,b Ege talesque a+b= 1; 0<a<1; 0<b <1 

ahora con (4.3.48) se reescribe (4,3,47) de la siguiente manera 

W31 	m(D e „ (014 e 212 a a 114  e III e2 11 

III4 011114  e211+  'I m(D  en m»114  eil 2  

(4,3.51) 

A  m (D  e 22 m» e  2112 2aa1I  e 1114 e  21 	 (4.3.50) 

Y II m(Den(qm))I141112 ba  114414621" 

de (4.3.49) se tiene que si 

entonces W31  z 0 . 

De (4.3.50) 

y de (4.3.51) 

entonces, de (4.3.52) y (4.3.53) 
4aa1  	5  Am(13•11(9m))  

21.(1).22 (9•N)} 	4b(71 
16abo? 	M(D 	IN ))d t 010  (422 (qm )) 

la desigualdad (4.3,54) siempre se cumple escogiendo a y b 
concluyendo así que W31  10 

Para determinar la positividad de la función W32  considere lo siguiente: 

Se inicia acotando la ecuación (43.45) 

W321 it M (Din  Ons 	2 ir "" M De22  
donde Am( ) denota al valor característico máximo. Para que se cumpla con W32  z O 
bula pedir que el lado derecho de (4,3.55) sea mayor o igual que cero, es decir 

Á M(D622  (qm))0 
2 

4e2 	M(De22 (qm))liqmle2 
simplificando (4.3.56) se obtiene 

despejando e de (4.3.57) resulta 
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La desigualdad (4.3.58) impone una cota superior al valor máximo que puede tomar e, 
por lo que se requiere de una e suficientemente pequeña para que la última desigualdad se 
cumpla. 

La positividad de la función W33 se analiza de manera similar a la de W32. Se acota la 
ecuación (4,3.46) resultando 

W33I 8 Am( 411( 9°))114ei 112 6 allí 0111 el II 

	
(4.3,59) 

Pidiendo que el lado derecho de (4.3.59) sea mayor o igual que cero se cumple con la 
condición W33 1 0, esto es 

Ám(Dell(qm))14 	—eal~~9mIII~et II / O 

simplificando (4.3.60) se obtiene 

-12101..(q4111-601114111 0 
despejando e de (4.3.61) resulta 

6 1 A„,‘Den(9,114.11 

La desigualdad (4.3.62), al igual que la desigualdad (4,3.58), impone una cota superior al 
valor máximo que puede tomar e, por lo que se requiere de una e suficientemente 
pequeña para que (4.3.62) se cumpla. 

Resumiendo el análisis de la función candidata de Lyapunov (4.3.36), se puede decir que 
esta función será positiva definida siempre que se cumplan las condiciones dadas en 
(4.3.54), (4.3.58) y (4.3.62). Como se expuso anteriormente, la condición (4.3.54) 
siempre se cumple escogiendo de manera adecuada las constantes a y b definidas en 
(4,3A8). Por otra parte, las condiciones dadas en (4.3,58) y (4.3.62) se cumplen siempre 
que e sea suficientemente pequeña. 

A continuación se inicia el análisis de la derivada de la fimción de Lyapunov (4.3,37) 
partiéndola de la siguiente forma 

LCWLCPYLC, = XI +X2 
dónde 

= -14,1,/?„" 4. K24,
2 12 

)+ qr Ki4m -4jRede +074—Kyje2 - Re <le z. 2 2 

-4P44e +84442 (q,»Ii +422 offf », Fee[8vg(qmaq•) (9Vc(qc ,w) ] 
2 	 (4,2 + Orin 

(4.3,64) 

I (•T 	• z 2 = qmAn qm áT 
K2 7 

a• 2 
7 e2 

)4. a T 
e2 	S 7 °2 
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De (4.3.63) es claro que si x y 0 y X2  <0 entonces 	4w) < O. 

Acotando (4.3.64) y (43.65) se obtienen las siguientes dos desigualdades 

	

1 	1(2  m(R00)1142  + m(K2)114 e112 ) eke 2 10 mil 	m(Rc)II4 c112  

+eIIgmII lJge21 it Al (K2) + 0m1114e212  M(R e 2 ) —  m(Re)lit e1126114 m1114 e Q l (4.3.66) 

+ sil mil e 2 1111  A I (D e 2 2 Ono))+ 61141( °Vid(qq:241)  + (91  1:9(qq  •20  ,w)  

2,2 	— (A m(RoN )II4 m il 2 	(K )114  112 ) 	11 4  e 3112 m(Ki) 	(4.3.67) 

Partiendo de (4,3,66) y (4.3.67) se generan las siguientes condiciones sobre e que 
guantizan zi  < 0 y 292  < O. 

De (4.3.66) 

-1(2,„(R,„)14„42  +An,(K2 )14.3  12) +Á m(Re  $4012  + Ne(R f )I4 

	

< 	 14 1(cr 14 1+2 (D i+" idnii+1°vt:344)1+14'1111 J m 	Al  I 
(4.3.68) 

donde 

(qm))14.,1) 

N M(K2) M(Re2 ) 

1(#1 ni(Rmehel2  + A (K244212)  
M( 111) < 	

114•21 
despejando e de la última desigualdad resulta 

2  kn114•21  
0 >IM(Ki) 	 2 

Am(4)140112  +2m( K2  4421 

y de (4.3.67) 

(4.3.69) 

(4.3.70) 

(4.3.71) 

La desigualdad (4.3,68) impone una nueva cota superior para el valor máximo de e, 
mientras que la desigualdad (4.3,71) impone una cota inferior para e . De esta manera, la 
derivada de la función candidata de Lyapunov, dada en (4.3.37), será negativa definida 
siempre que se tenga un e que esté dentro del rango de valores definido por las 
desigualdades (4.3.68) y (4.3,71). 

Resumiendo el análisis de las condiciones impuestas, se puede observar que (4.3.54) 
siempre se cumple escogiendo apropiadamente a y b, Las condiciones (4.3,58) y (4.3.62) 
requieren una e suficientemente pequeña, lo que a su vez implica de (4.3.71) que K 
debe ser también pequeña. Notando que (4.3.68) depende de los parámetros del 
controlador, se tiene que escogiendo a éstos de manera adecuada se consigue el resultado 
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propuesto. Finalmente, de (4.3,36) es claro que P(IcALc)=4  O <=> (hc  = O por lo que 
invocando el principio de invariancia de LaSalle (apéndice A) se concluye la estabilidad 
asintótica del esquema de control de la proposición 4.3.4, el cual se muestra 
esquemáticamente en la figura 4,3,5 

Figura 4.3.5 

Observación 4.3.6. La definición de e en (4.3,24) implica que 
is-A ki(4)<1 

e>Am(Ki) 

gn 114•2 I s>2m(Ki) 	2  i  
Ám(Rmi)knt +2m( K244•2 12  

mientras que de (4.3.71) se tiene 

De esta manera el valor de e está acotado por debajo por el valor que resulte más grande 
entre (4.3,71) y (4.3,72). De (4.3.72) se observa que esta cota puede hacerse tan pequeña 
como sea necesario haciendo pequeño Am(Ki ), y en el caso de (4.3.71) haciendo 

A m (Ki ) pequeño y/o m  (K2 ) suficientemente grande. 

Observación 4.3.7. Del valor mínimo que resulte entre las condiciones dadas en (4.3.58), 
(4.3.62) y (4,3.68) se obtiene la cota máxima que debe satisfacer e . De (4.3,58) y 
(4.3.62) se tiene que estas cotas se satisfacen escogiendo a e suficientemente pequeñL 
Por otro lado, de (4,3,68) se observa que haciendo grande el valor de AIN(K2) y/o de 

Am(itc ), la cota máxima impuesta por esta desigualdad puede correrse hacia arriba. 

Observación 4.3.8. Es importante hacer notar que los valores característicos máximo y 
mínimo de la matriz K2 deben satisfacer el siguiente compromiso, que resulta al 
considerar (4.3.68) y (4.3.71): de acuerdo con (4.3.68) es deseable que AM  (K2) sea lo 
más pequeño posible, ya que de lo contrario la cota superior que esta desigualdad 
establece puede hacerse muy pequeña; por otro lado, según (4.3.71) se debe procurar que 
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m(K2) sea lo más grande posible con objeto de lograr que la cota inferior dada en 
(4.3.71) se tan pequeña como sea posible. 

Observación 4.3.9. Se observa el hecho de que todas las desigualdades que involucran 
divisiones de normas de variables eléctricas, como por ejemplo (4.3.52), obligan a excluir 
las configuraciones singulares que pudiera tener la parte mecánica. La razón para tener 
que hacer esto es que de otra forma, en las configuraciones singulares de la parte 
mecánica, estas desigualdades nunca se cumplirían. 

Observación 4.3,10, En las desigualdades (4.3.68) aparece el término IIgm  II en el 

denomi-nador, lo que implica que e estará bien definida siempre que 	II no sea 

011,(qc ,w)  
arbitrariamente grande. Además, aparece el término 	 también en el aqn  
denominador, lo que implica, al sustituir en (4.2.16) la definición de w dada por (4.2.1), 
junto con la definición de á , dada en (4.2.28), que existe un rango de valores en el cuál 
e está bien definido siempre que á no sea arbitrariamente grande. Adicionalmente, el 
rango de valores en el que puede existir e --cuyas cotas mínima y máxima se explican en 
las observaciones 4.3,6 y 4,3.7, respectivamente— estará bien definido si los estados del 
sistema electromecánico se mantienen dentro de una región del espacio de estados que 
cumple con las desigualdades presentadas en esta sección. 

La observación 4.3.10 establece que la estabilidad asintótica del sistema será sólo local. 

Observación 4.3.11. Obsérvese finalmente que el análisis que se realiza en esta sección no 
consigue sintonizar a 	; sino solamente se limita a probar que existen valores para Ki 
que garantizan la estabilidad asintótica local del esquema de control propuesto. 

Observación 4.112. El parámetro e no se utiliza en el esquema de control presentado en 
esta sección, Sólo ha sido necesario emplearlo para realizar el análisis de estabilidad. 

Se concluye de esta sección que, bajo las suposiciones adicionales 4.3.1-4.3,2, el vector 
de coordenadas mecánicas generalizadas se regula a su valor deseado sin error de estado 
estable —gracias a la acción integral introducida en (4.3.17-4.3.19)—, aun cuando se 
desconoce el vector de condiciones iniciales de las coordenadas eléctricas actuadas. 
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Capitulo S 
Resultados de Simulación 

En este capítulo se presentan los resultados conseguidos al simular computacionalmente 
un sistema electromecánico que está dentro de la clase estudiada en este trabajo, 

El sistema considerado se muestra a continuación en la figura 5.1 

Figura 5.1 

Este sistema requiere de tres coordenadas generalizadas para determinar su 
comportamiento dinámico, dos de origen mecánico y una eléctrica. Como la parte 
eléctrica tiene a todos sus elementos en paralelo se decide analizarla por nodos, de esta 
manera la coordenada eléctrica es A E 91. Por otra parte, las dos coordenadas mecánicas 
se definen tal como se muestra en la figura 5.1, y el vector completo de coordenadas 
mecánicas tiene la siguiente forma 

x=
x  

	

[ 	] e91 
X2 

así, el vector de coordenadas generalizadas de la planta es 

	

[iti 	r  

qp  = 3:2 = 1  E 9i 

A 

El objetivo de control para este caso es regular la posición mecánica x2  

Se asume que todos los elementos del sistema están descritos por una relación constitutiva 
lineal, excepto el inductor, cuyo valor de inductancia está dado por 

L(x2 )= 	B,s E 
+ 

 
s- x2 

Las funciones de energía que determinan a este sistema en particular son: 

T;(x,i4,9 = 	l mi *? + un2  (k2  - ki)2  + 1C22  2 	2 

Vp(x,,t)=-Ikix? +1k2(x2  - x1)2  +1L-1(x2).12  
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p 	 + 2D2012  - k1)2  +1R-12 	 (5.6) 

Con las ecuaciones (5,4) y (5.5) se define el lagrangiano para la planta 
p(9p,41,). 2 mlxl  +1m2«2  -3102  + 1C2 

jc2 _1k  íx, _ x  ‘2 	1A2 
2  1 1 	2  2k 2 	I, 	2 	2/ 

En la figura 5.1 se aprecia que la única parte actuada del sistema es la eléctrica, de esta 
manera se tiene 

o 

7, p  :=LOIE913  

U 

El modelo para esta planta se obtiene sustituyendo (5,6), (5.7) y (5.8) en (2124), 
resultando 

m121-m222 +m2k1 	klxl "'" k2x2+ k2r1 	Diki - D2112 +D2x 

/n2k2 -m221 	+ k2x2 "k2x11 -1 	D2X2 -D2X1 
C i 	 B-12(3.... x2) 	 R-1Á 

Para conseguir el objetivo de control se inicia proponiendo un controlador como el 
sugerido en la sección 4.2 de este trabajo; posteriormente, al momento de realizar las 
simulaciones, se introduce el término integral presentado en 4,3. Se define la coordenada 
generalizada del controlador como qc  e 91 y al vector de coordenadas generalizadas del 
sistema en lazo cerrado como 

LC = 
[qC] 4 

p 

además la co-energia cinética para el controlador se propone como 
(qc ,4c )= O 

mientras que la energía potencial se propone según (4.2.4) y (4,2,5) como 
Ve(qc, =2  c 42qc  qr 	+V (w) 

donde 

con w definido como en (4.2.1). La función de disipación del controlador es 

El lagrangiano del sistema en lazo cerrado resulta ser 

Ld9LcALc)=.  l'oh*? +1012(x2 i1)2 
+1d2 _ ik.Ix? 2 
	/ 

122 

--11-k2(X2  -X1)2  --WA2qc  - -}(w -(5)T KI(vi -8) 

y las ecuaciones dinámicas generadas al usar (5.15) con (2.1.24) son 
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donde u = -K22 , con K2 > O 

A2qc  
klxl -k2x2  + k2xi 
k2x2 - k2x1-125 

11-1.1.(s - x2 ) + Ki(w - 8)_ 
Rac  

Dlxl - D2Ñ2 + D2.ki 
2 

D2x2 - D2±1 
u_ 

o 
-m292 +m291 

m292 -m291 
C. 

o- 
o 
o 

(5.16) 

A continuación se procede a calcular el valor de 8. Se inicia evaluando (5.16) en 
4Lc = O para obtener los puntos de equilibrio, obteniéndose las siguientes cuatro 
ecuaciones 

A29c =0  

k 2  (a2 - Vi) = O 

k2  (Y2 - - 8= 
+Ki(i+A-8)-- 	 (5.20) 

donde se han usado las ecuaciones (4,2.27) y (4.2.28) para generar la ecuación (5,20). 

De (5.17) es claro que Ic  = 0, mientras que de (5.18) se tiene 

sustituyendo (5,21) en (5,19) se tiene 
2 = 81_11.7 

" 	
i 

ki+k2  *2  

y sustituyendo (5.22) en (5.20) se obtiene 

15=(1+1:--t.) 281F1 1/4-- 413 	i+k2 
,R2.̀ - 

Observación 5.2. En (5.21) se observa que Vi queda determinado una vez que se fija Z2  , 

Ahora se encuentran condiciones sobre los parámetros del controlador para cumplir con la 
suposición 4,2.4., es decir, para garantizar que VLc(qi,c) = Vp(q p)+ Vc(qc ,w) sea 

estrictamente convexa. Tomando la segunda derivada de Vidqw) con respecto a q Lc 
se obtiene 



(5.26) 

(5.27) 
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112 O O 

612VLC(9LC) 
O ki+k2 -k2 O 

qC 
O -k2 k2 -71 
O O + 

Para que 

5.24) 

02Vic(9C)  e/  ; e  > 0  

09 2LC 
se cumpla tienen que cumplirse las siguientes cuatro desigualdades: 

A2  >0 

A2  ° 
kik2 

= A2(ki k2) > O 
O +  

(5.25) 

O -k2 k2 
A2 O O O 
0 	k1 +k2 -k2 
O —k2  k2  

A2 	O 	O 	k. 
 k_ —k2 

O 	+k2  —k2  = A 
k2  k2 

o 	ki + k2  —k2 	0 

_Á 	2 —k2 k2 	— 	>0 

kni 	
0 	-I 	( +-.3  -12  

= A2kik2  >0 

Nótese que las desigualdades (5,26), (5.27) y (5.28) siempre se cumplen debido a que A2, 
k1  y k2 son siempre mayores que cero. Por otra parte, realizando operaciones en (5,29) 
se obtiene 

de donde 

despejando K1 

- B 

	

k1  4. 	0 k2  	i 	s_x2  ki  +k2 —k2 
-k2 

	

. 	A +14+-73 -k2 k2 

-I" 1 > 0 k2  
---T 

22  (ki 4' k2).1.(Ki 3-X 
B B 

A2[ T3 I>0 

(k1 +k 2 ) s-x2  
K1 B2 kiki  

• 

Para analizar (5,30) considérese lo siguiente 

nisx 	P E 91*  P 1  
r2max  = 	; #E91, 4 k1 

usando (5.31) y (5.32) la desigualdad (5.30) puede reescribirse como 
K  

1  B2 ki k2  
sustituyendo (5,22) 
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p2  12Bki kty  1(k i +k 2 ) s-Orc2  
"i >  B2 Ik i +k 2  2 j k1 k 2  

simplificando la última expresión resulta 

K1 > -1+1[02  +01x 2  B B 

TiSIS fla • Gií 

LLi tdLf .11 

(5,33) 

La desiguladad (5,33) implica que K1  es proporcional a 372 y que K1  debe ser suficiente-
mente grande para cumplir con (125). 

Observación 5,3. Se observa que (5.24) no depende de á , lo que implica que la función 
Vw(qw) será estrictamente convexa independientemente de las condiciones iniciales de 
la planta. 

A continuación se muestran las gráficas que resultan de simular el sistema tratado en esto 
capitulo. Para efectos de la simulación se desea regular a x2  =0.20 m y se proponen loa 

siguientes valores para los parámetros de la planta: s=0.50 m, m1=1 kg, m2=2 kg, 
k1 =1 N/m, k2=7 N/m, D1 =1 Ns/m, D2=3 Ns/m, 11=0.10 Hm, C=1 mF, R =1011, Por 
otro lado, los parámetros del controlador son: K2=0.002, A2 =1, Rc =5, Ki =100. 
Además, se supuso x2(0)=0.15 m, mientras que el resto de las condiciones iniciales se 
asumen, por ahora, nulas y conocidas. 

1-1 0.13 

0,10 

0.03 
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Gráfica 5,8 

Observación 5.9. En la gráfica 5.5 se aprecia que el valor de x2  alcanza el valor deseado 
de 0.2 m. En la gráfica 5.4 se puede verificar que el valor de estado estable de xi está 
dado según (5.23), y con los parámetros propuestos para la planta es Vi = 0.1750 m . 

Observación 5.10. Las gráficas 5.6 y 5.7 son exactamente iguales. Esto va de acuerdo con 
la ecuación (4.2.1) ríe debe a que se supusieron condiciones iniciales nulas para la parte 
eléctrica. El valor de estado estable de la entrada en la gráfica 5.8 es cercano a 0.56 A. 

Para evaluar el desempeño del controlador de la proposición 4.2.5 cuando las condiciones 
iniciales de la parte eléctrica no son cero, se simula el caso en que 2(0 =0,05 HA. 

Gráfica 3.11 Gráfica 5.12 
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Gráfica 5,15 

Observación 5,16, En las gráficas 5.11 y 5.12 se aprecia claramente que el efecto principal 
que tiene el desconocer las condiciones iniciales de la parte eléctrica actuada es ocasionar 
un error de estado estable. Se observa que las dos coordenadas mecánicas se estabilizan en 
un punto que no coincide con el deseado, 

Observación 5.17. A diferencia de la simulación anterior, en este caso las gráficas del flujo 
magnético, 5.13, y del estado w del controlador, 5.14, no coinciden. Además, se aprecia 
que la diferencia existente entre ambas variables en estado estable coincide con el valor de 
la condición inicial de A . Esto último está de acuerdo con la ecuación (4.2,27). 

Observación 5.18. Después de 30 s la señal de entrada que aparece en la gráfica 5.15 
alcanza 0,41 A, lo cual es menor que el valor de esta misma señal en la primera simulación 
(gráfica 5.8), Esto explica porqué las tres coordenadas generalizadas de la planta están 
fuera de su valor deseada Esta observación resulta ser clave para proponer el esquema de 
control con término integral en la entrada. 

Ahora se introduce el término integral a la ley de control como se explicó en la sección 
4.3. Se considera que la condición inicial de la parte eléctrica es igual que en la simulación 
anterior, es decir 2(0)4.1.05 HA, El valor de la ganancia integral que se usa para obtener 

las siguientes gráficas es Kj = 7.0 y el estado del término integral está dado por 
= 	 — 	Los resultados que se obtuvieron al simular son los 

siguientes: 
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Gráfica 5.23 

Observación 5,24. En las gráficas 5.19 y 5,20 se puede ver como las dos coordenadas 
mecánicas van tendiendo a su valor deseado hasta alcanzarlo. Esto prueba la efectividad 
del término integral añdido. 

Observación 5.25. Es preciso hacer notar que el sistema electromecánico con que se 
trabaja en este capitulo no cumple con la suposición 4,3.1, ya que el vector de 
coordenadas mecánicas no tiene la misma dimensión que el de coordenadas eléctricas 
medibles. Sin embargo, el hecho de que el equilibrio de xi esté determinado por el de x2 , 
como lo indica la ecuación (5.23), impide regular todo el vector de posiciones mecánicas 
sino sólo una parte de él. 

Observación 5.26. Sobre las ganancias del controlador se observa lo siguiente: el valor de 
la ganancia integral K1 usado en esta última simulación ilustra que, al menos para el 
ejemplo considerado en este capítulo, si existe un rango de valores en el cuál está definida 
la variable e introducida en la sección 4.3; por otro lado, el valor de Ki propuesto en 
estas simulaciones resulta ser suficiente para garantizar que la condición (5.25) se cumpla. 
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Capitulo 6 
Conclusiones 

• Se resolvió el problema de regulación de posición para una clase de sistemas 
electromecá-nicos modelables a partir de parámetros concentrados. 

• Al emplear las ecuaciones de Euler-Lagrange se pudo apreciar la simplicidad con la que 
sistemáticamente se obtienen las ecuaciones dinámicas para sistemas del tipo tratado aquí. 

• Se obtuvo el modelo general para el sistema electromecánico descrito en [5], además de 
los modelos particulares obtenidos al analizar la parte eléctrica por nodos y por mallas. 

• Para proponer las estrategias de control se partió de los resultados de [8], los cuales, a 
su vez, generalizan los resultados originales de [10], [1]. De esta manera se pudo 
aprovechar la estructura fisica de los sistemas electromecánicos, demostrando así que las 
técnicas basadas en el moldeo de energía conservan la interpretación fisica. 

• El primer esquema propuesto en la sección 4.2 de este trabajo resuelve el problema de 
regulación siempre que se tenga un modelo conocido de la planta considerada. 

• En el hecho de que la naturaleza de los sistemas eléctricos permita la medición de 
veloci-dades generalizadas, i.e. corrientes o voltajes, radica una de las principales 
diferencias entre la ley que aquí se propone y aquéllas presentadas en [3], [8], [9], las 
cuales consideran sistemas mecánicos. Además, este hecho permitió tener un lazo de 
control con velocidades generalizadas, lo que hizo posible asegurar de manera sencilla --
es decir sin necesidad de recurrir a condiciones de propagación de la disipación como la 
usada en [8]— la estabilidad *sintética del esquema, 

• La inclusión del integrador que genera el estimado w en el esquema de control de la 
sección 4,2 permite emplear los resultados de [8], mantener libre de medición al 
subsistema mecánico, conseguir que el esquema pueda ser aplicable en la práctica y 
preservar la simplicidad que ha caracterizado a las leyes de control basadas en el moldeo 
de energía propuestas en la literatura. 

• Se determinó el efecto negativo que tiene el usar un integrador al generar un error de 
estado estable cuando se desconocen las condiciones iniciales de la parte eléctrica 
actuada. Por otro lado se determinó que, desde el punto de vista de las aplicaciones, este 
problema sólo existe cuando el sistema eléctrico contiene elementos capacitivos. 

• El haber introducido en el segundo esquema de control propuesto un termino integral 
permitió redondear el resultado obtenido con el primer esquema Sus principales 
desventajas son que el esquema requiere de sensores de posición mecánica y que el 
resultado es sólo local. 
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• La función de Lyapunov propuesta así como la estrategia usada para analizar la 
estabilidad del segundo esquema se basan en el desarrollo presentado [9]. Se llegó a una 
conclusión similar a la obtenida en el trabajo referido al garantizar estabilidad asintótica 
cuando la matriz K es suficientemente pequeña. 

• El ejemplo de simulación presentado al final del trabajo sirvió para mostrar el 
comportamiento de las leyes de control propuestas, así como para ilustrar las algunas de 
las características importantes de las mismas. 

• Entre otras de las cuestiones que permanecen por ser tratadas referentes al control de 
los sistemas electromecánicos, una de las importantes es la siguiente: diseñar 
observadores que usen velocidades generalizadas eléctricas para estimar al vector de 
coordenadas eléctricas, Con esto se tendría la posible ventaja de no tener el error de 
estado estable causado por el integrador, con lo que se podría prescindir del segundo 
esquema de control presentado en este trabajo. La desventaja potencial que un diseño así 
tendría es que se perdería la simplicidad característica de los esquemas de control aquí 
propuestos. 

• Una cuestión que aún permanece abierta es la caracterización de la clase de sistemas 
que cumplen con la suposición 4.2,4. 



Apéndice A 

Antes de enunciar el Principio de Invariancia de LaSalle considere las siguientes 
definiciones 

Definición A.1. Conjunto invariante: Se dice que un conjunto M es un conjunto invariante 
con respecto a 

= f(x) 	 (Al) 
si 

x(0) EM x(t) e , V t 

Definición A.2. Punto límite: Sea x(t) una solución de (A.1). Un punto z es llamado 

punto límite de esta solución si existe una secuencia (4,) en 91+ tal que t„ 	oo y 

Definición A.3. Conjunto limite: Al conjunto de puntos limite se le llama conjunto limite. 

Definición A.4. Punto límite positivo: Se dice que un punto p es un punto límite positivo 
de 41) si existe una secuencia (4, ), con to  —*Ce cuando n --) CO , tal que x(tn )—* p 
cuando n oo . 

Definición A.5. Conjunto límite positivo: Al conjunto de puntos límite positivos se le 
llama conjunto límite positivo. 

Ahora considere el siguiente lema 

Lema A.6 [4]. Si una solución x(t) de (A, 1) es acotada para t z 0, entonces su conjunto 

limite positivo L+  es un conjunto no vacío, compacto e invariante. Más aún, 

x(t)--> El  cuando 1-4 CO 

Prueba. Ver [4]. 

Con lo anterior es posible enunciar formalmente el Principio de Invariancia de LaSalle 

Principio de ~ancla de LaSalle [4]: Sea f) un conjunto compacto (cerrado y 
acotado) con la propiedad de que cada solución de (A.1) que comienza en fi permanece 
en fl para todo tiempo futuro, Sea V: (1-4 R una función continuamente diferenciable 
tal que 11x) 1 O en 11. Sea E el conjunto de todos los puntos en f/ donde 1(x)= 0. Sea 

M el más grande conjunto invariante en E. Entonces cada solución que empieza en Q se 
aproxima a M cuando t --> ce . 

55 



Apéndice A 

Prueba [4]. Sea x(1) una solución de (A.1) que inicia en A. Como V(x) 5 O en i2, 

V(40) es una función no creciente de t. Como V(x) es continua en el conjunto 

compacto 11, está acotada por abajo en 11. Por lo tanto, V(411 tiene un conjunto límite 

cuando 1—> oo , Nótese también que el conjunto límite positivo L+  está en fi porque n 
es un conjunto cerrado. Para cualquier p e L+, existe una secuencia to, con in  —> ao y 

x(tm )--> p cuando n--, ao , Por continuidad de V(x), V(p)=Iimn_•,,,,Mtn)). a . Por 

lo tanto, V(x) = a en L+  Como L4' es un conjunto invariante (por el Lema A6), 

r(x) = O en 	Así 

Como x(t) está acotado, x(t) se aproxima a L4' cuando 1—> oo (por el Lema A.6). Por 

lo tanto, x(t) se aproxima a M cuando t --> oo 

r) 
 



(Pi 

Apéndice B 

Para acotar términos de la forma g1 G82  donde gi EN", g2  E 91m  y G 
considere lo siguiente: 

w nxm 

Descomponiendo a G en sus valores singulares se tiene 
G = QIEQI 

donde 

E  = 	E krxr) 	Il(rx(sts-r)) ] Eginxin , Qi  orle 
°(n-r)xr °(n-r)x(m-r) 

además Qi y Q2  son matrices ortogonales, es decir 

1t21 = In Y QrQ2 = Int 

Q2 e %mon 

por otro lado, 
Ei 	 r 5 min(n,m) ; a 1(72 k...1cr >O 

Con lo anterior 
gj Gg2  = g[Q1Edg2  

=Qr 
=[11111_,„" 

gi 	ill2 " gil  Elr *12 El" 

r. 
82 =Q1g2-1g121j€91  

gn E  
822 E1M-r  

Sustituyendo (8,2) y (B.3) en (13.1) se obtiene 
Tfl,, ATINA gi 	drras 2 

o 
r 	ÍZI OT 

8tG8 	r ilít 	olg.21 =811E1#21 
822 

1 Oil 1111#211 5 aI 

Y lig21=11g2il 

jr•g, = ,Igrutg, ,1171  = 	igual pera'12) 
con (B,S) y (13.6) se concluye que 

igr Gg2I1 al  llgilik21 
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definase 

de (B,4) 

pero 

pnieba 

 

grGg215 

(B.1) 

(B,2) 

(13.3) 

(13.4) 

(15) 

(8,6) 

0 O O 

(B.7) 
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