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Introducción 

El propósito de este trabajo es plantear, con cierto grado de detalle, un modelo esquemático 
del proceso de transmisión del impulso mecánico en la membrana del tímpano al movimiento 
de las ondas ciliares que se encuentran sobre la membrana basilar y que son responsables de la 
transducción de esta señal mecánica en una señal eléctrica. 

Para poder formular el problema son necesarios varios resultados de mecánica de fluidos 
así como múltiples observaciones y resultados experimentales relacionados con la anatomía del 
oído interno. 

Por esta razón, dedicamos el primer capítulo a la presentación de las ideas no elementales de 
mecánica de fluidos que se necesitan. En el segundo capítulo describimos la fisiología del oido 
interno; también presentamos algunas evidencias experimentales importantes para describir el 
comportamiento de éste órgano. En efecto, fue la evidencia experimental la que permitió a J. 
Lighthill (cuyo trabajo exponemos) cambiar radicalmente de punto de vista en el enfoque del 
problema tia] y dar una explicación coherente de muchos fenómenos que antes -hace apenas 
unos 10 años- resultaban inexplicables o paradójicos. 

En el tercer capítulo presentamos el modelo físico y matemático del proceso. Aquí enfati-
zarnos en el modelo y en la explicación clara de los tres mecanismos -dispersión, viscosidad y 
no linealidad• que intervienen. La interacción de estos tres mecanismos genera el movimiento 
de las células ciliares en lugares específicos de la membrana basilar; dichos lugares dependen 
de la frecuencia del estímulo, En la presentación del modelo hemos sacrificado algunos detalles 
matemáticos que el lector interesado podrá seguir en las referencias una vez que queden claros 
los procesos físicos y las aproximaciones involucradas. 

En este trabajo hemos hecho una aproximación muy severa que pudiera parecer inconsistente 
con la conclusión. Esta aproximación es la bidimensionalidad del finjo de capa límite que usamos 
en todos los cálculos. Discutimos este punto fundamental en el apéndice A, el cual es parte 
integrante de este trabajo. En los apéndices B y C completamos algunos detalles necesarios 
para el desarrollo. 

Finalmente, presentamos las conclusiones y los problemas que hasta la fecha siguen abiertos 
en torno a este problema. 
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Capitulo 1 

Planteamiento del problema. 

Las características principales de la estructura del oído humano fueron descubiertas durante los 
siglos XVI y XVII, aunque los detalles más finos de su estructura no vieron la luz sino hasta 
finales del siglo XVIII. Los primeros dibujos que representan aproximadamente al oído tal y 
como se conoce hoy en día fueron hechos por Politzer en el año de ISM. 

Fué también durante el siglo XVII cuando surgieron los primeros cuestionamientos acerca 
de cómo es que se propagan las ondas sonoras en el oído. El patrón de vibración de la par- 
tición coclear (se le llama partición coclear al conjunto formado por la membrana basilar y 
las estructuras que se encuentran sobre de ella, incluyendo a la membrana tectoria) ha sido 
el problema central durante más de un siglo. Debido a la ausencia de evidencia experimental 
sobre las propiedades mecánicas de la membrana basilar, muchos de los modelos creados eran 
puramente especulativos. 

La obtención de esta evidencia experimental requería del desarrollo de instrumentos para 
realizar mediciones directas de la elasticidad de la partición y de la forma de las ondas viajeras 
que se propagan sobre la membrana basilar. 

Esto fue posible hasta este siglo, y muchos de los resultados experimentales fueron obtenidos 
por von Békésy. Békésy fue el primero en observar la discriminación de frecuencias realizada por 
la cóclea, lo que se conoce como principio de posición. También midió algunas de las propiedades 
de los fluidos cocleares así como de la rigidez de la membrana basilar. Algunos de los resultados 
que obtuvo siguen siendo válidos hoy en día. Sin embargo, algunos fisiólogos experimentales de 
la segunda mitad de este siglo han esclarecido algunos problemas relacionados con la rigidez de 
la membrana basilar IV.1) y con el mecanismo de propagación de ondas 111.11. Estos resultados 
han permitido determinar cómo varían los parámetros esenciales (la densidad y la viscosidad 
del fluido y la rigidez de la membrana) y esto ha sido de vital importancia en la elaboración 
de un modelo sobre propagación de ondas en la cóclea, como veremos a continuación. 



Mencionamos anteriormente que uno de los problemas en la modelación del oído interno en el 
siglo pasado se debía a la falta de resultados experimentales pero además tales modelos pueden 
descartarse debido a algunas de sus suposiciones, relacionadas con la rigidez de la cóclea. Por 
ejemplo, Helmholtz modela a la membrana basilar como una serie de resortes, y donde el fluido 
que la rodea disminuye la frecuencia natural de esta serie de "resonadores". Hoy en día se 
sabe que la rigidez de la membrana en la dirección longitudinal es casi nula, por lo que este 
modelo no es válido, Otro tipo de modelos tomaban en cuenta los problemas hidrodinámicos y 
consideraban que la partición codear sólo jugaba el papel de una membrana de rigidez conocida. 
Este último enfoque es similar al que consideraremos en este trabajo, pues aquí estudiaremos 

la interacción entre las propiedades mecánicas de la partición coclear y las del fluido que la 
rodea. Sin embargo, una diferencia importante consiste en la forma en que modelaremos a la 
membrana basilar. En efecto, basándonos en evidencias experimentales recientes, veremos que 

la membrana basilar no se comporta como una membrana en el sentido elástico de la palabra, 
sino corno una placa cuya rigidez depende únicamente de la coordenada longitudinal. Otro de 
los problemas en modelación es el de determinar los parámetros importantes del mecanismo 
que se quiere describir. Unas de las simplificaciones más importantes en nuestro modelo se 
relaciona con la forma espiral de la cóclea. Hasta el momento no se ha podido determinar si 

esta forma tiene alguna importancia; aunque se cree que la forma se debe únicamente a una 
economización del espacio. Este argumento se basa en el hecho de que en algunos animales la 
cóclea está estirada. Otra de las características geométricas que posiblemente se deba también 
a una economización del espacio es la disminución del diámetro de la cóclea en el sentido 
longitudinal de la membrana; despreciaremos también esta característica. 

Por otro lado, si consideramos una sección transversal de la cóclea, vemos que ésta se en-
cuentra dividida en tres conductos. Dos de estos conductos se encuentran separados por la 

membrana de Reissner, cuyo espesor es muy pequeño. Como la propiedades mecánicas de los 

fluidos corleares son las mismas independientemente del conducto en que se encuentren, pode-
mos considerar a la cóclea como dos conductos estirados y divididos por la partición codear. 
Esto se muestra esquemáticamente en la figura 1, donde hemos supuesto que la membrana 
basilar divide a la cóclea en dos conductos cuyas áreas transversales son idénticas. 

Hasta el momento no hemos considerado a la partición coclear. Esta partición se compone 
de la membrana basilar, del órgano de Corti y de la membrana tectoria. La mayoría de los 
modelos suponen que estas tres estructuras se mueven en fase. Como el movimiento de la par-
tición se debe a las características mecánicas de la membrana basilar, en nuestra aproximación 

consideraremos que la partición se compone únicamente de dicha membrana. Finalmente, en 
este trabajo no estudiaremos el efecto del helicotrema, por lo que supondremos que la mem-
brana basilar se encuentra sobre el serniplano y = O, O < x < oo, como se ilustra en la figura 
1.2. 

Antes de pasar a un estudio mas detallado, debemos aclarar que supondremos el problema 
bidimensional, es decir, en el plano longitudinal que se muestra en la figura 1.2. Esta aproxi- 
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Y 

y.d 

PlInkill; codear. 

/ r•• d 
: 
' Corte longitudinal de la cóelea con algunas de las simplificaciones del 

modelo. Estas simplificaciones consisten en: 1. Considerar ala partición 
codear como la membrana basilar y 2. Suponer que el diámetro de la 
códear es constante de la base basta la punta. 

Figura 1.1: Corte longitudinal de la cónica. 

y.d 

Morribrans balitan 

y■ d 

Tercera simplificación U. modelo; aquí se supo'ne que fa códel es infitíita 
en la dirección longitudinal y para x positivas. 

Figura 1.2: tercera simplificación del modelo, 
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mación puede parecer muy severa, pero la justificaremos en el apéndice A. 

Hasta el momento sólo hemos discutido las simplificaciones geométricas que nos llevaron 
a modelar al sistema en la forma en que se mostró en la figura 1.2. Ahora consideramos el 
problema del acoplamiento entre la membrana basilar y el fluido que la rodea. La viscosi-
dad del fluido juega un papel muy importante en el mecanismo, pues permite que la energía 
transportada por la onda se disipe en la posición del punto característico, correspondiente a la 
frecuencia de dicha onda. Una manera de formular el problema del acoplamiento es resolver las 
ecuaciones de Stokes (las cuales describimos con detalle en el capítulo 4) para el fluido junto 
con las condiciones de frontera en las que interviene la membrana. Debido a que los efectos de 
la viscosidad se encuentran confinados cerca de la membrana basilar, el movimiento cerca de 
las fronteras sólidas es muy pequeño y no afecta al comportamiento en la región de interés. Las 
soluciones de la ecuación de Stokes tienen la ventaja de ser válidas en toda la región ocupada 
por el fluido. Para determinar el movimiento generado cerca del punto característico, incluire-
mos los efectos no lineales en la ecuación de Stokes y ésto nos permitirá evaluar el flujo medio 
generado por la disipación de energía de la onda en esa región. Este flujo medio es responsable, 
a su vez, de la aparición de un flujo medio de volumen en la dirección transversal de la cóclea. 
En el capítulo 111 desarrollaremos el método anterior y daremos una expresión para el flujo 
medio de volumen. 

Otro método consiste en usar la aproximación de capa límite en la región donde se disipa 
la energía. Este método tiene varias desventajas pues sólo es válido en regiones donde exista, 
efectivamente, una región donde los efectos de la viscosidad esten confinados. Sin embargo, 
nos interesa encontrar el flujo acústico cuando la energía se disipa, y en esta región el número 
de onda es muy grande. Por esta razón el método aproximado sólo es válido cuando el número 

‘1 /2 
adimensional PC = kkl) , que es igual a la escala del número de onda entre la escala del ancho 
de la capa límite, es pequeño. En el apéndice A desarrollamos éste método para calcular el flujo 
acústico cerca del punto crítico, para el problema de propagación de ondas. En el siguiente 
capítulo estudiaremos los conceptos de mecánica de fluidos necesarios para la formulación del 
problema. 
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Capítulo 2 

FLUJO ACÚSTICO 

2.1 Introducción. 

Se pueden distinguir tres casos de interacción entre un fluido y una onda acústica, cuando éstos 
se encuentran en un mismo sistema. Los diferentes tipos de interacción dependen de cual de los 
dos elementos es preponderante o si tienen la misma importancia. En el caso que nos interesa, 
es decir, el de flujo acústico, se generan movimientos en el fluido debido a la propagación de 
una onda sonora en el medio. 

Antes de poder plantear modelos en los que este fenómeno aparece, debemos de aclarar 
ciertos conceptos importantes, como lo son los movimientos medios lagrangianos y eulerianos, 
el flujo de momento o el esfuerzo de Reynolds, entre otros. De hecho, el flujo acústico se debe 
a la acción del esfuerzo de Reynolds; es exclusivamente la disipación de energía acústica la que 
permite la existencia de gradientes de flujo de momento. Por lo tanto, cuando en un sistema 
en el que interactúen un fluido y una onda acústica exista algún mecanismo de disipación de 
energía, aparecerá un flujo acústico. 

En este capitulo estudiaremos estos conceptos de mecánica de fluidos necesarios para la 
formulación del problema de propagación de ondas en la cóclea. Estos conceptos incluyen, 
como dijimos anteriormente, mecanismos de propagación de ondas y de disipación de energía 
para fluidos compresibles e incompresibles. En el caso de la cóclea despreciaremos los efectos de 
la compresibilidad del fluido pues éstos no son importantes en la región de interés. Sin embargo, 
es importante señalar la existencia de estos mecanismos de disipación. También determinaremos 
las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales nos permiten mostrar explícitamente la contribución 
de los efectos no lineales - el esfuerzo de Reynolds - sobre el comportamiento del fluido. 

11 
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Figura 2,1: Esquema ilustrativo de la.s diferencias entre las descripciones lagragiana y euleriana. 

2.2 	Sistemas de referencia lagrangiano y euleriano. Efecto 
sobre el movimiento. 

Las dos maneras de describir el movimiento de un fluido son la lagrangiana y la euleriana. 
En el primer caso, consideramos un elemento de volumen en el fluido y establecemos cual es 
su posición en t = O; después definimos una función que determine su posición final. Esta 
función depende del tiempo y de la posición inicial. Por lo tanto, en la descripción lagrangiana 
determinamos la trayectoria de partículas de fluido. En este sistema de referencia todas las 
variables (i.e., la posición g, la densidad p, etc.) especifican alguna propiedad, al tiempo 1, 
de la porción del fluido que se encontraba en la posición go  inicialmente. Esta descripción 
permite ver lo que le sucede al fluido mientras se mueve. Así, si dp/dt es negativo, entonces 
el fluido se está expandiendo. Es por ello que se reserva la notación de derivada total, d/dt, 
paja el marco lagrangiano. El problema con esta descripción es que el sistema de coordenadas 
(X0,1) se mueve con el fluido, por lo que es difícil deducir su comportamiento en una posición y 
a un tiempo determinados. En el caso de la descripción euleriana, consideramos cierta posición 
y cierto tiempo fijos y vemos que sucede con el fluido que pasa por ese punto. Aquí las 
variables consideradas son función de la posición X y del tiempo 1 y corresponden a diferentes 
porciones del fluido que pasa por el punto (g, t). Esta descripción facilita el cálculo de la 
variación espacial de alguna variable al tiempo 1, la cual podría también medirse a partir de 
una fotografía tomada en ese instante (M.1, pp.2134-235). En dinámica de fluidos, la descripción 
más usada es la euleriana, debido a que las dificultades matemáticas son menores. En la figura 
2.1 se muestran las diferencias entre estos dos enfoques. 
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Para comparar estos dos métodos y determinar si existen diferencias entre ellos, vamos a 
ilustrarlos con un ejemplo clásico y sencillo, el de la onda plana propagándose en la dirección 
x. El campo de velocidades (sistema de referencia euleriano) estaría dado por 

u = uo  cos[w(t — c-  x )1. 	 (2.1) 

El promedio de la velocidad en un punto fijo sería cero, debido a que el promedio de cos[w(t — 
e-lx)), sobre un periodo, es cero. Por otro lado, de la ecuación anterior, vemos que para un 
punto inicial xe  la velocidad sería 

u(xo, = u, cos[w(t — c'1  x,)), 

la cual nos da la ecuación que satisface u en las coordenadas lagrangianas. Como dentro de 
este marco la posición X es tal que d X/dt = u, entonces 

X(xo, t) = tiow-1  sin[w(t — e-Ixo)1 + xo. 

Para encontrar las ecuaciones de movimiento (posición y velocidad) dentro del sistema euleriano, 
debemos de preguntarnos cuál es el desplazamiento X — re  de la porción de fluido que se 
encontraba en x al tiempo t. Pero como x = (X — 4)-1- re, entonces 

x = re  + upa,' sinrw(t — e-lx0 )]. 

Además, podemos aproximar a u(x) alrededor de ro, a primer orden, por 

8u 
u(x) = u(xo) + (x — x0)--„ 	= tt(x0) — e- 	sin2(wt — kre). 

r=ro  

Entonces, si x a x., tenernos que 

u(x) 	ti(xo) — e-112 20  sin2 (wt — kr), 	 (2.2) 

donde 

u(x, t) = t/E  = velocidad en el sistema euleriano de coordenadas, 
u(so, t) = u1  = velocidad en el sistema lagriangiano de coordenadas. 

Vemos que si nos restringimos a los términos de primer orden la velocidad sería la misma en 
cualquiera de los dos sistemas de referencia. Sin embargo, el término de segundo orden muestra 
que estas velocidades son en realidad distintas; esto es importante cuando queremos estudiar la 
forma de la energía de algún sistema, pues los términos de la energía son términos de segundo 
orden, Al térMino que caracteriza a la diferencia de las velocidades en los sistemas de referencia 
lagrangiano y euleriano se le llama "velocidad de McIntyre", (u,,,). Para el caso de una onda 
sonora, deducimos que 

u N, = u4  — u, = c'u2o sin2(tat — kx). 	 (2.3) 
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Como el promedio con respecto a un periodo de sin'(wt — kx) es 1/2, la velocidad media de um  

es 

	

171, = 	= — =IIL =2
C ° 
	

(2.4) 

Este ejemplo ilustra claramente que la velocidad media puede cambiar mucho dependiendo 
del sistema de referencia que estemos considerando. También muestra que su diferencia, la 
velocidad media de McIntyre, puede ser del orden de alguna de ellas. 

Un cambio sumamente importante relacionado con el sistema de referencia concierne a los 

cambios con respecto al tiempo de las variables del problema. En el sistema lagrangiano, la 

derivada total d/dt de alguna propiedad f del fluido se expresa como [M.1) 

df Of Of dx Of Of 

	

=dt 	+ 	= + I.  

Como se vió antes, afiat es el cambio de f en un punto fijo x, mientras el fluido fluye por este 
punto. Of/01 incluye el cambio temporal de f en el fluido en movimiento, así como el cambio 
de f en x si f difiere según el punto. La ecuación anterior es fácilmente generalizable a más 
dimensiones. Usando regla de la cadena, uno obtendría la relación 

df =  Of 
4- u Vf 717.

at  

entre la derivada total y el cambio temporal de f en un punto fijo. Si f es la veloCidad, tenemos 

dií aa = Ti + u Vn. (2.7) 

En la aproximación a primer orden (cuando t7 es pequeño), despreciamos el término iii • Vil 
(debido a que este término es cuadrático) de la ecuación (2.7), y las derivadas temporales de la 
velocidad no dependen del sistema de referencia. Sin embargo, tanto la energía acústica como 

la intensidad son de segundo orden y por ello es indispensable considerar el término 17 • Vil 

dentro de las ecuaciones de conservación. Finalmente, cuando el fluido se mueve corno un todo 
con respecto al observador, su velocidad puede ser grande y la magnitud de t7 • Vil comparable 
(componente a componente) a la de alguno de los otros dos términos de (2.7). 

En la siguiente sección estudiaremos las aproximaciones lineales de las ecuaciones de con-
servación. Estas ecuaciones nos llevaran a estudiar la relación entre la velocidad media de 
Mclntyre y la disipación de la energía del fluido que satisfaga dichas ecuaciones. 

(2.5) 

(2.6) 
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2.3 Ecuaciones de conservación: Aproximación lineal. 

2.3.1 Ecuación de conservación de masa. 

Corno su nombre lo indica, esta ecuación expresa la conservación de masa y también se le conoce 
corno ecuación de continuidad. Supondremos que no existen fuentes de masa, por lo que si Al 
es la masa dentro de un elemento de volumen V de fluido, tenemos 

dM
d  

= di fy  p di/ = 0.  

Supongamos que el volumen V es un volumen fijo arbitrario. Entonces el cambio ternporal de 
la masa total es igual a la porción de fluido que sale por la frontera de V (flujo de masa), es 
decir 

Op 
dt 

fv pdV = 
v Ot 

— dV = 	pii • ridS = — flujo de masa, 

Usando ahora el teorema de la divergencia, deducimos que 

f
Op 

v [-07 + V. 	dV = O. 

Debido a que el volumen que consideramos es arbitrario, el integrando debe de ser cero, por lo 
que la ecuación anterior se reduce a la ecuación diferencial 

Op 
oi

p 
 +7.(0)=I+(ti.Vp)+ pV . 11= 0. (2.8) 

La ecuación anterior es la forma más usual de la ecuación de continuidad. Esta ecuación es 
válida independientemente de las propiedades del fluido considerado. 

Finalmente, si suponemos que ii.Vp es pequeño en comparación con los otros términos (este 
término es de orden ea), obtenemos una primera aproximación de la ecuación de continuidad, 
es decir 

Op 
p0 57 • ti = O. 

Ot 

En este caso, hemos supuesto que podemos escribir a la velocidad y a la densidad como desa-
rrollos en forma de potencias de un parámetro pequeño, r, de modo que 

= cito, y 

P = Po + (Pi. 
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2.3.2 Ecuación de conservación de momento. 

Si fi es el momento total contenido dentro del elemento de volumen V introducido en la sección 
anterior y Pi.  es la fuerza que ejerce el resto del fluido sobre nuestro elemento de volumen, 

dij d 
PT  

la cual es simplemente la segunda ley de Newton. Siguiendo un razonamiento análogo al de la 
sección anterior podemos deducir que 

+ v 	dV = PT, 

donde V Rpti)ii) es el flujo de momento (por unidad de volumen) que sale a través de la 
frontera de V. Para aproximar las ecuaciones al caso lineal suponemos que la fuerza total que 
se ejerce sobre nuestro elemento de fluido se compone únicamente por la presión p, la cual es 
una fuerza superficial, por unidad de ares, y normal a la superficie S de la región C ocupada 
por el elemento de fluido. En ese caso, la fuerza total se reduce a 

	

PT 	dS = IR 	dS, 	 (2.9) 

donde I es la matriz unitaria, y fi es el vector unitario normal a la superficie de C, dirigido 
hacia el exterior de dicha región. Una deducción de la forma de Pr  para este caso puede verse, 
por ejemplo, en la referencia [C,2, p.151. La integral de superficie de la ecuación (2.9) puede 
transformarse en una integral de volumen, por lo que la fuerza total queda como 

	

= 	v• (—pI)dV = — Vp dV. 

Introduciendo la forma integral de la fuerza total en la segunda ecuación de esta sección, 
obtenemos 

y como V es arbitrario, obtenemos una ecuación diferencial de conservación de momento 

(6Piti)  -I- V • f(pu)ü) 	— V p, 	 (2.10) 

Por otro lado, en el caso lineal se desprecia el segundo término de la parte izquierda de la 
ecuación (2.10) por ser cuadrático, suponiendo que es más pequeño que el primero. Del mismo 
modo, podemos depreciar el término 5001. Entonces nos queda una ecuación vectorial muy 
sencilla, dada como 

I a( ini)  + v [(mi)u)a/ = — VP at 

au 
Po át = — VP, 

dado que p puede escribirse como p0  + p., donde po  = p — po, es despreciable con respecto a po  
en el caso de la aproximación lineal. 
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2.3.3 Aplicación de las ecuaciones lineales: onda sonora. 

En la sección 2.3.2 obtuvimos las aproximaciones lineales de las ecuaciones de conservación de 

masa y de momento, las cuales son 

Op 
8t 

+ p019 .17 =0, y 

Oil 
Po 7).7 = —V p,  

respectivamente. Si aplicamos el operador divergencia a la ecuación (2.12) y le restarnos la 

derivada con respecto a t de la ecuación (2.11), obtenemos 

yig2n  02P .4.  0P0,11  . ad v  , 82P  

	

- - = Oi l  ' al ' . U  — .57 	° 	012  ' 

por lo que, en la aproximación lineal, obtenemos la ecuación 

2 /2„ v2p  _ 0____ =0.  
Ot 2  

Lo que queremos ahora es ver la relación entre p y p, para eliminar alguna de estas variables 
de la ecuación (2.13). Sabemos que la presión depende únicamente de la densidad en el caso 

particular de una onda sonora, pues en la aproximación lineal se desprecian los términos QftV.t7 

y -8784  . Vpo. Podemos entonces desarrollar a p = p(p) alrededor de la posición en reposo, la 
cual estaría dada por p(p0 ) = p0. Como estamos considerando una perturbación pequeña, al 
desarrollar a la presión en serie de Taylor alrededor del punto (po , po), podemos despreciar los 
términos de segundo orden o mayores. Es decir estamos exigiendo a la presión una dependencia 

explícita con respecto p sin depender de ninguna otra propiedad. Esta condición se satisface si 
estamos en un proceso barótropo. En consecuencia la presión p(p) se puede aproximar por 

	

P = p.+ (p - P.) --1 	• 
dp 

P.Po 

Dado que es un proceso adiabático definirnos a la velocidad local del sonido como 

e, — dp 

dp' 

I En particular si p = Po  entonces e02 = 51/ 	, Además definimos también a pe  como la presión 
° P.Po 

en exceso con respecto a la presión hidrostática p„, y a p, como a la densidad en exceso con 
respecto a la densidad en reposo po. Tanto Po  como p, son constantes, por lo que 

‘72p = V2p, = co2V2p, = c0 2172  p, y 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 
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- 	re—  80 	

(2.15) 
,2572n 	a2 p 	

' Y
e 

(2.16) —2 82PC 
5721), — C 	= O s  

ai 2  

a2 p _ a2 p, „ _0214 	_282 p 
at2 	 — 	ao. 

Por lo tanto, de la ecuación (2.13) y 
lo anterior, obtenemos dos ecuaciones del mismo tipo, 

tanto para pe  como para pe; 

respectivamente, En efecto, estas ecuaciones son del tipo 

101 ,2 
-- 	—

_ n 
 

la cual es la conocida ecuación de onda y donde la velocidad de propagación de dicha onda 

sería ec, 
Finalmente, podemos hacer una última simplificación de las ecuaciones lineales de 

conservación (2,11) y (2.12), Esto se logra considerando que 
pe  es mucho menor que po, y corno 

p = 	po, 
podemos escribir a las ecuaciones antes mencionadas como 

Ope 	, = O, y 	
(2.17) 

— 

Po Ti 	
(2.18) 8i1 

Utilizaremos las ecuaciones (2.17) y (2.18) para ilustrar el principio de conservación de la energía 

para el caso de ondas sonoras. 

Conservación de energía en ondas sonoras. 

Multipliquemos a la ecuación (2.17) por ca pe. Como pe  = c pe  y pe8,p, = (1/2) I0,(pD) (donde 

8, =parcial con respecto a t), obtenemos una ecuación equivalente dada por 

c2  0(g) r7 • I n T pe  y • t. = s„ 	
(2.19) 

at 
Además, multipliquemos a cada una de las tres ecuaciones (2.18) por la componente correspon-
diente del vector velocidad y sumémoslas. De este modo obtenemos la ecuación 

11 
 8(

(1.1) + (il • 	= O, 	
(2.20) 

Sumando las ecuaciones (2.19) y (2.20) obtenemos 

af
27c, 

e2 
p1 	

21 
1 	

+ V • (1)eg) = 0. 	
(2.21) 
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La ecuación (2,21) es una ecuación de conservación de energía. De hecho, vemos de inmediato 
que 1001112  es la aproximación lineal de la densidad de energía cinética. Además, c2pe2 /2po  es 
una aproximación de la densidad de energía potencial. Esta energía puede evaluarse calculando 
el trabajo necesario para comprimir al fluido hasta alcanzar ese estado, Se le da el nombre 
de trabajo de expansión al que realiza un sistema contra las fuerza ejercida por la presión 
externa next. Esta presión está distribuida uniformemente, es decir 6W = pext  dV, donde V es 
el volumen (considerado corno variable). En el caso de un proceso de expansión euasiestático, 
per(  es siempre igual a la presión p dentro del sistema y 6W = pdV. Por lo tanto el trabajo 
elemental que realizan los cuerpos sobre el sistema es —pdV. En consecuencia el trabajo total 
necesario para que el sistema -el cual ocupa, inicialmente, un volumen V.- ocupe un volumen 
Vi  se expresa como la integral simple 

w 	pedí; 

en la cual el volumen es la variable de integración, y como la masa considerada es constante, 

pV = 	dV = — —
Po Ve dp. 

2  

Por otra parte, para pequeñas perturbaciones 172  Pepo, por lo que 

dV —
V 

 dp, 
Po 

W = — pe  dV I,- SI I Pi  (n — P°) 
vi  

IV 
	P. Po 

pues pe  = épe  = e2  (p — p.). Entonces 

P-1  — — Poli '---- 2P1 W 

	

	 , 
c2vo  [p2 

P° 2 	
v, c2V 

2p. Pa 

Entonces, si ek  es la densidad de energía cinética y ep  la de energía potencial, la ecuación (2.21) 
puede reescribirse como 

Vernos que el cambio temporal de la densidad total de energía es igual al opuesto de la diver-
gencia del vector pet7. Por la ecuación anterior, este vector representa al flujo de energía por 
unidad de ama y por unidad de tiempo. Al valor medio de dicho vector se le llama intensidad 
de energía aetístiea y se denota por i= pc ii. Por valor medio seguimos entendiendo el promedio 
sobre un periodo temporal. Corno pe  = e2p., la ecuación (2.21) muestra que el valor medio del 
flujo de energía acústica es igual al valor medio del flujo de masa multiplicado por c2, 

Por lo tanto 

a 
—(ek ep) 	—v • (pe ii). 
ai 
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Finalmente, la ecuación 2.17 y la aproximación a primer orden de ií nos permiten ver que, 
para el caso de ondas sonoras -recordemos que las ondas sonoras son ondas longitudinales, 
por lo que podemos reducirnos al caso unidimensionak el promedio temporal de u satisface la 
ecuación 

7;  j u(x, i) di = T, I u(xo, o dt - 71-- j let {.1 ti(i„, r) dr] dt. 
o 	 l'po al 

r 	T 
1 	 1 

O  

En la ecuación anterior, el término del lado izquierdo es simplemente la ve ocidad media exile- 
riana Iiii, mientras que el primer término del lado derecho es la velocidad media lagrangiana 
pi. Por otra parte, 

7 at 

, 	n  ít • 
' I l I 1-4- I u(xo, r) dr] di = -, {p

e
íf u(x„, r) dr] } - - f u(x„, i) dt. 

1 	
t 	 7' 

1 

O 	 a 	 o 	
7' 

o 

El primer término del lado derecho se hace cero debido a que u r„, t) es una función periódica 
de periodo T (así la definimos); el segundo término es la intensidad de la enegía acústica I. 
Entonces, el desarrollo anterior nos permite deducir que 

= TÍ+ p:' 2 I.  

Podemos generalizar este resultado a tnás dimensiones, lo que nos permite escribir 

= trE  p0-1  e-2  t, 	 (2.22) 

donde úE  es la velocidad euleriana promedio. Concluimos entonces que la diferencia entre las 
velocidades en el sistema de referencia lagrangiano y euleriano puede escribirse, en general, 
como 

pj1  C2  i = velocidad lagrangiana media - velocidad euleriana media. 	(2.23) 

En el ejemplo de la onda plana visto anteriormente, Í se convierte en un escalar, y de las 
ecuaciones (2.4) y (2.23), deducimos que en esta situación 

1 	2  
= 	

2 

	

= —poctto 	 (2.24) 

Este resultado es muy importante, pues muestra que la diferencia de las velocidades medias 
lagrangiana y euleriana es un mecanismo de disipación de energía media, puesto que 1  

(ek 4- ep) = - p:1  c-257 	- fE ) 

En la siguiente sección estudiaremos algunos de los mecanismos de disipación y veremos el 
efecto que tienen sobre el mecanismo de propagación de la energía. 

!Recordemos que si promediamos con respecto al tiempo, podemos intercambiar el orden de las derivadas 
espaciales y de dicho promedio. 
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Mecanismos de atenuación de energía en ondas sonoras. 

Uno de los mecanismos de atenuación de energía puede deducirse de la aproximación lineal 
usada en la sección anterior. Esto proviene del hecho que la presión puede depender no sólo 
de la densidad, sino también de cambios temporales de ésta en un punto dado. Dentro de la 
aproximación lineal consideramos el desarrollo de Taylor a primer orden de la presión. En este 
caso 

P — Po = c2(P — 	 (2.25) 

con 6 =constante, Ahora queremos incluir en la ecuación (2.25) algún término que pueda ser 
una fuente de disipación de la energía. En ondas sonoras consideramos un proceso barótropo, 
es decir, que la presión depende únicamente de la densidad del fluido en el que se propaga. 
Además, queremos que la fórmula para p signa siendo una aproximación lineal, por lo anterior 
deducimos que podemos sumarle a la ecuación (2.25) un término del tipo 592  Definiremos 01'  
entonces a pe  corno 

(2.26) 

Si consideramos el caso unidimensional, las ecuaciones (2.17) y (2.18), son de la forma 

Ou 8po  
poyii 	= O, y 

Op, 	au 
aT + p°ax = 

donde x es la dirección de propagación y u la velocidad. 

La densidad total de energía el  ya se determinó anteriormente y es 

el = ek  }ep = —
e2

(p — pt,)2  
2po 	2 

Usando ahora las ecuaciones de conservación, vemos que 

8et au 	ap 

at 	= -- c2(P  P45:1; — UY/ 

= 	((p — po )u] + [pe — c2Pe] ar 
Pero ahora 

Ou 
Pe = f — Po6—, 

ax 

por lo que aquí la parcial con respecto al tiempo de la densidad total de energía es 

aet 	O 	 au 2  

Vir = —U(Pe") —14607 • 
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o, 

(2.27) 
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De lo anterior concluímos que en este caso existe una tasa de disipación de energía por unidad 
de volumen, dada por el segundo término de la ecuación (128). La constante 6, definida en la 
ecuación (2.26), toma en cuenta varios efectos de disipación, como por ejemplo la viscosidad del 
fluido, o la conducción de calor dentro del mismo IL.2, pp.78•60). Por otro lado, la disipación 
es proporcional al cuadrado del gradiente de velocidades. Esto implica que los máximos de 
disipación ocurren cuando el gradiente de la velocidad es muy grande; esto a su vez hace que 
el gradiente tienda a disminuir, por lo que las irregularidades del mismo se suavizan. Por esta 
razón es usual llamar a 6 ditusividad del sonido. Otra consecuencia importante debida a la 
forma del término de disipación concierne a las ondas sinusoidales. Supongamos que tenemos 
una onda de este tipo. Si ed  es la porción de energía disipada, entonces, a partir de la ecuación 
(2.1), deducimos que 

2  

aed 	au 	 2  
at 	

, 
= p‘,6 	=„06.2. ( ) 

&In
2 
	Clz)), 

ax  

cuyo promedio es simplemente 	
1 	2 to 2 

Por otro lado, la energía total media 2  es 

 	1 
Fi= 	= pou!cos2[14t 	

2 
e-ix)1 = - pa n°

2  
. 

La porción de densidad de energía que se disipa por unidad de tiempo es la ecuación (2.29) 
divididos por la ecuación (2.30) y por lo tanto es igual a 6(w/e)2. Además, el periodo de 
una onda sinusoidal es 2r/w, de donde concluimos que la porción de energía disipada en cada 
periodo es 

2ww6 
e2  

(2.31) 

En esta sección hemos estudiamos el efecto de mecanismos de disipación de la energía para 
el caso de ondas sonoras. Vimos que esta disipación depende del cuadrado del gradiente de 
velocidades. Esto indica que si existe un punto en el cual la onda es tal que el gradiente de 
velocidades es muy grande, la disipación de la energía también aumenta y suaviza el compor-
tarnineto de la onda, de modo a que su amplitud disminuye. Veremos que podemos llegar a 
conclusiones similares para el caso de propagación de ondas en un fluido incompresible. Para 
ello estudiaremos el caso del fluido newtoniano. En dicho caso, los efectos disipativos debidos 
a la compresibilidad del fluido son, a su vez, despreciables con respecto a otros mecanismos 
de disipación, como lo es la viscosidad. En la siguiente sección estudiaremos las ecuaciones de 
conservación para el caso de un fluido newtoniano incompresible. 

2Ver apéndice C. 
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2,4 Ecuación de Navier-Stokes: Fluido newtoniano. 

Corno dijimos en la sección anterior, la ecuación (2.8) de conservación de masa sigue siendo 
válida para todo fluido; en particular, para el fluido newtoniano, el cual estudiaremos después 
de definir al tensor de rapidez de deformación. 

2.4.1 Tensor de rapidez de deformación. 

aui  eq =—, , ('si  
y se puede dividir en la suma de un tensor simétrico y otro antisimétrico, De la definición de 
eij  deducimos que 

Se puede demostrar que la parte simétrica de rq  representa al campo de los esfuerzos cortantes 
con respecto al tiempo, mientras que la parte antisimétrica representa a la rapidez de rotación 
de un elemento de fluido alrededor de sus ejes 3  [C.2, p.23). 

2.4.2 Ecuación constitutiva para fluidos newtonianos. 

Se le llama ecuación consiiiutiva4  a la relación que existe entre el tensor de esfuerzos al que 
se encuentra sometido el fluido y el tensor de rapidez de deformación. Para el caso lineal, 
supusimos que el tensor de esfuerzos, al que definiremos como ni, era igual a — 	En efecto, 
se puede demostrar [C,2, p.15) que la fuerza total por unidad de aren, T, puede escribirse como 

= 	r. En el caso general el tensor r no es isótropo, sino que posee una componente /ni, 
cuyos elementos fuera de la diagonal son distintos -o cuando menos uno de ellos- de cero. La 
forma de r depende del fluido considerado, De ahora en adelante consideraremos únicamente 
fluidos newtonianos, Muchos de los fluidos más comunes, como el aire o el agua, pertenecen 
a este grupo. Para estos fluidos el tensor de esfuerzos satisface las siguientes condiciones (C.2, 
p.24): 

I. Cuando el fluido está en reposo, el esfuerzo es hidrost ático y la presión que ejerce el fluido 
es la presión termodinámica. 

3  La rotación se efectúa en sentido antitrigonométrico. 

1Otra ecuación constitutiva es la que relaciona al flujo de calor con la temperatura. En este trabajo consi- 

deraremos que la temperatura del sistema es constante, por lo que el flujo de calor es idénticamente cero. 

Este tensor se define corno 

1 1.14  Bui11. 1pui  _au j i 
c" = 5 taxi  8.ril 2 tOri  Ox i r 
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2. ni depende linealmente del tensor Ekl y no depende de ninguna otra variable, 

3. Como durante la rotación de un cuerpo kígido no aparecen esfuerzos cortantes, aquí 
supondremos que para un fluido newtoniano se satisface esta propiedad, 

4. Las propiedades del fluido son isótropas, es decir, no hay direcciones preferenciales. 

La condición 1 implica que ro es de la forma 

donde pt, se define como el tensor de esfuerzos cortantes y donde pes la presión termodinámica. 
Por otro lado, debido a la condición 3, la parte antisimétrica del tensor de esfuerzos debe 
anularse, pues esta parte representa esfuerzos cortantes debidos a rotaciones. Entonces, si 

Ouh 
Pri = E /3i,k, 

Out  
8rk + )z) , 

14,1 

las condiciones 3 y 4 indican filtht debe ser un tensor simétrico e isótropo. Un tensor de rango 
cuatro, con estas características, puede escribirse como (una demostración detallada de esto se 
encuentra en la referencia (F.2, 131).170-171j) 

Oim = A6tióhi µ(60,6ii + 6a6,1). 

En efecto, todo tensor isótropo puede escribirse como una combinación lineal de los tensores 
6ih6it  dttájh  y 606044k, pues estos tres últimos tensores son isotrópos de rango cuatro. 

Como además 4k1  es un tensor simétrico, el coeficiente de término de 44  que multiplica a 
átháit  Sítájh  debe de ser cero. Reemplazando el valor de Pot en la expresión de Ni, tenernos 

(au, auk  
Pri = 	+µ(6;,,6i,6ilóik)) 	 , 

04 (Mi 

Abi E - Out  [ati;  ati• 
Pii = i 	+ 	+ 

Ori azi ax; 

Vernos que pi)  es una función lineal del tensor de rapidez de deformación cm. Esto es una 
consecuencia de la condición 2. 

Finalmente, la ecuación constitutiva pata un fluido newtoniano es de la forma 

Tij = — P5ii A6ii E 	p 
x, 	+ 

lo cual se reduce a 

(2.32) 
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El tensor de esfuerzos de la ecuación (2.32) tiene dos términos correspondientes a esfuerzos 
normales; uno de ellos se relaciona con la presión ejercida sobre algún elemento de fluido por 
el fluido que lo rodea, mientras que el segundo se debe a flujos de masa en la dirección normal. 
El último término considera rotaciones del fluido que estamos estudiando. Entonces, cuando 
el coeficienteµ es importante, el fluido deja de ser irrotacional e interviene la verticidad del 
fluido dentro de la descripción del sistema. 

Coeficientes de viscosidad. 

Definirnos a la presión mecánica pm  sobre el fluido como el promedio de las componentes 
normales del tensor de esfuerzos, es decir: 

1 , 
—Pm = —P = lrl 	r22 r33). 

Por lo tanto, de la ecuación (2.32), 

puf  
—Pm = 	+ (X + (2/3)P) 2—, r• (x, 

Cuando el fluido es incompresible la divergencia de la velocidad es cero y la presión mecánica 
es igual a la presión hidrodinámica. En ese caso el único coeficiente de viscosidad que aparece 
en la ecuación (2.32) es p, y lo llamaremos simplemente como viscosidad, Este coeficiente no 
puede determinarse analíticamente, sino empiricamente (C.2, p.26). Como dijimos antes, este 
coeficiente cobra importancia sólo cuando el fluido no es irrotacional. A continuación veremos 
algunas propiedades de los fluidos incompresibles. 

2.4.3 Fluido incompresible. 

Como dijimos antes, en este caso la ecuación de continuidad se reduce a 

ti = O, 	 (2.33) 

debido a que la densidad es constante. 

En la sección 2.3.2 vimos que la ecuación de conservación de momento se escribía como 

("1)  y 	it)11 	= 1;T. {" 	+ 
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Sin embargo, ahora la fuerza total se compone de una fuerza volumétrica y de una fuerza 
superficial dependiente del tensor de esfuerzos r dado por la ecuación (2.32), de modo que 

'T = f poi1dV 	r AdS = paf dV j V rdV = 	+ . dV. 

Por lo tanto la ecuación de conservación de momento torna la forma 

a 	a 	ap 	8 rOui Oui l 	, 
-5-1(Poui)+ E -8---(Pouok) = --á-- + E 	+ 5-1 + P° F1' Xj 	X¡ Xj Xi 

Además, si usamos el resultado (2.33) esto se reduce a 

a , 	, 	a , 	, 	Op 	02tii 
k poui)+ 	kpouitik)= 	p 	 po Iri. at 	 0Xj 	8x.8x• I 

(2.34) 

Finalmente, corno po es constante, obtenemos la ecuación de conservación de momento para 
fluidos newtonianos incompresibles, dada como 

Oil 
— (1 	--

1 
Vp + 	+ 	 (2.35) 

81 	 Po 

donde y = pipo es la viscosidad cinemática. A la ecuación (2.35) se le conoce como ecuación 
de Navier-Stokes. 

2.4.4 Atenuación debida al coeficiente de viscosidad. 

Capas límite. 

Las capas límite son capas delgadas vecinas a la superficie de un cuerpo sólido sumergido en 
un fluido, o también a las fronteras que delimitan la región donde se encuentra este fluido. La 
característica más importante de estas capas límite es que en esta región del fluido se deben de 
considerar efectos debidos a la viscosidad pues es allí donde dichos efectos son grandes; esto se 
debe a que en dicha región los gradientes de la velocidad también son importantes. Fuera de 
la capa límite podemos considerar que el fluido se comporta como un fluido ideal. Entonces, 
si tenemos un flujo medio definido en todo el espacio, y si fuera de la capa límite este flujo 
es irrotacional al tiempo 1 = O, esta característica se mantendrá en la región externa a la capa 
límite. 1)e hecho, cuando consideramos el caso lineal, la ecuación de conservación de momento 
era 

81 
Po I~i  = —VPc,  

26 



por lo que si calculamos el rotacional de la igualdad anterior, tenernos 

Oil 
po  [V x 0-

1 1= —V x 	= O, 

independientemente del valor de N. 

Si definimos a la uorlicidad del fluido como fi = V x ti 5, entonces de la ecuación anterior 
se deduce que 	

afi 	
(2.36) 

y que por ende si no depende del tiempo. Al flujo irrotacional que se encuentra fuera de la capa 
límite se le llama/lujo cxlerno[C.2, p.268). Por el contrario, dentro de la capa límite el flujo no 
puede considerarse como irrotacional; en dicha región los gradientes de velocidad deben de ser 
grandes. Esto se debe a que la velocidad relativa entre la frontera y el fluido es cero, y que la 
velocidad debe pasar de este valor al valor que toma en la capa límite, cuyo espesor es pequeño. 
Lo anterior se refleja en la ecuación satisfecha por la vorticidad en la capa límite, es decir 

= dt 

En consecuencia, Si depende del tiempo. Al flujo dentro de la capa límite se le denomina flujo 

Atenuación de la energía dentro de la capa limite 

En la sección anterior se estudiamos un mecanismo de atenuación de energía en ondas so-
noras. Sin embargo, este tipo de atenuación es pequeño comparado con la atenuación debida 
a la viscosidad del fluido. Vemos que en las ecuaciones de Navier-Stokes para la conservación 
de momento, la viscosidad aparece como el coeficiente de V211. Anteriormente definirnos a la 
viscosidad cinemática y como pipo. Además, sabernos que tina ecuación del tipo 

8,7 
— = ,v2ii 

se conoce como ecuación de calor. En nuestro caso, la existencia de ri en las ecuaciones se debe 
a los esfuerzos viscosos dentro del fluido. Entonces, estos esfuerzos disipan energía únicamente 
en la región donde la viscosidad sea importante, es decir, dentro de la capa límite. Esto se debe 
a que, si tenemos una velocidad r7 de la forma 

u = 11(y) exp [i 	— kx)), 

'En la literatura ala vorticidad se le denota usualmente por CI.P, pero aquí la denotaremos de este modo para 
no confundirla con la frecuencia angular. 
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entonces U es solución de la ecuación 

por lo que 

U(y) = A exp
k2 — iw 

1/} 

cuando u está acotada en infinito. De la relación anterior vernos que la amplitud de la velocidad 
dentro de la capa límite decae como exp [—V1e2 /1, iklui que depende, como veremos, del 
ancho de la capa límite, así como del número de onda k2  dividido por la viscosidad cinématica. 
Esto hace que el decaimiento de U sea muy grande en regiones donde la viscosidad entra en 
juego. En general, esta viscosidad es pequeña. Esto hace que el decaimiento de U sea aún más 
abrupto. También debemos constatar que en regiones donde la viscosidad interviene y donde 
el número de onda es además grande, el decaimiento es aún mayor, por lo que en estas regiones 
la disipación de la energía debida a la viscosidad es máxima. 

Como dijimos antes, la fase de U depende del ancho de la capa límite. Siguiendo el razona• 
miento de Lighthill (L.2, p.129-131), determinaremos el ancho de esta capa límite para el caso 
de un movimiento periódico, de frecuencia to, en un fluido que se encuentra en la región y 7 O 
y tal que la frontera en y = O sea una frontera sólida. Supondremos también que el gradiente 
de presiones en la dirección x, aire/8x , oscila con respecto al tiempo con la misma frecuencia 
que ñ y es independiente de y. Por último, p y 14 se tomarán corno constantes. Además, supo-
nernos que la componente x de la velocidad, u, depende únicamente de las coordenadas y y t. 
Consideraremos a las fuerzas externas como despreciables con respecto a la fuerza debida a la 
viscosidad y que el término fi • Vil es pequeño (por ser de orden cuadrático). La ecuación de 
conservación de momento en la dirección x está entonces dada colo 

Ou Ope  02u 
prtdr 4-  II-10y 

debido a que u = u(y; 	Debemos resolver la ecuación anterior junto con la condición de 
frontera u = O en y = O. 

Suponemos además que tanto u como Ope/Ox son proporcionales a exp(iwt), de modo a que 
pueden expresarse como 

= uo(y)exp(iwt), y 

aPe Oro(-)= 	exp(not), 
dr 	Ox 

donde la solución física del problema es la parte real de estas expresiones. De las ecuaciones 
(2.37) obtenemos una ecuación diferencial ordinaria para uo(y ) dada por 
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a2uo 	
,po( 

Oy 	 Ox
x) 
 —Piwuo(Yi - 

a 	 (2.37) 

Las condiciones de frontera son 

u,(0) = 0, y 	 (2.38) 

	

uo(y) finito cuando y —+ cc. 	 (2.39) 

La solución de la ecuación (2.37), con las condiciones de frontera (2.38) y (2.39), se escribe 
corno 	

uo(y) = A(x)exp (- NrC47; y) B(x)exp (iij/7/y) C(x), 	(2.10) 

donde A exp - iiw7v y) B exp Wiw77 y) es la solución general de la ecuación homogénea, 
mientras que C(x) es una solución particular de la ecuación (2.37). Por la condición de frontera 
(2.39) es necesario que 13 = O. Por otro lado, una solución particular de la ecuación (2.37) es 
C(x) = irlorlapjax. Usando esta solución particular y por la condición de frontera (2.38), 
deducirnos que A = -ip-rorlapa/Ox. Finalmente, lo anterior nos permite concluir que 

uo(y) = iP tW r12-; [1 - exp (-Fr/i; y)] 

Cuando y crece estamos fuera de la capa límite. Entonces la solución tiende al valor 

Opa  
u..(0= Ox 

uo  = [1 - exp (-1171v y)1 u„. 	 (2.43) 

En la figura 2.2 se muestran las gráficas de las partes real -la cual es la solución física del 
problema- e imaginaria de tro /u„. De la ecuación (2.43) inferimos que 

parte real de u, = R(u„) = I -exp (--) y 

parte imaginaria de u, = (u0) = exp (-- sin (—) , conY = (
1 1/2 

. 
Vi Vi  
Y 	Y 

El ancho 6 de la capa límite se puede definir tornando un valor de y arbitrario, a partir del 
cual (u, - ti„)/u„ sea razonablemente pequeño. Por ejemplo, podemos definir al ancho de 

(2.41) 

(2.42) 

el cual debe de coincidir con el valor que toma la velocidad en la región donde el fluido de 
supone ideal (irrotacional, incompresible e inviscido). De las ecuaciones (2.41) y (2.42), vernos 
que 
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Figura 2,2: Capa limite: Un movimiento oscilatorio se modifica a distancias pequetia.s de la 

frontera por un factor 1— exp 	y). La variable Y corresponde a y(1)'/2. La parte real 

corresponde a la linea continua, y la imaginaria a la linea punteada (U, p.93). 

capa límite de modo a que (u0  — u„)/ue, sea menor a 3% (L.2, p.131). Esto se logra tomando 

a dicho ancho como 

6 = (2.44) 

Sin embargo, la arbitrariedad en la elección de 6 se reduce al coeficiente de proporcionalidad, es 

decir, a la elección del valor y a partir del cual consideraremos que el fluido es ideal. Pudimos, 

por ejemplo, haber tomado a 6 simplemente como vro. 

2.5 Superposición de un flujo medio estacionario y de 
un movimiento periódico. 

En esta sección veremos como se modifican las ecuaciones de Navier-Stokes cuando conside-

ramos la superposición de un movimiento medio estacionario y de un movimiento periódico. 

Veremos que las ecuaciones que se obtienen son equivalentes a las que se obtendrían si es-

tudiáramos el problema del régimen turbulento permanente (11,2, p.7). Antes de determinar las 
ecuaciones de movimiento, vamos a ver las propiedades de los promedios temporales. 

2.5.1 Definición del promedio. 

Sea una propiedad A del fluido. Entonces el promedio temporal de dicha propiedad es 

1(x) = I J
r

il(x,r)dr, 
T o 

(2.15) 
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donde T es el periodo de A. En este trabajo hemos usado ya dicho promedio para el caso de mo-
vimientos periódicos (ver 2.2). A continuación enunciaremos las propiedades de los promedios 
t11.2, p.7[: 

Propiedades de los promedios: 

Sean A=Z+a y 13 =7 b. Entonces 

1. =-ha=71-1-ii,yporlotantoa=0; 

2. 3 = + = + 5, y por lo tanto i= O; 

3. Tri= 	TH;  

4. '5=1/=A.5=0; 

5. 'Ea = T3 ñ = O; y finalmente 

6. XD=(A+a)(T3+0=717-1+5-5. 

2.5.2 Ecuaciones de movimiento. 

Las ecuaciones generales de conservación siguen siendo válidas para un fluido donde se su-
perponen un flujo medio y un movimiento periódico. Sin embargo, en este caso se separan a 
las variables en la suma de su valor medio y de una fluctuación alrededor de este valor; esta 
fluctuación sería el movimiento periódico. Consideraremos el caso de un fluido newtoniano, 
incompresible, y tal que su viscosidad sea constante. Entonces las ecuaciones de movimiento 
son las ecuaciones (2.33) y (2.35), es decir 

V .17 .= O, y 	 (2.46) 

	

pl p(ti .V)11 = —Vp + 	+ P. 	 (2.47) 

Para un fluido incompresible p = )3 =constante. Proponemos a t7 y a p como 

= + 	Y 
	

(2.48) 

P = P 11, 
	 (2.49) 

con uf = O y -171  = O. Esto se cumple independientemente de que los movimientos sean cuasi-
periódicos o no. Cuando tenemos perturbaciones periódicas o cuasi-periódicas, se cumplen las 
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siguientes igualdades para derivadas de los promedios [S.I, art.38): 

at= °' 
	 (2.50) 

at = o. 	 (2.51) 

(2.52) 

Además para cualquier perturbación se cumple 

X7217 =0. 

Ecuación de Continuidad. 

Si reemplazarnos en la ecuación de conservación de masa (2.47) el valor para u dado en la 
ecuación (2.48) y promediarnos sobre un periodo, podemos intercambiar el orden de integración 
y el de derivación (la derivada parcial es una derivada espacial). Además, usando las propiedades 
de los promedios antes mencionadas, 

,-0(w+ua 	a (117 . 	... E 	r =o. az; 	axi 	' 	ax. 

Por lo tanto, la divergencia del valor medio de la velocidad, denotada como in, también se 
anula cuando considerarnos una perturbación o una variación de tri alrededor de su valor medio. 

Conservación de Momento: Ecuación de Reynolds. 

17  + t2) 
A = 	

a (
at 	+ p„[(i7+ II) .v1(1+ 

Si desarrollarnos primero esto para obtener una suma de productos y promediamos después, 
obtenemos 

— 	' 	 
A at  par  ti.11)1 

+ p (1 • V) + p (IP • V) + p (ti.' • V) 1. 

Ahora bien, como supusimos que la densidad es constante, tenernos que 

Mi? al? 
71 	al 0' 

(2.53) 

Sea A el lado izquierdo de la ecuación (2.47). Reemplazernos el valor de 17 en dicha ecuación. 
Obtenemos 

(2.54) 
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El primer término de la ecuación (2.54) es simplemente pa  al ai, debido a que tanto p, 'p 
como ú son valores promedio. Por otro lado, si usamos la última de las propiedades de los 

promedios y el hecho de que el promedio temporal contrita a con las derivadas espaciales, tenemos 

que 	
po  (ti • V) = pa 	• V) + pa  (t? • V) ti5, 

Análogamente, usando las demás propiedades vemos que los últimos tres términos de la ecuación 

(2.54) se anulan. Entonces, 

= 0 [1,  -I. (ti • y) 	+ 	(I? • V) IP. 	 (2.55) 

Sea 	el lado derecho de la ecuación (2.47), El promedio sobre un periodo de E es más 
sencillo de determinar que el anterior. De hecho, dicho promedio es 

= —vp itv2 	p . 	 (2.56) 

Las ecuaciones (2.55) y (2.56) son iguales, es decir, 

po[
al  
— 	U • V ti = — VP /IV 'ti po  F p, (te • V) te 
Ot 

Por otro lado, V .17 = O, y usando la última propiedad de los promedios, así como la ecuación 

(2.53), tenemos que 

IL (V • 11) =(57 • 1) + ti 5  (v t?) 

= 	(v t?) 
= 

por lo que podemos sumar el término 

— 0  ti 5  (y • t7 

del lado derecho de la ecuación (2.56). Es entonces claro que podemos escribir a la ecuación 
de Navier-Stokes, para el caso en que un movimiento medio se superpone a un movimiento 

periódico, como 

7i7 	Off; O 	„ 
[ 
	

4 	uk Exk  —1 = 
ap 
ar; +1, 2_, — Oir, 21 .1 

— + par 	
D,r 

; — 2, 	(
it
° 	k ) 
	(2.57) 

• 'k 

Cuando el flujo medio es estacionario, el primer término del lado izquierdo de la ecuación 

(2.57) se anula, 
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a 
2.5.3 Interpretación física del término - ul 

ohk 

Antes (ecuación (2.33)) habíamos obtenido el tensor de esfuerzos para el caso de un fluido 
newtoniano. Para el caso incompresible este tensor es 

au, aui) 
rri = -P5o 	(-0-- 

y la ecuación de Navier-Stokes en función de ni es 

mi;  au, 	au, 	N 	c- 	- pF; 
11‘-'5767. 

p 	
yx; 	$ 
Oru.• . = E-- I 
Oxi

-r 
 

Vemos que podemos incluir el término extra, es decir, el término -4-(priTii;), dentro del tensor 
de esfuerzos Ti» En ese caso dicho tensor se define como 

07.17 ( -a- - (2.58) 

en el que hemos suprimido el término Orri/Orr, debido a que 

E= oxi • • E 
arr, 
uni  

, 

Por lo tanto, pi—ig representa el esfuerzo debido a la perturbación 	Como Reynolds fue 
el primero en escribir la ecuación para un !luido -para el caso de un fluido turbulento- en la 
forma (2.57), a este tensor se le conoce corno Esfuerzo de Reynolds (H.2, p.22). Este esfuerzo 
tiene componentes normales (i = j) y tangenciales (i # j), Consideremos que el flujo medio se 
anula, por lo que el movimiento se debe a los esfuerzos de Reynolds. Entonces, como pul es el 
momento en la dirección xl, (puljul es el flujo de momento en la misma dirección, y el flujo 
medio es simplemente (pul )ul. consideremos un elemento de volumen tal y como se muestra 
en la figura 2.3. Si d8i  es el elemento de superficie perpendicular al plano (x2,x3), el flujo 
medio de momento a través de dS1  es (pul2)d53 ; por lo tanto, en la expresión para r11  aparece 
el término -(pt42 ), pues dicho término corresponde a la reacción del medio sobre el elemento 
de volumen. Consideremos ahora el caso en que i # j. En este caso la componente j del flujo 
medio a través de dos superficies perpendiculares a la dirección es 

h) = puaxi + h)u'i (zi -1-11)ti 
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Supodfcie de 
«ea & 

  

h 

  

  

Figura 2.3: Esfuerzos de Reynolds en un elemento de volumen. El área de la base de este 
elemento es S y su altura es h. También se muestra el flujo medio de la componente Puf  del 
momento en la dirección 14. 

si estamos en la superficie superior, y 

,11(xi) = 	(xi) S 

cuando consideramos a la cara inferior del cubo. Si h es pequeño, podemos desarrollar en serie 
de Taylor la primera expresión y restarle la segunda, obteniendo así 

	1 í 	
°pul( x;  ) tt'i  (z i)  h  +... _ pulí xild(x .) 

11 i ) ' 
J.(s; 4- h) — .4(4). S pu:(xi)ui(xi)-1- 	oxi  

por lo que 

AJ• 	a pulz ;)  
Jim , — S 
la-.0 	 Ori 

La relación anterior no es sino la fuerza, en la dirección xi, debida al flujo medio pasando a 
través de la superficie de nuestro elemento de volumen. Esta fuerza provoca una reacción igual 
y opuesta en dicho elemento. Definimos, entonces, a la fuerza extra -debida al exfuerzo de 
Reynolds- por unidad de arca como 

Optil(si)t41.(xi) 
= — E 	 

ux, 
(2.59) 
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2.6 Flujo acústico. 

2.6.1 Ecuaciones para movimientos de flujo lentos. 

Para determinar el flujo acústico, debernos de encontrar (u)e,, la velocidad media del fluido 
fuera de la capa límite, debida a la propagación de una onda sonora dentro del medio. Esta 
velocidad media se determina a partir de las ecuaciones 

0, 	 (2.60) 
Ox • = $ 
ate; ,r4  

(2,61) 
1—'i  uirxi 	P°Fl. 	ax.8x 1 • Osi i  

que son las ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes para la velocidad media U cuando el 
fluido es incompresible. 

Una manera de calcular 1-1 es suponer que el término de la izquierda, en la ecuación (2.61), 
es mucho menor que los términos de la derecha. Para que esta aproximación sea válida, es 
necesario suponer que el flujo de momento Ti a través de la superficie S de una región fija 
arbitraria sea muy pequeño; es decir 

po ís (r1. 117)iidS s0, 

por lo que 

11, (ti • V)I1 	O. 

Esto equivale a considerar que la dinámica del flujo medio está -casi exculsivarnente- determi-
nada por los esfuerzos viscosos [S.1, p.77-781. Además, las ecuaciones(2.60) y (2.61) forman 
un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, UT, rT2', US y Tr. A esta aproximación se 
la llama aproximación RNW, pues Rayleig14 Nyborg y Westervelt IL,3, p.403) la usaron para 
determinar movimientos medios debidos a un término Pi de forzamiento. Otra aproximación 
consiste en despreciar los términos debidos a fuerzas inerciales (como la gravedad, la cual se 
considera para el caso de ondas en agua profunda, que estudiamos en el apéndice C), pues, 
como se dijo antes, la fuerza debida a los esfuerzos de Reynolds es la que determina el tipo de 
movimiento. Por otro lado, si consideramos al flujo externo, donde la viscosidad es despreciable, 
entonces la ecuación(2.61) toma la forma 

(n)IIIV. 	—915  = o. a 
uX¡ 

(2.62) 
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Vemos que esta fuerza se equilibra con el gradiente de presiones (el cual no varia dentro o fuera 
de la capa límite, pues no depende de la viscosidad del fluido, parámetro que determina la 
diferencia entre los flujos externo e interno), y que la ecuación (2,61) puede escribirse como 

(Fi) — (Fi)i„„ pV2ii7 = 0. 	 (2,63) 

Por lo tanto, sólo la diferencia entre Fi -dentro de la región donde /4 es importante- y (Fiji,,,, 
es capaz de inducir un flujo acústico. Usaremos las ecuaciones (2.60) y (2.63) para determinar 
(i77)„. Este flujo acústico depende del tipo de perturbación 	y de como se modifica -por 
efectos disipativos- dentro de la capa limite. Calcularemos aqui el flujo acústico para casos en 
los que es aplicable la ley de flujo de Rayleigh, la cual se define a continuación, 

2.6.2 Ley de flujo de Rayleigh. 

La ley de lujo de Rayleigh se aplica a dos tipos de flujos medios (L.3, p.414): 

1. Al flujo acústico resultante de una onda sonora estacionaria que se disipa dentro de la 
capa límite, debido al efecto de la viscosidad. 

2. Al flujo acústico resultante de la vibración de una frontera que delimita a un fluido 
inicialmente en reposo (a este flujo también se le llama flujo acústico, a pesar de no estar 
presente una onda sonora en el sistema). 

Como dijimos anteriormente, consideramos que el flujo acústico se debe a la atenuación de 
la energía dentro de la capa límite, por ser los mecanismos de atenuación en dicha región mucho 
más importantes que otros. Esto se debe a que la viscosidad del fluido es la que provoca la 
disipación de la energía y la viscosidad es importante sólo cerca de la frontera. Supondremos, 
a continuación, que esta frontera se encuentra en y = 0. También consideraremos el caso 
bidimensional. Calcularemos el flujo acústico cerca de la frontera. Para ello supondremos que 
la velocidad de la perturbación u' es periódica con respecto al tiempo fuera de la capa límite, 
Después construiremos la velocidad dentro de la capa usando los resultados obtenidos el la 
sección 2.4.4. Deduciremos entonces la forma de la velocidad u' dentro de la capa límite por 
medio de la ecuación de continuidad. 

En el caso 2, el fluido adquiere una velocidad media después de cierto tiempo, durante el 
cual la onda que se propaga sobre la frontera transmite una cantidad importante de momento 
-así corno de energía- al fluido que se encuentra en contacto con esta frontera, Los casos 1 y 
2 son en realidad el mismo, pues basta una transformación de ejes coordenados para pasar de 
uno a otro. Si U(r) es la velocidad fuera de la capa. Entonces, la velocidad 

u'e, = 11(x) exp(iwt) 	 (2.64) 
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provoca, en ambos casos, el mismo tipo de flujo acústico en la frontera de la capa límite. Por 
otro lado, dentro de esta región, la velocidad '4:  se atentía por un factor dependiente de la 
distancia a la frontera. Dicho factor se determinó anteriormente para el caso de una onda 
viajera (ver 2.4.4). Entonces, por analogía a ese caso, podemos escribir a la velocidad dentro 
de la capa límite corno 

I /2  
u' = 	{I exp [— (—

v 	
, 

donde n'u  está ahora dado por la ecuación (2.64). La ecuación (2.65) nos permite determinar 
la componente vertical u' de la velocidad. 

Consideremos primero el caso 2). En ese caso el fluido es incompresible, por lo que la ecuación 
de continuidad se reduce a 

8u' Oui 

Oy u 

„ = . 

Sin embargo, si determinamos la velocidad vertical u' usando la ecuación de continuidad anterior 
y las ecuación (2.65) para u', obtenemos un resultado que nos lleva a concluir que tr' crece con 
y, lo cual no es posible debido a que la velocidad vertical fuera de la capa límite debe de ser 
finita. Por otra parte, en el caso 1) debernos de considerar al fluido como compresible, pues de 
lo contrario no se propagaría una onda sonora en el medio (la velocidad de esta onda sonora 
sería infinita). Pero podemos encontrar condiciones sobre las perturbaciones que nos den un 
resultado coherente para ambos casos. Tomemos entonces la ecuación de continuidad dada 
como 

Op 
— +57 • (pii) = O. 
01 

Supondremos que 

1. Vp Al O; 

2. p es función de x y de t únicamente, por lo que 114 es independiente de y; 

3. Como dijimos antes, estamos tratando el caso bidimensional; 

4. La velocidad 17 puede separarse en una velocidad media Ti y en una perturbación tí'', cuya 
componente horizontal u' está dada por la ecuación (2,65) cuando estarnos dentro de la 
capa límite. 

Ahora bien, por la ecuación de continuidad y por las condiciones l y 2, tenemos que 

(2.65) 
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Promediemos la ecuación anterior con respecto al tiempo. Entonces 

O 
-a-y- (V • t7) = -a-y-  

ya que us es nulo. Lo anterior nos induce a concluir que 

-Q 	= O, 

por lo que dentro de la capa límite la velocidad vertical u' debe de ser solución de la ecuación 

09
=  

8y2  

dur 
11. 

827 	 IP dusez  el 
= - — exp 

+ AM 

- — 
[ 	(U0) 

v 
y

1 /2  	
1 &By 

+111-4- 

dx 

-(t
-)'2

y
1 1 exp 

dx 

u' = - eil 1/2 dtd4 exp [- e-w-)1/2 y} + A(x)y + B(x). 
v 

Por otro lado, pedimos que u' = O en y = O, por lo que 

\ 1/2 da
s, DM= dx 

y que ye', esté acotada cuando y es grande, por lo que A(x) = O. Por lo tanto, concluimos que 

=(7; 
iwy/2 

	

	 iw)  Riz 
áa` (1-expl(

J . 
(2.66) 

Podemos encontrar el flujo acústico a partir de las ecuacio les (2,59), (2.65) y (2,66), pues 

[( t7) 
FE - 	+ 

En efecto, el flujo acústico se relaciona con la coordenada tangencial del esfuerzo de Reynolds 
(1,3), por lo que determinaremos únicamente la velocidad (17),,. Antes de calcular Fx, demos-
traremos que el promedio temporal de la parte real de dos variables tales que se puedan escribir 
como un factor complejo multiplicando a exp (iwt), es igual a la mitad de la parte real del 
producto de una de las variables y del complejo conjugado de la otra. Sean 

u' = (A + 	lcos(cot) + i sin(wi)) , 	y 

	

= (C + Di) (cos(wt) + i sin(toi)l. 	 (2.68) 

(2.67) 
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Entonces 
= 	cos(urt) — B sin(wt)11C cos(,et) — D sin(0.4)] , 

con 	= R(ng y vil?  = 9?(ul, por lo que 

= 2  (AC + B D). 

Sea ahora e" el complejo conjugado de u', Multiplicando a u' por v", obtenemos 

u' v" 	(Plcos(art) — Bsin(wt)1+ i [13 cos(tet) + A sin(ari)1) x 
([C cos(arl) — D sin(wt)1— i [D cosPt) + C sin(rot)ll , 

y de lo anterior deducirnos que 

(u' v")n  = —
1 

(AC + BD), 
2 	2 

lo cual nos permite concluir que 

usnuli = (u' v'') 

con (u' unn  = (u' y"). En el caso que nos interesa, los valores de A, B,C y D, en las 
ecuaciones anteriores, son 

A = U[1 — exp(—ay)cos(ay)), 	 (2.69) 
B = U exp(—ay) sin(ay), 	 (2.70) 

2
1 dU 

C 	= 	.5- [1 — exp( —ay) cos(ay) exp( —ay) sin(ay)) , y 	(2.71) 

1 dU 
2a dx 

D = 	[exp(—ay) cos(ay) ex p( —ay) sin(ay) — 11, 	(2.72) 

„., )1/2 
donde a = (— 	, por lo que 

2v 

tian  = 5  (A2  + 132) = 5u2  — 2 exp( —ay) cos(ay) exp( —2ay)1, 	(2.73) 

Y 
1 dU 

= — U 
dx 
— [1 — 2 exp(—ay)cos(ay) exP(-2ad • 4a  

Además, suponernos que los cambios de II son muy pronunciados en la dirección y mientras que 
en la dirección x son más suaves, por lo que 

02r1 2  
ii 	

y2 
. 

d 

(2.74) 
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[01 	1011 U — 
dx 
dU 

(-2 exp( —ay) cos(ay) + exp(-2ay)1. (2.77) 

Entonces 

Pero 
ex 

por lo 

Si 
 

que 

—2exp(—avi)cos(ari)+ 
exp(-22a/) 	exp(—al) 

 sin(al)) , 

sia(a1)1} • 

exp(-2art)clq = 	a 	+ 	lcos(a0 
a 

dq— 
uddUx 	exp(2—a2an 	exp(—al) fcas(al)  [Olx  (Oatii;  ) 	

1 (x, q) 	 a 	I  
es 

(2.78) 
Además, vemos de la ecuación(2.74) que 

dU 
— (71775),,1 (x, 	

1 = -47,  u 717  (-2 exp(-4) cos(a4) + exp(-2a/)) 	(2.79) 

Entonces, usando esta aproximación y las ecuaciones (2.63) y (2.67), tenemos que 

8271 
142  14 	

_, 
v  

814 aia 

er 

, ausit ton (.9t7p,it  
- Ox Ox -1- 	ay ay 	) .. 

Orr 
Podemos determinar —(x,1) como 

í _,—a2,72(x,l)dri = tr ' ( • ,5a7uxs21 	2'  —á--0 X1  t 2/1 	(x, OtIvi + 
er 

+ir t  iu' i"—P.)Tt — (tiinvi n) al (x,  1), 

Esto se debe a que queremos que ti esté acotada y si tuvieramos además una constante del lado 
derecho de la ecuación (2.76), obtendríamos términos de la forma ay al integrar dos veces, y 
este término no está acotado cuando y crece. Usando la ecuación (2.73), vemos que 

Ou
ax

'R  U-a--dU  (1— 2 exp( —ay) cos(ay) + exp(-2ay)) 

es simplemente el valor que toma 
O 	

— cuando y —+ oo, es decir 
 Ox 

u n 

es 

q {079 = vlim
.Q° {aax 

u l1 = udU 
ax 

	

	 dx ' 
ex 

1 ' (2.75) 

(2.76) 
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Por lo tanto, la ecuación (2.76) queda corno 

ti 	 dU { 	

2a 	 4a 
exp(-aZ)cos(al) exp(-aOsin(al) exp(-2a1)}  

7 (x, = v-  U 
dx 	2a 	

(2.80) 

A la ecuación (2.80) volvemos a integrarla, esta vez entre la frontera (y = 0) y en un punto 
arbitrario dentro de la capa limite. Por la condición de adherencia en la frontera, tenernos que 
W.r, O) 0, y así 

;(z, y) = 	dz 	
lov  exp( -2ae) 	(-1  fov  exp( 	sin(al) (I( -I- 

f exp( 	cos(al) (11 }. 

Se puede demostrar que el término entre corchetes es igual a 

exp( -2ay) 3 exp( -(4) sin(a/) exp( 	cos(al) 	3 
8a2 	 4a2  4a2  

Además, cuando consideramos al flujo externo, ese término se reduce a 

3 

Por lo tanto, 

iri(r, Oler -17U 77,  
w  )1/2 

2v 
y como a = 	, obtenemos finalmente 

3 dU 
hez = dx 

A la velocidad h7 se le denota también como 	por ser una velocidad de deslizamiento ("slip 
velocity"). Es importante constatar que 11, no depende del coeficiente de viscosidad. Por lo 
tanto, aunque este coeficiente de atenuación sea muy pequeño, el flujo acústico asociado con 
dicha atenuación no cambia. En caso de que se consideren otros mecanismos de disipación 
de energía acústica, dichos mecanismos pueden tener el efecto de aumentar la velocidad del 
flujo medio. Sin embargo, suponemos que la mayor contribución al flujo acústico se debe a la 
atenuación de la energía debida al efecto de la viscosidad sobre el medio. 

En este capítulo hemos desarrollado algunos aspectos sobre mecánica de fluidos, De estos 
aspectos el más Importante es el efecto de una perturbación sobre un flujo medio. Esta pertur-
bación aparece en la ecuación de conservación de momento del flujo medio ti en la forma de un 
término no lineal conocido corno esfuerzo de lleynolds. La componente tangencia! del esfuerzo 

(2.81) 
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de Ileynolds es la que se relaciona con la generación de un flujo de momento en la dirección 

de propagación de la onda, es decir, en la dirección x; esto nos permitió calcular únicamente 
la componente en r del flujo acústico Ti. Por otra parte, estudiamos diversos mecanismos de 
disipación de energía. De estos mecanismos, el mís importante es el debido al efecto de la 
viscosidad sobre la onda que se propaga en la frontera del fluido (para el caso en que el fluido 
está en reposo y que la perturbación proviene del movimiento de la frontera que delimita al 

fluido). En el tercer capítulo veremos que en el caso de la cóclea los fenómenos no lineales, así 
como la disipación de energía, también interactúan para generar un flujo acústico cerca de la 

frontera oscilante del sistema, es decir, cerca de la membrana basilar. Para ello es necesario 
que estudiemos algunas de las propiedades de los fluidas que se encuentran dentro del sistema 
auditivo, así como las propiedades mecánicas de la membrana hallar. Dedicaremos el siguiente 
capítulo a este estudio, basándonos en algunos experimentos realizados durante este siglo y que 
aclaran el papel que juega la membrana basilar en el mecanismo de propagación de ondas en 

la cóclea. 

4:3 
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Capítulo 3 

BIOMECÁNICA COCLEAR, 

En el capítulo anterior vimos algunos conceptos sobre fluidos que nos permitirán, posterior-

mente, explicar el mecanismo de propagación de ondas en la cóclea. Este sistema se compone 

no sólo de dos tipos de fluidos -cuyas propiedades mecánicas son iguales- sino también de una 
frontera flexible: la membrana basilar. Antes de entrar en detalles sobre experimentos que 
nos permiten entender el papel jugado por la membrana basilar en el proceso de propagación 
de la onda, expondremos en la primera sección las características anatómicas y fisiológicas del 
oído interno. A continuación describimos someramente la anatomía del oído externo y del oído 

medio, así como el mecanismo de transmisión de las ondas sonoras desde la oreja hasta la 

membrana que une al oído medio con el interno. 

El aparato auditivo del hombre es doble y está situado a ambos lados de la cabeza. El oído 
externo se compone de la oreja y del conducto auditivo externo. La presión del aire -debida 
a la propagación de una onda sonora en este medio- en el tubo auditivo externo hace vibrar a 
la membrana timpánica (ver figura 3). Esta membrana separa al oído externo del oído medio, 
el cual está constituido por una cadena de huesecillos -el martillo, el yunque y el estribo- y de 

un conducto que comunica con la cavidad nasal llamado trompa de Eustaquio. Debido a que el 

martillo se encuentra adherido a la membrana timpánica, la vibraciones de dicha membrana se 

transmiten mecánicamente a la cadena de huesecillos; en particular, al estribo, Este huesecillo 
se encuentra adherido -gracias a un ligamento- a otra membrana que separa al oído medio del 
interno, Por la forma de esta membrana, se le da el nombre de ventana oval. 

A continuación describiremos al oído interno y también veremos ciertas propiedades de los 
fluidos así como de las estructuras que lo componen. La importancia de esta descripción reside 
en que el mecanismo de propagación de ondas en el oído interno y su efecto sobre el movimiento 

de los fluidos dentro del mismo son la parte central de este trabajo. 
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3.1 Anatomía y fisiología del oído interno. 

Al oído interno se le conoce también corno laberinto. Consta de un laberinto membranoso 
cerrado, lleno de un líquido llamado endolinfa (ver figura 3.2). Sobre porciones de su pared 
se encuentran ubicados receptores nerviosos, cuya función varia según su posición dentro del 
laberinto, El laberinto membranoso se divide, además, en tres partes que se diferencian no sólo 
por su aspecto sino también por su función. Estas tres partes son: los canales semicirculares, 
el vestíbulo, y el caracol. El vestíbulo se compone a su vez del utrículo y del sdeulo; comunica 
por arriba con los canales semicirculares y por abajo con el caracol. Sin embargo, el canal de 
Hensen (figura 3,2), el cual conecta al sáculo con el caracol, se encuentra a menudo obliterado 
en el adulto (ver [F.1, p.685]). 

Tanto el vestíbulo como los canales semicirculares forman parte del órgano del equilibrio, por 
lo que su estudio está fuera del contexto de este trabajo. Para saber detalles sobre su anatomía 
o su funcionamiento, consultar por ejemplo las referencias [FA, pp.689-691) y 1Q.1, pp,485-
481 Antes de considerar la anatomía del caracol, es importante mencionar que el laberinto 
membranoso se encuentra totalmente encapsulado por el laberinto óseo, cuya forma es similar 
a la del laberinto membranoso (ver figura 3.3), El vestíbulo corresponde, por ejemplo, a la 
parte del laberinto óseo que encapsula al utrículo y al sáculo 1F.1, p.685]. Los laberintos óseo y 
membranoso se encuentran conectados a través de vasos sanguineos y nervios. Se puede ver de 
la figura 3.3 que la cavidad entre estos dos laberintos, en la región del vestíbulo y del caracol, 
se encuentra llena de un líquido. Este líquido es llamado perilinfa. 

El caracol, o "cóclea", constituye el órgano auditivo. Asciende desde su base dando dos 
vueltas y media y va estrechándose conforme se enrosca en torno a un eje. Sin embargo, la 
forma espiral de la cóclea no se encuentra en todos los animales. Por ejemplo, el órgano auditivo 
del oso hormiguero 113,2, p.407] está totalmente estirado. Por ello, esta forma no se considera 
en la mayoría de los modelos, y pocos autores la han considerado como esencial (Una excepción 
sería un artículo de Huxley [11,3], en el cual el autor estudia los posibles efectos que podría 
tener esta característica sobre el problema de la resonancia en la cóclea). En la figura 3.4 se 
muestra un corte transversal de la cóclea, desde un punto de vista macroscópico. Se ve que del 
laberinto óseo parte una lámina ósea que atraviesa parcialmente a la sección transversal. En 
el espacio entre esta lámina ósea, y el punto diametralmente opuesto al punto de partida de 
dicha lámina, se encuentra la llamada membrana basilar (24. en la figura 3.3). Al conducto 
que queda debajo de la membrana basilar se le da el nombre de rampa timpánica, debido a 
que está en comunicación con el tímpano a través de la ventana redonda. Como el ancho de 
la lámina espiral es mayor en la base del caracol que en la punta, la membrana basilar es 
-inversamente- más delgada cerca de la base que en la punta del caracol (L.6, p.2]. Por otro 
lado, de la lámina ósea parte otra membrana, la membrana de Reissner o membrana vestibular, 
la cual forma un ángulo agudo con la membrana basilar (figura 3.4). Estas dos membranas se 
encuentran conectadas a través de la estría vascular, una membrana adherida a la pared de 
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la cóclea. Estas tres membranas se juntan poco antes de llegar a la punta del caracol. Por lo 
tanto, corresponden a la parte coclear del laberinto membranoso. Por encima de la membrana 
de Reissner, se encuentra la rampa vestibular, la cual comunica con el vestíbulo a través del 
conducto de llensen. Al espacio que queda libre entre el punto de unión de las tres membranas 
y el laberinto óseo se le conoce corno helicotrema (ver figura 3.3). La estría vascular produce la 
endolinfa, de modo que la composición química de este fluido es distinta a la de la perilinfa. Sín 
embargo, las propiedades mecánicas de ambos líquidos son las mismas 	p.2). Además, la 
membrana de Reissner es muy delgada, por lo que podemos suponer que se mueve con los fluidos 
que la rodean (L.6, p.2]. Debido a estas propiedades tanto de los fluidos codeares corno de la 
membrana de Reissner, desde un punto de vista macroscópico uno puede suponer que la cóclea 
es únicamente un tubo dividido en dos partes, cuyas arcas transversales son aproximadamente 
iguales, separadas por una superficie flexible, es decir, por la membrana basilar y los órganos 
que se encuentran encima de ella. Al conjunto de la membrana y de estas estructuras se le 
da el nombre de partición codear. En la figura 1 mostramos un esquema de la cóclea vista 
macroscópicamente. También vernos la idealización de la cóclea como dos tubos separados por 
la partición codear. Desde un punto de vista microscópico, es importante señalar que sobre la 
membrana se encuentra el campo receptor del órgano auditivo [El, p.687), el árgano de Corti. 

Por la forma de este órgano (figura 3), se crean a ambos lados de éste dos surcos espirales 
a lo largo de la membrana basilar. El surco interno se encuentra del lado de la lámina ósea, 
de la cual parte otra membrana llamada membrana tedoria. La membrana tectoria cubre al 
surco interno y se adosa sobre la parte superior del órgano de Corti. El órgano de Cortí se 
compone de dos tipos de células: células de sostén y células ciliares receptoras. El hecho de 
que la composición química dentro del conducto coclear sea diferente a la de la perilinfa es 
importante para el mantenimiento de las células ciliares. De la figura 3, vernos que hay cuatro 
células ciliares en cada corte transversal de la cóclea, Una de estas es una célula interna, y su 
función es la de transducir la señal codear en una señal eléctrica, la cual se traslada a través 
del sistema nervioso hacia el cerebro. Las células externas, por el contrario, reciben señales 
del sistema nervioso central y no poseen la capacidad de transducir las señales del medio que 
las rodea. Esta diferencia, tanto espacial como funcional, entre las células interna y externas, 
es un descubrimiento bastante reciente (ver por ejemplo (L.6, p.3)). De hecho, el papel de las 
células externas consiste en amplificar señales acústicas de poca amplitud. Es por esta razón 
que el comportamiento de la membrana basílar es muy distinto según si se hacen experimentos 
en animales vivos o en cadáveres. Dejaremos aquí las consideraciones micromecánicas de la 
cóclea, a pesar de la importancia que tienen. Para un análisis detallado, referirse al artículo 
antes mencionado [L.6). Nos concentraremos a continuación en un estudio macroscópico de 
algunas propiedades mecánicas importantes para la propagación de ondas en la cóclea, 
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3.2 Resultados experimentales. 

3.2.1 Propiedades mecánicas de los fluidos cocleares. 

Mencionamos en la sección anterior que la periliufa y la endolinfa tienen una composición 
química distinta, pero que sus propiedades mecánicas (viscosidad y densidad) son las mismas. 
También se señalamos que estas propiedades mecánicas no se alteran según si se miden in vivo 
o varias horas después de la muerte. Békésy (13.2, p.4341 determinó los valores de dichas propie-
dades, obteniendo 0.0197 Poise (1 Poise = lg cm-1  ri) para la viscosidad y 1.034kg na-3  para 
la densidad. El valor dado para la viscosidad es el correspondiente a la temperatura corporal 
normal, es decir, a una temperatura de 37°C. Para el caso del agua a 40°C, la viscosidad es de 
0.644x10-2  Poise, y la densidad es de 0.9923 kg m'3. Vemos que la densidad del agua es com-
parable a la densidad de los fluidos cocleares, mientras que su viscosidad es aproximadamente 
la tercera parte. Aún cuando es difícil comparar los valores antes mencionados, debido a que 
no corresponden exactamente a la misma temperatura, lo anterior nos permite afirmar que las 
propiedades mecánicas de los fluidos cocleares son parecidas a las del agua. 

3.2.2 Rigidez de la membrana basilar. 

Para poder determinar el tipo de ondas que se propagan sobre la membrana basilar, es im-
portante determinar las características de la tensión a la que está sometida dicha membrana. 
Para ello debemos determinar la razón entre la deformación longitudinal y la transversal. Si la 
tensión fuera isótropa, la deformación resultante tendría una forma circular. Si, por el contra-
rio, la tensión es mayor en una dirección y menor en la dirección perpendicular a la anterior, 
entonces la deformación es elíptica. Al realizar este experimento en cadáveres, Békésy [13.2, 
p.472) encontró que cerca de la punta de la cóclea (es decir, cerca del helicotrema) la defor- 
mación era circular, aún cuando la presión sobre la membrana no se ejercía en un punto cercano 
al eje central de la misma. Cerca de la base la deformación era de forma elíptica y su eje mayor 
correspondía con el eje longitudinal de la membrana. La razón entre el eje longitudinal y el 
transversal era a lo más de 2 : 1 [13.2, p.473). Por lo tanto, Békésy concluyó que la parte 
más flexible de la membrana tenía las mismas propiedades elásticas en cualquier dirección, 
y consideró que esto se cumplía sobre la membrana en general, pues la parte más flexible es 
la parte importante dentro del estudio de propagación de ondas en la cóclea. Por otro lado, 
Békésy observó que empezando a hacer mediciones media hora después de la muerte y durante 
las siguientes cuatro horas no se detectaban cambios en la posición del máximo de la amplitud 
del desplazamiento, por lo que concluyó que las propiedades elásticas debían de ser las mismas 
antes o después de la muerte. 

El mismo experimento fue realizado por L. Voldtich en cócicas de conejillos de Indias (V.1, 
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p.331-335I. En este experimento, las propiedades elásticas de la membrana bacilar se empe-
zaron a analizar quince minutos después de la muerte de los animales IV.1, p.3321. Voldtich 
también analizó la forma de la deformación en cócleas de animales muertos 24 horas antes 
del experimento, así como en cócleas conservadas en distintas substancias, las cuales podrían 
-presumiblemente- modificar las propiedades elásticas. Los resultados que obtuvo contradicen 
los obtenidos por Békésy para el caso de cócleas frescas. En efecto, para cócleas frescas Voldtich 
no sólo obtuvo el mismo patrón de deformación a todo lo largo de la membrana, sino que la 
deformación era altamente anisótropa; cuando apoyaba la aguja sobre la membrana basilar, ob• 
tenía una deformación en forma de una banda muy delgada y orientada en el sentido transversal. 
El ancho de la banda dependía del radio de la aguja utilizada; esto implica que la deformación 
no se extiende en dirección longitudinal o espiral (ver figura 3.6), lo cual es importante a la 
hora de plantear un modelo de propagación de ondas en la cóclea. El patrón de deformación 
es idéntico al que se obtendría deformando un conjunto de fibras paralelas delgadas con un 
pequeño objeto punzante (ver figura 3.7). Además, cuando se quitaba la aguja, la membrana 
basilar regresaba a su posición original. Para cócleas no frescas o conservadas en alguna subs-
tancia nociva, Voldticb obtuvo una impresión circular similar a la obtenida por Békésy, es decir, 
cuando las propiedades elásticas de la membrana son homogéneas. Finalmente, si se rompía 
la membrana con la aguja, la ruptura se volvía invisible en el caso de membranas frescas. En 
cambio, en las otras se observaba una ruptura de forma circular. 

Trataremos de explicar las razones por las cuales Békésy no obtuvo una deformación elíptica. 
Según Voldtich, Békésy usó cadáveres humanos para sus experimentos IV.1, p.3341. Estos 
cadáveres no podían ser muy frescos, pues como Voldtich cita, Békésy los obtenía en hospitales 
y por lo tanto debían de tener más de 24 horas. Sin embargo, Békésy trató de observar, por 
medio de un microscopio, si cambiaba la forma o el aspecto de los tejidos de la partición coclear 
cuando se sacrificaba a un conejillo de Indias. Békésy no detectó cambio post•mortem alguno 
de los tejidos de la membrana basilar, mas no parece que haya efectuado el experimento de la 
aguja en animales recién sacrificados. Finalmente, Voldtich mostró que la solución utilizada 
por Békésy para preservar los tejidos cambia las propiedades físicas de los mismos. Por lo 
tanto, aunque no queda claro en el libro de Békésy si usó cadáveres o conejillos de Indias para 
el experimento de la aguja, el resultado que habría obtenido debería ser el mismo (ver figura 
3.8) debido a las sustancias que usaba para preservar sus cócleas. 

Los resultados de Voldfich nos permiten deducir algunas características del mecanismo de 
propagación de ondas en la cóclea. Para empezar, suponemos que la deformación de la mem-
brana basilar obtenida experimentalmente por Voldtich es igual a la deformación de la misma 
cuando una onda sonora se transmite mecánicamente a los fluidos cocleares. Vimos que la 
membrana basilar puede modelarse por un sistema de fibras paralelas. Si la membrana basilar 
en reposo se encuentra sobre el plano y = O, entonces cada una de estas fibras -o por lo menos 
su eje si las suponemos cilíndricas- se encontraría en una x = constante. Definimos a s como 
la rigidez de la membrana basilar. Entonces, .s es una función de x solamente, es decir 

s 	s(x). 	 (3.1) 
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El hecho que la deformación de la membrana sea casi nula en el sentido longitudinal de la misma 
se refleja en la independencia entre el número de onda y la rigidez. Además, la ecuación (3.1) nos 
muestra que la membrana basilar oscila -en dirección y por secciones delgadas y separadas entre 
sí, cuyo movimiento es independiente del de las secciones vecinas. Esto permite que el volumen 
de fluido necesario para deformar cada sección sea menor al que se requiere cuando la rigidez 
depende de otras variables. Hasta ahora sólo hemos establecido, a partir de los experimentos 
de Voldlich, que la rigidez depende únicamente de la posición sobre la dirección longitudinal 
de la membrana. Sin embargo, también podemos determinar su comportamiento cualitativo 
a partir de algunas características anatómicas de la membrana basilar. Mencionamos, en la 
sección 3, que la membrana basilar dividía—junto con la lámina espiral ósea- a la cóclea en 
dos conductos '. Se ha observado que la membrana basilar es más delgada en la base que en 
la punta; el ancho de la membrana varía gradualmente de 0.1 mm en la base a 0.5 mm en la 
punta, a lo largo de 35 rnm, aproximadamente (L.6, p.2). También se ha determinado que su 
espesor decrece conforme nos acercamos a la punta. En la figura 3.9 se muestran de manera 
esquemática las variaciones de las dimensiones de la membrana basilar, así como la idealización 
de ésta como un conjunto de fibras paralelas. Los dos factores antes mencionados contribuyen 
a que la rigidez de la membrana disminuya de la base a la punta de la cóclea, siendo esta 
disminución de casi cuatro ordenes de magnitud (L.6). Como veremos más adelante, el hecho 
que s sólo dependa de x y que además disminuya conforme nos alejamos de la base del caracol 
tiene una consecuencia importante sobre el mecanismo de discriminación de frecuencias, o lo 
que se conoce como "principio de posición". Para analizar cualitativamente este principio, 
así como para mostrar evidencias de que las ondas cocleares son dispersivas, estudiaremos a 
continuación algunos resultados obtenidos por Williatn S. Rhode (R.I, pp.1218-1231). 

3.2.3 Experimento de William S. Rhode. 

Para analizar las vibraciones de la membrana basilar en monos araña, Rhode utilizó la técnica 
Móssbauer. Este procedimiento consistía en implantar una fuente de rayos gamma sobre la 
membrana, en un punto cercano a la base de la cóclea. El procedimiento quirúrgico permitía 
que las fuentes fueran implantadas a una distancia entre sí de menos de 2 mm, en la dirección x, 
por lo que correspondían aproximadamente a la misma posición sobre la cóclea. Rhode colocó 
una segunda fuente sobre el tímpano, en el punto de contacto entre este último y el martillo 
y obtuvo movimientos sinusoidales de estas fuentes excitando al oído del mono con una onda 
sonora monotonal. Debemos señalar que el movimiento de la membrana basilar en sí no es 
significativo, sino el movimiento de la misma en relación con el estímulo. Por ello, si 11M1.3  y lbs  

son el desplazamiento de la membrana basilar y del martillo, respectivamente, y si 

riáiB = ajw5 cos ((vi +Niki) 	y 	 (3.2) 

rh„ = 	cos(w1 	 (3.3 ) 

!Cuando nos limitamos al estudio inactoscópico. 
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las variables significativas son amB/am. la razón entre la amplitudes, y 0MJJ  —O„„ la diferencia 
entre las fases. A ante/o,„ se le llama "razón entre señales de entrada y de salida" (lnput-
Output ratio) de la función de transferencia de la membrana basilar. Los resultados obtenidos 
por Rhode muestran que el desplazamiento de la membrana varía como función de la frecuencia, 
de la posición de la fuente sobre la membrana, y de la intensidad del estímulo. Aquí nos 
limitaremos al estudio de la dependencia de JIM ti con la frecuencia y con la posición. 

Si consideramos que la posición es constante (así como la intensidad del estímulo), podernos 
graficar amB/a„, y Od = Owd —Om  corno funciones de la frecuencia w/2r en kHz. En las figuras 
3.10 y 3.2.3 se muestran los resultados obtenidos por Rhode en los casos en los que le fue posible 
hacer mediciones para frecuencias suficientemente altas. 

La figura 3.10 corresponde a amB/a,„ en d13 -es decir, 20 log (amB/a,,,)- como función de 
la frecuencia (w/2r), la cual se muestra a escala logarítmica. Esta figura muestra las carac-
terísticas importantes de la razón atta/a„,. La más importante de estas características es una 
frecuencia para la cual se obtiene un máximo de la razón amBlam. Este máximo se encuentra 
en (w/2r) a 7 kHz:También observamos que para frecuencias menores de 6 kHz, la relación 
entre %m/en, es una función lineal de la frecuencia. Sin embargo, cerca de la frecuencia carac-
terística, la pendiente de la curva aumenta drásticamente, pasando a un valor medio de 24 d13 
por octava. Para frecuencias también cercanas, pero mayores a la característica, amli/a,„ decae 
linealmente a un valor constante. Este decaimiento es muy abrupto. La asimetría de esta figura 
es una evidencia del papel que juega la membrana basilar en la discriminación de frecuencias. 
En efecto, el punto máximo es el correspondiente a la frecuencia característica para esa po-
sición sobre la membrana. Esta frecuencia es la frecuencia de resonancia de ese punto. El valor 
máximo de amB/a,,, corresponde a ese punto. Como para frecuencias mayores 05113/a„, decae 
rapidamente, deducimos que las frecuencias características mayores corresponden a posicio-
nes sobre la membrana que se encuentran todavía más cerca de la base. Frecuencias menores a 
6 kHz se encuentran todavía lejos de su posición de resonancia, por lo que la respuesta obtenida 
es lineal en ese intervalo de frecuencias, además de que su amplitud es menor que la obtenida 
cerca de la frecuencia característica. La diferencia de fases Od = OMB  — Omi  también permite 
deducir propiedades importantes de la cóclea, La figura 3.2.3 muestra que para frecuencias 
menores de 0.03 kHz, Od  es aproximadamente constante e igual a r/2. Esto se debe a que en el 
límite de frecuencias bajas, Oiga es también la fase de las fluctuaciones de presión, así como la 
fase de la velocidad de la ventana oval. Por lo tanto, en este límite, 0MB  es también la fase de la 
velocidad del martillo. Pero esta última está r/2 más adelante que la fase del desplazamiento 
del mismo, pues como 

= a,„ cos (wt 0„,), 

u,„ = a„, sin (—wt — O„,) = 	cos (wt 0„, 	. 
2 

Por lo tanto, para bajas frecuencias debe cumplirse la relación Od  = r/2. Para frecuencias 
menores de 5.5 kHz, Od  es una función lineal de (w/2r), pero su pendiente disminuye después, 
conforme nos acercamos por la izquierda a la frecuencia característica. Este comportamiento 

51 



es muy importante pues muestra el carácter dispersivo de las ondas cocleares. Rlrode consideró 
que la velocidad de propagación de la onda se mantenía casi constante hasta la frecuencia 
característica I11.1, p.1228]. por lo que las ondas no eran dispersivas. Sin embargo, aunque 
la pendiente de Od es menor (su valor absoluto aumenta) para frecuencias mayores a dicha 
frecuencia, también disminuye después de 5.5 kik, es decir, para frecuencias menores a la 
característica y cercanas a ésta. Si en cada punto de la membrana basilar la onda tuviera 
una velocidad definida independiente de la frecuencia, entonces la fase de las vibraciones de la 
membrana sería una función del tipo 

Obra = 	— 
2 

—U) T, 

donde r es el tiempo fijo en el que la onda viaja desde la base hasta el punto donde se encuentra 
la fuente [1,6, p.61. La relación anterior sólo se cumple para to/27r < 5.5 kHz, por lo que cerca 
del punto de máximo desplazamiento, la frecuencia debe de depender del número de onda. 
Para frecuencias mayores y cercanas a la característica, la diminución de la pendiente también 
debe de atribuirse al efecto de dispersión. El hecho de que la pendiente disminuya nos induce 
a pensar que la velocidad de propagación (velocidad de fase) disminuye cuando nos acercamos 
al punto de resonancia. 

Unas características que no se han discutido hasta ahora corresponden al comportamiento 
para altas frecuencias. Este comportamiento se observó siempre que fue posible obtener datos 
en ese intervalo de frecuencias. En la figura 3.10, amBiari, decae abruptamente pero no a cero, 
sino a un valor constante. Del mismo modo, Od no decae a cero sino que toma un valor constante, 
por lo que la velocidad de fase aumenta drásticarnente. Una interpretación de este resultado 
es el de considerar que la respuesta de la cóclea se divide en dos tipos de ondas. Una de ellas 
es una onda estacionaria, la cual es medible sólo cuando la onda viajera ha desaparecido, es 
decir, para frecuencias mayores a la frecuencia característica. Debido a que la ventana oval -la 
cual se encuentra adherida, por medio de un ligamento, a la base del estribo- se mueve gracias 
al estímulo de la membrana timpánica por la onda sonora y que la ventana redonda se mueve 
libremente, la amplitud de la presión de ambas ondas es la misma al momento de generarse en 
la base. Como la onda estacionaria y la onda viajera tienen mismo signo en la rampa vestibular 
pero signo opuesto en la rampa timpánica, las ondas se cancelan en la ventana timpánica. Cerca 
de la frecuencia de resonancia, la onda viajera domina sobre el movimiento, pues aunque su 
velocidad disminuye, su amplitud crece enormemente. Este hecho nos permite despreciar a la 
onda estacionaria en el rango de frecuencias que nos interesa, en decir, cerca de la frecuencia 
característica. En efecto, el flujo acústico en la cóclea, el cual determinaremos en el siguiente 
capítulo, cobra mayor importancia cerca de dicha frecuencia, pues entonces la velocidad de 
propagación de la energía es pequeb y el tiempo que tiene esta energía para disiparse es muy 
grande, como veremos posteriormente. 

Otra muestra de que las ondas cocleares son dispersivas se obtiene graficando, cuando es 
posible, a la frecuencia w en función del número de onda k. Para ello utilizaremos otros 
resultados obtenidos por Rhode, en los cuales determinó como variaban las curvas obtenidas 

52 



en función de la posición. Para ello, implantó dos fuentes sobre la membrana basilar -en vez 
de una- a una distancia de 1.5mm la una de la otra, y graficó los resultados. El procedimiento 
seguido es el mismo que el anterior. Los resultados se muestran en las figuras 3.12 y 3.13. 

Estos resultados muestran claramente algunas de las propiedades ya mencionadas. En efecto, 
vemos que la frecuencia característica del punto más cercano a la base de la cóclea es mayor a la 
del otro punto. También podemos ver corno las pendientes tanto de 0d, como de Od, disminuyen 
para frecuencias mayores a 5.5 kHz. Sin embargo, este experimento nos permite determinar la 
relación gráfica entre el número de onda y la frecuencia, Debido a que el número de onda se 
define como la razón de cambio de la fase con respecto a la posición (ver apéndice 13, para cada 
frecuencia podemos determinar el valor medio del número de onda corno 

kprom 	Od, — Od, 	0d , —  0d2  
S2 — X: 	Xi X2 

con xi — x2  = 1.5 mm. La gráfica de w/2r como función Ap,pm  se muestra en la figura 3.14. 

Criando no hay dispersión, la frecuencia y el número de onda son proporcionales entre sí. La 
figura 3.14 muestra que esto sólo sucede para frecuencias menores de 5kHz, corroborando así 
nuestra afirmación de que las ondas sufren dispersión antes de alcanzar la frecuencia crítica. 
En la figura también se muestra cómo la curva w/2r, vs. k tiende asintóticamente hacia el 
valor de la frecuencia crítica. Por lo tanto, su pendiente decrece gradualmente hacia cero. Esta 
propiedad de la relación entre w/27r y k es sumamente importante, debido a que la pendiente 
de la curva es precisamente la velocidad de grupo del paquete de ondas U, la cual es también 
la velocidad de propagación de la energía. 

Las consideraciones anteriores nos permiten concluir que la onda propagandose sobre la 
membrana basilar es una onda viajera. Además, la velocidad de propagación de la energía 
disminuye y tiende a cero conforme nos acercamos a la frecuencia característica, Como veremos 
en el siguiente capítulo, esto nos indica que el efecto de las propiedades mecánicas sobre la 
propagación es el de frenar a la onda antes de que ésta llegue al punto característico, por lo que 
la energía que transporta la onda se acumula en la cercanía de este punto. También veremos 
que el efecto de la viscosidad es el de provocar la disipación de esta energía, de modo que la 
amplitud de la onda no crece infinitamente -como sucedería si el fluido corlear estuviera ausente-
sino que llega a un máximo y después decae estrepitosamente a cero. Además de estudiar 
cualitativamente la interacción entre las propiedades dispersivas de la membrana basilar, la 
disipación de la energía debida a la viscosidad de los fluidos que rodean a la misma y el efecto 
de la disipación de esta energía sobre el fluido, construiremos un modelo donde estén presentes 
estos mecanismos y que prediga la forma de la onda que se propaga sobre la membrana basilar. 
Este modelo se basa en las ecuaciones de Stokes para fluidos. El hecho de que los gradientes 
de la amplitud sean grandes en la región donde se disipa la energía nos induce a determinar el 
siguiente término de la aproximación WK13 para ondas viajeras. Dicho término es un término 
no lineal y corresponde al esfuerzo de Reynolds en la teoría de flujo acústico que estudiamos 
en el capítulo 2. Este flujo acústico es importante en la región donde se disipa la energía 
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pues se genera, precisamente, gracias a esta disipación. Determinaremos este flujo medio en la 
vecindad de la membrana basilar. La razón de esto es que sobre la membrana se encuentran 
las células ciliares, que son responsables del mecanismo de transducción de la señal mecánica 
en señal eléctrica cuando son estimuladas en la dirección transversal (la dirección (z)) de la 
membrana, por lo que determinaremos una expresión para el flujo medio de volumen en la 
dirección transversal debido al flujo acústico horizontal. Esto puede parecer paradójico pues el 
modelo que consideraremos es un modelo bidimensional. Sin embargo, en el apéndice A daremos 
algunos argumentos que permiten despreciar a la velocidad transversal (sobre la membrana) 
con respecto la velocidad en la dirección de propagación de la onda; supondremos, entonces, 
que la contribución del flujo acústico horizontal al flujo de volumen es la contribución principal 
y que otras contribuciones son despreciables. Por lo tanto, podemos considerar un modelo 
bidimensional de la membrana para evaluar, finalmente, el flujo de volumen debido al flujo 
acústico que aparece cerca del punto característico. 
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Figura global del oído, Cada oído tiene tres partes principales: el oído externo, 
el oído medio y el oído interno, El tímpano forma el límite del oído medio; las ondas 
sonoras lo hacen vibrar; estas vibraciones se transmiten a través de tres huesecillos 
-martillo, yunque y estribo• a la ventana oval del oído interno. De ahí pasan al 
caracol, que contiene células sensitivas que convierten las vibraciones mecánicas que 
se propagan dentro del oído interno, en impulsos nerviosos. El oído interno contiene 
también a los canales semicirculares, nuestro órgano del equilibrio. 

Figura 3.1: Figura global del oído. 
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Figura 3.2; Laberinto membranoso. El laberinto membranoso se puede dividir en tres 
partes; el vestíbulo, los canales semicirculares, y el caracol, Las dos primeras forman parte del 
sistema de equilibrio, mientras que el caracol corresponde al sistema auditivo, 
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Figura 3.3: Esquema de un corte longitudinal de los laberintos membranoso y óseo. 

1. Duramadre encefálica 10. Canal semicircular posterior 19. Canal y conducto cocleares 
2. Saco endolinfático 11. Ramas comunes 20. Rampa vestibular 
3. Conducto endolinfático 12. Utrlculo 21. Relicotrema 
4. Tejido perilinfático 13. Conducto utriculosacular 22. Rampa timpánica 
5. Canal semicircular anterior 14. Limito 23. Ciego copular 
6. Ampollas anteriores 15. Mácula utricular 24. Membrana imitar 
7. Ampolla membranosa externa 16. Mácula sacular 25. Canaliculo codear 
8. Conducto semicircular externo 17. Perfilara 26. Ventana redonda 
9. Ampollas posteriores 18. Conducto de Retasen 27. Estribo 
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Figura 3.4: Corte transversal de una espira del caracol. 

1. Lámina espiral ósea 7. Membrana tectoria 
2. Rampa vestibular 8. órgano de Corti 
3. Membrana de Reissner 9. Membrana bacilar 
4. Conducto coclear 10.  Rampa timpánica 
6. Estría vascular 11.  Dendritas 
6. Ligamento espiral 12.  Ganglio espiral codear 



Figura 3.5: órgano de Corti. 
1. Membrana de Iteissner 10. 	Surco espiral externo 
2, Limbo de la lámina espiral ósea 11. Capa de cubierta timpánica 
3. Labio del limbo vestibular 12. Membrana hastiar 
4. Surco espiral interno 13. Células de sostén 
5, Célula ciliar interna 14. Células en flecha 
O. Membrana tectoria 15. Fibras nerviosas 
7. Espacio de Nuol 16. Dendritas 
8. Células ciliares externas 17. Lámina espiral ósea 
9. '1unel externo 
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Figura 3.6: Microfotogafía de la deformación de la membrana basilar cuando el experimento 
se efectúa en cócleas frescas. En la esquina superior izquierda se muestra esquematicatnente el 
resultado obtenido: una banda transversal delgada cuyo ancho depende del ancho de la aguja. 
N: aguja; L: lámina espiral ósea; HM: membrana bailar. 

Figura 3.7: Modelo de fibras paralelas en la dirección transversal. Las fibras se deforman por 
la presión ejercida con el objeto y reproducen la forma de la deformación en el experimento de 
Voldtich. 
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Figura :3.8: Microfotografía de una cóclea dañada o perteneciente a un animal muerto varias 
horas antes. Esquematicamente, se muestra la deformación circular al ejercer presión con 
la aguja, así como la perforación circular causada por la ruptura de los tejidos al presionar 
demasiado con la aguja misma. N: aguja ,1.: lámina espiral ósea; P: perforación; BM: membrana 
basilar. 
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Figura 3,9: Esquema de la variación en las dimensiones de la membrana basilar para las tres 
direcciones. 
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Figura 3.10: Amplitud amB/a,,, en dB. Las mediciones para varias frecuencias se extrapo-
laron. Itho'de encontró que la vibración de la membrana basilar era lineal para (42/r) = 
1 kHz, 6 kHz y 9 kHz, lo que justifica la extrapolación lineal para estas frecuencias. Se mostró 
que para (w/2r) en el intervalo 11,61 la vibración de la membrana basilar era lineal. 

Curva típica de Od en función de (ca/2x) cuando fue posible hacer hacer 
mediciones para frecuencias grandes. La escala usada es lineal para 
mostrar que para frecuencias menores de 5.5 kHz 8d es una función lineal, 
excepto en una región cerca del origen ((w/2s)) < 0.03 kHz, donde Od  = 
1.6 rad= x/2. 

Figura 3.11: Od (en rad) es. (w/2r) (en kHz). 
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Figura 3.12: Resultados obtenidos para dos fuentes Ti  y 7'2, las cuales fueron injertadas sobre 
la Membrana Basilar. La distancia entre estas dos fuentes era de un centímetro y medio. 
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• 

Figura 3.13: Razón entre el desplazamiento de la Membrana Basilar y del martillo, para el 
esperimento en el que se medía el movimiento en dos posiciones distintas de la membrana. "2 
y Ah son los datos obtenidos para la fuente más cercana a la base de la cóclea, 
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Figura 3.14: Frecuencia (en kiloliertz) como función del número de onda promedio, el cual 
se determinó usando la fórmula kpron, = 111,...9,422-, donde Od, y 04 son valores experimentales 
obtenidos por Rhode. Además, 5 = 15 ni 	si to/Zr < 5.5 kHz. 
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Capítulo 4 

Descripción cualitativa y modelo de la 
cóclea. 

4.1 Modelo cualitativo de propagación de ondas. 

En el capítulo anterior mostramos algunos resultados obtenidos por Békésy, por Voldfich y 
por Rhode. Las observaciones experimentales de Rhode nos permitieron encontrar la relación 
gráfica entre el número de onda k y la frecuencia angular del movimiento w (ver figura 3.14 del 
capítulo 3). Esta relación determina las características de propagación de la onda; se le llama 
relación de dispersión (ver apéndice B). La relación de dispersión es una relación local en una 
perturbación cuya longitud de onda es corta comparada con las escalas típicas del sistema. En 
un sistema donde se observen ondas viajeras, podernos escribir el desplazamiento vertical como 

= A(fx, cl) expíj 
(° (ex (0\1 ,  

) 

donde el parámetro e =,(longitud de onda)/(escala típica del sistema) es mucho menor que 1. 
La función O define a la fase del paquete de ondas. Esta fase se relaciona con el número de 
onda local así como con la frecuencia local del sistema, La derivada con respecto a s de la 
fase determina al número de onda, mientras que su derivada con respecto a t al negativo de la 
frecuencia bical; 

dO 
+1,, y 

ar 
do 

= 
	

(4.3) 

La ecuación (4.1) generaliza la fórmula 

= A exp ti (kx 	.or ): , 
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donde A, k y w son constantes, Cuando el medio en el que se propaga la onda es inhomogéneo, 

la frecuencia no sólo depende del número de onda sino también de la posición, de modo que 

w = w(k, x). 	 (4.4) 

Por otra parte, la ecuación de conservación de energía toma la forma (W.21 

OE 	Ow' (k) E  
(.1.5) 

01 

donde E es proporcional a A2. La ecuación (4.5) nos permite deducir que en el caso en que 
w' (k) es una constante la velocidad de propagación de la energía es la velocidad de grupo U 
definida como (ver apéndice B) 

U = $.1(k). 

Por lo tanto, si tenemos una relación de dispersión (ecuación (4.4)) dada por mediciones ex-
perimentales (ver figura 3.14) la ecuación (4.5) nos permite identificar las propiedades del 
mecanismo de propagación de ondas, Usaremos la figura 3,14 para deducir dichas propiedades, 
así como otros resultados experimentales obtenidos en el capítulo 3. 

En el capítulo anterior vimos que las propiedades mecánicas de los fluidos cocleares son 
similares a las del agua. Además, sabemos que el movimiento de las ondas superficiales pro-
pagándose en agua penetra a una distancia del orden de k`1 . Por analogía a ese caso, la inercia 
del fluido para el problema de propagación de ondas sobre la membrana basilar también es 
proporcional a 	aunque en este caso dicha inercia se duplica, esencialmente, pues los mo- 
vimientos del fluido ocurren a ambos lados de la membrana basilar (L.61. Si mi es la inercia 
debida al fluido, el razonamiento anterior implica que 

= 	, 	con A = constante, 

Sea B la inercia debida a la membrana basilar y a las estructuras que se encuentran sobre de 

ella. Una característica de la relación de dispersión para sistemas conservativos es que debe de 
escribirse como (ver apéndice 13) 

(42 = rigidez generalizada 

inercia generalizada' 

Para el caso de la cóclea la rigidez generalizada se reduce a la rigidez s(x) de la membrana 
basilar y la inercia generalizada a la inercia de las partes del sistema que se encuentran en 
movimiento durante la propagación de la onda. Esto es, 

2 

= 
s(x) 

+ 13' 
w 	para x > 0, 	 (4.6) 

Es fácil encontrar la función inversa de la ecuación anterior, dando como resultado 

k(x,w) 	
w A 

s(x) 
(4,7) 
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Por otra parte consideramos que el estímulo se compone de una onda inonotonal, lo cual implica 
que la frecuencia es constante: u.) = constante = w„. Si la posición de resonancia de la onda 
cuya frecuencia es la anterior es sr, la ecuación (1.7) indica que la rigidez en dicho punto es 
s(t,.) = woi3, y que la ecuación para el número de onda puede escribirse como 

roo  A 
kW= (4.8) 

s(s) — s(4) 

Por lo tanto, conforme la onda se aproxima al punto de resonancia su número de onda tiende 
a infinito, por lo que su longitud de onda disminuye considerablemente. Además, como (,) = 
const ante = to„, entonces el flujo promedio de energía, A2, no depende de f. Así, por la ecuación 
(4.5) tenemos que 

(wIlc)A2) 
=0, ax   

por lo que 
01(k)A2(x). w' (k(0)) A2(0) = constante, 

es decir, 
os, constante 

— U 
Pero los resultados experimentales muestran que U tiende asintóticamente a cero cuando nos 
acercamos al punto de resonancia. Esto implica que la amplitud A de la onda crece sin límite 
conforme nos acercamos a dicho punto. Este comportamiento se muestra esquernaticament e en 
la figura 4.1 

Este patrón de ondas muestra las siguientes características: 

• Hay acumulación de energía en la vecindad del punto característico de la onda que trans-
porta dicha energía; la posición de este punto depende de la frecuencia del estímulo. 

• Los puntos de acumulación de energía se acercan a la base de la cóclea si la frecuencia 
del estímulo aumenta (ver la figura 3.12). 

• Las ondas se acortan conforme la onda se acerca a la posición característica. 

• No hay onda reflejada. 

A este mecanismo de absorción de energía se le conoce como absorción de capa crítica, y se 
presenta en problemas de fluidos estratificados (L.2). Recordemos que sólo existen dos tipos 
de mecanismos de disipación de energía que incluyen el fenómeno de resonancia. El otro caso 
aparece en problemas de guías de onda, por ejemplo, donde existe una frecuencia de corte. 
El último caso es opuesto al que hemos descrito pues en éste toda la energía se refleja y la 

(1.9) 
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Comportamiento cualitativo de la membrana basilar cuando no se 
consideran mecanismos de atenuación. Vemos que conforme nos 
acercarnos al punto característico el número de onda y la amplitud 
del movimiento crecen drásticamente, por lo que la energía trans-
portada por la onda se acumula en el punto x = x,.. 

Figura 4.1: Comportamiento de la membrana basilar cuando no consideramos el 
efecto de la viscosidad, 
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amplitud de la onda es finita. Ahora trataremos de construir un modelo cualitativo donde el 
mecanismo de absorción de capa crítica se refleje en la forma de la relación de dispersión. 

En el capítulo anterior 3, vimos que la estructura interna de la membrana puede modelarse 
como un arreglo de fibras paralelas (figura 3.7 en la sección 3.2.2 del capítulo 3). Por la forma 
de la membrana basilar, la cual se muestra esquematicamente en la figura 3.9 del capítulo 3, la 
rigidez de la membrana basilar debe de disminuir de la base a la punta del caracol. De hecho, 
Ligbthill menciona que la rigidez disminuye por cuatro órdenes de magnitud en la dirección 
longitudinal de la membrana basilar [L.6). Entonces el acoplamiento en la dirección x se debe 
al fluido que rodea a la membrana. El efecto del fluido se refleja en la inercia del sistema, el 
cual se compone de la membrana basilar y del fluido. Vimos que la relación de dispersión es 
de la forma mostrada en la ecuación (4.8). 

En esta ecuación aparece la inercia añadida Illf debida al fluido, por que lo incluye el efecto 
que éste tiene sobre el acoplamiento de las fibras en la dirección x. La ecuación (4.8) nos permitió 
predecir algunos de los resultados que se observan experimentalmente y que corresponden al 
mecanismo de absorción de capa crítica. De lo anterior podemos deducir que la relación de 
dispersión (4.8) es adecuada para describir el sistema de la cóclea. Por lo tanto este sistema es 
un sistema hidroelristico en el cual tanto el fluido corno la membrana intervienen para producir 
el fenómeno de propagación de ondas. 

Esto explica la falla de los modelos elásticos. Dichos modelos suponen un acoplamiento 
elástico en la dirección x, lo que da lugar a una relación de dispersión de la forma 

2 	s(x)k2  
w = 

+ Ak-i .  

La gráfica de la relación de dispersión anterior se muestra esquematicamente en la figura 4.1. En 
k = kr  dicha gráfica tiene un punto de inflexión y la pendiente de la curva empieza a aumentar 
después de este punto; por esta razón la relación de dispersión no muestra las características 
del mecanismo de absorción de capa crítica, lo cual contradice los experimentos. De hecho, el 
punto de inflexión da lugar a una frecuencia de corte en x = xr. 

Anteriormente vimos que si no consideramos el efecto de la viscosidad del fluido, cuando k -+ 
oo la amplitud del movimiento A también crece sin límites. Sin embargo, cuando consideramos 
el acoplamiento de la membrana con el fluido, entra en juego la viscosidad del mismo como 
mecanismo de disipación de energía. En efecto, si bien la viscosidad es muy pequeña, la 
atenuación de la onda debida a la viscosidad -del orden de (k 2  x viscosidad),  se vuelve de orden 
0 (1). Esta atenuación es responsable de que la amplitud de la onda sea finita. Entonces, la 
viscosidad provoca la disipación de la energía -la cual es suministrada a sistema por el estímulo 
en la ventana oval- en el punto x = xr, dando lugar a un estado periódico en el tiempo pero no en 
el espacio. La forma del desplazamiento, con los efectos de disipación incluidos, fue determinada 
por Zweig y se muestra en la figura 4.1, Esta gráfica la obtuvo Zweig interpolando los datos 
obtenidos por lthode en el experimento de las dos fuentes f11.11. 
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0, 

k, 	 1 

Relación de dispersión que obtendríamos en caso de que hubiera 
un acoplamiento elástico en la dirección x. En este caso la grafica 
muestra la existencia de un punto de inflexión el cual corresponde 
a una frecuencia de corte. En este caso la energía se refleja y la 
amplitud de la onda es finita, 

Figura 4.2: Relación de dispersión en el caso de un acoplamiento elástico en la 
dirección x. 
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Relación entre el desplazamiento de la membrana basilar y el eje longitu• 
dinal z de la membrana obtenida por Zweig. Esta relación la determinó 
dicho autor usando las datos experimentales de Rhode, 

Figura 1.3: Desplazamiento (en nm) as. coordenada longitudinal z (en cm) obtenida por Zweig. 

El modelo cualitativo de propagación de ondas que hemos descrito en este capítulo explica 
como se propagan las ondas en la cóclea. Vimos que conforme una onda se acerca a la posición 
característica que le corresponde su número de onda y su amplitud crecen. 'También vimos que 
la acción de la viscosidad sobre la onda no solo limita el crecimiento de la amplitud, la cual 
alcanza un máximo finito, sino que también provoca el decaimiento a cero de dicha amplitud 
gracias a la disipación en la energía. Sin embargo este modelo cualitativo no nos ayuda a 
comprender cómo se mueven las células ciliares del órgano de Corti, el cual se encuentra sobre 
la membrana bacilar (ver figura 3 del capítulo 3). Como dijimos en el capítulo anterior, estas 
células -en particular, las células internas• son responsables del mecanismo de transducción de 
la señal mecánica en una señal eléctrica. 

A continuación trataremos de explicar el inovimiento de las células como una consecuencia del 
mecanismo de propagación de la onda y de la absorción de la energía en el punto característico. 
Vimos en la sección anterior que estos mecanismos son lineales. Sin embargo, en la región donde 
la amplitud del movimiento crece enormemente (en relación con el movimiento de puntos más 
cercanos a la base de la cóclea) para luego decaer a cero, los efectos no lineales se vuelven 
importantes. Uno de estos efectos es la aparición de un flujo medio -análogo al flujo acústico 
que estudiamos en el capítulo 2• generado por la atenuación de la energía de la onda. Este flujo 
podría generar un flujo de volumen en el plano perpendicular a la dirección de propagación. 
Como la energía transportada por la onda se disipa totalmente cerca del punto característico, 

5 

o 
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en esta región el flujo medio es mayor que en otras regiones más cercanas a la base. Entonces 
el flujo de volumen generado en el plano (z, y) puede ser suficientemente grande como para 
provocar la deflexión de las células ciliares. 

En la siguiente sección trataremos de escribir las ecuaciones de movimiento para el problema 
de la cóclea, basándonos en los resultados cualitativos que obtuvimos en esta sección. Esto nos 
permitirá, posteriormente, incluir los efectos de los términos no lineales sobre el movimiento. 

4.2 El sistema hidroelástico y sus propiedades disper-
sivas. 

Por la sección anterior sabemos que la relación de dispersión 

tú2 — 
rigidez generalizada 
inercia generalizada 

es válida cuando 

• la rigidez incluye las contribuciones de las fuerzas que tienden a mantener al sistema en 
equilibrio y 

• la inercia incluye las contribuciones de las masas que deben ponerse en movimiento para 
que el sistema se mueva a su vez. 

En ambos casos, son las contribuciones en la energía las que son relevantes para definir a la 
rigidez y a la inercia (L5, p.164). Independientemente de la coordenada generalizada q que 
utilicemos, las energías potencial y cinética se definen como 

Ep 	

2

13 (72 y 	 (4.11) 

Eh = 
(aq)2 , 	

(4.12) 

donde rn y s son la inercia y la rigidez de la membrana basilar respectivamente. Para flujos 
en duetos en general, en particular en el caso de la cóclea, Ei, y El, son energías por unidad de 
longitud del dueto. 

La rigidez volumétrica s = s(x) satisface la ecuación (4.11) si q es el volumen desplazado 
en una de las rampas por unidad de longitud -en la dirección 	Sea entonces V el volumen 
desplazado durante el movimiento de la membrana. Por otro lado, definimos a 2p como la 
diferencia de presiones entre las rampas requerida para producir el desplazamiento del volumen 
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Figura 4,4: Idealización del sistema coclear. 

por unidad de longitud V IL.5, p.1991, Por conservación de energía, la tasa de cambio de la 

energía del sistema coclear debe ser igual a la tasa de trabajo 2pek efectuado por la diferencia 

de presiones entre las rampas vestibular y timpánica. Finalmente, aproximamos la condición 
sobre la membrana basilar como una condición en y = O. De este modo, la condición de 

acoplamiento entre el fluido y la membrana basilar se expresa como 

(ov )2 

at 	
I3V21 = 2p ( av ) 

esta condición se reduce a 

82  

	

vti—V(x,t)+ 3(x)1/(x,1)=21)(x,t) en O < x < oo, 	 (4.13) 
8t 2  

donde p(x, t) es la diferencia de presiones entre las dos rampas del fluido que rodea a la mem-
brana, La ecuación (4.13) es la ecuación de un oscilador armónico forzado. La frecuencia 

natural de dicho oscilador es w2  = sIm donde rn es la masa de la membrana basilar. La 
idealización del sistema se muestra en la figura 4.4. 

Como dijimos anteriormente supondremos que el movimiento es bidimensional y que se 

efectúa en el plano (x, y) (la justificación detallada de esta idealización se encuentra en el 

apéndice A). Por otra parte, suponemos que el flujo es irrotacional, por lo que la velocidad á 

de dicho fluido puede expresarse como el gradiente del potencial de velocidades. Entonces por 

la ecuación lineal de conservación de momento (2.12) del capítulo 2 y por la incompresibilidad 

del fluido, la presión p del fluido satisface la ecuación de Laplace 

Ozp= O en O < < oo. 	 (4.14) 
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Además, suponernos que el laberinto óseo es una frontera sólida y que este laberinto se encuentra 

a una distancia y = ±d -con d constante- de la membrana ba.silar. La condición que satisface 

p en la frontera es entonces 
Op „ 
— = u. 	 (4.15) 
By 

Además si recordarnos la analogía del problema con la propagación de ondas en agua profunda 

(ver apéndice C), podemos interpretar la condición de superficie libre como una condición sobre 
la aceleración de la membrana. Supondremos entonces que esta aceleración viene dada por el 
gradiente de presiones -generado gracias al movimiento de los fluidos- entre las dos rampas que 

componen a la cóclea y que están separadas por la membrana basilar. Tomaremos la rampa 
vestibular como objeto de nuestro estudio, por lo que aquí.y > O. Recordemos, además, que 

V 

' 
V es el volumen desplazado, por lo que la aceleración es — entonces por la segunda ley de 

2d 
Newton, obtenemos una segunda condición sobre la membrana dada por la ecuación 

pV 
8p 

' 
= 2d— 	en y = O con O < x < oc. 	 (4.16) 

ay 

Por otro lado, debemos de considerar las condiciones de frontera para 0„V y 0,V en t = O, así 
como la condición para V en la posición del estímulo, la cual es 

V(0,0;1) =1/o  exp (iwt) , 

para V en la base de la membrana basilar. El sistema de ecuaciones (9.13), (4.14), (4.15) y 
(4.16), junto con las condiciones de frontera para V, constituyen el sistema de ecuaciones que 
describen el movimiento. 

Debido a que el estímulo es una onda periódica con respecto al tiempo vamos ahora a tratar 

de encontrar soluciones para este modelo. 

Buscamos soluciones del tipo de ondas viajeras que sean periódicas en el tiempo, por lo que 
proponernos a V y a p de la forma 

= 

p = 

A(cx)exp(iud) exp 

.8(ex,y)exp(iwt) exp 

[-191;»1 cV(1 ) 9- • • 

fp(i) 

• , (4.17) 

(4.18) 
[—i0(Ex )l

----- 
c 

Donde c representa la escala típica de la inhomogeneidad, es decir, a la escala de s(cx) con 
respecto a la longitud de onda del movimiento. De la ecuación (4.18) podemos deducir que 
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82p _ 
ar2  

— (ó) 2  B(eÍ, y) exp(iwt) exp 	+ 
e 

{82p(1) 	 0(es) 
+e 	i0B(ex,y)-2iÓB} exp(iwt) exp [—i —I ••• Y 

8.0 
(4.19) 

82p _ W 
0y2 	

02B 	. — expOwt) exp Hi
0(ex)

4- ... , 	 0.20) 
— 	 e 

donde el punto significa que derivamos con respecto a la variable lenta -es decir con respecto a 
ex-. 

Corno p satisface la ecuación de Laplace (4.14), si sumarnos las ecuaciones (4.19) y (4.20) 
los coeficientes de cada una de las potencias de e debe anularse. Considerando el coeficiente de 
la potencia de e de orden O obtenemos la ecuación diferencial 

221  — ) 2  B(cx, y) = 
8y2  

cuya solución puede escribirse como 

B(ex, y) = Fi(cs)exp(h) + F2(ex)exp(-4). 

La ecuación anterior nos permite escribir la aproximación a orden cero de la presión. Si la 
sustituirnos en la ecuación (4.18) para p y usamos la condición de frontera (4.15) en y = d, 
vemos que p tiene la forma 

p = F(c.r){exp rá(ex)yl exp [20(ex)d — é(ex)yl}exp íicot — 
0(es) 

Podemos eliminar a F de la ecuación anterior si consideramos la condición de f ontera (4.16) 
sobre la membrana basilar. Usando la forma (4.17) que propusimos para V, vemos fácilmente 
que 

por lo que la condición (4.16) queda como 

_pw2 A(cs) —2d
OB(ex,0)  

Podernos encontrar a 
0B(cx,0) por  medio de las ecuaciones anteriores. Esto nos permite 

OY 
determinar a F en función de A, de modo que 
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F(c.r)= 	A(a){2d0 11 - exp {2d))1}-1 	 (4.21) 

Por otra parte, la ecuación (4.13) se escribe en términos de A y de P como 

[-mw2  s(ex)1 A(cx) = 2F(cx)[1 exp (2id)] 	 (4.22) 

Eliminando a F(cx) de la ecuación (4.22) por medio de la ecuación (4.21), obtenemos fi-
nalmente la relación de dispersión (cuando considerarnos la aproximación a orden cero de las 
magnitudes físicas V y p) dada como 

(ya {rn p  odv-r exp (20d) + 1 

exp ( 20 d) -1 = s(x).  

En el límite cuando el número de onda crece éd 	1 y la ecuación (4.23) toma el valor dado 
en la ecuación (4.6), la cual es la relación de dispersión que estabamos buscando, pues es la que 
permite que se satisfagan las observaciones cualitativas de la sección anterior. 

Vamos ahora a indicar esquemáticamente el proceso que permite obtener el siguiente orden 
de la aproximación de la energía. Las variables V(1) y p(1) satisfacen las siguientes ecuaciones 
no homogéneas: 

82 V(') 
rn- .9(u)v(i)  

011/(1) 
- 

= 

p(I),  

2d 81)(1) y 

at 2  

05(1) 
P 	ate 

a2p('1 
Oy 

-iüFexp 
ai 2  8y2  

{iwt - ix 
e 

{exp ré(er)yl exp 12Ó(cx)d - 0(a)y1} 

con las condiciones en la frontera correspondientes. El sistema homogéneo debe tener so-
luciones y una de ellas es la onda cuyo número de onda é satisface la ecuación de dispersión. 
Por lo tanto, el sistema no homogéneo tiene soluciones únicamente cuando se satisface una 
condición de compatibilidad. Podemos obtener esta condición separando variables e integrando 
por partes la ecuación que resulta en y para p(1). Esta condición toma la forma de una ecuación 
diferencial para F y podemos expresarla en términos de la variable V como 

td(k)A2(c.r) = o. 

(4.23) 
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La ecuación anterior es precisamente la ecuación (4.9) que sugerimos de manera cualitativa, 

al usar el argumento de velocidad de grupo cuando — = O. Nos fue posible utilizar este 
argumento por que no hay una dependencia temporal explícita. 

4.3 Efectos viscosos. 

En esta sección estudiaremos el efecto de la viscosidad sobre el mecanismo de propagación de 
ondas en la cóclea. Debemos entonces de considerar la ecuación de conservación de momento 
del fluido que rodea a la membrana. Supondremos que el fluido es incompresible por lo que 
podemos tomar a la ecuación (2.35) de Navier-Stokes -que dedujimos en el capítulo 2. Como 
primera aproximación supondremos que el término no lineal (1. 57)11 -donde it es la velocidad 
del fluido- de dicha ecuación es pequeño; entonces 1 satisface 

ati p.=  = p vti .  - vti p. 
tan 

A esta última ecuación se le conoce como ecuación de Stokes. 

Peskin siguió este método para determinar la forma de la propagación de la onda sobre la 
membrana y para tratar de explicar el principio de posición. Peskin considera que la memr 
brana es viscoelástica, por lo que en sus ecuaciones aparece un coeficiente de viscosidad de la 
membrana. Sabemos que no existen evidencias de dicho coeficiente. Sin embargo, el modelo 
de Peakin también presenta las características del mecanismo de absorción de capa crítica. El 
problema con dicho modelo es que debe resolverse numéricamente. Por otra parte Lightbill 
encuentra una solución aproximada al problema en forma analítica. Esta solución permite es-
tudiar los efectos de la viscosidad en la capa crítica, así como encontrar el flujo medio que 
actúa como fuente de flujo de volumen. Este flujo de volumen podría ser el responsable del 
movimiento de las células ciliares. 

Como queremos estudiar el efecto de la viscosidad sobre el movimiento, no podemos suponer 
que siga siendo válida la ecuación (4.14) (aunque después veremos que sí lo es), debido a que la 
dedujimos para el caso en el que el fluido es irrotacional: Como vimos en el capítulo 2, en las 
regiones donde la viscosidad es importante el fluido no puede considerarse como irrotacional. 
Las demás ecuaciones de la sección anterior no se modifican. Debemos entonces resolver el 
sistema de ecuaciones 

8211  

	

rnEi + s(x)V = 2p(x,0,1) si O < .r < cc, 	 (4.24) 

j2 
82V 	p  

	

= 2d—(0,1) si O <r < ce, 	 (4.25) 
Oy 
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p u  p 	= pV 2g —Vp si O < < at 
v.a' = O si O <y<d, 

v = (O,--) en y =O y 

ti = O en y=d.  

Además, supondremos que la viscosidad cinemática y es pequeña y que sus efectos están 
confinados dentro de la capa límite. 

En esta sección vamos a determinar la disipación de la energía debida a la viscosidad. Para 
ello es necesario que encontremos una expresión para la velocidad t7 del fluido. Esto es lo que 
haremos a continuación. Por analogía a nuestro razonamiento de la sección anterior, vamos a 
suponer que la forma de V puede aproximarse por la expansión (4.17), por lo que su derivada 
con respecto al tiempo es 

Ot 	
.0(ex) 

= zevii(eziexp[icyt —1-1 4- • • • , (4.30) 

donde A y O los determinamos en el caso de la solución invíscida. Entonces la condición de 
frontera (4.28) puede escribirse como 

úl 	( O, ítoit exp íkot kxj ) 

Por otra parte suponernos que ti es una función periódica con respecto al tiempo, por lo que 

a= (u, y) exp(iwt.), 	 (4,31) 

Entonces plf = iwii. Otra conclusión de la condición anterior sería 

iwt7 = 1157217 	 (4,32) 

Cuando calculamos la divergencia de la ecuación de Stokes -ecuación (4.26). y usamos la 
relación (4.32) notamos que 

piw(V .1) = —Srp 1iV 2)V • 17). 

Si recurrimos a la ecuación (4.27) obtenemos 

= 0. 	 (4.33) 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 
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Además, podemos eliminar a p de la ecuación de Stokes pues la ecuación (4.33) anula el término 
V2(Vp) = 0. Consecuentemente, al calcular el laplaciano de la ecuación (4.32) encontramos que 

V21572  — 	= 0. 	 (4.34) 

Por lo tanto, p y 17 satisfacen el sistema desacoplado 

V2p = 0, 
V • r7 = O y 

V2  (V2  - /= 0. 
\  

Donde I/ = D. Si suponemos que u es de la forma (separación de variables) 

0 , 
u = U(y)exp(iwt — : 7). 

y la escribirnos en la ecuación (4,37): 

84u 	ij I u 	04u 	• _i r 02u O 2  ul 
-574. 2-8757 574  --twv  [ -072  572.1 =  

encontramos que 

(0)4U — 2(Ó)2  U"(y) + U(4 )(y) iunri  1—(ó)211 + U"1= 0 	(4.39) 

Si definirnos K 2  = 0)2  + 	, encontramos que la ecuación se escribe como 

U 4  (y) — 1(a)2  + K 21 U1'(y) + 	10) U = 0. 	 (4.40) 

Un breve examen de esta última ecuación nos indica suponer que U = exp(ry). Entonces 
obtendremos el polinomio r4  [82 +1(71  + (0)7 1(2  = 0. Este polinomio tiene corno raíces a 

r = ±Ó, ±1(. Sí reemplazamos la condición de frontera en y = d por una condición para y 
grande encontrarnos que 

U (y) = fi exp( —4) C exp( Ky). 

Además U = O en y = O nos especifica que 
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U(y) = 13 lexp(-4) - exp(-Ky)) . 

Si escribimos la componente u de la velocidad de la forma u = Vexp i(wt - 0/e) entonces 
vernos que u satisface las mismas ecuaciones aunque cumple con la condición de frontera 
iwA en y = O. Además, u satisface la relación 	= O. Entonces 

	

-al!? [exp(-0y) - exp(-Ky )1 D (K exp(-Ky) - exp( -4)1 - 	K exp(-Ky) = O 

De esta ecuación inferimos que 

i08 -1-ÓD = O y 
iirn KD = iwAK. 

Al resolver este sistema encontramos que u y u son de la forma: 

u(x, y) = iD 

v(x, y) = Dexp 

donde las funciones D y K satisfacen 

exp 

[wt 

D(1 

[wt - 

	

{exp(-4) 	- exp(- Ky)} y 	(4.41) 

	

- bK"' exp( --Ey)} , 	(4.42) 

	

iwA(cx) y 	 (4.43) 

	

iwv-1  . 	 (4.44) 

{exp(-üy) 

e 

= 
=Ó2  K 2  

- ÓK-1) 

Ahora podremos calcular la disipación de la energía cinética debida al efecto de la viscosidad. 
La tasa de disipación de energía D, por unidad de volumen y promediada sobre un periodo 
temporal, se expresa como 1L.4, p. 5921 

D 	2µ( (al) 2  + ( ) 2  p ((: + 2)2 ) 

Si usamos las ecuaciones (4.41) y (4.42) para u y para u, respectivamente, vemos que 

au i/JA _ .0(cx) I [01 
r  

-07 - 	1 1-07-jz 9:1) lexpc—by) — exp(-Ky)} • 

_ 	-wA .0((x) 
[coi - { 	 K 	Ky )} exp( 	exp( 	, 

-c3y 	_ 	K  exP 
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as 	
7=i7-17  ex+ 

ay = 

- 	{exp( -by) exp( -Ny)} , e 
0(ex) .  

i 0(e1{ -exp(-0y) + exp(-Ky)} 
¡LA 

exp [coi • 
1-01K 

Por otra parte, demostramos en el capítulo 2 que el promedio (con respecto al tiempo) del 
producto de dos variables de la forma (A + Ili)exp(iwt) es simplemente la mitad del factor 
-que mutiplica a la exponencial- de una de ellas por el complejo conjugado de la otra. En el 
apéndice A demostramos que esto es cierto también cuando dichas variables se escriben como un 
complejo multiplicado por exp(iwl i0/c). Aplicamos este resultado aquí. Si no consideramos 
la componente exp(itet - i0/c), podemos deducir fácilmente, de las ecuaciones anteriores, que 

( ati) (au)• 	
1

2  5.r 	- 	
, K ' 

12  lexp(-4) - exp( -Ky)I2  
(LA) 

01  

	

(avy 	(1.91) 2  (1- 	- 
1 -01K

lexp(-4) - exp(-Ky)I2  

Del mismo modo, tenemos 

	

(Ott Ov) (Ou ay) . 	4(LA 	 2 
ay 	

)2   I 	 1 c  — 	— 	= 	, 2  exp(-0y) - 	02 K-  + K) exp(-Ky)1 
011 	as 	11 -01K1 	20 

Por lo tanto, D queda como 

2µ(LA)2  D = 	{lexP(-u9) - exp(-1(012  + lexp(-4) - 	lalexp(-Ky)12  
11- á 1 K1 2  

Pero el término entre llaves de la ecuación anterior es igual a 

2exp(-20y) {1 + 110K-1  + 	lexp(-2Ky)I - 

9t {[2+£I(_1  + KÓ-11 exp (0 + K) y1} 

Si integramos la expresión anterior de y = O a y = oo, obtenemos la disipación total de energía 
por unidad de área A, como: 

á = 2141=)" 
--074 

2µ(LA)22 
 (21?(K)]-1  [1 + 

4
- I0K-1  + K á-1 1 21. 

11-Ó/K1 
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En efecto, 
CO 

21 exp( -24) dy = 
o 

1 + IÜK-1  KÓ-112  no depende de y y 

lexp(-2Ky)idy = (29t(1C))-1  ; 
o 

y finalmente 

00 = 	(2 + ÓK -1  KÓ-1\ 
32{[2-1-ÓK -I  It'élexp[- (é + K) yj } dy 

K o 

Ahora bien, la expresión para á puede reescribirse como 

	

á  =  1-1(wA)2  2  1E1-2 (RK)-1 [_80 (3i K)2 4é2 IK12 	
+ K212] 411 - Ólti I 

Además, sabemos por la ecuación (4.44) que 

1K2) = 2  (R/02 - 1K 1-3 y que  

10 -I- K212  = 4ó2  +114-2. 

Entonces A se reduce a 	

712- (a? K)'1 I 	112  • 

Si escribirnos lo anterior en términos del número adimensional frc = 	tenernos que 

á  ={ (K 4  + 1)112  + 12 	I Al 
2  } 	cx), 2 	

4KR(,2 + 0112 + 	.. 2k 	 (4.46) 

Este coeficiente es un coeficiente de disipación por unidad de longitud y sobre un ciclo. Esto 
quiere decir que debernos modificar la ecuación de conservación de la energía para la amplitud, 
de modo a incluir los efectos disipativos. Este coeficiente A depende de la amplitud A de V, 
del número de onda local é, y de un factor donde interviene el número adimensional K. Si 
incluimos los efectos disipativos, entonces dicha ecuación queda como 

ui(k)A2  = -AA2 . 8r. 
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Podernos fácilmente integrar esta ecuación, dando como resultado 

J(k) /12  (x) = (0)/12  (0) {expu Ah} 
o 

por lo que la amplitud es de la forma 

w'(0)A(0) 	[ I á 
) 	exp o ;7  dx1 A2(x) 	w,(k } , 	 (4.47) 

La ecuación (4.4?) nos permite interpretar la abrupta caída de a amplitud de la onda a cero. 
esta característica se debe a que w' tiende a cero conforme se acerca la onda a la posición 
característica. En efecto, por la relación de dispersión que obtuvimos (ver figura 3,14), vemos 
que w' tiende a cero más rapidamente que w,—w, o que xr —x en nuestro caso (pues consideramos 
a w fija). Cerca de la posición característica, podernos, de lo anterior, deducir que w' se hace 
cuadráticamente cero como función de la diferencia 	x, es decir, w'(k(x)) 	— x)2 , 
con a > O. Si 	fuera cero, la amplitud A de la onda se volvería infinita cuando w' tiende a 
cero, que fue lo que dedujimos anteriormente. Pero corno á siempre es positiva (ver la ecuación 
(4.46)), en la vecindad de xr  tenemos que 

exp [— --1/  dx rsexp [ 	
1 	

, 
wi 

por lo que la amplitud del movir siento de la membrana es cero en x = xr. Esto nos indica 
que la amplitud desarrolla un gradiente decreciente muy pronunciado en la vecindad de la capa 
crítica. La amplitud de la onda, incluyendo los efectos viscosos, se muestra esquematicamente 
en la figura 4,3. Debemos señalar que hasta la fecha no existe un tratamiento matématico 
completo que obtenga la ecuación de disipación de energía como consecuencia de una condición 
de compatibilidad. 

En el desarrollo anterior consideramos que los términos no lineales ti- Vii eran pequeños. Sin 
embargo, cerca del punto característico la amplitud de la onda es grande y el efecto de estos 
términos es importante. En la siguiente sección estimaremos el efecto más notable de estos 
términos sobre el movimiento, es decir, la aparición de un flujo de volumen medio en el plano 
(z, y) -el plano transversal de la membrana bacilar. 

4.4 El flujo medio. 

En la sección anterior omitimos los términos no lineales de la ecuación de Navier-Stokes (4.26), 
y esto nos permitió calcular el efecto de la disipación en la capa crítica. En esta sección 

o 
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Esquema del desplazamiento de la membrana basilar cuando con-
sideramos disipación, la cual se debe a el electo de la viscosidad 
sobre el movimiento de la membrana, En el punto xr  la amplitud 
de la onda es cero, por lo que dichos efectos son responsables de 
que la energía transportada por la onda se disipe dentro del fluido 
antes de que dicha onda alcance el punto característico, 

Figura 4,5: Esquema del desplazamiento de la membrana basilar, 
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m 01) + 8(x)v( t) 

p j%(I) 

p 	+ (lo) •• y) 	+ (0) y) 	+ (lo) y) J'o) 

= 01 ) ,  

81(t) 
= 2d 	, 

8y 

= 	p(1) 4. 14572 10) 

(4.57) 

(4.58) 

estudiaremos el efecto de los términos no lineales. Si incluimos estos términos, la ecuaciones 
que debemos resolver son 

m 

81 

17 

s(x)V 

V) al 

V•ü 
= (u, v) 

17 

= 

= 

= 
= 
= 

2p(x, O, t), 

2d— 
B—p 

(x,0,1), 
By 

—Vp + pV2 ti, 

0, 
(0, V) en y = O y 
O en y = d. 

(4.48) 

(4.49) 

(4,50) 

(4,51) 
(4.52) 

(4.53) 

Por otro lado, ya calculamos la solución aproximada de ft") (ecuaciones (4.41) y (4.42), y 
basándonos en las expresiones dadas por las ecuaciones (4.17) y (4,18) encontramos las aproxi-
maciones V(°) y p(°). Escribimos a la solución como una función periódica y una contribución 
debida a los efectos no lineales, cuya importancia se debe a la presencia de una capa crítica en 
x = x,. Para calcular los efectos no lineales tomamos aproximaciones 

u = ti(01  + u(I)  + • • • , (4.54) 
V = V (0 + V(1)  + • • • y (4,55) 
p I(°) 	p(1 ) 	, , , (4.56) 

para u, V y p, respectivamente, 

Si linealizamos al sistema de ecuaciones que describen al movimiento, obtenemos, para los 
términos de orden (1), 

(4.59) 
V • 1(')  = 0, 	 (4.60) 

1(t)  en y = O y 
	

(4.61) 
1-4i I)  en y = 0. 	 (4,62) 

Vemos que el término (ii(°) • 57)11(°)  es como una fuerza externa que actúa sobre el flujo IP, 

Como tT0) es del orden de [n(1 2, podemos despreciar los términos (lo)  • y) t7( I) y (t7(1 ) • y) t70) 
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en la ecuación (4.59). Obtenemos entonces la ecuación de Stokes (4.26) pero con un término 

extra de forzamiento (término (lo)  y) 10)); es decir. 

aii0) 

81 - Vp
(1)  p17211(1)  (0) y) ¡J'O», 	 (4.63) 

con las condiciones de frontera i = O en y = O y en y = d. Desarrollemos ahora el término 

(t1(0) y) 0°) en serie de Fourier con respecto a x ya,. Este desarrollo se descompone en un 

término promedio y en un término que oscila con respecto al tiempo. En el capitulo 2 (sección 
2.5) discutimos las contribuciones de estos términos y su origen. En este caso la fuerza debida 

al esfuerzo de Reynolds tiene dos contribuciones, que son 

_ p_a (0)0)) _ p__a (ilmii(0),  

	

Oz 	8y 

donde la barra denota promedio espacial y temporal, Cuando la amplitud de las ondas no 
depende de x, la única contribución a la fuerza es la del segundo término del lado derecho de la 
ecuación (4.68). Sin embargo, en el problema que estamos estudiando ambos términos aparecen. 
Desarrollando el término t'II) en serie de Fourier tenemos que el término independiente del 

tiempo satisface la ecuación 

pv21710 _ vilt) = {_p-8-40149) 	--10)-(0)} 	(4.65) 
8.r 	

pay  tt v 	, 

	

V • t10) = O y 	 (4.66) 

	

ii(i) = 0 en y = 0, y = d. 	 (4.67) 

La dependencia en r en la ecuación es ahora sobre la escala intis lenta. Además, las componentes 
en la dirección y tienen promedio cero, En principio, la solución del sistema de ecuaciones dado 

por la ecuación (4,65) y la ecuación (4.66), junto con las condiciones de frontera (4.67) es el 
flujo acústico que estamos buscando. Como el problema es lineal, basta con que conozcamos 
una solución fundamental del problema de Stokes para escribir una solución de las ecuaciones 
(4.65), (4.66) y (4.67) anteriores en términos de una integral del tipo de la que se obtiene con 
la teoría del potencial. Aunque esta formulación es exacta, tiene la desventaja de ser difícil de 

interpretar. Por lo tanto, seguiremos otro camino. 

Para empezar, recordemos que la fuerza debida a los esfuerzos de Reynolds se restringe a la 

	

capa limite, ya que decae como exp (-y 	. Por esta razón, el flujo acústico se concentra en 

la capa límite. Esto nos motiva a reemp azar a la fuerza externa por una condición de frontera 
efectiva en y = 0. Esto es el análogo a reemplazar la ecuación ordinaria inhomogénea 

vy" - y = f(x), con 

y(0) = O cuando y -t O, r -• cc, 

(4.64) 
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por la ecuación homogénea 

vy" — y = O, con 

y(0) = f(0) cuando y —I O, x —s O, 

cuando v 	O. En nuestro caso el análisis es más complejo ya que se trata de un vector y que 
debemos satisfacer la condición V 	= O. En el apéndice A explicamos como encontrar en 
este caso la condición de frontera efectiva. Entonces obtenemos que el flujo acústico está dado, 
en este caso, como 

[1,12 _(*) 3 (dA2  zui=  
2 	w 	g—jj k 	) 'O] = (tri3O) en y = o. 

El primer término de la componente horizontal de 0-; es la contribución del término —p-41109irloi 
-de la ecuación para Fe, mientras que el segundo depende del gradiente del cuadrado de 
la amplitud de la onda. Ambos términos tienen el mismo signo en la vecindad de x,. El 
decaimiento de A' debido a la viscosidad del fluido produce un flujo medio muy intenso. A 
continuación veremos que este flujo medio es responsable del flujo de volumen en el plano 
transversal de la aldea, el cual es perpendicular a la dirección de propagación de la onda. Con 

la condición de frontera (4.68) anterior podemos resolver el problema de Stokes. Como el flujo 

se encuentra confinado en la capa límite, no consideraremos la condición de frontera en y = d. 
Por lo anterior, resolveremos ahora el problema dados por las ecuaciones 

/M'U = Vp y 	 (4.69) 

V • 	= 0, 	 (4.70) 

con las condiciones de frontera 

= 	(u„ O) en y = O y 	 (4.71) 

O cuando y, z 	oo. 	 (4.72) 

Aquí hemos idealizado a la onda y al flujo medio al despreciar su dependencia con la variable 
z. La solución de este problema de Stokes es clásica (ver, por ejemplo la referencia [13,1]). Por 

esta razón reproducimos los detalles necesarios para la interpretación de dicha solución. Para 
obtener una solución singular, consideremos el problema homogéneo. Entonces la presión es 
solución de la ecuación de Laplace 

V2p = O. 

Por otra parte, si a es de la forma 

entonces fi satisface 
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ya que V2p = 0, Pero 

7 . 	p
(x,y,z)i= :3p + (x,y,z). Vp. 

La ecuación anterior no es cero a menos que la función p sea una función homogénea de grado 
(-3) (por el teorema de Euler para funciones homogéneas). Por lo tanto, para obtener una 
solución debemos de encontrar una función armónica de grado (-3). Entonces necesitamos una 
solución con la singularidad apropiada, Como el dipolo es de grado (-2), y el cuadrupolo de 
grado (-3), tomamos una solución cuadrupolar del tipo 

P= 

n 3xy 	
(4.73) 

con r = %/22  + y2  O. Entonces p, dada por la ecuación (4.73) presenta las propiedades 
que necesitamos pues es una función armónica de grado (-3) y tiene una singularidad en 
x = y = z = O. El campo de velocidades asociado a la distribución de presiones dada por la 
ecuación (4.73) es 

Q 3xy 
u 	(x z) 	 (4.74) 

20 42.0 
Vamos ahora a demostrar que cuando y -4 O tenemos que 

u  Q 3x5 2-5(x)5(2), (4.75) — 
42r5  4p 

Sea el caso en que y es positiva y sea una función f(x,z) de soporte compacto; integremos 
sobre el plano las componentes de 17 multiplicadas por f. Si u es la componente vertical de la 
velocidad, tenernos que 

00 00 	 I 	ea 2r 

I I V f(r,z)cixdz = -92 
1 1 

	

- 	
f  02  cos0 

11 
 f (p cos O, p sin O) dp dO. 

	

2p br 	(p2  + y2 )5  

Si dividimos a la integral en dos integrales, la primera sobre el intervalo [0, ej y la segunda 
sobre [e, col, queda claro que la integral sobr el intervalo [e, oo) tiende a cero cuando y tiende a 
cero. Para poder evaluar a la primera integral, desarrollarnos a la función f en serie de Taylor 
alrededor del punto (0,0), de modo que 

f (p cos 0, p sin O) = f (0, 0) + —of
p cos0 + 

Of  
—p sin O 4- ... = f(0, 0) + 0(p). 

	

Ox 	8y 

La integral sobre O de f(0,0) es cero. Para el término 0(p), tenemos una integral acotada por 
arriba, pues 

Y 2P3   A f 

	

(1)2  + Y2)5/2 	5  I YIP" dp < cyod.n.  

o 
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Pero y'1/41-n tiende a cero cuando y tiende a cero y cuando y es menor que I. Por lo tanto, 

lim f I v f(x, z)dx dz O. 
v—o 

Siguiendo un razonamiento análogo para la componente transversal w, escribimos a la integral 
sobre el plano (x, z) del producto de tu por la función f en coordenadas polares, de modo que 

00 00 
Q 

f 	
r n O 

f (x, z) dz dz — 	
y p3 

 _
COS O 

_
si 

5,2  11(0,0) 0(p)1dpril 
-00-00 	 „ (p'+ y')' 

En este caso obtenemos el mismo resulatado que el que obtuvimos antes para e, es decir, que el 
límite de la integral es cero cuando y tiende a cero. Finalmente, para la componente horizontal 
u tenemos que 

00 oo 
Q 3y 	p cos2  O  

I I ti f(x,z )dxdz = 	 [f (0,0) + 0(p)] dp dO, 
Zil 471' 11 (p2

i 
 y2)./ 2  

Como cose  O = 
1 + cos(20)

,  sólo tenemos que evaluar la integral correspondiente al término 

1/2, pues el término n-12-1  nos da una integral que podemos fácilmente evaluar a partir de los 
resultados anteriores y cuyo límite es cero. Para el término 1/2 tenemos una integral de la 
forma 

3y ¡ 2; 

71747  r I 2 (p2  + y2)5/2 ff (0, 0) 4- 0(p)] dp dO, 

Pero 

= 	{ 	p2 	 1  + 1 2r  

	

i 	 p 

13  (P2  + y2  )42  I O 3  1 G22  + I/2)3/
2 dp 

o 2 	2 

3 (t2  4- y2 )312 	3 (e2  + y2)3  /2 	30 

( 
p ' 

3Q 
Y recordando que debemos multiplicar el resultado anterior por — y, tenemos finalmente 

8 
que 

liM 	u f(x,z)dx = —Q f(0,0), 
,114 

por lo que 

lim u = —Q  6(x)5(z), 
v•-.0 

89 

2r 	3  
I 	

dp o (p2  + y2 )512  

—00-00 



51  00 00 

= 	I 

-00 -00 

(x — ai(r —  rj) 	, 

[(I 	+ y2  + (z  _ v)215/21 7k1,1/) df d9 (4.76) 

00 00 
tv  = 

2r J 

zy 	
03 03 

Ey2 (x xr)2 z213/211, 
8111 de dr w= 

que es exactamente la ecuación (4.75) a la que queríamos llegar. Esta forma (4.75) de u es una 
solución fundamental del problema. Si tomamos a Q igual a 41i, podemos concluir que el flujo 
que mueve a las células ciliares es de la forma 

En la ecuación anterior hemos extendido las integrales al plano y = O ya queu; está concentrado 
cerca del punto f = x, y distribuida uniformemente en la dirección transversal. Obtendríamos 
una fórmula análoga a la ecuación (4.76) anterior para la velocidad e. Si integramos por partes 
(en ¿) la integral en la ecuación (4.76) vemos que la componente en la dirección transversal de 
la velocidad w puede reescribirse como 

[(X — 	+ y2  4. (z 021/2 k ycz — u) 	
2 
 ( alrM) 	(4.77) 

La ecuación (4.77) nos permite deducir que w apunta hacia afuera de la fuente. En efecto, el 
comportamiento de la integral se debe al término 

ar.(1) 

el cual es positivo en el punto f = xr . Además, w y (z — q) tienen entonces el mismo signo. 
Por lo tanto, w apunta hacia afuera de la fuente. La figura 4.4 muestra esquematicamente las 
observaciones anteriores. 

También vemos que el flujo w es máximo cuando x ••••• x„ es decir, en el punto donde se 
forma la capa crítica. Lo anterior explica el movimiento de las células ciliares como producto 
de un estímulo de frecuencia específica. Trataremos ahora de estimar este flujo. Para ello, 
podemos interpretar el término 

au,(1) 
) 

como una fuente concentrada. Para esto podemos aproximar la integral de la ecuación (4.77) 
corno 

(4.78) 

De la misma forma, 

Y
2 

I = 	( 	de d9.  
27r [Y' + (x — x,.)2  4/  _002 	2'00 	

(4.79) 
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Caigas d" 

En esta figura se muestra esquematicamente la deformación de las 
células ciliares hacia afuera del punto x = xr , debida a la presencia 
de un flujo medio ur en dicha dirección. 

Figura 4.6: Esquema de la deformación de las células ciliares debida al flujo w. 

El valor de la integral en las ecuaciones (4.78) y (4.79) está dominado por la región ala derecha 
del máximo de ú,. Por lo tanto, como primera estimación de la intensidad q del flujo de volumen 
proponernos 

q = 
1
— 	fir"(q)dg. 	 (4.80) 
aJ 

Este flujo de volumen se muestra en la figura 4.4 para una distancia nodal fija, medida a partir 
del origen. 

Este análisis completa el modelo del movimiento de las células ciliares corno generado por 
una onda que viaja sobre la membrana; la máxima amplitud de la onda se produce en una 
posición que depende de la frecuencia del estímulo. 
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Y 

Flujo de volumen generado por el flujo medio en la dirección transversal 
de la membrana hallar. Este flujo medio es consecuencia, a su vez, del 
flujo acústico generado por la disipación de la energía de la onda cerca 
del punto característico x = zy. 

Figura 4.7: Esquema de la intensidad de flujo de volumen q. 
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Capítulo 5 

Resumen, conclusiones y perspectivas. 

En este trabajo tratamos primero de describir algunas ideas de mecánica de fluidos necesarias 
para comprender el problema de propagación de ondas en la cóclea. Hicimos hincapié en las 
ecuaciones lineales y no lineales para fluidos, así como en diversos mecánismos de disipación de 
energía. Incluimos también las ecuaciones para fluidos compresibles en un sistema adiabático, 
aunque como vimos después los efectos de la compresibilidad del fluido pueden despreciarse en 
la región de la cóclea que estábamos estudiando, También consideramos diferentes mecanismos 
de disipación de energía, los cuales son responsables de la aparición de términos no lineales 
-esfuerzos de Reynolds- en las ecuaciones de Navier-Stokes y generan un flujo medio impor-
tante en la dirección de propagación de la onda. En el siguiente capítulo estudiamos algunas 
propiedades de los fluidos cocleares y de la membrana basilar. 

Además, vimos algunas características del mecanismo de propagación de ondas en la cóclea 
gracias a experimentos efectuados por bode. Estos experimentos muestran la discriminación 
de frecuencias debida a las propiedades mecánicas de la membrana basilar, lo que se conoce 
como principio de posición. En efecto. a cada frecuencia del estímulo le corresponde un punto 
característico sobre la membrana basilar: frecuencias mayores a la frecuencia de dicho punto son 
absorbidas por la membrana en posiciones que se encuentran más cerca de la base de la cóclea 
y por lo tanto no pasan por este lugar. Por otra parte, estos experimentos nos permitieron 
deducir el carácter dispersivo de las ondas cocleares, así como aislar los efectos de la dispersión. 
Lo anterior nos llevó a estudiar, en el capítulo 4, los tres fenómenos que interactiían en la 

propagación. El primero de estos, la dispersión de la onda, se debe típicamente a las propiedades 
mecánicas de la membrana Imitar y domina sobre el movimiento hasta que la onda llega al 
punto característico que le corresponde sobre dicha membrana. La dispersión es la que frena 
a la onda y no le permite pasar más allá de su punto caracterítico. de modo que tanto su 

número de onda como su amplitud crecen enormemente, En este punto se acumula toda la 

energía transportada por la onda. A este tnecánismo de absorción de energía se le conoce corno 
absorción dr capa crítica y se ha observado con anterioridad en fluidos estratificados. corno por 
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ejemplo la ionósfera. Es sorprendente ver que este fenómeno también se presenta dentro de la 
cóclea, y que por lo tanto un modelo de absorción de energía parecido al de guias de ondas es 
totalmente inadecuado para la descripción de nuestro sistema. 

Por otra parte, es en la capa crítica donde la viscosidad del fluido interviene; es la viscosidad 
la responsable de que se disipe la energía en la región donde esta última se acumula. La 
importancia de la viscosidad se debe a que el número de onda es muy grande en la capa crítica, 
por lo que la tasa de pérdida de energía se vuelve, a su vez, importante. Entonces, la amplitud 
de la onda no crece infinitamente: alcanza un máximo y decae luego abruptamente a cero 
por el efecto de la viscosidad del fluido que rodea a la membrana. Cuando está sucede, los 
gradientes de la amplitud son grandes; entonces debemos de considerar los términos no lineales 
en las ecuaciones que describen al fluido. Estos términos no lineales generan un flujo medio 
en la dirección de propagación de la onda. Es en la vecindad de la membrana basilar donde 
nos interesa determinar este flujo medio, pues vimos que sobre esta membrana se encuentran 
la células ciliares •responsables del mecanismo de transducción. Por estas razones dedujimos el 
flujo medio en la vecindad tanto de la membrana basilar (es decir, en y = O) como del punto 
característico que le corresponde a la frecuencia del estímulo, es decir, en una posición muy 
particular de la cóclea. Finalmente, este flujo medio genera un flujo de volumen en la dirección 
transversal, 

Por la forma del flujo medio que determinamos, podemos ver que este flujo no depende de la 
viscosidad, a pesar de ser una consecuencia del efecto de la viscosidad sobre la disipación de la 
energía transportada por el movimiento de la membrana, Esto nos induce a concluir que este 
flujo medio aparecerá aún cuando la viscosidad del fluido sea pequeña. Suponemos que esto se 
debe a que la tasa de disipación de energía depende también del número de onda, y como en 
la región donde aparece el flujo medio, este número de onda es grande, la tasa de disipación 
también lo es. Finalmente, propusimos una forma para el flujo de volumen en la dirección 
transversal. Evaluamos este flujo de volumen donde el flujo medio es máximo, que es cuando 
es más importante. Pensamos que este flujo medio de volumen es el responsable de la deflexión 
-en la dirección transversal- de las células ciliares. Esta deflexión hace que los canales de las 
células se abran, permitiendo el paso de iones dentro de las mismas. Este paso ionico dentro 
de la célula, provocado por la deflexión, corresponde a la transducción de la señal mecánica en 
una señal eléctrica. Dejaremos el estudio de esta transducción para investigaciones posteriores. 

Hasta el momento es dificil realizar un experimento que determine el flujo medio de volumen, 
Además, es posible que el papel que juega la membrana tectoria durante este proceso es el de 
canalizar este flujo en la dirección transversal - sobre el plano de las células ciliares. Podríamos, 
en el futuro, tratar de incluir a la membrana tectoria en el modelo y ver si es este el caso, Otra 
simplificación que hicimos en el desarrollo de este trabajo fue la de determinar el flujo medio 
en un modelo bidimensional de la cóclea, En este modelo, por lo tanto, es imposible ver el 
efecto de la forma del laberinto óseo, Este efecto sería importante cerca de los puntos donde se 
adhiere la membrana basilar, pues los movimientos de los fluidos no son importantes más allá 

92•l3 



de una distancia del orden de 11-1  de la membrana, Sin embargo, en el apéndice A, estudiamos 
la forma de la velocidad en la dirección transversal y damos argumentos que nos permiten 
concluir que, cerca del punto característico, esta velocidad ces mucho menor que la velocidad 
en la dirección de propagación de la onda, Este hecho nos induce a pensar que el flujo me-
dio de volumen que aparecería considerando al flujo actistico transversal, es también pequeño 
comparado con el que determinamos en este trabajo y que puede despreciarse. Posponemos la 
demostración para el futuro. 

Por otra parte, no consideramos en el modelo el efecto que pueden tener los surcos en el pro-
ceso de propagación de la onda, efecto desconocido, hasta la fecha, de acuerdo con la literatura 
consultada. Finalmente, mencionamos antes que es difícil medir el flujo de volumen a través 
de las células ciliares, tanto por la estructura y las dimensiones de la cóclea corno por la necesi-
dad de realizar este experimento in vivo. Recomendarnos, para nuevas investigaciones, contar 
con la colaboración de fisiólogos experimentales de manera a subsanar este ultimo aspecto del 
problema. 
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Apéndice A 

FLUJO ACÚSTICO EN LA 
CÓCLEA. 

Corno vimos al estudiar el problema de flujo acústico en el capítulo 2, la ley de flujo de Itayleigh 
se aplica al "flujo acústico resultante debido a la vibración de una frontera que delimita a un 
fluido en reposo". En este apéndice trataremos de determinar el movimiento medio -al que 
también llamaremos flujo acústico- generado dentro de los fluidos codeares por la vibración de 
la membrana basilar. Como vimos en la última sección del capítulo anterior, podemos considerar 
a la membrana basilar como parte de la frontera que delimita al fluido. La membrana basilar 
juega un papel similar al de la frontera libre en el problema de propagación de ondas en agua 
profunda. Aunque los fluidos cocleares no se encuentran en reposo, su masa decae como el 
inverso del número de onda, y corno cerca del punto de resonancia este número de onda es 
muy grande, la ley de flujo antes mencionada es aplicable también, aproximadamente, al caso 
de propagación de ondas dentro de la códea. En este caso las ondas cocleares no son ondas 
sonoras, sino ondas propagandose sobre una placa -la membrana basilar no se comporta como 
una membrana en el sentido elástico de la palabra- cuya rigidez disminuye por cuatro ordenes 
de magnitud desde la base hasta la punta del caracol. 

En este apéndice mostraremos primero (sección A.1) que el problema de propagación de 
ondas en la cóclea puede reducirse a un problema bidimensional. Por la analogía del problema 
con el de propagación de ondas superficiales en agua profunda, podemos estudiar el problema en 
una sola de las rampas. En este caso la membrana basilar es una de las fronteras que delimitan al 
fluido. Las otras fronteras son rigidas pues las constituye el laberinto óseo. También suponemos 
que el eje x es un eje de simetría de la membrana y que la forma del laberinto óseo es circular. 
También consideraremos a la lámina espiral ósea como inexistente, de manera que la membrana 
basilar es el diámetro del semi-círculo que delimita a nuestro fluido. Seguiremos considerando 
que la aproximación WKB es válida, por lo que proponemos un potencial de velocidades de la 
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Membrana bollar. 
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V(z) e 
	kx) 

Figura A.1: Planteamiento del problema en tres dimensiones, en términos del potencial de 
velocidades 4). En este esquema se muestra un corte transversal de la membrana, El eje x se 
muestra también en la figura. 

forma 

= 4(z) Y) exP Mal — kr)) 

El gradiente de este potencial de velocidades es igual a la velocidad del fluido, cuando éste es 
irrotacional. Lo anterior siempre se cumple si consideramos al fluido fuera de la capa límite, pues 
entonces el fluido puede considerarse como ideal, Por otra parte, debido a que la velocidad de la 
onda viajera es pequefia y que en la región donde queremos encontrar la solución la amplitud de 
esta onda es máxima, podemos suponer que se cumple la ecuación de Laplace -esta condición es 
equivalente a despreciar los efectos de compresibilidad del fluido, los cuales no son importantes 
-como se vió el el capítulo 3- para frecuencias mayores a la frecuencia característica que nos 
concierne, pero no para frecuencias menores a ésta. Por lo tanto, usaremos las ecuaciones para 
Ruidos incompresibles que dedujimos en el capítulo 2. Por otra parte, supondremos que los 
efectos de la frontera sólida sobre el fluido pueden despreciarse, por lo que tomaremos a esa 
condición como si fuera a profundidad grande. Esta es otra de las analogías del problema con 
el de propagación de ondas en agua profunda. Las aproximaciones sobre la geometría de la 
cóclea que hemos descrito se muestran en el esquema de la sección transversal de la cóclea de 
la figura A.1. En esa figura mostramos las condiciones de frontera así como la ecuación que 
debe de satisfacer el potencial de velocidades. Estas ecuaciones constituyen el planteamiento 
del problema que resolveremos para poder dar argumentos sobre la reducción del problema 
tridimensional a un problema bidimensional. Finalmente, consideraremos que la cóclea está 
estirada. 



A.1 Distribución local. 

Fuera de la región donde el efecto de la viscosidad es importante, el fluido puede considerarse 
como un fluido ideal y por lo tanto podemos expresar a la velocidad como el gradiente de un 
potencial de velocidades 0. Por la conclusiones sobre las características que debe presentar un 
modelo de propagación de ondas en la cóclea (ver capitulo 3), podemos suponer que la solución 
se escribe como una superposición de ondas viajeras longitudinales (en la dirección x). Cada 
una de estas ondas se expresa, en forma general y para el caso en tres dimensiones, como 

	

45(x+ Y, z; t) = 0(Y, z)exPii(tvt 	kx)i, 	 (A.1) 

donde la solución al problema físico se reduce a la parte real de la ecuación (A.1). Además, qS 
es solución de la ecuación de Laplace, por lo que 4> es solución de la ecuación 

020 4.  021 1,24,  0  

0y2  79:72. 
	

(A.2) 

4) debe de satisfacer las condiciones de frontera sobre la membrana basilar y la condición 
impuesta por la suposición de que el fluido está en reposo cerca de las fronteras sólidas de la 
cóclea. Supongamos que el eje x coincide con el eje de simetría axial de la membrana basilar 
(ver figura A.1). De este modo, consideramos que la membrana basilar se encuentra en el plano 
y = O. Si la condición para sobre la membrana basilar es 

u, = 
dy 

= V( z) exp[i(wi — kx)), 	 (A.3) 

la condición para en dicha superficie es 

óa 
— = , , kz), 	 (A.4) ay 

La condición sobre la frontera ósea de la cóclea sería la misma tanto para como para 4), y 
ésta es 

lim 	4)(z, y) = O. 	 (A.5) 
VT--tv2-00 

A continuación resolveremos la ecuación (A.2), con las condiciones de frontera (A.4) y (A.5). 
Encontraremos dicha solución en función de la solución fundamental del problema. 

A.1.1 Solución fundamental. 

Antes de determinar la solución fundamental, vamos a escribir la ecuación (A.2), y la condición 
de frOntera (A.5), en términos de las variables a = 	y yo (ver figura A.2) definidas como 

tl = s/z2 + y2 ,  y 

tío = arctan (Y  —
z 

, 
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Figura A.2: llultración de las variables utilizadas para obtener la solución fundamental del 
problema. 

Haciendo este cambio de variables, el laplaciano se expresa como 

32 	32 	32 	1 3 	1 32 
"áiY az2 .= 81,2 + 	ap2' 

por lo que las ecuaciones (A.2) y (A.5) se pueden escribir como 

2  

	

(8,7  
u 8u 	

—k2)1(.1,50) =o, 	 (A.6) 

con la condición de frontera 

	

lita 	= O. 	 (A.7) u-no 

Supongamos ahora que tenemos una fuente puntual a una distancia u0  de (0,0) y que el 
ángulo entre el vector u-0  y el eje z es 990. La solución fundamental G es la solución del 
problema planteado en las ecuaciones (A.6) y (A.7), incluyendo dicha fuente. Consideremos 
ahora la condición (A.4). Pediremos que la solución fundamental cumpla con la condición de 
Neuman homogénea en y = 0. Pero 

OG8G cos ac = sin  
dy 	a u 

y como sin = O y cos ;c # O cuando y = O (en w = O o r), debemos pedir que 

pa _0. o. 
dy 
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Debido a la simetría del problema cuando u 	co, supondremos que G es independiente del 
ángulo ip en la región donde está definida la solución del problema. Entonces, si G = G (u, u0), 

	

( 02 	1 0 

	

0112 	ti al/ 
— k2) G(ti, rio) = 6(11— tro l), 

donde u; sería la posición de la fuente con respecto a estas variables. Además, sabernos que 

607 — u;i) = -1 5(u —14).5(9 — (Po). 

En efecto, la delta de Dirac tiene la propiedad de que, para toda función f, 

f(zo,w)= j f(z,v)6((z,Y)— (zo, Yo)] dz dY• 

En coordenadas polares, tendríamos que 

f (ro  cos 99„, r. sin cp‹,) = 	f(r cos y), r sin 99)g(r,rp)r dr dip, 

y para que lo anterior sea cierto g debe ser se la forma 

9(r, 'P) = !6(r' ro)6(90  — 90). 

Entonces, 
( 02 

rli 	u 
1 
 ati O  

k
2 
) G (u, 	= —6(u — tio)6(rp — sao). 	 (A.8) 

Podernos integrar la ecuación (A.8) con respecto a p. El lado izquierdo de dicha ecuación 
sólo se modifica por un factor multiplicativo igual a ir (suponernos que G no depende de 9,, 
y además que nuestro problema está definido para el serniplano superior) y el lado derecho es 
igual 	

16(u — u„), 

debido a las propiedades de la delta de Dirac. Sea G' = irG. Debemos resolver la ecuación 

( 
0  
8
u2  Ou 

a 2 	- k2 u) G'(u, ti,,) = 6(u — uo), 	 (A.9) 

junto con la condición 
lim 	= 0. 	 (A.10) 

Pediremos, además, que G' sea regular en u = 

Si uytuor  
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En este caso G' es solución de la ecuación homogénea 

d í

du  u

ddrual ouG, . 0. 	 (A.11) 

La ecuación (A.11) es la ecuación de Bessel Modificada de orden cero (I.1, p.143), por lo que la 
solución general se escribe como 

G' (u, u0) = ci(uo)10(ku) + cl(u4K0(ku). 

Como 10(ku) diverge cuando u -4 oo, si u es mayor que uo, la solución se escribe como 

G' (u, u„) = c2(110)Ko(ku), para u > 00, 	 (A.12) 

Por otro lado, pedimos que G' sea finito si O < u < u,. Como K o(ku) diverge si u —I 

entonces en este caso la solución sería de la forma 

G' (u, u,) = c i (110 )10(ku), para O < u < u,. 	 (A.13) 

Vamos ahora a determinar el coeficiente c2(uo ) de la ecuación (4.17). Para ello es necesario 
considerar las propiedades de la solución fundamental (1.1, pp.734-735). Por continuidad de G' 
en u = u„, se debe satisfacer 

c2(uo)Ko(kuo) = ci(u,)10(ku0). 	 (A.14) 

Además, como 

entonces 
(11-1

2 	12 - + 
Ou2 

+ 
Ou 

 ) G(u, uo) = 5(u - uo), 8u 2   

au  
[u-111 - k2uG = 6(u - u,). 

(A.15)  

(A.16)  

Integremos de u = u, - c a u = u, + c. l'or lo tanto 

rae u044 
u -5u-I 	- 	k 2 uG(u, uo )du = 1, 

u,-, 

Pero u y G son regulares en u = u,. Por lo tanto 

Hm 	uG (u, u,) do = 0, 

(A.17)  

(A.18)  

00 
de modo que u, 

Ou 

 

OG' 
- 

Ou = 
g=u+ o  
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En consecuencia, la condición de salto de la derivada de G' es 

dG' 	d011 	1 
da in= 	da ity=0; = ha ' 

Usando (A.12) y (A.I3) obtenemos 

	

c2(tto)Klkuo) 	ci(tio)l'o(kuo) =
1 	

(A.19) 
kuo .  

Ahora despejamos a ci(110) de la ecuación (A.14) y la reemplazamos en (A,19). Entonces 

10(kuo) 
c2(tio)[10(kuo)Klku„) — Ko(ktio)110(kuo)1= kuo  . 	 (A.20) 

Faltaría determinar el valor de 10(kao)K10(ku„)—Ko(ka0)11(kuo). Sabemos que tanto lo(x) como 
Ko(x) son solución de la ecuación de nesse' Modificada de orden O, es decir, 

x2  f"(x) x f t  (x) 	f (x) = O, 	 (A.21) 

con f = Io  o f = Ko. Si reemplazamos lo  y Ko  en la ecuación (A.21) obtenemos 

x21"o  xl'o  x2 I0(x) = O 

IC0 	x1(10  — x2 K0(x) = O. 

Multiplicamos a la primera ecuación del sistema anterior por Ro  y a la segunda por lo  y después 
las restamos; así que 

x2 11(01"0  K"010) x (11,1V0  K0 10 ) — x 2  110 K0  — K0 10) = O. 

Entonces 	
IKCI110 - K t0101 = I (10K0 KI010) . 

Usemos ahora la ecuación (A.20) en la expresión anterior, podemos deducir 

	

110(kuo)K(kuo) — 1<o(ku0)11,(kuo))' = 	flo(kuo)K(kuo) — Ko(kuo)1ó(ku o)1, 	(A.22) 
loto  

La ecuación (A.22) es una ecuación diferencial ordinaria, y se resuelve fácilmente dando como 
resultado, cuando x = kuo, 

lo(kuo)Ko(kuo) Ko(ku 4110(ku o) = kuo, 	 (A.23) 

con c =constante. Además, K = —K1  e lo = 11.1, p.145), por lo que (A.23) es equivalente a 

lo(kuo)Ki(kuo) E0(kuo)11 (kuo) = — ku
o ' 

e 
(A.24) 
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Para determinar la constante c, usaremos las expansiones asintóticas de 10, 1t , 1<0  y Ki, para 
.r grande. limitándonos al primer término (para ver cual es la forma de estas expansiones, 
consultar la referencia (A.I, pp.377-378]). Estas expansiones nos permiten concluir que 

1 
10(ktro )K i (ku,) No(ku„)11(ku„) 

= ku,' 

y por lo tanto e = —1. Por todo lo anterior, tenemos finalmente el valor de e2  dado por 

c2(ku,)= —10(ku„). 

Además, si consideramos que la fuente se encuentra en u„ = O, y como es tal que lim 10(ku„) = 

1, entonces 

c2(kuo) = —1; 

entonces la solución (A.12) está definida en todo el espacio. Al considerar el caso en que la 
fuente se encuentra en u, = O, sólo existe la solución para u > O. Entonces, cuando la fuente 
se encuentra en el origen, la solución de Green es simplemente 

	

(u, 9) 	K0  (01). 

Esto nos induce a concluir que, en el caso en que la fuente se encuentra en un punto arbitrario 
(4, y,), la solución fundamental puede escribirse como 

	

(u, so) = 	K0  (101  — r",1) , 	 (A.25) 

siendo esta solución válida en todo el espacio. Determinaremos ahora la solución de nuestro 
problema usando la función de Creen (A.25). 

A.1.2 Solución en términos de la función de Green. 

Definimos a la región donde existe nuestra solución fundamental corno el semi-círculo de radio 
R, cuyo diámetro coincide con el eje z„. Sea S la frontera de dicha región (ver figura A.3). 

Por el segundo teorema de Green 1, sabemos que 

s 	— 
0019-) dso 	(G5724,0  —10572G) dA,, 	(A.26) 

. 	On 	On 	no  

lEste teorema se deduce transformando la integral de línea del lado izquierdo de la ecuación (A.26) en una 

integral de superficie, por medio del teorema de la divergencia. 
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l'ara determinar la constante c, usaremos las expansiones asintóticas de lo, Ir, Ko y Ki, para 
r grande. limitándonos al primer término (para ver cual es la forma de estas expansiones, 
consultar la referencia 1A.1, pp.377-3781). Estas expansiones nos permiten concluir que 

1 
10(kuo)Ki(kuo)+ Ko(kuo)11 (ku0) 	— 

kuo  = kuo' 

y por lo tanto c = —1. Por todo lo anterior, tenemos finalmente el valor de c3  dado por 

c2(ktro) = —10(kuo). 

Además, si consideramos que la fuente se encuentra en uo  = O, y corno /o  es tal que lim 10(kiro) = 
1, entonces 

c2(kuo) = —I; 

entonces la solución (A.12) está definida en todo el espacio. Al considerar el caso en que la 
fuente se encuentra en uc, = O, sólo existe la solución para u > O. Entonces, cuando la fuente 
se encuentra en el origen, la solución de Green es simplemente 

G (1,9) = — 	(kifi) . 

Esto nos induce a concluir que, en el caso en que la fuente se encuentra en un punto arbitrario 
(z„, yo), la solución fundamental puede escribirse como 

G (u,so) = — Ko  (kif — 	, 	 (A.25) 

siendo esta solución válida en todo el espacio. Determinaremos ahora la solución de nuestro 
problema usando la función de Green (A.25), 

A.1.2 Solución en términos de la función de Green. 

Definimos a la región donde existe nuestra solución fundamental como el semi-círculo de radio 
R, cuyo diámetro coincide con el eje zo. Sea S la frontera de dicha región (ver figura A.3). 

Por el segundo teorema de Green r, sabemos que 

(G-1».  - (1)„ 81 dS — 	(GV34)a  — 4)0172G) dA0, 
Ort 	áTa 	° s. 

'Este teorema se deduce transformando la integral de línea del lado izquierdo de la ecuación (A.26) en una 
integral de superficie, por medio del teorema de la divergencia. 

(A.26) 
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Figura A.3: Región en la que está definida la solución fundamental, 

con dA0  = dzo 40 y  lo = 1(41 yo). Pero 

GV2 4)0  — 4),,VGo  = G (y' — k2)4)0  — (1)0(V2  — k2 )G, 

Además 	satisface la ecuación (A.2) y G satisface 

(y2  — k2 )G = 6(2  — 20)6(y — Yo), 

respectivamente, en R, Por lo tanto, 

OG 

On 
— 	

° On  (1,5
o  = —f 	1(z°, yo)6(z zo)8(y — yo) dA„ = —4,(z, y), 

S 

es decir, 
00„ 	BG 

1(z,y) = 	G7,71  — (1)„-Id50. (A.27) 

Sobre yo  = O, G satisface la condición de Neumann homogénea, y 

0 0 
On = ay o' 

por lo que sobre esa parte de la frontera 

tit 010  
01(z,Y)= G—,9 1 

l01 

(A.28) 



0 
Sobre el semi•circulo, consideremos que uo  = R y E  = -070, entonces 

02(z, y) = 	[41(u0)
0G (u 	

G (u, uo) 	' 40, 
(be u...8  

o 

Además 

{8G (u, U0)1 
au„ = 	:11 auo (K0  (k 13  troi)1} 

= •k-Ki (k111— hl) 	(k —'°U, 	. 
I 	 tio.R 

_ 	 I? — r cos(9  — so.) 
au„ 	' 	uo.ii Jr2 + R2  — 2rR cosbo — 470)  

Pero 

(A.29) 

11.,([791 (k l il 	= 1. 

lim 	— 	= o, 

lim 	= 0. 

CO 

	

{[1(U 0 )—a  G 	1 = O. au oluo.RJ 

por lo que 

Por otra parte, 

y sabernos que 

Entonces 

Por otro lado, aunque tu) sabernos cual es el comportamiento de 

[04,01 

lauo j „..n  

cuando 1? crece, suponemos que es acotada, y entonces, corno lim G = 0, 

lim {1092-1 	= 0, 
au ° 

por lo que tenemos que 
lim 	= 0. (A.30) 
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Por lo tanto, las ecuaciones (A.28) y (A.30) nos permiten concluir que la solución válida sobre 

el send•plano superior es 

4)(z, Y) --- Hm 1' 

it (1 
— ayo 

— I 	dz., 

es decir, 

1(2M =—s_1 f Ko (\/(z — 2)2 + y2) V(Z)d2, 	 (A.31) 
00 

donde los puntos fuente (z„, yo) = (Z,O) se encuentran sobre la membrana basilar. 

A,1.3 Solución asintótica, 

De la ecuación anterior (A.31), podemos determinar fácilmente el límite de d) cuando y tiende 
a cero. En efecto, 

0. 

— 	f V(2)K0  (k12 zj) dZ. 	 (A.32) 
CO 

Consideremos la expansión en serie de Taylor de 17(2) alrededor de z. Esta expansión es 

1,(z) = E voi)(z)(2 z)m 

donde Vhn)(z) es la derivada m•ésinta de V(2) evaluada en z. Sea entonces 

00 

(0)v.o = 	—1  E o'n)(z) 	 (A.33) 
mes 

con 

= 	Ko(k 12 — 2D (Z —mizr dZ, 	 (A,34) 
- 

Podemos reescribir a la integral 1,„ como la suma de dos integrales /1  e h, la primera de ellas 
definida para el intervalo j — oo, zj, y la segunda en [2, col, Si hacernos los cambios de variables 
ut  = z — Z para /1, y u2  = Z — z para /2, deducimos que /„, se reduce a 

Jm  = (-1)m  j 1<o  (ku)
! 
 du + Ko  (ku) u  du, 

rn 
o o 

por lo que, si m = 2n + 1, /2„*:  = 0. Entonces tenemos que 

u2n 
I„, = h„ = 2 f Ko  (ku) 	du. 	 (A,35) 

o 
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Cálculo de /2,,:  

Si n = O, sabernos que (W.1, p.388) 

exp ( -al) Ro  (t) dt - arccos 
 (a) 

 
o -a2 

por lo que si a = O 2, 
03 

2 IK0 (e)di = 
	

(A.36) 

Si n O, consideremos el cambio de variable y = ku y multipliquemos a /2,, por (-1)". En 
consecuencia 

(-1)"/25  =  y Qf Ko(v) ( - { 1)"  (2-/11!1du. ) 
o 

El término entre corchetes del integrando es el n•ésirno término del desarrollo de Taylor de 
cos(u/k) [C.1, p.4721. Además. tenernos que [W.1, p.3881 

21-1/2 
1K0 (u) COS (i)j) th = 72-: [ i + (I) 	. 	 (A.37) 

Como k es grande (por lo menos mayor que 1),podernos usar el desarrollo de Taylor para la 
función (1 + x)° , el cual está dado por 

a(a -1)x2 	a(a - I) ... (a -  n +  1)x"  
(1 + x)° = 1 + ax + 	+ + 	 + 

2! 	 n! 

Reemplazando a x por (1/k)2  y a a por -1/2, vernos que el n-ésimo término del desarrollo de 

1)1 -1/2  
Taylor de [1 + 	 , es 

[i 	G..)21-1/2 } = (_29;n,L1.1-2n )1 3 5  
(2n -1)) , 

n 
  

y 2" n! = 2.4.6... (2n), Lo anterior nos permite concluir que para n O 

h„ = k-21-11  .3 .5.— (2n  - 1)  
2 .4 .6 ... (2n I 

2K5(ku) > 0, por lo que la integral debe ser positiva. 

(A.38) 
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Entonces, usando los resultados de las ecuaciones (A.36) y (A,38) en la ecuación (A.33), obte-

nemos una expansión en serie de Taylor de (1) en y = O, con k > 1, como 

31r5  ,( 
((1))v..., = - k-' V(z) - 

k3

2 	8 
—V"(z) - 	(z) - 	 (A.39) 

Si k es suficientemente grande, podemos considerar sólo el primer término de la expansión 
(A.39), por lo que la aproximación asintótica de (0)v,....0, en este caso, es simplemente 

(1)v,..0 	V(z). 	 (A.40) 

- k-1  V(z) exp (i (wt kx)) , 	 (A,41) 

i V(z) exp (i (wi kx)) , 	 (A.42) 

k-1 V'(z) exp [i (wt - kx)). 	 (A.43) 

las ecuaciones (A.42) y (A.43), junto con la ecuación (A.3), caracterizan a la distribución de 
velocidades cerca de la membrana basilar. Podemos suponer que esta distribución es una buena 
aproximación de la distribución real de velocidades, cuando nos encontramos en la frontera de 
la capa límite [14.4, p.5621. las componentes x (ecuación (A.42)) y y (ecuación (A.93)) de la 
distribución de velocidades tienen la misma amplitud pero fase distinta: la fase de u, es mayor 

que la de uy por un factor de r/2. 

Si suponemos que u, es despreciable, entonces las características de la fase y de la amplitud 

de u. y de uy  nos muestran que el movimiento de las partículas es un movimiento circular 

alrededor de un eje z =constante, tal y como sucede en el problema de propagación de ondas 
en agua profunda (ver apéndice C). Debido a que la propagación de las ondas se efectúa en la 
dirección x, vamos a comparar a luz ' con lu,l, De la figura A,4 vemos que 

lu,l 
tan lo - tu., 	

(V(z)( 
	, 

donde (,o es el ángulo entre el plano en el que se realiza el movimiento circular y el plano (x, y), 

Para que u, sea despreciable, suponemos que 

arctan
I u. 	

= ardan[ 	 
11/(z)I )11 

es suficientemente pequeño como para que el movimiento de las partículas se efectúe sobre el 
plano (x, y) y poder limitarnos al primer término de la expansión de (0),,,.0. Recordemos que 

Por medio de lasecuaciones (A.40) y (A.1), podemos deducir que 
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(a) 

z4 

Y 
_  ----------- 

4 

(b) 

Figura A,4: ilustración de las componentes z y z de la velocidad y del ángulo yo en a): tres 
dimensiones y b): en el plano (x, z). 

estamos tratando de determinar la solución cerca del punto de máximo desplazamiento de la 
membrana basilar, En este punto de tnáximo desplazamiento la derivada de la amplitud V'(z) 
es cero, por lo que si estamos en una vecindad suficientemente pequeña, podemos considerar 
que V'(z) es pequeño. Esto se debe a que supusimos que las variables del problema varían 
suavemente, Además, debido a la viscosidad, la amplitud de la onda es finita, Finalmente, 
cerca del punto característico el número de onda es grande. Estas consideraciones nos permiten 
despreciar a la componente transversal de la velocidad u, cuando nos encontramos cerca del 
punto caracteristico. Por lo tanto, en la siguiente sección describiremos el movimiento de la 
membrana basilar como un movimiento localmente bidimensional, por lo que tomaremos una 
z fija. De este modo, la amplitud del movimiento es una constante. Sin embargo, debemos 
señalar que en caso de que 99 no sea pequeño el plano del movimiento se efectúa sobre el plano 
definido por el ángulo cp, y en ese caso debemos de considerar otros términos de la expansión 
asintótica de ¢. 

A.2 Movimientos localmente bidimensionales. Capa 
limite. 

A.2.1 Ecuaciones de movimiento para el flujo externo. 

Vimos en la sección anterior que cuando k crece, de modo que nos acercamos a la frecuencia 
característica (ver figura 3.14 del capítulo 3), las ondas viajeras codeares tienden a ser local- 
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mente bidimensionales. Entonces, en esta sección consideraremos que el movimiento se efectúa 
en el plano (x,y) únicamente y tornaremos a z corno constante. Bajo estas suposiciones, la 
condición de frontera en y = O es simplemente 

ay 
v 	 (A.44) 

con V = constante. 4 se define corno antes (ecuación (A.1)), excepto que ahora depende 
únicamente de y. Además, corno 1.5 es solución de la ecuación de Laplace en la región ocupada 
por el fluido, satisface 	

024,  
y - k'̀1' = °. 	 (A.45) 

Las soluciones de la ecuación (A.45) son Aexp(—ky) y Bexp(+ky). Sin embargo, pedimos que 
dr esté acotada cuando y 	oo, por lo que B O. Además, la condición (A.44) nos permite 
deducir que A = — 	V. Por lo tanto, la solución «i) que buscamos se reduce a 

(t) = —k-1V exp( — ky), 	 (A.46) 

y entonces 

	

= 	exp(—ky)exp (cot — kx)). 	 (A.47) 

Si definimos a la componente horizontal u de la velocidad como 

u = a(y) exp [i (wt — kx)) = -, 

y a la componente vertical y corno 

v = b(y) exp [i (wt — kz)1 =
00 

 

la ecuación (A.47) nos permite afirmar que 

a(y) = iV exp(—ky) 	y b(y) = V exp( —ky), 

por lo que 

u 	= 	iV exp(—ky) exp (coi — kx)), y 	 (A,48) 

	

u = 	V exp(—ky)exp (uit — U)). 	 (A.49) 

Observamos que cuando y es pequeño la ecuación (A.49) se reduce a la ecuación (A.3) (con z 
constante = zo), por lo que V(zo) = V) y la ecuación (A.48) se reduce a la ecuación (A.42). 
También vemos que la amplitud de u es igual a la de e y que la diferencia de fases entre u y u 
es s12, por lo que el movimiento de las partículas es un movimiento circular, característico de 
ondas en agua profunda -conclusión a la que habíamos ya llegado en la sección anterior. Otra 
analogía entre ondas codeares y ondas en agua profunda es que la amplitud del movimiento es 
proporcional a exp(—ky) (ver apéndice C). 
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A.2.2 Atenuación de la velocidad dentro de la capa límite. 

En el capítulo 2 vimos como se atenuaba la velocidad debido al efecto de la viscosidad, en la 
región donde ésta es importante. Vimos, además, que si la velocidad u„ fuera de la capa límite 
oscilaba con respecto al tiempo, dentro de la capa límite la velocidad era de la forma 

ti = Uer {1 — exp [- (— 

Por otro lado, la ecuación (A.48) nos permite escribir a u„ como 

uer = i V exp ti (tet - kx)), 

pues suponemos que el ancho de la capa es pequeño, y en ese caso exp(-ky) i 1. Entonces, 

dentro de la capa límite, la velocidad u sería 

iu.,)1/2 
u = iV {1 - exp [- ( 	yJ exp ji (wt - kx)). 	• (A.50) 

La atenuación de tte& dentro de la capa límite hace que se cumpla la condición 

u = O, en y = O. 	 (A.51) 

Queremos ahora determinar la velocidad ir dentro de la capa límite. La condición de frontera 

para u en y = O es 
= V. 	 (A.52) 

Consideraremos además que u es acotada cuando y es grande. Por analogía al caso descrito en 
Bu u 

el capítulo 2, supondremos que — — es independiente de y, por lo que ' 
aX ay 

33v 	02„ 	a 	11,2 
_ y_ 	= k V -a-y. {1 - exp [- 	yl} 

8x0y 

Entonces 

	

u(s, y ) = IA(x) - kV)y - kV twl t~ jexp [- (— 	yl 4- 13(x). 

Las condiciones de frontera cuando y 	oo y cuando y = O nos permiten determinar a las 

funciones A y B. Estas funciones son A = kV y 13 = V + kV (I)-92, por lo que 

-1/2 	 1/2 
= 	{1 + k 	{1 exp 	yl }} 	 (A.53) 

'Por comodidad, liemos suprimido el factor exp [i(wl — kz)] de las ecuaciones. 
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En esta sección hemos construido las velocidades dentro de la capa límite de modo a que 
se cumplan las condiciones de frontera en y = oc y en y = O. La condición en y = O es la 
condición de acoplamiento entre la velocidad del fluido y la velocidad de la membrana. En las 
ecuaciones (A.50) y (A.51), vemos la dependencia explícita de las velocidades con el ancho de 

la capa límite, el cual es inversamente proporcional a (1)
1/2

. Debemos notar que esta no es la 
forma usual de determinar las velocidades desde el punto de vista matemático. En este caso 
nos es posible seguir este procedimiento debido a la similitud entre el problema de propagación 
de ondas en la cóclea y el de la propagación de ondas -en agua- provocadas por una frontera 
que oscila. Para este segundo caso es aplicable la ley de flujo de Rayleigh, la cual estudiamos en 
el capítulo 2. Por esta razón podernos considerar al comportamiento como similar y evitarnos 
muchos desarrollos matemáticos formales relacionados con métodos asintóticos. 

En lo que resta de este apéndice trataremos de estimar los movimientos medios generados 
por la propagación de ondas en la cóclea, usando las ecuaciones de la velocidad tanto para el 
flujo externo -ecuaciones (A.48) y (A.49).- corno para el interno -ecuaciones (A.50) y (A.53). 
También trataremos de estimar los flujos de volumen debidos a dichos movimientos, pues estos 
flujos son los que pueden provocar la deflexión de las células ciliares. Estos flujos de volumen 
medios se generan gracias a estos movimientos medios, a los que también llamaremos flujo 
acústico por su similitud con ese fenómeno. El flujo acústico se genera, a su vez, gracias a la 
disipación de la energía de la onda cerca del punto característico. Esta disipación se debe al 
efecto de la viscosidad del fluido que rodea a la membrana. Si el fluido no estuviera presente, 
tendríamos que en la posición característica la amplitud de la onda crecería drásticamente, 
debido a que ese punto es un punto de acumulación de energía. 

4.3 Flujos medios de McIntyre. 

A.3.1 Flujo externo. 

Sabemos del capítulo 2 que el flujo medio de Mclntyre se define corno 

dM = tiL — 

Supongamos, para empezar, que las condiciones sobre las fronteras son tales que las velocidades 
medias eulerianas, tanto de u corno de y, son nulas. Por lo tanto, el flujo medio de Mclntyre 
es igual al flujo medio lagrangiano, y sólo debemos de encontrar la velocidad media en este 
sistema de referencia. Como estamos estudiando el flujo externo, u y u están dadas por las 
ecuaciones (A.48) y (A.49), respectivamente. Podemos escribir desplazamientos infinitesimales 
6x y 6y de las partículas de fluido como 

6X =
u 

iw 
Y 5y = -w-u 	 (A.54) 
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Además, la velocidad lagrangiana se escribe, en términos de estos desplazamientos, como 

ami 	au 
ut = Ox + —y, 

ay (A.55) 

Ou 	au 
con — = Ox 

-ik 
ay 

u y 	= -ku. Escribimos ahora a u como 

u = [A + ni] exp(iwt), 

con A= V exp( -ky) sin(kx), y R= V exp(-ky) cos(kx), y a y como 

u = [C Di] exp(noi), 

con C = exp( -ky) cos(kx), y D = -V exp( -ky) sin(kx). Entonces, usando el resultado ob- 
tenido en el capítulo 2 sobre promedios de productos de funciones de la forma (a -1- fii)exp(iwt), 
obtenemos 4  

lir=
2 	ax 
r-) 

(6x)•+  Y 
(6y).} 

por lo que 

	

= 	{[-ik (A + 	 [-k (A + Bi)[[ -14.7  
C

:121 
2 	

} 

UL = 
2 
S-2  (Al  + B2) + kuri (BC - AD)). 

Pero A2 + 52  = I3C - AD = V 2  exp(-2ky), y entonces 

rle =uét = kor i  V 2  exp(-2ky). 

Siguiendo un razonamiento análogo, es fácil determinar que 

1 yr = trfi = 
2
-kw-1 (AC 4- 13D) = O. 

Las ecuaciones (A.56) y (A,57) se conocen por le nombre de flujo de Stokes. Vemos que dicho 
flujo se efectúa únicamente en la dirección de propagación de la onda, pues su componente 
vertical es nula. Sin embargo, debernos además sumarle el flujo de Stokes dentro de la capa 
límite, por lo que ahora determinaremos dicho flujo. 

4Recordemos que 1' es el complejo conjugado de Z, para todo Z perteneciente a C. 

(A.56)  

(A.57)  
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A.3.2 Flujo interno. 

Dentro de la capa límite, la velocidad de propagación está dada por las ecuaciones (A.50) y 
(A.53). Del mismo modo que en la subsección anterior, suponemos que el flujo medio culeriano 
es nulo. Las ecuaciones (A.54) y (A.55) no dependen de la región donde estemos calculando 
el flujo medio, por lo que también son válidas dentro de la capa. Sin embargo, ahora tenemos 
Ou 

= —íku y 

Ou 	(k))1/2  [ (íto) 
= 	r V I, 	exp — —11 	exp [i (t.ot — kx)). 

Por otro lado, es fácil demostrar que si 

u = (A 4- Eh) exp fi (wt — kx)] 	Y 
= (C + Di) exp (tot — kx)), 

entonces el promedio del producto de las partes reales de u y de e es 

1 uñurt = 2— ( AC BD). 

Este resultado es idéntico al que habíamos encontrado antes, cuando teníamos a lag variables 
en función de exp(iwt) en vez de exp [i(tot — kx)1. Por lo anterior, podemos escribir a tiRtrit  
como 

unun  = 2 [(A + Bi)(C — Di)]. 	 (A.61) 

Si a u, dado por la ecuación (A.50), lo escribimos en la forma 

	

u = A + ni, 	 (A.62) 

entonces 

A = —V exp( —ay) sin(ay) 	y B = —V [exp(—ay)cos(ay) 13, 

con a = (1-,)
In

. Además, si 

	

Ou = C - Di, 	 (A.63) 

la ecuación (A.58) nos permite deducir que 

	

C = aV exp( —ay) [sin(ay) — cos(ay)] 	y D = 	eV exp(—ay) [sin(ay) + cos(ay)1. 

Finalmente, si 

	

u=E+Pi, 	 (A.64) 

(A.58) 

(A,59) 

(A.60) 
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por la ecuación (A.53) tenemos 

k 
2a
it 

E = V + — 11 - exp(-ay) cos(ay) exp( -ay) sin(ay)] 	y 

kV F = 2a [exp(-ay) cos(ay) exp(-ay) sin(ay) - 1] . 

En términos de A, B, C, D, E y F, la velocidad media lagrangiana puede escribirse de la forma 

1 
= 5  th» (A' + 82) + url(CF - DE)]. 

Pero 

	

kw-I  (A2  + B2) = karl  V 2  - 2 exp( -ay) cos(ay) exp(-2ay)] , 	y 

CF - DE = -kV 2  exp(-ay) sin(ay) aV2  exp( -ay) (cos(ay) sin(ay)) 

Entonces la velocidad media lagrangiana queda como 

= 	
1

[lo» I/2  [1 - 2 exp( -ay) cos(ay) - exp( -ay ) sin(ay) exp(-2ay)]] 

-
2 

 aw-2  exp( -ay) [cos(ay) sin(ay)) 	 (A.65) 

La ecuación (A.65) determina la forma del flujo medio de McIntyre cuando suponemos que el 
flujo medio culeriano es cero, De esta ecuación podemos también deducir dicho flujo cuando 
nos encontramos sobre la membrana bacilar, es decir, cuando y = O. Este valor es 

V'  
= (1.7dy=0 	(sikv)1/2 	 (A.66) 

I 
y proviene únicamente del término -aro' V2  exp( -ay) [cos(ay) sin(ay)] de la ecuación (A.65). 
Por otra parte, cuando suponemos que la región en la cual es válida esta solución es muy delgada 
-debido a que la capa límite, en general, satisface esta condición-, podemos suponer que la con-
tribución al flujo medio del término 

2

1 - kurl V2  [1 - 2 exp( -ay) cos(ay) - exp(-ay) cos(ay) exp( -2ay)) 

es despreciable en comparación con la del otro. Entonces, para determinar el flujo de masa 
-por unidad de longitud en la dirección transversal y para y > O- resultante de la diferencia 
entre el flujo de Mclntyre externo e interno, debemos calcular la integral I dada por 

03 

(UM 	(Ti)ini  dy = kw-I  exp(-2ay) (8:2)10  exp( -ay) [cos(ay) sin(ay)] dy, 
o 	 o 
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cuyo resultado se reduce a 

)1 /2  
= —w  = O, 	 (A.67) 

2 	(8m)1 /2  \ 

cuando aproximamos a cos(ay) por 1 y a sin(ay) por cero. Esto implica que no existen flujos de 
masa entro la región externa y la interna, pues los flujos externo e interno se cancelan entre sí. 
Esto indica que el flujo de Mclntyre no juega un papel importante en los movimientos medios 
de las partículas, para el caso de los flujos cocleares. 

Antes de ver si es posible que se generen movimientos medios gracias a la presencia del 
esfuerzo de Reynolds, debemos considerar con más cuidado el comportamiento de las partículas 
que se encuentran en la frontera flexible de la región considerada, es decir de las partículas que 
se encuentran junto a la membrana basilar. En el análisis anterior supusimos que la velocidad 
media euleriana era nula en toda la región ocupada por el fluido, en particular, junto a la 
membrana. En el caso de ondas cocleares, sin embargo, la velocidad media lagrangiana es 
la que se anula, pues las partículas deben de satisfacer la condición de adherencia en dicha 
frontera. La velocidad de Mclntyre que determinamos antes, dada por la ecuación (A.66), 
sigue siendo válida, pero en el caso de ondas cocleares nos da la condición de frontera de la 
velocidad euleriana media. Por lo tanto, para ondas cocleares las velocidades medias lagrangiana 
y euleriana satisfacen las condiciones 

(fil)v=0  

(g)5=0 

= 	o, 	y 

V' 

(A.68)  

(A.69)  = 	- (137),.0  - +(80.,4112) 

sobre la membrana basilar. La segunda condición de frontera nos permitirá calcular la velocidad 
media euleriana en la frontera de la capa límite. 

En esta sección vimos que el flujo medio de Mclntyre neto se anula en el caso de propagación 
de ondas en la cóclea. Sin embargo, no lo demostramos en el caso general, sino sólo a primer 
orden. Para ver que esto es cierto en general, en la referencia R..41 hay un argumento que se 
basa en notar que el vector (bx, by) es un vector solenoidal (cuya divergencia es cero), y que 
por lo tanto el valor de la integral j tiL  dV, donde V es el volumen entre dos planos paralelos 
vecinos - cuyas ecuaciones son del tipo x = constante- es cero. Entonces el flujo medio que 
aparece en el caso de la cóclea sólo puede deberse a los términos no lineales de la ecuación de 
Navier-Stokes, es decir, al flujo de momento generado por la disipación de la energía de la onda 
que se propaga sobre la membrana. Este mecanismo de disipación se debe a la acción de la 
viscosidad del fluido sobre la onda, de modo que su amplitud decae abruptamente a cero poco 
antes de llegar a la posición característica. Entonces, ya en este punto, la amplitud de la onda 
es cero; esto nos indica que en esta posición toda la energía de la onda se ha disipado, por lo que 
el flujo medio generado por la disipación es grande en esta región y es en este lugar donde este 
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flujo medio tiene mayores probabilidades de general un flujo medio de volumen importante, 
en la dirección transversal de la cóclea. En la siguiente sección determinaremos la velocidad 
euleriana media dentro de la capa límite debida a los términos no lineales. La calculamos en 
esa región por que 

• es en esta región donde el efecto de la viscosidad es importante y por lo tanto también el 
flujo medio. 

• esta región es cercana a la membrana basilar y el flujo medio puede generar un movimiento 
de las células ciliares en la dirección transversal. 

esaretnos la ecuación (A.69) como condición de frontera de la velocidad media euleriana 
sobre la membrana (en y = O). Esta es la condición de frontera efectiva. 

A.4 Flujo medio debido al esfuerzo de Reynolds. 

Como vimos en la sección A.2 anterior, el flujo medio de Mclntyre no provoca flujos de masa 
netos, pues los flujos de masa externo e interno tienen la misma magnitud, pero dirección 
contraria. Otras fuentes posibles de flujos medios son los esfuerzos de Reynolds. En esta 
sección determinaremos la velocidad euleriana media debida a dichos esfuerzos, Denotaremos 
aquí al flujo euleriano medio en la dirección (z) por 17E, Calcularemos esta componente de la 
velocidad media y veremos después que es esta componente la que es capaz de generar un flujo 
de masa sustancial en la dirección (z) S. La ecuación (2.75) nos permite escribir a la segunda 
derivada parcial, con respecto a y, de la componente Ti,g como 

aru 	_ r  [OZ (aul 	auinvIn  
aya — Ox 	ax 	ay 	) 

ex 

donde u' y u' están dados por las ecuaciones (A.50) y (A.53), respectivamente. En efecto, es 
fácil ver que la fuerza debida al esfuerzo de Reynolds es nula cuando consideramos al flujo 
externo, es decir, al flujo descrito por las ecuaciones (A.48) y (A.49). En ese caso 

u'' — 
— 2 

— V'exp(-2ay), 
n   

y como no depende de x, su derivada parcial con respecto a esta variable es nula. Además, 
usando también las ecuaciones (A.48) y (A.49), podemos fácilmente deducir que 

115ti'in = O,  
BEs el flujo de masa en esta dirección el que sería capaz de mover las células ciliares del órgano de Corti 

(ver figura 3 del capitulo 3), y por lo tanto permitiría la transducción del movimiento mecánico en una serial 
eléctrica. 

(A.70) 
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para el caso del flujo interno. Esto implica que el efecto del esfuerzo de Reynolds se encuentra 
confinado a la región donde la viscosidad es importante. Dentro de esta región, se puede ver 

que la derivada parcial con respecto a x de u% es cero, pues aún dentro de la capa límite la 

amplitud de u' es función de y solamente. Esto se deduce de la ecuación (A.50). Entonces, si 
existe algún tipo de flujo etderiano medio, éste se debe a la acción de los esfuerzos de Reynolds 
cortantes sobre el fluido. A continuación veremos si es este el caso. 

Para determinar a los esfuerzos de Reynolds cortantes, usamos las ecuaciones (A.62) y (A.64). 

Estas ecuaciones nos permiten escribir a *Vil  como 

	

/ / 	1 
2 %un  = — (AE 13F), 

por lo que 

2 	 kV2 
= 	V exp( —ay) sin(ay) 	[exp( —2ay) + 1 — 2 exp(—ay) cos (ay)) 

2 	 2a 

de donde deducimos que 

Por ende, 

1 kV 2  
(tenviii)e.  = 	17  

	

1 	 kV2 

u 1-17n — 	et = -- 2 	 2a V 2  exp( —ay) sin(ay) 	lexp(—gay) — 2 exp( —ay) cos(ay)] 

(A.71) 

Además, usando (A.70), tenemos 

t 02"177; 	 tt 	f 

I 
t 	

= v 	5" tu'itult 	(ultvin),J (n)(111,  

8 trE" 

	

—U) = 	ruitult — (uity'n), I (e). 

La razón por la cual calculamos únicamente la primitiva es la misma que la expuesta en el 
capítulo 2. A la ecuación anterior podemos integrarla nuevamente entre la frontera (y = O) y una 
altura y dentro de la capa límite, para obtener la velocidad media en un punto arbitrario dentro 
de dicha región. El que escojamos como límite de integración inferior al punto correspondiente 
a y = O se debe a que conocemos el valor del flujo euleriano medio sobre la membrana (ecuación 

(A.69)). Además, 

n  
J 

unvn— 
(771

e, (4) 
 dI 	.... tr21 V2  {21a  exp(—ay) [cos(ay) sin(ay)I} 

2a 
o 
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es decir, 



	

v'rkV 2  f 1 	exp(-2ay)} 

	

4a 12a 	2a 

	

trikV2  r 1 	exp(-ay)  

+—Fa 12a + 	2a 	1 cos(ay)sin(")1} 

(A.72) 

Cuando y es grande nos encontramos en la frontera de la capa límite, y es en este lugar donde 
nos interesa el flujo euleriano medio. En ese caso las ecuación (A.72) se reduce a 

V2 I 

(Svw)1/2 + 4 	• 

Finalmente, lo anterior nos permite concluir que 

VI 	V2  	I 1 

4 (n).. = +
(8vw)I/2  (8vw)1/2 	

v 2 kw-,  = 	 (A.73) 

Esta velocidad euleriana media, en la frontera de la capa límite, es igual a la que se obtendría 
en la teoría clásica de flujo acústico, en la que se considera el efecto de una onda sonora viajera 
interactuando con una frontera sólida [L.4, p.5741. En efecto, para el caso de la onda sonora, 
tanto IQ como v son cero en y = O. Como u = O, las ondas cocleares dentro de la capa límite 
difieren únicamente por el primer término del lado derecho de (A.72); pero éste y la condición 
de frontera (A.69) se anulan entre sí. Por lo tanto, es lógico que hayamos obtenido el mismo 
resultado para los dos casos en los que hemos estudiado este fenómeno. 

Supongamos ahora que la amplitud del movimiento depende de x, por lo que la condición 
de frontera para la velocidad vertical u es V = V(x). Con esta suposición, obtenemos una 
contribución al flujo medio proveniente de los esfuerzos normales pul?. Usando la ecuación 
(A.62), podemos deducir que 

( 077r d V 
= V— rexp(-gay) - 2 exp( -ay) cos(ay)] . 	(A.74) 

Ox 	Ox 	dx 
es 

Esta última ecuación es igual a la ecuación (2.77). Además, como V = V(x), u ya no es de la 
forma dada por la ecuación (A.53), sino que ahora 

	

= A + /3, 	 (A.75) 

con 

A = 	{11- k CLI)-1/2 (1 -exp {- (—
i11/2 

 yll} , y 
v 

= 	( iw)  -1/2 dV 	 ¡u)  1/2 
7 	(5- { - ex p -(--) 
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Vemos que A es igual a la ecuación (A.53) y entonces la contribución de este término al flujo 
acústico es igual a la ecuación (A.73). Si además multiplicamos a B por la ecuación (A.50), 
obtenemos el mismo resultado que el que obtendríamos multiplicando a la ecuaciones (2.65) y 
(2.66) entre sí. Por lo tanto, la contribución de 8 es igual a la que obtuvimos en la ecuación 
(2.81), es decir, 

3 dV 
— --V— 

dx  . 
	 (A.76) 

4w  
Finalmente, concluímos que cuando V es función de (x), el flujo euleriano medio total es 
simplemente la suma de las ecuaciones (A.73) y (A.76), por lo que 

!V 

  2, , 	3 
4w

V  
,dV  

dx 
(filL = 	-- 	 (A.77) 

Esta ecuación es una generalización del resultado clásico de la teoría de flujo acústico cuando 
una onda sonora viajera, tal que su amplitud depende de la dirección de propagación, interactúa 
con una frontera sólida de la región donde dicha onda se propaga [L.4, p.575]. 

Este valor del flujo acústico que hemos encontrado es el valor de dicho flujo cerca de la 
membrana basilar, asf como cerca del punto donde la disipación de la energía es total. Este 
flujo acústico es el que podría generar un flujo medio de volumen en la dirección transversal 
de la membrana basilar, es decir, a través de la células ciliares que se encuentran sobre el plano 
transversal correspondiente a la posición de disipación máxima de la energía. Por otra parte, 
mencionarnos en el capítulo 2 que el esfuerzo de Reynolds es importante en la generación de 
un flujo medio en la dirección longitudinal. Para ver este hecho en el caso de la membrana 
basilar, calcularemos a continuación el flujo medio lagrangiano DT en la dirección vertical. Por 
las ecuaciones de la velocidad en el caso del flujo interno, y por las ecuaciones de u' y de y' en 
términos de un complejo multiplicando a un factor del tipo exp [i(rot — kx)], vemos que 

1 
= 2 

— [kuri  (AE — Bp).4. w—i 

del//tipo 

Eani 
ay OY 

con 

A = —V exp(—ay)sin(ay), 
13 = —V [exp(—ay)cos(ay) — 1), 

= V + k —11
a 
 — exp(—ay)cos(ay) + exp( —qy ) sin(ay)] y 

2V 
kV 

F = 	— 
2a 

[-1 exp( —ay) cos(ay) + exp( —ay) sin (ay)] 

De lo anterior podernos deducir que 

	

FOE 	Ea  — — E— = kV 2  exp(—ay) 
kW' 

[exp( —2ay) + exp( —ay) sin(ay) — exp( —ay) cos(ay)] , 

	

ay 	OY 	 2a 
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y además, 

rl kW' 
ku)-1  (AE + BF) = 	exp(—ay)sin(ay) 

u 	
exp(-2ay)] 

2a 
urik2V 1  

	

2a 	
12 exp( —ay) cos(ay) 11. 

Por lo tanto 

kcf l  (AE + BF)+ 	(F'¿3-1  FaF) 
2 

w-)k2V2 
exp(—gay) sin(ay) 

	

aY 	BY 	.- 	2a 
4.1-ik2V2 

+ 	
 

2a 	
fexp( —ay) cos(ay) — 

Lo anterior indica que la velocidad media lagrangiana vertical sobre la membrana bacilar es 

= O. 	 (A.78) 
y.0 

Esta ecuación (A.78) indica que nuestra suposición anterior -de que podemos limitarnos a 
calcular la componente horizontal del flujo medio- era correcta, 

En este apéndice hemos calculado el flujo medio debido al esfuerzo de Reynolds, con la 
aproximación de capa límite. Como dijimos en el capítulo 4, este método para calcular a dicho 
flujo es más fácil de interpretar, aunque en cierto sentido la solución análitica sería más correcta, 
En efecto, aquí hemos hecho una suposición muy fuerte. Esta suposición es de que el flujo se 
divide, realmente, entre un flujo interno y en uno externo. El problema con esta suposición es 
que en la región donde estamos calculando este flujo medio el número de onda es grande, Por 
lo que vimos en el capítulo 4, debemos entonces de tener una viscosidad muy pequeña. esto se 
debe a que, para que la aproximación de capa limite sea válida, necesitarnos que II sea pequeño. 
Como te es proporcional a k e inversamente proporcional a la raíz cuadrada de y (la viscosidad 
cinómatica), el sistema debe tener un amortiguamiento muy ligero (es decir, y debe ser muy 
pequeño) para que nuestra aproximación sea válida. 

El flujo acústico que determinamos aquí nos permite además determinar si dicho flujo es 
capaz de generar un flujo de volumen en la dirección transversal, lo cual hicimos en le capítulo 4. 
Dejaremos cualquier conclusión fisiológica sobre la importancia del flujo acústico y de su efecto 
sobre el mecanismo de transducción para trabajos posteriores. Esto se debe a la imposibilitad 
de comprobar, por el momento, la importancia de las conclusiones a las que llegamos en este 
estudio y su validez experimental. 
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Apéndice B 

Relación de dispersión, velocidad de 
grupo. 

Como se vió en el capítulo 2, las ondas sonoras son ondas que se propagan a velocidad constante. 
Dicha velocidad se define como velocidad de propagación del sonido en el medio, y su valor 
en el agua es de 140Orns-1  [M.1], Sin embargo, otros tipos de ondas pueden propagarse en 
un fluido, y sus características dependen no sólo de laá propiedades del fluido en cuestión y 
de las fronteras que lo delimitan, sino también de las aproximaciones de las ecuaciones de 
conservacion que se estan considerando. Como ejemplo de otro tipo de ondas podemos citar 
las ondas gravitacionales (ver apéndice C), sobre las cuales actúa la fuerza de gravedad. Un 
caso "particular" de las ondas gravitacionales son las ondas capilares, cuya longitud de onda 
es pequeña (ver el libro de Lightliill, IL.2, p225], para más detalles sobre estas ondas). Las 
ondas capilares son tales que la fuerza im portante no es tanto la fuerza de gravedad sino la 
tensión superficial de la frontera libre (ver, por ejemplo, el libro IL.2, p.225) para más detalles 
sobre estas ondas). Para las ondas arriba mencionadas, la velocidad de propagación c ya no 
es constante; depende, en general, de la longitud de onda A. La relación entre e y A se llama 
relación de dispersión. También se le llama relación de dispersión a la relación entre la frecuencia 
w y el número de onda k, la cuál es más fácil de calcular. Una consecuencia importante de 
la dispersión es la aparición de una nueva velocidad distinta de c, denotada por U y conocida 
corno velocidad de grupo. 

Existen varias maneras de determinar la relación de dispersión. Consideremos primero el 
método clásico, que es el que se desarrolla en la mayoría de los libros (ver, por ejemplo, la 
referencia [S.2, p.51]). Consideremos la superposición de dos ondas monotonales propagándose 
en la dirección x positiva, y cuya amplitud es la misma. Suponemos, además, que el número de 
onda y la frecuencia de las ondas son vecinas; esta suposición es necesaria cuando consideramos 
que las dos ondas forman parte de un mismo grupo, o paquete de ondas. 
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Si a +  = a cos(wit - ki x) y a = a cos(w2t - k2s), el desplazamiento sería 

-= 	+ a-. 

Otra manera de escribir a ai permite expresarlas como 

at=
cos f [(tol +tv, t 	k2) x] 	[(coi —(02) 1  (ki — k3 

jk 2 ) 	k 2 ) J 	\ 2 / 	\ 2 J I 

por lo que al  = cos(A /3), con 

(w, +
2 	/
,02 \ i  (k, 42. k2 ) 

k  

3 	= 	
(to, 

 2 
(4/2 

 ) 
	

(ki -

2 

 k2) X. 
k  

es entonces 

= a+ + a- = cos(A + 8) + cos(A 13) = 2 cos A cos 8, 

es decir, 

= C( , t) cos 	
(kt k2  

I 2 J 	2  

con 	C(x, t) = 2a cos {(wi -
2 

w2 ) 	(ki  k2  
2 	

xl . 

Como wi  w2  y k1  k2, C(x, t) es una cantidad que varía muy despacio. A C(x, t) se le llama 
amplitud de grupo (S.1, p.186), y es la amplitud de una onda cuya velocidad de propagación es 

	

w + wa 	 w2 - 	 w2 wi 
. Por otro lado, la amplitud se desplaza a una velocidad —, por lo que 

	

+ 102 	 k2  - 	 k2  - k,  
es la velocidad de propagación del paquete de ondas, Cuando tomamos el límite k2  
definimos a una velocidad U en kr' , como el valor de 

dw 
U (4) = k!irn k, 	k2  - ki  

w(k2) - w(ki) = — 
dk (k1)1  .  (13.2) 

la cual es la velocidad de grupo. 

En la figura B.1 se muestra la forma de (, (linea continua). La linea punteada representa 
la función C(x, t). Esta función envuelve a paquetes de onda que viajan hacia la derecha con 
velocidad U. 
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Figura 13.1: Gráfica de la función (linea continua). La linea punteada -la envolvente de la 
gráfica de (- es la gráfica de la amplit ud C(x, t) de esta función y envuelve a paquetes de ondas 
que viajan hacia la derecha con velocidad U. 

Los nodos son los puntos donde la amplitud de la onda es cero, y en esos puntos no hay 
intercambio de energía entre los paquetes. Vemos que las ondas sinusoidales poseen la propiedad 
dispersiva, es decir, que la velocidad de propagación depende del número de onda. El efecto 
de la dispersión es el de provocar que una perturbación general se pueda descomponer en sus 
distintas componentes, las cuales se caracterizan por su número de onda. Es por ello que una 
superficie libre puede aproximarse localmente, por una onda sinusoidal EL.2, p.2091. 

Consideremos ahora el caso más general, donde no tenernos ondas superpuestas, sino una 
infinidad de ondas, tales que el número de onda varía gradualmente, por lo que w = w(k) varía 
del mismo modo. Siguiendo el razonamiento de Sornrnerfeld escribirnos al desplazamiento corno 

03 

= 	a(k)exp(ia)dk, 

donde C  es en realidad la parte real de esta integral, y 

a = w(k)t 	= wot kox 	— wo)t — (k — ke)x. 

Entonces C = C(x, i) exp [i(wot — kox)j, con 

C(x, t) = 
••03

00 

a (k) exp [i(to — wo)t — (k — ko )x)dk. 

En este caso podernos también reducir el problema a una onda sinusoidal, cuya amplitud C 
depende de x y de t. Sin embargo, para que defina a un paquete de ondas es necesario que 
C sea una función que varía gradualmente, por lo que se requiere que 

(w — wo)t — (k — ko )x, 

el argumento del integrando, sea aproximadamente constante. Imponiendo esa condición y 
diferenciando, tendríamos 

Ow dX 
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y en el límite cuando Ak es muy pequeño, obtenemos la velocidad de grupo, i.e., la velocidad 

de propagación de la amplitud, como 

„ dw dx 
u = 	= 

Vamos ahora a usar lo expuesto anteriormente para encontrar ciertas características de los 
parámetros k y tv. Suponderemos ahora que el desplazamiento se escribe como 

= D(x,t)R[exp lia(x, 	, 

donde a es la función de fase. De modo a que sea en efecto una función casi sinusoidal, por 
lo menos localmente, a debe de satisfacer 

8a 
—k y 

ax 
aa 
a7 = `"' 

Entonces k ya no será una constante, en general; k se define como el retraso de la fase. k solo 
puede definirse si a varía gradualmente; en ese caso podemos aproximar a a por su desarrollo 
de Taylor a segundo orden, es decir 

a n.1 a(xo, ta) — ko(x — xo) wo(t — to), 	y. 

Como a varía lentamente, consideramos que se cumple 

02, 02, 
aiax = 5.Je 

Entonces k y w deben ser tales que 
ak aw 
— 
at 	az= 

O. 

aw 	dw ak 
Pero si w = w(k) 

ax dk 
— y tenemos — 
Oxi 

ak 
at az 

,Ok „ 
+ u 	= u con U = 

En el caso en que w dependa también de la posición, podemos definir a la velocidad de grupo 
como 

„ aw 
U = 

ak 

ak 	aw ak aw 	 ak aw 
entonces U— == —. Además, se sigue cumpliendo que 	= O, por lo que 

5/1 al 	 al 
— 

az 

ato aw 
— al 	

—x  = O.  
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U— = —U—. En este caso tenemos una ecuación parcial de primer orden para w dada por al 	9x 



Esta ecuación es fácil de resolver usando el método de características. En efecto, cuando 

dx 
o
„ = , 

tenemos que 
Ow 	dx Bui da,  

U— = 	=  = O. 
Bt 	8x 	Ot dt Bx 	di 

tix 
Por lo tanto, w es constante sobre curvas en el plano (x, t) que satisfagan 

di 
— = U. En el caso de 

la cóclea esta conclusión es muy importante, pues en ese caso consideramos que la frecuencia de 
la onda es una constante -debido a que el estímulo es una onda rnonotonal. Además, la figura 
3.14 del capítulo 3 nos indicó que la velocidad de grupo de la onda tendía a cero conforme nos 
acercabarnos a la posición característica de la onda. Por lo tanto, son las propiedades mecánicas 
de la cóclea las que provocan que se detenga la onda en la posición característica. 
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Apéndice C 

Ondas gravitacionales en un canal. 
Consideraciones generales sobre 
energías medias. 

En este apéndice consideraremos primero ondas propagándose sobre la superficie de un canal 
cuya profundidad h es arbitraria y constante. Supondremos que la única fuerza que actúa sobre 
el fluido es la fuerza de gravedad y consideraremos el problema bidimensional. Sin embargo, 
consideraremos la aproximación lineal de la ecuación de conservación de momento. También 
consideraremos que el fluido es irrotacional, por lo que a = VO, Entonces es solución de la 
ecuación de Laplace 

	

`7215 = O, 	 (C.1) 

dentro de la región ocupada por el fluido, si considerarnos que la compresibilidad del fluido 
es muy pequeña podemos suponer que la ecuación de continuidad es V • r7 = O. Por otro lado, 
cuando la superficie está en reposo, la presión a una distancia —y de dicha superficie esta dada 
por la suma de la presión atmosférica y de la presión hidrostática debida al agua [L.2, p.941, y 
entonces 

Po = 	"". P09, 	 (C.2) 

Si ahora perturbarnos la superficie, ésta ya no se encuentra en y = O, sino a una altura 
y = ((x, t). En una sección transversal (con x fija), la presión sería ahora la suma de la presión 
del fluido en reposo y de la presión A. debida a la perturbación, es decir, 

P 	Po+ Pe. 
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Pero p = pe  cuando y = (, por lo que se deduce que 

Pe 2--> P09( 	 (C.3) 

Por otro lado, en el capítulo 1 (flujo acústico) determinamos la ecuación de conservación de 

momento tal que 

Bu Ope  

Ot ax O,  
(C.4) 

por lo que 

p. = 
	

(C.5) 

Igualando las dos relaciones que encontramos para pe , vemos que en la superficie libre se 

debe de satisfacer la condición 

(
(Tt  v = —9( 
	

(C.6) 

Esta condición puede relajarse para el caso de perturbaciones pequeñas y considerarse en 
y = O. Para ver una justificación detallada de esto se puede consultar la referencia (S.2, pp.19. 
22). Otra condición de frontera proviene de la continuidad de la velocidad en la superficie libre: 

la velocidad a del fluido en la frontera es igual a la derivada total con respecto al tiempo de (, 

por lo que 

( 	( 
= 	+ •v( = 	= () 

ayv•-.0 

	 (C.7) 

Pero ti V( es un término pequeño y también aproximamos la condición en y = 0, olp 

teniéndose 

.57 = 
as 	

sobre y = O. 	 (C.8) 

Finalmente, nos falta la condición de frontera en y = —h, donde h es la profundidad. Esta 
frontera es sólida por lo que no depende del tiempo; en dichas fronteras, la componente normal 
de la velocidad se anula [S.2, p.11). Entonces 
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.5 = O si y = —h. 	 (C.9) 

En resumen, debemos de resolver el problema: 

V'0 = O en — h < y < O, 	 (C.10) 

a24) 	a 
—gyy

ct, 
 en y = O, 	 (C.11) 

_ 
— O 	en y = —h. 	 (C.12)  

ay 

La condición en y = O se deduce de las dos condiciones (C.6) y (C.8) que teníamos antes 
sobre esta frontera. 

Resolveremos el problema proponiendo una solucion rk separable y además tal que sea sinu-
soidal en la dirección x: 

4)(x, y; I) = 43(y) expli(wt — 	 (C.13) 

Por lo anterior 4) es solución del sistema 

(1)"(y) — 01(y) = O en — h < y < O 
	

(0.14) 

4)'(— h) = O. 	 (C.15) 

La condición en y = O es más complicada y la estudiaremos después. 

La solución de la ecuación (C.14) del sistema anterior se escribe, en forma general, como 

4)(y) = A exp(—ky) + Bexp(ky). 	 (0.16) 

La condición en —h nos va a dar una condición relacionando a las dos constantes A y 13. 
Dicha condición se obtiene derivando a 4)(y) e igualando a cero, dando como resultado 

Aexp(kh) = Bexp(—kh). 	 (C.17) 

Para simplificar la forma de 4)(y), igualamos las dos constantes A exp(kh) y Bexp(—kh) a 
1/24)o, y reemplazando en 4)(y), 
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4,(y) 4,0  {"P íkb k)] + expl—k(y h)j} 
2 	

— (Do  coshlk(y + h)]. 	(C.18) 

La condición en y = 0 nos va a permitir encontrar la relación de dispersión para el caso de 
ondas gravitacionales. De hecho, 

020  
en y=0: — 

= 

= 

ru.,_ )),(0)]  o. ,0(0)  

0 
—97- 

0 
dy 

—giV(0) exp[i(w1 — kr)] 
01 (0) 

—9.4714'  

(0.19) 

(C.20)  

(C.21)  

(C.22)  

Esta relación debe de cumplirse para todo (x, y; t). Por lo tanto se debe de satisfacer 

40(0) 	Ooksinh(kh)  w2  = a-- 
0(0) = tacesh(kh) 

a 	gk tanh(kh). 	 (C.23) 

Es importante constatar que las ondas de gravedad son un ejemplo de ondas dispersivas, 
pues c depende de A como 

c = Á = Egr i  tanb(kh)11/2 	tanh  (2rAh)11/2 ,  
(0.24) 

En la figura se muestra la forma que tiene la función anterior. también se muestran las 
funciones a las cuales converge e para A pequeño y para A grande. Estas funciones son (0)112  
y (gh)I/2, respectivamente. 

La velocidad de grupo (del apendice B) se define como 

ti  k 
dar 
d 

	

27; ddA d dA 	2r 	2rA2 	A' pero 

	

si k = 
A dk 

= 
dk dA dk 	1,72  — (27r)2 —2r 
-- y = — — — 	— 	por lo que 

„ 	d (2rc) 	A2  [ 2r 	2r de = 	= 	r  + 
2r dA A 	2r 	-1:2.- 	A 01' 

(0.25) 
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e 

e«(01/1.) ~Mol «grande 

Figura C.1: Velocidad de fase c de la onda dada como función de la longitud de onda /5 de la 
misma. 

Finalmente, concluimos que 

" 	' 

	

=c—ida 
	 (C.26) 

Por la. definición de V, es más sencillo obtener a w como función de k y graficar dicha función. 
Entonces V es simplemente la pendiente de la curva obtenida. 

Antes de determinar a V para el caso de las ondas de gravedad, vamos a ver algunas pro-
piedades del movimiento del fluido. Determinamos anteriormente el potencial de velocidades 
como 

= 	coshlle(y + h)lexpli(wt kx)), 	 (C.27) 

y las componentes horizontal u y vertical y de la velocidad serían entonces 

u 	= 	cosilik(y + h)) expii(wi kx)), 

o 	= 	hito  sinh[k(y h)1 exp(i(wt kx)). 

Siguiendo el razonamiento de A, Sommerfeld, integramos con respecto al tiempo las ecua-
ciones anteriores para obtener el desplazamiento horizontal 4  y el vertical ti, respectivamente. 
Las constantes de integración se deben de anular para que se preserve la periodicidad de la 
solución, por lo que se obtiene 

= --00 coshIk(y h))expti(wt kx)), 

= 	
ik 

sinli[k(y + h))expri(wt — kx)). 
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Sean 

a = 	—410  coshik(y h)1, 

b = —lo sinh(k(y + 

Como / y ri son en realidad la parte real de cada una de las ecuaciones del sistema anterior, 
deducimos que 

= 	—a cos(tet — kr) 
	

(C.28) 

= bsin(wt — kr), 	 (C.29) 

donde a y b están dadas por (C.28) y (C.28), respectivamente, La trayectoria de las partículas 
se obtiene eliminando a t de las expresiones (C.28) y (C.29), de modo que 

rt3  
a‘ 	62 

= 1. 	 (C.30) 

La ecuación anterior es la ecuación de una elipse, cuyos ejes a y b se relacionan por 1  

= tanh(k(y h)] = tanh(kh) si y = 0, 
a 

= O si y = —h, 

y cuya excentricidad 

4)0 
e= Sfe517; =k 

U) 
no depende de la profundidad considerada. 

En el límite en que la profundidad es muy grande, cerca de la superficie -o relativamente 
cerca, de modo que y sea pequeño con respecto a h- Pc;  seria 

tanh(oo) = 1. 	 (C.33) 
a 

En el caso de agua profunda, las partículas siguen una trayectoria circular. Los radias de dicho 
movimiento serían 

a = 	cosh[k(y h)] = — cosh(kh)(cosh(ky) sinh(ky)tanh(kh)), 	(C.34) 

tEn el caso en que Á es pequeño tanh(kh) es kh < 1 en y = O, y = O en y = —h. Entonces en ese caso el 
movimiento es casi horizontal, pues b < aVy, 
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cuando h es grande, es decir cuando tanh(kh) P.s I, y por ende 

kle  
a = 	cosh(kh ) exp(ky). 

Le 
(C.35) 

Lo mismo encontraríamos para b considerando la misma aproximación. Por lo tanto, el radio 
de la trayectoria circular de las partículas decrece exponencialmente, conforme la profundidad 
y considerada aumenta. Además, cuando tomamos a @o  = 2B exp(-kh) -por definición de lo-
la dependencia de a con respecto a h puede despreciarse, pues 

(I),)cosh(kh) = 8(1 exp(-2kh)) :•••-• B, 	 (C.3G) 

cuando h es grande. Entonces a es simplemente 

kB 
exp(ky), 	 (C.37) 

por lo que decae exponencialmente como función de la profundidad. 

Es importante constatar que las ondas gravitacionales son un ejemplo de ondas dispersivas, 
donde c depende de A, o de k. c es simplemente 

c 

Ahora vamos a calcular la velocidad 

Como 
d 

y C= 1  

Por lo tanto 
U 	11-1  

dk
(Le') 

=(gk' tanh(kh))0 

de 

= 2w—
dk 

U 	9k 
- 

I 	sinh(kh)cosh(kh)] 

= 

grupo U para 

g tanh(kh) 

[tanh(kh) 

kh 

2r 

este 

tanh (24
A 
 \ 
)1 

1112 

tipo de ondas. 

gkh 

1 

(C.38)  

(C.39)  

(C.40)  

(C.41)  

h 

cos112(k11)' 

• 

=
1 
2 

coste
k
2(khl 

[
1+  

2kh 
sinh(2kh)i 

Vemos que U es aproximadamente igual a e sólo para el caso de agua poco profunda, en el 
que h es pequeño y el segundo término de la cantidad en corchetes de la fórmula anterior es 
aproximadamente igual a 2. 

Vamos ahora a determinar la constante a tal que, si h > aA, el error cometido al aproximar 
a e por su forma para agua profunda sea menor que 3% . Esto quiere decir que querernos que 

(.1)112 tanht/2 CrAh 	(1) 	= tanh1/2  (27.1,h) , 
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sea tal que 

1 - 0.03 < tanh1 /2 	< 1, 

o 
2sh 

197 < tanh (—
A 
 ) < 1. 

Como la función x112  es creciente, la desigualdad anterior es equivalente a 

2rh 
0.9409 < tanh (—

A
) < 1. 

Si h = oA y tanh (T)= tanh(o) = 0.9409, entonces, 

a = 0.278. 	 (C.42) 

l'or las propiedades de la función tanb(z), basta con que tomemos 2x > 0.28A para que el error 
cometido al aproximar a c por el valor (1)3/2  que toma para agua profunda sea a lo más de 
3% [L.2, p.216). 

Vamos ahora a estudiar las energías cinética y potencial, por unidad de area horizontal para 
el caso Ir grande. Para un flujo irrotacional, la energía cinética puede escribirse como 

Ek= 
 Vi l R 

(1)2  dR =
2 n

vo. 
2  

Además, como '7216 = 0, podemos sumarle el término 565720 = O al integrando de la ecuación 
(C.43). Y Como 

vo.vo+ovo-v.io(vo)), 

usando el teorema de la divergencia obtenemos a Ek de la forma 

Ek = dS, 
2 s 8n 

(C.44) 

es decir, corno una integral sobre la frontera del fluido. En el caso de ondas en agua, en 
= -Ir 0.1+4, = 0, por lo que la integral anterior se reduce a una integral sobre la superficie libre 

• en el caso de la aproximación lineal. Por lo anterior, la energía cinética, por unidad de área 
horizontal, puede escribirse como [1,2, p.213) 

Ek = -i p[0
Oy  
/ 	-i pk

-1
() 2. 

2 	v„,„ 2 	ai 
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Y 

Entonces 

Ek  =
2 	

(1)2  at (0.46) 

Determinemos ahora el exceso de energía potencial para ondas en agua, por unidad de area 
horizontal. Esta energía potencial se escribe corno (E„)c  = f_ch  pgydy = 	(C2  - /12 ) y para 
( = O, 

1 	1. (4)(.0 = pe. 
Por lo que 

áE„ = -pgh 
2  

2 

Esta es la forma de la energía potencial, pues sabernos son diferencias de energía potencial 
las importantes para el movimiento. 

Por las ecuaciones (C.46) y (C.47), vernos que para ondas en agua profunda podernos consi-
derar al desplazamiento ( de la superficie libre corno una coordenada generalizada, a pg corno 
una rigidez generalizada, y a pk-1  como una masa generalizada. En efecto si calculamos los 
promedios en un periodo, tanto de Ek corno de E„, tenemos que 

(Ek) = pri  (1)2) = 1102(exp f 2iw (t - 91), 

2 	
ll (4) = lpg(71  [(7,5-i°  ) I) = 1v2(1)03(exp [2iw (1 - 

y=0 	g 

Una condición para que (Ek) = (En) es que w2  = ;Ir  = gk, la cual se cumple para ondas en 
agua profunda. Siguiendo un razonamiento análogo para ondas a una profundidad arbitraria 
obtendríamos un resultado análogo. De hecho, si la relación de dispersión en un sistema en 
vibración se puede escribir 

2 	rigidez generalizada 
inercia generalizada' 

entonces probaremos que las energías cinética y potencial medias son iguales entre sí. 
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En efecto, siguiendo un razonamiento análogo al anterior, podemos llegar a las mismas 
conclusiones para agua cuya profundidad es arbitraria, es decir que (Es) = (Ek) y que 

(E) = (Es) 4. (Ek) = 2(4), 

En efecto, en el caso en que h es arbitrario, 

tj) = 2/3 exp(—kh)cosla[k(y k)] expli(wt — kx)]. 

Usando la condición (C.6) podemos determinar (, dando como resultado 

	

= 92/3 exp(—kh) cosh(kh) sin(wt kx). 	 (C,49) 

Por lo que 

E, = gpc 2  = 2H2 /32 exp(-2kh) cosh2(kit) sin2(wt kx). 	(C,50) 

411(0) 
Por otra parte, de (C.49) podemos determinar k 	 Oy. Además, en este caso —

0 	
por 

(0) 
lo que la energía cinética, en este caso, se escribe como 

1 piktAnh(kor, 	̀z 

2 	 Ot) 

es decir, 

Ek = pkI3z  exp(-2kh)sinh(2kh)cos2(uit — kx). 	 (C.51) 

De (C.50) y (C.51) podernos deducir que 

	

(Es) = (Ek) = 1kB2  exp(-2kh) sinh(2kh), 	 (C.52) 

, 	Rigidez 
— gletanli(kh), que es exactamente el valor dado en (C.23), y también que 

Inercia 

E = (E) = (Ek) (Es) = pkir exp(-2kh)sinh(2kh). 	 (C.53) 
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Vamos ahora a demostrar que U, la velocidad de grupo. es la velocidad de propagación de 
la energía. Para ello necesitarnos determinar el flujo de energía a través de una superficie S 
dada. Sea R la región que ocupa el fluido considerado, tal que S es su frontera. Siguiendo el 
razonamiento de Stoker (S.2, p,17-54), tenemos que la energía dentro de la región R. está dada 
por 

E = Pat-?-1. [(2)2  (12  1)1+ y dx dy dz 	(C.54) 

Pero la ecuación de Navier-Stokes, para el caso en que el fluido es irrotacional, incompresible 
e invíscido y cuando la fuerza externa es la fuerza de gravedad, se escribe como 

aü 	 Vp 
8t+ 

(u V) u = — 

donde Y.  es el vector unitario en la dirección y. Pero it = V(P y gb = V(gy). Además, es fácil 
ver que 

(14P V)V4) = 2V(VO • VO), 

Entonces la ecuación (C.55) se puede expresar en [unción de ¢ como 

th 
11+1

2 R8x 	Oy 12 -412 4121 + p 4- 9Y= O Oz  

A la ecuación (C.56) se le conoce como ecuación de Bernoulli. A partir de ella podernos 
reescribir a (C.54) como 

E = 	(pi- p—) dy dz. 
Ot 

(C.57) 

..„_E Entonces el flujo de enegfa por unidad de tiempo, 	, es  

dE 
dt = JJJ (p + p44)1 dx dy dz — lls  (p + pOjen dS, 

donde e„ es la componente normal de la velocidad de S. Suponiendo que p no depende del 
tiempo, 

(C.55)  

(C.56)  
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fffn (p+
p0,), dxdydz=P ffi ii(PrOrt 01,90 + 9,9,i  dx dy dz = pfil 1157 9 .C1¢1  dli, 

es decir, 

gin  (p p0t), dx dy dz = fis0/41 d5, 

donde 0,, es la componente de la velocidad del fluido tornada en la dirección de la normal a 
S y cuyo sentido es hacia afuera de I?. 

Entonces 

dE tt 
dt = JJ sPog 

	

— vn )— 	 (C.58) 

Nos interesa el caso en que S es una superficie geométrica fija de la forma x =constante. 
En este caso yr, = O y el flujo de energía a través de esta superficie es 

dE 	 o 

h 

 00 d  
Pi Ot--- OX  clY. 	 (C.59) 

- Ir= constante 

Si 0 es una onda progresiva de la forma 

= d)(y, z)expri(o)t U)] 

80 
entonces — = —e—, y (C.59) se escribe como 

Ot 	Ox 

dE 	ro (00 \  2  
. = -1-h CP 	dY' 
	 (C.60) 

El signo se debe a que it se encuentra a la izquierda de S, por lo que el flujo de energía de 
una onda progresiva propagándose hacia la derecha hace que distninuya la energía dentro de R. 
La ecuación (C.60) determina el flujo de energía por unidad de tiempo. Para el caso de ondas 
en agua, 	

00 = 
2k13 exp( kh ) coshfk(y + h)] sin(tvi kx), 

por lo que 

dE 
dt 

= —2cpB2k2  exp(-2kh) 
[sinh(2kh 

2k  
) + 2khl 

 sin2(tot — kx), 	y 	(C.6I) 
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1 (<11)1= 9132° exP(-2kh)  (sinh(2kh) d 2k111. 
di 	 2k 
	 (C.62) 

Comparando a la ecuación (C,62) con (C.53) y (C.41), vemos que 

dt 

dEsi 
= 11 E, (C.63) 

lo que nos permite concluir que 1/, la velocidad de grupo, es también la velocidad de propagación 
de la energía. 

Concluimos este apéndice demostrando que para vibraciones en general la energía cinética 
promedio es igual a la energía potencial media. Consideramos que el movimiento puede expre-
sarse como una superposición de ondas del tipo 

= A(y, z) cos(wt — kx), 	 (C.64) 

Entonces definimos a una rigidez generalizada s(x,k) y a una inercia generalizada, m(x, k), 
tales que 

1 2 
E1, =

2 
 , y 

1 . Int Ek = 	( 2  

Pero 

= A2  cos2(wt — kx) 

(12 	= w 2  A2  sin2(tot — kx), 
Ot 

Remplazando los valores anteriores en las definiciones de las energías potencial y cinética, y 
determinando el promedio sobre un periodo de las mismas, obtenemos 

sA2  
4 	Y 

mw2A2  

4 

Por lo tanto, las energías medias son iguales cuando se satisface la condición 

2 	S = (C.65) 

Además, podemos escribir al promedio de una superposición de movimientos del tipo (C,64) 
como una superposición de promedios, por lo que el resultado (C.65) sigue siendo válido. Este 
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resultado es muy importante pues la mayoría de los movimientos pueden escribirse corno una 
superposición de movimientos del tipo (C.64), es decir, como una serie de Fourier. En particular, 
considerarnos que nuestro problema es de este tipo, por lo que se aplican los resultados aquí 
obtenidos. También es posible demostrar que la descripción en términos de flujo de energía 
es equivalente a estudiar el problema usando el método WKI3. Una demostración detallada de 
esto puede encontrarse en el capítulo 11 del libro de Whitham [W.2, pi:1384.403], por lo que es 
correcto el procedimiento utilizado para encontrar el flujo acústico en el problema de la cóclea. 

Finalmente, es importante aclarar que es posible demostrar que la velocidad de propagación 
de la energía sigue siendo la velocidad de grupo U. La demostración de lo anterior es un poco 
tediosa. Recomendarnos consultar el libro de Lighthill, referencia [L.2]. 
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