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Introduccion

El propésito de este trabajo es plantear, con cierto grado de detalle, un modelo esquemitico
del proceso de transmisién del impulso mecénico en la membrana del timpano al movimiento
de las ondas ciliares que se encuentran sobre la membrana basilar y que son responsables de la
transduccion de esta seilal mecdnica en una sefial eléctrica.

Para poder formular el problema son necesarios varios resultados de mecdnica de fluidos
asi como multiples observaciones y resultados experimentales relacionados con la anatomia del
ofdo interno,

Por esta razén, dedicainos cl primer capitulo a la presentacién de las {deas no elementales de
mecanica de fluidos que se necesitan. En el segundo capitulo describimos la fisiologia del oido
interno; también presentamos algunas evidencias experimentales importantes para describir el
comportamiento de éste organo, En efecto, fue la evidencia experimental la que permitié a J.
Lighthill (cuyo trabajo exponemos) cambiar radicalmente de punto de vista en ¢l enfoque del
problema [L.4] y dar una explicacion coherente de muchos fendmenos que antes -bace apenas
unos 10 afios- resultaban inexplicables o paraddjicos.

En ¢l tercer capitulo presentamos el modelo fisico y matemdtico del proceso, Aqui enfati-
zamnos en el modelo y en la explicacién clara de los tres mecanismos -dispersién, viscosidad y
no linealidad- que intervienen, La interaccién de estos tres mecanismos genera el movimiento
de las células ciliares en lugares especificos de la membrana basilar; dichos lugares dependen
de la frecuencia del estimulo, En la presentacién del modelo hemos sacrificado algunos detalles
matematicos que el lector interesado podrd seguir en las referencias una ves que queden claros
los procesos fisicos y las aproximaciones involucradas,

En este trabajo hemos hecho una aproximacion muy severa que pudiera parecer inconsistente
con la conclusién. Esta aproximacion es la bidimensionalidad del flujo de capa limiteque usamos
en todos los cdlculos. Discutimos este punto fundamental en el apéndice A, el cual es parte
integrante de este trabajo. En los apéndices B y C completamos algunos detalles necesarios
para el desarrollo.

Finalmente, presentamos las conclusiones y los problemas que hasta la fecha siguen abiertos
en torno a este problema.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema.

Las caracterfsticas principales de la estructura del oido humano fueron descubiertas durante los
siglos XVI y XVII, aunque los detalles més finos de su estructura no vieron la luz sino hasta
finales del siglo XV1II. Los primeros dibujos que representan aproximadamente al ofdo tal y
como se conoce hoy en dia fucron hechos por Politzer en el aiio de 1873,

Fué también durante el siglo XV11 cuando surgieron los primeros cuestionamientos acerca
de ¢c6mo es que se propagan las ondas sonoras en el oido, El patrén de vibracion de la par-
ticidn coclear (se le llama particion coclear al conjunto formado por la membrana basilar y
las estructuras que sc encuentran sobre de ella, incluyendo a la membrana tectoria) ha sido
el problema central durante mas de un siglo. Debido a la ausencia de evidencia experimental
sobre las propiedades mecnicas de la membrana basilar, muchos de los modelos creados eran
puramente cspeculativos,

La obtencion de esta evidencia experimental tequeria del desarrollo de instrumentos para
realizar mediciones directas de la elasticidad de la particién y de la forma de las ondas viajeras
que se propagan sobre la membrana basilar,

Esto [ue posible hasta este siglo, y muchos de los resultados experimentales fueron obtenidos
por von Békésy, Békésy fue el primeroen observar la disctiminacidn de frecuencias realizada por
la céclea, lo que se conace como principio de posicidn. También midié algunas de las propiedades
de los fluidos cocleares asf como de la rigides de la membrana basilar, Algunos de los resultados
que obtuvo siguen siendo vélidos hoy en dfa. Sin embargo, algunos fisiélogos experimentales de
la segunda mitad de este siglo han esclarecido algunos problemas relacionados con la rigidez de
la membrana basilat [V.1] y con el mecanismo de propagacién de ondas {R.1). Estos resultados
han permitido determinar cémo varfan los pardmetros esenciales (la densidad y la viscosidad
de fluido y la rigidez de la membrana) y esto ha side de vital importancia en la elaboracion
de un modelo sobre propagacién de ondas en la cdclea, como veremos a continuacion,
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Mencionamos anteriormente que uno de los problemas en la modelacion del oido interno en el
siglo pasado se debia a la falta de resultados experimentales pero ademis tales modelos pueden
descartarse debido a algunas de sus suposiciones, relacionadas con la rigidez de la céclea. Por
¢jemplo, Helmholtz modela a la membrana basilar como una serie de resortes, y donde el fluido
que la rodea disminuye la frecuencia natura] de esta serie de “resonadores”. Hoy en dia se
sabe que )a rigides de la membrana en la direccién longitudinal es casi nula, por lo que este
modelo no es vilido. Otro tipo de modelos tomaban en cuenta los problemas hidrodinamicos y
consideraban que la particion coclear sélo jugaba el papel de una membrana de rigidez conocida,
Este iltimo enfoque es similar al que consideraremos en este trabajo, pues aquf estudiaremos
la interaccidn entre las propiedades mecdnicas de la particién coclear y las del fluido que la
rodea. Sin embargo, una diferencia importante consiste en la forma en que modelaremos a la
membrana basilar, En efecto, basdndonos en evidencias experimentales recientes, veremos que
la membrana basilar no se comporta como una membrana en el sentido eldstico de la palabra,
sino como una placa cuya rigidez depende tinicamente de la coordenada longitudinal. Otro de
los problemas en modelacién es el de determinar los pardmetros importantes del mecanismo
que se quiere describir. Unas de las simplificaciones mds importantes en nuestro modelo se
relaciona con la fornia espiral de la cdclea. Hasta el momento no se ha podido determinar s
esta forma tiene alguna importancia; aunque se cree que la forma se debe tinicamente a una
economizacién del espacio. Este argumento se basa en ¢l hecho de que en algunos animales la
cbclea estd estirada. Otra de las caracteristicas geométricas que posiblemente se deba tambicén
a una economizacién del espacio es la disminucion del didmetro de la ciclea en el sentido
longitudinal de la membrana; despreciatemos también esta caracterfstica.

Por otro lado, si consideramos una seccidén transversal de la cdclea, vemos que ésta se en-
cuentra dividida en tres conductos. Dos de estos conductos se encuentran separados por la
membrana de Reissner, cuyo espesor es muy pequeiio, Como la propiedades mecénicas de los
fluidos cocleares son las mismas independientemente del conducto en que se encuentren, pode-
mos considerar a la coclea como dos conductos estirados y divididos por la particién coclear.
Esto se muestra esquemdticamente en la figura 1, donde hemos supuesto que la membrana
basilar divide a la cdclea en dos conductos cuyas dreas transversales son idénticas,

Hasta el momento no hemos considerado a la particién coclear. Esta particién se compone
de la membrana basilar, del érgano de Corti y de la membrana tectoria, La mayoria de los
modelos suponen que estas tres estructuras se mucven en fase. Como el movimiento de la par-
ticién se debe a las caracteristicas mecanicas de la membrana basilar, en nuestra aproximacion
consideraremos que la particidn se compone dnicamente de dicha membrana. Finalmente, en
este trabajo no estudiaremos el efecto del helicotrema, por lo que supondremos gue la mem-
brana basilar se encuentra sobre el semiplano y = 0, 0 < z < o0, como se ilustra en la figura
1.2,

Antes de pasar a un estudio mas detallado, debemos aclarar que supondremos el problema
bidimensional, es decir, en el plano longitudinal que s¢ muestra en la figura 1.2. Esta aproxi-



{
1
i
!

1

1
\

|

t

Y Y g r T T T
¢ ) K . i f
J v ’ / / /
) ) i ) J / / yu- d
)/ S/ ) )/ / / /
; ) )

Corte longiiudinal de la cdclea con alguuns' de las simplificaciones del
modelo. Estas simplificaciones consisten en; 1, Considerar ala patticién
coclear como la membrana basilar y 2, Suponer que el didmetro de la
céclear es constante de la base hasta la punta,

Figura 1.1: Corte longitudinal de la cdclea.

/ J / / / / /
] ? ] ] ’ 4 ’
/ J { / { / /
l' I' l’ l’ l' " l’
yud
/ Membrana basliar,
x
T H r v y T = yud
/ /! / / / / /
/ / f ) h / /
/ / / / ! / /

Tercera simplificacién del modelo; aquf se supéne que fa coclea es Infinita
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macidn puede parecer muy severa, pero la justificaremos en ¢} apéndice A;

Hasta ¢l momento sélo hemos discutido las simplificaciones geométricas que nos llevaron
a modelar al sistema ¢n la forma en que se mostrd en la figura 1.2, Ahora consideramos el
problema de] acoplamiento entre la membrana basilar y el fluido que la rodea. La viscosi-
dad de] fluido jucga un papel muy importante cn el mecanismo, pues permite que la energia
transportada por la onda se disipe en la posicidn del punto caracteristico, correspondiente a la
frecuencia de dicha onda. Una manera de formular ¢l probleina del acoplamiento es resolver las
ecuaciones de Stokes (las cuales describimos con detalle en el capitulo 4) para el fluido junto
con las condiciones de frontera en las que interviene la membrana, Debido a que los efectos de
la viscosidad se encuentran confinados cerca de la membrana basilar, el movimiento cerca de
las fronteras sdlidas es muy pequeiio y no afecta al comportamiento en la regién de interés. Las
soluciones de la ecuacién de Stokes tienen la ventaja de ser vilidas en toda la regién ocupada
por el fluido. Para determinar el movimiento generado cerca del punto caracteristico, incluire-
mos los efectos no lincales en la ecuacion de Stokes y ésto nos permitird evaluar el flujo medio
generado por la disipacién de energia de la onda en esa region. Este flujo medio es responsable,
a su vez, de la aparicién de un {lujo medio de volumen en la direccion transversal de la céclea.
En el capitulo 11l desarrollaremos el método anterior y daremos una expresién para el flujo
medijo de volumen,

Otro método consiste en usar la aproximacién de capa limite en la region donde se disipa
la energfa, Este método tiene varias desventajas pues sdlo es vélido en regiones donde exista,
efectivainente, una regién doude los efectos de la viscosidad esten confinados. Sin embargo,
nos interesa encontrar el flujo acustico cuando la energfa se disipa, y en esta region el mimero
de onda cs muy grande, Por esta razén el método aproxinmado sélo cs vilido cuando el némero

. 12 \ ,
adimensional k = k(&) / , que es igual a la escala del ndmero de onda entre la escala del ancho

de la capa limite, es pequeiio. En el apéndice A desarrollamos éste método para calcular el flujo
acistico cerca del punto critico, para el problema de propagacién de ondas, En el siguiente
capitulo estudiaremos los conceptos de mecinica de {luidos necesarios para la formulacion del
problema,
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Capitulo 2

FLUJO ACUSTICO

2.1 Introduccidn.

Se pueden distinguir tres casos de interaccidn entre un fluido y una onda acistica, cuando éstos
se encuentran en un mismo sisterna, Los diferentes tipos de interaccién dependen de cual de los
dos clementos es preponderante o si tienen la misma importancia. En el caso que nos interesa,
es decir, el de flujo acistico, se generan movitnientos en el fluido debido a la propagacién de
una onda sonora en el medio,

Antes de poder plantear modelos en los que este fendmeno aparece, debemos de aclarar
ciertos conceptos importantes, como lo son los movimientos medios lagrangianos y eulerianos,
el flujo de momento o el esfuerzo de Reynolds, entre otros. De hecho, el flujo actistico se debe
a la accidn del esfuerzo de Reynolds; es exclusivamente la disipacion de energia acistica la que
permite la existencia de gradientes de flujo de momento. Por lo tanto, cuando en un sistema
en ¢} que interactien un fluido y una onda aciistica exista algin inecanismo de disipacion de
energia, aptarecerd un flujo acistico,

En este capitulo estudiaremos estos conceptos de mecdnica de fluidos necesarios para la
formulacion del problema de propagacién de ondas en la coclea. Fstos conceptos incluyen,
como dijimos anteriormente, mecanisinos de prropagacion de ondas y de disipacién de cnergia
para fluidos coinpresibles e incompresibles, En el caso de la céclea despreciaremos los efectos de
la compresibilidad del fluido pues éstos no son importantes en la region de interéds. Sin embargo,
es intportante seiialar la existencia de estos mecanismos de disipacidn, ‘También determinarernos
las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales nos permiten mostrar explicitamente la contribucién
de los efectos no lincales - el esfucrzo de Reynolds - sobre ¢l comportamiento del fluido,
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2.2 Sistemas de referencia lagrangiano y euleriano. Efecto
sobre el movimiento.

Las dos maneras de describir ¢l movimiento de un fluido son la lagrangiana y la euleriana,
En el primer caso, consideramos un elemento de volumen en el fluido y establecemos cual es
su posicién en t = 0; después definimos una funcién que determine su posicidn final. Esta
funcién depende del tiempo y de la posicion inicial. Por lo tanto, en la descripcion lagrangiana
determinamos la trayectoria de particulas de fluido. En cste sistema de referencia todas las
variables (i.e,, la posicién X, la densidad p, etc.) especifican alguna propiedad, al tiempo t,
de la porcidn del fluido que se encontraba en la posicion X, inicialmente. Esta descripcion
permite ver lo que le sucede al fluido mientras se mueve, Asi, si dp/dt es negativo, entonces
el fluido se estd expandiendo. Es por ello que sc reserva la notacion de derivada total, d/dt,
para el marco lagrangiano. E problema con esta descripcién es que el sistema de coordenadas
(Xo,t) se mueve con el fluido, por lo que es diffcil deducir su comportamiento en una posicion y
a un tiempo determinados. En el caso de la descripcién euleriana, consideramnos cicrta posicion
y cierto tiempo fijos y vemos que sucede con el fluido que pasa por ese punto. Aqui las
variables consideradas son funcidn de la posicidn X y del tiempo ¢ y corresponden a diferentes
porciones del fluido que pasa por el punto (X,1). Esta descripcién facilita el caleulo de la
variacién espacial de alguna variable al tiempo ¢, la cual podria también medirse a partir de
una fotograffa tomada en ese instante [M.1, pp.234-235). En dindmica de fluidos, la descripcidn
més usada es Ja culeriana, debido a que las dificultades inatemidticas son menores, En la figura
2.1 se muestran Jas diferencias entre estos dos enfoques,



Para comparar cstos dos métodos y determinar si existen diferencias entre ellos, vamos a
ilustrarlos con un ejemplo cldsico y sencillo, el de la onda plana propagiandose en la direccidn
z. El campo de velocidades (sistema de referencia euleriano) estaria dado por

u = uycosfw(t — ¢ x)). 2.n
El promedio de la velocidad en un punto fijo seria cero, debido a que el promedio de cosfw(t -
¢™z)], sobre un periodo, es cero. Por otro lado, de la ecuacidn anterior, vemos que para un
punto inicial x, la velocidad seria

(o, t) = u, cos{w(t — 2

la cual nos da la ccuacién que satisface u en las coordenadas lagrangianas, Como dentro de
este marco la posicién X es tal que dX/dt = u, entonces

X(Zort) = ugw™ sinfw(t — "' 2,)] + Lo

Para encontrar las ecuaciones de movimiento (posicién y velocidad) dentro del sistema culeriano,
debemos de preguntarnos cudl es el desplazamiento X — z, de la porcidn de [luido que se
encontraba en z al tiempo ¢. Pero como z = (X - 1,) + z,, entonces

2= 2o+ ugw sinfw(t ~ ¢7'z,)).
Ademas, podemos aproximar a u(z) alrededor de z,, a primer orden, por

u(z) = u(z,) + (z - x‘,)g—;i L= u(z,) — ¢l sin*(wt - kz,).

Entonces, st r & z,, tenemos que

u(z) ™ u(z,) - ¢l sin? (wit - k), (2.2)
donde
u(z,t) = uy = velocidad en el sistema culeriano de coordenadas,
u(zot) = u, = velocidad en el sistema lagriangiano de coordenadas,

Vemos que si n1os restringimos a los términos de primer orden la velocidad serfa la misma en
cualquiera de los dos sistemas de referencia, Sin embargo, el término de segundo orden muestra
que estas velocidades son en realidad distintas; esto es importante euando queremos estudiar la
forma de la energia de algin sistema, pues los términos de la energia son términos de segundo
orden. Al término que caracteriza a la diferencia de las velocidades en los sistemas de referencia
lagrangiano y euleriano se le llama “velocidad de Mclntyre”, (uy). Para el caso de una onda
sonora, deducimos que

uy = Uy, - ttg = ¢~ ul sin?(wt - kx), (2.9
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Como ¢l promedio con respecto a un periodo de sin?(wt — kz) es 1/2, la velocidad media de uy
es

y=t, -t =M - =1, = %C-luz- (24)

Este ejemplo ilustra clarainente que la velocidad media puede cambiar mucho dependiendo
del sistema de referencia que estemos considerando. También muestra que su diferencia, la
velocidad media de McIntyre, puede ser del orden de alguna de cllas.

Un cambio sumamente importante relacionado con el sistema de referencia concierne a los
cambios con respecto al tiempo de las variables del problema. En el sistema lagrangiano, la
derivada total d/d¢ de alguna propiedad f del fluido se expresa como [M.1]

TR TN
Frialr R il TR (2.5)

Como se vi6 antes, 3f /0t es el cambiode f en un punto fijo z, mientras el fluido fluye por este
punto. af/at incluye el cambio temporal de f en el fluido en movimiento, asf como el cambio
de f en z si f difiere segin el punto. La ecuacidn anterior es fdciimente generalizable a mds
dimensiones. Usando regla de la cadena, uno obtendria la relacidn

—-=—-+u‘Vj (2‘6)

+1 Vil, (2.7)

En la aproximacién a primer orden (cuando # es pequeiio), despreciamos el término i+ Vit
(debido a que este término es cuadrdtico) de la ecuacidn (2.7), y las derivadas temporales de la
velocidad no dependen del sistema de referencia, Sin embargo, tanto la energfa acistica como
la intensidad son de scgundo orden y por ello es indispensable considerar ¢l término i+ V&
dentro de las ecuaciones de conservacidn. Finalmente, cuando el fluido se mueve como un todo
con respecto al observador, su velocidad puede ser grande y la magnitud de i - Vi comparable
(componente a componente) a la de alguno de los otros dos términos de (2.7).

En la siguiente seccién estudiarenios las aproximaciones lineales de las ccuaciones de con-
servacién. Estas ecuaciones nos llevaran a estudiar la relacién entre la velocidad media de
Mclntyre y la disipacidn de la energia del fluido que satisfaga dichas ecuaciones.



2.3 Ecuaciones de conservacion: Aproximacion lineal,

2.3.1 Ecuacién de conservacién de masa,

Como su nombre lo indica, esta ecuacién expresa la conservacion de masa y también se le conoce
como ecuacion de continuidad, Supondremos que no existen {uentes de masa, por lo que si M
¢s Ja masa dentro de un elemento de volumen V de {luido, tenemos

dM  d
< / = Q.
a de]v”d‘ 0

Supongamos que el volumen V es un volumen fijo arbitrario. Entonces el cambio tempora) de
la masa total es igual a la porcidn de fluido que sale por la frontera de V (flujo de masa), es
decir

Zld?[/f’d" =,/y%¢dv = —[spﬁ-ﬁds =~ flujo de masa.

Usando ahora el teorema de la divergencia, deducimos que

]V[gi:+ v. (px'i)] v =0,

Debido a que el volumen que consideramos es arbitrario, ¢l integrando debe de ser cero, por lo
que la ecuacion anterior se reduce a la ecuacién diferencial

a L 0 o .
L4V (pil) = 28 4 (it Vp) +pV i =0, (2.8)
a ot

La ccuacion anterior es la forma més usual de la ecuacién de continuidad. Esta ecuacién es
vélida independientemente de las propiedades del fluido considerado,

Finalmente, si suponemos que i+ Vp es pequeiio en comparacion con los otros términos (este
término es de orden €?), obtenemos una primera aproximacion de la ecuacién de continuidad,
es decir

dp o
B +pV =0

En este caso, hemos supnesto que podemos escribir a la velocidad y a la densidad como desa-
rrollos en forma de potencias de un pardmetro pequeiio, ¢, de modo que

= ciy y
[ fot ey



2.3.2 Ecuacién de conservacién de momento.

Si Pesel momento total contenido dentro del elemento de volumen V introducido en la seccidn
anterior y F7 es la fuerza que e]crce ¢l resto del fluido sobre nuestro elemento de volumen,

= &/ (pi)dV = F7,

la cual es simplemente la scgunda ley de Newton. Siguiendo un razonamiento andlogo al de la
seccion anterior podemos deducir que

Vj { o) 4y, l(pu)ul} &v =",

donde V. |(pii)ii] es el flujo de momento (por unidad de volumen) que sale a través de la
frontera de V. Para aproximar las ecuaciones al caso lineal suponemos que la fuerza total que
se cjerce sobre nuestro clemento de fluido se compone Unicamente por la presién p, la cual es
una fuerza superficial, por unldad de arca, y normal a la superficie S de la regién C ocupada
por cl elemento de fluido. En ese caso, la fucrza total se reduce a

Fr= / 7748 = j [(~p) - #]dS, (2.9)

donde I es la matriz unitaria, y #t es ¢l vector unitario normal a la superficie de C, dirigido
hacia el exterior de dicha regién. Una deduccién de la forma de FT para este caso puede verse,
por cjemplo, en la referencia [C.2, p.15). La integral de superficie de la ecuacién (2.9) pucde
transformarse en una integrnl de volumen, por lo que la fuerza total queda como

jv (- pIdV—-—-/VpdV

Introduciendo la forma integral de la fuerza total en la segunda ecuacién de esta seccidn,
obtenemos

/ 8(‘,,’;'7) +9- (pD)T]dV = - /V Vp v,

y como V s arbitrario, obtencmos una ecuacién diferencial de conservacion de momento

3(‘.;’;‘) + V- (piyi] = -p. (2.10)

Por otro lado, en el caso lineal se desprecia el segundo término de la parte izquierda de la
ecuacién (2.10) por ser cuadratico, suponicndo que es més pequefio que e} primero, Del misino
modo, podentos depreciar el término #d@p/dt. Entonces nos queda una ecuacién vectorjal muy
sencilla, dada como

ail
’57 = "va

dado que p puede escribirse como p, + p,, donde p. = p ~ p,, es despreciable con respecto a p,
en ¢l caso de la aproximacién lineal.



2.3.3 Aplicacidn de las ecuaciones lineales: onda sonora.

En la scccién 2.3.2 obtuvimos las aproximaciones lineales de las ecuaciones de conservacién de
masa ¥ de momento, las cuales son

ap o ,
.(_'j.;.*.pav.u = []‘ y (2.11)
al_“ 1 L)
ﬂo‘g‘,‘ ~Vp, (2.12)

respectivamente. Si aplicamos el operador divergencia a la ccnacion (2,12) y le restamos la
derivada con respecto a ¢ de la ecuacion (2.11), obtencmos

3 dp an i)
L A R 11 v IRy B pll 4
MRl Rl A TR T
por lo que, en la aproxitnacion lineal, obtenemos la ecuacion
2
vip- L0 g, (2.13)

B TH

Lo que quercmnos ahora es ver la relacién entre p y p, para eliminar alguna de estas variables
de la ecuacién (2.13). Sabemos que la presion depende inicamente de {a densidad en el caso
particular de una onda sonora, pues en la aproximacidn lineal se desprecian los términos %V-ﬂ'
y % + Vpo. Podemos entonces desarrollar a p = p(p) alrededor de la posicién en reposo, la
cual estaria dada por p(p,) = po. Como estamos considerando una perturbacidn pequeiia, al
desarrollar a la presion en serie de Taylor alrededor del punto (g5, po), podemos despreciar los
términos de segundo orden o mayores, Es decir estamos exigiendo a la presién una dependencia
explicita con respecto p sin depender de ninguna otra propiedad. Esta condicidn se satisface si
estamos en un proceso barétropo. En consecuencia la presién p(p) se puede aproximar por

dp
=po+(p—po) 5
p=pot(p n)dp

P=Po
Dado que es un proceso adiabatico definimos a la velocidad local del sonido como

dp

2

= -, 2

¢ Py (2.14)

En particular si p = p, entonces ¢,* = gfl . Adeinis definimos también a p, como la presién
p=p

Q . .
en exceso con respecto a la presion hidrostdtica p,, y a p. como a la densidad en exceso con
respecto a la densidad en reposo p,. Tanto p, come p, son constantes, por lo que

v2p = let = (-'02V2p¢ = 602\72’)’ M



Qlﬂ _ ?}fﬁ =e 20%Pe -2 a'p

IO TR '
Por lo tanto, de la ccuacion (2.13) y lo anterior, obtenemos dos ecuaciones del mismo tipo,
tanto para p. como para Pet

a*p.
Pl L A T 0, ¥ (2.15)
a'p
J - -1___‘_ - )
Whp-ctgg = O (2.16)
respectivamente. En efecto, estas ecuaciones son del tipo
P
-0—{!- - C:VI =0

la cual es la conocida ecuacién de onda y donde la velocidad de propagacién de dicha onda
seria ¢, Finalmente, podemos hacer una dltima simplificacion de las ecuaciones lineales de
conservacion (211) ¥ (2.12). Esto se logra considerando que p, €8 mucho menor que po, y cOMO
p=pet for podemos escribir 8 las ecuaciones antes mencionadas como

a—;f+p,v~a =0,y @17)
ai
p,a_': = -Ype (2.18)

Utilizaremos las ecuaciones (2.17) y (2.18) para {lustrar el principio de conservacion de la encrgia
para cl caso de ondas sonoras.

Conservacién de energfa en ondas sonoras.
Multipliquemos a la ccuacién (2.17) por ¢pe. Como pe = Ape y pedipe = (1/2)18:(p2)) {donde
8, =parcial con respecto a t), obtenemos una ccuacién equivalente dada por
¢ d(pe) ”
— V.it=0 A
Y] +pV =0 (2.19)

Ademas, multipliquemos cada una de las tres ecuaciones (2.18) por la compaoriente correspoi-
diente del vector velocidad y sumémoslas. De este modo obtenemos la ecuacién

po 8 it )4 (- VIpe =
B) a‘(" i) + (& V)pe =0, (2.20)
Sumando las ecuaciones (219) y {2.20) obtenemos

3 C2 2 1 o ] -

a [Zpope + Zpolul ] +V: (ptu) =0. (2'21)



La ecuacién (2.21) es una ccuacidn de conservacion de energia. De hecho, vemos de inmediato
que 1p,||? es la aproximacién lineal de la densidad de encrgin cinética. Ademis, 2p})2p, 03
una aproximacion de la densidad de energia potencial. Esta energia puede evaluarse caleulando
el trabajo necesario para comprimir al fluido hasta alcanzar ese cstado. Se le da el nombre
de trabajo de expansion al que realiza un sistema contra las fuerza ejercida por la presidn
eXterna peg. Esta presion estd distribuida uniformemente, es decir W = p.dV, donde V es
¢l volumen (considerado comto variable). En el caso de un proceso de expansion cuasiestdtico,
Peet €5 sicmpre igua) a la presion p dentro del sistema y W = pdV. Por lo tanto el trabajo
elemental que realizan los cuerpos sobre el sistema es —pdV’. En consecuencia el trabajo total
necesatio para que el sistema -cl cual ocupa, inicialmente, un volumen V,- ocupe un volumen
V) se expresa como la integral simple

|14 b dv,
= - . AV
/V“ Pe QY
en la cual el volumen es la variable de integracién, y como la masa considerada es constante,
v,
oV =p V= dV =~ -I-)% dp.

Por otra parte, para pequefias perturbaciones g & p?, por Jo que

V,

dV &~ —2dp.
Po

Por lo tanto v 2y
1 c'Ve [Pt
= - RS ———— - Po d
b pedV o0 (p = po)dp,

pues p, = c¢*p, = ¢ (p ~ po). Entonces

&V, [ p? e, ,
W~ ™ [‘2‘ = flop Lo T P

Entonces, si ¢y cs la densidad de energfa cinética y ep la de energia potencial, la ecuacidn (2.21)
puede reescribirse como

2oxt ) = =7 3o,

Vemos que ¢l cambio temporal de la densidad total de encrgia ¢s igual al opuesto de la diver-
gencia del vector p.ii. Por la ecuacion anterior, este vector representa al flujo de energia por
unidad de arca y por unidad de tiempo. Al valor medio de dicho vector se le Jlama intensidad
de energéa acdstica y se denata por [ = p.i. Par valor medio seguimos entendiendo el promedio
sobre un periodo temporal. Como p, = ¢?p,, la ecuacion (2.21) muestra que ¢} valor medio del
flujo de energfa actstica es ignal al valor medio de} flujo de masa multiplicado por ¢*,
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Finalmente, la ecuacién 2.17 y la aproximacién a primer orden de & nos permiten ver que,
para cl caso de ondas sonoras -recordemos que las ondas sonoras son ondas longitudinales,
por lo que podemos reducirnos al caso unidimensional-, el promedio temporal de u satisface la

ecuacion
1} ) 1 f e
-i;oju(x,f)dt = T_o/u(.ro,t)dt - Tp., L/ u(r.,,r)dr} dt.

En la ccuacién anterior, ¢l término del lado izquierdo s simplemcnlc la velocidad media eule-
riana g, mientras que el primer término del lado derecho es la velocidad media lagrangiana
L. Por otra parte,

T T

1 e el 4o

0

E! primer término del lado derecho se hace cero debido a que u{z,,t) es una funcién periédica
de periodo T (asi la definimos); el segundo término es la intensidad de la enegfa acdstica I,
Entonces, el desarrollo anterior nos permite deducir que

W=t L
Podemos generalizar este resultado a mas dimensiones, lo que nos permite escribir
=1z +p e, (2.22)

donde 1, es la velocidad culeriana promedio. Concluimos entonces que la diferencia entre las
velocidades en el sistema de referencia lagrangiano y eulertano puede escribirse, en general,
como .

pat e [ = velocidad lagrangiana media - velocidad euleriana media, (2.23)

En el ejemplo de la onda plana visto anteriormente, I se convierte en un escalar, y de las
ecuaciones (2.4) y (2.23), deducimos que en esta situacion

| =pa= -]Q-p,cu:. (2.24)

Este resultado es muy importante, pues muestra que la diferencia de las velocidades medias
lagrangiana y culeriana es un mecanismo de disipacion de energfa media, puesto que !

a - e
5;(5;; 4¢p) = =p2e M - (U], - nig).

En la siguicnte seccion estudiaremos algunos de los mecanismos de disipacién y veremos el
efecto que tienen sobre ¢l mecanismo de propagacién de la energia.

TRecordemos que si promediamos con respecto al tiempo, podemos intercambiar el orden de las derivadas
espaciales y de diclio promedio.
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Mecanismos de atenuacién de energia en ondas sonoras.

Uno de los mecanismos de atenuacion de energia puede deducirse de la aproximacion lineal
usada en la seccion anterior. Esto proviene del hecho que la presion puede depender no sélo
de la densidad, sino también de cambios temporales de ésta en un punto dado, Dentro de la
aproximacion lineal consideramos el desarrollo de Taylor a primer orden de la presion. En este
caso ‘
p=po=c"p—po), (2.25)
con & =constante, Ahora queremos incluir en la ccuacion (2.23) algin término que pueda ser
una fuente de disipacién de la energia. En ondas sonoras consideramos un proceso barétropo,
cs decir, que la presién depende tinicamente de la densidad del fluido en el que se propaga.
Ademds, queremos que la formula para p sigua siendo una aproximacion lineal, por lo anterior
deducimos que podemos sumarle a la ecuacién (2.25) un término del tipo 6%{. Definiremos

entonces a p. como

a
p=po=cp=p) + 65 (2.26)

Si consideramos el caso unidimensional, las ecuaciones (2.17) y (2.18), son de la forma

du  ap.
ﬂa"a—t '1‘5;' = Ov y
ap. du

o g =
donde z es la direccién de propagacién y u la velocidad.

La densidad total de energia e, ya se determiné anteriormente y es

c? 1,
cp=extep= 'éz(l’ - l’a)7 + 5/’0”1- (2'27)
Usando ahora las ecuaciones de conservacion, vemos que
e, 2 du ap
T = Clmp)z —ugs

a g 1 0u
=5z 0= poJul + [pe = o] 5.
Do
Pero ahora @
dz'

por lo que aqui la parcial con respecto al tiempo de 1a densidad total de energila es

pe=cpe - pob

de 8 au\’ .
=t~ n8(32) (2.2)



De lo anterior concluimos que en este caso existe una tasa de disipacién de energia por unidad
de volumen, dada por cl segundo término de la ecuacidn (2.28). La constante 8, definida en la
ecuacidn (2,26), toma en cuenta varios efectos de disipacion, como por ejemplo Ja viscosidad del
fluido, o la conduccién de calor dentro del mismo [L.2, pp.78-80). Por otro lado, la disipacién
s proporcional al cuadrado del gradiente de velocidades. Este implica que los indximos de
disipacién ocurren cuando el gradiente de la velocidad es muy grande; esto a su vez hace que
cl gradiente tienda a disminuir, por lo que las irregularidades del mismo se suavizan, Por esta
razén s usual llamar a & difusividud del sonido. Otra consecuencia importante debida a la
forma del término de disipacién concierne a las ondas sinusoidales, Supongamos que tenemos
una onda de este tipo. Si €4 s la porcidn de cnergia disipada, entonces, a partir de la ecuacién
(2.1), deducimmos que

2
—-%ef- = p,6 («3—3) = pobul (%’)zsin’[w(t - c"x)],

cuyo promedio es simplemente
1 7 (wy?
5 o 60 ('E) . (2.29)

Por otro lado, la encrgfa total media ? s
&= pul = poud cos’lw(t - c"x)l = -;-p., u, (2.30)

La porcion de densidad de energfa que se disipa por unidad de tiempo es la ecuacidn (2.29)
divididos por la ccuacién (2.30) y por lo tanto es igual a &(w/c)’. Ademids, ¢l periodo de
una onda sinusoidal es 27 /w, de donde concluimos que la porcidn de energfa disipada en cada
periodo es

2rwé
= (2.31)

En esta seccidn bemos estudiamos el efecto de mecanisimos de disipacion de la energia para
el caso de ondas sonoras. Vimos que esta disipacién depende del cuadrado del gradiente de
velocidades, Esto indica que si existe un punto en el cual la onda es tal que ¢l gradiente de
velocidades cs muy grande, la disipacién de la energfa también aumenta y suaviza el compor-
tamineto de la onda, de modo a que su amplitud disminuye. Veremos que podemos llegar a
conclusiones similares para cl caso de propagacion de ondas en un fluido incompresible. Para
ello estudiaremos el caso del fluido newtoniano. En dicho caso, los efectos disipativos debidos
a la compresibilidad del {luido son, a su vez, despreciables con respecto a otros mecanismos
de disipacion, como lo es la viscosidad. En la siguiente seccidn estudiaremos las ecuaciones de
conservacion para el caso de un {luido newtoniano incompresible.

Ver apéndice C.
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2.4 Ecuacién de Navier-Stokes: Fluido newtoniano.

Como dijimos en la seccién anterior, la ecuacién (2.8) de conservacion de masa signe siendo
vilida para todo flnido; en particular, para el fluido newtoniano, el cual estudiaremos después
de definir al tensor de rapidez de deformacion.

2.4.1 Tensor de rapidez de deformacién.

liste tensor se define como

du;
€ij = 7y
{')Ij
¥ sc puede dividir en la suma de un tensor simétrico y otro antisimétrico, De la definicidn de
¢;j deducimos que

e =sla—+ 5=+ 5]5—— .
Y7210 T Qxg) T 210z day
Se puede demostrar que la parte simétrica de e;; representa al campo de los esfuerzos cortantes
con respecto al tiempo, mientras que la parte antisimétrica representa a la rapidez de rotacién
de un clemento de fluido alrededor de sus cjes ¥ [C.2, p.23).

rdu; (')u,-] 1 [du; ?ﬁ

2.4.2 Ecuacion constitutiva para fluidos newtonianos.

Se le Nlama ecuacidn constitutiva a la relacién que existe entre el tensor de esfuerzos al que
se encuentra somctido el fluido y ol tensor de rapidez de deformacién, Para el caso lineal,
supusimos que el tensor de esfuerzos, al que definiremos como 73, era igual a ~ pé;;. En efecto,
se puede demostrar [C.2, p.15] que la fucrza total por unidad de area, T, pucde escribirse como
T = 7. Ene caso general el tensor 7 no es isdtropo, sino que posce una componente p;;j,
cuyos clementos fuera de la diagonal son distintos -0 cuaudo menos uno de ellos- de cera, La
forma de 7 depende del fluido considerado. De ahora en adelante consideraremos vinicamente
fluidos newtonianos. Muchos de los fluides mds comunes, como el aire o el agua, pertenccen
a este grupo. Para estos fluidos el tensor de esfucrzos satisface las siguientes condiciones [C.2,
p.24):

1. Cuando el fluida estd en reposo, el esfuerzo es hidrostatico y la presién que cjerce el fluido
es la presion termodinamica.

91.a rotacion se efectida ea sentido antitrigonométrico.
Otra ecuacién constitutiva es la que relaciona al flujo de calor con la temperatura. En este trabajo consi-
deraremos que la temperatura del sistema es constante, por lo que el (lujo de calor es idénticamente cero,
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2. 7;j depende lincalmente del tensor ey y no depende de ninguna otra variable,

3. Como durante la rotacion de un cuerpo #igide ne aparecen csfuerzos cortantes, aqui
supondremos que para un fluido newtoniano se satisface esta propiedad,

4. Las propiedades del fluido son isdtropas, es decir, no hay direcciones preferenciales,

La condicién 1 implica que 7; es de la forma
T = =pbij + Py

donde p;; se define como el tensor de esfuerzas cortantes y donde p es la presion termodindmica.
Par otro lado, debido a la condicion 3, la parte antisimétrica del tensor de esfuerzos debe
anularse, pues esta parte representa esfuerzos cortantes debidos a rotaciones, Entonces, si

o ) Juy Oy
Pi = g’l: ﬂuk! (31‘[, 82()

1as condiciones 3 y 4 indican Fiju debe ser un tensor simétricoe isdtropo. Un tensor de rango
cuatro, con estas caracterfsticas, puede escribirse como (una demostracion detallada de esto se
cncuentra en la referencia [F.2, pp.170-171})

ﬁukl A6;,(6}4 +p (6‘);6;! + 61!‘5;*)

En efecto, todo tensor isdtropo puede escribirse como une combinacién lineal de los tensores
6:i6h1, Sirii+6abii ¥ Gixbj1— 66, pues estos tres dltimos tensores son isotrdpos de rango cuatro,
Como ademds Fi;ii es un tensor simétrico, el coeficiente de término de fiju que multiplica a
6ibj1 ~ 6ubjk debe de ser cero, Reemplazando el valor de 8ijis en la expresion de pyj, tenemos

oy 0
pij = {A6i;én +;t(6.;‘6,,+5,,5”)}( w at::)

lo cual se reduce a ; 2 6
e 2,2

Vemos que p;; es una funcién lineal del tensor de rapidez de deformacién ¢y, FEsto es una
consecuencia de la condicidn 2.

Finalmente, la ecuacion constitutiva para un fluido newtoniano es de la forma

=~ 8u1 D, 2&:_
= p6u+,\6,,2 [ dz,+ ek (2.92)
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El tensor de esfuerzos de la ccuacion (2.32) tiene dos términos correspondientes a esfuerzos
normales; uno de ellos se relaciona con la presion ejercida sobre algin elemento de fluido por
¢l fluido que lo rodea, mientras que el segundo se debe a flujos de masa en la direccion normal,
El dltimo término considera rotaciones del fluido que estamos estudiando. Entonces, cuando
¢l coeficiente i es importante, el fluido deja de ser irrotacional ¢ interviene la vorticidad del
fluido dentro de la descripcién del sistema,

Coeficientes de viscosidad.

Definimos a la presion mecdnica py, sobre ¢l fluido como el promedio de las componentes
normales del tensor de esfuerzos, es decir:

|
~pm = P = 5(7'11 + T2 + ).

Por lo tanto, de la ecuacién (2.32),

a .
—pm = =4 O+ )T ﬁi—j

Cuando el fluido es incompresible 1a divergencia de la velocidad es cero y la presidn mecanica
es igual a la presién hidrodindmica. Eut ese caso ol vinico coeficiente de viscosidad que aparece
en la ccuacion (2.32) es s, y lo lamarenios simplentente como viscosidad. Iste cocficiente no
puede determinarse analiticamente, sino empiricamente [C.2, p.26]. Como dijimos antes, este
coeficiente cobra importancia sélo cuando el fluido no es irrotacional, A continuacién veremos
algunas propiedades de los fluidos incompresibles,

2.4.3 Fluido incompresible.

Como dijimos antes, en este caso la ecuacidn de continuidad se reduce a
V.i =0, (2.31)

debido a que la densidad es constante,

En la seccién 2.3.2 vimos que la ecuacidn de conservacién de momento se escribia como

/ {‘___’(g;“’ +9. [(,,an)a]} v = F1,
v
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Sin embargo, ahora la fuerza total se compone de una fuerza volunétrica y de una fuerza
superficial dependiente del tensor de esfuerzos 7 dado por la ecuacion (2.32), de modo que

= [oFdV 4 [rids = [pFdv+ [V-raV = [[o.f+9.7)av.
14 s 4 v v

Por lo tanto la ccuacién de conservacion de momento toma la forma
Ou;  Gu ,
01(!’0“:) + Z oz, °u)u*) =~ +l‘2 01‘ [ : ’] +qu

Ademds, si usamos el resultado (2.33) esto se reduce a

(p, ,)+):a (pou,uu)—— ~+ ):a.a; + po . (2.34)

Finalmente, como p, es constante, obtenemos la ecuacidn de conservacién de momento para
flutdos newtonianos incompresibles, dada como

g 5+ Vi= —-—Vp + oV + F, (2.35)

donde v = pfp, es la viscosidad cinemdtica. A la ecuacién (2.35) se le conoce como ecuacidn
de Navier-Stokes.

2.4.4 Atenuacidn debida al coeficiente de viscosidad.
Capas limite.

Las capas limite son capas dclgadas vecinas a la superficie de un cuerpo sélido sumergido en
un fluido, o también a las fronteras que delimitan la regién donde se encuentra este fluido. La
caracteristica méds importante de estas capas limite es que en esta regién del fluido se deben de
considerar efectos debidos a la viscosidad pues es alli donde dichos efectos son grandes; esto se
debe a que en dicha regién los gradientes de la velocidad también son importantes, Fuera de
la capa limite podemos considerar que el fluido se comporta como un fluido ideal, Entonces,
si tenemos un flujo medio definido en todo el espacio, y si fuera de la capa limite este flujo
es irrotacional al tiempo ¢ = 0, esta caracteristica se mantendrd en la region externa a la capa
limite. De hecho, cuando consideramos el caso lineal, la ecuacion de conservacion de momento

era a“
u
Po (‘32‘ = -V,
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por lo que si calculamos el rotacional de la igualdad anterior, tenemos
ai
po [V x =] = =V x Vp, =0,
at
independientemente del valor de p,.

Si definimos a la vorticidad del fluido como { = V x if 3 entonces de la ecuacion anterior

s¢ deduce que }

an

a

¥y que por ende (i no depende del tiempo, Al flujo irrotacional que se encuentra fuera de la capa

limite se le Nlama flujo externo|C.2, p.268]. Por el contrario, dentro de la capa ¥mite el flujo no

puede considerarse como irrotacional; en dicha region los gradientes de velocidad deben de ser

grandes. Esto se debe a que la velocidad relativa entre la frontera y el fluido es cero, y que la

velocidad debe pasar de este valor al valor que toma en la capa limite, cuyo espesor ¢s pequeiio,
Lo anterior se refleja en la ccuacion satisfecha por la vorticidad en la capa limite, ¢s decir

11—

—(_1? =V,

=0, (2.36)

En consecuencia, Q depende del tietnpa. Al flujo dentro de la capa limite se le denomina flujo
interno.

Atenuacion de la energia dentro de la capa lfmite

En la seccién anterior se estudiamos un mecanismo de atenuacion de energia en ondas so-
noras. Sin embargo, este tipo de atenuacion es pequefio comparado con la atenuacién debida
a In viscosidad del fluido. Vemos que en las ccuaciones de Navier-Stokes para la conservacion
de momento, la viscosidad aparece como el coeficiente de V%, Anteriormente definimos a la
viscosidad cinematica v como jt/po. Ademds, sabemos que una ecuacién del tipo

se conoce como ecuacion de calor. En nuestro caso, la existencia de v en las ccuaciones se debe
a los esfuerzos viscosos dentro del fluido. Entonces, estos esfuerzos disipan energia inicamente
en la region donde la viscosidad sea importante, es decir, dentro de la capa limite. Fsto se debe
a que, si tenemos una velocidad @ de la forma

u= U(y)exp [l (wt ~ k-t)]!

8En I literatura a la vorticidad se le denota usualmente por J, pero aqui la denotaremos de este modo para
no confundirla con la frecuencia angular.



entonces U es solucidn de la ccuacion

vU" ~ (k* ~ i)l =0,

2y
Uly) = Aexp --\/}' . ot

cuando u estd acotada en infinito. De la relacién anterior vemos que 1a amplitud de la velocidad
dentro de la capa limite decae como exp [-—\/'k’/u ~ iw/vl que depende, como veremos, del
ancho de la capa limite, asi como del nimero de onda k2 dividido por la viscosidad cindmatica,
Esto hace que el decaimiento de U sea muy grande en regiones donde la viscosidad entra en
juego. Bn general, esta viscosidad es pequeiia. Esto hace que el decaimiento de U sea ain mds
abrupto. También debemos constatar que en regiones donde la viscosidad interviene y donde
el niimero de onda es ademds grande, el decaimiento es adn mayor, por lo que en estas regiones
la disipacidn de la energia debida a la viscosidad es maxima.

por lo que

Como dijimos antes, Ja fase de U depende del ancho de la capa limite. Siguiendo el razona-
micnto de Lighthill [1..2, p.129-131}, determinaremos el ancho de esta capa limite para e caso
de un movimiento periddico, de frecuencia w, en un fluido que se encuentra en la region y > 0
y tal que la frontera en y = 0 sea una frontera sélida. Supondremos también que el gradiente
de presiones en la direccion ¢, dg, [0z, oscila con respecto al tiemjo con la misma frecuencia
que if y es independiente de y. Por ltimo, p y p1 se tomardn como constantes. Ademds, supo-
nemos que la componente z de la velocidad, u, depende dnicamente de las coordenadas y y ¢,
Consideraremos a las fucrzas externas como despreciables con respecto a la fuerza debida a la
viscosidad y que el término & + Vil es pequedio (por ser de orden cuadritico). 1.a ecuacién de
conservacién de momento en la direccion z estd entonces dada corho

8u dp.
’5 = s +ll-5!‘;f‘

debido a que u = uy;t). Debemos resolver la ecuacién anterior junto con la condicién de
frontera u=0eny =0

Suponemos ademds que tanto u como dp,/dx son proporcionales a exp(iwt), de modo a que
pueden expresarse como

u u,(y) exp(ivt), y
ap. Ipa(2) .
——— oz et exp{iwt
9z ar Ceptiet)
donde la solucién fisica del problema es la parte teal de estas expresiones. De las ecunciones
(2.37) obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria para u,(y) dada por



Pu, . _ Ops(2)
/l'ﬁ- - pieig(y) = Y (2.47)
Las condiciones de frontera son
1,(0) =0, y (2.38)
u,(y) finito cuando y — oc, (2.39)

La solucidn de la ecuacidn (2.37), con las condiciones de frontera (2.38) y (2.39), se escribe

como
uly) = Ale) exp (- iufwy) + Bla)esn (Viwwy) + Cta), (2:40)

donde Aexp (-— wfv y) + chp( wlv y) €3 la solucidn general de la ecuacion homogénea,
mientras que C() es una solucion particular de la ecuacion (2.37). Por la condicién de frontera
(2.39) es necesario que B = 0. Por otro lado, una solucién particular de la ecuacién (2.37) es
C(z) = ip~'w™'8p, /2. Usando esta solucién particular y por la condicién de frontera (2.38),
deducimos que A = ~1p~'w='p,/dz. Finalmente, lo anterior nos permite concluir que

us(y) = ip"w"%!,f [l - exp (—Wy)] . (241)

Cuando y crece estamos fuera de la capa limite. Entonces la solucién tiende al valor

uely) = it 22, (242)

ol cual debe de coincidir con el valor que toma la velocidad en la regién donde ol fluido de
supone ideal (irrotacional, incompresible ¢ inviscido). De las ecuaciones (2.41) y (2.42), vemos
que

Uy = [1 —exp (-— iw/uy)l Ugse (2.43)

En la figura 2.2 se muestran las grificas de las partes real -la cual cs la solucién fisica del
problema- e imaginaria de 1, /u,:. De la ecuacién (2.43) inferimos que

1 —exp (~—-}—,— y
V2 .
( Y\ (Y ) NG
exp -\/'Tz-) sin ('ﬁ y cony = (;) .

El ancho & de la capa limite se puede definir tomando un valor de y arbitrario, a partir del
enal (v, - 1) /1te; sea razonablemente pequerio. Por ejemplo, podemos definir al ancho de

parte real de u, = R(u,)

Lt}

parte imaginaria de uy = S(u,)
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Figura 2.2: Capa lmite: Un movimienta oscilatorio se modifica a distancias pequeiias de la
froutera por un factor ! —exp (—-\/ia:/u y). La variable ¥ corresponde a y(%)'/% La parte real
carresponde a la linea continua, y la imaginaria a la linea punteada {L.2, p.93).

capa limite de modo a que (u, — te,)/ter sea menor a 3% (1.2, p.131]. Esto se logra tomando

a dicho ancho como 5
s=5Z. (2.44)

Sin embargo, [a arbitrariedad en la eleccidn de 6 se reduce al cacficiente de proporcionalidad, cs
decir, a la cleccion del valor y a partir del cual consideraremos que el fluido es ideal, Pudimos,

por ejemplo, haber tamado a § simplemente como \/v/fuw.
2.5 Superposicién de un flujo medio estacionario y de
un movimiento periddico.

En esta seccién veremos como se modifican las ecuaciones de Navier-Stokes cuando conside-
ramos la superposicién de un movimiento medio estacionario y de un movimiento periddico.
Veremos que las ecuaciones que se obtienen son equivalentes a las que se obtendrian si es-
tudidramos el problema del régimen turbulento permanente [H.2, p.7]. Antes de determinar las
ecuaciones de movimiento, vamnos a ver las propiedades de los promedios temporales.

2.6.1 Definicién del promedio.

Sea una propiedad A del fluido. Entonces el promedio temporal de dicha propiedad es

Alz)= 7l~ OT A(z,7)dr, (2.48)
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donde T es el periodo de 4. En este trabajo hemos usado ya dicho promedio para el caso de mo-
vimientos periddicos (ver 2.2). A continuacion enunciaremos las propiedades de los promedios

H.2, p.7):

Propiedades de los promedios:

Sean A=A+ay B =0+b Entonces

f ]
tof
i
&
+
o
1
=il
=
2
-
g
5
E
Y
o
i
2

2.5.2 Ecuaciones de movimiento,

Las ecunciones generales de conservacidn siguen siendo vilidas para un fluido donde se su-
perponen un flujo medio y un movimiento periddico. Sin embargo, en este caso se separan a
las variables en la suma de su valor medio y de una fluctuacién alrededor de este valor; esta
fluctuacion serfa el movimiento periédico. Consideraremos el caso de un fluido newtoniane,
incompresible, y tal que su viscosidad sea constante. Entonces las ecuaciones de movimiento
son las ecuaclones (2.33) y (2.35), es decir

Vi =0y (2.46)
p‘;—‘;+p(a.V)a = -Vp+ Vi +F. (2.47)

Para un fluido incompresible p = p =constante. Proponemos a @ y a p como

io= g+, y (2.48)
po= ptp, (2.49)

i

conu' =0y p = 0. Esto se cumple independientemente de que los movimientos sean cuasi-
periddicos o no. Cuando tenemos perturbaciones periddicas o cuasi-periddicas, se cumplen las
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siguientes igualdades para derivadas de los promedios [S.1, art.38):

au

57“ = 0, (2.50)

v .

w 0. (2.51)
(2.52)

Ademis para cualquier perturbacion se cumple

Vgt =0,

Ecuacién de Continuidad.

Si reecmplazamos en la ecuacién de conservacion de masa (2.47) el valor para u dado en la
ecuacién (2.48) y promediamos sobre un periodo, podemos intercambiar el orden de integracién
y el de derivacion (la derivada parcial es una derivada espacial). Ademds, nsando las propiedades
de los promedios antes mencionadas,

0(T; + uj) q (= q _
$-—a-‘;——- =;$;(u'-+u:-) = ?E-Eu; =0 {2.53)

Por lo tanto, la divergencia del valor medio de la velocidad, denotada como 7, también se
anula cuando consideramos una perturbacion o una variacién de uy alrededor de su valor medio.

Conservacién de Momento: Ecuacién de Reynolds.

Sca A el lado izquierdo de la ecuacidn (2.47). Reemplazetnos el valor de # en dicha ecuacién.

Obtenemos .
—(—u-a—t-"lm, (@+) 9] @+

§i desarrollamos primero esto para obtener una suma de productos y promediamos después,
obtenemos

A=p,

A= Egg-f‘p—gtu:'f‘p(ﬂ-v i
+p (5- V) i 4 p (l:’ . V) vt p (17’ . V;ﬁ. (2.54)

Ahora bien, como supusimos que la densidad es constante, tenenios que

p,,aﬂ’ _ E_E ~
TRl
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E! primer término de la ccuacidn (2.54) es simplemente p, 3i/dt, debido a que tanto p, = 7
como i son valores promedio. Por otro lado, si usamos la iitima de las propiedades de los
promedios y e} hecho de que el promedio temporal conmuta con las derivadas espaciales, tenemos

que
o (8- ) i = po (i ¥) T4 po{u- ¥) .

Andlogamente, usando las demds propiedades vemos que los iiltimos tres términos de la ccuacién
(2.54) se anulan. Entonces,

A=, [‘Z’t‘ (& v) ]+p,, (v ). (2.55)

Sea B el lado derecho de la ecuacidn (2.47). El promedio sobre un periodo de B es mis
sencillo de determinar que el anterior. De hecho, dicho promedio es

B=-Vp+uViE+ph. (2.56)
Las ecuaciones (2.55) y (2.56) son iguales, es decir,

X —
Po [‘%‘li + (- v) ﬁ] = ~Vp+ pV2E 4 p, F ~ p, (- V) o,

Por otro lado, V + &f = 0, y usando la iltima propiedad de los promedios, asi como la ecuacion
(2.53), tenemos que

=i

(V ﬁ) Ny (V u)
v

Va0 =

it
B
\J

por lo que podeinos sumar ¢} término
—pau'(Vvu') = {

de} Jado derecho de la ecuacidn (2.56). Es entonces claro que podemos escribir a la ecuacion
de Navier-Stokes, parn el caso en que un movimiento medio se superpone a un movimiento
periddico, como

A e

o' W 0 -
u +ﬂal’.' 25-(/;011 uk) (2.57)

Cuando ¢ flujo medio 5 estacionario, el primer término del lado izquicrdo de la ecnacidy
(2.57) se annla,



. ad
2.5.3 Interpretacidn fisica del término - B (pujup).

Autes {ccuacion (2.33)) habiamos obtenido el tensor de esfuerzos para el caso de un fluido
newtoniano, Para el caso incompresible este tensor es

du; . By
Tu=""p6u+l‘ (3: B“::_‘:)

y la ccuacién de Navier-Stokes en funcidn de i es

Ou; 3u, ) By, ‘
pat-i-pz i = B}:*"?“’“‘ax,ax,-*”“

°’|

e

Vemios que podemos incluir e} término extra, es decir, el término »b%(pu’;u," ), dentro del tensor
de esfuerzos 7;;. En cse caso dicho tensor se define como

oy = B 4 (g‘ ) — T, (259)

en ¢} que hemos suprimido el término 3w;/dz; debido a que

ouj d oy _
Zoz, [ax. a?.-i?{az;} =0

H

Por lo tanto, pulu} representa el esfuerzo debido a la perturbacion . Conio Reynolds fue
el primero en acnbxr fa ccuacidn para un fluido -para el caso de un fluido turbulento- en la
forma (2.57), a este tensor se le conoce como Esfuerzo de Reynolds (H.2, p.22]. Este esfuerzo
tiene componentes nornales (i = j) y tangenciales (i # j). Consideremos que el flujo medio se
anula, por lo que el movimiento se debe a los esfuerzos de Reynolds. Entonces, como puj ¢s el
mornento en la direccién 2y, (puj Juj es el flujo de momento en la misma direccidn, y el flujo
medio cs simplemente (pu})u}. consideremos un elemento de volumen tal y como se muestra
en la figura 2.3, Si dS; es el clemento de superficie perpendicular al plano (z3,23), el flujo
medio de momento a través de 4y es (pu!?)dSy; por lo tanto, en la expresién para 7, aparece
¢l término (pu’,’), pues dicko término corresponde a la reaccion del medio sobre el elemento
de volumen. Consideremos aliora el caso en que i # j. En este caso la componente j del flujo
medio a través de dos superficies perpendiculares a la direccion z; es

.I;(I; + ) = puf(x; + h) uj({zi + h) S
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Figura 2.3: Esfuerzos de Reynolds en un clemento de volumen, El drea de la base de este
elemento es § y su altura es k. También se muestra el flujo medio de la componente pu; del
momento en la direccidn u;.

st estamos en Ja superficie superior, y
Jj(zi) = puilzi) ujlzi) S

cuando consideramos a la cara inferior del cubo. Sl es pequeiio, podemos desarrollar en serie
de Taylor la primera expresion y restarle la segunda, obteniendo asi

dpue e , |

Ji(gi 4 k) = Jjle:) = S | pul(e) uf(z) + B

por lo que
. AJj Apuifzi) u'(zi)
l:m — =y
-0 h (’)z.-
La relacion anterior o es sino la fuerza, en la direccion z;, debida al flujo medio pasando a
través de la superficie de nuestro elemento de volumen. Esta fuerza provoca una reaccion ignal

y opuesta en dicho elemento. Defininos, entonces, a la fuerza extra -debida al exfuerzo de
Reynolds- por unidad de area como

dpul(zi) v (x;
F=- Zlm‘ax)i i) (2.50)
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2.6 Flujo acistico.

2.6.1 Ecuaciones para movimientos de flujo lentos.

Para determinar el flujo acdstico, debemos de encontrar (@), la velocidad media del fluido
fuera de la capa limite, debida a la propagacidn de una onda sonora dentro del medio. Esta
velocidad media se determina a partir de las ecuaciones

2‘: a—:—’ = 1, (2.60)
aﬁ? — ) a'l-u—" 6ﬁ «
Po ;F).a*x‘; = ply+p ;"5&}55; - (’)_:c—.-‘ (2.61)

que son las ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes para la velocidad media W cuando el
fluido es incompresible.

Una manera de calcular 77 es suponer que el término de la izquicrda, en la ecuacién (2.61),
¢es mucho menor que los términos de la derecha, Para que esta aproximacién sea vélida, es
necesario suponer que el flujo de momento i a través de la superficie S de una regién fija
arbitraria sea muy pequeiio; es decir

p,,/s(wV)udS::sO.

por lo que
o (- V)i = 0,

Esto equivale a considerar que la dindmica del flujo medio estd -casi exculsivamente- determi-
nada por los esfuerzos viscosos (S.1, p.77-78]. Ademis, las ecuaciones(2.60) y (2.61) forman
un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, iy, Uz, U3 y . A esta aproximacion se
la llama aproximacion RNW, pues Rayleigh, Nyborg y Westervelt [L.3, p.403] la usaron para
determinar movimientos medios debidos a un término F; de forzamiento, Otra aproximacién
consiste en despreciar los términos debidos a fuerzas inerciales (como la gravedad, la cual se
considera para el caso de ondas en agua profunda, que estudiamos en el apéndice C), pucs,
como se dijo antes, la fuerza debida o los esfuerzos de Reynolds es la que determina el tipo de
movimiento. Por otro lado, si considerainos al {lujo externo, donde la viscosidad es despreciable,
entonces la ecuacion(2.61) toma la forma

aﬁ « 3
(F")inu - 55: =10 (2.62)
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Vemos que esta fuerza se equilibra con el gradiente de presiones (el cual no varia dentro o fuera
de la capa limite, pues no depende de la viscosidad del fluido, pardimetro que determina la
diferencia entre los flujos externo e interno), ¥ que la ecuacién (2.61) puede escribirse como

(F) = (F)ioy + nV?5 =0, (2.63)

Por lo tanto, sélo la diferencia entre F; -dentro de la regién donde p es importante- y (5);,.,
es capaz de inducir un flujo acustico. Usaremos las ecuaciones (2.60) y (2.63) para determinar
(W),, Este flujo acistico depende del tipo de perturbacion u} y de como se modifica -por
cfectos disipativos- dentro de la capa limite. Calcularemos aqui el flujo aclstico para casos en
los que es aplicable la ley de flujo de Rayleigh, la cual se define a continuacion.

2.6.2 Ley de flujo de Rayleigh.

La ley de lujo de Rayleigh se aplica a dos tipos de flujos medios [L.3, p.414):

1. Al flujo acistico resultante de una onda sonora estacionaria que se disipa dentro de la
capa limite, debido al efecto de la viscosidad.

2. Al flujo acistico resultante de la vibracién de una {rontera que delimita a un fluido
inicialmente en reposo (a este flujo también se le Hlama flujo acistico, a pesar de no estar
presente una onda sonora en el sistema).

"

Como dijimos anteriormente, consideramos que el flujo aclstico se debe a la atenuacién de
la energia dentro de la capa limite, por ser los mecanismos de atenuacién en dicha regién mucho
més importantes que otros. Esto se debe a que la viscosidad del fluido es la que provoca la
disipacién de la energia y la viscosidad es importante sélo cerca de la frontera, Supondremos,
a continuacién, que esta frontera se encuentra‘en y = 0, También consideraremos el caso
bidimensional. Calcularemos el flujo acistico cerca de la frontera. Para ello supondremos que
la velocidad de la perturbacion u' es periédica con respecto al tiempo fuera de la capa limite.
Después construiremos la velocidad dentro de la capa usando los resultados obtenidos el la
seccion 2.4.4. Deduciremos entonces la forma de la velocidad v' dentro de Iz capa lfmite por
medio de la ecuacidn de continuidad.

En ¢l caso 2, el fluido adquiere una velocidad media despuds de cierto tiempo, durante el
cual la onda que se propaga sobre la frontera transmite una cantidad importante de momento
-asi como de energia- al fluido que se encuentra en contacto con esta frontera, Los casos 1y
2 son en realidad el mismno, pues basta una transformacion de cjes coordenados para pasar de
uno a otro. Si I/(x) es la velocidad fuera de la capa. Entonces, la velocidad

ul, = U(z) expliwt) (2.64)



provoca, c¢n ambos casos, el mismo tipo de {lujo acistico en la frontera de la capa limite, Por
otro lado, dentro de esta region, la velocidad ul, se atenda por un factor dependiente de la
distancia a la frontera. Dicho factor se determind anteriormente para el caso de una onda
viajera (ver 2.4.4). Entonces, por analogia a ese caso, podemos escribir a la velocidad dentro

de la capa limite como
iwy?
u' =yl {l ~ exp {- (—;) y]} ) (2.65)

donde u, estd ahora dado por la ecuacion (2.64). La ccuacién (2.65) nos permite determinar
la componente vertical v' de la velocidad.

Consideremos primerocl caso 2). En ese caso el fluido es incompresible, por lo que la ecuacién
de continuidad se reduce a

au' '
"'6';'9' ';(')—r; =0.

Sin embargo, si determinamos la velocidad vertical v/ usando la ecuacidn de continuidad anterior
y las ecuacién (2.65) para u', obtenemos un resultado que nos lleva a concluir que v' crece con
¥ lo cual no es posible debido a que la velocidad vertical fuera de la capa limite debe de ser
finita. Por otra parte, en ef caso 1) debemos de considerar al fluido como compresible, pues de
lo contrario no se propagaria una onda sonora en el medio (la velocidad de esta onda sonora
serfa infinita). Pero podemos encontrar condiciones sobre las perturbaciones que nos den un
resultado coherente para ambos casos. Tomeimos entonces Ja ecuacién de continuidad dada
como a

o+ V- (i) =0.

Supondremos que

2. p cs funcion de z y de ¢ inicamente, por lo que %%—f es independiente de y;
3. Como dijimos antes, estamos tratando el caso bidimensional;

4. La velocidad 7 puede separarse en una velocidad media # y en una perturbacién o', cuya
componente horizontal u' esta dada por la ecuacién (2.65) cuando estamos dentro de la

capa limite.

Alora bien, por la ecoacion de continuidad y por las condiciones 1 y 2, tenemos que

d (dp W8 o
a[@- +V-(pu)}—ay(VAu)-0.
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Promediemos la ecuacion anterior con respecto al tiempo. Entonces

PN
EE(V'U)=E(V'U),

ya que u' es nulo, Lo anterior nos induce a concluir que
d -
—(v.¢) =
3 (V u) 0,

por lo que dentro de la capa limite la velocidad vertical v' debe de ser solucién de la ecuacién

v A dul, fiw\'? w\"?
} e (®) W)

i du!, w) '
= ] +d—exp [- (-;-) y] + A(z)

z
iw\ 2 du! iw\1/?
Y - .
| v = (u) m exp[ (u) y]+A(x)y+B(x).

Por otro lado, pedimos que v' =0 en y =0, por lo que

w7 du!,

‘ B(z)= + (-;) e

¥y que v}, esté acotada cuando y es grande, por lo que A(z) = 0. Por lo tanto, conclufmos que

: ' fw -x/zd_“:_'- ( i“_))m
; v=t(2) e | (-2) Tl (2.66)
Podemos encontrar el flujo acistico a partir de las ecuaciones (2.59), (2.65) y (2.66), pucs

I A

En electo, el flujo acdstico se relaciona con la coordenada tangencial del esfuerzo de Reynolds
[L.3), por lo que determinaremos dnicamente la velocidad (u),,. Antes de calcular Fy, demos-
traremos que €l promedio temporal de la parte real de dos variables tales que se puedan escribir
como un factor complejo multiplicando a exp (fwt), es igual a la mitad de la parte real del
producto de una de las variables y del complejo conjugado de la otra, Sean

i u' = (A+ Bi)[cos(wt) + isin(wt)], ¥
‘ v' = (C + Di) [cos(wt) + tsin(wt)). (2.68)
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Entonces
upry = {4 cos(wt) - Bsin(wt)] [C cos{wt) — Dsin(wt)],

con up = R(1') y v = R(v'), por lo que
T = %(.40 +BD).
Sea ahora v el complejo conjugado de v, Multiplicando a u’ por v'*, obtenemos

w's” = {[Acos(wt) — Bsin(wt)] + 1 [B cos(wt) + Asin(wt)]} x
{[C cos(wt) - Dsin(wt)] - {[D cos(wt) + Csin(wt)]} ,

y de lo anterior deducimos que
%(u'v")n = %(AC + BD),

lo cual nos permite concluir que

con (u'v")y = R(u'v"™). En el caso que nos intercsa, los valores de 4, B, C 'y D, en las

ecuaciones anteriores, son

A = UJ[l —exp(—ay)cos(ay)],
B = U exp(-ay)sin(ay),
1 dU

C = 5-g7 [1 —exp(~oy) cos(ay) +exp(~ay)sin(ay)], ¥

1dU .
D = ﬂm-[exp(—-ay)ms(ay)+exp(—-ay)sm(ay)— 1,

1/2
donde a = (-2%) , por lo que

uh = % (A’ + B’) = %U’ (I ~2exp(-ay) cosay) + exp(~2ay)],

_— 1, dU
WRt'g = o Ua-; [1 = 2exp(—ay) cos(ay) + exp(~2ay)].

(2.69)
(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

- Ademds, suponemos que los cambios de 7 son muy pronunciados en la direccién y mientras que

en Ja direccion x son mas suaves, por lo que

=t

A i
T rae-
dy?



Entonces, usando esta aproximacion y las ecuaciones (2.63) y {2.67), tenemos que

.‘?E‘:—-y-l QL_TL::_. @ +a"'ll"'l(__ u'pv'n (2.75)
oy? or oz . dy oy /.0 '
Podemos determinar —b—E(x ,€) como
ot e [0 (3
[ Fema=v [T,—- ) |l
[unbn u'uv'n)"] (z,8). (2.76)

Esto se debe a que queremos que 1 esté acotada y si tuvieramos ademds una constaute del lado
derecho de la ecuacién (2.76), obtendrfamos términos de la forma ay al integrar dos veces, y
este término no estd acotado cuando y crece. Usando la ecuacién (2.73), vemos que

aUR

B U'—- 1 — 2exp(~-ay) cos(ay) + exp(~2ay)].

P P
~21  cs simplemente el valor que toma —= cuando y ~+ 0o, ¢s decir
ex

oz 0z

awf] . lawkl dU
['5'; It [T] BT

Entonces

[ ] [0"' ] = U%[—%xp(—-ay)cos(ay)+exp("2“ll)]' (2.77)
Pero
' ~2expt-an)coston) + expt-2an)d = - L8] 1 ) 0 — iagy,
por lo que
/t [a;;z (au n) ] (z,) dy = U { exp( QaE) exp( af) [cos(ag) — sin af)]}

(2.18)
Ademnds, vemos de la ecuacién(2.74) que

[u RUR — (u RY n) ] (z,8) = " U o [—-2exp —at) cos(af) + exp(~2af)]. (2.79)
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Por lo tanto, la ecuacidn (2.76) queda como

dU {exp(-—a{)cos(a{) _ exp(—af)sin(af) exp(-—?a{)}‘ (2.80)

gi g dU
}')'5'("‘)“" Udz 2a 2 ia

A la ecuacidn (2.80) volvemos a integrarla, esta vez entre la frontera (y = 0) y en un punto
arbitrario dentro de la capa limite. Por la condicién de adherencia en la frontera, tenemos que

i(z,0) = 0, y asi
iz y) = "Udu{ —‘-j" 2f)ds—l/" xp(-ag) sin(a) d¢ +
i{z,y)=v Tl nh exp(~2a =] e in
+%chx|)(—a{)cos(n£)d{}.

Se puede demostrar que el término entre corchetes es igual a

exp(—2ay) + 3exp(—~af) sin(af) + exp(~af)cos(al) 3
8a2 4a? 4a? 8a?'
Ademds, cuando consideramos al {lujo externo, ese término se reduce a
4 _3
8a?'
Por lo tanto,
vt QU

(@9 0es = —gor U

w172
y camo ¢ = (5-;) , obtenemos finalmente

3 U

Toe = —EU%;' (2.81)
A la velocidad ., se le denota también como #,, por ser una velocidad de deslizamiento (“slip
velocity”). Es importante constatar que @, no depende del cocficiente de viscosidad. Por lo
tanto, aunque este coeficiente de atenuacién sea muy pequeiio, ¢l flujo acistico asociado con
dicha atenuacidn no cambia. En caso de que se consideren otros mecanismos de disipacion
de energfa acistica, dichos mecanismos pueden tener el efecto de aumentar la velocidad del
flujo medio. Sin embargo, suponemos que la mayor contribucidn al flujo acdstico se debe a la
atenuacién de la energfa debida al efecto de la viscosidad sobre el medio,

En este capitulo hemos desarrollado algunos aspectos sobre mecdnica de fluidos, De estos
aspectos el més importante es el efecto de una perturbacion sobre un flujo medio, Esta pertur-
bacién aparcce en Ja ecuacién de conservacién de momento del flujo medio ¥ en la forma de un
término no lineal conocido como esfuerzo de Reynolds. La componente tangencial del esfuerzo
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de Reynolds es la que se relaciona con Ja generacién de un flujo de momento en fa direccidn
de propagacion de la onda, es decir, en la direccidn r; esto nos permitié calcular dnicamente
la componente en z del flujo aciistico §. Por otra parte, estudiamos diversos mecanismos de
disipacion de energia. De estos mecanismos, el mds importante es ¢l debido al efecto de la
viscosidad sobre la onda que se propaga en la frontera del fluido (para el caso en que el fluido
estd en reposo y que la perturbacién proviene del movimiento de la frontera que delimita al
fluido). En ¢l tercer capftulo veremos que en el caso de la ciclea los fendmenos no lineales, asf
como la disipacién de energia, también interactian para generar un flujo acistico cerca de la
frontera oscilante del sistema, es decir, cerca de la membrana hasilar, Para ello ¢s necesario
que estudicmos algunas de las propicdades de los fluidos que se encuentran dentro del sistema
auditivo, asf como las propiedades mecdnicas de la membrana basilar. Dedicaremos el siguiente
capitulo a este estudio, basindonos en algunos experimentos realizados durante este siglo y que
aclaran el papel que jucga la membrana basilar en el mecanismo de propagacién de ondas en

la coclea.
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Capitulo 3

[

BIOMECANICA COCLEAR.

En el capitulo anterior vimos algunos conceptos sobre {luidos que nos permitirdn, posterior-
mente, explicar el mecanisino de propagacidn de ondas en la céclea. Este sistema se compone
no s6lo de dos tipos de fluidos -cuyas propiedades mecanicas son iguales- sino también de una
frontera flexible: Ia membrana basilar. Antes de entrar en detalles sobre experimentos que
nos permiten entender el papel jugado por la membrana basilar en el proceso de propagacion
de la onda, expondremos en la primera seccién las caracterfsticas anatémicas y fisiolgicas del
oido interno. A continuacidn describimos someramente la anatomia del oido externo y del oido
medio, asi como e} mecanismo de transmisién de las ondas sonoras desde la oreja hasta la
membrana que une al oido medio con el interno.

El aparato auditivo del hombre es doble y estd situado a ambos lados de la cabeza. El aido
externo se compone de la oreja y del conducto auditivo externo. La presion del aire -debida
a la propagacién de una onda sonora en este medio- en el tubo auditivo externo bace vibrar a
]a membrana timpdnica (ver figura 3). Esta membrana separa al ofdo externo del ofdo medio,
el cual estd constituido por una cadena de huesecillos -¢) martillo, el yunque y el estribo- y de
un conducto que comusica con la cavidad nasal lamado trompa de Eustaguio. Debido a que ¢l
martillo se encuentra adherido a Ia membrana timpanica, la vibraciones de dicha membrana se
transmiten mecdnicamente a la cadena de buesecillos; en particular, al estribo. Este huesecillo
se encuentra adherido -gracias a un ligamento- a otra membrana que separa al ofdo medio del
interno, Por la forma de esta membrana, se le da el nombre de ventana oval.

A continuacion describiremos al ofdo interno y también veremos ciertas propiedades de los
fluidos asf como de las estructuras que lo compouen, La importancia de esta descripcion reside
en que el mecanismo de propagacion de ondas en el ofdo interno y su efecto sobre el movimiento
de los fluidos dentro del mismo son la parte central de este trabajo,



3.1 Anatomia y fisiologia del oido interno.

Al oido interno se le conoce también como laberinto. Consta de un laberinto membranoso
cerrado, lleno de un liquido llamado endolinfa (ver figura 3.2), Sobre porciones de su pared
sc encuentran ubicados receptores nerviosos, cuya funcion varia segin su posicién dentro de!
laberinto. El laberinto membranoso se divide, ademds, en tres partes que se diferencian no sélo
por su aspecto sino tambien por su funcién. Estas tres partes son: los canales semicirculares,
el vestibulo, y el caracol. El vestibulo se compone a su vez del utriculo y del sdculo; comunica
por arriba con los canales semicirculares y por abajo con el caracol. Sin embargo, el canal de
Hensen (figura 3.2), el cual conecta al siculo con el caracol, se encuentra a menudo obliterado
en el adulto (ver [F.1, p.685)).

Tanto el vestibulo como los canales semicirculares forman parte del érgano del equilibrio, por
lo que su estudio estd fuera del contexto de este trabajo. Para saber detalles sobre su anatomia
o su funcionamiento, consultar por ejemplo las referencias [F.1, pp.689-691] y [Q.1, pp.485-
486]. Antes de considerar la anatomfa del caracol, es importante miencionar que el laberinto
membranoso se encuentra totalmente encapsulado por el laberinto dseo, cuya forma es similar
a la del laberinto membranoso (ver figura 3.3), El vestibulo corresponde, por ¢jemplo, a la
parte del laberinto dseo que encapsula al utriculo y al sdculo [F.1, p.685). Los laberintos dseo y
membranoso se encuentran conectados a través de vasos sanguineos y nervios. Se puede ver de
la figura 3.3 que la cavidad entre estos dos laberintos, en la region del vestibulo y del caracol,
se encuentra llena de un liquido. Este liquido es llamado perilinfa.

El caracol, o “coclea”, constituye el drgano auditivo. Asciende desde su base dando dos
vueltas y media y va estrechdndose conforme se enrosca en torno a un eje. Sin embargo, la
forma espiral de la céclea no se encuentra en todos los animales. Por ejeniplo, ¢l érgano auditivo
del oso hormiguero [B.2, p.407] estd totalmente estirado. Por cllo, esta forma no se considera
en la mayoria de los modelos, y pocos autores }a ban considerado como esencial (Una excepcién
serfa un articulo de Huxley [H.3], en el cual el autor estudia los posibles efectos que podria
tener esta caracterfstica sobre el problema de la resonancia en la céclea). En la figura 3.4 se
tnuestra un corte transversal de la céclea, desde un punto de vista macroscdpico, Se ve que del
laberinto dseo parte una limina ésea que atraviesa parcialmente a la seccion transversal, En
el espacio entre esta limina dsea, y el punto diametralmente opuesto al punto de partida de
dicha ldmina, se encuentra la llamada membrana basilar (24. cn la figura 3.3). Al conducto
que queda debajo de la membrana basilar se le da el nombre de rampa timpdnica, debido a
que estd en comunicacién con el tfmpano a través de la ventana redonda. Como el ancho de
la lamina espiral es mayor en la base de] caracol que en la punta, la membrana basilar es
-inversantente- mds delgada cerca de la base que en la punta del caracol [L.6, p.2). Por otro
lado, de la limina ésea parte otra membrana, la membrana de Reissner o membrana vestibular,
la cual forma un dngulo agudo con la membrana basilar (figura 3.4). Estas dos membranas se
encuentran conectadas a través de la estrin vascular, una membrana adherida a la pared de
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la céclen. Estas tres membranas se juntan poco antes de Hegar a la punta del caracol. Por lo
tanto, corresponden a la parte coclear del laberinto membranoso. Por encima de la meimbrana
de Reissner, se encuentra la rampa vestibular, la cual comunica con el vestibulo a través del
conducto de Hensen, Al espacio que queda libre entre el punte de unién de las tres membranas
y el laberinto dsco se le conoce como helicotrema (ver figura 3.3). La estria vascular produce la
endolinfa, de modo que la composicidn quimica de este fluido es distinta a la de la perilinfa, Sin
cmibargo, las propiedades mecdnicas de ambos liguidos son las mismas [L.6, p.2]. Ademds, Ia
membrana de Reissner es muy delgada, por lo que podemos suponer que se mueve con los fluidos
que la rodean {L.6, p.2]. Debido a estas propiedades tanto de los fluidos cocleares como de ln
membrana de Relssner, desde un punto de vista macrosedpico uno puede suponer que la cdclea
es inicamente un tubo dividido en dos partes, cuyas arcas transversales son aproximadamente
iguales, separadas por una superficie flexible, es decir, por la membrana basilar y los drganos
que se encuentran encima de ella. Al conjunto de la membrana y de estas estructuras se le
da ¢l nombre de pariicidn coclear. En la figura | mostramos un csquema de 1a cdclea vista
macroscipicamente, También vemos la idealizacién de la céclea como dos tubos separades por
la particion coclear, Desde un punto de vista microscdpico, ¢s importante sefalar que sobre la
membrana se encuentra ¢l campa receptor del rgano auditivo [F.1, p.687), el drgana de Corti,

Por la forma de este 6rgano (figura 3), se crean a ambos lados de éste dos surcos espirales
a lo largo de la membrana basilar, El surco interno se encuentra del lado de la lémina dsea,
de fa cual paric otra membrana Hlamada membrana lectoria. La membrana tectoria cubre al
surco interno y se adosa sobre la parte superior del drgano de Corti. El érgano de Corti se
compone de dos tipos de células: células de sostén y célulus cilinres reeeptoras. El hecho de
que la composicion quimica dentro del conducto coclear sca diferente a la de la perilinfa cs
importante para el mantenimiento de las células ciliares. De la figura 3, vemos que hay cuatra
células ciliares en cada corte transversal de la cdelea, Una de cstas es una célula interns, y su
funcién es la de transducir la sefial coclear en una sefial eléctrica, la cual se traslada a través
del sistenta nervioso hacia el cerebro, Las células externas, por el contrario, reciben sciales
del sistema nervioso central y no posecn la capacidad de transducir las sefiales del medio que
las rodea. Esta diferencia, tanto espacial como funcional, entre las células interna y externas,
es un descubrimiento bastante reciente (ver por ejemplo {16, p.3)). De becho, el papel de las
células externas consiste en amplificar sefiales acvsticas de poca amplitud. Es por esta razén
que cl comportamiento de la membrana basilar es muy distinto segin si se hacen experimentos
en animales vivos o en caddveres. Dejaremos aqui las consideraciones micromecinicas de a
cdclea, a peser de la imnportancia que tienen. Para un andlisis detallado, referirse al artfculo
antes inencionado [L.6], Nos concentraremos a continuacion en un estudio macrascdpico de
algunas propiedades mecénicas importantes para la propagacién de ondas en la cécles,
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3.2 Resultados experimentales.

3.2.1 Propiedades mecanicas de los fluidos cocleares.

Mencionamos en la seccién anterior que la perilinfa y la endolinfa tienen una composicion
quimica distinta, pero que sus propiedades mecénicas (viscosidad y densidad) son las mismas,
También se sefialamos que estas propiedades mecanicas no se alteran segin si se miden in vivo
o varias horas después de la muerte. Békésy [B.2, p.134] determind los valores de dichas propic-
dades, obteniendo 0.0197 Poise (1 Poise = 1gem™! s~1) para la viscosidad y 1,034kg m™=2 para
la densidad. El valor dado para la viscosidad es el correspondiente a la temperatura corporal
normal, es decir, a una temperatura de 37° C. Para el caso del agua a 40°C, la viscosidad es de
0,644x10~2 Poise, y la densidad es de 0.9923 kg m=3, Vemos que la densidad del agua es com-
parable a la densidad de los fluidos coclearcs, mientras que su viscosidad es aproximadamente
la tercera parte, Adn cuando es dificil comparar los valores antes mencionados, debido a que
no corresponden exactamente a la misma temperatura, lo anterior nos permite afirmar que las
propiedades mecanicas de los fluidos cocleares son parecidas a las del agua.

3.2.2 Rigidez de la membrana basilar.

Para poder determinar el tipo de ondas que se propagan sobre la membrana basilar, es im-
portante determinar las caracterfsticas de la tension a la que estd sometida dicha membrana.
Para ello debemos determinar la razén entre la deformacién longitudinal y la transversal, Si la
tension fuera isStropa, la deformacidn resultante tendria una forma circular. Si, por el contra-
rio, la tensidn es mayor en una direccidn y menor en la direccién perpendicular a la anterior,
entonces la deformacién es eliptica. Al realizar este experimento en cadveres, Békésy (B.2,
p.472] encontrd que cerca de la punta de la céclea (s decir, cerca del helicotrema) la defor-
macidn era circular, ain cuando la presidn sobre la membrana no se ejercia en un punto cercano
al eje central de la misma, Cerca de la base la deformacién era de forma eliptica y su eje mayor
carrespondia con el eje longitudinal de la membrana, La razdn entre el eje longitudinal y el
transversal era a lo més de 2 : 1 [B.2, p.473), Por lo tanto, Békésy concluyé que la parte
mas flexible de la membrana tenfa las mismas propiedades cldsticas en cualquier direccidn,
y considerd que esto se cumplia sobre la membrana en general, pues la parte mas flexible es
la parte importante dentro del estudio de propagacién de ondas en la ciclea. Por otro lado,
Békésy observé que empezando a hacer mediciones media hora después de la muerte y durante
las siguientes cuatro horas no s detectaban cambios en la posicion del maximo de la amplitud
del desplazamiento, por lo que concluyé que las propiedades eldsticas debfan de ser las mismas
antes o después de la muerte,

El mismo experimento fue realizado por L. Voldfich en cécleas de conejillos de Indias [V.1,
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p.331-335]. En este experimento, las propiedades eldsticas de la membrana basilar se empe-
zaron a analizar quince minutos después de la muerte de los animales [V.1, p.332). Voldfich
también analizé la forma de la deformacion en cdcleas de animales muertos 24 horas antes
del experimento, asf como en cdcleas conservadas en distintas substancias, las cuales podrian
-presumiblemente- modificar las propiedades cldsticas. Los resultados que obtuvo contradicen
los obtenidos por Békésy para el caso de cdcleas frescas. En efecto, para cicleas frescas Voldrich
no solo obtuvo ¢l mismo patrén de deformacién a todo lo largo de la membrana, sino que la
deformacién era altamente anisétropa: cuando apoyaba la aguja sobre la membrana basilar, ob-
tenfa una deformacion en forma de una banda muy delgada y orientada en ol sentido transversal,
El ancho de la banda dependia del radio de la aguja utilizada; esto implica que la deformacion
no se extiende en direccidn longitudinal o espiral {(ver figura 3.6), lo cual es importante a la
hora de plantear un modelo de propagacién de ondas en la céclea. El patrdn de deformacién
es idéntico al que sc obtendrfa deformando un conjunto de fibras paralelas delgadas con un
pequeiio objeto punzante (ver figura 3.7). Ademds, cuando sc quitaba la aguja, la membrana
basilar regresaba a su posicién original. Para cécleas no frescas o conservadas en alguna subs-
tancia nociva, Voldtich obtuve una impresién circular similar a la obtenida por Békésy, es decir,
cuando las propiedades cldsticas de la membrana son homogéneas. Finalmente, si se rompia
la membrana con la aguja, la ruptura se volvia invisible en ¢} caso de membranas frescas. En
cambio, en las otras sc observaba una ruptura de forma circular.

Trataremas de explicar las razones por las cuales Békésy no obtuvo una deformacién cliptica.
Segiin Voldfich, Békésy usé cadiveres humanos para sus experimentos {V.1, p.334], Estos
cadéveres no podian ser muy frescos, pues como Voldrich cita, Békésy los obtenia en hospitales
y por lo tanto debian de tener mds de 24 horas, Sin embargo, Békésy tratd de observar, por
medio de un micrascopio, si cambiaba la forma o el aspecto de los tejidos de la particion coclear
cuando se sacrificaba a un concjillo de Indias, Békésy no detectd cambio post-mortein alguno
de los tejidos de la membrana basilar, mas no parece que haya efectuado el experimento de In
aguja en animales recién sacrificados. Finalmente, Voldfich mostrd que la solucién utilizada
por Békésy para preservar los tefidos cambia las propiedades fisicas de los mismos. Por lo
tanto, aunque no queda claro en el libro de Békésy si uso caddveres o conejillos de Indias para
el experimento de la aguja, cl resultado que habria obtenido deherfa ser el mismo (ver figura
3.8) debido a las sustancias que usaba para preservar sus cocleas.

Los resultados de Voldfich nos permiten deducir algunas caracterfsticas del mecanismo de
propagacidn de ondas en la cdclea, Para empezar, suponemos que la deformacién de la mem-
brana basilar obtenida experimentalmente por Voldrich es igual a la deformacién de la misma
cuando una onda sonora se transmite mecdnicamente a los fluidos cocleares, Vimos que la
membrana basilar puede modelarse por un sisterna de fibras paralelas. Si la membrana basilar
en reposo se encuentra sobre el plano y = 0, entonces cada una de estas fibras -0 por lo menos
su cje si las suponemos cilindricas- se encontraria en una x = constante. Definimos a s como
la rigidez de la membrana basilar. Entonces, s es una funcion de z solamente, es decir

s = s{7). 3.1)



Fl hecho que la deformacién de la membrana sca casi nula en el sentide longitudinal de la misma
se refleja enla independencia entre el mimero de onda y la rigidez, Ademds, la ecuacion (3.1) nos
muestra que la nembrana basilar oscila -en direccién y- por sccciones delgadas y separadas entre
5f, cuyo movimiento es independiente del de las secciones vecinas, Esto permite que el volumen
de fluido necesario para deformar cada seccién sea menor al que se requicre cuando la rigidez
depende de otras variables. Hasta ahora sélo hemos establecido, a partir de los experimentos
de Voldfich, que la rigidez depende tinicamente de la posicién sobre la direccidn longitudinal
de la membrana. Sin embargo, también podemos determinar su comportamiento cualitativo
a partir de algunas caracterfsticas anatdmicas de la membrana basilar. Mencionamos, en la
seccion 3, que la membrana basilar dividia:-junto con la ldmina espiral dsea- a la cdclea en
dos conductos !. Se ha observado que la membrana basilar es mds delgada en la base que en
la punta; el ancho de la membrana varfa gradualmente de 0.1 mm enla base a 0.5mm en la
punta, a lo largo de 35mm, aproximadamente [L.6, p.2). También se ha determinado que su
espesor decrece conforme nos acercamos o la punta. En la figura 3.9 se muestran de manera
esquematica las variaciones de las dimensiones de la membrana basilar, asi como la idealizacién
de ésta como un conjunto de fibras paralelas. Los dos factores antes mencionados contribuyen
a que la rigidez de la membrana disminuya de la base a la punta de la cdclen, siendo esta
disminucién de casi cuatro ordenes de magpitud [L.6). Como veremos mds adelante, el hiecho
que s s6lo dependa de z y que ademds disminuya conforme nos alejamos de la base del caracol
tiene una consecuencia importante sobre el mecanisino de discriminacién de frecuencias, o lo
que se conoce como “principio de posicidn”. Para analizar cualitativamente este principio,
as{ como para mostrar evidencias de que las ondas cocleares son dispersivas, estudinremos a
continuacién algunos resultados obtenidos por William S, Rhode [R.1, pp.1218-1231).

3.2.3 Experimento de William S. Rhode.

Para analizar las vibraciones de la membrana basilar en monos araria, Rhode utilizd la técnica
Massbauer, Este procedimiento consistia en implantar una fuente de rayos gamma sobre la
membrana, en un punto cercano a la base de la céclea. El procedimiento quirirgico permitia
que las fuentes {ueran implantadas a una distancia entre sf de menos de 2mm, en la direccién z,
por lo que correspondian aproximadamente a la misma posicién sobre la céclea. Rhode colocd
una segunda fuente sobre el timpano, en el punto de contacto entre este dltimo y el martillo
y obtuvo movitnientos sinusoidales de estas fuentes excitando al ofdo del mono con una onda
sonora inonotonal. Debemos senalar que ¢l movimiento de la membrana basilar en si no es
significativo, sino el movimiento de la misma en relacién con el estimulo. Por ello, si nars ¥ N
son e} desplazamiento de la membrana basilar y del martillo, respectivamente, y si

app cos (Wi +0pp) Y (3.2)
am cos{wt + Om), (3.3)

nMs
Mm

Cuando nos lmitanos al estudio macroscdpico.



las variables significativas son aysp/am. la razon entre la amplitudes, y Oxrp — O, la diferencia
entre las fases, A aapfam se le llama “razon entre seiiales de entrada y de salida” (Input-
Output ratio) de la funcién de tranaferencia de la membrana basilar. Los resultados obtenidos
por Rhode muestran que el desplazamiento de la membrana varia como funcién de la {recuencia,
de la posicién de la fuente sobre la membrana, y de la intensidad del estimulo, Aqui nos
litnitaremos al estudio de la dependencia de yap con la frecuencia y con la posicidn.

S consideramos que la posicion es constante (asi como la intensidad del estimulo), podemos
graficar ayp/am y 04 = Op15 — Oy como funciones de la frecuencia w/2x en kHz. En las figuras
3.10 y 3.2.3 se muestran los resultados obtenidos por Rbode en los casos en los que le fue posible
hacer mediciones para frecuencias suficientemente altas,

La figura 3.10 corresponde a appfam en dB -es decir, 20log (app/am)- como funcién de
la frecuencia (w/2x), la cual se muestra a cscala logaritmica, Esta figura muestra las carac-
teristicas importantes de la razén app/am. La mds importante de estas caracteristicas es una
frecuencia para la cual se obtienc un maximo de la razdn ayp/an. Este miximo se encuentra
en (w/2r) & 7kHz.También observamos que para frecuencias menores de Gk Hz, la relacién
entre ayp/ay, es una funcidn lineal de la frecuencia. Sin embargo, cerca de la frecuencia carac-
terfstica, la pendiente de la curva aumenta drdsticamente, pasando a un valor medio de 24 dB
por octava. Para frecuencias también cercanas, pero mayores a la caracteristica, app/an decae
linealmente a un valor constante, Este decaimiento cs muy abrupto. La asimetria de esta figura
es una evidencia del papel que juega la membrana basilar en la discriminacion de {recuencias.
En cfecto, el punto maximo es el correspondiente a la frecuencia caracteristica para esa po-
sicién sobre la membrana. Esta frecuencia es la frecuencia de resonancia de ese punto, El valor
maximo de aprp/an corresponde a ese punto. Como para frecuencios mayores ayp/an decae
rapidamente, deducimos que las frecuencias caracteristicas mayores corresponden a posicio-
nes sobre la membrana que sc encuentran todavia mds cerca de la base, Frecuencias menores a
6 kHz se encuentran todavia lejos de su posicion de resonancia, por lo que la respuesta obtenida
es lincal en cse intervalo de frecuencias, ademds de que su amplitud es menor que la obtenida
cerca de la frecuencia caracterfstica. La diferencia de fases 0 = Opp — 01, también permite
deducir propiedades importantes de la coclea, La figura 3.2.3 muestra que para [recuencias
menores de 0,03k Hz, 0; es aproximadamente constante e igual a 7 /2. Esto se debe a que en el
limite de frecuencias bajas, Oy es también la fase de las fluctuaciones de presion, asi como la
fase de la velocidad de la ventana oval. Por lo tanto, cn este limite, Oy g es también Ja fase de la
velocidad del martillo. Pero esta tltima estd #/2 mds adelante que la fase del desplazainiento
del mismo, pues como

N = Gy €08 (Wl + Opn),

Uy = W am sin(~wt = O) = wam cos (wt 0, + 7-2[) .

Por lo tanto, para bajas frecuencias debe cumplirse la relacion 04 = 7/2. Para frecuencias
mernores de 5.5 kHz, 04 es una funcidn lineal de (w/2x), pero su pendiente disminuye despuds,
conforme nos acercamos por la izquierda a la frecuencia caracteristica, Este comportamiento



s muy importante pues muestra el cardcter dispersivo de las ondas cocleares. Rhode considerd
que la velocidad de propagacion de la onda se mantenia casi constante hasta la frecuencia
caracteristica [R.], p.1228]. por lo que las ondas no eran dispersivas. Sin embargo, aunque
la pendiente de 84 es menor (su valor absoluto aumenta) para frecuencias mayores a dicba
frecuencia, también disminuye después de 5.5kHz, es decir, para frecuencias menores a la
caracteristica y cercanas a ésta. Si en cada punto de la membrana basilar la onda tuviera
una velocidad definida independiente de la frecuencia, entouces la fase de las vibraciones de ja
membrana seria una funcién del tipo

T

2
donde 7 es el tiempo fijo en el que la onda viaja desde ia base hasta el punto donde se encuentra
la fuente [L.6, p.6]. La relacién anterior sélo se cample para w/2r € 5.5kHz, por lo que cerca
del punto de miximo desplazamiento, la frecuencia debe de depender del nimero de onda.
Para frecuencias mayores y cercanas a la caracteristica, la diminucién de la pendiente también
debe de atribuirse al efecto de dispersién. El hecho de que la pendiente disminuya nos induce
a pensar que la velocidad de propagacién (velocidad de fase) disminuye cuando nos acercamos
al punto de resonancla,

Opp = O+ wr,

Unas caracteristicas que no se han discutido hasta ahora corresponden al comportamiento
para altas frecuencias, Este comportamiento se observé siempre que fue posible obtener datos
en ese intervalo de frecuencias. En la figura 3.10, app/am decae abruptamente pero no a cero,
sino a un valor constante. Del mismo modo, 84 no decae a cero sino que toma un valor constante,
por lo que la velocidad de fase aumenta drdsticamente. Una interpretacion de este resultado
es el de considerar que la respuesta de la cclea se divide en dos tipos de ondas, Una de ellas
es una onda estacionaria, la cual es medible sélo cuando la onda viajera ha desaparecido, es
decir, para frecuencias mayores a la frecuencia caracterfstica, Debido a que la ventaua oval -la
cual se encuentra adherida, por medio de un ligamento, a la base del estribo- se mueve gracias
al estimulo de la membrana timpénica por la onda sonora y que la ventana redonda se mueve
libremente, la amplitud de la presion de ambas ondas es 1a misma al momento de generarse en
la base. Como la onda estacionaria y la onda viajera tienen mismo signo en la rampa vestibular
pero signo opuesto en la rampa timpénica, las ondas se cancelan en la ventana timpanica, Cerca
de la frecuencia de resonancia, la onda viajera domina sobre el movimiento, pues aunque su
velocidad disminuye, su amplitud crece enormemente, Este hecho nos permite despreciar a la
onda estacionaria en el rango de {recuencias que nos interesa, en decir, cerca de la frecuencia
caracteristica, En efecto, el flujo acistico en la ciclea, el cual determinaremos en el siguiente
capitulo, cobra mayor importancia cerca de dicha frecuencia, pues entonces la velocidad de
propagacion de la cnergia es pequeiia y el tiempo que tiene esta energfa para disiparse es muy
grande, como veremos posteriormente,

Otra muestra de que las ondas cocleares son dispersivas se obticne graficando, cuando es
posible, a la frecuencia w en funcién del mimero de onda k. Para ello utilizaremos otros
resultados obtenidos por Rhode, en los cuales determing como variaban las curvas obtenidas
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en funcién de la posicién. Para ello, implanté dos fuentes sobre la membrana basilar -en vez
de una- a una distancia de Limm la una de la otra, y graficd los resultados. El procedimiento
seguido ¢s el mismo que el anterior, Los resultados se muestran en las {iguras 3.12 y 3.13.

Estos resultados muestran claramente algunas de las propicdades ya mencionadas. En cfecto,
venos que la frecuencia caracteristica del punto mis cercano a la base de la céclea es mayor a la
del otro punto. También podemos ver como las pendientes tanto de 0y como de 0, disminuyen
para frecuencias mayores a 5.5kHz. Sin embargo, este experintento nos permite determinar la
relacidn grifica entre ¢l mimero de onda y la frecuencia. Debido a que el nimero de onda se
define cono la razén de cambio de la fase con respecto a la posicién (ver apéndice B, para cada
frecnencia podemos determinar el valor medio del nimero de onda como

3 = 0d, -—04, - 04, -—04,
‘vram‘- I3 — 1 = Il_rzl

con ) —~ za = 1.imm. La grifica de w/2x como funcién kprom se muestra en la figura 3,14,

Cuando no hay dispersidn, la frecuencia y el mimero de onda son proporcionales entre si. La
figura 3.14 muestra que esto s6lo sucede para frecuencias menotes de fikHz, corroborando ast
muestra afirmacién de que las ondas sufren dispersién antes de alcanzar la frecuencia critica.
En la figura también se mucstra ¢dmo la curva w/27 vs. k tiende asintéticamente hacia el
valor de la frecuencia critica. Por lo tanto, su pendiente decrece gradualmente hacia cero. Esta
propiedad de la relacidn entre w/27 y k es sumamente importante, debido a que {a pendiente
de la curva es precisamente la velocidad de grupo del paquete de ondas U, 1a cual es también
la velocidad de propagacién dela encrgia.

Las consideraciones anteriores nos permiten concluir que la onda propagandose sobre la
membrana basilar es una onda viajera. Ademds, la velocidad de propagacién de la encrgia
disminuye y tiende a cero conforme nos acercamos a la frecuencia caracterfstica. Corno veremos
en el siguiente capitulo, esto nos indica que el efecto de las propiedades mecinicas sobre la
propagacion cs el de frenar a la onda antes de que ésta Hegue al punto caracteristico, por lo que
la energia que transporta la onda se acunmla en la cercania de este punto, También veremos
que ¢l efecto de la viscosidad es el de provocar la disipacion de esta energfa, de modo que la
amplitud de la onda no crece infinitamente -como sucederia si el fluido coclear estuviera ausente-
sino que llega a un miximo y después decae estrepitosamente a cero. Ademds de estudiar
cualitatlvamnente la interaccion entre las propiedades dispersivas de la membrana basilar, la
disipacién de la energia debida a la viscosidad de los fluidos que rodean a la misma y ¢l efecto
de la disipacidn de esta energia sobre ¢l fluido, construiremos un modelo donde estén presentes
estos mecanismos y que prediga la forma de la onda que se propaga sobre la membrana basilar,
Este modelo se basa en las ecuaciones de Stokes para fluidos. El hecho de que los gradientes
de la amplitud scan grandes en la region donde se disipa la energia nos induce a determinar el
siguiente término de la aproximacion WKB para ondas viajeras. Diclio término es un término
no lincal y corresponde al esfuerzo de Reynolds en la teorfa de flujo acistico que estudiamos
en el capitulo 2. Este flujo acistico es importante en la regién donde se disipa la energfa
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pues se genera, precisamente, gracias a esta disipacidn, Determinaremos este flujo medio en la
vecindad de la membrana basilar, La razdn de csto es que sobre la membrana se encuentran
las células ciliares, que son responsables del mecanismo de transduccin de la sefial mecdnica
en seiial eléctrica cuando son estimuladas en la direccion transversal (la direccidn (z)) de la
membrana, por lo que determinaremos una expresidn para <l flujo medio de volumen cu la
direccion transversal debido al flujo acistico hiorizantal, Esto puede parecer paraddjico pues el
modelo que consideraremos es un modelo bidimensional. Sin embargo, en el apéndice A daremos
algunos argumentos que permiten despreciar a la velocidad transversal {sobre la membrana)
con respecto la velocidad en la direccion de propagacion de la ouda; supondremos, entonces,
que la contribucidn del flujo acistico horizontal al flujo de volumen es la contribucidn principal
y que otras contribuciones son despreciables, Por lo tanto, podemos considerar un modelo
bidimensional de la membrana para evaluar, {inalmente, el {lujo de volumen debido al {lujo
actstico que aparcce cerca del punto caracteristico,
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Figura global del ofdo, Cada ofdo tiene tres partes principales: el ofdo externo,
ol ofdo medio y el ofdo interno. El tfmpano forma ol limite del ofdo medio; las ondas
sonoras Jo hacen vibrar; estas vibraciones se transmiten a través de tres huesecillos
-martillo, yunque y estribo- a la ventana oval del ofdo interno. De abf pasan al
caracol, que contlene células sensitivas que convierten las vibraciones mecdnicas que
se propagan dentro del ofdo interno, en hmpulsas nerviosos, El ofdo interno contfene
tamblién a Jos canales semicirculares, nuestro érgano del equilibrio.

Figura 3.1: Figura global del ofdo.
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Figura 3.2: Laberinto membranoso. El laberinto membranoso se puede dividir en tres
partes: el vestibulo, los canales semicirculares, y el caracol, Las dos primeras forman parte del
sistema de equilibrio, mientras que el caracol corresponde al sistema auditivo,
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Figura 3.3: Esquema de un corte longitudinal de los laberintos membranoso y dseo.

1. Dursmadre encefdlica 10. Csnal semicircular posterior 19, Canal y conducto cocleares
2. Saco endolinfitico 11.  Ramas comunes 20. Rampa vestibulnr

3. Conducto endolinfitico 12, Utrfculo 21, Hellcotrema

4. Tyjido perilinfatico 13.  Conducto utticulosacular 22, Rampa timpdnica

5. Canal semicircular antetior 14, Sdculo 23, Clego cupular

6. Ampollas anteriores 15. Méculs utricular 24. Membrana basilar

7. Ampolla membranosa externa 16, Macula sacular 25, Canalfculo cocleat

8. Conducto semicircular externo 17,  Perilinfa 26, Veuntana redonda

9. Ampollas postetiores 18, Conducto de Hensen 27. Estribo



Figura 3.4: Corte transversal de una espira del caracol.

1. Lémina espiral dsca 7. Membrana tectoria

2. Rampa vestibular 8. Organo de Corti

3. Membrana de Reissner 9. Membrana basilar

4, Conducto coclear 10. Rampa timpdnica

8. Estrfa vascular 11, Dendritas

6. Ligamento espiral 12, Ganglio espiral coclear
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Figura 3.5: Organo de Corti.

Membrana de Reissner

Limbo de la l4mina espiral ésea

Labio del limbo vestibular
Surco espiral interno
Célula cillar lnterna
Membrana tectorla
Espacio de Nuol

Células ciliares externas
Tunel externo

10.
i
12,
13.
4
16,
16,
17,

Surca espiral externo

Capa de cublerta timpénica
Membrana basilar

Células de sostén

Células en flecha

Fibras nerviosas

Dendritas

ldmina espiral ésea



Figura 3.6: Microfotogafia de la deformacion de la membrana basilar cuando el experimento
se clectiia en cdcleas frescas. En la esquina superior izquierda se muestra esquematicamente el
resultado obtenido: una banda transversal delgada cuyo ancho depende del ancho de la aguja,
N: aguja; L: ldmina espiral ésca; BM: membrana basilar,

Figura 3.7: Modelo de fibras paralelas en la direccidn transversal. Las fibras se deforman por
la presion cjercida con el objeto y reproducen la forma de la deformacién en el experimento de
Vaoldfich.
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Figura 3.8: Microfotografia de una céclea daiinda o pertencciente a un animal muerto varias
horas antes. Esquematicamente, se muestra la deformacidn circular al ejercer presidn con
la aguja, asi como la perforacin circular causada por la ruptura de los tejidos al presionar
demasiado con |2 aguja misma. N:aguja , L: ldmina espiral dsea; P: perforacion; BM: membrana
hasilar,

Figura 3.9: Esquema de la variacién en las dimensiones de la membrana basilar para las tres
direcciones.
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Figura 3.10: Amplitud ayp/am en dB. Las mediciones para varias frecuencias se extrapo-
laron. Rhode encontrd que la vibracién de la membrana basilar era lineal para (w/2r) =

1 klz, 6 kHz y 9kHz, lo que justifica la extrapolacién lincal para estas frecuencias, Se mostrd
que para (w/2r) en el intervalo [1,6) la vibracion de la membraua basilar era lineal,

o-\

-84

» T

Curva tipica de 8 en funcién de (w/2x) cuando fue posible hacer hacer
mediciones para frecuenclas grandes, La escala usada es lincal para
mostrar que para frecuenclas menores de 5.5 k iz 64 es una funcién lineal,
excepto en una regién cerca del origen [(w/2x)) < 0.03 kHz, donde 63 =
1.6rad=n/2,

Figura 3.11: 04 (en rad) vs, (w/2x) (en kHz).
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Figura 3.12: Resultados obtenidos para dos fuentes Ty y 73, las cuales fueron injertadas sobre
la Membrana Basilar. La distancia entre estas dos fuentes era de un centimetro y medio.

P o

v v v

1 ‘ [ "
Figura 3.13: Razon entre ¢l desplazamiento de la Membrana Basilar y del martillo, para el
esperlmento en ¢l que se media el movimiento en dos posiciones distintas de la membrana. T,

y 04, son los datos obtenidos para la fuente mds cercana a la base de la ciclea,
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Figura 3.14: Frecuencia (en kiloHertz) como funcién del mimero de onda promedio, el cual
. 84, =0 .
se determing usando la formula kyrom = -, donde 0y, y O, son valores experimentales

obtenidos por Rhode, Ademds, 3¢ = 15m s~ si w/2r < 5.5kHz.
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Capitulo 4

Descripcion cualitativa y modelo de la
ciclea.

4.1 Modelo cualitativo de propagacion de ondas.

En el capftulo anterior mostramos algunos resultados obtenidos por Békésy, por Voldfich y
por Rhode. Las observaciones experimentales de Rhiode nos permitieron encontrar la relacién
grifica entre el ndmero de onda k y la frecuencia angular del movimientow (ver figura 3.14 del
capitulo 3). Esta relacion determina las caracteristicas de propagacion de la onda; se le llama
relacién de dispersidn (ver apéndice B). La relacién de dispersion es una relacion local en una
perturbacién cuya longitud de onda es corta comparada con las escalas tipicas del sisterna. En
un sistema donde se observen ondas viajeras, podemos escribir el desplazamiento vertical como

¢ = Alez,ct)exp [.‘ (ﬂf-:—i'l)] : (1)

donde el pardmetro € =(longitud de onda)/(escala tipica del sistema) es mucho menor que 1.
La funcién 0 define a la fase del paquete de ondas. FEsta fase se relaciona con el mimero de
onda local asi como con la frecuencia local del sistema. La derivada con respecto a z de la
{use determina al mimero de onda, mientras que su derivada con respecto a ¢ al negativo de la
frecuencia local:

a0 ,
Fr e +ky (4.2)
a0 .
5oc v (4.3)

La ecuacion (4.1) generaliza la formula

&= Aexpli(kz - wti',
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donde 4, k y w son constantes. Cuando el medio en el que se propaga la onda es inhomogéneo,
la frecuencia no sélo depende del mimero de onda sino también de la posicién, de modo que

w = w(k,z). (4.4)
Por otra parte, la ecuacién de conservacidn de encrgia toma la forma [W.2]
8E  BS(HE _
ot + “""a x"" = Oa (‘1'5)

donde £ es proporcional a A La ecuacion (4.5) nos permite deducir que en el caso en que
w'(k} es una constante la velocidad de propagacion de la energia es la velocidad de grupo U
definida como (ver apéndice B)
U =uw'(k).

Por lo tanto, si tenemos una relacién de dispersion (ccuacion (4.4)) dada por mediciones ex-
perimentales (ver figura 3.14) la ecuacién (4.5) nos permite identificar las propiedades del
mecanisimo de propagacion de ondas, Usaremos la figura 3.14 para deducir dichas propiedades,
asi como otros resultados experimentales obtenidos en ¢l capitulo 3.

En el capitulo anterior vimos que las propiedades mecdnicas de los fluidos cocleares son
similates a las del agua. Ademds, sabemos que el movimiento de las ondas superficiales pro-
pagdndose en agua penetra a una distancia del orden de £~', Por analogia a ese caso, I inercia
del fluido para el problema de propagacién de ondas sobre la membrana basilar también es
proporcional a k~*, aunque en este caso dicha incrcia se duplica, escncialmente, pues los mo-
vimientos del flnido ocurren & arnbos lados de la membrana basilar {L.6]. St my es la inercia
debida al fluido, el razonamiento anterior implica que

my = Ak™", con A= constante,

Sea B la inercia debida a la membrana basilar y a las estructuras que se encuentran sobre de
clla. Una caracteristica de Ja relacién de dispersion para sistemas conservativos es que debe de
escribirse como (ver apéndice B)

= rigidez gencrallzada.

inercia generalizada

Para el caso de Ja ciclea Ja rigidez gencralizada se reduce a la rigidez s{z) de la membrana
basilar y la inercia generalizada a la inercia de las partes del sistema que se encuentran en
movimiento durante la propagacion de la onda. Esto es,

2 _ s(z) )
W= -———-«il i para z 2 0, (4.6)

Es fdcil encontrar la funcién inversa de la ecuacion anterior, dando corno resultado

wA

J_(_x-)—-:’:;[}“ (4-7)

k(z,w) =
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Por otra parte consideramos que el estimulo se compone de una onda monotonal, lo cual implica
que la frecuencia es constante: w = constante = w,. Si la posicidn de resonancia de la onda
cuya frecuencia es la anterior cs z,, la ccuacion (4.7) indica que la rigidez en dicho punto es
s(xy) = w,B, y que la ecuacion para el mimero de onda puede escribirse como

wod
3(z) ~ s(zr)”

k(z) = (4.8)
Por lo tanto, conforme la onda se aproxima al punto de resonancia su nimero de onda tiende
a infinito, por lo que su longitud de onda disminuye considerablemente. Ademis, como w =
constante = w,, entonces el flujo promedio de energfa, A?, no depende de t. Asi, por la ecuacion
(4.5) tenemos que
3 (w'(k)AY)
el lud SL A A4
e =0, (19)

por lo que

w'(k)A} () = w' [k(0)) A%(0) = constante,
es decir,
constante

U

Pero los resultados cxperimentales muestran que U tiende asintéticamente a cero cuando nos
acercamos al punto de resonancia. Esto implica que la amplitud A de la onda crece sin limite
conforme nos acercamos a dicho punto. Este comportamiento se muestra esquematicamente en
la figura 4.1

Az) = : (4.10)

Este patrén de ondas muestra las siguientes caractenisticas:
o Hay acumulacién de energfa en la vecindad del punto caracteristico de la onda que trans-
porta dicha energfa; la posicién de este punto depende de la frecuencia del estimulo,

e Los puntos de acumulacién de cnergia se acercan a la base de la céclea si la frecuencia
del estimulo aumenta (ver la figura 3.12).

o Las ondas se acortan conforme la onda se acerca a la posicion caracteristica.

o No lay onda reflejada.

A este mecanismo de absorcion de energia se le conoce como absorcidn de capa critica, y se
presenta en problemas de fluidos estratificados [L.2]. Recordeinos que sélo existen dos tipos
de mecanismos de disipacién de energia que incluyen el fenémeno de resonancia. El otro caso

aparece e¢n problemas de gufas de onda, por ejemplo, donde existe una frecucncia de corte.
El 1iltimo caso s opuesto al que hemos descrito pues en éste toda la encrgia se refleja y la
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Comportamiento cualitativo de la membrana basilar cuando no se
consideran mecanismos de atenuacion. Vemos que conforme nos
acercamos al punto caracteristico el niimero de onda y la amplitud
del movimiento crecen drasticamente, por lo que la energia trans-
portada por la onda se acumula en el punto z = z,.

Figura 4.1: Comportamiento de la membrana hasilar cuando no consideramos el
efecto de la viscosidad,
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amplitud de la onda es finita. Ahora trataremos de construir un medelo cualitativo donde ¢l
mecanismo de absorcién de capa critica se refleje en la forma de la relacidn de dispersion.

En ¢l capitulo anterior 3, vimos que la estructura interna de la membrana puede modelarse
como un arrcglo de fibras paralelas (figura 3.7 en la seccidn 3.2.2 del capitulo 3). Por {a forma
de la membrana basilar, la cual se muestra esqueinaticamente en la figura 3.9 del capitule 3, la
rigidez de la membrana basilar debe de disminuir de la base a la punta del caracol. De hecho,
Lighthill menciona que la rigidez disminuye por cuatro ordenes de magnitud en la direccion
longitudinal de la mnembrana basilar [L.6]. Entonces el acoplamiento en la direccidn z se debe
al fluido que rodea a la membrana. El efecto del fluido se refleja en la inercia del sistema, el
cual s¢ compone de la membrana basilar y del fluido. Vimos que la relacién de dispersion es
de la forma mostrada en la ecuacién (4.8).

En esta ecuacion aparece la inercia aiiadida my debida al fluido, por que lo iucluye el efecto
que éste tiene sobre el acoplamientode las fibras en Jadireccién z. La ecuacion (4.8) uos permitio
predecir algunos de los resultados que se observan experimentalmente y que corresponden al
mecanismo de absorcién de capa critica. De Jo anterior podemos deducir que la relacion de
dispersién (4.8) es adecuada para describir cl sistema de la cclea. Por Jo tanto este sistema es
un sistema hidroeldstico en cl cual tanto el fluido como la membrana intervienen para producir
¢l fenémeno de propagacién de ondas.

Esto explica la falla de Jos modelos eldsticos. Dichos modelos suponen un acoplamicnto
elistico en la direccion z, lo que da lugar a una relacién de dispersién de la forma

1 S(2)k?
T B+ ARV

lia grafica de la relacién de dispersién anterior se muestra esquematicamente en la figura 4.1. En
k = k, dicha grifica tiene un punto de inflexién y la pendiente de la curva empicza a aumentar
después de este punto; por esta razon la relacion de dispersion no muestra las caracteristicas
del mecanismo de absorcidn de capa critica, lo cual contradice los experimentos. De hecho, ¢l
punto de inflexion da lugar a una frecuencia de corte en z = z,.

Anteriormente vimos que si no considerainos el efecto de la viscosidad del fluido, cuando & —
oo la amplitud del movimiento 4 también crece sin limites. Sin embargo, cuando consideramos
el acoplamiento de la membrana con el fluido, entra en juego la viscosidad del mismo como
mecanismo de disipacién de cnergia. En efecto, si bien la viscosidad es muy pequeiia, la
atenuacién de la onda debida a la viscosidad -del orden de (¥? x viscosidad)- se vuelve de orden
O(1). Esta atenuacion es responsable de que la amplitud de la onda sea finita. Entonces, la
viscosidad provoca la disipacién de la energia -la cual es suministrada a sistema por ¢l estimulo
en la ventana ovai- en cl punto r = z,, dando lugar a un estado periédico en ¢f tiempo peronoen
el espacio. La fortna del desplazamiento, con los efectos de disipacién incluidos, fue determinada
por Zweig y se muestra en la figura 4.1, Esta grafica la obtuvo Zweig interpolando los datos
obtenidos por Rhode en el experimento de las dos fuentes [R.1).
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Relacidn de dispersién que obtendriamos en caso de que hubiera
un acoplamiento eldstico en la direccién z. En este caso la grafica
muestra la existencia de un punto de inflexién el cual corresponde
a una frecuencia de corte. En este caso la energia se refleja y la
amplitud de la onda es finita,

Figura 4.2: Relacién de dispersién en el caso de un acoplamiento eldstico en la
direccién z.
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Relacion entre ] desplazamiento de la membrana basilar y e eje longitu-

dinal z de la membrana obtenida por Zwelg. Esta relacién la determing
dicko autor usando las datos experimentales de Rhade,

Figura 1.3: Desplazamiento (en nm) vs. coordenada longitudinal £ (en cm) obtenida por Zweig,

El modelo cualitativo de propagacion de ondas que hemos descrito en este capitulo explica
como se propagan las ondas en la ciclea, Vimos que conforme una onda se acerca a la posicién
caracteristica que Je corresponde su nimero de onda y su amplitud crecen. También vimos que
la accién de la viscosidad sobre la onda no solo limita el crecimiento de la amplitud, la cual
alcanza un méximo finito, sino que también provoca el decaimiento a cero de dicha amplitud
gracias a la disipacion en la energfa. Sin embargo este modelo cualitativo no nos ayuda a
comprender c6mo se mueven las células ciliares del érgano de Corti, el cual se encuentra sobre
la membrana basilar (ver figura 3 del capitulo 3). Como dijimos en el capitulo anterior, estas
células -en particular, las células internas- son responsables del mecanismo de transduccion de
la seial mecdnica en una sefial eléctrica,

A continuacion trataremos de explicar el inovimientode las células como una consecuencia del
mecanismo de propagacion de la onda y de la absorcion de Ia energfa en ¢l punto caracterfstico,
Vimos en la seccidn anterior que estos mecanismos son lineales, Sin embargo, en la regién donde
la amplitud del movimiento crece enormemente (en relacion con el movimiento de puntos mds
cercanos a Ja base de la cdclea) para luego decaer a cero, los efectos no lineales se vuelven
importantes, Uno de estos efectos es la aparicion de un flujo medio -andlogo al flujo acistico
que estudiamos en e} capitulo 2- gencrado por la atenuacién de la energia de la onda. Este flujo
podria generar un flujo de volumen en el plano perpendicular a la direccion de propagacién.
Como la energia transportada por la enda se disipa totalmente cerca del punto caracteristico,
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en esta region el flujo medio es mayor que en otras regiones mas cercanas a la base. Entonces
el flujo de volumen generado en el plano (z,y) puede ser suficientemente grande como para
provocar la deflexion de las células ciliares.

En la siguiente seccién trataremos de escribir las ecuaciones de movimiento para el problema
de la cdclea, basandonos en los resultados cualitativos que obtuvimos en esta seccidn, Esto nos
]
permitird, posteriormente, incluir los efectos de los términos no lineales sobre el movimiento.

4.2 El sistema hidroeldstico y sus propiedades disper-
sivas,

Por 1a scccidn anterior sabemos que la relacién de dispersién

2 _ Tigidez generalizada
Inercia generalizada

o5 vilida cuando
¢ la rigidez incluye las contribuciones de las fuerzas que tienden a mantener al sisterna en
equilibrio y
o la inercia incluye las contribuciones de las masas que deben ponerse en movimiento para

que ¢| sistema se mueva a su vez,

En ambos casos, son las contribuciones en la energia las que son relevantes para definir a la
rigidez y a la inercia [L.5, p.164]. Independientemente de la coordenada generalizada g que
utilicemos, las energfas potencial y cinética se definen como

Bo= oy (111
= L (B
E, = 5m (at) . (4.12)

donde m y ¢ son la inercia y la rigidez de la membrana basilar respectivamente, Para flujos
en ductos en general, en particular en el caso de la cdclea, Fy y E, son energias por unidad de
longitud del ducto.

La rigidez volumétrica s = s(x) satisface la ecuacién (4.11) si ¢ es ¢l volumen desplazado
en una de las rampas por unidad de longitud -en la direccién z-. Sea entonces V el volumen
desplazado durante el movimiento de la membrana. Por otro lado, definimos a 2p como la
diferencia de presiones entre las rampas requerida para producir el desplazarniento del volumen
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Figura 4.4 Idealizacién del sistema coclear.

por unidad de longitud V [L.5, p.199). Por conservacion de ene ‘;fn, a tasa de cambio de la
cnergfa del sistemna coclear debe ser igual a la tasa de trabajo 2p2- efectuado por la diferencia
de presiones entre las rampas vestibular y timpanica, bmalmente, aproximamos la condicion
sobre la membrana basilar como una condicién en y = 0. De este modo, la condicién de
acoplamiento entre el fluido y la membrana basilar se expresa como

Flim () + 3] -=(5)

esta condicion se reduce a

mb—t—!V(x,t) + s(z)V(z,t) = 2p(z,t) en0<Lz <00, (4.13)
donde p(x,t) es la diferencia de presiones entre las dos rampas del {luido que rodea a la mem-
brana, La ecuacién (4.13) es la ecuacidn de un oscilador arménico forzado. La frecuencia
natural de dicho oscilador es w? = s/m donde m cs la masa de la membrana basilar, La
idealizacion del sistema se muestra en la figura 4.4,

Como dijimos anteriormente supondremos que el movimiento es bidimensional y que se
efectia en el plano (z,y) (la justificacion detallada de esta idealizacion se encuentra en cl
apéndice A). Por otra parte, suponemos que el flujo es irrotacional, por lo que la velocidad i
de dicho fluido puede expresarse como el gradiente del potencial de velocidades. Entonces por
la ecuacidn lineal de conservacién de momento (2.12) del capitulo 2 y por la incompresibilidad
del fluido, la presion p del fluido satisface la ecuacion de Laplace

V=0 en0<r<co {4.14)



Ademds, suponeinos que el laberinto dseo s una frontera sélida y que este laberinto se encuentra
a una distancia y = &d -con d constante- de la membrana basilar. La condicién que satisface
p en la frontera es entonces 2

2. (4.15)
dy
Ademas si recordamos la analogia del problema con la propagacién de ondas en agua profunda
(ver apéndice C), podemos interpretar la condicién de superficie libre como una condicion sobre
la aceleracién de la membrana. Supondremos entonces que esta aceleracidn viene dada por el
gradiente de presiones -generado gracias al movimiento de los fluidos- entre las dos rampas que
componen a la cclea y que estin scparadas por la membrana basilar, Tomaremos la rampa
vestibular como objeto de nuestro estudio, por lo que aqui y > 0. Recordemos, ademds, que

V es el volumen desplazado, por lo que la aceleracidn es =, entonces por la segunda ley de
Newton, obtenemos una segunda condicién sobre la membrana dada por la ecuacién

pV:Qd%, eny=0 con0<z<oc. (4.16)

Por otro lado, debemos de considerar las condiciones de frontera para 8,V y &,V en t = 0, asi
como la condicion para V en la posicién del estimulo, la cual es

V(0,0;t) = Vs exp (iwt),

para V e la base de la membrana basilar, El sisterna de ecuaciones (4.13), (4.14), (4.15) y
(4.16), junto con las condiciones de frontera para V, constituyen el sistema de ecuaciones que
describen el movimiento,

Debido a que el estimulo cs una onda periédica con respecto al tiempo vamos ahora a tratar
de encontrar soluciones para este modelo,

Buscamos soluciones del tipo de ondas viajeras que sean periddicas en el tiempo, por lo que
proponetnos a V y a p de la forma

V = A(cm)cxp(iwt)cxp[—i?—(i—lj]+cV(”+---. (4.17)
p = Blex,y)expliwt) cxp[-—iﬂ?l]-i-zpm-i-“-. (4.18)

Donde € representa la escala tipica de la inhomogencidad, es decir, a la escala de s(cz) con
respecto a la longitud de onda del movimiento. De la ecuacién (4.18) podemos deducir que
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g;g = ( ) B(er, !/) OXp(tu)l) exp[ l_o_(‘_‘r_)_] +

+e {@:7';(,—) ~i0B(ex,y) - 2:01)} expliwt) exp [—io—(?—)-] oy
(4.19)

ap _ OB Hez)| |
W = o — exp(iwt) exp[ (4.20)
donde el punto significa que derivamos con respecto a la variable lenta -es decir con respecto a
€z-,

Como p satisface la ecuacién de Laplace (4,14), si sumamos las ecuaciones (4.19) y (4.20)
los coeficientes de cada una de las potencias de ¢ debe anularse. Considerando el coeficiente de
Ia potencia de ¢ de orden 0 obtenemos Ia ecuacion diferencial

2B /a2
o5 - (@) B =0,
cuya solucion puede escribirse como
Blez,y) = Fi(ex) exp(dy) + Fa(cz) exp(=0y).

La ecuacidn anterior nos permite escribir la aproximacion a orden cero de la presién. Si la
sustituimos en la ccuacidn (4.18) para p y usamos la condicidn de frontera (4.15) en y = d,
vemos que p tiene la forma
, O(ex
wt - t-(—l .
¢

p= F(er) {exp [é(cz)y] +exp [2é(cx)d - 0(cz)y]}exp
Pademos eliminar a F de la ecuacidén anterior si consideramos la condicién de frontera (4.16)
sobre la membrana basilar. Usando la forma (4.17) que propusimos para V, vemos ficilmente
que

&V

T —pw? A(cz)exp(iwt) exp [—4-—2]

por lo que la condicién (4.16) queda como

—pu? Aez) = 2d

dB(ex,0)

determinar a F en funcién de 4, de modo que

8B(cz,0)
y

Podemos encontrar a por medio de las ecuaciones anteriores. Esto nos permite
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+
F(cx) = —puw?A(ex) {2d0 [l - exXp (2(10.)]}‘l (4.21)
Por otra parte, la ecuacién (4.13) se escribe en términos de 4 y de F como

[~mu? + s(ee)] Alee) = 2(ex) [ +exp (20d)]. (122

Eliminando a F(cz) de la ecuacion (4.22) por medio de la ecuacién (4.21), obtenemos fi-
nalmente la relacién de dispersion (cuando consideramos la aproximacion a orden céro de las
magpitudes fisicas V y p) dada como

.\l € 20d +l
w? {m+p(0d) ;—:—z—g—z—‘ﬁ—;—:}=s(z). (4.23)

En el limite cuando el nimero de onda crece 8d 3 1 y la ccuacién (4.23) toma el valor dado
en la ecuacion (4.6), la cual es la relacion de dispersién que estabamos buscando, pucs es la que
permite que se satisfagan las observaciones cualitativas de la seccién anterior,

Vamos ahora a indicar esquematicamente el proceso que pernite obtener el siguiente orden
de la aproximacién de la energfa. Las variables V(1) y p!) satisfacen las siguientes ecuaciones
no homogéneas:

217(1)
maa‘:z + s(ex)V® = plh),
Vi) apt
—_— = 2
T Oy
P Fpn o [Bex)
W+W = —i{fFexp{iwt — i |1 *

{exp [0((::)1/] + exp [20(6:5) d- lj(cz)y]} ,

con las condiciones en la frontera correspondientes. El sistema homogénco debe tener so-
luciones y una de ellas es la onda cuyo nimero de onda 0 satisface la ecuacién de dispersion,
Por lo tanto, el sisteina no homogéneo tiene soluciones tnicamente cuando se satisface una
condicién de compatibilidad. Podemos obtencr esta condicién separando variables ¢ integrando
por partes la ecuacion que resulta en y para pl*), Esta condicién toma la forma de una ecuacién
diferencial para F y podenios expresarla en términos de la variable V cono

{—%w'(k)A?(m') =1,
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La ecuacidn anterior es precisamente la ecuacion (4.9) que sugerimos de manera cualitativa,
o

al usar ¢l argumento de velocidad de grupo cuando —— = 0. Nos fue posible ntilizar este
argutnento por que no hay una dependencia temporal explicita.

4.3 Efectos viscosos.

En esta seccion estudiaremos el efecto de la viscosidad sobre el mecanismo de propagacién de
ondas en la ciclea. Debemos entonces de considerar la ecuacion de conservacion de momento
del fluido que rodea a la membrana. Supondremos que el fluido es incompresible por lo que
podemos tomar a la ecuacién (2.35) de Navier-Stokes -que dedufimos en el capitulo 2. Como
primera aproximacién supondremos que el término no lineal (& - V)& -donde if es la velocidad
del fluido- de dicha ecuacién cs pequeiio; entonces i satisface

p%tﬁ = 4V - Vp.

A esta Gltima ccuacion sc le conoce como ecuacion de Siokes.

Peskin siguié este método para determinar la forma de la propagacién de la onda sobre la
membrana y para tratar de explicar el principio de posicién, Peskin considera que la mem-
brana es viscoeldstica, por lo que en sus ecuaciones aparece un cocficiente de viscosidad de la
membrana. Sabemos que no existen evidencias de dicho coeficiente. Sin embargo, €l modelo
de Peskin también presenta las caracteristicas del mecanismo de absorcion de capa critica. El
problema con dicho modelo es que debe resolverse numéricamente. Por otra parte Lighthill
encuentra una solucion aproximada al problema en forma analitica. Esta solucién permite os-
tudiar los efectos de la viscosidad en la capa critica, asi como encontrar el flujo medio que
actia como fuente de flujo de volumen, Este flujo de volumen podria ser el responsable del
movimiento de las células ciliares.

Como queremos estudiar el efecto de la viscosidad sobre el moviiniento, no podemos suponer
que siga siendo valida la ecuacidn (4.14) (aunque después veremos que sf lo es), debido a que la
dedujimos para el caso en cl que el fluido es irrotacional: Como vimos en el capitulo 2, en las
regiones donde la viscosidad es importante ¢l fluido no puede consideratse como irrotacional,
Las demds ccuaciones de la seccién anterior no se modifican. Debemos entonces resol ver el
sistema de ccuaciones

2
m?__V + s(z)V

5 = 2(2,0,1) si 0<z<oo, (4.24)
v ap ) ,
5 = 2d-a—g(0.l) si 0<1z< oo, (4.25)
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% = uViE-Vp si 0<z <o, {1.26)
Vi = 0 si 0<y<d, (1.27)
i = (O,Ql:-) en y=0y (4.28)
g =0 en y=d (4.29)

Ademds, supondrentos que la viscosidad cinematica v es pequeiia y que sus efectos estin
confinados dentro de la capa limite.

En esta seccién vamos a determinar la disipacidn de la energia debida a la viscosidad, Para
ello es necesario que encontremos una expresion para la velocidad & del fluido. Esto es lo que
haremos a continuacién. Por analogfa a nuestro razonamiento de la seccién anterior, vamos a
suponer que la forma de V puede aproximarse por la expansidn (4.17), por lo que su derivada
con respecto al tiempo es

%—‘: = twA(ez)exp [iwt - ,ﬂif_)] F e (1.30)

donde A y 0 los determinamos cn el caso de la solucién inviscida, Entonces la condicién de
frontera (4.28) puede escribirse como

a|V=0= (0, iwAexpifwt — kz])
Por otra parte suponernos que i es una funcidn periédica con respecto al tiempo, por lo que
i = (u,v) exp(iwt), (4.31)
Entonces p&f = fwil. Otra conclusion de la condicidn anterior serin
iwil = p V2 - Vp. (4.32)

Cuando calculamos la divergencia de la ecuacién de Stokes -ecuacién (4.26)- y usamos la
relacién (4.32) notamos que

piw(V - iy = ~Vip+ VIV . 11).
Si recurrimos a la ccuacion (4.27) obtenemos

V=0, (1.33)



Ademis, podemos eliminar a p de la ecuacidn de Stokes puces la ecuacidn (4.33) anula ol término
V?{Vp] = 0. Consecuentemente, al caleular o} laplaciano de la ecuacion {4.32}) encontramos que

VI9? - iwp™il = 0. (4.34)

Por lo tanto, p y i satisfacen el sistema desacoplado

v = 0, {4.35)
Vi = 0y (4.36)

v? (v’ - ;3’-) i=0 (4.37)

Donde v = £, i suponemos que u es de la forma {separacidn de variables)

u = Uly) exp{iwt — ig). (4.38)

; y la escribimos en la ecuacién (4,37):

f 8'u Bu e [P O]
,, 2t Yy Ty {ﬂz’ ?3},7}"0’

i encontramos que
6)'U - 20YU"(y) + UNy) - iwr™! [-(d)’u +U" =0 (4.39)

Si definimos K? = (6)* + iwv™!, encontramos que la ecuacidn se escribe como

Uty) - [0 + K U (y) + (K7 U =0, (4.40)

Un breve examen de esta dltima ecuacién nos indica suponer que U/ = exp(ry). Entonces
abtendremos ¢l polinomio r* - [0’ +K "'] + (0} K? = 0, Este polinomio tiene como raices o

r = 30, £K. Si reemplazamos la condicion de frontera en y = d por una condicién para y
grande encontramos que

U(y) = Bexp(~0y) + C exp(~Ky).
Ademis U = 0 en y = 0 nos especifica que

FSTA WSS NG DERE
i BE A HIBUUTECA
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Uty) = B [exp(-0y) - expl(~Ky)].

Si escribimos la componente v de la velocidad de la forma v = Vexpi(wt — 0/¢) entonces
vemos que v satisface las mismas ecuaciones aunque cumple con la condicién de frontera V =
iwA en y = 0. Adenas, v satisface la relacién g—:— + gly' = 0. Entonces

-i0B cxp(-ijy) - cxp(»-l(y)] +D [K exp(—-Ky) - 0exp(~0y)] —iwAK exp(-Ky)=0

De esta ecuacion inferimos que

iB+0D = 0 y
0B+ KD = iwAK.

il

Al resolver este sistema encontramos que u y v son de la forma:

u(z,y)=1Dexp [wt - tﬂ-—z] {cxp( ~ly) - exp(— I\y)} y (4.41)
v(z,y) = Dexp [wt -19-(——2] {exp( ~by) - 0K cxp(—Ky)} , (4.42)
donde las funciones D y K satisfacen
D(1 —0K™) = iwA(cz) y (4.43)
K? =07 4w, (4.44)

Ahora podremos calcalar la disipacidn de la energia cinética debida al efecto de la viscosidad.
La tasa de disipacién de energia D, por unidad de volumen y promediada sobre un periodo
temporal, se expresa como [L.4, p. 592)

D=‘2p((%¥)z ( ))+ (("“ o )).

Si usamos las ecuaciones (4.41) y (4.42) para u y para v, respectivamente, vemnos que

Ju

or
du

ay

.ll-?“l;/l exp (wt — '0(51: ] exp(— 0v/ —exp(—K 1/)}
—wA l—z ] 0(3)()( 0 + K exp(- I\v)}
iR p(-0y) p(=Ky




% = %?I,cxp[wt—t )] exp(~0y) - exp(~Ky)},
T -

Por otra parte, demostramos en el capitulo 2 que el promedio (con respecto al tiempo) del
producto de dos variables de la forma (A + Bi)exp(iwt) cs simplemente la mitad del factor
-que mutiplica a la exponencial- de una de cllas por el complejo conjugado de la otra, En el
apéndice A demostramos que esto es cierto también cuando dichas variables se escriben como un
complejo multiplicado por exp(iwt - i0/e). Aplicamos este resultado aqui. Si no consideramos
la componente exp(iwt ~ i0/¢), podemas deducir facilmente, de las ecuaciones anteriores, que

(g:) (BJ:) = %Iexl’("ij)'"exp(—l(y)r

(oy) (g;) - [-"“%r exp(~dy) —.exn(—lry)r.

Del mismo modo, tenemos
(3u+0v) (@+p_v)‘= 4(0wA)’
dy Ox)\dy oz ll_g'/KI
Por lo tanto, D queda como
2p(0wA)
l-drnf

Pero el término entre llaves de la ccuacin anterior es igual a

-5 (021 -1y K) cxp(—l\’y)r.

{ lexp(~dy) ~ exp(~K)[ +

exp(—y) - % (6r- + ki) exp(~1\’u)r} :

2exp(~20y) {1 . |01"l + Ké-*|’} lexp(~2Ky)| -
R{[Z-H?I('1 + Ké"’]exp [- (é+K) y]}

Si integramos la expresion anterior de y = 0 a y = 00, obtenemos la disipacién total de energfa
por unidad de drea A, como:

2u(fud) [ - R + K)}+

- |1-é/x|i
__.___I"*‘(";"")I,(:zsz(n)r' [1+ 31k + k=[] (4.45)
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En efecto,

2/cxp(—20y) dy =07,
b
141} 0K~ + l\’é"r no depende de y y

[lexa-2kcy)lay = RN
0

y finalmente

[r{[+ ik 4 Kiexp[- 0+ K) ]} oy = -® (~___.._*.~..2 0K 4 ""j")

0+ K
-R (0" + l\'"') .

Ahora bien, la expresion para A puede reescribirse como
2 ’ 3 .
= HOATpeee gy [-so’ (RK) +40 K [P+ |0° + 1<’|’] :
4|1 - 0/K|

Ademds, sabemos por la ecuacidn (4.44) que
@ = R(K*)=2(RK)'~|K|™, yque
lli"‘ + K’r = 40° 4+ w2,

Entonces A se reduce a a7
A= ‘-‘(“;—) ®K)" |6+ K[

Si escribimos lo anterior en términos del mimero adimensional x = 0/v fw, tenemos que

(v + l)'/2 + 2 N _l~
AcR(a2 1)1 2

Este coeficiente es un coeficiente de disipacion por unidad de longitud y sobre un ciclo. Esto
quicre decir que debemos modificar la ecuacion de conservacién de la energia para la amplitud,
de modo a incluir los efectos disipativos, Este coeficiente A depende de la amplitud A de V,
del mimero de onda local 0, y de un factor donde interviene el nimero adimensional . Si
incluimos los efectos disipativos, entonces dicha ecuacidn queda como

A = plu? { } A¥cz), (4.46)

;%w'(k)A’ =-AA
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Podemos ficilmente integrar esta ecuacién, dando como resultado

W'(K) A (z) = o' (0)A%(0) {exp [— / 3-, dz] } ,

0

por Jo que la amplitud es de la forma

YL %
Az) = &’—(g?-(t—:j@l {exp [-—/ ;A: dx] } ) (447)

]

La ecuacién (4.47) nos permite interpretar la abrupta caida de la amplitud de la onda a cero.
esta caracterfstica se debe a que w' tiende a cero conforme se acerca la onda a la posicién
caracteristica. En efecto, por la relacidn de dispersion que obtuvimos (ver figura 3.14), vemos
que w' tiende a cero més rapidamente que w, —w, 0 que Z,~x en nyestro caso (pues consideramos
a w fija). Cerca de la posicién caracteristica, podemos, de o anterior, deducir que w' s¢ hace
cuadriticamente ccro como funcién de la diferencia z, ~ r, es decit, ' [k(2)] ~ a(z, - 2)?,
con a > 0. Si A luera cero, la amplitud A de la onda se volveria infinita cuando «' tiende a
cero, que fue Jo que dednjimos anteriormente, Pero como A siempre cs positiva (ver la ecuacion
(4.46)), en la vecindad de z, tenemos que

FA 1
exp [—-/;}-,] dz = exp [-—zr__ 1],

a

por lo que la amplitud del movimiento de la membrana es cero en ¢ = z,. Esto nos indica
que la amplitud desarrolla un gradlente decreciente muy pronunciado en la vecindad de la capa
critica. La amplitud de la onda, incluyendo los efectos viscosos, se muestra esquematicamente
en la figura 4,3, Debemos sefialar que hasta la fecha no existe un tratamiento matématico
completo que obtenga la ecuacion de disipacién de energia como consecuencia de una condicion
de compatibilidad.

En ¢l desarrollo anterior consideramos que los términos no lineales i+ Vil eran pequeiios. Sin
embargo, cerca del punto caracteristico la amplitud de ls onda es grande y el efecto de estos
términos es importante. En la siguiente seccién estimaremos el cfecto mds notable de estos
términos sobre el movitniento, es decir, la aparicién de un {lujo de volumen inedio en el plano
(z,y) -el plano transversal de la membrana basilar,

4.4 El flujo medio.

En la seccion anterior omitimos los términos no lineales de la ecuacién de Navier-Stokes (4.26),
y esto nos permitié calcular el cfecto de la disipacién en la capa critica. En csta seccidén
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>
e ememenee

Esquema del desplazamiento de la membrana basilar cuando con-
sideramos disipacién, la cual se debe a el efecto de la viscosidad
sobre el movimiento de la membrana, En el punto z, la amplitud
de la onda es cero, por lo que dichos efectos son responsables de
que la energfa transportada por la onda se disipe dentro del fluido
antes de que dicha onda alcance el punto caracteristico,

Figura 4.5: Esquema del desplazamiento de la membrana basilar.
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estudiaremos ¢l efecto de los términos no lineales. Si incluimos estos términos, la ecuaciones
que debemos resolver son

mV +s(e)V = 2(z,0.1), (4.48)
- ap

7 = o, .

it 2day(.r,0,f). (4.49)
ot Lo . -

aFn + (@ V)il = -Vp+puV'a, (4.50)
Vi = 0, (4.51)
i=(uv) = 0,Vieny=0y (4.52)
i = 0eny=d (4.53)

Por otro lado, ya calculanos la solucién aproximada de i® (ecunciones (4.41) y (4.42), y
basdndonos en las expresiones dadas por las ecuaciones (4.17) y (4,18) encontramos las aproxi-
maciones VU y p(®), Escribimos a la solucién como una funcién periddica y una contribucién
debida a los efectos no lineales, cuya importancia se debe a la presencia de una capa critica en
z = z,. Para calcular los efectos no lineales tomamos aproximaciones

¢ o= a0 g | (1.54)
Vv = VO 4Lyliiy (4.55)
p o= @4 pWag..., (4.56)

para u, V y p, respectivamente,

Si lincalizamos al sistema de ecuaciones que describen al movimiento, obtenemos, para los
términos de orden (1),

mV O 45(n)V0 = pi), (4.57)
. 3p(l)
m = 9g?
oV 2 v (4.58)
i)
ﬂ%"+(.7(°).v)ail)+(a“).V)ﬁ“”+(ﬂ‘°)~V)ﬁ‘°’ = ~Vp) 4wt
(4.59)
V.ﬂ'(l) = 0, (4'60)
iMeny = 0y (4.61)
iWeny = 0. (4.62)

Vemos que el término (ﬁ(o) . V) % s como una fuerza externa que actia sobre el flujo uf"),
?
Cotno i) es del orden de [u(")] , podemos despreciar los términos (17“” . V) iy (17“) : V) i)



en la ecuacion (4.59). Obtenemos entonces la ecuacién de Stokes (4.26) pero con un término
extra de forzamiento (término (ﬂ""’ . V) #9); es decir,

b
pé_};_l,_ = =0 4 g V2D - ((i(") . V) @, (4.63)

con las condiciones de frontera i = G eny = 0y en y = d. Desarrollemos ahora el témtino
(ii(°) . V) i1 en serie de Fourier con respectoa z ya 1 . Este desarrollo se descompone en un
término promedio ¥ en un término que oscila con respecto al tiempo, En el capitulo 2 (seccién
2.5) discutimos las contribuciones de estos términos y su origen, En este caso la fuerza debida
al esfuerzo de Reynolds tiene dos contribuciones, que son

[ d
= = e (WO — g (3(0)500)
FJ pax (u " ) pay (u v )1 (4'64)

donde la barra denota promedio espacial y temporal, Cuando la amplitud de las ondas no
depende de z, la tnica contribucion a la fuerza es la del segundo términe del lado derecho de la
ecuacién (4.68). Sin embargo, en el problema que estamos estudiando ambos términos aparecen,
Desarrollando el término *) en serie de Fourier tenemos que el término independiente del
tiempo satisface la ecuacién

e S d a
W~ O = { ~pom i OO) — OO
pVia) ~ p { il payu v )}, (4.65)
V.ih=0y (4.66)
i =0cny=0,y=d (4.67)

La dependencia en = enla ecuacidn es ahiora sobre la escala inds lenta. Ademds, las componentes
en la direccién y tienen promedio cero, En principio, la solucién del sistema de ecuaciones dado
por la ccuacidn (4.65) y la ecuacidn (4.66), junto con las condiciones de frontera (4.67) es cl
flujo auistico que estatnos buscando. Como el problema es lineal, basta con que conozcamos
una solucién fundamental del problema de Stokes para escribir una solucion de las ecuaciones
(4.65), {4.66) y (4.67) anteriores en términos de una integral del tipo de la que se obticne con
fa teoria del potencial, Aunque esta formulacién es exacta, tiene la desventaja de ser dificil de
interpretar. Por lo tanto, seguiremos otro camino,

Para empezar, recordemos que la fuerza debida a los esfuerzos de Reynolds se vestringe a la

capa limite, ya que decae como exp (wy,l/w {v). Por esta razén, el flujo actistico se concentra en
la capa lfmite. Esto nos motiva a reemplazar a la fuerza externa por una condicién de frontera
clectiva en y = 0. Esto es of andlogo a reemplazar la ecuacién ordinaria inhomogénea

J{z), con

0 cuando y — 0, & — o0,

i

Vy" - y
¥(0)

[}
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por la ecuacién homogénea

0, con
f(0) cuando y —+ 0,  — 0,

]

"yu -y
y(0)

cuando v ~ 0. Fn nuestro caso ¢l anilisis es mds complejo ya que se trata de un vector y que
debemos satisfacer la condicién V» (1) = 0, En ¢l apéndice A explicamos como encoutrar en
este caso la condicién de frontera efectiva. Entonces obtenetnos que el flujo acistico estd dado,
en este caso, como

— [l 0 3 (dA*
7= |- Y it = (> Y = (), 4.
1 [2/1 TR ( R ) ,0] (0 eny =0 (4.68)

El primer término de fa componente horizontal de 7; cs la contribucién del término ~p - G)5(0)
-de la ecuacién para Fy-, mientras que el segundo depende del gradiente del cuadrado de
la amplitud de la onda. Ambos términos tienen ¢l mismo signo en la vecindad de z,. El
decaimiento de A? debido a la viscosidad del fluido produce un flujo medio muy intenso. A
continuacién veremos que este flujo medio es responsable del flujo de volumen en el plano
transversal de la céclea, el cual es perpendicular a la direccion de propagacion de la onda. Con
la condicion de frontera (4.68) anterior podemos resolver ¢l problema de Stokes. Como el flujo
se encuentra confinado en la capa limite, no considerareinos Ia condicién de frontera en y = d.
Por lo anterior, resolveremos ahora el problema dados por las ecuaciones

pViE = Vpy (4.69)
Vi =0, (4.70)
con las condiciones de frontera
i = (4,0emy=0y (4.71)
i — 0cuandoy,z — o00. (4.72)

Aqui henos idealizado a la onda y al flujo medio al despreciar su dependencia con la variable
2, La solucién de este problema de Stokes es clisica (ver, por ejemplo la referencia [B.1]). Por
esta razon reproducimos los detalles necesarios para la interpretacién de dicha solucidn, Para
obtener una solucidn singular, consideremos ¢l problema homogénco. Entonces la presidn es
solucidn de la ecnacidn de Laplace
Vi =0,
Por otra parte, si if es de la forma )
0= ﬁ(z,y,z),

entonces 1 satisface
p¥*it = Vp,
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ya que V?p = 0, Pero
v [#(I.y,z)] =3p4 (2} Vpn

La ecuacion anterior no es cero a menos que la funcién p sea una funcion homogénea de grado
(~3) (por el teorema de Euler para funciones homogéneas), Por lo tante, para obtener una
solucién debemos de encontrar una funcién armdnica de grado (—3). Entonces necesitamos una
solucion con la singularidad apropiada, Como ¢l dipolo es de grado (~2), y el cuadrupolo de
grado (~3), tomamos una solucidn cuadrupolar del tipo

Jzy
= (=, 4.73
Q41rr’ (1.73)
con 1 = 27+ yT¥z%. Entonces p, dada par la ccuacién (4.73) presenta las propicdades
que necesitamos pues es una funcién arménica de grado (~3) y tiene una singularidad en
z=y=z=0. El campo de velocidades asociado a la distribucién de presiones dada por la
ecuacion (4.73) es

5 Q 3y
= N 47I_M(:c,y,..) (4.74)

Vamos ahora a demostrar que cuando y -+ 0 tenemnos que
2
u= 330, Q Lo(z)ec). (4.75)

Sea el caso en que y es positiva y sea uba funcién f(z,z) de soporte compacto; integremos
sobre ¢l plano las componentes de & multiplicadas por f. Si v es la componente vertical de la
velocidad, tenemos que

p*cas

7 7Uf(r,z)d::dz = e / /( 2)mj(/)cosd,msm0)d/)d0

Si dividimos a la integral en dos integrales, Ia primera sobre el intervalo [0,¢] y la segunda
sobre [¢, 00}, queda claro que la xntegral sobr ¢l intervala [¢, 00] tiende a cero cnando y tiende a
cero. Para poder evaluar a la primera integral, desarrollamos a la funcidn f en serie de Taylor
alrededor del punto (0,0), de modo que

Sf(pcos psind) = £(0,0) + gfpcos0+ -alpblnd o+ o= f(0,0) + O(p).

La integral sobre 0 de f(0,0) es cero. Para el término O(p), tenemos una integral acatada por

arriba, pues
] v f 1
e dp < f Y~ dp < Cyhe’ .
(o +uy* ]
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Pero y"!=" tiende a cero cuando y tiende a cero y cuando y es menor que 1. Por lo tanto,

‘l’l_r}(ll 7 7 vf(z,2)drdz = 0.

-0 -0

Siguiendo un razonamiento anilogo para la componente transversal w, escribimos a la integral
sobre el plano (z, 2) del producto de w por la funcién f en coordenadas polares, de modo que

TT Q3 50
//wf(.r,z)dzdz o J//p <@ Slm [/(0,0) + O(p)} dpdo.

4 V] 2
Jod im0 (P4
En este caso ohtenemos ¢l mismo resulatado que el que obtuvimos antes para v, es decir, que el
limite de la integral es cero cuando y tiende a cero. Finalmente, para la componente horizontal
u tenemos que

77 Q 3y 0 cos? 0
44 uf(z.z)d:dwﬂ“// ’ e l0.0) +0(p)] dpus

I + cos(20)

Como cos?0 = , s6lo tenemos que evaluar la integral correspondiente al término

1/2, pucs el término Eﬂ':—ol nos da una integral que podemos facilmente evaluar a partir de los

resultados anteriores y cuyo limite es cero. Para el término 1/2 tenemos una integral de la
8

forma

¢ 2r
QY o
————= [£(0,0) + O(p)} dp 0.
2p ir /0/ 2(p? + y1)5/2
Pero
ks 3 )
[4 p p
—dp = —-[__.___] il ~dp
o/ (o +47)" 3+, 30/ (t +12)""
61 2 9

3@+ ) 3@t gr) "

-~ , 3 )
Y recordando que debemos multiplicar el resultado anterior por (S_,Q;) ¥, tenemos finalmente
que

ll’i_x.xa // uf(z,z)dzdz = gf((l,(]),

por lo que 0
ll’i}'I‘}u = 66(1)6(::),
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que es exactamente la ecuacidn (4.75) a la que queriamos llegar, Esta forma (4.75) de u cs una
solucion fundamental del problema. Si tomamos a @ igual a 41, podemos concluir que el flujo
que mueve a las células ciliares es de la forma

_ o oo (z- f)y(z ) .

En la ecuacién anterior hemos extendido las integrales al plano y = 0 ya que W; estd concentrado
cerca del punto ¢ = =z, y distribuida uniformemente en la direccion transversal, Obtendriamos
una férmula analoga a la ecuacidn (4.76) anterior para la velocidad v. Si integramos por partes
(en €) la integral en la ecuacion (4.76) vemos que la componente en la direccién transversal de
la velocidad w puede reescribirse como

L [ y(z =) _om(e)
o [aofo [(2—5)’+y'+(z—n)’]3"( ) e

La ccuacidn (4.77) nos permite deducir que w apunta hacia afuera de la fuente. En efecto, el
comportamiento de la integral se debe al término

_amo)
a )’
el cual es positivo en el punto £ = z,. Ademis, w y (z — n) tienen entonces el mismo signo,

Por lo tanto, w apunta hacia afuera de la fuente, La {igura 4.4 muestra esquematicamente las
observaciones anteriores.

También vemnos que el {lujo w es méximo cuando z ~ z,, es decir, en el punto donde se
forma la capa critica. Lo anterior explica el movimiento de las células ciliares como producto
de un estfmulo de frecuencia especifica. Trataremos ahora de estimar este {lujo, Para cllo,
podemos interpretar el término

_8u-(€)
a )’

como una fuente concentrada. Para esto podemos aproximar la integral de la ecuacién (4.77)

como
du,(f)) Y .
2W[y’+(x-x,) +z2] RE / /( £ dn. (4.78)

De la misma forma,

du,(§)
N 2= ['l’+ (r ) + ,]3/2 / [; ( “ )dfdn (4.79)
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n esta figura sc muestra esquematicamente la deformacion de las
células cillares hacia afuera del punto z = z,, debida a la presencia
de un flujo medio w en dicha direccién,

Figura 4.6: Esquema de la deformacion de las células ciliares debida al flujo w.

El valor de la integral en las ecuaciones (4.78) y (4.79) estd dominado por la region a la derecha
del miximode @;. Por lo tanto, como primera estimacién de la intensidad ¢ del flujo de volunien
proponeinos

q:

N —

7

[ @y, (4.80)
-00

Este flujo de volumen se muestra en la figura 4.4 para una distancia nodal fija, medida a partir
del origen.

Este andlisis completa el modelo del movimiento de las células ciliares como generado por
una onda que viaja sobre la membrana; la mdxima amplitud de la onda se produce en una
posicién que depende de la frecuencia del estfmulo,
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z
Flujo de volumen generado por el flujo medio en la direccién transversal
de la membrana basilar, Este flujo medio ¢s consecuencia, a su vez, del
flujo acistico generado por la disipacién de la energfa de la onda cerca
del puato caracterfstico z = z,.

Figura 4.7: Esquema de la intensidad de flujo de volumen ¢.




Capitulo 5

Resumen, conclusiones y perspectivas.

En este trabajo tratamos primero de describir algunas ideas de mecdnica de fluidos necesarias
para comprender el problema de propagacién de ondas en la céclea. Hicimos hincapié en las
ccuaciones lineales y no lineales para fluidos, asi como en diversos mecdnismos de disipacion de
energia. Incluimos también las ecuaciones para fluidos compresibles en un sistema adiabatico,
aunque como vimos después los efectos de la compresibilidad del fluido pueden despreciarse en
la regién de la cdclea que estdbainos estudiando. También consideramos diferentes mecanismos
de disipacién de cnergfa, los cuales son responsables de la aparicion de términos no lineales
-esfuerzos de Reynolds- en las ecuaciones de Navier-Stokes y generan un flujo medio impor-
tante en la direccién de propagacion de la onda, En el sigutente capitulo estudiamos algunas
propicdades de los fluidos cocleares y de la membrana basilar.

Ademis, vimos algunas caracteristicas del mecanismo de propagacion de ondas en la céclea
gracins a experimentos efectuados por Rhode. Estos experimentos muestran la discriminacién
de [recuencias debida a las propiedades mecanicas de la membrana basilar, lo que se conoce
como principio de posicién. En efecto. a cada frecuencia del estimulo le corresponde un punto
caracterfstico sobre la membrana basilar: frecuencias mayores a la frecuencia de dicho punto son
absorbidas por la membrana en posiciones que se encuentran mds cerca de la base de la cdclea
y por lo tanto no pasan por este lugar. Por otra parte, estos experimentos nos permitieron
deducir el cardcter dispersivo de las ondas cocleares, asf como aislar los efectos de la dispersion.
Lo anterior nos llevé a estudiar, en el capitulo 4, los tres fendmenos que interactian en la
propagacién. El primerode estos, la dispersién de la onda, se debe iinicamente a las propiedades
mecdnicas de la membrana basilar y domina sobre el movimiento hasta que la onda llega al
punto caracteristico que le corresponde sobre dicha membrana. La dispersion es la que frena
a la onda y no le permite pasar mis alld de su punto caracteritico. de modo que tamo su
mimero de onda como su amplitud crecen enormemente. En este punto se acunula toda la
encrgfa transportada por la onda. A este mecinismo de absorcion de energia se le conoce como
absorcidn de capa eritica y se ha observado con anterioridad en {luidos estratificados. coro por
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ejemplo la ionésfera. Es sorprendente ver que este fendmeno también se presenta dentro de la
céclea, y que por lo tanto un modelo de absorcién de energia parecido al de guias de ondas es
totalmente inadecuado para la descripcidn de nuestro sistema.

Por otra parte, es en la capa critica donde la viscosidad del fluido interviene: es la viscosidad
la responsable de que se disipe la energia en la region donde esta dltima se acunwla, La
importancia de la viscosidad se debe a que el ndmero de onda es muy grande en la capa critica,
por lo que la tasa de pérdida de energia se vuelve, a su vez, importante. Entonces, la amplitud
de la onda no crece infinitamente: alcanza un mdximo y decae luego abruptamente a cero
por el efecto de la viscosidad del fluido que rodea a la membrana. Cuando esto sucede, los
gradientes de la amplitud son grandes; entonces debenios de considerar los términos no lincales
en las ccuaciones que describen al fluido, Estos términos no lineales generan un flujo medio
en la direccién de propagacion de la onda. Es en la vecindad de la membrana basilar donde
nos intercsa determinar este flujo medio, pues vimos que sobre esta membrana se encuentran
la células ciliares -responsables del mecanisino de transduccién. Por estas razones dedujimos el
flujo medio en la vecindad tanto de la membrana basilar (es decir, en y = 0) como del punto
caracteristico que le corresponde a la frecuencia del estfmulo, es decir, en una posicion muy
particular de la cdclea. Finalmente, este flujo medio genera un flujo de volumen en la direccion
transversal,

Por 1a forma del flujo medio que determinamos, podemos ver que este flujo no depende de la
viscosidad, a pesar de ser una consecuencia del efecto de la viscosidad sobre la disipacién de la
energia transportada por ¢l movimiento de la membrana. Esto nos induce a concluir que este
flujo medio aparecerd ain cuando la viscosidad del fluido sea pequefia. Suponenios que esto se
debe a que ]a tasa de disipacion de energia depende también del mimero de onda, y como en
la regién donde aparece el flujo medio, este minero de onda es grande, la tasa de disipacién
también lo es. Finalmente, propusimos una forma para el flujo de volumen en la dircecién
transversal. Evaluamos este flujo de volumen donde el flujo medio es maximo, que es cuando
cs mas importante. Pensamos que este flujo medio de volumen es el responsable de la deflexion
-en la direccidn transversal- de las células ciliares. Esta deflexion hace que los canales de las
células se abran, permitiendo el paso de iones dentro de las mismas. Este paso ionico dentro
de la célula, provocado por la deflexion, corresponde a la transduccion de la sefial mecdnica en
una sefial eléctrica, Dejaremos el estudio de esta transduccidn para investigaciones posteriores.

Hasta el momento es dificil realizar un experimento que determine el flujo medio de volumen,
Ademds, es posible que el papel que juega la membrana tectoria durante este proceso es el de
canalizar este flujo en la direccidn transversal - sobre el plano de las células ciliares, Podriamos,
en el futuro, tratar de incluir a la membrana tectoria en ¢l modelo y ver si es este el caso, Otra
simplificacidn que hicimos en el desnrrollo de este trabajo fue la de determinar el flujo medio
en un modelo bidimensional de la céclea, En este modelo, por lo tanto, es impasible ver el
efecto de la forma del laberinto dseo. Este efecto seria importante cerca de los puntos donde se
adhiere la membrana basilar, pues los movimientos de los fluidos no son importantes mas alla
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de una distancia del orden de k™! de la membrana, Sin embargoe, en el apéudice A, estudiamos
la forma de la velocidad en la direccion transversal y damos argumentos que nos permiten
concluir que, cerca del punto caracteristico, esta velocidad es mucho menor que la velocidad
en la direccién de propagacion de la onda. Este hecho nos induce a pensar que ¢l flujo me-
dio de volumen que aparecerfa considerando al {lujo acistico transversal, es también pequeiio
comparado con ¢l que determinamos en este trabajo y que puede despreciarse. Posponemos la
demostracion para el futuro.

Por otra parte, no consideramos en el madelo el efecto que pueden tener los surcos en el pro-
ceso de propagacién de la onda, efecto desconocido, hasta la fecha, de acuerdo con la literatura
consultada, Finalmente, mencionamos antes que es dificil medir el flujo de volumen a través
de las células ciliares, tanto por la estructura y las dimensiones de la céclea como por la necesi-
dad de realizar este experimento in vivo. Recomendamos, para nuevas investigaciones, contar
con la colaboracién de fisidlogos experinientales de manera a subsanar este 1iltimo aspecto del
problema,
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Apéndice A

FLUJO ACUSTICO EN LA
COCLEA.

Como vimos al estudiar el problema de flujo actstico en el capitulo 2, la ley de flujo de Rayleigh
se aplica al “flujo acustico resultante debido a la vibracion de una frontera que delimita a un
fluido en reposo”, En cste apéndice trataremos de deterninar el movimiento medio -al que
también llamaremos flujo acdstico- generado dentro de los fluidos cocleares por la vibracién de
la membrana basilar, Como vimos en ladltima seccidn del capitulo anterior, podemos considerar
a la membrana basilar como parte de la frontera que delimita al fluido. La membrana basilar
juega un papel similar al de la frontera libre en el problema de propagacion de ondas en agua
profunda. Aunque los fluidos cocleares no se encuentran en reposo, su masa decae como el
inverso del mimero de onda, y como cerca del punto de resonancia este nimero de onda es
muy grande, la ley de flujo antes mencionada es aplicable también, aproximadamente, al caso
de propagacién de ondas dentro de la cdclea. En este caso las ondas cocleares no son ondas
sonorus, sino ondas propagandose sobre una placa -la membrana basilar no se comporta come
una membrana en el sentido eldstico de la palabra- cuya rigidez disminuye por cuatro ordencs
de magnitud desde la base hasta la punta del caracol.

En este apéndice mostraremos primero (seccion A.1) que el problema de propagacién de
ondas en la cclea puede reducirse a un problema bidimensional, Por la analogia del problema
con ¢l de propagacion de ondas superficiales en agua profunda, podemos estudiar el problemaen
una sola de las rampas. En este caso la membrana basilar es una de las fronteras que delimitan al
fluido. Las otras frontcras son rigidas pues las constituye el laberinto oseo. También suponemos
que ol ¢je z es un cje de simetrfa de la membrana y que la forma del laberinto dseo es circular,
También consideraremos a la lamina espiral dsea como inexistente, de manera que la membrana
hasilar ¢s ¢l didmetro del semi-circulo que delimita a nuestro fluido. Seguiremos considerando
que la aproximacion WKB es vilida, por lo que proponemos un potencial de velocidades de la
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Figura A.l: Planteamiento del problema en tres dimensiones, en términos del potencial de
velocidades ¢, En este esquema se muestra un corte transversal de la membrana, El eje z se
muestra también en la figura,

= V(z)e

forma
¢ = &(z,y) expi(wt - k)],

El gradiente de este potencial de velocidades es igual a la velocidad del fluido, cuando éste es
irrotacional. Lo anterior siempre se cumple si consideramos al fluido fuera de la capa limite, pues
entonces ¢l fluido puede considerarse como ideal. Por otra parte, debido a que la velocidad dele
onda viajera es pequeiia y que en la region donde queremos encontrar la solucién la amplitud de
csta onda es maxima, podemos suponer que se cumple la ecuacidn de Laplace -esta condicion es
equivalente a despreciar los efectos de compresibilidad del fluido, los cuales no son importantes
-como se vid el el capitulo 3- para frecuencias mayores a la frecuencia caracteristica que nos
concierne, pero no para frecuencias menores a ésta, Por lo tanto, usaremos las ecuaciones para
fluidos incompresibles que dedujimos en el capitulo 2. Por otra parte, supondremos que los
efectos de la frontera sdlida sobre el fluido pueden despreciarse, por lo que tomaremos a esa
condicién como st fuera a profundidad grande. Esta es otra de las analogfas del problema con
el de propagacidn de ondas en agua profunda. Las aproximaciones sobre la geometria de la
céclea que hemos descrito se muestran ex el esquema de la seccion transversal de la céclea de
la figura A.l. En esa figura mostramos las condiciones de {rontera asf como la ecuacién que
debe de satisfacer el potencial de velocidades. Estas ecuaciones constituyen el planteamiento
del problema que resolveremos para poder dar argumentos sobre la reduccidn del problema

tridimensional a un problema bidimensional. Finalmente, consideraremos que la coclea estit
estirada.
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A.1 Distribucién local.

Fuera de la regién donde el efecto de la viscosidad es importante, el fluido puede considerarse
como un {luido ideal y por lo tanto podemos expresar a la velocidad como el gradiente de un
potencial de velocidades 4, Por la conclusiones sobre las caracteristicas que debe presentar un
madelo de propagacion de ondas en la cdclea (ver capitulo 3), podemos suponer que la solucién
se escribe como una superposicion de ondas viajeras longitudinales (en la direccion z). Cada
una de estas ondas se expresa, cn forma general y para el caso en tres dimensiones, como

82,9y 2it) = &y, =) expli(wt - kz))], (A1)

donde la solucién al problema fisico se reduce a la parte real de la ecuacién (A1), Ademds, ¢
es solucion de la ecuacién de Laplace, por lo que ¢ es solucion de la ecuacidn

2 N »
%§+ %} -k =0 (A2)

@ debe de satisfacer las condiciones de frontera sobre la membrana basilar y la condicidn
impuesta por la suposicion de que el fluido est en reposo cerca de las fronteras sélidas de la
coclea, Supongamos que el eje & coincide con el ¢je de simetria axial de la membrana basilar
(ver figura A.1). De este modo, consideramos que la membrana basilar se encuentra en el plano
y = 0. Si la condicion para ¢ sobre la membrana basilar es

Uy = %ﬁ- = V(z)expli{wt - kz)), (A.3)
la condicién para ¢ en dicha superficic es
ad
'5;/- = V(Z). (A.‘i)

La condicidn sobre la frontera ésca de la céclea serfa la misma tanto para ¢ como para &, y
osta es
lim  ®(z2,y)=0. (A.5)
Vo
A continuacién resolveremos la ecuacién (A.2), con las condiciones de frontera (Ad) y (A.5).
Encontrarcmos dicha solucidn en funcién de la solucion fundamental del problema.

A.1.1 Solucién fundamental.

Antes de determinar la solucién fundamental, vamos a escribir la ecuacién (A.2), y la condicion
de frontera (A.5), en términos de las variables u = |] y ¢ (ver figura A.2) definidas como

u = ‘/22+y2, y

© arctan (%) ,
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Figura A.2: Tlutracion de las variables utilizadas para obtener la solucién fundamental del

problema.

Haciendo este cambio de variables, el laplaciano se expresa como

g, o8 & 10, 18
Ay " 82 0w udu ' urgpt

por lo que las ecuaciones (A.2) y (A.5) se pueden escribir como

# 1 18 |,
(51? + whe + '”—2‘6‘;,? ~k )‘b("- p) =0,

con la condicion de frontera
lim ¢ =0.
U= 00

(A6)

(A7)

Supongamos abora que tenemos una fuente puntual a una distancia u, de (0,0) y que el

angulo entre el vector i, y el ¢je 2 es ¢,. La solucién fundamental G es la solucién del
problema planteado en las ecuaciones (A.6) y (A.7), incluyendo dicha [uente. Consideremos
ahora la condicidn (A.4). Pediremos que la solucién fundamental cumpla con ia condicidén de

Neutnan homogénea en y = 0. Pero

G _ inplC . 509G
oy Yot T dp'

y como sing =0y cos v # 0 cuando y =0 (en p = 0 0 7), debemos pedir que

QEEO.

dy
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Debido a la simetria del problema cuando u — o0, supondremos que G es independiente del
dngulo ¢ en la region donde estd definida la solucién del problema. Entonces, si G = G (n,u,),

B’ " udu

? 14 -
( + = — k) G, u5) = 6(Jii = 1ip}),
donde 4, seria la posicién de la fuente con respecto a estas variables. Ademds, sabemos que

801 i) = 1600 ~ )bl - po).

En efecto, la delta de Dirac tiene la propiedad de que, para toda funcién f,

[y = [ [ 10610 - Coolldz dy.

En coordenadas polares, tendriamos que

[(re cos%,rosin(p‘,)=//f(rcosw'simp)g(r‘cp)rdrd‘,a,

y para que lo anterior sea cierto g debe ser se la forma

3(r,¢) = 160~ vl = ).

Entonces, .
8 19 ]
(5-“-,--{-;5:—]6’)(}(“,“,) = E&(u ~1,)8(¢ — o). (A.8)

Podemos integrar la ecuacién (A.8) con respecto a ¢. El lado izquierdo de dicha ecuacién
s6lo se modifica por un factor multiplicativo igual a 7 (suponemos que G no depende de ¢,
y ademds que nuestro problema estd definido para el semiplano superior) y ol lado derecho es
igual

1

;‘-6(u - U,),
debido a las propiedades de la delta de Dirac. Sea G' = xG. Debemos resolver la ecuacidn

® . 8 a\w =
(uam + F k u) G'(uy o) = 8(u — o), (A9)

junto cout la condicion

lim G' =0, (A.10)

Y=o

Pediremos, ademas, que G' sea regular en u = u,.

St ugug
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En este caso G’ es solucion de la ecuacién homogénea

!
(—l%[u%%— - k'uG' =0, (A1)

La ecuacién (A.11) es la ecuacidn de Bessel Modificada de orden cero {L.1, p. 143], por lo que la
solucién general se escribe como

GI (u,u‘,) = c|(u‘,)lo(ku) + CQ(U‘,)Ko(kU).
Comno Ig(ku) diverge cuando u — 0o, si u es mayor que u,, la solucién se escribe como
G’ (4 4,) = c3(u,)Ko(ku), para u > u,. (A.12)

Por otro lado, pedimos que G’ sea finito si 0 < u < u,. Como Ko(ku) diverge si u — 0 ,
entonces en este caso la solucion serfa de la forma

G’ (u,1,) = c1(uo)lo(ku), para 0 < u < u,. (A13)

Vamos ahora a determinar el cocficiente ¢(u,) de la ecuacién (4.17), Para ello es necesario
considerar las propiedades de la solucidn fundamental (1.1, pp.734-735]. Por continuidad de G’
en 4 = u,, se debe satisfacer

a(uo)Ko(kuo) = er(uo)lo(hu,). (A1)
Ademis, como a g s
(uﬁ +ga+ 3;) Gt o) = 6(u - ), (A.15)
entonces a1 aa
™ [ua—u ~ kuG = §(u - u,). (A.16)

Integremos de 4 = 1, — € a u = u, + ¢. Por lo tanto

oG et puete
[u-(,n- . -V/“N MuG(u,uo)du = 1, (A.17)

Pero u y G son regulares en u = u,. Por lo tanto

tott |
!i-l"‘}/u.,-( K uG(u, u,) du = 0, (A.18)
A 1
de modo que uo%% - uo%% =l
u=ut, uzut,
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En consecuencia, la condicién de salto de la derivada de G' es

GV .
du lu=e  du lese; — ku,’
Usando (A.12) y (A.13) obtencmos
calttoJ K () ~ ca(uo) iy (hate) = T:T (A.19)

Ahora despejamos a ¢y(i,) de la ecuacién (A.14) y Ia reemplazamos en (A.19), Entonces

c;(u,,)[ig(ku‘,)l(},(ku‘,) - Ku(kuo)]:,(kuo)]= ]—0-(,-6%‘0—). (A.20)

Faltaria determinar el valor de Tp(ku,}K§(ku,) —~ Ko(ku,)ig(ku,). Sabemos que tanto Jp(z) como
Ko(x) son solucién de la ecuacidn de Bessel Modificada de orden 0, es decir,

2 fM(z) + zf'(z) - 2% f(z) = 0, (A21)
con [ =1Iy0 [ =Kg Si reemplazamos lg y Ko en la ccuacidn (A.21) obtencmos

2+ 2ly - 2*ho(z) = 0
K’ + 2K’ ~ 2?Koz) = 0.

Multiplicamos a la primera ccuacion del sistema anterior por Kq y a la segunda por Iy y despuds
las restamos; asi que

J’:i [Kol”a - "n]o] 4z [16}\6 - K:)lo] - 332 “uKo - Ko]o] ={),

Entonces

, 1
[Koly - Kilo]' = = [1oKo - Kgl].
Usemos ahora la ecuacién (A.20) en la expresién anterior, podemos deducir

(o(ktto)Ki(kuo) ~ Ko(kuo)lg(ku,)) = -—z—:‘— [lo(ku)Ko(kuy) - Kolkuollg(huo) . (A.22)

La ecuacidn (A.22) cs una ccuacién diferencial ordinaria, y se resuelve féciliente dando como
resultado, cuando z = kuyg,

Yolkuo) Kl (kuo) — Ka(kuo)l (ko) = Iﬁ“ (A.23)
con ¢ =constante. Ademds, K = ~K; e Iy =1y {1.1, p.145), por lo que (A.23) es eguivalente a

To(kuo)K (ko) + Kolkuo)ly(ku,) = ‘Iﬁ‘ (A.24)
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Para determinar la constante ¢, usaremos las expansiones asintdticas de I, Iy, Ko y K;, para
r grande, limitdndonos al primer término (para ver cual es la forma de estas expansiones,
consultar la referencia [A.1, pp.377-378}). Estas expansioncs nos permiten concluir que

i c

lﬂ(kuo)Kl(k“o)’*'Ko(kuo)ll(kuo) ~ ‘k“"‘: = —E.
y por lo tanto ¢ = ~1. Por todo lo anterior, tenemos finalmente ¢l valor de ¢; dado por
calkus) = —lo(kuo).

Ademas, si consideramos que la fuente scencuentra en u, = 0,y como o es tal que ulin{, To(ku,) =
o

1, entonces
ca(ku,) = ~1;

entonces la solucidn (A.12) estd definida en todo ¢l espacio. Al considerar el caso en que la

fuente se encuentra en u, = 0, sdlo existe la solucidn para 1 > 0. Entonces, cuando la fuente

se encuentra en cl origen, la solucion de Green s simplemente
1
G (u,¢) = — = Ko (KIf).

Esto nos induce a concluir que, en el caso en que la fuente se encuentra en un punto arbitrario
(20, %), In solucion fundamental puede escribirse como

Glug) = -= Ko (K~ (A.25)

siendo esta solucion valida en todo el espacio. Determinaremos abiora la solucion de nuestro
problema usando la funcion de Green {A.25).
A.1.2  Solucién en términos de la funcién de Green.

Definimos a la region donde existe nucstra solucion fundamental comno el semi-circulo de radio
R, cuyo didmetro coincide con el cje 2,. Sca S la frontera de dicha regién {ver figura A.3).

Por ¢l segundo teorema de Green *, sabemos que

/ (G%‘gf - %%g) as.=[ [ . (G978, - 6,9°G) d,, (A.26)

VEste teorema se deduce transformando la integeal de linea del lndo izquicrdo de la ecuacién (A.26) en una
integeal de supetficie, por inedio del teorema de la divergencia.
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Para determinar la constante ¢, usaremos las expansiones asintéticas de Ig, Iy, Ko y K;, para
z grande, limiténdonos al primer término (para ver cual es la forma de estas expansiones,
consultar la referencia [A.1, pp.377-378]). Estas expansiones nos permiten concluir que

1
Tokuo)Ky(kuo) + Ko(kue)h (kue) ~ 1= = _ﬁ,

y por lo tanto ¢ = ~1, Por todo lo anterior, tenemos finalmente el valor de ¢; dado por
ex(kug) = —lo(kuy).

Ademas, si consideramos que la fuente seencuentra en 1, = 0, y como I ¢s tal que ulim@ To(ku,) =
o
1, entonces
c(kuo) =~

entonces la solucién (A.12) estd definida en todo el espacio. Al considerar el caso en que la
fuente se encuentra en u, = 0, sélo existe la solucion para u > 0, Entonces, cuando la fuente
se encuentra en el origen, la solucidn de Green es simplemente

Glup) = --;-Ko(klr“]).

Esto nos induce a concluir que, en el caso en que la fuente se encuentra en un punto arbitrario
(201 Yo), la solucién fundamental puede escribirse como

1 o
Guyp) = —=Ko (K7 - ), (A.25)

siendo esta solucién valida en todo el espacio. Determinaremos ahora la solucién de nuestro
problema usando la funcién de Green (A.25),

‘A.1.2 Solucién en términos de la funcién de Green.

Definimos a la regién donde existe nuestra solucién fundamental como el semi-circulo de radio
R, cuyo didmetro coincide con el eje z,. Sea S la frontera de dicha region (ver figura A.3).

Por el segundo teorema de Green !, sabemos que

/ (G%t—o - ‘bog—i}) dS, = //n (GV"DO - d)aV"G) dA,, (A.26)
5 ¢

TEste teoreima se deduce transformando la integral de linea de! lado izquierdo de la ecuacin (4.26) en una
integral de superficie, por medio del teorema de la divergencia.
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Figura A.3: Region en la que cstd definida la solucion fundamental,

con dA, = dzody, y o = ®(20¥o). Pero
GV, - &,V°C, = G (VP - k)&, — 8.(V* - k)G
Ademds &, satisface la ecuacién (A.2) y G satisface
V2~ k)G = 6(2 ~ 20)8(y = ¥o),

respectivamente, en R, Por lo tanto,
ad, _ _
/G——- 0,25 48,= = [ [ 0wz = 28y - o) ddo = ~(e,0)

es decir,

a0, _ 9G
- s/ G2 = B dS, (A.27)

Sobre y, = 0, G satisface la condicién de Neumann homogénea, y

8__9
an "~ Oy,

por lo que sobre esa parte de la frontera

('NJ

Oy(z,y) = / ol (A.28)

Yo=0
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. , a i}
Sobre el semi-circulo, consideremos que u, = Ry B = entonces
0

0

f aG ae] .
by(z,y) = / [‘b(ua)——‘g—::LJ -G (u,u.,)f()-lT] . dg,.
[} Upt=

Ademis
8G (u, u,) I U AT }
[ v, R = 7 auon\o(‘lu uo')] weht
k Y K T
= by (4o ) [ 19~ )
Pero 8 i ( )
0w —rcos(p — @,
[m—(kluwal)] = £t
o vosh \ﬁ' + R? - 2rRcos(p — o)
por lo que

Jim K, (k|2 - &) =0,

Por otra parte,

y subemos que
,!L";,"’"("’) =0

, aG
ot}
Por otro lado, aunque no sabenos cual es el comportamiento de
08,
Quo |, .n

cuando R crece, suponemos que es acotada, y entonces, como ’%im G=0,

00

lim { G% } =,
Resoo du, womRt

lim ¢, =0.
im &,

R—oo

Entonces

por lo que tenemos que
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Por lo tanto, las ecuaciones (A.28) y (A.30) nos permiten concluir que la solucion vélida sobre
¢l semi-plano superior es .

, ) a@a
by = {;E]go /.RG;'E: =g
es decir,
8z y) = ~7! / K.,( (z-—Z)’+y’) v(2)dZ, (A31)

donde los puntos fuente (2o, ¥,) = (Z,0) se encuentran sobre la membrana basilar.

A.1.3 Solucién asintética.

De la ecuacidn anterior (A.31), podemnos determinar fécilmente el limite de @ cuando y tiende

a cero. En efecto,
00

(®),00= — 7" / V(Z)Ko (k)2 ~ 2]) dZ. (A32)

-00

Consideremos la expansion en serie de Taylor de V(Z) alrededor de z, Esta expansién es

o0 Z — m
V@)= vl ol

donde V™){z) es la derivada m-ésima de V(Z) evaluada en z. Sea entonces

(@)oo = =77 L V) I, (A39)
m=0
con ©
7" i
In =-/ Ko(k|Z ~z|) L—"—,!fl-—dd. (A.34)

Podemos recscribir a la integral [, como la suma de dos integrales ) ¢ I3, la primera de ellas
definida para el intervalo | ~ 00, 2], y la segunda en |z, 0o|. Si hacemos los cambios de variables
uy =z~ 2 para b, y ug = Z - z para I, deducimos que /o, se reduce a

n % u™ % um
In = (~1) /Kq (k) = d +/Ku(ku) = du,
0 0
por lo que, si m = 2n + 1, f3,41 = 0. Entonces tencinos que

¥ 7 u’" 1]
I = lon =2 / Ko (k) fyo du. (A.35)
0
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Calculo de Iy
Si n =0, sabemos que [W.1, p.388)

¥ A _arccos(a)
O/cxp( a0) Koll) dt = =g

por lo quesia =02,

2 [Ko(t)dt = . (A.36)
[rat=]

Si n # 0, consideremos el cambio de variable v = ku y multipliquemos a I3, por (~1)". En
consecuencia
k
(~1)" b = 7x.,( {ior Gy

El término entre corchetes del integrando es el n-ésimo término del desarrollo de Taylor de
cos(v/k) [C.1, pA72). Ademds, tencmos que [W.1, p.388)

/Ko(v cos( )du-— {1+ (i)z]-m. (A37)

Como k es grande (por lo menos mayor que 1),-podemos usar el desarrollo de Taylor para la
funcién (1 + z)°, el cual estd dado por

1z - -
(I+z)"=1+ax+-——-———-—a(a2!l)x pop ozl ,(l‘,” ntla,

Reemplazando a z por (1/k)? y a @ por —1/2, vemos que el n-ésimo término del desarrollo de
-1/

Taylor de {l + (%)2] , €5
{[1 + (%)7]-”2} - t_lzl""_:‘_!_"i“ 35 (2n-1)),

y2'nl=2.4.6-.-(2n), Lo anterior nos permite concluir que para n #0

1:3:5(2n-1)

- ~in~]
fan =k 2:4.6-++(2n)

(A38)

2Ko(ku) > €, por lo que la integral debe ser positiv;a,
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Entonces, usando los resultados de las ecuaciones (A.36) y (A.38) en la ecuacion (A.33), obte-
nentos una expansion en serie de Taylor de ® en y = 0, con k > 1, como

By = - KV ()~ vz - By (A30
(o = - (-)'“"i" (Z)—T (2)— . A.39)

Si k es suficientemente grande, podemos considerar sdlo el primer término de la expansidn
(A.39), por lo que la aproximacién asintética de (&), en este caso, es simplemente

(@) ~ ~ k' V(2). (A.A0)

Por medio de las ecuaciones (A.40) y (A.1), podemos deducir que

@)oo ~ ~ k™MW () expli (wt - kz)], (A41)
(%g),ﬂ ~ iV(z)exp(i(wt - ko)l (A42)
(%ﬁ) ~ =k V! (2)expli (wt ~ k). (A.43)

2/ y=0

las ecuaciones (A.42) y (A.43), junto con la ecuacidn (A.3), caracterizan a la distribucidn de
velocidades cerca de la membrana basilar. Podemos suponer que esta distribucién es una buena
aproximacién de la distribucién real de velocidades, cuando nos encontramos en la frontera de
la capa limite {I.4, p.562]. las componentes z (ecuacién (A42)) y y (ecuacidn (A.43)) de la
distribucion de velocidades tienen la misma amplitud pero fase distinta: la fase de v, es mayor
que la de uy por un factor de 7/2.

Si suponemos que u, es despreciable, entonces las caracteristicas de la fase y de la amplitud
de u; y de uy nos muestran que el movimiento de las particulas es un movimiento circular
alrededor de un cje z =constante, tal y como sucede en ¢l problema de propagacién de ondas
en agua profunda (ver apéndice C). Debido a que la propagacion de las ondas se efectiia en la
direccidn z, vamos a comparar a |u,| con Ju,|, De la figura A.4 vemos que

2wl KTV

tanyp = = = ~——ou—,
Y5 el T TIVE))

donde v es el dngulo entre e} plano en el que se realiza el movimiento circular y el plano (z,y).
Para que u, sca despreciable, suponemos que

fuza] -o] [k" [V'(z)]
arctan | —¥==| = arctan [ —-——-2
¢ [|u,|,=u V)

es suficientemente pequefio como para que ¢l movimiento de las particulas se efectie sobre e
plano (z,y) y poder limitarnos al primer término de la expansién de (¢),.. Recordemos que
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1Y
<V
=

(a) (b)

Figura Ad: llustracién de las companentes ¢ y z de la velocidad y del dugulo ¢ en a); tres
dimensiones y b): en el plano (z, 2).

estamos tratando de determinar la solucidn cerca del punto de maximo desplazamiento de la
membrana basilar, En este punto de mdximo desplazamiento la detivada de la amplitud V/(z)
es cero, por lo que si estamos en una vecindad suficientemente pequefia, podemos considerar
que V!(z) es pequefio, Esto se debe a que supusimos que las variables del problema varian
suavemente, Ademds, debido a la viscosidad, la amplitud de la onda es finita, Finalmente,
cerca del punto caracteristico el mimero de onda es grande. Estas consideraciones nos permiten
despreciar a la conponente transversal de la velocidad u, cuando nos encontramos cerca del
punto caracteristico. Por lo tanto, en la siguiente seccién describiremos el movimiento de la
membrana basilar como un movimiento localmente bidimensional, por lo que tomaremas una
z fija. De este modo, la amplitud del movimiento ¢s una constante. Sin embargo, debemos
sefinlar que en caso de que  no sea pequerio el plano del movimiento se efectia sobre el plano

definido por el dngulo ¢, y en ese caso debemas de considerar otres términos de la expansion
asintética de 4.

A.2 Movimientos localmente bidimensionales. Capa
limite,

A.2.1 Ecuaciones de movimiento para el flujo externo.

Vimos en la seccién anterior que cuando k crece, de modo que nos acercamas a la frecuencia
caracteristica (ver figura 3.14 del capitulo 3), las ondas viajeras cocleares ticnden a ser local-
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mente bidimensionales. Entonces, en esta seccién consideraremos que ¢l movimiento se efectia
en el plano (z,y) \inicamente y tomaremos a 2 como constante. Bajo estas suposiciones, la
condicidn de frontera en y = 0 es simplemente

—_= K
%= (Ad4)

con V = coustante. ¢ se define como antes (ecuacion (A.1}), excepto que ahora depende
dnicamente de y. Ademds, como ¢ es solucién de la ccuacion de Laplace en la region ocupada

por el {luido, ® satisface
P _jp=0 (A15)
W =0. .
Las soluciones de la ccuacién (A.45) son Aexp(—ky) y Hexp(+ky). Sin embargo, peditnos que
& esté acotada cuando y — 00, por lo que B = 0. Ademds, Ia condicién (A.44) nos permite
deducir que A = —k~' V. Por lo tanto, la solucién ¢ que buscamos se reduce a

= —k™W exp(—ky), (A.46)

¥y entopces .
¢ = —k™'V exp(~ky) expli (wt - kz)). (A47)

Si definimos a la componente horizontal u de la velocidad como
u = afy) explt (wt — kz)] = gg,
y a la componente vertical v como
v = bly) expli (wt ~ kz)] = ==,
Ia ecuacion (A.47) nos pcrmite‘aﬁrmar que
a(y) = iVexp(~ky) y b(y) = Vexp(-ky),

por lo que

iVexp(~ky)expli (wi~kz)], ¥ (A48)
Vexp(~ky) exp[i (wt — kz)}. (A.49)

u

]

]

v

Observamos gue cuando y es pequeiio la ecuacion (A.49) se reduce a la ecuacién (A3) (con z =
constante = 2,), por lo que V(z,) = V} y la ecuacién (A48) se reduce a la cenacién (A.42),
También vemos que la amplitud de u es igual a la de v y que la diferencia de fases entre u y v
es /2, por lo que e} movimiento de las particulas es un movimiento circular, caracteristico de
ondas en agua profunda -conclusion a la que habfamos ya llegado en la seccidn anterior, Otra
analogfa entre ondas cocleares y ondas en agua profunda es que la amplitud del movimiento es
proporcional a exp(—~ky) (ver apéndice C),
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A.2.2 Atenuacién de la velocidad dentro de la capa limite.

En el capitulo 2 vimos como se atenuaba la velocidad debido al efecto de la viscosidad, en la
regién donde ésta es importante. Vimos, ademds, que si la velocidad u,, fuera de la capa limite
oscilaba con respecto al tiempo, dentro de la capa limite la velocidad era de la forma

seuefi-on[-(&) "]}

Por otro lado, la ecuacién (A.48) nos pernite escribir a u,; como
ey = 1 Vexpli(wt - ke)),

pues suponemos que el ancho de la capa es pequeiio, y en cse caso exp(—ky) = 1. Entonces,
dentro de la capa limite, la velocidad u seria

iw\? .
u= iV{l - exp [- (-;-) y] exp i (wt - kx)]. © (A.50)
La atenuacion de u,, dentro de la capa limite hace que se cumpla la condicion
u=0, eny=0 (A.51)

- Queremos ahora determinar la velocidad v dentro de la capa limite. La condicidn de frontera
paraveny =0es
v=V. (A52)

Consideraremos ademds que v ¢s acotada cuando y es grande. Por analogia al caso descrito en

6u 6u . " 3
Fp + 6—y es independiente de y, por lo que

i d*u i iw\!/
5;; = —mc -—kV(—ﬂ{l —cxp[-(—v—) y]}

- /' .
v(z,y) = [A(z) - kV]y - kV (l—::—)) l )exp [- (,_:_1)1/7 y] + B(z).

el capitulo 2, supondremos que

Entonces

Las condiciones de frontera cuando y — oo y cuando y = 0 nos permiten determinar a las
\ =1
funciones A y B. Estas funcionesson A= kVyB=V 4+ LkV ('—;-’) /2, por lo que

pe V{l +h (%)_m{l ~cxp [-— (%")m y]}} . (A.53)

Por comodidad, hemos suprimido el factor exp [i (w! = kz)) de las ecuaciones.
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En esta seccion hemos construido las velocidades dentro de la capa limite de modo a que
se camplan las condiciones de frontera eny = oc y eny = 0. La condicién en y = 0 es la
condicién de acoplamiento entre la velocidad del fluido y la velocidad de la membrana, En las
ecuaciones (A.50) y (A.51), vemos la dependencia explicita de las velocidades con el ancho de

la capa limite, el cual es inversamente proporcional a (%21/2. Debemos notar que esta no es la
forma usua! de determinar las velocidades desde el punto de vista matemdtico. En este caso
nos es posible seguir este procedimiento debido a la similitud entre el problema de propagacién
de ondas en la ciclea y el de la propagacion de ondas -en agua- provocadas por una frontera
que oscila, Para este segundo caso es aplicable la ley de flujo de Rayleigh, la cual estudiamos en
el capitulo 2. Por esta razén podemos considerar al comportamiento como similar y evitarnos
muchos desarrollos matematicos formales relacionados con métodos asintdticos.

En Jo que resta de este apéndice trataremos de estimar los movimientos medios generados
por la propagacion de ondas en la céclea, usando las ecuaciones de la velocidad tanto para el
flujo externo -ccuaciones (A.48) y (A.49)- como para el interno -ccuaciones (A.50) y (A.53).
Tambiéu trataremos de estimar los flujos de volumen debidos a dichos movimientos, pues estos
flujos son los que pueden provocar la deflexién de las células ciliares. Estos flujos de volumen
medios se generan gracias a estos movimientos medios, a los que también lamaremos flujo
aciistico por su similitud con ese fenémeno. El flujo acistico se genera, a su vez, gracias a la
disipacion de la energia de la onda cerca del punto caracteristico. Esta disipacion se debe al
efecto de la viscosidad del fluido que rodea a la membrana. Si el fluido no estuviera presente,
tendriamos que en la posicidn caracteristica la amplitud de la onda creceria drasticamente,
debido a que ese punto es un punto de acumulacién de energia.

A.3 Flujos medios de McIntyre.

A.3.1 Flujo externo.

Sabemos del capitulo 2 que el flujo medio de McIntyre e define comno

Supongamos, para empezar, que las condiciones sobre las fronteras son tales que las velocidades
medias culerianas, tanto de u como de v, son nulas, Por lo tanto, el flujo medio de McIntyre
es igual al flujo medio lagrangiano, y sdlo debemos de encontrar la velocidad media en cste
sistema de referencia. Como estamos estudiando el flujo externo, u y v estin dadas por las
ccuaciones (A.48) y (A.49), respectivamente. Podemos escribir desplazamientos infinitesimales
§z y by de las particulas de fluido como

u v
bz = ;—u-) Y 6y = ;.:)‘. (A-54)
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Ademais, la velocidad lagrangiana se escribe, en términos de estos desplazamientos, como

du au
u, = (7);61: + -5;631, (A.55)

con g; = —tku y -g—s = ~ku, Escribimo:? ahora a u como
u = [A + Bi]exp(iwt),

con A =V exp(—ky) sin(kz), y B = V exp(—ky) cos(kz), y a v como
v = [C + Di]exp(iwt),

con C =V exp(—ky) cos(kz), y D = =V exp(~ky) sin(kz). Entonces, usando el resultado ob-
tenido cn el capitulo 2 sobre promedios de productos de funciones de la forma (a+ 8i) exp(fwt),

obtenemos 4
o = g (52) o+ (%) ),

por lo que

w = gk B[] + ke mi [

—i
S U7 = 5[kt (44 B7) + ko™ (BC - 4D).
Pero A’ + B* = BC — AD = V? exp(—2ky), y entonces
g =15 = kw™'V? exp(-2ky). (A.56)
Siguiendo un razonamiento andlogo, es fdcil determinar que
U = O = %kw“(AC+BD) =0, (A57)

Las ecuaciones (A.56) y (A.57) se conocen por le nombre de flujo de Stokes. Vemos que dicho
flujo se efectiia (nicamente en la direccion de propagacién de la onda, pues sn componente
vertical es nula. Sin embargo, debemos ademas sumarle el flujo de Stokes dentro de la capa
limite, por lo que ahora determinaremos dicho flujo.

Recordemos que Z* es el complejo conjugado de Z, para lodo Z perteneciente a €,
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A.3.2 Flujo interno.

Dentro de la capa limite, la velocidad de propagacion estd dada por las ecuaciones (A.50) y
(A.53). Del mismo modo que en la subseccidn anterior, suponemos que ¢l flujo medio euleriano
es nulo. Las ecuaciones (A.54) y (A.55) no dependen de la regidn donde estemos caleulando
¢l flujo medio, por lo que también son vilidas dentro de la capa. Sin embargo, ahora tenemos

u .
e ~iku y
. i\ w2 ,
% = {rV (;—) exp [-— (»;) y]} expli (wi - kz)}. (A.58)
Por otro lado, es ficil demostrar que si
u=(A+ Bijexp[i{wt ~ kz)], y (A.59)
v=(C+ Di)expi (wf - kz)], (A.60)

entonces el promedio del producto de Jas partes reales deu y de v es

URvR =

(AC + BD).

B3] =~

Este resultado es idéntico al que habfamas encontrado antes, cuando tenfamos o las variables
en funcién de exp(iwt) en vez de exp[i (wt — kz)]. Por lo anterior, podemos escribir a GRVR
como

amm:%mu4+mxc—um. (A61)
5i a u, dado por la ecuacidn (A.50), lo escribimos en la forma

u= A+ Bi, (A.62)

entonces '
A= ~Vexp(~ay)sin(ay) y B =~V [exp(~ay)cos(ay) — 1},

con a = (i,%)l/?' Ademis, si
du .
3 =C D (A.63)
la ecuacién (A.58) nos permite deducir que

C = aV exp(~ay) sin(ay) — cos(ay)] ¥ D = aV exp(~ay) jsin(ay) + cos{ay)].

Finalmente, si
v=FE+ Fi, (A.64)
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por la ecuacién (A.53) tenemos
kV .
E=V 4 o1 - exp(-oy)cosfay) + exp(-a)sinfay)] ¥
F= %l- [exp(—ay) cos(ay) + exp(—ay)sin{ay) ~ 1] .
En términosde A, B, C, D, E y F, la velocidad media lagrangiana puede escribirse de la forma
D R -1
uz-i[kw '(4*+ B?) +w™! (CF - DE)].

Pero

kw=! (A’ + B’) kw V|1 - 2exp(—ay)cos(ay) + exp(~2ay)},

CF-DE

i

~kV2exp(~ay)sin(ay) - aV? exp(~—ay) [cos(ay) + sin(ay)].
Entonces la velocidad media lagrangiana queda como
UL = -;— [kw"V’ [1 - 2exp(~ay)cos(ay) — exp(—ay)sin(ay) + cxp(—2ay)]]
—%aw" V3 exp(~ay)[cos(ay) + sin(ay)]. (A.65)
La ecuacion (A.65) determina la forma del flujo medio de McIntyre cuando suponemos que el

flujo medio euleriano es cero, De esta ecuacién podemos también deducir dicho flujo cuando
nos encontramos sobre la membrana basilar, es decir, cuando y = 0, Este valor cs

1
() = (o = = o (A66)

, ) . ar
y proviene uinicamente del término an" V? exp(—ay) [cos(ay) + sin(ay)] de la ccuacién (A.65).
Por otra parte, cuando suponenios que la region en ta cual es valida esta solucidn es muy delgada
-debido a que la capa limite, en general, satisface esta condicién-, podemos suponer que la con-
tribucién al flujo medio del término

%kw“ V2|1 - 2exp(~ay) cos(ay) — exp(—ay) cos(ay) + exp(—2ay)]

es despreciable en comparacion con la del otro. Entonces, para determinar el flujo de masa
-por unidad de longitud en la direccion transversal y para y > 0- resultante de la diferencia
entre ¢l flujo de McIntyre externo e interno, debemos calcular la integral I dada por

% 22
(T ert = (@i dy = [ ™V exp(=2ay) + oy CApl=an)cos(ay)+ sin(ay)] dy
4]

a'\.z
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cuyo resultado se reduce a

I=-

w2 Vv (21’)‘/2 =0, (A.67)

2 (8uw)'? w

cuando aproximanios a cos(ay) por | y a sin(ay) por cero. Esto implica que no existen flujos de
masa cntre la regién externa y la interna, pues los flujos externo e interno se cancelan entre si.
Esto indica que el flujo de McIntyre no juega un papel importante en los movimientos medios
de las particulas, para el caso de los flujos cocleares.

Antes de ver si es posible que se generen movimientos medios gracias a la presencia del
esfuerzo de Reynolds, debemos considerar con mas cuidado el comportamiento de las particulas
que se encuentran en la frontera flexible de la region considerada, es decir de las particulas que
se encuentran junto a la membrana basilar, En el andlisis anterior supusimos que la velocidad
media culeriana era nula en toda la regidn ocupada por el fluido, en particular, junto a la
membrana. En el caso de ondas cocleares, sin embargo, la velocidad media lagrangiana es
la que se anula, pues las particulas deben de satisfacer la condicién de adherencia en dicha
frontera. La velocidad de Mclntyre que determinamos antes, dada por la ecuacién (A.66),
sigue siendo valida, pero en el caso de ondas cocleares nos da la condicion de frontera de la
velocidad culeriana media. Porlo tanto, para ondas cocleares las velocidades medias lagrangiana
y euleriana satisfacen las condiciones

0, v (A.68)

2
o = = (0= 4o (A59)

(WZ)y=0

sobre la membrana basilar. La segunda condicién de frontera nos permitird calcular la velocidad
media euleriana en la frontera de la capa limite.

En csta seccién vimos que el flujo medio de McIntyre neto se anula en el caso de propagacion
de ondas en la céclea, Sin embargo, no lo dernostramos en ¢l caso general, sino sélo a primer
orden, Para ver que esto es cierto en general, en la referencia [L..4] hay un argumento que se
basa en notar que el vector (§z, §y) es un vector solenoidal (cuya divergencia es cero), y que
por lo tanto el valor de la integral , b dV, donde V es el volumen entre dos planos paralelos
vecinos - cuyas ecuaciones son del tipo £ = constante- es cero. Entonces el flujo medio que
aparece en el caso de la céclea sélo puede deberse a los términos no lineales de la ecuacién de
Navier-Stokes, es decir, al {lujo de momento generado por la disipacién de la energfa de Ja onda
que se propaga sobre Ja membrana. Este mecanismo de disipacidn se debe a la accién de la
viscosidad del fluido sobre la onda, de modo que su amplitud decae abruptamente a cero poco
antes de llegar a la posicion caracteristica. Entonces, ya eu este punto, la amplitud de la onda
es ceroj esto nos indica que en esta posicidn toda la energfa de la onda se ha disipado, por lo que
el flujo medio generado por la disipacidn es grande en esta region y es en este lugar donde este
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flujo medio tiene mayores probabilidades de general un flujo medio de volumen importante,
en la direccidn transversal de la cdclea. En la siguiente seccién determinaremos la velocidad
culeriana media dentro de la capa limite debida a los términos no lineales, La caleulamos en
esa region por que

e cs en esta region donde el efecto de la viscosidad es importante y por lo tanto también el
flujo medio,

e csta regidn es cercana a la membrana basilar y el flujo medio puede generar un movimiento
de las células ciliares en la direccion transversal.

Usaremos la ecuacién (A.69) como condicién de frontera de la velocidad media culeriana
sobre la membrana (en y = 0). Esta es la condicién de frontera cfectiva.

Ad Flujo medio debido al esfuerzo de Reynolds.

Comto vintos en la seccién A.2 anterior, el flujo medio de McIntyre no provoca flujos de masa
netos, pues los flujos de masa externo e interno tienen la misma magnitud, pero direccidn
contraria. Otras fuentes posibles de flujos medios son los esfuerzos de Reynolds, En esta
seccion determinaremos la velocidad euleriana media debida a dichos esfuerzos, Denotaremos
aqui a! flujo euleriano medio en la direccién (z) por ig. Calecularemos esta componente de la
velocidad media y veremos después que es esta componente la que es capaz de generar un flujo
de masa sustancial en la direccion (z) % La ecuacion (2.75) nos permite escribir a la segunda
derivada parcial, con respecto a y, de la componente U, como

25— 1 12 [ UNYT
PTE _ ouh _ (OuR) | Guwh _(SuwhY | (A.70)
6y al dx . 8y 8y e

donde 1’ y v’ estdn dados por las ecuaciones (A.50) y (A.53), respectivamente. En cfecto, es
facil ver que la fuerza debida al esfuerzo de Reynolds es nula cuando consideramos al flujo
externo, es decir, al flujo descrito por las ecuaciones (A.48) y (A.49), En ese caso

wh = 5V exp(~2ay),

y como no depende de z, su derivada parcial con respecto a esta variable es nula, Ademds,
usando también las ecuaciones {A.48) y (A.49), podemos ficilmente deducir que

whry =0,

5Fa el fInjo de masa en esta direccion el que seris capaz de Inover las células cilinres del drganc de Conti
{ver figura 3 del capitulo 3), y por lo \anto permitiria la 1ransduccion del movimiento mecanico en una sefial
eléctrica.
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pora el caso del flujo interno. Esto implica que el efecto del esfuerzo de Reynolds se encuentra
confinado a la region donde la viscosidad es importante. Dentro de esta region, se puede ver
que la derivada parcial con respecto a r de ', ¢s cero, pues ain dentro de la capa limite la
amplitud de u' es funcidn de y solamente. Esto se deduce de a ecvacion (A.50). Entonces, si
existe algin lipo de flujo culeriano medio, éste se debe a la accidn de los esfuerzos de Reynolds
cortantes sobre el fluido. A continuacién veremos si cs este el caso,

Para determinar a los esfuerzos de Reynolds cortantes, vsamos Jas ecuaciones (A.62) y (A.64).

Estas ccuaciones nos permiten escribir a ufjvl como

U'RU;‘ = (AE + BF),

51 Kaad

por lo que

_ /2
ujh = -—-12- {V2 exp(—ay)sin(ay) + %—[cxp(—‘.’.ay) + 1 - 2exp(-ay) cos(ay)]} ,

de donde deducimos que

Por ende,

1 \ kVv?
T - (%), =5 { V2ot inln) + - ool 2) 2l coslanl}.
(AT1)

Ademds, usando (A.70), tenemos
¢ %UE L
Freldn=v" [ 5 i - (wn)..] (s

es decir, 8
T = k- (#wh), )

La razéu por la cual calculamos dnicamente la primitiva es la misma que la expuesta en el
capitulo 2. A laecuacion anterior pademos integrarla nuevamente entrela frontera (y = ) y una
altura y dentro de la capa limite, para obtener la velocidad media en un punto arbitrario dentro
de dicha regién. El que escojamos como limite de integracién inferior al punto correspondiente
ay = 0 se debe a que conocemos el valor del flujo euleriano medio sobre ]a membrana (ecuacion

(A69)). Ademds,

y -1y/2 -
p-t / l“'n"h - (mu] (¢)d¢ = —2—2)-/—- {El; - e_______xp(2aay) [cos(ay) + sin(ay)]}
)



v {l _ exp(—?ay)}

da 2a 2a
=1L -
+2 QZV {516 + exp(2aay) [~ cos(ay) +Sin(ay)]}.
(A.72)

Cuando y cs grande nos encontramos en la frontera de la capa limite, y es en este lugar donde
nos interesa el flujo euleriano medio. En ese caso las ecuacién (A.72) se reduce a

V2 1
e o = VW™,
(8uw)'/? "4
Finalmente, lo anterior nos permite concluir que
% V2 1

(ﬁE)n‘ = 'i _Vlkw-l = %V’k(d‘l. (A.73)

.*‘(Buc.,v)"z (8uw)'* 4
Esta velocidad euleriana media, en la frontera de la capa limite, es igual a la que se obtendrfa
. en la teorfa cldsica de flujo acistico, en la que se considera el efecto de una onda sonora viajera
interactuando con una frontera sdlida [L.4, p.574]. En efecto, para el caso de la onda sonora,
tanto I como v son cero en y = 0. Como v = 0, las ondas cocleares dentro de la capa limite
difieren inicamente por el primer término del lado derecho de (A.72); pero éste y la condicién
de frontera (A.69) se anulan entre si. Por lo tanto, es légico que hayamos obtenido el mismo
resultado para los dos casos en los que hemos estudiado este fenémeno,

Supongamos ahora que la amplitud del movimiento depende de 2, por lo que la condicién
de frontera para la velocidad vertical v es V = V(z). Con esta suposicion, obtenemos una
contribucién al flujo medio proveniente de los csfuerzos normales pu'}. Usando la ecuacién
(A.62), podemos deducir que

) [0 dv
(»gf) - (%%) ] = Va—z— [exp(—2ay) — 2exp(—ay) cos(ay)). (A.74)

Esta dltima ecuacién es igual a la ecuacién (2.77). Ademds, como V = V(z), v ya noes dela
forma dada por la ecuacién (A.53), sino que ahora

v=A+8, (A.75)
con
A = \/{1+k(i—:ﬁ)~m (1-exp[— (%-)my])}. Yy
e ()"
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Vemos que A es igual a la ecuacién (A.53) y entonces la contribucidn de este término al flujo
acistico s igual a la ecuacién (A.73). Si ademds multiplicamos a B por la ecuacién (A.50),
obtenemos el mismo resultado que el que obtendrfamos multiplicando a la ecuaciones (2.65) y
(2.66) entre si. Por lo tanto, la contribucién de B es igual a la que obtuvimos en la ecuacién
(2.81), es decir,
3y
Tdw dz’
Finalmente, concluimos que cuando V es funcién de (z), el flujo culeriano mnedio total cs
simplemente la suma de las ecuaciones (A.73) y (A.76), por lo que

(A.76)

(@B)ee = §V2h™ - SV (A7)

Esta ecuacién cs una generalizaclén del resultado cldsico de la teoria de flujo acdstico cuando
una onda sonora viajera, tal que su amplitud depende de la direccidn de propagacidn, interactida
con una frontera sdlida de la regién donde dicha onda se propaga [L.4, p.575).

Este valor del flujo acistico que hemos encontrado es el valor de dicho flujo cerca de la
membrana basilar, asf como cerca del punto donde la disipacion de la energia es total, Este
flujo acistico es el que podria generar un flujo medio de volumen en 1a direccién transversal
de la membrana basilar, es decir, a través de la células ciliares que se encuentran sobre el plano
transversal correspondiente a la posicion de disipacién maxima de la energia, Por otra parte,
mencionamos en el capftulo 2 que el esfuerzo de Reynolds es importante en la generacién de
un flujo medio en la direccién longitudinal. Para ver este hecho en el caso de la membrana
basilar, calcularemos a continuacién el flujo medio lagrangiano TT en la direccién vertical. Por
las ecuaciones de la velocidad en el caso del flujo interno, y por las ecuaciones de u' y de o' en
términos de un complejo multiplicando a un factor del tipo exp [i(wt — kz)), vemos que

Ob aF
= - k “Y(AE - B -1 -E—
w™ (A F)t+w ( Oy I)y)]

con

A = -Vexp(-ay)sin(ay),
B = -Vlexp(~ay)cos(ay) ~1],

E

V+ % (1 - exp(-ay)cos(ay) + exp(~ay) sinfay)] y
F = % [~1 4 exp(~ay) cos(ay) + exp(~ay) sin(ay)].
De lo anterior podemos deducir que
aE L oF

F-é-— - l‘-,,-— = kV?exp(-ay) +4 “a [cxp( 2ay) + exp(—ay) sin(ay) — exp(—ay) cos(ay)],
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y ademds,

w-l k?v?
5o [~ exp(~2ay)] +

kw™' (AE + BF) = —kw='Viexp(~ay)sin{ay) +

w-lk'lv?

55— [2exp(~ay) cos(ay) ~ 1.

Por lo tanto

-1y
ko™ (AE + BF)+w™ (F%SJ- - ,%-5:) = f——%—g—exp(-ﬁay)sin(ny)-{-

-lkivz
2 [exp(~ay) cos(ay) ~ 1)

Lo anterior indica que la velocidad media lagrangiana vertical sobre la membrana basilar s

=0, (A.78)

y=0

Esta ecnacién {A.78) indica que nuestra stposicion anterior -de que podemos limitarnos a
calcular la componente horizontal del flujo medio- era correcta,

En este apéndice hemos calculado el flujo medio debido al esfuerzo de Reynolds, con la
aproximacion de capa limite. Como dijimos en el capitulo 4, este método para calcular a diche
flujo es mas fdcil de interpretar, aunque en cierta sentido la solucidn aualitica seria mds correcta.,
En efecto, aqui hemnos hecho una suposicién muy fuerte. Esta suposicion ¢s de que el flujo se
divide, realmente, entre un flujo interno y en uno externo. El problema con esta suposicién es
que en la regidn donde estamos calculanda este [lujo wedio el nimero de onda es grande, Por
lo que vimos en el capitulo 4, debemos entonces de tener una viscosidad muy pequenia. esto se
debe a que, para que la aproximacion de capa limtite sea vilida, necesitamnos que & sca pequesio.
Como « es proporcional a k e inversamente proparcional 2 la raiz cuadrada de v (la viscosidad
cinématica), el sistema debe tener un amortiguamiento muy ligero (es decir, v debe ser muy
pequefio) para que nuestra aproximacion sea valida.

El flujo acistico que determinamos aquf nos permite ademds determinar si dicho flujo es
capaz de generar un flujo de volumenen la direccidn transversal, fo cual hicimos en le capitulo 4.
Dejaremos cualquier conclusidn fisioldgica sobre la importancia del flujo acistico y de su efecto
sobre el mecanismo de transduccién pasa trabajos posteriores. Esto se debe a la imposibilitad
de comprobar, por el momento, la importancia de las conclusiones a las que legamos en este
estudio y su valides experimental.
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Apéndice B

Relacion de dispersion, velocidad de
grupo.

Como se vié en el capitulo 2, las ondas sonoras son ondas que se propagan a velocidad constante,
Dicha velocidad se define como velocidad de propagacién del sonido en el medio, y su valor
en ol agua es de 1400ms=! [M.1). Sin embargo, otros tipos de ondas pueden propagarse en
un fluido, y sus caracteristicas dependen no sélo de las propiedades del fluido en cuestidn y
de las {ronteras que lo delimitan, sino también de las aproximaciones de las ecuaciones de
conservacion que se estan considerando. Como ejemplo de otro tipo de ondas podemos citar
las ondas gravitacionales (ver apéndice C), sobre las cuales actia la fierza de gravedad. Un
caso “particular” de las ondas gravitacionales son las ondas capilares, cuya longitud de onda
es pequeiia (ver el libro de Lighthill, [L.2, p225], para mds detalles sobre estas ondas). Las
ondas capilares son tales que la fuerza im portante no es tanto la fuerza de gravedad sino la
tension superficial de la frontera libre (ver, por ejemplo, el libro [L.2, p.225] para mas detalles
sobre cstas ondas). Para las ondas arriba mencionadas, la velocidad de propagacién ¢ ya no
es constante; depende, en general, de la longitud de onda A, La relacién entre ¢ y A se llama
telacién de dispersién. También se le llama relacién de dispersion a la relacién entre la frecuencia
w y el nimero de onda k, la cudl es mds fdcil de calcular. Una consecuencia importante de
la dispersidn es la aparicion de una nueva velocidad distinta de ¢, denotada por U y conocida
como velocidad de grupo,

Existen varias maneras de determinar la relacién de dispersién. Consideremos primero el
método cldsico, que es el que se desarrolla en la mayorfa de los libros (ver, por ejemplo, la
referencia [S.2, p.51]). Consideremos la superposicién de dos ondas monotonales propagindose
en la direccién = positiva, y cuya amplitud es la misma, Suponemos, ademds, que el nimero de
onda y la frecuencia de las ondas son vecinas; esta suposicion es necesaria cuando consideramos
que las dos ondas fornian parte de un mismo grupo, o paquete de ondas.

HY



Si a4 = acos(wyt — kyz) y a- = acos{wyt - kaz). el desplazamiento seria

(=a++a_.

Otra mancra de escribir a a3 permite expresarlas como

oweenf((22) - (42) < (252 e- (45) )

por lo que az = cos(A £ B), con

_ fwtw ky 4 ky ,

- (e (b2).
= Wy — Wy _ k]-kz

B "( 2 )‘ ( ) )’

¢ cs entonces

¢ =0, +a_ = cos(A+ B)+ cos(A - B) =2cos Acos B,

¢ =C(z,t)cos [( ';wz)t— (-’ﬁ%—ﬁ> z] ) (B.1)

con. C(r,t) = 2acos [(‘ﬂ—;—ﬂ) t- (i‘-—;—k—’) r] .

Como wy & wy ¥ ky = ky, C(z,t) es una cantidad que varfa muy despacio, A C(z,1) se le llama
amplitud de grupo {S.1, p.186}, y es la amplitud de una onda cuya velocldad de propagacién es

-—i—-’- Por otro lado, la amplitud se desplaza a una velocidad % L

eg decir,

= w
k ! k

es la velocidad de propagacion del paquete de ondas, Cuando tonmmos cl limite k; - k,,
definimos a una velocidad U en ky, como el valor de

por lo que

Utk = i, (Amstb)) deys (52

la cual es la velocidad de grupo.

En la figura B.1 sc muestra la forma de ¢, (linea continua). La linea punteada representa
la funcién C(z,1). Esta funcién envuelve a paquetes de onda que viajan hacia la derecha con
velocidad U.
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Figura B.1: Grifica de la funcién ¢ (linea continua). La linea punteada -la envolvente de la
grdfica de (- cs la grifica de la amplitud C(z, ) de esta funcién y envuclve a paquetes de ondas
que viajan hacia la derecha con velocidad U.

Los nodos son los puntos donde la amplitud de la onda es cero, y en esos puntos no hay
intercambio de energia entre los paquetes, Vemos que las ondas sinusoidales poseen la propiedad
dispersiva, es decir, que la velocidad de propagacion depende del nimero de onda, E! efecto
de la dispersién es el de provocar que una perturbacién gencral se pueda descomponer en sus
distintas componentes, las cuales se caracterizan por su mimero de onda. Es por ello que una
supetficie libre puede aproximarse localmente, por una onda sinusoidal [L.2, p.209).

Consideremos ahora el caso mds general, donde no tenemos ondas superpuestas, sino una
infinidad de ondas, tales que el mimero de onda varia gradualmente, por lo que w = w(k) varfa
de} mismo modo. Siguiendo el razonamiento de Sommerfeld escribimos al desplazamiento como

(= / > alk) explia)dk,
donde ¢ es en realidad la parte real de esta integral, y
a= w(k)t ~kz= wot ~ ko.'L‘ + (w "'WO)! - (k - ko)l.

Entonces { = C(z,t) exp|i(wgt — koz)], con
Clet) = L :a(k) expli(w — wo)t ~ (k — ko)z) dk.

En este caso podemos también reducir el problema o una onda sinusoidal, cuya amplitud C
depende de z y de ¢, Sin embargo, para que ¢ defina a un paguete de ondas es necesario que
C sea una funcién que varia gradualinente, por lo que se requiere que

(w = wo)t = (k = ko),

el argumento del integrando, sea aproximadamente constante. Imponiendo esa condicion y
diferenciando, tendriamos

Ak T dt!
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y en el limite cuando Ak es muy pequeiio, obtenemos la velocidad de grupo, i.e., la velocidad
de propagacion de la amplitud, como

dw dz

dk — dt’

Vamos ahora a usar lo expuesto anteriormente para encontrar ciertas caracteristicas de los
pardmetros k y w. Suponderemos ahora que el desplazamiento se escribe como

¢ = D(z,t)R [exp [ia(z, )],

U=

donde a cs la funcion de fase. De modo a que ¢ sea en efecto una funcion cast sinusoidal, por
lo menos localmente, a debe de satisfacer

Oa da
’a-z‘——k Yy F—

Entonces k ya no serd una constante, en general; k se define como el retraso de la fase. b solo
pucde definirse si o varia gradualmente; en ese caso podemos aproximar a a por su desarrollo
de Taylor a segundo orden, es decir

a = a(zg, o) — ko(z — 20} + wolt — to), y.

Como a varia lentamente, consideramos que se cumple

Fa_Pa
ooz ~ Az’
Entonces k y w deben ser tales que
.(?f + .6_‘:). =0
- dr
Ow  dwdk
),
Pero si w = w(&) =%’ tenemos
ok 6k dw
il + U con U=

En el caso en que w dependa también dc la posnciéu, podemos definir a la velocidad de grupo
como

Ow
U=
ok Owdk  Ow k 6w
entonces U—l- = %A B Ademis, se sigue cumphcndo que = ax = {, por lo que
ak i . .
U T U 3z En este caso tenemos una ecuacion parcial de primer orden para w dada por
Ow 0w
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Fista ccnacidn es facil de resolver usando el método de caracteristicas. En efecto, cuando

&

dt

tenemos que i P ds 8 o
: w  dz w
Vet a "
]
Por lotanto, w es constante sobre curvas en el plano (z, t) que satisfagan f&% =U. Enelcasode

la cdclea esta conclusion es muy importante, pues en ese caso consideramos que la frecuencia de
la onda cs una constante -debido a que el estimulo es una onda monotonal. Ademds, la figura
3.14 del capftulo 3 nos indicd que la velocidad de grupo de la onda tendia a cero conforme nos
acercabainos a la posicién caracteristica de la onda. Por lo tanto, son las propiedades mecdnicas
de la coclea las que provocan que se detenga la onda en la posicién caracteristica,

12}
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Apéndice C

Ondas gravitacionales en un canal.
Consideraciones generales sobre
energias medias.

En este apéndice consideraremos primero ondas propagdndose sobre la superficie de un canal
cuya profundidad h es arbitraria y constante, Supondremos que la iinica fuerza que actiia sobre
el fluido es la fuerza de gravedad y consideraremos el problema bidimensional. Sin embargo,
consideraremos la aproximacion lineal de la ecuacién de conservacidn de memento. También
consideraremos que el fluido es irratacional, por lo que & = V¢, Entonces ¢ es solucién de la
ecuacion de Laplace

V2§ = 0, (C.1)

dentro de la region ocupada por el fluido. si consideramos que la compresibilidad del fluido

s muy pequeiia podemos suponer que la ecuacion de continuidad es V - & = 0. Por atro lado,

cuando la superficie estd en reposo, Ja presién a una distancia ~y de dicha superficie esta dada

por la suma de la presién atmosférica y de la presion hidrostdtica debida al agna [L.2, p.94), y
entonces

Po = Ps ~ Pag. (C2)

Si ahora perturbaines la superficie, ésta ya no se encuentra en y = 0, sino a una altura

y = ¢{(,t). En una seccién transversal (con # fija), la presién seria shora la suma de la presion
del fluido en reposo y de la presion p, debida a la perturbacién, es decir,

p=potpe.



Pero p = p, cuando y = ¢, por lo que s¢ deduce que

Pe = pogl (C.3)

Por otro lado, en el capitulo 1 (flujo acistico) determinamos la ecuacion de conservacion de
momento tal que

Ou  dp. _ .
W + rrie 0, (C.4)
por lo que
2
Pe= '—po-‘,—)?, (C.5)

Igualando las dos relaciones que encontramos para p,, vemos que en la superficie libre se
debe de satisfacer la condicidn

(%) = (C6)

Esta condicidn puede relajarse para e} caso de perturbaciones pequeiias y considerarse en
y = 0. Para ver una justificacién detallada de esto se puede consultar la referencia {S.2, pp.19-
22). Otra condicién de frontera proviene de la continuidad de I velocidad en la superficie libre:
la velocidad @ del fluido en la frontera es igual a 1a derivada total con respecto al tiempo de ¢,
por lo que

d_a, ¢ )
-;-1% =% +i.V(= ("V)v=( = (-a;)lﬂ( ’ (©1)

Pero i + V{ es un término pequefio y también aproximamos la condicién en y = 0, ob-
teniéndose

a
-5% = -,a% sobre  y =0 (C.8)

Finalmente, nos falta la condicién de frontera en y = —h, donde h es la profundidad. Esta
frontera es sélida por lo que no depende del tiempo; en dichas fronteras, la componente normal
de la velocidad se anula [S.2, p.11}. Entonces
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B _ 0 6 e
ay—-ﬂ sioy=-h (C.9)

En resumen, debemos de resolver el problema:

Vi = 0 en ~h<y<g0, (C.10)
¢ ¢ . .
Tl g(')y en y=0, (C.11)
a9 a

Pl 0 en y=-h (C.12)

L.a condicién en y = 0 se deduce de las dos condiciones (C.6) y {C.8) que teniamos antes
sobre esta frontera.

Resolveremos el problema proponiendo una solucion ¢ separable y ademas tal que sea sinu-
soidal en la direccion z:

#(z,yit) = (y) expli(wt ~ kz)]. (C.13)

Por lo anterior ® es solucidn del sistema

"(y)-Ke(y) = 0 en ~h<y<0 (C.14)
¥(=h) = 0. (C.15)

i

La condicidn en y =0 es mds complicada y la estudiaremos después.

La solucién de la ecuacién (C.14) del sistema anterior se escribe, en forma general, como

®(y) = Aexp(~ky) + Bexp(ky). (C.16)

La condicién en ~h nos va a dar una condicién relacionando a las dos constantes A y B.
Dicha condicidn se obtiene derivando a ¢(y) e igualando a cero, dando como resultado

Acxp(kh) = Bexp(-kh). (C.17)

Para simplificar la forma de &(y), ignalamos las dos constantes Aexp(kh) y Bexp(—kh) a
/24y, y reemplazando en &(y),
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d(y) = o {“xvlk(u +h)] +2expl~k(.v + ")1} = dycoshlk(y + h)}. (C.18)

La condicién en y = 0 nos va a permitir encontrar la relacién de dispersidn para el caso de
ondas gravitacionales. De hecho,

a’ a9 .
en y=0: Tl -—955 (C.19)
= ~wlp = —g8'(0)expli(wl ~ kz)] (C.20)
I P —g%(%)m c21)
/(0
= [w’—y-&—(%)l]¢=0. (C.22)

Esta relacién debe de cumplirse para todo (z,y;t). Por lo tanto se debe de satisfacer

(0) _ %L sinh(kh)
w? =I%0) = 9 6 coshi(Fh)

= gktanh(kh). (C.23)

Es importante constatar que las ondas de gravedad son un ejemplo de ondas dispersivas,
pues ¢ depende de A como

=‘{- [yk" tanh(kh)] " [ tanh (g%r\-’l)]m- (C.24)

En la figura se muestra la forma que tiene la funcidn anterior. También se mucstran las
" ~ N /2
funciones a Jas cuales converge ¢ para A peguetio y para A grande. Estas funciones son (g%)
y (gh)''?, respectivamente,

La velocidad de grupo (del apendice B) se define coma

dw

Ve, (C.25)
g2 4 A d e Xl que
PrOStE= S Gk T dr Y 3T TR T (e T g POroawe

d g (e e
2 dA RS BRY] A dal
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Figura C.1: Velocidad de fase ¢ de la onda dada como funcidn de la longitud de onda A de la
misma.

Finalmente, concluimos que 4
c
V=c-)As. C.2
c n (C.26)
Por la definicion de V, es mds sencillo obtener a w como funcidn de & y graficar dicha funcidn,
Entonces V es simplemente Ja pendiente de la curva obtenida.

Antes de determinar a V para el caso de las ondas de gravedad, vamos a ver algunas pro-
piedades del movimiento del fluido, Determinamos anteriormente el potencial de velocidades
como

& = dgcoshik(y + h)] expli(wt - kz)), (c.2n

y las componentes horizontal u y vertical v de la velocidad serian entonces

u ~ik®ocosh{k(y + h))expli(wt ~ kz)),

k®qosinh{k(y + k)] expli(wt ~ kx)}.

Siguiendo el razonamiento de A, Sommerfeld, integramos con respecto al tiempo las ecua-
ciones anteriores para obtener el desplazamiento horizontal £ y el vertical y, respectivamente,
Las constantes de integracion se deben de anular para que se preserve la periodicidad de la
solucidn, por lo que se obtiene

§ = »goocosh[k(y+h)]exp[i(wt-kr)].
0 = ~Eaosinblk(y + ] explifot - k)
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Sean
k
a = ;%cosh[k(y+h)], y
b = g%sinh[k(y+h)].‘

Como £ y 7 son en realidad la parte real de cada una de las ecuaciones del sistema anterior,
deduciinos que

§
n

~acos(wt — kz) (C.28)
bsin(wt ~ k), (C.29)

donde a y b estan dadas por (C.28) y (C.28), respectivamente. La trayectoria de las particulas
se obtiene eliminando a ¢ de las expresiones (C.28) y (C.29), de modo que

LS (C.30)

La ecuacién anterior ¢s la ecuacién de una elipse, cuyos ejes a y b se relacionan por !

g = tanblk(y+ )] = taoh(kh) si y=0,
= 0 si y=-h (C.a1)
y cuya excentricidad
e=vVal-l = ko (C.32)
w

no depende de la profundidad considerada,

En el Iimite en que la profundidad es muy grande, cerca de la superficie -o relativamente
cerca, de modo que y sea pequefio con respecto a h- 2 seria

g- ~ tanh(oo0) = 1, (C.33)

En el caso de agua profunda, las particulas siguen una trayectoria circular, Los radios de dicho
movimiento serian

a= ‘%% cosh[k(y + b)) = % cosh(kh)[cosh(ky) + sinh(ky) tanh(kh)), (C.34)

'En el caso en que A es pequefio tanh(kh) s kh € leny =0,y -:- =0 eny = —h. Entonces en ese caso el
movimiento es casi horizontal, pues b < aVy.
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cuando h es grande, es decir cuando tanh{kh) = 1, y por ende

a= 5{'-9 cosh(kh) exp(ky). (C.35)

Lo mismo encontrariamos para b considerando la misma aproximacidn. Por lo tanto, el radio
de la trayectoria circular de las particualas decrece exponencialmente, conforme la profundidad
y considerada ammenta, Ademds, cuando tomamos a @ = 28 exp(—kh} -por definicién de dg-
la dependencia de a con respecto a h puede despreciarse, pues

docosh(kh) = B[l 4 exp(-2kh)] =~ B, (C.36)

cuando h es grande. Entonces a cs simplemente
B2 cxplhy) ()

por lo que decae exponencialmente como funcidn de la profundidad.

Es importante constatar que las ondas gravitacionales son un ejemplo de ondas dispersivas,
donde ¢ depende de A, o de k. ¢ es simplemente

w A (2wk\]Y
c= ¢ =gk ' tanh(kh))1/? = [%7; tanh (T)] (C.38)
Ahora vamos a calcular la velocidad de grupe U pare este tipo de ondas,
Como
d oy =939 ) 4 kB
qe () = Wogg = g tanh{kh) + s (C.39)
Ye= ‘7:'7
U _ gk ] kh
~ =5 {tanh(kh) + coshz(kh)} . {C.40)
Por lo tanto v ki | st
,‘ DIY
T2 [1 + siuh(kh)cosh(kh)] =3 [ + sinh('Zkh)] ' (C41)

Vemas que U es aproximadamente igual a ¢ sélo para el caso de agua poco profunda, en el
que h es pequeiio y el segundo término de la cantidad en corchetes de la f[drmula anterior es
aproximadamente igual a 2,

Vamos ahora a determinar la constante o tal que, si h > a), el error cometido al aproximar
a ¢ por su forma para agua profunda sea menor que 3% . Esto quiere decir que queremos que

12 ; -12
9\ i [ 2rh 94 g [2mh
(271_) tanh (T o = tanh </
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sea tal que
! - 0.03 < tanh'? (%ﬁ) <l

0.97 < tanh*/? (3?) <L

Como la funcién z'/2 es creciente, ln desigualdad anterior cs equivalente a

0.9409 < mnh( ) <l

Sih=aly tnnh( ;") = tanh(a) = 0.9409, entonces,
o = 0278, (C42)

Por las propiedades de la funcién tanh(z), basta con que tomemos 2 > 0.28\ para que el error
2

cometido al aproximar a ¢ por e} valor (g—f;)” que toma para agua profunda sea a lo mds de

3% [L.2, p.216}.

Vamos ahora a estudiar las energfas cinética y potencial, por unidad de area horizontal para
ol caso h grande. Para un flujo irrotacional, la energfa cinética puede escribirse como

Ek—-—]]] (@) dR = ]]]nw.wdn. (C.43)

Ademis, como V%¢ = 0, podemos sumarle el término ¢V2¢ = 0 al integrando de Ia ecnacién
(C.43). Y Como
Vé-Vé+ V6=V [6(V4)],

usando el teorema de la divergencia obtenemos a Ey de la forma

n=t]. ¢"¢ a8, (C.44)

3 dcc:r, como una integral sobre la frontera del fluido, En el caso de ondas en agua, en

y=~h? - =0, por lo que la mtegral auterior se reduce a una mtegral sobre la superficie libre

-encl caso de la aproximacién lineal. Por lo anterior, la energia cinética, por unidad de drea
horizontal, puede escribirse como [1..2, p.213]

2
[¢3J o 5,&--’(%) ' (C43)
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Entonces

1 2
2 = =kt [ =2 >
Ey 2pk (6!) . (C.46)

Determinemos ahora ¢l exceso de energia potencial para ondas en agua, por unidad de area
horizontal, Esta energia potencial se escribe como (£}, = IS pgy dy = 409 (¢* ~ h?) y para
(=0,

1
(Ep)(.:o = 51’9&-

Por lo que

AE, = -—%pgh’. (C.47)

3 . » . I il
Esta cs la forma de la energia potencial, pues sabemos son diferencias de energia potencial
las importantes para el movimiento.

Por las ecnaciones (C.46) y (C.47), vemnos que para ondas en agua profunda podemos consi-
derar al desplazamiento ¢ de la superficie libre como una coordenada generalizada, a pg como
una rigidez generalizada, y a pk~! como una masa generalizada. En efecto si calculamios los
promedios en un periodo, tanto de E; como de E,, tenemos que

(Ex pk"(( ) ) “""‘I’O?(""p [""‘”( - _)])'

(B = 5oulcs [(?f,’) ]’,=%wz%z(cx,,[2,-w(,_§)]),

Una condicién para que (Ex) = (E;) es que w’ = o = gk, Ia cual se cumple para ondas en
agua profunda. Siguiendo un razonamiento annlogo para ondas a una profundidad arbitraria
obtendriamos un resultado andlogo. De hecho, si la relacién de dispersién en un sistema en
vibracidn se puede escribir

2. rigidez gencralizada

inercia generalizada ' (C.48)

entonces probaremos que las energfas cinética y potencial medias son iguales entre si.
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En cfecto, siguiendo un razonamiento andlogo al anterior, podemos llegar a las mismas
conclusiones para agua cuya profundidad es arbitraria, es decir que (E,) = (£)) y que

(E) = (Ep) + (Ex) = 2Ey).
En efecto, en el caso en que A es arbitrario,

é = 2B exp(—kh) cosh[k({y + k)] expli{wt — kz)}.

Usando la condicién (C.6) podemos determinar ¢, dando como resultado

= §2Bexp(-—kh)cosh(kh)sin(wt ~ kz), (C.49)

Por lo que
E,= —;-gpc ?= spwzﬂ’ exp(-2kh) cosh?(kh) sin®(wt - k). (C.50)
Por otra parte, de {C.49) podemos determinar T;% Ademds, en este caso y ’((8)) or

lo que la energia cinética, en este caso, se eseribe como

By = -p [k tanh(kh)]™* (6()
es decir,

By = pk B exp(~2kh) sinh(2kh) cos*(wt —~ kz), (C.51)

De (C.50) y (C.51) podemos deducir que

(B = (E) =t ELB exp(~2kh)sinb(2kh), (C.52)

. o _ Rigidez N
stw' = e = gk tanh(kh), que es exactamente el valor dado en (C.23}, y también que
= (F) = (Bx) + (By) = pk B exp(~2kh) sinh{Zk). (C.53)
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Vamos ahora a demostrar que U, la velocidad de grupo. es la velocidad de propagacion de
la encrgfa. Para cllo necesitamos determinar el flujo de energia a través de una superficie S
dada, Sea R la region que ocupa el fluido considerado, tal que S es su frontera. Siguiendo el
razonamiento de Stoker [$.2, p.47-54}, tenemos que la encrgia dentro de la regién R estd dada

///no [( ) (?,ﬁ) +(g¢)]+qydxdydz (C.54)

Pero la ecuacién de Navier-Stokes, para el caso en que el fluido es irrotacional, incompresible
¢ inviscido y cuando la fuerza externa es la fuerza de gravedad, se escribe comeo

ad L Vp
g HE V)= -p—-gy. (C.55)

donde § es el vector unitario en la direccidn y. Pero i = V¢ y g§ = V(gy). Ademds, es ficil
ver que

(Vé-V)Vé= %V(w- vé).

Entonces la ecuacion (C.55) se puede expresar en funcién de ¢ como

a6 1[788\* [8g\* (0
LA @ @

A la ecuacién (C.56) se le conoce como ecuacidn de Bernoulli. A partir de ella podeinos
reescribir a (C.54) como

E= —/jjn (p+p%%s-) dz dy dz. (C.5T)

Entonces el flujo de encgfa por unidad de tiempo, %?, es

...:-/// (pu}-/)du)cdrdde*/ (p+ pdr)vndS,

donde v, es la componente normal de la velocidad de S. Suponiendo que p no depende del
tiempo,
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Jf o+ os0dziyds =[] cteit 6,00+ bupudadyds=p[ff Vo-vs0y,

es decir,

J| oot izavas = [f s2tas,

donde ¢, es la componente de fa velocidad del fluido tomada en la direccién de la normal a
S y cuyo sentido es hacin afuera de R.

Entonces

S = [f ot (o= o)~ (C.58)

Nos interesa el caso en que S es una superficie geométrica fija de la forma z =constante,
En este caso v, =0 y el flujo de energia a través de esta supetficie es

dE) 0 J¢

= =p| dem-dy. (C.59)
( dt /.. constante /"' dz

Si ¢ ¢s una onda progresiva de la forma

¢ = &y, 2) explifwt - ka)]
9 __ 0¢

entonces i -ca;, y (C.59) se escribe como
4B o (3p\?
Friale ‘/‘)l cp (-5?) dy. (C.60)

El signo se debe a que R se encuentra a la izquierda de S, por lo que el flujo de energia de
una onda progresiva propagdndase hacia Ja derecha hace que disminuya la encrgia dentro de R.
La ecuacion (C.60) determina el [lujo de energia por unidad de tiempo, Para e caso de ondas
con agua, 2

5% = 2k Bexp(—kh) cosh{k(y + h)]sin(wt - kz),
por lo que

-

%!tli = =2cpB*k? exp(-2kh) [a_'______________lnh(?kh) 1 2tk

% ] sinflwt — k), y (C.61)
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22
l( - Bk "2":( 2Kh) cink (2Kh) + 2kh). (C.62)
Comparando a la ecuacién (C.62) con (C.53) y (C.41), vemos que
'“")’ UE, (C.63)

lo que nos permite concluir que U, la velocidad de grupo, es también la velocidad de propagacion
de la energia,

Conclufmos este apéndice demostrando que para vibraciones en general la energia cinética
promedio es igual a la encrgia potencial media, Consideramos que el movimiento puede expre-
sarse como una superposicion de ondas del tipo

£ = Aly, z) cos(wt ~ kx). (C.64)

Entonces definimos a una rigidez generalizada s(z,k) y a una inercia generalizada, m(z, k),
tales que

1
By = 5351' y
.1 (0!
bk = -2'"1('67) .
ﬁ?

(&)

Remplazando los valores anterlores en las definiciones de las energias potencial y cinética, y
determinando el promedio sobre un periodo de las mismas, obtenemos

Pero

A? cos(wt — kz)

LI}

w A%sin(wt ~ k),

]

A?
(B) = i‘r- Y

1A2
o =

Por lo tanto, las energias medias son iguales cuando se satisface la condicién

u’:

(C.65)

s
~
Ademds, podeinos escribir al promedio de una superposicion de movimientos del tipo (C.64)
como una superposicion de promedios, por lo que el resultado (C.65) sigue siendo vilido. Bste
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resultado es muy importante pues la mayorfa de los movimicentos pueden escribirse como una
superposicion de movimientos del tipo (C.64), es decir, como una serie de Fourier, En particular,
consideramos que nuestro problema es de este tipo, por lo que se aplican los resultados aquf
obtenidos, También es posible demostrar que la descripcidn en términos de flujo de energla
es equivalente a estudiar el problema usando el método WKB. Una demostracidn detallada de
esto puede encontrarse en el capitulo 11 del libro de Whitham [W.2, pp.384-403}, por lo que es
correcto el procedimiento utilizado para encontrar el flujo acistico en el problema de la céclea.

Finalmente, es importante aclarar que es posible demostrar que la velocidad de propagacion
de la encrgia sigue siendo la velocidad de grupo U. La demostracion de lo anterior es un poco
tediosa, Recomendamos consultar el libro de Lighthill, referencia {L.2].
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