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Prefacio

El objetivo que se ha perseguido al escribir esta tesis es introducir una teorfa que
comenzd a desarrollarse hace menos de una decada, ---renormalizacién ambientalmente
amigable. Aunque esta teorfa puede verse enmarcada dentro del contexto de la teoria del
grupo de renormalizacién, representa un refinamiento de ésta en el sentido que ya toma
en cuenta los efectos que el “ambiente” produce sobre el sistema fisico. Eate es un aspecto
importante y no tratado por los métodos comunes de regularizacién. Ya en sf el grupo de
renormalizacion ea referido como “uno de los descubrimientos més profundos en la ciencia”
porque es una teorfa acerca de las teorias. En este trabajo utllizsamos los fenémenas criticos
para introducir 1as ideas en las que se basa el grupo de renormalisacién ya que es este
contexto el que facilita el entendimiento de conceptos que de otra manera serian dificiles
de entender. Para dar una visién clara de la fisica que queremos describir en el contexto de
la teoria de renormalizacién, y en particular de renormalisacién ambientalmente amigable,
iniciamos €l primer capitulo mostrando algunos ejemplos tipicos de fendmencs criticos y
toda una serie de fenomenoclogfa que se conoce de ellos. En el segundo capitulo introducimos
una serie de modelos que intentan describir la fenomenologia que se observa. Alguncs de
estos modelos se resuelven exactamente dentro del marco de Ia mecénica estadistics y el
resto tiene una funcién de particién que puede escribirse como una integral funcional en
términos de campos continuos. De estos \iltimos, tomamos un bien conocido representante
para introducir las técnicas funcionales en el capftulo 3, que es la llamada teoria de Landau-
Ginzburg-Wilson o teor(a de Ap*. Nuestra filosoflfa es que todo el trabajo hecho en estos
tres capitulos es sélo una introduccién al problema central, pero no por eso debe ser
menospreciado. De hecho, es todo este trabajo el que permite visualisar |a existencia de
problemas que requieren de una teorfa especial para ser tratados, —Ia teoria del grupo
de renormalisacién. Es con este tépico que iniciamos el capftulo 4. Notamos que existen,
esencialmente, dos formas del grupo de renormalisacién. Una que corresponde a un mapeo
exacto entre hamiltonianos que conduce a un hamiltoniano con un menor ndmero de grados
de libertad. De hecho, en el sentido estricto este conjunto de transformaciones entre los
pardémetros de los hamiltonianos es solo un semigrupo porque las transformaciones carecen
de inversa. La otra, ¢l grupo de renormalisacién en el contexto de teoria de campos, que
se basa en la idea de reparametrizacién. Esta formulacién, aunque més abstracta es mis



xii Prefacio Prefacio

general. Dentro de este contexto de los grupos de renormalizacidn en teorfa de campos,
en log que renormalizacién es equivalente a reparametrizacién, es que podemos localizar la
teorfn de renormalizacién ambientalmente amigable.

Para finalizar este prefacio quiesiera agradecer el gran apoyo académico del Dr. Cliris
Stephens, quien me introdujo en el area de teorfa de campos aplicada a fenémenos criticos
y tuvo ta paciencia para continuar en esto hasta et final. Estoy agradecido, también, con
los estudiantes que cotaboran con el grupo de renormalizacién ambientalmente amigable
por sus valiosos comentarios, oportunas discusiones y la ayuda en algunos cllculos que
no son simples, en particular a José Antonio Santiago. Agradezco, también la amabilidad
del Dr, Juan Carlos Lépez Vieyra por sus valiosas aportaciones a la versién anterior de
cste manuserito. Al Dr. Tim Minzoni, Dr. Germinal Coclio, y al Dr. Matfas Moreno,
agradezco, por 1iltimo, sus invaluables cornentarios y discusiones. Sin su ayuda esta tesis
no hubiera sido 1a misma. ‘
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Capitulo 1

FENOMENOLOGIA DE LAS
TRANSICIONES DE FASE

En este capitulo y a lo largo de esta tesis estaremos tratando principalmente con
transiciones de fase de segundo orden, aunque a veces nos referiremos a algunas de primer
orden. Pero, ;qué queremos decir con transicion de fase?

Una transicidn de fage simplemente siguifica un cambio en la fase de un sistema ter-
modinAmico, donde una fase se entiende como una componente homogénea.

Existen varias maneras de clasificar les transiciones de fage, una, conocida como la
clasificacidn de Ehrenfest propone llamar a una tramsicién de fase de “n-dsimo orden” si
cualquier derivada de orden menor que n de la energia libre con respecto a cualquiera de sus
parkmetros, evaluada en cualquier punto accesible al sistema es continua, pero cualquier
derivada de orden n de la energla libre tiene una discontinuidad en la transicién de fase.

Otra clasificacién, que es la que asumiremos en este trabajo, es
o Llamaremos transicidén de fese de primer orden a aquella que presente discontinuidades
en las derivadas de primer orden de la energfa libre. Por consiguiente, en este tipo de
transiciones habrd discontinuidades en la entropfa, el volumen o la magnetisacién y por lo
general se generaré calor latente.

Unos ejemplos que corresponden a este tipo de clasificacién pueden encontrarss en la

transicion hielo-agua y la transicién superconductividad-conductividad th un material en
presencia de campo magnético externo. Por otra parte,
o llunaremos transicidn de fase de segundo onden a cualquiera que pmenh diacon-
tinvidades en las derivadas de orden mayor que uno. Estas tendrén continuidad en las
derivadas de primer orden de la energia libre, pero pueden 0 no presentar discontinuidades
en todas las derivadas de orden superior. Es dacir, en este tipo de tranaicionss habrd
continuidad en la entropla, el volumen o la magnetisacién a través del punto de tranaicién
y por lo general no se generard calor latente.

Algunos ejemplos de esta clase son, la transicién liquido-vapor en el p\mto critico,
la transicion superconductividad-conductividad de un material en ausencia de campo
magnético externo y la transicién ferromagnética en el punto de Curle, entre otros.
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De aqui en adelante seguiremos la convencién de llamar fendmenos criticos a aquellos
que ocurren en las transiciones de fase de segundo orden.

1.1 Descripcién de las Transiciones de Fase y Puntos Criticos

Para un mejor entendimiento de los fenémenos criticos conviene comenzar con un par
de ejemplos. El primero de ellos, ya mencionado en la anterior introducci6n, corresponde
al fendmeno que ocurre en una transicién liquido-vapor a través del punto critico. De
hecho, historicamente, el primer punto critico que se deacubri6 fué en una transicién de
fase de este tipo, cuando se estudiaba el comportamiento del dioxldo de carbono (CO3).

Supongamos que estamos estudiando el comportamiento del CO; contenido en un

" tubo sellado a una densidad promedio de aproximadamente 0.5 g/cm® y a una presién
aproximada a las 72 atm. A una temperatura cercana a los 29 °C uno ve un menisco muy
agudo que separa el liquido (abajo) del vapor (arriba). Uno puede seguir el comportamiento
de las densidades del liquido y vapor mediante el uso de unas cuantas esferas de una
densidad aproximada a los 0.48 g/cm?, la cual difiere ligeramente entre cada una de ellas,
Fstas esferas simplemente se dejan flotar en el sistema. Cuando el tubo se calienta hasta
una temperatura de aproximadamente 30 °C, uno se encuentra con un cambio muy grande
en las dos densidades, Sin embargo, una esfera que tenga la “densidad critica” permanece
flotando en el menisco. Exiate ain una fina interfase entre los dos fluldos, pero la densidad
de cada uno de ellos se ha ido aproximnando a Ia del otro. El aumento en la temperatura
del fluido hasta una temperatura de aproximadamente 31 °C produce el fenémeno de
opalescencia critica. Si el COj, que es muy transparente en la regién visible del espectro,
se ilumina desde un lado, uno observa una fuerte intensidad de lus dispersada. Esta
tiene un color azul cuando se observa en la direccién normal a la lluminacién, pero tiene
un aspecto café-naranja cuando se observa en la direccién de la iluminacién con la luz
viniendo desde atrds. Finalmente, cuando la temperatura se incrementa unas cuantas
centésimas de grado, 1a opalescencia desaparece y el fluido se vé totalmente claro otra

vez. Ademds, el menisco que antes separaba el liquido del vapor desaparecié. De hecho
toduhadlfenmmenmludmfuulelunkdoy;&oqmdnmheﬁnidabuunm
homogénea arriba de la temperatura critica, T ~ 31.04 °C.

Podemos visualizar este fendmeno de una manera més clara si lo representamnos en un
diagrama de fase (P, T) como el de la figura 1.1. Las tres primeras etapas de la transicién
descrita anteriormente corresponden a los puntos a, b y ¢ sobre la curva de presidn de vapor.
Nétese que T: y P: son los valores criticos de la temperatura y presién respectivamente a
loa cuales se observa la opalescencia critica. Cuando la temperatura aumenta ain mds , el
sistema sigue una curva de densidad constante (la “Isocora critica”). Todo el proceso es
completamente reversible; consecuentemente, e posible ir del punto 1 (liquido) al punto
2 (vapor) ya sea suavemente por Ia curva I'y a lo largo de la cual las propiedades del

BPSOReRRIR A AR
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"fluido cambian suave y continuamente mediante una transicién de fase de segundo orden,
o a través de la curva I'z, a lo largo de la cual ocurre una transicién de fase de primer
orden con una discontinuidad en la densidad, energia interna, etc. Cuando nos acercamos
al punto critico, las densidades pyi; y puap se vuelven mds y mds cercanés, hasta que se
enpalman en el punto crftico.

ll

tluido
solido Lo
hqmd? ..... W
Y k
H‘ 1 N
i~ ¢
] b
2.
vapor
d T
0 T

Fig. 1.1 Diagrama (P,T') para un sistema fisico tpico.

Fl segundo ejemplo, quizd menos familiar para rosotros, corresponde a una transicién
ferromagnética en el punto critico,

Consideremos ahora, una barra de hierro a temperatura ambiente sometida a un csmpo
magnético intenso A, paralelo a su eje. Si el campo es lo suficientemente intenso, la barra
se encontrard casi completamente magnetizada. Y of disminuimos poco a poco la intensi-
dad del campo hasta llegar & h = 0, notamos que la magnetizacién M iré disminuyendo
también, pero no legard a cero. Es decir, ain a campo cero habré una magnetisacién.
A esta magnetizacion se le suele denominar magnetizacion esponténea y se le denota por
M.} .

Sabemos, de lo que observamos en el laboratorio, que cuando invertimos la orientaclén
del campo A, 1a magnetisacion tambi¢n se invierte. Por esta razén M debe ser una funcién
impar de A, Y por el argumento anterior, M debe ser discontinua en h = 0, pues cuando
h—=0t, M- Myycuando h - 0™, M 5 —M,.

Esta discontinuidad en la magnetizacién es muy parecida a la discontinuided en la
densidad en una transicién de fase liquido-vapor. Mds adelante daremos una prueba
explicita de esta aseveracion.

La barra de hierro sufre una transicién de fase cuando h = 0, cambiando repenting-
mente de magnetisacion negativa a positiva. En un experimento real, la discontinuldad se
oculta tras la carencia de equilibrio termodinémico de la barra y ocurre el fendmeno de

! Es importante hacer notar que e} compottamiento ferromagaético 6 paramagoético de la barra depende
sensiblemente del proceso que lo llevé a su wtado final. Por ejemplo, si ¢l “proceso de exiriamiseto” &
cuasiestético y reversible entonces la barra llegard a ser ferromagnética, no as{ si el proceso s irreversible.
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histéresis. DPero, si el hierro es suave y estd sujeto a cambios mecdnicos, se encuentra un
comportamiento muy cercano al de la grdfica 1.2, (T < Ty)

M
<,
Mt =T
>,
= »

_________/ ~My(T)

Fig. 1.2 Gréfica de M(h) para P’ < T, T' =T, y I' > T,

Tados los comentarios anteriores s¢ aplican a una barra de hierro a temperatura am-
biente. Ahora supongamos que incrementamos la temperatura T de la barra 8élo un poco.
Se encuentra experimentalmente que M (k) tiene una gréfica similar pero con My meuor
que la anterior. Finalinente, si incrementamos 1' hasta el valor critico T;, My se anula
y M(h) se vuelve una funcién continua con pendiente (susceptibilidad) infinita en h = 0
(figura 1.2, T = T).

Si T se incrementa ain mds, M (h) sigue siendo una funcién continua, y para cualquier
T > Ty, s¢ vuelve una funcion analitica para b = 0 (figura 1.2, T' > 1¢). En este caso la
susceptibilidad no sélo ya no es infinita sino que es una funcién analftlea también.

Todas estas observaciones pueden resurnirse convenientemente si consideramos el plano
(T,h) como el de la figura 1.3. '

h

A

|

Fig. 1.3 E! yemiplano (T, h) mostrando el corte sobre el ‘
cual M es discontinua.

Notamos que hay un corte a lo largo del eje 7 que va desde 0 hasta T;. La magnetizacion
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M es una funcién analftica tanto de T comode h en los semiplanos h > 0 y h < 0, excepto
en los puntos del corte, donde es discontinua.

E! corte es una linea de transiciones de fase. A su punto final (T, 0) se le conoce como
punto critico. De las razones expuestas anteriormente concluimos que la funcién M (h, T')
debe ser no analftica en este punto. Uno de los aspectos mds interesantes de la mecdnica
estadistica y de la teorfa de campos es el estudio del comportamiento singular, o mejor
dicho del comportamiento no analftico de algunas cantidades fisicas cerca de los puntos
criticos.

IMo(D)

(Mo (O}

-~ T

0 (5
Fig. 1.4 La magnetizacion esponténea My como funcidn
de ls tamperatura.

Para finalizar este ejemplo, definimos la magnetizacion esponidnea de manera precisa
mediante\la ecuacién

Mo(T) = lim M(»,T), (11)

como se puade notar el limite se toma a través de valores positivos de A. El mddulo de la
magoetizacidn espontdnea tiene una grfica del tipo que se muestra en la figura 1.4, siendo
positivapara T < T, y cero para T > T,

1.2 Comportamiento Critico

Cuando un sistema termodindmico se aproxima a una transicién de fase de segundo
orden ocurren fenémenos muy notables, muchos de las cuales tienen naturalesa ter-
modindmica y pueden observarse, como ya se ha mencionado antes, mediante experimentos
cuasiestdticos o calcularse & partir de la mecénica estadistica en equilibrio.

Uno de ellos, el comportamiento cooperativo .de largo rango, dommim lu carac-

teristicas importantes de la transicidn.
Es posible notar que la escala de las correlaciones es grande cuando, por ejmplo, "
observa el fendmeno de 1a opalescencia critica en el punto eritico liquido-gas. El incremento
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“dramdtico” en la dispersién de la luz s un resultado directo del hecho que las regiones
del tamaiio de unas cuantas micras (Ia longitud de onda de la luz visible) est4n fluctuando
coherentemente.

En un sistema magnético, la divergencia de la susceptibilidad « campo cero, x(T),
refleja Ia naturaleza del largo rango de las correlaciones entre los mmomentos magnéticos.
Uno caracteriza este rango mediante la longitud de correlacidn €.

Asf pues, a medida que el sistema se acerca al punto critico, varias cantidades fisicas
wuestran no analiticidades y lo que se observa experimentalmente es que el comportamiento
que siguen es el de una ley de potencias.

Hasta ahora hemos mencionado la longitud de correlacion y la susceptibilidad
magnética. S{ denotamos por (p(z)dp(0)) a la funcidn de corvelacidn de la cantidad
fluctuante dyp cn los puntos  y ), tenemas que su comportamiento es

wvvaw»hgme”M“, T#T,, (1.2)

y el comportamniento asintético de la longitud de correlacién cuando el sistema se acerca a
la temperatura critica es
IT - Tcl"". T> Tc e

e~ { -, r<T (19)
Para el cuso en que estudiamos un ferromagneto, p(z) es el momento magnético local en
la posicidn z y dp es su valor relativo al promedio. Para un liquido, p(z) es la diferencia
entre lo densidad local en = y la densidad promedio en el punto critico. Para sistemas
cono superfluidos el campo fluctuante na es observable directamente, es un pardmetro de
orden complejo.

A pesar de la gran variedad de sistemnas fisicos, uno puede usar un lenguaje iinico,
basado en “algin® camnpo como pardimetro de orden. Este par&metro de orden, que general-
mente no es tinico, tiene la caracteristica de ser cero para ciertos valores de los pardinetros
del sistema “arriba” de la temperatura critica y ser no-nulo para los mismos valozes de 108
parfmetros pero “debajo” de la temperatura critica. Tal'es el caso de la magnetizacién
en un ferromagneto, la eual es cero cuando h = 0 y T > T, pero es diferente de cero para
h=0cuando T < 1. ' . )

En el marco de este lenguaje, definimos el pardmetro de orden ¢, y la susceptibilidad
X como la respuesta del sistema (el cambio en el pardmetro de orden promedio) cuando
se-aplica uin campo externo infinitesimal que se acopla linealmente con el pardmetro de
orden. Se observa que para temperaturas cercanas a la temperatura critica T,

N{W—m”. T>1T,
V-, r<r’
Nuevamente puede haber una variedad de situacioues. En un liquide, x es 1a compresi-
bilidad; en un superfluido, no es una cantidad fisica; en un ferromagneto de Helsenberg,
puede ser un tensor de susceptibilidad con componentes longitudinales y transversales.

(14)
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Si el sistema se encuentra exactamente a la temperatura crftica 7., la funcién de
correlacién decrece como

(0 (z)8(0)) oo |z|~@-20) P, (15)

donde d es el mimero de dimensiones espaciales.
El calor especffico a campo externo constante, para T' — T, se comporta como

Jfr-me, TS
G {IT—Tcl*d, T<T,’ (16)

donde a = 0 a veces implica una singularidad logarftmica.

En muchos sistemas uno puede medir una curva de cohexistencia, donde liquido y
gas cohexisten en equilibrlo en el caso de un fluido, 6 en un sistema magnético, es el
comportamiento de la magnetizacién como funcién de la temperatura a campo externo
nulo. Se encuentra experimentalmente que cuando el sistema no estd sometido a campo
extemno, i.e. B = 0, el pardmetro de orden cerca de la temperatura critica se comporta
como

e~ T =T (17

- Si ahora consideramos la aproximacién a la temperatura critica, T' = T¢, pero a campo
externo no-nuio, el parkmetro de orden puede escribirse como

o~ R, (18)

Eate dltimo caso deacribe la aproximacién al punto crtico liquido a T' = T, pero a presion
P # P; 6 Ia aproximacién al punto critico ferromagnético a T T¢, pero a campo externo
k30

A las cantidades a, o', 8,7, 7,1, v,V, y 6 se les conoce como uponeamcdtwu Expe-
rimentalmente se ha encontrado que estos exponentes no son enteros ni fracciones simples.
Teéricamente, también, se han calculado valores para los exponentes criticos de algunos
sistemas {isicos; estos se presentan en la tabla 1.1.?

La mayoria de estos valores se obtuvieron mediante cdiculos analiticos, excepto los de
los modeloe tridimensionales (d = 3), los cusles fueron obtenidos numéricamente. De esta
tabla, podemos notar que los exponentes criticos dependen de la dimensionalidad d.

Una dltima cuestién es especificar que la notacién que hemos estado utilizando en las
anterjores expresiones, f(z) ~ z¥, se lee “f se comporta como z+", y significa

i 20@) _ , 19

"Eata tabla fu tomada de D. J. Amit, Field Theory, the Renermalisation Group, and Criical Phenomens,
McGraw-Hill 1978, excepto los datos pars ol modelo de Helssnberg, estos fusron tomados de J. Zinn-Justin,
Quantum Field Thaory and Oritical Phenomens, Oxford Science Publications, Clarendon Prass, Oxlord 1980,
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Tubla 1.1 Valores de los exponentes criticos para algunos sistemaa fisicos (€ =4 — d).

Esponente | Teorln de Canapo | Modelo de Ising | Modelo de Ising | Modelo de Helsenberg | Modelo Faferico
Promedio d=2 d=13 d=13 €20

o 0 : 0.2 008 -2(z-0)
p 12 18 0.31 0.38 12
::. ! 74 1.2 m;fr:“ o W2~8)
v in 1 064 0718 12-1)
3 3 15 50 (6-)(2-¢)
n 0 4 0.4 0.03 0

1.3 La Hipétesis de Escalamiento

Asumamos la terminologia de los fendmenos magnéticos para describir con mayor cla-
ridad Jas ideas de esta seccién. Asf, el pardmetro de orden seré la magnetizacién M, el
campo externo serd un campo magnético externo b aplicado al ahuma, y el pardmetro
que utilisamos para estudiar el comportamiento critico es la temperatura T' (para A =0).

La idea de escalamiento, sugerida por primera ves por B. Widom en 1963, consiste en
escribir la parte asintética de la energia libre 6 la ecuacidn de estado como una funcién
homogénea de las variables. Por ejemplo, Ia ecuacién de estado describe una relacida entre
la magnetizacién, la temperatura y el campo magnético. En general a podemm ucdbnr
como

h=Mf(M8), con t=[T-T] C )

Widom propuso que, cerca del punto critico, f deberia depender dc una sola variable de
tal forma que

h=AMYBYMY),  ea0. L ()

Los exponentes § y 0 son los exponentes criticos definidos en la seccién anterior y A; y
B son amplitudes . El descubrimiento impactante de Widom fué que A;, B y T; pueden
escogerse de tal manera que los datos experimentales de diferentss mnwhl. (I"o, Ni otc)
satisfacen 1a ecuacién (1.11) con la misma funcién §.

De manera andloga, uno escribe la relacién para la paste mulu dela onmh libre
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en la forma
F(t,h) = At*%g(Dt/KMP),  t0, h=o, (1.12)

donde nuevamente a, g y & son los exponentes criticos, Ay y D son amplitudes, y g es una
funcidn que se determina experimentalmente.
A partir de estas expresiones homogéneas, uno puede derivar relaciones entre los ex-
ponentes criticos a las cuales comunmente se les refiere como leyes de escalamiento.
Consideremos, por ejemplo, la ecuacién (1.11) y supongamos que

JW) =y, cuando y= MW -0, (113)

De estas dos ecuaciones, (1.11) y (1.13), concluimos que
ok d- 5-1
"
an ~ M t—+0, (1.14)
pero; sabemos que x~! = @h /@M ~ 1Y cuando ¢ — 0. Por lo tanto concluimos que y = v

y entonces
5-%-1ao. (1.15)

Eata es la ley de escalamiento de Widom.
De manera similar, partiendo de la ecuacién (1.12) para la energia libre, podemos
derivar la relacién
a+28+y=2, (1.16)

que se conoce como la ley de escalamiento de Rushbrooke.
Ademds, a partir de la funcién de correlacién 6 funcidn de dos puntos en el lenguaje
de la teoria de campos, podemos derlvar

v=(2-nv, (l.l'l)

que s la ley de escalamiento de Fisher, y otra ley de escalamiento que envuelve la dimen-
uonllidad d del espacio explicitamente, esta es

vi=2-a, © (118)

y se conoce como la ley de Josephson. Debido a la dependencia en Ia dimmionnlidnd,
esta ltima relacién es un ejemplo de una ley de Aiperescalomiento.

. Anteriormente se pensaba que las leyes de hiperescalamiento no eran satinfechas de
manera exacts como lo son las leyes de escalumiento: Esto, debido a que el trabajo

numérlco Levado a cabo en el modeio de Ising tridimensional parecia indicar pequefias

discrepancias de las leyes de hiperescalamiento. Sin embargo, se ha demostrado que esas
discrepancias son producto de las aproximaciones, y actualmente se sabe que las relaciones
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en la forma
F(t, h) = Agt*%g(Dt/hMP8), 0, h-=»0, (1.12)

donde nuevamente a, 3 y & son los exponentes criticos, Ay y D son amplitudes, y g esuna
funcidn que se determina experimentalmente,
A partir de estas expresiones homogéneas, uno puede derivar relaciones entre los ex-
ponentes criticos a las cuales comunmente se les refiere como leyes de escalamiento.
Consideremos, por ejemplo, la ecuacién (1.11) y supongamos que

fly)-y", cuando y= 0. (1.13)

M 113

De estas dos ecuaciones, (l.ll) y (1.18). concluimos que
6-5-
~ th .
BM t'M t—0, (1.14)

pero, sabemos que x~' = 8h/@M ~ t" cuando ¢ - 0. Por lo tanto concluimos que p = v
y entonces
6-%-1:0. : (1.15)

Eata es la ley de escalamiento de Widom,
De manera similar, partiendo de la ecuacién (1.12) para la energfa libve, podemos
derivar la relacién
a+20+y=2 (1.16)

que se conoce como la ley de escalamiento de Rushbrooke.
Ademis, a partir de la funcién de correlacidn 6 funcidn dc dos puntos en el lenguaje
de 1a teorfa de campos, podemos derivar

7=@-nv (1a7)

que o8 |a ley de escalamiento de Fisher, y otra ley de escalamiento que envuelve la dimen-
sionalided d del espacio explicitamente, esta es

vi=1-a, _ (1.18)‘

y se conoce como la ley de Josephaon. Dobidoahdnpuﬂmiamltdtmlonﬂidad
esta \ltima relacién es un e¢jemplo de una ley de Aipereacalamiento.

_ Anteriormente se pensaba que las leyss de hiperescalamiento no eran satisfechas de
manera exacts como lo aon las leyes de escalamiento; Esto, debido a que el trabajo
numérico llevado a cabo en ¢l modelo de lsing tridimensional parecia indicar pequefias
discrepancias de las leyes de hiperescalamiento. Sin ebargo, se ha demostrado que esas
discrepancias son producto de las aproximaciones, y actualmente se sabe que 1as relaciones
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de hiperescalamiento se satisfacen. Sin embargo, para Hamiltonianos con interacciones de
largo rango quie van como leyes de potencias se sabe que 1as relaciones de hiperescalamiento
no se satisfacen.

Volviendo a las relaciones de escalamiento, ecuaciones (1.15)-(1.18), uno puede derivar
las relaciones arriba o abajo de T, y puede darse cuenta que los exponentes son simétricos
alrededor de la transicién, i.e. que a = o/, ¥y =9 y v =v'. En consecuencia, uno puede
concluir que de las ecuaciones (1.15)-(1.18), sélo dos exponentes son independientes. Asf,
basta conocer s6lo dos de los exponentes criticos para calcular los restantes a partir de las
leyes de escalamiento. ‘

Se ha determinado que las relaciones de escalamiento, ecuaciones (1.15) (1.18), son
satisfechas exactamente por el modelo de Ising bidimensional, y por el modelo esférico.
Asf, los resultados experimentales y cAlculos, tanto exactos como numéricos, de varios
modeios apoyan fuertemente la hipétesis.

1.4 Universalidad

Ya hemos visto que algunos sistemas flsicos, por ejemplo un fluido en tres dimensiones
y una barra ferromagnética, pueden describirse usando el lenguaje de 108 pardmetros de
orden. El hecho notable ahf es que, a pesar de que los sistemas se ven distintos desde un
punto de vista microacépico, se comportan “exactamente” en la misma forma cuando se
acercan a sus puntos criticos, A esta identidad en el comportamiento de los sistemaa, que
a priori se dirfan distintos, se le denomina universalidad. De hecho, experlmentalmente se
encuentra el mismo conjunto de exponentes criticos para ambos sistemas. Sin embargo, no
todos los sistemas fisicos presentan el miamo comportamiento critico; pero exiaten conjun-
tos de ellos que & lo hacen. Eu la mayor(a de los casos, los Gnicos factores que determinan
las propiedades criticas son la dimensionalidad del espacio, d, y el nimero de componentes
del pardmetro de orden, n. Para sistemas magnéticos, por ejemuplo, el pardmetro de orden

" es |n magnetizacion, y su dimenslonalidad es ¢l nimero de componentes necesarias para
describir el vector de espin. La mayoria de los sistemas con los mismos valores de d y
n pertenecen a la misma clase de universalidad y possen los mismos expomentes criticos.
Por ejemplo, los ferromagnetos que son parecidos al modelo de Ising tridimensional, los
fluidos, Iae mezclas de liquidos y ciertas aleaciones son miembros de la misma clase de
universalidad (con d = 3 y n = 1), asf que las gréficas de sus propiedades deben tener el
mismo aspecto cerca del punto critico.

La interpretacion de algunos otros valores de d y n pusde resultar menocs obvia, y
valores como n = —2 pueden definirse matemdticaments pero no corresponden a algin
sistema fisico. El modelo XY y el de Helsenberg son andlogos al de Ising, pero describen
ferromagnetos cuyos vectores de espin tienen dos y tres componentes respectivamente.

A manera de ejemplo, conviene presentar un esquema de algunos sistemas flsicos con el
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modelo tedrico que los representa, el pardmetro de orden que se utiliza para su descripcién
y la clase de universalidad a la que pertenecen. Este esquema se presenta en la siguiente
tabla 1.2,}

Tabla 1.3 Clases de Universalidad,

Clase de Universalidad Modelo Teerico Sisterna Fisico Parametro de Ovden
Modelo de Ising Peliculas X
n= 1 bidimensional absorbides Denuldad superficial
d=2 | ne2 Modelo XY en Peliculasde | Amplitud do la fauc
dos dimensiones Helio- 4 superfluide
n=13 Mm:mm Magnetizacion
d>2 n=q Modelo esferico Ninguno
Camino aleatorio sin | Conformacion de Densidad de finales
n=10 intersecciones | polimeros de cadena de cadena
lacga
Femo I .'I llt ° Magnetizacion
Fluido cercade | Diferencia de densided
ne 1 Modelo de Ising un punto critico entre los fases
tridimensional Mescla cerca del Difwoncia de
punto de disolucion concentracion
d=13
Aleacion cerca de wns Difevencia do
transicion orden- CONRCONracion
dosorden
o Magnrizacion
a2 Modelo XY en -
readimensionts | Heiodcorcadale | Amplitud de la faes
transicion superfhuide sperfiuide
- Modclo de Heisenberg |  Forromagneto A
n=13 e tres dinmena . : Magastizscion
n=-2 Ninguno
dsd | _g2 | Cromodinamics | Cuerka ligedoe s
cuantica protones, ;cnm

'Wdﬂk. G. Wilson, Se. Am., Vol. 241, No. 2 (1079).
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Para finalizar esta seccién tenemos algunos comentarios pertinentes. El primero de
ellos es que en ocasiones se habla de un conjunto distinto de pardmetros que conforman
las clases de universalidad, que son, el grupo de simetria del Hamiltoniano (no el de la red,
gi es que hay una) y la misma dimensionalidad d del espacio. Otro aspecto que juega un
papel importante para la clasificacién de las clases de universalidad es el hecho de sl las
fuerzas son de corto rango 0 no. Como ya vimos, las leyes de hiperescalamiento son vélidas
si |as fuerzas son de corto rango pero no lo son cuando las fuerzas son de largo rango y
van como leyes de potencias.

El segundo es que 1as leyes de escalamiento tienen un rango m4s amplio de universalidad
que los exponentes critlcos. Esto lo declmos porque los exponentes criticos son los mismos
para una clase de universalidad (con la misma d y n), pero las leyes de escalamiento
son vAlidas para sistemas de distintas clases. Por ejemplo, las leyes de escalamiento de
Widom, Rushbrooke y Fisher son satisfechas por sistemas de distintas d y n. La ley de
Josephson es satisfecha por sistemas con la misma n y para d < d., donde a d; se le conoce
como la dimensién critica. Como ya hemos mencionado, la ley de Josephson satisface lo
que se conoce como hiperescalamiento. Se tiene entonces que los sistemas que satisfacen
hiperescalamiento presentan un menor rango de universalidad que loe que obedecen sélo las
leyes de escalamiento. Como veremos en el siguiente capftulo, la teoria de campo promedio
predice una mayor universalidad para los exponentes criticos.

1.5 Escalamiento de Tamaiio Finito

Las singularidades en la8 funciones termodindmicas asociadas con un punto critico
ocurren sélo en el limite tenmodindmico, en el cual el volumen V del sistema y el nimero
N de gradoe de libertad va a infinito con 1a “densidad” p = N/V fija. Es sblo en este Ifmite
que la energfa libre, o cualquier otra cantidad termodindmica, es una funcién singular de
la temperatura 6 de los campos externos.

Por otra parte, los sistemas que se estudian en un experimento real pueden tener
un ndmero grande de grados de libertad, pero ni N ni V son infinitos. Sin embargo,
tales sistemas exhiben transiciones de fase que aparentemente parecen deberse a un com-
portamiento singular de las funciones termodindmicas. Adn més, en muchos casos las
singularidades observadas estdn de acuerdo con las predicciones basadas en chlculos que
envuelven el I{mite termodinémico. Esto nos lleva naturalmente » plantearnos las siguien-
tes preguntas ;Es “una mera casualidad” que los resultados experimentales concuerden
con las predicciones 6 es que los efectos debidos al tamaiio finito estén més allé de la reso-
lucién experimental? ;Cukles son los efectos, si hay alguno, de restringir nuestros cdlculos
asistemas finitos? ;Feos efectos son de alguna manera precursores del verdadero compor-
tamiento critico del sistema infinito? Si hay, / podemos explotar los efectos de tamaiio finito
para extraer el comportamiento lfimite a partir de cdiculos numéricos en sistemas pequeiios



Seccidn 1.5 Escalamiento de Tamaiio Finito 13

6 a partir de simulaciones en sistemas grandes pero atin finitos? Estas son algunas de las
preguntas que trataremos en los capitulos sucesivos. De hecho, algunas de estas cuestiones
son las que, cono veremios en el ditimo capitulo, hacen necesaria la introduccién de grupos
de renormalizacién que dependen del “ambiente”. Por ahora, podemos discutir algunas
de las ideas que nos ocupardu entonces. El limite termodindmico envuelve el hecho de
permitirle al sistema bajo consideracidn que todas sus dimensiones tiendan a infinito, pero
si algunas de esas dimensiones permanecen finitas, el comportamiento termodindmico se
modifica. Un ejemplo de esta modificacién ocurre al estudiar un sistema termodindmico en
un hipercilindro de radio finito. En el l{inite termodindmico, las fluctuaciones criticas estdn
correlacionadas sobre una distancia del orden de la longitud de correlacién £ y como hemos
visto en las secciones anteriores esta longitud de correlacién tiende a Infinito cuando el sis-
tema se acerca a |a temperatura critica. Obviamente, en el caso del cilindro, la longitud de
correlacién puede tender a infinito en la direccién del eje pero no puede hacerlo en Ia di-
reccidn radial porque en esa direccién el sistema no es infinito. Es en estos casos en los que
se debe ser cuidadoso con las definiciones, Por ejemplo, la longitud de correlacidn puede
definirse como la escala de longitud que gobierna el decaimiento exponencial e "/, con
r la distancia de la funcién de correlacién del par&metro de orden. Para sistemas con in-
teracciones de corto rango se piensa que la longitud de correlacién es de orden unidad (salvo
constantes). Como ya mencionamos, la longitud de correlacién £ diverge en el punto critico.
Si consideramos que algunas de las dimensiones son finitas, de orden L, entonces mientras
que ¢/L es pequeria esperamos efectos pequeiios en las cantldades termodindmicas. De
esta forma, s6lo en sistemas que se encuentran muy cerca del punto critico, y por lo tanto
£ ~ L, esperamos ver efectos de escalamiento de tamaiio finito que son relevantes. Esos
efectos pueden describirse en términos de una reduccién efectiva de la dimensionalidad. Si
el modelo es finito en todas sus direcciones, entonces para £ % L es efectivamente (-di-
mensional, Tal sistema no puede presentar una singularidad termodindmica. El efecto del
tamaiio finito es el de “redondear” las singularidades del punto critico sobre una regién
en el espacio de pardmetros para los cuales ¢ ~ L. Si todas, excepto una de las dimen-
siones son finitas, habrd un entrecrusamiento a un comportamiento cuasi-unidimensional
sin singularidades verdaderas, pero con algin comportamiento anémalo. Si d' de las d
dimensiones son infinitas, habré un entrecruzamiento a un comportamiento critico con los
exponentes caracteristicos de d' dimensiones. El escalamiento de tamaiio finito, como se
formulé desde sus inicios, trata con la manera en la que ocurren ese redondeamiento y
el entrecrusamiento, En un sistema de tamafio finito, hay generalmente tres escalas de
longitud involucradas, £, L y la longitud microscépica a, la ltima de las cuales gobierna
el rango de las interacciones. Las cantidades termodindmicas, asl, pueden depender de los
cocientes adimensionales £/a y L/a. La hipdtesis de eacalemiento de tamaRio finito asume
que, cerca del punto critico, la longitud microscdpica desaparece. Asf, si consideramos una
cantidad tal como la susceptibilidad magnética x, que se comporta como £7/¥ cerca del
punto crftico en el sistema infinito, entonces en la geometria caracterizsada por el tamaiio



14 Fenomenologla de las Transiciones de Fase Capitulo 1
L,
x = &""4(¢/1), (1.19)

donde £ la longitud de correlacidn en el sistema infinito y ¢(y) es una funcién de es-
calamiento con la propiedad de que ¢(y) — constante cuando y ~» 0. Si utilizamos el
hecho que § ~ [T'—T,|™", con T, la temperatura critica del sistema infinito, 1a anterior
ecuacién puede escribirse en la forma equivalente

x =11 (L'/"(T - Tc)) , (1.20)

donde ahora ¢ es otra funcién de eacalamiento, Si el sistema es cuasi-cero 6 unidimensional
entonces ) se supone una funcién analitica de la temperatura. De esta forma 5(1,) debe ser
una funcién suave de z con un pico para algin valor 2 = z, de ancho {. Una gréfica de x
comno funcién de T' tendré entonces un pico (bajo la hipétesis de escalamiento de tamaiio
finito).

Si la dlmensionalidad d' de un sistema excede la dimensién critica més baja, entonces
la ecuacién (1.20) ain dard informacién til. En ese caso esperariamos que x divergiera
como |T' ~ T;(L)| ™, donde 7' es el exponente d'-dimensional. Comparando ésto con la
ecuacién (1.20) vemos que ¢ debe tener una singularidad de la forma |z —z|~ para alguna
constante z. Asf, cerca de esta singularidad

x~ LW - Ty gL, (r.21)

de tal manera que T,(L)~ T; o L'/, y 1a amplitud de la singularidad se comporta como
L")/, La funcién de escalamiento ¢ es universal y contlene informacién sobre las dos
regiones crilicas diferentes, una asociada con d dimensiones y la otra con ' dimensiones.

Experimentalmente, se sabe que ¢l escalamiento de tamafio finito raras veces se aplica. El -

régimen donde 1a longitud de correlacién es del mismo orden que las dimenslones lineales
" es diffcil de estudiar debido a la presencia de otros efectos como las impuresas, gravedad,
etc. A pesar de ello se han reportado éxitos en la materia. La mayor utllidad se ha tenido
en el andlisis nunérico de los datos en sistemas finitos. Una aplicacién importante se tiene
en el estudio de sistemas cufnticos a baja temperatura. Ahf sabemos que las fluctua-
clones cudnticas ya son comparables a las fluctusciones térmicas y no pueden despreciarse.
Ademds los sistemas cudnticos en d dimensiones pueden tener puntos criticos 8 T = 0. A
temperstura finita, T, |a representacién en términos de la integral de caminos de Feyninan
para un sistema cudntico finito de dimenaionalidad d es equivalente a la de un sistema
clésico de dimensionalidad d + 1 con la dimensién extra siendo periddica de tamaiio finito

0 = 1/k,T. Easte tipo de comportamiento de entrecruzamiento dimensional también nos

ocupar4 al estudiar la teorfa de renormalizacién ambientalmente amigable. -



Capitulo 2

MODELOS EN UNA
RED HIPERCUBICA

Ya hemos visto el comportamiento fenomenoldgico de un sistema fisico cuando se acerca
a una transién de fase. De hecho, ya tenemos caracterizado cualitativamente el compor-
tamiento de algunas cantidades termodindmicas asocladas al sistema en la vecindad del
punto critico, La tarea ahora es desarollar algunos modelos mateméticos que pretenden
describir sistemas fisicos para explicar ese comportamiento y obtener resultados cuantlta-
tivos que nos provean de un marco conceptual y operacional para entender los fenémenos
criticos. En particular calcular los exponentes criticos y las funclones de escalamiento.
Ya hemos visto, también, que no es necesario estudiar todos los diferentes sistemas, basta
con analizar alguno de los miembros de la misina clase de universalidad. Con esta idea
en mente, vemos de la tabla 1.2 que podemos escoger a los sistemas fisicos que se pueden
modelar como ferromagnetos en una red hipercibica d-dimensional para obtener las carac-
terfsticas esenciales de toda la clase de universalidad. Eso es precisamente lo que vamos
a hacer en este capltulo, estudiar algunos modelos de ferromagnetos. Comenzaremos por
¢l més simple de ellos: el modelo de Ising. Primero lo definiremos de manera precisa y
luego tomaremos el modelo unidimensional, con el cual, concluiremos que 1o es posible
tener una transicién de fase en los modelos unidimensionales que se describen mediante
un parémetro de orden de una sola componente y que estdn sujetos » fuersas de Inte-
raccién de corto rango. Luego expondremos algunos resultados para el modelo de lsing
en dos dimensiones, el cual sf presenta transicién de fase. Estos modelos serén tratados
con los métodos de la mecdnica estadfstica (por medio de la matris de transferencia),
como se resolvieron (esencialmente) por primera ves. Después de estos, presentaremos la
primera aproximacién para el modelo de lsing d-dimensional, la teor(a de campo promedio
“clésica” , y calcularemos los exponentes criticos, con lo cual veremos que esta aproximacién
predice “demasiada universalidad”, pues los exponentes serén los mismos independiente-
mente de d. Con esto concluiremos los métodos de la mechnica estadistica e iniciaremos el
camino hacia la teorfa de campos. La manera como la introduciremos serd construyendo
una representaclén para el modelo de Ising d-dimensional en términos de integrales fun-
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1.6 Invariancia Conforme

Aunque la invariancia conforme fué aplicada por primera vez al estudio de los
fen6inenos criticos en la década de los 70's, ha sido hasta la década pasada que se ha encon-
trado su utilidad en el entendimiento de las amplitudes del escalamiento de tamafio finito.
Esto comenz6 con el progreso analitico de sistemas bidimensionales. La idea bdsica s simn-
ple; las funciones de correlacion en el punto critico deberfan de transformarse simplemente
1o sélo ante cambios de escala, como discutiremos después, sino también bajo las més gen-
crales transformaciones conformes, las cuales corresponden localmente a transformaciones
de eacala con el factor de reescalamiento b dependiente de la posicién. Entendiendo esto,
la estrategia bésica es usar mapeos conformes para relacionar funciones de correlacién en
una geometria a aquellas en una geometria m4s simple.

Una de las geometr{as més simnples a considerar es la de un cilindro de altura infinita y
de radio L con condiciones de frontera periédicas. Esto se debe a que permite la aplicacién
tle los métodos de las matrices de transferencia. Ei primer resultado de la invariancia
conforme es que la longitud de correlacién &; en la direccién radial estd relacionada a las
dimensiones de escalamiento z; mediante la ecuacién

&'~ 2nzi/L. (1.22)

Nétese que el hecho de que & ~ L es un resultado del escalamiento de tamaiio finito. Lo
que si es notable es que la amplitud queda determinada. La relacién (1.22), de hecho, fué
primero conjeturada de estudios exactos y numéricos de varios modelos. Sin embargo, las
predicciones de la invariancia conforme van més alld de ésta. Se sabe que, ademds, §; 1
est4 dada en términos del cociente de los eigenvalores principales de la matris de tranafer-
encia, y por lo tanto la ecuacién (1.22) proporciona informacién acerca de los eigenvalores
principales, De hecho, la invariancia conforme predice todo el espectro de la matris de
transferencia (al menos de aquellos estados que se vuelven degenerados cuando L - 00).
No daremos una demostracién de esto, pero si diacutiremos en detalle algunas de las
aseveraciones hechas anteriormente cuando lleguemos a la seccién de renormalisacién am-
bientalmente amigable en el capitulo 4. En los siguientes capitulos pretendemos, primero,
introducir modelos que se describen en términos de redes y obtener su representacién en
teorfa de campos, luego estudiarlos, y notando 1as “sutilesns” que aparecen de consid-
erar pardmetros que no son los adecuados, introducir el grupo de renormalizacién, por
ultimo, como el anklogo de estas dos dltimas secciones, darnos cuenta que los sistemas
estdn condicionados por su ambiente; razén que nos llevaré naturalmente a considerar
grupos de renormalizacién que dependen del ambiente.



Seccidn 2.1 v El Modelo de Ising 17

cionales. En esta representacién, como veremos, el problema es demasiado general y por
consiguiente més complicado adn. Si pudieramos evaluar exactamente la integral funcional,
tendrfamos resuelto el problema del modelo de Ising en una red hiperciibica d-dimensional.
Sin embargo, ésto no es posible y tenemos que conformarnos con resolver aproximaclones.
La aproximacién donde conservamos términos sélo hasta segundo orden del campo en el
Hamiltoniano nos llevard a la teorfn gaussiana. La siguiente aproximacién que se obtiene al
considerar el Hamiltoniano, ahora a cuarto orden, conduce a la teorfa de Landau-Ginzburg-
Wilson. Esta serd el tema principal en el siguiente capitulo. Para finalizar, generalisaremos
la funcién de particién del modelo de Ising d-dimensional a la de un modelo d-dimensional
en el que cada eapin es un vector con n componentes. De este modelo, examinaremos
algunos lmites de interés, como son n — oo (el modelo esférico), n finitoy T =+ 06 n
finito y T — 0o. También, al tomar el limite n — 1, demostraremos que la generalizacién
es correcta, pues el modelo se reducir4 al de Ising.

2.1 Madelo de Ising

Este es el modelo para un ferromagneto o antiferromagueto anisétropo en una red. Lenz
y Ising lo estudiaron por primera vez en 1925 y demostraron que en una dimensién, d = 1,
¢l modelo no presenta transicién de fase para T' > 0. Ellos concluyeron, incorrectamente,
que el modelo no presenta transicién de fase a temperatura “finita” (T > 0) para d > 1
y que por lo tanto este modelo no puede describir sistemas ferromagnéticos reales. Aiios
después, en 1944, Lars Onsager resolvié exactamente este modelo para el caso d = 2 pero

sin campo externo y demostré que el modelo de Ising si presenta una transicién de fase

para una temperatura T; > 0. Haata ahora, nadle ha resusito de manera exacta el modelo
bidimensional en presencia de campo externo y el mismo modelo para d > 3 aiin sin campo
externo. Sin embargo, se han obtenido resultados numéricos.

El sistema considerado en un modelo de Ising es un arreglo de N puntos fijos que forman
una red periédica d-dimensional. La estructura de la red puede, por ejemplo, ser cibica
(hiperciibica), triangular (hipertriangular), hexagonal (hiperhexagonal), etc. Asociada a
cada vértice § de la red se tiene una variable de espin &;¢ (i = 1,2,...,N), la cual es una
funcién que puede tomar inicamente los valores +1 6 —1, que se asocian a dos posibles
estados. Cuando s; = +1, se dice que el i-ésimo vértice tiene espin hacis arriba; pero
8i #; = —1, entonces se dice que tiene espin hacia abajo. Un conjunto dado de nimeros
{8} = {81,81,..., 8N} especifica una configuracién del sistema. La energia del sistema en

4 En este capftulo setarsmos tratando s6lo con ¢l modelo de leing “clisico” en ¢ que con la palabra spin
queremos decir momento magnético, of cual sdlo pueds tomar los valores +1 6 —1. Esta variable bivaluada

e una entidad similar pero més simple que |a variable de espin S de la mecénica cubatica, cuya components -

1 para espfn total § = 1/2 puede tomar los dos valores §* = +1/2.
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la configuracién especificada por {s;} se define como®

E{s} = - }:Jg}'s.’s; - Eh{ﬂi. (2.1)
i )

donde e] primer sumando representa la energfa debida a la interaccién entre espines, la cual
estA pesada por el factor J;;, y el segunilo, la energia de la interaccién del campo externo
h con cada uno de los espines s;. Notamos que para valores positivos de J, el mfnimo de
energfa del sistewa se obtiene cuando todos los espines son paralelos; cuando esto sucede
decimos que se trata de un ferromagneto. Por el contrarlo, para valores negativos de J, el
minimo de energfa del sistema se obtiene cuando todos los espines son antiparalelos entre
8f; en este caso decimos que se trata de un antiferromagneto. Sin embargo, el caso més
general ocurre cuando la matriz J tiene eigenvalores tanto positivos como negativos, tal es
el caso de los llamados vidrios de espines. Una cuestién que vale la pena remarcar es que
aunque una configuracién del sistema queda especificada por N mimeros s,83,...,8n, €l
valor de la energla (2.1) es, en general, degenerado.

A partir de Ia energia del sistema para cada uno de los posibles eotados {#}, ecuacién
(2.1), podemos construir la funcién de particién®

Z{w} =) e PEL, (2.2)
{a}

donde el indice {2} en la suma denota todas las posibles configuraciones del sistema y
hemos usado 1a definicién termodinémica g = 1/k,T, con k. la constante de Boltamann y
7" Ia temperatura.

Conociendo esta funcidn de particién podemos calcular la probabilidad de que el ah—
tema se encuentre en el euudo (s} medunte Ia relacién

—pB(O)
Pisy=2 (23)

Ademds, si denotamos por X a alguna propiedld observable del sistema, tal como su
lener;h total 6 magnetizacién, cuyo valor es X (s) para el estado {a}, entonces el valor de
' su promedio temodmtmico observado es

(X(e) = —-?:;xwe-"*"* - (24)
- o

' Esta & [a exprenién general para ia energa de una configuracién de sspises en un modelo de hing
d-dimapsiopal. Notese que la magnitud de ia interaccidn Ji; puede variar para distintas parsias de espines,
asimismo ol campo magnétion exterso A pusde viriar de punto & putito.

' ElfomnllnmodeluﬁmchwdepuﬁdﬂnﬁwhmdnddopovlohWﬂludGibhnlenh
finalidad de calcular funcionas termodinAmicas tales como la magnetisacion M (A, T') partienda de las fuerses
microascépicas entre las componentes del sistema.
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el cual estd normalizado de tal manera que (1) = 1. Esta ecuacién nos permite definir las
funciones de correlacién desconectadas entre espines, Por ejemplo, para el caso de los das
esplnes #; y &, es

(8x8)) = -Za,,s,e -PE{s}, (2.5)
{'0}
Asimismo, definimnos las funcién de correlacién conectada entre los espines s; y s através
de la ecuacién
(sx1), = (mue1) — (2u)(8). (2.6)
Fatas ecuaciones (2.5) y (2.6) pueden generalizarse con un poco més de 4lgebra para el
caso de N espines arbitrarios.

Podemos relacionar la funcién de particién Z con la energfa libre de Helmholtz F
mediante la ecuacién

F(h,T) = —k,TIn Z{h}, (2.7)
de esta expresidn es posible obtener algunas funciones termodinémicas como son
8 (F
R AN o Fadiy B :
U(h,T) = ~k,T ,( k,T)’ energfa interna, (2.8)
C(h = %I‘q’ capacidad calorffica, (29)
M(hT) = J’” magnetisacién, (2.10)

A Ia cantidad M(0,T) = My(T) se le lama magnetisacién espontdnea. Cuando esta es
diferente de cero, se dice que el sistema es ferromagnético. En realidad, la manera rigurosa
de definir 1a magnetizacién esponténea es, como lo hicimos en el capitulo auterior, por
medio de Ia ecuacién (1.1).

Otra cantidad de interéds ea la suaceptibilidld' mlgn‘tlca deuna amuncia. la cual estd
definida como oM (h. T)

x(MT) = , - (@n)

y también lo es la longitud de correlacién & que s¢ detine a partir del compommnnto
asintético de la funcién de correlacién conectada para T “lejos” de T,

(e~ Iy =1l e ", cuando fry-mloo.  (212)
donde T es algin nimero.
" Proplamente dicho, x(A,T') es la susceptibilidad isotéemica. Nétess que algunas otzas cantidades ter-

modindmicas pueden definirve al punto 3; por ol simple cambio de la derivada parcial 5/0A por la derivada
funcional §/8A(z) cuando el campo h varia de punto a punto. Esto s importanie cuando se estudian
nbanogm .

sistamas i
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Ahora vamos a definir operacionalinente los exponentes criticos en el caso de un sistema
ferromagnético. Para hacer esto es conveniente utilizar la variable adimensional t = (T' -
T¢)/Te conocida como la temperatura reducida. '

Como se espera en una transicion de fase, 1as funciones termodindmicas y 1a longitud de
correlacién presentan no analiticidades en el punto crftico (b = t = 0). El comportamiento
no analftico de estas funciones alrededor de estos puntos puede describirse mediante simples
potencias no-enteras de t. Estos exponentes a, f, v, § y v son llamados exponentes criticos
y se definen mediante las relaciones

Cy~ |t cuando ¢ — 07, (2.13)
My~ |tP, cuando ¢ =07, (2.14)
x~1tl7, cuando ¢ = 0%, h=0. (2.15)
M~ h cuando h =0, ¢ =0. (2.16)
E~ ]t cuando ¢t = 0, M = 0. (2.17)

También, el comportamiento de Ia funcién de correlacién conectada en el punto critico
no s més un decaiiniento exponencial, sino mas bien uno como ley de potencias. Este
comportamiento define el exponente critico v mediante la relacién

(o), ~ ey = 1| ~4-34m), cuando |ry ~ 1] = 00. (2.18)

En todas estas expresiones la notacién f ~ z* tiene el significado expuesto en la ecuacién
(1.9). Todo lo anterior nos provee de un marco operaclonal para calcular las cantidades
flaslcas relevantes del modelo de Ling d-dimensional. En la siguients seccién vamos a
considerar el caso particular del modelo de Ising en una dimensién. -

2.2 El Modelo de lsing Unidimensional

El caso unidimensional del modelo de Ising corresponde a una cadena de N espines,
cada uno de los cuales interactia tinicamente con sus dos vecinos més cercanos y con un
campo magnético externo, Si suponemos que la interaccidn entre todos los espines es la
misma y que el campo magnético aplicado es homogéneo, encontramos que la energia de
la configuracién especificada por {sy,...,sn) €8

N N
E{q} =~-JY s -hY s (2.19)
i=1 =1

Si ademés imponemoe la condicién de frontera periédica
BN+ =81, | (2.20)
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"hacemos que I cadena de espines sea topoldgicamente semejante a un circulo. En ese caso
la expresién para la funcién de particidn es

2n =3y ze”L: (ntetha), (2.21)

LI ]

donde cada #; toma los valores 11 independientemente de los demés.

El paso importante para evaluar esta funcién de particidn es darse cuenta que puede
expresarse en términoe de matrices. Para lograr esto, reescribamos la expresién (2.21)
utilizando la condicién de frontera (2.20), lo que d4

Z{h} = Z Z . Z € Z,N,, (KMMHHII:MM)), (2.22)
L | W
donde hemos compactado un poco la notacién mediante la introduccién de las definiciones
K =fJy H = (ih. Ahora definamos como T a la matriz de 2 x 2 cuyos elementos son
(o[Tje) = e Ko H{HGr) g gy (2.23)
¥y que estd ordenada de la manera usual

(+1[T] + 1) = elX+H),
(~1T] - 1) = eK-A), (2.24)
(+UT| - 1) = (~1{T|+ 1) = X,

De esta forma, una representacién explicita para T es
eKtH) o~k
T= [ e-K e("“’"] . (2.25)
Usando estas definiciones podemos escribir 1a ecuscién (2.22) en la forma
Z{h} =YY Y (o[ Tlen){oalTlos) - (oniTlar)
n n ”

=Y (0lTV)e) =TTV =AY + ¥, o G

donde Ay y A_ son los eigenvaloresde Ty Ay > M., Dehecuaclén(ﬂb),obumlu
expresiones para os eigenvalores de la matriz T

A= X [co-h(H) £ yfoenti(H) + e—w] . @)
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asf, vemos que A;. > A_ para cualquier valor de h. De la ecuacién (2.26) veinos que cuando
N — 00 86lo el eigenvalor A, es relevante debido a que

L inz{h) =a +lh,1+(fﬂN I (2.28)
N A M/ Nae M

Utilizando la definicién (2.7), encontramos que la energfa libre de Helmholtz por espfn estd

dada como
—]%F(h, T) = —k,TK — ksTIn [cosh(ll) + \/senh'(li) + e-4K ] ' (2.29)

y entonces, de la ecuacién (2.10), la magnetizacién por espfn es
. senh(H)

e, 2.30
\/senh’(H) + e-4K (230

De esta expresién obtenemos inmediatamente el resultado de que para cualquier valor de
T>0,

1
FMOT) =

l .
MO, =0, (2.31)

y por lo tanto podemos concluir que a temperatura finita (T > 0) el modelo de Ising
unidimensional no presenta magnetizacién espontdnea y por consiguiente una transicién
de fase. La rasén fisica de esto radica en que a cualquier temperatura no cero la configu-
racién promedio est4 determinada por dos tendencias opuestas que compiten: La tendencia
a alinear completamente todos los espines para minimizar la energia, y la tendencia a orien-
tarlos aleatoriamente para maximisar la entropfa. Para el modelo de laing unidimensionial,
la tendencia hacia el alineamiento siempre cede debldo a la existencia de sélo dos vecinos
cercanos por cada espin,

zsaau«hmuwuqnmuDqumu

En esta seccién presentaremos algunce de los resultados calculados para el modelo de
Ising bidimenaional, los cuales refuersan Ia hipétesis de escalamiento. La solucién analitica
a este modelo (en ausencia de campo externo), como lo dijimos anteriormente, se debe a
Lars Onsager, quien lo resolvié mediante una generalisacién del método de la matris de
transferencia presentado en la seccidn anterior. El primer resultado importante que surgié
con esta solucidn es que se tiene una transicion de fase paza T; > 0. ,

Los resultados que aquf se presentan se obtienen considerando una red cuadrada de
N =1? espines, | renglones y ! columnas con condiciones de frontera periddicas. Eato es,
con Ia condicién de que los (I + 1)-éslmos renglén y columna sean idénticos a los primeros
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(renglén y columna), respectivamente. Las condiciones de frontera se pueden representar
geométricamente pidiendo que la red cuadrada tenga una simetrfa toroidal. Se considera

interaccidn s6lo entre los vecinos mnés cercanos con la misma magnitud J y campo externo
h=0.
De esta manera, se encuentra que la cnergfa libre por espin estd dada como

J(T) = ~ksT'In(2cosh2K) - M i¢ln l+ V1 - d%en2g (2.32)
(

donde

1o 2“"}‘2“ 18«1, (2.33)
cosh? 2K’

con K = f3J, como ya la hemoe definido antes.
La energfa interna por espin es

2 " 44
H(T) = —k,TK COtll(?K) [l + ;(2 tanh' 2K - ])‘/‘; m]' (234)
y l:; capacidad calorffica por espfn es
y =3’2 a{ /2__,‘1!,.._- " — d%sent
ofr) =22 (K coth2K)*{ 2 /: i fo AT~ Perty
” L/ P
—2(1 - tanh? 21()[5 + (2 tanh® 2K - 1) /; m]} (2.35)

La integral

0 1 - 46%en ¢' |
tiene una singularidad en § = 1. Esta singularidad corresponde a la transicién de fase. De

la ecuacién (2.33) vemos que la temperatura a la que ocurre la transicién de fase estd dada

mnhw R
o ﬁﬂc-’ =1, ‘ (2.37)
lo cual conduce a la ecuacién R
T~ (23

Cerca de Ty, el calor especifico por espin se comporﬁ como

oT) ~ (:;,c) [—Il = +ln(k;3:’) (1+§)],  (239)
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i.e., se aproxima a infinito logar{tmicamente cuando |T' ~ T¢| - 0. Asf concluimos que el
exponente crftico
a=a =0 (2.40)

(nsager también deinostré que

= 5, (2.41)
el cual ya es muy diferente del valor cldsico de 1/2. Onsager anuncid este resultado con su
publicacién, pero demord en publlcar su derivacidn. La primera publicacién para el clculo
de [ se debe a C. N. Yang. Onsager también calculé 1a funcién de correlacién de la cual
uno encuentra

v=1y =], (2.42)

que difiere del valor cldsico 1/2. Finalmente, desarrollé los célculos que conducen a la

demostracién de que
1

n=-2 (2‘43)
en desacuerdo con la prediccién cldsica, = 0. Otros investigadores mostraron que los
exponentes criticos

y=q'= % y 6&=15 (2.44)

que difieren, también, de loe valores clésicos y =7 =1y d=3.

Notemos que los mismos exponentes criticos se aplican a todos los modelos de Ising
bidimensionales independientemente de la forma de la red. Ademds, estos valores de los
exponentes satisfacen todas las relaciones de escalamiento e hiperescalamiento derivadas en
el primer capitulo. Desafortunadamente no ha sido posible verificar la ley de escalamiento
de la ecuacién de estado debido a que el modelo no ha sido resuelto en presencia de un
campo externo. Sin embargo, el escalamiento de las funciones de correlacién pares puede
verificarse en detalle.

2.4 Teoria de Campo Promedio
En esta seccién vamos a estudiar el modelo que hemos venido tratando pero en la

aproximacién de campo promedio. Ya hemos visto que, en el modelo de lsing, los momentos
magnéticos interaccionan a primeros vecinos, pero ain con esta simplificacién y suponiendo

una anisotropia que hace que estos momentos magnéticos sélo puedan orientarse en dos

direcciones “opusstas”, no ha sido posible solucionar exactaments el problema més que
hasta dos dimensiones y a campo externo cero, E! problema radica en que las interacciones
entre espines complican la manera de calcular Ia funcién de particién. Para superar este
hecho, Weise propuso suatituir el sistema de espines interactuantes por uno en el que cada
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espin estaria sujeto a un campo ezterno efectivo creado por sus 2d vecinos mds cercanos, més
el campo aplicado. Ahora estamos interesados en obtener resultados en la apraximacién de
campo promedio y para llegar a ella proponemos comenzar por escribir, primero, la energfa
del modelo de Ising que definimos en la seccién 2.1, con el campo externo A constante y
8in interacién entre ellos. Esta es

N
E{s}=-h)_si. (2.45)

i=1

En este caso, es ficil deducir, a partir de Ia definicién (2.2), que la funcién de particién
para este sistema es

= (2cosh(H)]" (2.46)

y por lo tanto, al utilizar las ecuaciones (2.7) y (2.10), obtenemos la expresién pun la
magnetizacién por espfn

= -M(h T) = tanh(H). (2.47)

Si ahiora supouemos, como lo hizo Weiss, que como el campo magnético efectivo A; es debido
a los momentos magnéticos de los espines restantes, entonces deberfa ser proporcional a .
De hecho, este campo efectivo se puede expresar en la forma

hi=h+ Y (o) + Y (o= (ay))- (2.48)
J J

Aqui, el primer término es el campo externo, el segundo es el campo promedio y el dltimo
e |a fluctuacién del promedio, el cual no consideraremos en este andlisis. Si considera-
mos que las interacciones Ji; son las mismas para cualquier pareja de espines y que los
niomentos magnéticos se encuentran posicionados en los vértices de una red hipercibica
a-dimensional, entonces el nimero de vecinos de cada espin es 2d, y el campo efectivo
resulta ser

hi=h+2ddp. (249)

Es claro ahora que si desde el principio hubleramos supuesto que los espines en la red
estaban sujetos al campo efectivo by, hublera sido posible escribir Gh; en lugar de H.
Haclendo esto en la ecuacién (2.47) encontramos

4t = tanh(H + 2dJ ).  (280)

Ahora podemos calcular la magnetisacién esponténea escribiendo H = 0 en la ecuacién
anterior. De esta manera obtenemos

4 = tanh(3dJBp). (2.51)
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El resultado de esta ecuacién puede visualizarse rdpidamente por la interseccién de las
graficas de la figura 2.1. Como puede notarse, para T > T, = 2dJ/ks, la curva tanh
permanece debajo de la recta y, y la inica interseccién se tiene en x4 = 0. En camnbio,
para T > T;, hay ademéds dos intersecciones en u = +49(T). De esta forma surge una
no-analiticidad debido a 1a manera en como la solucién cambia cuando T varfa. Por lo
tanto, en teorfa de campo promedio encontramos que la temperatura critica es

T, = 2dJ/k,. (2.52)

Sabiendo que este modelo predice la existencia de comportamiento crftico, nuestra in-
tencién en lo que resta de la seccidn serd calcular los exponentes criticos.

tanh (2d/py)

Fig. 2.1 Solucién grafica de la teorla de campo promedio
para |a magnetisacién espontdnes por espin.

Primero simplifiquemoe las ecuaciones mediaute la introduccién del pardmeiro 7 =
T./T. Al utiliaar una identidad bien conocida para la tangente hiperbdlica de una suma,
vemos que e8 posible reescribir la ecuacion (2.50) en la forma

tanh H + tanhur ' '
#= T+ tenh H tanh ur’ (253)
y al resolver esta ecuacidn para la tanh H, encontramos
_ p—tanhpr
tanh H = 1=ptashpr’ (2.54)

Para 4 pequeiia, podemos hacer una expansién en potencias de 4, y al conservar términos
sdlo & orden ciibico, obtenenios .

tanh H w5 p(l - 7) + 4} (r(l—r)-#-—r;). o (2.85)

De esta ecuacién podemos calcular los exponentes 3 y 4. Para .cneontru el primero,
ponemos H = 0 y al hacer tender T' - T llegamios al comportamiento de la magnetisacién
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espontdnea por espin
' 1., qT=T) r
=~ 3‘—““—‘-—"‘, (2.-)6)
T
de donde, utilizando la ecuacién (2.14), leemos el exponente crftico § = 1/2,
Ahora, al estudiar el comportamiento de la magnetizacién exactamente a la tempera-

tura critica cuando el campo H — 0, obtenemos de la ecuacién (2.55)
H~pd, (2.57)

por o cual, de la ecuacién (2.16), concluimos que 6 = 3.

Del comportamiento de la susceptibilidad isotérmica x, la cual se calcula haciendo
tanh H ~ H, para H pequeiio en la ecuacidr. de estado (2.55) y luego derivdndola [de
acuerdo a la ecuacién (2.11)] respecto de h a temperatura constante,

' _on 2 2, 17
T (=7)+3u x(r ™+ 3). (2.58)
ParaT > T;, p = 0 y por lo tanto, de la anterior ecuacién se encuentra el comportamiento
1 1
X= LT (2.59)

de acuerdo a la ecuacién (2.15), concluimos que el exponente 7 tiene el valor y = 1.
Ahora podemos comprobar que el exponente 7' = 7, Para ello tomamos la ecuacién
(2.56), que es para T < T¢. Al sustituirla en (2.58) encontramos

1 1.

X= S (2.60)
lo cual muestra que Ia divergencia de la susceptibilidad debajo de la temperatura de tran-
slcidn esté gobernada por el exponente 4’ =y = 1. El chlculo del exponente critico a, que
gobierna el comportamiento del calor especifico cerca de la transicién por su parte musstra
que el calor especifico tiene una discontinuidad a T = T,. Es decir, a = 0. Otra manera
de obtener este resultado es a partir de la ley de escalamiento de Rushbrooke, ecuacién
(1.16). '

Resta calcular los exponentes v de Ia longitud de correlacién, y n de la funcién de
correlacién, Para calcular el primero de ellos recordamos la definicidn de Ia funcién de
correlacién, ecuacién (2.6), y la escribimos, en la manera en que lo haremos en lo sucesivo,
como

G(zi - z5) = (si85) — (4)(a5), (3.61)

donde z; es la posicién del espin #;. Como veremos més adelante, 6 lo que es lo miamo,
como podemos notar de la expresién para la energfa y Ia funcién de particién, dades por las
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ecuaciones (2.1) y (2.2) respectivamente, los valores promedio de los espines (s;), (s;8;),
etc., pueden obtenerse por diferenciacién de la funcién de particién con respecto a las
componentes del campo h en las direcciones i, j, etc.

En la misma forma como lo hiclmos en la ecuacién (2.5), pero usando un campo externo
homogéneo h, obtenemos

. 102 ,
2 ———%Z} e M) = ot (2:62)

-pEle) L _0°Z
%: woy) = ();;g %€ Z oH;0H; (2.63)

Al usar estas relaciones para reescribir la susceptibilidad encontramos

kiT 0 In 2

= ——-N—- [(Onl)) (i) ’j)]

-—-?-1)-- z G(zi - z;)
= (a'k,T)" / 4G (z). (2.64)

En el dltimo paso, hemos usado ei hecho que la distancia entre los espines vecinos a es
una distancia muy pequefia comparada con la escala de longitud caracteristica del sistema
'y por ello es poaible reemplasar la suma por Ia a~¢ veces la integral. Notamos que el
resultado que hemos escrito es importante porque conecta la divergencia x con la funcién
de correlacién de dos puntos G. Escribiendo ahora esta expresién para la funcién de
correlacién de dos puntos en la forma®

e-lalf¢
Glz)~ 2@ T)/'i(la-a)/r : (2.65)

donde ¢ es la longitud de correlacién. Usando el hecho que el exponente v = 1, inkro-

duciendo la expresion anterior para la funcién de dos puntos dentro de la integral encon-

tramos la ecuacién o
FRYE

7T~ / dzm, (2.08)

§ Una prueba explicita de que es posible hacer esto se dé en ¢l Libro de N. Goldenhid, Lectures on Phase
Trensitions end the Renormaelization Growp, Addison-Wesley 1063, :
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"donde hemos absorbido la integral sobre los &ngulos, y ahora esta = ya es un escalar a
diferencia de la anterior donde todavfa era un vector. Aplicando, por dltimo, el truco de
escalamiento mediante la introduccién de la variable adimensional u = z/¢ vemos que la
integrai ya se puede expresar independientemente de £ como

IT-Te| ™~ / dunld-"2e-3¢? (2.67)
de esta ecuacién leemos imnediatamente que la longitud de correlacién diverge como
£~ T -T2, (2.68)

y entonces el exponente v = 1/2 en la aproximacién de campo promedio. Ya para finalizar
esta seccion, utilizamos la relacién de escalamiento de Fisher, ecuacién (1.17), para coucluir
que el valor del exponente n) en campo promedio es n = 0. Como se sabe, de la ecuacién
(2.18), el comportamiento de la funcién de dos puntoe a exactamente la temperatura critica
y para distancias grandes es el que decribe el exponente 1 esenclalmente.

2.5 El Modelo de lsing d-dimensional

Como hernos mencionado desde la primera seccién de! capftulo, el modelo de Lsing no
ha sido resuelto de manera exacta més que hasta d = 2 (A = 0). Lo que pretendemos
en esta seccién es introducir otro formalismo, alternativo al de la matris de transferencia
para evaluar (en principlo) la funcién de particién del modelo d-dimensional. La idea es
cambiar de representacién para expresar la funcién de particién en términos de cempos
contfnuos. Es decir funciones que toman valores en el intervalo (~00,00). Como veremos,
en eata representacién de campos, Ia funcién de particién es una integral funcional bastante
dificil y més que simplificarse, el problema parece m4s complicado. No obstante, es posible
obtener resultados en algunos limites de Interés. .

Consideremos el caso general del modelo de Laing en d dimensiones, esto es, el caso en
que los espinea interactuan entre si (0o necesariamente sélo los vecinos més cercancs) con
magnitud J;; y estén sujetos a un campo magnético externo h; que puede variar de espin
a eapfn.

Eatas suposiciones nos permiten conaiderar la expresién general para la funcién de
particién dada por la ecuacién (2.2)

2} = ¥ XKoo Ltin, (260)
{s} o

donde nuevamente hemos escrito Ky; = 8Ji; y Hi = fhi.
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La idea ahora es implementar transformaciones a la ecuacién (2.69) que permitan
escribir esta funcidn de particion en tériinos de variables continuas. La primera de ¢llas,
conocida como la transformacién de Hubbard-Stratonovich, es

N
/ [T dziet=¥i'ar e = [qet(danviy)|/2 es¥as, (2.70)

en ella se ha usado la convencién de Eumt.em’ y resulta como generalizacién natural de la
integral Gauseiana

00
/ , dze~ 845 = 9 /raeo™, (2.m)
o .

" Un comentario pertinente acerca de esta transformacién es que para poder llevarla a cabo
se requiere que la matriz Vj; sea definida positiva y simétrica. Sin embargo, cuando
estas condiciénes sobre la matriz no se tienen, la transformacién puede Implementarse
unicamente en un sentido formal. En nuestro caso, la matriz K;; es en principio arbitrarla,
pero cuando imponemos 1a condicién de que cada espin interactiie inicamente con sus ve-
cinos més cercanos, esta matriz toma una forma que es simétrica pero no definida positiva,
No obstante, podemos escribir K;; como la suma de dos matrices, una de las cuales es
simétrica y positiva definida, y la otra resulta en un factor constante para Ia funcién de
particién. Fisicamente esto corresponde al Incho de que estamos seleccionando otro nivel
de referencia para medir la energfa.

De esta forma, escribimos la matriz K;; = V;; — A en (2 68), con Vj; una matriz
definida positiva y simétrics, y A una constante positiva; lusgo utilisando la ecuacién
(2.70) con la convencién de Einstein reescribimos la funcién de particién en la forma

2{H;} = Y enKi+Hio
. {s} ,
= Z e’ivu'l+”l'l"l“il‘l

{s)

N , :
= e'"‘):[det(dw%,)]“/’ / Hdw‘e‘*ﬂvi'.?i*‘(?‘*"")"
{u} i=l

= e~NAY (dot(d4n¥iy) / Ildwe**(w-mva'w,—m)+v-~ an)
{u)

“donde al final hemos efectuado el cambio de variable ¢ — i — H;. Notamos que I suma

9 La aparicién de fodices repetidos lleva implicita una suroa, en este caso desde I hasta N.
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sobre configuraciones'? sélo actiia en el dltimo sumando de la exponencial, de éste tenemos

Zewlt = n e% +e 'Fc

(.I) i=1
N ’
=[] (2cosh i)
=l
- e):'lnuz‘ln(cmhm). (2.73)

Al sustituir este resultado en la Gltima expresién para Z{ H;}, ecuacién (2.72), obtenemos

N
2} = C [ [ apie~Hom %o W Ll (274)

donde C = e~NA [det(ng,';)]"V 228, Vale la pena hacer un comentario aqui. Notamos
que el primer término correspondiente a la “parte cinética” (el primer sumando en la
exponencial) contiene un factor V' y ello le hace ser no-local. Fato se tiene cuando
_Vij representa interacciones “locales” que conectan vecinos més cercancs, interaccién a
segundos vecinos, etc + PO no se Liene cuando las nnm.cciom son de lugo rango 6 adn
infinito.

En cambio, ¢l “término de interaccién” (ditimo sumando en la exponencial), sf es local
porque no contiene términos que conecten p; con @;. Para eliminar esta no-localidad de
la parte cinética, llevamos a cabo ¢l cambio de variables

| S
vi=3¥% Yop (3.78)

por lo cual obtenemos

z(n.} C' e~ \HV;H, / [T e-«w,w,+mw+2,u(mwm) (2.76)
=1

can € = e-NA [det((3n) Vi) 2V,

De asta expresidn para la integral funcional Z podemos darnos cuenta que hemos cam-
biado ln no-localidad del términe cinético al término de interaccién. Naturalmente sstamon
de acuerdo en que Ia no-localidad de ésta expresién es un resultado de la introduccidn de

 Eata suma resrings o modelo al caso dal d leiag, 18, o a8lo pusde tomar 1os wiorw +16 1. Ea o
cas0 general wn que el eapin a8 un vector unitario con n componentes (modelo de Helsemberg generalisado), la

suma g convierts en un p«uwawumhwaumwmm(m
la seccidn 2.6).
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sobre configuraciones ¥ sdlo actiia en el dltimo sumando de Ia exponencial, de éste tenemos

Z e

{ai}

N

H (eiﬂi + g—%)

-
J1]
-

H(?coah vi)
i=l
= gluin2+) Incoship) (2.73)

Al sustituir este resultado en la liitima expresidn para Z{H;}, ecuacién (2.72), obtenenios

Z(H) =C / Hdwe‘*‘”" HV; 0y Hi)+ X, nlcosb ), (2.74)
i=l

donde C = €~NA[det(4nV;;)] /2. Vale la pena hacer un comentario aqui. Notamos
que el primer término corrupondume a la “parte cinética” (el primer sumando en la
exponencial) contiene un factor V‘ y ello le hace ser no-local. Fsto se tiene cuando
.Vij representa interacciones “loculu" que conectan vecinos mds cercanos, interaccién a
segundos vecinos, etc. 1 Pero no se tiene cuando las interacciones son de iugo rango 6 min
infinito.

En cambio, el “término de interaccién” (:ltimo sumando en h exponencial), of es local
porque no contiene términos que conecten y; con @y, Para eliminar esta no-localidad de
la parte cinética, llevamos a cabo el cambio de variables

1.
vi =3V Loii (2.75)

por lo cual obtenemos

Z{ Hy) = C'e-41v;'Hy / ﬂd¢' e—wmmmmz,h(mww,) @.76)

con C' = e~N4 [det((27)" 'Vu)]lhﬂ
Deu“upmﬁnwahm“udhmwnﬂlpodomdumcu&quhmucm-

biado la no-localidad del término cindtico al término de interaccién. Natuzalmente astamos

de acusrdo en que la no-localidad de ésta expresion es un resultado de la introduccidn de

19 Fota suma restrings ol modelo al caso del de belag, Le. # 88lo pusds tomas ios valores +1 6 ~1. Ea o
caso genesal an que el espin @ un vector uaitario con n componentes (modelo de Helssaberg generalisado), la
mm-wnmumunmdmhlmmhmbnhuwﬁchd.luﬂnwwwm(m
la secrién 2.8).
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" campoe cont{nuos y; que no aparecfa en la representacién discreta. Fste es el precio que
irremediablemente tuvimos que pagar por llevar a cabo el “cambio de variables” entre Ia
varlable discreta s; y 1a continua ¢;, mediante la transformacidn de Hubbard-Satratonovich.

A pesar del incouveniente, que representa la no-localidad, esta e la expresién “més
adecuada” para la funcién de particién del modelo de Ising d-dimensional en el espacio de
configuraciones que se obtiene con los métodos de la teorfa de campos. Como puede verse,
esta es una integral funcional (pues ¥; = ¥(x;)) que es dificil de resolver debido al \ltimo
término del integrando. En realidad no se conoce un método para resolver exactamente
este tipo de integrales, s6lo es posible obtener aproximaciones (analfticas 6 numéricas).

La complicacién en el cdlculo de la integral funcional en su representacién en el espacio
de configuraciones nos lleva a intentar resolverla en su representacién en el espacio de
momentos. Con este objetivo en mente, llevamos la integral (2.76) a su representacién en
el espacio de momentos mediante una transformacién de Fourier de la forma

Vi= 7% Lo (277)

Ahora, para simplificar el Algebra, supongamos que cada espin interactua s8lo con sus
24 vecinos més cercanos. De esta forma podemos representar la matris Kj; (en el caso
ferromagnético) como*!

Kij = B(8iy1,4 + 6i-1g), ' (2.18)
y la matriz V;; en la forma

Vij = Ab;j + B(8i 415+ i-15)- (2.9)
Ex realidad estas expresiones son sélo una abreviacién para
K‘j = 8(5‘1+1r"'l‘4u’ + 6""1"'1‘4!.’) +et B(J‘h"'n‘“‘lnj + J‘IW"’“‘IJ‘)’ (ﬁ'w)

Vij = Abjming + B(Birat,migg + Giv=1igd) + -+ B8y iyt 1 + 8 rig-1)s (381)

donde, se ha usado el {ndice j en vez de jy, -+ +, j¢, para compactar un poco la notacién. Un
comentario acerca de las matrices Ky V' es que cada uno de Jos términos en d;; representa
la interacedn del espin que se encuentra en la posicida | = ({;, ..., l4) de la red hipercibica
d-dimenalonal con el espin cuya posiclén es j = (jyi,...,f¢). Asl, se ve de las ecuacionss
(2.80) y (2.81) que hay justamente 2d términos en 4;;, correspondientes a las interacciones
del esp{n [ con sus 2d vecinos més cercanos, siendo { un espin arbitrario, yquhmﬂllud
de esta interaccién (normalisada por ﬂ) «%B.

u Endcmmﬁhnm%lw,u&mpkmhmhmﬂw-ﬂ,mﬂ%ﬁ)d A
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En esta representacién, podemos escribir, término por término, el exponente del inte-
grando de la ecuacién (2.76), esto es

~$iVig¥; = ‘%v 3.3 e *g(k)(AGi; + B(Bisrj + b)) e THy(1)

6 k)
=~ Y $(W(-K)E] (K), (282)
k
1 ~ik-x,
Hyi = Tﬁ?"‘;e Wiy (k)
=Y H(-K)y(K), (283)
k

Zi: In(cosh 2V;;¢;) = ; In (coah —\/% ; (ASij + B(8iy1,j +8i-15)) ; e"ik.x;'p(k))

=Y in (conh % Y e y0E; ), (2.84)
i k

para llegar a estos resultados, hemos escrito explicitamente las sumas correspondientes a la

_ convencién de Elnatein, hemos denotado (implicitamente) por a = || a la distancia entre
espines vecinos en la reticula y hemos utilisado una transformacién de Fourier para H; de
la forma de la ecuacién (2.77). Ademds, hemos utilisado los eigenvalores de V;

4

Ej(k)=A+2Bd-4BY  sen’ (%—-9) , (2.85)

: i=) :

donde 22 = ATy 000 = Lo+, N, ¥ hamos ulisado as identidades
% Y e-m = g(x), (2.86)
, .
Y8+ 010 = (). (287)
1

El ltimo paso para tener la representacién en el espacio de momentos es tranaformar ia
forma cuadrética de la exponencial que esté fuera de la integral y 1a medida [T, dy; de la
integral funcional (2.76). El cdlculo de la forma cuadrética es andlogo al que se Llavé a cabo
en la ecuacién (2.82) y Ia medida se transforma de una manera simple, el determinante de
1a transformacién es 1. Llevando a cabo la transformacién, obtenemos ’

Z(H) = C'e~ s K, HONE 0 H-4) / [Tevtx)
k

x ¢~ Za v -RE b T, KR T o (b2 15, - S50(MEI M), (5 8g)
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Esta integral funcional es la funcién de particién del modelo de Ising d-dimensional en la
representacién de campos en el espacio de momentos.

2.5.1 La Teoria Gaussiana

Hasta aquf hemos calculado expresiones generales para la funcién de particién en el
espacio de configuraciones y de momentos para el modelo de Ising d-dimensional, dadas
por 1as ecuaciones (2.76) y (2.88) respectivamente. Como se ha venido comentando, no
se conoce solucién exacta para este tipo de integrales. De hecho las \nicas integrales
funcionales para las que se conoce una solucién exacta son las gavesianas. Fato nos lleva
a resolverlas de manera aproximada. La primera aproximacién que se ocurre s tomar
sdlo la parte gauseiana de la ecuacién (2.88) y poner el campo externo H = 0. En esta
aproximacién, sélo falta tomar Ia parte cuadritica del dltimo término de la exponencial,
para tener ls aproximaclén gaussiana.

Tomemos, pues, la expansién en serie de potencias de este término alrededor de z = 0,
i.e. consideremos A g

In(coeh) = 5 - % YOS (2.89)
enumcu la contribucién de este factor a ae;undo orden es

Y. In(cosh2 Y e * Ry (0B} (k) % 2 W W) EF (WW(-K)EF (-K),  (2.90)
[} k k
por lo cual la parte libre del hamiltoniano puede escribirse en 1a forma
Hy= [asho= YO[B} - 2B @] bWWM. (@)
k

Dado que nos interesa el comportamiento critico'donde ka < 1, expapdemas el primer
factor en la suma de la expresién anterior en pounclu de |k| y conservanios términos
_hasta segundo orden. Para ello, utilisamos la expmidn para los eigenvalores E} (k) dads
por 'la ecuacién (2.85). De esta tenemos

E} () Vot - c’k’), | (292)
como .
o= LW [0+ Wo- NN YK, T (199

elprimerfactordupubdehuumpuﬂeu&erputwmm +k’ypordeﬁniclbn.
tiene la temperatura critica cuando el parémetro de masa m es cero. Esto sucede cuando

donde Vo= A +2Bdy &= Aid:ad,ypor untopodommﬂbirelhmﬂmnimﬂhd
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Vo = 1/2 6 lo que es lo mismo, cuando

1
'2')
esta es una expresién que es fisicamente dificil de tratar puesto que A representa esen-
cialmente un corrimiento arbitrario en la energfa de interaccién de cada espin con sus 2d
vecinos més cercanos, que est4 determinada sélo por la condicién A > 2Bd. Esto provoca
una arbitrariedad en la definicién de ia temperatura critica. Para salvar este problema
podemos poner A = 0 y entonces, puesto que I = (J con J la energfa de interaccién
entre espines, podemos escribir, cuando m = 0 (T' = T, la temperatura critica en la
aproximacién de campo promedio):

A+2Bd= (2.94)

T = ddJ. (2.95)

Ahora podemos hacer una expansién de #, para temperaturas cercanas a T,. En ese caso
podemos escribir

T-TY

1=~ —r + O(T - T¥)? (2.96)
[

WVo-1x1+0(T~T¥ (2.97)

g +OT-T), (29)

y por tanto para temperaturas en la vecindad de T
R o ik R -
Hy=3 2.: [ gtk ] v(k)y(-k). (3.99)

Finalmente, haciendo el cambio d.o variable ¢ = cy e introduciendo la definicidn del

z ;..T £-, podemos escribir la ecuacidn (2.99) en la forma
™

pardmetro de masa m? = ;li

Ho= ;)_:; [m? + K] $()9(). (2.100)

Nétese que el espacio de la red, a, no aparece explicitamente as{ que e posible tomar
el limite continuo directamente. Eato, en particular, nos interesa porque queremos Llegar
a una descripcién en términos de campos continucs en la cual se facilite Ia introduccién
del formalismo de “teoria de campos”. Este limite puede tomarse en la representacién
del espacio de configuraciones a través de las transformaciones (¥iy1 - ¥;)/a = Viy,
v~ a9y, T2, - a7 [ d9z; de tal manera que uno llega ol resultado

Ho=} / a4z (Vi) +mie]. @)
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Al escribir este hamiltoniano libre en la integral funcional, poner H = 0 y hacer el camblo
en la medida de ésta, abteneinos la teoria gaussiana

2(0) = 0" [laglen ST em), (2102

en la que hemos usado la notacién [dy] = [] dy(z).

2.5.2 Exponentes Criticos en la Teorls Gaussiana

Comencemos con la expresién para el hamiltoniano libre en el espacio de momentos,
ecuacién (2.100), y calculemos algunas de las propiedades de la teorfa libre. Como un
primer paso podemos calcular la funcién de correlacién

_I DN(k)é(-k)e-iE.(m'wMt)«-u)

Go(k) = (¢(k)#(-k))o = fv,se-i):.("" oy (2.103)
que es la transformada de Fourier de Go(z), ie.
Go(z) = ($(x)#(O)) = ;;emao(u). (2104
y en el Mmiite V — 0o se convierte en
Golz) = / (:%‘)E,e-‘“ao(k). : (2.108)

Esta es una manera operacional de obtener las funciones de correlacidn, pero la manera
méa natural de obtenerlas es por medio de derivadas funcionales con respecto a una fuente
de la funcional generadora. Con esto en mente, agregamos a Hj el término de fuente
Y H(k)¢(—k) y entonces de (2.100) inferimos inmedistamente que

1 &zlH)
[ﬂﬂl 0H(k)0n(—k)] \ o' (2.106)

donde denotamos por Zo[H| a la funcional generadora de la teotia con campo externo
ZH] = / De-Sall -1 (-]
= e (W +mY) HW)H(-¥) / D“—Iz.(lr'm'”(h)o(-l) ‘(2.10>7)

Go(k) =

y hemos hecho la traslacién en el campo ¢(k) - ¢(k) — (k? + m3) ' H(k).
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De las dos tltimas expresiones concluimos que
Go(k) = (K* +m?)™", (2.108)

con la cual podemos caleular algunos exponentes criticos.
La susceptibilidad estd dada por

x=Gok=0)=m™ 2~ |T =T, (2.109)

y por lo tanto y =1,
También el comportamiento de la funcién de correlacién para |T — T¥| - 0 (l.e. para
m -+ 0) es

Go(k) = k2, (2.110)

por lo cual tenemos 1) = 0, independientemente del valor de d.
Definlendo la longitud de correlacién mediante la relacién

1 [dz2%G(z)

2 _
$= 2 TaaG) @.11)
ésta, se puede expresar en términos de G(k) por
1 BG(I:)] l
" low o |y (@112)
Utilizando la ecuacién (2.108) encontramos que
E=m~t ~ [T - T¥713, (2.113)

de donde inferimos inmediatamente que v = 1/2.

Por ltimo, podemos calcular el exponente critico o del calor especifico. Para ello,
lievamos a cabo la integral gaussiana de la ecuacién (2.107) y calculamos el logaritmo de
la funcién de particién. De este \iltimo tenemos

InZo[H] = ~3 Yk + ) + 3 3 H)K + ) H(-k) + Q’}m(ﬁa). (2.114)
k k

Luego, utilizando las deﬁmcwm (2.8) y (2 9), encontramos la expresién para el calor
especifico C

mw Z("' ’)"+;ﬁ‘?¥(k’+m)' » (2.115)
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en el lfmite continuo, para [k| < A, el comportamiento dominante en T — T¥ de esta
expresin eatd dado por

L
Cn~
‘ / (¥ my?
(2 - d/2)

~

(2.116)

para d < 4, el calor especifico diverge debido a la singularidad infraroja. En este caso el

exponente « es _
a= 1—;—5 (2.117)

" Nétese que todos los exponentes de la teorfa Gaussiana son los mismos que 108 de la teorfa

de campo promedio, excepto . Uno se preguntar{a ;porqué ocurre esto? La razén es
simple, debido a que no hay interacciones las fluctuaciones no pueden estar acopladas y
por lo tanto no pueden contribuir a las funciones de correlacién, También, debido a que no
hay interaccioues la teorfa no existe para T' < T, entonces este modelo no es "tau real”
aunque sea exactamente soluble,

2.6 Modelo de Heisenberg Generalizado

En esta seccién vamos a llevar a cabo la generalizacién del modelo de Ising d-dimen-
sional al caso en que cada uno de los espines es un vector unitario con n componentes que
puede tomar cualquier valor en la esfera unitaria. Este modelo contendré entonces como
casos particulares al modelo de Heisenberg (n = 3), al modelo XY (n = 2) y al modelo de
Ising (n = 1), entre otsos.

Como pudimos dirnos cuenta en la seccién anterlor, hasta la ecuacién (2.72), el némero.
de componentes del espin en el modelo de Ising d-dimensional era arbitrario, pero al llevar
a cabo la suma sobre configuraciones (2.73) restringimos este nimero de componentes a
s6lo una y ademss pedimos que el espin sélo pudiera tomar los valores +1 6 -1,  Para
sobrepasar esta restriccién, debemos tomar en cuenta la generalisaciéu de la suma sobre
1as configuraciones de los espines del sistema

‘ Yo evs, ‘ (2.118)
v fu}

al caso en que s; es un vector unitario con n componentes. No es dificil darse cuenta que
en este caso la suma sobre configuraciones es un producto de integrales'? sobre el elemento

1 Una integral por cada espin.
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de dngulo sdlido; esto es

f] / e, (2.119)
1

El problema ahora es evaluar esta integral, para lo cual usamos el sistema de coordenadas
esféricas en n dimensiones. Fijando el eje “polar” a la direccidn del campo externo ;,
tenemos que

/ dfle¥h = / df), elvil ot (2.120)

donde
dSly = (3en6))"*(sen )"~ - -sen8,_o d6; dy - - - 4y, (2.121)
con0<fi<mi=12..,0-2y0< 0y <2m
L.a integracién sobre los dngulos 6;, § = 2,...,n -1, es inmediata y d4 un valor constante
K; 8610 resta la integracién sobre 0, es decir

/ 0,9 = K / a8, (sen ;)" 2elvlcoots (2.122)
pero el valor de esta Integral*® es
-2
2 Ea n-1
o -~ Uamil I 2 .
[amers ki (L) T () bl )

y el valor de K es
K= / (se0.62)"~3(senfy)"* . en B3 b dby - - dp-1

=2 / (ne.n 63)" 3 (senby)"¢ .. -‘unﬂ,._zdﬂg déy---dby-2

- 2n(F )"-ﬁﬁr ('—"T-“) / r ("‘——2——“), @.124)

msl

en el dltimo paso hemos usado la ldentidad

/ " d8(oend)* = 2 / " beent)®
0 0

(@A)
= VAT (!‘—;-1) / r (iiz’—’) (2.125)

1 Tomada de 1. S, Gradshteyn, 1. M. Ryshik, Teble of Intagrels, Series, ond Products, Academic New York
1080.
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Después de unas simplificaciones, obtenemos

[ dtuers = @nie (——2-1)’!]311‘ (Z52) /o (B ot 1t 2120

(e e e

m=1
y por lo tanto el valor de la Integral es

[ e = a0l 1 ). (2.128)
De esta forma, tenemos la generalizacién
zev’s‘. - H/dn evw
{a)
= (2m! Hlvsl"*'qu(lwl)
i=1 :
1 1, '
_ (amyt Tt ] @19)
que al ser sustituida en la ecuacién (2.72) dé

Z{H;)} = 2m)¥ C'2N e~ MV Ky
N A
g / [Jaie ™"t Lt [pwiFrgmnonn]

i=1
Eata es la expresidn para la funcién de particién del modelo de Helaenberg cuyo pardémetro

de orden tiene n componentes expresada en su representacién del espacio de configura- -

ciones.

Si ahora seguimos el dlgebra que antes hicimos para llegar a las expresiones en el

espacio de momentos, obtenemos
. Z{H) =(@m¥ 2N e~ iHMIE M) H(-¥)
/ ndw(k)e Z."(im—i)l”(m):,u(-wx)

z:.h[lan:.e"mw(ﬂl ""-.z<lan2.°"‘*(~)""")] (@.131)
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la cual es la expresién general para la funcién de particién en el espacio de momentos.

2.7 Limites Interesantes

Ya tenemos expresiones para la funcién de particién del modelo m4s general que pre-
tendemos estudiar, pero como se puede ver estas son extremadamente complicadas. Vamos
a considerar entonces algunoe de los casoe relevantes de interés flsico, como son, el compor-
tamiento del sistema cuando su temperatura se acerca a cero (T' — 0), el comportamiento
asintético para altas temperaturas (T — 00), y los casos lfmite cuando n -+ 1 y cuando
n—+ 0o. De los dos iiltimos esperamos recobrar el mnodelo de Ising y obtener el modelo
esférico respectivamente.

Comencemos con el fmite n — 1. Para tomar este lfmite, podemos usar el $ltimo
exponente de la ecuacién (2.131) y la expresién para la funcién de Bessel 't

1 1)*(m + x)! oozt (m)
[*("‘J'})(z):\/ﬁ_ﬁ[ anm @) H(-1)"e gm]; (3.132)

en el lfmite n — 1 vemos de (2.131) que necesitamos la expresién para I_;, Podemos
obtenerla de la anterior, haciendo m = 0 y tomando el signo menos. De esta manera, ln
ecuacion se reduce a

L= oo e

= \/gz“/’cmhs. (2.133)
0 lo que es equivalente,
#PLy(s) = \/g cosh 3. O (2134)
Al introducir este resultado en 1a \ltima exponencial de la ecuacién (2.131), obtenemos
Xyl (5)’ e Linlcabs) (2.36)
con . .
3= 1W§:e-‘~~w(u)s:(u)|, (3.13)

“ Tomada de I. S. Gradshteyn, 1. M. Ryshik, Op. Cit.
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entonces, al sustituir (2.135) y (2.136) en la ccuacién (2.131) encontramos la expresién
para la funcién de particién

Z{H) = C'e~\HWIE; (I H(-k) / N0
k
x &~ La VUV (-RE[ () T, H-0)(6)+ 3, 1n (cosh Jy 30, 9 WE[®) (9 37

con lo cual recuperamos la funcién de particién del modelo de Ising d-dimensional, ecuacién
(2.88).

Ahora tomemos el iimite n — co. Para hacer esto, nuevamente podemos usar la ultima
exponencial de la ecuacién (2.131) y la expansién asintética para la funcién de Beasel de

orden entero!?
¢
b~ 1+ z:"" w1, (2138)
donde v = !93‘—"1 » 1 es un entero, y ¢, n y u son funciones de z dadas por
1
t= R 142041 2.1
ver S T v e ] (3139
t
Uen(t) = %t’(l — (i) + é /0 (1-5Nu(r)dr,  w(t)=1  (2140)
Como v — 00, el término dominante en 1a ecuacién (2.138) es '
I(vz) ~ L (@141)
Y \/27— v(l+ z’)" T
y por lo tanto,
- (va)™ em
I (v3) ~ ks e, .
BRGAL e —roeny @ 1}2)
Al aultltulr ahora este relulmio enla exponenchl obtenemoa
eLin(en hen] - (gr)-Fe -t Lytove X [-vinta)ton-flaitat)] (2.143)
donde |2 . a
v DXLt CL TR

" Tomads de M. Abramowits, 1. A. Siagun, Hendbook of Methemetical Anctions, Dover New York 1085,
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sustituyendo (2.143) y (2.144) en la ecuacién (2.131) encontramos la expresi6n para la
funcién de particién del modelo esférico (r = 00)

Z{H) = C'(2n)"F 2N ¢~ HWIE] () H(-k) g -} lav f [[ev)
k
x €~ Ton VW(-WE (k) + Y, H(=k)¥(k)+ Y, In[~vIn(va)tun-}In(1+3%)] (2.145)

Ahora tomemos el lfmite z = oo (' —= 0). Para hacer esto, nuevamente podemos usar
la ditima exponencial de la ecuacién (2.131) y la expansién asintética para la funcién de
Bessel de orden entero'®

e’ w=1)(—-9)  (s—1)(s—-9)(s—25)
’"(”)"'72?{1_ PR T 3l(83)? * } (2.146)

donde 2 1, v = # es un entero, y 4 = 4v*. Dado que z — 00, el término dominante
e la ecuacidn (2.146) es

e?
Iy(l) ~ -—\/‘é-'—.”'—,, (2.147)
de donde, tenemos
- e’
7VL(2) ~ W. (2.148)

nuevamente, el resultado de sustituir la expresién anterior en la iltima exponencial de la
ecuacién (2.131) es

eXalrhio)] = (g5)-4 e X0, - (v4])1na], (2.149)

con

z~|7ﬁ2e*~w(u>s+<u>|. . @ lso)

sustituyendo (2.149) y (2.150) en la ecuacién (2.131) encontramos I expmién para Ia
funclén de particién

2{H} = C ()} N e~ HHRIBWIH4) / Tavw
k ‘ .
x ¢~ TnWOH-DE O D HCWARE (el (g 481

1a cual es la expresidn para el caso limite 2 —+ oo,

1% Tomada de M. Abramowits, I. A. Stegun, Op. Cit.
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Por tltimo, tomemos el limite 2 — 0 (T — 0c). Para hacer esto, nuevamente podemos
usar la wltima exponencial de la ecuacién (2.131) y la forma lfmite de la funcién de Bessel
de orden entero" para pequeiios argumentos

LGy
L(a) ~ orT) . (2.152)
donde z € 1, v =132 # -1, -2,...
de ésta, tenemos .
VL (2) ~ [T+ 1) (2.153)
Al sustituir este resultado en la \iltima expouencial de la ecuacién (2.131), obtenemos
el mn[am) o C-E‘h[l'l‘(vi-l)], (2.159)
con 9
=|—= Y e* (k) Ef(k 2.155
zlmg Y(k)Ef (K)), (2.155)

sustituyendo (2.154) y (2.155) en la ecuacién (2.131) encontramos la expresién para la
funcién de particién .

-N TYTIRY
2iiy =¥ [o(3)] " etumisierwen f [evw
x €~ Lor bOPI-RE W) T, H-RN) (2.156)

la cual es la expresidn para el caso limite 3 — 0.

Con todo esto, hemos obtenido las integrales funcionales en la representacidn en el
espacio de momentos para algunos modelos. Como podemos notar de la ecuacidn (2.137),
la generalisacién del modaelo de Ising al caso de un modelo de espines con n componsutes
e correcta puss ¢l caso particular de la funcidn de particién del modelo de Heisenberg
;cmnﬂudonndueeﬁnprobhmunhmtmdﬁmdonﬂmnmmmmdmo&lo
de Ising d-dimensional.

Examinamos otros lfmites de interés los cuales pueden servir como pum da inbcio
para llevar al cabo métodos de apraximacién. Por ejemplo, en Jos Uimitesn 4 coy T - 0
debe ser posible resolver la integral funcional por el método de descensos répidos. Dado que
estaios interesados en la regién critica, es claro que los limites 7 — 0y T — 00 no servirén
como buenos puntos para iniciar una aproximacién que tome en cuenta ¢l comportamiento
critico. El lfmite n — 0o puede servir como punto Inicial para uns expansién en potencias
de 1/n que puede capturar aspectos importantes del comportamiento critico, pero en el

7 Tomada de M. Abramowits, 1. A. Stegun, Op. Cit.
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siguieute capftulo queremos presentar un método basado més en una expansién alrededor
de la teorfa gaussiana - la teorfa de perturbaciones.

I.a ltima integral funcional, ecuacién (2.156), que resulta al tomnar el lmite de tem-
peratura infinita sf es simple, corresponde a la teorfa gaussiana, lo cual es de esperarse
porque sabermos que cuando 7' = oo los grados de libertad de un sistema actian indepen-
dientemente y esta es precisamente la caracter(stica de la teorfa Gaussiana, describe un
sisteina en el que no hay interacciones.

El dltimo resultado es la conmutacién de los limites

lim lim Z{H) = lim lim Z{H), (2.157)
’lll_x'nl Il_% Z{H} = !Ij’l‘l] 'l.x_r’r} Z{H}. (2.158)

Estos se obtienen directamente de las ecuaciones (2.151), (2.156) y (2.88).

En resumen, en este capitulo describimos algunos modelos exactamente solubles y
encontramos los exponentes criticos asociados a estos. Sin embargo, como pudimos darnos
cuenta, en los casos generales esto no es posible y aGin en la representacién en términos de
campos cont{nuos tuvimos que hacer aproximaciones, Vimos que la apraximacién de campo
promedio predijo demasiada universalidad y que los valores de los exponentes criticos
no estdn de acuerdo con los resultados experimentales. Vimos, tambidn, que la teoiia
gaussiana predice la dependencia en la dimenaionalidad en al menos un exponente y esto
muestra que ya toma en cuenta las fuctuaciones, al menos las existentes en el modelo.
Sin embargo, esto no es suficiente, porque la teorfa no dé cuenta de los exponeates § y 6.
También predice los mismos valores para los exponentes criticos como la teorfa de campo
promedio.

Esto nos motiva & continuar en este camino y considerar la aproximacién del Hamil-
toniano al siguiente orden en los campos, el cual puede escribirse, cuando se desprecian
términos que dependen de los momentos, como Ap?/4! paza los sistemas que presentan la
simetrfa p —» —y. Esa seré la tarea para el siguiente capitulo. Desarrollar sistemdticamente
la teoria de perturbaciones en lo que se conoce como la teorfa de Landau-Ginaburg-Wilson
6 Ia teorfa de Ay,




Ca.pl’tulo 3
TEORIA DE CAMPOS

Fn el capftulo anterior vimos que es posible desarollar modelos mateméticos que cap-
turan algunos aspectos importantes de los fendmenos criticos. Se consideraron dos mode-
los exactamente solubles --el modelo de Ising en una y dos dimenslones, Las soluciones
mostraron caracteristicas importantes que si existen en el mundo real: exponentes criticos
diferentes a aquellos predichos por la teorfa de campo promedio y 1a ausencia de una tran-
slcion de fase en el modelo de Ising en una dimensién. Desafortunadamente las soluciones
exactas no son generalisables a d > 2, n > 1. Esto hace necesario desarollar métodos de

" aproximacién. Dado que la region critica debe admitir una descripcién en términos de una
teoria de campos, introdujimos, a través de la transformacion de Hubbard-Stratonovich,
una representacion en términos de campos continuos. La aproximacién més simple fué
despreciar las “interacciones” y conslderar el modelo gaussiano. Desafortunadamente esto
nos condujo a exponentes criticos iguales a los encontrados en la aproximacién de campo
promedio, excepto para el calor especifico, el cual muestra una dependencia en la di-
mensionalidad d y entonces captura algo cualitativamente diferente a la teoria de campo
promedio. La cuestién ahora es desarollar un modelo basado en la teoria de campos que

- pueda describir de una mejor manera los fendmenos criticos. Dado que las fluctuaciones

son importantes en la regién critica y que no existen en las funciones de correlacién de’

la teorfa gaussiana, es necesario considerar una teoria con interacciones. Es un hecho de-
safortunado que generalmente las teorias de campos con interacciones no sean exactamente
solubles y por lo tanto sea necesario utllisar algiin método de aproximacién. Uno de los
mé4s comunes es la teorfa de perturbaciones.

Asi, el objeto de este capitulo es desarrollar de manera sistemAtica los conceptos y
técnicas de la teorfa de campos, como son las funciones de correlacién, funcionales genera-
doras, transformaciones de Legendre, expansiones en teoria de perturbaciones y en lasos.
Para ello utilizaremos 1a teoria de Ap* (también conocida como teoria de Landau-Ginsburg-
Wilson) por dos razones; 1a primera es su “simplicidad” pedagdgica y la segunda, porque
es |a primera aproximacién a una teorfa con interacciones que describe ferromagnetos cuyo
pardmetro de orden tiene la simetria p — —p, Como veremos, esta teorfa contiene la




Seccién 3.1 La Funcién de Particién 47

interaccién mds relevante en el infrarojo, lo cual es una caracteristica fundamental en los
fenémenos criticos.

En cste capftulo consideraremos la teorfa de campos y la teorfa de perturbaciones en
un contexto general y abstracto. Regresaremos a los fendmenos criticos explicitamente en
el siguiente capitulo.

Comenzaremos definiendo ias cantidades de interés que son las funclones de correlacién.
Primero, las desconectadas que contienen términos asociados a los diagramas de las fluc-
tuaciones del “vacio” y los diagramas conectados. Calcularemos estas funciones sélo a
primer orden. Luego, estudiaremos la funcional generadora de las funciones conectadas y
calcularemos las funciones de doe y cuatro puntos a tercer orden. Por tltimo, utilizando

“una transformacién de Legendre, estudiaremnos la accién efectiva para determinar las fun-
ciones de vértice, Todos estos cAiculos se llevardn a cabo utilizando las técnicas de la teorfa
e perturbaciones,

3.1 La Funcién de Particién

Comencemos con la teoria de un campo escalar p(z) en un espacio-tiempo d-
dimensional euclidiano descrita por el Hamiltoniano'

Hlyl = [ a'ste. Vo), (31)
donde Ia densidad Hamiltoniana X estd dada por

W= (Ve 4 gmld + V() (32)

con V(p) = ‘icp‘ en Ia teorfa de Ap*,
La funcién de particién estd definida por la integral funcional

2] = / [dgjeHlokt] ddetn) (3.3)

donde J representa una fuente externa “formal”; formal en el sentido de que diferenciacién
de Z con respecto a J genera las funciones de Green desconectadas. Esto es

§d ¢ (]
-lzN)*EE"'mz“]‘hﬂ’

18 A las teorias de campos escritas an téeminos de funciones de particion qus dependen de la funcida de
Hamilton se les denomina teercas esladiohicas de campes por su analogia con la mecdaica estadistics. y &
las teor{ea de campos que se escriben en términos de La accién se los denomina leerdas cudnbioss de compes,
también por su analogfa con el formalismo de Feynman de las integrales de caminos de I mecdaica cudntics.

™ (z1,23,.. (3.4)
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6 bien, pueden ser escritas como los coeficientes de la expresidn funcional
—~ 1 [ d (N)
Z[Jl—gm/d zy--dzydy - IyG\VN(zy,. .. ZN), (3.5)
donde hemos usado la notacién J; = J(z;).

El primer paso es evaluar, hasta donde sea posible, la funcién de particién definida por
las ecuaciones (3.1)-(3.3). Para ello, podemos notar que

Tty - Je'viwet),
T wa)e (36)
y por lo tanto, para cualquier polinomio V (i), se cumple la relacién
§
4 [W] = Vip(z)). (3.7
Debido a esta identidad, podemos escribir la funcién de particién (3.3) como
2l =¢ -Jdv [ﬂ?’ﬂ] / [d“,]e-”olvl’f ) ety (3.8)

donde Hy es el Hamiltoniano de la teorfa gaussiana, i.e. ' :
Hy= / dz [-:i(qu)"~ + ;mqu’] . (39

Podemos llevar a cabo una integracién utilisando el teorema de la divergencia. De esta
forma, si el campo  y sus derivadas se anulan en la frontera, tenemos que

Hy = / dz [—;@V’qp + -;-m’qp’] . T (300
Del integrando de esta écuacién vemos que es conveniente definir e] opendor
A=-V4md, ' (3.11)

asl, al completar cuadrados, podemos escribir la funcidn hmiltoam en ﬁmlnm del
operador A como

Ho- [ a4)eto) = /&[ (4"% erf_irj, (.12
al sustituir este muludo en la ecuacién (3.8) y evaluar la inunl m ohhn-nol

zy)= [dot (ard “‘)]'/ 2] v [efa] el f “"’"’"’."“"',1“'). @ 13)
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donde Gy(y - 2) es el inverso del operador A, i.e. Go(y—z) es la funcién de Green asociada
al operador A y por lo tanto satisface la ecuacién diferencial parcial

(V2 +md)Goly - 2) = §(y - 2). (3.14)

Al resolver esta ecuacién por medio de una descomposicidn en las componentes de Fourier
de Gy de la forma'®

oy = 2) = g [ e -G, (3.15)
obtenemos la expresidn para Gy
. 1 4 e~ ik(y-3) )
Golu~2) = o [ (3.16)

Si tuvieramos la posibilidad de evaluar totalmente el operador definido por la exponencial
de la ecuacién (3.13), las ecuaciones (3.13) y (3.16) nos darfan la solucién exacta para la
funcién de particion de la teoria de Ap*, Sin embargo, como se puede notar, el operador
tiene un mimero infinito de derivadas y por lo tanto sélo podemos evaluar la funcional
utilizando aproximaciones. Por supuesto, la aproximacién més popular es {a de teorfa
de perturbaciones y como tenemos un pardmetro, podemos intentar abtener una serie de
perturbaciones para la funcidn de particién en potencias de A.

3.1.1 Disgramas de Feynman de las Funciones Desconectadas

Nuestra intencién ahora es calcular las funciones de correlacién desconectadas de la
teora de A%, las cuales obtendreinos como series de perturbaclones en el parémetro A, De
hecho, sélo calcularemos las funciones de dos y cuatro puntos a primer orden, pues como
veremos, la funcién de particién genera diagramas desconectados que no tienen mayor
relevancia en la teoris. Pretendemos, mejor, dar una vislén més amplia de las distintas
funcionales generadoras y del tipo de diagramas que generan. Por ello, dedicamos un
célculo méds completo de las funciones de correlacién conectadas. Para eate cdlculo, la
manera como procederemos serd evaluar la funcién de particién (3.13) a primer orden en
A y luego utilisar la definicién (3.4) para obtener las funciones de correlacién a ese orden.

Empecemos escribiendo Ia funcién V(p) = Ap*/4! y con ello la funcién de particién
(3.13) a primer orden »

A " -

— d } [ W10 Goly~2)J(s)

2] = [ /d 4. e )) ] e J , (3.17)
* §i utilizamos las transformacién de Fourier con e factor simétrico (3v)-%/2, obtenemos

~ib(y-s)
Goly-3)= (2,)‘/] /d .:l+m1
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~N11/2
donde hemos definido la constante Ag = [det mA Y .

Para simmplificar la notacién abeorbamos Ag en una redefinicién de Z[J), lo que equivale
a escribir Ag = 1 en (3.17), y definamos

B = [ Wyitzr)Gaty - ), (3.18)

Con esto, al calcular las derivadas funcionales de la exponencial en la funcién de particién,
encontramos

2] =e® [1 - % / d*z (3B2, +6B2D;, +B§)} , (3.19)
donde, ahora, hemos introducido la notacién
0B ’
IJ, = mz—), ) (4.20)
#B .
23 = 6-]’(3) ‘ (J.?l)

Con esta forma para la funcional generadora, ecuacién (3.19), ya podemos calcular las
funciones de correlacién desconectadas de dos y cuatro puntos a primer orden en A. Sélo
tenemos que usar la definicién de la ecuacién (3.4), ie. tenemos que calcular derivadas
funcionales de Z con respecto a la fuente J a los puntos z;, § = 1,2,3,4 y despude evaluar
en J = 0. Notando, de las ecuaciones (3.18), (3.20), (3.21) y del hecho que Go(y —3) =
Go(s ~ ), que

| B,= j d4Go(z ~ 2)I(3), - (322)
‘ - ng = Gu(z - .‘t). ) \ (3.23)
obtenemos la expresién para et :

G (2122) = Go(as ~ z2) ~ > / <Gz, = Go(s ~3)Gals )
- -a.,(z, 1) f d42G3(z - z) + O(Y). (334)
Esta ecuacién tief;e la ll(uiente I'eplﬂenuﬂén en unnlnm de diqmnu de Feynman
V)= -2 Q_— 2Q0 vo). @

De igual mumft, al calcular las derivadas con respecto a J a los puntos z3 y 24, y evaluar
después en J =0, obtenemos la expresin para la funcién de Green de cuatro puntos

bttt a8 o+ w e ek M em A e el e e e e <ot ae s caen ot e e e A48 S s



Seccién 3.1 La Funcién de Particién 51

G(‘)(zlzwgzq) = Gy(z1 — £2)Go(T3 — z4)
+ Go(z1 — 23)Go(z2 — 24) + Go(z1 — 24)Go(2 — 3)

- an(zl - 1) / d%2Gy(z3 - ) Go(z - )Go(z — 24)
- %Go(zn ) / d4zGo(z4 ~ 7)Go(z — 2)Ga(z — 1)
- %Go(n -3) /d"zGo(n - 1)Go(z - 7)Go(z ~ T4)
- %Go(m -z) /d"zGo(zg - 2)Go(z - T)Go(T - T3)
- %Go(zl ) /d‘zGo(zz - 2)Go(z — T)Go(z — 34)
- %Go(zz -oy) / d%2Gy(z1 ~ 2)Go(z — 7)Go(z ~ 73)
- %Go(zx — 12)Go(@3 — 24) /d‘ng(z ~T)

- %Go(n - 23)'6'0(23 7)) /d‘zag(z -2)

- %Go(zl - 24)Go(aa — 23) / 926Gz - 7)

-A / d%2Go(z1 - 2)Go(z2 - 5)Go(z3 — 2)Gol24 — 2)
+0(A%). (3.26)

De manera anéloga, a esta ecuacion se le representa en Mmﬁnos de diagramas de Feynman
en la forma

G“)(z;zgzgn) = (__+2perms) — ( Q +6 pmm)
- g (__@_ +2 pem\l) AX+0(.\’) - (a3

donde hemos usado la abreviacién “perma” para permutaciones. -

Vamos a dar Msmbnnupluuwnmmde-mm“dnmmmmny
delmconupondunmdiwomudc!‘eynmm Punbm&dcdupmdpdut
dunmu,npmﬂdowh“m&mhnbwmmmﬂuhym
a la solucién exacta de la funciéa de Green en La teoria sin interaccionss (A = 0). Los
siguientes términcs, representados por la linea recta unida-al ciclo 6 laso y la lines recta
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separada de los dos lazos unidos, representan las correcciones a primer orden de la teorfa
con interacciones. Al tercer diagrama, y a todos los que constan de dos l{neas separadas,
se les conoce como grdficas del vacfo; pero a los diagramas como el segundo se les conoce
como diagramas conectadvs. Como una convencién, estaremos entendiendo que los puntos
extremos de cada diagrama corresponden a los puntos z; y Z3 en los que evaluamnos la
fuente J después de calcular las derivadas funcionales de la funci6én de particién. A estos
puntos se les conoce como puntos externos. Por el contrario, a puntos como el de la
interseccion del lazo con la lfnea recta del segundo diagrama en la expansién (3.25) se
les conoce como puntos internos y en la ecuacién (3.24) estdn representados por el punto
7. De igual manera, los tres primeros términos de la ecuacién (3.27) representados por
graficas del vacfo, tienen por puntos externos a =1, 2, T3 y 4, los cuales convendremos
poner a parlir del extremo superior izquierdo de la gréfica en el sentldo en que giran las
manecillas del reloj. Nuevamente, el punto intemno z estA representado por la interseccién
del lazo con el propagador libre en la gréfica del segundo término y por la interseccién de
los dos lazoe en el diagrama del tercer término. El dltimo diagrama, el cual es conectado,
tiene las mismas caracteristicas.

3.2 La Funcional Generadora de las Funciones Conectadas

En la seccidn anterior vimos que 1a funcién de particién genera las funciones de corre-
lacién (funciones de Green) desconectadas. En realidad esta es la manera de decirlo, pero
1a funcién de particién genera todas las funciones de Green, tanto las conectadas como las
desconectadas. En esta seccién veremos que hay una funcional directamente relacionada
con la funcién de particién que genera s6lo las funciones conectadas. De hecho, la funcional
generadora de las funciones conectadas W(J | es el equivalente de la energia libre en 1a
mecAnica estadistica, s decir, W([J] est4 definida como

WiJ] = - In2[J], ‘ " (3.98)
nuevamente, el campo J representa una fuente externa formal.
A partir de las ecuaciones (3.28) y (3.13) podemos generar una serie de perturbaciones

para la funcional W[J] y con ello podemos calcular de manera perturbativa las funciones
de Green conectadas, 188 cuales pueden definirse mediante la expresién

(N)(zhzl) IN) = "‘T"— o JJNWU] , (3.29)

donde, nuevnmem, utilisamos Ia notacién J; = J(z;).
Siguiendo, de manera auloga, el &igebra que llevamos a cabo anteriormente, mmibl-
mos 1 funcional generadora W utilisando la expresién general para la funcida de particién

¥ La funcioaal W[J] pusde pensarse como la eneria Libre de Gibbe normalisada por el factor K,T.
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de la ecuacién (3.13). Nuevamente, absorbemos el factor constante en una redefinicién
de la funcién de particién® y la escribimos de una manera m4s simplificada usando la
definicién (3.18) y la del operador

V=- / dizv [375(;5] . (3.30)

Con esto tenemos que es posible escribir la funcional generadora en la forma
W] =-i(e’e"). (3.31)

Alora, haciendo algunos artificios algebraicos, vemos que es posible reescribir la anterior
ecuacion en la forma
W[J)=~B-In(1 + u), (3.32)

donde
u=e? (e"—l) el (3.33)

Con estas dos ecuaclones podemos generar un desarrollo en teoria de perturbaciones de
la funcional generadora; simplemente nos damos cuenta de que en la teoria que estamos
estudiando u depende explicitamente de A a través del operador V, pues V = Ap%/d!
De esta manera el (actor entre paréntesis de la ecuacién (3.33) controla el orden de la
expansién. En esta seccién estamos interesados en una expansién a orden cibico, por ello
desarrollamos la exponencial del factor entre paréntesis de u hasta tercer orden y luego
introducimos ei resultado en (3.32), donde ahora desarrollamos el logaritmo en su serie
de potencias de u y conservamos sélo los térininos hasta orden ciibico en A. Asf, a tercer
orden podemos escribir la ecuacién (3.33) en la forma

. (72 {3

u=eB (v+ o +%+0(A‘)) e, (3.34)

y utilizando la serie de Taylor del In(1 + u) |

.:'.2 "3 .
ln(1+u)=u-?+—3—+0(u), ) (3.35)
obtenemos
. . | |

W(J|=-B~u-— (uz - '—;1) - (s — wrwg + uf) + O(2Y), (338)

"Ennwmhcmmhmjwmpnpdlmm”lu‘mdemhéhm
tadas no dependen de 8.
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donde

w=eBve?, (3.37)
2

w=e? ‘; b (3.38)
3

m=e "%Te" (3.39)

6 bien, utilizando la definicién (3.30) se pueden escribir explicitamente en la formna

vy = e"’A/d‘ (W) eb, (3.40)
ue (4!) / dad '(mz))‘ (wfz'))"’"' (41

o= (3) [0 () (ate) (sen) oo

“al calcular estas derivadas y sustituir en (3.36) obtenemos la serie de perturbaciones para
wiJ]

W)= -B+ %, [ a8, +o83p.. + ) - W / da 'y B,

+96B, B}, By + 728,y B, Byy + \4AB,, B, B} + 1383 B2, B} ‘
+144B,B,,B,, B, Byy + 968,858,y B + mnis.,n:,) +0(N), (3.43)

donde hemos ommdo.el término correspondiente a orden cibico debido a que es demasiado -

extenso. A partir de esta forma para la funcional generadora podemos generar las funciones
conectadas hasta orden cibico usando 1a aproximacién de teoria de perturbacionss. Eso
es de hecho lo que vamos a llevar a cabo en la sigulente seccién.

321 Dmmummhurmcm
Armados con la expresién para la funcional generadora, ecuacién (3.43), adlo resta uc.i-

lisar la definicién (3.29) para obtener la funciones conectadas. La primera que calculamos
es la funcién de Green de dos puntos, i.e. sélo calculamons dos derivadas funcionales de

(3.43) con respecto a J a los puntos z; y z3 respectivamente. Deuubrmobmmm

representacién en términos de diagramas de Feynman
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6arzn) = _ —5Q~ Yo+l0o+28
pY
lQ-Q m._«~ Q-—-._.é.

X80-£8-Yo00-Y8rom.  eu

De igual manera, ca]culamlo cuatro denvadas de (3.43) con respecto a J a los puntos z1,
&y, £3 ¥ Tq, obtenemos la expreaién para la funcién de Green conectada de cuatro puntos

“ )(mzmu) = ——AX+ (>0x +2 perms) + — (X’+ K} perms)
"-(;(X+3Perma)-T(>(D<+2pemm)——2-(X+5perms)
_.%3(>Ot+5perme)~%i(xb+3perms)—ég()é<+3perms)

¥ (X 5 permn) X ()§+ 3 penns) +O(M), (3.45)

Ahora vamos a explmr la manera de reconstruir ias ezpresiones algebraices correspon-
dientes a cada uno de estos disgramas de Feynman y Ia manera de obtener los factores de
simetria que aparecen en estos. Comencemos con la funcidn de dos puntos, recordando de
la seccién anterior que el primer diagrama de la ecuacién (3.44), representado por la linea
recta, corresponde al propagador libre y que tiene como expresiéu algebraica asociada a Ia
solucién de la teor(a sin interacciones (teorla gaumsiana) Go(z1 ~23). Este propagador libre
puede considerarse como la unidad fundanental para la construccién de las funciones de
Green porque todos loe deiéa dingramas pueden obtenerse como productos de estos propa-

gadores evaluados ya sea en puntos internos o externos, y tomando en cuenta que por cada .

propagador evaluado en un punto interno hay una integral sobre todos los posibles valores
" para ese punto interno. Por ejemplo, para escribir la expresidn algebraica correspondiente
al diagrama de primer orden de la ecuacién (3.44) tomamos en cuenta que tenemoa dos
puntos externos y uno interno. Por convencién, en este capitulo, estamos denotando como
,2' y 2' a los puntos internos y como z,, 23, 23 y 24 @ los puntos externos. Otra cusstion
importante en esta reconstruccién de las expresiones algebraicas, e que cada l{nea que une
cualesquiera dos puntos (para disgramas conectados, uno interno y otro externo) se repre-

senta por un propagador libre con Ia condicién de la integracién sobre todos los posibles

valores para el punto interno. Con estas reglas, vemos que el diagrama & peimer orden de
la ecuaciéu (3.44) tlene por representacion algebraica en el espacio de configuraciones

Q = [ Hae - 2)6o(z - 2)6o(a ~ o), (2.48)
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andlogamente se puede ver que se tienen las siguientes expresiones

o= / 4z d42'Co(x; ~ 3Gz ~ ) Gola’ - ), (3.47)
QQ-= / a4 d92'Gy (21 — 2)Go(z ~ 2)Go(z ~ 2)Go(Z' ~ 2')Gold’ - 22),  (3.48)

_8_ = /d‘xGo(n - 1)Gy(z - 2')Gy(z’ - 2')Gy(z' — 7)Gy(z - 72), (3.49).

y de Ia misma manera es posible encontrar expresiones para fos diagramas a tercer orden
de la expresion (3.44). Para saber cuél es el factor de simetria correspondiente a cada
«iagrama simplemente seguimos las reglas para contar ias pasibles combinaciones. De esta
wmanera determinamos que el factor de simetrfa para el diagrama a primer orden de la
funcién de dos puntos es 12, pero como este diagrama tiene un factor de A/4!, entonces el
factor total que aparece en Ia expresién para la funcién de Green es el correcto A/2. De
manera completamente ansloga se pueden calcular los factores de simetria para el resto de
los diagramas y se pueden verificar con los expuestos en este trabsjo. ‘

Para la funcidn de correlacién conectada de cuatro puntos la sltuacién es completa-
mente andloga. Cada uno de los disgramas tiene cuatro puntos externcs =), %3, €3 ¥ 74,
y dependiendo del orden al que cada diagrama pertenece, este puede tener uno, dos o tres
puntos internos, 2, 2’ y 2. Por ejemplo, ¢l diagrama a primer orden y los dos diagramas
~ & segundo orden tienen Ia representacién algebraica

X = / %2Go(z1 ~ 2)Gy(z ~ 73)Go(zs - 2)Go(z - z4), A (3.50)

Ok = / d'zd*z'Go(21 - 2)Go(z - 22)G3(z - 2')Gol(z' ~ zj)Co(n ~7), . (3.51)

)(’ - f 042 442/Go(2, - 2)Go(z - 2)Golz’ — 2')Golz’ — 22)Go(s ~ 23)Go(z4 ~ 7). (3.82)

Tanbién en este caso podemos calcular los factores de simetria correspondientes, por ejem-
plo a estos tres diagramas, utilizando la manera wsual de contar combinaciones. :Asi,
abtenemos 24 para el factor de simetria del diagrama a primer orden de la funcién consctada
de cuatro puntos, y como este diagrama tiens un factor de A/41, entoaces se tiene el factor
total de A. Para los diagramas de 1as ecuaciones (3.51) y (3.53), el factor de simetria e
576, y como los diagramas estdn multiplicados por ~2/21(4!)?, entonces resultan con un
factor total de —A/2. De manera similar pueden verificarse los factorss de los diagranss
restantes,
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3.2.2 Representacion en el Espacio de Momentos

En esta seccién vamos a ejemplificar 1a manera de hacer la transformacién al espacio de
momentos de las cantidades fisicas de interés: las funciones de Green conectadas. Decimos
ejemplificar porque vamos a presentar el célculo detallado de 1a manera de cambiar de re-
presentacién al espacio de momentos sélo para el caso de la funcién conectada de dos puntos
a primer orden. Con este cdlculo bastars para inferir las expresiones correspondientes al
resto de los diagramas sin tener que llevar a cabo cdlculos similares.

Consideremos la funci6n de Green conectada de dos puntos a orden A

W= - % Q. (3.53)

cuya representacién en el espacio de configuraciones es
A
6 (z122) = Go(132) ~ 7 / d%z Go(z1 - 2)Go(z — 2)Co(z - z2). (3.54)

Infiriendo de las ecuaciones (3.15) y (3.16), que la representacién del propagador libre en
el espacio de momentos es

1
Go(ki) = P (3.55)

podemos escribir (3.54) en la forma
AL JPRTR / ddk ehta-a) ) / / dik eika-2)
/( i€ Ge(k) = @nd ¥+ m? @ E+m?
1 dép eirla-2)

(5'66)

el +m? ] () p?+m?’
agrupando las exponenciales de la Wltima integral, usando el hecho de que
xR 357
ani (k- p), (3.67)

y llevando a cabo la integracién sobre p, obtenemos

dh eMers) ) [tk oMo gl g
G BT / arf B+t | Gap
(3.58)

dd% Az — ?
e 6 =

de la cual se slguo immdinhmeme

dék ika-n) | gl@) 1 A B a1 ‘_, ’
(o) @G- k’+m2+2(p+mz)9 @iy mi =0, (359)
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y por lo tanto

@y L A 1 ddl 1 o

Gc (L) - kz +"I2 9 (k2 +"12)2 / (21r)d lz+ Yllz. (Jbo)
esta es |a expresion para la funcién de Green de dos puntos a orden A en el espacio de mo-
mentos. De ella podemos concluir que cada propagador en un diagrama esté representado
por un factor (k? +m?)~! y que por cada lazo apareciendo en un diagrama se tiene una
integra! como la Gitima de la ecuacién (3.60). Estas reglas son suficiente para reconstruir
las expresiones para los diagramas de la funciones conectadas de In teorfa de Ap! en el
espacio de momentos.

3.3 Transformacién de Legendre. La Accién Efectiva

Hasta ahiora hemoe considerado doe funcionales generadoras de funciones de correla-
cién, la “funcién de particién” Z[J), la cual da jugar a las funciones de Green desco-
nectadas, y la “funcional generadora” W(J), cuyas derivadas funcionales respecto a la
fuente J a los puntos zy,...,2y en J = 0 definen las funciones conectadas de N puntos.
Existe, ademés, otra funcional generadora de funciones conocidas como vértices propios 6
funciones de vértice irveducibles de una particula (1PI). A esta funcional generadora se le
conoce como la accidn efectiva, se la denota por I'[¢] y est4 expresada como la transformada
de Legendre de W([J ] respecto al valor promedio de . Esto es

rlél = Wi} + [ a4 et). (361)

Esta funcional puede entenderse por medio de au andlogo en mecdnica estadistica, Ia energia
libre escrita en términos de la magnetizacién ¢ = (). Como se espera de cualquier poten-
cial termodindiico, las derivadas respecto a sus argumentos generan cantidades flsicas, en
eate caso, las funciones irreducibles de una particula. El calificativo “irreducibles” viene del
hecho que éstas contienen sdlo las funciones de Green conectadas que al hacerles un corte
a través de una séla linea interna no se descomponen en dos diagramas (correspondientes
a la misma teorfa, obviamente). Por ejemplo, el diagrama G-O— no es 1Pl debido a que
al hacerle un corte a través de Ia linea intermedia obtenemos los dos diagramms -O-y Q) .
Por el contrario, el diagrama >0 sl lo es, por que a pesar de que se le haga un corte &
través de cualquiera de las dos lineas intermedias no es posible separarlo en dos diagramas.
Ademsds de estas caracteristicas, los vértices contienen los diagramas irreducibles pero sin
lineas externas. En el ejemplo anterior, el diagrama correspondiente e .

Al igual que sucedié al considerar la funcional W(J ), el ndmero de diagramas se redujo
considerablemente. Al considerar ['[¢] nuevamente obtenemos una reduccién en el nimero
de gréficas (orden por orden en teoria de perturbaciones). Una cusstién que podria preo-
cupamnos es saber &i el conjunto de vértices es suficlente para reconstruir la teoris que
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estamos estudiando. Comno veremos m4s adelante, no sélo es posible reconstruir la teorfa
en términos de estas funciones, sino que ademés la formulacion en términos de los vértices
es elegante y provee las herramientas naturales para el estudio de simetr{as rotas en teorias
de campos interactuantes. Los vértices son adem4a los candidatos naturales para el estudio
de las cuestiones de renormalizacién porque no contienen ifneas internas que no llevan una
integral y asf son irrelevantes para las divergencias introducidas por las fluctuaciones.
Comencemos escribiendo algunas de las principales propiedades de la accién efectiva.
P’rimero, tomando en cuenta la definicién de la integral funcional W{J] = —In Z[J], tene-

mos W)
| T = e =40a). (362
Por otra parte, al derivar la ecuacién (3.61) con respecto a ¢(z) obtenemos
arfg| 4, SWJI]8J(y ay! (v)
e~ [ 50 st [ i+ e, ey
que con el uso de la ecuacién (3.62) se reduce a
19 _ iz, (3.64)

6¢(z)

Fisicamente, si el sistema se encuentra en un estado de simetria espontaneamente rota, i.e.
en un estado magnetisado, entonces

sWJ|

$(z) = ~5i) grand (3.68)
En términos de la accién efectiva, Ia condicidn para simetria rota es
orl¢]
v = 3.66
59(2) la)=se (460

es decir, I' tiene un extremo en ¢(z) = ¢o, & veces liamado el campo cldsico. Otra propiedad
importante de la funcién vértice de doe puntos es

#wlJ) &rie) o _
/ ¢ 253 @)8J(3) S )89G) =6(z-y), (3.67)

1a cual puede obtenerse al derivar la ecuacidn (3.62) respecto a ¢(y) y sustituir 61(:)/6‘@)
de (3.64). Ei resultado importante de esta ecuacién es que cuudo J-0

swiJ|
" 8J(2)8J(x)

—+G£’)(z—z), R .~ (3.68)
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y debido a (3.67) podemos concluir que en ese caso

_OTll 1 -1 e
36(y)34(2) [(' - )] ) (3.69)

Las funciones de vértice de N puntos I'™), de hecho, estdn definidas en términos de
derivadas funcionales con respecto a ¢, evaluadas en .J = 0, esto es

Nig)
'™z, ..gy) = >t 3.70
(e on) = S 60Gam) -0 (70
de éata iltima, y de la ecuacién (3.69) podemos concluir inmediatamente que
-1
P(z)(zng) = [G&z)(zlzz)] . (3.1)

Eata ecuacién nos permite demnostrar la afirmacion de que las funciones vértices contienen
sdlo gréficas que son 1PI sin “patas” externas. Para hacer esto conslderemos precisamente
la suma de todos los diagramas que son 1Pl sin patas externas en el espacio de momentos.?
Denotemos esta suma por Y(k). Para el caso de la funcién de dos puntos a tercer orden
(k) es

L(k)-———-O+ 2e *’8 O *’ '\é §+O(A‘) (372)

No es dificil darse cuenta que la funcién de Green conectada de dos puntos puede expresarse
en la forma y entonces, de las ecuaciones (3.71)-(3.73) concluimos que

GP (k) = Go(k) + Go(R)E(k)Go(k) + Go(R)E(K)Go(R)E(k)Go(k) + -

= (G5' (k) - 5(K) ", (3.73)
y entonces, de las ecuaciones (3.71)-(3.73) concluimos que

) = G (k) + %‘o - 1‘;9 - %38 + —:—‘;o + %fm %fé + §§+ o\, (3.74)

8 la expresién para la funcién de vértice de dos puntos en términos de diagramas de
Feynman. De manera andloga, si uno continua tomando derivdas de la ecuacién (3.67)
con respecto a J evaluado 8 otro punto y reescribe los resultados adecuadaments, se puede
dar cuenta que es posible ascribir una relacién entre la funcién de Green conectada de N

n bnm-mqumudndhcmmmuhﬁobuwmm&
simetria multiplicado por la potencia de la constanta de acoplamiento, (—1)™A™/m!(4!)™.
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puntos G¥), la funcién de vértice también de N puntos 7™ y una funcién Q) que
contiene todas las graficas que no son 1P Esta relacién es

61, an) = 60 (3, 5) 6Py, i) PN (g, 2h) + QW (@, o).
(3.75)
Come un caso particular de ésta se tiene la expresién para la funcién de vértice de cuatro
puntos a tercer orden (dos lazos)

M= o + oo +3NQ + 1"—(‘_’) (3.76)

esta funcidn y el vértice de dos puntos son las representaciones de las funciones de Green
nds adecuadas para levar a cabo los cdlculos que presentaremos en el siguiente capftulo.

Ya tenemos las herramientas adecuadas para aplicar 1a teorfa de perturbaclones en el
contexto de la teorfa de campos aplicada a los fenémenos criticos. Hasta ahora hemos
trabajado muy formalmente sin pensar mucho en las expresiones explicitas para los dia-
gramas y si estdn é no bien definidas. Por ejemplo, en la ecuacién (3 74) el diagrama Q,
en un sistema infinito con invariancia translacional, es

1 '
o-[Sats  um

Para momentos | grandes, el integrando se comporta como 143, asi que si el rango de
integracién es infinito, la integral diverge en el ultravioleta y por lo tanto la expresién no
tiene sentido. Sin embargo, al menos para sistemas reales en el laboratorio sabemos que
existe un corte en el ultravioleta debido a la existencia de una red y por lo tanto una zona
de Brillouin. Asf, al menos en el contexto de fenémenos criticos, podemos poner un corte
A en las integrales atin si representan un sistema continuo, pues en ellos ¢l corte serd la
representacién “gruesa” de la existencla de la red. Sin embargo, si queremos lisgar a una
buena descrlpcidn de los fenémenos criticos que tome en cuenta universalidad (pues es
un resuitado experimental) tendremos que mostrar que el corte no entra en la fisica en el
infrarojo. En la teorfa cukntica de campos 1a existencia de un corte es més problematico,
sin embargo se debe introducir un corte (u otra forma de regularisacién) simplemente para
hacer que las integrales queden bien definidas como expresionss mateméticas. Dado que
los fendmenoe criticos son los de mayor interés en esta tesis, asumiremos que existe un
“corte”. Entonces si cortamos la integral (3.77) se encuentra que & primer otden en A

d-4
LK)~ k2 4+ m? + A + B(d)Am’% , (378)

donde A(d) y B(d) son constantes que dependen de la dimensién. El aspecto més im-
portante de (3.78) ea que, para A grande, cada término al siguiente orden en teoria de
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perturbaciones es mayor que el del orden anterior y por lo tanto no podemos confiar en
esta serie de perturbaciones. En el siguiente capftulo, este hecho nos motivard a introducir
el grupo de renormalizacidn cuya utilidad principal serd “mejorar” la teorfa de perturba-
ciones.

Por otra parte, al conalderar la funcién de cuatro puntos tenewmos que el diagrama
relevante al orden de un lazo es :

it | ,
O= ./ (2m)d (17 + m?)?” (3.79)

Para d = 4 esta integral es “mal comportada” en el ultravioleta y esto hace necesario
introducir un corte. Para d < 4 es convergente en el ultravioleta y entonces uno podrfa
pensar que la teor(a de perturbaciones serfa mejor comportada. No obstante, al considerar
¢l limite m —» 0, que por supuesto es de gran interés en los fendmenos criticos, vemos
que la integral diverge como una potencla negativa de k. Es decir ahora hay problemas
en el infrarojo. Generalinente la teorfa de perturbaciones no serf \til debido a problemas
en ¢l ultravioleta y/o el infrarojo. Puesto que estamos interesados mas en los fenémenos
criticos, consideraremos principalmente el infrarojo.

Uno puede preguntarse ;por qué hay problemas con la teorfa de perturbaciones? Para

- contestar esta pregunta vale la pena pensar en el significado de los parkmetros A y m. Si

fuera posible “apagar” las fluctuaciones de la teorfa, A serfa igual a la funclén de cuatro
puntos "9, y m? a la funcién de dos puntos I'®), es decir, los parémetros A y m representan
los valores de estas funciones en la aproximacién de campo promedio. A esto se debe
que normalmente se les llame loa pardmetros “desnudos” y se les denote como A, y m?,
reapectivamente,

-Sin embargo sabemos que las Buctuaciones juegan un papel muy importante en la
regién crftica y por lo tanto una expansion en términos de pardmetros asociados a una
teorla que no tiene Buctuaciones irremediablemente fallaré.

En el siguiente capitulo mostraremos que mediante la introducién del grupo de renor-.

malizacidn es posible dar una formulacién “perturbativa” en Ia regidn critica.



Capitulo 4

LA TEORIA DEL GRUPO
DE RENORMALIZACION

Al finalizar el capftulo anterior hicimos notar que la evaluacién perturbativa de las
funciones de correlacién conduce a problemas serios: ténminos grandes en la teorfa de
perturbaciones tanto en el ultravioleta como en el infrarojo. Esto noe preocupa porque
sabemos que a partir de las funciones de correlacién podemos generar cualquier observable y
no es posible que estas funciones de correlacién no sean cantidades bién definidas. Estamos,
- pues, en una situacidn en la que tenemos un resultado muy grande para una cantidad que
debe ser cero 6 una cantidad finita. Tal es el caso del inverso de la susceptibilidad en los
fendmenos ferromagnéticos, pues la funcién de vértice de dos puntos evaluada & momento
externo cero es exactamente esta cantidsd. Por esta rasén se espera que la funcién de
vértice de dos puntoe & momento externo cero tenga un valor pequeio o cero cerca del
punto critlco.

Como vimos anteriormente, el hecho de que existan problemas principalmente en el
infrarojo o en el ultravioleta depende de la dimensién. Notamos que el problema principal
fué que intentamos usar una teoria de perturbaciones la cual desarroliamos alrededor de
una teorfa sin fluctuaciones. Explicitamente, un problema particular fué que el pardmetro .
perturbativo A no es un pardmetro adecuado para el desarrollo de perturbaciones ya que es
el acoplamiento en la teoria sin fluctuaciones, y conio sabemos, en la vecindad de un punto
critico las fluctuaciones juegan un papel muy importante. Es por ello que no podiamos
esperar que esta descripcién nos diera resultados que describieran “fielmente” la teorla.
Sin embargo, no todo est4 perdido, a pesar de que tenemos series de perturbacionss muy
mal comportadas, es posible superar el problema suediante la introduccién del método del
grupo de renormalisacién.

En realidad, el grupo de renormalizacién es mucho més que un mltodo para mejorar
una teorfa de perturbaciones.
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Constituye uno de los desarollos mds importantes de la flsica teérica de los iiltimos
cincuenta anos.®

Una hip6tesis importante que parece confirmarse con los trabajos basados en el grupo
de renormalizacién es que algunos de los fenémenos, que considerados superficialmente se
dirfan muy distintos, son idénticos en un nivel mAs profundo; de tal forma que el com-
portamiento critico de los fluidos, los ferromagnetos, las mezclas lquidas y 1as aleaciones
puede describirse mediante una teorfa iinica.

En este capitulo veremnos que existen dos formulaciones, muy relacionados en un sentido
pero muy diferentes en otro, del grupo de renormalizacién: una descubierta en los aiios 40's
y 50's (Peterman y Stiickelberg, Gell-Mann y Low, Bogoliuvov y Shirkov) en el contexto de
la teorfa cudntica de campos que est4 basada en la idea de “reparametrizacién”, y la otra,
desarollada en los afios 60’s y 70's (Kadanoff, Wilson) més enfocada al contexto de los
fenémenoe criticos que se basa en la nocién de “coarse graining”.* Nuestra intencién aqui
es concentrarnos en la primera, pero creemos que es instructivo, al menos, introducir la
otra en un problema simple y comparar 1as dos formulaciones. La manera més conveniente
de introducir las ideas del grupo de renormalizacién en el contexto de coarse graining
es a través del tratamiento de un modelo de ferromagneto, el més simple de ellos es el
modelo de Ising unidimensional. Aunque este modelo puede ser resuelto exactamente y
nio presenta translcidn de fase a temperatura no-cero, resulta conceptualmente instructivo
implementar el grupo de renormalizacién en él. Asf que comensaremos con este sistema.
Despuéds de hacer esto, Introduciremos Ia idea de reparametrisacién y la aplicaremos a
la teoria de Ay* para obtener los exponentes criticos y las funciones de escalamiento.
Por iltimo, para finalizar este trabajo, introducimos los ejemplos de ferromagnetos con
algunas dimensiones finitas y los ferromagnetos cudnticos; problemas que serén tratados
con la teorfa de “renormalisacién ambientalmente amigable”.

4.1 Renormalizacién para ol Modelo de Ising Unidimensional

En esta seccién vamos a implementar la teorfa del grupo de renormalisacién (GR),
como un coarse graining, ™ al modelo de Ising unidimensional. Nuestra meta serd exponer
claramente las ideas esenciales en las que se basa este método para ejemplificar la manera
en que la teorfa deberia ser utilisada en problemu més complimdoa que si pmenun
transiciones de fase.

 Desde el punto de vista de K. G. Wihoa.elmwbmwmﬂmﬂnlb“mmubﬁnd!
la naturalesa, o8 un método general para construir teorias. K. G. Wilaon, Sc. Am., Vol. M1, No, 2 (1979).
™ Fn eota tasis ostaremos utilinando e} tdrmino “coarse graining” pars denctar 1a accide de sustitur un
sistema fisico por oAro similar pero con un menor nimero de gradus de libertad. ¥a decle, sustituir un sistema
por otro sitema mis “grueso”.

"Estrictamente hablando el grupo de renormalisacitn que se utillss en el moddod.bium-ptmmnh
un grupo en el sentido matemitico, pero si satisface las propiedades de semigrupo.
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Consideremos el modelo de Ising unidimensional, i.e., consideremos una cadena de N
espines 8;, cada uno de los cuales puede tomar sélo los valores +1 6 —1. Para facilitar la
notacién de las expresiones supongamos que tenemos un nimero N par de ellos. Asf, en
presencia de campo magnético externo h podemos escribir la funcién de particién en la
forma

Z(N,K,H) = Z eKZ:,,MMHHE,"_,(!uﬂm) (4.1)

F I TR PEt o
— eK(u,u+-m+~--+m-u~+mn)+{lll(l:+n)+(u+ss)+--~+(m+n)[‘

883,008 =11

donde K = AJ = J/K,T, H = 3, y hemos impuesto la condicién periddica sy41 = #1.

La primera idea en la teoria del GR es “dividir y vencer”. Los problemas con muchos
grados de libertad son dificiles de resolver cuando estos grados de libertad se encuentran
acoplados. Cerca de un punto critico, donde el comportamiento colectivo es importante,
hay muchos grados de libertad fuertemente acoplados. Si fuese posible relacionar tal sis-
tema & otro con un menor mimero de grados de libertad ¢ a un sistena con grados de
libertad no “tan fuertemente” acoplados podria resultar mds facil resolver el problema 6 al
menos serfa posible usar una aproximacién con més confiansa. ks claro, que si fuese posible
iterar una relacién recursiva que redujera el nimero de gradoe de libertad, eventualmente
se llegarfa a un aistema de un sélo grado de libertad efectivo. Este es ¢l caso ideal porque
sabemos que un sistema con un sélo grado de libertad se puede resolver. ;

As{, la idea aqui es tratar de remover una fraccién finita de los grados de libertad del
sistema mediante una suma sobre eilos. Concretamente, lo que haremos seré sumar sobre
todos los espines parea (lo mismo obtendriamos con los Impares), pero primero reescribimos
la funcién de particién en la forina

Z(N, K, H) = Z [ek(lmhnn)e}Hl(n-&-n)-{-("“'”] .
'lt'lw't'!l'—'*l .
X [B K(llld‘kh)ei”[(h'f-lc)'f(l&ll)l] e {CR(M-M,H'MM)C l”l(lx-nﬂx)ﬂlpi-n.)]] (4.2)

ZNKH)= Y [ek(-.+-.)+m(..+n+(n+..>|
40, 0N-1=%1
+ e—K(ll "'“)‘f‘*”[('l"l)'f‘(“l‘fll”] vee [ek(lu-l+l|)+l”](ln-|+l)+(l+l|)l

+ e~K(ow- +ll)+i”l('~-l—1)+(-1+'l)]] . (4.3)

Notamos que, en la expresién anterior, los grados de libertad pares ya no aparecen. El
hecho de llevar a cabo 1a suma sobre cada uno de los espines pares ha removido la mitad
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de los grados de libertad del sistema. Si el espacio de la “red” inicial era a, al llevar a cabo
esta suma obtenemos una “nueva” red cuyo espacio es 2a.

La segunda idea importante de la teorfa del GR consiste en reescribir esta funcién de
particién parcialmente sumada en una forma que la haga parecerse a la que originalmente
se tiene para una cadena de N/2 espines con poeiblemente distintos pardmetros, como son
la constante de acoplamiento K y el campo magnético aplicado H en este caso. Si esta
reparametrizacidn es posible, podenios desarrollar una relacién de recurrencia con la cual
podemos calcular Z(N, K, H) partiendo de un sistema con otra constante de acoplamiento
y campo aplicado, por ejemplo K = Ky > 0, H = Hp € 1. Asf, buscamos una funcién de
K y H, llamémosla (K, H), una nueva constante de acoplamiento K' y un nuevo campo
aplicado H' tales que

e K(l‘ +l‘) f;”[(l[+l)+(l+l/)] +é "K(l‘+l;)+*"[(l|-'l)+(—H'l;)] = !(K’ ”)e K'Ol”"‘i”’(lﬂ"j)’ (4_4)

para cualquier valor de #,s; = 1. Si somos capaces de encontrar estas cantidades,
entonces podremos escribir 1a funcién de particién en la forma

ZNKH)= 3, (K H)eRnmHirintn)
‘!r'lv"-v'lhl‘:tl

x (K, H)eXnnrintn). .. gk, H)eK -0t {H (0n-rte)

= [1(K, H)* Z(N/2, k', H'), (45)
Ia cual serd la relacion de recurrencia buscada. Una transformacién como esta es llanada
una transformacidn de Kadanof].

Para determinar las cantidades XK', (KX, H) y /', nos damos cuenta que de la expresidn
(44) con los valores de s,8; = +1 sélo podemos obtener tres relaciones. La primera
corresponde al caso 8; = 3; = 1,

eI | o-IK _ y(K H)eK+H (4.68)
la segunda es para s; = 8; = —1
e~ 4 e~ = y(K H)eX-H', (4.6b)
y la tltima para 8 = a5 = :i:i, que e8
el y e = f(K,H)e X (4.6c)

Resolviendo estas tres ecuaciones en términos de f(K, H), K' y H' obtenemos
K'= 1n [(conh H) ™ cosh(2K + H)couh(aK ~ H)} (47)
(K, H) = 2cosh H [(co.hur’co.h(zx+H)'co.h(2x-u)]*, (4.7h)
H'= H+ 5 In cosh(2K + H) (couh(2K — )] )

et shabia b s S
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Aiin no hemos llevado a cabo la suma representada en la ecuacién (4.5), pero notamos que
si hubieramos intentado resolver el problema donde la constante de acoplamiento tuviera el
valor de K', el campo externo hubiera sido H' y hubiera habido sélo N/2 espines, entonces
exactamente esta expresién hubiera aparecido. Por tanto hemos demostrado que la funcién
de particién Z(N, K, H) para N espines que interactuan con una constante de acoplamiento
Ky campo externo H est4 relacionada a la funcién de particién Z(N/2, K', H') para N/2
espines, constante de acoplamiento K’ y campo externo H' por la ecuacién (4.5).

Para un sistema grande sabemos cual es la dependencia en N de Z. Debido a que
creemos que la energla libre de Helmholtz F es proporcional al tamaiio del sistema® se
debe tener que

InZ(N,K,H)= N((K,H). (4.8)

Salvo un factor de ~k,T, N((K, H) es la energfa libre de Helmholtz, y puesto que las
energfaa libres son cantidades extensivas, esperamos que ({ K, H) sea intensiva, es decir,
independiente del tamaiio del sistema.

De la ecuacién (4.5) obtenemos

nZ(N,K,H) = -';1,./(1(,}1) +InZ(N/2, K", HY, (49)

luego, usando (4.8) encontramos que
CKH) = %ln/(K, H)+ %c(x', ), (4.10)

y debido a (4.7b) tenemos finalmente

(K", ') = 2 (K, ) ~ In {2 cosh H [(2cosh H)? cosh(2K + H) cosh(2K ~ H)}{}.
4.11)
A las ecuaciones (4.7) y (4.11) se les llama las ecuaciones del grupo de renormalisacién. Se
les llama de esta manera porque describen transformaciones que obedecen las propiedades
de un grupo (en realidad de semigrupo, porque carecen de inverss) y proveen un esquemna
de renormalizacidn. ‘

Si se conoce la funcién de particién para un valor especifico de 1a constante de aco-
plamiento K, 6 equivalentemente de la temperatura T, y del campo externo H, estas
ecuaciones dan relaciones de recurrencia que pueden utilisarse para calcular el valor de Z
para otros valores de X y H. Usando las ecuaciones (4.7a), (4.7c) y (4.11) esta recurrencia,
6 “renormalisacién”, es en general hacia valores més pequeiios de K, esto es, K’ es en
general menor que K. .

La aplicacién suceaiva de las ecuaciones del GR puede representarse mediante un “dia-
grama de flujo”. Cada iteracién llevada a cabo usando las ecuaciones (4.78) y (4.7c)

* Una prueba explicita de este punto para algunos sistemas de espines ha sido dada por R. B. Griffiths, J.
Math. Phys. 5, 1215 (1984).




68  La Teorla del Grupo de Renormalizacién Capitulo 4

conduce a valores de K y H sobre alguna de las Ifneas de la figura 4.1. Los valores de K’
y H', que resultan de cada iteracién, se encuentran “adelante” (tomando el sentido de las
flechas) de los anterlores H y K.

Existen puntos, (K = oo,H = 0), (K = oo, H = +o00) y una linea, K = 0, para
los cuales Ia recurrencia no cambia los valores de K y H. A esos valores de K y H que
perinanecen invariantes ante la aplicacién del “grupo de renormalizacién” se¢ les llama
puntos fijos. El hecho que no haya interrupcién en el flujo entre K =0y K = oo (i.e,, no
hay puntos fijos a K # 0 finita) significa que no hay posibilidad de una transicién de fase
en el modelo de Ising unidimensional,

2H

|

\\ » e—zx
“h=0
limite de

la region {
lineal

? h=—-oof-/

Fig. 4.1 Diagrama de flujo e e plano (7, H) para
grupo de resormalisacién de “dedecoracién” del modelo
de lsing uaidimensional. Los pustos fjos alslados ertéa
repressatados por ios puatos de la linea T = 0. Una linss
de puatos Ajos ocuzrre a 7' == 0co.

La remocién de la mitad de los grados de libertad del sistema ha permitido tzansfor-
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mar ¢l problema en uno casi idéntico pero con una escala de longitud més grande y por
consiguiente con una longitud de correlacién mas pequena (relativa al espacio de 1a nueva
red, 2a).

Podemos ver esta aseveracién de la siguiente manera. Si consideramos la razén entre
la longitud de correlacién del sistema y el espacio de la red actual, £/2a, vemos que en
términos del espacio de la red iniclal es (£/2)/a. Es decir, en términos del espacio de la
red inicial, la longitud de correlacién parece ser la mitad de la que se ten{a antes de llevar
a cabo la suma. Ademds, en este ejemplo unidimenslonal, la remocién de la mitad de
los grados de llbertad ha conducido a un sistema con una constante de acoplamiento més
pequeiia.

Podernos entender flsicamente este fenémeno. Puesto que no hay orden a largo alcance
(excepto a T'= 0, 6 equivalentemente K — 00}, entonces escalas de longitud més grandes
estdn asociadas a menor orden, y por lo tanto a una K inenor. Mediante la remocién de
algunos grados de libertad cambiamos por una K mnds pequeila y casi transformamos el
problema a uno con un acoplamiento més débil en el cual K es cercano a cero. Cerca de un
punto fijo trivial, tal como (K = 0, H = 0), las propiedades se calculan féclimente usando
teorfa de perturbaciones, .

Nétese que en los puntos fijos para el sistema, (K = oo, H = 0), (K = oo,H =
00}, la red se encuentra totalmente ordenads, y en la linea de puntos fijos K = 0,
totalmente desordenads. Cuando estd completamente ordenada, el sistema parece ser el
mismo, independientemente de la escala de longitud con la cual sea visto. Un argumento
similar se tiene en cl caso de desorden total. La invariancia ante una transformacidn de
la escala de longitud es una caracterfstica esencial de los puntos fijos del GR, adn cuando
son los puntos fijos triviales (K = oo, H = 0), (K = 00, H = £00), 4 la linea K = 0.

Para sisternas que si exhiben transiciones de fase tales como el modelo de Ising bidi-
mensional, esperariamos encontrar un diagrama de flujo con puntos fijos no triviales que
asociariamos & la transicién de fase.

4.2 El Grupo de Ronomallncldn como Grupo de Reparametrizacién

Antes de introducir el grupo de renormalizacién, pensado como reparametrisacion, en
el contexto de la teor(a de campos, vamos a estudiar un ejemplo sencillo paza mostrar su
generalidad. o

Imaginemos una barra eléstica fja & uno de sus extremos, como la que se mussira en
la figura 4.2, que estd sujeta a una fuersa externs, por ¢jemplo la gravitacional, presién
debido a un fluido que se mueve, etc. La forma de la barra puede especificarse mediante
el dngulo 6 entre la tangente a la barra y Ia direccién vertical como una funcién de la
distancia ! a lo largo de la barra desde un punto fijo, es decir mediante la funcidn #(1). Si
1as propiedades de la barra aaf como la fuersa externa son homogéneas a lo largo de su
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longitud; i.e. independientes de !, entonces 8(I) puede expresarse comno una funcién 6(l, fy)
que depende también del dngulo de desviacién 6y en el punto fijo desde el cual se mide
l. Probablemente © podria depender, ademnds, de otros argumentos como pardmetros
asociados a la composicién del material con el que estd construida la barra, fuerzas de
reaccién, etc., pero en este contexto no las consideraremos relevantes,

fuerzas externas
homogeneas

untc; de apoyo

Fig. 4.3 Bazra eldatica fija en ¢l punto 0 y sujeta & un
campo de fusrsa homogéneo.

Consideremos dos puntos arbitrarios sobre 1a barra, 1y 2, cuyas distancias al punto
fijoOsonl;=byl = b+ Los dngulos 6; en los puntos i = 1,2,3 pueden relacionarse
mediante la funcién © en la forma

=0(b,6), 0y=0(b+16&)=0(6) (4.13)
Nétese que para obtener la dltima igualdad de la ecuacién anterior tuvimos que referirnos

. a1 (en lugar de 0) como el punto que se mantiene fijo. Sustituyendo el valor de 6, en la

segunda ecuacién de la (4.12) llegamos al resultado que © satisface la ley de composicién
(b +1,60) = 6(1,6(,60)), (4.13)

por locull concluimos que el conjunto de funciones 8 forma un grupo al que por rasones
obvias podemos llamar grupo de repsrametrisacién. Nétese tamblén que para derivar la

segunda de las ecuaciones (4.12) hemos asumido que la barra es de longitud infiaita lo cual

preserva la propiedad de homogeneidad del material que mencionamos anteriormente.
Como estaremos viendo en breve, el grupo de renormalisacién es un tipo especial de
grupo de reparamatrisacion que pedice la existencia de comportamiento critico con la séla

suposicién de que existe un punto fijo en el espacio de pardmetros que permm invariante

ante la aplicacién de dicho grupo.
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4.3 Renormalizacién de la Teoria de Ay

Ya es tiempo de implementar las ideas desarolladas anteriormmente en el contexto de
la teorfa de campos. Particularmente, dado nuestro interés en fenémenos criticos, en Ia
teorfa de Ap* en d dimensiones euclidianas. Comenzamos con la relacién fundamental de
la teorfa de renormalizacién que expresa la posibilidad de reparametrizar las funciones de
Green o los vértices de tal manera que”

™ ki, (), A), 5) = Z3 I (ki t, A A), (4.14)

donde ¢ es la desviacién de la temperatura critica, A es el acoplamiento y k; son los
momentos externos que satisfacen ki < A, con A el momento méximo. Los nuevos
pardmetros/coordenadas (renormalizados) estdn relacionados a los pardmetros originales
(desnudos) mediante las siguientes relaciones

MO =20h W) =230 o0 =2, (415)

En estas expresiones hemos definido la constante de renormalizacién de la funcién de
onda Z,, la constante de renormalizacién del operador compuesto ¢?, Z, y el factor de
renormalizacién del acoplamiento Z). Como veremoe, s a través del uso de condiciones
. de normalizacién que podemos fijar un sistema particular de nuevas coordenadas. Para
muchas teorfas es posible probar, orden por orden en teoria de perturbaciones, que es
posible reparametrizar consistentemente como sucede en ‘el ejemplo de la seccidn ante-
rior. Aqui vamos a considerar la ecuacién (4.14) como postulado. Como en el caso de la
barra, el conjunto de reparametrizaciones forma un grupo en el que las transformaciones
egtdn parametrizsadas por la “sscala” genérica k. De esta forma, tenemos una familia de
reparametrizaciones que depende de un pardmetro. En lo que sigue cbtendremos resulta-
dos ex:ctm y perturbativos que son conaecuencia del grupo de renormalisacién en la teorfa
de Ayt

4.3.1 La Ecuscién del Grupo de Renormalizecidn a T =T,

En esta seccién introduciremnos el grupo de renormalisacién (GR) en forma diferencial.
En partlcular, derivaremos la ecuaclén del grupo de renormalisacién para la teoria de Mg a
la temperatura critica. Como puede notarse, la ecuacién del GR resulta como consecuencla
del hecho que la teorfa desnuda no depende de la escala arbitraria de remrmn!hmdn [
que escogemnos para definir nuestros pardmetros. Es decir :

wa T <o, - )

"mm-nmmwumwhmm-mmudnmmwm .
¥ a0 que tienen el subindice B son las cantidades “desaudae”.
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Esta ecuacién fundamental expresa la invariancia de la fisica bajo transformaciones de
“coordenadas” y es asf el andlogo de la covariancia geométrica en la teorfa de la relatividad.
Representa una invariancia exacta.

El uso de la hip6tesis fundamental de la teorfa de renormalizacién, ecuacién (4.14),
nos permite reescribirla en la forma

( o+ ,,w) Ik A, k) =0, (417)

donde hemos considerado ¢t = 0. Esta es una consecuencia directa, que se sigue de la
segunda ecuacién en (4.15) al suponer que estamos estudiando la teorfs exactamente a
tp = 0.% Adem4s, hemos definido las funciones

A\ K) = ngé. (4.18)
Yo(A ) = ng—lgﬂ’ (4.19)

El problema ahora, es resolver la ecuacién diferencial parcial de primer orden especificada
por (4.17) con la condicién inicial

™ (ky, 2, x0) = I (s, A, ma),y (4.20)

donde I{™ es una funcidn escalar “dada”. Es poaible encontrar la solucidn exacta a este
problema de valores iniciales utilisando el método de caracteristicas y es lo que haremos
a continuacién, No vamos a profundisar en la interpretacién geométrica de la ecuacién y
sus soluciones. En lugar de esto vamos a dar una explicacién un tanto técnica y por
supuesto, una buena referencia para leer acerca de este método.® Sabemos que este
método nos permite traducir el problema de una ecuacién diferencial parcial de primer
orden cuasilineal en el de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias conocides como
ccuaciones caracteristicas. En este caso dichas ecuaciones caracteristicas pusden escribirse
en la forma ' - ' )

dn d 24d

<=5 = Ny FOD . a2

con 1a misma condicién inicial, ecuacién (4.20). Con esto, tenemos consistencla entre
ambos problemas y podemos comansar a resolver la ecuacién que relaciona los extremos

» E-pmlblemquccuudol.#o,Mmm&wWAhqunMndM\m
anterior, pero con un corrimiento del pardmetro de mass qus traslada m? a m} +4,.

® Para una explicacion detallada de erte método pusds consultarss por gjemplo o libeo de E. Zunhm
Partial Differential Equations of Applied Mathemalics, John Wiley & Sons, 1088. )
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del sistema {4.21) con la condicidn inicial (4.20). Eate problema es muy simple. La
integracion es inmediata por el método de separacién de variables y se obtiene

Mg A 6) = IV (kA n)eTf'o cad (4.22)

Para simplificar m4s esta solucién introducimos el resultado anterior en la ecuacién del
grupo de renormalizacién, ecuacidn (4.17), y encontramos que FéN) satisface la ecuacién
diferencial

(v +05) 18k ) =0, 42)

ahora vamos & utilizar una manera alternativa para escribir las ecuaciones caracteristicas
de este problema, que es

dx ) arM

—_= b ~0

P ™ A du
con u un pm'tmetro arbitrario. De esta \ltima, mediante una integracién inmediata, con-

cluimos que I‘o puede escribirse como una “funcién arbitraria de los nomentos externos
y una constante”. Resultado que podemos escribir como

I§M (K, ), %) = FV)(k,, ), (4:25)

donde C es una constante que relaciona las variables A y 5, y F¥) es una funcién arbitraria.

Esperamnos, entonces, que la solucin de las dos primeras ecuaciones del sistema (4.24)
proporcione una funcién de las variables )\ y « igual a una conitante. Para resolver estas,
y darnos cuenta que esto es realmente de esta manera, notamos que el uso de la regla de
la cadena permite escribir el sistema en la forma

=0, (4.24)

ds _«
dAﬂ

Al separar las variables de esta ecuacién y Uevar a cabo una integracion elemental obtene-
1108 el resultado

(4.26)

[ A gy ’ '

n() =, o+ aa)
donde Cy es una constante de integracién. Dehchoconheomlnthmunbm
buscando. Al resolver la ecuacidn anterior para Cy e introducirla en lugar de la constante
ubnmi.Cen(G%)wnwlquhf\mwnI‘("’uhmbd.deptndudohlmtm
externos k;, depende dounpuﬁmroqua tiene la combinacién especial

A dN
Ft )= (h.ln(-:;)- Ag‘}};) - U
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al sustituir cste resultado en la expresién (4.22) tenemos finalmente la solucién general a
la ecuacién del grupo de renormalizacién

'™k, \ 5) = FN) (k,v.ln(%) / ﬁ(:i:)) el 5, (4.29)

Lo primero que se ocurre al tener esta solucién es estudiar el comportamiento que presenta
al reescalar la escala arbitraria x. Esto es de interés porque cuando fijamos una escala
particular, por ejemplo a la longitud de correlacién £, un reescalamlento de ésta nos permite
tomar en cuenta distintos valores de la escala con el 86lo hecho de variar el factor de escala.
De esta forma, si escalamos x por la cantidad p, lo que hacemos en el segundo argumento
de (4.29) mediante la introduccién de la expresién

Mps) '
in (&) - A . 7,%:0, (4.30)

obtenewos

Pk, ), ) = F) (ki.ln(%) A:_:’ ,,‘z::)) et um

donde hemos usado 1a notacién A(ko) = Ao y A(K) = A. Ahora, al separar la anterior
integral en una que va de Ko a px wds otra de px a x, obtenemos la relacién entre el
vértice de N puntos a la escala x y el vértice de N puntos a Ia escala px

I®(ks A(0), ) = €17 8 Pk, Aon), ). (439)

Vale |a pena enfatizar que este resscalamiento o reparametrisacién juega exactamente el
misino papel que la reparametrisacidn de las condicionss iniciales en el ejemplo de la barra.
En este caso el cambio del pardmetro de escala px simplemente dice que tenemas la libertad
de escoger cualquier escala para describir la fisica a otra escala. Este es uno de los aspectos
importantes del grupo de renormalixacion.

432 Pumflhl Escalamiento, y Dimensiones Anémales

Comovhmenhmciéumior elcnmb&odehlbmcion.dcvtrﬁu,yporeoml-
guiente de les funciones de correlacién, bajo un reescalamiento de 1a eacala arbitrariano es
simple, 1o cual no se espera en una teoria critica. Sin embargo hay casos espaciales en los
cuales se recobra el comportamiento simple de escalamiento. Esto sucede si la constante
de acoplamiento sin dimensiones A = Ax™* toma un valor tal que cualquier cambio en la



Seccidn 4.3 Renormalizacién de la Teorfa de Ap* 75

escala de los momentos no la afecta. Es decir, esto sucede cuando A toma valores para los
cuales )

A =0, (4.33)
donde 3 = kB)/8k es 1a funcién £ sin dinensiones. A los valores que satisfacen la ecuacién
anterior se les llama punios fijos.

Considerando la solucién a la ecuacién del grupo de renorualizacién, ecuacién (4.32),
en la cual hacemos andlisis dimensional y uego evaluamos en el punto fijo A = A* obtenemos
el resultado®

t

' (ks, Ju , K) = p(N+d 'Ndﬂ)~47'(".)K(N+d-’vdﬂ)1‘(N)(k§/px, io, l) (434)

Esta ya es una propiedad de escalamiento simple, Ademds, de esta expresién se ve que
el vértice del lado derecho ya sélo es funcién del cociente de los momentos externos a la
escala px. Haata este momento la escala px habia sido arbitraria, pero ahora Ia fijamos a
1a fisica por medio de Ia condicién

' oK = ki. (4.35)

De esta manera el vértice de N puntos del lado derecho de la ecuacién (434? estd evaluado
unicamente en nimeros y es, por consiguiente, un nimero. 'ljZn. particular I" ?) se comporta
como B

rO ) = 2 -v83 e (k/pn), (4.36)

y como gk = k, se tiene el comportamiento
ro®) « K21 ), N (4.37)

del cual identificamos inmediatamente el exponente cr(_tico n con

=10, ‘ 4w

A 7,(X*)/2 a veces se le denomina I dimensidn andmals del cﬁnpo »

4.3.3 La Ecuacién del Grupo de Renormalizaclén a 7' > T,

Ya demostramos que de la \inica suposicién de existencia de un punto fijo del grupo de
renormalisacidn se sigue el comportamiento de escalamiento simple dado por la ecuacidn
(4.37). Ademds, mostramos la existencia del exponente 1 asociado al comportamiento de
la funcién de correlacién de dos puntos en el punto critico. Ahora, vamos & mosirar que de
1a existencia de un punto fijo A* es posible deducir la exiatencia del exponente critico v que

% Para una explicacién en detalle acercs de andlisia dimensional pusde consultarse por ejemplo el Libro de
D. J. Amit, Field Theory, The Renormalisstion Growp, end Critical Phenemens, McGraw-Hill 1978.
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describe el comportamiento de la longitud de correlacién en la regidn critica. Para hacer
esto, consideremos la relacién fundamental que expresa la posibilidad de reparametrizar las
funciones de vértice de N puntos, ecuacién (4.14), pero ahora a ¢t > 0; es decir, a T > T¢.
Consideremos entonces la ecuacién del grupo de renormalizacién, anéloga a la (4.17), pero
que toma en cuenta el pardmetro ¢

8 d N /]
(55; +55 = 3wt 7¢,¢5'-) ™k, ¢(x), M(s), 8) = 0, (4.29)
donde hemos definido ahora dnZ
_ n P!
7?' ==K 0" 1 (4 40)

resolviendo esta ecuacién por el método de caracteristicas como lo lucimoc con la ecuacién
para ¢ = 0, obtenemos la solucién

FM(k, A, t,x) = #N) (k.,m(") L ﬂ?i:)’ (") /‘u ;::",) Ry
(4.41)

Nuevamente, sumnando un término igual al de la ecuacién (4.30) al segundo argumento de
Ia ecuacién arterior y sumando al tercer argumento el término

o" ton) d¢
n (%) - /( MRl (4.42)
obtenemos » )
Mpx) N X i) q¢ ¥ rgb: '
™ (g Aty ) = #W) k,ln(") ( ) / eVl W,
ko) ( " ke /Am s’ ) Tl '(‘ o

Separando la integral en la exponencial para escribir el vértice de N puntos a la escala x en
términos del vértice de N puntos a la escala px y haciendo andlisis dimensional llegamos a

Tk, (), M), 1) = (o) ¥+ 5 L 0 D ko, ) (o), M), ).
. (4.44)
Hasta este momento p ha sido un pardmetro arbitrario, pero ya vamos a fjarlo a un valor
especifico p = p. por madio de uns condicién que simplifque la dependencia del vértice
de N puntos. Vemos, de la ecuacién anterior, que una condicién adecuads es pedir que
el segundo argumento del vértice sea igual a una constants. Por esta rasta imponemos la

condicién
tper) = (por)”. ‘ (4.48)

B e SR Y L S s R A A L i Lo it
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Al evaluar la expresién para el vértice de N puntos en p = p y a su vez en el punto critico
A = X*, adem4s de introducir la condicién anterior obtenemios
T (ki (), M), 8) = (por)V 4N (p ) ~NrnNen T (ki e, 1,30, 1)
oc (k)N H-NA2 ()M (_k_._), (4.46)
P
de ésta y del comportamiento fenomenoldgico que vimos en el primer capftulo notamos
que ¥ es una funclén que sélo depende de ki€, con '
l .
o ——. 447
fx— (447)
Por otra parte, para encontrar una expresidn para ¢ utilizamos la ecuacién de flujo que
obedece ¢(px) la cual se deriva f&cilmente de la relu:nén enm t(px) y ¢, con px el par&metro
de escala. Esta ecuacidn es dt dilo) )
dp t(pn) Yohr , (448)

y su solucién, la cual se obtiene mediante una integraclén directa usano separacidn de

variables ea
' ¥ox) = t(n)ef- ';7". (4.49)
Si evaluamos esta expresién en el parimetro de escalamiento p. cerca del punto fijo A* y
utilizamos la condicién (4.43) obtenemos el resultado que

b(x) o (pex)* W, (4.80) -

1a cual, al ser combinada con la ecuacién (4.47), nos dice que
Eoct™ /M), (4.51)

pero ya hemos visto que el comportamiento de la loniitmidecomhmén en una vecindad
del punto critico estd descrita por la relacién § ~ ¢, eonvunoxpomucrmeo Asl que
debe cumplirse la relacién )

-5

y por lo tanto, al introducir los resultados * oc pcx, y el de la ecuacién (4.38), en la
expresién (4.46), tenemos

I (g, 6(x), A(), &) o ()N =N () =Na/2 g (g-), (4.53)

Sabemos que esta funcién de vérticeenelcaso N =2, k; = OQuutmahdhmdo
1a susceptibilidad. Asluque,uihfuncidn'mbhndclnﬁnmndeh 0, entonces
tenemos que

=y, L um)

b = POk =0,¢(x), A(K), &) o ()" (4.59)
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Nuevamente, conocemos el comportamiento no analitico de la susceptibilidad en el punto
critico, y sabemos que es de la forma y ~ ¢ -7, As{, al relacionar esta expresién a la anterior
(4.54) obtenemos la ley de escalamiento

v=v(2-7). (4.55)

En conclusién, en esta seccin hemos deducido 1a existencia de comportamiento critico a
partir de la suposicién de existencia de un punto fijo A*. Hemos deducido una relacién
entre la funcién de Wilson .2 y el exponente asociado al comportamiento de la longitud
de correlacién en una vecindad del punto critico, ecuacién (4.52) y ademds deducido la
existencia de una ley de escalamiento, 1a ley de escalamlento de Fisher.

4.3.4 Renormalizacién del Vértice de Dos Puntos.
Constantes de Renormalizacién

Ya hemos encontrado algunoe resultados exactos que son consecuencias de la ecuacién
del grupo de renormalizacidn. Ahora vamos a comenzar los cdlculos perturbativos. Primero
calcularemos las expresiones para las funciones de vértice en términos de loe pardmetros

“ renormalisados, Al hacer esto obtendremos los factores que renormalisan los parémetros

de la teorfa y el campo ¢, de los cuales obtendremos expansiones en ¢ = 4 — d para el
exponente 1 (a dos lazos) y para el exponente v (a un lazo), Sabiendo que con dos de los
exponentes podemos reconstruir los demés por el uso de las relaciones de escalamiento,
encontraremos el resto de los exponentes.

- Para comensar estos célculos escribamos primero la lelmén méis. general entre los
vértices renormalizados'y los vértices desnudos®

Mk, 1), M), ) = 252U E8 M 0, M), (458)

1a cual es 1a forma general de la ecuacién fundamental (4.14). Para encontrar los factores
involucrados en el cambio de pardmetros definido por 1as ecuaciones (4.18) utilisamos las
condiciones de normalisacién

r(i)(k. = 0,8, A(“)v"‘ = ") = "2) . ' (“57)
%’%;—)(k. £, A(),m = n)lH =1, " (4.58)

3 Estag funciones de vértics pusden defixiree a travée de la scuacién

) = Nyl
= Sp(s) - -Bplan)itin)--
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relk=0,t,\(k)ym=r)=1, (4.59)
TW(k; = 0,8, A(x),m = &) = A(x). C O (4.60)

Las tres 1iltimas relaciones se utilizan para fijar las tres constantes de renormalizacién
multiplicativas Z,, Z, y Z) en términos de una longitud de correlacién de referencia
k=1, y la primera se utiliza para fijar la relacién entre la longitud de correlacién y la
temperatura t. Las expresiones que necesitamos para desarrollar los cdlculos perturbativos
son las expansiones en lazos de las funciones de vértice involucradas en estas condiciones
de normalizacién, estas son, la funcién de dos puntos (que consideraremos a dos lazos)

Az ,\2
r},”(k)=k7+m3+ 50ms - 'e,,.,, 48,,,,, (4.61)

el vértice (considerado al orden de un lazo)¥

(2)
r‘(’g,l) = 8[‘E

8 |y

=]~ -é.-om,, (4.62)

y la funcién de cuatro puntos 8 momento cero (al orden de un lazo)

rPk=0)= A.——o"..,.w (4.63)

Por ahora no nos preocuparemos de las expmionel algebraicas representadas por los dia-
gramas de Feynman en las ecuaciones anteriores. Generalmente manipularemos los dia-
gramas como expresiones formales hasta llegar a un punto donde sea necesario introducir
expresiones explicitas. En ese momento, utilizaremos los resultados del apéndice C. .

Para comenzar a “renormalisar” sustituimos la expansidn’ perturbativa de la funcién
de dos puntos, ecuacién (4.61), en la relacién fundamental de la teoria de renormalisacién,
ccuacién (4.14). Al bacer esto (para N = 2) a este orden, obtenemos

i ' Wl
L 11(2)(* Am=x)= 2y (k’ +m, + O,., Ae em..h A‘ n.) ' C u)

e
ahom ponmOI utllim la condicién de unomhllncién (4.58). Pmello notamos que en el
paréntesia de! lado derecho de la ecuacién sélo hay dependancia de & en el primer y cuarto
sumandos. Esto dltimo lo expresamos escribiendo un indlee k en este diagrama desde esta
ecuacién. Asl, esta condicién implica que

Ay d
=2, (l - -simem.;w) ) (4.65)

¥ Bmae Muohimdhmhldenﬂlcuﬁnm’ ~t.+6m’m1nupmi6n(ul),
my=T~-T¥ ty=T-T,yém}=T.~-TN

(sTa SIS WO DERE
sl DE U

LA DIBLIDTEC
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" para evitar confusiones con la notaclén del viltimo diagraina, aclaremos que lo que estamos

queriendo decir con ella es, primero calculamos la derivada con respecto a k? y después
evaluamos en k = 0 (no al contrario). Resolviendo esta ecuacién para Z; al orden de dos
lazos, notando que a este orden podemos escribir m, = %, tenemos

N

donde hemos introducido la notacién —‘—l—e 5. Eata expreaién ya 1uos da el primer re-

sultado, la constante de unormulizlclgn de la funcién de onds. De esta expresion podemos
ver que Z, no contiene términos a un iazo, s6lo a orden cero y a dos lasos.

Con esta expresion para Z, podemos reescriblr la funcién de vértice de dos puntos en
la forma

I‘(ﬂ(k,k,m):(l-}-%:é“'ho) (k’+m3+ Q,,,, Bm.,;.' T8mt)' (4.67)

ahora aplicamos la condicién (4.57) para obtener

K= (l + %3'$n.k=0) ( Om. 6"‘0»"0 :’831") ) (468)

la cual al ser desarrollada y conservar términos hasta segundo orden puede escribirse como

M= m, On. 91.#-0 - 48 +m “‘ﬁ,@;@. (4.89)

dondelwmo.uadoelhecbodcquehmtimtmdhcmmdcdmhmyauu
orden podemos reemplasar m, por m = x. Falta sscribir el primer diagrama en tésminos
de los parémetros renormalisados. Para elio desarrollemosio a primer orden en potencias
de ), utilisando la ecuacién (4.89). Es claro que basta calcular sste disgrama hasts peimer
orden debido al factor lineal en )\, que lo acompaiia. De sste modo, utilisando la expresidn
mupdmddumwnhmwn(lu)dmnllﬂanpﬁwm podnmos
eactibir

déq 1
(an) g2 + 2 - YO,

‘“ , -
/ (:,)a(,,al.:)(l 2(¢’+~')O“)
= O" + —2—-8“ L (4.70)

Oms
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Al sustituir este resultado en la ecuacién (4.69) vemos que el diagrama 85 se cancela,
luego, al resolver para m? obtenemos

2 s '\3
my = " - _On + en k=0 ~ 6 $n.k:ﬂ' (4'71)

Por 1iltimo, al sustituir esta expresién en la ecuacién (4.67) para la funcién de vértice de
dos puntos a segundo orden y hacer las simplificaciones adecuadas, obtenemos

’\2 : AZ
rA kA \m=x)=k*+ s ~ s (©ns — Onpn) + k’f@mﬂ. (4.72)

lista es casi la expresion final para la funcion de dos puntos rcnormalizada. Sélo falta
escribir A, en términos del acoplamiento renormalizado A. Para encontrar una relacién
entre A y A, utilizamos la condicién de renormalisacién para I'“), ecuacién (4.60), y Ia
expansién a un lazo de la misma, ecuacién (4.63). De estas obtenemos directamente

AR) = Aa - E'A':Ox,b.-.o» (4.73)

donde hemos sustituido » por i, debido a que O, k=0 = Oxp=p + O(As). Al invertir
esta expresion en términos de A,, al mismo orden de un lazo, obtenemaos

3IN(x -
) Oures (um)
Por lo tanto vemos que, al orden que estamos trabajando, podemos reemplasar A2 por

AY(x) en la ecuacién (4.72). Al hacer esto. obtenemos la expresion para Ia funcién de dos
puntos renormalizada

A = A(K) +

I‘m(k, Am=K)= K+ K- A_’éfl (6.,* - 6,,.=o) + kz-Az—;'-‘—)-$“".__o. (4.78)

Ea simple darse cuenta que esta expresién cumple Ia condicién de renormalisacion (4.57).

Un comentazio acerca de esta funcién en términos de flsics es que cuando k = 0, este

vértice es exactamente el inverso de la susceptibilidad. Esto es x? = x~'. Ademds,

es posible verificar que a este orden, el vértice de dos puntos a momento externo cero
concuerda tunblén con el cuadrado de Ia longitud de correlacién, 1a cual puede definirse

como [‘m QI-‘B— i

7
Ahora vm?oko a u{fhu Ia relacién fundamental entre las funciones renormalisadas y

laa funciones desnudas, ecuacidn (4.56), para calcular otra e las constantes de renormali-
zacién. Asf, notamos que para N =2, M = 1, se tiene

reN (kA m = &) = 2,225 (k, Aay ). (4.76)
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utilizando en ésta la condicién de renormalizacién (4.59), la expresién para la funcién
desnuda (4.62) y la expresién para Z,, ecuacién (4.66), tenemos que a orden de un lazo

. A
1=Z, (1 - 7"0.‘.&:0) , 4.717)
y por lo tanto la constante de renormalizacién Zy al orden de un lazo es

A
Zp=1+ ?BOK.EO' (4.78)

Este 8 un resultado importante que utilizaremos en la siguiente seccién cuando calculemos
el exponente crftico v.

4.3.5 Expansién en ¢ de los Exponentes Criticos

Para finalizar esta seccién vamos a calcular explicitamente los valores de los exponentes
criticos de la teorfa con interacclones como expansiones en potencias del pardmetro € =
4 —d. Debido a las pruebas de las secciones precedentes, podemos darnos cuenta que
los exponentes criticos de la teoria se calculan a partir de las funciones de Wilaon, v, y
7, evaluadas en los puntos fijos del grupo de renormalizacién. A su vea, vimos que los
puntos fijos del grupo de renormalizacién son los valores del acoplamiento sin dimensiones
para los cuales la funcién beta sin dimensiones, J, es cero. Esta reflexidn nos Indica el
camino & seguir para liegar a las expresiones. A saber, comensamos con la funcién A(2)
y encontramos los ceros de esta funcién, luego calculamos las funciones de Wilson, v,
Y 7t ¥ las evaluamos en los puntos fijos A°. Despuds, de las expresiones encontradas
anteriormente, determinamos 5 y v. Conocldos estos, utilisamos la ley de eascalamiento de
Fisher, que determinamos en una de las secciones anteriores, para calcular 7. Por dltimo,
utilizamos el resto de las leyes de escalamiento e hiperescalamiento para determinar los
tres exponentes restantes.

Ya tenemos entendida la manera en la que vamos a resolver el problema, lo que resta
ahora es resolverlo. Comencemos calculando la funcién beta sin dimensiones. Para ello,
introduzcamos la constante de acoplamiento sin dimensiones A = Ax~* en la ecuacién
{4.73) para obtener la expresidn '

- 3\ .
A=K ('\' - "'2"!On.l=o) ) (4.79)
luego, utilizando la definicién de la funcién beta sin dimensiones, 3 = xO)/Ox, tenemos

. < 3 g d
B=—e\- 5"'+1*2—,‘O..t=0~ (4.80)
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De esta expresién podemos hallar los puntos fijos del grupo de renormalizacién al orden
de un lazo. S6lo tenemos que encontrar los puntos X* definidos en (4.36), i.c, los que
satisfacen §(A*) = 0, pero antes debemos escribir la expansién en ¢ del diagrama QO k=g
en (4.80). Podemos calcular esta expansién a partir de la expresién en € que encontramos
en el apéndice C, ecuacién (C.9), esta es

Ope =T () ()2 (am) b~

~ (4m)7? (E + ln(4n)> K¢ (4.81)
Al introducir esta expresién en la ecuacién (4.80), tenemos
A e} 12
B=-dt 33 (1+ 5 n(4m). (482)

De esta ecuacién deducimos inmediatamente que un punto fijo es A = 0. Para encontrar
el otro, resolvemos la ecuacién

3 - € .
0= -+ g (1 + E1n(4n)) . (4.83)
en potenciag de ¢ y encontramos que
Ans -l%"- (e - ln(-h)) (4.84)

es decir A = O(e), y por lo tanto el ltimo término en (4.82) es O(A%) que ya no estamos
considerando. Entonces la otra solucién a la ecuscién (4.83) se obtiene al considerar sélo
el factor 1 dentro del paréntesis. Resolviendo esta ecuacién, obtenemos el otro punto fijo
A; = ltn¢/3 y por lo tanto tenemos las soluciones

=0, A= Tt‘ (4.85)

A la primera de estas se le conoce como pundo fijo gewssiano, por rasones obvias, y al
segundo se le denomina el punto fijo de Wilson-Fisher.

Coma estd especificado por la ecuacién (4.41), el exponente asocisdo al comportamiento
critico de la funcién de correlacién, 1, es ¢l valor de ls funcién 7, en un punto fijo. En-
tonces, para obtener n, necesitarmos la expresion pars 7,. Esta la obtenemos utilisando su
definicién dada por la ecuacién (4.19)yluxpmiﬁnadmlnmdn Z,Mporhocmdén
(4.66).

De ests tonnu, obtenemos la expresién diagramétics para 7,

Yo = —6_d5¢“ h=0" ‘ ‘ (‘“)
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Al utilizar 1a expansién en € para la expresién de este diagrama dada en el apéndice C,
ecuacién (C.21),

—%e
K i
Brpn = T e

~2¢
-(i‘m?%‘(l — eln(dm)), (4.87)
obtenemos A’
=73 (4'; = +0(A). (4.88)

Al cambiar e] acoplamiento desnudo por el renormalizado, pues a este orden son los misinos,

introducir el acoplamiento sin dimensiones, y utilizar la expansi6n en ¢ al orden de un lazo,
llegamos a la expresién -
3 A

'Y'P(A) = 6(4') * (4'89)

Por \ltimo, al introducir en esta el valor del punto fijo gaussiano vemos que se obtlene
el exponente 1) de la teorfa gaussiana, n = 0. Y si sustituimos el valor del punto fijo de
Wilson-Fisher encontramos el exponente critico de la teoria con interacciones al orden de

dos lazos¥ 2

€
n —' a (“'90)

Una nota importante es que este exponente viene del comportamiento de 1a funcidn de
correlacién exactamente a T = T.. No asi para el exponente v, el cual se obtiene para
temperaturas ligeramante mayores a la temperatura critics, T > T¢.

Ahora queremos calcular e exponsnte v. Vomdehm(im)qmdoomm
Ia funcién de Wilson 7,2 evaluada en un punto fijo, éste es una consecuencia directa. Por
esta rasén nos concentraremos en calcular ls funcién v, al orden de un laso. Primero
COMICNZAIIOS CON ludcﬁniclbndemfuncldnmulminmde 1a constante de renormaliss-
cién del operador compuesto y?, ecuacidn (4.43). Dado que hemos calculado Z,5, podemos
utilisar su expanaidn a un laso de la ecuacién (4.78) y podemos excribir m, = x a este
orden, De esta maunera, encontramos la expresién

W= W Ot (o)

® Una nota importante e que 1 @ ¢l inico exponente que calculasemos al orden de dos lasos pase hacer
notar que su expansién en ¢ no o8 idwnticamente cero. Més adelante calcularemos v ol orden de us laso y
verenos que & @9e orden 7 = 0 pues la primera correccidn & ests valor viens hasts ol ordes de dos lascs.
Ademis, vale la pena remarcar que para of chiculo a dos lasos del exponenie 1 fué suliciente tener los punios
fijos del grupo de renormalisacida s8io al orden de un laso. Esto fué posible debido a que Z, sélo contiens
términos de orden cero y de dos lasos.
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Al sustituir A, por A, pues son los mismos a este orden, e introducir el acoplamiento sin
dimensiones A = Ax™* pademnos reescribir la expresién para la funcién 7, como
st g
L ™
Iin esta ecuaci6n introducimos la expresién en tériinos de ¢ para el diagrama Onxk=01
ecuacién (C.9)

(4.92)

= (an)y?
~E%%@+ Mu» (4.93)
por lo cual obtenemos (a orden de un lazo)
r0(A) = u—i—)—, (4.84)

- Esta es la expresién importante. El uso de esta funcién evaluada a un punto fijo, por
ejemplo al punto fijo gaussiano A = 0, con la ayuda de la ecuacién (4.59) da el valor del
exponente ¥ de la teoris gaussiana, v = 1/2. Si sustituimos el valor del punto fijo de
Wilson-Fisher para la teorfa con interacciones, obtenemos el exponente (a orden de.un

lazo) |

v=; + 7 (4.95)
Conocidos i y v, utilizamos la relacién entre estos exponentes y el exponente que describe
el comportamiento critico de la susceptibilidad, v, para encontrar su valor. Esta relacién
es, la ley de escalamiento de Fisher, ecuacién (4.65). De ella concluimos que para el punto
fijo de Wilson-Fisher a orden de un lazo se tiene

7=1+§ (4.96)
vale la pena remarcar que hemos usado el valor p = O en la ley de escalamiento de Fisher
porque estamos trabajando a un lago y a ese orden, n = 0. Luego, siguiendo con el
exponente asociado al comportamiento critico del calor especifico, encontramos debido a
la ley de hiperescalamiento (Josephson), ecuacién (1.18), que al orden de un laso

a= ; : (497
Ahora utilisamos la ley de escalamiento de Rushbrooke, ecuacidn (1.16), y encontramos
que el exponente asociado al comportamiento critico del par&metro de ordon & orden de

un lazo, es

B= (4.98)

DO e
[~ 1 R
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Por dltimo, e} uso de la ley de Widom, ecuacién (1.15), da el exponente responsable del
comportamiento del parametro de orden como funcién del campo externo aplicado al orden

de un lazo
d=38+e¢ (4.99)

Con todo esto, tenemos 108 exponentes criticos en la teorfa con interacciones, los cuales
corresponden a la clase de universalidad de los sistemas fisicos cuyo pardinetro de orden
ticne una sola componente (n = 1) y dimensionalidad d = 4—¢. Un hecho uotable aquf es
que la teor(a estd definida para cualquier d rea, inclusive para d = 4. De hecho, en este
cas0, los exponentes de la teorfa con interacciones (al orden de un lazo) resultan ser los
exponentes de la teorfa de campo promedio.

4.4 Renormalizacién Ambientalmente Amigable

En las secciones anteriores vimos como aplicar la teoria de renormalizacién. En par-
ticular, el grupo de renormalizacién a un célculo de exponentes criticos. Vimos como el
grupo de renormalizacién en forma diferencial puede servir para “exponenciar” natural-
mente 1a serie de perturbaciones asociada a una cantidad como la susceptibilidad. Usamoe

- Ia expansién en ¢ para encontrar el punto fijo de Wilson-Fisher y consecuentemente los

exponentes criticos. En esta seccién intentaremos aplicar el grupo de renormalisacién al
célculo de una funcién de escalamiento que describe un entrecruzamiento dimensional que
no se puede describir dentro del marco de la expansién en ¢. Se trata de un ferromagneto
en d dimensiones de tipo Ising cuya geometrfa es la de una pelicula de tamadio L eon condi-
clones de frontera periddicas. Veremos que este sistema se encuentra en 1a misma clase de
universalidad que el modelo de Lsing en un campo magnético transversal que puede usirse
para descrlbir un tipo de ferromagneto cudntico,

. Antes de presentar el cdlculo vale 1a pena pensar en cuales son los cambios que se

'evsper’an en términos de renormalisacién aplicada a una pelicula. En términos de coarse.

graining - muchos, Si pensamon en coarse graining en una pelicula de dos dimensionss de
tamafio N x M donde M <« N. Después de sumar sobre cada tercer renglén y columna, de
manera andloga a 1o que hicimos en Ia seccidn 4.1, legamos a u sistezua efectivo con NM/4
eapines. Se puede repetir este proceso n veces, pero cuando 2" = M, el proceso ya no puede
continuar en la direccién M aunque si puede hacerlo en la direccién N. Vemos entonces
quehay un entrecrusamiento dimensional en el comportamiento del coarse graining. Para
escalas pequeiias (2* < M) se parece més & un coarse graining en un sistema de dos
dimenaiones, pero & escalas grandes (2" > M) se parece més & un coarse graining en una
dimensién. Asf, el coarse graining captura natural e intuitivamente el entrecrusamiento
en la naturalesa de los grados de libertad efectivos como funcién de la escals. Dadas
las desventajas asociadas con el coarse gralning que mencionamos anteriormente, vale
la pena pensar en si ea posible implementar el grupo de renormalizacién en forms de
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reparametrizaciones de manera que también pueda tomar en cuenta este entrecruzamiento
dimensional tanto cualitativa como cuantitativamente.

Hemos visto que una reparametrizacién puede ser especificada por un conjunto de
condiciones de normalizacién. Entonces buscaremos un conjunto de condiciones que nos
permita describir el entrecruzamiento entre d y d — 1 dimensiones como funcién de L.
Vimos anteriormente que la renormalizacién de un sistema con interacciones, en el que se
desprecian las interacciones, no sirve para llegar a una descripcién confiable del sistema por
la simple raz6n que un sistema con interacciones es extremadamente diferente a un sistema
siu interacciones cerca de la temperatura critica, donde las fluctuaciones juegan un papel
muy importante, Un conjunto de condiciones que respetan la existencia de interacciones,
ecuaciones (4.57)-(4.60), llevd a un grupo de renormalizacién que si fué capaz de describir
y controlar los efectos de las fluctuaciones ain a la temperatura critica. La pregunta
es, jcémo aplicamos la leccibn aprendida en el caso de una teorfa con interacciones a
este problema de entrecruzamiento dimensional? Fisicamente es claro que los grados de
libertad efectivos dependen de L as{ que una renormalizacién “ambientalmente amigable"
debe depender de L también. Para ver esto vamos a renormalizar usando un conjunto de
pardmetros que no dependen de L a través de las condiciones de normalizacién

A0, t;(s), M(x), L = o0, k) = K, (4.100)
N0, t(x), M(s), L = 00, 8) = 1, (a.101)
o |

i ) (), L= oo,m)|, =1, (4.102)
0, t(x), M(x), L = o0, K) = X(x). (4.103)

Las tres tiltimas condiciones sirven para fijar las tres constantes de renormalizacién multi-
plicativas (4.15) en términoe de una longitud de correlacién de referencia x~!, La primera
sirve para fijar la relacién entre la longitud de correlacion y la temperatura ¢. Nétese que es-
tos putmelm estan asociados al sistema infinito en d dimensiones, asf que ¢; oc T - T¢(00)
¥ 7} es una longitud de correlacion en el sisterna infinito.

Concentrdndonos en la renormalizacién del acoplamiento, la condicién (4.103) nos sirve
para calcular la funcién beta

nd—A! = -U-dh+AQ@N, (4104)

la cual es Ia misma ecuacidn que la (4.82) y por lo tanto muestra los puntos fijos encontrados
en la seccién 4.3.5, i.e. el punto fijo gaussiano y el punto fjo de Wilson-Fisher en d
dimensiones. Sin embargo, dado que sabemos que a escalas x < L1, el sistema se parece a
un sistema de d—1 dimensiones, esperariainos ver un punto fijo asocindo a d—1 dimensiones
el cual nos darfa exponentes criticos d — 1 dimensionales. Asf, vemos que un grupo de
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renormalizacién asociado al sistema infinito no es capaz describir el regién critica d - 1
dimensional. Es decir que una renormalizacién independiente de L no es ambientalmente
amigable. Un conjunto adecuado de condiciones de normalizacién es

(0, (x), A(K), L, §) = &, (4.105)
re9(0,¢(x), \(x), L, 5) = 1, (4.106)
ar®
W(k t( ) A(")11‘1 ")|k=0= 1, (4'107)
'Y, (x), Ax), L, x) = A(x). (4.108)

Estas condiciones ya dependen explicitamnente de L; t = T = T:(L) y x~*, la longitud de
correlaclon en las direcciones transversales de la pelfcula. Concentrdndonos en la funcién
beta, ahora tenemos que
59-11 =-(d~d)AL+ ,,n O, (4.109)
de dr
donde es importante recordar que O es una funcién de L. En el limite Lx — oo,
x(dQ/dx) = A(d) y recuperamos el resultado (4.104) que muestra el punto fijo d di-
mensional, Sin embargo en el lanite Lx — 0, x(d(O/ dx) — B(d)/Lx donde B(d) es otra
constante que depende de d. Cémo interpretamos este resultado? Integrando la ecuacion
. diferencial (4.109) vemoe que en el ltmite Lx — 0, A — Lx y debemos preguntarnoe si
esto significa que el acoplamiento va a cero y por lo tanto no hay interacciones. Fate hecho
no estarfa de acuerdo con lo que esperamos, que en este limite el siatema sea efectivamente
un sistema d ~ 1 dimensional. Para resolver este misterio consideremos el cdlculo de 7,
La condicién de normalizacién (4.107) nos da Z,» de la cual es fécil encontrar

10 = 46440, (4110)

Dado que v = 1/(2 —y,1), esperamos que en el ifmite Lx — 0, 5 = (6—d)/3, lo cual
se espera de los resultados de la seccién anterior para un sistema en d — 1 dimenslones. Al
tomar el limite Lx - 0, O ~ x4~/ Lx y aparentemente 7,2 — 0o, lo cual no tiene sentido.
Sin embargo, como hemos visto, A, ~ Lx va a cero.. Como veremos, la divergencia y el
cero se cancelan para dar el resultado esperado. Esta cancelacion se ve como un milagro
solamente porque trabajamos con un acoplamiento A que es poco natural en el limite
Ix = 0. Este acoplamiento tiens dimensién 4 — d y esté asociado de manera natural con d
dimensiones. Si hubieramos cousiderado Ay* en d - 1 dimensiones habefamos encontrado
un acoplamiento de dimensién 5 — d. Si se define el acoplamiento 4 = ,\L/Ln-encuema
que en el lfmite L — 0

N2 = —(5 - d)a+ A(d - 1), @111)
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lo cual muestra de manera m4s clara el punto fijo d ~ 1 dimensional. Es claro que no
podemos cambiar la fisica a través de un cambio en la notacién como entre Az y u. Sim-
plemente, la fisica se manifiesta més en un cierto limite por el uso de una notacién u otra.
Es interesante definir otro acoplaniento, k& - el acoplamiento flotante. Este se define por
la condicién que el coeficiente de h? en la funcién beta que resulta sea uno. Se encuentra

B(h,z) = —€(2)h + h, (4.112)
donde ¢(2) = 4 — d,y, z = Lx y para condiciones de frontera periddicas

0 4039 2.2\ &t
E 41rzn (l + 4wzn )
2 ¥4
— & (7 _ N0
z)=5-d-(7-4d) i ( Sy T
1+ —-—r-)
n=-00 z

Cuando z - 00, ¢ » 4—dycuando z = 0, ¢ =& 5 —d. Asf; vemos que la funcién
beta (4.112) ya contlene ¢l entrecruzamiento total entre d y d — 1 dimensiones y como la
renormalizacién ambientalmente amigable es capaz de dar cuenta del comportamiento que
es imposible de capturar usando alguna téenica estdndar. En térininos de A

Cap=t (114)

y por supuesto a un lago, v, = 0.

Finalmente, para calculu una funcién de escalamiento regresamos a la ecuacion (4. 112)
Seleccionamos x = §; ! donde £1, s la longitud de correlacién en el sistema de interds para
encontrar

(4.113)

(T-T.(L) = / dzze~Ji N0 (4.115)

donde Ki €8 una eacala microscépica que en el caso d < 4 puede ponerse infinita. La ex-
presién (4.115) nos da la funcién de escalamiento universal asociada al entrecrusamiento
de Ia longitud de correlacién entre el comportamiento critico d dimensional y ¢l com-
portamiento critico d ~ 1 dimensional. Esta expresién nos da la relacidn entre Ia tem-
peratura y la longitud de correlacién en el sistema §;. Como esperamos, en el limite
L/€L - 00, (T~ Ty(L)) ~ £, y en el limite Lés - 0, (T —T(L)) ~ £, 7, donde
v(d) = 1/(2 - (4 - d)/3) y v(d ~ 1) = 1/(2 - (5 — d)/3) son los exponentes criticos
corvespondientes a d y d — 1 dimensiones respectivamente.

El caso de un ferromagueto cudntico (modelo de Ising en un campo trmmnl) o8
idéntico al caso anterior, salvo los cambios (T —~ T:(L)) = (T' - [e(T)) y L = 1/T donde
I’ es el campo magnético transversal y I':(T'), el campo transversal critico. El limite
T = 0 corresponde al limite I, — oo en el sistema de tamaiio finito y asl vemos que
un ferromagneto cudntico d dimeusional se parece a un ferromagneto clésico en d + 1
dimensiones en el limite T = 0.
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Conclusiones

En esta tesis hemos desarrollado, en cierto detalle, una aproximacién al formalismo del
grupo de renormalizacién tanto en la formulacién en términos de "coarse graining” como
en la formulacién en términos de “reparametrizacién”. De esta dltima hemos obtenido
los exponentes criticos de la teorfa de Ap! como series de perturbaciones en ¢ = 4 - d.
Hemos asumido la terminologfa de la teorfa estadfstica de campos por ser la m4s accesible
¢ intuitiva para tratar este tipo de formalismo, Fata, a su ves, la hemos desarrollado a
partir del conocimiento de la fenomenologia de ias transiclones de fase y de la transfor-
macién de Hubbard-Stratonovich. Ademéas, hemos aplicado el grupo de renormalizacién
al cdlculo de una funcién de escalamiento que describe un entrecruzamiento dimensional
que uo se puede describir dentro del marco de la expansién en . Este ejemplo, que se
trata de un ferromagneto de tipo Ising en d dimensiones con la geometr{a de una pelicula
de tamaiio L con condiciones de frontera periédicas, fué tratado utilizando la teoria de
renormalizacién ambientalmente amigable, y como se hizo notar a lo largo de esa seccién,
algin otro método de renormalizacién de teorfs de campos que no toma en cuenta el
tamaiio finito de algunas de las dimensiones del sistema no hubiera sido itil para describlr
este comportamiento. Los entrecrusamientos son inducidos por un pardmetro asimétrico
que puede pensarse como una variable “ambiental”, tal como la temperatura, el tamaiio
del sistema, un campo magnético, etc. El formalismo de renormalizacién ambientalmente
amigable ofrece una aproximacién bastante general a Ia solucién de problemas en los que
ge eucuentra comportamiento de entrecruzamiento ademdés del clculo de funciones de es-
calamiento. Esta es la idea clave que se encuentra detrés de la nocién de entrecrusamiento,
ia naturaleza cualitativamente diferente de los grados de libertad del sistema son funcién
de la “escala” y del “ambiente”. Esta idea implementa una renormalizacién que es ca-
paz de tomar en cuenta los grados de libertad efectivos en una manera perturbativamente
confiable, - renormalizacién ambientalmente amigable.



Apéndice A

"Relacién entre las Funciones de
Correlacién del Modelo de Ising

El objeto de este apéndice es encontrar la relacién que guardan las funciones de corre-
lacidn entre espines (s1s2:--sy) con las funciones de correlacién asociadas a los campos
continuos ¥;, (Y1¥2:-*Yn). Esto es de interés porque una tal relacién nos provee del
conocimiento de los valores esperados de los campos de una representacién con respecto a
los cainpos de la otra representacidn, la cual no ee clara a priori debido a la complejidad
y el ntimero de transformaciones que llevamos a cabo para pasar de una a la otra.

Primero vamos a considerar las funciones desconectadss, las cuales en términos
mecénico-estad(sticos representan los “promedios relativos” de las cantidades de interés.
O en el lenguaje de 1a teorfa de campos, son el andlogo de las funciones de Green desconec-
tadas. Luego consideraremos las funciones conectadas, las cuales pueden ser calculadas a
partir de las primeras y son el andlogo de las funciones de Green conectadas.

La idea para relacionar las funciones de correlacién en ambas representaciones es darnos
cuenta que tenemos dos representaciones para la funcién de particién en el espacio de
configuraciones. Una expresada directamente en términos de las variables de espin del
sistema, ecuacién (A.1), y Ia otra expresada en términos de los campos ¥y, ecuacién (A.2).%

Podemos caracterizar a cada una de las representacionss para la funcién de particién
poniendole un subfndice que exprese laa variables de las cuales depende explicitamente,
e8to es

Zy{H) = Y e Kunart LaFin, (A1)
{s}
N
Zy(Hi)= Cle—tHVy'H, / ndw‘e-M’w,+mf+2,l-(c¢hwm)‘ (A2)

i=1
donde hemos definido la constante C' como

C = e~NA [det((2m)'Wiy)) 2 2¥. (A3)
¥ Eqtas ecuaciones, (A.1) y (A.2), corresponden a las expresionss (2.69) y (2.76) de la seccida 2.5,
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Como dijimos, estas dos expresiones (A1) y (A.2), son representaciones para la misma
ecuacién. De tal manera que cualquier operacién que apliquemos a alguna de ellas dard el
mismo resultado que aplicarlo a la otra.

De la ecuacién (A.1) nos damos cuenta que al tomar 1as derivadas funcionales de Z, con
respecto a Hy, Hy,y ... Hiy obtenemos los promedios termodinmicos de g, 80, -1 3y
respectivamente. Por esta rasén podemos definir la funcién de corvelacidn desconectada
entre 108 espines sy, 8k, -+, 8ky €0 18 forma

(.ln 8kyy oo ain) = 'Zl" Z LRE/ TRERR) phezu K‘:’i’)*"z, ""‘l
* (w}
1 $N Z,{Hi}
= Z,8H\6Hy, - -6Hy,

De la misma maners, tomando la definicién de promedio de una cantidad observable en
1a mecénica estadistica, definimos la funcidn de corvelacidn desconectada entre los canpos
%,%.. o w*h en la forma

(Va0 i) = -z-l-;‘oe -\ MV, H;

(A9)

N
X / [Taw %,%,"'%,8“"“’““”"""‘*2"("”"“*'). (A.5)
' =1

Por otra parte, al calcular las derivadas funcionales de Zy{H;) respecto  las fuentes .

Hy, Hyy o\ Hiy donde k; = 1,2,..., N, obtenemos las relaciones
182y -
(ow) = 2;3,7:'
=cy, + (V) (A8)
(i) = Y
) = 7 58, |
= (Chuby + ChiC) + O (Vi) + iy (V) + (B ¥m)s (A7)
1 J'Z‘,
('ll‘h"l) = 2;6".,6".,6”~
= (Chuby Tl + ChhsOh, + Chahi Oy T CHCCN)
+ (€, + ChCm)(¥N) + (Cahy + Cuyay) (9m) + (cagh, + Cayca, ) (Way)
+ ca, (Vi) + Cu (¥R W) + n(¥avn) + (Y 9n¥n) (A8)

el B
(on2m, .f' - zﬁ‘"h"’h"'"’t,
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= Z/("h ksChyky *** Chy_yky T ChikChaky *** Chy.ghw_sChy_ Chy

T ChykaCityChy * * * Choyy Chy + Chy ChyChyCi, -ch_,qﬂ)

+ Z/('l’k,,)(ck,k,ct,k. ***Chy_yhy-aChny F ChiaChyky ** * Chy.,Chy_sChy.,
T+ Ok ChyChy  Chy_ Chy.y T+ ChyChyChyCh, 'CJ,,,‘,C;N")

+ Z/('l"n-l'/’kn)(chhchh """ Chy-ghyes F ChiksChiky ** * Chy.sChy_y

F 00 rF ChykyChyChy * Chy g Chys + Ok ROy ChyosChyos)

+ ZI(%,% * UV 0k, (kY ¥h Yy Vb)) (A.9)

donde hemos definido )
Z =3 Z i . (A'lo)
ki#hi by :
b, . ;
en = (G Viy Hy + iV oy, (A1)
l _ o .
b = = 1 (Viho T Vick) (A.12)

En realidad la ecuacién (A.9) sélo es vdlida para un 'nimero par de espines. En el caso
de N impar tenemos esencialmente !a misma expresidn, s6lo que los Gitimos sumandos de
cada factor entre paréntesis cambian un poco.

§i introducimos las nuevas definiciones (N > 2)

ﬂ‘;’ =2 ChkaChgks * ** Chyyh + ChyiChoks *** Chry_yhy2Chy -1 Chy

Foe b O Oy Ciy g T Cly CCA R, ** Chyy Chy1 (A1)

O™ = CbChA " ChyesbyeiChy + CMChyky*** Chy1Chy. by
+et ChimChyChy * " Chiy-Chy + C ChyChChy " * Chy_, Chys (A.14)
0(1"’ = a(l-’ =Gy (A.lﬂ)

podemos escribir 1as relaciones generales pars las funciones de correlacién desconectadas
en la forma
N par,

(0,0, 4,) = Z'O‘h" + Z'(WN)OH + E'M,-.%,)o‘fv'.’., +oee

+ Z'(\l’t.%. W W )OT (W Vi) (A16)
N impar, '

(s an) = Y o + Y o, + 3 (W, ol + -
+ 3 WV Vo Yn)al™ + (O, Vi) (ANT)
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Estas son las relaciones entre la funcién de correlacién desconectada de N espines arbi-
trarios y las funciones de correlacién desconectadas de los N campos ¥;. Como puede
notarse, la relacion no es simple ya qué 1a funcién de correlacién desconectada de m “cam-
pos discretos” 8; estd relacionada a todas las posibles correlaciones de | campos continuos
Wi ( Sm).

Ahora vamos a calcular las relaciones entre las funciones conectadas. Comenceinos
definiendo 1a funcién de corvelacién conectada de N espines. Para ello nos damos cuenta
que las derivadas funcionales del In Z,{ Hi} respecto de Hj, generail las expresiones que en
teorfa de campos concuerdan con las funciones de N puntos conectadas. Por lo tanto,
definimos la funcién de correlacién conectada entre N espines arbitrarios mediante la

ecuacién , i
(80,80 Bhu)e = §7iy 5y, - OHay InZ,{Hi}. (A18)

De la misma forma, 108 damos cuenta que la definlcién adecuada para las funcidn de
corvelacidn conectada de los N campos ¥ €8

) L Z w(”«)
(RN =
{¥n¥h Yiw)e §Hy,6Hy, - 51k, In ‘CC'*"‘VJI";‘ : (A19)

" Al calcular las derivadas funcionales representadas en la expresién anterior obtenemos
directamente :

(k) = (om) — Chr (A20)

(n Vi) = (noh)e = Clyyy (A21)
WnVe¥h) = (skomdn)e (A22)
("M"h o 'p.n)c = (.ll.h o ..N)cl (A.23)

o al invertir estas relaciones para 1as correlaciones conectadas entre espines en términos de
las correlaciones conectadas entre los campos continuos tenemos

(1) = Wn)e * Ch» (A24)

('h‘h)c = ('l’l.%.), + by (A.25)

(00,00 0h). = (P VMYM)0 .(A.26)

(on -+ ) = (b | (A

Estas son las relaclones que ;uudm 1as funciones de correlacion conectadas de los espines
y las funciones de correlacién conectadas de los campos ;. Como puede notarse, ostas

P s R A ¥ i prd R AR ’, Lot et PO e L e S ipindiedt
: o e as G : . RS pent it
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relaciones sf son simples, pues los valores “promedio” de una sola variable discreta difieren
en 8dlo una constante del valor de la variable continua en la misma posicién. Lo mismo
sucede para las funciones de correlacién conectada de “dos puntos”, y para tres o més
campos, las funciones de correlacién conectadas son exactamente las mismas en ambas
representaciones.




Apéndice B

Una Integral Util

Debido a que dos de los prmclpales diagramas que utilizaremnos para calcular expo-
nentes criticos en la teorfa de Ap* pueden escribirse (cuando los momentos externos k; = 0)
en términos de 1a siguiente integral

)= [ L B.1
"0 ] G EE o

en este apéndice nos concentraremos en calcularla. Para hacer esto, comencemos con Ji(d)
y luego procedainos por induccién; pero antes escribamos tres nlamonu esenciales para
llevar a cabo el cdlculo,

§i= / dn = r%j (B.2)

1a superficie de la esfera unitaria en d dimensiones (d-esfera),%

(v bl -
—;‘(—y)— = /0 dzz’le#, (B.3)
una expresién que se obtiene fécilmente de la definicién comiin de la funcién I de Euler; y
00
Ly / dz e, (B.4)
[ 0

el caso particular v = 1 de la ecuacién (B.3).

Utilisando coordenadas esféricas generalisadas a d dimensiones, podemos escribir in-
mediatamente el elemento de volumen d¥l = {9-! df} di, luego al llevar a cabo la integracién
sobre los dngulos en (B.1) y sustituir el valor de la superficie de la d-ssfera, ecuacisn (B.2),
obtenemos

h(d) = h(d), (8.5)

(4n )'r(!

% En wte trabajo asumiremos la convencion de llamar ¢-ssfera a la ealara unitaria “méxima” contenida en
un epacio d-dimensional. De esta forma, la d-esfera serd una variedad de d ~ 1 dimensiones.
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donde '
© G-t
h(d) —/; Arml’ (B.6)

Ahora, usando la ecuacién (Bd) con p = 3+ m? podemos transformar I1(d) en la integral

doble
Ld)= / di 4! / dze~(P+ma)z, (B.7)
0 0

la cual se puede resolver haciendo el cambio de variable p = {2 e intercambiando el orden
de las integrales. Con esto resulta

_r@ra-9)
h(d)= :(mz)l- (B.8)
Al sustituir este resultado en (B.5), obtenemos directamente
_ -9
hid) = (@m)f (m3)- ‘ (89)

Por otra parte, procediendo por induccién en la ecuacién (B.1) con n = 1, podemos damos
cuenta que

‘ —1)n-1 AL
| 05 () 1@ (B.10)
aaf al aplicar esta regla en Ia ecuacién (B.9) obtenemas Snalmente ‘

__Tfa- |
g T (B




Apéndice C

Célculo de Algunos Diagramas
Usando Parametros de Feynman

En este apéndice estamos interesados en calcular dos de los diagramas de las funciones
de vértice de cuatro y dos puntoe que son O y ©. El interés surge en que algunas de las
expansiones que utilizamos en los cdlculos del grupo de renormalizacién contienen estos
dos diagramas.

Primero calcularemos el diagrama . Ya hemos aprendido que la representacién més
simple de estos dlagramas es la que tienen en el espacio de momentos, por tal motivo
utilizaremos sus representaciones en el espacio de momentos. Asumiremos la convencién
que hemos adoptado a lo largo de este trabajo, que es denotar con k & los momentos
externos de un diagrama y con la letra ¢ a los momentos que fluyen por los lazos de diches
graficas. De esta manera, comenzamos con la expresidn integral

_ [ d 1
o= / (am)4 (¢* +m?) [(h +h g +mi| ¢

Podemos reescribir el integrando de esta ecuacién, i.e. los propagadores, mediante la
identldad

1 Tay+a) [ =il - z)n-! ©3)
DD} (a)F(a2) Jo  [zD1+ (1 -2)Dy)" ™ '
Para nuestro caso de la ecuacién (C.1) podemos identificar inmediatamente a; = a3 = 1
y los perdmetros de Feynmen Dy = ¢ +m?, Dy = (k + k3 ~ q)° + m®. Con estas
identificaciones y la ayuda de la identidad (C.2), tenemos que es posible reescribir (C.1)
como

dg / ! 1
= dt () C-a
‘ 0 / @) T (z(g?+md)+(-2)[(k-q)? +m] €3
con k = ky +kj. Haciendo un poco de &lgebra con el denominador del integrando podemios
darnos cuenta que es posible reescribirlo en la forma

[z(+m¥)+(1-2)[(k-q)*+ m’]]’ = [¢* - k(1 - 2) + K21 -2) +m?]’. (C4)
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Luego, llevando a cabo el cambio de variable
=gq-k(1-z), (C5)
podemos simplificar ain més la ecuacién (C.4) para escribirla como
[z(+m?) +(1-2) (k- g+ m’]]z = [ +Kz(1 - z) + m2]2 . (C8)

Entonces al sustituir este resultado en la integral (C.3) e invertir el orden de las integra-
clones llegamos a

0= / /(QKF[q2+k2,(l I)+m’]2 -{C7)

En esta ecuacién ya podemos utilizar el resultado (ecuacién (B.11)) del apéndice anterior
para obtener la expresién general

_re-9 !
0= /0 e p—r (C8)

Para concluir con este diagrama podemos evaluarlo en k; = 0 (momentos externos cero),
m = x (una escala arbitiaria) y llevar a cabo su elpuniénenc (¢ = 4—d). Haciendo esto
en la ecuacién (C.8) encontramos la expansién °

On=om=n = %’)‘%(")"‘_'- ' . ’ (C9)
Ahora, tomemos la expresién integral para el siguiente diagrama. Esto es, considaremos -
dadla i R
e= / (")" (g +m?) (@ +m?) (k- 1 - ) +m’]
/ a1 d'g 1 (C.10)
R T e

en esta ecuacién identificamos r‘pldsnnmlainupallobnn. la cual fué Ia que calculamos
en ¢l diagrama anterior. Utilisando el resultado de hcclndén(ca)podmn-mwd
diagrama en la lorma

/ 1 r(a-j)/dz, S
@l +m?) unf Jo (k- q)2(1-2) + mfT

©.11)

et b Lsrant S %
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Utilizando ahora la ecuacidn (C.2), reescribimos los propagadores de la anterior como

1 1 I‘(3 {)
(g} +m?) ((k — q)%(1 - z) + m?)*~ i 2-9)
: (1— !
x . (Ca2)
/ [y(qn+"")+(l*u) (k- q)a(l-2) +m )]3_

Nuevamente hacemos unas simplificaciones algebraicas en el denominador del integrando
de la ecuacién anterior y vemos que lo podemos escribir en la forma

[u(af +m?) + (1= 9) (6 - @21 ~2) +m')]’°’ =@ +at-a)1 - y))al
- 2ke(1 - 2)(1 - y)qr +K32(1 ~2)(1 -y) + m']”’, (C.13)

ahora hacemos el cambio de variable

,_ z(1-z)(1~y)
n=q- kmﬁ-ﬁ' (C.14)

y haciendo unas simplificaciones escribimos el Iado derecho de 1a ecuacién (C.13) como
- 3~
[0t + )+ =) (k- a1 = 2) )| = (4 20~ 100 -)

' 4
Kzy(l - 2)(1 - y) m? :
X (q;?+(v+z(l—z)(l—v))’+v+z(l“'z)(l"”)) ] (0.15)

con esta ecuacién y 1a (C.12) reescribimos la integral para el diagrama

e
e J@r/ / (|t+==(il 8;)(1-10)”

d,
g : (C.16)

-(?'—)‘ May(1- )_(1-.) -1
( (m(l-:)(l-v)) + ﬂﬁ-iiﬂ—v)

Enéluyupodemmukuhrhﬁltimawdmcl\lodehwwwn (B ll) Haciendo
esto y simplificando encontramos la expresidn general

_I@3-d (1 -yt (v+=(l—=)(l—u))’.("')
(4r)é / / (z(l - z){1 -~ y) (By+m?) +m’g)"‘. - om
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" Ahora estamos interesados en evaluar la derivada respecto a k? a momento externo ceroy

hacer una expansién en ¢ de esta. Asl, al calcular la derivada y evaluar en k = 0, utilizando
el hecho que € =4 — d, obtenemos

d (l C)P ( -1+ C) ~2

memu,hzo = —mr~(4 m)K ‘/ dz‘/ dy

x (1-g)tzy(1 -2) [y +2(1 - 2)(1- ) [y +z(1-2)(1 - y)}}.  (C.18)

Hasta aqui los resultados han sido exactos, pero vamos a comenaar la aproximacién medi-

ante un desarrollo en potencias de ¢ del integrando de la ecuacién anterior. Haciendo esto,
egamos a la expresién

d—:—,-emm,l:o (- cz:‘:)‘l+e)(4 Sn ~2'[ / dz / dyf(z,y)
1
+5 [t [ eyl - i+ =01~ 2)0- )
ap p
+5 [ 4 [ @i -pue+-a0-m) (@)

donde hemos definido la funcién

_ zy(1 - 2) )
o= -aa - ©n

Como podemos darnos cuenta, cada una de sstas integrales ya es un nimero real. Tomando
en cuenta este hecho, podemos escribir la expresién final para el desarrollo en ¢ del diagrama

d:’ T Om=np=t) = "(_Il(';"')'(")' - [01 + N + 03] (C.21)

donde las constantes a, a3 ¥ a3 corresponden a las integrales de la ecuacidn (C.19) respec-
tivamente. Ea posible calcular el comportamiento dominante de esta integral y se puede
ver que éste es P

3

Prrret = "@_)’I(")"‘-z" (C.22)

donde hemos definido 5 = d&/ dk?. Esta es la expresién con Ia’ cual concluimos este
apéndice.
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