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1. INTRODUCCION.

El fenémeno de transporte de masa estd relacionado con muchos problemas importantes en
diferentes dreas de la ingenieria y la ciencia. Una de las tormas mas utiles en las que se
representa matemdticamente es la ecuacién de dispersion, que describe el mezclado de una
substancia en otra. Los problemas mencionados incluyen, de manera importante, la modelacion
de contaminantes en los diferentes cuerpos de agua superficiales como en lagos, rios, océanos,

en aguas subterrineas o en ¢l aire.

Para controlar la contaminacién de cualquier cauce, es necesario regular la liberacion de los
contaminantes dafiinos. Esto requiere del conocimiento de la tasa a la cual el cauce es capaz de
transportar, dispersar ¢l contaminante y depurarse mediante mecanismos como la oxidacién y

la accidn bacterial,

Plantear la solucién numérica de la ecuacion de dispersion dadas las diferentes condiciones que
pueden ocurrir entre un cauce y otro, es una herramienta prdctica necesaria para obtener un
programa de administracién de descargas o bien en eventualidades, tales como derrames

accidentales, con la intenciéon de minimizar o prevenir los efectos de la contaminacion.

En muchos casos, los resultados obtenidos con modelos unidimensionales no son suficientes o
su efectividad es minima. Por ejemplo la dispersién en lagos y océanos, por lo que la

modelacion bidimensional es mas adecuada.

Los modelos numéricos de dispersién necesitan de informacion esencial para ser utilizados.
Deben ser conocidas con anterioridad las caracteristicas del flujo, del cauce o lago y del

contaminante.



En las proximidades de una fuente de contaminacion existen tres zonas de mezclado. En la
primera el mezclado estd fuertemente influenciado por las propiedades del contaminante y la
forma de la descarga esta zona es conocida como campo cercano. Después de esta zona existe
una de transicién en la que el mezclado es influenciado tanto por la descarga como por las
corrientes en el medio. La zona donde el contaminante se comporta pasivamente, es decir, solo
es transportado y difundido por las corrientes y la turbulencia en el ambiente es conocida como
campo lejano. Con frecuencia las dos primeras zonas son muy pequefias en comparacion a la
tercera. La ecuacion de dispersion describe el mezclado en el campo lejano y esta es la zona

analizada en el presente trabajo.

La mayoria de los métodos numéricos empleados en la solucion de la ecuacion de dispersion
tienen un comportamiento no deseado bajo ciertas condiciones, por ejemplo muestran difusion
numérica o no son convergentes. Por ello es indispensable conocer las mejores alternativas
existentes, sus caracteristicas, sus alcances y su precision al modelar este fendmeno. Esto ha sido
objeto de intenso estudio en las décadas anteriores. Se han propuesto muchas formas de resolver
la ecuacion de dispersion pero no existe alguna totalmente satisfactoria. Se han utilizado distintos
enfoques, los cuales pueden ser reunidos en tres grandes grupos: métodos Eulerianos,
Lagrangianos, y Euleriano-Lagrangianos. En este trabajo se discuten y analizan las
caracteristicas de los métodos anteriores y se desarrollan tres esquemas basados en el tdltimo

grupo en su forma bidimensional.



2. ANALISIS DE LA ECUACION DE DISPERSION.

El fendmeno de la dispersion estd compuesto por tres mecanismos: difusién molecular, difusion
turbulenta y la difusion por cortante. El primer mecanismo debido al movimiento browmiano
hace que las moléculas de un fluido se mezelen en otro fluido principal de acuerdo a la ley de
Fick: "EI flujo de las particulas serd proporcional a su gradicnte de concentraciones”. Por otra
parte en un flujo turbulento las particulas de los fluidos se mezclan, sujetas a fluctuaciones
aleatorias de velocidad; estc mecanismo es mucho mds intenso que el anterior, por lo que con
frecuencia se desprecia la difusion molecular. La difusién por cortante depende de los gradientes
de velocidad que ocurren en el flujo.

Con lo anterior es posible definir a la difusion como el transporte asociado con la accibn
molecular y turbulenta; y a la dispersion como el transporte asociado con el efecto combinado
de la variacién de la velocidad transversal en la seccién y la difusion. Algunos autores prefieren
usar los términos difusién convectiva, conveccion-difusion, o adveccion-difusion. Segin Fischer
et al (1979): "La difusion es el transporte dilutivo de particulas. La conveccion es el transporte

debido a la hidrodindmica del cuerpo de agua, también conocido como adveccién".




Tal vez la forma tedrica mas directa de representar el proceso de dispersion estd basada en el
pricipio de conservacion de masa. Considerando un volumen de control arbitrario, como el
mostrado en la fig.2.1., en el cual dV es un elemento de volumen, ds es un elemento de la
superficie, n1 es un vector unitario normal a la superficie y U define el campo de velocidades.
La tasa de cambio del peso W del contaminante en el volumen de control es:
d \ v (201)
a ~j fsU'ndvaj DVc nds
de § § ‘
donde ¢ es la concentracién (peso por unidad de volumen) del contaminante y D es el coeficiente
de difusion, que se asume constante. Tomando en cuenta que:
dw 9 » de¢
s Zfcav = [ Zay 2.2)
dt atvv v at
y empleando el teorema de la divergencia:

fch-nds = fVV(c U)ydv (2.3)

fDVc'nds = fDVzch 2.4
s v

el planteamiento para conservacion de masa del contaminante finalmente es

%% V{(Uc-DVe) = 0 2.5)

donde D, [L*T"], es el tensor de coeficientes de difusién, U, [LT, es el campo de velocidad
del flujo y ¢ es la concentracion (variable dependiente), la cual puede ser expresada en base a
volumen, masa o en forma relativa (%). El campo de velocidades puede ser conocido por
medicion en campo o por modelacion de la hidrodindmica. El término dc/ot es la variacion del
la concentracion en el tiempo, el primner término entre los paréntesis es conocido como

convectivo mientras que el segundo es el difusivo,



DIFUSION SIN CONVECCION

/ CONVECCION SIN DIFUSION

CONVECCION Y DITUSION
= DISPERSION

Fig.2.2.- Componentes de la dispersion. 1, distribucion
inicial; 2, perfil de velocidades; 3, distribucién a un
tiempo posterior.

Existen formas tanto analiticas como experimentales para determinar los coeficientes D,
dependiendo de las caracteristicas del sitio, del flujo, tipo de fuente, direccidn, entre otras,

Este coeficiente de dispersion tiene componentes en cada una de los ejes coordenados. Su
determinacion puede hacerse con mediciones en campo variando la distribucion de un trazador
en el tiempo, con lo que se calibra un modelo matemdtico que contenga los coeficientes como

incognitas. En el caso tridimensional el tensor de difusion es:
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cuando el gradiente en cualquiera de las direcciones afecta la difusion en cualquier otra, existen
las componentes cruzadas. En caso de que se haga coincidir cualquiera de los ejes con el flujo

estas componentes se hacen nulas.



2.1 DISPERSION LONGITUDINAL.

La dispersion longitudinal es la difusion de un trazador a lo largo del eje del flujo. Es conocida
también como dispersion unidimensional (1D). Esta describe a fuentes instantdneas o variantes
en el tiempo, en las cuales el mezclado es mucho mds importante en la direccién longitudinal,
ya que en la direccion vertical y transversal cste se ha hecho uniforme. Las bases tedricas de
este fendmeno fueron establecidas por Taylor (1954), en.cl estudio de flujos en tuberias
circulares. La ecuacion de dispersion unidimensional que sc puede derivar de manera sencilla

de la ec.2.1 (ver Fischer, 1979 o French, 1988) es la siguiente:

oc , 0 _ & 2.8)

en la cual ¢l trazador estd completamente mezclado a lo largo de la seccion transversal, por lo
que ¢ es la concentracion media en la scccidon de andlisis, K, [L*T"'], es conocido como
coeficiente de dispersion longitudinal que toma en cuenta tanto la difusién como la conveccion
diferencial en la seccidn transversal, «, [LT"], es la velocidad media.

Taylor (1954) obtuvo una solucion exacta para el coeficiente de dispersion para una tuberfa con

flujo turbulento:

K=101u, r 2.9)

donde r, [L], es el radio del tubo y u., [LT"], es la velocidad cortante o de friccién, que puede

calcularse de la siguiente manera:

f (2.10)

aqui f es el coeficiente de friccion de Darcy-Weisbach y u la velocidad media en la tuberia.



En forma general la velocidad cortante . se define como:

p

donde 7,,[L"'"MT?], es el esfuerzo cortante en las paredes del canal, cauce o tuberia, y p,[L°M],

es la densidad del fluido.

CONCENTRACION C

-
: ' ()
!

(b)

————— CONCENTRACION INICIAL
CONCENTRACION FINAL

-Fig.2.3.- Comportamiento de una nube
contaminante a) Gnicamente adveccion, b)
adveccion + difusion,

Para canales y cauces naturales se han propuesto férmulas empiricas que incluyen parfmetros
tales como radio hidrdulico, velocidad de friccidn, relacién ancho-profundidad, coeficiente de
Manning, etc. para el célculo del coeficiente K. Para el caso de cauces se han propuesto diversos
métodos, basados fundamentalmente en mediciones de laboratorio y campo. Recientemente
Gonzélez y Martinez (1990) han propuesto un método general.

Puesto que las diferencias entre estas caracteristicas cambian de un cauce a otro, los valores del

coeficiente K pueden variar hasta en varios ordenes de magnitud.



2.2 DISPERSION BIDIMENSIONAL.

Ln el caso de dispersion unidimensional, se considera que la concentracion es el valor medio de
toda la seccidn transversal; esta es una simplificacién vlida en ciertos casos, pero cuando esto
no sucede, como por ejemplo en el caso de una seccidn transversal ancha, la distancia necesaria
para que el trazador se homogenice en tal seccion puede llegar a ser muy grande.

En un rfo, por ejemplo, en el cual el ancho de su seccién es significativo en comparacién con
su profundidad, la distribucién homogéxiea del trazador es alcanzada mds rdpidamente
verticalmente que horizontalmente, por lo que se puede asumir que el trazador esta mezclado
uniformemente sobre su profundidad. |

La ecuacidn de dispersién con profundidad media utiliza Ia hipdtesis de que el transporte
convectivo y los procesos de difusion turbulentos pueden ser combinados en los términos de
difusion. El resultado es una ecuacién bidimensional de dispersion a una profundidad media; su
derivacion se puede encontrar en Holly (1975), aqui se reproduce un forma resumida. De la
ecuacion 2.1, desarrollando los términos en un sisteina de cordenadas tridimensional y

haciéndolo coincidir el eje x con el eje principal del flujo, obtenemos:

9-€-+u.(?£+v.qg+wg_‘z=[)u_a_2£ +D _a:_f',wt,]) _ajf_ 2.12)

o v dy & Tar Po?r Fo?

integrando la ecuacion anterior desde el fondo a hasta la superficie b y aplicando el teorema de

Letbniz, tenemos:

b

b b
f '%%dz%a% f auca’z ~(uc)l, +(uc)lag% +(wo)l,~(we)l, +-§; f avcdz—(vc)lb%% +(vc) L.

|
aay

a

3. a ac\ ab ac\ da ac ac\ o, a ac\ ab ac\ da
2D La-{p LV 2 dp L) Lyp L -p L)+ LD Lapdp X)L, p ) A
axf., o z( ”6x)”6x+(0"6x)“6x '( "82)"’ (D“az}“ayfa oy ( Way)”af( ”ay}"ay

(2.13)
reconociendo que para cualquier integrando ¢:
b —
[ ddz = 1 (2.14)



tomando en cuenta lo anterior:

_ ] -
hc)+-—-(huc)*'“(hvc) = - (l l)u~~ + (/ D QE]H. ub-Q[«) -c»vbib— ~-wb|+cﬂ{oud Fzﬁ -—va—@{‘- -nv”]
o ox &) oyl Yoy 17k "oy 7 | fax oy

f212 0213408 2] 203132 o
‘ox Y dy alrs’s “ox) ax \ Yoy %0z

Los términos entre [] de la ecuacidn anterior representan el flujo de masa entre las
fronteras, es decir, en ¢l fondo del canal y la superficie libre; tanto la velocidad del flujo como
el transporte de masa son paralelos a las fronteras en a y b, como no existe intercambio de masa
estos términos se anulan.

Considerando que cualquier cantidad ¢ es la suma de su valor promediado en la vertical y su

variacion local ¢ = ¢ + ¢" y aplicando las reglas de promedios de Reynolds, obtenemos:

5%(115)4- —a—(hﬁ c)+ éa—(h\—l c) = aax( huTT’th g ) a( hv'e ”+hD ay) (2.16)

ox y )1 dy
los términos entre () de la parte derecha de la ecuacion representan el flujo de masa horizontal

debido a la conveccién y difusion diferencial en la vertical. Por analogia con la difusién

turbulenta:

“hulle” & hD_~— % _p ai (2.17)

procediendo de la misia manera con el eje y y eliminando ~, tenemos:

0 d 3 a , dc a0
—(he)+ —(huc)+ —(hve) = D —(h—=)+D —(h— (2.18)
a:( ) ax( ) ay( ) "ax( ax) "ay( ay)
y considerando ahora que el flujo no coincide con el eje de coordenadas:
g, 0c dc a,, dc a, aoc
——hc+—-—huc+——-hvc—K—-—I +K_—(h— +K_—
(he)+ =)+ = (hve) (’m(a’»a)(’va("
(2.19)

en la cual los coeficientes K, K, y K,, son componentes del tensor de difusion:
K, = D, cos’® + D, s5in’®



K,= (D, -D)sin0Ocos ©

K, = D, sif'® + D, cos’®
© es el angulo del eje x al el eje longitudinal al flujo medido en la direccion a las manecillas del
reloj, D, y D, son los coeficientes de difusion promediados en z. En caso de que el eje x
coincida con el flujo, el coeficiente K, serd nulo,
La modelacién del fendmeno en forma bidimensional (2D), es decir, longitudinalmente y

transversalmente para uba profundidad constante:

9£+u§£ +v§£ =D .Ql‘.-yD .Qz.g. (2.20)

o o dy “ax? oyl
donde D, y D, son los coeficientes de difusion o mezclado promediados en la direccion z; u y
v las velocidades del flujo en las direcciones x e y, respectivamente.
Los coeficientes K'y D, de las ecs. 2.3 y 2,15 respectivamente, tienen diferente magnitud. El
coeficiente D, es menor que K dado que este dltimo es un promedio de la difusion en toda la
seccidn transversal e incorpora el efecto el gradiente de velocidades de dicha seccion.

Para un canal recto con flujo uniforme, Elder (1959) encontré las siguientes relaciones:

D, = 5.93u,h (2.21)
D, = 023u h (2.22)

donde £ es la profundidad media del canal; el coeficiente 0.23 estd sujeto a debate, por ejemplo,
se supone que el valor de este coeficiente debe ser de 0.1 a 0.2 tomando solo en cuenta la
turbulencia debida a la plantilla del canal como lo sugiere el pardmetro ui. Pero los valores
reportados de este coeficiente son de 0.2 a 0.3 en canales de riego, de 0.5 a 5 0 mis en rios
(Holly 1985).

En grandes cuerpos de agua tales como lagos u océanos, no hay un limite natural en distancia
con el cual correlacionar los movimientos turbulentos, Por este motivo el coeficiente de difusién

horizontal se relaciona con alguna escala de longitud:
D, = AL" (2.23)

donde Dy, es el coeficiente de difusion horizontal (D, = D, = D)), L es la escala de longitud,

A es un coeficiente que varia de 0.1 a 0.001 cm**/seg, n es un coeficiente empirico tomado

10



generalmente como 4/3. La escala de longitud puede ser el ancho observado de la nube de
contaminante generalmente considerada como cuatro veces la desviacion estindar (40). Esta es
conocida como "ley de 4/3 de Richardson” (Adams y Baptista 1986). Okubo encontré en forma
experimental que n = 1.15 y A = 0.0103 (Chin y Roberts 1985).

En la modelacion de la dispersion de aguas subterrineas los coeficientes dependen de la

dispersividad del suelo, conocida por medios experimentales.

41—
1o Dispersidn:
l— Horizontal,
) aguas superficiales
~ ]
N I the
; -
© —
=] )
9 109 Dispersldn:
5 Vertical, termoclina
b= = y regiones profundas
v en lagos y ocesnos
Tl
"
3 -
g
Q —4 |-
g 10 Difusidn molecular:
5 » Sales y gases en agua
8 ,
10=6 - Proteinas Solutos ionicos
I’ en agua en medios porosos
- Difusidn tdrmica: (sedimentos, suelos)
Sales en agua
1o-8

Fig.2.4.- Coeficientes de dispersion en varios ambientes.

La figura 2.3 debida a Lerman (Bowie, et al 1985) muestra la magnitud de diferentes
cocficientes de difusién molecular y de dispersion encontrados en varios ambientes, Esta s solo
de referencia pues su determinacion mds precisa se obtiene llevando a cabo experimentos en

campo.
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2.3 DIFICULTADES EN LA MODELACION DE LA DISPERSION.

La solucidn numérica de la ecuacién de dispersion exige un tratamiento detallado cuando se dan
ciertas condiciones. Las dificultades que se presentan en el caso unidimensional (1D),
generalmente también sc encuentran en el caso bidimensional (2D), por lo cual nos
concentraremos por el momento en analizar las dificultades para modelar la ecuacion en 1D.
La ecuacion de dispersion es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden de tipo
parabdlico. El érmino udc/dx es conocido como convectivo mientras que el términ Ka%c/dx* es
el difusivo. Un detalle interesante es que cuando K = 0 la ecuacion se hace de tipo hiperbolico
de primer orden. Esto representa problemas al resolver numéricamente dicha ecuacion dado su
doble comportamiento dependiendo de la magnitud de los términos convectivo y difusivo.
En este punto definiremos tres pardmetros adimensionales usados en la modelacion numérica de
la dispersion:

Pe, = u dx /K (Numero de Peclet de malla.)

Cr,

€

I

u At/ Ax (Namero de Courant de malla.)
=D At/ Ax* = Cr,/ Pe,

Ax y At son los incrementos de distancia y tiempo respectivamente, usados en los esquemas

X

numéricos, # la velocidad y D es el coeficiente de dispersion.

Cuando la difusién domina en el problema sujeto a modelacion numérica, précticamente
cualquier método estdndar es 1o suficientemente preciso, lo cual sucede cuando Pe < 2 (Adams
y Baptista 1986). Leonard (1979) considera que computacionalmente un flujo es dominado por
conveccion, aproximadamente cuando Pe = 5, por supuesto que esto serd mas intenso mientras
que Pe sea mayor.

Los probiemas potencialmente generados en la modelacion de -la dispersion son falsas
oscilaciones o difusion nuimérica.

Las falsas oscilaciones son atribuibles a errores de truncamiento mayores a segundo orden. En
esquemas centrados en diferencias finitas (DF), por ejemplo, se presentan cuando Pe > 2. Estas

pueden ser eliminadas seleccionando una discretizacion suficientemente fina para alcanzar el

limite de estabilidad. En muchos casos précticos esto no es posible puesto que requiere de

12



grandes tiempos de cileulo y espacio en memoria. Como remedio de estas oscilaciones se ha
propuesto el uso de métodos conocidos como "upwind”, estos son aproximaciones hacia atrds
en la distancia para el término convectivo, pero introducen difusién numérica. Esta se presenta
como un error en la precision de los calculos. Fronteras que Hamamos agudas se suavizan, como

lo demuestra la figura 2.3.

CONCENTRACION

* e
o,
breesssrmentt 4

- FALSA OSCILACION

-~ SOLUCION EXACTA

X (Y CONSTANIE)

- SOLUCION EXACTA

.
haLs 17 YT

X (Y CONSTANTL)

SOLUCION NUMERICA

Fig. 2.5.- Problemas de la aproximacién
numérica de la ecuacién de dispersion.

La tabla 2.1 muestra los limites de oscilacién de algunos de los métodos empleados en la

solucion de la ecuacién de dispersion tomada de Jensen y Finalayson (1980), la cual se

reproduce con algunos cambios para mejor comprension.
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LIMITE DE ORDEN DEL

ESQUEMA OSCILACION ESQUEMA
(PeAx <)
Diferencias finitas:
Dif. centradas 2 0(AXY)
Dif. adelante 1 : O(AX)
Dif. atrds o) 0O(Ax)
Elemento finito:
Galerkin lineal 2/(1-e) 0(AxY)
G. cuadrdtico 2 0(AXY)
G. cibico 2 0(Axh

E.F. con colocacion
ortogonal-Lagrange:

Cuadrético 2 , 0(AxY)
Cubico 3.4641 0(AxY
Cudrtico 4.644 O(AX®)

E.F. con colocacion

ortogonal-Hermite:
Ciibico 3.4641 0(AaxY
Cudrtico 4.644 0(AX%)

Tab.2.1.- Limites de oscilacion de algiinos métodos
de solucion de la ecuacién de dispersion.

Otro problema que se presenta es el sistema de coordenadas a utilizar, Para calcular la dispersion
en un rio, por ejemplo, seria conveniente tomar en cuenta la curvatura longitudinal del mismo,
por lo que generalmente son utilizadas coordenadas curvilineas. Con la finalidad de simplificar
el desarrollo de este trabajo nos concentraremos solo en secciones rectas de protundidad

uniforme, utilizando coordenadas rectangulares.
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3. METODOS NUMERICOS.

Existe muy pocas soluciones analiticas de la ecuacién de dispersion, y corresponden a casos
triviales, estas dependen de las suposiciones hechas sobre la naturaleza de la fuente de
contaminacion y la estructura de las componentes de velocidad del flujo y los coeficientes de
difusién. Esta falta de flexibilidad para resolver diferentes problemas conduce a seleccionar
métodos numéricos. La solucién numérica de la ecuacion de dispersion estd basada en la
construccion y solucidn de un sistema de aproximaciones algebraicas en las cuales se representan
los términos convectivo y difusivo. La solucién a este sistema son las concentraciones de la
sustancia que se dispersa en el espacio y tiempo. Para llegar a la solucién son necesarias las
condiciones iniciales y de frontera ademds de definir los campos de velocidad y difusién que
podrfan ser o no variables en el espacio y/o tiempo. Los campos de velocidad se conocen de
mediciones directas en el campo, en modelos a escala, o a través de modelos numéricos de
circulacién. Los coeficientes de difusidn, calculados por diversos métodos, se toman tipicamente

como constantes.

Los métodos usualmente empleados son los de diferencias finitas (DF) y elemento finito (EF).

Las ventajas del uso del método del EF (Adams y Baptista 1986) se pueden resumir asi:

- Manejo mds eficiente de fronteras complicadas, ademds de mejor refinamiento de la red
interna,

- Un tratamiento mds consistente de las condiciones de frontera y los procedimientos de
interpolacion sobre el dominio,

Las ventajas del método de DF: *

- Una formulacién mds intuitiva y tiende a requerir menos espacio en memoria y tiempo del
CPU, para un similar mimero de nodos.

- Un procedimiento mds sencillo en {a preparacién y entrada de datos.
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En problemas de 1D los métodos de DF y EF tienen los mismos tipos de errores de fase y
amplitud. Aunque, como ha demostrado Gray y Pinder (1976), los esquemas de EF se
comportan mejor.

En cualquiera de los métodos anteriores puede haber diferentes estrategias para resolver la
ecuacién de dispersion. Basados en el tipo de sistema coordenado los métodos se clesifican en

Eulerianos, Lagrangianos o la combinacion de ambos, Euleriano-Lagrangianos.
3.1 METODOS EULERIANOS.

En este tipo de métodos Ia ecuaci6n a solucionar se aproxima por medio de los métodos en DF
o EF en una red fija en el espacio. El método de DF ha sido usado desde finales de los 50's para
solucionar la ecuacion de transporte. Tipicamente se discretiza el dominio en una red ortogonal,
en la cual en cada nodo se representa la ecuacion diferencial por aproximaciones algebraicas
conocidas como diferencias finitas. Los métodos de DF se comportan bien en situaciones en las
que la difusion domina, es decir, valores de Pe pequeifios donde a funcién de la concentracion
es suave. Cuando el gradiente de la concentracion es fuerte (Pe grandes), los esquemas basados
en diferencias centradas para el término convectivo sufren de oscilaciones (falsas oscilaciones)
que no ocurren fisicamente. Estas son consecuencia de errores de fase en longitudes cortas de
onda; asf las oscilaciones ocurrirdn cuando las longitudes de onda del esquema sean mayores que
las de la solucidn exacta. Price et al. (1966) demostré que tales oscilaciones pueden ser
eliniinadas restringiendo el tamafio de los incrementos espaciales de la red, mostrando que estos
deben satisfacer Ax < 2/Pe. Esta no es siempre una alternativa prictica por lo que ¢s necesario

encontrar otra solucion.

Los esquemas conocidos como "upwind" para el término convectivo y diferencias centradas para
el término difusivo, se han usados para remediar las oscilaciones. Esto introduce grandes errores
de truncado los cuales son equivalentes a un término de dispersién numérica, que en algunos
- casos llega a ser mucho ‘mayor que la difusién fisica. El efecto de esta dispersion numérica es
suavizar las fronteras agudas de concentracién. Otra forma de reducir la dispersion numérica es

la utilizacién de esquemas con alto orden de aproximacién en el espacio, tiempo o ambos, con
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los cuales se adiciona un término de correccién negativo al coeficiente de dispersion. Algunos

de estos son conocidos como métodos de correccion de flyjo.

En el método del EF el dominio es dividido en elementos de una forma conveniente como
tridngulos, cuadrilteros u otro tipo de poligono. Dentro de cada elemento la informacion se
concentra en los nodos, pero puede ser interpolada al interior usando funciones preseleccionadas
de interpolacién. La ecuacién diferencial parcial original se transforma en un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo, usando un método de residuos pesados. La
integracion numérica de este sistema conduce finalmente a un sistema de ecuaciones algebraicas,

el cual resultard en los valores de las concentraciones en los nodos.

El uso del método de residuos pesados requiere de la definicién de residuos pesados elementales,
resultantes de la integracién sobre cada elemento de los errores generados en la aproximacion
del campo de concentraciones actual, pesados por funciones de peso preseleccionadas; 1a suma
de los residuos elementales es forzada a ser cero para minimizar la aproximacion de los errores.
De la seleccion de las diferentes interpolaciones y funciones de peso resultan diferentes métodos
del EF. A principios de los 70's, la mayorfa de los esquemas en EF usados en la solucién de
la ecuacion de transporte usaban las mismas interpolaciones y funciones de peso; estos métodos
son conocidos como métodos Galerkin de EF (GA-EF). Los métodos anteriores conducen a
aproximaciones en diferencias centradas del término advectivo y presentan las mismas
limitaciones de las diferencias centradas en DF, las oscilaciones se producen cuando el nimero

de Péclet excede un valor critico.

Otros métodos en EF fueron desarrollados a finales de los 70’s conocidos como Petrov-Galerkin,
en un intento de tomar en cuenta la direccién del flujo, es decir, upwind EF. Con la misma
caracteristica de los métodos upwind en DF, estos eliminan las oscilaciones pero introducen
dispersién numérica. En este método las funciones de peso se obtienen a través de las funciones
de interpolacién con un cambio en la forma que incrementa el peso relativo de la informacién
en la direccion del flujo en una magnitud que depende de la geometria y las caracteristicas del

flujo. Otras desventajas de estos métodos son que necesitan un mayor esfuerzo computacional
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y son dificiles de manejar elementos que no son cuadriliteros.

Los métodos Eulerianos generalmente no son seguros al aplicarse para Cr mayores a 1,
condicién conocida como de Courant-Frederich-Lewy (CFL). Si no se cumple en el caso de
esquemas explicitos se hacen inestables y en esquemas implicitos, ain cuando sean estables,

pierden precision fuera de ese limite.

3.2 METODOS LAGRANGIANOS.

Debido a que los métodos Eulerianos son insatisfactorios cuando el término convectivo domina,
se aplican los métodos Lagrangianoé a la solucidn de la ecuacion de transporte. Estos métodos
estdn basados en una red deformada o en una red fija con coordenadas deformadas, es decir, que
acompaiia a el flujo. En el primer caso la red es mds fina en la vecindad de las fronteras agudas
y més amplia fuera de ellas. Los resultados con los estos métodos estdn libres de oscilaciones
o difusién numérica.

Auin cuando estos métodos son mdas seguros que los Eulerianos, tienen algunas limitaciones serias
cuando se consideran problemas complejos, tal es el caso de la existencia de absorcion o
reaccidn, miiltiples fuentes, intermitencia, etc.

Cuando la red o las coordenadas se deforman, las matrices en el método de EF deben ser
reavaluadas y/o descompuestas nuevamente cada paso de tiempo (en el caso de coordenadas
Lagrangianas, esto se debe a que la localizacion de las fronteras varia con el tiempo). Esquemas
enDF puéden encontrarse en Al-Niami y Rushton (1978) o Bode y Sobey (1984). Otros métodos
basados en EF son los desarrollados por Varoglu y Finn (1980), Jensen (1980), Jensen y
Finalyson (1980) y O’Neill y Lynch (1981).
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Fig.3.1 - Sistemas coordenados de los métodos
Euleriano (x-t) y Lagrangiano (£-t).

3.3 METODOS EULERIANO LAGRANGIANOS (E-L).

El propdsito de estos es combinar la simplicidad de los métodos Eulerianos con las ventajas de
los métodos Lagrangianos. Los métodos E-L. separan la ecuacién de dispersién en sus dos
componentes: conveccion y difusion, las cuales son resueltas cada una, con la técnica mds
apropiada. ‘Frecuentemente la ecuacién de conveccion se resuelve por el método de las
cara_cterféticas, mientras que la difusi6n se resuelve con DF o EF.

En el método de las caracteristicas se asigna a cada nodo en el tiempo 1" una particula que no
cambia su concentracién mientras se mueve a lo largo de su linea caracteristica definida por el
flujo. Se localiza su posicién en el tiempo anterior ¢" y por medio de interpolacion entre los

nodos adyacentes se encuentra su concentracién, la cual es asignada a el nodo en "*!, Esta es

la solucién del término convectivo tinicamente. El término difusivo se resuelve por medio de

diferencias centradas en DF o EF utilizando a las concentraciones encontradas como condiciones

iniciales. De este modo se soluciona la ecuacién completa de dispersién.
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Los errores encontrados con este procedimicnto se deben principalmente a la solucién de la
conveccion por medio de la interpolacion de las concentraciones. Entre mejor sea el
procedimiento de interpolacion mejores serin los resultados obtenidos. Debido a que los errores
se incrementan con el namero de interpolaciones, entre mayor sca el incremento del tiempo At,
menor serd el ndmero de interpolaciones por lo cual serd mejor la precision alcanzada. Esta es
una ventaja respecto a los métodos Eulerianos que su precision disminuye rdpidamente cuando

se incrementa Af.

Existen diferentes procedimientos de interpolacion, Baptista (1987) los clasifica en forma general
en esquemas de interpolacion global y local. Los primeros utilizan todos los valores conocidos
de la variable dependiente para encontrar los valores en los puntos requeridos con un polinomio
que involucre a todos los nodos del dominio. Esto tiene el inconveniente de utilizar mucho
espacio en memoria pues el nimero de nodos puede legar a ser de cientos o miles. Ademds,
polinomios de alto orden tienden a oscilar entre los nodos, produciendo inestabilidad o errores
significativos.

La interpolacion local, que funciona adecuadamente, utiliza solo algin ndmero de nodos
alrededor del punto en consideracidn proporcionando con esto mejor manipulacion de la

informacion requerida.

De acuerdo con su categoria los interpoladores pueden ser compactos y no compactos. La
interpolacion compacta sélo utiliza la informacion de los nodos adyacentes, mientras que la no
compacta aprovecha la informacidn en nodos més distantes.

La clase de un interpolador se define por el orden de sus derivadas. Con un interpolador de clase
', donde d es el orden mayor de las derivadas, lodas sus derivadas serdn continuas hasta un
orden d. Asi, si el interpolador es de clase ¢ entonces no son utilizadas derivadas en el

esquema.
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3.4 SOLUCION A LA ADVECCION.

Si en la ecuacion de dispersién (ec.2.7) se desprecian los términos difusivos, entonces se tiene:

w8, g 3.1
ot dx dy

dado que la velocidad u es independiente de la concentracidn ¢, esta ecuacion es una diferencial
parcial lineal de primer orden, la cual puede ser descompuesta en tres ecuaciones diferenciales
ordinarias (Holly y Usseglio-Polatera 1984). Es decir que es equivalente a:

Dec  dc dxdc dyade _ 0 (3.2)

[ N e Syt S

Dt ot dtox dtody
que representa la derivada total o sustancial de ¢, lo que significa que el valor de ¢ de un
volumen diferencial permanece constante durante el movimiento de ese volumen a lo largo de

su trayectoria, la cual se define por:

dx

——r——, = 3'3
= u 3.3)
& 3.4
7 y )

que se conocen como direcciones o ecuaciones caracteristicas.

t
y - X=ut
VA
.// ,// ' v,.-"/ yd
/ s a / e
e / / //
e e 7 y
/ yd SN
V% S/ TS= uneas
/ Vs CARACTERISTICAS
/
‘ - X
Fig.3.2 - Lineas caracteristicas de una ecuacién
hiperbélica.
Integrando las ecuaciones 3.2, 3.3 y 3.4 obtenemos:
c,-C
0. Ff - (3.5

At
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a lo largo de la trayectoria:

0
Xp~Xp = f u dt 3.6)
[)
0
Yo-Vp = j v dt 3.7
P
en donde P es el inicio y O el final de la linea caracteristica.
Si la velocidad es constante las ecuaciones 3.6 y 3.7 se simplifican a:
Xp=Xp = UAL = aAx 3.8)
Yo-Yp = VAL = bAy (3.9

donde a y b corresponden a los mimeros de Courant en las direcciones x e y respectivamente.

f‘l')
Zl) i+l

t

et

Fig,3.3 - Aspecto de una malla bidimensional

mostrando una curva caracteristica.
El valor de ¢, se obtiene generalmente por algin método de interpolacion, usando las
concentraciones en el tiempo #”, esta concentracién entonces es asignada a ¢

Co = Cp (3.10)

fo que significa que el valor de c,j"“ = ¢o. Esto se lleva a cabo para todos los nodos de la
malla.
Los diferentes métodos que usan esta técnica dependen de la forma de interpolar c¢p. En el

presente trabajo se analizardn la interpolacion bilineal, bicuadratica y los polinomios cibicos de

22



Hermite (método de Holly-Preissmann 1977).
El método mds simple de interpolacion es el lineal. El valor de la concentracion en el punto

¢! = ¢, se calcula interpolando linealmente entre los valores de ¢y ¢},

Ax(1-p)== == = p(ax)

n+l —O > { {( e
0
n - { (> <.
1-2 i—1 P i i+1
Xp Xy

¥ig.3.4 - Notacion empleada, mostrada en una malla unidimensional.

Como se puede observar en la fig.3.4, una particula en el punto P viajando a una velocidad

constante 1 se desplazard una distancia x + uAf en un tiempo ¢ + Af, por lo que tenemos:
cnt) = c(x+ult, t+Af) = c(x+pAx, t+Af) (3.11)

aplicando la formula de interpolacién de Gregory-Newton modificada (Wylie y Barrett 1985):

fP) = flxepAy) = £, - plf,f;) + P(Z'l'l)[fz-zfﬁﬁ,] (3.12)

donde f(P), f, v f, son las concentraciones en los puntos P, x, y x, respectivamente, p es un
coeficiente de peso que posiciona al punto P con respecto a ¢" y ¢,.,". Puesto que el polinomio
es de primer grado en la interpolacidn lineal, solo se utilizan los dos primeros términos de la
ecuacion anterior. Sustituyendo los valores conocidos para los dos puntos:

¢p = ¢ -plef-cly) G.13)

en el que se puede observar que p es el nimero de Courant de la malla cuando este es menor
que la unidad. Pero cuando Cr > 1 la linea caracteristica se traslada varios nodos mas atrds de

los inferiores al punto O. Como p es un factor de peso entre las concentraciones mds proximas
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al-punto P, es necesario adicionar otra variable que represente el nimero de nodos hacia atris
en el que se encuentra el segmento de interpolacién, en este caso se designard como s. Por lo
que para el caso unidimensional el mimero de Courant serd la suma de ambos.

Generalizando para cualquier nimero de Courant, el método de las caracteristicas se plantea de

la siguiente forma mads general (fig.3.5):

i
i1 i+1
N+l O OO 4)—740)—-0—-
-~ 0
,r/

N OO OO

- - ey I‘)

la=uat/ax
|'s

R e 'Y

Fig.3.5 - Generalizacion del método de las caracteristicas para cualquier Cr.

Por lo que utilizando la notacién anterior obtenemos un esquema mds flexible en cuanto a la
restriccion de Courant-Frederich-Lewy para la interpolacion lineal:

Cp = Ci?a = Ci?s—p(ciljs—ci'—ls-l) (3.14)
donde a es el mimero de Courant en la direccion x, s es la parte entera y p la fraccionaria del
mismo, por lo que a = s + p. De la fig. 3.5, s es el nimero de nodos que recorre la curva
caracterfstica y p es la fraccién de Ax entre los nodos i-s e i-s-1.

Con la férmula de interpolacion anterior es posible que el nimero de Courant sea mayor a 1,
lo cual es una ventaja sobre los esquemas de diferencias finitas comunes, y lo serd tanto como

las condiciones del problema a resolver lo permitan, tanto en su escala espacial como temporal.
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Fig.3.6 - Celda de interpolacion.

La interpolacion bilineal emplea las concentraciones de cuatro nodos adyacentes a el punto P
donde inicia la curva caracteristica (fig.3.6). Se obtiene a través de doble interpolacion lineal
en cada uno de los ¢jes. Utilizando la ecuacion 3.13 se encuentra el valor de » con las
concentraciones en los puntos e y f, después se calcula s con los puntos g y A Por ltimo se
calcula P con una interpolacion lineal entre » y s pero en la direccién y. Combinando los dos

pasos anteriores y arreglando términos se obtiene:

Cp = Ci’fa.i-l) = (1'.0)[(1"(])6:"er "'qC:{'-:J—r—ll
(3.19)

h

+ pl-@)cingy ., +q€;’~s~l.}'—r--!]
donde 5 y r son las partes entera, p y ¢ las fraccionarias del mimero de Courant en las
direcciones x ¢ y respectivamente, es decir, a = s-+p y b = r+q. El esquema anterior es el
método upwind en 2D, por lo que serd estable pero presentard difusion numérica.

Con la misma ec. 3.12, tomando los tres primeros términos, obtenemos la férmula de

interpolacion cuadrética:

cv"”=Ci’t~§(cln“c:1)+§("ifx -2¢"vey,) (3.16)
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Fig.3.7 - Vista en planta de la malla y notacién para Cr > 1.

Una vez generalizado para cualquier Cr, el esquema es el siguiente:

nel  n

i “Cis™

%(C‘-"_s —Ci,—ls- 1) + '122'(01"-'.\‘—1 —201"}.5' +Ci"ls . 1) (3' 17)

En la interpolacién bicuadritica se necesitan la informacion de nueve nodos adyacentes al punto

P, los cuales estdn relacionados de la siguiente forma:
n 1 ! n 2\ N 1 n
Ci-aj-h = -2-1)(1 +p) [5(1 +q) Cis-yjora * (-0 )ci-s-l./'—r"',z'q(l ~q) Cioso1-ro)
1 n 1 n
+(1 —pz)[-z-(l ) Cygr+(1 —qz)c,»".w.,—iq(l “Q)Ceg jora)

1 4 1 n n 1 n
(LU= +Q) ¢y i1 H A=D1 i == QL =Q)Ci g1 fors

2[’( P)[.z( Q) Ciosarjora (1 =G )iy 2(1( Q)Cizset joral 3.18)
en la cual se ha generalizado para cualquier nimero de Courant. Aunque en su versioén 1D este
esquema es estable, en el caso 2D es inestable. Leith (Roache 1982) propuso un modificacion
al esquema anterior basado en el concepto de pasos fraccionales de tiempo. Este método es
llamado operador de separacion en el tiempo. Consiste en aplicar el interpolador cuadrético en

1D, en la cual si es estable, separadamente en cada una de las direcciones x ey, en sucesion,
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tomando los valores resultantes de la primera direccion como valores de inicio para la segunda:

(3.192)

netf2

1 n 4 l ;
Ci-aj-b= “'Z'P(l DI gurgr+(1 “I’Z)Ci’»-.ﬁ/-r* ‘?jp(l +p)ci’—‘s~l,/—r

. l . a1 g
oy 4= 5 1Dl (=2 a( el 3.19)

en realidad el término ¢; ,"”’2 no es la solucidn intermedia en el tiempo, sino un valor precedente
utilizado en la solucién. Si se deseara usar la interpolacién bicibica serfan necesarias las
concentraciones de 16 nodos alrededor del punto P.

En su versién unidimensional el método de interpolacion cithica de Hermite tiene una precision
de cuarto orden, estd basado en la construccidn de polinomios de interpolacion entre la variable
dependiente y sus derivadas para dos puntos adyacentes en el eje espacial (Holly y Preissimann
1977). En comparacién con otros, el método H-P presenta menores errores de dispersion y
difusion numérica como se demostrard en el siguiente capitulo,

La ecuacidn de interpolacion de Hermite para un polinomio de grado 2N+1 en forma

unidimensional es la siguiente:

N N
¢ = Y@+ Y Lo, 00 (3.20)
i=0 i dx
donde N es el ntimero de intervalos utilizados en Ia interpolacion y:
o =[1-2L ()L @.21)
by =(e-x)L X)) (3.22)
L;(x) es la funcion de Lagrange:
X=X (=% (X=X
P (.23

) (X)X, ~x). (%, -X))

Es posible usar polinomios de Hermite hasta de quinto orden, pero los mds comunes son de
tercer orden como el del esquema de Holly y Preissmann, por lo que en ese caso N = 1. El
método calcula ¢, utilizando los valores de ¢, y ¢, y sus derivadas espaciales cx;,, y cx,, en

el tiempo n. Sustituyendo las ecuaciones anteriores y tomando en cuenta que:

X=X, =p Ax
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se obtiene:
¢, = Il vhyelrhex,  +hyex (3.24)
donde:
hy=p*(3-20); hy=1-h;
hy = p*(1-p)Ax; hy=-p (I -p) Ax
Ademés es necesario conocer el valor de la derivada espacial en cada punto, la cual se obtiene
derivando en el espacio la ecuacion 3.22, de esta manera:
Xy = ke + ke, v kel o+ ke, (3.25)
donde: _
k=6p@p-1)/A; k= -k;;

ky=pGp-2):k=@-1)C-1)

En su articulo Holly y Presissmann (1977) solo sugieren como utilizar su método en dos
dimensiones, en otro articulo Holly y Usseglio-Polatera (1984) desarrollan el método con mayor
detalle en la forma bidimensional. Esto se logra en forma sencilla utilizando las ecuaciones
anteriores en cada uno de los ejes involucrados, tal como se haria una interpolacion bilineal. Con
los valores conocidos de ¢ y ¢y en los extremos de 1a lineas ge y Af (fig.3.6) se encuentra el
valor c enm y n con la ec. 3.13 para la direccion y. Usando cx y cvy en los extremos de las
lineas ge y hf se calcula cx en los puntos m y i con la ec. 3.13 en la direccién y. Con la misma
ecuacion en la direccion x y utlizando ¢ y cx en los extremos de ef y gh se encuentra ¢ en los
puntos r y s. Empleando ¢y y cyx = cxy en los extremos de las lineas ef y gh se calcula ¢y en
ry scon la misma ecuacion en la direccion x. Utilizando los valores de ¢ y cx en los extrenos
de mn calculamos ¢ y cx en el punto P, con las ecs. 3.13 y 3.14 respectivamente, en la direccion
x. Por ultiino con ¢ y ¢y en los extremos de rs se calcula ¢y en el punto P conlaec. 3.14 en la
direccién y (para mayores detalles véase Holly y Usseglio-Polatera 1984). |

Una vez determinada la concentracion y sus derivadas en el punto P, la concentracién es

asignada al punto ¢;"*’

por integracién a lo largo de la curva caracteristica. Pero es necesario
conocer ex"*, ey’ y cxy**! trasportando los valores conocidos. Esto se logra con la diferencial

de la ec. 3.1 conrespecto axey:
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24 ~UCX = V,CY (3.26)
Dt '

Doy o er -ve 3.27
> H,CX = V,CY (3.27)

en la cual D/Dr es la derivada sustancial a lo largo de la trayectoria, «, = du/dx, u, = du/dy,
Vo = du/ox, v, = du/dy, y las derivadas dec las concentraciones en x ¢ y son ¢x y ¢y

respectivamente. Las derivadas u,, u,, v,y v, son deducidas del campo de velocidades y cx y ¢y

fueron calculadas en los anteriores pasos. Para obtener cxy™’ se deriva en forma cruzada la ec.
3.1
Doy o yexe - v cyy - u_cx - v.cy - (u+v)oxy (3.28)
Dt o x y xy x oy

donde cxx es la segunda derivada con respecto a x, y del mismo modo las siguientes. Para
resolver la ecuacion anterior es necesario evaluar otras derivadas, por lo que para calcular cxy"*’
se usa una forma mds conveniente utilizando la informacion ya recabada:

n_ 1 Cxi;u“'xi;-l 1 c)’l':lj”c)’i'—tl,j (3.29)

cxy..:-—- R -
Vo2 yj..]‘yjq 2 i1 "X

En un campo de velocidad constante no es necesario realizar las anteriores aproximaciones, los -
valores de las concentraciones y sus derivadas serdn aquellos encontrados con las ecs. 3.22 y
3.23. Glass y Rodi (1982) propusieron un método similar utilizando el método H-P pero con
algunas diferencias al propuesto por Holly y Usseglio-Polatera. Con la finalidad de mejorar la
presicion del método de H-P, Yang y Hsu (1991) proponen una modificacién en la cual utilizan
la informacidn de m niveles en el tiempo (¢*™) para llevar a cabo los cdlculos. Los resultados
alcanzados para m = 4 son mejores pero a costa de mayor esfuerzo computacional. Yang,
Belleudy y Temperville (1991) plantean la construccion de un esquema de un mayor orden que
el H-P, utilizando un polinomio de sexto orden usando las concentraciones en los nodos, sus
primeras y segundas derivadas, para el término advectivo, pero tiene la desventaja de utilizar

mucho mayor espacio en memoria,
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Toda (1986) desarrollé un método hibrido basado en el método H-P, para la solucién de la
ecuacion de dispersion. Este método aproxima simultaneamente los términos advectivo y difusivo
en 1D, wutilizando el esquema de H-P para la adveccion y Crank-Nicolson para el difusivo,
obteniéndose con esto una reduccion en el tratamiento de las condiciones de frontera.
Desafortunadamente las desventajas son las mismas que el método H-P, el espacio en memoria

es considerable para una computadora personal.
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3.5 SOLUCION A LA DIFUSION.

Considerando ahora los términos difusivos, la ecuacion a resolver es la siguiente:

De e dc (3.30)

Dt ot T oy?
Esta es una ecuaci6n de tipo parabdlico, susceptible de ser resuelta con algin método en DF o
EF en su forma bidimensional. Los esquemas explicitos. en DF son una opcidn pero sus
condiciones de estabilidad son mas restrictivas que las de los métodos implicitos. En forma
general los métodos implicitos mas utilizados son los implicitos completos o el de Crank-
Nicolson. Las dificultades se presentan al tratar de resolver la matriz resultante de estos
esquemas pues esta resulta no tener alguna estructura bien definida que pudiese ser resuelta més
eficientemente. Usar algiin tipo de procedimiento como el métado eliminacion de Gauss seria

muy lento.

El problema con el esquema implicito bidimensional puede ser salvado separando el algoritmo
de solucién en dos mitades para avanzar un intervalo de tiempo. Cada mitad, en la cual los
términos de esta estin asociados con una direccibn en las coordenadas, son tratadas
implicitamente. Consecuentemente solo los términos de esa direccion son agrupados junto a la
diagonal principal. Como resultado puede usarse el eficiente algoritmo de Thomas para obtenér
la solucién en ambas direcciones. Los valores resultantes de la solucién a la primera mitad son
usados como valores iniciales para resolver la segunda direccién. Estos valores serdn la solucién

para ese intervalo de tiempo.

La técnica de separacion mds conocida es el método implicito de direcciones alternantes (IDA).
Este método fue propuesto por Peaceman, Rachford y Douglas como una variacién del método
de Crank-Nicolson y es especialmente eficiente para regiones rectangulares. EI método de
Crank-Nicolson es incondicionalimente estable, por lo tanto se adopta para resolver la difusion,
requiriendo la solucién simultdnea de las ecuaciones en diferencias para cada uno de los puntos

de la reticula de todo dominio para cualquier intervalo de tiempo. El esquema es el siguiente:
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1+ 172 n
W =W s . L+ 1)2 1 e
i i-aj-b - D.l' “’;y Z;V" |/2 Iy] [;VJvl 2”/ l ] (3'31)
Ar/2 (Ax)* (Ay)

W es la variable dependiente a conocer, en los esquemas de interpolacion bilineal y bicuadratico
serd la concentracion, pero en el método de interpolacion de Hermite se sustituirn ademds las

derivadas en cada nodo. Los valores de W, ;" son los de la solucién al término advectivo, W"

-a,j-b
es la solucidn en el tiempo anterior, mientras que W'+ son los valores intermedios de inicio

para la siguiente direccion,

La matriz de coeficientes resultante tiene una forma tridiagonal que puede ser resuelta en una
forma sencilla por el algoritmo de Thomas.
Una vez resuelta la direccién x sc procederd con la direccién y con el esquema siguiente:
+1
Wi Wia D,
Atf2 (A )2l

+1 +1 +12 n+ 142 v+ 1/2 .
V:/ol 2 W } (Ax [Wi"w 2Wy W } 3.32)
Procediendo a resolverse de la misma forma que la anterior matriz. En este caso W'*/ son los
valores de la variable dependiente para el tiempo n+ 1. El método de H-P necesita que cada una
de las componentes, es decir, la concentraciones y sus derivadas, sean recalculadas con el

método IDA antes de iniciar un nuevo intervalo de tiempo.
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3.6 CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA.

Los valores de las concentraciones a lo largo de la frontera espacial son condiciones de frontera
mientras que los valores de concentraciones o cualquicra de sus derivadas para un tiempo
especifico son las condiciones iniciales.

Los tipos de condiciones de frontera dependen del problema a modelar, el tratamiento a cada
una de ellas es distinto. La forma mds eficiente de manejarlas es atn materia de estudio
(Berezowsky 1990).

Las fronteras pueden ser sélidas, de entrada o salida de flujo, y deberdn ser especificadas de
manera distinta para la adveccién o difusién.

Existen tres tipos de condiciones en las fronteras. Cuando un valor c(£,¢) (£ es alguno de los gjes
modelados) se impone en la frontera se obtiene la conocida condicién de Dirichlet. Esta se
presenta cuando se modela la entrada de un contaminante a un rio 0 embalse. Un valor impuesto
de la derivada de la concentracién dc/dt es una condicion de tipo Neumann que implica, por
ejemplo, reflexién en una frontera impermeble donde dc/0¢ = 0. Una condicién mixta es de tipo
Robin.

Las condiciones de frontera para la adveccién en fronteras cerradas y aquellas donde el flujo sale
del dominio de interés, no son necesarias puesto que las lineas caracteristicas no cortan estas
fronteras. El punto P siempre se encontrard dentro de una celda del dominio y su valor se
encontrard interpolando con los valores impuestos en esas fronteras. El transporte a través de
las fronteras solidas se hace nulo en los nodos que son colineales a la frontera siempre que no
existan componentes de la velocidad normales a la frontera, siendo también esta una condicién
de frontera para modelos hidrodinimicos. ;

Para aquellas fronteras en las cuales el flujo entra‘ al dominio, la informacién se proporciona
como una condicién en funcion del tiempo. Esta informacion es la concentracion en la direccién
tangencial T en funcién del tiempo, es decir ¢(7,¢), y debe ser diferenciable en T'y ¢. De esta
manera es posible calcular dc/dt y dc/aT. Con los valores anteriores es posible calcular dc/aN,

siendo N la direccién perpendicular a la frontera, con la ecuacion:

ac de ac

—

d 0 4 3.33
a e Ty (3.33)
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donde u; y uy son las velocidades tangencial y normal en el punto P. Por lo anterior es necesario

que sean diferenciables, es decir, no se permiten discontinuidades.

Para el cdlculo de la difusién son necesarias condiciones de frontera en todo el dominio debido
a st naturaleza parabdlica. Puesto que las derivadas de las concentraciones también son afectadas
por este proceso es necesario especificarles condiciones de frontera en todo el dominio, por lo
que se considera una sobrespecificacion de las condiciones. En realidad solo se reimponen las
condiciones de frontera ya establecidas por la adveccidn, puesto que las variaciones de la
concentraciones debido a la difusién son ligeras. Las fronteras cerradas utilizan el principio de
imagen de nodos para las concentraciones y sus derivadas.

Por dltimo, una vez generalizado el método para cualquier nimero de Courant, es necesario
definir el tratamiento de las fronteras cuando Cr > 1. Cuando este es mayor que la unidad las
lineas caracteristicas intersectan a la frontera y, como se mencion6, las condiciones impuestas

son las que definirdn ¢! procedimiento a seguir.

t

L B

l.) C

“

1
i-1 i
Fig.3.8 - Celda en la frontera con
linea caracteristica para Cr > 1.

En este caso Verwey y Daubert (1978) proponen realizar la interpolacién del punto P con las
concentraciones en ¢" y ¢/, Lo cual puede llevarse a cabo con cualquiera de los esquemas

analizados.
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i-1 i
Fig.3.8 - Celda en la frontera con
linea caracteristica para Cr > 1.

En este caso Verwey y Daubert (1978) proponen realizar la interpolacion del punto P con las
concentraciones en ¢’ y ¢"*'. Lo cual puede llevarse a cabo con cualquiera de los esquemas

analizados.
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4. ESTABILIDAD, ANALISIS DEL ERROR Y
TRUNCAMIENTO.

En muchas situaciones fisicas de la dinimica de fluidos existen discontinuidades tales como las
ondas de choque, que son representadas como fronteras agudas. Debido a los grandes gradientes
asociados a estas fronteras la precisién de las soluciones numéricas es dificil de obtener.

En ecuaciones diferenciales parciales elipticas o parabélicas, las condiciones iniciales y de
frontera de este tipo no son un problema, pues con aproximaciones de alto orden se alcanzan
resultados precisos. Con las ecuaciones hiperbdlicas una discontinuidad en los datos iniciales se
propaga en el dominio de interés y causa considerables dificultades computacionales.

Los problemas asociacdos a la aproximacion a través de los métodos de DF o EF son de dos
clases. Enla vecindad a fronteras agudas la solucién numérica estd caracterizada por oscilaciones
o sobresaltos excesivos relativos a la solucion numérica o por suavizacion de la frontera. Las
causas de estos fendmenos pueden ser analizadas a través del examen de las caracteristicas de
propagacion de onda de los esquemas numéricos. Cuando las ondas son transportadas con una
fase incorrecta se desarrollan las oscilaciones. Cuando las ondas son numéricamente
sobreamortiguadas se presenta la suavizacién numérica de las fronteras. De esta manera en la
discusién de cada procedimiento numérico se deben analizar los errores de fase y amplitud.
Debido al procedimiento de separacion de los fendmenos de conveccion y difusion en los
métodos E-L, el andlisis de Fourier se realiza también por separado para cada uno de ellos en
su forma unidimensional. Aunque el anlisis de los métodos lineal y cuadratico en su forma
bidimensional es relativamente sencillo, la complejidad del método de interpolacion de Hermite
en 2D es bastante mayor por lo que se presentan solo algunas de las condiciones que se deberin

respetar y algunos comentarios al respecto.
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4.1 ESTABILIDAD.

Esta sc puede definir como la tendencia en la solucién numérica a decaer cuando ocurre
cualquier perturbaci6n espontinea, Esta se presenta como oscilaciones no fisicas desde la linea
de simetria y se propagan a las fronteras. La amplitud de estas oscilaciones se incrementa con
el tiempo.
Los errores producidos durante el clculo no son debidos a un procedimiento incorrecto sino que
la computadora no puede calcular con un infinito nimero de cifras decimales. En la prictica,
cada clculo se lleva a cabo por un nimero finito de lugares decimales los cuales introducen un
error de redondeo a cada paso del cdlculo. Un esquema particular es estable si el efecto
acumulativo de todos los errores de redondeo producidos en la aplicacién del algoritmo es
despreciable.
El andlisis de Fourier es el método generalmente empleado para analizar los esquemas ¢
interpretado por métodos como el matricial o el de Von Neumann, Cada modo en la serie de
Fourier crecerd o decaera dependiendo de la ecuacidn discretizada, la cual posee una expresion
especifica para el factor de crecimiento o decaimiento para cada modo. Si un modo particular
creciera sin limite, la ecuacién tiene una solucién inestable, Esto puede suceder aln si la
ecuacidn es resuelta en forma exacta, es decir, sin errores de redondeo presentes. Si se
introducen estos errores de redondeo, la misma naturaleza de las ecuaciones podrian causar su
crecimiento inaceptable. Consecuentemente los procedimientos de andlisis de estabilidad del
esquema son los mismos ya sean estos estables o inestables. Para poder realizar el andlisis de
estabilidad de Fourier, la ecuacién diferencial parcial debe cumplir las siguientes condiciones:

a).- Debe ser lineal.

b).- El dominio de interés debe ser infinito.

c).- Espaciamiento de reticula debe ser constante.

d).- Los coeficientes de la ecuacion son constantes.

Suponiendo que la componente inicial estd dada por una funcién de Fourier:

¢; = exp(iBjAx) «.1)
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donde exp es la funcién exponencial, i = (-1)", B es la frecuencia espacial del error, Ax es el

incremento de distancia, j la posicién del componente. Puesto que € = f# Ax:

¢} = exp(ijo) 4.2)
La solucidn del esquema numérico para cualquier tiempo n, se puede expresar como:

¢! = G" ¢¥® 4.3)
donde G es conocido como factor de amplitud. Este debe cumplir la condicion:

IGl < 1 4.4

El esquema de interpolacion lineal para la ecuacién de adveccion (ec. 3.14):

& = e p(efme) @5
sustituyendo la ec.4.3 en la anterior
GIeleibids o GgibU-98s _p 1, iBG-98x_GngifG-s-1ax) 4.6)
dividiendo por G'ea
G = e-AiDsAx[l _ p(l -e ‘i[le)] (4.7)

de la identidad trigonométrica de Euler

e = cos® - isen® 4.8)
obtenemos el factor de amplificacion
G = e "1 -p(1 -cos®) -ipsend] “4.9)

multiplicando por su complejo conjugado y considerando que |e*®| = 1:

112

Gl = [1 -4p(1 —p)senzg (4.10)

Para mantener la estabilidad del esquema se debe cumplir con p < 1 (condicién CFL).
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Fisicamente esta condicion indica que una particula del fluido no deberd viajar mds de un
incremento espacial Ax en un incremento de tiempo Az. Con la generalizacion del método de la
aracteristicas, siempre p serd menor que la unidad por lo que se garantiza la condicidn Courant-

Friedrichs-Lewy.
Con el esquema de interpolacién cuadritico (ec. 3.17):

2
nel n P on N 14 " nooon )
€ =G~ 5 (Cigar - Cjog1)* Y (€120 i) (@.11)

sustituyendo

el L iBjAx n iD(/’*s)Ax_E nr,ipG-seDAx _ iBG-s-1)Ax !
G"''e =Gl 5 G"[e e ]+

2
+ l_)z_ G "[ePU-3+DAx _ 9 ,iBG-9)x +ei[l(/'~.\'»l)Ax] @.12)

procediendo de la misma manera que el anterior obtenemos:
G = ¢ P 4+p2(cos® - 1) - ipsend] (4.13)

de aqui
o2
Gl = [1-4p*(1 —1)2)sen“-;2 4.14)

para mantener la estabilidad del esquema se debe cumplir también que p < 1,

El andlisis de estabilidad del esquema de Holly-Preissman estd basado en un método matricial.
Debido a que este esquena requiere de dos ecuaciones para obtener la solucién de Ia adveccion
este procedimiento se hace mds conveniente.

Las concentraciones y sus derivadas en los puntos j-s y j-s-1 se expresan de la siguiente manera;

cj'_xs - Cnel{l(i-s)Ax’ Cj'_l,_i = ¢ "giPU-s-DAx 4.15)
ij'-‘s - cxnei[l(i-s)Ax’ ij'js—l = cx"eibl-s-1Ax (4,16)

donde ¢ y cx" son las amplitudes complejas del componente de Fourier para la concentracion

y su derivada, en el tiempo ».
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Sustituyendo en la ecuaciones obtenemos:

‘nol ¢ n
A 4.17)

cxmtl cx"

T es la matriz de transicién del tiempo » al n+1, la cual

it

T e—i[)xA.t L2 (4.18)

b 1,
R A T A AR 4.19)
ty = ke o ko g = keGP 4 g (4.20)

dado que T es independiente del tiempo, tenemos

n CO
foreg T "
cx” cx

¢ 4.21)

0
en las cuales ¢? y su derivada cx? es un vector inicial el cual puede especificarse arbitrariamente.
Para encontrar el error que se comete al aproximar con este esquema cs necesario encontrar los

eigenvalores de fa ec.4.17 y considerar que |e™| = 1

L-Aot
’ . M-t wt)h ety = 0 4.22)
ty  t-A
resolviendo la expresion cuadritica
A = (!l+t4)i‘/ztl+t4)2~4t2f3 (4‘23)
2

existen dos eigenvalores, dependiendo del signo del discriminante de la ecuacién anterior,
denotados por N, y A,, tomando el positivo en el primer caso y negativo en el segundo
respectivamente. El eigenvalor N, es conocido como la raiz fisica o modo primario y A, es la
raiz computacional o modo secundario (Sauvaget 1986). El primero es el que determina
principalmente como se propaga la solucién y es el utilizado para comparar los esquemas.
Despejando los valores de las ecuaciones y tomando en cuenta que:

4.24)

e = cos@ - isen®
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se obtiene

1, V H A

At l.t.."’. +(hy +k)cosO +h, +k,

|| A, AR A (4.25)
- _% .,_.tl/z_;_l—- +(h, +k;)send

siendo
A, = Bcos(26) +2B,cosd +B, (4.26)
A, = B sen(20) +2B,send (4.27)
B, = (h -k +4hyk, (4.28)
B, = (h~k))(h,~-k,) +2(hk, +hyk) (4.29)
B, = (h,-k)*+4hk, (4.30)

multiplicdndolo por su complejo conjugado:

ArfAeal
IAl = % \ ~—‘i—‘-/~-—l-—+—3-+(hl+~Ic3)<:os(3-+112+k4 *
2
A, AL +A; (4.31)
% ——le—‘—ii+(hl+k3)sene

Nuevamente encontramos que el eigenvalor N serd menor que la unidad solo sip < 1.
- La estabilidad del esquema IDA completo para la solucién de la difusion, es el producto de los

factores de amplificacién para cada una de las direcciones, por lo que partiendo de las ecs. 3.29

y 3.30: G- 1-2¢5en’(8,/2) 1-2¢,5en’(6,/2)

4.32)
1+2¢ sen*(0 /2) l+2€),9en2(6)/2)

donde ¢ = Cr/Pe, en este caso no se deduce pues se encuentra extensamente en la literatura
(Lapidus y Pinder 1988, Fletcher 1988, etc).
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4.2 ANALISIS DEL ERROR.

La representacion de la ecuacién hiperbélica en series de Fourier, es la siguiente:

c(tx)= i‘ F expic t+iB,x) 4.33)

Ra-o

donde los coeficientes F, dependen de las condiciones iniciales impuestas sobre el esquema. Los
parametros o, y B, son las frecuencias temporal y espacial respectivamente, del enésimo
componente de la serie. El pardmetro B, es cominmente llamado ndmero de onda y se define
como B, = 2w/L,, donde L, es la longitud de onda del enésimo componente de la serie
(Fig.4.1).

d = Re(G)
| l e _1_ Bl
i L | 2nT LT Bnm
_Im(G}
tan@_-‘lﬁc—& llBll

Im relacién de amplitud = 7\&,‘—3-;

1

G Al a A error de fase =2m [1—%—%—:]
e AN
[¢]

\ K) |
dada|®/ [ Re [ B\ YA
: d J

lg

Fig.4.1 - Notacién empleada en el analisis de Fourier.

Debido a la lincaridad de la ecuacion, es posible invocar la teoria de la superposicion. Se pueden

encontrar las funciones propias usando un término arbitrario en la expansion de Fourier:

¢, = Fexp(io t+if x) 4.39)
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Sustituyendo esta expresion en el la ecuacion original, obtenemos la expresion analitica que

relaciona la frecuencia temporal y el niimero de onda o frecuencia espacial, que es:

—?-exp(ia t+if x) + u .ﬁ-exp(ianni[i"x) =0 4.35)
ax n n a"

del cual o, = - u B,

Un término tipico en la solucién general a la ecuacién puede ser escrito como:

¢, = Fexp(-iuf t+if,x) = Fexp(p,(x-ur) (4.36)

La amplitud del enésimo componente se define por F, y la traslacion se describe por exp(i,(x-
ut)).

Ahora considérese el comportamiento de los componentes de Fourier en un esquema numérico,
Asumiendo que la solucién de fa aproximacion numérica puede ser resuelta en forma aniloga

al caso analitico, esto es:

P
c(0)=Y" Fexplic,+ip (sAx) (4.37)
n=~p

donde o, es la frecuencia temporal del esquema numérico y p corresponde a la parte entera
asociada con el mds pequefia longitud de onda que puede ser propagada por la aproximacion
numérica, usualmente esta es 2Ax, Como en el caso del operador analitico, es necesario

considerar solamente un término de esta serie:

¢, = F,expli,t+iB,(sAx) (4.38)
Cuando esta expresion se substituye en el esquema numérico, se¢ obtiene una relacion entre la
frecuencia temporal " y los otros pardmetros del esquema. Podemos escribir simbélicamente
esta relacion como «" = «,’(At, Ax, u, 8,).

La forma funcional de ¢;” no seré la misma que la analitica. Después de un lapso de tiempo A¢,
los términos de Jas soluciones analitica y numérica tienen la siguiente forma:

t+A¢
"

= Fexp(ia, (t+AD)+if, (sAx)) = Fexplia +iff,x)explic, AL)
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- t',fcxp(ia"Az) = C::G:;l (anall[lca)

A F"cxp(ia,/l(t—rAr)»v-l'ﬁ”(sA,\'))

;A
= o explie,A) = ¢/G, (numeérica)

donde G,* y G, son los tactores de amplificacion analitico y numérico, respectivamente,

La magnitud del factor de amplificacion puede ser interpretado como la razon de la amplitud del

enésimo componente de Fourier después de un lapso de tiempo Ar a su amplitud en el comienzo

de! paso de tiempo. Después de que el enésimo componente ha viajado una longitud de onda

completa, su razén disipativa toma la forma:

k:xp(ioc,/,N"At)l = lexplia/ Anf = IG,JN" 4.39)
donde N es el mimero de lapsos de tiempo necesarios para propagar el enésimo componente
hasta una longitud de onda: |

N = 0 - h 4.40)

" uAt  CrAx

El esquema serd numéricamente estable solo si | G, | es limitado del anterior por la unidad
para todo n.
Introduciendo la relacion ¢, = - u B, en la definicién del factor de amplificacion analitico,
obtenemos después de una longitud de onda:

lexp(ia, N Al = lexp(-iup, N A =
y "o aN, .
lexp(ﬁu(}nAt)fN =G =1 (4.41)
La expresion analitica requiere que, en ausencia del error nuinérico el enésimo componente no

cambie la amplitud como funcidn del tiempo. Esto es consistente con el comportamiento de las

ecuaciones hiperbdlicas. La medida del error en amplificacion del componente n, llamado R,:

=t o |G (4.42)

Si la solucion numérica propaga el enésimo componente sin error de amplificacién, R, = 1.

Cuando R, es menor que la unidad, la amplitud de este componente después de la propagacion
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de una onda es menor que en la solucién exacta; cuando es mayor que la unidad, el
comportamiento opuesto es el esperado.

El error de fase es el asociado con la propiedad traslacional de cada componente. Este puede ser
expresado en términos de las partes real e imaginaria del eigenvalor. El enésimo componente
de Fourier presenta un dngulo de fase de © después de un lapso de tiempo. El dngulo puede ser

calculado como:

ImG,
tanf, =
ReG,

Después de N, lapsos de tiempo, el valor del dngulo de fase es N,©,. Sin embargo el

4.43)

componente de Fourier de la solucion analitica se traslada exactamente hasta 27 radianes. La

diferencia entre esas dos medidas del angulo de fase constituye la medida del error de fase:

®, = N0, ~2n (d.44)
Otro indicador alternativo es la razén del dngulo de fase numérico al analitico:
/
ot = M (4.45)
"2

conocido como relacidn de fases.

Cuando R < 1 el esquema presenta difusion numérica o artificial. Esta suaviza las fronteras
agudas debidas a los grandes gradientes. Como se puede observar de la fig.4.2, el esquema
cuadrdtico tiene menor error de amplitud que el esquema lineal para el mismo ndmero de
Courant, por lo que la difusion numérica serd menor. La solucién exacta tiene un valor de R =
1 para cualquier nimero de Courant, esto solo se logra con los esquemas si Cr = 1 0 Cr = 0.

Esto es consistente con el andlisis de estabilidad llevado a cabo anteriormente.
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ERROR DE AMPLITUD
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- S
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e

CUADRATICO p=0.5
.

HEBMITE p=0.25

HERMITE p=0.5

LINEAL p=0.78
LINEAL p=0.95

e

CUADRATICO p=0.75
—

CUADRATICO p==0.95
b =

HERMITE p==0.75
HERMITE p=0.95

Fig.4.2.- Error de amplitud para diferentes p.
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En la siguiente figura se muestra el error de amplitud en forma unidimensional para el método

IDA con diferentes valores de € :

‘ e
e e
0.8+ et =l
/"" W

o 0.6 //
Z /
1y
3 0.4
.4
po}
“
£ 02
o
Q
b
< [a 1 T U 2 Y SO OO OO USSP NP PSRRI PSS

-0.2-

0.4+ . . : .

0 I3 10 15 20 28

LONGITUD DE ONDA / DX

Fig.4.3.- Error de amplitud del método IDA para diferentes e.

El dngulo de fase para el esquema lineal

0 = tan"|——PSm0__
1-p(1-cos@)

Para el esquema cuadritico

O = tan’!

___-psinf
1 +p?(cosb - )

El esquema de interpolacion de Hermite tiene un dngulo de fase

donde:

0 = tan! e
Re e

- +A2
Eaa— +(h, +ky)cos0 +h, +k,
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-A AL AL
Imype = —é— —i~—\é-l————2-+(hl+k3)sene

las variables estan definidas en las ecs. 4.26 a la 4.30.

RELACION DE FASE

O T L T T T T T
2 4 6 8
LONGITUD DE ONDA / DX

10

LINEAL p=0.25
LINEAL p=0.5

—p—

CUADRATICO p=0.25
b = 2l

CUADRATICO p=0.5
—

HERMITE p=0.25

P

HERMITE p=0.5

RELACION DE FASE

T Y L} T

8
LONGITUD DE ONDA /DX -

10

LINEAL p=0.75
LINEAL p=0.95

e

CUADRATICO p=0.75
-

CUADRATICO p=0.95
— e

HERMITE p=0.75

s 2und

HERMITE p=:0.95

Fig.4.4.- Error de fase para los diferentes esquemas.

(4.48)

La ecuacion de difusion tiene solamente una respuesta de amplitud, no tiene relacién de fase

pues no existen términos imaginarios en su factor de amplitud.
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El error de fase disminuye cuando la longitud de onda aumenta, hasta que para longitudes de
onda de 20 Ax y mayores el error se hace muy pequeiio para los dos esquemas. Los
componentes con longitudes de onda de 2 Ax hasta 20 Ax propagan en forma diferente los
crrores dependiendo del esquema y del mimero de Courant utilizado.

El esquema lineal cuando Cr = 1 o Cr = 0.5, tiene una correcta propagacion sin error de fase
y sin error de amplitud, lo que resulta en la solucion exacta de los valores en los nodos. Esto
puede ser verificado por el anilisis del error de truncamiento. Otros valores de Cr estén
asociados con errores de fase, unos son positivos (la onda de Fourier s¢ propaga demasiado
rdpido) y otros negativos (la onda viaja demasiado lento).

Las longitudes de onda pequeiias, que corresponden a frecuencias cspaciales mdas' altas, se
propagan incorrectamente, Estas son precisamente las que son necesarias para resolver fronteras
agudas, y debido a la fase incorrecta se muestran con oscilaciones en series de Fourier de la
solucién numérica. En consecuencia cuando varios componentes son sumados de forma completa
a la solucidn numérica esta presentard falsas oscilaciones no fisicas relacionadas a los errores
de fase. Este fendmeno es conocido como dispersion numérica.

Es claro que se requieren un minimo de 10 intervalos por longitud de onda para representar la
solucion adecuadamente tanto para la adveccion como para la difusion. Las imprecisiones con
mimeros de onda mayores se deben a errores de truncamiento que son inherentes a cualquier
proceso de discretizacién. Se deben seleccionar esquemas y pardmetros con considerable cuidado
para minimizar los errores en los resultados.

Para el caso bidimensional aunque los esquemas son incondicionalmente estables, los errores se
acumulan por lo que las caracteristicas de los errorcs serdn mds restrictivas que para los casos

unidimensionales aqui mostrados.
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4.3 ANALISIS DEL ERROR POR TRUNCAMIENTO.

Los esquemas numéricos aplicados a las ecuaciones diferenciales parciales tienen errores que se
originan de los errores de truncamiento (E.T.) de las aproximaciones por diferencias. Los
errores de truncamiento dan cierta naturaleza artificial a la solucion de un esquema numérico.,
Para analizar el efecto de los E.T., se utilizan las ecuaciones modificadas, que son ecuaciones
diferenciales similares a las originales. Las ecuaciones modificadas incluyen todos los efectos
de los errores de truncamiento. Se obtienen al sustituir los desarrollos de Taylor por las
aproximaciones por diferencias. Tanto las soluciones de las ecuaciones originales y modificadas
se pueden obtener en la forma analitica en una reticula con espaciamiento uniforme en un
dominio infinito. Asi se pueden comparar los efectos de los errores de truncamiento mediante
la comparaci6n de las dos soluciones analiticas.

Considérese el esquema de interpolacidn lineal:

" = pel +(L-p)ef (4.49)

J

Los desarrollos de Taylor de ¢"* = c(x, t,,,) y ¢, = c(x;;,t,) entorno de x = x; y ¢ = ¢, son,

respectivamente:
2 3
et = c+Atc,+~é£—c"+ At C e (4.50)
2 6
2 3
¢y = c-Axc, + Ax cu—-ﬁg-cm... 4.51)

donde c sin indice superior denotaa ¢ = ¢(x, £,) y ¢,y ¢, son las derivadas parciales de u en

(x, t,). Sustituyendo los desarrollos de Taylor en la ecuacién obtenemos:

2 2
c+Atc,+A2—t—-un+... = (1-p)c +p|c-Axc + Ax Copen 4.52)
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cancelando los términos resulta:

2
c tuc, = ——%ﬁc"+—’2)~—%’»c—t~c“+... (4.53)
c HuC, = --%ic,,<+§Axc.u +. (4.54)

con lo que se demuestra que el error de truncamiento es O(Af, Ax). De la ecuacidn de adveccion

enemos:

- e - e oyl 4.55
¢, = -uc, , ¢, =ulc, Y ¢, = ey (4.55)

de esta manera podemos escribir

c,+u.c.l_~~12i Ax(1-p)c, +.. (4.56)

el tercer término de esta ecuacién es conocido como difusividad numérica, o = 0.5 u Ax (1-q),
o también término de viscosidad numérica.

Es claro que cuando p = 1 en el esquema anterior la difusividad es nula y la solucién planteada
por este coincide con la solucion exacta.

Procediendo del mismo modo para es esquema de interpolacién cuadrético obtenemos:

At

2 2
c,+UC, = ——2—c At Ax 4.57)

2
i
ot '—é—Atcn - »-é—cm-u~—6—~cm *+ o

sustituyendo la segunda relacion de la ec. 4.54, en el primer término a la derecha de la ecuacion

anterior:
¢ vuc, = AT A (4.58)

por lo tanto el orden de truncamiento es O(A#, Ax?).
Sustituyendo los desarrollos de Taylor en la ecuacién de interpolacién cibica de Hermite (ec.

3.22), todos los términos hasta de un orden tres se cancelan:

2 » ‘
AxAt 3 At3C 4.59)

szAt 2
+U C4x"u—2—4-4x+..

YR AT

c tuc, = ~U
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demostrindose que la ec. 3.22 tiene una precision de tercer orden, pero cuando se caleula la
derivada de la concentracion cx con la ec. 3.23., es decir se deriva la ec. 4.58 al igual que ¢l
método H-P se obtiene un error de truncamiento de cuarto orden, Una caracteristica atractiva
de este método es que el orden de aproximacién puede incrementarse con la incorporacion de
derivadas espaciales de orden mayor en solo los dos puntos que la definen en 1D, sin aumentar
el nimero de puntos en las que se hace la interpolacion. Si la segunda derivada es adicionada
en cada punto, se construye un polinomio de quinto grado entre los puntos i-I e i, usando tres
valores por cada nodo, alcanzdndose una precision de sexto orden. De la mnisma forma, se puede
alcanzar cualquier orden de precision con adicién de las correspondientes ordenes de las
derivadas. La desventaja es que las derivadas de las concentraciones tienen que ser tratadas como
nuevas variables dependientes.

El método IDA para la solucién de la difusién tiene un orden de trucamiento O(AF, Ax%,Ay),
el cual es bastante conocido pues se utilizé un esquema de Crank-Nicholson (Lapidus y Pinder
1982)

La utilizacién de esquemas de orden superior involucra a mds puntos lo cual los hace menos
econdmicos que los de bajo orden. Desde una perspectiva prictica, la precisién que se alcance
para un tiempo de ejecucién es mds importante que la precision por si misma, esta siempre se
incrementard por refinamiento de la reticula. Esquemas de orden superior demuestran
relativamente pequefias ventajas para redes anchas pero demuestran una mejor precision cuando
la reticula es refinada. Para un problema en particular es frecuente que el nivel de precisién de
la solucién es adecuado para una reticula ancha, o bien la reticula ancha es necesaria debido a
las limitaciones de memoria o tiempo de ejecucion de la computadora,

Cuando ocurren gradientes severos, la magnitud de las derivadas de orden superior es mucho
mds grande que las derivadas de bajo orden. Por lo que para una reticula dada los términos de
orden superior en la expresién de error de truncamiento no disminuyen tan répido como cuando
la solucién exacta es suave. Por esta misma razdn, a menos que la reticula sea fina la magnitud
de las derivadas de orden mayor en el término principal del error de truncamiento serin tan
grandes como un orden de discretizacién alto que el error global es comparable a la

discretizacion de bajo orden,
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4.4 CONSISTENCIA Y CONVERGENCIA,

Un esquema numérico se dice que es consistente cuando se aproxima a la ecuacidn parcial
original haciendo arbitrariamente pequefio el espacio de la malla. El error se anula cuando Ax
-0

lim ET. =0 (4.60)
Ax~0Q

De las ecs. 4.55, 4.56 y 4.58 de! error de truncamiento de los métodos de interpolacion lineal,
cuadritico y de Hermite, respectivamente; es evidente qixe cumplen con esta propiedad.

La convergencia es la propiedad de un esquema numérico de aproximarse 2 la solucidn exacta
de cada valor de la variable dependiente a medida que el espaciamiento de la red tiende a cero.

La diferencia entre 1a solucién exacta y 1a numérica se denota por E;

E; = ec;-c; (4.61)
donde ec;” y ¢;" son las soluciones exacta y numérica respectivamente. Si £ - 0, cuando Ax
- (), el esquema numérico es convergente.

Una vez realizadas las pruebas de estabilidad y consistencia es posible demostrar la consistencia
por medio del teorema de equivalencia de Lax: "Dada una aproximacion en diferencias finitas
que satisface la condicién de consistencia, la estabilidad es condicién suficiente y necesaria para

la convergencia". Por lo que concluimos que los esquemas analizados anteriormente son
convergentes.
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4.5 CONSERVACION DE MASA.

El principio de conservacion de masa requiere que la suma acumulativa de la masa entrando y
saliendo del dominio es igual a la masa acumulada. Es decir, tiempo a tiempo la suma de las
concentraciones deberd ser la misma en todo el dominio:

Yo=Y ¢ 4.62)

todo if todo if

Es necesario considerar tanto las concentraciones positivas como las negativas obtenidas
numéricamente pues aunque estas tiltimas no tiene un significado fisico si son suprimidas (por
ejemplo, fijando en cero las concentraciones negativas) se formard un efecto de creacion

artificial de masa. Definiendo la relacion de masa R, como:

m

P
R = ldo¥ (4.63)
m 0
Y g
todo ij

La prueba a los esquemas se llevé a cabo con los problemas bidimensionales del tltimo capitulo

y ahi se hacen las cornparaciones.
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5. EJEMPLOS DE APLICACION.

Con la intencion de estudiar el comportamiento de los esquemas citados se proponen una serie
de ¢jemplos idealizados en una variedad de condiciones. En principio estos son sdlo ejemplos
tedricos que sirven para evaluacion de los métodos. ‘

El caso unidimensional de solucién de la ecuacién de dispersion es la mejor forma grifica de
comparar los diversos esquemas numéricos. En el siguiente problema se modela un campo de

concentracion gaussiano con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

RY;
c(6,0) =exy ~-(fi‘2’~)- 5.1)

20,

c(x,t) = 0 cuando x - o
donde o, es la desviacion estdndar inicial y x, es la posicion inicial de la nube de contaminante,

La solucién analitica de la ecuacidn 2,3 para estas condiciones es:

=y
c(xt) = 2 exp Cacs (5.2)
¢ 203

enla que x = x, + uf para una velocidad u constante y ¢* = o,/ + 2Kz,

Conof =3,%=5,Ax=1m,A =1s,u=08m/syK = 0.056 m¥s por lo que Cr =
0.8 y Pe = 15. Se puede observar la curva de concentracién inicial en la fig.5.1.

Se compararon cuatro esquemas, los tres analizados anteriormente y un esquema explicito en
diferencias hacia atrds (upwind). De la fig. 5.1, déspués de transcurrido un tiempo de 20 At, el
esquema con interpolador lineal tiene el mismo comportamientovque el upwind, en ambos la
concentracion maxima de contaminante calculada es aproximadamente menor en un 10% que la
de la solucién analitica. En tanto que el esquema con el interpolador cuadrdtico se obtienen
resultados muy préximos la solucion analitica pero son ain mejores los del interpolador de

Hermite.
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Fig.5.1.- Comparacién de esquemas numéricos contra la solucion analitica de una nube de

contaminante,

Como segundo problema tenemos un drea de profundidad constante en el cual es arrojado un

trazador. Esta tiene un coeficiente de difusién isotrépico, es decir igual y constante en las

direcciones x e y, ademds el flujo es unidireccional.

El érea es definida con reticula de 10 x 10 nodos con Ax = Ay = 1 m. Se ha seleccionado un
At = 0.85 s. La velocidades en los ejes x e y son w = 1 m/s y v = 0, respectivamente. Con la

anterior informacion deducimos que a = 0.85 y b = 0 (nimeros de Courant en x e y). Las

condiciones iniciales (+ = 0) del campo de concentraciones son:
c(0,5) =1,¢c0,6) =1, c(1,5) =1, c(1,6) =1

fuera de estos cfx,y) = 0. Los siguientes casos son los modelados:

PROBLEMA | COEF. DE DIFUSION | NUM. DE PECLET
A 0.2 5
B 0.02 50
c 0.002 500
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Las siguientes figuras representan los resultados de modelar la nube de contaminante con los

diferentes métodos y con las anteriores condiciones.

NI

o s a3 0w sr
%

Fig.5.3.- Resultados de la aplicacion del interpolador cuadrdtico.
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Fig.5.4.- Resultados de la aplicacién del interpolador de Hermite.

Las grificas siguientes muestran las pruebas de conservacién de masa relacionadas a los
esquemas en los anteriores ejeniplos bidimensionales, observandose que no son estrictamente
conservativos. El mayor error observado es el del esquema con el método de interpolacién
cuadritico que para el Gltimo caso presenta ya, aunque pequefios, valores negativos de la
concentracién, El método de Hermite es el que mostré mejor conservacién de masa para todas
la pruebas realizadas. El esquema con interpolacién lineal es aceptable en cuanto esta prueba

pero tiene una fuerte difusion numérica, observindose en Ja concentracién maxima calcula.
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Fig.5.5.- Error de masa para el problema (A).
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Fig.5.7.- Error de masa para el problema (C).
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El siguiente ejemplo muestra la dispersién de un campo de concentraciones bidimensional de
forma rectangular en un flujo uniforme. Las condiciones iniciales y de frontera son las

siguientes:

0)= cuando -0.5sx<.5, -0.1<y<0.1
clx,y,0)= 0 en cualquier otro

la solucidn analitica de estas condiciones es (Xue y Xie 1988):

c(xy,t) = -le ETXHULY g EXXIHEN gy f —2’_ t_‘it + erf Lyt (5.3
4 4Dt /4D /4D NZ1X

donde erf es la funcién de error, ¢ = 0.5 (mitad del rectingulo en la direccién x) y f = 0.1
(mitad del rectdngulo en la direccién y). Para el caso en que D, = 0.005, D, = 0.0002, u =
0.025, v = 0, At = 0.1 en una malla de Ax = Ay = 0.05 extendiéndose de -1.5 €< x € 1.5
, -0.55 < y < 0.55. Comparando la solucién analitica con la solucién con el método de

interpolacién de Hermite:

(a)

(b)

Fig.5.5.~ Solucién bidimensional para (a) la solucion analitica y (b) de Hermite.
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Fig.5.7.- Comparaci6n de resultados en el eje y.

La figura 5.8 muestra la magnitud del error absoluto entre la solucién numérica y la analitica

conocida como norma cuadrada (L,), definida por:
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o 5.4
L= Ez(ec:j—c{f)2 G4

i=1 j=l
ec; y ¢; son los valores de la concentracion de la solucidn analitica y la numérica, y N, y N, el
nimero de nodos en x e y, respectivamente. En la figura 5.6 se observa la variacion del error

absoluto en el tiempo representado por el nimero de iteracion. El error inicial es nulo y este se

incrementa con el transcurso del proceso de célculo.

Como se ha insistido en los capitulos anteriores, ¢l esquema mds preciso de los analizados es
el que utiliza la interpolacién de Hermite, por lo cual se proporciona otro ejemplo de aplicacién
solucionado con este método. En una seccién de un canal de 5 m de ancho se inicia la descarga
constante de un contaminante en una pared lateral. Esto se representa como un nodo fuente. El
flujo en el canal es uniforme y permanente, con una velocidad de 1 m/s y considerando un
coeficiente de difusion isotrépico de 0.2 m¥s. La reticula es de 5 x 10 nodos, espaciados

uniformemente enx ey a 1 m, con un Af de 0.8 s. Los resultados son mostrados en la figura
5.9.
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La concentracién relativa del contaminante es unitaria en el nodo fuente. Se pueden observar los
diferentes niveles de concentracion del contaminante para la una descarga constante para 3.4 s
y 6.8 s de tiempo transcurridos. De una forma similar puede abordarse problema como el de un

rio con una fuente lateral de contaminacion artificial o natural.
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! 3 4 & 6 7 o 9 e 1 X
NODO FUENTE
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4 i~ - 4
3 13 t = 32 s
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4 |- -4
3} 43 t =64 s
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

La modelacion numérica de estos contaminantes es una herramienta para la toma de decisiones
con la que es posible hacer pronésticos del comportamiento de los contaminantes y su

concentracién, previendo medidas para el control de las descargas.

El presente trabajo resuelve el problema de la modelacion de la dispersién bidimensional de
contaminantes conservativos utilizando algunos de los métodos Euleriano-Lagrangianos
existentes. Como se observd, las ventajas de estos son su flexibilidad de aplicaci6n al seleccionar
la mds conveniente discretizacién en el espacio y tiempo, disminuyendo los problemas
cominmente encontrados de dispersion y difusion numérica cuando el flujo es dominado

convectivamente.,

El tamafio del incremento de tiempo, no estd sujeto a la restriccién Cr < 1 en estos métodos,
pero es necesario tener un mayor cuidado en la interpolacién de las lineas caracteristicas en las
fronteras que con los métodos Eulerianos. Es necesario hacer un andlisis detallado del tamaiio
optimo del incremento del tiempo a utilizar cuando el flujo es no uniforme puesto que esta es
la situacion mas comin en la naturaleza. Esto requiere de un conocimiento amplio de las escalas

espaciales y temporales del problema a ser modelado.

Las condiciones de frontera impuestas a los esquemas numéricos de solucion de la dispersion
son generalmente las mismas que las de la solucion a Ia hidrodindmica, por lo que se recomienda
utilizar también este tipo de métodos en este titimo problema, facilitando la programacién del

problema global.
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Aungque los procedimientos presentados no se restringen a algiin cuerpo de agua en especial, las
caracteristicas propias de cada ambiente y la forma de descarga del contaminante deben ser

conocidas para la correcta modelacion del fenémeno.

El esquema de interpolacion de Hermite para la solucién de la adveccion es el mds preciso de
los esquemas presentados. La complejidad su aplicacién dependerd del problema a resolver, pues
el cdlculo de Ia concentraciones y sus derivadas implica mayores tiempos de cdlculo y espacio
de memoria, pero la precisién alcanzada es bastante aceptable. Los errores de cédlculo de este

método fueron menores a 10s demds por lo que se considerd el méds conveniente en este trabajo,

Los esquemas estudiados son una alternativa viable una vez adaptados para resolver las
ecuaciones bidimensionales puesto que las mallas espacial y temporal pueden ser seleccionadas

en la forma mds conveniente.

Se han desarrollado métodos que aumentan la precision de cdlculo de fronteras muy agudas (Pe
muy grandes), pero son generalmente de mayor esfuerzo computacional. El presente trabajo se
centré en los problemas que los métodos comunes existentes no resuelven o lo hacen a costa de
su precision, pero son abordables con métodos Euleriano-Lagrangianos con mejores resultados.
Existen otros métodos similares a los aqui expuestos, algunos tienden a simplificar el cilculo
pero generalmente a costa de la precisién. La seleccién dependerd de las condiciones impuestas

por el problema y del equipo disponible para su solucién.

Por dltimo es necesario profundizar en los problemas reales aplicando los anteriores esquemas

verificando, calibrando y validando contra resultados medidos en campo.
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ANEXO



'METODO EULERIANO-LAGRANGIANO BIDIMENSIONAL PARA EL CALCULO DE
'LLA DISPERSION EN UNA SECCION DE UN CANAL DE PROFUNDIDAD CONSTANTE.
"(UTILIZANDO UN INTERPOLADOR DE HEMITE, METODO DE HOLLY-PREISSMAN)
DECLARE SUB THOMAS ()

COMMON SHARED A(), B0, D(), N

CLS

INPUT "VELOCIDAD EN EL CANAL (m/s) ="; U

INPUT “COEFICIENTE DE DISPERSION EN X (m2/s) = "; KDX

INPUT "COEFICIENTE DE DISPERSION EN Y (m2/s) = "; KDY

INPUT "INTERVALO DE DISTANCIA EN X (m) = "; DX

INPUT "INTERVALO DE DISTANCIA EN Y (m) = ; DY

INPUT "INTERVALO DE TIEMPO (s) = "; DT

INPUT "NUMERO DE NODOS EN X"; NX

INPUT "NUMERO DE NODOS EN Y"; NY

INPUT "NUMERO DE INTERVALOS DE TIEMPO"; NT

PRINT "LOCALIZACION DEL PUNTO DE DESCARGA..."

INPUT "NO. DE NODO EN X = "; NNX

INPUT "NO. DE NODO EN Y = "; NNY

INPUT "CONCENTRACION EN LA DESCARGA = "; CONDES

IFNX < NY THEN N = NY ELSE N = NX
DIMC(1,NX+1,NY+1),CX(1,NX + [,NY 4 1),CY(1,NX + I NY +1),CXY(1,NX+1,NY +1)
DIMAN + I,N+ 1), BN + I), DIN + 1)

CRX = U*DT/DX: PEX = U*DX/KDX: LX =KDX *DT /DX "*2/2
CRY = V*DT/DY: PEY = V*DY/KDY: LY = KDY *DT /DY *2/2
PRINT "CRX = "; CRX; "PEX = "; PEX; " LX=";LX
PRINT "CRY = "; CRY; "PEY = "; PEY; " LY="; LY

Al = CRX"2%(3-2*CRX): A2 = | - Al

A3 = CRX "2 *(1 - CRX) * DX: A4 = -CRX * (1 - CRX) " 2 * DX
Bl = A2* CRX *(CRX - 1) / DX: B2 = -Bl

B3 =CRX*(3*CRX-2):B4 = (1-CRX)*(1-3*CRX)

Cl=CRY"2*(3-2*CRY):C2=1-Cl

C3 = CRY "2 * (1 - CRY) * DY: C4 = -CRY * (1 - CRY) * 2 * DY
D1 = C2 * CRY *(CRY - 1)/ DY: D2 = -D1

D3 = CRY * (3 * CRY - 2): D4 = (1l - CRY) *(l - 3 ¥ CRY)

OPEN "CANALHER.DAT" FOR OUTPUT AS #1
PRINT #1, "CRX = "; CRX; "PEX = "; PEX; " LX="; LX
PRINT #1, "CRY = "; CRY;."PEY = "; PEY; " LY="; LY

DEF FNXA (CON, CONS, COND, CONDS) = A1*CON +A2*CONS +A3*COND++A4*CONDS
DEF FNXB (CON, CONS, COND, CONDS) = B1*CON+B2*CONS +B3*COND +B4*CONDS

DEF FNYA (CON, CONS, COND, CONDS) = C1*CON +C2*CONS+C3*COND +C4*CONDS
DEF FNYB (CON, CONS, COND, CONDS) = D1*CON +D2*CONS+D3*COND +D4*CONDS



110 FORK = | TONT
C(0, NNX, NNY) = CONDES
TT = 0: CONT = CONT + |: PRINT "CONT ="; CONT
PRINT #1, CONT * DT

FORI = | TONX

FORJ = | TO NY

CON = C(0,I-1,J-1): CONS = C(0,l-1,]): COND = CY(0,I-1,J-1): CONDS = CY(0,I-1,])
CK = FNYA(CON, CONS, COND, CONDS)

CON = C(0,1,)-1): CONS = C(0,1,J): COND = CY(0,1,)-1): CONDS = CY(0,1,])

CM = FNYA(CON, CONS, COND, CONDS)

CON = CX(0,I-1,J-1): CONS = CX(0,I-1,J): COND = CXY(0,I-1,J-1)

CONDS = CXY(0,-1,J)

CXK = FNYA(CON, CONS, COND, CONDS)

CON = CX(0,1J-1): CONS = CX(0,1,]): COND = CXY(0,1,J-1): CONDS = CXY(0,1))
CXM = FNYA(CON, CONS, COND, CONDS)

CON = C(0,I- 1,]): CONS = C(0,1,J): COND = CX(0,I-1,J): CONDS = CX(0,1,J)

CL = FNXA(CON, CONS, COND, CONDS)

CON = C(0,I-1,J-1); CONS = C(0,1,J-1): COND = CX(0,I-1,J-1): CONDS = CX(0,1,J-1)
CN = FNXA(CON, CONS, COND, CONDS)

CON = CY(0,I-1,]): CONS = CY(0,,]): COND = CXY(0,I-1,J): CONDS = CXY(0,1,))
CYL = FNXA(CON, CONS, COND, CONDS)

CON = CY(0,I-1,J-1): CONS = CY(0,1,J-1): COND = CXY(0,I-1,J-1)

CONDS = CXY(0,1,)-1)

CYN = FNXA(CON, CONS, COND, CONDS)

CON = CK: CONS = CM: COND = CXK: CONDS = CXM

C(1, 1, J) = FNXA(CON, CONS, COND, CONDS): CX(l, I, J) = ENXB(CON, CONS,
COND, CONDS)

CON = CN: CONS = CL: COND = CYN: CONDS = CYL

CY(1, 1, J) = FNYB(CON, CONS, COND, CONDS)

NEXT J

NEXTI

'**********************INICIO CALCULO DIFUSION****************

130 TT =1 + TT

N = NY
FORI = | TONY
AL D) =1 +2*LY
A 1-1) = -LY
AT+ 1) =LY
NEXT I
FORJ = | TO NX

FORI = 1TONY

ALNY + D) =LY *C( LI+ 1)+ -2*LY)*C(,J, D) + LY *C(L, 1, I-1)
IFI = [THENA(, NY + 1) = A(I, NY + 1) + LY *C(1, J, [ + 1)

IFI = NY THEN A(J, NY + 1) = AJ,NX + 1) + LX*C(1,],1-1)

NEXT I



CALL THOMAS

FORT = | TO NY
Ca, 1L, Iy =B()
NEXT 1

NEXT J

140 FORJ = 1 TO NX
AQ D) = (1 + 2% LX)

A, J-1) =-LX
AU, T+ 1) =-LX
NEXT J
N = NX

FOR X = | TO NY
FOR J = 1 TO NX

AU NX + 1) =LX*C, T+ 1,X) + (1-2*LX) * C(,J, X) + LX *C(1, T - 1, X)
IFJ = I THENA(Q, NX + 1) = AJ,NX + 1) + LX * C(I, J + 1, X)

NEXT J

CALL THOMAS

IFTT <> 1 THEN GOTO 143
FORJ = 1 TO NX

C©, J, X) = D@)

NEXT ]

143 IF TT <> 2 THEN GOTO 146
FORJ =1 TONX
CX@©, ], X) = DJ)
NEXT J

146 IF TT <> 3 THEN GOTO 148
FORJ =1 TO NX
CY(©, J, X) = D{)
NEXTJ

148 NEXT X

IFTT <> 1 THEN GOTO 170

FORJ = 1TONY

FORI = 1 TO NX

C(0, NNX, NNY) = 1

PRINT USING "#.##,"; C(0, 1, 1),

PRINT #1, USING " ##.4#4,"; C(0, 1, J);

NEXT I
PRINT
PRINT #1,
NEXTJ



170 IFTT = 3 THEN GOTO 200
FOR1 = 1TO NX
FORJ =1TONY
IFTT = 1 THEN C(1, 1, J) = CX(1, 1, J)
IFTT =2 THEN C(1, 1, J) = CY(1, I, J)
NEXT J
NEXT I

Loy

GOTO 130

200 FORI = 1 TO NX
FORJ = 1 TO NY |
CXY(0,L]) = (CX(0,1,I+1) - CX(0,L3-1))/(2*DY) + (CY(0,1+1,3) - CY(0,I-1,1))/(2*DX)
NEXT J
NEXT I

C(0, NNX, NNY) = 1
NEXT K

CLOSE #1

END

SUB THOMAS
B(l) = A(l, 1): D(1) = A(I, N + 1)
FORI =2TON
R=A{1-1)/B(-1)
BI) = AQ, )-R*A(- 1, ])
D) = AN + 1)-R*D( - 1)
NEXT I
D(N) = D(N) / B(N)
FORI = N-1TO | STEP -1
D(I) = (DA) - Ad, [ + 1) * D( + 1)) / B(D)
'NEXT I

END SUB
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