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Propagation of waves and induded currents.

The waves and the induced currents have a crucial effect on the studies
into coastal development, harbour design or breakwater. Several methods are
proposed to calculate the wave propagation. It is obtained the wave field on a two
dimensional horizontal rectangular grid covering the computational area. The
refraction, diffraction, partial reflection and the wave breaking are included. The
wave-induced currents generated directly by action of swell and wind waves are
obtained. |

The basic equations for surface water waves, the equations to compute
wave transformation sea ward of surf zone and equations to obtained induced-
currents are deduced. Several mathematical models of the wave field and induced-
currents are proposed. These models were derived by introducing differences that
provide additional terms in highter-order derivates so as to cancel out terms
otherwise appering in the truncation error, It is established a particular treatment of
boundary conditions. Some examples are included. |
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Resumen

Determinar el oleaje cerca de las costas o de obras marmmas es muy lmportante para
diversos estudios de la Hld:auhca Marmma como son los de disefio de estructuras

marinas, operacién de obras o los | procesos costeros. Los planteamlentos trad:cuonales -
- para llevar a cabo esta determmacnon son Ilmltados y poco precnsos

Se proponen varlos metodos para calculal |a propagacl()n de |as olas hacna la costa

tomando en cuenta a la refraccion, d|fra(:f:|c’)n y reflexnon en forma snmultanea, y para
obtener las corrientes que induce el oleaje Se deducen las ecuaciones fundamentales- :

“de la Mecanica de fluidos que sirven de apoyo a la teoria lmeal del oleaje en tres
'dlmensuones espaciales y, a partir de ellas se obtnenen Ias ecuac&ones basmas para‘_‘

calcular Ia propagacnon de las olas y de corrlentes que orlglnan

Para obtener Iaf caractenstucas de Ias olas cuando avanzan a otras condluones de"

| profund|ddd donde pueden existir obsticulos para su desplazamlento, se reql.nere de7

procedimientos numeéricos donde los errores de dlscretlzamon sean pequenos Y de un

planteamiento adecuado de las condncuones de frontera Se propumeron ecuaciones de
. diferencias- flmtas de este t|p0 y se presenta la deducmon Y ;usnflcacmn de las

~condiciones. Se mcluyen varios ejemplos de aphcaaon de los metodos de propagaaon R
y de. cornentes » - | - |
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1. INTRODUCCION

Para algunos estudios de Ingenieria Hidrdaulica Maritima es necesario tomar en cuenta
las caracteristicas que presentan las olas en cierta zona de interés. Para disponer de ellas,
con frecuencia se recurre a propagar el oleaje desde aguas profundas En esta accnon |

el oleaje sufre modlflcacmnes por refracmon, dlfracmon y reflexion.

La evaluacién cuantitativa del campo de oleaje es muy utll para dwersas apllcamones --
'mgenlerlles, entre estas se puede citar el diseno de pu\,rlos, la estimacion de las
‘corrientes cerca de la costa, difusién de una sustancia en el mar, los. procesos costeros
y la seleccmn del peso de los c:omponentes de una escollera

En Ios estudlos convenmonales de pmpagacnén del olea;e cada uno de Ios fenomenos
 que origina los cambios en el oleaje es analizado en forma mdependmnte lo que facilita
- su calculo, pero descarta la relac:on sumultanea que existe entre ellos en Ias olas reales
~ Ademds, la obtencién de las particularidades de las olas en reg:ones con otra
| 'profundndad se hace con base en hlpc')tes:s 5|mp|1fluator|as que pueden orlgmar poca-f

- precisién en los resultados. Tales son los casos de los planos de refracmon que sélo se'f;,-

definen cuando la batimetria es regular y no provoca cruce de los rayos de onda 0 de; -

~los dlagramas de difraccion que umcamente son vahdos para fondo horlzontal y paredes»_., |
rectas que no reflejan al oleaje | | :

Al prmmplo de la decada de los setenta, Berkhoff derlvo Ia ecuacnon de "pendlentei ‘

suave” que describe el puoceso completo de transformac:lon de ondas Imeales tomandoﬁ-_--




en cuenta al mismo tiempo tanto a la refraccion como a la difraccion. En ella aparece
como variable dependiente al potencial de la velocidad compleja. Sin embargo, como
no es sencillo obtener fa solucion de esta ecuacién, se han propuesto versiones
reducidas de ella, como la llamada aproximacion parabélica que requiere de
correcciones en aguas reducidas y un planteamiento complicado de las condiciones de
frontera. |

En este trabajo se trata de explicar los fenémenos de transformacién que sufre el oleaje
y se proponen algunos métodos para propagar al oleaje hasta regiones cercanas a la
costa. Uno de los métodos considera la combinacién simultinea de refraccion,
difracciéon y rompiente. En otro se agrega la reflexion del oleaje para obtener las
caracteristicas del oleaje que cerca de las obras maritimas. La tesis también tiene como
objetivo calcular las corrientes marinas que induce el oleaje.

En este escrito se presentan los fundamentos y la deduccién de las ecuaciones necesarias
con la intencién de comprender los fenémenos principales y proponer métodos para
caleular la propagacion del oleaje. De éstos se trata de establecer el grado de
aproximacion, las hipétesis admitidas y sus Ilmltacmnes En estas tareas se mcluye una‘
revision de algunos estudios que sobre el tema se han reallzado reoentemente

| En el capltulo 2 se describen las ecuacmnes fundamentales de fa Hrdraullca sobre fas

cuales se basan las teorfas analiticas ‘de oleaje. En el capitulo 3 se deducen las -
“ecuaciones de teoria lineal del oleaje en dos dimensiones horizontales que son utlles, o

para los ana|15|s simultdneos de refraccmn dlfracuon Y reflexmn

Enel capftulo 4 se deduce la ecuacuon de refraccnon dlfraccuﬁn basma para Ios estudlos :
de propagacmn del oleaje Esto permlte conocer Ias ventajas Y I|m|tac10nes de Ia’r“‘-
ecuacion prmcupal para propagar el olea;e | | |

En el capitulo 5 se propone un metodo numerlco para obtener planos de olea}e tomando
en cuenta simultdéneamente a la difraccion y la refraccién. En él se contemplan las : zonas -
caustlcas donde los mode!os convenuonales de refrdc:(:lon no son apllcables

'Para anallzar la reflexion en Ios modelos matematlcos de refraccmn-dlfracc:on se

formulan otras ecuacrones que agregan olra varlable lndependlente a Ia ecuaﬂon de
| refraccnon—dlfracmon K - o

| En el capftulo 6 se presenta la dG‘SCl‘Ip( lon de este proceso y, se dﬁsarrolla un
procedlmlento para obtener Ia refraccnomdrfracaon reflexlon del oleaj T”tmblen_ s o
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describe un ejemplo que muestra la aplicacion del modelo de refraccion-difraccién a un
caso real, donde la batimetria del fondo marino tiene cambios fuertes de profundidad.

En el capitulo 7 se describe cdmo se forman las corrientes por oleaje y se deducen las
ecuaciones fundamentales para el cilculo de estas corrientes.

En el capitulo 8 se dedica a la presentaciéon de un método para obtener las corrientes
por oleaje y se incluyen dos ejemplos que muestran el cdlculo las corrientes marinas;
uno corresponde a una playa sin obras maritimas y, el otro, a una zona que tiene una
estructura que altera el movimiento del agua.

En el capitulo 9 se establecen conclusiones y se sefalan varias recomendaciones sobre
el trabajo realizado.

Finalmente, en dos apéndices se exponen varias ecuaciones que sirvieron de apoyo para

el trabajo y algunos desarrollos mateméticos Gtiles para describir las aproximaciones

numéricas de las ecuaciones en las que se basé el método de refraccién-difraccion-
reflexion del oleaje. | |
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2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE UN FLUIDO

En este capitulo se deduce la ecuacidn general de balance de Reynolds A partir de ella
se obtienen las ecuaciones de conservacién de masa (ecuacron de conunwdad)

“conservacion de canudad de movimiento para un flujo sin rozamiento (ecuacién de

Fuler) y la de conservacion de energta (primera ley de la termodmam:ca) Estas__

- expresiones sirven de base para Ia teor(ct Imeal en dos d:mens:ones espac:ales

horizontales del oleaje.

El capftulo se chwde en dos partes en Ia primera, se encuentra la expres:on general de_- e
‘balance y de ella, las ecuaciones de movimiento de los fluidos. En la segunda se-" RN
- fdeducen las ecuac:ones basicas para el estud:o de olea/e | | i

- El comporlam:ento de los flwdos en mov:mlento y los camblos que sufren cuando se
"ji'|es aplican fuerzas y momentos, dependen de los fenomenos de transferencua Estosg
fenémenos se refleren ala capac:ldad de los f|UId05 en movimiento de Ilevar matenales R
~ y.propiedades (masa, calor, cantidad de movimiento y en general cualquuercaracterfst:ca'f_',? R
~ observable en el fluido) de un Iugar a otro; asf como, al modo en que se dlfunden [
| "trdnsmlten a traves de ellos o e . i |

Con base en Ia observacnon de estos fenomenos, se han fundamentado tres importantes*f“_'
principios de transferenc:a Ios de masa, cant|dad de mowmlento y calor A ellos les e
corresponden respecnvamente los postulados de conservacion de la matena, la segunda*;‘a;‘f:ﬂ
lley de Newton y el de Ia conservacuén de fa energia (prlmera |ey de Ia termodmémlca)
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Adicionalmente se emplean otras leyes fisicas y del medio continuo, que si bien tienen
una aplicacion mas restringida que las anteriores, permiten describir algunos aspectos
moleculares de los fluidos en términos de cantidades macroscopicas.

El fluido que ocupa toda una porcion del espacio como una sola especie se conoce
como fluido homogéneo. El agua es un fluido de este tipa cuando es comprimida,
calentada o movida y no cambia de estado. |

La porcion del espacio que contiene un fluido homogéneo con superficies
perpendiculares o tangenciales a las velocidades del flujo se conoce como volumen de
control. Las superficies tangenciales de tal volumen casi siempre corresponden a
fronteras SGIidas encima de las cuales tiene lugar el flujo, o bien a la superficie libre del
agua; en las otras superficies el flujo entra &” volumen de control o sale de él.

2.1 Ecuacién del balance de una propiedad asociada a la masa

Sea una cierta propledad g por unidad de masa del fluido. La ecuacion del balance de
esta propiedad en un volumen de control V finito cuya superﬁue es S (figura 2.1).

7~ Superficie S

-Volumen ¥

Figura 2.1 Volumen de control.

En la figura 2.2 se muestra un volumen de control fijo respecto al sistema de referencia.

La propiedad q encerréda en él ocupa el volumen marcaddc’:on A en el t‘ie‘mp'o tyC
~en el tiempo £+ At. la propledad g dentro del volumen de control en el tlempo tes
“jgual a la que existe en él para el tlempo t+ At més Ia que se ha creado o destruudo"*‘ |

dentro del volumen de control d(pgq), es decur

G



B s

(Pady * PBQB), = (pl}qB)“m + (Pc"'kf)mir + d(pq)

al dividir entre At y ordenar se puede escribir;

(pAqA)z B (quC)MA( + d(pq) = (quB)I+A; ) (pB qB)t

. (2.1)
At | At | At
| Supedicie de control que Supericie de control que limita
limita al fluido en el tiempo t - dlflido en el tiempo t+at

Figura 2.2 Volumen de control en dos tiempos distintos.

° Primer término 'de'_la eCUaCid’n _"de' balance. .

-~ H prlmer termmo de la: ecuacnon 21 representa |a dlferenC|a entre el flu;o de Ia','- |

propledad q que entra al volumen de control a traves de Ia seccmn 1 y el que sale a .

o través de Ia secmon 2, por lo que

B | (pAqA) (pch)HA;

At ] ff (pq) v, ds, ff(pq)v,dsz S

-.donde v, es el componente del vector de veloudad normal a la superfnme S deliz;-u -
) volumen de control EI mlembro derecho de Ia lgualdad se puede escrlblr como :
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ff (pq) v, d5; - ]f (pq) v, dS, = - fj (pq) v nds
h s e
® Segundo término de la ecuacidn de balance

El segundo término de la ecuacion 2.1 corresponde a la creacién o destruccion en el
tiempo de la propledad q dentro del volumen de control se expresa Como

d(pq) fff D(pq) dv |

@ Segundo miembro de la ecuacidn de balance o

En el limite y al considerar todo el volumen de control, el segundo miembro de la
ecuacion 2.1 se transforma en la rapidez de variacion respecto al tlempo de la propledad |

q contenida en el volumen onglnal esto es

De esta manera, la ecuacion 2.1 se puede escribir

‘ -.-ff. <pq>v-uds+fffo<pqw='~§—-fff‘<pa>dv
s L AT ) yhoo

donde p es la masa espeufnca del ﬂmdo v es eI vector de veloc:ldad del flu;o n es un

'vector unltano perpendlcular a |a superﬁue S (posmvo cuando esté dmgldo hama fuera.: S
del volumen de control V) | ‘ o

Cuando el volumen de control permanece fle respecto a un mvel de referencna y elfj Ry
| o flundo ocupa todo el volumen de control a tiempos. posterlores la mtegral de volumen S
- es lndependlente del tlempo, y por lo tanto, la denvada respecto al tlempo puede e
” efectuarse dentro de la mtegral por o que fa expresmn anterlor queda L

| <[ warvnas « [ff Dioayay - [[[ %cpqmv] em
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Esta es la ecuacion de balance de una propiedad ¢ asociada a la masa (corresponde a
la ecuacion de Reynolds). El primer sumando se refiere a la cantidad de la propiedadg

que atraviesa la superficie § en la unidad de tiempo, el segundo, a la posibilidad de |

creaciéon o destruccion de la propiedad ¢ dentro del volumen ¥ en la unidad de
tiempo. La suma de ambos es igual a la rapidez de variacién de la propiedadq
contenida en el volumen V., B

Respecto a la integral de superficie de la ecuacién 2.2 se plantean dos casos distintos
de acuerdo con el tipo, escalar 6 vectorial que es la propiedad q.

2.1.1 La propiedad por unidad de masa q es un escalaf |

- Con base en las propnedades del producto escalar (Tabla 2.1, al fmal de este capitulo) | ,: -
~ se puede escribir : |

) fj (p‘?)" n dS =’" ff (qu)'ndS

‘Para un campo de velocudades contmuo y dsferenc:lable del teorema de la dwergencm; ;, B
de Gauss (Tabla 2.2, al fmal de este capltulo) se’ tlene S :

ff (040 as fff Temay Cem

- De acuerdo con la |gua|dad antertor, Ia ecuacaon 2 2 se puede escnblr como |

fffv dv+fijpq w: mw i

Ao L

\Como el volumen ‘v’ es arbitrano el mtegrando debe ser nulo y en consecuencea se
| ttene que | | - IR |



7 ,
V-(pq)v - D(pgq) + -§—; (pg) = 0 (2.4)

Esta es la ecuacion de balance de una propiedad escalar ¢ por unidad de masa en forma
diferencial.

2.1.2 La propiedad por unidad de masa q es un vector

Cuando la literal ¢ que aparece en la ecuacién 2.2 representa a una variable vectorial

q se requiere de un planteamiento distinto al anterior. Sea el vector I igual a la
integral de superficie que aparece en esta ecuacién, es decir

I=[[(pg)(-n)ds
| s
como p es escalar (propiedad 2 de la Tabla 2.1) se puede escribir
I=[[qCpv-n)as s
Si se multiplica por un Vector arbitrario cbnstanté a |

| _' Dado que p v es un escalar por Ia propledad 3 de Ia Tabla 2 1

: a: 41(pv n) (a q)(pv n)

Como (a q) es un escala: (por Ia misma propledad)

(a: q)(pv n) pv(a q) no

. De esta manera la ecuamén 2.6 queda o |
o 'a.""I'VV—":V'f‘-j.[ p_v_(a_-‘q-)_].f‘n' ds

Por el teorema de la divergencia (Tabla 2.2), la integral anterior es iguala




a I -= fjf V-[pv(a-q)]dy
v

(2.7)

Puesto que a - q es escalar, el integrando puede escribirse como (propiedad 7, Tabla 2.1)

Velpv(arg)] = [V pv](q-a) + [Via-g)] pv

(2.8)

Por la propiedad conmutativa del producto escalar, (propiedad 1, Tabla 2.1), el segundo

sumando de fa ecuacién anterior se puede escribir como

(V(a-g)]'p v-[Vig- a)l

Como g -a es escalar, por la 'propiedad 11 de la Tabla 2.1

(V(a-q)]-pv ={p V'V](Q'a)'

sustituyendo la ecuacion 2.9 en la 2.8 se tiene |

v '[pV(a"Q)] "[V'pv](q a) ¥[pv V] (q a)-.

blen por la propiedad asocnatnva del producto escalar o

v [pv(a q)] = {[V pv}q + [pv V]q}

0 bsen, por la propaedad conmutatlva

V [PV(a Q)] = a {[V pv]q +[pv V]q}

| Sn se toma en cuenta ala ecuacnon 2 11 en Ia ecuamon 2 7 |
a I = fff (pv: v [Y' p"y.]q;+'[pv.-‘V] g}av
| ='j'-(;30'mo az es‘un vector constante puede eséribirse"_
a I-a fff pv V [V_-p'_v]q+[pv,*‘7_]}d"S-._
de ddnde' 5 S

'1 fff [0v-V]q [V pv]q+[pvV]}dV

Al tomar en cuenta a la 'ecuacién.12.12 en la ecuacion 2.5

10
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[[aCov-mydas = [[[ {+[pv V]q[Vpv]q[pv:V]gtdV (213
S Y

Sustituyendo la ecuacién 2.13 en la 2.2 se obtiene

- [f[ sty Viq «(Veprlqlpv-V1}dv
Vv '
C[[[ pionav = [[f 5 oo av
asi,

fff [[V'P"] g +[pv-V]g+D(pg)+ —(:?; (pq)} dv =0  (2.14)
v . | | | | |

como el volumen V es arbitrario se cumple

(Vopv)g + (prV)g - Dipa) + = (pa) =0 | @15)

Esta cual es la ecuacion de balance de una propledad vectonal q por umdad de masa’_
esc:rlta en su forma dtferenual |

B '2.2 EcuaCién defconservacio’n de'_masa

B ‘:-AI consnderar que q es un esc:alar y que ademés es tgual a uno (q = 1) se obt:ene Ia','
5 expresuon parael balance de masa (ecuacién de contmundad) Cuando no exlste creac:onf
) destruccnon de masa dentro del volumen de control |

D(pq) = D(pl) = 0

o Por Io que Ia ecuacuon 2 4 queda como

3 V' V) ot

Al desarrollar el operador divergencia en coordenadas cartesianas se puede escribir

1M
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La ecuacion 2.16 (o 2.16") es conocida como ecuacién de continuidad,

Cuando p es constante, las ecuaciones 2.16 se reducen respectivamente a

Vv =0 - (2.17)

v+*§_w=0 A

La ecuacién 2.17 corresponde a la ecuacién de contmuldad para un quudo
mcompre5|ble

2.3 Ecuacion de conservacién de cantidad de movimiento

Si ahora la prop:edad q es un vector |gual a la velocidad v del flmdo, la ecuacmn 2 14 B
_;queda como | .

I oy« (v 9] - D(pvw% (pv)dv 0

Vo

'Ahora la fUnCI()n D(pq) resulta ser lgual a D(pv) Ella corresponde ala c.reac:on 0,‘ |

'dtsmmuc:on de la cantidad de movimiento por un:dad de masa - (pv) dentro del_ o
- volumen de control. Esta funcion es igual al impulso de fas fuerzas extenores (gravedad,

'_"_'_..'presmn fncmon, o A ellas se les clas:flca en fuerzas de cuerpo F y de superfmiek':iﬂ.”' :

“ 'donde F representa a Ia fuerza de cuerpo por umdad de masa’ (desarrollada por Ios_'_.:_:f |
i campos magnet:cos 0 gravutauonales que actdGan sobre la masa dentro del volumen V)"j; CRRR
y k la fuerza por umdad de area que exuste sobre la superf:cne S lncluye a la fuerza A

f / f P 4 - fff or v ff v aw
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As( resulta que

normal a la frontera (funcién de la presién) y a la tangencial a esta frontera (en términos
del esfuerzo cortante, estd relacionada con la viscosidad).

Cuando la viscosidad es despreciada, la fuerza que actia sobre la superficie puede

representarse como una funciéon de la presion p en términos del vector unitario
perpendicular a esta superficie, es decir

k = - np | | (2.19)

de este modo, el segundo sumando de la ecuacién 2.18 queda

[[kds=-[[wp)ds D (2.20)‘
S s | -

Tal como se ha hecho antes, al formar el producto punto con un vector arbitrario
constante a resulta que

f k-adS = —ffn-(pa) d_S' : (2.21) |
S s o

~ Ahora, por el t_eorema,d_e la divergencia'(inciso 2.1 .1), de esta ecuacion se encuentra

ffk adS fffv pa

_'Por otro Iado de las proptedades del operador nabla se sabe que (propledad 5, Tabla

V'_(Pc) = (Vp) a p  (7a).

Pero ya que a es un vector constanle (por ejemplo para un sustema cartemano en el

~ espacio las derivadas dea respecto a x y y z son nulas) ‘a = 0 de modo que |a
,ecuaaon anterlor se. reduce a - . S .

v (pa)=(vp) .' _“;",f o -

fffv (pa) d‘v’ fffvp ad‘d

| por lo que Ia ecuamon 2 21 queda v

13
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o bien,

Si se sustituye esta expresion en la ecuacion 2.7 se llega a
[[[Devyav=[[[oFav-[[[vpay (22

14 - v v -

Al considerar la ecuacion 2.22 en la ecuacion 2.17 se encuentra que

j]]‘kv'p”)”*‘?”"”V*~pF-«Vp-+w€_(pn}dV:=o‘,

‘ya que el volumen V es arbitrario se tiehe{ |

| (va)w+(pVV)v -'pF + Vp + “"ag"”(PV) =0 |

| -}Tomando en cuenta la ecuacuén de contmmdad (ecuacnon 2 16) en el prlmer sumando'?i}f
o se puede escnbnr e : S -

e ==y + (pyV)v ~pF + Vp + — =0

~+ al desarrollar el producto de la derivada del Gltimo término y simplificar

o

P Vv -pF +Vp oy __g_g i

1

fi

 *5WVW+Ff~—W+~iv*Q  Q  , @ﬁﬁf;J'i

p at

Por otra parte, por la propledad del opemdon nabla para los vectores A y B con o
denvadas parcnales se sabe que (propiedad 12 Tabla 2.1

14




se propone que

V(A'B) = (BV)A +(A-V)B + Bx (VxA)+Ax(VxB)
Cuando

se tiene que
Vivew) =2 (v-V)y + 2 v x (V x )
de donde |

—%—V(v-v) —vx('V'_x V)

por la identidad anterior, la ecuacién 2.23 queda como

Lo srvx@xn+Fr-Lyp-2 .0 (2.24)

La expresion anterior se conoce como ecuacién de Euler.'r :

'Cuando la fuerza F tlene Ia propiedad de que el trabajo que reallza es mdependlenté o
de la trayectona, se dlce gue es conservativa. Se sabe que la condmnon necesaria 'y

suflmente ‘para que sea conservatwa es -VxF 0. Ademds, las" fuerzas que son'_ |

conservatlvas se pueden expresar como el gradlente de una func:on esca|ar (Q) por ello_

AI sustituir la ecuacnon 2 25 en Ia 2. 24 se obtlene Ia ecuaaon de conservamon deﬂ'i‘-‘j SO
- canhdad de mov:mlento, que se expresa como | |

av - 1'

En coordenadas cartesianas equivale a estas tres expresiones:

”au':+=-.6u.,f: au, ‘i ;auf 
| at,_-" Ox 8y 9z
S %x  dy o 3z p o

= - O fo—,
QU
=

5




ow ow ow dw 1 ap o0
—_— U —— + V - + W —— + +
ot dx dy dz p 0z Z

2.4 Ecuacion de la energia

Cuando la propiedad por unidad de masa g es un escalar que es igual a la energia e,
la ecuacion 2.2 se puede escribir como |

=f!pev-rzdS+%f!fpedV

en este caso, D(pe) represent'a al cambio de la energia por unidad de masa (pe) dentro
del volumen de control con el tiempo, es decir
dE

D(pe) = _'.dT

| por Io que ahora se tiene que

e ffoarmass g (ffur o

Comola primera ley dela termodlnamma establece que "La d:ferenc::a entre el calor que

un sistema (volumen de control) intercambia con sus a!rededores yel traba;o hecho por

éste depende solamente de los estados (cond:c:ones en el volumen de control de.
_-'acuerdo con sus caracterfst:cas observables) fmal e :mc:al del m:smo |

A esta dlferenc:a se Ie acostumbra Ilamar cambno de energla (es una caracteristlca*; S
observable en el volumen de control) En forma de ecuamon la Iey anterlor se expresa

como -
"dE'=dQ-—~dW'

(Slendo dE eI camblo de energla del smtema, dQ eI calor sumlmstrado al sustema por 5
sus a!rededores y dW el trabajo hecho por el qlstema sobre sus contornos

fAI d|v1d|r Ia ecuacmn anterlcr entre la dlfelenc:lal del tnempo (dt) se encuentra

dE _dQ _dw

dt ~oode o dt AR

16



~ tres partes a saber: interna e, (depende

Ya que el trabajo dW hecho por el sistema, incluye al realizado por los esfuerzos
normales (debidos a la presion dW ) que actuan sobre la superficie §, al desarrollado
por los esfuerzos tangenciales (d% ) en la superficie S cuando el fluido externo
adyacente esta en movimiento; al efectuado sobre un elemento giratorio (dW)) dentro

del volumen de control, en este caso transmtttdo fuera del volumen a través de una
flecha rotatoria (figura 2. 4, resulta que

szdW + dW, - dW

Al tomar en cuenta a la ecuacion 2.28 en la ecuacion de balance de energia por unidad
de masa (ecuacion 2.27) se tiene que |

R Rl U

La expresion anterior establece que la
variacion respecto al tnempo del calor
agregado al sistema menos el trabajo
hecho por el sistema es lgual_ al cambio
de energfa a través de la superficie del
volumen de control mas la modificacion
~ respecto al tiempo de Ia energfa dentnof -
- de tal volumen. ~ o

B camblo de calor (dQ) y de trabajo;“ |
- (dW) relacionan al sistema con otros,

La energla asomada con la masa del ._ EER N W ﬂgcha
~ sistema (¢) se acostumbra separarla en ., o

F:gura 2.3 Traba;o transm:t.rdo fuera del volumen de .

| ‘ contro! por una flecha rotatona
de la temperatura del qundo estd - e

relacuonada con el comportamiento molecuiar y atomlco) po‘tehc"i_all 'Q”(funjcién del
campo grawtacnonal) y Cl_nyet:_c_a (1/2)(v+¥), por lo C_U_al . N e __
=eu+Q+"‘“".-V'V .
| 2
Cuando no existe transferencia de calor, ¢, = 0, por lo que

B
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Q + — vy | (2.30)

2.4.1 Flujo de energia por unidad de drea

Si en la ecuacién 2.27 no existe cambio a través de la superficie y se toma en cuenta
a la ecuacion 2.29 resulta

2 fff (Qa-mvv)dv

Al miembro del Iado |zqu:erdo de la expresion ant(,rlor se le conoce como ﬂu;o de
energia. |

'Si el volumen de control es ocupado en su totalidad por el fluido y este volumen no

cambia con el tiempo, la mtegral de volumen es independiente del tiempo y, en
consecuenc:a la derlvada parcial se puede escnbn dentro de Ia lntegral asi

! f_ (“ A )av

’Como la energia potencnal (Q) es mdependlente del tlempo, se tlene

' ”f a’(wp g v] 7. (s '\-"2-31')', L

Por otra parte al multlplncar a Ia ecuacnon 2. 26 por pv medlante eI producto punto se S
obtlene R ' . : = | »

P"V % . P "%" v (v v) v o~ pv X (‘V. X ..) :".“’.'_VP. Vo4 p VQ""‘ 0(232) |

| Con la intencic’)n de,simplifitar_.esta :ect.nac'ic"m se -analizan Cad,a 'uno_' de _sus'-;términ;osj_;]’_‘-}, Sl

Puesto que el vector producto vectorlal es ‘perpendicular al plano que forman sus e
.Vfactores, el vector VX (V X v) es perpendlcular avy. por tanto




2.1), resulta

" obien

Por otra parte, usando esta propiedad de la derivacion vectorial

..__a_. (v-v) = v-.._.a_.‘i. + ,...(.3...‘:..-1) = 2 EE..-\,;

ot dt ot ot

se tiene que

Yoy = Loy (2.34)

Como p es escalar (propiedad 2, Tabla 2.1) |
| Vp:v =V-py | | (2.35)

de forma semejante, cuando la masa especifica p es constante, se puede escribir

pVQ v =V pQy | (2.36)

También se expresa como

1 | _' 1_'
—— Vv'v 'v ':_:v . lv
7 p V(v ) | ("”"2 pv V)

~ dado que (1/2‘) p v v es escalar al d'esarrollaf el producto punto (p_ro'pi'edad‘ZS,:- Tabla_
~2.1) se tiene | o ' o e

- Vi—pvvj'y =Vt— py vy - |— pyv'v|V-y
Y A EX Y A A

~ Por _otfa parte, por_-_la ecuacion 2,_'|_6.'se'-_tie'ne que _' N _' ' Sl > N

.‘_Al tomar en cuenta a las écqaciohes 2,16y 2.30_"-3'2.34 en la e_c_u'éCié_n f\2'_.2_9-wse llega a L e

p %—-—g;— (v'v)+V'~(—%—"\ P wv)v‘-% \'.7.'13._." + VepQy '"“'_0_: -

‘por la propiedad asociativa del p_fod_uvc‘to pUhto_resp,eC'td a la suma (pr(')piéda_d'é} Tabla

,_......,,,.... — v-v +Vo_____ ’V' Q =0 ',
(o) vl ervererafeo

19



o ] 1
——— e pV V| = -~ V| — py-y + Qv
at(zp ) (2p P+ o )

Si se sustituye la expresion anterior en la ecuacion 2.28 se encuentra

fff (~—-pvv+p4p£2)vdv
Por el tearema de Ia'divergencia (inciso 2.1.1) para.
1
bn(?pv'v+p+p9)v

se tiene

fff (""‘P"‘”PPQ)VW ff(*"PVV+P+pQ)vdS

Se Hlama vector flu;o de energia B por umdad de drea de superﬁcne al mtegrando del
segundo miembro de la expresmn antenor es dec&r o

| "'_;_.2.5"'_F.!ui_¢')' con poten'ciall.' o R

'Cuando se cumple con V X ¥ »-}._0 se afnrma que el movumlento del flundo es_- o |
'motamonal En estas condlmones se puede plantear una funcnon escalar (b tal que la

velocsdad es tgual al gradlente de esta func&on, es decnr

';vév¢  }  '4 ;';.a_' Q3m]?7  '{

Al susntusr la exprc.snon anlerlor en la ecuac:on de contmu:dad para un fluldo'& R

-mcompremble y homogeneo (ecuaaon 2 36) se obtlene

| que tambzen se puede escnbir asf,

0



4 ne
i

la cual es conocida como ecuacion de Laplace.

Al sustituir la ecuacién 2.36 en la ecuacion vectorial de movimiento (ecuacidn 2.26) y
tomando en cuenta que V x v = 0, se encuentra

9 v+ L yveve)s - VpevQ =0 (2.42)
ot 2 p
que es igual a |
9 . Luyp -vp+L vgl-0 (2,42
ot 2 P 1 |

al integrar, se obtiene la llamada ecuacién de Bernoulli,
3
ot

- (V6 - V) s (2.43)

donde f(t) es una constante de integracion que depende del tiempo.

Como el campo de velocidad no cambia si una funcién de tiempo arbitraria se suma a

la funcidn potencial (b, entonces f(t) puede‘considerar’se igual a ce'ro.ﬂ

Para un campo de fuerzas gravitacional donde la: aceleracién g es negatava en Ia
d:reccuon de z, el potenc:al de Ia fuerza externa Q es lgual a

B En estas condmnones la ecuac:lon de Bernoulh resulta ser |gual a o e |

45

i

T T
D b+ — (Vb - VdY) + £ g o=
o 5 (Vo - dv)_,rf;_p.f”,g__z,

- :AI mult:phcar por p a Ia ecuac:on 2 42 y despues de ordenar termmos se obtlene

- P;d) = (v¢ V¢)+p+pgrf:*0 e (246)_
Al tomar en cuenta a las ecuaciones 2, 36 241 y 2. 43 en Ia 2.35 se encuentra que el

B vector flu;o de energfa P por umdad de superfncue para flu;o potencnal esta dado como{’ _' Cu b

IR

L L
| P=-p—==Vo | Q4N
[ P 3 | ¢ 1 ( ,)  Sl




Tabla 2.1

Sean A, B y C tres funciones vectoriales. Ademds ¢ y ¢ funciones escalares. Todas
fas funciones son derivables en los puntos de una region del espacio.

1. A-B=HB"-A

2. A (B+C)=A B+A-C -

3. m (A -B)=(mA) B =A (mB) = (A - B) m,siendo m un escalar

4 V(b )=V VY -

5. V- (A+B)=V-A+V-8B

6. Vx(A+B)=YVxA+VYxB

7. Vo (0A) =(Vo) A+ (V- A)

B. Vx(bA)=(Vd)xA+d(VxA)

9. V-(AxB)=B:(VxA)-A (VxB) o |

10. Vx(AxB)=(B:-9Y)A-B(V ‘A)-(A-V)B+A(V-B)
HoATe =@ ve el

12. V(A - B) (B - V)A (A V)B BX(VXA)+A><(V><B) |

13. V- (V) = V2¢ cbtienederlvadas parualeb segundas contlnuas

14, Vx (V)= | |

BV @xaa0
-1'_:6- 'V-X(V-X 4) =V(V A) VzA Atlenederuvadasparc:lales segundascohtmués’- ._ -_ "

| 'Tabla.2j._2 | Teo_rema_de_‘Ia"dive_kgeh'c,'a_.'- -

Para un volumen v I:mltado por. una superflme cerrada S y b una funcmn vectonal de'?:'j_'
posu:lon con der:vadas conllnuas se cumple que B , ~

ffb nds~”fv'bdv

_5|endo n Ia norma| extenor (posutlva) a S
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TEORIA LINEAL DEL OLEAJE EN TRES DIRECCIONES ESPACIALES

En este capitulo se deducen para dos coordenadas espaciales en un plano horizontal las

ecuaciones de la teorfa lineal del oleaje que se requieren en los estudios de refraccion,
difraccién, reflexién y rompiente. |

Para encontrar las ecuaciones bésicas del oleaje de la teoria lineal se requieren de varias
hipétesis y de establecer algunas condiciones de frontera. R |

3.1 Hipétesis

- potencial ¢ como

b

El flujo es potencial. Por ello la velocidad se plantea en términos de la funcion-

Coveve

Los términos cuadrticos de velocidad son pequenos. Por lo que’

" El componente de la velocidad vertical en el fondo del mar es nulo -

W06

- Debido al cardcter oscilatorio del oleaje, la elevacién de la superficie libre se
~puede escribir como una funcién periddica del tipo N R

23
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~donde

¢ = a cos (kx X + ky y - o) (3.3)
donde

k =k cos « (3.4)

X

ky = k Sen o ‘ (3.5)

a representa a la direccion de avance del oleaje (figura 3.1). Ademds, o corresponde
a la frecuencia angular que es igual a 2t/ T siendo T el periodo.

yA

\

Figura 3.1 Propagacién de la ola en la direc_c_fidrj: a

e Lafuncién ¢ varia cu’dicamente. .Sé_—expre_s'a en la 3fprn_1a"sigtliel1te -

o f_(%fr y, ) -?.'sér:(kx'x . ky' y ._-;;,,_) 6

3','21v'.-Col_ndicioneS.de frontera

Para encontrar el potenCIaI by Ia presion p. que cumplen con Ia ecuacion de Laplace; B
* {ecuacién 2.37) y con la ecuacién de Bernoulli (ecuaCIon 2, 43) se requueren tres

conducuones de frontera Ias cuales se describen a contmuacnon

‘V

24




o bien

3.2.1 Condicién para el fondo

Se considera que el fondo del mar (figura 3.2) esta dado por la funcién de x y y como

z =~ h{x,y)

wmmwmmmemmmmmmmmwmwmnm“wm Z=-hxy)

Figura 3.2 Condiciones de frontera en la superficie libre y en el fondo.

Si se establece que |
b =h(xy) +z
la derivada'_total de b respecto a ¢ es i’gual_a |

db _ 0b dx + 3b dy . ab':‘ dz

dt  9x dt dy dt 9z dt o

db b 3b . ab
= i + -——"_'—-v + W

g ox 9y 3

~ al escribir las velocidades en términos de la funcién potencial resulta

db _3b 3 b 3b . b 3
dt 0x dx 9y 9y 8z 9z

~ si se toma en cuenta a la ecuacién 3.9 se llegaa

Cvdlidapara z=-h(xy).

25
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3.2.2 Condicién cinematica para la superficie libre

Para la superficie libre (figura 3.2) se propone

z=C(x 5t
la derivada total respecto a ¢ de esta funcién es

dz _ 8¢ dx _o¢ dy _a¢ (3.11)
dt  dx dt dy dt dr -

que también se puede escribir como

L , 8¢ b . AL 3 _ b _,

, , - (3.12)
ot  dx Ox dy dy oz

para z = {(x, y, t).
- 3.2.3 ‘Condicién dinémicapara Ia superficie Iibke

La ecuacnon de Bemoulh (ecuacnon 2, 45} para la superﬂme hbre (p 0 , z C) quedaf

como | T
- - d¢
s

: 13;3;'_ ,_F_un:cién‘ p_otencial i _‘ |

- Al tomar en cuenta a la ecuacién 3.1 .en"'la--3;13's_e obtiene

e ;L(%)’ 0w

4gé3t

g Al derlvar respecto a t a Ia ecuamon 3 14 se obtlene

| BC aztb
| -6.!}/‘ g a:l

o Por otra. parte, del desarrollo en serie de Taylor para una funcu’)n f de 2y otras_" S PO B
~var|ab|es) respecto a z se obtlene que o S ‘ :

6

cLiwowgr-o e



para 9z la expresion anterior queda

' 2 TR
(aqa) =(%)+(a¢ Ag s | B0 Aaz2?
. a. z+dz 9z z azz z dz° 2l
cuando z =0 y Az = ¢ se encuentra o o

2 AP 2
(). (8] o (22 4
92 J,.¢ 9z dz* S\ 927 ) .2!
despreciando los términos qué contienen derivadas de orden mayor o igual 'a,2 resulta
0z ). \ 90z /..o
~ Por ofra parte, al desp:ecnar los termmos de segundo orden de la ecuacion 3 12 se
- encuentra que o o DR

. a aZ z¥C 5

fAI cons:derar la ecuacion 3 16 se. obtaene S
a_t 82 120 -

- Sise sustituye la expresién anterior en la 'ecuac:én '3.1_5 se llega-a

&3

o¢ 1 -6¢ =0
az: 8 --atl’

| VAI tomar en cuenta a Ia ecuac:on 3.6 en el segundo sumando de !a ecuacuon 3 17 se_ £
escribe | | | | L

gL O =0 R (318)

- lacual es valida para z=0,

7




~ por lo tanto

Para resolver la ecuacién de Laplace (ecuacidn 2.38) para las condiciones de frontera

(ecuaciones 3.2 y 3.18), se sustituye en esta ecuacion a la ecuacién 3.6 dando como
resultado

N

A

[\ ax? dy? Z dz*
Para resolver la ecuacion diferencial anterior se plantea que sus miembros derecho e
izquierdo sean iguales a una constante, sea tal constante igual a k2, por lo cual

1 (52f+ azf)=k2

(3.20)
[\ ox? dy? |

: e - :kz ' (3-21)
L dzr o SO

La solucién general de la dltima ecuacién diferencial es

Z=Ae® Bk (32
| AI-s_uStitui_r las ecuaciones 3.7 y'_3.2_21en'l_a 3.6 res'ulta. = | '
o _cu_an_dd se deriva 'r'éspe'c:tb'a:z_' s enéuentrd o S
R -Q-(E- - (Ake’“:"' —'-’Bke“’"-“-)"_sen:(k'f_x' '+Hik":'.y¢-— dt-)' (324 N
| Ségﬁn_-laécuacién 3.2, para z=-h se tiene
(T e kit e e
o Wheam g ) Tk - BkeT) 5 Pk X vk, y )=0

 Ake*h - Bkett 0
o bien T e e T e

haCIendO




Ao kh = pokh » D
2

se plantea que
A:_____ ekh y Bz__g__e-kh

de este modo la ecuacion 3.22 queda expresada como

Z = —!~2)-— eh@rhy -—g— k@M = D coshlk (z + h)] (3.26)

Sustituyendo las ecuaciones 3.7 y 3.26 en la ecuacién 3.6 resulta
¢ = D cosh(k (Az + h)) sen(k, x + k,y - o.t)

Como la derivada parcial respecto al tiempo de la expresién anterior es
ad

5 =~-0D cosh[k(z + h)] c'os(kx}? +_.ky y "_'. _Ut)-

para z =0, -
3¢ T AT
——| =-a D cosh(_kh_) -cos(kx X+ ky‘y_ . ot)
" Por la ecuacion 3.14 se puede escribir asi

g =..~.1,.. o D cosh(kh) co's(k_tx_ +'ky y - ot)

Si se ‘compara esta expresion con respecto a la 3.3 se ded,uce'que' |

o cosh(kh)

. por .'que._la eéUac'ién3.27 queda‘_ o

1 5 '=. | a.g: cosh[k(z . h)]
o coshlkh)

- ,Esta expres:on corresponde al potencual de velomdades de Ia teorta ||neal en dos -

| _dlmensmnes espac:lales honzontales

29
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| "jal_si_mplificar

~ al desarrollar

Vd_vé d'”orllde :

3.4 Fcuacion de dispersion

Al tomar en cuenta a la ecuacién 3.28 en la 3.26 resulta

7 . 98 cosh[k(z + )]
o cosh(kd)

(3.30)

Por otra parte, de la ecuacién 3.23 se encuentra que

62¢
| It?

= (Ae*t + Be k) o2 sen(k, x + k, y - ot)

para 2=0 se obtiene
3%
ot?

= (A + B) o senfk, x + k, y - ot) | (3.31)

" La ecuacion 3.24 para z=0 es igual a

90 (Ak - Bk) s'en'(kxx + k y - o’_t) L (332)
e | ye -

ADe acuerdo con las ecuaciones 3. 31 Y 3 32 la ecuacson 3. 17 queda lgual a S

(A -B) o2 sen (k X+ k y - ot) (Ak Bk) Sen(k X+ k y - crt)

(o - gk "A "+f?‘(oz - gh) B -0 S eam s

ir,Las ec,uac:lones 53.25 y 3. 33 forman un sustema de ecuamones Imeales homogeneo cuyas‘ -

: mcégmtas son A y B. Para que este sistema tenga solucm')n dlstmta de la trivial sef'f-' | |
- requiere que el determlnante de su matnz de coeflmentes sea nulo es decnr L e

etk gk

(o? - gk) (o2 + gh)|
.(Ul2 * gk) eﬁ“« + ('("2._"-".‘& gk);ek-h =0

kh “kh

+e ™ S



0 sea

o® = gk tanh(kh)

(3.34)

Esta es la ecuacién de dispersion; relaciona a la frecuencia angular o con el nimero de
onda k. Cabe recordar que la frecuencia angular se define en términos del periodo T

como
21
T

y que el nimero de onda se expresa en funcuon de la Iongltud de onda L asi

—

2n

k==t
L

(3.35‘)

(3.36)

por lo que, de acuerdo con la definicién de celeridad, C=L/T, se tiene que |

-9
-k

 Tomando en cuenta a las ecuaciones 3.37 y 3.36 en la 1345 c obtiene

C - \l tanh (kh) \J gl t;mh 2uk
Nk | 2n L
'-»-,Al‘elevar' al.cuadrado'. | B
2n

211:/1

C2= tnh

| - Susti_thendd_ L=CTy redu"cieﬁdo*-- o

N 211:}: o

g T tanh

c

ll

Al escribir la longitud de ola en funcién de_la celeridad se | lega a .

R I

B I & ‘g;T tanh 211:!1 S

Con la ecuac;on antenor se determma la longltud de Ia onda en funcuon del penodo y

-~ la profundldad

3
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-L[{20, la tangente hlperbollca de
- (2nh)/L es prdcticamente iguala

| '(Znh)/L por ello la- ecuamon
- 3.38se reduce a SRS

EES—

De la ecuacion 3.41 o bien de la expresiones 3.34 y 3.35 se tiene

2
4“2 = k tanh (kh) (3.42)
gT
Cuando la profundidad A es mayor 210 T 108
que L/2 la funcién tangente L(m) °"3’TW‘§ZE" [n h (m)
hiperbdlica de (2nh)/L es 180 T /A-W
aproximadamente igual a 1 y en SR A
180 { o
estas condiciones, de la ecuacion cm/3% T
3.38 se tiene o o h>k -\ e .
. 12(,) . T(o) | 3?
L ; ) /( |
Cc=,-5= (343 o0 A ‘5
. 275 . . Muuba}u
| ' . 801 g . C Iﬁ_ : 30..
Esta expresion es util para calcular o o % / _hé: 1
la celeridad en aguas profundas. = ¥ F = L
e Ao g
Para valores de h menores a LBz e 2480 S
Ll C (m/s)

profundfdad }:

~ lacual permlte obtener la celendad en aguas bajas o poco profundas En Ia figura 3. 3 o
o se muestra el cambto de la celerldad para Ios dos casos anter!ores. o -

~~3,5'-_Pr93i6n n

VPor otra parte,_cuando en |a ecuaCIon de Bernoulll (ecuamon 2 43) se consudera Ia‘r e
~ecuacion 3.1 resulta - :

afbi

PP ;-ar__.._"g. )

SI se sustltuye la ecuacuén 3 29 y se toma en cuenta a la ecuacuén 3 3 de Ia superﬁ(:|e‘;-;"-;:‘,‘,,‘:_.,;:_
| hbre 5 se encuentra » | | | e [T

32
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cosh{k(z + h)]
cosh(kh)

C - pgz (3.45)

Con la expresion 3.45 es posible obtener la presién en el punto (x, y, z) cuando son
conocidas la elevacion de la superficie libre del mar (es funcion de x, y v t) y la
profundidad z.

3.6 Velocidad de las particulas de agua

Los componentes de la velocidad de las particulas de agua debidas al oleaje se obtienen
sustituyendo la expresion del potencial (ecuacién 3.29) en la ecuacion 2.36:

k.a o
g = 00 _ %98 coshlk(z + )] cos(k.x + k,y - at) (3.46)
- 0x 0 cosh(kh) | Y |

.80 _ ka8 cosh[k(z + h)] cos(k,x + k)y - ot)  (3.47)
| dy - a cosh(kh) ' 7 o

w- - a¢ o 'kag : ;e;xiz[k(z + }I)] sen(k x + L y _ Gt) S (3.48)
- 0z o cosk(kh) R R o

Segun las ecuacnones 3.46y 3, 47 los componentes horlzontales de velomdad ( 'v)"
tienen la mtsma fase de movumlento que Ia superf|c1e hbre . flgura 3 4). .

37 Despl_azamiento de las particulas'"de'agqa -

~ Las velocidades de las particulas de agua se pueden expresar como

dx _ 30(xnanD
dt. ox :

dy | d I(x,“"y, z, t)

dt. 9y

dz  9d(xy, 2,1

Cowef2 gy 3499

dt 0z

- - '-‘

xs }’, 4 se tlene

Siel mowmlento de Ias particulas de agua, se consndera a partlr de una posucnon medla-

o 33
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a coafkyXxtkyy-vl=a ; @& um(k,xi-k,ywo_u 0 .'

e
T 7‘ ' acos(k,mk yyool) =g |
aam(k,x+k,y--t) = 0

\ A

v Ky
S —bkin |

dI’N.I
A e “p-e=--- -
: <
= E z
o =
~
ant
b. - .-

]

1 V= kyFa

=¥ ..A—bul"kxﬁ

t

i‘HHO

F' L ag Oﬁﬁh[k(ll'l'h)] L :'_ G ; ag : Mﬂhmz|+h)]
ey R AR ‘coghfkh]

-0 | coah[}d\]

_' Figwa 3.4 Component._es_“ del vector vé!dti:dad (u, vw) |

expresuones resultantes se ||ega para la dlreccton x a

X

]

 para la direccién 'y, de forma semejante

: Aw“-.mi

(__Q_(j_)_) CE a2¢ +E (azd)) . E (82¢)
ax Jis x_. ox? ;'; . dx 3z 3% 92

52@

(3.50a)

(3.50b)

a coa(Kyx+kyy-ot) = 0 ;@ eenfioocrkyy-ol) = a

- AI sustutuur |as ecua(:lones 3.50 ¢ en Ias 3.49 y Iuego de expandlr en serle de Taylor Ias
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By, el a2y
Y )35,z 0xady J; 5.z 9 35,5

para la direccién z, de igual manera

Desprec:ando los términos que lnvolucran derivadas de orden dos en adelante y
tomando en cuentaa la ecuacnon 3.29, se obtzene -

dg, - - - kag coksfz[k (5+ == PRI
Losu(x,y,z,0) = LA L cos(k x +ky-~at)

CdE, koag o A
R A R ""S"[" .« ")] cos'(k Feky-an
- dt o T L g__ - cosh(kh) * A a

R
H|
v

d ' = S k |
- - = w(x, y, 2, t). ag. senh“ (Z - h)]
: a7 ; 0  o cosh(kh)

en(k X + k y—-at)

| Integrando respecto al tlempo a Ias tres. expresuones anterlores para Ias coh‘di&'CiO,nes L
E"’OE “OYE-Oseencuentra |

k ag cé;sh[k(z + h)] | o o o |
ot cosh(kh) ,--“"S-(’.‘ Fehye o) Bl By
R £ . cosh(kh)

N . :.._

¢ 0s ( kx:€+ | ky§ - 0)‘) ( 351 b)

E’ _ koag ?enh[k(z + h)]

R L cosh(kh) Sen( x+ y »Ut)




de acuerdo con las ecuaciones 3.35y 3.42

2 = gk tanh kh

de donde al considerar la relacién entre las funciones hiperbdlicas tangente, seno vy

coseno se tiene

gk _ cosh (kh)
o senh (kh)

al tomar en cuenta a las ecuaciones 3.4, 3.5 y 3.52 se obtiene

cosh[k{z + h)] _ , = -

A _ k ky - ot

~ senh(kh) sen( R 2 0)

cosh[k(z + h)]

senh(kh)

, Senh{k(z + h)|
senh(kh)

E, = - acos &

S
<
!

= - a senu

sén(kx.}'c" + k,y - or)

§, = co&(k_rg'.+ ky} " .Q.t).

Al sumar las ecuaciones 3. 53a y 3. 53b Y despejar a Ia funcmn senc)ldal

t-+E.

séizn_(lgt 35 + ky-;; - at) = -
| o | cosh[k(z ¥ h)J
| senh(kh)

o ~ Al despejar la funcién cosenoidal ‘dé:_la e#pres:on 353(: R

ST T senhliez + )]

" De acuerdo c'oh la identidad trigdnométrica
| sen(k x+ky-0t)+cosz(kx+k y-—c;r)

) AI sustltuur Ias ecuaciones 3. 54 Y 3. 5.) en 3. 56 resulta | |
S (8, + ¢ )2 T L

N a. cosh[k(z + h)]
1 senh(kh)

2_‘.
[a senh[k(z+h)] ]

(cosoc +sen a) ]
| o senh(kh)

(cos « +5sen oc)ff

(3.52)

(3.53a)

(3._-53b)'

(3.53)

o (3.56) i




La cual muestra que las particulas de agua viajan en una trayectoria eliptica en un plano
vertical (figura 3.5).

—

Figura 3.5  Orbitas de las particulas de agua en la
direccién de avance del oleaje.

3.8 Energia _d_el oleaje

La energfa potencnal E por unidad de Iongltud de cresta en una Iongltud de ola estd
dada por |

f f ng d" dx = pg f C2 dx  “(3'._58)

~ Sin perder generahdad se consudera el perfll de Ias olas avanza en la dlrecmon delf

ejex (y 0), por lo que de la ecuacmn 3. 3 se obtlene o

c: a cos(k X - Ut)

Al SLlStltLlll‘ la expresuon anterlor en la ecuacmn 3.58 s€ . encuentra que Ia energfa‘;_f_.'_-“f"' |

| -potencml por unidad de Iongltud de Cresta es

_._..pgd .  2:. . } __ 'pgaj __ _. :,:k::_H€
£ - 222 [ foishr T e
- ,Slmllarmente para esta dlreccmn de avance Ia energ[a cmetu_a por unidad de cresta en v
una Iongltud de ola se obtiene a partlr de | | |




al sustituir fas ecuaciones 3.46 y 3.48 e integrar se obtiene

a
-~

E, = P82 |
2

(3.61)

La energia total por unidad de longitud de cresta en una longitud de ola es igual a la
suma de las energias potencial y cinética por lo que |

: 2
E=E, +E, =-‘-P-—525-‘3-~,L | O (3.62)

Se entlende por energia total por unidad de area (el ancho de cresta y la longitud de ola |
son iguales a 1)

=AEP + ER = p"gza&

=

o bien en funcién de la altura de ola, H = 2a se tiene

2

% . P8H

s 063

_'3.9 Razo'n‘és”de_ flujo B

B Cuando en Ia expresmn de movnmlenlo para f|UJO con potenaal (ecuauones 2 39)
toma en cuenta a Ias ecuaciones 2 36 241y 2 51, se obtlene | -

a

—---—-»v+-—-1--Vp+gk 0

at p
~ Por lo que en las direcciones x y jy se tie'n'e-quaaf

N ~auf

e _ =0 o (364) .
dt p - Jy g S (365)

donde u vy v son Ios componentes del vecton de velocndad segun Ios ejes x y y
| respectlvamente | | S |




Al considerar la ecuacion 3.45 en la ecuacion 3.46 resulta

ou g cosh (k(z + h)] 9¢
ot cosh (kh) ax

Si se integra respecto a z de 0 a & se tiene

- d  h da¢ _rh cosh [k{z + h)]
9 dz + 25, _ dz =
- dt fo nee T dx gfo ~ cosh (kh) @ =0

de d_ohde

_(%L" 4 dz + Zi %mnh(kh);o_

de acuerdo con la ecuacién 3.38 resulta

ad [k .a(: E - |
— dz +¢? —=2. =0 | . A :
dt fo "z +C dx . L _'(-3‘66)

Se define como razén de flujo en las _d_irecciones x_(figu_t'a'3.6) yy respéct"i\}amente a

Q - u‘ g - . ":»(3-67> “ |

_Qy-":.fh vdz  @es

COUNAT

- - T - - s me rm s wum pw s e e me e e

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ ‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ S

Fij :gura 3.6 Razén de ﬂu;o en Ia d;reccron X.

| ;porflo“que‘lfajecuac_ién’3.6,6_se puedelescr_lblrfco,mo" X
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de manera similar, a partir de la ecuacion 3.65 para la direccion y se llega a obtener
I Qy vt 22 =0 (3.70)

Por otra parte, se considera quesi u =1Vlicosa y v =1Vlsena

I

Q, = cose ["IVidz (3.71)

i1

Q, = sen fh WVldz (3.72)
o
de tal suerte que al dividir la ecuacién 3.72 entre la 3.71 se encuentra

o = angtan

(3.73)

De esta expresion se obtiene la direccidn en la cual avanza el oleaje.

3.10 Celeridad de un tren de ondas

Cuando se combinan dos ondas con caracteristicas parecidas que avariZan”en‘ la misma-
dweccuon se forma un tren de ondas. Para snmpllflcar pasos matematlcos se escoge
como dlrecmon de avance una paralela al eJe X (k k) por Io que de Ia ecuacnén 2. 69
5@ escrlbe (y=0)como ‘ | |

(= acosh(kx - oy ¢ $) + a cos (k'zf-x ,;--oz_z_’_«- o) BT

El angulo de fase ¢ que, de acuerdo con Ia dtreccuon de avance de Ias ondas es_.
! constante | R - G

Con base en la identidadtrigd_ndmétr,ica'_‘_ siguiente” .

- cosA + cosB =2 cos(-u oS A B
la ecuacién 3.74 _e.sl equiValente a ,‘

k x+k o,+0

) k. g mgl N e
C 2acos -—-—-§-,—-—--—x -——-—-—2--—%~t+d) cos[me-ml—mi (375) S

0
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: Cua'ndo-_"A k t_iehde a cero, se obliene.qué

ahora, si se considera que

o~
L
I
Q
w
H

de las definiciones de nimeros de onda y frecuencia angular se plantea que

~ .

P g 2m o 4m
ks ky + ky Iy gy + 0,

L, - 2n 4 | : T - 2n 4
k, ky -k, o, a, - O

Cuando k, y k, son casi iguales, su promedio pricticamente coincide con el nimero

de onda de cualquiera de las ondas individuales de la ecuacién 3.74, lo mismo sucede

cuando g, = o, que la frecuen’cia angul,ar_ 0= (o, +-0_2)/24se 'p_Uc»zde'c_onfundirCo:n o,
o o,. Sin embargo, la longitud L, y el periodo T, tienen un valor mayor al de
cualquiera de las ondas individuales (los denominadores de las expresiones de L, y
T, son casi nulos). | T S

La celeridad de la onda relativaa L, y T, es

- L4 0 - 02
C = = L .
ST k- h

~tomando en cuenta a la ecuacién 3.37 se obtiene que

"-.kl'cl -k, 62   '.
C, E
‘ vg_‘.-‘ kl o kq o

L .

-en términos de diferencias se pu“edj_e reprESe'nta'asi:

_ Ako
i et A
5 Ak

ar



0 hien

se tiene que

Al desarrollar la derivada de un producto de funciones se encuentra
C, = C + ko (3.76)

por otra parte, dado que

entonces

dc 1 dc?
dk ¢ dk

al considerar a la ecuacion 3.38 se obtiene

de 1 gh sech® kh - & tanh kh
dk 2 | k SR 23

al volver a usar la ecuacién 3.38 se escribe

de _ 1 | gh sech® kh - <
dk 2¢c \ k -k

de o (M gz gn o]
dk 2k | ¢ B

~ nuevamente al emplear la ecuacién 3.38,

Mo e (_kh e kh - 1|
dk 2k \tanh kR )

~ que se puede escribir en términos de las funciones hiperbolicas seno y coseno como

de c

: o (ko e
o dk 2k "Vsenh_'(kh)'cosh.(k_h) | e

de la identidad de las funciones hiperbélicas

 senh 24 =2

»

Sc‘z.zh',:A coshA

42




—————

dk 2k

de c ( 2 kh _ (3.77)

) senh 2 kh

al sustituir la ecuacién 3.77 en la 3.76 se encuentra

. 2 kh C
$ 2 senh 2kh 2

que se puede escribir como

G = en - (3,78)

siendo

1 | 2kh .
no=— 1+ — | o
2 ( P s_enh.zk}z ) | | | (3.79)

‘La literal n se acostumbra llamar factorf de gfupo.

La grafrca de la ecuac:én 3.75 se ‘muestra en la flgura 3 7 Se aprecia que se tiene un

~ conjunto de olas al que se le denomlna tren de ondas. La velocidad con la cual se o
~desplaza su envolvente corresponde g-, a la cual se Ie conoce como cele_rndad de

grupo

o

/ %’\Jov \JV \,,h

Figura 3‘.7‘ Tren de ohdés. o
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4. REFRACCION Y DIFRACC)éN-COMBINADAS

En este capitulo se presenta Ia deduccwn de I ecuacion que describe al fenomeno de
refraccién y difraccién en forma simultdnea. Ella es fundamental para los estud:os de

propagacion del oleaje desde aguas profundas hasta aguas bajas.

4.1 Ecuac"'ion'es de partida

La deducc:on se Ilmita a olea;e Ilneal y no toma en cuenta Ia perdtda de energta debrda_ v
a la friccién o a la ruptura de ola. Las cuatro ecuacmnes en que se apoya fueron,-

dedumdas en Ios capftulos 2 y 3 y se ||stan a c:ontmuacron

_4.1_'.7 Ecuacién de Laplace

La ecuac:én de contlnmdad para un flwdo con potenaal, mcompremble y homogeneo-- =

fen tres dtmensmnes espacnales esta dado por la ecuacnén 2. 28, a saber

- ‘4;-'7._2_ Ecuacidhpara la condiéién de-suber_’ﬁcie’ libre i

“Para la superficie libre del agua se requiere cumplir con la ecuacién 3.18, es decir -~




4.1.3 Ecuacion para la condicion de fondo

En el fondo del mar, representado por la funcnon z=-h(x,y), se cumple con la
ecuacion 3.10, es decnr |

Oh 3b . ok 9d 3 _,

4.3
dx Ox dy dy 0z (, )

que también se puede escribir como

vh-ovp s 20 o D
Jz | | |

4. 1.4 Ecuac:i_én del pcjtencial"d)' -

En este caso se propone que el potencual de velocndad se exprese camo el producto dek N
o dos funcrones de Ia manera SIgmente R - -

b= - (x, y, %) = Zih z)f (x ¥ 1 . 4)-

o donde Z(h z) se puede escnblr medlante una ecuacson snmnlar a la 3 30 como

, . cosh [k(z N

RN 42 Dedt}ccién de la éa)acién pendiente suave
L Se propone resolver la ecuacuon de Laplaco (ecuac:on 3 1) por el metodo de separacnon T
" de variables para las condlcsones de frontera expresadas por las ecuacnones 4.2 y 4 3 S

- _...Ademas se acepta que el potencual de velocndad esta dado por Ia ecuacnon 4 4

| :Se obtendra |a ecuacnon de refraccrén dlfracmon sugulendo cuatro etapas que se%;f“f--,.

consngnan en Ios mctsos s:guuentes e

(4.5)-_ iy



4.2.1 FEtapa 1. Sustitucion del potencial en las ecuaciones 4.1 a 4.3

Al considerar la ecuacion 4.4 en la 4.1 resulta

2 2 | ‘ e
7 8f+8f +2(az af+aZ af)+f aZ+BZ N
ox? dy? dx Ox dy dy ox? dy?

) P
+f%?‘_+ 0Z af Zmafg()

6‘,_ aZ : - 822 '

que puede escribirse como

: , 2 2
zv2f+2vz-_Vf+fv2.z+f_aaz L0 92 U vz 2L 20 e

Z - .32 0z - 9z?

donde V es el operador nabla que se entenderd en dos dimensiones horizontales como -

= Por otra parte, de la ecuacaén 4.4 se deduce que .

af(b"{? o
R f Z,a

al tomar en cuenta a la ecuacion 4._2'se obtiene L

g ' af

por la_eCuaciéh'4.4w A
AT e T Ty af
| _gv | az f- | az

de lla_ ec’uaciéh 4.5"s_e calc‘:ulé R L
SR o - 9z _ ksenh[k(h+2z)]
e (;?oshf‘('kh)*" R

para z=0

- (62) | k senh (kh)
z=0

cosh (kh) k t(.mh (Lh) .




de la ecuacion 3.42

(Z) -4
0z .20 gT2

A

y dado que por la ecuacién 4.5

p i} cosh (kd) = ]
( )1*0 cosh (kd)

De modo que la ecuacién 4.7 para 2 = 0 da lugar a

Sgpe s X
8 gT? 0z

como o =2n/T setiene que |
- =0 49
Por Io que se refnere a Ia ecuacion 4 3 al conmderar a la ecuacuon 4 4 resulta

af +f an af TN f oh az‘ oh 9z
dz. ax ax_ E)y ay ox dx ay ay

.de Ia ecuacnon 4 8 para z=- h se ttene que

( aZ - k .s*enh 0.
02 ), 4 .COS_’! (k’!)

'por lo que Ia ecuacnon 4 10 para z=-hes lgual a |

, o, (ah af on af] /| oh oz -;; oh 9z _
.az | ox Ox 8y Oy \ 6z ox ay 8y

o bien

Jz.

) -0 @i

“. 11);—-_.’

2Lz @hevy epwnevzy=0 | @i

- lLa ecuacuon anterlor permite calcular Ia refraccnon y dlfracc:on snmultaneas del oleaje_"}'_,:_? :-

:Para fac:lltar su empleo se ha:an a contmuacnon varlas modnfucacuones a su escntura -i'?ﬁf"j"-_




- asi

4.2.2 FEtapa 2. Condicién de frontera en el fondo en términos de la profundidad

Como conviene escribir la ecuacion 4.11 en funcion de la variable Z, se comienza con
las igualdades siguientes

0z _ 9z o

- N
ox oh OJx (4' -282

9z _ 9z 3h

dy N 9y

If

(4.12b)

9z 3z _ 3z (ah _ k)
ox dy oh \ ox dy )
0 sea . o |
vz-22w @120
También son utiles las expresiones

T Toxt ok axom ax

S

. #z _ 8 (02 ah\_ &h 9z | &2 h
g 0h  dx

- @z 9 (0z)_
. dxdh 0ok \ ox

- ,.-.ah _.ah 1ax7_f  ah??~axf l‘:-“.'*'

Bz dh on Pz oh on

 ax  ax? ok an? ox ex

It

de :maner_a s.if_hilar - | S T e e
.ay2' f;ayg.'ahi.- ah;'“ay  ay:. 

t

- por locual

e

1 az( on Ok 0k O ] @1y

—

oz ( *h a’lh]
, 4 3 I




que también es igual a

02 8"2
— V*h + Vh Vi !
> oy ( 1) {4.13%)

V2Z =

Por la ecuacidn 4.5 se tiene que

*Z _ K cosh{kh + 2)] _ 42,
9z2 cosh (kh)

(4.14)

Al sustituir las ecuaciones 4.12 a 4.14 en la 4.6/

2 | 12 ' A 9
7 af+af+282(6h 6f+§_@_m§£)+f dZ 8211+82 .
ox2 vayZ dh\ dx dx  Jdy OJdy oh )\ ax? ay? |

2 2 |
SEATR R R R UK S TA
oh? ox oOx dy dy Jz2 dz 0z |

| (4,15)
0O bien

ZV S+ 2-—‘3—%—-w Vf + f{ h %f(V/:-V}:)}+zaf+,

T @asy

o .825 az ,"1  '* '

:Al consnderar Ias ecuaciones 4 12a y 4 12b en Ia ecuacmn 4. 11

| 'af Z(ah of on of f 9z \ a;vz.ah+ ok 3k
oz ox ax By ay ah

ax” ax' :ay‘ aykS; _ifff

” la cual tambsen se. puede BbCi’lblr como |

'-Q-}—P-_ * Z (Vh Vf) f%%" W,'"- Vh f-_-?'o'_ o (416')

enz=0.




4.2.3 FEtapa 3. Flujo de energia

Por otra parte al multiplicar la ecuacion 4.15' por Z e integrar de -/ a 0 se encuentra

2
9Z w2y 92 (g V)Y Fdz -

2 o2 0Z
f Z2°Vefdz + f 27—-7-Vh Vidz + f“f‘ Z{ah 8h2

o,y oZ af
v | 22 dz + |° 22 == d k* 7% fdz =
*-f-_h az 4 aZ 32 f f Z

Si se asocian la ultima integral con la pnmera y se introduce Z en la derlvada de la
“segunda integral se tiene que

2 (2 ey gL [0 82 o,
f_hz (v f-*-kf)dmf} - _v‘h Vfdz +

82 o1y . PZ ror ol s g
+f—h Z{ah Vﬁ mé—;-z— I("Vh Vh)}fdz +._ | | .(4.'1’7)_

szafd 2zazafd -0

g S h'_ aZ aZ

| 51 para el penu|t|m0 térmmo de Ia ecuacson 4 17 se obnene su m'tegral por partes se o

[ cumple que

j’ 122 a.f ‘tz 232 Qf
| az ]

Bz 82 R

o _'_AI_'tomar_en consp_deracaén a |a¥ecuac'ic’)'h:'4 9-5e'.tiéhé':que"' N

| {Zz of } 0 |

f g

- _‘por Io cual el pnmer sumando del segundo mlembro de la ecuacnon 4 18 se consndera”'_.';”_ e

solo en z = - por lo c:ual

az

N .;D;, s A {zz o } ‘ f o o dz (4 19)‘__ e
: : s z*-h o ".-V fv L j7f**“:;”’i

:  'az2vv' Bz a_v




De la ecuacion 4.16 se tiene al multiplicar por Z que

[ A g{] =[Z* (Vh - V)], {me%%—(V/l Vh)]
z=-h

z=-h

por lo que la ecuacién 4.19 queda

0 o f oz 0 9z of
7 XL dr = ZP (VR - V 7 ZE2 Yk - Vh) - ¢
e (Vh - Vf) + f2 — | ) - L, S o 4z 420

Al considerar la ecuacién 4.20 en la 4.17 se tiene

: , o azz I .
fh VS« k) dz jm, ol Vh 'Vf_dz+

| dZ o2 azz_ . i ‘
N fﬂh A { 5 Vi 7 (Vh . Vh)}fdz " | 4.2

+ {22 (Vh - 9O, 4 {fzmg% (Vh - Vh)] =0
i o z=-h

424 Hapad Simé“ffca‘??foﬁés' en la eéua‘éfén"zz.:zf por /;neandad- o
Expresando Ia funczbn f eny sene de Taylor respecto a z cdmo Vo
Lé ecuacitn 4 21 q”eda al toma" é” Cue"té que.h Y fg no dependén de z como e

[f 7 dz} (% - k%) \n aaz}f dz} Ve

(e e[ 2 a] oo
S [Z] (V’f Vfo)*{z“‘gﬂ (VRRYfyr =0
i P N R AEH PR/ I

51




e involucran a derivadas de orden dos v aquellos en que

despreciando los términos qu

ntervengan fi, fyo o € obtiene

az dzk (Vh - Vfo)

K j"h Z2* d\ (Vfo * K*fo) + \ f 0;. =

(4.22)

e (22 (Th Vfy) = 0

por otra parte, del Teorema de Leibnitz para derivacién bajo el signo integral se tiene

que o o | - |
9 (o 0 9z .

— 7 dy = | ——— 4zt AN
h -t I 12

en donde |
- (4.23)

0Z” d_ [° z? dz

z +

2 B
[Z Lz.‘h - f”"‘ oh oh 4-h

* Al sustituir 12 ecuacién‘4;_23 en la 4.22

Kf VA dzx (‘Vf0 * szo) & .J:olh aaZh dz\ (Vh Vfo)
NPT

e,
| +\ I ok ?fah T

o snmphflcando | | - s
| 2 2 e 8 2 R | |
n esca\ar . y vectores Vb y Vc 5 qu’é

 ya que para u
- | a(Vb VC)- (a Vb) Ve

para T e
&. 7 h f-h Z dz .
Wb=Vh

e cump\e (Tab\a 2 1 propledad 3) e T




Ve

il

Vo
se tiene que

i

d [0 .2 .
T _hZ dzl (Vi - Vfy)

Jd (0 . e

por la ecuacion 4.12c se tiene que

O g - v

dh

por lo cual o | |

(--‘3- " 22 dz) vk :'v-[ [’z dz]
gh J-h Jep

asi

0 0 5 |
[«.5.’.1_ 'z dz] (Vh - Vfy) = [f z2 dz] s (4.26)

Al sustituir la ec'ua_cién 4.26 en la 424
O R B
f" Z(fo ‘+ 'fo)f . [f-h 2] ‘Vfo =0

- que tamb|en se puede escrlblr como |

H e

‘:Ahora de acuerdo con la propledad vectorlal (a escalar, a vec:t_or-,- _abla_ 21)
S o (V-a)'¥£'(V_o;)_-a = _V-(cca')ﬁ-- -

oa=["272%d
',a_v:‘Vfo

Ios dos prlmeros sumandos de |a ecuamon 4, 27 quedan |

[f 7 dz] (v Vfo) .y [f 2 dz] Vfo [f 2 éz m : <4?8>"‘4, - : -2




- setieneque

~asf la ecuacién 4.32 resultaser

Tomando en cuenta a la ecuacién 4.28 en la 4.27 se tiene

Vv

[° 7 az Vfol o AN A (4.29)

Por otra parte, a partir de la ecuacion 4.5 se obtiene que
0 ' |
Z*dz = — C(4.30)

siendo n el factor de grupo definido como (ec:uac:ié_n' 3.61)

I 2kh

B . : 431)
nv 2 [ ' senh (2kh)} ( )

Al sustituir la ecuacion 4.30 en la 4.29

v~(-£5-Vf0)+nfo=o - .”.'_(4‘.32),

Como la celeridad de grupo c, estd relacionada con la celeridad de la ola (ecuacion
3.60) como ‘ R RN

eTme e

~ ya que el nimero de onda de acuerdo a la ecuacién 3.37 es

o bien

S V(G Yyt fs0



~donde

¢
Ve, ¢ V) + oz—f—

fo =0

(4.35)

Esta es la ecuacién pendiente suave o de Berkhoff para calcular la refraccion y difraccion

combinadas, También puede escribirse como

—lcc, — |+ — |c ¢,
- Ox 8 odx 8

(4.35")

La ecuacién 4.35 es de tipo eliptico y por tanto, para resolverla es necesario definir
condiciones de frontera a lo largo de una curva cerrada que ltmlta la region (dominio) |

donde se desea encontrar su solucion.

4.3 Ecuacién de pendienf_e suave con bas’e en un poitencial exponencial |

A+A+B O

D
i

:,',g : ax?

R T (-7 B LY A
— lcc, -|.=¢c

A s (Ccs : ] = ceg - 2%

fo=aed

,.255 ‘

Se propone que el potencial f, se exprese como.

| Con5|dere que Ia expresmn fundamental para calcular Ia refraccnon y dltraccmn >
| (ec:uac:lon 4 35) se escnbe en la forrna L | ‘ |

' | '(_4,37)7 :

~ enlacual a-a(xy) es la ampltud d fa ola, §-5(x,y) es la fase de laolae




De acuerdo con la ecuacion 4.40, al derivar respecto a x se encuentra

d o .
fo - elS ___Qg__ + aiefs __Q_"S_ (4.4-])
dx dx dx

Si se deriva nuevamente respecto a x se llega a

m———— ;-

Ix 2 dx Jdx

w—
-

9* f; o%a 38 as) . [, 3% 98 da
Ox? dx Jx

- + 2= (4.42)
dx®

Al considerar en el segundo sumando de la ecuacién 4.37 a la ecuacion 4.41 resulta

‘af; 9(cc,) S da 9(cc,) e igels aS d(ce,)

Ox Ox - Ox ox Ox dx

(4.43)

Al tomar en ‘cue'nta_l_as_ ecuaciones 4.42 y 4.43 en 4.37 se encuentra

A, = (cc,)e’ e, 98 35, '1:' Bq oecy) |
Vv Ox? dx dx  (cc,) Ox ax

4.44)

+i(cc’)e"sa-§-§—+2-§-§--§.‘3_+ a_ 35 9(cc))
-k ox*  9x dx  (ec) 9x  dx

~ Partiendo de Ia'ecuacién 4.40, con Un'proceso similar_ para Ja direcciéon y se llegaa

A = (cc) e __{3_____ g as as 1 _aa ..(.ccg)_ T
B N ay ay | (ccg) d 9y )

(445

i i'(CC ) e_is.- a.. a S _~}_ 2 j ds | _c’)a + as_ aS a(CCg) |
R R AR

'onr otra parte, éilrs'u‘sti‘tuir 440 _e'n 4'.39 vsevtxiéne o

De acuerdo con Ia ecuacion 4.36, Ia suma de las partes reales e smagmarla de las}*_,
ecuac:ones 4.44, 4. 45 y 4. 46 son nulas A contmuacnon se trata por separado Lada una_

| de estas partes



®  Parte real

(4.47)

Al dividir entre (ce,)ae® y considerar que k* = 0*/c? (ecuacién 3.37) se encuentra

:

N 32g o da 9(cc,)  aa 9(cc,)
a | ox? gy*  (cc,) | ox  ox ~ dy Oy

2 2
SR A C I o % S
dx dy - |

~ En forma vectorial la expresion anterior se puede escribir como

(4.48)

L {v2a+ A [Va"V(ccg)]} VSR ek =0 | (449

g

@  Parte imaginaria

oo el fa T8 L g B8 5 88 0a 38 da

~al multiplicar por afe'® y ordenar términos

o[BS B8] B ey 2 e L)
SR Lax? o 9yt ox-\ ¥ ax o ox )




= (4.51)

comao

L
L)
&
1f
o
2
——
3
o
[+~
+
&
Td

——
©
L}
ou
&
3
i
b
o
—
o
L)
o3
+
b}
o
Qs
——
o
o
2.
—~—

(4.53)

al sustituir las ecuaciones 4.52 y 4.53 en 4.51 se puede escribir

, 38 38 3, .\
: ax2 _ax ox

(ccg) a

R

o bien como

que en forma vectorial es

. Las ecuac:ones 4, 49 y 4. 56 corresponden a Ia ecuac:ion de Bethoff (ecuaa()n 4 35) '. » [
- Ellas serén emp|eadas para obtener snmulténeamente la refraccmn ydlfraccnon del oleaje EA
en una zona del mar donde la reﬂexnon no sea :mportante

e 4.3;1_ ‘Emple_o de I_as‘ ecuaciones de ,féff‘acéfdh-'difracc:ién,-* A

58

(4.52)

v'z"-' {( )a vs} . 6 - \”'(’4_.56) |

~ Para utlltzar las ecuaciones 4. 49 y 4.56 se escriben en tetmmos de una funcnon F que‘ L i
| 'representa a| grad|ente de Ia funcmn de face S es dec:lr '




o hien
F = (IFlcos a)i + (|Flsen a) | (4.57")

donde a es el dngulo que forma F respecto al eje x
De acuerdo con la ecuacion 4.57’

93 ., =IFlcos a (4.58)

95 F, = |Flsen « : (4.59) -
y |
Por otra parte, se acepta que este gradiente es irrotacional de modo que
| VxF=0 o (460)

Cuando se desarrolla el producto cruzado anterlor y se toma en cuenta a las lgualdades
4 58 y 4.59, se t|ene

..._‘?._.;'([FI cos o) .9 (1F| sen &) =0 e (461) - B

ox = dy
Al sus_ti“tui'r'alla eC’u_acién' 4.29 én}la ‘_é&uac_ién_ _4'55' re.sUIta' o
ox oo 9y v

2 {fee) a* IFlcos ) + 2 {fec,) 1P sen o) o<462> o

| fLa ecuacion 4.62 puede ser empleada para obtener la. amphtud del oleaje una vez que'i.. o L
© seha calculado la direccién del oleaje (medlante el angulo o) y la magmtud |Fl dpl'_
e gradlente de Ia funcnon de fase I - R

For otra" parte, Ia_ chadén 4.49 se puede ESCribir'como P

|P|2 -'kz .1 {Vza + 1

o 'Las ecuaciones 4. 61, 4. 62 y 463 forman un sustema de tres & ecuac:ones en funmon de e

[Va . V(ccg )]} “ (463) ‘

tres parametros del oleaje a, « ylFl A partlr de ellos se nene la mod:fncacson que

*sufren las olas deb:do a Ia refraccnon y dlﬁraccnon s:multaneas




o dada como

Es conveniente escribir las ecuaciones 4.61 a 4.63, en funcion de la altura ( H =2a) de

la ola y del gradiente de la funcién de fase en términos de F, = |Flcosa,

2 2 : -
F, =|Flsena y |FI* = F7 + F;, de modo que estas expresiones quedan asi

. 7 9 . 0 '
L e e R
ax’ dy cc, dx  Ox dy dy

O [ e \F + D (ccyF]=0 | 4.65)
S e B+ 5 [P (ee) T = | (4.65)
9p - 9F -0 | 4.66
=h o h (4.66)

Estas tres ecuaciones descr;ben el fenomeno dlfracmon refraccuon bajo las htpotem de:

pendiente de fondo pequena, ondas lineales e lrrotacmnales y reflexuon desprec&able o

~Ladisminucién de la energia deblda a Ia rugosndad del fondo oa la meplente no son
; tomadas en cuenta. | | |

44 Vefsién dé Ia | ecdatién_ de péndientesaa've ‘que ;ihv_duye'.a‘la"va'riéblé__'tiei,ﬁbé L o

~ Enel capltulo 3 se obtuvueron las: expresnones fundamentales del oleaje de Ia teorfa.ﬂ B
lineal, vahdas para un fondo houzontal a una profundldad h respecto al mvel medlo del‘ |

 ‘mar.

'De manera snmllar a la hnpotesus d del capltulo 3, se propone que Ia superfme hbre este_ e

donde la amplltud a es una funmon de las coordenadas Xy y, en un plano horlzontal -

Por otra parte de la ecuacion 3.14 se tiene que

3
at

60



al sustituir {a ecuaciéon 4.67 se encuentra

99

= - ga(x, y) e
5 ga(x, y)

Al integrar la ecuacion anterior, resulta

b = - ga(x, y) j et dt
0 sea

iat

- q) - 'gﬂ(x, y) e

g
Si se sustituye la ecuacion 4.67 en 4.68 se obtiene

b= £ ¢

io
Si ahora se deriva la ecuacién 4.67 parcialmente respecto a t
o |

———— '--.a‘x io e“”

- Al derivar nuevamente respecto a t

R T

. Cuando se toma en cuenta a la ecuacién 4.67, se puede escribir

C'='%1 "L

6% e

ol ,s’_u'sti'tuitzesta expresion en la ecuacién@.ﬂ se tiene
-8

~ Por otra parte, de acuerdo con la ecuacién 4.4

~ y como en el ",in‘cis'o 4.2.4 iSe,b;bpljso_que f A fo : setlene -

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(472

| (473) |

- | -‘-_(4;74)7 o

ow@re




it e e e T B e

- como ¢, = nc, se tiene que

o bien

- - 7 e et et St A s A

b = 2f, (4.77)
o bien

)
fo 7 (4.78)

Si se sustituye la ecuacion 4.75 y a la expresién matemdtica que resulta, se deriva
parcialmente respecto a x y y se obtiene

— = =2 (4.79)

2.5 | (4.80)

Ademds, cuando en la ecuacién 4.78 se toma en cuenta a la expresion 4.68 se
encuentra |

(4.81)

Ch ¢

1g &
Z jg® 8t

.f0=

Y

Si se sustituyen las ecuaciones 4.79 a4.81enla ecuaci_én 4.35 se plantea que

[ B A P M N
. icZ ox \ % ox ) ieZ dy \ * oy ) ie’z) ¢ a*

- al,'multiplicar por __.—"io_Z"/g' y'simplific::ar_f

. ax \ % ox ) ay. o

4




En otro orden de ideas, ya que las ecuaciones diferenciales parciales de orden dos en
la variable independiente ¢ pueden reducirse a un sistema simultdneo de las ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden en ¢t mediante un adecuado cambio de variables
(Smith, 1978). Se estima conveniente reemplazar las derivadas parciales de { respecto
a x y y en términos de las razones de flujo expresadas en las ecuaciones 3.69 y 3.70,
con lo cual se obtendra de un conjunto de ecuaciones de primer orden. Esto es, se
proponen las relaciones

2 9¢ - 9Q, | .
S B 4.83
dx ot T ( )
d o
29 . %  (4.84)
~ ay ot |

~al sustituir las ecuaciones 4.83 y 4.84 en 4.82 se encuentra -

2 (er)._ 1 3 n"aQr ~"L;£L } )
at at e _'_"n» ax\'_;’. at _; n 9y 6t

_como el factor de grupo n es mdependlente del tlempo (ecuacnon 3. 79) y dado que
| para derlvadas contmuas se puede intercambiar el orden de derlvamon e

ot ( ot ) | at{,z T M) n,;ay.(*cﬁ?-'_-

al mtegrar respecto at se obtlene

..9_(2‘._:"_}_. i .‘
at. oon [ax (’I_Q)

Las ecuacnones 4, 83 4.84 y 4 85 constttuyen un snstema de ecuacnones sumultaneas en

“derivadas parcnales de primer orden. Estas expres:ones equnvalen ala ecuacnén 4.35.

Corresponden a una forma de escribir la ecuacion refraccmn-dufraccnon que conS|dera | -'

”la lntervenmon de Ia varlable de tlempo r i



4.5 Difraccion pura

Cuando el fondo del mar es un plano horizontal a una profundidad h, se tiene que el
producto de las celeridades cc, es constante (no depende de x ni y), por lo cual la
ecuacion 4.35 queda

fo+or L f =0 (4.86)
: C

‘Al dividir entre ¢ ¢, se encuentra

32 92 2
,fo,+ Jo .

fy =0 - (4.87)
dx%  9y? c?° | |
de acuerdo con la ecuacion 4.34 se tiene que
g 9% | |
,f:? . f(} + sz():: 0 | o (4'88)
dx*? dy? o - o

‘La expresion anterior es conocida como la ecuacién de Helmholtz, de la cual se obtiene
la difraccion del oleaje (el fondo del mar es honzontal) Como en un fondo marino con'

'profundldad constante no se presenta la refracmon del oleaje Ia ecuacmn de He|mholtz .'

' permtte calcular la llamada difraccion pura .

" 4.6 Refraccién pura

“Cuando los. efectos de difraccion son pequefos resulta que

Ha Ba g gy T

| por lo- que la ecuacién 4 63 se. reduce a Ia llamada ecuacion elconal es decw
IFIZ e e (4 91)
asf k = IFI IVSI En cconsecuencia, |as ecuaciones 4 61 y 4, 62 quedan como




—-—-a—-«ksenoc - ikcosa = 0 (4.92)
dx dy

—é%{(ccg)azkcosa} ¥ -é%)-{(ccg)azksen'a} =0 (4.93)

Con las ecuaciones 3.34, 4.92 y 4.93 se puede calcular la direccidn, amplitud y nimero

de onda del oleaje (¢, a y k). Con ello se obtiene la transformacion del oleaje
debido a refraccién pura. | -

La refraccion pura corresponde a la modificacidén mds conocida que sufre el oleaje por

efecto de la profundidad del fondo marino. Para calcular «, a y k, se empléan los
llamados métodos de refraccién de rayos de ola de tipo graflco (W:egel 1964) o

| numenco (Fuentes y Osnaya, 1990).

4.6.1 Dibuib de los rayos de onda u ola

La solucién de las ecuaciones 3.34 y 4, 92 hacen pos:ble el diijO de Ios rayos de ola
tomando en cuenta la refraccién pura | | ,

__ Se propone obtener esta solucién de forma numenca a partnr de su equwalencna con tres e

“ecuaciones dlferenmales ordinarias ya que son mas sencﬂlas de utlllzar que Ias
| ecuacnones con dlferenmales parmales | ' | S

_.'Sl se consadera la ecuacmn 3. 37 en la 4. 92 y que el per[odo (0 frecuenc:la angular)
-_cambla con xniy,se encuentra que o

a8 (senoc 0 "'cos"a‘ -—-O
.' ax\j»c‘ o e )

| al denvar los comentes que aparecen en Ia ecuacaon antenor resulta

cosena a,c_ , cosa da . coso ac;* sen-o aoc

_ g =0
_cz-‘_,,ax._-r ¢ ax-v et ;",a'y ¢ ,ay g

‘al multiplicar por ¢? y ordenar se puede escribir
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ﬂ]ccosa+(aa Csenaxsenm»gf-wcosa-—-@i (4.94)
dx ay dx dy

Por otra parte, de la definicion de derivada total de o respecto al tiempo se tiene que

da do dx+8aﬂ

dt dx dt dy dt

Al comparar entre si la ecuacién anterior con la 4.94 se deduce que

4% _Ceosa  (4.99)
dt
——(Q-—:Csena B R . (4.96)
dt - o
4—5-1—.9—_ = sen « -—Q—C—'- - cos a SC e  - (4.9 7‘)
dr 9x 9y | ey

Las tres ecuaciones anteriores permlten obtener la posucson que alcanza el punto_’.

~extremo del rayo despues de trascurrlr un ttempo asn como eI angulo que forma el
tramo de avance del mlsmo | | | i |

 En _el apé_ndi‘ce A s_e propone'un método numérico para obtener su solucién.

4.6.2 _RefracCién;pura.én un fondo 'donde_ Ias-bati_métritas_son reCtas y paraiélasv}igv"

Cuando el fondo puede ser representado por. planos mchnados dlspuestos de manera '_ _
que las intersecciones de ellos son rectas paralelas que unen puntos de igual
'profundldad se tlene el caso de "batlmetncas rectas y. paralelas" '(flgura 4, 1) |

Para esta condtcuﬁn de fondo marino es pos:ble encontrar una solumon analmca de Ias R
“ecuaciones 4.35 y 4.36, con Io cual se determma el angulo de Ios frentes de onda yla

altura de la ola (refractada)




Linea do costa

LULLLLLLL L L0 ////////////// /////////

Figura 4.1 Refraccidn del oleaje sobre un fondo con batimétricas
rectas y paralelas. |

A partir 4.35y 4.36 se pueden deducir los conceptos fundamentales de la refraccmn del

oleaje. Son de interés para este trabajo porque algunas condlcmnes de frontera se basan_
en estas ideas.

Considérese que se tlene un 5|stema de EJES cartesnanos X -yen Ia flgura 4 1 de modo .

que las lineas batimétricas 50N paralelas al eje X Y que al aumentar y la profundldad
| fdlsmmuye hasta Ilegar a Ia Ifnea de costa

B Asi las cosas, el numero de onda (k); el éngulo (a) que forman Ios frentes de onda y- N

~la amplitud de ola (@) solo dependen de la profundtdad del fondo por lo. que sonf"

| funcmnes de y (ya que para cualquler x sobre una bat|metr|ca Ia profundldad es Ia'f_ |

o mlsma)

s Ademas como la Iongltud de ola cambla con Ia profundndad aunque e| perlodo nose -
| mOdlfIQUE, se tlene que las celerldades mdlwdual y de grupo tamblen son funuones de'- |

y, asf se tiene que las derivadas respecto a x que aparecen en las ecuamont,s 4, 91 y_ o

4. 92 50N nulas por lo que esta ecuacuones se reducen a

e k éos oc::() _, B (498) L



;%— {(ccg) a’ k cos a} =0 (4.99)

La solucion de las ecuaciones 4.98 y 4.99 implican que {k cos o} y{(ccg)azksen cz}

sean constantes, es decir que para los puntos (x,y,) y (x,y,) se tiene

i

k cos o, =k, cos a, (4.100)

| 2 ) 2 ,'
C Cp, @ Ky Sen oy = ¢, ¢, a; k, sem ¢, (4.101)

cuando en la ecuacién 4.81 se considera la definicion del nimero de onda(k = 2w /L)
se tiene

cos &, cos @, | (4.102)
L, L | .

al tomar en cuenta al dngulo [3 que forma la ||nea de cresta 0 frente de onda con las
batimétricas en lugar del angulo a, la expresuﬁn anterlor 5e reduce a |

by by | iy

'~ La ecuacién 4.102 o la 4.103 se co-hoc':'e'n_ cor_nd, Ley._de Sh’éll-.. L

~ Por otra pate, de la ecuacién '4;10_1:, 5€ 'Puéde escribir-

by k| osen oy
_ ¢ c '-'.kz N sen e,

al considerar las definiciones de nimero de onda y celeridad .cl k, = 01*. y c, k, = a,.

: ‘Como el pertodo es el mlsmo en Ias condlcmnes 1 y 2 resulta 01 = 02, por Io que

€ k 02 k2 y tomando en cuenta a Ia ecuaaon 3.60, Cg -y cy Yy nC'g = ﬂz Cz' pOF

R quue s




n ¢, sen «,

———

n, c, sen o,

si se desea manejar la altura de ola en lugar de la amplitud

n, c, sen o,
n, c, sen o,

En términos del dngulo B (complementario a ) se tiene

n, ¢ cos 3,
H, = H, e (4.104)
Ny Gy - cos f,

La ecuacién 4.104 permite obtener la altura de ola refractada (H,). En ellas se
~acostumbra considerar que

keliLd O ?‘.Kn SRR '("_4_'._'1\'06), |

por lo que

CHy=H KK | @i

A las lnterales K’9 y: KR que aparecen en la ecuacuon 4.107 se les llama coeﬁcuente def:”'- '-
,aguas someras y coeﬁcnente de refraccuon respectlvamente
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5. MODELO NUMERICO DE REFRACCION - DIFRACCION

En este capftulo se presenta un procedmnento numérico para propagar el olea;e desde
aguas profundas a una zona cercana a la costa tomando en cuenta la refraccién y la
difraccién simultdneamente, asi como a romp:ente de Ja ola. No se consideran
obstaculos al avance de la ola por lo que no esta presente la reflex.'on de las olas

Este modelo es adecuado para obtener los patrones de olea;e en Iugares donde Ia___
irregularidad de las ‘batimétricas provocaria, cuando solo se estudta a la refraccion,
‘zonas. cdusticas; es decir, dreas donde las lineas :magmanas (rayos de onda) que 35
representan a Ia direccién de avance de las olas se cruzarian y habrfa una gran
concentracién de energia del olea;e. El procedfmfento es til para obtener el olea/e'

: cerca de Ia costa o de cuerpos que fmprden el desplazam:ento de las olas

En la propagacnon del olea)e desde agua profundas hasta una zona cerca a Ias obras
maritimas 0 a la linea de playa intervienen en forma comblnada |a ref&racaén vy

. dlfraccnon de las olas Cuando se limita a obtener el oleaje hasta esta. zona, ho resulta o
ser importante el efecto de rehexnén por lo que al no tomarla en cuenta el LEII(.LIIO deff_.- )

| propagacnon de esta se hace mas sencﬂlo.

Para establecer el 'patrén del ovleaje desde a'guas' profu'ndas'hasta'una‘ region pfc’)xima‘a-.

las zonas mencnonadas conviene emplear Ias ecuac:ones 4 64 y 4 66 deducnda enféllﬁ}

capltulo 4 que se escruben a contmuacnon‘ B
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. , 2 32 d(cc. d(c
g o, L| 88 SH L on (c¢s) . oH (Cg)] 5.0
Hi gx2 dy? ce, dx  dx dy dy
B I ce ]+ B[HceyF] = 0 | 5.2
ax[ (c<y) ] ay[ ( Cg).y]_“ (5.2)
3 . 3 o
S F - 9%F -0 | 5.3
dx Y 9y * - 53

donde las incégnitas son los componentes de la funcién de fase (F.y F,)ylaalturade
la ola (H). |

5.1 Ecuaciones en diferencias finitas de refraccién-difraccién
Para resolver las ecuacipnes 5.1, 5.2_\ yj5.3»s'e _propon_e un método de diferen'cias, finitas.;

Se consudera enlazona donde se propaga el olea,e una malla de recténgulos de Iados A x

y Ay como se muestra en la figura 5.1, En los puntos de la maHa (vértlces de Ios-. S -
__ _'rectangulos) se define la profundidad del fondo respecto al mvel medio del mar. Para,_’ -

~ ellos se obtlene el nimero de onda k a partlr de Ia ecuauén de dlsper5|6n (ecuacnon
.‘-?3 34) y eI per fodo del oleaje | o | | | |

N _‘ZCon base en las ecuacnones dlferenc:lales 5, 1 a 5. 3 se- proponen las expresmnes de
- diferencias fmltas suguuentes | e :
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+U+ o+
T*h

__;o' ‘ conocido a part|r de la ley de snell

B Conocido segun la ley de Snell v del

o oleajelncndente
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M.N-1
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- Estas dltimas tres chacionés tienen como. incéghita’s a F , F y H

3 2
05 Hyjuy (ecy)  (F o Fy ) e, F

Yivljr Yij
Ay

-+

2

BHi+1,j (cc,) - Hf*l.bl (cey),

vl jel Xt -1+ Xty
2Ax

H,(cc) F, -H_(cc) F

+{1-0 Frh i+ 1,j Firbj i-1,) xt-l.j. -0
( - ) - | 2Ax
2 2 2 1 I{f+l.'+l 2H: +1 fﬁH‘—l,'»k
Foyo v By =k H = . et
RS Ax?
+Hf,j+1”2H.-,j+H,-,,-_; ) 1 a(ccg) H, . ~-HI._M.+l ) (5.6
Ay? cc, Ox 2Ax '

W+l

1 9ec,) H o -H
ceg 9y )., Ay

- En estas expresiones 0 es un factor de ponderacion (constante) 'Comprendid‘o'ént’re cero
~ y uno. Sirve para darle Jimportancia en el calculo a Ias aproxumacmnes de cuertas‘
i ;‘.derlvadas "

gt T Y hivl Dado

~ que estas aparecen en cada ecuacion con un- exponente d|stmto de uno 6 algunas se |
. multlpllcan entre s, estas ecuaciones. son no lmeales | |

'V 52 Métbdo p_arajcalcufar la refracfciéh yr 'difra(;fcién" '

Para obtener la solucnon de Ias ecuaciones 5, 4 a 5. 6 se desarrollo el metodo que se ERET
descnbe a contmuacuon | ' | | | &

i 521 _Obtencién de _IoS.COknpOhentes del gradier)tede la 'funciéh.f’dé fase - o

De acuerdo con la ecuacién 4.57 se tiene’
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pOf lo que se p_u‘ed_e es'cribi.r»qﬂe' - i

de donde

2
)’u 1 \/IFU” I® - I-’., (5.8)

rl}

Para disponer de un procedimiento simple de cdlculo que permita valuar F, y
l;v

Fy.! se propone una aproximacion lineal de la ecuacion anterior con base en la
i. Q

funcion

y= yrt-x* =fxy (5.9)
Segun el desarrollo en serie de Taylor de f(x), hasta la primera de'rviv.ada;

flx + Ax)

it-

f(x) + f'(x) Ax

si se acepta que n representa al nGmero de |teraC|0n y se Ie anota COMo un super mdlce

en las variables, y que

Ax = xlttD - 0 s x o= x

ffu+Ax)aﬂﬂﬁ“)=#?°-:f7 fu)-f(“)# ) Jr BYFOIE

el desarrollo anterior puede es(:’ribirse asl

) = 7o) S f’( 2O (500D )

para el caso particular de la funcion f (x) ’.'def la ecuacién 5.9 se tiene que
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siendo

Por otra parte,
ecuaciones dan lugar a

.‘_Cuando el radlcal anterlor es negatlvo, conv:ene asngnarle un valor pequeno a y(’” y a oo

g, AI sustituw la ecuac:lén 5 10 en la ecuacnén 5. 4 y despues de ordenar termmos se-ffj'.:"'

IIega a

-

(n)
Yu .

(rnl)

v(.rlf-l) = Y(n) + 6(:1) x(n+l) )

(x )

Y(_n) = y(n) 4

en términos del gradiente de la funcién de fase, las Ultimas tres

(n+1) (n)
= Yi

(n) (n+l)
Yijor  h 6 Ky

ljl

(n) \2
()
S T :j;l ‘
n
F)’uo-l'

(5.10)

(n) = F('!) |

R I :

541

(n)
x”‘
{(n)
Fyi]i'l

oD _ [p®
\['F”M x,j”) : E

B + a( vf"’l) |

xiJ 1




3. Se comparan Ios valores de F, M

'-deCIr

.-dondef-

,Los valores calculados de H,J,,, son. sus‘tltuudos en Ia ecuacmn 5 6 de donde

En resumen, el procedimiento de célculo para obtener F, y F, consiste en
(i,j-1n S je1)

los pasos siguientes

1.  Obtener wa para i = 1, 2,..., M -2 a partir de la expresién 5.14

};(n 1)

Yy, con la ecuacioén 5.10.

2. Calcular los valores

(n+1) F(n+1)

Xijer

con los de

Cuando son muy paremdos se continua con el paso 4, De otro modo se a5|gna an
el valor n+1 y se va al paso 1.

4. Los valores de Fﬁz*:) r‘y Fi " corresponden a los de y F, de

y‘J* _ "u 1
“interés, |

52.2 'Ceilcdlo de'!a a/turé de '1,.3'013 ¥

Una vez conoudas F _y F,  se obtlene H a parllr de Ia expreqlon 5 5 es R

. xl.j 1 le+l' 7 !j+l

, | .. (H,(f)l'ﬁl)z (.c_cg)“;’) +'1‘Ft“”+l } + 5 )/(((‘cg) .J ” Fy” ‘)]1{2':

SN (1 B)Ay PN e
T v (H, WAL

Witid

523 RéVis{icSn,'c!eI '_v'alor del gradién'te dé la funéié'n_.c:!é.'fas’é} -




En resumen, el procedimiento de cdlculo para obtener F ) Fy( } consiste en
(i f+ i1

los pasos siguientes

1. Obtener F, parai=1,2,.., M-2apartir de la expresion 5.14
Je

2, Calcular los valores Fy(:' D" con la ecuacién 5 10.

| ! vl
3. Se comparan los valores de F**D con qu de F(" )
: 'ri.j'l lj+l

“Cuando son muy parecidos se continua con el paso 4. De otro modo, se asigna a n
el valor n+1 yse vaal paso 1,

4. Los valores de F(" l” y F}(,:'j.*:) ~corresponden a los de F, 'y -F%“'l de
) J4 NE . . Jr I

interés. R

5.2.2 Célcﬁlo.del‘a altu;a- delaola

'?'»Una vez conoc:das F 'y_-' F se obtlene H

Crgr ¥ Ty S8 ijor @ part r_.de la exp.res.lgjlj_.S_S_,_es _

| l'._decw_ .

| HE’;:II) - [(a {(Hgn;ﬂl) ,_(CC );-.1 1+1’ _F,lr,-k-lm:;: “ -

(] (e, f‘} e Sl B

‘Vidohde -

EI“ H“l'j‘(-ccg)"*f‘ff F.y“ 2 Ax (H' U( )x l;P”i o

(H‘””(CCS)HUF’Q?M)
| 5'_.2.3 -'Rervi'sién"del_ valor 'del_'gradiente de Ja mn_cién_'de fase
| Los valores ca\culados de H, M ) son sustituidos en la ecuacién 5.6 de donde

76 |

e

RCAL TR




[ H(n) 2H(n+l) ]]{mi) Hgml)

siendo

IF'(,;:]})P _ ivl,jrl ij+l i-1,j+1 . i-jJ+l ,- +

g Ax? Ay? (5.19)

(Hl(,:l}'rl - H’I(nlkt-)»tl) + Q I.It(r;:ll)) M k:’?jd
v F ((ch)m,jn B (ccg)i—l,ﬁ-l) / (4 Ax* (ch)i,jn) (5.20)
Q, 3’((008);',]-»1 - (ch)i,j) / (Ax2 (C.Cg)i,jﬂ) (5.21)

. H,,-2H,

p = — T g p o (5.22)

Ay | -

5.2.4 Secuencia de cdlculo

El modelo matemdtico de oleaje de refraccidn-difracciéon se basa en lo descrito en el

inciso anterior. Se presenta una recopilacién de los pasos necesarios para calcular la

propagacmn del oleaje. Se considera que s un numero posﬂwo pequeno cercanoi'

‘acero, que M - 1 esel nimero de celdas en la dlrecmén x, N_ -1 el numero dej

| ,celdas en la dlreccmn y, Y tamblen que los valores de i comlenzan en 2 \2 termman

| a).

- _b)._

)

~en M -1 y Ios de j se inician con 3 y concluyen con M Los pasos a segun son:

Con los datos del oieaje por propagar Yy de |a batlmetna se obtlene Ios numeros de_ o

onda (ecuaaon 3 38) en los puntos de Ia malla para j 1 4 j

Se emplea la Ley de Snell (ecuamon 4. 83) para calcular Ios componentes del_f L
~ gradiente de la funcién de fase y la altura de ofa tanto en Ias orlllas dela zonaen
- estudio (c:on esto quedan definidas las condlmones de oleaje en las fronteras) como‘. .

en el interior de la zona (corresponden a los valores |n|c1ales del proceso de‘_"._"
rela;ac:én) o o - |

Se asigna a j el valor 2.

Parzi_ cada punto dela h‘iallav(fv:on'i =2, 3','-‘._.., M —- 1 sobre ld-l_ineay -‘»“(j+1)Ay S
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+l '-1 . . ’” [ 3 P
se calculan los valores de F"' y Fl" I) como se indicd en el inciso 5.2.1.
X

e) Cuando para cada punto de la malla sobre la linea y=(j+1)Ay, se tiene
| FeD F("’ | < t, , se continda con el paso g. De otro modo, se tomaa 1 como n + |

!jfi

y se va al paso d.

f)  Para cada punto de la malia sobre la linea y=(j+1)Ay, se obtlene H D

ij+l
IF{ R, Cuando para cada uno de estos puntos IFIfSI{) fjill <t oy
IF?S:})P |F J,+112 -t sevaal paso g. De otra manera, se regresa al paso d.

g) Seasignaaj elvalordej + 1. Siel nuevo valor de j es menor o igual al de j ,
se va al paso d. De otro modo, se termina el procedimiento. |

~ Cabe mencionar la direccién del oleaje “c‘j+1. se determina a partir de la ecuacion 4.57
como | R |
=

. ’ y Ly :
..., = angtan —L

:.j+'l
' Eijer

5.3 ijemplos;_

o Se mcluyen 3 e)emplos sobre Ia aphcamon de los metodos de calculo de refraccuon pura S
-y de refraccion- dufraccuon En el primero se observa. que al obtener los rayos de olase :
jr-i,'cruzan El segundo trata sobre la determmac:tén de las caracterfstucas de las olas. dentro, SRR

~ de una zona cdustica'y, en el u|t|mo se presenta el calculo de la refracaon dufraccmnr
| --[_;de una regton real donde las curvas batlmetrlcas s0n- muy |rregulares

g O

) ’-Eierhplo 5. 1 Re’fracﬁ.ciér?_'pura;

| ;'En la ftgura 5. 2 se muestran Ias Imeas battmetrlcas del- fondo maruno de un area donde R
se propaga un oleaje. Las olas en aguas profundas avanzan con un- angulo a=85°,
~periodo de 8s y. altura de 1.0m. Determinar la altura y dl!‘QCCIOﬂ de |as olas en Ios
| puntos A y B marcados en la flgura mencnonada | |

.
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Figura 5.2 Batimetria del drea donde se presentan las olas,

Solucion:

Se propone un sistema de ejes cartesiano Cuyo origen se encuentra en aguas profundas
en el extremo inferior izquierdo de fa figura 5.2. Sobre éste se considera una malla
~ formada por lineas verticales paralelas a una distancia Ax= 200m Y Imeas honzor\tales
paralelas con un espaciamiento igual a Ay 200m,

Con el procedimiento numérico descrito en el Apéndice A para resolver las ecuaciones
de refraccién pura se obtuvieron los resultados mostrados en las figuras 5.3 a 5.6,

a) P'unto'A

| En la flgura 5.3 se muestra el trazo de dos rayos de onda que pasan a Ia |qu|erda y

“derecha del punto Ay una tabla donde se consngnan los valores que alcanzo el extremo

“del rayo de la derecha. Se mcluyen los angulos que forma una tangente del mismo
~ respecto al eje x en los tiempos 174 a 190s. También se anotan la profundidad del 3

. fondo para el extremo del rayo, as{ como la longztud celerldad y. coeﬁuente de aguas o

| someras correspond|entes a esa profund1dad

Del dlijO de Ios rayos se estima que las dlstancms m|n|mas entre Ios rayos son: de 25m

'y 26m en aguas profundas y cerca del punto. A respec.twamente, por lo que el

coeflc;ente de refraccion es |gual aky = . (26/29)12 = 1.04m. Como el coeflcnente de_ -

_-38U35 bajas es 'gUEU 112, la altura de la ola resulta se |gual
—~1(1 04)(1 12)-1 14myla dweecuon es 876" T
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t X y alfa alfa h L c Ks
{s} (n) () (rad} (grados) (w) {n} fwss)
174 9.7 1M19.% 192 74 3% 45 581
17 9.0 173143 193 7.4 J6l 458 5.7

1

t
118 110,32 1M2.8 1.9] 74 351 452 S5 1691
160 110.02 175486 15D g72.5 346 .6 S5 1.9
182 41,3 1265.18 1.8} 75 13 #4954 1104
184 L7 17602 1,53 8.5 321 494 sS4 1.6
166 {1224 176w 1.5] g6 Ll 428 5.3 .17
169 412,69 1797.30  1.9) 26 362 422 527 1.
18 3.2 tB67.82  1.53 76 2% 414 517 1133

Punta Inicial { 360,00, 200.60)
Punto final ( 413.12,1007.82)

Figura 5.3 Rayos de ola cercanos al punto A,

b) Punto B

Para el punto B se siguié un procedimiento similar. En la figura 5.4 se muéstrén dos
rayos, uno ala lzqmerda y otro a la derecha del punto B. De ellos se encuentra que la -
altura de ola es 1.35m y Ia direccion resulta |gual a 80. 8°

'FigUra 5.4 Raybs dé ola cohsiderédbs' b’ara'el puntoB -

Sin embargo, si por alguna curcunstancna se dlbUJaran mas rayos se obtendrta que otros; _

~dos rayos (alejados de Ios anterlores) que pasan cerca del punto B como se ve en Ia .
flgura 5. 5 L ~ s |

| Debtdo a estos resultados se consldero convemente trazar mas rayos (espacnados acada
- 25m en aguas profundas), los cuales se muestran en la flgura 5.6. En esta flgura se
. aprecia que el punto B se Iocallza dentro de un area donde se cruzan. Ios rayos. (zona

caustlca),. por lo tanto, para el punto B no- puede ‘ser estlmada la altura ni la dlreccmn' |

| del oleaje con refraccién pura ya que dentro de Ias zonas céustmas lmponan tanto la_[ -
4 refraccuon como la dtfracmon mmultaneas-' . |
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Figura 5.5 Cruce de rayos de la ola préximos al punto B.
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Figura 5.6 Zona cdustica.

El procedimiento numérico para refraccion pura se empled por medio de un programa»
de cémputo escrito el lenguaje Quick- Basic que se encuentra disponlble por parte delA

- autor de este trabajo

Eiemplo 5.2 .CéICUIo de la alturade' la ola en ',un punto 'de'ntr.o'de una zoha:céus‘t‘ica;' -

Para los datos del ejemplo 5. 1 determmar Ia altura y dlreccmn de las olas en Ios puntor o

-~ AyB marcados en la figura 5. 2, En dncho e;emplo, se mostro que el punto B esta dentro. S
'de una zona céusnca o .

-SOIucidn:

| ‘Por medlo del metodo numenco de refraccron -difraccion basado en la secuela de‘r’__ |
o ,caiculo del inciso 5.2.4 para la linea dela malla que es paralela alejexy se encuentra
a una distancia de 1800m de tal’ eje se obtuvieron los valores lnc|u1dos en la tabla 5.1

B tomada dela pantalla del monltor de la computadora personal con la cua| se aphcof" o
. dlcho metodo - :

En esta tabla, Sy S representan los componentes en direccion xy y de la funcaon de{f ST
fase, D, al modulodelafunmon de fase, k* a!numerodeondaal cuadrado, E(S) E(S, Yo
v E(H) Ias chferencnas (multlphcadas por mll) de Ios valores de S S, y H entre lasff'f R
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dos Gltimas iteraciones, D(DS) la cantidad que se suma a k* para obtener el cuadrado
del médulo de la funcién de fase y H la altura de ola.

LINEA J= 8 Se efectuaron 30 iteraciones § SECC 17
I ANGULD Sx Sy DS k"2 E(Sx) E(Sy) E() E(DS) E.dif, H

1875 0.0006 0,1494 0.0224 0,0224 0,0224 0.0000 90,0000 0.0000-0.0001 1.1230
2 82.5 0.0066 0.1494 0.0224 0.0224 0.0224 0.0000 6,0000 0.0000-0.0001 1.1230
3 87.5 0.0066 0.1494 0.0224 0.0224 0,0224 0.0000 0,0000 0.0000-0.0001 1.1230
4 87,5 0.0066 0.1494 0.0224 0.0224 0.0224 0.0000 0.0000 ©,0000 0,0000 1.1229
5 87.5 0.0066 0.1494 0.0224 0.0221 0.0224 0.0000 ©,0000 ©.0000-0.0010 1.1276
6 87.8 0.0057 0.1494 0.0224 0.0224 0,0224 0.0000 6.0000 0.0000-0.0022 1.0901
7 85.1 0.0128 0.1490 €,0224 0.0224 0.0224 0,0000 06,0000 0.0000 6.004¢ 0.9523
B 80.9 0.0236 0.1477 0,0224 0.0221 0.0224 0.0000 0.0000 ©.0000 ©.0049 0.9681
9 78.5 0.0238 6.1466 0.0224 0,0224 0.0224 0,0000 ©,0000 0.0000 ©.0037 1.1685
10 85.9 0.0108 0.1491 0.0224 90,0224 0.0224 0,0000 6.0000 0,0000-6,0108 1.5574
11 95.2 -0.0137 0.1489 0.0224 0.0224 0.0224 0,0000 0,0000 0,0000-0.001? 1.3117
12 95.1 -0.0133 0.1496 0.0224 0.0224 6.0224 0.0000 0.0000 6.0000 ©.0061 0,997
13 91.0 ~0.0027 6.1495 0.0224 0.0224 0.0224 0.0000 ©6,6000 0,0000 6,0058 0.5233
14 82.7 0.0061 0.1494 09,0224 0.0224 0.0224 9.0000 0,0000 0.0000-0.0011 1.0462
15 82.5 0.0066 0.1494 0,0224 0.0224 0.0224 0.0000 0.0000 ,0000-0,0015 1.1170
16 §7.5 0.0066 0,1494 0.0224 0.0224 0.0224 0.0000 0.0000 0,0000-.0002 1.1226
17 87.5 0.0066 0.1434 0.0224 0.6224 0.0224 0.6000 0. 0000 0.0000-0,0001 1.1230
Tabla 5.1 Resultados del método de refraccién-difraccidn sobre. una

linea paralela a la linea de costa.

~ Se nota que en el punto A (para | = 4) la altura y direccidn sbn 1.12my 87.5°, qué son

casi idénticos a los obtenidos con refraccion pura. En el punto B (para |=10) la altura

dela olaes mayor; resultd ser igual a 1.56m yla dlI‘ECCIOﬂ es 85.9% lo cual corresponde'_

con la idea de que el punto B estd dentro de una zona de concentracion de energla .

Con este método si se obtlenen alluras de ola dentro de la zona caustlca, y pone de,
| -mamflesto que la dlfraccmn mfluye en Ia zona que rodea a la zona causllca

Eiemplo-5.3 Batimetrfa rea!_.

En Ia figura 5. 75 se muestran Ias Ineas batlmetrlcas de una zona que no tiene obstacuios
o que impidan el avance de las olas. Propagar el olea}e que en aguas. profundas tlene un

perlodo de 10s y altura de 1m con dneccmn de 45”

| SOIuCién:

En la figura 5.8 se muestran los rayos de onda obtemdos con el metodo de refraccnénf., i

pura (Apéndice A). La |rregu|ar|dad de las llneas batlmetrlcas |mpllca la emstenc:a de
una zona caustlca por lo cual este mélodo no es aplicable. |

R
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_ Figura 5.8 Rayos de ola en la zona do mterés (la parte :nfenor c:orresponde a aguas

profundas)

_Se obtuvo |a propagamon del oleaje tomando en cuenta en forma mmultanea a Ia -

refraccién y difraccidn. Se uso una longitud de celda de 76. 156m. ‘Cuando la altura de'};:.,i
laola fue tgual al valor 0.78h, srendo hla profund:dad s5e conmdeto que la ola romp|a<‘~l{%;
y que su altura correSpondfa a dlChO valor Los resultados obtemdos se conssgnan en la‘ A

“‘\tab|a52 R



LINEA J= 12 Se efectuaron 30 iteraclones # SECC 17 B
[ ARGULO  Sx Sy DS k"2 E(Sx) E@Sy) E(D) DLDS) H
172.4 60,096 06,1597 0.0201 0,0281 0.0060 6.000¢ ©.6000 -9.0538 1.1368

273.5 0.6517 0,174t 6.0330 6.6330 0,0000 0.0000 90.0000 -0.6000 0,9516
369.8 6.0625 0.1703 0.0329 0.0330 ©.0000 0.000¢ ©.0000 -6.0815 9.9516
474.2 0.0573 0.2025 0.0443 0.0442 0.0000 0.0006 ©.0000 0.0440 ©6.7090
9619 0.829 0.2082 0.0442 0.0442 0.,0000 6.6000 0©.6600 0.0023 0.7090
b 76.8 0.0482 0.2045 0.0441 0.0442 0.6000 0.0000 0©.0000 -6.674Z2 9.7098
750.9 0.1090 0.1341 0.0299 0.6294 0.6000 6.0000 ©.0000. 9,4855 0.6755
8 64.1 0.0366 0,6753 0.0070 90,0072 0.0000 9,0000 ©.0000 -0,1728 1,0207
9118.9 -6.6410 0.6742 0.6072 0.0672 0.0000 9.0000 0©.8000 -0.0030 ©0.0484
16 79.9 ©0.0265 60,1487 06.0228 0.8225 0,8000 ©.0000 0.0000 06,2728 9,6504
11 62.6 0.0852 90,1600 0,0329 6.8330 0.6000 ©0.0000 0.0000 -0,1268 6,9516
12135.5 -6.1069 0.1052 0.0225 6.0225 ©.0000 ©.0000 0.,6000 -0,0374 0,9375
13 78.3 0.0285 0.1373 0.8197 0,0194 0.6000 ©.0000 0.6000 0,2041 6.5652
14796 0,0230 0.1181 0,0145 6.0144 6.0000 0.0000 0.0000 0.0339 0.5308
15 63,1 0.0131 0.1085 0.0120 0.0119 06,0000 0.0000 0,0000 0.0169 0.6034
16 76.8 ©0,0202 0.1023 0.0189 0.0109 0.0006 ©,0000 0.0000 -0.8167 ©,6920
17 73.7 6.0302 0.1035 0.61i6 0.0116 ©.0000 0.0000 0.06600 0.0552 ©.7098

Tabla 5.2 Resultados del método de refraccidn-difraccién para la linea
y=585.25m, -

Enestatabla, S,y S, representan los componentes en direcmon x y y de la funcion de A
fase, D_al modulo de la funcidn de fase, k% al nimero de onda al cuadrado, E(S), E(S )ﬂ_ .

y E(H) las diferencias (multiplicadas por mil) de losvaloresde S, S,y H entre las_\
“dos tltimas iteraciones, D(DS) la cantidad que se suma a k> para obtener el cuadrado- B

del modulo de la funcuén de fase y H la altura de ola

| En la flgura 5.9 se muestra Ia direccion del oleaje en Ios puntos de celda y en Ia fzgura

o 5 10 se han dIbUJadO Ias Ifneas de |gual valor de altura de ola
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.,FigUra 5.9 Direccidn del oleaje.
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oleaje incidente
- Barrera
— refiejante
Y, 3
R = J

6. MODELO NUMERICO DE REFRACCION-DIFRACCION-REFLEXION

‘En este capitulo se describe un modelo numérico para resolver la ecuacién de Berkhoff

(deducida en el capitulo 4) para calcular srmulténeamente Ia refraccion, dtfracc:on y la
reflexién del oleaje. | o

El proced.'m:ento de calculo es d.'st:mto al del capitulo 5 ya que para mcorporar la.

__*reﬂextc’m de! oleaje se incluye a una vanable que representa al tiempo.

"~ El modelo matematlco de ref racuon-dlfraccson reﬂexmn que se presenta en este capftulo
- se basa en las ecuaciones deducndas en el subcap:tu!o 44 que se escnben a

contmuac:én .
o2 __‘?__C__ : _ 99,
9y ot}
o _ 1[0 L
S0 T e (M) (nQ,,) b:2)
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Se ha preferido esta forma de la ecuacion pendiente suave a la ecuacidn 4.35 por la
ventaja de disponer de los valores de las razones de flujo Q, y Q, que permiten
encontrar la direcciéon del oleaje y plantear la presencia de obsticulos de una forma
sencilla.

6.1 Ecuaciones de diferencias finitas del modelo refraccién-difraccion-reflexién

Para conocer el oleaje en una region del plano horlzonlal Xy y se divide esta en
celdas cuadradas de lado As,siendo Ax=Ay= As

Para tener resultados cOn' una buena precision se propone escribir las ecuaciones
diferenciales 6.1 a 6.3 en diferencias finitas de manera que para la derivada temporal
se use una diferencia de primer orden y para las derivadas espamales diferencias de
cuarto orden, |

La solucién de estas ecuaciones diferenciales se obtendré por medlo de un esquema

 numérico donde el denommado error de dlSCFEtIZElCIOﬂ (dsferencna entre la solucién

exacta de la ecuacién diferencial y la solucién exacta de la ecuacnon de dlferenmas
utlllzada para aproxnmar la ecuacion dlferenc:|a|) sea pequefio. ' |

 la magmtud del error de dISCI‘etIZElClon en cua!qmer punto de la malla de calcuIOj‘ R
_depende del tamario de los mtervalos de cambio -en las varlables de la ecuacuon_lr |
diferencial (As At)yel ntimero de termlnos de las series de Taylor mclundos enla
~ ecuacion de dlferenC|as flnltas que apromma a cada denvada de Ia ecuar;on dlferencnal

Se probaron dtferentes ecuamones de aprommaczon y se estlmo convenlente dpdumrﬁj -
o ecuacmnes de diferenaas fmltas que tuvnesen un e error de dlscretlzacmn bajo '

| 6.1.1 Ecuaciones par_a las 'razbnes de‘iflu']"o

 Se propone aprommar Ias denvadas parcnales de Ia ecuaaon 6. 1 cle Ia manera sagmente o

, 1 X . . b . 1 ) ' o : -}. 7. ) b 1 -'1‘2 ) SIAS O -i'
\ e e Gy o) ey AL
3 L b+l P
o Theed s T
' e o At
' i+1,]

e e




“ (6.5)

Los pardmetros b,, b,, by, a, y a, se determinaron en el apéndice B para que las
aproximaciones anteriores consideren términos en la serie de Taylor que involucren
hasta derivadas de primer orden respecto a la variable ¢ y hasta derivadas de orden
cuarto respecto a la variable x para disponer de un error de truncado pequenio. Los
valores obtenidos fueron b, =1/24, b, =11/12, by=1/24, a,=1 y a,= -1,

‘De este modo, el esquema de diferencias finitas utilizado quedo planteado asf,

1 p+l 22 pi 1 p+l
2 Qxl-l '+~]- ¥ 2 . Qxff‘-l ¥ 2 T xhl ek -
co oy el oo "
l~l,j+~£ l,}*-a: i+],f4
(606)
1 p 22 »p 1 p 24 A P p
N 2 Q f—ljr-!- ¥ 2 * ;o.-l. 2 o Q"ul o= - A C;+-... j*""' C[-.]f. J«p..l..
¢’ ' € T Cpay : 272 272
["1,}"‘5 g .

| jEI primero (i = 2)y tltimo (i = M) valor de Q. en la Ifnea'.y =(j +'-}-)-As -son.ojbt'ehid‘OS

con una ecuacién dlstmta ala6.6 porque antes y despues de estos valores no esta

. defmldo Q, , ni Q, . Para ellos se ptopone utillzar Ias ecuac:ones de d:ferencnas'
‘ o g YR} j+—— - _ :

o flmtas siguientes (el error de truncado es mayor al de Ia ecuamon 6 6)

‘.P-a,ra i=2:00 sz.f L sz’.j T T(Cij.pl 03 T ,(6'6.’) |
L ] | -,:, v A 2:.42_ . 2,1 5 : R
para i=M: _QxM_ o qu’.-l.'“' —T~(CM+ C - (6.67)
.- . : . 4 = . . oy J - e : . o Lol
\ : | :12 12 ‘_S. 212 ‘,212 , , .

La'aplicacic’)n de 'Ia'éxpresiénﬁ 6 para cada lfnea de la malla y=Q+ 1/-2.)As' pavré i=2

X, 1

a M da Iugal aun 5|stema de ecuaciones Imeales trldlagonal con mcogmtas Q” *l ot

e I'j""'- ."sf’k'i'. S

Q"’ . ; c'u'y__'a's'_ol_u’c'i_én»esrépida de obtener con p'rOC'éd_i_mi'e_n_tc‘)s‘.g’c;()"r’h’b el de Thomas.

i lj«....‘,._ h
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Los valoresde ¢, ,y ¢ | | son determinados por-medio de las condiciones de

':)'l.,*_ bomy J bt

2 2" 2
frontera como se vera adelante. En la figura 6.1 se muestra la ubicacion de las variables
de la ecuacion 6.16,

Procediendo de manera similar para la ecuaciéon 6.2 se encuentra la ecuacion de
diferencias siguiente: |

1 p+l . 22 Qp+l + 1 'Qp-rl
C2 ylv-;-.j-»l 2 Yicd

[+e=, -1 _— . T o |
+2 -" ) l+2 .’ ’J

| tiempo t=p At
i-1 - i | il
As | el As o

5
——

2 | Crlal D kel 2
. As Tipd g As Cegpbg o

_xi_lj"l o 3 o . ..ij“; L R 'Qx".l.>j+_l. ,
e 80, Wi MAr, o mep

| F:guraﬁ 'I‘j;:‘.‘:Dia”gr:;ima»_del éScjﬁéiﬁa de diferenclas frmmsde la -'raléén'-'de;figxfo en ’Ia:‘»direcciéﬁ x .
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El primero (j =2)y dltimo (j = N) valorde Q, enlalinea x =(i+ %)As son obtenidos

con estas ecuaciones: =
2
¢y 2At
Pt
. A, ptl AP _ 2 P P
Para J= 2 Q)"rl ) = Ny . '“""""Z‘""‘“""‘ C“l 57 C”l k| (6.7')
"7 s S 2’2 2'2
2
¢y At | | |
p+l P ol P p
para j=N: Q , =@, - —=— " = 1 (6.7")
B L As g il
lo anterior se debe a que no estan definidas Q, , nQ, .
‘ o ' vl vz Not

La ecuacion 6.7 se establece para cada seccién y=jAs para j=2 a N sobre la linea
x=(i+1/2)As con lo que se establece un sistema de ecuaciones tridiagonal con

* rd . l l
incognitas Qf_+ ot ny - También en este caso vy .l S8
ot “_ +-,J 4...... = +-._. —

2'2 2'" 2
calculan a partlr de las condiciones de frontera. En la figura 6.2 se presenta la

localizacion de las variables incluidas en la ecuacién de dlferenC|as 6.7.

o Yegin o e
Jj+1 ’"-Tff' T — -1 S e T
f*\_ c2 - . S 02
1 | : SN
. feemjel : : — gl
b i T
.- | 244t
As . .
As C”"IJ"“ |
, Y1 Ny
| ey ey
J _..._?.._. - -2 o e - L 2. o
¢ 2 :f"f“v R
€ o €
Bt - ey
o 24At,
) AS ' ! Ci*‘l'j—l
As "33
. P o e
L Yo diy o A Yoot o
JoLoo N T L R
| L ¢ v o
z+~§,;e1, o - H—i—,} I
'tiempo _t..:p"A—t- EERE tiempa' t= (p+1)

| F:gura 6 2 D:agrama de! esquema de d:ferencras ftmtas de la razdn de ﬂu;o en Ia d:recc:én y



6.1.2 Ecuacion de continuidad

Para la ecuacion diferencial parcial 6.3 también se desarrollé una ecuacion de
diferencias donde el error de truncado es pequefio. Las aproximaciones a las derivadas
parciales fueron de este tipo:

p C,Ii.ill. i h C:?-..-l..] CI{J:«:- J B C::-l- J :
ang)y . bn i 2 2", byn 1 2! 2"
a ), Tt At ad At
(6.8)
p+31 -¢7y C‘.Dfll -¢0 o=t
ive, ) i+ ] Y ,]‘E LWt IJ+5
+ b A3 = + b4n”*_21_ v + bsn’ 1 v
anQ)Y 1
3 = As (a (IIQ ) i+l - 1 +02(IZQ ) 1 +03(HQ )”1,} + |
ij , (6.9)
+a,(nQ,), +a5(nQ) e +ag(nQ, ),ﬁ )
3nQ)Y ” |

.3(6,1Q)j '

Yivo g

| +d(no>u+d(no) ey d(no) 3) ”;g;

Losparémetros b, b b , b, bs, al, a,, ay, a4, as, aﬁ, d,, d d3, d4, d5 yd
~se obtuvieron en el apendtce B para que | el error de truncado fuese de primer orden enj

~la variable ¢ y de cuarto orden en Ias vanables x y y siendo Ar—Ay As

'encontrandose Ios valores de ellos que aparecen en la tabla escrita a contmuacuon

I

S
i

B

P T Tk
2 3 4 5 6
, S e ; e i
b, 1 s ne R 1 N
| ok 24 6 24 24 24
i 1 B R N § S IR 1 A L
CE 24 24 | 12 | 12 24 2%
e
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Tomando en cuenta los valores de los pardmetros la ecuacion de diferencias
correspondiente a la expresion 6.3 queda, después de multiplicar por 24 como

+1 t 1
nl—i jo\.}- Cp 1 L +nl+-§- J&_!.. CP 3, 1+
AT (R RS TR
prl p+t
tn R SO U N ISR
I Tl A by v e, fr
2 2 2 2 )
+1
#2000, 0 0 e
. .2i 2 l+m’j+u£ 2i 3 ‘—*E,“"-“‘:‘.
P
l+-§~ J+-—L C!,. +l F ni-v...l.. J-...L C,*l _ 1 *
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o En este caso la aphcacton de Ia ecuacnon 6 11 en los puntos mterlcres de la malla en
el dominio de interéds da lugar a un sistema con cmco coefncnentes dlsnntos de cero en’-;-_
cada una de las ecuacnones lmeales que lo forman, que tiene como mcagmtas a Ias' :

: o g i 1 S
elevacmnes C'" B S S LA S AR C” :

|

ie2,j r+—~J Jem o T B+

Dado que el ssstema de ecuamones lmeales tlene coefscuentes en Ia dlagonal prmczpal
que son mucho ‘mayores a los que aparecen en cada renglon de su matriz de
coeflctentes, el empleo de un métado iterativo para resolver sistemas de ecuacnonesf,{-: |

lineales es adecuado porque en pocas iteraciones dard la soluc:on del Sistema Y.

umcamente utlhza los coeﬁmentes dlstmtos de cero de, cada ecuacnon
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. FHigura 6.3 Diagrama de _f:_élcufb de la ecuacion de continuidad,
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Las expresiones 6.6, 6.7, y 6.11 muestran que, si se conocen los valores de {, Q,,y
Q,, del instante ¢ (etapa p), pueden calcularse sus valores correspondientes en el
instante ¢+ At (etapa p + 1). De esta manera, se dispone de un método que permite
la determinacion sucesiva de las elevaciones de fa superficie libre { y las razones de
flujo Q. y Q, en cada punto de la malla que se extiende dentro de una zona de
interés. Esto podra hacerse a partir de una condicién inicial (tiempo t,) en donde {7,

7,y Q) sean iguales a cero, salvo en la frontera donde incide ef oleaje a la zona, ya
que en ella los valores de las olas son conocidos.

Como el fenémeno es ciclico, al calcular cierto ndmero de etapas se consigue establecer
un patrén de oleaje que es repetltlvo en el tiempo y permite obtener las caracteristicas
de las olas.

Para la utilizacién de las expresiones de diferencias finitas por medio de un programa
de cémputo no se utilizaron los subindices a los que se les sumaba o restaba 1/2; sin
embargo, conservando la ubicacion de las variables es sencillo colocarles subindices
enteros a las variables.

En la figura 6.4 se presenta una malla de un ejemplo donde interesa obtener el patr'én |
de oleaje Con trazo dlscontmuo se muestran los hmltes de |a zona en estudio. Como
puede verse, se consideran 66 puntos mcognltas Tamolen se han marcado algunos
puntos en las orillas, los cuales son necesarios para el calculo del oleaje Estos no son
‘obtenidos con las ecuaciones 6. 6, 6.7 y 6.11, sino a partir de ecuaciones
,corresponduentes a las c\ondmmnes‘ de frontera. EOT R R IR T |

Para proceder aI calculo se requiere establecer en cada punto del mterlor de Ia regtonj' |
de interés las ecuaciones de dlferenmas fmltas A contmuacmn se muestra un ejemplo |
-\j-'llustratlvo para Ios puntos lnterlores- . |

| Dé acuerdo con las’e_cuacidnés 6.6, 6.7 y 6.11 se tiene.
a) ,: 'RazoneS'de flujo en la direccié_n_uklv
Parael p’uhto 40'de.'Q se'tiene |

Qp+l Qp+] de . 1 P _‘ Q

T4 2 a9
x39~ , ’-’40 x“ L Xy | xm_

oA )

Xay

9%
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De modo semejante para otros puntos interiores al formular una ecuacién como la
anterior se plantea un sistema de ecuaciones lineal tridiagonal, cuya solucion dard los
valores Q7*'. C? corresponde a los valores de la celeridad al cuadrado en las
posiciones donde se localizan los Q..

b) Razones de flujo en la direccion y

Para el punto 39 de Q, se tiene

Qp+l Qp+l S p+l - ...,L. Qp - _22-_ Py
Yag Y19 Yso 2 2 Yy
Cyzs C."w c)’so CJ’zs - cy:w
o i (6.13)
1 e 24Ad ( 2 8)
6‘2 Yso As 2
Yso

De una forma similar para otros puntos interiores se establecen ecuaciones como la
anterior que dan Iugar a un sistema de lineal tridiagonal que al ser resuelto proporciona
los valores Q’” C es igual al cuadrado de la celerldad que existe en los puntos
donde se ublcan los Q

¢)  Elevaciones de la superficie libre del mar
Para el punto 39 de { se tiene

: pl pel +1 e
Css +n, Cf(; ;,*’.‘zzgcgs - "f”zﬁocgo *20” Cp )

' '.p*'-- P P
n (‘:38 * H Cfo ¥ nzzs. ,Czs ,*:nzso' c50 g zo_nzaa C39 -

-H‘l Q pq II Q p+1 +n Q p+l *H Q p+l +22(nyl'oQ pebo— n y{’;')] .

Asf al escribir |as ecuaciones de { para los demds puntos interiores se IIega aun
sistema de ecuaciones pentadlagonal La solucién de este sistema corresponde a C’“'

Los valores n, n,y n, son iguales a los coef:cuentes de factor de grupo. (relacion entre
~ la celeridad de un tren de ondas y la de una onda lndlwdual) en las posuc:ones en
donde se Iocallzan ¢, Q 12 Q respectlvamenle -

(614)?  |
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6.2 Condiciones de frontera

Para obtener el oleaje en las orillas de la regién en estudio o en los obstaculos que
existan en esta regidn, es necesario tomar en cuenta las condiciones de frontera. Para
ello, se considera que en el perimetro existe "una pared" con un coeficiente de reflexidn
K, , cuyo valor estd entre 0 y 1. Lo anterior, se aplica en todo el perimetro y
obstaculos, excepto en la parte de este perimetro por donde incide el oleaje que se
desea propagar en la zona. Para esta parte se usan también algunas ecuacnones
especiales.

Para plantear las condiciones de frontera se emplean expresiones de la teoria de oleaje
lineal en las que se acepta que el fondo del mar es horizontal.

Para el oleaje propagindose en la direccion del eje x sobre un fondo horizontal, se
tiene de la ecuacién 6.1 que |

320 L,

—2 = ¢

6.15
at? ~ 9x? (6:13)

la cual corresponde a la ecuacién de onda. -

La solucién de D’Alembert (Wylie, ?979) de la ecuacién de la onda se plantea en
términos de dos funcuones Gy F con segunda derlvada de la manera sngu:ente

{(x, t) G(x ct) + F(x+ct) | | o (6.16).'.

| Lo que se puede verlflcar al calcular las derlvadas parmales de segundo orden escrltasi"
‘a continuacion - a o | |

“fm F(x + c) = cPF" (x4 en)
2 s |

L F (x + ct) F" (x + ¢t)
-ax? | SR
at2

G (x - ct) = c‘? G.,”__(lx.'—'i- ct)

‘ G(x - ct) = G" (x - ct)
ax?.v L . i -
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La funcion F(x +ct) corresponde a un cambio de la superficie libre propagindose a la
izquierda y G(x-ct) a uno desplazdndose a la derecha.

En las ecuaciones de diferencias finitas se establece el valor de { a distancias Ax en
los tiempos separados en un intervalo At. Es conveniente refacionar entre si ambos
intervalos para lo cual se establece que cAt es proporcional a Ax, es decir

cAt = LAx | (6.17)
o bien |
A= AL | (6.18)

donde A es una constante de proporcionalidad.
6.2.1 Oleaje sobre una frontera con coeficiente de reflexion K,

Para un obsticulo que impide el avance de las olas que se desplazan hacia la izquierda,
el cual tiene un coeficiente de reflexion K, ubicado a la distancia x = L se tiene que

la funcidn reflejada (que avanza a la derecha) cumplird con

F(‘L{ct) ='K;,G('L'_fcf) R (6.19)

de acuerdo con la ecuacion 6.16 para X =-'-' L_ |

Cwn et Fae G
o al sustntunr Ia ecuacnon 6 17 | R o . B )

De esta expresuon se aprecna que sobre el obstaculo se Uene una elevacuon de superfncne s
libre que es igual al doble de la mcsdente cuando K 5 1 como se ha observado en

|aborator|o y en el campo i

) Pa’ra'los tiempos. t+At Y t-A_t vse tiene'

C(Lt+At) (1+K)G(L ~ct- cAt)

C(Lt At) (1+K )G(L,cthAt)
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Al tomar en cuenta a la ecuacion 6.17 en las dos expresiones anteriores
C(L,t+At) = (1+K)G(L-ct~-AAx) (6.22)
C(L,t-At) = (1+K,)G(L-ct+AAx) (6.23)

por otra parte, de la ecuacién 6.16 para x = L - AAx se tiene |
C(L%A;,t) = G(L-AAx~ct) + F(L-XAx+ct) (6.24)
y de la ecuacién 6.19 para'e| tiempo t-At |
| F(L;cpcm) = K,G(L-ct+cAt)
al considerar Ia.ecuacic')n 6.17 |
_F(L+ct-A.Ax)l = K,G(L-ct+AAx) | (6.25)

Con base en las ecuaciones 6.22 a 6.25 se obtiene |a elevacion del agua en la frontera SRR
de este modo: | |

De la ecuacion 6.23,'

G(L-ct+lAx) = —— C(L,t-Af)
al sus_titUir”la_igUaIdad ante_ribr_én_ Ia_.ecuac'i-c’)»h' 6.25
L C.(L.,t-.At)..:'-. P
+K,

L .

F(L+ct-1Ax) =

~al tomar en cuenta [a expresién anterior en la 6.24 y despejar

S e e S
CG(L-ct-AAx) = ((L-AAx,t) - —E—{(L,t-At)

~finalmente, al considerar esta ecuacion en la 6:22 se obtiene

| e AD = (LKL -1 AR - K (Lyt-A :)  626)
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Con esta ecuacion se obtiene la elevacion de la superficie libre del agua cuando el
obstaculo esta en x = L y el oleaje incide en él viajando de izquierda a derecha.

Para un obstiaculo ubicado en x = 0 se sigue un proceso similar, en este caso la onda
incidente esta dada por la funcién F vy la reflejada corresponde a la funciéon G por lo
que en el obstaculo se tiene

G(0-ct) = K, F(O+ct) (6.27)
para el tiempo t-Ar
| G(0-ctrcAt) = K, F(O+ct-cAr)
al utilizar‘la-'ecuacién 6.17 |
G(0-ct+1Ax) = K, F(O+ct-AAx) (6.28)
si se sustituye la ecuacion 6.27 en la 6.16 para x = 0 resu.|ta

£(0,0) = (1+K,) F(0 +ct) (6.29)

la ecuacion ,.6._29 para los tiempos t+At y t-At 'queda. _ésf, .

L(0,t+A8) = (1+K,) F(O+ct+cAt)

'_'C(O,t-_i\f).* (1+K,)F(D+ct-cAt) |

'.Si',=5é_ Cbns_idéfa la ecLlac.ilén 6.17&eniasdbsﬁltimas igualdad,és se '_cibtié_h_e .

COu-AD - (eaFer-ian o esn

~ De acuerdo con la ecuacién 6.16 para x=AAx se tiene que

de donde
“al sustituir la e,c':uac'ié,n.6.2.8,' ‘»

.1:004 |

C_(O',ta—A"t)..;—Q. :('I%KL.) F(ct-rxA"x)_- - : (630) o

.C(llez,t)' =G(kAx—cr) +F}(_J'L_:Ax+c.r')_. R | | (632) |

F(AAx+on) = CAAxD) -GAAx-cty (633



-f}dbﬁde1

F(AAx+ct) = C(AAx,t) + K, F(ct-AAx)

al considerar la ecuaciéon 6.31

(0,t-At)

KL
F(hAxvet) = ((AAx,0) -~

ML)

si se sustituye esta Gltima expresion en la ecuacion 6.30 se obtiene

L(0,t+AL) = (14K)C(kAx t) ~ K C(Ot At) (6.34)

esta expresién permite valuar la elevacion de la superficie libre del agua cuando el
obstaculo esta en x = 0 y el oleaje mmdente se acerca a ¢l viajando de derecha a
tzquterda | |

6.2.2 Oleaje.incident_e a la zona I:de estudio

En la onHa mfenor de la reglon donde mteresa propagar el 0'@&]9 es necesano‘
= espec;f:car la elevac:on de Ia superflc:e hbre para cualquxer tlempo | | |

Se supone en una franja que connene a Ia onlla donde mcude el oleaje, la profundldad |

~es constante, por lo que es vahda 1a ecuacién de la superfme hbre propuesta en Ia."* “
o {,_teorla lmeal del oleaje (capftulo 3) deﬂmda por fas expres:ones 3 3 a 3 5 es decnr |

& es el angulo formado entre la dxrecc:on de avance del oleaje y: el eJe X (ﬁgura 3 1),
*"es el ndmero de onda, i3 Ia frecuenc:a angular ya Ia amphtud del oleaje '

C-acostkarky-on 635

k i k sen o o | (637) e

Como la Ifnea recta correspondnente ala frontera donde mc&de el olpaje, comc:de con-:}_;\',

el eje x resulta que y =0 porlo que la elevacnon del agua estara dada como

o 4=acos (k x - ot) T (6 38)
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Por otro lado, la ecuacion 6.16 para un oleaje avanzando en la direccion y sera

C(y,t)

H

G(y-ct) + F(y+ct) (6.39)

para y =0 queda

1l

{(0,t) = G(O-ct) + F(O+ct) (6.40)

Para este caso particular, la onda incidente G corresponde a la expresion 6.47, es decir
G(0-ct) = acos (k.x - at) - (6.41)

De acuerdo con la ecuacion 6.39 para y = A Ay se tiene
C(AAy,t) = G(AAy-ct) +F(AAy +ct)

por la ecuacidén 6.17 (para Ay =Ax),

C(AAy,?)

G(cAt-ct)+ F.(lAy +Ct)
por lo que |

F(AAy+ct) -—G(O.éct+cAt)'+C'(IA‘Ay,t) | (6.42)"

Segln la ecuacion 6.40 para el 'tiempb t+At, Ia elevacion delzagua es
C(O t+At) G(O -ct - c'At)+F(0+ct+('Ar)
:__ por Ia ecuacnén 6.17 (snendo Ay Ax) R =

C(O t+At) G(O cr cAt)+F(0+<,r-+ AAy)

f 'al sustltmr la ecuamén 6.42 se obhene

,((0 t+At)=G(0-ct-—cAt) G(O cr+cAt) C(lA}’ f)

~ Sise toma en cuenta a la ecuacion 6. 41 se obnene R

- En la expresion anterlor queda consnderado que el oIPaJe reflejado saldré de la: regton e

._-_C'(O,t}'M) acos[kx o(t+At)] acos[kx o(r At)]+C(KAyt) | (643) R

en estudio. Esto es de importancia porque se evita que en esta frontera se refleje y con

~esto altere al oleaje incidente. La ecuacién se emplea dando a x los valores de Ias o
abmsas de Ios puntos de cruce de la maHa sobre el eje X, |



6.2.3 Interpolaciones

En las expresiones obtenidas a partir de las condiciones de frontera (ecuaciones 6.26,
6.34y 6.43) apareceel término {(L-AAx,t) o { (X Ax,t). Paravalores no enteros de A
es necesario estimar término por término.

a) Término C(L-AAXx,t)

En la figura 6.5 se muestra la variacion de la superficie libre del mar sobre un fondo de
profundidad constante.

.. J B \J -
¢ )
/NS

X % X
‘_ AX|

AX |

i‘ a cos(kx+ ¢)

| F:gura 6. 5 Elevacron de !a superﬂc;e lrbre d@l mar
De acuerdo con la figura 6.5, R |
Xp = Xg - J’L_'Ax- S

| ",;-x, Ax

o :C,.-- acos [k(xS-Ax)+d)] =-_a cos._[kxs +¢ ~kAx] |

. Cp -.-a 005 [k( ~ le) (b] :a cés [k-xs + (h'".klAX].

B Empleando la ldentldad cos (A B) = cos A cos B + senA sen B lasdosultlmas

| exprestones se pueden eSCTIbII‘ de |a manera slgmente




G, = acos (kxs + d)) cos{kAx) + a sen(ka + d))seu (kA x)
(g =a cos(kxs + (b) cos (kA Ax) + asen(kxs + (b)sen(kle)
tomando en cuenta a la ecuacion 6.44 en las igualdades anteriores,
G, = Cgcos(kAx) +asen(kxg+d)sen(kAx)
Cp = Cg cos (kAAx)+a sen(kxg+ ) sen (kA Ax)

de la ecuacién 6.47 se tiene que

{,~ (s cos(kAx)
sen (kA x)

aSen(kxs +) =

al sustituir la ecuacién 6.47 en la 6.48 se obtiene

(e = (g cos (kAAX) +[C, - CSCOS(kAx)][ sg;zn(kaAAx;;)

de donde

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

[o= cos (kA A x) sen (kA x) - cos (kAx) sen (kA Ax)
S | Csen(kAx)y

~ Si se considera la iden_tidad sen (A + B) = sen A cos B + Séﬁ"B'COS;A'_.S'e I_iega;a- - -

 sen(kAx) -

b Témino {(AAx,)

~ Procediendo de forma similar, para x,=0,

xp=xrAreAx

104

| 'sé'n (kA Ax) } |
sen (k Ax)

SR T sen(kax) } e
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§; = acos(kx, +¢) = acos ()
{p =acos(kxp+d) = acos(kAAx +¢)

(g = acos(kxg+¢) = acos(kAx + )

se obtiene

S _  [sen[kAx(1-1)] . *-'sen(kmx)' 5
g C'{ sen (kA x) }CS{ sen(kAx)} - 02

de esta ecuacion se verifica ficilmente que para A =0, { =¢, vy qUe para A =1,

CE=CS-

6.3 Método propuesto para calcular la refraccidn-difréccién-reﬂéxidn

De acuerdo con lo anterior y con base en el caso mostrado en la figura 6.4, ‘para

“obtener las elevacaones de la superﬁcne libre del mar (), las razones de flu;o en las

- 7'd|recc:0nes x, y y (Q, Y Q se procede de |a manera sngunente

BT
2) |
3 Pai=1 e i=M seabliene (" apartrde las condiciones de fomera,
g

Al resolver el snstema- de e_cuacmnes se encuentran Ios valores _ Qf_ e

C  6)_ .f Si j es |gual a N-1 se contmua con e| paso 7 de otro modo se muementa en

| unoaj yse va al pasoB

' 8) Paraj=1yj=N se obtiene ra p",‘a'rt‘i.r'.fde‘I,as:"C':Ondkic}ioneé_'dévv»}frovh’tér'a; St

Se hace p-’;O :

Se considera j =2. |

~ Se forma el sistema tridiagonal de ecuaciones de Q, a partir de las ecuaciones 6:6,

Se :cc’)nsidera_ i=2.
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9) Por medio de las ecuaciones 6.7 se forma el sistema tridiagonal de ecuaciones de

Qy *
. . . v
10) Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen los valores Q}’,’

11) Si i esiguala M-1 se continta con el paso 11, de otro modo, se incrementa en
uno a i y se va al paso 8.

12) Para i=2 a M-1y j=2a N-1 se plantea la ecuacion 6.11 con lo cual se
forma un sistema de cinco diagonales en términos de {7P*!.

13) Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen los valores de {7*!,

14) Si p esigual a P (nimero de etapas que se desea calcular), termina el proceso;

de otro modo, se incrementa en 1 el valor de p vy se va al paso 2.

Y o . : y 1 l
La direccién del oleaje se estima en funcién de Q" y Q.

6.4 Ejemplos de apliéacién_

| Eiemplo 6_.1 -_'Fondo' horiZontalz.. |

"Un oleaje de altura 1m y perlodo 105 se propaga en una zona con fondo horlzontal a g

. una profundidad de 6.52m. En la dlrecmon de avance, a 160m de la seccidn donde
_:'nnaden, se encuentra un muro. verncal que refleja el oleaje Para valores del coeflc:ente SR

]f;de reflexlon de 1,0. 5 y 0, dlijar el perﬁl de Ia superfucue libre del mar "

o 'SOIucidn’:f

‘_:.,Se escoge el valor del mtervalo de Iongitud (Ax) lgual a 4rn y el de tlempo (At) lgual a:,:_.
e '0 4s, POf l0 QUe se t:enen 41 seccnones transversales

| B metodo nUMErico propuesto se aphco por medlo de un programa de cémputo De las"’.:_ SRt
gréficas que muestra la pantalla del monitor de la computadora donde se corre el
- programa se obtuvieron las figuras presentadas a c:ontmuacuon El muro vertlcal se e
- .encuentra en |a parte derecha de estas ftguras | | - S |




a) Coeficiente de reflexion K, = 1.0

Corresponde a las figuras 6.6. Se nota que para el tiempo t=42.4s se alcanza una onda

estacionaria pura a partir de la onda progresiva incidente; que sobre el muro la altura
de la ola es del doble de la incidente.
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b) Coeficiente de reflexion K, = 0.5

Para este caso se dibujaron las figuras 6,7. Se aprecia una onda estacionaria desde el
tiempo t=42.4s con altura de 1.5m (es igual a 1.5 veces la altura de la incidente).
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c) Coeficiente de reflexién K, = 0.0

Se obtuvieron las figuras 6.8. Se aprecia que el oleaje que se propaga es igual al
incidente ya que no existe reflexion.
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Ejemplo 6.2 Fondo inclinado.

En una region donde el fondo marino tiene una pendiente de 0.01 en la direccién norte
se propaga un oleaje de 1m de amplitud y periodo 10s. Las olas inciden en direccidn
norte en una seccién donde la profundidad es 7.2m. A una distancia de 160m de la
seccion descrita existe un muro vertical con un coeficiente de reflexion igual a 1m,
Obtener el patrén del oleaje en varios tiempos.

Solucion:

Se asignaron los valores de 4m y 2s a los intervalos de longitud (Ax) y de tiempo (A0)
respectivamente. Se tienen 41 secciones transversales. Con el método numérico se
encontraron las elevaciones de la supe'rficie libre del mar que permitieron dibujar el
oleaje mostrado en las figuras. En ellas aparece con linea punteada la superflcue libre del
mar en un cierto tlempo para contar con una referencsa de « comparamon

a) Coeﬁciente de refraccién K = 1.0

De la comparacién con la onda para fondo horlzonlal (lfnea punteada) se aprec:ia que
debldo a |a pendlente de fondo no se alcanza Ia onda estac:ionarla |
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Figuras 6.9 Elevaciones de la superficie libre del agua para un-éoeﬁci’ente de reflexion igual a .

~ lLalongitud de la onda es menor cerca del muro porque la profundidad es més baja.
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b) Coeficiente de refraccidon K, = 0.5

Se aprecia que la magnitud tampoco es constante y sobre el muro alcanza el valor mds

grande. La longitud de la ola disminuye cerca de |la pared.

Figuras 6.10 Elevaciones de fa Superﬁcie libre del agua para un coeficiente de_reflexién igual a'OfS. e

c) Coeficiente de refraccién K, = 0

Se ‘observa que la onda presenta "la mismé'amplitt;d_,perd con Iongitud de la da_di's'ti'n’ta. T
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Ejemplo 6.3 Propagacion de las olas en dos dimensiones horizontales.

Calcular la propagacién del oleaje sobre una zona donde existe una escollera que tiene
un coeficiente de reflexion 1. El oleaje a una profundidad de 20m tiene una direccién
de 900, altura de la ola 1m y periodo 8s. Dibujar los perfiles de las elevaciones de agua
en las lineas |=5 e |=8.

La zona tiene una pendiente de 0.1, una Iongitud,de 160m y un ancho de 80m. La
escollera se ubica paralela a la linea de costa a la profundidad de 6.8m.

En las figuras 6.12 se muestran los perfiles de las ondas en tres tiempos distintos en dos
Iineas perpendiculares a la escollera. Con linea llena (1= 5) aparece el oleaje que incide
sobre la escollera (marcada con linea de ejes en la posicion E). También se muestra la
envolvente de las elevaciones maximas para determinar el producto de los coeficientes
de refraccion, difraccion y reflexién y los dngulos de la direccién del oleaje. Con esta

‘informacion se valtan los esfuerzos de radiacion que se usan en el modelo de

corrientes.

Se notan elevaciones menores en la zona protegida por la es’colléra (marcadas con la

~letra E) y que los niveles de agua sobre fa escollera son dlstmtos en Ia zona de mar
'ab:erto con respecto al lado cercano a Ia costa. |
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Figuras 6.12  Elevaciones de la superficie libre del agua y valores de las e!,évacfones méximas y dngulos
| que forman las crestas de las olas con respecto a la harizontal.
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7. CORRIENTES INDUCIDAS POR EL OLEAJE

En este capitulo se deducen las ecuaciones fundamentales de las coirientes inducidas

por el oleaje. La velocidad del flujo incluye tanto a las velocidades 'orbitales de las

particulas de agua (debidas al olt*a;e) como a la velocidad medta resu!tado del camb:o :
del mvel del mar. | A e

En las ecuaciones de conservac:on de canudad de mowm:ento estdn’ presentes los S
‘esfuerzos de radiacién, los cuales son obtenidos a partir del patrén del olea;e calculado s
- previamente tomando en cuenta ala refracc:on dlfracc:on, reﬁewén y romplente de Ia’ QRS

ola. |

En Ios desarrollos s:gurentes se mtegran Ias ecuacxones pr:nc:pa!es respecto a Ia R

‘_profund:dad y se toman valores promedlo en el t:empo en un perfodo de ol

'Aunque el oleaje de Ia teorla ltneal no orlglna transporte de masa Sln embargo,j

desarrolla una variacién espacnal de la cantldad de movnmlento que da |ugar a corrlentes AT

y camblos en la elevacaon medla del mar,

71 Ecuaci_anes de corrie‘ntes

_ Para encontrar las ecuacnones fundamentales de Ias cornentes se consadera Ia |ntegracuon.;:_-;;_;:',f
| respecto ala profundldad de las ecuaciones de conservacién de masa (ecuacnon 2. 15).[ i

y de cantldad de mowmlenlo (ecuacmn 2 ).6) [:stas ecuacmnes son
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(v-pv)q+(pv-V>q—D(pq)+-’-§}—(pq)=o 7.1)

.av+__}._V(v-v)-vx(V><v)+-l-—Vp+VQ=0 (7.2)
dt 2 p |

Para llevar a cabo la integracion respecto a la vertical se consndera la regla de Leibnitz
(Protter y Morrey, 1964) para la derivacion bajo el signo de la integral, la cual establece
 que para una funcnon f(z, 0) y ~hsasl se cumple

2 [“paz =[5 afdz+f(c,) fehe) L 03

da v-h k9 ‘ ao

7.1.1 Ecuac:on de conservac:on de masa

' La integracion con respecto a la profundndad de la ecuacion de cohtinuidad'(ecuacién
7.1) queda | | o . |

e dp ¢ a BT R - L
f_h dz+fh axpudz+fah R pv.ldz + fh az_pw dz =0

Cal C0n5|derar Ia mtegral del cuarto sumando, se tie.ne_qué.

éﬂf C | _:;’. . t- a‘) .c: a= _Vc»;mjz* . R _   ?:.. .n; ’ifi_ |  .“-
RS RS Il i ) hox P dz + f oy pv_dz_+ pw’ 07 Pl 20

| S ','-{,Cuahdo_‘fse emplea la regla de L. enbmtz (ecuacnon 7. 3) para cada integral de la expresion o
S - anterior se.enguentra | | AR R

T
p:udz‘-_-_."pu-z& "é% . puz--—:. 3x

30

P ‘ ‘ff L ‘. |  _ 8' ;  . :.8. kcH   b B .l: ...:‘ _- -; __- ;;';!V :--s _  :-"4
e fc 90 gz = - [, pdz e __Q_g__ -2 oL *pﬁi 75

(76)'

e _.C | i: : : ‘ ..W - . a | ;‘ l:h ;, R 'l  “._':
0 f_-.:; 8 pvdz = = [, pvdz - PV oy B 7)

E R ay" - a ““" ot

 Por otra parte tomando en cuenta a las condlcmnes cnnematlcas para el fondo y |a"f‘ Lo

superﬁcne hbre descrllas en el capltu|o 3 (ecuamones 3 10 y 3 12) se obtlene que

o = . ‘ ah Fv: dh
, vvzu—h_ - .z=..‘.h.‘ax j__=-h ay

(7 B)iéfk;?;ff;t} ;: ;  :



Después de sustituir las ecuaciones 7.5 a 7.9 en la 7.4 se llega a

d ¢ d ¢
L. By o+ 2 . -
atp(c““l) ! 3 f_hPUdZ + 3y f_hPde, 0

Como es de interés el valor promedlo en el tiempo, se consrdera dicho promedio para
cada término de la expresuon anterior, por lo que

__p(C+Iz) + -é;fjlpudz + —é-y-fjlpvdz :Ov A(7.1O)

Ahora, si se propone que las velocidades u y v representen a una velocidad media de
flujo (U 6 V) mas una debida al oleaje (1’ 6 v'), se tiene que |

=U+uw I | 741

=Vas+y '_ - (7;i2)

al tomar en cuenta las chaciones?;'H y 7.12 en‘la' 7.10. se puede escribir

(C+h +-—-f

(Uu )dz . -—--f V+v)d -0 ' {(7?.13),

- Para obtener los valores promedlo tamb|én se emplea la regia de Lelbmtz salvo que o

“ahora las derivadas de los limites de mtegracson son nulas (ya que. la del perlodo T

 respecto a ¢ es cero), y por tanto, en este caso equnvale a mtercambmr los operadores o
~ derivada e mtegral R | =

~ Para el primer sumando se tiene

= h) = = |~ — o _
at P(c+ ) Tfﬂ 37 p(¢ ‘*__.h).dt

) 17

| at T p(c h)d atp((;-h)

L (7.1_'4) .

- Obsérvese que, debldo a Ia cornente y al oleaje (ecuamon 7. 13) el promedlo temporalj"

"Vde I4 no es nulo
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Por otra parte, se tiene que

fvchp(U+u = ——f ] (U+u'Ydz dt =
= inoTpU(cul)dt + _:j_ijTf‘Chpu'dzdt

de modo que

fchp(U+u’)dz = pU(E + h) + fipu'dz» (7.15)
_h Sl

de igual forma en la direccién del eje y se encuentra-

Jfotvevydz = pv(Ton) f pvidz (7.16)

Las ecuaciones 7.15 y 7.16 permiten calcular el flujo de masa por unidad de ancho

tanto en la direccion x como en la y. Con base en la expresién 7.15 se establece que

siendo

-~

M, = _f_ch'__pl_]dz = PU(?*" h) | (7'1.9) o

S 'dé_rhaherz’iﬁsi__rn'ilar,- a partir de 7,1‘6'_s'ev.ti_e-_ne R

‘siendo

.Mx_ _ f“h o(U+n) dz = (718) |

OO S O e



i e n i e b T . iy A b i

et S e P P o

I3 |
M, = j&h pv'dz (7.24)

al sustituir las ecuaciones 7.14, 7,15y 7.16 en la 7.13 se muestra que

N

- (s 9 ‘ o
—p(C+h) + .5;(1\4_1 +M,) + B;W” . My) =0 (7.25)

la cual corresponde a la ecuacién de conservacion de la masa integrada en la vertical.

Cuando se expresa al valor medio con la profundidad de (U + «') y (V + v') como
U y V respectivamente, de las ecuaciones 7.18 y 7.21 se tiene

M, =pU(l+h) - (7.26)
Y (R N &

‘Al sustituir las ecuaciones 7.19 y 7.23 en las expresmnes 7 17 y 7 18 y despues de

ordenar termnnos se encuentra que

ST I

‘Las ||terales M representan la masa que atrawesa una seccnon transversal de anchov. R
~ unitarioen la umdad de tiempo 0 bien, corresponden aun ﬂu;o de masa por unldad de’ R
'ancho S | | | ' |

7. 1.2_ Ecuacidn de conservacion de ca_ntidad de movimiento

| Las ecuaciones de conservaCIon de cantldad de mowmlento (ecuacnon 7 2) en las L
"dlrecmones X y y para una funcmn potencnal Q - 82 son ' |

ot ox 0y dz - p Ox -
o +'u»~'§—‘f~>+,v-§3— + w—i‘-)-=“--!-~ L gay
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a) Cambio en la forma de escribir las ecuaciones 7.30 y 7.31

La ecuacion 7.30 puede ser escrita de otra forma cuando se toma en cuenta la igualdad
siguiente

—-~142+—~f—3—~(uv)+-a—e(uw):u~@‘— +

dx dy 0z ox

du  Ou du dv  ow )
+ +

Ve W — + U _ _
oy 0z ox 0Oy 0z

De acuerdo con la ecuacién de continuidad (ecuacién 7.1) el Gltimo término es nulo por

lo que

du 0 ) (uV) . (uW) - _._I; #(22_
at ox ay - o0z p Ox

Al multiplicar por p vy sustituir esta Gltima expresion en fa ecuacion 7.30 resulta

ot dx = 3y _:az‘

procediendo de manera similar, para la ecuacion 7.29 se obtiene

at

CE prlmer sumando de las ecuamones 7. 32 y 7. 33 representa aI camblo en el tlempo de._j o
la cantldad de mowmlento en Ias dweccmnes X y y enun volumen umtarlo ' '

b) lntegracié_n'en’-la =,verticalvde' Ia 'e(juacién 7.‘-32 _7 '_

Si se integra Ia-ecuaciéh_ 7.32 con respecto a z se obtiene

N ,.-5- pudz = [{, = (b + pu?)dz +

e

119

| -Q-pu +-Q-(p+pu ) 2 (puv)+ -2 (puw) - 9 -(7'.-32_)

— pv'+ —-?m.(puv)+ --?--(p rpv ) 9. -(pvw). ‘ 0 ('7.-33)“
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¢ O - .
N f 3 (puv) - Plgg Wag T Plaech w0 (7.34)

Ap\’\cando la regla de Leibnitz (ecuacion 7.3) a las tres integrales resulta
dh 7 ah

+ --——-— rpud)dz-
f @ put)dz-Py--h ax

a Animrtpsrarr—

o (¢
f__hpudzv P Uyt 3, Uy h 5,

08 , oh _ 98 [¢ o
- PUz=t T34 - Ply--h T3z dy f‘_,,‘P“" dz - P W‘%a By
oh o pu. g Ween =0 (7.35)

ibir como

la expresv.on anterior se puede escr!
3 (¢ 3 a9 ok 14
—_ udz+-—-—~ +pU dz & = uv dz o -
| a_tf-hp ©oox f"(p g ) ay f (p ) p“"" ax +( at
Coar ., 8Ly ah L L
_uz=C' ax- '.‘vz=C _ a }pul C ( Z"-'f.l‘ “‘_vz:.-h. ay)puzﬂ-h .. 0 |

l fondo y la superﬂcne hbre(é;dacfdnés" o

por 1o que AN

jones r\nematlcas para e
rmmos son nulos,

DEbIdO a \as COI‘\dlC
\os dos u\tlmos te

3.10' y 3. 12)
| #é;f | .(p : pu )dz e ?; (p.;gn_!.)dz p“_,, 8x B el

de a\ cambto en e\ tiempo de\acantldad f i

e esta expresnon correspon
ada en \a Ver'uca\

E\ pnmer sumando d
en \a dlreccmn x entreg

_de mowmlento umtano

o Va!or promed:o en el trempo de la ecuac:én 7. 36
£l va\or promedm en e\ ttempo de \a presmn en el fondo se obttene medtante de \a

| expresnon mgunente =

(7 &/)

I’z. = Pg(C ¥ ’_1) R S




se tiene al despejar el Gltimo sumando
SO 3 (1 s a5 .. oT
h —— IS mesiite | e : h ~ - h ———
g(C+)ax ax(gpg(C+ )) Pg(Cf)ax
de modo que

- oh o (1
p,. ox ax \ 2

duh. ox dx X

Si se toma el valor promedio en el tiempo de los prumeros sumandos de 7. 36 Ia
ecuacioén y se con5|dera a la ecuac:lon 7.38 se tlene que |

El primer sumando representa aI cambto en el tlempo de Ia canhdad de mowmlento

| umtarla promedlo mtegrada en Ia vertlcal

d '."S'ustitu_cjidn de Ia‘s.'véloc'idades de ']a'COrr‘iente_ 'y".orbitales'.'

Cuando se. considera que las velocidades y v corresponden a Ia velomdad de la
~ corriente mas la formada por el oleaje (ecuacmnes 7. 11 y7. |2) en las mtegrales de Iaf,__j__'? P

| ecuamon 739 resulta que ER

L _-fﬁh»pud»; “,*fqh'p'(Ufu )dz ‘,-"“ ‘pU(‘C. *'h)

pg(C + h)z) - pell +_h)' _%?_. 738)

+f-;c,,AP' u'&z e



f_{h puvdz = f_c,, p(u'+U) (v’%V)dz

¢ ¢ Pt ¢ ' ¢ / r
f-;, puvdz = f_h pu'vidz + anh pu'dz + Uf_h pvidz + UVp({ + h)

tomando en cuenta a las ecuaciones 7.15, 7.20 y 7.24

f__ch pudz = Mx | .(7.40)

ff’ oudz = f,‘} puldz + 2UM, + pUX(T « k) (7.41)

f puv dz f pu’v’dz + VM + UM + UVp(C + h) | (7.42)._

Ya que o o
pUXT + h) + 2UMx =_UUp('c:"- + h) + 2uM, (7f.?4'3)--_'

: por I_a’ecuaciéh 7.28 sei'[.)_ue'de es(:fibfr q'ue : |

pU(T '+ B) + 2UM = (ﬁ.'é'-M / [p (?'-si_-*h))] Up(T + k);+ 2.UM;5_.(7.44) S

de Ias expresuones 7.17 y 7 19 .se tlene | | S

——

pUA(T + h), . w._Mf (U M, /[ € +gh))](fv?xj-Mx).+;2UM;j~ E

- desarrollando

PURT + h) - 2UM, = UM, - M, B, Il T+ )] -
.',0Mx"-Mf=/[ c+h]+2UM |

~ sustituyendo U dada por 7.28y U "iediaf“e-las ecuaciones 7'.-1'7_?'7-._-1'9” SR

"_. pUX(T + h) +_2UMx'='.l71‘v2r,~M; | /[ (C N h)] M Mr+ e

(C +h) _,['m o

— I ‘v

. _;   >. J’?>  » . ‘P(C f:ﬁ) ”} p(CfT¥h); ;{;J:
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simplificando

pUX + h) +2UM_ = pUM, - M [p(C + h)] (7.45)
Por otra parte, como

VM, + UM, + UVp({ + h) = U[p V(¢ + h) + My] + VM,

sustituyendo la ecuacién 7.27 y luego V mediante las ecuaciones 7.21y 7.23

VMx+UMy+UVp(Z+11)=UMy-r( . - M

tomando en cuenta a la ecuacién 7.28

e ~ .M, M M
VM, + UM, + UVp(C +h)=| U - M+t M -—2 M
reduciendo y ordenando términos
VM, + UM, + UVp(T « h) = UM, - MM, [ [p(T + 1)} (746

Al incluir en la ecuacion 7.41 a la 7.45 y én Ia.7.42 a Ia_ "_'7.'46 se '(jlbtienej

f_ch P_uzdz f Pu’zdz + UM M /[ (C + h)] (747) |

| I puvdz = f_;, pu ,"_.‘_1751_‘*' UM'y - Mx.Mr'/.[_p(_‘: S0 R {7.48)

- < al incll fas e*PfesiﬂneSMO} 747 y 7.48 en la ecuacion 7.39 se escribe

UM 24 pldz - — +h -1+
ax [ f~h(p~,¢, p) _Z 2 pg(c _ ) [ (c +h)]

.__.,_..,UM +. ¢ dz -
= o b, Foerns - i)

._?_M
ot

pg(th) o

esta ecuacion se puede escribir en forma abreviada de‘e‘sté '.m'o_do_ o
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siendo

| Figura?.ul '.Ve!o"cidad 'media del flujo U a

~ de ancho, razon por la cual a S,y S,

U U +
VSR—.

p(C + h)]

" |
pth+5)

My

I
I
1
¢
i
L
|
1
)
I:
A
I
I
!
|
I
I
i
i
I
1
1

(7.50)

(7.51)

(7.52)

L ,.;EI producto UM, corresponde a una velocndad multlphcada por un f|u10 de masa Do,! |
o unsdad de ancho R .

El anéllsm dlmensmnal de UM, demuustra que co:responde a un esfuerzo por unidad, SO
se les conoce como esfumzos, a los que

adlcnonalmente se les llama radlac:lon Estos esfuerzos estan relacnonados con el qu;o de'-

cantldad de mov:mlento
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- Conbase en Ia idea de que cada uno de Ios sumandos de la euuacuon 7. 49 cor respondel_ e
caun esfuerzo se consndera que Ia accion del wento sobre Ia superf:c:e libre del agua L



agrega el esfuerzo tangencial t, y que el rozamiento con el fondo del mar implica un
esfuerzo 1, que se opone al movimiento por lo que es antecedido de un signo
negativo. Asi las cosas la ecuacion 7.49 queda

a - a 2 a T 27 Y v aE
Lt e 200, 5.) 0 200+ 5) - oe@on e, -, | s

Procediendo de manera 5|m|Ia| para la ecuacién 7.40 para Ia direccién del eje y se
obtiene | |

! (Vﬂy * S.vy) N Ty (7.54)

M, + W(Vﬂx +Syx)'5;

9
ot Y ox
donde

{ ‘2 x | e i
Sy =f*h'(puv)dz - E (7,.55) o

- (7.56)

_ B  _. R :-a(: . o ' | . |
T, = ..._pg(( ! h)—éu S L (75/) o

Los términos T, y T representan ala fuerza honzontal par unldad de irea que Ievanta‘ .

| _.rla superficie Ilbre deI agua . Ademas se aprema que de acuerdo con las ecuacmnes:'
__',751y7553 =8, | - | R

'_.Tomando en cuenta las acciones del fondo ( fy) y vnento ( | ) 9”'-|a.dire¢éi6n -de'?ié _ o

'y, _Ia ecuacion 7.57 queda

Syx

?M ‘?(U'M* ) 2 gy P+ 8] = Ty e my s np | 0S8

,Las ecuaciones 7 53y 7.58 expresan el balance lotal de cantldad de mowmlento porif{-’_'

~ umdad de area

| SuStituye‘ndq_ Ia"s’_'_.et_:_u_aéi_onés de la presion "(ecuac'ildh'2';3“.’14-‘5)iy_'dé; Iavelomdad Oib:talde S
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las particulas (ecuaciones 3.49 y 3.47) de la teoria lineal se obtiene

S.=E (n cos? 0 + -21- (2n - 1)) (7.59)
E(En sen 29) | | (7.60)

— 1 | |
S,y ==E(nsen28+~5(2n—-l)) = | (7.61)

donde 6 representa la direccién del oleaje (angu!o de avance de las olas respecto al eje
x), E es la energia del oleaje, de acuerdo con la ecuacuon 3.61 esta dada como

E =pg H*8

n es el factor de grupo expresado por la ecuaciéon 3.79 como

N Y 2kﬁ S
N o= - e = o
2% senh, Zkh

| .-__Por otra parte, el vuento que actua alrededor de 10 m sobre Ia superflme Ilbre conﬂ |
componentes Wy W ejercen una fuerza de frtccuén (Safa:e, 1984) que pueden ser s
~ estimados como S | . | |

1
i
~
AN
=

-. : Wf TWTZ o f (762)

s I
i

oo
| 'do'n'd.e" k es,ﬁ uncoeyfitiehte‘de'fricfciéhxd"el\ Of_den .de'O’-,O‘T-_"' ?

Ademas el esfuerzo cortantc debldo a Ia fr:ccnon con el fondo puede ser aprowmado en -
termlnos del coeﬂmente C de Ia formu|a de Chezy de la sugunente forma | |

ll

t

g Um ey

o



7.2 Fcuaciones de movimiento basadas en la teoria lineal

Cuando se emplean las expresiones de la teoria lineal se hacen nulos algunos términos
de las ecuaciones de movimiento que se presentan a continuacion. En efecto, de la
ecuacion 7.20 se tiene que

M, = filpu’dz

donde u’ es el componente vertical de velocidad orbital de las particulas de agua. De
acuerdo con la definicion de promedio temporal y tomando en cuenta que 1’ esta dado
por la ecuacidn 3.46 se obtiene

1 _pska
¥ T acosh(kh)

{ | T o
fﬁhcosh[k(zdz.)]dz fo cos(k,x +k,y-ot)dt

comao |
"y . . . . : 7.
f’cos(ktxwkk y-at)dt = [——Lsen(k x+k y-ot)] =

0 ‘ y g VR o .

= —lSen(kxx+kyy-21r) i -'-1-s'en(kxx+.k‘ y) =0
 resulta que

 De manera similar se obtiene L

Por lo que las ecuéciones 7.28'y 7.29 permiten escribir |

; di=u S ;'(7._68)'11 i

~con lo 'cualilasec_u'acionés'7‘.26 y 7.27 quedan asi,

e
| If




Si se sustituyen las ecuaciones 7.66, 7.67, 7.70 y 7.71 en la 7.25 se obtiene

@y + L pU@en) + Lo V(@ by = 0 (7.72)
ot ox dy

para flujo incompresible y teniendo en cuenta que la profund:dad h no cambia con el
tiempo, se llega a

| ",‘3@“2*"““ U(C+h)+-é-— Ty =0 | (7.73)

Esta es la ecuacion de continuidad que se aplica en el modelo matemdtico de corrientes.

Por otra parte, al considerar las ecuaciones 7.66 a 7.71 en la ecuacion 7.53 se encuentra

0 117 0 = e O UeF e
= PU k) + -é——;[p UU +h) + S, ]+ -a—;[p UV(+h) +8, ]+
- | (774

- como

.éfi’.-pucc+h) U——é-p(c~+h)+p(cm)—-—-~_

al sustituir la expres;on anterior y desarrollar Ias dos pr;meras derlvadas parcnales de la-
.-'ecuacmn 7.73, - -

U-—-—p(C+h)+U——§—pU(C l-h) U-—Q-pV(C +h) +p(C+lz)m+p(C+Iz)U-a—g+
dx ay Sax

S e 8 +h U..__...V ._.._S g ] —_2 = -
el ); 5 ,"g“*_’).ax- e T

v Ufx

B Los prlmeroq tres sumandos corresponden a Ia ecuaaon 7.72. por Io que al dwudlr entre o
p (T4 -h) se obtlene |

+U + U _ Yo
az ax- _'é‘y_ dx p(C+h) gy

au , ,3U 8V 3T . *laSu ‘asw} 1
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Procediendo de manera similar, a partir de la ecuacién 7.54 se llega a

- : (tvy - .Tfy) (7.76)

_p(f + h)

aV V_‘?__[..]_V

at  Ox dy dy p(L+h)

-

dy

v, 3T, 1 [an,, as,,

Las expresuones 7.75y 7.76 corresponden a las ecuaciones de conservacion de cantidad
de movimiento que se emplean para obtener las corrientes lndumdas por el oleaje junto
- con Ia ecuacion de continuidad (ecuacién 7.73). | ~

g -
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8. MODELO NUMERICO DE CORRIENTES INDUCIDAS POR EL OLEAJE

En esta parte se obtuvieron las ecuaciones del modelo matemdtico para calcular las
corrientes inducidas por el oleaje. Se emplearon celdas de la malla de distinto tamario
ubicando en el centro de ella a la elevacién de la superficie libre y en sus extremos a

la velocidad del agua. Mediante la solucién de un sistema lineal de cinco incégnitas en
“cada una de ellas se obt:enen las elevaciones y después a partir de esta se calculan las

veloc:dades Se consideran los esfuerzos de radrac:on de Ias olas el flu;o por wento y
la fncc:on del fondo | -

o 8.1 Eéuacio’n de cqnse_rva'ci_én de _cantidad de movimientb en.la_'dire¢ci6n'~ x G

lLa aproxnmacnon de dtferencnas flmtas correspondlente ala ecua(:lon de conservacnon" S

- de cantidad de movimiento en la dweccmn x se basa en la expresion 7.76, la cual se
! escrlbe a contmuamén sin marcar con’ testa a la elevacmn de Ia superﬁme ||bre

U Ugg VE)U ac 1
at ax ,ay-_'.ax; p(C+h)

an.; +"’Sn] R N

| Las duferenmas fmltas se proponen para mtervalos de longltudes varlables la s_'_ o
) ;velocndades se especuflcan en los extremos de los mtervalos y en el centro de ellos a
vla elevacion de Ia superflcue hbre del agua ‘como se muestra en Ia ftgura 8. 1
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Figuxra 8.1 ':Ubi_éadén‘ de .'as-iya'riab'les‘_indépend‘iehte‘r.'..:-k'

| V_":',.se plantearon Ias expresmnes de aprox:macuén tomando como apoyo al componente:‘_-_;__;: s
L horizontal de velocudad eniy 1+1/2 en los tiempos t = pAt y t+ At (p 4+ 1)At Se
‘”*uso p conu>5upernuhce _ L

_ ,U’”’l ‘U” .
U, ebjeg Loy

)
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1 prl P _rp
C?K 1 ¢ y ¢ .1 4 1,1

i*"';j"‘" ) i'“")j""’"

*-(1"‘6) 27 2 27 2 (85)
0.5(Ax,  +Ax

(o}

o

ey

ral

<.

by

2]

T

i
o] -

= 0
ox - 05(Ax,_ +Ax

L g (8.6)
At i , ~

j 1 ds,. BSW
+
p(h+Q)

ox dy

B S B - 8.7)
p(h+) ™ At

L. -L1r 68
o(h+0) At Rt

~ siendo

| : (89) |

. (81 0 ”

8, =Sy, Lt CER (Sy -5, ) ey




F = é—{C (U.‘U.’ll +u.p.+ll)\J (U.p_ ,+u,p, 1)“+("I7+v.p. 1)2 (8.15)
hiv= p h hivs hits ihJj+— o= injrs

U1 YV, L s0n las velocidades orbitales de las particulas de agua (ecuaciones 3.46
7 "2

y 3.47), y son conocidas. En las ecuaciones 8.9, 8.11, 8.12 y 8.13 estan implicitas
interpolaciones lineales para ubicar la posicién de las variables, dado que los intervalos
de longitud son distintos y que los esfuerzos de radiacion estdn definidos en el centro
de las celdas de la malla (en la misma posicién que ¢).

Sustituyendo las ecuaciones 8.2 a 8.8 en la ecuacion 8.1 y ordenando, se encuentra

urt =R -p (Pt wp Pt 8.16
bivg *f*-*c“z-“‘% £E: C‘"ez’”'z' G190
donde ;
L 1 : _ | P
in]*-l ) : At . | Now [Ui:j*-!-—
E 1+ — ‘U,p«.l~U‘!J R RN S
. Ax;_ tAx | iy Livg hivs &
AV i ooy 2818(1-8) (e e\
A 5(A A (Upiha"U.p._a* A & A ) Cnl 1 “Ci1.+1)”
Y +0.5( y, L RAYLD Mg 'ff 2) Akt X, R SAr ) B
p+1 | o -
”'.l-‘i,j+..‘_'Fx"'hl_+A E;,,.‘.] e
2o . (847)
"2"A'tgew S
o Ax +Ax R B
L Ax +Ax Tidhjag Ciljeg )Rl

8.2 ""Etuacié_n de conservacién de cantidad de _moi,/'imi_é'ntq en la diréccién Yy

,Procedtendo con desarrollo 5|rn||ar al presentado en eI subcapftulo 8 1 tomando como' T

apoyo a la ecuacmn 7 77 se obtlene
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p+

. \ ¥ i 1, 1t y C 1 .1 (8.19)
¥ fome,f item,j by Jbmm l'rl .
2 2 2 5

donde |

4 . [VPI -
Yol o - . 1
”-_E'J 1+ Af Vpl _ Vpl +F i 2vj

. ) ij"l + Ay‘- i+'§'tj+‘l E+E,j‘l o
AtU

' N 2A1g(1-0) o
- ut, -U°P g P _
Ax‘- +0'5(Axi—i + A'xi+l) ( i+-g-,j “....l.'j) ij 1 + ij (CH-I- jv-l C 1 1)

2

el
"'Vpl F 'l"A E
.ty ‘H!

h-i'} ‘ h.%,j

QA8
P = Ay +Ay

{ 2'! 1 : At : VPI N __Vpl : '*'-F _ :
: ij 1 ij s Jelo _i_f-i-,j.-l, - J’K%,; :

o2y

~ siendo

‘p(h+C)Tﬂ’£ktAy,‘,-”(823)"




S =8 + " S - 8.28
Y A PR e NI ) o
S =8 A% S S 8
= + -
Yoo WLt Ax 4 Axi( Pt yﬂ‘%.r-;‘,) (8.29)
At 2 2 | | |
A, = — W W, +W, (8.30)
ph
F, = At et e\ L pr yr Y u(Tew?, ¥ 831)
Y, ph {irgd o iegid BS-TU At N O i+

8.3 Ecuacién de continuidad

En la ecuacién de cont:nundad e><|sten term:nos no lineales que son tratados en forma
aproxmada Para ello se considera que interesa encontrar el incremento de la funcuon
z=f(x,y) =xy cuando aumentan tanto x como y . Se propone una aproxnmacson
basada en el desarrollo de Ia serie de Taylor que mvolucra hasta derlvadas de prlmer" S
orden. Esto es, : | o |

‘z(x+jA_x','y+A'y) z(x,y) +Ax az(x,y) .Ay_______m,az(x,_y) .(8.32)_

- para

9 ey

"-z'(x,.y)‘.n' -xy'_l-. i
. "éz(x,'y) | — : |

: ,6z(-x,y:) - "

_ f “asf, al sustntwr en Ia ecuacmn 8 32 se 0bt|ene = |
2(x "Ax Y+A)’) z(x,}’) + yAx + xAy ‘  (833) i
S| ahora se hace el mgmente camblo de varlables L R
cex o Aremuex



entonces la ecuacion 8.32 queda
et Zney = XpYp * yu(xml _xn) X, (yn-rl myu)

xmlzml = “‘xnyn + ynxml + x,,yml (834)

La expresién anterior sirve para aproximar una funcién no lineal igual al producto de
dos variables independientes.

En el capitulo 7 se establecié que la ecuacién de continuidad que se escribe a
continuacién (no se marca con testa la elevacion de la superficie libre):
a¢ G,

o T -Mé—;U(h () -_3; V(h+C) | (8.35)

Para contar con una adecuada aproximacién a la derivada temporal entre el tiempo
t=pAt yeltiempo t+At=(p+1)At se propone el promedio ponderado siguiente

R SR | A S | ‘ -

ivo e i, jes p+l -

272 "3, o[98 (1 e) ay” (8.36)
At ‘ ‘ » at H‘""ij"'“"' ar H‘"“).’""‘ B

22 R 272

donde 6 es una constante conocndatal que 0 < 8 <ly p es un supermdlce relacnonado_ '

.con el tnempo De acuerdo con la ecuacnén 8 35,

ac T A U(h+C)+---V(h+C)P IR
at l+ j+ S a ay Co ”-..l.j{“.l.. .. - R o
) RRERa | T oty TS :
— _.___Q__U[Hl (h +.'Cp+1) + a Vpd(h + CPH) | L
e T Ty - Hlﬁ}_._
(aC) | ( U(h+c) ; ----V(h+C)) _
o )i,k nt \ox dy ,*...1.,,,_1_
:: ( d Up(h CI)) + ._Q_.Vp(hq.(:l’))
: ax ay l+..!. J+..!‘. ‘
: R . S 7775 _

RREI




Ahora, si en la aproximacion definida por la ecuacién 8.34 el indice n se cambia por
el superindice p, la ecuacién 8.37 se puede que dar de este modo:

agy! 3] . 3 3
— UP(h+CPY) + Urih+ecry - 2 el »
(af)“_l. i (ax ( &) ax (h+¢P) ix (h+{%) +
27" |
(8.39)
+ -n(-a-lfp(h'*'Cl“l) + ...Q...VP*‘I(]I-FCP) - '"'a—-Vp(h‘i'Cp)
| 272

al sustituir las ecuamones 8.38y 8.39 en 8 36 y después de ordenar y reducir términos
se obtsene

(P =00y A (_g__ UPCh g2y« Zurihegry « Lyrh-gry
l+-2-,1+'5 ”"i-f**" ox o ax ay ) o |
| g | . . (8.40)
4 — VPH(h cp)) At(1 29)(—- U”(h +C”) +— V”(h + C”)
-9y -_ ay kgl
- ~ o 2

aproximando por diferencias finitas las derivadas parciales respecto a x'y y se tiene

' c“""s]*"l‘ - c““l*».“‘*l" ) ' ZAI U o h 3k + h“'. l'nj* L -‘}.-‘::CHE j+.§ ¥ cl+-—l-.f+.]:. o
S e 272 202 v 22

| pel i RE SR L
- Up 1 h +_l. 1 * h o +._l. * Cp 1.1 + Pil Lo 1 Up ;1 1+§- 1 h+-l-j+-}-.+
p P _ q7P P P -
FCa 3t U ".H,ﬂ_ “h phlt C,;-_z ALS
o . VJI: 1 -+.l' i+—!-l'j+.§- h 1 J-—l- +Cpl 3 P 11 Vpl , hi+—1-'j+.l +
Ay | B ‘ 2"z “'z'f’ EETRERAE S R M T
h p+l p+l p+l . .
thoa, 1+C 0y V S R O RS T R PR,
2 ! 2 - f*‘z"-"*"' “2"».(“'5 : l+--,j+l ! ',5:1 "y 2 J'_— ‘. :.,‘!i'—-,jh—
+CP v (b +h +{ TRy G
t'+-!--j'+—1- t...!. J ,!+-- j+-- - J'-- o ..!. +..!. ...l. ‘_..1.
2:.-_ vv R 2 ‘ '2 | ’ 2:_]_—2



Sustituyendo U”"', y

u+~i Vi ' dadas por las ecuaciones 8.16 y 8.19, asi como las que

+1 i , : ,
corresponderian a U‘”l Ly VR 1 (seglin estas ecuaciones) y después de ordenar
oJ = i+—,J+
2 2

queda la ecuacion lineal con cinco incégnitas siguientes:

A0
U.p._l—h 1.1+h,1_1+cp .1+CP P Cl’*l +
2Ax hlt— f=ijt g Al l~-.}+-—- i+ --.J+-1- ok !
) 27 2 27 2 e

1} l .
273 272 SR
AtD - | 1
U? ~(h o, 1+h s 1 +C7 (0P, P, ™ +
. i+, = P+—, J¥— : ;) X 1 1
2Axi ;+1,j+.-£ R TR i+-—2-,j+-—2- +-2-,j+..~. i.l'j,,i [+ f—

' LY O
. s — — e | A - 8
"!Jf"i» - i 9 3 2!1 3 i-—..i-,j-i--i-
+ P P +[h ho3 1 +¢ + (P P
v je= i % f*"!'» X ‘*'-3“'1'**!' ;+-!— o ;+.,3. T R *
Al i3 ! __ »J . 2.1_ el jous

ftmyfr= 2Ax‘ n’-l",p-- . 2' ] > ;+..i”-.‘4.,_§;‘.. i3 ek
+ {7 Rx""—-Up h +h N+ (b oy 1wk L+ g
I*""';J b el fom inj*"' H""!j""i' 2! "“2"' g L 'Ijl.“""‘ ""2'- +"2" : t+"".jh-

.'1"38 |




Atr(l-28)
+Cp1 1"‘”(;[’1 { Ry h v 1v+h 1 1+ +
“"""u”"i‘ “"5‘7}"" it j 2Ax i+l J- H'};* + W Ao N
P p p
+C U™ (|1 J,‘*,, 1+ ¢ TS RS | B
i40my J 4o i, j+— , 3 2 1+-,;+-2~ l'-z-, +.5

At(1-26) vp p : pﬁ
24y, {an,m(hr‘ 3+hf+;j~ +C 3+C"+"

(8.42)

La aplicacion de la ecuacion 8.42 para cada celda de Ia region donde interesa obtener

las corrientes inducidas por el oleaje y la elevacion promedio del agua da Iugar a un
sistema de ecuaciones lineales con cinco incognitas (en la mayoria de las ecuac:ones)

que al ser resuelto permlte dlsponer para la etapa p+1 delas elevaciones promedno del‘

- agua. Unavez, que se cuenta con estas elevaciones por ‘medio de las ecuaciones 8.16
- y8.19se obtlenen para dicha etapa Ios valores de los componentes de veloc:dad de las |

corrzentes tanto en la dlreccmn X como en la y.

84 Condfcion_es_de,frontéra;, |

f_En el perfmetro de Ia regién en estudlo se |mponen varias ecuacmnes que 1unto con las
| Tecuac:ones de diferencias finitas hacen posxble encontrar una solucion aproxnmada de
~las ecuaciones diferenciales de mowmiento (capftulo 7). Esta soluc:én corresponde ala
S I'elevacmn promedio del’ aguay la velocidad del flujo producndo por el oleaje Como?." e |
referencna para establecer Ias condlcnones de frontera se muestra la flgura 8 2

N 841 -_Ob_sté.t_':uldual pas_o_;del agua o

Los cuerpos lnmersos en el mar que tmplden el flLUO del agua a traves de ellos se
locahzan en los extremos de las celdas (donde se va|uan las velomdades flgura 8 1).

l Corresponden a rompeolas u obstacuios n‘aturales como arremfes o lslas En los sutlos_;;_}, -



et B b b P G e b,

donde estdn estos cuerpos se establece que la velocidad perpendicular a ellos es nula,
es decir

1 =0 (8.43)

I je—
"3

para un obstdculo de largo Ay, ubicado en la cara de la celda donde se localiza
U ..1,0 bien

V.1, =0 N (8.44)

para un cuerpo impermeable de largo Ax;, ubicado en la cara de la celda donde

aparece V. i
b=,

Para la linea de costa, orientada en la direccién deI eje de las abcisas, también se

plantea una conducuon de frontera de este tipo.

En la figura 8.2 se han marcado los puntos donde se considera esta clase de condicidn
de frontera.

| 8.4.2 Or;'llas perpendicu!ares' ala Iinea de costa _qu'é delimitan la regién" en'_e_studio

La regién en donde interesa calcular las cornentes mclucudas por el oleaje se Ilmlta"

lateralmente por Iineas rectas que son paralelas al eje de Ias ordenadas. Convnenek-

localizar esta |ineas a una distancia de los obstaculos donde el efecto de estos Yano sea s
| apremable Se encontrd que ubucandolas a una distancia mayor o lgual a dos veces la

~ longitud del obstéculo se obtenian resultados adecuados ‘También se debe ub:cau a
estas Ifneas en una zona donde no existan cambtos fuertes de profundldad y que el flulo <
'sea paralelo a la hnea de costa s Lt | |

) Los dos requns:tos anter;ores son necesarlos para que el qu;o se establezca Y por Io tanto_:
sea aceptable imponer que sobre estas lmeas se cumpla que Ia velomdad no camble con'

| el tsempo, y con ello sea lgual a la de Ia seccnon adyacente Asu para i= 1 se tlene

o 1;1‘-: Upfl_r e (845)]_;

L'v ,__ﬂ.v.-z' —
L, j + 2 . f”f >

y p=a'r'a Ia:fronltera derecha i = M + 1 (ﬂgura 8 2) se_ establecéque_

SRt _.~..’UP+‘i- o B4

1 .
M ,1, b o M, p—
+v J, 3 T J_.+ 5
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Como ejemplo se han sefialado en la figura 8.2 los sitios donde se consideran las dos
tltimas igualdades.

8.4.3 Linea de mar abierto por donde incide el oleaje

Como en el caso del inciso anterior, la linea por donde incide el oleaje (paralela al eje
de las abcisas) delimitan la region en estudio en la parte inferior; no tiene un caracter
estricto de frontera, se trata de una linea que separa el dominio donde se obtienen las
corrientes mdumdas por el oleaje del resto del mar.

Para esta linea se impone una radiacién Iibre de una perturbacién que alcanza a esta
linea desde el interior. Se propone para ello una ecuacion deducida del principio de
conservacién de cantidad de movimiento de una onda de choque de tal suerte que la

razén de flujo es igual a la velocidad con que se propaga la onda (celerldad) por la
amplitud de la onda, es decir |

donde g es la acelerac:lon de la gravedad La expresmn anterlor tamblén se puede

“escribir

- (8.47)

~ en este método se considerd

. P*‘l_
Vit =

Sty i (848) .

85 .Ejemp'k))s de aplica('io’h

,Ejemplo_'a;j

Calcular las corrientes lnduudas por las olas y: Ias elevamones del mvel medlo del mar]__: o
~ cerca de la masa continental formadas por un oleaje que se propaga en dlreccmn tal que
| 'forma un angulo de 45° con respecto a la Ifnea de costa. Las olas tlenen una altura de; IR ,
~ 1m y perfodo de 10s. En Ia fugura 8.2 se muestra la zona donde avanza el oleaje y la'?;j“';‘j{;: L

ublcacmn de Ia escollena : RS
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Figura 8.2 Malla de una zona donde interesa obtener las
corrientes inducidas por el oleaje (distancias en m).

Solucion:

Para aplicar el modelo numenco de corrientes es necesario proporcmnar Ios valores de
los esfuerzos de radiacién. Para calcularlos se emplean las ecuaciones 7.59 a 7.61 a
partir de la altura de la ola, direccidn, penodo y. profundtdad En este Caso se necesitan
determinar en el centro de cada celda en que se ha dIVIdIdO la zona en estudlo.

Para conocer los dos prlmeros conceptos se reqwere de la aphcacuén deI modelo de -
refraccnon dafracc:on reflexmn - . =

Los resultados obtenidos con el modelo de corrmntes propuestos consusten en Ias”'

elevaciones del nivel medio del mar Y los componentes en un plano horlzontal de la S
| _._velocudad promedlo en la vertlcal (wyv). | . '

_Se escrlblé un programa de cémputo para Ilevar a cabo el célculo de las cornentes En SRR Y
la flgura 8.3 se muestran las velocidades mdumdas por el oleaje, Ia cual fue tomada de =
- lapantalla de la computadora. Se observa que en la zona de abrlgo las cornentes entran_f'--_'. L

= cerca de Ia escollera y salen en un érea prémma a Ia Losta o R

Al tomar en cuenta la mteracc:on con Ias particulas bO'IdaS del fondo marmo y de Ia";f s
fplaya podrlan encontrarse las zonas de erosuén y deposuto de materlal en ella. - i

Por otra parte en la flgura 8. 4 se presentan Ias Imeas de |gual elevacuon del nlve| medlo
del mar. Las regiones con aumento en el nivel se ubscan cerca de la- !fnea de costa .
'(corresponde al ascenso del nivel del mar denomlnado en la |engua lnglesa como "wave;
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Figura 8.3 Velocidades de las corrientes inducidas por las olas.
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9. CONCLUSIONES

La determmac:on del oleaje que enfrenta a las estructuras marltlmds y las corrientes que
~induce tiene una gran variedad de aplicaciones de | ingenierfa. En la préctica profesmnal :
se hacen estimaciones de! oleaje bajo una serie de hipétesis dificiles de cumplir en
zonas del fondo marino, por lo que no es posible confiar en sus valores y puede dar |
Jugar a errores de |mportan<:|a en los dlsenos y la operacxon |

Por otro- Iado, el contar con las caracterfstlcas del qu;o del agua cerca de Ia costa-‘_- e

: .permlte estudlar, entre otros, la mfluenCIa de la geometria en planta de escolleras para}.h-j”

- proteger zonas de enfrlamlento o de abrlgo de embarcacuones desde luego su estrecha' o

- relacién con los sedimentos sueltos del fondo marino y de las playa Ello hace p051ble .
~calcular la erosion y depésitos antes y despues de escolleras la forma convenlente de

R construur espigones (al definir su Iongltud yla separacuon entre ellos) para proteger una_f_ L

- playa 0 propu:tar su crec:lmsento

~Los resultados de Ios calculos de Ia propagacnon de las olas tomando en. cuenta al_

" mismo tiempo a la refraccuén, dlfraccaon yla reflexmn y Iuego ala rﬂmplente de las
'olas permiten obtener el movimiento del agua que induce mediante el flujo de cantldad', S

de masa (esfuerzos radiales originados " por- las olas) y el ascenso (wavn set—up)
| 'dlsmIHUCIOI'I del mvel medlo (wave set—down) del mar

La Ingemerla Hldraullca tiene ramas, como Ia Hldrologfa de Superﬁcue, Ia Hldréullcaf‘

Fluwal y Ia Marftlma donde existen toplco&poco desarrollados teorlcamente por lo que‘f;‘; Sl



se recurre a ecuaciones empiricas y métodos, a veces poco precisos, para cubrir aspectos
necesarios para el disefio y operacién de las estructuras. El avance de los métodos de
solucién de ecuaciones ha cubierto algunos temas que no podrian ser atendidos
teéricamente. Sin embargo, las matemadticas y los métodos de solucién han implicado
procedimientos poco conocidos, no suficientemente descritos y, el uso de programas de

cémputo con instructivos que no suelen explicar sus bases; todo lo anterior ha hecho
creer que son complicados.

Las matemdticas empleadas en los métodos presentados en esta tesis no son avanzadas,

quizéd poco empleadas por los ingenieros que trabajan en gabinete.

Se presenté la deduccién ecuacién fundamental de refraccion y difraccién simultaneas
para mostrar las bases y la profundidad de los conceptos de la fisica incluidos en ella,

Se describieron las ecuaciones principales de la teoria lineal en tres dimensiones

espacnales ya que, no se presentan en las publicaciones sobre este tema y, permlten
tomar en cuenta el avance de Ias ola en determmada dlreccmn | |

Las ecuaciones de apoyo para la deduccnones y el manejo de Ia prOpagaCIon de Ias olas -

fueron obtenidas a partir de las ecuaciones fundamentales de la Mecénica de Fluudos

“Ellas asu vez, se estableueron desde una sola ecuacién, el principio de balance de una -

N 'propledad determmada ‘Cuando ésta es una cantldad vectonal se deducen ecuacuones |
'~ como Ia de conservacion de cantldad de mowmlento

| Se plantearon las ecuamones mas |mportante5 para propagar el oleaje tomando en
| cuenta los efectos, al mismo tiempo de la refraccnon dlfraccmn y reflexuon Tambien se

- presentaron Ias de las corrlentes marinas orlglnadas por Ias olas Esto no se encuentra'- |
-" en Ios IlbI'OS de texto de Ia Hldréullca Marmma | :

- .~Se pretend:o d|sponer de procedlmlentos de calculo que permltan su- apl:cac:lén en
) problemas practlcos dela Hldraullca Maritima, tratando de mostrar que no forman parte‘ .

de una teorfa dificil, sino de un drea relatlvamente nueva, que a lo mejor si requuere de
un poco mas de la herramlenta matematlc.a bésica de vectores |

Se mcluyeron dos apendlces que mtentan comp|ementar algunos de Ios temas S
desarrollados. En uno de ellos se describe una manera que se ocurrié para me;orar Ia U
precision de los métodos que toman en cuenta a la reflexion de las olas al proponer»‘:j

ecuacnones de dlferenuas fmltas con menor error de dlSCI’EtI?dCIOﬂ

»
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Se presentan varios ejemplos de aplicacion cuyos resultados fueron obtenidos con
programas de cédmputo escritos de acuerdo con los métodos propuestos y se encuentran
disponibles en el Instituto de Ingenieria.




T R, P

DRI e s s e v e e A e et e e A o i 1l et et g S e 18 e s e

BIBLIOGRAFIA

o R

B e s s i h o s o A, ..ii..,ll,r.l)l;fils&r,!lll.xozil.;.lii.xwlifaljti. rimam



7)

o0
)
12) P

'Protter M. and Morrey C Modern Mathemancal Analys:s Addtson-WesIey,“f

13)

Abramowitz and Stegun, Handbook of Mathematical Functions, Dover
Publications, Inc., New York, 1972,

Berkhoff, ). C. W., Computation of Combined Refraction-Diffraction, Proc. 13th
Int. Conf. on Coastal Engineering, Vancouver, 1972,

Camargo, H. J. E., Camano, R. V., Pena P. T. C., Proteccidn y Preservacion de las

Playas de Canctn, Quintana Roo, Informe interno del Instituto de Ingenieria,
México, D.F., 1990.

Camargo, H. )., Jiménez, E. M., Sanchez, E. L., Ev'oluc:'én de las Playas de
Canctn, Q. Roo, Informe interno del Instituto de Ingenieria, México, D.F., 1990.

Ebersole, B. A., Refraction-Diffraction Model for Linear Water Waves, Journal of

Waterway, Port, Coastal and Ocean Engineering, Vol. 111, No. 6, Nov. 1985,
Paper 20197,

Fuentes, M. 0. A. y Osna\?a R. J., Célculo numenco de refraccién del oleaje,
Informe mterno del Instituto de Ingenlerla Mexnco D.F., I990

Gaythwaue J,P.E., The Manne Env:ronment and Structural Desrgn Van Nostrand

| Reinhold Company, New York, 1981

Gracla, J., J:menez M., Sanchez, L._, La res’tituc:ién artificial de p!ayas 'en,Ca_nCLin, |
Q.Roo, Informe interno del Instituto de Ingenieria,.MéxiCo, D, .FQ, 1990.f :' o

Honkawa K, Coastal Engmeer:ng An Introduct:on to Ocean Engmeenng,_'
Haisten Press, Japan, 1978 . R

orllfawa K Nearshore Dynam:cs and Coastal Processes, _Umversuty of Tokyo- o

Press Japan 1 988

Lozano C. and LIU P, Refract:on D:ffractton Model for Lmear Surface Water o

_Waves J. Fluid Mech Vol 101 part4 1980 pp 705 720

u.S. A 1964,
Safaie, B.,_.Wind stress at air—Water~interfac:e, ASCE'Journal_ of waterway, port,

148



e et e s RS

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

coastal & ocean Engineering, Vol. 110 (2), 1984, pp. 287-293,

Sdnchez, B. J. L., Manual de Hidrdulica Maritima Elemental, Comision Federal
de Electricidad, México, D.F., 1987.

Skovgaard, O., Jonsson, |. g. and Bertelsen, J. A., Computation of Wave Heights
due to Refraction and Friction, Journal of the Waterways Harbors and Coastal

Engineering Division, ASCE No. WW1, Proc. Paper 11100, pp. 15-32, February,
1975. |

Smith, G. D., Numerical Solution of Partial Differentieilv Equations: Finite
Difference Methods Oxford Applied Mathematics and Computing Science Series,
Second Edition, Great Britain, 1978.

U.S. Army Corps of Engineers, Shore Protection Manual, Coastal Engineering

~ Research Center, Vicksburg, Mississippi, 1984.

Wiegel, R. L., Oceanographical AEngiheering, Prentice - Hall,_US‘A, 1'964{ |

Wllllam F. A, Numer.'cal Methods for Part:al D:ferenttal tquat:ons second
edition, New York San Francnsco 1977.

'Wyhe C. R Matemattcas superrores para mgemeria Mc Graw Hlll cuarta L

- ed:c:on, Mex:co, 1979 -

149




i 1 s b g o P o e s e A Bl . o - A/ i nbm 181 AL 3 1 v s S ST —

,’»

PENDICE A




METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN PARA
TRES ECUACIONES DIFERENCIALES SIMULTANEAS

El método de Runge-Kutta que tiene una precisién hasta el término de cuarto orden del
desarrollo de Taylor (con un error local de truncado proporcional a At®) queda
planteado para tres ecuaciones diferenciales ordinarias de la manera siguiente:

Las ecuaciones diferenciales para resolver numéricamente son:

dx
— = X, ¥ 2,0
dt (5 Y ). |

dy o
— = xa szat .
0 g (% ¥ 2, t)

dz o
—_ = h(x, 9,2t
"y (%X, ¥y 2, 1)

Las ecuaciones del método de Runge-Kutta son

e == (] +_-:z._12 w2 el ,

R
I

i +1 i

D 7R A e T (my + 2my + 2my + my)

R R
% =g = (e 2my o 2ny vomy)

'.f.f_dOhde,; ‘ R A
RIS =S ez t)

= _’-"‘1\ ::.vg,l_(xi’ Yo .z.i’...ti) :

. '_’1.?",‘_;.("‘:; Yo Zo fi) S

At At At

b flne St S mea s Ghmee 51)
m, = glx +-—-A--.t-lv y+~é—£mz+—-é-t.-n t+..é..t_
S




n2=h(x,.+-éill,yl.+%—€—rnl,z‘.+—%f-nl,t+ Ar)

2 2

At At
l'_’j = f(.x! + T 12, yi 4 nl2’ Zi b e "2’ t o+ _,___i__,)

At t At
m, = g xl+--2-—~12,‘+---—mz,zlqwn2,t+._£._

n3=h(x +~%~£lz,y,.+«%£frzz,zi+%€-rzz,t+%i)

l, =f(xi + At l,y, + At my, z, + At ng, &+ Ar)

3
F-
i

g (xi + AtL,y, v At my 7+ At oy, b+ At)

=
BN
3]

h (x,. + At L,y v At my, 7, + At ny, t +'-At)
. Refraccién pura

Para el caso particular de estas ecuaciones. d:ferencnales conrespondtentes a Ias de
refraccnon pura (ecuaciones 4.95 a 4.97) se tiene que

dt
é‘—i—)—’— C_cbsa
dt
de _ aC __ aC
— = SN O —— = COS O ————
t o dx - dy

- Las ecuaciones del método de Ruhge-l(utta'qUedan asi

= ([1 +2l). +:213 +l4) o

T = (s 2my e 2my o)



@, ,, = o+ < = (1 +2n, + 2ny + ny)
donde
I, = C(x, ¥;) cos a,
m, =C (x,., y‘.) sen o,
n o= A(x,y)sen o - B (x, yl.) cos «,
l, =‘C (xl. + -%—t~ Ly, + -%—t- ’"1) cos (“.’ + %—5 "1)
o At At At
Mo -C X, +~—-2-——ll,y,. +_§Mm‘ sen o, + 71:1
il AL t 5 At
Hy = xi*"‘é“'p:*““’""’"l sen “f"*“"“z""”l o
B At ] At At
t DX, --—-—l,y!+-»—i-—ml cos oz,.+-—5~n1
[ == C(xl + %f- Ly y, + «%f- mz) cos (ai + %ﬁ nz]
_C At At At
m3 xl+~—3- 2,y‘+7?n2 éen 0, +_T n,
n, = A (x, + At Ly ¥, +—é2-€- mz)‘sen (a, + -%?-nz) Y
cBfr e ALy o A e e A )
Ay = C(xn v ALl y, 4 "At-m:’:)-co‘é.(“f‘*-ﬂt ’.’5) o
cmy = C _(xi At '_13,' yi + At.ma),sm ,(oii:f"_At_ -‘n3)'
| n, = A'(xl. . At L, 3’1* Ath) cos (e +Atn3) + |
S " Bz(xt. + A't. (3,' y,..,",+*Af'frz:,)"_sen-(ai'_+_-At"ns): |
~ donde | L L S
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C(x,y) corresponde a la celeridad del oleaje en el punto (x,y), A(x,y) = aCéx,y) y
X

B(x,y) = L&)

dy

Antes de aplicar estas ecuaciones se calcula la celeridad para los puntos (x,y) dentro
de una malla a partir de |a profundidad que le corresponda a cada punto (h = h(x,y))
por medio de la ecuacién de dispersién (ecuacion 3.34). Con la celeridad C(x,y) en

los puntos de la malla se obtienen numéricamente las derivadas parciales A(x,y) y
B(x,y).
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APROXIMACIONES DE ORDEN SUPERIOR EMPLEADAS EN EL
MODELO DE REFRACCION-DIFRACCION-REFLEXION

Debido a que las aproximaciones de diferencias finitas convencionales tienen errores de
truncado grandes, para los modelos de olas se desarrollaron dos ecuaciones de
diferencias finitas con un error de truncado pequeno.

B.1 Ecuaciones de razén de flujo.

Para obtener una aproximacion de diferencias finitas en la ecuacion diferencial

Ow LU
at dx

=0 | B

con un error de truncado de orden uno en la variable ¢ (tiempo) y orden cuatro en la |
variable x (distancia) se propone la ecuamén sugmente

P p ) Pl P pl . p Y
| Wier Wi Wi —wp b o Wiy = Wi |
a + b e |+ C} +

At - At At

N
i Uum lh e inUlm i
| Ax )\ Ax )

donde los parametros a, b, d y e son escogldos de modo tal que los termmos’j

- que involucran derwadas respecto a t de orden mayor o igual a dos y derlvadas"{_'-_-:.' :

. respecto a X de orden mayor o |gual a cnnco sean desprecnados

~ Como Ia ecuacion de los parémetros anteriores se basa en la expansuon en serie def L

Taylor de una funcmn de dos varlables mdependlentes, a contmuaaon se escrube tal BN

expansnon

o f(x+Ax,t+At) = f(x,t Ax——flx,t At —f(x;t) + —|AXx"——f(x,t) +
‘f(;_ ot .) lf‘_( )_+ _axf(_x_ ).:'+' ,_atf(x ) 2{ axl-_f(_ )

‘~‘+-AxA

o2 oo Yoo B



3

+ 3Ax* AL flx,t) + 3Ax A’ fU¢)+Aﬂ~«jut)
dx?at Ox ot* ot?
1 a* a* 2 A 2
Ax? —-——-—-f(x £) + 4Ax3 At ———f(x,t) + 6 Ax* At —»—f(x ) +
" ox? dx3 ot dx? dr?
4 . at |
+ 4 Ax AL’ flx,t) + At — f(x,1)
dx ar? ort (B.3)

En este desarrollo se han eliminado los términos que involucran a derivadas mayores o
igualesa5en x ya2en ¢,

La ecuacién B.3 también se puede escribir asi

2 92
AT 9 fxry +
2 ax?

fGes At se) = fnt) + Ax 2 fle) +

Ax3 3 Ax“

c A g D ey« ae L[t + ax-Lsn +
6 3x° 24 gx* arl” T T A =
2 e PEAES - (B 4)
Ax* 9 Ax® & A9 |
.TTf( x,t) + E;?f(x’t) +-—-2-—5-—a f(x t) +.Ax-——--.].‘(.x.t) + }
| L | P
: %L—w—-f( r)] o | t) : Axmf(x 0] - —’:\2-2- i[f( 0l

| -Con base en la expresnon anterior se plantean los. termlnos que se mcluyen en Ias=
ecuac:ones de dlferencms Cuando la func:on cambla solamentn ent |

o | : 4 2 A2, 3
wml - Wﬂ1-+-At—Q~_ W +,.Axaw Ax 8 -+ Ax c’?w
L - ot o ox 2 ax 6 ax_

':-f(B$Q’~.'

donde W sun induces representa a ws= w(x t ) w, (no se anotaron por senclllez en e

. su escrltura)
De la ecuacic’)n_BJ se abtiene al derivar parcialmente respecto a x que

 6 -W = __Q_E R -~ (B.6)
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porloque

de modo que

+1 | +1 - |
Wi - Wl _ow U ASPPU  Axd U 5.9)
At dar dx? 2 9x3 6 oHxt ‘

~ de manera similar (se considera -Ax en lugar de Ax)

F+l B .p‘rl n L2 A _ 3 a4
wl"l . w,__l - aw N A'r a U _ Ax a U + Ax a U (B,]O)
AL ot 9x2 2 ax3 6 oax* “

el término con subindice i queda definido con un solo sumando

me - Wff‘l’.: .aw R (B11)

! Por otra parte, cuando la variable U unlcamente cambla con x y tomando en cuenta o
que U(x +Ax[2) = ,,,1,2 “implica que en Iugar de Ax de Ia ecuacuon B 3 se conmdere_f‘

que Axl2 por lo cual se tlene

Cun,eur. AxOU sz asz AU AU
Uinp = Ui + L AR PU Fu
2 fax, 8 ax T 4B Bxd | 384 gxt

: Uﬁm-'-—Uf =l.§y Ax BZU sz.:a'dU X Ax3 64 (B]z)
ax  20x 8 ox? 4 o axt s

- de modo semejante se encuentra

U Ax U Az U _ AxP3U
2 ox

: —

8 ax? 485_ ax? 38 iaxt

. AI sustntunr Ias ecuacnones B 9 a B 13 en Ia B resulta

"'v‘(B'.'11~3:_) ' .




~ seplantea que

dt ox? 2 9x] 6 oJx*

(aw FU  Ax2 U AxS a‘*u} (aw)
al—-< + Ax + + b p +
f

ot dx? 6 axt

— ———

29x 8 gx* 48 9x?

(aw U Ax3a“U] (1au Ax & Ax283U]
+ ¢ Ax +d + +

T ————ry.  ——————r—— — [ S ——

138U  Axd’U Ax?3°U _ Ax’'U| _
2 ox 8 gx? 48 oy’ 384 oy

que también puede escribirse como

(a+b+c)-q~v-‘?-v+ dre U (5 ¢4
dt 8

2 ax |
(B.14)

3
e s Sy Ax26U+
2 2 48 48 ox3

~Si en los primeros sumandos se establece que
| a+}b+b = - - - (315)

Y ademas el tercero cuarto y- qumto term:no s0n lguales a cero para que la parte'_:

| prmc:pal del error local de truncado contenga derlvadas de orden mayor a cuatro y oo

- quedeen la ecuauén B 14 solamente la ecuacién duferencual de mterés (ecuacuon B 1

e
8

d=1 yﬁ ”_'e'_'.-=,“l -



De esta manera, la aproximacién en diferencias finitas a la ecuacion diferencial B.1 que
tiene un error de truncado de orden cuatro en x y orden uno en ¢ queda asi

(B.20)

B.2 Ecuacion de continuidad.

Para obtener una aproximacion de diferencias finitas a la ecuacién diferencial

aw aU av
— 4+ +
ot dx dy

-0 | . B2

con un error de truncado de orden uno en la variable ¢ y orden cuatro en las

variables x y y se propone la ecuacién siguiente:

pt op Y (o op ) pl- . p )
Wiy — Wiy e b Wiy~ Wing L Wi — Wi |

aj : - : :
At A )0 A

prt o op Y [ op o p

] B Wl /20 N ] Yiapgn - Uf'-uzm_f

P Py Y Y
+.g Ul+1ﬂJ - Ui-‘-lﬂ,i +h Ul+1f2Jl ,Ui lf2,}l +k VH-].JH[Z V;+l,] 1[2 + '

A o
[Vf.mn Vu 7| Viin - V -1

+ | . =0
At Y

“donde los pardmetros que anteceden a cada diferencia son escogidos de tal modo que -
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los términos que involucran derivadas respecto a ¢ de orden mayor o igual a dos,

derivadas respecto a x de orden cinco o mds y derivadas respecto a y de orden mayor
o igual a cinco son despreciados.

Con base en la ecuacion B.4 se escriben las ecuaciones que corresponden a cada
. . ’ -1 .
diferencia. Asf, para w;,| ; se tiene

pel P

ad aw  Ax*d*w  Ax? Pw
i+1,j - w“l,_] + AI"‘""‘ W + Ax + +

dt 9x 2 gx2 6 gy

w

(B.23)

| T - wir . WP
donde w sin mdlces corresponde a w = w(x,,y,,¢,) = wi, ;

De la ecuacion B.21 se tiene que

2 2 2 : __
0 W ocu oV (B.24)
dtdx  gx?  dxdy

it
§

E " *U PV
dt ox* dx> 9% ay

(B.25)

4 47 4 . o -
.‘a — W = a _U - a V. S (B.26)
Jtox? ox? oy S :

s
"
i

| az“'_w PU PV
dtdy  dxdy  gy?

Al

= - ‘._.(B-.:27_‘)".
@ . Fu ¥y

. dt dy’

!
t

~ al tomar en cuenta las expresiones anteriores en la ecuacion B.23
Ry Wy _w o (SU . Fv)
L At et 8x2 9xdy Sy

APy, @v)_ ad(eu . &v)
2 led atay) 6 lat axay)

B2



de modo similar se obtendran

W;Dfltj - wﬁl.j ow . Ax[a?-u . an) _

At dt dx? axay
(8.31)
) Ax2(83U \ aﬂ/) ; Ax3[a“U'+ G4 ]
2 \ax’  ox’ay 6 \ox* ax*ay
WPl - Wl - (azu . azv}
At at ax*  9x3dy
(B.32)
i Ay2(63U'+ 63V’]._ Ay3(34u'+ i )
) ax3 axzay 6 ax4 axgay
WL W w FULR x| -
At dt ax?  9xdy
. (B.33)
] Ay2(83U ; 33V’).+ Ay3(34U .4 ] .
2 {ax* ax*ay) 6 {ax* ax*dy
wiit - wl, '.____.aw - o (B.34)

YR

--_Por otra parte cuando Iafuncnon U cambla respecto ax Yy de la Serle de Taylor que‘_ o
,mcluye hasta derwadas de cuarto orden (ecuacnon B 4) se puede eSCl‘Ibll’ |

. Uﬂuz,m.:U'p le-éy-u Ay..@y. }_(Ax aU

"J N R ax ay _'_2 4 ax
o ey B E | 3 33 | 3
o eaxay 2t ‘Ayzfilf 1axs L’-.—~13x A)f . I
T axay ER RGN axzay
| _7 | el e (B 35
e A3y 3 B U Y S 4 ST
v axayr 2U +'A.y3_a UV - | AX 2u iA Ay- 2y
2 o “ axayz- ay3 24 16 ax 8 33 6y
e . - . '_  ‘4'~ .
; EszA 2 a U +&AJCA 3 a U Ay“"’q“““l"j“

CE




. obtiene

De modo similar para la funcién V que varia con x y y, de la Serie de Taylor se
plantea

2
V;‘p+1,j+1;2 = V:Dj + AXx gV + Aoy ZV ;(At _%__I_/ + AxAy aag N
x < 9 X x dy

-

2 22 3 3 3
N Ay oV +-1-Ax3aV+~3-Ax2Ay an'*'EAJZAy?'—-aV
4 Qgy? 6 dx3 2 dx*gy 4 dx dy?
(B.36)
3 A3 4 4
+ A_XMQ.K + ...;!... Ax 49_}1 + _‘}.Ax Ay.__@__.‘.{m +
24 ox* 2 3*xdy

4 4 4 a4
+_A‘t2Ay2_ﬂm+ﬁAxAy3mq_L+éLM»
- ox?ay* 8 oxdy’ 16 gy*

Con base en la ecuacién B.35 se obtienen los desarrollos para Ul ;, Ulinj,
Ug -112,j+1 ¢ Ul -142,§ Y IJH[/?] l-

Ademds, apoydndose en la ecuacion B.36 se encuentran las expresiones
- P P '
correspondlentes a V,N,z, Vitjp: .VHU 1,2, V,-,.le“l,_2 Y Vi -

Al sustituir las ecuaciones B.30 a B. 34, las expresiones B.35, B.36 y las déscritasén el
parrafo anterlor en la ecuacmn B. 22 y después de conSIderar que Ax Ay As se

(a+b+c+d+e)§—-k+ -f-‘+-f-. _3-4-5.“4» "'+,’.'. _‘?._g,_'; ;’f._+-_"_+
- | | at 2 2 2 2 2 22

+— =+ +h h—-—-—+ k - k+r — tla-b+=- b — -
: z)ay (- f )5, * kkem- -m 2+ filalidie
+£“£]Asa - +(C"d .[+..i---,f£:-'.’l as Y (L. L B
8 8] oax? 2 2 2 2/ 9xdy (2 2 2
;IE.ASB:U-.P_-ﬁﬁ...l.’.+f+f+,"- h+g+.glA 2._@___}_{”
2] 9y \ 2 2 48 48 48 48 48 48)  gx3
3 1 U oyey
+ -—f-——'i—-—’i. L 2 9°U +(-£~-€l—+-f-+~f-‘+£+ﬁ As? U
8 8 8 8 dx%dy 2.2 4 4 4 4 axay
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- +

+I.-_f_+_l_1_..-.!1_ Aszg?_y_q- .?_-..[?.-f-f_.fJ,- h h g...
6 6 6 6 6 6 384 384 384 384 384

..__g_.... Aszé.[.‘_.__U_.+ __f.l._+f...h_h]ASS._ij__+(f_f+’ -
384 ox3dy (16 16 16

— agaas e T m—

m)y 2 8V c d k k m om I 1Y,V
e | AS | -— - =+ + — + o b — | A S .
- 2 2 48 48 48 48 48 48)

k k m m. 3'-84V ‘ a bk k m _'-Im - '3 .64V -
+ - b e As’ — +|— 4o -|As — +
24 24 24 24 |

i k& +m~_m)Asg QV N .k_+_\_k__“ m m\AS o'V
-- 2 a8 Tas w8 ey

(e _d, k m_k;ynf;um FJ;l-.75&V7
6 6 348 348*"348,* 348 348 348)

2 Para que solamente exlstan los prlmeros tres sumandos y tener sé!o Ia ecuacion B 20 S
-~ los coef|c1entes de cada término deben cumpllr con Ias ecuacaonc.s mguuentes

| “+b+c“d*e¥1’; 'f:ff'g'f(BB&]pf"J°:

| ‘f'+'gf+'h_



o i e o G e s it

1_.6;5“_ =

@49

@50

(B.42)

(B.43)
(B.44)
(B.45)

(B.46)

. (B.47)

(B.48)

- (B3 [

oms

i) De las ecuaciones B.41, B.46, B.49 y B.53 se deduce que: a=b; f=hje=d

. n) De la ecuacion B.44 se' obtiene c¢=f y de la_B;_48_sé'Encuehtfa '_'_a-_;—;;k_' L




iii) Al considerar la ecuacion B.50 en la B.43 se encuentra que a =1/24.
iv) Al sustituir la ecuacién B.40 en la B.53 se obtiene ¢ =1/24 .

v) Con base en lo anterior, se encuentra que b=1/24: k=1/24; m=1]/24;
d=1/24; f=1[/24 y h=1/[24.

vi) Con los valores anteriores, de la ecuacion B.39 se obtiene que g =22/24, de la
B.40 que [=22/24 y de la B.38 que e =20/24.

Al tomar en cuenta los valores obtenidos, la aproximacion en diferencias finitas a la

ecuacion diferencial B.20 que tiene un error de truncado de orden 'cuatro en xy y,
ademas de orden uno en t queda
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24
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24

( UHlli j+l
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| 4
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- As -

24 24
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