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INTRODUCCION

Este trabajo esta enfocado hacia el andlisis de [a transferencia de cator dentro de un
sistema con propiedades de simetria cilindrica, a fo largo del cual existe transporte de
energia calorifica.

Un analisis metodico para el mejor diseio de los sistemas de transferencia de calor,
dara como resultado un minimo de pérdidas de energia y proporcionara fa garantia para e
ahorro energdtico

La unportancia de un analisis de este tipo radica en que hay muchos dispositivos
industriales en los que puede ser de utilidad un mejor entendimiento de la dindmica del fujo
de calor.

El conocimiento de la transferencia de calor en dispositivos de uso industrial y la
necesidad para analizar cuantitativamente problemas que involucren este proceso, se ha
incrementado en nuestros dias, tanto como la tecnologia moderna se ha vuehto cada vez mis
complegja. Esto es debido a que en gran mayoria, los procesos de ciencia ¢ ingenicria
involucran intercambio de encrgia a través del flujo de calor. Por cjemplo, el diseno de las
maquinas de combustion interna requiere de un completo entendimiento de fa transferencia
de calor y por lo tanto de un detallado anélisis de los procesas de combustion, transferencia
y enfriamiento

Desde el punto de vista de ingenieria, la determinacion de la cantidad y ki rapidez de

transferencia de calor sujeta a una diferencia de temperatura dada, constituye ¢l problema



principal Cou el objeto de estimar el costo, la Factibilidad y ol tamadio de equipo necesano
para transterir una cantidad de calor en un tiempo dado. se debe primero realizar un analisis
detallado de fa transferencia de cator dentro del sisteima Las dimensiones de calderas.
calentadores, refrigeradores v cambiadores de calar, dependen no solamente de fa cantidad
de calor qoe deba ser transmitida, sino también, de la rapidez con que deba transferirse of
calor bajo las condiciones de frontera subre ¢l disefio del sistema en particular

Para este proposito, ¢l trabajo se divide fundamentalmente en tres capitios.

Bl tratamiento del anilisis inicia en el capitulo 1. En donde se considera un sistema
catacterizado por su simetria cilindrica

La funcion de distribucion de temperatura 7(r,2.1) en las coordenadas {r,4,1) dentro
del sistenta, sc obtiene a partir de la ecuacion de difusion, una vez que las condiciones a la
frontera han sido establecidas. La distribucion de temperatra es una funcion de los
parametros o y 3, los cuales contienen la informacion sobre las dimensiones geométricas y
de los valores iniciales de la temperatura del sistema.

Es importante seialar que las condiciones a fa frontera de las secciones 23 y 2.4, se
han escogido con toda intencion debido a que corresponden a casos reales, fos cuales con
mayor frecuencia s¢ encuenitran en la practica.

En la seccion 2.5 se wtiliza fa funcion de distribucion de temperatura en fa Ley de
Fowrter para abtener el flujo de calor total dentro del sistema.

El fhyjo de calor total es una funcion de la distribucion de temperatura 7 y de fas
coordenadas r y z del sistema. En este caso hemos considerado que las cantidades a y 8

representan pardmetros fjos. Bajo estas condiciones se obtiene la ecuacion generalizada de

(3]



Fourier que muestra las modificaciones a fa conocida dey de Fourter debudo a Lo presencia de
las fronteras

A partir de la ley generalizada de Fourier se analizan diversos casos que muestran ¢l
comportamiento del flujo de calor en las vecindades de las fronteras

Por otra parte, la variante en la seceion 2 6 'y 2.7 consiste en que ¢l Mujo de calor con
fronteras variables es equivalente a considerar ot y f como variables de estado.

En estas secciones se analizan el comportamiento del flujo de calor tanto radial como
relativa; asi como el analisis cuando se considera alguna de las variables constante.

Ahora bien, ¢! capitulo 111 consiste en determinar ¢! fluja de calor en un cilindro con
tapa parcialmente isotérmica, en donde para resolver cste problema se introduce la
suposicion en la cual se considera un cambio de escala en donde el radie de un cilindro
supuesto tiende a infinito. De este forma se describe analiticamente una region con una
variacion de temperatura despreciable.

En este mismo capitito se analizan las dependencias relativas entre el flujo radial y
longitudinal, y de esta manera es posible dar una presentacion adecuada al flujo de calor
faminar, que por lo visto, poco énfasis se ha hecho en la titeratura sobre la manera de
asegurar un flujo de este tipo.

En la seccion 3.3 y 3.4 se hace un andlisis grafico para determinar un flujo de calor
laminar que dependa de una longitud critica, asi como el efecto que causan las temperaturas
para determinar dicha longitud.

Finalmente, cn ¢l capitulo 1V se muestra un par de aplicaciones de los conceptos

elaborados en los dos capitulos anteriores El primero de ellos ¢s svbre el comportamiento y



ol vendimiento del Qujo de cator en un piston con supeticie parcialmente isotérmica. of cual
se analiza Ja cantidad de calor que recibe. asi come su intensidad de temperatura que se
genera en dicho piston para encontrar una region isotérmica

La segunda aplicacion es sobre el compoitansiento del piston en un Pirandmetro
especial, en el que se manifiesta que la intensidad de temperatura no es an parametio
constante, sino que representa una cantidad que depende de la longinud de fa cavidad cuyo
comportamienta grafico se muestra en las figaras (4 0), (4.7), (4 8) y (4 9)

Estas aplicaciones muestran que en ingenieria s encuentran problemas de
transterencia de calor que no pueden resolverse por un simple andlisis lineal de Fourier, sino
que requieren un completo estudio basado en la ciencia de la transferencia de calor,

En fa actualidad, es muy coman encontrar mecanismos basados en las propiedades
geométricas de las componentes de un sistema en general. Y son las simetrias geomnetiicas
quienes han facilitado en gran parte las innovaciones de nuevas técnicas, y es pracias a la
complejidad yue las necesidades exigen, por lo que no se ha tenido oportunidad de awalizar
con fa severidad que la termodindmica y la ciencia de la estabilidad requieren.

De aqui la importancia en analizar detalladamente ¢l mecanismo de transferencia de
calor tomando en consideracion las propiedades geométricas del sistema por el cual s¢

efectua este proceso.



ORIETIVO

Los objetivos del presente trabajo consisten en

a) Describir la teansferencia du calor en dispositivos cilindiicos con fronteras
variables

b) Obtener una ecuacion de transferencia de calor para el thijo de calor
transmitido, en donde se analicen y se tomen en cuenta ¢l clecto de fronteras y las
varfaciones de los parametros que definan la geometria del cilbndro, como el radio y la
longitud.

¢) Describir el suministro de! flujo de calor total por la superficie superior del
cilindro con una tapa parcialmente isolérmica, asi como oblener una relacion que nos defina
un flujo de cator laminar que dependa de una longitud critica. y

d) En particular, describir el rendimiento de transferencia de calor en término

de las siguientes definiciones:
J'; el flujo incidente de la tapa superior del cilindro y J, el flujo transmitido a la tapa interiar

del cilindro. En donde ol flyjo de calor incidente se considera constante y es suministrado
por medio de una fuente de energia externa, y el flujo de calor transmitido a la tapa inferior

es una cantidad que depende de las condiciones a la frontera.
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21 ECUANCION DE DIFUSION T A DEPENDENCEA ESPACIAL Y VENPORA

Para ol andlisis del thyjo de calor de un sistema Riera de equilibiio termodinamico

partimos de la ccuacion de difusion dependiente del nempo

Ly ('_‘:_y' zt)

VUi y,at) - K o

(2.0)

en donde U(x,y,zt) es la funcion de distribucion de temperatura y Kk es la conductividad
termica (Maxwell)".

La eccuacion (2.1) se identifica como una ecuacion diferencial parcial lineal de
segundo orden. Para resolver este tipo de ecuaciones se utilizara el método de separacion de
variables.

Una caracteristica de este método es el reemplazo de la ecuacion diferencial parcial
por un conjunio de ccuaciones diterenciales vrdinarias’, correspondientes a las variables
espaciales y otra a la variable temporal.

Para lograr este objetivo, vamos a suponer que en el sistema sc ha establecido un
estado estacionario cuya distribucion de temperatura es definido por la funcion “/(x.y.z). Por
el método de separacion de variables, proponemas como una solucion de (2.1) a la siguiente

igualdad



Lixyzt) a0 (22

en donde 0 es una tuncion que solo depende de la vanable temporal t
La separacion de las variables espaciales de Ta temporat se logra cuando sustituimos

(2.2) en(2.1) y obtenemos

Y_Zi";yzz,) l dl_)_(_t) 23

T(xyz)  kO(1) &

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias s¢ obtiene cuando ambos
miembros de (2.3) se hacen igual a una constante (-v7). Hamada constante de separacion.
Este conjunto consta de dos ecuaciones diferenciales: una para las variables espaciales

V3T (xy.2) by (xy.2) = 0 (24)

y atra para la variable temporal

10 (t \
'("Zit('") ko) =0 @)



La ccuacion (2 §) solo depende del ticmpo v tiene por solucion

0(0=cM (20)

La ecuacion (2.4) solo depende de las vadables espaciales v se le conoce como fa
ecnacion de difusion independiente def tiempo o de Poisson part sistemas estacionarios’

L.a salucion de (2.4) para 7 (x,y,2) s un problema que depende de la geometria del
sistema v de las condiciones a fa frontera que especilique a un problema en pasticular’, fo

cual sera tema de la siguiente seccion

22.- ECUACION DE DIFUSION INDEPENDIENTE DEL TIEMPO.

Primero analizaremos la ecuacion (2.4) para el casa geométrico y se dejara of
tratamiento de las condiciones a 1a frontera para fa proxima seecién.

Vamos a supaner que nuestro sistema termodinimico es un cilindro circular recto,
cuyo gje de simetria coincide con ¢l ¢je z de un sistema coordenado.

Se considera, también, que el vadio del cilindro es 1, y Ios extremos van desdez 0

hasta z -~ L., como se ve en la Figura (2.1).
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Figura (2.1) : El ¢je del cilindro coincide con el gje Z de un sistema
coordenado. Bl radio es r, y su altura es L.



Debido a la simetria geonénica del problemia. es com eniente tratatlo ¢n un sistenta
de coordenadas cilindricas Por lo que Ta distribucion de wmperatura 7 sera funcion de 1, 6
ye

Sin embargo, si consideramos al sistema con simetria aviol. Tt temperatora solo
depende de ry z esdecir 7 r.z)

Por lo tamto. una vez establecidas lis condiciones de simetria. la ecuacion (2 4), se

escribe de fa farma

1 ": N Ty 7
l“/-) R - (“l'.,A). o+ ¥ i (r,z) = () ! 7)
I /

Se hace notar que ¢ Laplaciano (V) se ha escrito en coordenadas cilindricas para
aprovechar las condiciones geométricas del sistema termodinamica.

La ecuacion (2.7) es, al igual que (2.1), una ecuacion diferencial parcial lincal de
segundo orden, la cual se resuclve por ¢l misma métoda de separacion de variables.

Debida a que la ecuacion (2 7) sola depende de ry 2 se propone para ésta la

siguiente solucion.
Tr.z) = R(r) X{z) (28)

en donde R ¢s uni funcion que depende tnicamente de la variable ry Z de la variable z.

1



Para simplificar la notacion en algunas ocasiones escribiremos 7y R en lugar de Z(2)
v R{r), respectivamente,
Con el vbjeta de obtener ¢l conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, vamos a

sustitanr i echacion (2 8y en (2 7) v esenbimos

RO dR "7
RS

vy RZOO 29
dee 1y & 9

dividiendo la ecuacion (2.9) par RZ obtencnios lo siguiente

| (I'Ll_{ PHdR 1 d°7

; , ( 2,
Rdr® rRdr ‘ Z e ! (2.10)

A pantir de fa dltima igualdad, se obtienen las ecuaciones para cada una de las

funcivnes s decir, una para R(r)

1 gal{+ld|}_ w @)
R[ rdr
y otra para Z(z)
bz )
-~ p 212
7 do 2.12)



donde, al igual que 77, las cantidades o’ y 7 son las constantes de separacion para s
. N . M i .

variables 1y 2, respectivamente, las evales deben cumplir que o' - 37 % Estas constantes

seran evaluadas de acuerdo a las condiciones a fa frontera del prablema’

Por otra parte. si multiplicamos fa ecuacion (2 11) par 1™, obtenemos lo siguiente

SPROOIR
r‘ . [ r-- 4

R ) 213
dr- dr ! (24

y haciendo un cambio de variable u  ar, fa ceuacion (2 13) se puede escribir como

u:q-l‘{ ¢ ufj~R FuR D (2.1
du du

L cual presenta ta forma de Ta ecuacion de Bessel de orden coro

La solucion general para (2 14) es una funcion bien conocida dentro de Jos textos de

funciones especiales, y es de la tarma

R(w) = A, ) () + A, Y () (2.15)

de donde L(u) v Yiu) son las funciones de Bessel de primera y segunda clase,

. U
respectivamente, anibas de orden cero’



Por otro lada, reeseribicndo 12 127 tenemos

d 7

VAN
ds

‘e 0 . . 4
cuya sohucion general es la suma de dos tunciones exponenciales
A 1o B.e" (2 1o)

La naworia de las constantes que aparecen en las soluciones (2 15) v (2 16) seran
evaluadas en la siguiente seecion cuando hablemos de fas condiciones a la trontera Sin
embargo, pademos hacer algunas observaciones de caricter matematico que simplificaran
este par de soluciones

Ea primer lugay considerantos la ecuacion (2 15) Lsta ecuacion presenta un puato

singular regularen v 1, esdecirent 0, debido a la forma que presenta Y.(u)

2
Y (us lnu
4

Si se toman valores de u proximos a cero, entonces Y, tendera a menos infinito. Es
decir, st u—->0 entonces Y(u)-» -, y la solucion presentard una singularidad logaritmica en

dicho punto’.



Con el objeto de evitar que esta singularidad aparesca en nuestig solucion. ¢
conveniente elegir A; 0y se asegura que fa solicion sea finita en ol intervalo de Bar, Por

To tantu la ecuacion (2.15) se reduce a la siguiente furna

Rtwb A S () 2im

Vamos a considerar ghora la ccuacion (2.10). La eleceion de By Vo bien 3, D
estard determinada  por Ias condiciones a la trontera. Por ¢gjempla en el ¢aso en que z
fie

varie de 0 a », emances ¢ »x, Por lo tanto debemos elegir a B, 0y asi podemos

asegurar una solucion finita Por lo cual la ecuacion (2 16) se reduce a la siguiente expresion

Zlz) B, et (2.18)

Sin embargo, nuestro casa es de trontera finita y el urgumento anterior no es vilido.
Por In que la eleccion de Ta forma (2.18) es materia de convenieneia que adoptaremos con la
finalidad de tener una solucion bien comportada en los casos extremos que inds adelante
podran discutirse.

Por lo tanto, la ecuacion (2.8) nos queda de la siguiente forma

Nrz)=A B, (ar)e (2.19)
endonde A . By y § son constantes que seran evaluwadas a partir de las condiciones a la

frontera, lo cual es teia de la siguiente seceidn,



23 LA EVALUACION DELAS CONSTANTES

[0 la seecion (2 2) se considero que ¢ sistenwa termodinamico se caracteriza por las
condiciones de simetria axial Lsto significa que la temperatura s wna funcion que depende
soloderyz

Vamos a suponer que la pared lateral del cilindro se mantiene a temperatura
constante 11, y también se considera que la temperatura en ¢l centro de fa tapa superiar
como inferiar es Ty y T, respectivamente, como se muestra en la Figura (2.2)

Con ¢f objeto de simplificar la solucion matematica, supondremos goe fa temperatura
de la superticie lateral es igual a cera’, la cual se obtiene haciendo un corrimicnto del origen
de las temperaturas restando T: Fsta quedara hecho en los siguientes parratos, en ¢l
entendido de que una vez obtenido ¢l resultado, el origen de las temperaturas volvera a
corregirse sumando el tactor T, nuevamente

‘Tambi¢n se supone como hipotesis que:

Ty Ty T

esto indica que Ty y T, son stemipre positivas.
Entonces nuestra sistama nos queda de la siguiente manera, como se muestra en la
Figura (2.3).

Vamos a evaluar las constantes B, y 3 que aparecen en (2.18)



a
\. ’/
/

Figura (2.2) : Se supone una temperatura T, constante en la pared lateral
del cilindro y una temperatura Ty y Ty en ¢l centro de las
tapas superior ¢ inferior.

16
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Figura (2.3) : Se supone una resta de T a todo el cilindro para evaluar
las condiciones a la frontera.

W



Paraz 0. de (2 18) se tiene que
A0 =B e 1.1

de donde By es dado por

B, T -T, (220)
Para el caso enque z L, la ecuacion (2.18) toma la forma
Z(L)=(T,-T,) e T1-T,

de donde se obticne

‘r{,r 1—) 221
. (221)

-

Por lo tanto la ecuacion (2.18) toma la forma siguiente

a

2z)=(1,-T,) e (222)

en donde ) se calcula a partir de (2.21).



Por otio lado, as constantes Ay v o que aparecen en la ecuacion (2 17). se evaluan a
patir de fa solucion R(u) Primero consideramios la condicion a la frontera para v 0 En
eslils drcunstancias, fa varacion de o temperattna ocurrira a o dargo del eje del cilindro, o
sea en Z(z), exclusivamente

Entonces para fa condicion 1 0 se requiere que Ay |, ademds, para esta misma
condicion fa funcion de Bessel J (a0) = |

Por lo tanto

R(@ 0)=A, J (00) =1

donde

Ahora bien, como la temperatura en la pared del cilindro es cero. entonces en fa
fronterar 1, la funcion R{ur) se debe anular. Es decir, como consecuencia del valor en la
frontera en v 1, y por la forma en que se ha considerado la distribucion de temperatura

dentro def cilindro, ecuacion (2.8), es preciso que se cumpla la siguiente igualdad

R{ar,)=1], (ar,)=0

Con esta relacion donde se muestra que fue sustituida la ecuacion (2.23), se satisface

fa condicion a la frontera en 1 = ry para cualquier valor z en ef intervalode O a L.

Yo



En otras palabras, ¢l requerimicnto para que Ly temperatura se anule e la pared

lateral del cilindro, significa que o puede tomar solo los siguientes salores especiales”

o " con m=l,2.3

m

cn donde A, son las raices de J, (Ay)=0.

De acuerdo a la teoria y a las caracteristicas sobre las funciones de Bessel, no se
ticnen raices complejas ni repetidas, ol nitmero de raices reales es infinito v para cada 1ais
A, le corresponde una negativa Ay,

I:n términos generales, la funcion J, (u) con n — 0,1,2,.. ., no tiene raices complejas y
tiene un nimero infinito de raices reales simétricamente colocadas con vespecto al punto
u=0, ¢l cual es por si mismo un cero sin = 0. Todos los ceros de §, (u) son simples, excepto
enu -0, el cual es un cero de orden n si n > 0, como se muestra en Ja Fignra (2.4)"

Las funciones de Bessel J, (u) oscilan pero no son periddicas, excepto en o limite a
medida que u~»o, pues su amplitud no es constante sino que disminuye asintoticamente
comou '*’

En Ia solucion de problemas de aplicacion, se necesita informacion acerca de la
{ocalizacion de los ceros de las funciones de Bessel, y en particular se debe ser capaz para
hacer calculos aproximados de los valores de estos ceros.

La inforacion que esto nos aporta, es gue tenemos un nimero infinito de valores A

para los cuales Jo(Aw) = 0. Esto trae conio consecuencia que la distribucion de temperatura,

0

"



Lo dy(w)

Ji{u)

L
(=

10
-0.2

Figura (2.4) : Funciones de Bessel de primera clase de orden cero y
1no.
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ccuacion (2.19), se debe escribir como una suma infinita de erminos sobre estas rawes. o

decir

Nrg)=(1,-1.)e’ ), (a,r) (224)

m

aqui se nota que (2.22) fue sustituida en la ecuacion (2.19).

De acuerdo a la grafica de la figura (2.4), donde se muestra J, (1), notamos que esta
funcion toma valores positivos y negativos a lo largo de todo su dominio. Ahora bien, cabe
hacer mencion a la siguiente pregunta: ;Qué significado fisico podria aportar el cambio de
signo de J, (u) en la distribucion de temperatura?.

Para responder, debemos analizar cuidadosamente e comportamicnto de la
temperatura representada por la ecuacion (2.24), ya que J, (u) corresponde a los valores de
T alo largo del radio.

Si se considera todo el dominio de J, (u) donde esta funcion toma tanto valores
positivos como negativos, entonces por la relacion (2.24), la temperatura también tomara
valores positivos y negativos.

Por esta razon y con el objeto de evitar que la distribucion de temperatura tome
valores negativos, se debe acotar el dominio de J, (u) de tal modo que J, sea siempre

positiva para toda u dentro del nuevo intervalo.

2



Para satistacer lis condiciones anteriores. se tomara en cuenta solo el intervalo de
u (g la primera iz wey, en donde J, es siempre pasitiva, como se muestra en la Figura
(24).

Este intervalo corresponde a las mismas condiciones impuestas por ¢ problema,
porque de acuerdo a fa definicion u ar, se tiene que parar 0 entonces u - 0.y por otro
lado, parar  r, corresponde wy  oyr, - Ay en donde A, es la primera raiz de J,(u), y ticne
un valor'* ' de A,=2.405, del cual tenemos

2405
- (2.25)

Por lo que Ia ecuacion (2.24) se reduce al caso particular impuesto por fas
condiciones anteriores, de este modo, se va a considerar solo la primera raiz de J, (u), la cual

corresponde a m = 1, y asi la ecuacion (2.24) toma la forma particular

Hrz)=(T,-T,) I, (@ r)e”* {2.26)

A partir de esta consideracion sobre ¢l dominio de J, (u), se garantiza que esta
funcion es siempre positiva y, por o tanto, es inmediato que de acuerdo a la ecuacion
(2.26), la distribucion de temperatura también scra positiva.

Sin cmbargo, existen otras vaices de J, (u) entre las cuales esta tuncion

fambién es positiva. Por ejemplo, si se tomara como dominio of intervalo A <usd | de

n



tal manera que J, (u) fuera no negativa entonees, a 4 le conresponde un radio \

0 . )
a - ambos distintos de cero Peto en este ¢aso no se estd

w Cradio ro

considerando todo el cilindro, sino unicamente Lt region de éste que se encuentra entre ¢l
radio interior 1,y el exterior 1y,

Es posible representar esquematicamente y a grandes rasgos e comportamiento de la
distribucion de temperatura dentro del cilindro

n la figura (2.5) se muestra la superposicion de la funcion J,(u) con nuestro sistema
Es importante observar que, de acuerdo a la forma en como decrece J(ar), la temperatura
también serd una funcidn decreciente a medida que r tienda a r, para anularse finalmente en
r =1, Figura (2.5a)

Por otra parte, en la Figura (2.5b), se observa que no es posible tomar en cuenta otra
raiz ademas de A, debido a que introduce un valor negativo a la distribucian de temperatura.

Una vez que han sido evaluadas las constantes que aparecen en fas ecuaciones (2.17)
y (2.18), se suma fa temperatura T, y se puede escribir ta distribucion de temperatura de

acuerdo a fa ecuacion (2.26) como

Mr,2)=(T, - ) ), (e e +T, @2

en donde por comodidad se reemplazé o, por .

Las constantes o y f) se caleulan a partir de (2.25) y (2.21), asi como de (2.20) a B,

2
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0.8 Lan o.é
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0.4 .
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u -0. ¢ u

0.511.52 9212 4
(a) (b)

Figura (2.5) : a) Jo(u) es una funcion decreciente: es maximaenr 0y se anula
enr I,
b) Si se toma en cuenta dos raices de Jo(u), s¢ introduce un signo
negativo a la temperatura, debido a que entre A; y Ay, por
gjemplo, Jo(u) es menor que cero.



La ecuacion (2 27) es la tuncion de tempuatura dentro del sistena Bl resultado
dado por esta ecuacion es fa unica solucion qiie se puede establecer en condiciones de
simetria axial y en fas condiciones a la frontera determinadas anteriormente

Esta relacion determina fa temperatura en cualquier punta dentro det cilindro. v a
partir de ella y con fa ley de Faurier, se obtiene el comportamiento det fluja de calor dentro

de éste, que no serd sino mds adelante en que se determine su forma anatitica

2.4.- LAS CONDICIONES A LA FRONTERA DE UN PROBLEMA ALTERNATIVO.

A continuacion se determinara fa solucion de la distribucion de temperatura pava la
misma cavidad cilindrica en ta que alternativamente cambiamos las condiciones a la frontera
del problema, como a continuacion se describen.

Consideremos ahora ¢l problema en ¢l que las condiciones a la frontera son que tanto
la pared lateral como la base del cilindro se encuentran a temperatura constante T, mientras
que en la tapa superior varia como funcion de r, Figura (2.6). El propésito es encontrar Ia
funcion de distribucion de temperatura en cualquier punto dentro del sistema.

Con el objeto de que la distribucion de temperatura 7 (r,z) sea univaluada y se anule

en z =0, las funciones R(r) y Z(2) se deben escribir como

R()=AJ (ar) vy 22 =B, seab{f 2) (2.28)

enapiRA



Tz

T2

Figura (2.6) : La temperatura de la tapa superior del cilindro varia como funcion
del radio, mientras que en la pared lateral y la tapa inferior
permanecen a temperatura constante.



El requerimiento para que k temperatura seanule en 11, siwnifica que o puede
tomar solo el valor especial dado por la ecuacion (2 25). Para ¢l caso enclquer 0. se truta
de la distribucion de temperatura en ¢l ¢je del cilindro. Fa cual esta dada por la funcion Z(7)
Unicamente, por lo que clegimos Ay = |

Al igual que en la seccion anterior, se restari a todo ¢l sistema de la Figura (20) la
temperatura T,. esto se hace con el objeto de abtener tanto en la pared literal comu en la
base det cilindro una temperatura constante cero si, encontramos una solucidn matemitica
que nos especifique la distribucion de temperatura en dicha figura.

Combinando estos resultados del corrimiento de las temperaturas ¢n la ecuacion

(2.8), encontramos que la distribucion de temperatura dentro del cilindro viene dada por

Hr,z)=B, ], {ar) senl(f ,2) (229)

Para evaluar las constantes, consideremos la condicion a la frontera en la que r - 0.

En este caso la ecuacion (2.29) toma la forma

(0,2) =B, senh(f 2}

la cual, si z = L se transforma en

J(0,L) =B, seoh(f L) =T, - T,
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en el que se ha tomado en cuenta que la temperatura en el centro de la tapa superior es

Iy - T, Deesta tltima igualdad se tiene que

—'r' : r" -
senh{ 7, 1.)

(2.30)
Es importante observar que f}; queda evaluada por la condicion que relaciona a las

constantes de separacion o’ - B,° y%, ya que por un Jado & queda determinada por (2.25),

mientras que v se evalaa a partir de la solucion (2.6) cuando definintos a

1

- @231)
,:

T~

como la constante de tiempo, la cual indica el intervalo de tiempo en el que el sistema
termodinamico reacciona ante una diferencia de temperatura. Dicha cantidad se cvalia
experimentalmente. Al igual que 1, la conductividad térmica k también se puede determinar
experimentalmente y depende del medio a través del cual tenga lugar el flujo de calor.

Resumiendo, si las condiciones a la frontera se modifican de tal modo que en la pared
lateral del cilindro y en la tapa inferior la teinperatura sea cero, mientras que en la tapa
superior varie como funcion de r, entonces la distribucion de temperatura en cualquier punto
dentro dc la cavidad cilindrica, estara determinada por [a relacion

T,-T,

I(rz)= senh(7 1) J, (ar)senh(f ,2) + T, (232)
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en donde debe observarse que se ha agregado el terming [, que anteriormente se habi
restado y a esta determinada por (2.25) asi como By se caleula a partir de o relacion
az_mz:,/."

Por otra parte, la forma particular de la solucion (2.29) queda determinada por el
requerimiento de que la temperatura se anule en z - 0 para cualquier ¢ arbitraria y enr 1,
para toda z. Entonces, para diferentes condiciones a la frontera, la tuncion de distribucion de
temperatura tomard una forma distinta.

Sin embarga la ecuacion (2.29) representa una serie de Bessel-Fourier que es
apropiada para un intervalo tinito en r. Si r,—w, la serie se transforma en una integral en una
forma completamente analoga a fa transformacion de una serie de Fourier trigonométrica a
una integral de Fourier’. Asi, por ¢jemplo, si la temperatura es fivita para 2 > 0 y se anula

para cuando z—x, entonces la forma general de la solucion para z 2 0 debe ser

Nr,z)=B, ), (ar)e? +T,

que es la funcion de distribucion de temperatura determinada en la seccidn anterior. Por lo
que s¢ observa una equivalencia entre las funciones de distribucion (2.27) y (2.32).

Una vez que se ha detenninado la distribucion de temperatura dentro del cilindro, en
la siguiente seccion se procedera a determinar la forma y el comportamiento de las lineas de

flujo de calor en este sistema.

30



Se pretende encontrar la forma general de la Ley de Fourier para el flujo de calor
total en un citindro de longitud variable, a partir de la cual se analiza el lujo en las fronteras

geométricas del sistema termodinamico

2.5 - LEY GENERALIZADA DE FOURIER: EL FLUJO DEE CALOR TOTAL.

El objetivo principal de esta seccion cansiste ¢n determinar la forma analitica para el
flujo de calor dentro de la cavidad cilindrica, a partir de las funciones de distribucion de
temperatura obtenidas en las dos secciones anteriores y que estan dadas por las ecuaciones
(227)y(2.32).

Primero se determinara la ley gencralizada de Fourier a partir de fa funcion de
distribucion (2.27) y se procedera en forma analoga con la funcion (2.32).

Constderar la ccuacion (2.27), podemos representar matematicamente la variacion de
temperatura 7 (r,z) con respecto a la temperatura de fa tapa inferior en cualquier punto

dentro del cilindro. La variacion de temperatura la determina la relacion

Il {1, 1) = (1, T, wd e, o)

El flujo de calor total dy (r,z) dentro de la cavidad cilindrica esta determinado por la

ley de Fourier

31
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difrazy= k[ I(e.z2)- (1 - 1) (230

endonde k es la conductividad térmica del medio
De acuerdo a la simetria geométrica del sistema, el operador gradiente se escribe en

coordenadas cifindricas y de fa ecuacion (2.34) se tiene

2 3 [7(na)-(1,- 1)) 3 [ (na)-(1,- 1))

J,@z2) -k 3 3, (2.35)

en donde el término correspondiente al dngulo 8 se anula de acuerdo a la suposicion de
simetria axial establecida en la primera seccion.

Es posible expresar el flujo de calor total -en términos de sus magnitudes
correspondientes en la direccion 7, dada por J,(r,2) y en la direccion Z por J, (r,2).

De esta manera {a ecuacion (2.35) se modifica en
:lr(r,z)-J,(r,z)F+J,(r,z)i (2.36)

en donde la magnitud del flujo de calor en la direccion 7 es

J,(rn2)=k (%[:7(;, 2)-(T,-1,)] 237)

kY

hag o]



mientras que para Z viene dada por

J,(rn2)=k (7” [‘)(r,z)-('l'_ -'r:)] (2.38)

/

Con el objeto de calcular la forma analitica de las componentes del flujo de calor
total, partimos de la ecuacion (2.36) en la que sustituimos las componentes del flujo (2.37) y

(2.3%)
i a R AC TN
J, =4 ,,T,T[] (n2)-(1,-1.)]) 7 -éz’—;[] (n)-(7,-1)]7 (239

De la relacion (2.33) y haciendo uso de la relacion de recurrencia para la derivada de

la funcion de Besse! de primera clase, dada por
J (L1 Jlm-l
o= -
donde m es el nunero de derivadas, la ecuacion (2.39) se transforma en

J:-ka (T,-T,) e™J (ar) F+kB (T,-T,) e**/ (xr) (2.40)
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en donde 3, (ar) es fa funcion de Bessel de primera clase de orden uno. £ mpottante
sefalar que fa ecuacion (2.40) presenta la forma de la ley de Fourier debido al operador
dilerencia de temperatura. Con ef objeto de Hevar esta iltima ecuacion a una forma de ley

generatizada, utilizamos fa ecuacion (2.33) de fa que se tienc lo siguiente

Hr,z)-T,
T -T, ~ o2l 24}
© I (ar) e A 41)

Finalmente, sustituyendo (2.41) en (2.40) obtenemos el fujo de calor total en

cualquier punto dentro de fa cavidad cilindrica, esto es

- I(rz)-T,
Ji -k J, (or)- ™

[ ], ()i +pJ, (r)z] (2.42)

La ecuacion (2.42) es la Ley Generalizada de Fourier' para ol flujo de calor en
cavidades con simetria cilindrica. Ademas, cxpresa las modificaciones a la ley de Fourier
canonica debido a la pregencia de las fronteras teniendo la facultad de analizar los casos
limites mas sencillos cuando varian los par&émetros de tal manera que se obtiene la ley de
Fourier para el flujo de calor.

De esta ecuacion se observa que el flyjo de calor dentro de la cavidad tiene

componentes a lo largo de las dos direcciones. Esta consccuencia radica en que la



distribucion de temperatura dentro del cilindro depende de las vanables vy 2, por lo tanto
habra un gradiente de temperatura quien dara origen al flujo de calor en estas direcciones
Tal'y como se menciond al principio de esta seccion, se procederd a detenninar la ley
gencralizada de Fourier para el caso en cf que fas condiciones a la lrontera se modifican de
acucrdo a la seccion (2.4). De esta seccion se tiene que la funcion de distribucion de

temperatura viene dada por la ecuacion (1.32)

Ir2)-T, B, I, (ar)senh(,2) (2.43)

en donde definimos a By, como

LTI
senh(f,L.)

y Py se calcula por o - B ¥%, mientras que « esta determinada por (2.25) y y por (2.31).
El flujo de calor total Jy (r,z) dentro de la cavidad cilindrica, queda deterniinada por
laley de Fourier

J(rz)=-kV [f?,(r,z)-T,] (2.44)

en la que de acuerdo a la simetria del sistema, el operador gradiente se escribe en

coordenadas cilindricas para que la ecuacion (2.44) se transforme en
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:]H(r,z) -k (245)

AICOR A VAU .I.-,.}
dr a7 '

Si sustituimos la funcion de distribucion (2 43) en la ecuacion (2.45), y con un

sencillo desarrollo matemitico de derivada la expresion anterior toma la forma
:ln.(r,z) =ka B, senh{f1,2) J,(ar) ¥ -k B, B, cosh(8,2) J, (ar) Z (2.46)

De la ecuacion (2.43) despejamos a B, para sustituirla en la Gltima expresion, la que

nos queda de la siguiente manera

Jian) . cosh(s)

j”(r,z)‘—'k (2 -Ta Ttan’ -B senll(ﬂ z)z

(2.47)

Esta ecuacion representa la ley generalizada de Fourier correspondiente a la funcién
de distribucion de temperatura ecuacion (2,43). De la relacion (2.47) se observa también que
fas componentes del flujo de cator son a lo largo de las dos direcciones, debido a fa forma
que presenta l‘a funcion de distribucion de temperatura en términos dery z.

En ta seccion (2.6) se vera la relacion que existe entre el flujo de calor total y la
componente del flujo de calor que corresponde a una de las direcciones del sistema
termodinamico, de la que se analizardn sus consecuencias para los casos de fronteras

variables.
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20« FLUJO DI CALOR EN VARIABLES RELATIVAS VARIACION GEOMETRICA.

En esta seccion se analizard la ley generalizada de Fourier para el flujo de calor
dentro de Ia cavidad cilindrica para los casos en que las fronteras geométricas tiendan a
valores extremos con respecto a cada una de las dimensiones correspondientes a las
variables del sistema termodinainico.

Ll objetivo de la presente seccion es determinar la relacion que existe entre el flujo
de calor total y la componente del flujo de calor que corresponde a una de las dirccciones
del sistema termodinamico cuando uno de los fimites de la cavidad se extiende a valores
mucho mayores con respecto al otro.

Para llevar a cabo nuestro proposilo, se va a considerar la ecuacion (2.40) que nos

determina el thujo de calor total dentro de la cavidad cilindrica dada por la ecuacion

-

Jy =ka (T,-T,) e ™ (ar) F+k P (T,-T,) e ™) (01) 2 (2.40)

Como ya se comento, la ecuacion (2.40) expresa las componentes del flujo de calor
en cada una de las direcciones del sistema.

Para proceder al flujo de calor en variabies relativas se retomara la ecuacion (2.21)
(1 -, )
= ey = ]
A=t '{'r T, @27)
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de fa cual despejaremos a L, y nos queda de la siguiente manera

yis (2.48)

en donde “(™, se denota como el factor de intensidad y esta descrito por la siguiente

igualdad

(2.49)

Para proceder al flujo de calor de una de las variables, se escribira por separado cada

componente de la ecuacion (2.40), conto a continuacion se muestran

J, <k (T,-T,) ™, (n) 7 (250)
y en donde
J, kP (T,-T,) ¢ (ar) Z (2.51)
18
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A) Primero se analizard la ecuacion (2.50), y se dejard por analizar mas
adelante ta ecuacion (2.51).
Si despejamos y sustituimos en la ecuacion (2.50) fa ecuacion (2.48), y con un

senciflo desarrollo algebraico queda de la sighiente manera

e @s

en donde

Por lo anterior cabe destacar que de la ecuacion (2.49), tenemos lo siguiente

(To-T2) = (1,-T2) e’ (2 54)
esta iguaddad implica que
T,-T,
LR (2.55
1,-T, < )

19



dado que Iy - [, entonces nuestra constante € de Ty ccuacion (2 350), debern tonn

y

valores negativos, o sea que el valor " ¢ se encuentra entre

O

en donde 1, no puede ser un namero muy grande

La grifica de la ccuacion (2.52) se muestra en fa Figura (2 7). En la cual se observa
como ¢l ujo parte de cero y a medida que va incrementandose ¢f radio pero dependiendo de
una longitud constante, va aumentando el flujo radial: y esto hace que la curva tome un

cierto valor maximo y disminuya por fa funcion de Bessel.

B) Ahora se va a describir ¢l andlisis de la ecuacion (2.91), en fa cual se va a
proceder de fa misma manera que se hizo con la ecuacion (2.50).
Si despejamos y sustituimos en la ceuacion (2.51) la ccuacidn (2.48), y con un

sencillo desarrollo algebraico se transforma en

e far) e @56)

w7

En donde al igual que la ecuacion {2.52) donde se muestra el comportamiento del
flujo radial, obtenemos la grafica de fa ecuacion (2.56) en la Figura (2.8); en la cual se

muestra como el flujo refativo maximo parte de la maxima altura del cilindro y a medida que
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Figura (2.7): Si el diametro relativo es muy pequeiio, entonces el flujo radial es
casi nulo, y a medida que va incrementindose el didmetro, ¢l ujo
de calor va aumentando hasta obtener un valor maximo; esto cs
débido a la funcion de Bessel de orden uno.

La familia de curvas son descritas por la ecuacion:

endondex {y“C”e¢s el parametro que define cada curva que
toma los siguientes valores de (-0.1,-0.5,-1y-1.5).
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s¢ desciende va decreciendo of lujo. basta abtener un salor constante de uno. esto es deludo
ala presencia de la funcion de Bessel de orden cero

Par lo antertor cabe mencionar que el andliss que se hizo respecta a ks cetciones
(2.50) y (2.51), en of cual se vio ¢l comportamiento del tfhijo de calor 1anto radial como
relativo, se mostro como se comporta ¢l tlujo de calor dentro de un cilindro no importando
el tamaito de éste, ya que este analisis es vahdo para cualquicer tamaiio de cifindro.

Por otra parte, si deseamos caleular ef flujo de calor manteniendo alguna variable
constante ya sea tanto fa longitud como el radio, cabe hacer mencion al siguiente analists en
¢l cual como se menciond al principio de esta seccion, s¢ verd fa relacion que existe entre ¢l
flujo de calor total y la componente det flujo de calor que corresponde a alguna de los
direcciones,

Para levar a cabo este andlisis, se considerard la ecuacion (2.40), ya que nas
determina el {lujo de calor total, asi como fas ecuaciones (2.50) y (2.51) que corresponden a
cada direccion del sistema termodinimico,

Fste andlisis se hard por separado para ver el comportamiento del flujo en una
direccion con respecto al flujo de calar total, esto es cuando se mantiene i Jongitud o ¢l
radio conslante.

Primero se vera el tlujo en la direccion 7 y posteriormente sc analizara el flujo en la

direccion 7
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Figura (2.8): En esta grafica se muestra conta ¢l llyjo relativo parte de un valor
maximo, o sea de la parte de wriba del cilindro y a medida que se
desciende, el flujo relativo de calor en la dircecion 2 va
decreciendo hasta obtener un valor constante, para cualquier valor
de r. Las curvas son descritas por la ecuacion;

_d.
KB (T -1.) ()

PRI

en donde x” ¢s la variacion de la longitud refativa acotada de
0<x<l y “C” es el pardmetro de cada curva que toma los
siguientes valores de (-0.1,-0.5, -1 v -1.5).



) Procediendo al analisis en la direccion 7, se tomara en cuenta b eatacion
(2.50) v se dividird entre of lyjo de calor tatal cenacion (2 40). emonees fa mapgitad del

flujo de calor total se escribe como

Por otra parte st los parametros « y B dados por las ecuaciones (2.25) y (2.48) que a

continuacion se muestran

2405

R
[}

- P

y p [C (2.58)

los sustituimos en la ecuacian (2.57), y con un sencillo desarrollo algebraico se transforma

en

BE (2.59)
MRS P tn,)lf_( Cr, ]
IJ,(ar,)]" l‘}‘/

en donde se ha supuesto un valor del radio constante digamos ry, entonces al simplificar la

notacion definiremos a las funciones de Bessel de Ia siguiente manera

H

-



a Fur )‘ {2 60)

y en donde

b (er) (261)
Finalmente. escribimos la ecuacion (2 59) de la forma
J I
o s I'l - (2.62)
R ()
en donde A es una constante definida por
ba'’
A 2.63
AT (2.63)
inientras que
.or
et 264
¢ i (2.64)

representa el cambio de variable

EN



De este moda. fa ecuacion (2 02) adsierte que st la fongitod de Ty cavidad aumenta
mucho mas rapido que el radio. entonces & tiende a ceray, por lo tanto -k telacion entie of
flujo de calor en fa direccion del radio y of luju de cafor total tiende a uno

Esto signitica que cuanda la longitd del cilindro sea mucha mayor que ¢l radio. o
tlujo de calor total tiene cumo tnica componente el thijo de calar cadial, detido a que L
componente del flujo de calor correspondiente al eje del sistema termodinamico tiende a
cero

La grafica de Ta ecuacion (2.02) se muestrs en fa Figara (2.9). En B Bgara se obserya
que st L > r,, ¢l flujo de calor en la direecion del radio corresponde al flujo de calar total
dentra def sistema termodinamico

D) Ahora precediendo al anaiisis en la direccion 2y tomando en cuenta la
ceuacion (2.51), se desarrolfara ¢ mismo procedimiento que se hizo con (2 50).
De acuerdo a la ecuacion (2.51) v dividiéndola entre ¢t flujo de calar total ecuacian

(2.40). la magnitud del flujo de calor se escribe como

y can wi sencillo desarrollo algebraico la ecuacion (2.65) se transforma en

n
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Figura (2.9): Relacion entre el flujo de calor radial y ¢l flujo total. Cuando
L>1,, el (lujo de calor total tiende a un valor correspondiente a
la magnitud del lujo de calor enla direceion del eje 2. Para
este casola componente del flujo de calor en la direecton del
radio alo largo del ¢je del cilindro tiende a ecro. En el otro
extremo, cuando L<r,, ¢l flujo de calor eut la direccion del ¢je se
hace cero y en direccion del radio se hace igual a la componente
radial. La familia de cwrvas son descritas por la ccuacion:

AR

iJ v;: "J z"' I+ 1\ (C)

I's

en donde “A™ es el parametro que define cada curva y que toma
las siguientes valores constantes de ( 0.1, 0.5, T y 5).
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Wiy [ e n) [ L2, ]
N
en donde se ha utifizado la refacion para o v dada por la ccuacion (2 25) y (2.48)
l.a ecuacion (2.66) toma la forma
A l
(2.67)

{J,i" I AR Y

en donde la cantidad A se detine como una constante, la cual se deterntina por la ecuacion

(2.63), mientras que

£ - (2.68)

representa el cambio de variable.

De una manera similar a la ecuacion (2.62) se va a describir la ecuacion (2.67),
tomando en cuenta su direccion de cada companente.

Si ¢l radio aumenta en la cercania det eje del cilindro, la funcion de Bessel de orden
cero disminuye y la de orden uno aumenta, esto implica que la constante “A™ de la ccuacion

(2.63) aumenta.

ER)



Flujo relativo
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Figura (2.10): Relacion entre el flujo de calor azimutal y el flujo de calor total.
Cuando r>L, el fluyjo de calor total es paralelo al ¢je de la
cavidad cilindrica. Este analisis del flujo de calor en la direccion
del sistema vale para cualquier z.

La familia de curvas son descritas por la ecuacion:

g !

L Ay

-

en donde “A” es ¢l pardmetro que define cada curva que tomna
los siguientes valores de (5, 1,0.5y0.1).



Por lo tanto este analisis de la ecuacion 12 67) vale para cualquier ongitud, pero vaa
depender de un radio, o sea un radiv constante

La grafica de Ta ecuacion (267) se muestra en la Figura (2 10) En la figura se
observa como ¢l fhyjo de calor parte de un maxinw en fa direccion del eje del sistema vy, a
medida que va aumentando la longitud va disminuyendo ¢l fluju de calor dentro de un
sistema termodindmico

En la siguiente seccion se analizard el comportamiento del flujo de culor tatal
correspondiente a las ecuaciones (2.40) y (246) para fos casos especiales descritos o

continuacton.

2.7.- LEY DE FOURIER CANONICA.

En esta seccion se analizara el compontamiento del flujo de calor para las ecuaciones
{2.40) y (2.46), para los casos especiales, cuando se llega a obtener fa ley de Fourier en su
forma canonica', en las regiones limites de la geometria del sistema.

Para flevar a cabo muestros propositos, partiremos de las ecuaciones de flujo de ealor
total en las que por separado, se reducen a los casos cspeciales de acuerdo a fas condiciones
establecidas en cada uno.

A) Como un primer caso se analizara el comportamiento del flujo de calor

total ecuacidn (2.40), cuando tenemos las candiciones de r-> 0 y z -» 0. Estas condiciones

R



corresponde a una region ahindrica en la vecindad del eje det sistema. Ast, la ecuacion (2 10)

se escrile como
J,(0.0) - Kyt (T -T)) (269)

Pero si tomamos en cuenta fa ecuacion (2 56) en donde tencmos

L (2 56)

entonces de la ecuacion (2.21), e argumento de debe estar restringido por la

signiente igualdad

’ Tl ° T! ) 9 7
LR PP 2.70
! \(T T, ( ( }

Por lo anterior cabe destacar que de esta ihima igvaldad tenemos lo siguiente
=T < 2T, -2Th

et donde al desarrallar, nos queda

T, 2T, -T)
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entonces para que Ty - 0, necesitamos que 2T, -1y -0 porloante 21, 1

St utilizamos la siguiente regla aproximada de

Inx ~(x-) paratoda 0w x <t (271

lo cual es valido nada mas para esta regla, y si la aplicamos a la ecuacion (221) y con un

sencillo desarrollo algebraico se translormia en

y asi la relacion (2.72) se sustituye en la ecuacion (2.69), en donde ésta toma la forma

siguiente

(1.73)

la cual coincide con la ley de Fourier candnica
El signo negativo nos indica que el flujo de calor va hacia abajo y en el caso
contrario si éste fuera positivo nos indicaria que el fujo de calor ¢s hacia arriba, esta dltima

ecuacion es aplicada para fa primera solucion encontrada de la figura (2.3).

L



13) Por ot parte andlizando ahora ¢l comportamiento del flujo de calor total
de Koecuacion (2 46y al dgual que en el caso antenior cuando tenemos fas mismas

condiciones der >0y zo 00 L ecuacion (2 307 se escribe coi

(1)

J, (00) Kp LT \a
A (0.0) K/ (Senl /1] Q274

en donde se wilizo la ccuacion (2 30)

Aqui cabe destacar que se requicre desarrollar & [y, para lo cual cuando L0 ¢s
posible  hacer aproximaciones sobre fas funciones hiperbdlicas” de tal manera que
Cosh(fiL) = I, mientras que Senh (BiL) = 4L y, por lo tanto, el thijo de calor de la

ecuacion (2.75), es reemplazado por la ley de Fourier candnica.

. T -
. =_K(,_'_*-l 5 (2.75)

la cual coincide con la ley de Fourier candnica, aplicada a la segunda solucion encontrada de
la Figura (2.0)

Por lo anterior, cabe decir que estos dos anilisis proceden al hecho de que si el radio
tiende a infinito, el flujo en la dircecion radial tiende a cero.

Estas ceuaciones (2.73) y (2.75), muestran que no existe flujo de calor en la
direccion radial, sino que fa Gnica componente es a lo largo del ¢je 2. En otras palabras, en la

veeindad del eje de ta cavidad cilindrica el flujo de calor es laminar. No obstante que en la

R



superticie superior la temperatura sea funcion de la variable radial. en ta vecindad del eje ded
sisterna ¢l tlujo de calor tiene uma sala componente

En las ultimas dos graficas se demuestra que si L ¢ implica que solo hay tajo de
calor en la direccion del ¢je del sistema Por lo tanto los efectos de frontera se anulan si hay
una condicion sobre T.,

Por lo tanto fa condicion que se debe tener para obtener ley de Fourier candnica es fa

L
de que — (!
r

C) Si se considera ahora ¢f comportamiento del flujo de ealor de la ecuacion
{2.40) cuando tenemos las condiciones de r—r, y z-»L. Estas condiciones al igual que en
el inciso (A) de esta seccion, corresponden a una regidn cilindrica en fa vecindad det sistema
termodinamico.
Asi. la ecuacion (2.40) se escribe conio

J(rn.L)=Ka(T, -T,)7 (276)

en donde se observa que se wilizo la ecuacion (2.21), y en donde cf flujo de calor en la
superficie superior tiene un valor constante.
Por lo anterior cabe destacar que el flujo de calor solo tiene componente en la

direccion del radio. lo cual significa yue ¢ thijo de calor es ortogonat a la pared del cilindro.
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Resultado que era de esperarse debsdo o que la pared Jaweral constitiye una superficte

Isoferma

Dy De un modo similar. st consideramos i ecuacion (2-16) con las

condiciones de r--r, y z->L. se obtiene

:‘H(T,.L) KuB,Scnh(/i‘l.) 7 277)

en donde al sustituir (2 30), la ecuacion (2.77) se transforma en

J‘ "(r‘“‘L)= Ka(’]‘l 'T:)? (2.78)

fa cual coincide con la solucion de la ecuacion (2.76). Los das Gltimos incisos son casos
especiales cuando se han considerado los valores extremos para la variable ry L.

En el siguiente capitulo replantearemos el problema original y se considerara una
superficic isoterma, cuya distribucion de temperatura sera una aproximacion de la ecuacion
(2.27), a partir de la cual y en forma andloga a la seccion (2.0), se obticne la expresion
analitica para el flujo de calor total dentro del cilindro de la que se analizaran sus
consecuencias; ademds de considerar la asimetria que introduce la combinacion de

condiciones a la frontera.



HI- FLUJO DE CALOR EN SISTEMAS CON SUPERFICIE PARCIALNIEN |F

ISOTEFRNA

3.1 - UN CILINDRO CON TAPA PARCIALMENTE ISOTERMICA.

3.2.- LEY DE FOURIER EN SISTEMAS CON SUPERFICIE ISOTERMA
LA APROXIMACION CUASI-CONSTANTE PARA EL FLUJO DE CALOR
LAMINAR.

3.3.- ANALISIS GRAFICO APROXIMADO PARA UN FLUJO DE CALOR LAMINAR

3.4.-EL EFECTO DE LA DIFERENCIA DE TEMPERATURAS.



V- UN CHANDRO CON TAPA PARCIALMENTE ISOTERMICA

LI objetivo principal de este capitulo consiste en determinar ta forma analitica y
gralica para el Aujo de calor total. en la que se debe considerar una asitetria que introduce
la combinacion de condiciones a lu {rantera, en donde se considera un cilindro con una tapa
parcialmente isotérmica

Para proceder al estudio de este problenta, en ¢l cual se tiene una tapa parcialmente
isatérmica, se retomara la ecuacion bidimensional (2.40) que gobierna ¢l flujo de calar en
donde se requiere modificar las condiciones a la [rantera, y en ¢l caso de una region
isotérmica la  solucion no es umica, pues el problema resulta inconsistente y
sobredeterminado™

Ahora bien, cuando se tiene una tapa parcialmente isotérmica, se supone en forma
ideal que todo el flujo de calor es unidimensional y por lo tanto no existen efectos de
frontera, pero en la realidad esto es contradictorio debido a que los electos de borde 6 de
frontera siempre deberan de existir, ya que hasta el momenta no hay ningin dispositivo.
equipo & maquina en el cual el flujo de calor sea transmitido en una sola direccion con una
region isotérmica sin tomar en cuenta los electos de borde, por lo tanto. para poder
desarrollar el analisis del fujo de calor en una tapa parcialmente isotérmica se deben de
considerar y modificar fas componentes def flujo de calor en las direccionesde 7 y 2

Para llevar a cabo nuestro proposito retomaremos la ecuacion (2.40), como a

continuacion s¢ mucstra



Jiooko (T-T) ™ () Pk B(r 1) YT (wr) s (3 1)

en la cual se analizara por separado cada componente, como se describio en la seccion (2 6)

Por lo tanto las ecuuciones en la direccion de T y Z se escriben como

Joka (T -1) e ™ far) ¥ (32)

y en donde

J, kB (T, -T) e ™) (ar) 7 (3.3)

Para lograr obtener una tapa parcialmente isotérmica en la cual nos determine ¢l flujo
de calor en forma unidimensional sin tomar en cuenta los efectos de frontera, se necesitara
modificar las ecuaciones (3.2) y (3.3), introduciendo una condicion a la frontera la cual nos
anule el flujo de calor en la direccion radial. Para llevar a cabo este proposito necesitamos
que de las funciones de Bessel Ji(aur) tienda a cero y que Jo(ctr) tienda a uno, por lo que esto
se logra tomando en cuenta la siguiente condicion a la frontera en la que si r tiende a c y, al
sustituir en la ecuacion (2.25) deducimos que o tiende a cero por lo tanto las funciones de
Bessel de J, y J, tienden a cero y uno respectivamente, esto es debido a la grafica de la figura
(2.4) explicadu en la seccion (2.3). entonces las ecuaciones (3.2) y (3.3) se escriben de ha

siguiente manera,
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J 0 (3.-)

y como o0, Ja ecuacion (3 3) produce

J, KP(r-T)e ™3 (3.5)

En donde se ve claramente que ¢l flujo de calor en la direccion 7 no existe y todo el
Mujo de calor es en la direccion Z, este analisis predice un flujo unidireccional y no toma en
cuenta la presencia de efectos de frontera

Para resolver el problema en ¢f cual se tendran efectos de fiontera, se introduce Ia
suposicion de escalamiento en donde se considera un cambio de escala en que el radio de un
cilindro supuesto tiende a infinito, come se muestra en la Figura (3.1). De esta forma se
describe analiticamente una regidn central con una variacion de temperatura despreciable en
latapa.

Ahora bien, de la figura (3.1) observamos un cilindro con tapa isotérmica, fa que
definiremos como el radio r' y ia denotamos como la region |, entonces ¢l cilindro que tiende
a infinito esta definido como ef radio 1, y se denota camo la region II, como se muestra cn la
Figura (3.2).

Suponiendo una solucion grafica de las temperaturas con respecto a los radios de la Figura

(3.2), obtenemos una grafica supuesta como se muestra en fa Figura (3.3)
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Figura (3.1) : En esta figura se muestra un cilindro supuesto para poder
encontrar una region parcial o totalmente isotérmica.
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Figura (3.2) : En esta figura se muestra un cilindro supuesto en donde
ro— 0, Y un cilindro interior con una tapa parcialmente
isotérmica.
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Figura (3.3) : Grdfica supuesta en donde se'muestra el comportamiento de la
temperatura con respecto a la variable r cuando se tienen dos
regiones, como se muestra en la figura (3.2).
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v esta iguna se ve que B solucion dada en Ta ecaacion (3 1), solo vene validez en la
region con variacon de temperatura, o sea para toda r'o 1 1, considerando un carrimiento

delorigen ar'. por lo que se deline a

T o-r (30)

I 37

La ecuacion (3.7) garantiza ¢l ajuste de ta solucion en la fronterat 1, la cual lleva a
la solucion en la region I, de la figura (3.2).

La solucion de tas ecuaciones (3.4) y (3.5), solo valen en la region de 0 <r < r". De
aqui deducimos que en la region I tenemos un flujo laminar y, en la region 1l tenemos la
solucion de la ecuacion (3.7).

Habiendo modificado los radios barra de (3 6) y (3.7). la ecuacion (3.1) se escribe

conio

Jp=kd (T,-T,) ™3, (@ F)F+kB (T, -T.)r M S (0 7)Z  paratodar -1 (38)

en donde denotamos esta ltima como fa ecuacion barra y, el parimetro & de (2 25) como
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i (39)

en donde se ve claramente que fue sustituida la ecuacion (3.7).

De una manera similar a la seccion (2.6), se hara un analisis analitico para obtener las
graficas del flujo de calor cuando se mantiene alguna de las variables constante, ya sea tanto
la longitud como el radio

Para llevar a cabo nuestro propdsito, se va a considerar la ecuacion barra (3 8), asi
como las ecuaciones (3.2) y (3.3) que corresponden a cada direccion del sistema
termodindmico.

Primero se verd el flujo de calor en la region 11, o sea en la direccion 7 vy
posteriormente se analizara el flujo en la direccion Z  Viendo el analisis en la direccion T,
se tomara en cuenta la ccuacion (3.2), pero ahora como ¢cuacion barra y se divide entre el
flujo de calor de la ecuacion barra (3.8), entonces la magnitud del flujo de calor se escribe

como

W' PeEnaE|
.| +|d

+ paratodar>t  (3.10)

Por atra parte si los parametros @ y P dados por las ecuaciones (3.9) y (2.48) que a

continuacion se muestran
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« ) (311
L
se sustituye en (3 10) y con un sencillo desarrolto algebraico se transformia en

(312)

en donde se ha supuesto un valar def radiv constante, digamos r;, entonces al simplificar la

notacion definiremos a las funciones de Bessel, de la siguiente manera

LAY (3.13)

y en donde

b @Ry (3.14)

e | R (3.15)

o



endonde A es una constante definida por

1310}

Mientras que para pader interpretar y representar de una forma gritica fa ecuacion
(3 15). procedemos en tomar en cuenta fa siguiente refacion del segundo miembro de dicha

ecuacion y la dejaremos en funcion de r,, la cual se eseribe como

t -1 r para toda nz| 3.17)

donde n deberd tomar valores mayores que | como condicion de esta igualdad dado que de
la figura (3.2), se supone que 1’ es una fraccion de r,, entonces se requiere hacer r'=r, para

obtener una superficie totalmente isotérmica Cuando "n” toma el valor 1, tenemos que r'= 0

y, sigiifica que el flujo es bidimensional y, si n tiende a infinito entonces =1, De aqui

'

deducimos que cuando “n” tome valores mayores que | hasta =, ¥’ s¢ aproximard a r,
Ahora bien. cabe hacer mencion a la siguiente pregunta; jPara que valor de "n’ se puede
considerar una tapa totalmente isotérmica?.

Para responder, debemos analizar cuidadosamente la ecuacion (3.17), ya que cuando

- 1 se tiene r= 0y no es totalmente isotérmica, pero euando n - entonces r' -, y asi

consideramos una tapa totalinente isotérmica.



Finalmente, sustituyendo (3 17) en Ja ecnacion (3 15). se esenbird de la siguiente

manery

o !

:J,‘ HJII.‘ B ! 3
' e

(318)

en donde

- (3.19)

representa el cambio de variable, el cual disminuye a medida gue L se incrementa con
respecto a r, y hemos descrito el flujo en fa region .

De este modo, la ecuacion (3.18), advierte que si la longitud aumenta mucho mas
rapido que ef radio, entonces ¢ tiende a cero y. por lo tanto, la relacion entre ¢l flujo de
calor en la direccion del radio y el flujo de calor total tiende a uno.

La grifica de la ecuacion (3.18), se muestra en Ia Figura (3.4). En la figura se
observa que cuando n — x, tenemos que r’ 1, y se demuestra de la figura (3.2), que se

tendra una tapa totalmente isotérmica.

Ahora bien procediendo de la misma manera en la direcciéon Z, como se hizo
anteriormente con la componente en ¥, se desarrollar un andlisis similar.

De acuerdo a (3.3), pera ahora camo ecuacion barra y dividiéndola entre el flujo de

calor total de la ecuacion barra (3 8), la magnitud del flujo de calor se escribe como

ho

et
v



Flujo radial

0.2
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Figura (3.4): Relacion entre el flujo de calor radial barra y el flujo total batra,

En la figura se observa que cuando n -» o, tenemos que t* <1, y,
significa que el flujo de calor es constante y se tendra una tapa
totalmente isotérmica.

La familia de curvas son descritas por la ecuacion:

N |

=

J,"nl," LY.
N )

n

en donde “n” es el parametro de cada curva que toma los
siguientes valores de ( 1, 2, 5,y 10 ), y tomando como constaite al

pardametro “A”
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Jo F e rp
o l ’ ( )‘ (320
IS R N VS R N
v con un sencillo desarrotlo algebraico la ecuacion (3 20) se transforma en
R (321)

1@ (Y
e ler)

en donde se ha utilizado la relacion para (@), () y (r.-r’) dada por la ccuaciones 3.11) y

(.17

Finalmente la ecuacion (3.21) toma fa forma

M.t !

; i — (3.22)
R RE )

en donde 1a cantidad A se define como una constante, la cual se determina por la ecuacion

(3.16), mientras que

e

(3.23)

i
-
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representa el cambio de variable, el cual aumenta a medida que 1. se inerementa con respecto
a1, y hemos descrito el flujo en la region |

De este modo la ecuacion (3 23), advierte que si el radio sumenta mucho mas rapida

que la longitud, entonces 5 * tiende a cero; de aqui decimos que tendremos flujo laminar
con una tapa isoténuica debido a que r'=r,

T.a grafica de {a ecuacion (3.22), se muestra en la Figuwa (3.5). En ln figura se
abserva que cuando n -» «, se¢ obtiene '= r, y, cuando n=t tendremos a 1'=0, de cstas
anteriores suposiciones obtenemos el andlisis para poder encontrar uma tapa total o
parcialmente isotérmica que nos detine ¢f flujo laminar,

Con el andlisis de (3.17) y considerando yue el radio de la region isotérmica puede
variar dentro del valor del radio de la tapa del cilindro supuesto, se reporta la solucion
analitica de obtener un cilindro con tapa total & parcialmente isotérimica,

La importancia de este tipo de solucion radica en su potencial de aplicaciones
industriales y en procesos de aprovechamiento de energia.

En la siguiente seccion se analizara el problema original y se considera una superficie
isoterma cuya distribucion de temperatura sera una aproximacion de fa ecuacion (2.27), a
partir de la cual, se obticne la expresion analitica para el flujo de calor total dentro del

cilindro en funcion del radio.
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Flujo faminar
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Longitud relativa:  £° = ¥
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Figura (3.5). Relacion entre el flujo de calor azimutal barra y el flujo de calor
total barra. En la figura se observa que cuando “n” toma valores
mayores que 1, va decreciendo la curva, esto indica que el flujo
de calor seria en la direccion del ¢je del cilindro y se tendria que
elr' =r, dela figura (3.2).

La familia de curvas son descritas por la ecuacion:

LV
N tentag)

en donde “n” es el pardmetro de cada curva que toma los
siguientes valores de (1,2,3y 10), y A toma un valor constante
diferente de cero.
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3 2-LEY DE FOURIER EN SISTEMAS CON SUPERFICHE ISOTERMA LA
APROXIMACION CUASECONSTANTE PARA 1L FLUJO DE CALOR

LAMINAR"

El resultado central del tercer capitalo radica en considerar que, si en la superficic
superior del cilindro 1a temperatura es funcidn de la variable radial, entonces dentro de ta
cavidad cilindrica el flujo de calor total estd determinado por la ley generalizada de Fourier
ecuacion (2.42), la que contempla claramente las componentes del tlujo en las direcciones de
ryz

Se va a madificar por un instante el planteamiento del problema inicial descrito en la
seccion (2.3) con el proposito de demostrar que existe una region cilindrica dentro de la
cavidad en la cual el flujo de calor es laminar.

Para determinar el cilculo de una nueva condicion, se considera una cavidad
cilindrica de radio R,. Se supone también, que dentro de la cavidad cilindrica, la distribucion

de temperatura estd dada, de acuerdo a los resultados obtenidos en el primer capitulo, por

A= (T, ~T) ) (@) P +7T, (3.24)

en donde claramente se observa la dependencia radial.
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Ademids, of Nago de calor otal dentro de este sistema, se determing por fa ey
wenetdizadi de Dounier, en Ta que se observa dque las lineas de hajo constituyen un problema
Didinensional. fa cual esta representada por by ecuacion (2 42)

Por el momento el objetive es determinar la condicion bajo fa cual Ta componente
radial de la ley generalizada de Fourier sea proxino 4 cero

Esta condicion se abtiene a partir del comportamiento grifico de la funcion Ji(ar),
en la que se observa para valores del argumento tales que ar<1, se tiene que Li(wr) > 0. Por
lo tanto, para ¢l caso en el que ar<|, Ia contribucion radial al flujo de calor total se anula, y
de esta manera, la ley generalizada de Fourier representa ¢l fujo de calor en la direccion a lo

fargo del cje del sistema, ¢s decir

. I2)-T, _
J ,(Z) =k ﬁ *—I‘T:ﬁ;—- 4

Notese que en ia dltima expresion se ha escrito 7 (z) en lugar de 7 (1), fa razon
estima det mismo hiecho en que para ar<l, la funcidn de Bessel J, tiende a uno y, por lo
tanto, corho resultade de la ecuacion (3.24) se ticne

Hoz)=(T, - T}, (@ r)eP +T, = F(g)=(T,-T,) e+ T, (325)

Se debe hacer hincapi¢ en que la condicion sobre el argumento ar de la uncion de

Bessel J, nos determina la region dentro del cilindro en fa cual el flujo de calor es laminar. La
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base de este argumento radica en las mismas caracteristicas de la condicion. debido a que si

ar<l, entonces

R 2
(-t s TR 3 A
l<<2.405 5 (320)

Por lo tanto, en la region cilindrica de radio r, menor que 2/5 R, ¢l flujo de calar es
laminar, mientras que para radios mayores, el flujo tiene componentes radiales Figura (3.6)

La aproximacion dada por (3.25), muestra ademis, que en la tapa superior del
cilindro de radio r,, la temperatura puede ser considerada como una constante. De esta
mancra, se considera necesario que para obtener el flujo de calor total en una sola direccion,
la temperatura de la tapa superior de la cavidad cilindrica debe permanccer constante a lo
largo de toda la superficie, y de este modo, el problema de conduccion de calor en dos
dimensiones sc transforma en un problema unidimensional.

Finalmente, la aproximacion, que determina la region del flujo laminar dentro del
sistema, la llamaremos aproximacion cuasi-constante.

Ahora se detenninaran cuales serian las condiciones operacionales para un sistema
termodinamico con simetria cilindrica y con tapa superior a temperatura constante.

Con este proposito, resulta evidente que la pared lateral y la tapa superior del
cilindro no deben estar en contacto térinico uno con otro (condicion de aislamicanto). De lo
contrario, existira un gradiente de temperatura entre ellos y por lo tanto un flujo de calor en
la dircccion del gradiente, que en este caso corresponde a la direccion del radio. De esta
manera, liabra una transmision de energia en forma de calor que evitard que cn la tapa

superior la temperatura pennanezca constante.
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Figura (3.6): En la region de radio menor que 2/5R, el flujo de calor ¢s
laminar. Para regiones de radio mayor existen componentes
en las dos direcciones.
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Sin embargo, es posible impedir el contacto térmico a rravés de una pared adiabatica,
de tal manera que Ja tapa superior y fa pared lateral def cilindro se encuentren aislados y, por
lo tanto, evitar el flujo de calor y garantizar que la superficie superior se un isuterma

Es posible que en la practica deba considerarse una pérdida de la energia wransmitida
en ef punto de contacto tapa-superficie fateral del cilindra, debido a que el aistamieno
perfecta no existe

El gradiente generado por dichas pérdidas, puede ser muy grande debido a la
presencia de una diferencia de temperatura en un pequefio anitto muy proximo a la {rontera
de fa superficie lateral. En tal caso, para compensar fas pérdidas, ¢l suministro det
correspondiente flujo de energia sera la condicion necesaria para mantener la superficie
superior a temperatura contante.

Ademis de fa condicion de aislamicnto mencionada antes, se requiere de un
suministro uniforme de calor a lo largo de toda ta tapa superior del cilindro. De esta forma
se evita la dependencia de la temperatura en la direccion del radio.

Bajo estas condiciones, la funcion de distribucion dada por la ecuacién (3.25) se

reduce al caso

)= (T, -T,) ¢ M 4T, @3.27)

en donde claramente se observa la independencia radial.
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La ecuacion (3 27) no debe interpretarse como 1na aproxinmacion matematica sobre
la sohucion, sino como una candicion fisica consecuencia de la constancia de la temperatura
en la superticie

A partir de ta solucion (3.27), podemos representar matemiticamente la variacinn de
la temperatura 7 (2) con respecto a la de fa superficie inferior, tomando en cuenta que para
esta superficic en z 0, de la ccuacion (3 27) se obtiene que la temperatura es To-T3. La

vartacion de la temperatura ja damos por
I(2)-(T,-1,) = (T, - T, )[,-"" - |]-e T, (3.28)

Por utra parte, el flujo de calor total dentro de la cavidad estard determinado por la

ley de Fourier, en donde ¢l operador gradiente actiia sobre (3.28), esto es
Q@)= 4V]T(2)- (7, -T))] (3.29)

Pese a la simetria def sistema termodinamico, el operador gradiente de la ecuacion

(3.29) se cscribe en su forma mas sencilla respecto a la variable z

J.(9)=- k-&(l—i[ﬂ(z)-('l], -T.))z (3.30)
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Con el apovo de (3 28), 1a refacion (3.30) se transtorma en

Ji(z)= kP AT =T )et ERIN

Utilizando el resultado de la relacién (3.28) se tiene

I-T, R A (332)

Finalmente, si se introduce el valor de (3.32) en la ecuacion (3.31). obtenemos el

flujo de calor total en cualquier punto dentro de la cavidad cilindrica

Y (333)

Este resultado indica que las lingas de flujo calorifico tienen una sola direccion y es a
lo largo del eje del cilindro. En contra punto a! considerar que, si la temperatura de la
superficie superior depende de! radio, entonces el flujo de calor total es a lo largo de tas dos
direcciones.

Como en esta superficie la temperatura permanece constante, las lineas de flujo son
paralelos al ¢je del sistema y entonces dentro de la cavidad cilindrica el flujo de calor es

laminar,

n
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Lin la siguiente secaion se analizara de una manera grafica, la longitud critica que se

debe obtener para un cilindro con una superlicie parcialmente isotérmica

33 - ANALISIS GRAFICO APROXIMADO PARA UN FLUJO DE CALOR LAMINAR

En esta seccion se analizara de una manera grifica la longitud critica que se debe
tener para un cilindro con flujo de calor laminar, o sea con una superficie parcialmente
isotérmica.

Al igual que en la seccidn (3.2), en la cual se obtuvo un radio critico para determinar
un flujo de calor laminar, se procederd a determinar una fongitud critica aproximada por
medio de un analisis gratico.

Para llevar a cabo dicho objetivo de interés, se reconsidera la ecuacion (3.22) camo a

contimacion se muestra

]

W
DI renR(E )

(3.22)

en donde la variable & csta representada por fa ecuacion (3.23), como se muestra
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Sin embargo, para poder mantener el radio constante y vanar b longitud se procede abora a

denotar la ecuacion (3 23) como

5 (3 34)
en donde
of ! (135)
L o
Ja cual, al sustituirla en la ecuacion (3.22), s¢ obtiene que
2
. l ,
(3.36)

2
+

LN i !

:

De este modo, la grafica de la ecuacion (3.36), se muestra en la figura (3.6). En la
figura se observa de la primera curva, que cuando n =1 se tiene que esta curva tiende a un
valor asintotico aproximadamente cuando § toma ¢l valor de 9, ya que al sustituir este valor

enla ecuacién (3.35) se tiene la expresion

3L (3.37)

£ TESIS MO DESE
R OBE LA DiRLiOrECA
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Figura (3.7): Relacion entre el flujo de calor azimutal barra y el flujo de calor
total barra. Eu la figura se observa que cuando la curva tiende a
un valor asintdtico, se obtiene una relacion de la longitud critica
que debemos tener para obtener un flujo laminar.

La familia de curvas son descritas por la ecuacion:

W
NN I+||‘A(.l'" ]
o’

en donde “n” es el parametro de cada curva que toma los
siguientes valores de (1,2, 3y 5), y A toma un valor constante
diferente de cero.
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por lo cual, de esta relacion se concluye que para tener un tlgju faminar que lependa de
longitud critica. se deberd tener un radio mucho mas grande que la langitud

De igual manera. este analisis se puede hacer para cada curva, ya que cuando cada
curvy tienda a un valor asintético, se eneontrard una ¢ aproximada y al sustituir este vator
en la ecuacion (3.35), se encontrard la longitud critica aproximada e se necesita, para un
flujo de calor laminar cuando se tenga un valor de radio constante, ¢l cual sera n veces
mayor que dicha longitud.

Enla siguiente seccion se hara el andlists analitico para encontrar una longitud critica

que determine el flujo laminar

3.4.- EL EFECTO DE LA DIFERENCIA DE TEMPERATURAS.

El objetivo principal de esta seccion consiste en obtener una expresioi que determine
1a longitud critica, la cual se desea considerar para un flujo laminar.

Al igual que en la seccion (3.2), en la cual se obtuvo un radio critico para determinar
un flujo de calor laminar, se procederd a determinar una longitud critica de una forma
analitica para dicho flujo. Para poder llevar a cabo el objetivo de interés, se considera y

analiza el efecto de la constante “A” de la ecuacion (2.63), comno a continuacion se muestra

A= "1—% (338)
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en donde o DTyt estan denotadas por las ecuaciones {260), (261) y (2 25)
respectivamente v, C s el Tactor de intensidad denotado por L ccuacion (219) Como
" toma valores negativos podemos decir como hipotesis que esto es contadictono,

entonees por la tormula de

(Ina)’ = (In Ij (339)
A

podemos representar a la ecuacion (3.38) de la siguiente manera

(3.40)

en donde tenemos que 0<A<I, lo cual implica que la diferencia de temperaturas del

argumento del logaritmo debe ser de la siguiente manera

T -T1:>T,- Tz (3.41)

en donde, T, > T,; entonces tomando en consideracion esta dependencia de temperaturas

podemos hacer niencion a lo siguiente. Si tomamos en consideracion fa ecuacion (2 67), la

cual es la que nos determina el flujo en la direccidn laminar definida por
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en donde al darle valores muy pequenios a fa ecuacion (3 +40), podemos deducir que ef Hujo
en la direccion al gje del citindro no va a depender de una tongitud dada, sino mas bien, pata
valores muy pequefios de “A”, siempre se tendra tHujo laminar en el mds minimo incremento
de la superticie superior.

L.a grafica de fa ecuacion (3.42), se muestra en la Figura (3.8) En la figura se
observa como para valores muy pequeiios de "A” ¢l flujo de cator siempre permanecera y
sera laminar en la mas minima porcion de la tapa superior. tomando ea consideracian que el
flujo se transmite por la parte superior.

En resumen, para poder encontrar un flujo laminar que dependa de una longitud
dada. es necesario tener un sistema completamente adiabatico entre la tapa de la superticie
superior y las paredes del cilindro, ya que aqui es donde existe un gradiente de temperatura y
es en donde se pierde una cantidad de calor. Es decir, la presencia de un gradiente de
temperatura aisla fa tapa isdterna de las condiciones a la frontera.

Existen otros factores por los cuales no se puede encontrar an flujo de calor laminar
que dependa de una longitud dada, como por cjemplo; los efectos de frontera o de borde, ya
que estos son un factor importante, por el cual no se de una longitud especifica que nos
determine dicho flujo, sino mas bien el flujo laminar va a depender de la diferencia de

temperaturas como se describio en esta seccion.
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Flujo relativo
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Figura (3.8)
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Para valores muy pequenos de “A”, el lujo de calor laminar
permanecerd en la mds minima porcion de la tapa superior y,
no dependera de una longitud dada.

La familia de curvas son descritas por la ecuacion:

M.J l

W A)

en donde “A” es ¢l parametro que define cada curva que loma
los siguiente valores de ( 1, 0.1, 0.01,0.001, y 0.0001, ).



V.- ALGUNAS APLICACIONES DEL FLUIO DIE CALOR

4.1 - EL. MOTOR ENDOTERMICO.

4.1.1 - RENDIMIENTOQ DEL FLUIO DE CALOR DE UN PISTON CON SUPERFICIT:

PARCIALMENTE ISOTERMA

4 2.- UN PIRANOMETRO DE CAVIDAD VARIABLE.



4= ELMOTOR ENDOTERMIECO

Como se sabe, la necesidad ¢ inquietud del bambre por transtormar y aprovechar ¢l
calor u otras formas de energia en trabajo. lo ha Hevada a fa concepeion v creacion de
diferentes maquinas térmicas que operan bajo ciertos ciclos termodindmicos. asi tambien ¢l
deseo de obtener bajas temperaturas en otros sistemas, lo ha llevado a la creacion de
diferentes ciclos de refrigeracion

Dentro del motor endotérmico ¢f cual para of objeto de estudio, se anatizari el pistan
cuyo encendido es por chispa, y son Jos motores de gasoling de 2 - tiempos que operan
bajo ¢l ciclo Otto

De los procesos que se requicren para of movimiento del piston, de los cuales se
denominan carreras se analizardn el proceso de ignicion y el de la carrera de expansion, que
son los dos en los cuales se provoca la combustion y s¢ genera una presion y temperatura
muy clevadas.

En la ignicion mediante una chispa cléctrica se provoea 1t combustion rapida de la
mezcla caliente, o sea vapor de gasolina v aire. El piston no se mueve durante este proceso

En la carrera de expansion, los productos calientes de fa combustion se expanden y
empujan el piston hacia abajo, experimentando asi una caida de presion y temperatura
Durante esta carrera el piston reatiza trabajo y en ella también se producen rozamiento,

aceleracion y conduccion de cator.



Las temperaturas deb gas durante L combustion de Ly mezely pueden alcaniz los
2000°C y permanccer tan altas como 800°C durante ly carvera de escape. como seve en
Figura (4 )"

La temperatura inicial de combustion, que flega a 2000°C. ¢s bastante superior al
punto de fusion de los materiales usadas en la construccian del motor, par cjemplo, ¢l
aliminiv se derrite a 700°C aproximadamente y el acero a unos HOUC. tncluso si las
lemperaturas se mdntuvieran abajo de estos puntos de fusion, Ja expansion o distorsion
causaria costoses daitos Ademds una parte del calor producido es trasmitido a fa pared del
cilindro, al piston, a la cabeza y a las valvulas

A titdo orientativo se indican las limites dentro de los cuales han de wantenerse sus
temperaturas.

Pared del cilindro.- La temperatura naxima aconsejable para el interior de la pared es del
orden de entre 150y 200°C.

Piston - La temperatura en of punto mas caliente, es decir, en el centro de fa superlicie o
cabeza det piston, puede alcanzar los 300°C. La refrigeracion en la mayor parte de los casos
se produce por conduccion de cafor a la pared del cilindro y de esta al fluido refrigerante.
Pared de f. camara de combustion - La temperatura sobre la superficie intevior en las zonas
mas calientes es del orden de los 250°C. Dentro de este limite se consigue asegurar una
eficaz extraccion de calor de las asientas de las valvulas y de la bujia, y un correcta
desarrollo del ciclo termico del motor. Es importante oblener una cierta uniformidad de
temperatura para evitar fa formacion de puntos calientes que pueden dar lugar a anonalias

de funcionamiento (pre-encendido v detonacion).
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combustion aprox dv
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finab de la carrera de
potenciiy 1200°C

7273

.
C

Figura (4.1) : Temperaturas del gas durante (1) Ja carrera de admision, (2) el
inicio de la carrera de potencia, (3) el final de la carrera de
potencia, () fa carrera de escape.
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Valvula de escape - Con fos materiales empleados notmalmente Ly temperatura nuani
admisible es de entre 700y 750°C, & temperatura superiores i resistencia mecanica y a la
corrosion s¢ reducen de manera imponente L refiigeracion se prodace anicamente por
conduccion desde la valvala al asienta y a la guia y de éstas al refrigerante

Del balance termico resulta que el calor extraida en conjunto por el sistema de
refrigeracion varia del 20 al 30% de calor total desarrollado por la combustion, seyan el
diseflo. las dimensiones y fas condiciones de uso del motor'

En la siguiente seccidn veremos mis detalladamente para que nos sirve el analisis que
se esta haciendo sobre el piston y se verd una aplicacion supuesta para encontrar un radio

con una superficie parcialmente isotérntica.

4.1.1.- RENDIMIENTOQ DEL FLUJO DE CALOR DE UN PISTON CON SUPERFICIE

PARCIALMENTE ISOTERMICA.

Para poder tratar las secciones de los capitulos anteriores y al aplicarlas en esta
seccion. se procede a analizar ¢l piston el cual realiza varias funciones importantes. Una de
ellas y Ta que mas nos importa en la aplicacion debido a su forma cilindrica es la de conducir
eficientemente el calor y el flujo que se dispersa durante dicha cabeza del pistén, como se ve
en la Figura (4.2).

Los motores de encendido por chispa estan casi generalmente hechos de una sola

pieza y la cabeza del piston, puede ser de superlicie plana, convexa o concava,

bt
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§

Figura (4.2) : Ensamble de piston en el interior del cilindro.
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Para proceder a dicho analisis y obtener una superticie parcialiviente sateriiva, s
como una muy buena eficiencia de fa distribucion del flujo de calor en e piston se procedera
a caleutar fa v, como se muestra en fa Figura (4 3). con lo cual se fornmla by signiente
pregunta (Cudl es ka1 que debe tener un citindro para tener un porcentaje ("o} de tjo de
calor en la direccion azimutal?.

Para responder a esta pregunta se proponen las siguientes formulits, las cuales se
utilizaran para definir a un cilindro. Como se sabe ¢f area total def cilindro es definida por

;
Armry” 4
y el drea con respecto a la superficie parcialmente isotérmica es

A=mrt? (42)

entances definiremos el factor del flujo de calor (F) como

F= o S (43)

en donde J'r es el flujo de calor incidente total mediante ef cual la superticie superior del

piston es calentada uniformemente y sus unidades corresponden en el sistema internacional a

Y0



Temperatura de Ja cabeza que
anda entre Jus 1303 200°C

.

—

XoO RERRAAR

AN

Figura (4.3) : Piston con temperatura y dimensiones para el caleulo de la ', con
una superlicie parcialmente isolérmica
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(Kcalomrhr) y. F esta definido coma se menciono al final de Iy seccion antenon ente 0 2y
0.3 de flujo de calor debido al balance sérmico de calor extrado por el retiigerante
PPor otra parte ¢l porcentaje de calor extraido queda detinido por

PR SN T (1)

Para poder simplificar la notacion. se sustimye (4 1) y (4.2) en la ecnacion (4 3). en

donde con un sencillo desarrollo algebraico ¢l factor del tlujo de calor se eseribe como

| (4.5)

de esta altima ecuacion se ve que ¢l flujo de calor es visto y analizado por la parte de afuera
del piston. Ahora bien despejaremos de la ccuacion (4.5) la r* que se necesitard para

encontrar una superticie parcialmente isotérmica, y se escribe como

Pt VI (4.6)
Por 1o fanto con esta Gltima relacion hemas podido responder a la pregunta

formulada al principio. Ahora pasaremos a citleular la r” que se necesita para obtener ¢l % de

flujo de calar en la direccion Z
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Suponiendo que ef radio (r.)' del pision es de 4 15emy Fes de 03, al sustituir estos
valores en la ccuacion (46). tepemos que r 2 27em v es o radio necesario para el flujo de
vitlor en by direccion azinutal. comio se muestra en la Figura (1 3)

Es iportante observar que con este calento se puede deducir que cuando 1 1, se

tiene que todo of fujo de calor seri dirigido en la direccion z, 0 sea J,/ = J,
Ahora bien para continuar amalizando el piston y encontrar un Dujo que dependa de
una tongind dada, es necesariv supaner y formular la siguiente pregunta ;Cual es la
dependencia del % de transmision con respecto a la longitad 1.9
Para contestar esta pregunta cs necesaria suponer y restringir fas siguientes formulas,

como se sabe de la seecion (3.1, e fHujo de calor laminar es denotado por la ecuacion (3 §)

como se muestra
JoOokp (T -T)e" 2 para toda r <1 CN))
y el flujo de calor incidente total es denotado por

Jy kA (T, -T) e ()7 ek B (1 -T,) e ™I (@)% paratodar (18

entonces de la ecuacion (2.48), denotamos a la tongitud en funcion de las temperaturas

como se muesira en !a ecuacion siguienie

Yyl



3 49
/l 44

en donde “C™ es ¢l factor de intensidad y esta deserito por L ecuacion (249) y debera tomar
valores negativos.
Por otra parte el factor del fijo de calor ahora esta denotado par la siguiente

ecuacion.

poddd (4.10)
Ry |

y ab sustituir las ecuaciones (4.7) y (4.8) en la ecuacian (4.10), y con una simplificacion

obtendremos lo siguiente

. s
R RV EREERY.

(4.11)

al dividir esta ultima ecuacion por B y, sustituyendo los valores de o y B de las ecuaciones

(2.9) y (4.9) respectivamente se obticne lo siguiente

I

F T ~ e eyt
J'Gf) (é) 1 (@r) +1,0@n) +1

“.12)
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esta ultima relacion indica yue el ujo de calor ha sido analizado y visto por la parte de
adentro del cilindro o piston, ya que ¢l porcentaje de transmision solo puede analizarse de
esta forma y ademas dicho poreentaje depende en cierto modo de las temperaturas que estan
involicradas en el tactor de intensidad (€) como se vio en la seccion (3 4), es por eso que la

ecuacion (4.12) queda descrita de esta forma y responde a la segunda pregunta formulada
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4 2 UN PIRANOMETRO DEECAVIDAD VARIAUBE

Desde la aparicion del primer transductor termoeléetrico en la medicion de la
radiacion solar, se ha considerado que tamo 1 intensidad de temperatra y la constante de
tiempo representan parametros canstantes ¢n una termopila, sin que existiera una relacion
matemalica entre ellos

Iiste hecho no es de extradarse si se toma en cuema que los transductores
termoeléctricos  antes  empleados, consistian de  elementas  extemadamente  masivis,
aciéndolos Lotatimente insensibles a pequefias variaciones Sin embargo, la experiencia con
este mievo tipo de termopares muestran que ambos parametros dependen del tamaiia de la
cavidad sobre la cual esta montado el transductar termuweléetrica o termopila,

1 arreglo experimental empleado en la Figura (4.4). EI cual consiste de un
transductor termocléctrico de simetria radial formada por 25 pares termoeléetricas hechos a
base de semiconductores, los cuales estan montados sobre un substrato de mica El
transductor s¢ coloca dentro de un hemisferio de vidrio. con las uniones frias en contacto
térmico con la masa del aparato, y las uniones calientes sobre una cavidad de lougitud
variable que se encuentra fiena de aire

La cavidad se encuentra delimitada en ¢l fondo por medio de un piston plano con
cuerda que tiene un eje el cual esta sujeto al aparato por la parte inferior, permitiendo de
esta forma que al ser rolada la parte externa del instrumento, cl piston suba o buje

dependiendo del sentido que se fe gire. Por atra parte, el piston no esta dispuesto a rotar por

Y6
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Figura (4.4) : Piston de un Piranometro de longitud variable, el cual sirve para
encomtrar la relacion entre la temperatura y dicha longitud.
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st misino, debido al apuste entallado de Lo cierda y al hueco de seccion iecta de b e
media del dispusitivo, que permite el moviniento de rotacion y desplazamienio avil

Ahora bien pava poder encontrn una velacion entre ta temperatain v by cavidad ded
piston, se toma e cuehta fas condiciones a iy fontera que se Henen e ke secaon (2 -5
aplicando estas condicinnes al piston de Ty figura (L), puestra figina nos queda de
siguicale manera, coma se muaestra en fa Figura (4.5)

Procediendo al andlisis de este problenta se retoma (2.47), como se muestri

- : . Jur) . o cosh(P,z)
=k ) 2)-T, e LY R b 413
Ji(nz)=k 7 (r2)-T | J“((”)t . scnh(ﬂ,.l.)/ (41%)

que cs Ja solucion cuando se tienen estas condiciones a la frontera de la figura (2.4). I esta
ecuacion se verd ¢l comportamiento del flujo de calor total cuando el 1->0 v 2-o1., y estas

condiciones corresponden a una region cilindvica en Ja vecindad del cje del piston. Asi, la

ccuacion (4.13), se transforma en

T i) =k AT (o) )

senh(p, 1) @19

en donde A (0,1} =T1:-T, es la diferencia de temperatura por lo cual al despejarla y eon un

sencillo desarrollo algebraico la maguitud del flujo de calor, ecuacion {4.14) se transforma

en
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G Fanh (FIL)y N Il 1 1%)

en donde G es una constante definida por

ol
G - k/} {1 16)
mientras que
H=f, {417

y representa ef pardmetro de cada curva del experimento.

Los valores de G y H se muestran en la Tabla 1 De esta manera Ja ecuacion (4.15),
es la que nos especifica la relacion entre la temperatura y fa cavidad del piston.

La grafica de la ecuacion (4.15) con los datos experimentales ajustados s muestran
en fas Figuras (4.6) y (4.7), en donde tenemos los valores de la fongitud en metros y en
milimetros

En estas grificas s¢ ve que mientras mayor sca Ja constante G definida por la
ccuacion (4.16) como se muestra en Ta Tabla 1, menor serd su conductividad k, entonces de
dicha tabla se observa que la curva t de a figura (4.6), tiene mucho mayor conductividad.

Ahora bien otra forma de ver esta relacion de la temperatura con la longitud de ia

cavidad del pistan, es normalizando y ajustando fos datos experimentales
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Figura (4.5) : Latemperatura de la superficie superior del piston varla como
funcion del radio, mientras que en la pared lateral y la parte
inferior pennanecen a temperaturas constantes.
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Figura (4.6) : En esta figura se muestra el comportamiento experimental de la
intensidad de temperatura A7) (L) en funcién de la longitud dc Ia

cavidad del piston en metros. La curva sc obtiene con la siguicnte
ecuacion

A 7, =G Tanh(HL)

en donde H es igual a , y toma un valor diferente para cada curva,
y G es un valor constante asintdtico para cada valor de .
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Figura (4.7) : En esta figura se muestra el comportamiento experimental de la
intensidad de temperatura A7, (L) en funcion de la longitud de la
cavidad del piston en milimetros. La curva se obtiene ajustando los
valores experimentales con la siguiente ecuacion

A Jy =G Tanh(HL)

en donde H es igual a B, y tomna un valor diferente para cada curva,
y G cs un valor constante asintdtico para cada valor de H.
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CURVAS G H OxH
1 205.591 0.000792 0233

2 277038 0.000819 0.226

3 128.439 0.001092 0.14
TERMOPAR1 64.772 0.28688 18.58
TERMOPAR2 39.176 0.18958 7.43

TABLA I: En donde se ven los valores de G y H que muestran ¢l valor

del flujo de calor.
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De Jas graficas que apaieeen en las Figuras (3 8) y (49), se puede ver que existe un
valor maxima asintotico para la temperatura, va que ambas son expresadas en funcion de fa

longitud de la cavidad del piston Se puede comprobar que ambas graticas son de la forma
b gl
ALy e (-} 18)

donde H es una constante para cada una de las curvas definida por la ecuacion (4 17), de
este moda, para cada valor de la longitud de Ja cavidad empleado existe un valor para la
diferencia de temperaturas A 7(L)"*

Dado que la solucion de la ecuacion (4.18) es una aproximacion de la ecuacion
(4.15), se puede decir que para longitudes muy pequelas de este experimento. ambas
ccuaciones son una solucion aproximada. Y para las condiciones a la frontera que se tienen
en cl piston, estas ecuaciones (4.15) y (4.18) son las soluciones ajustadas para las pequefias
variaciones de longitud de la cavidad del piston.

Abwra bien, para poder justificar lo mencionado anterivrmente se hace la siguiente
relacion de la Tanh con la Exponencial, en la cual se muestra la aproximacion que existe

entre ambas como a comtinuacion se muestra.

' e;n. _c./ﬂ. c/u “ _c-:m.)
Fanh L = e = T e (4.19)

en donde al desarrollar tenemos que
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Figura (4.8) : En esta grifica se muestra la relacion entre la temperatura y la
longitud de la cavidad. La curva se obtiene wjustando y
normalizando los valores experimentales con la ecuacion

AT (L) = 1-exp™™

en donde H es una constante para cada curva y la longitud se
encuentra en metros
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Figura (4.9) : En esta grafica se muestra la relacion entre la temperatura y 1a longitud
de fa cavidad. La curva se obtienc gjustando y normalizando los
valores experimentales con la ecuacion

AT (L) texp™

en donde H es una constante definida para cada curva y Ia longitud se
encuientra en milimetros,
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] ,
Tanh . N I-¢1) (-1 20)

esta ultima relacion es la aproximacion del ajuste que se lnzo con las figuras (1 8) y (4 9) v
es la justificacion de dichas graficas.

Finalmente, se observa en esta aplicacion yue no es facil tratar de obtener y caleular
un flujo de cator faminar, ya que se requiere de un equipo sofisticado y nuy especial que nos
permita caleular y ver dicho flujo de cator. Los datos experimentales fueron obtenidos a base
de un Piranémetro especial con superficie totalmente isotérmica y de aqui se vio que o es
sencilto obtener este flujo en direccion azimutal sin que afecten tas bordes del sistema Sin
embargo se logro mostrar como se comporta este flujo dentro de un cilindro con cavidad

variable
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RIEESUMEN

Resumiendo. se puede considerar de este trabajo los siguientes puntas importantes

que & continuacion se denotan.

I - Bajo ciertas condiciones a la frontera de un estado estacionitrio como se ticae en
la seccion 2 3. se encontro la funcion de distribucion de temperatura en cuitlquier punto
denro del cilindro, 1a cual se expresa en términos de las dimensiones geométricas del

sistema. Esta luncion de distribucion de temperatura esta descrita por la ccuacion (2.27)

Irz)= (T, -T) ), (o e 4T, @21

en donde. con las mismas condiciones a la frontera del sistema se describio el llujo de calor
transmitido en forma explicita a través del cilindro; la ecuacion que nos describe el flujo de

calor ¢s denotado por

3 ke (1, -T) e ™) (e ) Tk B (T -T)e ™) (ar) 2 (240)

"

Al mismo tiempo si fas condiciones a la frontera se modifican como en fa seccidn 2.4,

la distribucion de temperatura es
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bl I (cer)senh(f .2)« 1 (232)

Plr gy . It
(r2) senh(p},1.)

y ¢l llujo de calor total con dichas condiciones a la fromera se dennto como

Jyi(rz)=ka B, senh(B,z)J () 7 kB, B, cosh(P,2) ), (r) 7 (247

en donde tanto la ecuacion (2.40), como esta Gltima tienen como limite a la ley de Fourier

canonica si r y 2 tienden a cero respectivaniente, como se analizo en la seccion 2.7,
2.- Para el caso de una region parcialmiente isotérmica se encontrd 2 regiones que se

comportan de manera diferente, para la parte isotérmica el flujo de cator ocurre solo en fa

dircccion azimutal, descrito por ta ecuacion (3.5)
J,=kB (T,-T.) e paratoda r<r (3.5)
para la region que no es isotérmica el flujo de calor esta descrito por la ccuacion (3.8)

Joo ki (T -T) eI (@F) TR (T, R M (W) 2 paratodar> e (38)

donde ' separa las dos regiones isotérmicas y no isotérmicas. L.a dltima relacion es denotada

por la ecuacion barra debido a fas modificaciones de las condiciones a la frontera en r=r
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Los Qujos de calor tanto radial como faminas en fas regiones descritas antes tienen un

comportamiento, cunio se observa en las Figuras (3 3) y (3 )

3 - Otra manera que se hizo para analizar v obtener un tlujo calorifico en una sola
direceian con una tapa isotérmica. fue la de hacer un andlisis grafico y encontrar una relacion
matematica que involucrara una longitud critica apraximada en funcion de un radio dado,

como se muestra en la Figura (3.6)

4 - Si fos parametros r, y L se consideran como variables de estado, entonces fas
ecuacianes (2.40) y (2.47). nas detertinan analiticamente el comportamicnto del flujo de
calor para los casos de las fronteras variables Ademds, se determinan las condiciones bajo
las cuales el flujo de calor en dos direcciones se reduce a un flujo laminar, como un ¢aso

limite en el que no hay componente radial,

5 - Como aplicaciones del presente trabajo para observar su potencial en el analisis
de sistemas y dispositivos, se consideran dos casos particulares’

Primera, se analizo y encontré el rendimiento del flujo de calor en una superficie

parcialmente isotérmica, la cual se denota por la siguiente ecuacion

% Fx100 (4.4
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endonde F es ¢l factor del flujo de calor, y es denotado en relacion de los radios t vt dean
cilindro maestro supuesto. Fsta Fes deserita por 2 ectracianes como a continuacion e

muestran

P (45)

o hien por la siguiente relacion

F (4.12)
(;f-_‘--;;] (?) Wiar) vii@n +

en donde la ecuacion (4.5) describe un flujo calorifico visto a partir de como se distribuye el
flujo incidente y a ecuacion (4.12) nos describi6 la relacion de los flujos en las dos regiones,
isotérmica y no isotérmica,

Estas ecuaciones muestran et porcentaje de transmision de calor, dependiendo como
se analice el sistema.

Finalmente, en la segunda aplicacion se vio el comportamiento de las curvas
experimentales de la intensidad de temperatura de un Piranometro con cavidad de longitud

variable, estas curvas estan desciitas por las siguientes ecuaciones

G Tanh (FIL) = A(L) (4.13)



ANy e (4 18)

Estas ecuaciones muestran que la dependencia es lineal respecto a L, cuando 1.
tiende a cero, y explica la carvatura asintotica por medio del efecto de frontera cuando L
tiende a infinito

Cabe mencionar que como la distribucion de temperatura es constante a lo largo de
toda la superficie de la termopila. entonces el fiwjo de calor es laminar dentro de la cavidad
cilindrica Por lo A 7y, se duseribe solu por la dependencia de fa longitud, como se wuestra
en las ecuaciones anteriores. Es preciso sefialar que de acuerdo a las caracteristicas de las
condiciones a la frontera que presenta el Pirandmetro, éste se compara con el sistema que se

describe y analiza en la scccion 2 4

"
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CONCLUSIONES

Como un hecho de este trabajo fue la de encontrar una eeuacion de transterencia de
calor que describiera tanto la distribucian de temperatura 7(r,z) como ¢l flyjo de calor Jy,
en un sistema cilindrico cuando se tienen diterentes condiciones a la frontera Ademis esias
ecuaciones de transferencia de calor involucraran los parametros geomiétricos del sistema
como son el radio y la longitud, los cuales nos definiernn las variaciones de distribucion de
temperatura y del flujo calorifico.

De este trabajo se logro ver la importancia de las fronteras variables que modificaron
la distribucion de temperatura y el flujo calorifico cuando se tienen diferentes casos
extremos.

Otro aspecto interesante logrado en este trabajo fue al analizar un cilindro con una
tapa parcialmente isoténnica, y se logro obtener un flujo de calor en la dir_cccién azimutal en
base a un supuesto cilindro cvando su radio de éste tendia a infinito. De esta forma se
describio analiticamente una region con una variacion de temperatura despreciable. Con esta
hiptesis y habiendo considerado que el radio de la region isotérmica puede variar dentro del
valor del radio de la tapa de! cilindro, s¢ encontré la solucion del problema planteado, al
flyjo de calor de una tapa parcialmente isotérmica. Analisis al parecer nuevo, pues no se
encontrd ningun comentario a este respecto en la literatura analizada.

Otro punto importante, fue la de haber descrito el flujp de calor total por la

superficie superior del cifindro con una tapa parcialmente isotérmica, en la cual se encontra

1%



nmit rebeaos analitica que noy detenmiro hista que punto de T longitud se puede considerar
flgo Jamnmar. v estose oo en bise ©unmetodo wrafico

Easmporise ia de este tipo de soluciones radica en su potencial de aplicaciones v en
processts de aprovechamiento de encigia. coma altos hoinos. calderas. calentadores,
ictrigeradores y cambiadores de cator Iy un heeha que para lograr un maximo de energia
gue se trasmite en cualquier sistema va a depender principalmente de an buen disefio, como
es ol naterial, dimensiones,  prucbas mecanicas v construccion de las propredades
geométricas del sistema, que posteriormente s¢ desarrollard en otro proyeeto  de
mvestigacion para obtener un prototipo para fa aplicacion real considerando fa teoria pura de
este trabajo.

Por tltima se puede mencionar de la primera aplicacion. que se obtuva una supetlicie
parcialmente isotérmica en hase a un radio critico para obtener un {lujo laminar, pera se
deseribio que dicha superficie iba a depender especificamente de las dimensiones.
temperaturas y una muy buena relacion de cambustion.

Finalmente. se encontro que para ¢l caso de un Piranometro de longitud variable. la
tensidad de temperatura depende de la longitud del sistema, de acuerdo a resultados

obtenidos tearicamente en este trabajo
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