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INTRODU('CION 

Este trabajo esta enfocado hacia el análisis de la transferencia de calo, dentro de un 

sistema con propiedades de simetría cilíndrica, a lo largo del cual existe transporte Je 

energía calorifica. 

análisis metódico para el mejor diseño de los sistemas de transferencia de calor, 

dará como resultado un mínimo de pérdidas de energía y proporcionará la garantía para el 

ahorro energético 

La importancia de un análisis de este tipo radica en que hay muchos dispositivos 

industriales en los que puede ser de utilidad un mejor entendimiento de la dinámica del flujo 

de calor. 

El conocimiento de la transferencia de calor en dispositivos de uso industrial y la 

necesidad para analizar cuantitativamente problemas que involucren este proceso, se ha 

incrementado en nuestros días, tanto como la tecnología moderna se ha vuelto cada vez más 

compleja. Esto es debido a que en gran mayoría, los procesos de ciencia e ingeniería 

involucran intercambio de energía a través del flujo de calor. Por ejemplo, el diseño de las 

máquinas de combustión interna requiere de un completo entendimiento de la transferencia 

de calor y por lo tanto de un detallado análisis de los procesos de combustión, transferencia 

y enfriamiento 

Desde el punto de vista de ingeniería, la determinación de la cantidad y la rapidez de 

transferencia de calor sujeta a una diferencia de temperatura dada, constituye el problema 



principal ron el objeto de estimar el costo, la Úrcribilidad y el tamaño de equipo necesario 

para transferir una cantidad de calor en un tiempo dado. se debe primero reatilar un analisis 

detallado de la transferencia de calor dentro del sistema l.as dimensiones de calderas. 

calentadores, reffigeradores y cambiadores de calor, dependen no solamente de la cantidad 

de calor que deba ser transmitida, sino también, de la rapidez con que deba transferirse el 

calor bajo las condiciones de frontera sobre el diseño del sistema en particular 

Para este propósito, el trabajo se divide fundamentalmente en tres capítulos. 

El tratamiento del análisis inicia en el capitulo II. En donde se considera un sistema 

caracterizado por su simetría cilíndrica. 

La función de distribución de temperatura :7(r,z.t) en las coordenadas (r,z,t) dentro 

del sistema, se obtiene a partir de la ecuación de difusión, una vez que las condiciones a la 

frontera han sido establecidas. La distribución de temperatura es una función de los 

parámetros a y 13, los cuales contienen la información sobre las dimensiones geométricas y 

de los valores iniciales de la temperatura del sistema. 

Es importante señalar que las condiciones a la frontera de las secciones 2 3 y 2.1 se 

han escogido con toda intención debido a que corresponden a casos reales, los cuales con 

mayor frecuencia se encuentran en la práctica. 

En la sección 2.5 se utiliza la función de distribución de temperatura en la Ley de 

Fourier para obtener el flujo de calor total dentro del sistema. 

El flujo de calor total es una función de la distribución de temperatura .9 y de las 

coordenadas r y z del sistema. En este caso hemos considerado que las cantidades cx y ís 
representan parámetros fijos. Bajo estas condiciones se obtiene la ecuación generalizada de 
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Fourier que ¡nuestra las modificaciones a la conocida ley de Fi.niricr debido a la presencia (le 

las fronteras 

A partir de la ley generalizada de Fourier se analizan diversos casos que nniesiran el 

comportamiento del flujo de calor en las vecindades de las fronteras 

Por otra parte, la variante en la sección 2 6 y 2.7 consiste en que el flujo de calor con 

fronteras variables es equivalente a considerar a y como variables de estado. 

En estas secciones se analizan el comportamiento del flujo de calor tanto radial como 

relativo; asi como el análisis cuando se considera alguna de las variables constante. 

Ahora bien, el capítulo III consiste en determinar el flujo de calor en un cilindro con 

tapa parcialmente isotérmica, en donde para resolver este problema se introduce la 

suposición en la cual se considera un cambio de escala en donde el radio de un cilindro 

supuesto tiende a infinito. De este forma se describe analiticamente una región con una 

variación de temperatura despreciable. 

En este mismo capitulo se analizan las dependencias relativas entre el flujo radial y 

longitudinal, y de esta manera es posible dar una presentación adecuada al flujo de calor 

laminar, que por lo visto, poco énfasis se ha hecho en la literatura sobre la manera de 

asegurar un flujo de este tipo. 

En la sección 3,3 y 3.4 se hace un análisis gráfico para determinar un flujo de calor 

laminar que dependa de una longitud crítica, así como el efecto que causan las temperaturas 

para determinar dicha longitud. 

Finalmente, en el capítulo IV se muestra un par de aplicaciones de los conceptos 

elaborados en los dos capítulos anteriores El primero de ellos es sobre el comportamiento y 

-.61,1111,0 



el rendimiento del flujo de calor C1111111)151011 C011 SUI1C111:i.. parcialmente isotérmica. el cual 

se analiia la cantidad de calor que recibe. asa como su intensidad de temperatura que se 

genera en dicho pistón para encontrar una legión isotérmica 

La segunda aplicacion es sobre el comportamiento del pistón en un Piranómetro 

especial, en el que se manifiesta que la intensidad de temperatura no es un par ¡miel: o 

constante, sino que representa una cantidad que depende de la longitud de la cavidad cuyo 

comportamiento gráfico se muestra en las liguras 	(i), (4.7), (4 11) y (4 9). 

Estas aplicaciones muestran que en ingeniería se encuentran problemas de 

transferencia de calor que no pueden resolverse por un simple análisis lineal de Fourier, sino 

que requieren un completo estudio basado en la ciencia de la transferencia de calor. 

In la actualidad, es muy común encontrar mecanismos basados en las propiedades 

geométricas de las componentes de un sistema en general. Y son las simetrías geométricas 

quienes han facilitado en gran parte las innovaciones de nuevas técnicas, y es gracias a la 

complejidad que las necesidades exigen, por lo que no se ha tenido oportunidad de analizar 

con la severidad que la termodinámica 5 la ciencia de la estabilidad requieren. 

De aquí la importancia en analizar detalladamente el mecanismo de transferencia de 

calor tomando en consideración las propiedades geométricas del sistema por el cual se 

efectúa este proceso. 



013.ILfIVO 

Los objetivos del presente trabajo consisten en 

a) Describir la transferencia de calor en dispositivos cilindricos con fronteras 

variables 

h) Obtener una ecuación de transferencia de calor para el flujo de calor 

transmitido, en donde se analicen y se tomen en cuenta el electo de fronteras y las 

variaciones de los parámetros que definan la geometria del cilindro, como el radio y la 

longitud. 

c) Describir el suministro del flujo de calor total por la superficie superior del 

cilindro con una tapa parcialmente isotérmica, así como obtener una relación que nos defina 

un flujo de calor laminar que dependa de una longitud critica. y 

d) En particular, describir el rendimiento de transferencia de calor en término 

de las siguientes definiciones 

el flujo incidente de la tapa superior del cilindro y 	el flujo transmitido a la tapa inferior 

del cilindro. En donde el flujo de calor incidente se considera constante y es suministrado 

por medio de una fuente de energía externa. y el flujo de calor transmitido a la tapa inferior 

es una cantidad que depende de las condiciones a la frontera. 

5 



II - ANALISIS DE I.A DIsTRitlue!oN 	.1ENIPERAIVRA Y OBTENCION DE LA 

LEY GENERALIZADA DE FOURIER PARA FI. FLUJO DE CALOR EN 

DISPOSITIVOS CON SINIETRIA CILINDRICA 

2.1.- ECUACION DE DIFUSION: LA DEPENDENCIA ESPACIAL Y TEMPORAL 

2.2.- ECUACION DE DIFUSION INDEPENDIENTE: DEL TIEMPO. 

2.3.- LA EVALUACION DE LAS CONSTANTES. 

2.4,- LAS CONDICIONES A LA FRONTERA DE UN PROBLEMA ALTERNATIVO. 

2.5.- LEY GENERALIZADA DE FOURIER: EL FLUJO DE CALOR TOTAL. 

2.6.- FLUJO DE CALOR EN VARIABLES RELATIVAS: VARIACION GEOMETRICA. 

2.7.- LEY DE FOURIER CANONICA, 



2 I - 	\t'ION DI muslo  \ 1 1  Dkpi: 	\('I:1 	 ilympoitu  

Para el análisis del flujo de calor de un sistema hiera de equililnio termodiniunico 

partimos de la ecuación de difusión dependiente del tiempo 

V'U(x,y,z,t) 
k 	t 

en donde U(x,y,z,t) es la función de distribución de temperatura y k es la conductividad 

termica (Maxwell)'. 

La ecuación (2.1) se identifica como una ecuación diferencial parcial lineal de 

segundo orden. Para resolver este tipo de ecuaciones se utilizará el método de separación de 

variables. 

Una caraeteristica de este método es el reemplazo de la ecuación diferencial parcial 

por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias?, correspondientes a las variables 

espaciales y otra a la variable temporal. 

Para lograr este objetivo, vamos a suponer que en el sistema se ha establecido un 

estado estacionario cuya distribución de temperatura es definido por la función .9(x,y,z). Por 

el método de separación de variables, proponemos como una solución de (2.1) a la siguiente 

igualdad 

U(x,y,z,t)  
(2.1) 



I tx.5,/..t) 
	

11‘,./)(1(t) 	 (2 2) 

en donde O es una función que solo depende de la variable temporal t. 

1.a separación de las variables espaciales de la temporal se logra cuando sustituimos 

(2.2) en (2.1) y obtenemos 

V' .7 (x, y, z) 	dO (t) 

74;;:y-~, 	(í) dt 
(2.3) 

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias se obtiene cuando ambos 

miembros de (2.3) se hacen igual a una constante (-y2 ), llamada constante de separación. 

Este conjunto consta de dos ecuaciones diferenciales: una para las variables espaciales 

V.9(x,y,z) y .9(x,y,z) O 	 (24) 

y otra para la variable temporal 

(10 (t)  
+ y -k0 (t) = O 

dt 

7 

(2.5) 



La ecuación (2 5) solo depende del tiempo y tiene poi si lucion 

o (t)-- e•»LI 
	

(2 (i) 

La ecuación (2.4) solo depende de las variables espaciales y se le conoce cuino la 

ecuación de difitsión independiente del tiempo o de Poisson para sistemas estacionarios' 

La solución de (2.4) para ) (x,y,z) es un problema que depende de la geometria del 

sistema y de las condiciones a la frontera que especifique a un problema en particular', lo 

cual será tema de la siguiente sección 

2 2.- ECUACION DE DIFUSION INDEPENDIENTE DEL TIEMPO. 

Primero analizaremos la ecuación (2.4) para el caso geométrico y se dejará el 

tratamiento de las condiciones a la frontera para la próxima sección. 

Vamos a suponer que nuestro sistema termodinámico es un cilindro circular recto, 

cuyo eje de simetria coincide con el eje z de un sistema coordenado. 

Se considera, también, que el radio del cilindro es r,, y los extremos van desde z 

hasta z L, como se ve en la Figura (2.1). 

8 



ro  

X 

Figura (2.1) : l.a eje del cilindro coincide con el eje Z de un sistema 
coordenado. FI radio es ro  y su altura es I, 

9 



Debido a la simetna geométrica del problema. es cons eniente nautilo en un sistema 

de coordenadas cilíndricas Por lo que la distribución de temperatura / SCril limcion de I. n 

y z 

Sin embargo, si consideramos al sistema con simcina acial. la temperatura solo 

depende de r y z. es decir = 90-.4 

Por lo tanto, una vez establecidas las condiciones de simetría. la ectiacion (2.1), se 

escribe de la forma 

(r,z) 	I (' 	(1,z) 	/ (r,z) 
# y 

(' 	r 	r 	2  
f 

(r,z) 	 (27) 

Se hace notar que el Laplaciano (Y2  ) se ha escrito en coordenadas cilíndricas para 

aprovechar las condiciones geométricas del sistema termodinámico. 

1.a ecuación (2.7) es, al igual que (2.1), una ecuación diferencial parcial lineal de 

segundo orden, la cual se resuelve por el mismo método de separación de variables. 

Debido a que la ecuación (2 7) solo depende de r y z. se propone para ésta la 

siguiente solución. 

9(r, z) 	R(r) Z(z) 	 (2.8) 

en donde R es una función que depende únicamente de la variable r y Z de la variable z. 

lo 



l'ara simplilicar la notacion en algunas ocasiones escribiremos Z y R en lugar de /.(r) 

y R(r), respectivamente. 

Con el objeto de obtener el conjunto de ecuaciones dil.erenciales ordinarias, vamos a 

sustituir la ecitacion (2 8) en t2 7) y eso ibinios 

	

d• It 	1 	dlt 	d'7. 
/ 	Z 	R 	RZ O 

	

d t• 	r 	dr 	dr 

di‘ idiendo la ecuacion (2.9) por 117. obtenemos lo siguiente 

	

d'R 	I 1 dlt 	I 

	

R dr' 	r R dr 	7. di.' 

A partir de la última igualdad, se obtienen las ecuaciones para cada una de las 

limciones Es decir, una para R(r) 

1.. .d:1( 4..I dlt _.

R dr 2 	r -dr.. 	-11  

y otra para Z(z) 

1 d'Z

l di 

	, 

fi 

(2.9) 

(2.10) 

(2 11) 

(2.12) 

11 



donde, al igual que y', las cantidades u.' y.  11' son las constantes de separación pata las 

variables r y z, respectivamente. las cuales deben cumplir que 	- IV • y' I Stas constante, 

serán evaluadas de acuerdo a las condiciones a la frontei 11 del problema' 

Por otra pinte. si multiplicamos la ecuacion 42 I I ) por 12, obtenemos lo siguiente 

	

d It 	dR 
r - 	r --

r 
4  U • I R 

	

dr - 	d  

y haciendo un cambio de variable u - a.r, la ecuación (2 13) se puede escribir como 

u'
.  

	

- 	u-- - tt- lt = O 
du' 	du 

la cual presenta la forma de la ecuación de Ilessel de orden cero. 

La solución general para (2 14) es una función bien conocida dentro de los textos de 

funciones especiales, y es de la forma 

ROO = A, J„  (u)+ A, Y,.(u) 	 (2 15) 

de donde 1„(u) y l'„(u) son las funciones de Ressel de primera y segunda clase, 

respectivamente, ambas de orden cero`'. 

(2 1.1) 

(2.14) 

12 



Por Otro lado, I cehcribienrlo 12 12) tenemos 

d/ 	. 
/1 	o 

di 

cuya solución general es la suma de dos tunciones exponenciales'. 

	

ALI • li e ' • 	 (2 16) 

La mayoría de las constantes que aparecen en las soluciones (.2 15) y (1 16) serán 

evaluadas en la siguiente sección cuando hablemos de las condiciones a la frontera Sin 

embargo, podemos hacer algunas observaciones de carácter matematico que simplificaran 

este par de soluciones 

En primer lugar consideramos la ecuación (2 15) Esta ecuación presenta un punto 

singular regular en u O, es decir en r - O, debido a la forma que presenta Y„(u) 

2 
Y,, (u) 	111 (1  

Si se toman valores de u próximos a cero, entonces Y„ tenderá a menos infinito. Es 

decir, si u••40 entonces Y(u)---> 	y la solución presentará una singularidad logarítmica en 

dicho puntos. 

13 



Con el objeto de evitar que esta singularidad apare/ca en lutona 	I. 

conveniente elegir A: - O y se asegura que la solución sea linita en el intervalo de 0 a t., Poi 

lo tanto la CalaCiÓn (2. 15) se reduce a la siguiente forma 

Will 	A J (u) 	 (2 17) 

Vamos a considerar ahora la ecuacion (2.16). I.a elección de 131 	0 o bien 13:  - O 

estará determinada por las condiciones a la frontera. Por ejemplo en el caso en que 

varíe de 3) a 	, entonces ch'. ..3z. Por lo tanto debemos elegir a 13,, 	O y asi podemos 

• asegurar una solución finita Por lo cual la ecuación (2 16) se reduce a la siguiente expresión 

71 /.1 	13, e 	 (2.18) 

Sin embargo, nuestro caso es de frontera finita y el argumento anterior no es válido. 

Por lo que la elección de la forma (2.18) es materia de conveniencia que adoptaremos con la 

finalidad de tener una solución bien comportada en los casos extremos que más adelante 

podrán discutirse. 

Por lo tanto, la ecuación (2.8) nos queda de la siguiente forma 

	

A, l3 J„ 	r) 	 (2.19) 

en donde Al  ,131  y II son constantes que seran evaluadas a partir de las condiciones a la 

frontera, lo cual es tema de la siguiente sección. 

14 



2 3 - LA NVAIJ'ACION DE LAS coNsTANTEs 

En la sección (2 2) se consideró que el sistema termodinámico se caracteriza por las 

condiciones de simetria axial Esto significa que la temperatura es una función que depende 

solo de r y z 

Vamos a suponer que la pared lateral del cilindro se mantiene a temperatura 

constante 12 , y también se considera que la temperatura en el centro de la tapa superior 

como inferior es Ti  y T„ respectivamente, como se muestra en la Figura (2.2). 

Con el objeto de simplificar la solución matemática, supondremos que la temperatura 

de la superficie lateral es igual a cero', lo cual se obtiene haciendo un corrimiento del origen 

de las temperaturas restando T2 Esto quedará hecho en los siguientes párratbs, en el 

entendido de que una vez obtenido el resultado, el origen de las temperaturas volverá a 

corregirse sumando el factor T2  nuevamente. 

También se supone como hipótesis que: 

esto indica que Ti  y T0 son siempre positivas. 

Entonces nuestro sistema nos queda de la siguiente manera, como se muestra en la 

Figura (2.3). 

Vamos a evaluar las constantes 131  y [3 que aparecen en (2.18) 

15 



'1'2 
	

'1'2  

r o 

Figura (2.2) : Se supone una temperatura 'F2  constante en la pared lateral 
del cilindro y una temperatura T1  y To  en el centro de las 
tapas superior e inferior. 



Figura (2.3) Se supone una resta de T2  a todo el cilindro para evaluar 
las condiciones a la frontera. 
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Para z O. de (2 18) se tiene que 

7.(0) 	13, e 	- 

de donde 131  es dado por 

13, 	 (2 20) 

Para el caso en que z L, la ecuación (2.18) toma la forma 

	

Z(L) Cr° _•f-)  e"i". 	- 

de donde se obtiene 

I 	T, -T, n  = _in  
L 	1'2  

(2.21) 

Por lo tanto la ecuación (2.18) toma la forma siguiente 

Z(z) (To  - T,) 	 (2.22) 

en donde p se calcula a partir de (2.21). 
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Por otro lado, las constantes A, y u que aparecen en la ecuación (2 17). se evaluan a 

parir de la solución R(u) ('rimero consideramos la condición a la Frontera para r 	O IM 

estas circunstancias, la Variación de la temperatura ocurrira a lo largo del eje del cilindro, o 

sea en Z(z), exclusivamente. 

Entonces para la condición r - O se requiere que A1  - I, además, para esta misma 

condición la función de flessel J,, (a 

Por lo tanto 

R(a O) A, J „ (ot o) - 

donde 

A, =l 	 (223) 

Ahora bien, como la temperatura en la pared del cilindro es cero. entonces en la 

frontera r = ro, la función R(rzr) se debe anular. Es decir, como consecuencia del valor en la 

frontera en r - ro  y por la forma en que se ha considerado la distribución de temperatura 

dentro del cilindro, ecuación (2.8), es precisó que se cumpla la siguiente igualdad 

R(a ro ) = 	(a r o ) O 

Con esta relación donde se muestra que fue sustituida la ecuación (2.23), se satisface 

la condición a la frontera en r = ro para cualquier valor z en el intervalo de O a L. 



En otras palabras, el requerimiento para que la temperatura se anule en la pared 

lateral del cilindro, significa que a puede tomar solo los siguientes calores especiales' 

con m= 1, 2. 3, 

en donde X„, son las raíces de J„ (X,„)-0. 

De acuerdo a la teoría y a las características sobre las funciones de Bessel, no se 

tienen raices complejas ni repetidas, el número de raíces reales es infinito y para cada Hui 

X.„„ le corresponde una negativa 

En términos generales, la función Jn  (u) con n = 0,1,2,..., no tiene raíces complejas y 

tiene un numero infinito de raíces reales simétricamente colocadas con respecto al punto 

u-0, el cual es por si mismo un cero si n 0. Todos los ceros de J„ (u) son simples, excepto 

en u 0, el cual es un cero de orden u si n > 0, como se muestra en la Figura (2.4)1. 

Las fiinciones de Bessel Jr, (u) oscilan pero no son periódicas, excepto en el límite a 

medida que u-->m, pues su amplitud no es constante sino que disminuye asintóticamente 

como u-12. 5  

En la solución de problemas de aplicación, se necesita información acerca de la 

localización de los ceros de las funciones de Bessel, y en particular se debe ser capaz para 

hacer cálculos aproximados de los valores de estos ceros. 

La información que esto nos aporta, es que tenernos un número infinito de valores X,,, 

para los cuales J„(X„,) = 0. Esto trae como consecuencia que la distribución de temperatura, 
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Figura (2.4) : Funciones de Bessel de primera clase de orden cero y 
uno. 
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ecuación / 
	

se debe escribir cuino una suma inlinita de terminas sobre eSiaS ratee: es 

decir 

- (T„ - 	e•"' Z, 	(a „,r) 
	

(2 24) 
ns I 

aquí se nota que (2.22) fue sustituida en la ecuación (2. I9). 

De acuerdo a la gráfica de la figura (2.4), donde se muestra J. (u), notamos que esta 

función toma valores positivos y negativos a lo largo de todo su dominio. Ahora bien, cabe 

hacer mención a la siguiente pregunta: ¿Qué significado físico podría aportar el cambio de 

signo de J. (u) en la distribución de temperatura?. 

Para responder, debemos analizar cuidadosamente el comportamiento de la 

temperatura representada por la ecuación (2.24), ya que (u) corresponde a los valores de 

:7 a lo largo del radio. 

Si se considera todo el dominio de 	(u) donde esta función toma tanto valores 

positivos como negativos, entonces por la relación (2.24), la temperatura también tomará 

valores positivos y negativos. 

Por esta razón y con el objeto de evitar que la distribución de temperatura tome 

valores negativos, se debe acotar el dominio de J. (u) de tal modo que J. sea siempre 

positiva para toda u dentro del nuevo intervalo. 
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Para satisfacer las condiciones anteriores. se toinam en cuenta sólo el intervalo de 

u 0 a la primera raiz 	en donde J„ es siempre positiva, como se muestra en la Figura 

(2 4). 

Este intervalo corresponde a las mismas condiciones impuestas por el problema, 

porque de acuerdo a la definición u ar, se tiene que para r = O entonces u O. y por otro 

lado, para r r„ corresponde tr, = otir„ XI  en donde XI  es la primera raíz de .1„(u), y tiene 

un valorm Y 11  de X1-2.405, del cual tenemos 

2.405 	
(2.25) 

ro  

Por lo que la ecuación (2.24) se reduce al caso particular impuesto por las 

condiciones anteriores, de este modo, se va a considerar sólo la primera raiz de J. (u), la cual 

corresponde a m = 1, y así la ecuación (2.24) toma la forma particular 

.9(r, z)= (TO  -1", ) J „ (a , r)e*P‘ 	 (2.26) 

A partir de esta consideración sobre el dominio de J. (u), se garantiza que esta 

función es siempre positiva y, por lo tanto, es inmediato que de acuerdo a la ecuación 

(2.26), la distribución de temperatura también será positiva. 

Sin embargo, existen otras raíces de .1„ (u) entre las cuales esta función 

también es positiva. Por ejemplo, si se tomara como dominio el intervalo „ u 5 	,, de 
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tal manera que J. (u) fuera no negativa entonces, ¿i Á 	le emesponde uu fddiu r. 
(1 

., 
a A 	el radio r „,, 	" 	ambos distintos de cero Peto el) este caso no se está 

considerando todo el cilindro, sino únicamente la region de éste que se encuentra entre el 

radio interior rn  y el exterior r,.1  

Es posible representar esquemáticamente y a grandes rasgos el comportamiento de la 

distribución de temperatura dentro del cilindro. 

En la figura (2.5) se muestra la superposición de la ftmción J„(u) con nuestro sistema 

Es importante observar que, de acuerdo a la forma en cómo decrece Mar), la temperatura 

también será una función decreciente a medida que r tienda a ro  para anularse finalmente en 

r = r„, Figura (2.5a) 

Por otra parte, en la Figura (2.5b), se observa que no es posible tomar en cuenta otra 

raíz además de X1  debido a que introduce un valor negativo a la distribución de temperatura. 

Una vez que han sido evaluadas las constantes que aparecen en las ecuaciones (2.17) 

y (2.18), se suma la temperatura 1.2 y se puede escribir la distribución de temperatura de 

acuerdo a la ecuación (2.26) como 

7(r, z)= 	- ) 	(ce r)e*P1  + 	 (2.27) 

en donde por comodidad se reemplazó a l  por a.. 

Las constantes a y p se calculan a partir de (2.25) y (2.21), asi como de (2.20) ali i  
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0.8 
0.6 
0.4 
0.2 

J,,(u) 

1 2 .-A-r5 -0.2 
-0.4 

(a) 
	

(b) 

Figura (2.5) : a) J0(u) es una función decreciente: es máxima en r O y se anula 
en r 

b) Si se toma en cuenta dos raíces de Mit), se introduce un signo 
negativo a la temperatura, debido a que entre X y X2, por 
ejemplo, .10(u) es menor que cero. 
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La ecuación 12 27) es la funcion de tempei mora dentro del sistema 	resultado 

dado por esta ecuación es la única solucion que se puede establecer en condiciones de 

simetría axial y en las condiciones a la frontera determinadas anteriormente 

Esta relación determina la temperatura en cualquier punto dentro del cilindro. v a 

partir de ella y con la ley de Fourier, se obtiene el comportamiento del flujo de calor dentro 

de éste, que no será sino más adelante en que se determine su forma analítica 

2.4.- LAS CONDICIONES A LA FRONTERA DE UN PROBLEMA ALTERNATIVO. 

A continuación se determinará la solución de la distribución de temperatura para la 

misma cavidad cilíndrica en la que alternativamente cambiamos las condiciones a la frontera 

del problema, como a continuación se describen. 

Consideremos ahora el problema en el que las condiciones a la frontera son que tanto 

la pared lateral como la base del cilindro se encuentran a temperatura constante T2, mientras 

que en la tapa superior varía como función de r, Figura (2.6). El propósito es encontrar la 

función de distribución de temperatura en cualquier punto dentro del sistema. 

Con el objeto de que la distribución de temperatura 3 (r,z) sea univaluada y se anule 

en z = O, las funciones R(r) y Z(z) se deben escribir como 

R(r) = A, J 	r) 	y 	Z( z) = B, senil( ,z) 	(2,28) 

•,..14aarm 
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T2 

Figura (2.6) : La temperatura de la tapa superior del cilindro varia como función 
del radio, mientras que en la pared lateral y la tapa inferior 
permanecen a temperatura constante. 
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El requerimiento para que la temperatura se anule en r r„, significa que u puede 

tomar sólo el valor especial dado por la ecuación (2 25). Para el caso en el que r O. se trata 

de la distribución de temperatura en el eje del cilindro, la cual esta dada por la funcion 1.(7) 

únicamente, por lo que elegimos Al = 1. 

Al igual que en la sección anterior, se restara a todo el sistema de la Figura (2 6) la 

temperatura Ti, esto se hace con el objeto de obtener tanto en la pared lateral como en la 

base del cilindro una temperatura constante cero si, encontramos una solución matemática 

que nos especifique la distribución de temperatura en dicha figura. 

Combinando estos resultados del corrimiento de las temperaturas en la ecuación 

(2.8), encontramos que la distribución de temperatura dentro del cilindro viene dada por 

.7(r, 	B, J. (a r) senil(/' ,z) 	 (2.29) 

Para evaluar las constantes, consideremos la condición a la frontera en la que r = O. 

En este caso la ecuación (2.29) toma la forma 

5(0, = B senil(/' ,z) 

la cual, si z = L se transforma en 

L) 	B, senh(g , L) = T, 

'`.4tInum 
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en el que se ha tontada en cuenta que la temperatura en el centro de la tapa superior es 

TI  - 	De esta última igualdad se tiene que 

T - T 
B, 

senil( /1 ,L) 
(2.30) 

Es importante observar que Pi  queda evaluada por la condición que relaciona a las 

constantes de separación u2  (312  = y2, ya que por un lado a queda determinada por (2.25), 

mientras que y se evalúa a partir de la solución (2.6) cuando definimos a 

y • k 
	 (2.31) 

como la constante de tiempo, la cual indica el intervalo de tiempo en el que el sistema 

termodinámico reacciona ante una diferencia de temperatura. Dicha cantidad se evalúa 

experimentalmente. Al igual que t, la conductividad térmica k también se puede determinar 

experimentalmente y depende del medio a través del cual tenga lugar el flujo de calor. 

Resumiendo, si las condiciones a la frontera se modifican de tal modo que en la pared 

lateral del cilindro y en la tapa inferior la temperatura sea cero, mientras que en la tapa 

superior varíe como función de r, entonces la distribución de temperatura en cualquier punto 

dentro de la cavidad cilíndrica, estará determinada por la relación 

- T2 (r, 	- 	 (a r) senh(fl z) 'I', 
setili(fl , 
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en donde debe observarse que se ha agregado el termino 	que anteriormente se habla 

restado y a esta determinada por (2 25) así como 13, se calcula a partir de la relación 

a2-012-12. 

Por otra parte, la forma particular de la solución (2.29) queda determinada por el 

requerimiento de que la temperatura se anule en z O para cualquier r arbitraria y en r = r„ 

para toda z Entonces, para diferentes condiciones a la frontera, la tbnción de distribución de 

temperatura tomará una forma distinta. 

Sin embargo la ecuación (2.29) representa una serie de 13essel-Fourier que es 

apropiada para un intervalo finito en r. Si r„—>ce, la serie se transforma en una integral en una 

forma completamente análoga a la transformación de una serie de Fourier trigonométrica a 

una integral de Fourier". Así, por ejemplo, Si la temperatura es finita para z > O y se anula 

para cuando z--)x, entonces la forma general de la solución para z > O debe ser 

5)(r, = B, J, (a r) 

que es la Canción de distribución de temperatura determinada en la sección anterior. Por lo 

que se observa una equivalencia entre las funciones de distribución (2.27) y (2.32). 

Una vez que se ha determinado la distribución de temperatura dentro del cilindro, en 

la siguiente sección se procederá a determinar la forma y el comportamiento de las líneas de 

tlujo de calor en este sistema. 
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Se pieiende encontrar la forma general de la Ley de Fourier para el flujo de calor 

total en un cilindro de longitud variable, a partir de la cual se analiza el flujo en las fronteras 

geométricas del sistema termodinámico 

2.5 - LEY GENERALIZADA DE FOURIER: EL FLUJO DE CALOR TOTAL. 

El objetivo principal de esta sección consiste en determinar la forma analitica para el 

flujo de calor dentro de la cavidad cilíndrica, a partir de las funciones de distribución de 

temperatura obtenidas en las dos secciones anteriores y que están dadas por las ecuaciones 

(2.27) y (2.32). 

Primero se determinará la ley generalizada de Fourier a partir de la función de 

distribución (2.27) y se procederá en forma análoga con la función (2.32). 

Considerar la ecuación (2.27), podemos representar matemáticamente la variación de 

temperatura . (r,z) con respecto a la temperatura de la tapa inferior en cualquier punto 

dentro del cilindro. La variación de temperatura la determina la relación 

3(r,z) -(T„ 	- 	r) 	- 	T, 	(2.33) 

El flujo de calor total Jr  (r,z) dentro de la cavidad cilíndrica esta determinado por la 

ley de Fourier 
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Ji(r,z) 	-kVE 1(r, z)- 	- "I' 	 12 3-1) 

en donde k es la conductividad térmica del medio. 

De acuerdo a la simetría geométrica del sistema, el operador gradiente se escribe en 

coordenadas cilíndricas y de la ecuación (2.34) se tiene 

[a p(r,z)-(7:, -71_ a [.9 (r, z)- 	-11,1 

J
•,.(r,z) 	

a r 	 z 
k 	 (2.35) 

en donde el término correspondiente al ángulo O se anula de acuerdo a la suposición de 

simetría axial establecida en la primera sección. 

Es posible expresar el flujo de calor total en términos de sus magnitudes 

correspondientes en la dirección 7 , dada por J,(r,z) y en la dirección "Z' por J, (r,z). 

De esta manera la ecuación (2.35) se modifica en 

r(r, 	J, (r, z) + J z(r, z)i 	 (2.36) 

en donde la magnitud del flujo de calor en la dirección í es 

J ,(r,z) = -k 	:9(r, z)-(T„ -T,)1 	 (2.37) 
c3 r 
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mientras que para '2 viene dada por 

4  (r, 	-k
(
--
z
-1 	z) 	- r.)] 
	

(2.38) 

Con el objeto de calcular la forma analítica de las componentes del flujo de calor 

total, partimos de la ecuación (2.36) en la que sustituimos las componentes del flujo (2.37) y 

(2.38) 

J a r 	
i fr,z) - 	- 4)] 	k 	j (r,z)-(7:, - T2 )1 	(2.39) 

z (9 r 

De la relación (2.33) y haciendo uso de la relación de recurrencia para la derivada de 

la función de Bessel de primera clase, dada por 

jota=  ?II. 

donde in es el número de derivadas, la ecuación (2.39) se transforma en 

ka 	0 T;) e'll,(a r) 7+ k (ro  -T) 	r) z 	(2.40) 

...paphA.1( 
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en donde 1i  (ur) es la t'unción de Bessel de primera clase de orden uno. F!, impoi tante 

señalar que la ecuación (2.40) presenta la fuma de la ley de Vourier debido al operador 

diferencia de temperatura Con el objeto de llevar esta Ultima ecuación a una forma de ley 

generalizada, utilizamos la ecuación (2.33) de la que se tiene lo siguiente 

D(r,  z) - T„ 
T, "f 

J„ (a r) 	-1 

Finalmente, sustituyendo (2.41) en (2.40) obtenemos el flujo de calor total en 

cualquier punto dentro de la cavidad cilíndrica, esto es 

- 
 k [

9 	
[a J (a+ J„ rpl 

10  (a 	I  
(2.42) 

La ecuación (2.42) es la Ley Generalizada de Fourier'2  para el flujo de calor en 

cavidades con simetría cilíndrica. Además, expresa las modificaciones a la ley de Fourier 

canónica debido a la presencia de las fronteras teniendo la facultad de analizar los casos 

límites más sencillos cuando varían los parámetros de tal manera que se obtiene la ley de 

Fourier para el flujo de calor. 

De esta ecuación se observa que el flujo de calor dentro de la cavidad tiene 

componentes a lo largo de las dos direcciones. Esta consecuencia radica en que la 

(241) 
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distribución de temperatura dentro del cilindro depende de las variables u y z, por lo tanto 

habrá un gradiente de temperatura quien dará origen al flujo de calor en estas direcciones 

Tal y como se menciono al principio de esta sección, se procederá a determinar la ley 

generalizada de Fourier para el caso en el que las condiciones a la frontera se modifican de 

acuerdo a la sección (2.4). De esta sección se tiene que la función de distribución de 

temperatura viene dada por la ecuación (1.32) 

',(r,z) T2  =13, J 0  (a r) senh(//,z) 	 (2.43) 

en donde definimos a 131, cuino 

T T, 
B, — 	• 

senh(fi,L) 

y PI  se calcula por a2  - 1312  = y2, mientras que a esta determinada por (2.25) y y por (2.31). 

El flujo de calor total Jir (r,z) dentro de la cavidad cilíndrica, queda determinada por 

la ley de Fourier 

J, r(r, z). -k V [9 ,(r, - T2 ] 	 (2.44) 

en la que de acuerdo a la simetría del sistema, el operador gradiente se escribe en 

coordenadas cilíndricas para que la ecuación (2.44) se transforme en 
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5„(r,z) = -k - 
a r 

),(1.1)-r,1 
(2.15) 

    

Si sustituimos la función de distribución (2 43) en la ecuación (2.45), y con un 

sencillo desarrollo matemático de derivada la expresión anterior toma la Horma 

j,t(r,z) = ka B, senb(//,4 ,(a 	k 	B, cosh(fl,z) Jo  (a r) r 	(2.46) 

De la ecuación (2,43) despejamos a 	para sustituirla en la última expresión, la que 

nos queda de la siguiente manera 

[j ,(a r) 	cosh( # ,z) 
i,,(1-,z)=k ---- 91( r,  z) -.1.2 a  Uo--t iti r  - 	senil( Az) z. 

Esta ecuación representa la ley generalizada de Fourier correspondiente a la función 

de distribución de temperatura ecuación (2,43). De la relación (2.47) se observa también que 

las componentes del flujo de calor son a lo largo de las dos direcciones, debido a la forma 

que presenta la función de distribución de temperatura en términos de r y z. 

En la sección (2.6) se verá la relación que existe entre el flujo de calor total y la 

componente del flujo de calor que corresponde a una de las direcciones del sistema 

termodinámico, de la que se analizarán sus consecuencias para los casos de fronteras 

variables. 
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2 6 - FILIO DI. CALOR EN VARIABLES RaivrivAs \'ARI:\CION GEomEnucA. 

En esta sección se analizará la ley generalizada de Fourier para el flujo de calor 

dentro de la cavidad cilíndrica para los casos en que las fronteras geométricas tiendan a 

valores extremos con respecto a cada una de las dimensiones correspondientes a las 

variables del sistema termodinámico. 

lit objetivo de la presente sección es determinar la relación que existe entre el flujo 

de calor total y la componente del flujo de calor que corresponde a una de las direcciones 

del sistema tertnodinámico cuando uno de los límites de la cavidad se extiende a valores 

mucho mayores con respecto al otro. 

Para llevar a cabo nuestro propósito, se va a considerar la ecuación (2.40) que nos 

determina el flujo de calor total dentro de la cavidad cilíndrica dada por la ecuación 

(T. - Ti) »"Mccr) + k 	- T2 ) e"1,,(a r) 	(2.40) 

Como ya se comentó, la ecuación (2.40) expresa las componentes del flujo de calor 

en cada una de las direcciones del sistema. 

Para proceder al flujo de calor en variables relativas se retomará la ecuación (2.21) 

phl :51 
L 
	;r  _;r (2.21) 
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de la cual despejaremos a L, y nos queda de la siguiente maneta 

(2.48) 

en donde "C", se denota como el factor de intensidad y esta descrito por la siguiente 

igualdad 

C Irt(I1-11-11-) 	 (2.49) 
Tz  

Para proceder al flujo de calor de una de las variables, se escribirá por separado cada 

componente de la ecuación (2.40), como a continuación se muestran 

kot (Ti, T, 	,(a 	 (2.50) 

y en donde 

(rn  -1"2 )ef".1„(ar)z 	 (2.51) 
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(2.52) 

(2 53) 

A) Primero se analizará la ecuación (2. SO), y se dejará por analizar mas 

adelante la ecuación (2.5I), 

Si despejamos y sustituimos en la ecuación (2.50) la ecuación (2.48), y con un 

sencillo desarrollo algebraico queda de la siguiente manera 

en donde 

Por lo anterior cabe destacar que de la ecuación (2.49), tenemos lo siguiente 

(T„-T2) = Cr1-1.2) 	 (2 54) 

esta igualdad implica que 

la  _.I.- 
 

\ T".  • T2  
(2.55) 
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dado que TI 	T„, entonces nuestra constante •- t 	(,d,! la cc lideion (2 7;, I ), (lehel 	10 11 1.11 

valores negativos. o sea que el valor "C" se encuentra ciare 

-n (' (1 

en donde n, no puede ser un número muy grande. 

La gráfica de la ecuación (2.52) se muestra en la Figura (2 7). En la cual se observa 

como el flujo parte de cero y a medida que va incrementándose el radio pero dependiendo de 

una longitud constante, va aumentando el flujo radial; y esto hace que la curva tome un 

cierto valor máximo y disminuya por la función de Bessel. 

11) Ahora se va a describir el análisis de la ecuación (2.51), en la cual se va a 

proceder de la misma manera que se hizo con la ecuación (2.50). 

Si despejamos y sustituimos en la ecuación (2.51) la ecuación (2.48), y con un 

sencillo desarrollo algebraico se transforma en 

J 	
,((:( r) 4.* 	 (2 56) 

En donde al igual que la ecuación (2.52) donde se muestra el comportamiento del 

flujo radial, obtenemos la gráfica de la ecuación (2.56) en la Figura (2.8); en la cual se 

muestra como el flujo relativo máximo parte de la máxima altura del cilindro y a medida que 
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Figura (2.7): Si el diámetro relativo es muy pequeño, entonces el flujo radial es 
casi nulo, y a medida que va incrementándose el diámetro, el flujo 
de calor va aumentando hasta obtener un valor máximo; esto es 
débido a la función de Bessel de orden uno. 
La familia de curvas son descritas por la ecuación: 

J , 

Ku (10  - lje 
J,(a r)  

en donde x = 1 y "C" es el parámetro que define cada curva que 
toma los siguientes valores de (-0.1, -0.5, -1 y -1.5 ). 
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se desciende va decreciendo el flujo, hasta obtener un \ aloi constante de tino esto es, debato 

a la presencia de la funcion de flessel de orden cero 

Por lo anterior cabe mencionar que el análisis que se hin respecto a las ecuaciones 

(2.50) y (2.51), en el cual se vio el comportamiento del flujo de calor tanto radial como 

relativo, se mostró como se comporta el flujo de calor dentro de un cilindro no importando 

el tamaño de éste, ya que este análisis es valido para cualquier tamaño de cilindro. 

Por otra parte, si deseamos calcular el flujo de calor manteniendo alguna variable 

constante ya sea tanto la longitud corno el radio, cabe hacer mención al siguiente análisis en 

el cual como se mencionó al principio de esta sección, se verá la relación que existe entre el 

flujo de calor total y la componente del flujo de calor que corresponde a alguna de las 

direcciones, 

Para llevar a cabo este análisis, se considerará la ecuación (2.40), ya que nos 

determina el flujo de calor total, asi como las ecuaciones (2.50) y (2.51) que corresponden a 

cada dirección del sistema termodinámico. 

Este análisis se hará por separado para ver el comportamiento del flujo en una 

dirección con respecto al flujo de calor total, esto es cuando se mantiene la longitud o el 

radio constante. 

Primero se verá el flujo en la dirección i y posteriormente se analizará el flujo en la 

dirección :" 
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Figura (2.8): En esta gráfica se muestra como el (lujo relativo parte de un valor 
máximo, o sea de la parte de arriba del cilindro y a medida que se 
desciende, el flujo relativo de calor en la dirección z va 
decreciendo hasta obtener un valor constante, para cualquier valor 
de r. Las curvas son descritas por la ecuación: 

K o (T,-T.) J,(a r)  

en donde "x" es la variación de la longitud relativa acotada de 
Os:1 y "C" es el parámetro de cada curva que toma los 
siguientes valores de (-0.1, -0,5, -1 y -1.5). 

IX) 



C) Procediendo al analisk en la dirección 	tOmant en cuenta la ecuaLion 

(2.50) y se disidirá entre el flujo de calor total cenado!! t2.10). entonces la maluniust del 

flujo de calor total se escribe como 

P , ((r r)f.x 

9,11 +1`)  / 2 	i(a 0°12 11-1,,  (a r)13  

(2 57) 

Por otra parte si los parámetros a y fl dados por las ecuaciones (2.25) y (2.48) que a 

continuación se muestran 

A 	2.405 

r, 	r,, 
y 	/i= 

1. 
(2.58) 

los sustituimos en la ecuación (2.57), y con un sencillo desarrollo algebraico se transforma 

en 

1,1'12  
,911 j 	14.  J 	r 	( C. 1 ro  )2  

1J , (rx 01 	1' 

en donde se ha supuesto un valor del radio constante digamos rt, entonces al simplificar la 

notación definiremos a las funciones de Bessel de la siguiente manera 
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en donde 

h 	fx 	 (261) 

Finalmente. escribimos la ecuación (2 59) de la forma 

(2.62) 

en donde A es una constante definida por 

b 
= 

a C' 
(2.63) 

mientras que 

representa el cambio de variable. 

2 
ro  
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De este nodo. la ecuación (2 62) advierte que io la longinid de la cm idad aunientá 

mucho más rápido que el radio. entonces 	tiende a cero y, por lo tanto la telacioil Calle d 

flujo de calor en la dirección del radio y el flujo de calor total tiende a uno 

Esto significa que cuando la longitud del cilindro sea mucho mayor que el radio. el 

flujo de calor total tiene como única componente el flujo de calo' radial, debido a que la 

componente del flujo de calor correspondiente al eje del sistema termodinámico tiende a 

cero 

La gráfica de la ecuación (2.62) se muestra en la Figura (2.9) En la figura se observa 

que si L > r0, el flujo de calor en la dirección del radio corresponde al flujo de calor total 

dentro del sistema termodinámico 

D) Ahora procediendo al anaiisis en la dirección z y tomando en cuenta la 

ecuación (2.51), se desarrollará ei mismo procedimiento que se hizo con (2 50). 

De acuerdo a la ecuación (2.51) y dividiéndola entre el flujo de calor total ecuación 

(2.40). la magnitud del flujo de calor se escribe como 

,ir 	1.1„(a 	
(2.65) 

r)P 	I(ar)a  

y con un sencillo desarrollo algebraico la ecuación (2.65) se translbrma en 
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Longitud relativa: 4: 

Figura (2.9): Relación entre el flujo de calor radial y el flujo total. Cuando 
L>r„, el flujo de calor total tiende a un valor correspondiente a 
la magnitud del flujo de calor en la dirección del eje z. Para 
este caso la componente del flujo de calor en la dirección del 
radio a lo largo del eje del cilindro tiende a cero. En el otro 
extremo, cuando L<r„, el flujo de calor en la direccion del eje se 
hace cero y en dirección del radio se hace igual a la componente 
radial. La familia de curvas son descritas por la eeuacion: • 

en donde "A" es el parámetro que define cada curva y que toma 
los siguientes valores constantes de ( 0.1.0,5, 1 y 5). 
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i I
1J I(" 	

1 

J 	r, )11 	r' 	j  

en donde se ha utilizado la relación para rz y dada por la ecuación (2 25) y (2.48) 

I..a ecuación (2.66) toma la forma 

1.1,12  .49, V 	I+ 	)2  

en donde la cantidad A se define como una constante, la cual se determina por la ecuación 

(2.63), mientras que 

(2 66) 

(2.67) 

(2.68) 

representa el cambio de variable. 

De una manera similar a la ecuación (2.62) se va a describir la ecuación (2.67), 

tomando en cuenta su dirección de cada componente. 

Si el radio aumenta en la cercania del eje del cilindro, la función de Bessel de orden 

cero disminuye y la de orden L1110 aumenta, esto implica que la constante "A" de la ecuación 

(2.63) aumenta. 



Flujo felat o 
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:3 
	 4 	5 

r,, 

Longitud relativa: 

Figura (2.10): Relación entre el flujo de calor azimutal y el flujo de calor total. 
Cuando ra>L, el flujo de calor total es paralelo al eje de la 
cavidad cilíndrica. Este análisis del flujo de calor en la dirección 
del sistema vale para cualquier z. 
La familia de curvas son descritas por la ecuación: 

IJ 	A (1 ) 

en donde "A" es el parámetro que define cada curva que toma 
los siguientes valores de O, 1, 0.5 y 0.1 ). 
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Por lo tanto este análisis de la ectiacion 12 67) ale para milkittiet kInpitucl. pew ya a 

depender de un radio, o sea un radio constante 

I «a gráfica de la ecuación (2 b7) se muestra en la figura 12 I o) En la lipia se 

observa como el flujo de calor parte de un lila \ int° en la dirección del eje del si,tetna y, a 

medida que va aumentando la longitud va disminuyendo el No de calor dentro de un 

sistema termodinámico 

En la siguiente sección se analizará el comportamiento del flujo de calor total 

correspondiente a las ecuaciones (2.40) y (2 46) para los casos especiales descritos a 

continuación. 

2.7.- LEY DE FOURIER CANONICA. 

En esta sección se analizará el comportamiento del flujo de calor para las ecuaciones 

(2.40) y (2.46), para los casos especiales, cuando se llega a obtener la ley de Fourier en su 

forma canónica!, en las regiones limites de la geometria del sistema. 

Para llevar a cabo nuestros propósitos, partiremos de las ecuaciones de flujo de calor 

total en las que por separado, se reducen a los casos especiales de acuerdo a las condiciones 

establecidas en cada uno. 

A) Como un primer caso se analizará el comportamiento del flujo de calor 

total ecuación (2.40), cuando tenemos las condiciones de r—> 0 y z 	0. Estas condiciones 



Pero si tomamos en cuenta la ecuación (2 56) en donde tenemos 

entonces de la ecuación (2.21), el argumento de 

(2 56) 

debe estar restringido por la 

corresponde a una región cihndrica en la \ ecindad del eje del sistema. Asi, la ecuación (2 .10) 

se escribe como 

J , (0,0) - 	( r 	 (2 n9) 

.*411171111 

siguiente igualdad 

' 	 ( 2 

	
(2.70) 

Por lo anterior cabe destacar que de esta última igualdad tenemos lo siguiente 

Ti - T2 < 2'1'„ -2T2  

en donde al desarrollar, nos queda 

Ti K 21'„  -T1 
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entonces para que T.;  L-• O, necesitamos que 21„ -TI  • O. por lo tanto 2 T, 

Si utilizamos la siguiente regla aproximada de 

In x 	(x-1) 	para toda 01-. x = 1 	 (2 71) 

lo cual es válido nada mas para esta regla, y si la aplicamos a la ecuación (2 21) y con un 

sencillo desarrollo algebraico se transforma en 

( T, 
'----- 

T -T. 
(2 72) 

y asi la relación (2.72) se sustituye en la ecuación (2.69), en donde ésta toma la forma 

siguiente 

„ — K (T'  
I. 
	 ( I 73) 

la cual coincide con la ley de Fourier canónica. 

El signo negativo nos indica que el flujo de calor va hacia abajo y en el caso 

contrario si éste fuera positivo nos indicada que el flujo de calor es hacia arriba, esta última 

ecuación es aplicada para la primera solución encontrada de la figura (2.3). 



II) Poi 01i a parte analizando ahusa el comportamiento del flujo de calor total 

de lit ecuacion (2 tac 	al igual que en el caso anterior cuando tenemos las mismas 

condiciones de r > ti y z- > 0. la ecuación (2 •Ito +c escribe como 

, -T.) 
J , , (0.0) 	/T. 	

(T ' 
 

(Senil ti ,L) 

en donde se utilizó la ecuación (2 30) 

Aqui cabe destacar que se requiere desarrollar a Pi, para lo cual cuando 	>0 es 

posible hacer aproximaciones sobre las funciones hiperbólicas°  de tal manera que 

Cosh((l,L) z I, mientras que Senil ((3IL) 	(lit, y, por lo tanto, el flujo de calor de la 

ecuación (2.75), es reemplazado por la ley de Fourier canónica. 

, = 	
L 
	 (2.75) 

la cual coincide con la ley de Fourier canónica, aplicada a la segunda solución encontrada de 

la Figura (2.6). 

Por lo anterior, cabe decir que estos dos análisis proceden al hecho de que si el radio 

tiende a infinito, el finjo en la dirección radial tiende a cero. 

Estas ecuaciones (2.73) y (2.75), muestran que no existe flujo de calor en la 

dirección radial, sino que la única componente es a lo largo del eje z. En otras palabras, en la 

vecindad del eje de la cavidad cilindrica el flujo de calor es laminar. No obstante que en la 
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superficie superior la temperatura sea función de la variable radial. en la vecindad del eje del 

sistema el flujo de calor tiene una sola componente 

En las últimas dos gráficas se demuestra que 	si 	u,. implica que solo hay (lujo de 

calor en la dirección del eje del sistema Por lo tanto los efectos de frontera se anulan si hay 

una condición sobre T. 

Por lo tanto la condición que se debe tener para obtener ley de Fourier canónica es la 

de que —
L 

f,( 
r 

C) Si se considera ahora el comportamiento del flujo de calor de la ecuación 

	

(2.40) cuando tenemos las condiciones de r—>r„ y 	Estas condiciones al igual que en 

el inciso (A) de esta sección, corresponden a una región cilíndrica en la vecindad del sistema 

termodinámico. 

Asi. la ecuación (2.40) se escribe como 

J , (r„ , 	Ka (T, - 	 (2 76) 

en donde se observa que se utilizó la ecuación (2.21), y en donde el flujo de calor en la 

superficie superior tiene un valor constante. 

Por lo anterior cabe destacar que el flujo de calor sólo tiene componente en la 

dirección del radio. lo cual significa que el flujo de calor es ortogonal a la pared del cilindro. 
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Resultado que cra de esperarse debido ti que la pared Literal constous e olla superficie 

isoterma 

D) De un modo similar. si consideramos la ecuacion (2 •4e) ion las 

condiciones de r--->r, y z-->1. se obtiene 

,L) 	u B,Sen14/i 	 (2.77) 

en donde al sustituir (2 30), la ecuación (2,77) se transforma en 

r(r,,,L)=Ka('r, 	 (2.78) 

la cual coincide con la solución de la ecuación (2.76). Los dos últimos incisos son casos 

especiales cuando se han considerado los valores extremos para la variable r y L. 

En el siguiente capitulo replantearemos el problema original y se considerará una 

superficie isoterma, cuya distribución de temperatura será una aproximación de la ecuación 

(2.27), a partir de la cual y en forma análoga a la seccion (2.6), se obtiene la expresión 

analítica para el (lujo de calor total dentro del cilindro de la que se analizarán sus 

consecuencias, además de considerar la asimetría que introduce la combinación de 

condiciones a la frontera. 
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III.- FLUJO DE CALOR EN SISTEN1AS CON SI TERriciii pApscim, 

1SO•fER\I:\ 

3.1.- UN CILINDRO CON TAPA PARCIALMENTE ISOTERMICA. 

3.2.- LEY DE FOURIER EN SISTEMAS CON SUPERFICIE ISOTERMA 

LA APROXIMACION CUASI-CONSTANTE PARA EL FLUJO DE CALOR 

LAMINAR. 

3.3.- ANALISIS GRAFICO APROXIMADO PARA UN FLUJO DE CALOR LAMINAR 

3.4.- EL EFECTO DE LA DIFERENCIA DE TEMPERATURAS. 



- I N (11.1N1)1(t) (UN I:\11.1 1'.A111.1ALNII: ss I 	ItiOFIlt%11( A 

Id objetivo principal de este capitulo consiste en determinar la forma analitica y 

gráfica para el flujo de calor total. en la que se debe considerar una asimetria que introduce 

la combinación de condiciones a la frontera, en donde se considera un cilindro con una tapa 

parcialmente isotérmica 

Para proceder al estudio de este problema, en el cual se tiene una tapa parcialmente 

isotérmica, se retomará la ecuación bidimensional (2.40) que gobierna el flujo de calor en 

donde se requiere modificar las condiciones a la frontera, y en el caso de una región 

isotérmica la solución no es única, pues el problema resulta inconsistente y 

sobredeterminado19. 

Ahora bien, cuando se tiene una tapa parcialmente isotérmica, se supone en forma 

ideal que todo el flujo de calor es unidimensional y por lo tanto no existen efectos de 

frontera, pero en la realidad esto es contradictorio debido a que los efectos de bordeó de 

frontera siempre deberán de existir, ya que hasta el momento no hay ningún dispositivo, 

equipo ó máquina en el cual el flujo de calor sea transmitido en una sola dirección con una 

región isotérmica sin tomar en cuenta los efectos de borde; por lo tanto, para poder 

desarrollar el análisis del flujo de calor en una tapa parcialmente isotérmica se deben de 

considerar y modificar las componentes del flujo de calor en las direcciones de "f y "í.. 

Para llevar a cabo nuestro propósito retomaremos la ecuación (2.40), como a 

continuación se muestra 



ku 	- 	) 01,(u ovil; 	( I -T,) 	 (; 1) 

en la cual se analizará por separado cada componente, cuino se describió en la scccion (2 ()) 

Por lo tanto las ecuaciones en la dirección de 7 y 51 se escriben como 

á, 	ka (T„ -T2 ) e 11',/,(a r) 7 	 (3.2) 

y en donde 

-1'13 	-T, e 	(ot r) z 	 (3.3) 

Para lograr obtener una tapa parcialmente isotérmica en la cual nos determine el flujo 

de calor en forma unidimensional sin tornar en cuenta los efectos de frontera, se necesitará 

modificar las ecuaciones (3.2) y (3.3), introduciendo una condición a la frontera la cual nos 

anule el flujo de calor en la dirección radial. Para llevar a cabo este propósito necesitamos 

que de las funciones de Bessel llar) tienda a cero y que .10(ctr) tienda a uno, por lo que esto 

se logra tomando en cuenta la siguiente condición a la frontera en la que si ro  tiende a oc y, al 

sustituir en la ecuación (2.25) deducimos que a tiende a cero por lo tanto las funciones de 

Bessel de Ji  y J. tienden a cero y tino respectivamente, esto es debido a la gráfica de la figura 

(2.4) explicada en la sección (2.3). entonces las ecuaciones (3.2) y (3.3) se escriben de la 

siguiente manera. 

57 



, • o 
	

(3.4) 

cono) u.-0, la ecuación (3 3) produce 

J, 	k 	D ` < 	 (3.5) 

En donde se ve claramente que el flujo de calor en la dirección 	no existe y todo el 

flujo de calor es en la dirección 7, este análisis predice un flujo unidireccional y no toma en 

cuenta la presencia de efectos de frontera 

Para resolver el problema en d cual se tendrán efectos de frontera, se introduce la 

suposición de escalamiento en donde se considera un cambio de escala en que el radio de un 

cilindro supuesto tiende a infinito, como se muestra en la Figura (3.1). De esta forma se 

describe analíticamente una región central con una variación de temperatura despreciable en 

la tapa. 

Ahora bien, de la figura (3.1) observamos un cilindro con tapa isotérmica, la que 

definiremos como el radio r' y la denotamos como la región 1, entonces el cilindro que tiende 

a infinito esta definido como el radio r0  y se denota como la región II, como se muestra en la 

Figura (3.2). 

Suponiendo una solución gráfica de las temperaturas con respecto a los radios de la Figura 

(3.2), obtenemos una gráfica supuesta como se muestra en la Figura (3.3) 
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. 	......... 

Figura (3.1) : En esta figura se muestra un cilindro supuesto para poder 
encontrar una región parcial o totalmente isotérmica. 

-^04;~ 
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ro  

Figura (3.2) : En esta figura se muestra un cilindro supuesto en donde 
ro--> co, y un cilindro interior con una tapa parcialmente 
isotérmica. 
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ISOTERNIICA 

RECIION CON 
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'TEMPERATURA 

1 	2 3 r 

REGION 1 REGION II 

Figura (3.3) : Gráfica supuesta en donde senuestra el comportamiento de la 
temperatura con respecto a la variable r cuando se tienen dos 
regiones, como se muestra en la figura (3.2). 
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Ln esta ()gula se te que la soluckat dada en la ectiacion (3 I ). solo tiene validez en la 

region con t ariactón de temperatura, o sea para toda r 	r,„ considerando un corrimiento 

del origen a r'. por lo que se define a 

r- r' 	 (3O 

)' 

r„ 	 (3 7) 

La ecuación (3.7) garantiza el ajuste de la solución en la frontera r = r„, la cual lleva a 

la solución en la región II, de la figura (3.2). 

La solución de las ecuaciones (3.4) y (3.5), solo valen en la región de O < r < r'. De 

aqui deducimos que en la región 1 tenemos un flujo laminar y, en la región II tenemos la 

solución de la ecuación (3.7). 

Habiendo modificado los radios barra de (3 (i) y (3.7), la ecuación (3. I ) se escribe 

como 

kEi 	Oí, -T,,) el' ,(Ei 	k 	(1'„ -'1",) e 1 , 1 „(ii 	para toda r 1- r' 	(3 8) 

en donde denotamos esta última como la ecuación barra y, el parámetro ü de (2 25) cuino 
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_ , . _ _L. 
r - r' 

( 	9) 

• ."51115. 

en donde se ve claramente que fue sustituida la ecuación (3.7). 

De una manera similar a la sección (2.6), se liara un análisis analítico para obtener las 

gráficas del flujo de calor cuando se mantiene alguna de las variables constante, ya sea tanto 

la longitud como el radio. 

Para llevar a cabo nuestro propósito, se va a considerar la ecuación barra (3.8), asi 

como las ecuaciones (3.2) y (3.3) que corresponden a cada dirección del sistema 

termodinámico. 

Primero se verá el flujo de calor en la región 11, o sea en la dirección 	y 

posteriormente se analizará el flujo en la dirección z . Viendo el análisis en la direccion i , 

se tomará en cuenta la ecuación (3.2), pero ahora como ecuación barra y se divide entre el 

flujo de calor de la ecuación barra (3.8), entonces la magnitud del flujo de calor se escribe 

como 

 

Pi(E(F)tztz  

pi(a7) -dii+poccitilp 
para toda r > r' 	(3.10) 

 

Por otra parte si los parámetros iz y dados por las ecuaciones (3 9) y (2.48) que a 

continuación se muestran 
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24O5 • 
Y 	fi 

r. - 	r' 

se sustituye en (3 10) y con un sencillo desarrollo algebraico se transforma en 

1,11 ,1* 	 (3 12) 
,(a 	-r) 

) 

en donde se ha supuesto un valor del radio constante, digamos r1, entonces al simplificar la 

notación definiremos a las funciones de Bessel, de la siguiente manera 

•,111113.7.4.1,0 

(313) 

y en donde 

(314) 

Finalmente, escribimos la ecuación (3.12) de la forma 

1 

+ IJ  .1-1 -4- 	
(0)„-r)) 

- - 	-- 
A L 

(3 15) 
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en donde : es una constante definida por 

Á 
- 

b 

u C.-  
t3 16) 

Mientras que para poder interpretar y representar de una forma gráfica la ecuación 

(3 15), procedemos en tomar en cuenta la siguiente relación del segundo miembro de dicha 

ecuación y la dejaremos en función de r,,, la cual se escribe como 

para toda it-:?1 	(3.17) 

donde n deberá tomar valores mayores que I ; como condición de esta igualdad dado que de 

la figura (3.2), se supone que r' es una fracción de r,,; entonces se requiere hacer r'-r„ para 

obtener una superficie totalmente isotérmica Cuando "n" toma el valor I, tenemos que r'= 

y, significa que el flujo es bidimensional y, si n tiende a infinito entonces r' -r,,. De aqui 

deducimos que cuando "n" tome valores mayores que 1 hasta 	r' se aproximará a r0, 

Ahora bien, cabe hacer mención a la siguiente pregunta, ¿Para que valor de "n" se puede 

considerar una tapa totalmente isotérmica?. 

Para responder, debemos analizar cuidadosamente la ecuación (3.17), ya que cuando 

n = 1 se tiene r = O y no es totalmente isotérmica, pero cuando o = :c entonces r' - y asi 

consideramos una tapa totalmente isotérmica. 
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loinalinente, sustituyendo 1 3 17) en la ecuación 13 15), se escribirá de la siguiente 

manera 

(3 18) 

en donde 

(3.19) 

representa el cambio de variable, el cual disminuye a medida que L se incrementa con 

respecto a r„ y hemos descrito el flujo en la región II. 

De este modo, la ecuación (3.18), advierte que si la longitud aumenta mucho más 

rápido que el radio, entonces ‘ tiende a cero y, por lo tanto, la relación entre el flujo de 

calor en la dirección del radio y el flujo de calor total tiende a uno. 

La gráfica de la ecuación (3.18), se muestra en la Figura (3.4). En la figura se 

observa que cuando n 	x, tenemos que r'- r„ y se demuestra de la figura (3.2), que se 

tendrá una tapa totalmente isotérmica. 

Ahora bien procediendo de la misma manera en la dirección z, como se hizo 

anteriormente con la componente en , se desarrollará un análisis similar. 

De acuerdo a (3.3), pero ahora como ecuación barra y dividiéndola entre el flujo de 

calor total de la ecuación barra (3 8), la magnitud del flujo de calor se escribe como 



ro - 
2 6 4 8 lo 

Flujo radial 

IJ ti'  

5 

Longitud relativa: S  - 
, 

Figura (3.4): Relación entre el flujo de calor radial barra y el flujo total ban.a. 
En la figura se observa que cuando n 	o, tenemos que r' -ro  y, 
significa que el flujo de calor es constante y se tendrá una tapa 
totalmente isotérmica. 
La familia de curvas son descritas por la ecuación: 

1 
IJ ,Ij 	'11 	1+ -.,1---(C)1  

n-  A 

en donde "n" es el parámetro de cada curva que toma los 
siguientes valores de ( 1, 2, 5, y 10 ), y tomando como constante al 
parámetro "A". 
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J (á i )13 

(ti r)(1 	+1.1 ((i 

y con un sencillo desarrollo algebraico la ecuación (3 20) se transforma en 

114. 	P1(5 	)2  
f 

C ro  

en donde se ha utilizado la relación para ( ), ((3) y (ro-11 dada por la ecuaciones (3.11) y 

(3.17) 

Finalmente la ecuación (3.21) toma la forma 

14' 
4941 u  1+112 x(1 )1  

(3.22) 

en donde la cantidad X se define como una constante, la cual se determina por la ecuación 

(3.16), mientras que 

(3 20) 

(321) 

(3.23) 
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representa el cambio de variable, el cual aumenta a medida que I. se incrementa con respecto 

a r„ y hemos descrito el flujo en la región I 

De este modo la ecuación (3 23), advierte que si el radio aumenta mucho mas rapid,) 

que la longitud, entonces 	tiende a cero; de aqui decimos que tendremos flujo laminar 

con una tapa isotérmica debido a que r'- r„, 

I .a gráfica de la ecuación (3,22), se muestra en la Figura (3.5), En la figura se 

observa que cuando n 	(t:, se obtiene r'.= r„ y, cuando 11-1 tendremos a C=0, de estas 

anteriores suposiciones obtenemos el análisis para poder encontrar una tapa total ú 

parcialmente isotérmica que nos define el flujo laminar. 

Con el análisis de (3.17) y considerando que el radio de la región isotérmica puede 

variar dentro del valor del radio de la tapa del cilindro supuesto, se reporta la solución 

analítica de obtener un cilindro con tapa total ó parcialmente isotérmica. 

La importancia de este tipo de solución radica en su potencial de aplicaciones 

industriales y en procesos de aprovechamiento de energía. 

En la siguiente sección se analizará el problema original y se considera una superficie 

isoterma cuya distribución de temperatura será una aproximación de la ecuación (2.27), a 

partir de la cual, se obtiene la expresión analítica para el flujo de calor total dentro del 

cilindro en función del radio. 
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Longitud relativa: 5  - = --T  
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Figura (3.5): Relación entre el flujo de calor azimutal barra y el flujo de calor 
total barra. En la figura se observa que cuando "n" toma valores 
mayores que 1, va decreciendo la curva, esto indica que el flujo 
de calor sería en la dirección del eje del cilindro y se tendría que 
el r' = ro  de la figura (3.2). 
La familia de curvas son descritas por la ecuación: 

1,1 ,12 	_ 
TI' 	

A()2 

en donde "n" es el parámetro de cada curva que toma los 
siguientes valores de (l, 2, 3 y 10 ), y A toma un valor constante 
diferente de cero. 
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3 2 - Li.:1' 	FOURIER EN SISTUMAS CON SI PFKFICIN ISOTHINIA LA 

APKOXIMACION CLIASECONSTAKIE PIRA EL FLU.I0 CALOR 

El resultado central del tercer capitulo radica en considerar que, si en la superficie 

superior del cilindro la temperatura es función de la variable radial, entonces dentro de la 

cavidad cilíndrica el tlujo de calor total está determinado por la ley generalizada de Fourier 

ecuación (2.42), la que contempla claramente las componentes del flujo en las direcciones de 

r y z. 

Se va a modificar por un instante el planteamiento del problema inicial descrito en la 

sección (2.3) con el propósito de demostrar que existe una región cilíndrica dentro de la 

cavidad en la cual el flujo de calor es laminar. 

Para determinar el cálculo de una nueva condición, se considera una cavidad 

cilíndrica de radio R. Se supone también, que dentro de la cavidad cilíndrica, la distribución 

de temperatura está dada, de acuerdo a los resultados obtenidos en el primer capítulo, por 

(To  — T, ) J (a r) e" + T, 	 (3.24) 

en donde claramente se observa la dependencia radial. 
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Además. el flujo de caloi total dentro de este sistema, se determina por la ley 

gene' atizada de I outtcr, en la que se observa que las bacas de fijo constituyen un problema 

bidimensional. la cual esta representada por la eellaCkfil (2 42) 

Por el momento el objetivo es determinar la condición bajo la cual la componente 

radial de la ley generalizada de Fourier sea próximo a cero. 

Esta condición se obtiene a partir del comportamiento gráfico de la función Ji(ar), 

en la que se observa para valores del argumento tales que are 1, se tiene que Ji(ar) > O. Por 

lo tanto, para el caso en el que ar< I , la contribución radial al flujo de calor total se anula, y 

de esta manera, la ley generalizada de Fourier representa el flujo de calor en la dirección a lo 

largo del eje del sistema, es decir 

z) - 
(z) = le j - 

(
7-e" 

Nótese que en la última expresión se ha escrito .9 (z) en lugar de 9 (r,z), la razón 

estima del mismo hecho en que para ar<I, la Unión de Bessel J. tiende a uno y, por lo 

tanto, como resultado de la ecuación (3.24) se tiene 

5(r, = (T„ - er,) J „ (a r) 	+ 	- 	(z) = (T'o  - ) 	 (325) 

Se debe hacer hincapié en que la condición sobre el argumento ar de la función de 

Bessel Ji  nos determina la región dentro del cilindro en la cual el flujo de calor es laminar. La 
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base de este argumento radica en las mismas características de la condición. debido a que si 

ar<1, entonces 

	

R 	2 

	

r4 	5 
 R 

2.05  
(3 26) 

Por lo tanto, en la región cilíndrica de radio r„ menor que 2/5 R,,, el flujo de calor es 

laminar, mientras que para radios mayores, el flujo tiene componentes radiales Vigora (3.6). 

La aproximación dada por (3.25), muestra además, que en la tapa superior del 

cilindro de radio r0, la temperatura puede ser considerada como una constante. De esta 

manera, se considera necesario que para obtener el flujo de calor total en una sola dirección, 

la temperatura de la tapa superior de la cavidad cilindrica debe permanecer constante a lo 

largo de toda la superficie, y de este modo, el problema de conducción de calor en dos 

dimensiones se transforma en un problema unidimensional. 

Finalmente, la aproximación, que determina la región del flujo laminar dentro del 

sistema, la llamaremos aproximación cuasi-constante. 

Ahora se determinarán cuáles serian las condiciones operacionales para un sistema 

termodinámico con simetría cilíndrica y con tapa superior a temperatura constante. 

Con este propósito, resulta evidente que la pared lateral y la tapa superior del 

cilindro no deben estar en contacto térmico uno con otro (condición de aislamiento). De lo 

contrario, existirá un gradiente de temperatura entre ellos y por lo tanto un flujo de calor en 

la dirección del gradiente, que en este caso corresponde a la dirección del radio. De esta 

manera, habrá una transmisión de energía en forma de calor que evitará que en la tapa 

superior la temperatura permanezca constante. 
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Figura (3.6): En la región de radio menor que 23R0  el flujo de calor es 
laminar. Para regiones de radio mayor existen componentes 
en las dos direcciones. 
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Sin embargo, es posible impedir el contacto térmico a través de una pared adiabatica, 

de tal manera que la tapa superior y la pared lateral del cilindro se encuentren aislados y, por 

lo tanto, evitar el flujo de calor y garantizar que la superficie superior sea una isoterma 

Es posible que en la práctica deba considerarse una pérdida de la (magia transmitida 

en el punto de contacto tapa-superficie lateral del cilindro, debido a que el aislannent o 

perfecto no existe 

El gradiente generado por dichas pérdidas, puede ser muy grande debido a la 

presencia de una diferencia de temperatura en un pequeño anillo muy próximo a la frontera 

de la superficie lateral. En tal caso, para compensar las pérdidas, el suministro del 

correspondiente flujo de energía será la condición necesaria para mantener la superficie 

superior a temperatura contante. 

Además de la condición de aislamiento mencionada antes, se requiere de un 

suministro uniforme de calor a lo largo de toda la tapa superior del cilindro. De esta forma 

se evita la dependencia de la temperatura en la dirección del radio. 

Bajo estas condiciones, la función de distribución dada por la ecuación (3.25) se 

reduce al caso 

9(Z) = 	-T2 ) f' 11'  f 
	

(3.27) 

en donde claramente se observa la independencia radial. 
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La ecuación (3 27) no debe interpretarse como una aproximación matemática sobre 

la solución, sino como una condicion lisica consecuencia de la constancia de la temperatura 

en la superficie 

A partir de la solución (3.27), podemos representar matemáticamente la variación de 

la temperatura "1(z) con respecto a la de la superficie inferior, tomando en cuenta que para 

esta superficie en z. 0, de la ecuación (3 27) se obtiene que la temperatura es L-T2. La 

variación de la temperatura la damos por 

9(z)- (T„ 	Tj[el" - II r 	 (3.28) 

Por otra parte, el flujo de calor total dentro de la cavidad estará determinado por la 

ley de Fourier, en donde el operador gradiente actúa sobre (3.28), esto es 

Ji(z)- -k1.9(z)- (T -1.41 	 (3.29) 

Pese a la simetría del sistema termodinámico, el operador gradiente de la ecuación 

(3.29) se escribe en su forma más sencilla respecto a la variable z 

J ,.(z)=- kJd7z.[7(z)-(T„ 	 (3.30) 
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Con el apoyo de (3 28), la relación (3.30) se lransfm nia en 

k 	 (3 1) 

Utilizando el resultado de la relación (3.28) se tiene 

(3.32) 

Finalmente, si se introduce el valor de (3.32) en la ecuación (3.31). obtenemos el 

flujo de calor total en cualquier punto dentro de la cavidad cilindrica 

jr(Z) —  k 	
I (z) - T„ 	

(3.33) 

Este resultado indica que las líneas de flujo calorífico tienen una sola dirección y es a 

lo largo del eje del cilindro. En contra punto al considerar que, si la temperatura de la 

superficie superior depende del radio, entonces el flujo de calor total es a lo largo de las dos 

direcciones. 

Como en esta superficie la temperatura permanece constante, las líneas de flujo son 

paralelos al eje del sistema y entonces dentro de la cavidad cilíndrica el flujo de calor es 

laminar. 
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IM la siguiente sección se analizara de una manera gráfica, la longitud critica que se 

debe obtener para un cilindro con una superficie parcialmente isotérmica 

3 3 - ANALISIS (TRAFICO APROXIMADO PARA UN FLUJO DIZ CALOR LAMINAR 

En esta sección se analizara de una manera gráfica la longitud critica que se debe 

tener para un cilindro con flujo de calor laminar, o sea con una superficie parcialmente 

isotérmica. 

Al igual que en la sección (3.2), en la cual se obtuvo un radio critico para determinar 

un flujo de calor laminar, se procederá a determinar una longitud critica aproximada por 

medio de un análisis gráfico. 

Para llevar a cabo dicho objetivo de interés, se reconsidera la ecuación (3.22) como a 

continuación se muestra 

(3 22) 

en donde la variable /— 2  esta representada por la ecuación (3.23), como se muestra 

LZ  

r„ 
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Sin embargo, para poder mantener el radio constante y variar la longitud se procede ahora a 

denotar la ecuación (3 23) como 

en donde 

r„ 	
(3 35) 

la cual, al sustituirla en la ecuación (3.22), se obtiene que 

   

(3.36) 

149 +1Jril 	1.4-n 2 Á 

De este modo, la gráfica de la ecuación (3.36), se muestra en la figura (3.6). En la 

figura se observa de la primera curva, que cuando n = I se tiene que esta curva tiende a un 

valor asintótico aproximadamente cuando 4 toma el valor de 9, ya que al sustituir este valor 

en la ecuación (3.35) se tiene la expresión 

3L 	 (3.37) 

ESTA TESIS Hl CEBE 
LA BUBA 
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Flujo laminar 

j 

II 

Longitud relativa: 
L2 	i 

ro 2  

Figura (3.7): Relación entre el flujo de calor azimutal barra y el flujo de calor 
total barra. En la figura se observa que cuando la curva tiende a 
un valor asintótico, se obtiene una relacion de la longitud critica 
que debemos tener para obtener un flujo laminar. 
La familia de curvas son descritas por la ecuación: 

1! 	1 	 

1J 'II 	

e
' 
+n2 A r.. 

) 

en donde "n" es el parámetro de cada curva que toma los 

siguientes valores de ( 1, 2, 3 y 5), y A toma un valor constante 

diferente de cero. 
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por lo cual, de esta relación se concluye que para tener un thno laminar que dependa de una 

longitud critica. se deberá tener un radio mucho más grande que la longitud 

De igual manera. este análisis se puede hacer para cada curva, ya que cuando cada 

curva tienda a un valor asintótico, se encontrará una IV aproximada y al sustituir este valor 

en la ecuación (3.35), se encontrará la longitud critica aproximada que se necesita, para un 

flujo de calor laminar cuando se tenga un valor de radio constante, el cual será n veces 

mayor que dicha longitud. 

En la siguiente sección se hará el análisis analítico para encontrar una longitud critica 

que determine el flujo laminar. 

3.4.- EL EFECTO DE LA DIFERENCIA DE TEMPERATURAS. 

El objetivo principal de esta sección consiste en obtener una expresión que determine 

la longitud critica, la cual se desea considerar para un flujo laminar. 

Al igual que en la sección (3.2), en la cual se obtuvo un radio critico para determinar 

un flujo de calor laminar, se procederá a determinar una longitud critica de una forma 

analítica para dicho flujo. Para poder llevar a cabo el objetivo de interés, se considera y 

analiza el efecto de la constante "A" de la ecuación (2.63), como a continuación se muestra 

b 
tl = — 

a 
(3.38) 
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en donde a" I" y "?.," estan denotadas por las ecuaciones 126(1), (2 61) y 1225) 

respectivamente y, "C"e el factor de intensidad denotado por la ecuacion 12 49) Como 

"C" toma valores negativos podemos decir como hipótesis que esto es contradictorio. 

entonces por la fórmula de 

(In a)' 	(In j 	 (3 39) 
a 

podemos representar a la ecuación (3.38) de la siguiente manera 

P  (c1 r)11  (1  ir A - 

„ (cc r)11  In (Ti  
To  -T,)  

en donde tenernos que O<A<I, lo cual implica que la diferencia de temperaturas del 

argumento del logaritmo debe ser de la siguiente manera 

Ti  -T2  > T0 - T2 	 (3.41) 

en donde, Ti > T.; entonces tomando en consideración esta dependencia de temperaturas 

podemos hacer mención a lo siguiente. Si tomamos en consideración la ecuación (2 67), la 

cual es la que nos determina el flujo en la dirección laminar definida por 

(3 40) 
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flJP• 	1• Al; 

en donde al darle valores muy pequeños a la ecuación (3 10), podemos deducir que el flujo 

en la dirección al eje del cilindro no va a depender de una longitud dada, sino mas bien, pala 

valores muy pequeños de "A", siempre se tendía flujo laminar en el más nimbo incremento 

de la superficie superior. 

I..a gráfica de la ecuación (3.42), se muestra en la Figura (3.8) En la figura se 

observa como para valores muy pequeños de "A" el flujo de calor siempre permanecerá y 

será laminar en la más mínima porción de la tapa superior, tomando en consideración que el 

flujo se transmite por la parte superior. 

En resumen, para poder encontrar un flujo laminar que dependa de una longitud 

dada, es necesario tener un sistema completamente adiabático entre la tapa de la superficie 

superior y las paredes del cilindro, ya que aquí es donde existe un gradiente de temperatura y 

es en donde se pierde una cantidad de calor. Es decir, la presencia de un gradiente de 

temperatura aísla la tapa isoterma de las condiciones a la frontera. 

Existen otros factores por los cuales no se puede encontrar un flujo de calor laminar 

que dependa de una longitud dada, como por ejemplo, los efectos de frontera o de borde, ya 

que estos son un factor importante, por el cual no se de una longitud especifica que nos 

determine dicho flujo, sino más bien el flujo laminar va a depender de la diferencia de 

temperaturas como se describio en esta sección. 
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Figura (3.8) : Para valores muy pequeños de "A", el flujo de calor laminar 
permanecerá en la más mínima porción de la tapa superior y, 
no dependerá de una longitud dada. 
La familia de curvas son descritas por la ecuación: 

p 	p , 	1+ A (1, 

en donde "A" es el parámetro que define cada curva que toma 

	

los siguiente valores de ( 	0.1, 0.01, 0.001, y 0.0001, ). 
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IV.- ALGUNAS APLICACIONES DEL FLUJO DE CALOR 

4.1 - EL MOTOR ENDOTERMICO. 

4.1.1 - RENDIMIENTO DEL FLUJO DE CALOR DE UN PISTON CON SUPERFICIE 

PARCIALMENTE ISOTERMA 

4 2.- UN PIRANOMETRO DE CAVIDAD VARIABLE. 



I I 	\10101( V.\1)011 It \II( O 

Como se sabe, la necesidad e inquietud del hombre por transformar y aprovechar el 

calor u otras formas de energía en trabajo, lo ha llevado a la concepción y creación de 

diferentes máquinas térmicas que operan bajo ciertos ciclos termodinámicos, así tambien el 

deseo de obtener bajas temperaturas en otros sistemas, lo ha llevado a la creacion de 

diferentes ciclos de refrigeración 

Dentro del motor endotermico el cual para el objeto de estudio, se analizara el piston 

cuyo encendido es por chispa, y son los motores de gasolina de 2 ó -1 tiempos que operan 

bajo el ciclo Otto 

De los procesos que se requieren para el movimiento del pistón, de los cuales se 

denominan carreras se analizarán el proceso de ignición y el de la carrera de expansión, que 

son los dos en los cuales se provoca la combustión y se genera una presión y temperatura 

muy elevadas. 

En la ignición mediante una chispa eléctrica se provoca la combustión rápida de la 

mezcla caliente, o sea vapor de gasolina y aire. El pistón no se mueve durante este proceso 

En la carrera de expansión, los productos calientes de la combustión se expanden y 

empujan el pistón hacia abajo, experimentando así una caída de presión y temperatura 

Durante esta carrera el pistón realiza trabajo y en ella también se producen rozamiento, 

aceleración y conducción de calor. 
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Las temperaturas del gas durante la combustion de la mezcla pueden alcanza! los 

2_000°C y permanecer tan altas como 800°C durante la carrera de escape. como se se en la 

Figura 	I 

Fa temperatura inicial de combustión. que llega a 2000T. es haSiallle stipelitIF al 

punto de fusión de los materiales usados en la construcción del motor, por ejemplo. el 

aluminio se derrite a 700°C aproximadamente y el acero a unos 1100°C. Incluso si las 

temperaturas se mantuvieran abajo de estos puntos de fusión. la expansion o distorsión 

causaría costosos daños Además una parte del calor producido es trasmitido a la pared del 

cilindro, al pistón, a la cabeza y a las válvulas 

A titulo orientativo se indican los limites dentro de los cuales han de mantenerse sus 

temperaturas. 

Pared del cilindro.- La temperatura máxima aconsejable para el interior de la pared es del 

orden de entre 150 y 200°C. 

Pistón - La temperatura en el punto más caliente, es decir, en el centro de la superficie ó 

cabeza del pistón, puede alcanzar los 300°C. La refrigeración en la mayor parte de los casos 

se produce por conducción de calor a la pared del cilindro y de esta al fluido refrigerante. 

l'ared de h. cámara de combustión - La temperatura sobre la superficie interior en las zonas 

más calientes es del orden de los 250°C. Dentro de este límite se consigue asegurar una 

eficaz extracción de calor de los asientos de las válvulas y de la bujía, y un correcto 

desarrollo del ciclo termico del motor. Es importante obtener una cierta uniformidad de 

temperatura para evitar la formación de puntos calientes que pueden dar lugar a anomalías 

de funcionamiento (pre-encendido y detonación). 



1.11 1enlp ;pros de los 
..ises de escape goo (' 

( I) lenip de la 
caiga 40-0) 

(1) Teuip Inicial de 
combustion dpro‘ de 

200ir'(' 

(3) .1elop apros al 
final de la carrera de 

polencia.  1200.0. 

o 

Figura (4.1) : Temperaturas del gas durante (I) la carrera de admisión, (2) el 
inicio de la carrera de potencia, (3) el final de la carrera de 
potencia, (•1) la carrera de escape. 
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Válvula de escape - Con los materiales empleados normalmente 1,1 temperatura impaina 

admisible es de entre 700 y 750°C, a temperatura superiores la resistencia mecánica y a la 

corrosión se reducen de manera imponente La refrigeración se produce únicamente poi 

conducción desde la válvula al asiento y a la gula y de éstas al refrigerante 

Del balance termico resulta que el calor extraido en conjunto por el sistema de 

refrigeración varia del 20 al 30% de calor total desarrollado por la combustión. segun el 

diseño, las dimensiones y las condiciones de uso del motor" 

En la siguiente sección veremos más detalladamente para que nos sirve el análisis que 

se esta haciendo sobre el pistón y se verá una aplicación supuesta para encontrar un radio 

con una superficie parcialmente isotérmica. 

4.1.1.- RENDIMIENTO DEL FLUJO DE CALOR DE UN P1STON CON SUPERFICIE 

PARCIALMENTE ISOTERMICA. 

Para poder tratar las secciones de los capítulos anteriores y al aplicarlos en esta 

sección, se procede a analizar el pistón el cual realiza varias funciones importantes. Una de 

ellas y la que mas nos importa en la aplicación debido a su forma cilíndrica es la de conducir 

eficientemente el calor y el flujo que se dispersa durante dicha cabeza del pistón, como se ve 

en la Figura (4.2). 

Los motores de encendido por chispa están casi generalmente hechos de una sola 

pieza y la cabeza del pistón, puede ser de superficie plana, convexa o cóncava. 
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Figura (4.2) : Ensamble de pistón en el interior del cilindro. 
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Para proceder a dicho analisis y obtener una supedicie paic,almenie 

como una muy buena eficiencia de la distribucion del flujo de calor  en el pistos se pi ocedei a 

a calcular la r'. como se muestra en la Figura (4 I). con lo cual se formula la siguiente 

pregunta „Cuál es la r' que debe tener un cilindro para tener un porcentaje ("uf de flujo de 

calor en la dirección azimutal?. 

Para responder a esta pregunta se proponen las siguientes formulas, las cuales se 

utilizarán para definir a un cilindro. Como se sabe el área total del cilindro es definida por 

ni' 	 (4.1) 

y el área con respecto a la superficie parcialmente isotérmica es 

A' 	r'' 	 (4.2) 

entonces definiremos el t'actor del flujo de calor (F) como 

A'Ji t  

A T J1'r 
(4. 3) 

en donde tliT es el (lujo de calor incidente total mediante el cual la superficie superior del 

pistón es calentada uniformemente y sus unidades corresponden en el sistema internacional a 
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Kcal,m1r) y. F está definido como se menciono al final de la sección anteri(n entre o 2 k 

0.3 de finjo de calor debido al balance térmico de calor extraido por el reliigef ante 

Por otra parte el porcentaje de calor extraido queda definido por 

') 0 	100 	 (4 4) 

Para poder simplificar la notación. se sustituye (4. I) y (4 2 1 en la ecuacion (4 3), en 

donde con un sencillo desarrollo algebraico el factor del flujo de calor se escribe como 

(4.5) 

de esta última ecuación se ve que el flujo de calor es visto y analizado por la parte de ¡libera 

del pistón. Ahora bien despejaremos de la ecuación (4.5) la r' que se necesitará para 

encontrar una superficie parcialmente isotérmica, y se escribe como 

r' 	 (4.6) 

Por lo tanto con esta última relación hemos podido responder a la pregunta 

formulada al principio. Ahora pasaremos a calcular la r' que se necesita para obtener el % de 

flujo de calor en la dirección 2" . 
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Suponiendo que el radio (r„) del pisten es de 4 15cm y 1 es de O 3, al sustituir estos 

valores en la ecuacion (4 	tenemos que r.  2 27cm. es el radio necesario para el flujo de 

'alar en la dirección azimutal. como se muestra en la Figura (4 3) 

Es importante ohsers al que con este calculo se puede deducir que cuando r' 	se 

tiene que todo el flujo de calo! será dirigido en la direccion z, o sea J,' =J, 

Ahora bien para continuar analizando el pistón y encontrar un flujo que dependa de 

una longitud dada, es necesario suponer y formular la siguiente pregunta ¿Cuál es la 

dependencia del % de transmisión con respecto a la longitud 1.2 

Para contestar esta pregunta es necesario suponer y restringir las siguientes fórmulas, 

como se sabe de la sección (3.1), el flujo de calor laminar es denotado por la ecuación (3 5) 

cuino se muestra 

k 	(•r, T,) 	' 	para toda r r' 	(4.7) 

y el flujo de calor incidente total es denotado por 

--- ha-  (T„ 	 k 	(T, -T2 ), Pi„(d 	para toda r r' (4 8) 

entonces de la ecuación (2.48), denotamos a la longitud en función de las temperaturas 

como se muestra en la ecuación siguiente 
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C 

t. 
(4'9 ) 

en donde "C"' es el factor de intensidad', esta descrito por la ecuación (2.1')) y deberá tomar 

valores negativos. 

Por otra parte el factor del flujo de calor ahora esta denotado por la siguiente 

ecuación. 

(4.10) 

y al sustituir las ecuaciones (4.7) y (4.8) en la ecuación (4.10), y con una simplificación 

obtendremos lo siguiente 

F= 
‘iff 	) + fi 	+ fi 

	 (4.11) 

al dividir esta última ecuación por p y, sustituyendo los valores de rx y de las ecuaciones 

(2.9) y (4.9) respectivamente se obtiene lo siguiente 

1 

-1- 1.1(1r-f) +I 
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esta ultima relación indica que el flujo de calor ha sido analizado y visto por la parte de 

adentro del cilindro o pistón, ya que el porcentaje de transmisión sólo puede analizarse de 

esta forma y además dicho porcentaje depende en cierto modo de las temperaturas que están 

involucradas en el factor de intensidad ((') como se vio en la sección (3 4), es por eso que la 

ecuación (4.12) queda descrita de esta forma y responde a la segunda pregunta formulada. 
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4 2 - UN PIRAN() \ IETRO DI E AVIDAD VARIABI E 

Desde la aparición del primer transductor termoeléctrico en la medición de la 

radiación solar, se ha considerado que tanto la intensidad de temperatura y la constante de 

tiempo representan parámetros constantes en una terinopila, sin que existiera una relación 

matemática entre ellos 

Este hecho no es de extrañarse si se toma en cuenta que los transductores 

termoeléctricos antes empleados, consistían de elementos extremadamente masivos, 

haciéndolos totalmente insensibles a pequeñas variaciones Sin embargo, la experiencia con 

este nuevo tipo de termopares muestran que ambos parámetros dependen del tamaño de la 

cavidad sobre la cual esta montado el transductor termoeléctrico ó termopila, 

El arreglo experimental empleado en la Figura (4.4). El cual consiste de un 

transductor termoeléctrico de simetría radial formado por 25 pares termoeléctricos hechos a 

base de semiconductores, los cuales están montados sobre un substrato de mica El 

transductor se coloca dentro de un hemisferio de vidrio. con las uniones frías en contacto 

térmico con la masa del aparato, y las uniones calientes sobre una cavidad de longitud 

variable que se encuentra llena de aire 

La cavidad se encuentra delimitada en el fondo por medio de un pistón plano con 

cuerda que tiene un eje el cual esta sujeto al aparato por la parte inferior, permitiendo de 

esta forma que al ser rozada la parte externa del instrumento, el pistón suba o baje 

dependiendo del sentido que se le mire. Por otra parte, el pistón no esta dispuesto a rotar por 
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Figura (4.4) : Pistón de un Piranometro de longitud variable, el cual sirve para 

encontrar la relación entre la temperatura y dicha longitud. 
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si mismo, debido al ajuste entallado de la i:tierda 	al hueco de beCC1011 i cal de la i• ole 

inedia del dispositivo, que permite el movimiento de rotacion y desfila/amicus amid 

Ahora bien para poder encontrai una relacion entre la tempehuin a \ 1,1 cavtd,R1 del 

piston, se toma en cuenta las condiciones a la 11 uniera que se tienen en la seeoun (2 -11 

aplicando estas condiciones id pistón de la figura (14), muestra flema nos queda de la 

siguiente manera, cuino se muestra en la Figura (4.5) 

Procediendo al análisis de este problema se retoma (2.47), como se muestra 

"itr(r,z) -k 9  ,(r. z) — T., [ u  cos1101z) 

.1
1  
(rx r) 	senh((1,

,

z) • 

que es la solución cuando se tienen estas condiciones a la frontera de la figura (2,4). En esta 

ecuación se verá el comportamiento del flujo de calor total cuando el r )til y z-->1., y estas 

condiciones corresponden a una región cilindrica en la vecindad del eje del pistón. As', la 

ecuación (4.13), se transforma en 

senhos,r.u z 
	

(4.14) 

en donde A 71(0,1..)-Ti-T2, es la diferencia de temperatura por lo cual al despejarla y con un 

sencillo desarrollo algebraico la magnitud del flujo de calor, ecuación (4.14) se transforma 

en 
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fanli (III.) 	\ )1(1 ) 	 (4 Is)  

en donde Ci es una constante definida por 

(4 1(,) 

mientras que 

11-01 	 (4.17) 

y representa el parámetro de cada curva del experimento. 

Los valores de Ci y 11 se muestran en la Tabla 1 De esta manera la ecuación (4.15), 

es la que nos específica la relación entre la temperatura y la cavidad del pistón. 

La gráfica de la ecuación (4.15) con los datos experimentales ajustados se muestran 

en las Figuras (4.6) y (4.7), en donde tenemos los valores de la longitud en metros y en 

milímetros 

En estas gráficas se ve que mientras mayor sea la constante Ci definida por la 

ecuación (4.16) como se muestra en la Tabla 1, menor será su conductividad k, entonces de 

dicha tabla se observa que la curva 113  de la figura (4.6), tiene mucho mayor conductividad. 

Ahora bien otra forma de ver esta relación de la temperatura con la longitud de la 

cavidad del pistón, es normalizando y ajustando los datos experimentales 
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To  

Figura (4.5) : La temperatura de la superficie superior del pistón varia como 
función del radio, mientras que en la pared lateral y la parte 
inferior permanecen a temperaturas constantes. 
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Figura (4.6) : En esta figura se muestra el comportamiento experimental de la 
intensidad de temperatura á:91  (L) en función de la longitud de la 
cavidad del pistón en metros. La curva se obtiene con la siguiente 
ecuación 

¿ .71 = G Tanb(FIL) 

en donde H es igual ap t  y toma un valor diferente para cada curva, 
y G es un valor constante asintótico para cada valor de II. 
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Figura (4.7) : En esta figura se muestra el comportamiento experimental de la 
intensidad de temperatura A.71  (L) en función de la longitud de la 
cavidad del pistón en milímetros. La curva se obtiene ajustando los 
valores experimentales con la siguiente ecuación 

L's 21  G Tanli(IIL) 

en donde II es igual a Di  y toma un valor diferente para cada curva, 
y G es un valor constante asintótico para cada valor de H. 
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CURVAS G II Gx11 

1 205.591 0.000792 0 233 

2 277.038 0.000819 0.226 

3 128.439 0.001092 0.14 

TERMOPARI 64.772 0.28688 18.58 

TERMOPAR2 39.176 0.18958 7.43 

TABLA I : En donde se ven los valores de G y FI que muestran el valor 

del flujo de calor. 
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De Lis grálicas que apaieeen en las Liguras (4 8) y (4 0). se puede ver que existe un 

valor maximo asintOtien para la temperatura. va que ambas son expresadas en función de la 

longitud de la cavidad del pistón Se puede comprobar que ambas gráficas son de la forma 

A ii(1.) 	1-e m 
	

(4 18) 

donde II es una constante para cada una de las curvas definida por la ecuación (4 17), de 

este modo, para cada valor de la longitud de la cavidad empleado existe un valor para la 

diferencia de temperaturas A .91(L)16. 

Dado que la solución de la ecuación (4.18) es una aproximación de la ecuación 

(4.15), se puede decir que para longitudes muy pequeñas de este experimento, ambas 

ecuaciones son una solución aproximada. Y para las condiciones a la frontera que se tienen 

en el pistón, estas ecuaciones (4.15) y (4.18) son las soluciones ajustadas para las pequeñas 

variaciones de longitud de la cavidad del pistón. 

Altura bien, para poder justificar lo mencionado anteriormente se hace la siguiente 

relación de la Tanh con la Exponencial, en la cual se muestra la aproximación que existe 

entre ambas como a continuación se muestra. 

e tn (1 zei  ) 
Tanh 11L 	 e.2-1115 (4.19) 

en donde al desarrollar tenemos que 
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Figura (4.8) : En esta gráfica se muestra la relación entre la temperatura y la 
longitud de la cavidad. La curva se obtiene ajustando y 
normalizando los valores experimentales con la ecuación 

.̀71  (14 = 

en donde II es una constante para cada curva y la longitud se 
encuentra en metros 
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Figura (4.9) : En esta gráfica se muestra la relación entre la temperatura y la longitud 
de la cavidad. La cuna se obtiene ajustando y normalizando los 
valores experimentales con la ecuación 

/5.91  (L) 	l-exp'111' 

en donde FI es una constante definida para cada curva y la longitud se 
encuentra en milímetros, 
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Tanh 
	

(4 20) 

esta ultima relación es la aproximación del ajuste que se hizo con las figuras (4 $) y (4 9) y 

es la justificación de dichas gráficas. 

Finalmente, se observa en esta aplicación que no es fácil tratar de obtener y calcular 

un flujo de calor laminar, ya que se requiere de un equipo sofisticado y muy especial que nos 

permita calcular y ver dicho flujo de calor. Los datos experimentales literón obtenidos a base 

de un Piranómetro especial con superficie totalmente isotérmica y de aqui se vio que no es 

sencillo obtener este flujo en dirección azimutal sin que afecten los bordes del sistema Sin 

embargo se logro mostrar como se comporta este flujo dentro de un cilindro con cavidad 

variable 
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RESUMEN 

Resumiendo. se puede considerar de este trabajo lo,  siguientes puntos importantes 

que a continuación se denotan. 

- Bajo ciertas condiciones a la frontera de un estado estacionario como se tiene en 

la seccion 2 3. se encontró la función de distribución de temperatura en cualquier punto 

dentro del cilindro. la cual se expresa en términos de las dimensiones geométricas del 

sistema. Esta función de distribución de temperatura esta descrita por la ecuación (2.27) 

.9(r, z) = (f, - ) .1„ (u ¡Je*" 	 (127) 

en donde, con las mismas condiciones a la frontera del sistema se describió el flujo de calor 

transmitido en forma explícita a través del cilindro; la ecuación que nos describe el flujo de 

calor es denotado por 

kot (T T, e 111 ,(cx 	k 	- r,) e 01,(0t 1.) 	(240) 

M mismo tiempo si las condiciones a la frontera se modifican como en la sección 2.4, 

la distribución de temperatura es 
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, 
), (r, 2) 	

__I - I 	
J, (u ) senli((l /) 	1. sen11((1 , I.) 

(2 32) 

y el flujo de calor total con dichas condiciones a la frontera se denotó como 

j„(r,z)'.-  ka 	senh((i,z)J,(u 	- k p, 13, cosh(l,z) J„ (u r) z 	(2 47) 

en donde tanto la ecuación (2.40), como esta última tienen como limite ala ley de Fourier 

canónica si r y z tienden a cero respectivamente, como se analizó en la sección 2.7, 

2.- Para el caso de una región parcialmente isotérmica se encontró 2 regiones que se 

comportan de manera diferente, para la parte isotérmica el flujo de calor ocurre solo en la 

dirección azimutal, descrito por la ecuación (3.5) 

	

= k 	-Tje-i" z 	para toda r < r' 	(3.5) 

para la región que no es isotérmica el flujo de calor esta descrito por la ecuación (3.8) 

á r 	ktx (T, -T,) (.11 `.1 	k 	(T„ 	r'11,,(ií. 02 	para toda r > r' 	(3.8) 

donde r' separa las dos regiones isotérmicas y no isotérmicas. La última relación es denotada 

por la ecuación barra debido a las modificaciones de las condiciones a la frontera en r---r' . 
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1 ais (lujos de calor tanto radial como laminar en las regiones descritas antes tienen un 

comportamiento. como se ()kers a en las iguras (3 3) y (3 4) 

3 - Otra manera que se hizo para analizar y obtener un flujo calorifico en 0101 sola 

dirección con una tapa isotérmica. fue la de hacer un análisis gráfico y encontrar una relación 

matemática que involucrará una longitud critica aproximada en función de un radio dado, 

cuino se muestra en la Figura (3 6) 

4 - Si los parámetros r„ y L se consideran como variables de estado, entonces las 

ecuaciones (2.40) y (2.47), nos determinan analíticamente el comportamiento del flujo de 

calor para los casos de las fronteras variables Además, se determinan las condiciones bajo 

las cuales el flujo de calor en dos direcciones se reduce a un flujo laminar, como un caso 

límite en el que no hay componente radial. 

5.- Como aplicaciones del presente trabajo para observar su potencial en el análisis 

de sistemas y dispositivos, se consideran dos casos particulares' 

Primero, se analizo y encontró el rendimiento del flujo de calor en una superficie 

parcialmente isotérmica, la cual se denota por la siguiente ecuación 

°ró=Px 100 	 (4.4) 
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en donde F es el factor del flujo de calor, y t”; denotado en relación de los iadios i y r„ de un 

cilindro maestro supuesto. Esta E es descrita por 2 ecuaciones como a continuación se 

muestran 

E 	 (4 5) 

o bien por la siguiente relación 

F= —
r 

 
" 

en donde la ecuación (4.5) describe un flujo calorífico visto a partir de como se distribuye el 

flujo incidente y la ecuación (4.12) nos describió la relación de los flujos en las dos regiones, 

isotérmica y no isotérmica. 

Estas ecuaciones muestran el porcentaje de transmisión de calor, dependiendo cuino 

se analice el sistema. 

Finalmente, en la segunda aplicación se vio el comportamiento de las curvas 

experimentales de la intensidad de temperatura de un Piranómetro con cavidad de longitud 

variable, estas curvas están descritas por las siguientes ecuaciones 

G Tanb (IIL) = A:94) 	 (4 1 5) 

1 
(4.12) 



,1 	1-e.1" 	 i 1 18) 

Estas ecuaciones muestran que la dependencia es lineal respecto a 1„ cuando I. 

tiende a cero, y explica la curvatura asintótica por medio del efecto de frontera cuando E. 

tiende a infinito 

Cabe mencionar que como la distribución de temperatura es constante a lo largo de 

toda la superficie de la termopila. entonces el flujo de calor es laminar dentro de la cavidad 

cilindrica Por lo á 91, se describe sólo por la dependencia de la longitud, como se muestra 

en las ecuaciones anteliores. Es preciso señalar que de acuerdo a las características de las 

condiciones a la frontera que presenta el Piranómetro, éste se compara con el sistema que se 

describe y analiza en la sección 2 4 
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CONCLUSIONES 

Como un hecho de este trabajo fue la de encontrar una ecuación de transferencia de 

calor que describiera tanto la distribución de temperatura -7(r,z) como el flujo de calor J1, 

en un sistema cilíndrico cuando se tienen diferentes condiciones a la frontera Además estas 

ecuaciones de transferencia de calor involucraron los parámetros geométricos del sistema 

como son el radio y la longitud, los cuales nos definieron las variaciones de distribución de 

temperatura y del flujo calorífico. 

De este trabajo se logró ver la importancia de las fronteras variables que modificaron 

la distribución de temperatura y el flujo calorífico cuando se tienen diferentes casos 

extremos. 

Otro aspecto interesante logrado en este trabajo fue al analizar un cilindro con una 

tapa parcialmente isotérmica, y se logro obtener un flujo de calor en la dirección azimutal en 

base a un supuesto cilindro cuando su radio de éste tendía a infinito. De esta forma se 

describió analíticamente una región con una variación de temperatura despreciable. Con esta 

hipótesis y habiendo considerado que el radio de la región isotérmica puede variar dentro del 

valor del radio de la tapa del cilindro, se encontró la solución del problema planteado, al 

flujo de calor de una tapa parcialmente isotérmica. Análisis al parecer nuevo, pues no se 

encontró ningún comentario a este respecto en la literatura analizada. 

Otro punto importante, fue la de haber descrito el flujo de calor total por la 

superficie superior del cilindro con una tapa parcialmente isotérmica, en la cual se encontró 
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epa 	 t.le:11111.0 hasta que plirllo 	t lz11Itid tic puede eurr,tdelat 

laminar. ; col,  le 11 , e1,,  CII lEr,e 	un !peludo 	o 

I a l'upo' 	la de etc tipo de soluciones ;dm en 	su potencial de aplicaciones y en 

mocosos de amos echamiento de encima. como altos hm nos. calderas. calentadores. 

iefrigeradores y cambiadores de calor Ls un hecho que para lograr un máximo de energia 

que se trasmite en cualquier sistema va a depender principalmente de un buen diseño, como 

es el material, dimensiones, pruebas mecánicas y construcción de las propiedades 

geométricas del sistema, que posteriormente se desarrollará en otro proyecto de 

investigación para obtener un prototipo para la aplicación real considerando la leuda pura de 

este trabajo. 

Por último se puede mencionar de la primera aplicación, que se obtus o una superficie  

parcialmente isotérmica en base a un radio critico para obtener un flujo laminar, pero se 

describió que dicha superficie iba a depender especificamente de las dimensiones. 

temperaturas y una muy buena relación de combustión. 

Finalmente. se encontró que para el caso de un Piranómctro de longitud variable. la 

intensidad de temperatura depende de la longitud del sistema, de acuerdo a resultados 

obtenidos teóricamente en este trabajo 
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