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INTRODUCCION

El concepto de espacio vacfo en fisica cldsica significa una region
espacial en la cual no hay particulas ni campos. Este Gltimo punto es
importante, puesto que atin cuando tengamos una regidn sin particulas si en
la vecindad de ésta se encuentran objetos cargados o masivos, el introducir
un objeto de prueba dard origen a trayectorias no acordes a la primera ley de
Newton. De hecho asf es como histéricamente se relaciond el concepto de
vacfo con el de sistema de referencia inercial privilegiado, A éste sistema de
referencia privilegiado se le dié el nombre de éter, que se pensaba llenaba
todo el espacio y el cudl tena la propiedad de ser homogéneo y estético.

Desde el punto de vista de la mecénica cldsica de Newton y con las
fuentes adecuadas, la fuerza producida por un campo eléctrico ¢ por un
campo gravitacional puede elegirse de tal suerte que una particula masiva y
cargada, experimente la misma aceleracién en uno u otro campo. Sin
embargo en el marco de la teorfa general de la relatividad queda establecida
una diferencia de principio entre ambos campos; ademéds veremos que el
concepto de aceleracién no es reciproco en la teorfa de la relatividad
general. En un campo gravitacional homogéneo y estitico, todos los
procesos y fendémenos fisicos ocurren en exactamente la misma forma que
en un sistema uniformemente acelerado sin la presencia de campo alguno,
Sin embargo la caida libre de un objeto visto por un observador en un
campo gravitacional homogéneo y estdtico, no es equivalente a considerar
al objeto en reposo en este campo, mientras el observador estd en calda
libre.

De hecho de acuerdo con la teorfa general de la relatividad "las
propiedades métricas del continuo espacio-tiempo en la vecindad de puntos
individuales del espacio-tiempo son diferentes y dependen de la distribucion
de materia de la regién considerada, La idea de espacio fisicamente vaclo se
elimina de manera definitiva por aquella variabilidad de escalas y relojes.
De manera acorde, el reconocer el hecho de que el "espaclo vacio" no es
homogéneo e isotrdpico en el aspecto flsico nos fuerza a describirlo en



términos de diez funciones -los potenciales gravitacionales g,,-" * Esto es,
es imposible deshacernos del campog,, pues es una propiedad intrinseca de
toda regidn del espacio-tiempo dandonos el esquema de medida que define
al propio espacio y al tiempo, modificando de esta forma al "espacio vacfo".

Sin embargo, este no es el inico cambio que la fisica moderna a debido
de introducir en el concepto de vacfo. En la mecénica cudntica al querer
describir los procesos observables de creacién y aniquilacién de particulas
se ha tenido que introducir el concepto de "vacfo fisico". Dado un campo ¥,
el vacio asociado podria definirse como el estado en el que el valor esperado
del operador de niimero correspondiente es cero. El concepto de vacio
estaria entonces condicionado por la definicion de particula. Sin embargo, la
interaccion entre los diversos campos necesarios para describir situaciones
fisicas reales lleva al concepto de "vacio fisico". Aun en el caso en que
estemos en el espacio-tiempo de Minkowski el vacio cudntico es, en la
expresion ilustrativa, un "liquido hirviente"t; de est forma, definir el vacio
cudntico como el estado de energia mds bajo en el que todas las particulas
reales (fotones, pares electrén-positron e ', etc.) estdn ausentes es
complicado, dado que en este estado los campos no son realmente cero, sino
fluctian alrededor del cero; estas fluctuaciones son las vibraciones del
punto cero y uno puede hablar de fotones virtuales, pares virtualese  ¢*,
etc.

El objeto de este trabajo es comparar en el marco de la teorfa de la
relatividad cldsica, algunos efectos producidos en campos eléctricos ¢
gravitacionales homogéneos y estdticos. Tanto desde el punto de vista
clisico como cudntico, trataremos de comprender el concepto de particula
uniformemente acelerada.

Cldsicamente se plantean las ecuaciones para particulas en presencia de
alguno de estos campos eléctrico 6 gravitacional, y se analiza el
comportamiento de las variables de interés.

§ A Einstein, *Ather und Relativititstheorie® (Springer, Berdin, 1920
e ooy e U TA08S Do der Thg



Cuénticamente se plantean ccuaciones para un campo escalar
interaccionando con un campo eléctrico ¢ gravitacional sin considerar la
cuantizacion de estos Gltimos, es decir, considerando campos externos
clasicos. Estas ecuaciones no son unicas, ya que en el capitulo 1 se muestra
la existencia de un infinito de normas del potencial eléctrico y de métricas
del espacio-tiempo que conducen a campos eléctricos y gravitacionales
homogéneos y estéticos.

En el capitulo 2, se considera primeramente un campo escalar en
presencia de un campo gravitacional homogéneo y estatico, el cudl es
descrito por una métrica de Rindler. Después de encontrar las soluciones
clasicas de la ecuacion tipo Klein-Gordon correspondiente, se cuantiza el
campo introduciendo operadores de creacion y aniquilacién. El espacio de
Fock correspondiente puede entonces ser definido y el vacio caracterizado
como aquel estado nulificado por cualquiera de los operadores de
aniquilacion antes introducidos. A continuacion se calculan algunas
propiedades fisicamente relevantes de éste estado de vacio, que llamamos
vacio de Rindler, Se comparan estos resultados con los que se obtendrian de
haber cuantizado el campo con la métrica de Minkowski y haber definido el
vaclo en términos analogos con los operadores de aniquilacién de
Minkowski (vacio de Minkowski). El formalismo empleado es el de
Bogolubov el cual compara directamente a los operadores de creacién y
aniquilacion correspondientes.

En éste mismo capitulo, realizamos un ejercicio andlogo con un campo
eléctrico homogéneo y estético, Se consideran dos normas, una de ellas
dependiente del tiempo y otra independiente del tiempo. La comparacién de
los vacios cudnticos definidos por diferentes normas y por ende, la
comparacién del concepto de particula para diferentes normas del campo
eléctrico externo, se realiza usando también el formalismo de Bogolubov.

Finalmente presentamos un breve restimen de nuestro resultados.



CAPITULO | PARTICULA CLASICA UNIFORMEMENTE
ACELERADA:

En esta primera parte comenzaremos estudiando lo que significa que una
particula esté acelerada unifonnemente en relatividad especial, y una vez
obtenido cuales son las condiciones que caracterizan este movimiento,
estudiaremos el comportamiento de la particula en presencia de un campo
eléctrico uniforme y homogéneo primeramente; para después, estudiar su
comporiamiento en presencia de un campo gravitacional uniforme y homogéneo.
Finalmente, estudiaremos el significado del principio de equivalencia,

1.1 INTERPRETACION DE UNA PARTICULA ACELERADA EN
RELATIVIDAD ESPECIAL

Tomemos una particula la cual seguird una cierta trayectoria en el espacio,
para el estudio de su movimiento tomaremos un sistema de referencia inercial, al
cual denotaremos como /, como se muestra en la siguiente figura.

I \2z
\ P/ Particula

~—— Trayectoria
de la particula

Figura |

3 F.Rahiich, The Pritciple of Equivaleace. Annals of Physics. 22, 169-191 (1963}
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En este sistema de referencia inercial, le podemos asociar a la particula P una

posicion F(1), una velocidad v(r) =£’:1(I—Q, una aceleracion a() =
[¢

dv(t)

—-~ y también
dt y ¢

derivadas de orden superior como 5(¢) = %‘l

En un instante de tiempo 1, tomemos un sistema de referencia en reposo
instanténeo /, , tal que la velocidad v(r) de la particula P referida en este nuevo
sistema sea cero al instante ¢ =1,, y al nuevo sistema lo indicaremos con /',

En este nuevo sistema, la condicién que caracteriza una aceleracién uniforme
estara dado como

B(r)=0 111

independientemente de 1, referido a la coleccion de /'; si solamente lo queremos
referir en un intervalo de tiempo finito; 1, < <1,,entonces para los sistemas /'
estara comprendido de ¢, <t <1, como se muestra a continuacion en la siguiente
figura.

Ifz

b'(t,)=0

~—== Sistemas
de reposo
instanténeos

b(t)=0
Yy

i




Deseariamos poner la relacion (1.1.1) en forma covariante, para ello definimos ¢*

. s . l, -
como aquclla componente de 4, la cudl estd dada como & =(-a*;b), que
4

satisface
alv =0, 1.1.2

Como en el sistema de reposo instantdnco tenemos que v, =(c;0), entonces

a!=(0,6) y la condicion de aceleracién uniformeniente en forma covariante
estard dada como

=0 113

Teniendo la identidad v,e* = 0, por diferenciacién obtenemos v,d* = ~a,a" de
esta forma podemos afinmar que

. . 2 v
dl =d"-a'a,— 1.14
¢

y la definicion de aceleracion uniforme (1.1.1) ¢ (1.1.3), se puede expresar
altemativamente como

M
v

& ~a‘a; =0 1LLS
¢

Ahora si uno quisiera pasar a la notacion trivectorial ( y en este caso al sistema 7,

para ver la forma explicita que toma (1.1.5) ), utilizaremos las siguientes
relaciones conocidas®

V=) 1.1.6

" F. Robrlk, Classvat Charped Panicles Faundations of Their Thecry. pag 114-118. Addisn-Westy



a* :_.(r-'ilfl;yla.i.,‘p.a.v?) 1.1.7
¢ [
i = (d%y'h 4_3,%,.,7%”02) 1.1.8
4

=L @b+a’) 4y(v-ay

1.19
c ¢!
que al sustituir en la ecuacion (1.1.5), tendremos la siguiente relacion
F+3pvad=o 1.1.10
e o

que es la condicion de aceleracion uniforme en el sistema de referencia 7, y en

3
donde y=(1 ~%)'% 2 1. Notemos que la ecuacion (1.1.10) se puede expresar de
la siguiente manera

d
E(Y‘d)—o 1.1.11
de donde, al hacer una integracién inmediata sc obtiene

ya=g 1.1.12

donde g es un vector constante ( independiente del tiempo). Esta iltima ecuacién
la podemos ver como una ecuacién de movimiento, si hacemos uso de las
relaciones p =m, F, =mg, donde m denota la masa en reposo, de tal forma que
(1.1.12) puede adquirir la forma

r,ﬂ=dflr'v)_r(r’—l)s7x(vxa‘)= . LL13

v



De esta ultima relacion uno puede asociar con uno de los términos, una fuerza
ficticia

Fo=~(y+)pxw 1.1.14
donde
w:-‘—’;'vlf'—’if’- 1115

es el vector de velocidad angular asociado con la precesion de Thomas, de tal
manera que la ecuacion de movimiento para una partfcula unifonnemente
acelerada toma la forma

B, 1.1.16

La fuerza F, es constante, independiente del tiempo y la posicion. La fuerza
ficticia, desaparece cuando v y ason paralelos. Como caso particular, para un
movimiento rectilineo ( el movimiento tiene una velocidad inicial paralela a g)
donde ambos ¢ y ason en todo el movimiento paralelos a g, (1.1.16) toma la
forma

d(myv)

7 =mg 1.1.17

Si 2 estd en una direccion, digamos z, la ecuacion (1.1.17) puede ser integrada,
obteniéndose

2
x=y=0, z=Va' +c', a=£g' 1.1.18

dado que nosotros elegimos z2(0) = a y v(0) =0, esta ecuacion representa una rama
de Ia hipérbola en el plano z-cr; por tal motivo, un movimiento uniformemente



acelerado es frecuentemente referido como un movimiento hiperbdlico como se
muestra en la figura 3.

Figura 3

.

Cuando tenemos que la velocidad inicial no es paralela a g, el movimiento no serd
rectilineo y en ese caso £, #0; de esta manera los marcos inerciales de reposo
instantaneo 1, e I, +du, diferirdn en la direccion de sus velocidades relativas a 7,
A partir de esto, la composicién de dos transfonnaciones sucesivas de Lorentz sin
rotacion y con velocidades relativas no paralelas entre sf, es equivalente a una
transformacién de Lorentz con rotacion y ademds, un efecto de precesion (de
Thomas) surge; el cual es descrito precisamente por £, y tiene estructura de un
término de Coriolis (pero difiere en el signo), asociado con una fuerza angular
instantdnea w, que en el lintite no-relativista, la relacion (1.1.14) toma la forma

F,=-2mpxw 1119

y es andloga a una aceleracion centrifuga,



1.2 MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA CON CARGA "¢" EN UN
CAMPO ELECTRICO UNIFORME

Como un ejemplo de lo tratado anteriormente, consideremos el movimiento de
una particula con carga e en un campo eléctrico constante y homogéneo £
tomaremos el eje z como la direccién en que apunta el campo eléetrico, y ¢l
movimiento se realizara en un plano, el cual tomaremos como el plano yz, de tal
forma que la ecuacion de movimiento es

P_op 12.1

Como elegimos el movimiento de la particula en el plano yz resulta

dp,

L= eE

dt
1.2.2
@,
dt

al hacer una integracion en cada una de ellas, se obtiene

p, = ¢kt
py =p0

1.2.3

Aqui hemos tomado como origen del tiempo el instante en el que p, =0; y p, es el
momento (6 impulso) de la particula en ese instante.

Por otro lado tenemos que la encrgia cinética de la particula estd dada como

8o = MIC* + 1Pl +(ceENY = &) + (celit)! 1.2.4

10



donde &, esla energia al tiempo ¢ =0, y

S mp
T
cl
1.2.5
. me
1-03:-

Sila energfa la multiplicamos por v y Ia dividimos por ¢* obtenemos la relacion

12
p=el : 1.26

c

de aqui obtenemos que la velocidad de I3 particula esta dada como ¢ = p%:—, de tal
forma que para fa velocidad v, = i tenemos

d pct el
&_pe 127
a g, ‘/e; +(cekr)?

que al integrar se obtiene

z= ;’E,/ag +(ceEr)? 1.2.8

(aqui la constante de integracion Ia tomamos igual a cero). Observeinos que esta
ecuacion tiene la misma forma que (1.1.18) ya que

1"
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3 —
z= J—_ﬁ‘?f_«kc’l’ =Ja? e 129

donde o= 7‘;‘:,—, de tal fonma que el movimiento hiperbdlico lo podemos observar
e L

como en la figura 3 , con o' reemplazando a a; siempre y cuando, ¥ (esto es, la
velocidad de la particula) sea paralela en todo momento a £ obtendremos un
movimiento unifonnemente acelerado, tal como era de esperarse al comparar la
ecuacion de movimiento (1.2.1) con (1.1.17).

12



1.3 CAMPO GRAVITACIONAL HOMOGENEO Y ESTATICO

En esta seccion estudiaremos el campo gravitacional homogéneo y estatico
(CGHE), aunque cabe mencionar que este es solo una aproximacion de los
realmente cxistentes.

Esta clase de campo (homogéneo) puede ser creado por un cuerpo esférico
masivo cerca de su superficie. Por ejemplo, podemos considerar al campo
gravitacional del Sol o una estrella de neutrones, Aqui, en una cierta region con
dimensiones /<<L, donde L es el radio caracteristico de curvatura espacio-

tiempo, podemos considerar que tenenios una buena aproximacion de un campo
gravitacional homogéneo y estético.

La condicion de campo homogéneo y estdtico en una region finita del espacio
D, es que el tensor de curvatura sea cero

Rnpv =0 ' 13.1
y se obtenga en el limite no-relativista un potencial gravitacional
P=gz. 132

Por simplicidad, hemos puesto al campo gravitacional en la direccion z. El campo
homogéneo estara definido por la métrica (con signo positivo)

do? = - Adx® - Bdy* ~ Cdz* + Ddr? 133

donde 4,8,Cy D son funciones inicanente de z . De la condicién (1.3.1) y de las
siguientes relaciones

13



S Sk

H H H
R =l P8 I8 o
20X 0% ax'ax" Ox'dx™ Ax'dx'

R = 8.R\
_ ar,, ar,
-9y axt

+T4rL -TLT

) w8 I8 T8
L 2 (ﬁx'+(7x‘ éx')

donde el tensor métrico para (1.3.3) estd dada como

-4 0 0 O
|0 -8 0 0
8o 0 - o
0o 0 0 D
obteniendo
D' -A' -8 C
r, = — r’:—' r’ = — r8=___
[ 2C 1" 2C n 2C b 2C
D A B
=Ty ='2‘b'v r!ll =|"|‘, =57v r;: =T =E§

134

1.3.5

1.3.6

1.3.7

1.3.8

14



observando que fas primas indican derivadas respecto a z; al sustituir estas
expresiones en (1.3.1) se obtiene las siguientes ecuaciones diferenciales

AB=0;, B'D'=0; D'A'=0
(para E= A, 0 D) 139

La primera partc de las ccuaciones (1.3.9) nos mwestrant que al menos dos de
los tres coeficientes deben ser constantes, debido a que en el limite no-relativista
sc tenla que

p=g

. 13.10
F =-mVp=-mgk

aqui, £ s un vector unitario en las direccion z y g es una constante. Si un campo
gravitacional es débil, entonces g,, se transforma en #,, ( tensor métrico de

H \2 ,
Minkowski) solo si p<<1y (%;) <<|, (5;’7) << 1, etc., son términos pequefios ,

entonces (1.3.3) se reduce a lo siguiente
~do? = dx? +dy +dz* - (1+2¢)dl’ 1.3.11

Esta ecuacion muestra que D(z) no puede ser una constante y de la primera

parte de las ccuaciones de (1.3.9) obtenemos que 4 y B son constantes dadas
cono

A=B=1 13.12

ademyds, £ =Dy la ecuacion restante en (1.3.9) se escribe en la forma

o

L AN 3.13
DD c L3l

15



donde 7+ 0; integrando la ecuacion (1.3.13), obtenemos

1.3.14

1

(:(:):[-'—‘—{Jﬁ]
gd:

donde la constante de integracion queda determinada por (1.3.10) y (1.3.11), de
tal forma que la métrica dada por (1.3.3) se puede expresar como

AU
dd® = D(z)dr? —(—JI)--) dz? -dy’ -’ 1.3.15
b4

De la ultima ecuacion concluimos que la definicion de un campo gravitacional
homogéneo y esttico es satisfecha por la métrica (1.3.15), donde D(z) es una
funcion real y arbitraria, restringida sélo por los requerimientos de continuidad y
por ¢l limite no-relativista

Dyg(z)=1+2gz 1.3.16

Entre este infinito de métricas, tenemos que cuando C'=cre entonces C =1 por
(1.3.11), y de esta forma la métrica (1.3.15) toma la forma

-do? =dy? +dy* +dz* - (14 go)'dl’ 1.3.17

Otro caso interesante se obtiene si asumimos que C es proporcional a D lo cual
nos lleva a que

~d @ = dy? +dy? + e (d2* - di?) ) 1.3.18

donde estas coordenadas satisfacen la condicidn armdnica

= ‘(,'"”l‘,‘,;y =0 l .3. l 9

16



Estas dos métricas representan un campo gravitacional homogéneo y estatico,
pero como veremos en ¢l siguiente tema, la métrica de Rindler (que se obtiene al

utilizar las coordenadas de Rindler), también representa un campo gravitacional
homogéneo y estético.

1.4 PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

El principio de equivalencia descansa en la igualdad del cociente de la masa
gravitacional y la masa inercial verificada por Galileo, Huygens, Newton, Bessel
y E6tvds. Einstein reveld que como consecuencia de esto, no se podia detectar la
presencia de cualquier campo gravitacional externo que fuera estdtico y
homogéneo desde el interior de un elevador en caida libre, ya que todos los

objetos en el elevador, observador y elevador incluidos estarfan acelerados de la
misma manera,

CAIDA LIBRE

Volviendo de nuevo al movimiento de una particula en un campo gravitacional

homogéneo y estatico dado por (1.3.15) y al requerimiento (1.3.16), al hacer uso
del siguiente cambio

u(2) = D), U(2)\g =1+g2 1.4.1

tenemos que las correspondientes conexiones lineales que no desaparecen de los
simbolos de Christoffel son

r:,=r,,°,=-"“l. r;,:ﬂu',-’, eyt 142

Tenemos ahora que una particula deber caer libremente de acuerdo a la ecuacion
para las lineas geodésicas:

d’x* dx® di?
LI TR
de o dr dr 0 14.3
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de 1a cual tenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

%{ -0, %’.} =0 1.4.4
2554 e 32) -

observemos que la Gltima ecuacion tiene solucion inmediata
%= ;tz 147

dondc a es una constante arbitraria, y por ¢l requerimiento del limite en que

g0, dr=d resulta a=t.

De esta forma al utilizar (1.4.7), las ecuaciones de movimiento (1.4.4),(1.4.5)
y (1.4.6) se transforman como

{555 449
£5(5-2(8) s 3

Si consideramos el movimiento en una dimension (de aqui %:%:0) y al
utilizar la métrica (1.3.15) con (1.4.7) obtenemos
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H
(%) =(§)zu’(l~u’) 1.4.10

quc seria una primera integracion de (1.4.9). Con ¢ como Unica variable
independiente, (1.4.10) toma a forma

LLA R 1411
(&)-sou- :
de la cual se obtiene

.l.:.zwshg(:..lo) 1.4.12

La constante de integracion, la elegimos de tal manera que u =1 para /=1, Esta
ecuacion determina z(/) que es el movimiento (cafda libre) en una dimension,
cuando u(z) es dada. En el limite no-relativista, con gz <<1, gt << 1 obtenemos

A0=-%gu-gf 14.13

Podemos elegir u(z) de un modo tal que una particula de prueba en caida libre
experimente un movimiento hiperbélico. Segin la ecuacién (1.1.12), nosotros
debemos tener

fi-_ ( _ﬂ)%
i 1 T 14.14

cuya solucion es

g(z—z‘,)=1—,/l+g’(t—l(,)2 1.4.15
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donde +, s el tiempo en el que la velocidad de la particula es v=0. De csta
manera con la relacion (1.4.12), nosotras abtenemos

(D@ = —— = Coshyf(1 - g2f ~1 1.4.16

|
u(z)

Hemos clegido 2, =0, para seguir el orden can la cleccion previa de la condicion
inicial D(z) = 1 +2gz. El limite no-relativista de (1.4.16) es (1.4.13).

Bajo estas consideraciones, nosotros concluimas que dado un lmite no-
relativista (correspondiente al cambio (1.3.16) y sus comespondientes
condiciones iniciales) el campo pgravitacional homopéneo y estdtico, estd
definido por la métrica (1.3.15). El requerimiento para que la particula
experimente un movimiento hiperbolico estd dado por (1.4.16). Ninguna de las
métricas (1.3.17) ¢ (1.3.18) dan un movimiento hiperbélico. La diferencia

aparece en el orden g* con ¢, =0 dado que tenemos

()= -2 g (1-a(gn'+..) 1417

TRANSFORMACION A COORDENADAS LOCALES

Hemos calculado el movimiento de cafda libre como lo verfa un observador en
reposo en un campo gravitacional homogéneo y estitico. Ahora nos
preguntariamos como un observador veria el movimiento si estuviera en caida
libre en el mismo campo gravitacional,

El principio de equivalencia implica que la calda libre de una particula, define
un sistema local inercial. Asi, nosofros nos transportamos mediante una
transformacion a un sistemna local S'=/" definido por

\?
di? ~de” ~dy” -dv” = u'dt’ - (%) dz' ~dy' - dy’ 14.18

que estd relacionada con la inétrica (1.3.15) , y por el cambio (1.4.1).
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Las transformaciones de coordenadas comespondientes para la caida libre
cstaran dadas como

X'=x, Y=y

8(z'~2', ) = u(z)Cosh.glt ~ 1,) - 1 1.4.19
'~y ) = u(z)Sinh. g(t - t,)

Estas ecuaciones implican

! ’ u@Y
[E (22, )] ~(ty) = [T) 1420

Esta ecuacion es valida para todo el espacio, no solo localmente, dado que el
comportamiento con un campo homogéneo satisface la ecuacion (1.3.1). E!
significado fisico de este resultado puede expresarse de la siguiente manera: Un
observador S’ en caida libre (y entonces S'=/) en un campo gravitacional
homogéneo y estético, veria un objeto que estd en reposo en S ( i.e.,, soportado
en el CGHE) moviéndose con una aceleracién uniforme (movimiento
hiperbolico). Este resultado es independiente de la eleccion de w(z). Esto
demuestra fa eventual justificacion para nuestra definicion de un CGHE: un
cuerpo en un plano z=cte, en reposo en el CGHE, se veria por un observador
inercial moviéndose paralelamente a el mismo, rigido y con una aceleracion
constante (movimiento hiperbdlico).

Una importante conclusién que podemos sacar es 1a siguiente: un observador
que esté en reposo en un CGHE veria a una particula que esté en caida libre, en
general, no con movimiento hiperbolico. Ahora nos podriamos preguntar; jqué
ocurre si Jo que estd en reposo es la particula?.

Por la teoria de 1a gravitacién de Newton, los siguientes dos enunciados son
vilidos.
(A) Las ecuaciones de movimiento de una particula de prueba en un campo
gravitacional, i.e., de una particula cuyo canpo no interacciona con ella misma,
es independiente de su masa y composicion. (En términos Newtonianos, 1a mistma
cantidad juega el papel de masa inercial y de masa gravitacional)
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(B) La materia es afectada por campos gravitacionales y asi tismo es el origen
de un campo gravitacional . ( En ténninos Newtonianos, la masa gravitactonal
activa jucga el mismo papel que la masa gravitacional pasiva)

Estos emmciados pueden ser elevados a un prineipio, estipulando que ellos son
postulados en lo general, i.e., no sdlo en la teoria de la gravitacion de Newton.
De esta manera, cuando se combina con la teorfa especial de la relatividad esta
dirta que la masa (inercial) es equivalente a una forma de encrgia, y lo cs ademds
para ambas masas gravitacionales (activa y pasiva). En relatividad general (A) es
satisfecha por el postulado de la geodésica "toda particula se mueve a lo largo de
unia geodésica”,

Una ccuacion basica del movimiento de una particula es una ccuacion que
involucra segundas derivadas de Ia posicion con respecto al tiempo

' L‘."_)
o -j(x,dr 1421

Si tenemos un conjunto de particulas con diferentes masas y composiciones,
todas con las mismas condiciones iniciales se sigue de (A) que f* es
independiente de dichas masas y composiciones, por lo que en una regién donde
el campo sea lo suficientemente uniforme, un observador en caida libre con estas
particulas, no observara efecto de! campo gravitacional. fisicamente significa que
existe una coordenada de transformacion de S a §', donde ¢l campo puede ser
anulado locatmente

“;:,"’ =0 14.22

por lo que el observador en S* serd un observador inercial.

De 1o anterior, podemos especificar un  sistema  inercial:
(C1) Un sistema que originalmente estd cn eaida libre y libre de rotaciones en un
campo gravitacional es localmente inereial, por lo que todas las leyes de la
relatividad especial son focalmente validas.

Esta afirmacion puede ser expresada también en la forma
(C2) No hay experimento fisico, mediante el cual un observador pucda distinguir
localmente entre su propia caida, ( sin rotacion) en un campo gravitacional y en
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un cspacio libre dc campo.

Una terccra forma dc la misma afinmacion es obtcnida por considerar la
transformacion inversa, i.c., la transformacion conducida desde (1.4.22) a (1.421)
y usando (A). Lo antes declarado en (C) puede ser exprcsado como:

(C3) una accleracion cn un campo cs equivalente localmente a un campo
gravitacional.

Las tres afinnaciones (C) dcpenden de la existencia dc la transformacion
8- §'. En relatividad general, esto es cierto por la asuncion de que el espacio
fundamental tiene una conexion simétrica lineal. Asi, a este respecto un espacio
mucho més general que un espacio de Riemman (afectado en relatividad general)
desearia ser conveniente. En este espacio siempre existe una transformacion que

marca la conexion local I'%, = 0. Entonces sélo es necesario marcar a I';, como un

factor en ;* de (1.4.21) obteniendo la ecuacion de movimiento. En este caso la
ecuacion de la geodésica es:

d’x" & i’
pral 1423

Relatividad general también permite una  definicion precisa en (C) de
"localmente”, El significado "sobre un dominio del espacio-tiempo de orden (&)*

. en que el tensor de curvatura desaparece cn todas partes, en el sentido tal que

R, ,%°&"~0"  ie., "para el alcance en que este no es un verdadcro campo

gravitacional". Para campos gravitacionales aparentes (R,,,=0) "local"
significara "por todas partes”.

Asi finalmente por lo anterionmente analizado, podemos afirmar que la caida
libre de un objeto visto por un observador en reposo en un CGHE, no es igual
que si el objeto estd en reposo en el CGHE, mientras que el obscrvador lo ve
cuando estd en caida libre. La aceleracion no es reciproca en relatividad general.
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CAPITULO 2 PARTICULA ESCALAR CUANTICA
UNIFORMEMENTE ACELERADA

En este capitulo, describiremos el comportamiento de un campo escalar
cuénticamente; primeramente en presencia de un campo gravitacional y
después en presencia de un campo eléctrico. Comenzaremos por definir una
teoria cudntica del campo en presencia de un campo gravitacional, esto nos
llevard a generalizar la ecuacion de Klein-Gordon ((4,0" +m*)¢=0) a
espacios curvos, encontraremos las funciones de onda para un campo
gravitacional homogéneo y uniforme; definiremos claramente los estados de
energia positivos y negativos, posteriormente cuantizaremos el campo
(poner como operador a la funcién de onda, y pedir que satisfaga ciertas
propiedades de conmutacién). Compararemos diversas representaciones de
Fock, mediante el formalismo de Bogolubov, y calcularemos el valor de
expectacion en el vacio de Minkowski del tensor de energia-esfuerzos en
particular, la densidad de energia.

Para el caso de la particula en presencia de un campo eléctrico
homogéneo y uniforme, se verd como es modificada la ecuacién de Klein-
Gordon. En una norma especifica obtendremos las funciones de onda y
definiremos los estados de energia positivos y negativos. Veremos varias
caracteristicas de las funciones, entre otras, el limite no-relativista,

Compararemos con los resultados en otra norma, la cual representa el

mismo campo eléctrico y analizaremos la caracterizacion cuéntica de
particula en ambas normas.
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2.1 TEORIA CUANTICA DEL CAMPO EN PRESENCIA DE UNA
METRICA g,

A nosotros nos gustaria obtener una gencralizacion de la teorfa cudntica del
campo, en coordenadas de Minkowski a cualquier tipo de coordenadas,
incluyendo cuando el espacio-tiempo tenga curvatura distinta de cero o en forma
cquivalente, en presencia de un campo gravitacional. También serd interesante
analizar el concepto de particula en estas coordenadas.

ESTRUCTURA DEL ESPACIO-TIEMPO

Para formar la base tedrica de la cuantizacion de los campos en presencia de
un campo gravitacional, supondremos que el espacio-tiempo es de n dimensiones
y de clase C°, globalmente hiperbélico y una variedad seudo-Riemanniana. La
condicion de diferenciabilidad nos asegura la existencia de  ecuaciones
diferenciales y que sea globalmente hiperbélico nos asegura la existencia de
superficies de Cauchy (en el que fijaremos las condiciones de frontera de nuestro
problema). ‘

El tensor métrico g,, estd asociada con la métrica de la siguiente forma:

ds' = g, (el
av=01273,.. (-1

teniendo signatura »~2. Denotamos el siguiente determinante |der g,,y| como;

g =det gﬂ,.’ 212
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ECUACIONES DEL CAMPO

La generalizacion mas sencilla de las ecuaciones de campo es la que se
obtiene al reemplazar el D'Alambertiano en las coordenadas de Minkowski 4 las

de g, csto es, para un campo escalar tendriamos

vy
[a.0" +mi]=0 213

y cambiamosd,d"¢ por ¢ donde

Lg=g"v,¥ 4= (-2) 1 4[-) gm0 | 2.1.4

Sin embargo, ésta no es la unica opeion posible, dado que la presencia de una
métrica con curvatura distinta de cero, involucra la existencia de otro escalar en
1a teoria que seria R (escalar de Ricci), asi una generalizacién mas completa seria

[ O4m® +&R]p=0 215

donde ¢ es un factor numérico. Cabe scilalar que cuando m=0 csta ilima
ecuacion es invariante ante transfoninaciones conformes' , al escoger

-2
5—4[(”_1)]—5(::) 2.1.6

donde n es la dimension del campo,

Otra opcidn importante corresponde a escoger £=0, a la que se conoce como
acoplamiento minimo.

4 0 el aptndice Frareimcs mst exp It
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FORMALISMO LAGRANGEANO:

Al considerar al campo escalar en presencia de un campo gravitacional que
esté definido por el tensor métrico g,,, la densidad Lagrangeana

L= ‘7‘<-g)’i¢(t1+m= +ER) 2.1.7
mediante las ccuaciones de Euler-Lagrange
AL JL JL
-0+ 8,0, ———=0 2.18
6% ! 3¢.,. ! W.,‘ "w

nos conduce a las ecuaciones de movimiento (2.1.5). Esta densidad Lagrangeana
depende del campo ¢(x) y ésta a su vez de la 1° y 2% derivadas; la variacion de
L cuando ¢x) varia, estd dada como

JL ?L JL -
_=_ .19
JL (” a‘l (”'I‘ WW * ]6¢+ a [IVWW w'ﬂ v a"]w] 2 l

Una de las ventajas de contar con un formalismo Lagrangiano, es que apartir de
éste y del tcorema de Nocther, podemos encontrar algunas cantidades
conservadas.

Supongamos ahora que 1a métrica admite un vector de Killing ¢”. Entonces bajo
una transformacion infinitesimal

XF oy X = pH g ¥ 2.1.10

el tensor métrico g, permanece invariante, pero ¢ y L varfan de acuerdo a

$ 5 Hacan, A. Sarmieruo, G.Cacba y F. Sao, Phys Res.D 32,914 (1985
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d=¢"4, 2,111
A=¢L, 2.1.12
donde ¢l vector de Killing satisface la ecuacion
Sapt6pa=0" 2.1.13

Los vectores de Killing nos indican direcciones preferentes (et determinados
espacios) en donde hay cantidades fisicas conservadas, de esta manera, si
insertamos las relaciones (2.1.11) y (2.1.12) (y haciendo uso de la propiedad
¢2=0) en (2.1.9), mediante el teorema de Nocther encontramos la ley de
conservacién para cualquier campo ¢ (que satisface las ecuaciones de Euler-
Lagrange)

e é;,[(—g)i.l"]zo 21.14
-8

donde Ia corriente conservada cs

" =-z(-g)'/z[1,;=-[ ; L, a: - “a,,}w,, )} 2.1.15
\3 aip

En particular, para la densidad Lagrangiana (2.1.7), la corriente producida debe
ser

1, = -¢0,(s"$,) 2.1.16

=

* Dende 1o cont [n8cs derivade pareal (_i_

y ¢l punio y como 4 defivade covRtiania
At

hy
Ay = :f*r - luh)
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para el cual, su divergencia es cero, siempre y cuando ¢ y ¢, satisfagan las
ecuaciones (2.1.5) y (2.1.13) respectivamente.

Por otra parte tenenios que el espacio-tiempo de Minkowski, adwmite cuatro
vectores de Killing constantes y linealmente independientes que estdn asociados
al grupo de Poincaré (los cuales permanecen invariantes ante translaciones
espacio-temporales y rotaciones); como consecuencia, el tensor 7% puede ser
definido bajo la ecuacion

Jo =T, 2117

debido a que la conservacion de la comriente implica J% =0 se obtiene
T, =0, ya que los ¢,'s son lincalmente independientes. De las ecuaciones
(2.1.16) y (2.1.17) se obtiene

7;,=-§¢’??.?9,¢ C 2118

que es el tensor de energia-esfuerzos en coordenadas cartesianas; y la energia
total del sistema estd determinada por

| 7 do* 2119
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2.2 SOLUCIONES A LA E(,:UACION DE CAMPO PARA EL CASO
GRAVITACIONAL HOMOGENEQ Y ESTATICO

Anteriormente vimos, que existen algunas métricas que representa un campo
gravitacional homogéneo y estatico; una de ellas era la métrica dada por (1.3.17)

~dd® = dx? + dy? + ¥ (d2? - dP*);

al introducir el tensor métrico asociado, en la ecuacion (2.1.3) obtenemos la
siguiente ecuacion diferencial

A A B VY J 22.1
a & & at =

para resolver esta ecuacion, utilizaremos separacién de variables, esto lo
obtendremos al proponer a ¢ de la siguiente manera

#(x, 0,2,0) = X(x)()2(:=)T(1) 222

obteniendo las siguientes soluciones inmediatas

X =™ 223
Y=e'"” 224
T=e'" 225

donde k, >0,k, >0 son los momentos conservados y € representa la energia; y en
la parte de z, se obtiene la ecuacién diferencial

2
H’%»ﬂ%-(ﬂ’ +f7)z=o 226



donde

3 1
H=PI=[ ’-——-——»’" ;k‘ )e“, ki =k +k

227

que es la ecuacion de Bessel modificada, cuyas soluciones estan dadas en
términos de las £ (H)y K,(H), detal manera que la solucién general es

Z=Al (H)+BK (H)
& 228

v=f—

8

Como gqueremos normalizars la funcion de onda, es importante que las funciones
de Bessel modificadas sean bien comportadas, esto es, que no diverjan al
infinito. Las funciones /,(¥) no serdn utiles, como se puede observar en la
siguiente grafica ..

g gl Ilol(”,

6
2.5 10

6
2. 10

6
1.5 10

1, 1,06 . '
500000 n/\ /\ .
V \/E v ERE Y X
-500000
6

-1, 10 .

Grifica 1
Se puede apreciar que es
oscilatoria cerca del origen y
divergente al infinito.
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y para las K (/1) su comportamicnto ¢s

Klol(x)

-7

2“581012*

V\|°i““
-
1. 10
- /
5. 10
Tolt \z/ 0.3 \o.:/o:sx
-8
-5. 10
-7
-1. 10
Gréficas 2y 3

Como se puede apreciar, el comportamiento de estas
funciones es oscilatoria en el origen, y el nimero de nodos
que aparecen esta en relacion del subindice imaginario de la
funcion.
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0.075

0.025

-0,025

-0.05

-0.075

K, iR)
0.075} %

0.08
0.028

-0.025

-0.05

-0.07%

Grificas4y §
En estas grificas se puede spreciar mis claramente
que en nimero de nodos estd en relacion del subindice
de Ia funcién, de igual forma, ia funcion empieza a decaer
exponencialmente, aproximadamente en el valor del mismo subindice.

de esta forma, 1a solucion a Ia ecuacion diferencial (2.2,1) es

2 2
#x,y.2,0) = Be""'"""’l(lg("ﬂ—g—é—ﬁ-e") 229
[
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esta solucion es para los estados de enerpia positivos ( los estados de cnergia
positivos y negativos se distinguirdn por el signo de €).

Por otra parte se tenia también la métrica (1.3.17), que al sustituir su tensor
métrico en la ecuacion (2.1.3), se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

s 4 ot s e, 104 it s o e ———" oot =

e 3¢ 9 ¢ @ 1 ¢
= 22.10
axt oy 47 l+grdr (1+g2) Jt'+m¢ 0 !

y al proponer nuevamente scparacion de variables, obtenemos la siguiente
solucién

O ¢ U
#(xat) = B'em'm'm"k\"i( "P";Tk"‘ll +gzl) 22.11
]

como las funciones Bessel modificadas solo estdn definidas para argumentos
positivos, es por eso que se introdujo el valor absoluto.

ORTONORMALIZACION DE LAS FUNCIONES DE ONDA
Para ortonormalizar las funciones, haremos uso de la definicion del producto

escalar

(=1 87,68, iz 2212

donde, 4= = n*dL con »* un vector ortogonal unitario dirigido a la hipersuperficie
espacialoide I y dZ es el volumen elemental en Z.

Primeramente ortonormalizaremos la funcion de onda (2.2.9), cuyo conjugado
es



. 1
¢y = n'e““~“""“'x_‘£("—f—"ten] 22.13
4

de tal manera que (2.2.12) toma la siguiente expresion

2(s+s’)IBBe“"‘*;"’“'*;”"""'f"",!U Hik a‘)x#(‘!—-—#’"‘ Ko }fi =&k ~K)Ak -K)
-0 L $
22.14

la cual igualamos a deltas de Dirac, porque son funciones del continuo y al
integrar respecto de x e y, obtenemos

' )’jx (‘f—] (JE"]('“dz 1 2218

al hacer el cambio de variable y = e*, la integral se transforma en

4eB' Q) %fx,:[ L"—z—gi,—&z)x_‘i(‘,ﬂ’i:—’iz)zdz=l 2216
[ | ]
Al utilizar 1a siguiente propiedad*

2 “2-A -wtA-l gy - -
IX"K,.(aX)K,(bX)dX=2 a b r(l ﬂ.+y+v)l_(l A /4+v)x
0

rq-4a) 2 2
1-A+pu-v (1-1—;1— v) 1-A+p+v I-A=-pu+ v,
r -
x( 5 )F 3 X 5 , 5 -4 2.2.17

[Re(a +5))0, ReA(l-[Re u}-|Re v[}

6 1,5, Gradimeyn, 1M Myshik. Table of issegls, seriey and producs Acsdemic Pres (1990)

35



donde

; y=14. 28, Aa+r DAL+
Fa,frz)=1+ r-l‘+ a2 +. 2.2.18

que es la llamada funcién hipergeométrica de una variable.

Finalmente obtenemos la constante de normalizacion

gt = Senh(asm’ + k7] 2219

82'gé

De igual manera se calcula la constante de normalizacion para la funcién de onda
(2.2.11), obteniéndose la misma constante (2.2.19).

Por otro lado como se habfa mencionado, la métrica de Rindler es equivalente a
las anteriores, ya que si hacemos el siguiente cambio de variable para la métrica
(1.3.18)

-l
¢ =et 2220
=gl

esta toma la forma

d&:-m’-@’-;%dg‘ +§—de 2221

la cudl, también se obtiene al hacer una transformacion de coordenadas de la
métrica de Minkowski, mediante
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+= -QSMI:( 7)
8

2222
7= 5(,‘osh( 1)
4
cuya solucién estacionaria de Ia ccuacion de campo con respecto a T es
"m = Nelﬁ'i!imx {d’"t + kl’. ;)
W8 2.223

N = Slmt +k|)Senh(x ] )
870

CUANTIZACION DEL CAMPO ESCALAR Y REPRESENTACION DEL
ESPACIO DE FOCK

La cuantizacién canénica del campo escalar, se obtiene al imponer las
relaciones de conmutacién

(KE), 7,(0)],. = IXE- #') 22.24
(HE), K5, = 0; [7,08), 7, (%)), = 0 2225

con #,(%) el momento canénico del campo ). Clasicamente, dado un juego
completo de soluciones {u(%)} de la ecuacion de campo (2.1.3), el campo %)
puede ser siempre escrito como una combinacién lincal de éstos. Es conocido
que una clara distincion entre particulas y antipartfculas, se obtiene al
ortononmalizar las funciones de onda {w(%)} y {u'(¥)}, respectivamente y
reemplazar los coeficientes de expansion por operadores de creacidn y
aniquilacion que cumplan las siguientes relaciones de conmutacién
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la,.9;1=8,; [a,a]=[a/,a1=0 2.2.26

y con ellos podemnos construir el estado de vaclo, en el espacio de Fock.

La base normalizada de los vectores ket denotada por | ), puede ser construida

desde el vector |0), llamado el vacio , o el estado de no particulas. El estado |0)
tiene la propiedad , de ser aniquilado por todos los operadores q,

6,]10)=0, Vk 2227

donde los operadores a, y a4} siguen las relaciones de ' conmutacion
anteriormente dadas. De esta manera el espacio de Fock {|n,)} esta representado
por

ajlm)=(n +l)%|(n+l),)

, 2228
ayn,) =n|(n-1),)

En general, la seleccion del juego completo de {1(#)} no es unica. Dado otro
juego completo de mnodos (@,(%)} la relacién entre los modos, determina la
correspondiente relacion entre los operadores de creacion y aniquilacion

a =Y a,a,-pFa 22.29
a3 a,d, +A3; 22.30

donde
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a, =(i,u,)

.. 2231
ﬂy = —("I'“/)

son los llamados coeficientes de Bogolubov. Si el coeficiente g no es cero, el
vacio definido por los {u(%)} modos es diferente del el vacio definido por los
{ir,(%)) modos. De esta manera, la definicion de vacio en esta descomposicion
serd

a0)=0, vj 2232
asi por ejemplo, |6) en general no es aniquilado por g,
a,[b}:Z,:;;[i,):o 2233

En realidad, el valor de expectacion del operador A, = g}g, para el nimero de
particulas del modo u (%) en el estado [0) es

(o

)= Sl 224

lo cual interpretamos como que el vacio de los {@,(¥)) modos, contiene Z[ﬁﬁr
/

particulas de el modo «,(%).
En ¢l caso en el que comparamos el operador

N =14, 22.35
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para el nimero de particulas de Rindler en el vacio de Minkowski

(O [ O}

resulta ser

o }
(OMW INRINIOMN):'T:'_ 2.2.36

-1
el

que nos indica que los vaclos no son equivalentes y ademds, aparece un término
Planckiano, donde el papel de temperatura lo juega la g; dado que las
coordenadas de Rindler son para un observador uniformemente acelerado,
podemos interpretar que el término aparece debido a la aceleracion del sistema.

CALCULO DEL VALOR DE EXPECTACION DEL TENSOR ENERGIA-
ESFUERZO

Otra cantidad interesante fisicamente es ¢l valor de expectacion de la densidad
de energia (primeramente en el vacio de Minkowski, y después en el vacio de

Rindler) 1a cual se obtiene de la componente %, del tensor de energfa-esfuerzo
(2.1.18) en forma de operador, ¢l cual lo obtenemos mediante

-~ 0.0, 2237

De esta manera tomaremos la componente 7, y calcularemos su valor de
expectacion de la forma

Olfyl0) = 12 L {-»0 G5 5)+ 4, o,G‘(.t,.x,)—-21-17:lG'(x,.x,)} 2238
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donde
(olal;szlo):(;.(xnx:) 2.2.39

es una funcién de Wightman, la cudl satisface la ecuacion de.onda (2.1.3) y en
coordenadas de Minkowski toma la forma

1t "“o oo l PTicN e gy
G'(%,8)= ——w[(: r¥ie) -|e-2{1"; 2240
al sustituirla en (2.2.38) se obtiene

(x-igy* 2241

%!ba

(0,0} =

y al sacar la transformada de Fourier ( porque y=¢-t, y cuando £ - &,
diverge), para ver la forma de la divergencia obtenemos

. 3
degy = {0l J0)} =2 2242

que era de esperar, porque se tiene

Lol
Ti0-3(x) fo a 2243
de tal forma que
? o 1Ly )
Jtw=3{3) Jo 22
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y en coordenadas de Rindler se obtiene

R 1
deyy __27[?;7“ IJ 2245

Como podemos ver, 1a densidad de energia por modo en coordenadas de Rindler
es parecida a la de Minkowski, salvo un término extra, que si lo comparamos con
el término obtenido al comparar lcs modos de Minkowski con los de Rindler
(2.2.36) resulta idéntico. De nuevo podemos apreciar el efecto que ocurre con el
vacio cudntico de Minkowski cuando se observa desde un sistema uniformemente
acelerado.
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2.3 SOLUCIONES A LA ECUACION DEL CAMPO PARA EL CASO
ELECTRICO

En esta parte, vercmos como es modificada la ecuacion de Klein-Gordon al
meter una interaccion electromagnética, la cual estard representada mediante el
potencial vectorial, Por otro lado sabemos que al igual que en el caso
gravitacional, hay varias norinas que me describen al campo eléctrico, nosotros
trabajaremos con una nonna independicnte del tiempo y compararcmos con una
norma que se encontr en la literatura reciente y que depende del tiempo.’

Para encontrar la solucién del comportamiento de una particula escalar con
carga e usaremos ¢l esquema de acoplamiento minimo, de esta mancra la
ecuacion de Klein-Gordon se modifica de la siguiente manera

V.V =0 23.1
con
V,=d,+ied, 232

Las normas con las que trabajaremios seran las siguientes

4,=(-Fz,0,0,0) 233
4,=(0,0,0~E1) 234

las cuales estin relacionadas mediante la transformacion 4',=4,-4,A con
A=-Ezl.

1 A, O, A.O.Mamarev 28 V.M. Mowepanenko. (19%). Vacuum Quantum Effects In Strong Fields. Moscd:St. Pewetburgo. p $17-12¢
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Para la primera norma (independiente del tiempo), al introducir (2.3.2) en (2.3.1),
se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

-0 Y gy A oY
————— ¥y ' _ 9] RO L 2 P 10 7 3.
PR ¥ r—m Y - 2ile|E: 7 e E*2% =0 235

para resolverla, propondremos la solucion estacionaria (donde los estados de
energia positivos o negativos estardn determinados por e} signo de &)

Y(R,1)=e""VP(®) 236

donde W(¥)= X(x)Y(y)2(z) y de esta forma, tendremos las soluciones‘para la
partcenx ¢ y

X= em,.

Y=

237

donde &, >0, &, >0 son los momentos conservados. En la parte de z se
obtiene la siguiente ecuacién diferencial

-2 -ku'Z = k2 238

con

1 1
u=eEz+e, k = .(T?—IE.)T‘ k= W(-I\f —m’) 239

que es igual a la de un oscilador armonico invertido (ver figura 4). El potencial lo

podemos identificar al multiplicar la ecuacién (2.3.8) por LS

1
2m’
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v(z)

/
N .

Figura 4

Como se podra apreciar, ef polencial es igual que ¢l de
un oscilador armonico invertido, ligeramenie recorrido a la
izquierda del origen

y al analizar su comportamiento asintético, encontramos que sus soluciones son

2L le ko1
Z =e? _.+_...L_.._.-'._u’ ki
| PRI | 2.3.10

! [N
a3 k3 ol
Z, =~ Jeip 4] =+ —= ==t ki b
: .1‘1{4 Wi l 23.11

que estdn dadas en relacion a la funcion hipergeométrica degenerada

(D(a.}',z)=l+£—:-+a(a+l)"z- a(a»b~l)(a-l—2)i+m
yI iy 20 pyel)(p+2) 3

23.12
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& en ténminos de las funciones de Whittaker

L=t JRITAM (18 ki) 23.13
"Wt
y cualquier combinacion lineal de mnbas. Entre ellas destaca

Wiy (0 — M ) H20 ) 2.3.14
F(E-;l—i) F(«iﬂl-—l)

\
y tomando en cuenta al factor #? de 1a relacion (2.3.13), obtenenios

wod ]
Dv(z)=22 422%;[:1(322) 2.3.15
244 =

que en la literatura es conocida como funcion parabolico-cilindrica, y asf
finalmente nuestra solucion para la componente z, toma la forma

F
T
z=2"D, (@) 23.16

Jhi 2

con

= —21\(331:2

z'=i[z - 2lelEe 23.17
el ]
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cuya parte real ilustramos

e V(@)
¥

Figura 5
Aqul podemos ver esquematicamente la superposicion
del potencial (linea discontinua) con Ia forma de la funcion de
onda (linea continua) para una energia dada.

asi, de esta manera la solucion a la ecuacion diferencial (2.3.5) es

WY, = G D, (G - e

_id-1 Azgfw‘m’ 23.18

p= —— , = 2+ =) fleE
2 WiE (2 + e
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esto es, para los estados de energia positivos y caracterizada por los ntineros
cudnticos £, y €.

LIMITE NO-RELATIVISTA

Para calcular este limite, nicaimente tomaremos la parte de z, dado que es en
esa direccion donde actiia el campo eléctrico, y se bard uso de todas las unidades
correspoudicntes.

Se Negd a la ecuacion diferencial para la componente en 2

Wy ne o we [, me ~
VA +{(|¢’|E)’ u 5 [kl 4 W J}Z =0 2.3.19

doude fa derivada cs respecto a u.

Al hacer el siguiente cambio de variable

W=, %f:% 2.3.20
se obtiene la ecuacion diferencial
.‘!.,_Z..A ..'L’E.,_ 4 ’,,.!f.fz. 3 ,"’__zfi_ A
v ‘{[qem']' " ey (‘“‘ 7 )’ Z=0 23.21

y al hacer la siguiente identificacion

)
(elE) ]-“ e |, mlc’]
- SR ERN 32
d (4/{6 I ) 2

se obtiene la ecuacion
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47, (;w* a)Z:O 2323

t % |
y cuya solucion estd dado por W(a,£w)* . En el limite no-relativista, a ~ ;"ec >> 1,
de esta forma al realizar una expansién asintética para a grande se obtiene
W(a,-w) * 2Jr(4a) Wt ( ) A=) 2324
con las respectivas identificaciones
w=2JaQ; t = (4a)'"E 2325
3, )4 S Lo far
E= -(50,) B 0, = EI 1-s'ds= ;arcosﬂ—zﬁ - , Qs l) 2.3.26
Q

? st ~1ds =~ % arcoshQ+— ﬂ\/n’ 1, Q21) 2327
1

En nuestro caso, cuando ¢ - «; Q <1, de hecho en el limite no-relativista,

q-ldEete 2328

mc*

que es adimensional como era de esperarse. De esta manera al hacer una

expansion de Taylor a la relacion (2.3.26) y utilizando la relacién anterior, se
obtiene

¥ Vor of libroc Hasdbeck of Macbematical Fuactons. Milin Abraowdu, A, Swegun. Dover (1972).
p o025,
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_(z)m(zz)%'[lsw_zu) 2329

16 2016 mc’

de esta manera, ¢ estara representada como

P el e

que es la parte que nos interesa, la cual corresponde al argumento de la funcién
de Airy (A,(-1)), que al comparar con el resultado cldsico® , en el cual se obticne

W)= CO(-m) 2331
donde
¢(w)=7l;z(%u’+um)lu 2332

es la definicion de la funcién de Airy, con argumento

E\2mE )V’ 2.3.33

o= (cr g

9 Mackoics Cudasin. 1D Landes, E. M Lifihius Reverd (1963). p 4547,
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y E representa la energia. Al comparar con lo obtenido en el limite no-relativista

(V4

(2.3.30), observames que aparece un factor extra de (f;)", ya que ¢l primer

término se puede eliminar al definir nuestro nivel cero de energia no-relativista,

ORTONORMALIZACION DE LA FUNCION DE ONDA

Para este caso, nuevamente haremos uso del producto escalar definido por
(2.2.12), y como Ia solucion encontrada (2.3.18) es una funcién en el continuo, ¢l
producto escalar se normalizard con deltas de Dirac. La integracion en la parte de

x ¢ y es directa, mientras que en la parte de z se utilizard el método dado por
Landaus ,

Para normalizar las funciones de onda del movimiento unidimensional (en el
espectro continuo) existe un método simple que permite determinar el coeficiente
de normalizacion directamente a partir de la expresion asintética de la funcion de
onda para valores grandes de |2].

Consideremos una funcién de onda con movimiento no restringido en una
direccion espacial, por ejemplo z . La integral de normalizacién diverge para
z-»® , por consiguiente, en la determinacion de la constante de normalizacion
se puede substituir D,(z) por su valor asintético (para valores z>0) y efectuar la
integracion eligiendo como limite inferior un valor finito cualquiera de z, por

ejemplo el valor cero; esto equivale a prescindir de una cantidad finita frente a
otra infinitamente grande.

De esta manera, se utiliza la siguiente expansion asintdtica para la parte en z
(funcidn parabélico-cilindrica)

.
D3¢zt { p(p 1) S l;(;; 22)(11 3, }

; 23.34
[d>> 1, [d>>1pl, {argz[ < 3 x

10 ucgsicn Cudrln, L. D. Lands, E. ML Litits. Rewnd {1962}, p 10-13.
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s6lo conservaremos términos de 1 orden en z, obteniendo

st el

i b 2 2.3.35
~X
A==l VY =y
ldE
5i 2 - o, el término Fl%—;-) 0; por lo que podemos hacer un desarrollo en Taylor,
ya quefefsi z -» o, de esta manera se obtiene
8y = g+ -y By (145 p2(1 4 £ E=€) 23136
f(z) (HlelEz)' f(z)fc( *lelEz) + (HIeIEz) (D 33

asf, (2.3.35) se puede aproximar mediante

2 A1
IS e+ LR P Ar .1;.;
e x( l-ls) { lcls) {(”H%l{z'elﬁ-e. } 2337

y también se puede verificar que el conjugado de (2.3.35) es

I PR ' o J -2 4
e e m{(uﬁ—b‘)ﬁlelﬁ’e ';'] Y 2338

52



S TR S S P SR A

Aqui hemos puesto A', porque esta depende de 7. Al desarrollar el producto
escalar (2.2.12) obtenemos que la densidad de probabilidad para el caso eléetrico
es

e way L av W ey
WA (G oA 2.3.39

donde la derivada cs respecto al tiempo, y el producto ¥*¥ resultan ser
respectivamente

av=-ily

2.3.40
Ay =ity

de esta manera, al integrar (2.3.39) en todo el espacio

sy ],

2mc’

—th-i st atey 2,342
(—;’; ) ,I2HE ) e X




donde A 2, £~ ¢ se obtiene

£ “E‘.’[-_

'3 i - -
cc‘(zm’dl?l—i'l)z'e j ! }d =8k ~k',)dE-£) 2343

al hacer el siguiente cambio de variable

forite -t 2.3.44

y al integral respecto a z, se obtienc una delta de Dirac, y de esta manera, la
constante de normalizacion resulta ser

-ll

¢ 2.3.45
IeTf
RELACION CON OTRAS NORMAS

Como hablamos mencionado anteriormente, un campo eléctrico homogéneo y
constante en una determinada region del espacio, puede ser representado por
normas diferentes. En nuestro caso, se eligi6 Ia norma (independiente del tiempo)

4, =(~£2,0,0,0) del cudl se obtuvo la solucién para los estados de energia positiva

q:_b‘m = Ce“-""D,ﬂm —l))e"'

_ 100
V=”1 l. /1=k"+m m=(z+—€') lelE

2 lde lelE
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y que esta caracterizada por lo mimeros cudnticos &, ,&. Pero en general puede
depender del tiempo como la norma 4',=(0,0,0,~£r) la cual ya no admite
soluciones estacionarias; la solucion para los estados de energfa positivos es

W =, D, (T(- - 1))e™

by

iA~1 m' +k

V=T' i= 2346

T=(+-) lelE

e’ e

la cual estd caracterizada por los nimeros cudnticos &, k. También se pucde
apreciar la simetria que guarda con la solucion anterior. Para los estados de
energla negativa se obtiene al conjugar la funcion parabédlico-cilindrica de la
solucion anterior. Esta definicion de estados de energia positivos y negativos es
algo complicada, ya que estd determinada por el comportamiento asintotico
temporal de los modos; mientras que para la norma independiente del tiempo, los
estados estdn definidos por el signo de €.

Para pasar de una nonna a otra se tiene la relacion que con anterioridad se
mencion6 4',= 4, - 4,A, con A =-Ex; asi, la conexion entre las funciones de
onda esta representada por

q{ﬁ‘ =Ie-«m ‘lf-:‘M(ak,)dHIem l*:_:_‘M(-&k,)db‘ 2347

para los estados de energia positiva y M(s.k) representa el Kemel de la
transformacion. Ahora al aplicar el producto intemo (porque de una manera ya se

ha calculado las integrales que involucrara este producto) a la relacion anterior
por

¥ 7, 2.348
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obtenemos

iy

\{:"' s \yn _J'\llﬁ' ','tlﬁ-i-tuq;n M(&k )d£+'[q1¢)‘ o, CitET ‘lf{"_gM(-—B,k,)da 23‘49

que al integrarla sobre una hipersuperficie ortogonal al vector temporaloide
obtenemos

W R ¢ 07 = 8k, - ) [Meak)Re-£)de

= 2.3.50

[ 7 etk =&k, -k, )M(e k)

Lt tdy

ya que la primera integral del lado derecho de (2.3.49) fue calculada con la
normalizacion y la segunda integral es cero porque son funciones ortogonales.

Al hacer la integracion respecto a x e y de la relacion anterior, se
obtiene

Hs ®
[ 7N e a8 =, o &, -k ) ] [ 0,0 +ine™ gD (141
2.3.51
de esta manera
-
Ms L4
M(E k) =C‘,C(2n) ja‘)w.«l +)Re™ED, (1 +)T) 23.5)

Analizando la siguiente integral



[+ 23.53

notamos que resulta adecuado representar a la D,((1 +i)9) en forma integraln

w
X
. P me—a’ﬂ’s-m
DU+ =g I s 23.54
27 oy

que al introducirlo en la anterior relacion, al completar cuadrados y hacer el

T
+5')

cambio de variable X = %t - T , se obtiene

2(5

[

5.2
© —y -9

sMe 1 ds T i
!:;»1 - ‘-_»1.(‘" ®  3ss
2 F(~2—~)(l+s yr

Utilizando la propiedad:

M . +08 1
_[(l+2ﬂr’)e ar =£‘—2-ng {Re >0} 2.3.56

la anterior integral se transforma en

3315 Cradduye, 1M.Rysbik, Toble of inegrit, seces 828 products. Acadeankc Press (1990). p 1080
$245 Gredhieym, M Rysblk. Toble of inegraly, series ind praducts. Acadeake Prent (1980). p 390
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I
! W
7 s dg
TI ™ o 23.57
ey F(w)(l+s)'( +s' )'

al realizar el cambio Q =~ l ! , finalmente se llega a la integral

2('z~+5l)
Bl o, oM
2 zz" POQ)
I A 2358
i) 0 (l__Q))

Utilizando la propiedad»

I

[ u-nta-foteta=BvARvpA+vA-

; 2.3.59
ReA>0, Rev>0, |agt-f<7

el kemel (2.3.52) toma la forma

131 5. Graddien, LM Ryzhik. Toble of tauegrals, weke and products. Academkc Prem (1980, p 131
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ek =¢,ceat | 2 b 12 24T B ta4m
' lde any| 2 2 2 2

2

o v o
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g

2.3.60

Ahora si se hace el producto intemo en (2.3.47) con el conjugado de los estados
de energla negativos ‘¥{”, 7, sc obtienc el conjugado del anterior

-121 .gq, !

loig | ¢ (P4 ¢ T
M(‘g.k,)=q’d(27§,'eﬁz -!—-:;3_ I.T)(Q(I,T,T'H."l,"?' o (=11 40)T)
l"r(—z—)

2.3.61

y como s¢ muestra, ésta no es cero. Este procedimiento es el formalismo de
Bogolubov, y el kemel de la transformacion representara el coeficiente beta, por

g TS o DIBE
S A RO
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CONCLUSIONES

En la primera parte de la tesis, donde se analizé el significado de
aceleracion uniforme en relatividad especial, obtuvimos que la interpretacion
es mas complicada de lo que es en mecanica cldsica; primeramente porque en
este caso, tenemnos que hacer referencia a los sistemas de reposo instantaneo y
utilizar ya no las® transformadas de Galileo si no las relaciones
cuadrivectoriales para la velocidad, la aceleracion etc., (relaciones 1.1.6-9) que
no son sencillas de manejar; y por otro lado, en la ecuacién de movimiento
aparece un término extra (representado por una fuerza ficticia) el cual no
desaparece cuando la velocidad de la particula no es paralela a la direccion del
campo y el movimiento resulta ser no rectilineo, surgiendo asf, un efecto de
precesion de Thomas que tiene la misma estructura de un término de Coriolis,
pero que difiere en el signo.

Al hacer el estudio del movimiento de una partfcula cldsica en un campo
eléctrico y homogéneo, encontramos que la particula describe en el plano
¢t -z un movimiento hiperbdlico, siempre y cuando la velocidad de la
particula esté en la direccidn del campo eléctrico (direccion z).

Para el caso en que analizamos un campo gravitacional homogéneo y
estdtico, obtuvimos dos métricas que lo representan (relaciones 1.3.17 y
1.3.18), pero en ninguna de las dos obtenemos un movimiento hiperbélico.
Este resultado se obtuvo para un observador que se encuentra en reposo en el
campo gravitacional homogéneo y estdtico. El requerimiento para que el
movimiento sea hiperbolico estd dado por la métrica (1.3.15) y la relacion
(1.4.16). Al hacer una transformacién a coordenadas locales, donde el
observador esté en caida libre y la particula en reposo, éste sf observara un
movimiento hiperbolico, esto es, una aceleracion uniforme. Por este hecho,
podemos afirmar que la aceleracién en la teorfa de la relatividad general no es
recproca,

Para el caso cudntico, se construyeron espacios de Fock y se usé el
formalismo de Bogolubov para comparar la caracterizacion de los vacios
cudnticos tanto de Rindler como de Minkowski. Obtuvimos que el nimero de
particulas de los modos de Rindler en el vacio de Minkowski contiene un
término Planckiano (relacion 2.2.36), y mads atn, al calcular el valor de
expectacién de la densidad de energia ( dado por Ti,) en las coordenadas de
Rindler obtenemos un término extra al resultado obtenido en coordenadas de



Minkowski, y que es de nueva cuenta el mismo término Planckiano. De esta
forma apreciamos un efecto que se observa cuando un sistema estd acelerado
en el vacio de Minkowski, que es un término cuasitérmico, donde el factor % 7
se podria interpretar como temperatura; pero deberemos tener cuidado con esta
interpretacion, dado que para un sistema fisico le podemos asociar una
temperatura no esperamos que ésta cambie cuando se clige una direccion en
particular . Esto es, la temperatura es un concepto escalar y por tanto
isotrépico, Sin embargo el campo gravitacional altera al espacio-tiempo de tal
suerte que éste es anisotropico.

Para el caso eléctrico, utilizamos el mismo formalismo de Bogolubov para
comparar los vacios cudnticos de dos normas diferentes que representan al
mismo campo eléctrico y homogéneo (normas 2.3.3 y 2.24). Nosotros
utilizamos la norma que no depende del tiempo y encontramos que sus
soluciones son las parabdlico-cilindricas (para la componente que es paralela a
la direccion del campo). En el limite no-relativista, recuperamos la expresion
cldsica salvo factores de escala (ver relacién 2.3.30) dado que estin
relacionados con la eleccién del nivel cero de energia relativista,

Finalmente al comparar las soluciones de 1a ecuacién del campo cuando la
norma es independiente del tiempo con las soluciones en la norma que sf
depende del tiempo, encontramos que el coeficiente beta no es cero, En
consecuencia, parece ser que para un mismo campo eléctrico E podemos
"preparar” de manera diferente al sistema. Asf por ejemnplo, los estados fisicos
de vacfo no son unicos y la caracterizacion de particula depende de la norma,
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APENDICE

Una transformacion conforme aplicada a una métrica g,,(x), puede ser descrita
conlo

8.,(x) - B,.(x) = Q*(x)g,.(x) (a.1)
donde Q(x) es una funcion real, finita y continua,

Por ejemplo los simbolos de Christoftel, el tensor de Ricci y ¢l escalar de
Ricci s¢ transforman respectivamente como

I, T =12+ 07(6°0, 4+ 6%, - 2,870,) @2)
R - R =7k -(n-207(Q") g +(n-2)"' (), g5, (a.3)
R—R = Q7R+ 2n- )00, + (n - 1)(n - Q' Q,Q, ¢* )

Ahora, nos podemos preguntar como scrd la nucva forma que tomard la
ecuacion de campo (2.1.5), obteniendo

[-m%(n—z)%, } 1)]¢—>[ﬁ+%(n-2) —(,,_ ,)]3= 0:—’—[“;“(" )80 1)]¢

donde D¢ estd definido por (2.1.4), y haciendo la siguiente identificacion

(2-2)

)= Q7 (x)dlx) (a.6)
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podremos factorizar Q ¢ en la ecuacion (a.5) para que salga como factor
comin, a partir de esta ultima ccuacion y la identidad (a.6) podemos damos
cuenta que una fransformacidn conforme es, solo un cambio de escala ( la Q(x)
me representaria el factor de escala ) y notemos que si m#0; cntonces
tendriamos un factor extra en la ecuacion (a.5) que no podriamos factorizar, de tal
manera que la masa me fija una escala. En teoria de campos, serd invariante ante
transformaciones de escala (conformes) cuando nuestro problema no tenga
ninguna escala privilegiada (m = 0).

Un ejemplo de la utilidad de las transformaciones conformes son los
diagramas de Penrose, en donde, la representacién esquemdtica de la estructura
del espacio-tiempo que cn ciertos casos es imposible representarlos ( por sus

limites en -wew), y mediante una transformacion conforme, podemos

compactar el espacio-tiempo, de tal forma que podemos representarlo como un
. diagrama finito y compacto. '

Consideremos el espacio de Minkowski de dos dimensiones, con la métrica
ds' =dt* -dv* a.7)

como generalmente trabajamos con coordenadas nulas, u,v definidas por

u=t-x
vattx @8)
de esta manera, la métrica se transforma como
ds' =dudv (a9)
tal que
1o 1
8;n' - 2 [l 0] (a.lO)
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aqui podemos notar que la regién que me representa la métrica (3.9) es de
(~w,=), Si hacemos la siguiente transformacion de coordenadas

' -1
W= 2unu @l
vV =2un"y
observamos que
-KsSW, Vs (a.12)

de tal forma que nuestros limites han sido "compactados" en una regién finita. La
métrica (a.9) toma la forma

l.._l_ ll- le OF
ds 7 5C Fu'sec 2vdadv (a.13)
en la que
' l,__l_ I_l_ ' ) 10 }
g,,,(u.v)-ssec S u'sec V[l 0 (a.14)

si se hace la siguiente identificacion

-1
Q'(x) = Gm* Lrsec v’) @l5)
se tiene
01
sm(n'.v')-*i,,v(u'.v’)=%[1 0] (a.16)

de tal forma que el elemento de linea lo podentos poner coo
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a5’ = du'dvy @.17)
de esta manera, la transformacion (a.11) es una transformacién conforme.

Esquematicamente tendriamos (ver figura 6)

ct
cono de luz
/f
X
,
desarol
del evento
dentro del cono
de luz
Figura 6

que me representaria a la métrica asociada con (a.7).

La métrica (a.17) tendria la siguiente representacién en un diagrama de
Penrose (ver la figura 7)

Fig7
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Observemos que £~ me representan los vértices del cono de luz (ver fig 6) en
la region negativa y f* en la region pasitiva, la inclinacion de los ejes es de 45°
(que es el que tienc el cono de luz), y la linea que cruza de i~ a i* es la trayectoria
de la particula de un pasado infinito a un futuro infinito. Cabe mencionar que la
inclinacion de esta trayectoria debe ser menor que 45°, fo que indicaria que esta
dentro del cono de luz.

Como observamos esta es una representacion compacta del espacio-tiempo
que anteriormente no podiamos visualizar,
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Observemos que £~ me representan los vértices del cono de tuz (ver fig 6) en
la region negativa y f* en la region positiva, la inclinacién de los ejes es de 45°
(que es el que tiene el cono de luz), y la linea que cruzade i~ ai* es la trayectoria
de la particula de un pasado infinito a un futuro infinito. Cabe mencionar que la

inclinacidn de esta trayectoria debe ser menor que 45, lo que indicaria que csta
dentro del cono de luz.

Como observamos esta es una representacion compacta del espacio-tiempo
que anteriormente no podiamos visualizar,
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