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Introduccion.

1. Antecedentes.

Las crecientes demandas de energia eléctrica ¢n casas habitacion, escuelas,
hospitales, industrias, comercios y ofras estructuras, hacen necesaria la
realizacion constante de obras de gran magnitud En México, la Comision
Federal de Electricidad se encarga del disefio y construccion de plantas
generadoras  de  cenergia  como  termoeléetricas,  hidroeléctricas,
nucleoeléctricas, plantas geotérmicas; asi como las lineas de transmision y

subestaciones necesarias para la distribucion de la energia.

El Proyecto Hidroeléctrico de Zimapin, Hidalgo, es uno de los mas grandes
¢jecutados en México en los ultimos afos. Su finalidad principal es la
generacion de energia eléctrica, aprovechando el potencial del Rio

Moctezuma, que forma parte del sistema hidrolagico del Rio Panuco.



La corting se ubica en el Caion del nfiernillo, en el limite de los estados de
Hidalgo y Queretaro, en fa ¢onfluencia de los rios Tula y San Juan, que a
partir de este punto, toman el nombre de Rio Moctezuma. El acceso al sitio
de la cortina es através de un camino de 40 kilometros partiendo de la
poblacion de Cadereyta de Montes, Qro. En la figura (1) se muestra la

localizacion del sitio de la presa.
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Dada la distribucion de las obras de la presa, se denoming a la zona cercana a
fa cortina como zona de la boquilla y a la zona en donde finaliza 1a
conduceion, zona de casa de maquinas, la cual se localiza en e estado de
Hidalgo y su acceso es por fa poblacion de San Joaquin, Qro., siguiendo un
camino de 32 kilometros. Se presenta en la tigura (2) una vista de las obras

en la zoma de boquilla.

La conduccién consiste en un tinel de 21 kilometros de fongitud que se
inicia en fa zona de la boquilla y termina en la casa de miquinas, e} tanel tiene
una seccion herradura de 4.7 m y es ¢l tinel de conduccion a presion mas

largo del mundo considerando esquemas hidroeléctricos.

La obra de desvio se realizo con un tdnel de seecion portal de 9.40 x 9.40 m,
sin revestir, que se situd en la margen izquierda con una longitud total de 566
m El cierre del cauce se llevo a cabo con dos ataguias de materiales
graduados colocadas sobre ¢l rio Moctezuma, El cicrre final del conducto de
desvio se Hevo a cabo satisfactoriamente con Ia siguiente secuencia: al inicto
del timel se emplearon obturadores metdlicos y un pretapon de concreto,
complementandose con otro tapon de concrelo localizado en la parte media

del desarrollo de! tiinel.

La obra de excedencias se encuentra dentro def macizo rocoso de fa margen
izquierda de la boquilla, y consiste en dos tineles dispuestos en forma
paralela de seccion portal de 9.90 metros de ancho y altura variable de 13.9 2
8.50 metros, la longitud media es de 500 metros para cada uno de ellos. La
estructura de control es de concreto; aloja dos compuertas radiales de 9.90 x

20 metros y esta formada por una pila central, muros laterales y un cimacio.
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Figura 2. Obras en la zona de hoguilla.

La abra de generacion esta integrada por una obra de toma tipo rampa, con
umbral a ta elevacion 1500 ms.n.m., ¢l thnel de conduccion de 21 kilometros
de longitud, y at término de éste un pozo de oscilacion de 12 metros de
diametro y 133 metros de altura. La conduccion se complenienta con una
tuberia de acero de 3.5 metros de diametro y 1050 metros de longitud que
trabuja a presion. En su parte final, anles de llegar a la casa de mdquinas, esta
tuberia se bifurca en ramales de 2.10 metros de diametro cada uno. La casa
de maquinas se encuentra dentro de una cavema excavada de 70 metros de
longitud, 22 metros de ancho y 33 metros de altura; aloja dos unidades

turbogeneradoras compuestas por turbinas tipo Pelton de 146 MW de



potencia, con sus respectivos equipos generadores, y dispondran de una
carga maxima de 603 metros que es la caida mis grande cn

aprovechamientos hidroeléetricos en México.

En cuanto a In obra de contencion, la forma una corting de concreto del tipo
arco-boveda, de 203 metros de altura y 122 metros de longitud en la corona,
constituyéndose asi como la mis alta en su tipa en México; la segunda cn
altura total después de Chicoascn y la tercera en América. El volumen total
de la cortina es de 220,000 metros cibicos de concreto, En su parte media,
esta estructura tiene un desagie de fondo controlado por compuertas para
que, en caso necesario, se abata el embalse durante la construceion y

operacion de la planta.

El cafion del Infiernillo, donde se sit(a la cortina, s¢ caracteriza por rocas
sedimentarias de la formacion “El Doctor”, abajo de lag cudles se encuentran
calizas arcillosas intercaladas con areniseas de grano fino. En la parte mas
baja del cafion, afloran brechas dolomiticas y dolomias en estratos de gruesos
a medianos. Los estratos tienen una ligera inclinacion baeia la margen
izquierda. La calidad de la rocn es buena para alojar una cortina de arco-

baveda.

En lo relativo a los aspectos ecologicos, la Comision Federal de Electricidad
realizo, previo al inicio de la construccidn, estudios de ecologla ¢ impacto
ambiental; llevando a cabo acciones que permitieran reducir los impactos
adversos a los ecosistemas y adecuaran la utilizacion de los recursos de la
superficie del embalse y su area de influencia, de acuerdo a lo estipulado por

la Ley General del Equilibrio Ecologico y Proteccion al Ambiente.



2. Alcances.

El disefo de las estructuras que conforman una presa planiea cotidiananiente
imuevos y diversos problemas. La generacion de modelos imatemiticos que permitan
visualizar ¢l comportamiento de las obras antes de su realizacian, estd siempre
condicionado al futuro comportaniiento de la naturaleza, el cudl nunca es

totalmente previsible.

En los dltimos tiempos, como lo indica Marengo (1994) “el desarrollo
computacional y los métodos y técnicas numéricas en la ingenieria han sido muy
grandes; lo que ha permitido explicar ¢l comportamiento peculiar de presas ante
ciertas solicitaciones y condiciones de carga; sin cmbargo, estas csructuras de
hecho son un problema fisico y no puramente matemitico. El caleulo o evaluacién
numérica mas refinado, permitira en el mejor de los casos, una gruesa

aproximacion de fa realidad”.

En esta tesis se presenta la comparacidn entre dos métodos analiticos de analisis
estructural; primeramente, el método de las eargas de prucba, que cuenta con
muchos aflos de aplicacion; lo cudl e da confiabilidad en funciéa def nimero de
éxitos obtenidos en el disefio de presas de arco. En segundo tugar, el método de
los elementos finitos se presenta como un método numérico que por su versatilidad
se ha aplicado con éxito, no solo en el analisis estructural, sino también en otros

campos de la fisica,

El comportamiento fisico de una estructura debe ser el principal patron de
comparacion para probar la eficacia de los métodos de analisis, sin embargo, en el
presente trabajo, la comparacion de dos métodos analiticos, tiene como finalidad
principal realizar una critica de las ventajas y desventajas que presenta el uso de un

método o de otro.
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El uso de los modemos métodos v programas de computo para el anilisis
estructural, alivia fa carga de trabajo metadico del ingenicro; pero en ningin
momento reduce su responsabilidad social y econdmica; mas adn, ¢l uso de
programas de computo comprameten al ingeniero de hoy, a disponer de una
poderosa herramienta para Ja comprension del comportamiento de fas estructuras

que disefa.

3. Objetivos.

En esta seccion se plantean los objetivos de esta tesis; teniendo en cuenta
que  durante su  desarrollo, posiblemente se  cumplirin  metas no
preestablecidas; pero que resulten de interds para enriquecerla. Los objetivos

que se persiguen son los siguientes:

|- Hacer un csbozo de las caracteristicas del Proyecto Hidroeléetrico

Zimapan, Hidalgo, resaltando las de 1a obra de contencion.

2.- Describir algunos conceptos utiles en el disefio de las presas de arco, asi

como la evolucion historica de los diferentes métodos de andlisis empleados.

3.- Explicar, en forma general, ¢l uso del método de las cargas de prucba en

el andlisis de cortinas de arco-boveda.

4.- Expresar claramente fos resultadas mas importantes del andlisis realizado

para el disefio definitivo de lu cortina por el método de las cargas de prueba.



5.- Desarrollar los conceptos basicos para ¢l planteamiento del método de los
clementos finitos y hacer una descripcion breve de la aplicacion de este

método al analisis de estructuras bi y tridimensionales.

6.~ Dividir la geometria de la cortina en elementos finitos para ser analizada

por medio del programa SAP90.

7.- Ejecutar ¢l analisis elastico-lineal y pseudoestatico de la estructura con la

malla elegida para las diferentes condiciones y combinaciones de carga.

8.- Expresar los resultados de modo facilmente comprensible que permita su
comparacion rapida con los resultados del andlisis por el método de las

cargas de prueba.

9- Comparar los resultados obtenidos con los dos métodos, en algunus

zonas y puntos de la estructura,

10.- Obtener solamente las conclusiones que sean prudentes acerca de los
resultados a los que se llega con los diferentes métodos, teniendo en cuenta
las bases de cada método y las consideraciones que se hagan para modelar la

realidad.



Descripcion del Método
de las Cargas de Prueba.

Este capitulo consta de dos secciones, en la primera se fratan
aspectos historicos de disefio y andiisis de kis presas de arco.
En la segunda , se ven los fundamentos del Mélodo de las
Cargas de Prueba, asf como las modificaciones particulares
del método empleado en el andlisis de la cortina de Zimapadn.

Las Presas de Arco.

1.1. Antecedentes.

Es posible que los romanos hayan sido los primeros en utilizar el principio de

los arcos para construir presas; sin embargo, historicamente la primera presa



de arco fue construida en fa fronera de Turquia y Siria en of afio 530 D.C.
aproximadamente, y tenia como objetivo el control de avenidas y el

abastecimiento de agua.

Durante la Edad Media y el Renacimiento en Europa, se construyeron
algunas presas de arco de importancia, come la presa de Almansa en Espafla,
y ta presa de Ponte Alto en Italia. La primera presa de arco en Nortearérica
estd en Janes Fails, Canada, construida en 1832 y todavia en aperacion. La
presa de Zola fue fa primera presa de arco en Francia y se construyd hacia
1843. Estas presas fueron calculadas utilizando la tormula del cilindro ( de la
caldera ) que considera solamente el cfecto de la presa por su forma de arco.
Una de las primeras de arco en la cudt se considerd la accion combinada de

arcos y ménsulas, fhe fa presa de Bear Valley, U.S.A,, construida en 1884

El U.S. Reclamation Service ( predecesor de U.S. Bureau of Reclamation )
se fundd en 1902 e inmediatamente inicio ¢l disefio de una presa de arco con
un método de distribucion de cargas. Debido a la similitud de fos sitios, el

disefio se empled en la construccion de dos presas.

Al inicio de ta década de 1930, se aceptd ya en forma general fa aplicacion
del método de las cargas de prueba para el analisis, En este método se
proponen distintas distribuciones de carga entre los arcos y las ménsulas
hasta que las deformmaciones de los puntas comunes concuerden.
Posiblemente fa presa de arco mas sobresaliente de los tiempos recientes es
El Vaiont en lialia (1946-1950 ), con una altura maximn de 265.5 m y una

longitud de cresta de salo 190.5 m.

En 1958 el A S.C.E. {American Society of Civil Enginecring) cred un comité
para considerar ks ventajas relativas de los diferentes métodos de analisis de
las presas de arco, en estos se incluyeron teoria de ptacas, diferencias finitas,

clementos finitos, relnjacion dindmica y modelos fisicos, mientras que e
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U.S.B.R (U.S. Bureau of Reclamation) colabord con un desarrollo detallado

del método de las cargas de prucba.

La primera presa tle arco que se construyo en Mexico es la jresa Calles en e
estado de Aguascatientes, que data del afio de 1926, con altura de 91 my
Jungitud de coroma de 178 m. Desde entonces, como lo seilala Sanchez
(1961), la construccion de todas las presas de arco heehas en México, ha
requerido de la asesoria y supervision de compafias extranjeras, y en la

mayor parte de los casos, los disefios se han importado.

Hasta 1976, segun la Secretaria de Recursos Hidriulicos (1976), se habian
construido 9 presas de arco en México; de las cudles se mencionan las
siguientes: La Soledad (Apuleo) en el estado de Puebla, terminada en ¢l afio
de 1962, con una altura de 92 m y longitud de corona de 154 my; la presa
Manuel M. Diéguez (Santa Rosa), del afto de 1964 en el estado de Jalisco
con 114 m de altura y 150 m de longitud de corona; y del mismo aio, la
presa Plutareo Elias Calles (EI Novillo) en Sonora, con altura de 134 my

longitud de corona de 188 m.

En los afios recientes han constriido grandes presas de arco en todo el
mundo, en ef cuadro (1.1) se presenta una lista de las presas de arco mis

importantes que se construyen actualmente,

([ Nombre Pals | Alura (m)
Ertan China

Berke Turquin 210
Katse Lesotho 180
Guaillabamba |Ecuador 165
Namakhuani  |Rusia 161
Nakui Japon 155
Kouviloy Congo 137

Cidro 1.1, Presas de arco gne estan en consiruecion actualmente
(International Woter Power & Dam Construction, 1993).



1.2. Conceptos y Criterios de Disefio.

L.as presas de arco, son presas que transmiten la mayor parte de la carga

hidraulica a los estribos de la boquilla por el efecto de arco.

Se reconoce en la definicion geométrica de las secciones horizontales de una
presa de arco el intradds, que es el radio interno de la cortina y corresponde
generalmente a la cara aguas abajo, y e} extradds, que es el radio externo de

la cortina y corresponde a la cara aguas arriba.

En las primeras presas de arco calculadas se empleo la formula de la caldera,
considerando que tadas Jas cargas ocasionadas por el agua son llevadas
horizomalmente a los estribos por fa accién del arco y que Onicamente fa
curga muerta, como el peso propio y el peso del agua sobre la cortina, son
transmitidos verticalmente a la cimentacion por el efecto de las ménsulas,

Los esfilerzos maximos permisibles en estas primeras cortinas fueron de 10

kg,/cm2 a70 kg/cm2 y en algunos casos hasta de 100 kg/cm2

El ICOLD ( Comité Internacional de Presas Grandes ) considera como presa
de arco, a toda presa curva que tenga un espesor en la base menor a 0.6

veces la altura, mas explicitamente;

-Arco delgado.- espesor menor a 0.2h
-Arco medio.- espesor de 0.2h a ¢.3h
-Arco grueso.- espesor de 0.3h a 0.5h

-Arco-gravedad.- espesor mayor a 0.5h



En base a lo mencionado por Marengo (1995), las consideraciones que se

hacen para el cileuto de las presas de arco se pueden expresar como sigue:

-Ef conereto de la cortina y la roca de la cimentacion, son homogéneos,
isotrgpicos y unitormemente eldsticos.

-Los esfuerzos se conservan en el limite eldstico en a roca y en el conereto.
-Las secciones planas en arcos y ménsulas permanceen planas, atin despuds
de la deformacidn.

-El madulo de elasticidad del concreto y de la roca de cimentacion, son los
MISMOS CN COMPresion y en tension.

-Los esfuerzos axiales varian linealmente entre las caras aguas arriba y aguas
abajo, tanto en arcos como en meénsulas.

-Los esfuerzos cortantes variin parabolicamente entre las caras aguas arriba
y aguas abajo, tanto en arcos como en ménsulas.

-Los esfuerzos y deformaciones producidos por cambios de temperatura, son
linealmente proporcionales al cambio de ésta.

-Las cargas producidas por el agua en las paredes del vaso no producen
movimientos diferenciales en el sitio de la cortina,

-Los efectos de fluencia del concreto y los materiales rocosos, pueden ser
despreciados.

-La presa trabaja como monolito. Para que esta consideracion sea valida,

debe hacerse una inyeccion de las juntas de contraccion radial sumamante
cuidadosa.

Las cargas de disefio para las presas de arco son semejantes a las de otras

presas. En gencral se considera:

-Carga muerta, incluyendo cargas durame la construccion.
-Agua, en las caras aguas arriba y abajo.
-Subpresion.

-Hielo.



-Carga de azolves

-lncrementos ¥ decrementos de temperatura debidos a causus internas y
externas.

-Sisma.

~lifectos de la lechada en las juntas de contraccion.

-Flujo plastico en el concreto.

Dadas las cargas que deben analizarse en el diseflo de una cortina, Marengo
(Apuntes, 1994) menciona las siguientes combinaciones de carga a ser

analizadas:

A - Combinacion usual de cargas:

-Carga de agua al nivel maximo de operacion (NAMO).
-Pesa propio y accesorios.

-Subpresion.

-Accion del hielo.

-Carga de azolves.

B.- Combinacion no usual de cargas:
-Carga de agua al nivel maximo (NAME).
-Peso propio y accesorios.

-Subpresion (drenes operando).

-Carga de azolves.

C.- Combinacion extrema de cargas:
-Sismo maximo creible.

-Cargas correspondientes a la combinacion usual.

D.-Combinacion especial (a juicio del proyectista):

-Puede ser, combinacion usual o no usual con drenes inoperantes.
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-Puede ser cf analizar algon plano de debilidad de Ja cimentacion o laderas

-Alguna condicion especifica por efectos térmicos.

Los efcetos de estas cargas pueden ser significativamente diferentes en una
presa de arco delgada y en una masiva. Esto se aplica particularente a los
efectos por temperatura que internamente estan refacionados con la cantidad
de ceimento y el procedimicnto empleady en la fabricacion del couereto, y
externamente a Jos cambios diarios o estacionales. Ademas, en una presa de
arco es de gran importancia analizar el caso de presa vacia; yu que por la

geometria de la cortina, se pueden producir esfuérzos excesivos.

Sc asuine que la estructura serd tnonolitica, y que todo el flyjo plastico del
concreto ocumira después de que‘las juntas de contraccion sean cerradas
(pero que, al mismo tiempo, el proceso de sellado de tas juntas no inducird
presfuerzo en los arcos). En una presa de doble curvatura, donde la corting
sobresalga mucho del agus, Ia masa del concreto inducird esfurerzos durante
la operacion de la estructura y se deben revisar cuidadosamente los efectos

temporales y permanentes de estas cargas.

En el caso de las presas de tamafio medio y de gravedad, deben tomarse en
cuenta los estuerzos producidos por el agua al internarse en las grietas que
aparezcan en la cortina, estas presiones pueden aliviarse mediante galerias de
drenaje, y debe evitarse a toda costa que se agricte In cara aguas arriba; de lo

contrario pueden tencrse efectos no considerados por subpresion.

El agrictamiento es un problema que se presenta con frecuencia en las presas
de concreto, por ¢so, en el método e cargas de prueba, se toman en cuenta
secciones agrietadas de los elementos que presentan tensiones. No obstante,
es dificil evaluar con preeision los factores que lo generan, debido a las
hipolesis que se hacen para ol diseio y anilisis. A continuacion se enuncian

algunas causas comunes de agrietamiento:
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-Hsflierzos excesivos debidos a la geometria de Ia cortina.

-Esfuerzos de tension secundarios debidos 0 compresiones altas en elementos
delgados.

-Esfuerzos de tension secundarios en los apoyos de los arcos y paralelos a
los apoyos.

“

-Que el concreto se “cuelgue” de un apoyo cercano.
-Efectos de temperatura, ya sea por la hidratacion del concreto o por

condiciones climativas.

Aunque los componentes del concreto son conocidos, sus propiedades no
son necesariamente uniformes. E! conereto en la base, generalmente serd mas
antiguo; estard sometido a diferentes fuerzas y tendri diferente modulo de
clasticidad que ¢l de la parte superior. Otro problema que debe afrontarse af
diseflar una presa de concreto, es la comun inconcordancia entre o
comportamiento de la roca y las propiedades predichas, los efectos de las
cargas prolongadas y de la saturacion, asi como fa magnitud de fos esfuerzes
internos de la roca que pueden afectar seriamente {a distribucion de esfuerzos

dentro de la cortina.

Una particularidad importante en ¢l disefio, como lo seflala Thomas (1979),
es el dngulo que la resultante de las fuerzas del arco forma con ¢l contorno
de la roca en Jos apoyos. En ocasiones se especitica como el angulo minimo
a, que forman la tangente de la linea central del arco en el cimiento con la
superficie de roca sana del caidn. Los valores comtnmente usados son
alrededor de 30°, pero algunas autoridades diferencian entre las elevaciones
de la cortina, requiriendo un angulo minimo aproximado de 40° cerca de la
cresta. En forma mas concreta, ¢l angulo se debe definir con respecto a fa
direccion del empuje def arco, llamandolo de esta forma dngulo f§ (ver figura

1.1). L.a geometria de Ia roca de apoyo debe revisarse, ya que es posible que
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se apoye la cortina en un “espolon” de roca, por lo que se deben hacer

analisis de resistencia y estabilidad de las rocas.

. A
A /
4

Resulta
8 nte

Resultante

Fiswra 1.4, Apoyo de un arco en que se muestea la direccion de la

resultante y la linea tangente del areo en el upoye.

Es una prictica comin que la excavacion para alojar la cimentacion se haga
de tal forma, que ¢l contacto entre la cstructura y la roca se haga en forma
radial, linca AB de la figura (1.2). Mas correcto seria que la superficie de
contacto sea normal u la linea donde actia la resultante, linea AC, pero esta
linea puede no ser siempre la misma en diferentes momentos. Mientras no
haya posibilidad de deslizamiento a lo largo de la superticie de contacto,
entonces un apoyo no radial conducird a la posicion AD, que reducird la
excavacion en roca, el volumen de concreto, y esto usualmente se traduce en
csfuerzos menores o arcos mas delgados para el mismo intrados. Cada caso
debe ser analizado teniendo en consideracion el tipo y ecalidad de la roca de
cimentacion. St el angulo entre la linca de la resultante y la superficie de
apoyo es también grande, entonces se generaran en el area grandes vsfuerzos
cortantes cerca de Ja superficie de la roca en donde la presion de

confinamiento es pequeda. La estabilidad en el apoyo debe verificarse en
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zonas donde se han caleulado esferzos grandes y en zonas de potencial

debilidad.

0
8 AB - radial
CA AC - normal a la resultants
r
/A e
8/

Figma 1.2. Opciones de apoyos no radiales para los arcos. Lineas AC y
AD.

Segin Thomas (1979), los esfiterzos permisibles en presas de arco no varian
grandemente de un pais 4 otro y son aproximadamente los presentados en el
cuadro (1.2), donde se definen los esfuerzos de compresion maximos
aceptables en el concreto en funcion del {90, que es el eslierzo de ruptura del
concreto a los 90 dias de edad, se presentan ademds los esfuerzos maximos

permisibles en arcos y ménsulas.



Fserso

1 = Compresion mivima basada en

|la| resistenchy del conereto.
Cargas usuales y o usuwales.
Citrgas oxtrents.

2 - Eslucrzos en los Arcos.
Compresion.
Sin cargas de temperaur).
Con cargas de tesperaura.
Tension,
Sin cargas de temperatura.
Con cargas de temperatura.

1 - Estucrzos en fas ménsulas.
Compresion.

Sin cargas de temperatira.

Con cargis de temperatura.
Tonsion (eara agus arriba).

Nivel maximo de agua

sin lcmperatura,

Nivel miximo de agua

con temperattura,

Vaso vacio sin lempertura.

Vaso vacio con (emperaturi.
Tension (cara aguas abajo).

Nivel mdxino de agua

sin teperatura,

Nivel midximo de agua

con lemperatury,

Vaso vaclo sin tempesatura,

Vaso vacio con lemperatura.

Estuerzo principal bajo condiciones

estrenids de cargn (compresion).
L

de 0.20 01025 oy

Vilar Permisible

—— e ]

0.30

ol kg/cm:
70 kgfem?

7 l\g,/cm:

0k om?

6 kfom?
70 kyfem?

7 kg/cnf2
10 kgfem?
7 kgfem?
t0 ky/em?
7 kgfom?
7kgfem?

7 kgfem?
10 lq;,/«:m2

80 kg/cm2

Cuerdro 1.2, Criterio para las esfuerzos en presas de arco. Thomas (1979).



1.3. Estabilidad.

Es importante comprender la tridimensionalidad de las fuerzas que actilan
sobre los apoyos y las de las formaciones geologicas que las resisten. En

general, Jas fuerzas que actdan sobre ¢l macizo rocoso son las siguientes:

-E! peso de 1a roca.

-Las fuerzas que tienen su origen en la ntasa rocosa, como los esfuerzos
tectonicos cstaticos.

-Los esfuerzos dinamicos debidos a lus acciones sismicas.

-Fucrzas hidrostaticas y de flotacion debidas al llenado del vaso.
-Fuerzas transmitidas por la cortina.

-Fuerzas producidas por las filtraciones de agua.

Debido a las condiciones en que la roca recibe las fuerzas, la scguridad
minima de fas cortinas de dable arco se encuentra usualmente en la parte

superior, puryue:

-Las zonas supenores del valle estan menos confinadas y las fuerzas del
stsmo causan, aqui, reacciones mayores.

-La cantidad de roca que tienen encima ¢s menor, por lo que se se reducen
las fuerzas de confinamiento normal en posibles planos de deslizamiento.
-La direccion de las fuerzas resultantes de la cortina, encuentran los apoyos

en dngulos menos favorables.

La percolacion de agua bajo presion puede afectar ¢l confinamiento de las
rocas de apoyo, presentindose problemas de saturacion y reduccion de

resistencia al cortante. Ademas ¢l movimiento del agua en micro y macro-
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grietas es un problema no estudiado completamente, por lo que es un factor
que favorece actualmente la construccion de drenajes en los apoyos de las

presas de arco.

La presencia de agua bajo presion dentro de los apoyos, cuando es
combinada con la accion de carga de la cortina, puede contribuir a la
inestabilidad, particularmente en las juntas. Los criterios de disefio limitarin
la maxima inclinacion de la resultante con la normal de la superficic de
contacto. Sin embargo, se debe estar preparado para condiciones imprevistas

que surjan de la mala interpretacion de la informdcion geologica.

Cuando la linea del empuje se encuentra con cl apayo en un dngulo
desfavorable, s comiin construir un apoyo en forma de horqueta. Un ala del
muro es construida desde el arco hacia la pared del valle para aliviar al
bloque de apoyo de la carga del agua. La fuerza resultante es entonces
tangencial a la linca central del arco y puede ser tansmitida hacia los apoyos
através de un bloque a gravedad. Si es necesario, este bloque puede ser
presforzado dentro del macizo rocoso. El concreto de la cortina es Hevado

de tal forma que siga la linea del ala del muro hacia dentro de la ladera.

1.4. Deformabilidad.

Es importante recordar siempre que se emplean modelos matematicos para
cl anilisis estructural, que ¢l médulo de clasticidad implica una simplificacion
de un fenomeno fisico complejo, como es el caso de Jos macizos rocosos

formados por estratos de origen variado y propicdades fisicas diversas.
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£l madulo de clasticidad de la masa rocosa se incrementari usualmente con
ta profundidad vertical, particularmente en un cadon donde las grietas vayan
paralelas al rio. Las grietas estan usualmente abiertas cerca de la superficie,
probablemente rellenas con detritus arrojados par la erosion, pero estdn
cerradas en lo profundo. Sin embargo, en los apoyos, en algunos casos habri
diterencias  minimas en rocas halladas horizontalmente.  Por esto ¢
importantte determinar los médulos de elasticidad en las direcciones en que se
aplicarén las fucrzas de la presa. Se debe sedalar que la deformacion de la
cimentacion y de los apoyos, afeclard la magnitud y la distribucion de los

esfuerzos dentro de la cortina,

Los mddulos de elasticidad de la masa rocosa son hallados con métodos
geofisicos, pruebas estaticas de placa y prucbas de gato plano. En todas las
pruebas realizadas en el macizo rocoso, el fisuramiento condiciona la
precision de los valores obtenidvs. Ademds en fa mayoria de los casos los
valores obtenidos a nivel superficial difieren de los obtenidos en los misinos
niveles en la parte interna de la roca o en zonas erosionadas o
intemperizadas. Los mapas de contorno elaborados por los geofisicos,
permiten hatlar las dreas donde se requiere de tratamiento para la roca y
donde es necesaria unma exploracion mas exhaustiva. Basandose en los
madulos de elasticidad medidos, se puede ejecutar un analisis con elementos
finitos para determinar los esfuerzos inducidos a la corting debido a ta

variabilidad de los modulos.

La relacion de Ec ( madulo de elasticidad del conereto ) con Er (modulo de
deformacion de la roca ) ¢s generalmente tan pequefia como 2.0, y varia
poco a lo largo de fa cimentacion; ésta tendza solo una leve influencia en los
esfuerzos. Si la relacion se excede de 10.0, sedala Thomas (1979), las
condiciones pueden ser peligrosas para una presa de arco, debido a que
defarmacion excesiva o no uniforme de fa roca de apayo puede inducir

esfuerzos no deseados en fa esturctura de conereto.
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1.5. Geometria.

La forma mas simple de una cortina de arco ¢s la de radio constante con la
cara aguas arriba vertical de forma cilindrica y la cara aguas abajo que se
ensancha uniformemente. Este fue el primer tipo de presas de arco que se
utilizaron; pero se observd que algunas nodificaciones en la forma de la
cortina beneficiarian el comportamiento del concreto. Sin embargo, en

caflones anchos, adn son competitivas las cortinas de este tipo.

En las figuras (1.3) y (1.4), se pueden ver dos formas mas de cortinas que se
han desarrollado; la de arco de angulo constante , y la de arco con radio
variable. A su vez, cada una de dstas puede producir presas con geometria

muy compleja.

Las cortinas de doble curvatura son las de forma mis compleja; 1a eurvatura
vertical se va introduciendo, mientras que el peso de la cortina compensa las

tensiones provocadas por la carga de agua.

La determinacion inicial de la geometria del cascardn se basa en la
experiencia haciendo aproximaciones matematicas para el analisis. Es usual
estudiar otras posibles cortinas o posibles sitios, modificando la forina de la
cortina para adaptarse a los requerimientos locales. Los modelos de
membrana de goma son también utilizados. Consisten en una membrana
elistica que se fijn en un modelo solido con la forma del valle. Cuando a la
membrana se le aplica carga, toma una forma en fa que todos los puntos
estdn en tension. Tomando la configuracion deformada, y aplicdndole carga
por el lado comtrario, todos los esfucrzos serin completamente de
compresion, que es la metd de todos los disefiadores de presas de arco. Esto

no cs tan simple como parece, ya que ¢l modelo de Ia membrana no toma en



cuenta su peso propio o los esfiserzos por temperatura. Sin embargo

representa un buen comienzo para definir la geometria de una cortina

asimetrica.
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Para el trazo preliminar de upa presa de arco, Arreguin v Vega (1981),
coinciden con el U.S.B.R. (1977) en partir de la geometria de una cortina
con caracteristicas semejantes a la que se desea disefiar. Evidenteniente, este
paso en ningiin caso cs definitivo y el disefiador debe iniciar el 1razo de la
corting cligiendo un angulo central apropiado; Arreguin y Vega proponen
que sea del arden de 120° (pues 133° es el que daria el minimo volumen si ia

formula de la caldera luera totalmente valida).

Para iniciar el trazo de una presa de arco el U.S.B.R. (1977) propone un
método que parte de la proposicion del radio del extrados en la corona; en
seguida se debe fijar el valor del dngulo central en el arco de la corona, los
valores maximos del dngulo central varian entre 90° y 110°; el siguiente paso
consiste en definir ¢l plano central de referencia de la corting; mediante
formulas empiricas se determinan los espesores en la parte baja, media y
superior de {a ménsula central, la cudl se localiza generalmente en el punto de
méxima profundidad del caiton. A partir de la geometria de la ménsula
central, se determinan los espesores de los arcos a diferentes alturas; para
trazar la geometrdia de cada arco, es necesario proponer diferentes
posiciones de los centros del intrados y el extrados, hasta que la geometria
de la cortina en la que la superficie de contacto entre el conereto y la roca

sea suave y sin bordes.

Los arcos horizontales no se restringen a las formas circulares con un solo
centro, sino que se adoptan arcos circulares con tres centros, arcos elipticos
y parabolicos que permiten redueir los momentos flexionantes y ahorrar
cantidades importantes de concreto. La reduccion de los esfuerzos se logra
mediante ¢l ensanchamiento de los arcos cerea de los apoyos, ademds del

ensanchamiento cerca de la base.

Como se vio anteriormente, el USB.R. propone la obtencion de los

espesores de upa cortina de arco mediante formulas empiricas; sin embargo,
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el trazo de la geometria de una cortina requiere que el disedlador utilice su
¢riterio y experiencia. Lozoya (1962) advierte que en caflones con forma de
“V”, se¢ debe considerar una variacion de espesores diferente a la considerada
en catones en “U” o trapeciales; cstablece que en caftones con forma de “V”
se debe tratar que los niveles inferiores tengan una seccion esbelta, mientras

que las cortinas con forma de *“U" deben ser mis robustas hacin las faderas,

El diseiio de las continas de doble curvatura, presupane que el cascaron final
actuara coma monolito; por esta razon, las juntas de contraccion deben ser
rellenadas con lechada. Esto no siempre es sencillo, primeramente porque el
concreto debe ser colado de tal manera que quede un espacio de
aproximadamente 0.7 mm para scr posteriormente rellenado de lechada, yen
scgundo lugar, ¢l peso del conereto tiende a cerrar los espacios en las zonas

altas de Ja cortina, especialmente I¢jos de los apoyos.

En ocasiones, la colocacion de un camino, o def vertedor en fa corona de la
cortina, provocaran rigideces indeseables en los arcos superiores, fos cudles
normalmente no soportan carga de agua. Si sc puede evitar una rigidez
excesiva, los esfuerzos de tension pueden ser eliminados en arcos superiores.
Cuando los arcos superiores proveen de rigidez signifieativa, el efecto de la
curvatura vertical debe ser considerado. Con esto en wente, varias presas
grandes han sido discladas con un camino en la cresta, con lo cudl, y
fogrando un balance adecuado entre la rigidez de la base. y de la crests, se

puede lograr economia en las presas de arco sin incrementar los esfuerzos.
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1.6. Métodos de Analisis.

Las primeras presas de arco fueron consideradas conio porciones de
cilindros, asumiendo que la carga radial del agua es tomada por los arcos en
compresion. Los factores de seguridad eran muy elevados, ya que no se
consideraban esfuerzos generados por torsion, flyjo plistico y cambios de
temperatura. Los problemas del conereto fueron minimizados mediante ¢l
uso de secciones esbellas y un proceso constructivo relativamente lento. Adn
en los tiempos recicntes ha habido ingenieros que promueven fa construccion

de presas cilindricas,

Mediante fa adopcion de arcos de radio variable y curvatura en fos planos
verticales, Ja cantidad de conereto puede reducirse significativamente. En
este caso se debe incluir el efecto de la altura de la cortina, su peso propio y
la tension generada en las ménsulas por fa carga de agua. Se presenta asi un

problema de distribucion tridimensional de cargas en la cortina.

El método de las cargas de prueba es uno de los métodos mas utilizados para
ol andlisis de cortinas de arco. Como ya se seiialo, el método se desarrolld en
Europa y en América alrededor de 1930 para el disefio de la presa de
Hoover, la cual es una cortina de arco gravedad de 218 m de altura que se
localiza entre los estados de Arizona y Nevada. El desarrollo det método se

justificd por la economla y grado de seguridad alcanzado cn este proyecto.

Debido a la complejidad del andlisis tridimensional, se han desarrofiado
técnicas especializadas en la representacion de modelos fisicos a escala.
Antiguamente, estos modelos solo consideraban las cargas hidraulicas,

despuds se agregd el peso propio de la coriina, y mas recientemente se han
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incluido en eston modelos los elecios de T femperatura y de las
caracteristicas  wealogivas  del sitio. B1ossmo es tambidn analizado,
sometienda Tos modelas 2 vibraciones. Debido a la gran magnitad de fos
instrumientos de medicion, es imposible su utilizacion en fos madefos
pequedios par obtener valores en la interfase roca-concreto de fa presa. Esto
se ha superado gradualmente con instrumentos miniatarizados, aumentando
la precision de fa representacion geométrica del modelo y de fas condiciones
de apoyo. Los modelos a escala deben ser utilizados principaimente para
campatarlos con fos andlisis matemdticos. Dado que fa construceion de estos
modelos s costosa, y tomando en euenta que en ocasiones no es muy dificil

modificarlos, se deben aprovechar para repetir mediciones que sean utiles.

En la aplicacion del método de las cargas de prueba, la precision de los
resuftados obtenidos depende principalinente de la cantidad de trabajo que se
pueda justificar para una presa cn particular. Para estudios preliminares ¢s
usual reafizar un “andlisis de las ménsulas de la corona”, que consiste cn
ajustar las deflexiones en dircccion radial de Ins ménsulas, con las
correspondientes deflexiones de los arcos cercanos a fa corona. Para este
anilisis se acostumbra considerar una distribucion radial uniforme de las
cargas, desde los arcos de fa corona hasta sus apoyos y despreciar fos
esfuerzos cortantes tangenciales, y la torsion. Para presas pequefias y
boquillas en forma de *“V”, este anilisis puede ser adecuado, sin embargo, en
ocasiones los materiales disponibles para la estructura real son ineficientes,
por lo que se requeriran diseftos mis detallados. Si el valle es ancho, es
necesario un analisis mas sofisticado, logrando con esto ahorros de hasta 30

por ciento cn concreta.

Es posible analizar cortinas empleando ¢n forma parcial el mélodo de las
cargas de prueba. De manera simplista se pueden hacer concordir las
deflexiones radiales en los puntos de cruce de los arcos y mensulas. Este

andlisis proporciona una verdadera division de cargas entre los arcos y las
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mensulas, produciendo una distribucion no uniforme de fas cargas sobre los
arcos, y permite el analisis de los clectos de la asimetria. Se obtienen
resultadas precisos, pero los esfuerzos cortantes tangenciales y la torsion aim

s¢ omiten

Un anilisis completo por ¢l método de las cargas de prueba, proporciona
resultados en los que hay concordancia entre los desplazamientos lineales y
angulares, cargas tangenciales y de torsion entre arcos y meénsulas. La
precision se ve limitada solamente por ¢l ndmero de elementos verticales y
horizontales considerados y por las hipotesis basicas. L.a compuiadora ha
permitido Hlevar a cabo anilisis mas sofisticados, incluyendo los cfectos
estaticos de las deformaciones en los apayos por temperatura, asi como los

cfectos dinamicos del sismo,

Varias comparaciones muestran la gran aproximacion entre los resultados
obtenidos de modelos fisicos, y los obtenidos por el método de las cargas de
prueba. Es dificil comparar los resultados del andlisis con los del prototipo,
ya que las hipotesis basicas del métode de andlisis, raramente se cumplen.
Atn asi se han hecho mediciones en algunas presas que concuerdan

satisfactoriamente con los resultados del analisis.

La esbeltez de algunas presas de arco hizo pensar que su comportamiento se
podria modelar como el de un cascardn delgado; pero fie hasta tiempos
recientes que se han eliminado las dificultades del uso de la teoria de placas a
las condiciones de frontera de una cortina. Se han realizado estudios
mediante diferencias finitas y elementos finitos. La aplicacion de estos
métodos para estudios en dos y tres dimensiones, ha sido posible gracias al
desarrollo de la computacion. La estructura cs representada por un niniero
de “clementos constitutivos™ de dimensiones finitas, conectados entre si en
algunos puntos denominados nodos. El nimero de elementos debe ser

suficiente para representar la frontera de la estructura adecuadamente, y
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proporcionar una buena interpretacion de la configuracion deformada Los

pasos esenciales del analisis son:

-Hacer el modelo, esto e¢s, represemtar la estructura real mediante una
combinacion de elementos que reproduzcan adecuadamente la geometria de
la estruetura real. Esta fase requiere de cjecwar andlisis preliminares que
permitan conocer una distribucion general de los esfuerzos para saber cuan
grucsa o fina debe ser la malla en diterentes zonas de la estructura.
-Representar las condiciones de carga para cada clemento en particular, asi
como su modulo de clasticidad ( si s¢ va a hacer un andlisis elastico lincal ) y
module de Poisson. Con estos datos es posible determinar una matriz de
rigidez para cada elemento.

-Considerar las rigideces de cada elemento y después obtener Ia matriz de
rigidez de toda la estructura, para conocer su respuesta asegurando la

compatibilidad y el equilibrio con las condiciones de frontera,

Algebraicamente, el proceso implica la solucion de un gran numero de
ccuaciones lineales  simultdncas, que ticnen como incognitas las
deformaciones en la estructura. Las condiciones de carga pueden ser
estiticas o dinamicas. Una vez que el primer paso se ha cjecutado, el
segundo y tercero pueden ser cjecutados en la computadora. Existen
paquetes de computadora en donde el usuario elige el tipo de elementos que

va a utilizar para generar su modelo.

Entre las principales ventajas que seflala Thomas (1979) del método de los

clementos finitos estai:
-L.a posibilidad de analizar estructuras de formas complejas.

-Su versatilidad permite analizar cualquier tipo de estructura y resolver

problemas de naturaleza diversa, como: térmicos, eléctricos, hidraulicos, ete.

30



~La variacion del tamaio de lbs elementos en zonas donde hay concentracion
de estuerzos,

-La posibilidad de analizar una gran cantidad de combinaciones de carga sin
incrementar aprecinblemente el tiempo de caleulo en la computadora.

-Los diversos madulos de elasticidad en diferentes elementos, la
discontinuidad de materiales ( como la interfase roca-concreto ), no

presentan difieultad.

Ademas, en el anilisis cs posible incluir:

-Todas Ias etapas de construccion de 1a presa y los estados durante el Hlenado
del vaso.

-La mfluencia de las variaciones de temperatura.

-Asimetria de la estructura.

-Anisotropia, clasticidad no lineal, heterogeneidad y discontinuidades en los

apoyos.

Por otra parte, ¢! método de los clementos finitos, en este momento no es
una herramienta de disefio como Jo es el método de las cargas de prueba,
debido al hecho de que los paquetes dan los resultados como esfuerzos en las
direcciones x, y, z, mientras que los ingenieros visualizan mejor las fuerzas y
momentos en direcciones de los arcos o de las ménsulas, por lo que la
interpretacion de los resultados de estos paquetes se Hleva a cabo de forma
mas lenta. Jansen (1988) sehala camo una importante desventaja del método
de elementos finitos Ia gran cantidad de tiempo requerida para ln generacion
de los archivos de datos para los programas, los cuales requieren los datos

geometricos de la matla y los valores de fas cargas.
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El Método dc las Cargas de Prucba

1.7. Nota Preliminar,

in esta descripcion del método no se consideraran los detalles matematicos
que permiten el andlisis de una cortina de arco con el mismo, pero si los
conceptos en los que se basa y las modificaciones que se tomaron en cuenta

con respecto al método original en el analisis de la cortina de Zimapan.

Para comparar ¢l comportamiento de una estructura real con un modelo
matematico, ¢s siempre necesario reducir el nimero de variables que
intervienen, eliminando aquéllas cuya omision no repercuta de mancra

significativa en Jos resultados.

1.8. Idealizacion de l1a Estructura.

Como se ha mencionado ya, en el método de las cargas de prucba se
considera la cortina dividida en dos series de elementos; arcos horizontales y
ménsulas verticales, como se muestra en la figura (1.5), de los cudles se

considera un cierto nimero.

Se supone que tanto los arcos como las meénsulas se pueden deformar

independientemente unos de otias;, que Jos clementos arcos y ménsulas



empleados para ¢l anilisis tienen un espesor unitario y los arcos estdn
limitados por dos planos horizoutales; en tanto que lus ménsulas estdn
limitadas por dos planos verticales radiales. Los materiales de la cortina y la

cimentacion se consideran homogéneos, isotropos y linealmente elisticos,
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ligura 1.5. Idealizacidn de una presa de arco por arcos y ménsulas.

1.9. Cargas.

El método de las cargas de prucba resuelve el problema de la determinacion
de los esfuerzos en el cuerpo de la cortina aproximandose al resuitado por

aproximaciones sucesivas. Se supone una distribucion de cargas entre los



arcos y fas meénsulas. Con esta distribucion de cargas se caleulan los
csfucrzos, teniendo en cuentia que las condiciones de equilibrio, tanta en el
interior de la presa como en el contorno, se satisfagan. Caleulados los
esfuerzos se determinan las deformaciones de los arcos y las ménsulas. Si en
estas deformaciones se presentan defectos de continuidad, se moditiea
distribucion de cargas supuesta introduciendo cargas de la misma especie, 0
bien otros tipos de carga que, sin alterar ¢l equilibrio existente, restablezean

la continuidad de las flechas.

Para iniciar el primer tanteo se supone la distribucion inicial de cargas de la

stguiente manera:

-Sobre los arcos obra toda la componente horizontal del empuje del agua, y
asimismo los empujes causados por la alteracion de temperatura.

-Sobre las ménsulas se supone que actiia el peso propio y la componente
vertical del empuje del agua.

-Supuesta la anterior distribucion de cargas, se determinan los esfuerzos,
teniendo en cuenta que las condiciones de equilibrio, tanto en el interior
como en los contornos, se cumplan. Con los esfiierzos se determinan las
flechas radiales de lus arcos y ménsulas, haciendo uso de la hipotesis de
deformacion plana. En el cilculo de las flechas se toma en cuenta la

deformacion de la cimentacion.

Para comprender claramente el método se muestra en la figura (1.6) un arce
y una ménsula que tienen un elemento en comin, en donde se marca ¢l punto

de interseecion de los dos ejes A-B.
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Fignra 1.6, Inerseccion de m arco y wn ménsula en donde se presenta un

elemento comi,

Después de deformarse con independencia arco y ménsula, el punto que
antes era comin s¢ encuentra ahora en dos posiciones distintas A y B. La

situacion relativa después de la deformacion se muestra en la figura (1.7),

Figura 1.7. Cruce de arco y méusnla deformados independientemente.
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1.10. Ajustc Radial.

n la figura (1.7) se observa como la distribucian de cargas supuesta
inicialmente no era correcta, porque puntos comunes de la estructura ocupan

das posiciones distintas en ¢l espacio.

Para corregir el error de continuidad, se recurre a introducir un sistema de
cargas radiales, formado por dos sistemas de fuerzas de igual intensidad,
pero de sentido contrario, en cada punto, actuando dos fuerzas sobre el arco
y dos sobre la ménsula. Con este sistema de fuerzas no se altera o} equilibrio
y sc¢ consigue aliviar, en parte, la carga radial del arco y hacer entrar en juego
como elemento de resistencia, para tomar parte del empuje horizontal del

agua, a la ménsula,
Debe ser claro que con la nueva distribucion de cargas, la flecha de un arco y

una ménsula en un punto comiin tienden a acercarse, y que debe repetirse

este proceso hasta conseguir la igualdad de las deformaciones.

1.11. Ajuste por Torsion.

Una vez efectuado el ajuste radial existe equilibrio en la estructura, pero no
continuidad. El equilibrio existe entre las cargas exteriores y los esfierzos

inducidos por fuerzas radiales.
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La continuidad en la estructura no existe, como se muestra en la figura (1.8),
pues el arco en el primer dibujo no solo sufrio un desplazamiento radial, sino
tumbién uno tangencial, y un giro de cje tangencial. L1 elemento coman de la
ménsula no solo suftio un desplazamicnto radial, sino también vertical, y un

giro con gje vertical.

Figura 1.8. Ajustes de torsion en planos horizontal y vertical,

Con Ja distribucion de cargas planteada hasta ¢] momento, el elemento
comun de un arco y una ménsula ocupa dos posiciones diferentes por lo que
no es adecuada. Se deben corregir discontinuidades de dos clases: angulares
cn un plano vertical y en uno horizontal, y lineales, en direcciones vertical y

tangencial,
Respecto a las discontinuidades angulares, se ha demostrado que si se
corrigen en un plano, la del plano normal queda automaticamente corregida

si ¢l ajuste radial se conserva.

Se acostumbra corregir la discontinuidad angular en un plano horizontal, y a

esta operacion se le denomina ajuste de torsion,
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El sistema de cargas requerido se forma con dos series de momentos como
los maostrados cn el primer dibujo de la figura (1.8), actuando unos en los
arcos y otros ¢n las ménsulas. Con este sistema de cargas que o altera cl
equilibrio, se disminuye la distorsion angular ¢n arcos y ménsulas, tendiendo
a la coincidencia. Camo en el caso del ajuste radial, se modifica el sistema de
cargas hasta conseguir uno que iguale las distorsiones angulares en arcos y

mensulas.

1.12. Ajuste Tangencial.

Una vez realizado ¢l ajuste radial y de torsion, permanece ain la
discontinuidad de la estructura después de la deformacion. Para remediar
esto, se debe realizar ¢l ajuste tangencial, éste cansiste en aplicar sistemas de
cargas iguales y de sentidos contrarios, actuando unas sobre los arcos y otras
sobre las ménsulas, de forma que coincidan los puntos A y B, con ello se
verifica en la estructura continuidad y equilibrio entre solicitaciones y

esfuerzos.

Dependiendo del grado de precision que se requicra en el cileulo, cs
necesacio hacer en ocasiones reajustes en los calculos, debido a que despuds
de hacer los ajustes por torsion y tangencial, puede no verificarse ya la

continuidad radial.
Gomez (1958) senala que de todos los ajustes, el mas importante es ¢l radial.
Aunque el ajuste de torsion y tangencial son interesantes, tienen una

importancia secundaria. La razon de esto es clara, ya que las deformaciones
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radiales son mayores que las tangenciales y que las distorsiones angulares. Es
frecucnte hacer un analisis con solo el ajuste radial como primer estudio. En
esta tesis solamente se describirdn las formas en que se caleulan las

detormaciones radiales en ménsulas y arcos.

1.13. Deformacion en Ménsulas.

Las ménsulas estan limitadas por los paramentos de la cortina y dos planos

radiales, que distan entre si la unidad.

Las ménsulas, para su analisis, se dividen mediante planos horizontales, a la
altura de los cuales se deben determinar las caracteristicas geomélricas de las
secciones, es claro que a mayor cantidad de secciones de una ménsula se
utilicen, mejor aproximacion se tendra de su geometria. La forma mas simple

es emplear las secciones de las ménsulas a Ia altura de los arcos,

El primer paso consiste en determinar el drea, la posicion del centroide de la
seccion en estudio en el eje radial, y el momento de inercia con respecto al

centroide,

Una vez caleuladas las propiedades geométricas de cada seccion, se calculan
las fuerzas y momentos que actian sobre cllas, aplicando cargas triangulares
sobre las ménsulas. Conociendo la distribucion de momentos a diferentes
alturas de la ménsula, es posible hallar la clastica integrando la ecuacion

diferencial.



Dado que una suposicion inicial es que el cancreta no soporta esfluerzos de
tension, en ¢l momento en que el analisis arroje la aparicion de tensiones en
una ménsula, se debe rehacer el analisis, camo lo menciona Marengo (1995)
considerando secciones agrietadas. La profundidad de la grieta se calculara
tamando en cuenta que ¢sta se desarrollard hasta el momento en que sea
posible equilibrar las fuerzas externas con un reparto triangular de fuerzas en
compresion. La ecuacion que resulta de esta condicion debe ser resuclta por

aproximaciones sucesivas.

1.14. Deformacion en Arcos.

Los limites que se consideran para los arcas son: dos planos horizontales

distantes entre si la unidad y dos paramentos que se¢ supondran verticales en

cl espacio del arco.

Para facilitar las aproximaciones se estudian arcos con cargas uniformemente
repartidas o triangulares. Para hallar las reacciones hiperestiticas del arca se
procede por el método de las flexibilidades en el cudl se tendran como
redundantes una fuerza normal, una cortante y un momento. Se deben
integrar la ecuacion de la elastica y las deformaciones axiales para haflar las
flexibilidades de! arco en los puntos requeridos. Finalmente se hallan las

redundantes resolviendo el sistema.

Para hallar las deformaciones del arco, se utilizan las mismas ecuaciones que
se emplearon para determinar las flexibilidades, extendiendo los limites de

integracion hasta los punios deseados. Una vez realizadas las aproximaciones
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necesarias para lograr el ajuste radial, los esfuerzos en arcos y ménsulas se
obticnen mediante la ecuacion de la escuadria en su forma general, s decir,

considerando los esfuerzos producidos por flexion y carga axial.

1.15. El Método de Analisis empleado para la

Cortina de Zimapan.

Et método empleado en el analisis de la cortina de Zimapan fue desarrollado
por Lombardi (1955) en Locarno Suiza y deriva del método tradicional de
tas cargas-de prueba; pero con varias adaptaciones desarrolladas para tener
en cuenta el efecto de la torsion y de otros efectos secundarios. El método es
un proceso de calculo que integra, con gran precisidn, las ecuaciones

diferenciales de las bévedas gruesas a las cuales las presas de arco obedecen.

A diferencia del método tradicional de las cargas de prueba, el método
desarrollado por la oficina de eilculo, no pracede por aproximaciones para el
ajuste radial y tangencial de las deformaciones de arcos y ménsulas, sino que
establece un sistema de ecuaciones lineales donde los términos de carga estin
representados por las diferencias de deformaciones de los arcos cargados y
de las ménsulas sin carga; mientras que los coeficientes del sistema son las
deformaciones de los arcos y de las ménsulas bajo el efecto de la carga
unitaria distribuida cn forma triangular. Se hallan asi las cargas hiperestaticas

de la estructura mediante la matriz de flexibilidades.
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De esta manera las condiciones siguientes deben ser satisfechas:

Aarcoi- Aménsulai 0 Sai  Omi w1

Pi= Parcoi+ Pménsulai ) Pi=Pui+ Pmi (12)

Estas condiciones significan que en cada nudo las deformaciones de los arcos
{ a) son iguales a aquellas de fas ménsulas ( m ) y que la carga exterior que
actia sobre fa estructura se reparte entre arcos y inénsulas. El caleulo puede
limitarse a hacer coincidir las deformaciones radiales o en considerar también
las deformaciones tangenciales, en este Gitimo caso, hay que introducic

también los casos de carga unitarios tangenciales.

En ¢l caso de una simple compensacion radial de las deformaciones, se
supone que la carga exterior se transmite a los cimientos solo en las

direcciones vertical y horizontal,

En ¢ caso de compensacion radial y tangencial, la carga exterior se transmite
a los cimientos por efecto de membrana, de un arco a otro y de una ménsula
a otra por el camino més breve. Hay por lo tanto una transmisién de fuerzas

desde arriba hacia abajo, seglin arcos inclinados.

Introduciendo el efecto de torsion, se considera el hecho de que no
solamente los esfuerzos de eorte tangenciales, sito que tambicn los efectos
de torsion contribuyen a transmitir las cargas en una direccion que es casi

perpendicular a los cimientos.

La manera mds simple para tomar en cuenta tambicn ¢f efecto de torsion.
pareceria aquella de hacer coincidir los dngulos de rotacion de dos elementos
que se cruzan. Los mottentos de torsidn que se generan en las ménsulas

deberian hacer resultar que el dngulo de rotacion, en su eje, corresponda a la
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rotacion del arco en su propio plano y reciprocamente. Es sobre este

prineipio que se basa el método de cargas de prucba generalmente empleado.

Sin embargo, hay que considerar que las rotaciones de los elementos de la
cascara no son independientes de los desplazamientos, pero que son, en
cambio, funciones derivadas de estos ultimos. Queriendo seguir ¢l principio
adoptado por ¢l método de las cargas de prueba se introducen en el sistema
de ecuaciones lineales, al mismo nivel, los desplazamientos y al mismo
tiempo, sus derivadas. Las rotaciones son consideradas, por lo tanto,
variables independientes, mientras que no pueden serlo con respecto a las
deformaciones radiales. Quizas algunas de las dificultades que se encontraron

con este método se deben justamente a este hecho.
Por csta razén se ha preferido emplear otmm metodologia, La presion
hidrostatica total puede repartirse entre arcos, ménsulas y efecto de torsion
de la siguiente mancra:
Pi = Parco i + Pménsulai + Ptorsioni  ...... (1.3)
que pucde también escribirse;
Parco i + Pménsula i -= ( Pi - Ptorsion i ) (1.4)
Por atro lado, como se plantea en la ecuacion (1.1), se tiene siempre que:
dai = dmi
Se puede ver que el sistema de ecuaciones lineales queda idéntico a aquel

que se tenia para ¢f cileulo sin efecto de la torsion cuando se reemplace la

earga exterior Pi con la expresion’



P - Pi- P torsion A15)

Se obtiene, por lo tanto, el mismo resultado si, en lugar de aplicar sobre la
estructura {a presion exterior total, se aplica a una estructura sin resistencia

torsional una presion reducida de la contribucion del efecto de la torsion.

Por atra lado, la carga de torsion ** P torsion” puede caleularse a pantir de las
deformaciones de la superficie mediana de In ‘estructura o mejor de sus
derivadas. Es posible elaborar entonces una rutina de iteracion que proceda

de |a siguiente forma:

1.- Calcular la estructura con el método de las cargas de prueba sin efecto de
la torsion ( con la sola compensacion radial y tangencial ).

2- A partir de las deformaciones obtenidas, se calcula la carga de torsion
(parte de la carga absorbida por torsion )

3.- Nuevamente se calcula la estructura con el mismo sistema de ecuaciones
del punto 1, pero con una carga exterior ( por ejemplo presion del agua )
reducido de P torsion.

4 - De vuclta al punto 2 y repeticion del calculo hasta que se obtenga una

convergencia satisfactoria,

Una vez que se obtiene la reparticion de la presion, se calculan los esfuerzos

y las deformaciones segun los métodos usuales de la estitica.
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1.16. Deformaciones en los Cimientos.

Muchos sistemas de cfileulo que derivan de la metodologia de las cargas de
prueba, hacen coincidir cada punto del cimiento de un arco con uno de una
ménsula con el objeto de introducir en esa zona una incognita hiperestatica.
Esta disposicion tiene el inconveniente de aumentar el numero de incognitas
y también dc imponer una reparticion irregular de las ménsulas que no se
justifica desde ¢l punto de vista del comportamiento estatico de las presas de

arco.

Por esta razon, en ¢l método empleado se abandona la condicion usual y se
prevé para los arcos y ménsulas puntos de apoyo independientes entre si,

libremente escogidos por et diseftador.

Con el artificio de calculo que considera ¢l comportamiento tridimensional de
las presas de doble arco, se pueden transformar los coeficientes de
deformacion de los cimicntos para cada elemento. De esta forma sc toman en
cuenta las reacciones que se gjercitarian en ese mismo punto de los cimientos
por ¢l elemento contiguo ( si existiera ), de manera que la estructura pueda

verdaderamente trabajar como boveda.

En efecto, es necesario que las deformaciones del arco y de la ménsula en el
punto de coincidencia del cimiento, sean compatibles con las deformaciones

del conjunto de la superficie del cimiento.
El cileulo de los coeficientes de deformacion unitarios de los cimicntos se

ejecuta con las formulas usuales del U.S.B.R. (1977), oportunamente

perfeccionadas para tener en cuenta lo antes dicho.
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El U.S.B.R. (1977) propone las siguientes formulas con las que se pueden

calcular aproximadamente los movimientos de la masa rocosa;

Mki

Rotacion debida a momentos: ' - «(10)
Elcz
Hk2

Deflexion debida a empuje: g - E v (0T)
°r
- Vks3

Deflexion debida a cortante: P L u(18)
&
Miks

Rotacion debida a torsion: J - con(19)
Lre?

o

Donde:

M .- es el momento de arcos y ménsulas

V .- ¢s la fuerza cortante

Mt .- es el momento torsionante

Er .- ¢s el madulo de elasticidad de laroca

¢ - es el espesor dela presa

ki, k2, k3, ks y ks son constantes que dependen de la relacion de Poisson
y la relacion entre la longitud promedio de la presa (b) y el ancho promedio

(a). En el cuadro (1.3) se muestran los valores de las constantes para una

relacion de Poisson de 0.20 y distintos valores de b/a.
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Valores de

b/a ki ka k3 k4
1.0 432 0.62 1.02 4.05
1.5 4.65 0.78 1.23 486
2.0 4.84 0.91 1.39 5.18
3.0 504 .10 1.60 5.04
40 5.15 1.25 1.77 5.90
50 522 1.36 1.89 6.08
6.0 5.27 1.47 2.00 6.20
8.0 532 1.63 217 6.37
10.0 5.36 1.75 231 6.46
15.0 541 1,98 2.55 6.59
200 5.43 2.16 2N 0.66

Cuadro 1.3. Vatoresde ki, k2, k3, k4, para distintas relaciones b,
!

Las ecuaciones (1.6} y (1.8) permiten caleular los valores de momento y
cortante en los extremos de arcos y ménsulas. Con la ecuacion (1.7) se
obtienen los movimientos horizontales causados por empujes en los arcos.
Los movimientos verticales en las bases de las ménsulas y los movimientos

de giro de los arcos en los estribos son generalmente despreciados. La

cecuacion (1.9) da los movimientos de giro en la base de las ménsulas.
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Resultados Obtenidos con
el Método de las Cargas
de Prueba.

£n este capitulo se ven las caraclterssiicas geomélricas de la
corting de Zimapdn y su relaclén con el diserio definitivo. Se
revisan fos diferentes casos y combinaciones de carga
considerados en e andiisis por el Método de las Cargas de
Prueba y se presentan los resultados referentes a esfuerzos y
desplazamientos de la cortina.

2.1. Disefio Definitivo de 1a Boveda.

El proceso de disefio de la cortina de Zimapan, implico una serie de
propuestas, no solo para el tipo de corting, sino que habiéndose tomado la
decision de una cortina de concreto, se generé y analizd una serie de
alternativas para definir la geometria de fa cortina y la calidad del concreto

requerida. Asi, durante el proceso de disefto, se hicieron propuestas con el fin

49



de cconomizar volumen de concreto bajo el compromiso de incrementar su
calidad en la obra, para que los estuerzos maximos permisibles fueran de 00
kg/cm: , sin embargo, este compromiso no fue asumido, part contar con una
estructyra mis robusta y tener mayor margen de seguridad con respecto a los

ITOres constrctivos.

Jil disefio detinitiva de fa cortina consiste en una baveda con débil curvatura,
cuya geometria esta definida por arcos con ejes elipticos de espesor
constante y de cnsanche circular en los estribos hacia aguas abajo. En la
margen izquierda se hizo necesaria fa construccion de un bloque de apoyo
que actha a gravedad, debido a que [as paredes verlicales ded caiion sulren un

ensanchamiento hacia este lado.

Se coloco un desagiie de fondo en el bloque central a la cota [433 m.s.nm,,
la cimara de maniobra se encuentra aguas abajo completamente afuera del
cuerpo de la cortina. La reducida dimension de la abertura, no afecta
sensiblemente el comportamiento estatico de la béveda y por lo tanto, no se

le considero en los calculos.

Las principales caracteristicas de fa cortina de Zimapan son las siguientes:

-Altura total al desplante 207 m

-Longitud de la corona incluyendo el blogite de apoyo

en ¢l estribo izquierdo 122m
-Espesor del arco de la corona Sm

-Espesor det arco al desplante 26m
-Eievacion de la corona 1565 m.s.n.m.

-Volumen de concreto 220,000 m?
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Para of caleulo estitico se admiticron los siguientes valores:

-Madulo de elasticidad del conereto Ec=3x 10° ¢/m*
-Madulo de elasticidad de la roca Er=3.75x 10* t/m?
-Relacion entre modulos de elasticidad Ec/Er=0.80
-Relacion de Poisson de la roca v-02

-Peso especifico del conereto ye=24 t/m’

-Peso especifico del agua yw=10 tm’

-Peso especifico del azolve ya= 1.4 t/m’
-Aceleracion sismica horizontal 02lg

2.2, Modelo de Calculo.

En la figura (2.1) se muestra la subdivision de la estructura en arcos y
ménsulas para el calculo estatico. Se consideraron 10 arcos y 6 ménsulas con
un total de 41 nudos en los cudles se cumple la compatibilidad de
deformaciones. Los arcos se enumeraron de arriba hacia abajo con 1-101, 2-
102, 3-103, . , 10-110. Las ménsulas se enumeraron con 200, 300, 400,
500, 600 y 700.

La superficie desarrollada de los cimientos a lo largo del perimetro de
contacto concreto roca, tiene 19 m de ancho y 414 m de largo. Estas
dimensiones permiten determinar los coeficientes de deformabilidad de los
cimientos, segin las formulas del U.S.B.R. (1977), adaptadas en el programa

de calculo empleado.
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Cada uno de los elementos estructurales, arcos y ménsulas, se subdividen en
pequefias porciones, como se puede apreciar en la figura (2.2). Estas
porciones se definen perpendicularmente al eje de reterencia del arco o
ménsula al cual pertenceen. Los esfuerzos que resultan del calculo actian en
la direceion del eje del clemento de que se trate, ya sea un arco 6 una
ménsula. Por definicion de calculo, Jas solicitaciones miximas sc refieren a la

cota del ¢je de referencia del elemento y no a la cota donde actian realmente.

En las figuras (2.3) y (2.4), sc representa la geometria de los 10 arcos
considerados. Cada arco se divide, para su analisis, en pequefias porciones
que se muestran ¢n las figuras mencionadas ademas de los puntos de cruce
con las ménsulas. En la figura (2.4), se presentan las 7 ménsulas con la

respectiva subdivisian y los nudos o puntos de cruce de los arcos.

52



l

MARGEN DERECHA 200 300 400 500 600 700 MARGEN IZQUIERDA
& 1563 1 \ 4 153 101
‘”.
2 & 1550 F Ul 102
!
3 L1538 3 lir a1 lag 103

M LA A _[12t22132 104

5 ¢ 1493 s l13lasias 105

6 4 1468 6 lial2a4 3 106

|
1
i
’\

1 g——m. azoue

8 gl 8_|1642613 . 108

9 4 1400 \\ 17 127 109

10 41379 18 | 28 1o

MENSULA 200 300 400 500 600 700

Fagara 2.1, Disposicion de lox arcos y lay ménsulos para el cilenlo estitico

por el métada de lay cargay de prieba.

A



m——T SISTEMA DE SUBOIVISION
COTA DE REFERENCA X

g+ COMPRESION
G- TENSION

Figwa 2.2, Sistema de subdivision de las meénsulas, y definicion e

exfierzos aguas arviba v agnas abajo.
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2.3. Cargas.

Se examinaron los siguientes casos de carga:

-Embalse vacla ( efecto tmico del peso propio bajo la hipotesis de sello de las
juntas de contraceion entre bloques, al final de Ja construceion de la cortina ).
-Embalse leno ( nivel de agua a la cota 1563 m.s.n.m. ).

-Nivel de sedimentos en el embalse hasta la cota 1433 m.s.n.m.

-Efecto de sismo con embalse lleno ( nivel de agua a la cota 1563 nis.om. )

considerando una aceleracion sismica de 0.21 g.

Para el caso de carga con ¢l embalse vacio se considerd Ia hipotesis de sello
de las juntas de contraccion entre blogues al final de la construccion de la
cortina, para esto se desprecia el efecto de arco, por lo que se considerd que
las ménsulas trabajarian libremente. Esta primera hipotesis no corresponde a
la realidad de la obra, ya que se actud con un programa acelerado de

construccion para permitir un llenado anticipado del embalse.

Las combinaciones de carga empleadas para ¢l disefio fueron;

A) Embalse vacio, ménsulas libres.

B) Embalse Heno, con peso propio y deposito de sedimentos (azolves)

C) Embalse lleno, con peso propio, deposito de sedimentos y efecto de

sismo.
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2.4. Resultados Principales.

Los resultados que se presentan en esta seccidn fueron obtenidos mediante
el método de las cargas de prueba, con las adecuaciones ya mencionadas
para considerar los efectos de torsion, y expresados por Lombardi (1991) en
la memoria de calculo del disefio definitivo de la boveda del Proyecto
Hidroeléctrico Zimapan. Los datos conque se cuenta, incluyen graficas para
arcos y para ménsulas, donde se expresan resultados de esfuerzos axiales en
la direccion del elemento para las caras aguas arriba y aguas abajo; sc
presentan graficas de las configuraciones deformadas de la estructura,
valores de esfuerzos principales con sus respectivas  direcciones,
desplazamientos de las ménsulas y grificas donde se muestra ¢l valor y
direccion de las resultantes de fuerza de cada arco hacia sus apoyos. Los
datos reportados son extensos, y en este capitulo, se mostrardn sélo los

necesarios para dar una idea del comportamiento de la cortina.
Se presentan resultados obtenidos para las combinaciones de carga A, By C.
Cambinacion de carga A.

Para la combinacion de carga A, Lombardi (1991) proporciona graficas que
muestran los esfuerzos en las caras aguas abajo (Ov) y aguas arriba (ov) de
las 6 ménsulns, recordando que en esta combinacion de carga no se
considero el efecto de los arcos. Como datos importantes, las compresiones

méaximas se presentan a la cota 1449 de la ménsula 200 y a la cota 1435 de la

ménsula 300 donde alcanza el valor de 40.2 kg/cm2 en la cara aguas abajo.

Los esfuerzos maximos de tension se encuentran en la ménsula 200 (en la

2 .
margen derecha) con 3.9 kgfem® en el paramento aguas arriba.
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Combinacion de carga B.

Para esta combinacion de carga se muestran, en la figura (2.5), lus
deformaciones radiales, tangenciales y verticales de Iy cortina vista desde
aguas abajo. En la cota 1480 de la ménsula 300 se aprecia la deformacion
radial maxima de 10.5 mm.. La deformacion tangencial maxima se observa a

la cota 1415 hacia los apoyos y corresponde a 3 mm.

De los esfuerzos que se producen a lo largo de los arcos, se puede apreciar
que las tensiones son de 8.8 kg/em® en la clave del arco 10-110 en el

paramento aguas abajo, mientras que son de solo 3.5 kg,/cm2 sobre la cara

aguas arriba. La compresion maxima se presenta en los apoyos del arco 7-
107 (cota 1445 ) aguas abajo con un valor de 62.3 kg/em® En la clave

aguas arriba, la compresion maxima alcanza los 56.0 ky,/cm2

En los esfuerzos verticales a lo largo de las ménsulas, las tensiones maximas
n 2 . .
son muy bajas y alcanzan apenas 1.9 kg/em®  Las compresiones maximas se

presentan en los citnientos de la ménsula 400 y llegan a los 53.9 kg/en 2

En las figuras (2.6) y (2.7) se representaron las trayectorias de los esfucrzos
principales en las caras aguas arriba y aguas abajo, reflejando fos resultados

ya mencionados.

Combinacion de carga C.

Esta combinacion de carga corresponde af caso limite con terremoto y
considera una aceleracion de 0.21 g. También en este caso se presentan los
diagramas de la combinacion anterior para poder compararlos y apreciar los

efectos que produciria un sismo de tal magnitud.
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En [a figura (2.8) estin graticadas las deformaciones radiales, tangenciales y
verticales de la cortina vista desde aguas abajo. La delormacion radial

maxima se observa en la ménsula 300 a la cota 1440 y es de 13.4 mm,
recordando que se estd considerando un madulo de elasticidad de 3x10"

2 N » » o .
t/m”  Las delormaciones tangenciales maximas aparecen en la parte baja de

jos apoyos y son del orden de 4.2 1m,

De los estucrzos horizontales en los 10 arcos caiculados, los de tensidn

maximos se presentan en ¢l arco mds bajo y alcanzan 10.8 lqg,lcm2 en la zona

central de fa cara aguas abajo. La tension méixima en los apoyos es de 6
k;g,lcm2 La compresion maxima aguas arriba es de 72 kg,/cm2 y en los

apoyos aguas abajo alcanza los 79.7 kgfem? .

En los esfuerzos verticales a lo largo de las ménsulas, la tension maxima cs
2 . o] m
de apenas 2.8 kg/em®, mientras que fa maxima compresion es de 59.6

kyg,lcm2 en los cimientos de la ménsula 400.

En las figuras (2.9) y (2.10) se representaron las trayectorias de los esfucrzos
principales en las caras aguas arriba y aguas abajo. En la cara aguas atriba, se
notan las compresiones méaximas en el eje de ia cortina y una tension de 4.2
k_L;/cm2 en correspondencia con el blogue de apoyo en la margen izquierda.
En ef paramento aguas abajo, las tensiones se observan en la zona central y
aumentan hacia la parte inferior de la cortina;. las compresiones miximas se

observan al contrario hacia los apoyos.
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2.5. Resumen de los Resultados del Analisis.

Los principales resultados del analisis efectuado, mediante el método de las

cargas de prueba, se presentan en el cuadro (2.1).

Esfuerzos en kgfem”

Paramento agtus arriba | Paramento aguas abajo
Compresion | Tension Conyresion [Tension -
- - -~ Arco
459 -39 402 Ménsula
56.6 -3.5 623 -8.8 Arco
478 539 -1.9 Ménsula
C ) Embalse lleno a 7 -0 76.1 -108  JAren
la cota 1563 ms.n.m.,
azolve a la cota 1432
M.S.0.0. y Siso 48.2 - 59.6 -2.8 Ménsula
a=021g

Cuadro 2.1, Esfucrzos mdximos de compresion y tension para las ires

cambinaciones de carga
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E1 Método de los
Elementos Finitos.

En este capitulo se desarrollarén los principios en fos que se
basa el Método de los Elementos Finitos. partiendo de dos
conceplos fundamentales que son: £l método de los residuos
ponderados y la Inferpolacion. Se verd cémo es posible
conocer el comportamiento de una variable fsica deniro de
un elemento finito, y como éste puede tomar formas variadas,
desde simples Htidngulos y rectangulos, hasta elementos
fidimensionales con caras alabeadas.

3.1. Preliminares.

Kl método de los elementos tinitos es aplicado a la solucién «l¢ problemas
continuos, partiendo de la idea de discretizacion. La discretizacion permite

hallar la solucion del problema global como una suma de interacciones entre
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los  elementos  componentes.  Zienkiewicz  (1994)  menciona  que
histaricamente el metodo de los clementos finitos tuvo sus primeras
aplicaciones en la mecanica estructural, extendiendo actualmente su uso a
muy varigdos campos de la fisica y la ingenicria, como ¢l flujo de agua
através de medios porosos, la transmisian de calor, problemas de electricidad

y magnetisino, etc.

Partiendo del hecho de que tas relaciones entre los desplazamientos y las
fuerzas actuantes en una estructura estin definidas mediante ecuaciones
diferenciales, la discretizacion representa una herramienta de gran wiilidad; ya
que permite aproximar con mucha fidelidad el contorno de la region en
donde se efectia ¢l andlisis; asi, el método de los elementos finitos, permite
analizar estructuras con formas irregulares, como la cortina de arco-boveda
de Zimapan. El método de los elementos finitos, a diferencia de otros
métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales, permite visualizar
al ingeniero las fucrzas y tos desplazamicntos en elementos independientes

como en el analisis clasico de estructuras.

Para dividir una estructura ¢n elementos finitos, es necesario elegir un tipo de
elemento que considere en su formulacion matematica, las variables que se
desean conocer; por ¢jemplo, en el caso de un cascaron, se puede hacer uso
de elementos tipo placa en donde se consideren las delormaciones por
flexion y fuerzas de membrana. Existen otros tipos de clementos finitos,
como fos tipo viga o los clementos sotidos. Todo tipo de clementos finitos
queda determinado geométricamente por las coordenadas de sus nodos,
ademas de que en cstos puntos se define la interaccion entre un elemento y
otro. A la division en elementos finitos que se hace de una estructura, se le

conoce comanmente como malla.

El analisis con elementos finitos. parte del planteamiento de una funcion que

define en forma aproximada el desplazamiento dentro de cada clemento. En
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base a esta funcion, y haciendo uso del método de los residuos ponderados,
¢s posible hallar la matriz de rigidez de cada clemento, la cudl define las
relaciones que guardan las firerzas actuantes y tos desplazamientos ocurridos
en los nodos. A partir de las matrices de rigidez de los elementos, se forma la
matriz global de rigidez de la estruciura, la que, una vez definidas las cargas,
permite conocer los desplazamientos nodales de la estructura; y a partir de

¢stos, las deformaciones y fuerzas actuantes en cada elemento.

El uso del método de elementos finitos para analizar la cortina de Zimapan,
se justifica desde el punto de vista estructural, debido a que cualquier
estructura bi o tridimensional, puede modelarse eon elementos finitos con las
limitantes que presente el equipo y el programa de computo conque sc
cuente. La precision aleanzada por un modelo de clementos finitos, puede
carroborarse con mediciones en campo o con otros modelos matematicos o
fisicos. Inclusive, para probar la eficacia del método, se recurre a la
comparacion de los resultados obtenidos mediante mallas gruesas vy finas de

clementos finitos.

Como ejemplos de lo antes mencionado, Zienkiewicz (1995) presenta una
cortina de arco cilindrica de espesor constante, de la cual, se comparan los
resultados obtenidos mediante mallas de elementos finitos tipo placa, una
gruesa y otra fina, con los obtenidos del método de! U.S.B.R. (cargas de
prucba), haciendo ver que los dos anilisis de clementos finitos arrojan
resultados cast iguales, los que tienen una buena aproximacion con el método

del US.B.R.

Otro ejemplo del uso del método de elementos finitos para el analisis de
presas de arco, es el modelo de la presa de Glen Canyon (terminada en 1966)
presentado por Jansen (1988). El modelo generado a partir de clementos
solidos tridimensionales de 8 nodos y aristas rectas, incluye la cortina y la

roca de cimentacion, ademas de considerar diferentes materiales.
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3.2. El Método de los Residuos Ponderados.

El método de los residuos ponderados o pesados, trata de la obtencion de

una funcidn que se aproxime a la solucion de una ecuacion diterencial dada.

Teniendo una ecuacion diferencial de la forma:

Definida en un dominio €, y con ciertas condiciones de frontera. Para hallar
una solucion aproximada, ¢! método de residuos ponderados establece los

siguientes pasos:

1° Se propone una funcion u* que representard una solucion aproximada de

la ecuacion diferencial.

vy (3.2)

2° Se sustituye la solucion propucsta en la ecuacion diferencial original,

generandose un error o residuo.

L(u)=0
L(w)=6#0 {3.3)

3° Elerror que se tiene con respecto a la solucion exacta se distribuye sobre

¢l dominio, ponderando a lo largo de éste, el error.

n
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A esta integral se le conoce como la inregral ponderaca de fos resicdnos. Las
funcianes de peso Wi pueden tomar muy diterentes formas: pero ks mas
comunmente usadas, sepin Zienkiewiez (1994), son: colocacion por puntos,

minimos cuadrados, y el métode de Galerkin.

3.3, £l Método de Galerkin.

Es la forma mas usual del metodo de los residuos ponderados. En éste, la
solucion deseada u del problema es aproximada por medio de funciones N

, N2, .., Nu, de la siguiente manera:
w* =N+ Naz+ .. + Natia (3.5)

A las funciones Ni se les conoce como funciones de forma, y dependen
Gnicamente de las variables espaciales (X,y,z) donde se define el dominio;
son funciones convenientes que cumplen las correspondientes condiciones de

frantera. ui es ¢l valor que adopta la variable u en el punto .

La solucion propuesta anterionnente se puede escribir también:

u* ZNalli=Nu .. (3.0)
[
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Endonde N representa el vector formado por las funciones de forma Ni,

y U representa al vector de los valores adoptados por la variable u en los

puntos i.

Si In aproximacion se sustituye en la ecuacion diferencial, la satisfara en muy
pocos casos y generalmente, aparecera un residuo. Se debe tratar de que el
residuo sea tan pequefto como sea posible en la region considerada. Es, por
tanto, nccesario protratear o repartir el error sobre el dominio, en la

proporcion que establecen las funciones de peso.

je-Wa Q=0 . .37
3]

Puesto que la aproximacion (3.2) contiene 11 pardmetros desconocidos i,
Uz, s, ..., Un, lacondicion puede ser formulada por n funciones de peso

lincalmente independientes, quedando 1 ecuaciones por medio de las cuales

se definen los pardmetros.

En ¢l método de Galerkin, las n funciones de peso se eligen para ser las
funciones Ni , N2, ..., Nn, que, por supuesto, cumplen la condicion de
independencia lineal. Schwarz (1988) establece que medianie este método, la
solucion aproximada resultante es la mejor posible en el espacio de funciones

de aproximacion.
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3.4, Interpolacion.

El método de Galerkin permite hallar una solucion satisfactoria a las

ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento de la variable fisica en
estudio en un dominio (elemento finito) determinado. Sin embargo, el

método de Galerkin requiere que se proponga una solucion de la forma (3.6):
]
u¥= Z Ni ui
[

Donde ui representa el valor que toma la variable U, en el punto i, 0 mas
especificamente, con respecto al grado de libertad . Las funciones de forma
Ni dependen solamente de las variables independientes (X , ¥, Z ), que son

las variables espaciales en donde se define el elemento finito en estudio.

Segun Zienkiewicz (1994), las funciones de forma utilizadas al formular los
problemas de elasticidad (excepto los referentes a placas y barras a flexion)
por el método de los desplazamientos, deben satisfacer los siguientes

criterios:

a) Las incognitas han de presentar continuidad entre los clementos ( o sea,

que no se requiere la continuidad de las derivadas primeras ).
b) La funcion ha de permitir la representacion de cualquier forma lineal, de

manera que se satisfaga el criterio de deformacion constante ( primera

derivada constante).
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La esencia del método de tos clementos finitos, consiste en aproximar la

incognita Ut mediante un desarrallo de la torma:
n
u=u*- Z Ni ui {3.8)
vl

Donde los  ui  son los pardmetros incagnita del problema; pero para la
determinacion de las funciones de forma, se consideran los valores Ui

constantes por lo que, en todos los puntos del dominio-

iNﬁ =1 . (39
.

De aqui se observa que Ni~ 1 en el nodo 1, y nula en todos los demas
nodos del elemento. En todo momento debe conservarse la forma basica de
la variacion de u* a lo largo del contono de los elementos definidos, por
razones de continuidad, Las tormas en las que se pueden encontrar las
funciones Ni son variadas, ya que existen muchos métodos para interpolar;

en este trabajo se expondra un método sencillo muy utilizado en la pracica.

Si se supone un clemento finito unidimensional con tres nodos como el
mostrado en la figura (3.1), sobre los puntos X1 , X2 y Xs existen valores
asaciados a cada uno de ellos de la variable 11, respectivamente e, Uz y
. Para encontrar una funcion de aproximacion de ia variable u en o

dominio considerado, se propondrd un polinomio de segundo grado, como ¢

mostrado en la ecuacion (3.10), ya que se tienen 3 puntos de interpolacion.
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X1 X2 X3

’ { ——
/lV /IV /IV
L2 L2
ﬂt/ 7|V
L

Figura 3.1. Elemento finito de 3 nodos.

u=ar ta:x+tasx’ . (310

En donde ou, 02 y ou son desconocidas. Para determinar los valores de
las Qi , es necesario suponer que los valores Ui son constantes, de esta

mianera se ticne:

il

u(x=x1) = u(x=0)
u(x=x2) u(x=L/2)
u(x=x3) - u(x=L) =w

w= o
art ar(L/2)+ ar(L}/4)
art a2 (L)+ ar(L?)

i
it

2

1

Que en forma matricial se puede escribir como:

W 1 0 0 lten
wp={l L/2 U/dKm = u'=Ca @a.an
w I L L Has

En donde ¢l superindice e indica el elemento finito al que corresponde el
vector U, C s una matriz de coeficientes y o es ¢l vector de los

coeficientes desconocidos. Si se obtiene la matriz inversa de C.
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! 0 0
C'=[-3/L 4/L -l/L
2/10 -4/} 2710

Para obtener ., se puede hacer:

C uw-a«a (3.12)
ar — W

S duzow
a: - — + -—

L L. L
o = 2ur 4w 2w

1} L L

Que sustituyendo en el polinomio de aproximacion y agrupando términos, se

llega a:

S 4w ln) (len 4uz 2u3) 2
+ b — X
| B

La cudl representa ya una solucion como la presentada en la ecuacion (3.5):

w=Niur + N2uz + Nsws

En donde se puede comprobar que:
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Ni(x 0)=1

2
N.=|-%’i+-2'l‘,— Ni(x L/2)=0
T Ni(x-L)=0
I dx N2 (x=0)=0
Nzr—-l‘---s? Na(x=L/2) 1
) Nz(x=1L)=0
. Na (x=0) =0
Na——%+-ﬁ§~ INy(x=L/2)=0
Ni(x=L)=]

En la figura (3.2) se muestran las graficas de las funciones de forma sobre el

dominio.

Ni Ni

X1 X2 X3

Figura 3.2. Graficas de N1, N2y Na sobre un elementa finito de 3 nados.

”’"\Tn TESES jh
Gl Be WL i
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En la figura (3.2), la linea horizontal punteada representa el valor de Ni |
En general, se deben cumplir [as siguientes propiedades para las funciones de

forma:

Yara cualquier valor X en el dominio: Ni+ Na+ Ny - |

El valar de [a funcion Ni enelpunto i es 1: Ni(xi)=1

La seleccion de la torma del polinomio conque se aproximara [a solucion
sobre un clemento finito, debera tomar en cuenta el nimero de nodos del
clementv; ademas de que se cumpla la continuidad de la funcion en todaos los
puntos de los bordes de los elementos. Asi, por ejemplo, para elementos

rectangulares con cuatro nodos, como el mostrado en la figura (3.3):

U o+ aex -t syt aaxy

u — Nitg + Nauz + Nows + Nawa

Figura 3.3. Elemento finito plano de 4 nedos.
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O para un elemento triangular de tres nodos, como el mostrado en Ja figura

3.4y

U =0u + X + oy
u = Ni + Nauz + Ny

Fignra 3.4, Elemeno finito plano de 3 nodos,

Y de Ia misma forma para clementos s6lidos, por ejemplo el mostrado en la
figura (3.5):

U—-artaxtary+odz

u-=Nigr+Nz2uz+ Ny

Fignra 3.5. Elemento finito sofido de 4 nodos.
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Asi, en gencral, el método de interpolacion puede describirse de la siguiente

manera:

1 - Se propoue ¢l polinomio de rproximacion, tomando en cuenta la forma
que debe tener en el borde del elemento para satistacer la continuidad con los

clementos contiguos.

U aitaxtasyraasytasxt Faey tarxy asxy? Faax* tany’ + .
y )

De este polinomio solo se consideraran los términos que sean necesarios,
dependiendo del nimero de nodos del elemento que se esté considerando.
Este polinomio sera Otil solamente para elementos contenidos en un plano,
pero incluyendo los correspondientes términos en  Z ,se puede interpolar

sobre elementos salidos.

2.- El polinomio mostrado anteriormente, se puede escribir de la forma:

w L, xi, yi, xiyn, ]| o
"z 1, x2, y1, Xay2, ...l |az
= . . y P e (3.14)
Un | y Xoy Yo, XeYu, ... 23]

Donde 1 es el nimero de nodos del elementa; retomando las ecuaciones

(1) y3.12)

u'= Ca
a=Cut
Se puede escribir:
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u=Pa PC' (3.15)
en la cual:
P=[1, x, y, xy, .. (3.16)

Asi pues, las funciones de forma del elemento definidas en las ecuaciones

(3.5) y (3.6) se pueden determinar a partir de:
N=PC' (317

El problema de interpolacion para hallar las funciones de forma de un
elemento descado se reduce entonices a encontrar la inversa de la matriz C,

tarca que en algunas ocasiones no es ficil, y en otras es imposible.

Ademas del aqui presentado, existen otros métodos de interpolacion para
funciones de forma “estindar”, que dan origen a varias fawilias o clases de
elementos como los Lagrangianos y Serendipiticos; que a su vez, pueden ser

lineales, bidimensionales, o tridimensionales.

3.5. El Método en General.

Los elementos aqui presentados, con algunas funciones de aproximacion
adecuadas para cada uno de ellos, son solo ejemplos de los elementos mas

simples que pueden wilizarse para discretizar ln region en que se desea



conacer el comportamiento de la variable de interés. En la practica, es mision
del ingenicro escoger la forma de los elementos y de las funciones de
aproximacion para cada caso particular, de acuerdo al grado de precision

descado.

En el caso de aplicacion del Método de los Elementos Finitos a la mecinica
estructural, el método més uswal, por las ventajas que tiene, es el de los
desplazamientos; del cual se hard la descripcion siguiente basada en la hecha
por Zienkiewicz (1994):

1 - Se debe discretizar el problema dividiendo el dominio en subdominios
mas simples, los elementos finitos. En estructuras formadas por barras, cada
barra o porciones de barra pueden representar elementos del problema.

En un campo bidimensional, la region basica € puede ser dividida en
triangulos, paralelogramos, o tridngulos y cuadrildteros con lados curvos.
Los elementos con lados curvos producen, obviamente, una mejor
aproximacion de la region basica Q. Este tipo de discretizacion es muy
versitil y se ajusta de buena mancra a los contornos de la region. En
problemas tridimensionales, la region es dividida en elementos tetraédricos,

clbicos, o clementos con superficies curvas, segin lo requiera el problema.

2.- Se supone que los elementos estan conectados entre si mediante un
nimera discreto de puntos que se lfaman nodos, situados en sus contornos.
Los desplazamientos de estos nodos serdn las incognitas fundamentales del

problenta, tal como ocurre en el analisis clisico de estructuras,

3 - Pura cada elemento se clige una funcion aproximada que describa el

problema. Las funciones mas apropiadas son polinomios como los siguientes:

u(x,y)= a1 +a:x+ary e .3
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wN,y) = tarx+tanytasxasxy tasyt  (3.19)

u(x,y)=ar +a:x+asytasxy . (3.20)

.
Este modo de aproximacion depende de la forma del elemento y también del
problema del que se trate. Las funciones de aproximacion deben cumplir con
las condiciones de continuidad necesarias a lo largo de las fronteras entre

elementos. Si u(x,y) representa cl desplazamiento de un medio continuo en

la direccion z ,éste debe ser continuo a lo largo de la frontera comun entre
los dos clemenlos, micntras se garantice la continuidad del matedial. Para la
flexion de vigas o placas, los requerimientos de continuidad son mas
rigurosos, ya que la fisica requicre que tmmbién las primeras derivadas sean

continuas.

Debe tomarse siempre en cuenta, como lo indica Schwarz (1988), que las
funciones polinomicas deben permanecer sin cambio, bajo uma
transformacion lineal desde un sistema de coordenadas cartesiano hacia otro,
y después de la transformacion, la funcion aproximada debe seguir siendo
ajustable a la solucion del problema en el segundo sistema de coordenadas.
Este requerimicnto se satisface si Jos polinomios son polinomios completos
de un orden especifico come los (3.18) y (3.19), o cuanda los términos extra

son simétricos con respecto a otro, como el (3.20)
Los polinomios completos tienen la propiedad de que parauna X o y fija,

queda siempre un polinomio completo en la otra variable. Esla propiedad es

importante para satisfacer Jas condiciones de continuidad.
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E{ polinomio de aproximacion se expresa mediante funciones de forma que
dependen dnicamente de la geometria del elemento, Ni =L ( x,y ), yde

los valores Ui que toma la variable en los nodos del elemento.
4

u* -~ i Ni ui
[

4.- Teniendo ya la funcion de aproximacion tal como se mostro en el punto
anterior, es posible la aplicacion del método de Galerkin para hallar la
solucion de la ecuacion diferencial sobre el elemento. Se observa que en la
expresion anterior, la solucion esta en funcion de las variables nodales ui y
en ocasiones, en funcion de las derivadas de U Eneste punto, es importante
hacer notar que el conjunto de desplazamientos definidos en cada nodo para
cada direccion de los ejes cartesianos de referencia, pueden ser expresados
como un vector, asi como el vector de las funciones de forma del elentento,

por lo que la ecuacion diferencial quedara aplicada a un vector:

L(u*)=0 . (321

[

Lw)=L|{N, N2, .., Nu " .. (322)

Wn

Por o que al aplicar el método de Galerkin.

e=L(u*) .. (323

j W.edQ =0 .. (324)

Q
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Considerando que Wi = Ni, y expresando en forma matricial.

[N'"L* da -0 (3.25)
9]

La integral ponderada de los residuos representa un sistema de ecuaciones
lineales en el que las incagnitas son los desplazamientos en direccion de los
grados de libertad considerados, estos grados de libertad se consideran
sicmpre ¢n fos nodos, pero por cada nodo existen tantos grados de libertad
como direcciones en que se esta definiendo ¢l problema. Los coeficientes del
sistema representan las rigideces del clemento, por lo que la matriz de los

coeficientes, es la matriz de rigidez del elemento.

5 - Se determina un sistema de fuerzas concentradas en los nodos, tal que
equilibre las cargas en el contomo de la estructura. Esto se logra
ensamblando las matrices de rigidez de todos y cada uno de los elementos de
la estructura o lo que es lo mismo, sumando la aportacion que tienen varios
elementos con respecto a cada grado de libertad de la estructura; s matriz
asi obtenida, es la matriz de rigidez global de la estructura que al ser resuclta,
permite conocer los desplazamientos y a partir de éstos, las fuerzas internas y

externas.

3.6. Elementos Planos y Solidos.

Iin esta seccion se vera camo el Método de los Elementos Finitos es

aplicado a la solucion de problemas referentes a un continua elastico Se
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retomaran Jos fundamentos del método para aplicarlo a  elementos
bidimensionales; y posteriormente se extenderdn las deduccianes para tres
dimensiones, fo cudl no representa dificultad alguna, ya que se esta

empleando notacion matricial.

Un clemento finito e, se define por sus nodos 4, j. m, ete., y por su
contorno formado por lineas rectas. En la figura (3.6) se muestra el elemento

triangular tipico considerado, con los nodos 4, j,m .

_L_ ¢ — — — —— — —— i |

Figurn 3.6. Region sometida a tension plava dividida en elementos finitos.

Aproximando los desplazamientos  u de cunlquier punto del elemento

mediante un vector columna u¥.
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¢

i
ux =N =[Ni, Ni, ] quf =Nu® L (3.20)

Para ¢l caso de la tension plana,

_[ue )
ll-'{v(x,y)} . (327

Representa los movimientos horizental y vertical de un punto cualquicra del

elemento, y;

Los correspondientes movimicntos del nodo J.

Las funciones Ni, Nj, Nm han de escogerse de mancra que al sustituir en
la ecuacion (3.26), se¢ obtengan los correspondientes desplazamicntos
nodales. Las funciones de forma de un elemento cumpliran con Ni= 1 en el
punio i, mientras que Nt = O en los otros nodos del elemento, j y m. Lo

mismo para las otras funciones de forma.

Si las dos componentes del desplazamiento se interpolan de la misma

manera, s¢ puede utilizar una matriz identidad 1 para escribir

Nl—Ni l . ‘(3429)
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Y obtener Ni de la ec. (3.26), teniendo en cuenta que Ni= 1 para Xi y

Yi, y cero en los otros vértices.

Una vez conocidos los desplazamientos para todos los puntos del elemento,
pueden determinarse las deformaciones en cualquier punto. Estas dardn
siempre por resultado una relacion que podra escribirse como sigue en forma
matricial.

e=Su .. (330

Donde S es un operador lineal apropiado. Mediante la ccuacion (3.26) , la

expresion anterior puede aproximarse como:
ge=Bu .. (33)
con:
B=SN ... (3.32)
En el caso de un estado plano de esfuerzos, las deformaciones mas

importantes son las que se producen en el plano y se expresan en funcion de

los desplazamientos, mediante las conocidas relaciones que derinen ¢l

operador S:
Ju
ou 9 0
a ox ox
ov J J !
E= 1 & = — = 0 - (333)
oy oy | v
My A Ay éd é
&y Ox éy  Ox
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Determinadas ya las funciones de forma del elemento, es ficil obtener la
matriz. B, Si sc adopta una expresion linecal para dichas funciones, las

deformaciones seran constantes en todo el elemento.

Para los fincs de este trabajo, se supondra que el material de la estructura no
tiene esfuerzos residuales y tampoco se consideraran los producidos por los
cambios de termperatura. Solo se tomaran en cuenta los producidos por las
cargas externas. Los esfuerzos a los que se somete el elemento se determinan

sencillamente como:

o=De . (3349

Donde D es la matriz constitutiva del material que contiene las propiedades

elasticas necesarias.

Por otra parte, para el caso particular de tension plana, se han de considerar
tres componentes de esfuerzo que corresponden con las deformaciones

definidas anteriormente. Dichos esfuerzos se calculan sencillamente como:

Y la matriz I) se obtiene de las relaciones usuales entre esfuerzo y

deformacion para un medio isdtropo.
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| v
& —h-—0y

E E
v |
& '—-0‘ +.-:o;
L I

Wi
I

Ny

Resolviendo el sistema queda que:

E Il v 0
D-]-'-;} v |l 0 .(3.36)
00 ﬁl%l?

Conocida la matriz 1) el siguiente paso es determinar la matriz B, para lo

cuil es necesario retomar la ecuacion (3.28) en donde se establece que los

desplazamicntos de un nodo tienen dos componentes:

Ui
i =
Vi
De la misma forma, las seis componentes de los desplazamientos del

elemento s¢ pueden agrupan en un vector.
u =4y ..(3.37)

Los desplazamientos interiores del elemento triangular han de quedar
definidos por esos seis valores. La representacion mas sencilla viene dada

evidentemente por dos polinomios de primer grado.
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W oartaixtasy
Voa@atasxtaoy

Se pueden caleular facilmente las seis constantes @ resolviendo los dos
sistemas de tres ecuaciones simultineas que se obtienen al sustituir las
coordenadas de los nodos e igualar las expresiones resultantes a los

desplazamientos correspondientes 4 los nodos. Escribiendo, por ejemplo;

m-artarxitasy
m=aita:xjtasy;
Hm = al+a2Xm+(IJYH|

Se pueden caleular ficilmente o, o2 y o en funcion de los

desplazamientos nodales Ui, Uj y um para obtener finalmente:

u= 5‘]/-{[(3; +hix + Ciy)lll + (aj + ij +¢j y)ll/ + (am +bmX + Cmy)llm]

.. (338)

En la cual.
Ai = XjYm - XnYj

bl =Yi=Ym = Yim
Ci = Xm = Xj = Xny

Obteniéndose los otros coeficientes medinnte permutaciones de los

subindices i, j, m, y donde.
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I x yi
280=det]l x, yij = 2 x(drea del tridnguloi j m) {3.39)
I Xm Yn

Puesto que las ecuaciones para el desplazamiento vertical son similares, se

obtiene igualmente que.

v =§‘Z[(m +bix + ey + @+ bix + ¢ y)vs + (@ + buX +cmy)val

e (3.40)

Se puede ya en este momento expresar el vector U de la forma:

u
u= {‘} = Nu* =[IN,, IN,, Na] 0~ (341)

Siendo I una matriz unidad de 2x 2,y

Ni=(ai+bix +ciy)/2A
Ny =(a + bix +¢iy)/24
Nu = (ﬂm +buX + cw y)/2A

La funcion elegida garantiza automdticamente la  continuidad de
desplazamientos entre los clementos adyacentes, debido a que existe
variacion lineal sobre cualquicra de los lados del tridngulo y, al imponer los
mismos desplazamientos en los nodos para dos clementos contiguos,
evidentemente existira el mismo desplazamiento 2 lo largo del contorno de

separacion.

La deformacion total en cualquier punto del elemento puede definirse

mediante sus tres componentes.
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.—(2 0,
£x O\
u
e~y <10 g {}f—'Su (3.42)
(7y y
rlole 2
ay (?x

Sustituyendo la expresion (3.41), se tiene:
'

8=Bu"=[B. B, Bm] [1¥] .. (343)
Um

Siendo B, de acucrdo a la ecuacion (3.32) una matriz tipica, dada por:

ONi 0
ax ﬁN l bi 0
B = SNi= 1= 10 @
SN 0 5 724 c
IN 57—& ¢ b
Oy Ox J

Sc advertira que en este caso la matriz B es independiente de la posicién
det punto dentro del elemento y, por consiguicnte, las deformaciones son
constantes en todo ¢l elemento. Es evidente que las funciones de fonna

satisfacen cl criterio de deformacion constante.

La matriz B obtenida queda definida explicitamente y es posible utilizarla

en la expresion;
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[K] =] [8]' [D][B]dV (3.44)

En donde queda definida la matriz de rigidez del elemento. En este trabajo no
se detallard la aplicacion del método de Galerkin para la obtencion de la
matriz de rigidez, debido a que es un desarrollo algebraico muy extenso y
repetitivo, una demostracion de la ecuacion (3.44) la proporciona
Zienkiewicz (1994) mientras que Gomez (1995) presenta una comprobacion
de dicha expresion para clementos barra y elementos viga, Las funciones de
forina consideradas al ser aplicadas para la solucion de la ec. (3.4))
conducen 4 una expresion de la forma (3.44) para la cudl se conocen ya

todos fos términos que intervienen.

E! elemento bidimensional mas sencillo es el triangulo; sin embargo, se puede
determinar la matriz de rigidez para elementos de formas variadas, como ¢!
rectangulo. E! siguiente tipo de elementos conque se tratara serd con los
tridimensionales; de este tipo, el mas sencillo es el tetraedro, que tiene cuatro
nodos, uno en cada vértice. La generacion de una malla con elementos
tridimensionales presenta una dificultad especial, que es ordenar la
numieracion de los nodos y también representar adecuadamente un cuerpo

dividido en este tipo de elementos.

Es obvio que ¢l mimero de elementos tridimensionales que ¢s necesario para
obtener un buen orden de aproximacion es muy grande. En las aplicaciones
précticas se habran de resolver un numero elevado de ecuaciones simultineas
que pueden limitar gravemente la aplicacion del método. Mis aiin, el ancho
de banda del sistema de ecuaciones se hace muy grande, lo que hace

necesario el uso de computadoras con gran capacidad de alimacenamiento.
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En ¢l elemento tetraédrico presentado en la figura (3.7), ¢l desplazamiento de
un punta queda definido por tres componentes u, v, y w en las direcciones

de los ejes cartesianos. Por tanto.

u
u=<v .. (3.45)
W
‘ 4
!
)
P
J —— )
r//
7
//l/
e

Figura 3.7, Elemento tetraddrico i, j, m, p en el espacio, definido por las

coordenadas X, ¥, z.

Al igual que en un tridngulo plano los tres valores nodales definfan la
variacion Jineal de una cantidad, aqui una variacion lineal vendrd definida por
cuatro valores nodales. Igualando los desplazamicntos en los nodos se tienen

cuatro ecuaciones del tipo.
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Obteniéndose el resto de lus constantes permutando los subindices p, 4, /. m.

La ordenacion de los numeros nodales p, i, /, t, deben seguir “Ia regla de la
mano derecha” Como se ve en la figura (3.7) los tres primeros nodos se han
numerado siguiendo un orden contrario al sentido de las agujas del reloj,

mirando desde el dltimo nodo.

El vector de desplazamientos del elemento viene definido como sigue por las

doce componentes de desplazamiento de los nodos.

i

|
u’ = . (3.48)
Um

Up

Siendo.

wi={v . .(3.49)

Se puede escribir ¢! desplazamicnto en cualquier punto del elemento conto:
u= Nu‘= [INi , INi, N, le] v (3.50)

Con funciones de forma definidas por:

_atbxtay+dz

6V

Y siendo ¥ una matriz unitaria de 3x3.

N
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Las funciones de forma cumplirin también las condiciones de continuidad en

los contormnos de separacion entre elementos.

En un analisis tridimensional campleto, ¢l vector deformacion en un punto

tiene seis componentes. L.a matriz de defunmaciones se puede ahora definir

como:
au
ox
I
oy
Ey _(2_‘_‘:
L or .
£= }/W’ = J(?_L‘_‘_i‘i = Su (35])
- 3y OIx
oy v
re dz oy
iw , ou
ax gz

Mediante ¢} empico de fas ecuaciones (3.46) a (3.50) llega a una expresion

semejante a la (3.43);
£ =Bu" =[Bi, Bl, Bm, Bp ] u’ . .(3.52)

En la cudl
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F_(?Ni

0 0
ox ,
0 ﬁ}‘- 0 b 0 0]
y 0 o 0
o o N
0 0 dl

= QN = Az |_ 1
ll! - SNI" fZ.NI EWN—I- ——
ay ax 0

dl Ci
ANi ONi
0 ' )
or  dy d 0 b
ONi 0 JNi
L 7z ax

Obteniéndose las restantes submatrices de manera similar, permutando

simplemente los subindices.

En cuanto a la matriz de clasticidad, se puede escribir como:

14 14

Y odew ey 000
v v
B R (P ¢ 0
v v
By |Twmaw b0 00
(1+9(-29 0 o L2 0
201-v)
1-2v
0 0 0 0 ————-2“-") 0
0 0 0 0 0 —!——?i'—
2(t-9) |

(3.53)
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Y de la misma manera que en los otros tipos de elementos, la matriz de

rigidez se obtiene con la expresion (3.44):

(K] [ (8] [D]){B]dv

v

3.7. Elementos Isoparamétricos.

Anteriomente se ha visto cémo es posible ¢l uso de clementos de tormas
regulares para dividir un dominio para su anélisis, sin embargo, en la mayoria
de los casos reales, el dominio del problema no tiene una forma regular, por
lo que se han desarrollado elementos transformados, los cudles, a partir de
las formas basicas de los elementos, generan otros con formas inds
arbitrarias. Los elementos uni, bi y tridimensionales se transforman punto por
punto en formas distorsionadas como las representadas en las figuras (3.8) y

(3.9). En cstas figuras se muestra como al dibujar en un espacio cartesiano
X, Y, Z laforma distorsionada de las coordenadas & , 1, odelas L, La,

1.3, L+ se obtiene un nuevo sistema de coordenadas curvilineas.

Para poder aplicar las transformaciones mencionadas a fos elementos, debe
establecerse una correspondencia biunivoca entre las coordenadas cartesianas

y curvilineas, o sea, establecerse relaciones de Ja forma:

X 4
ye=/{n
z 4
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1 {uy
¥ —!
L mn
{
(- =N it ~-h
Ly=0 3
L, =0
|
]
Lyn0
Coordenadas locales !

Figura 3.8. Transformacion de algunos elementos bidimensionales.,

‘ Y

L] et |
L

4
4/4

/
A-JK

{
)

@

Coordenadas locales

Figura 3.9. Transformacion en tres dimensiones de algunos elemeiitos.
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Si se considera un elemento finito como el mostrado en la figura (3.10):

(Eam) n (Enm)
('111) (111)
4 3
5
1 2
{-1-1) {1,-1)
(&um) (Eam)

Lignra 3.10. Elemento finito definido enn un espacio de coordenados né.

Se puede suponer que I relacion existenie entre las coordenadas cartesianas

y las transformadas se puede aproximar con las funciones:

x=ai+ar§+aintas &n

y=B+pr&+fsntpidn
Considerando primeramente la aproximacion de las coordenadas X.

x(Er,m)=xi=ar +a21(-)+ as (-1)+ a4 (-1)(-1)
x(E2,pa)=xa=a1 +ar( )+ ar(-1)+at( 1)(-1)
x(Es,p)=xs=ar +as(DN+ar( D+tas () ])
X(&s,pa)=xs=ar +a:(-)+as (D +as(-D(

Estas expresiones se pueden escribir matricialmente de la siguiente forma:

X1 1 -1 -1 1] ]ay
xxf (1L -l -l a2
x| 1 | ]as
X+ 1 -1 | -lf|as
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De donde

o | I
axf -1 11
ayl 4= -1 1 s
as 1 -11

Si se sustituyen los valores de las ot i en la aproximacion de la variable X

se obtiene:
[ 1
= Z(x' +xatxatxi) + &-(-xn +xatxrexs) EF
%(-xn -xitxatxa) gt %(xl X2t Xy-x4) ER
Y agrupando ténninos:

A(E (R T MR T NS G

Se llega a la siguiente expresion:
X=Nixi+N2xa+ Nixa+Naxa

Y analogamente se llega a:
y=Niyi+Nay:+Niys+Nays

Si se considera ahora un elemento finito como el mostrado cn la figura

Gl
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Figura 3. 11. Elemento finito vectangular definido en lus coordenadas Xy,

Y si se aproxima la variable u de la siguiente manera;
u=airta:X+aixt+asxy
Se puede llegar a una expresion del tipo:

u=Niur+ N2uz+ Nsus+Nsus

Donde:

Nl=(b-X)(a-y)

4ab

N, =P Fx@-y)
4ab

N, = e x)@aty)
4ab

~{b-x)aty)
N 4ab
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Y retomando la aproximacion gecométrica del elemento;

NI=(1-§)4“- ’l)

N, == 1)
4

NF(H{){:H;,)

S({-ext+n)
N4 —-————-—-—-—-4

Se hace evidente, comno lo sehala Gomez (1995), la semejanza entre [as
funciones de interpolacion y [as obtenidas en funcion de X y 1. Enel
primer caso, las funciones Ni se usaron para aproximar las variables X y
y, mientras que en el segundo caso se utilizaron para aproximar la variable en

estudio .
El hecho de aproximar la geometria (X,y) junto con el proceso de
transformacion de coordenadas sirven para formular [os elementos finitos

isoparamétricos.

Para la aproximacion geométrica, las coordenadas globales (X,y) se expresan

en funcion de fas locales (€,n).
La transformacion de coordenadas surge del siguiente hecho:

En la formulacion de las matrices caracteristicas se tiene, en la matriz B,

derivadas con respecto 4 X y Y. Si se emplea lo establecido en parrafos
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anteriores, X v Yy estan en funcionde & y 1, por lo tanto, para cjecutar la

transformacion, se parte de la matriz jacobiana.

ON) [ax dy]|aN] (N
oc\.1 98 25| ax . .r]dx
Nl x ay||oNfPhionp 6
an) én anlloy ay

A partir de la cual se puede igualar una integral cjecutada en una region A

del espacio XY, con una integral en ¢l espacio En) sobre una region S.

Asl, recordando la expresion general para la matriz de rigidez:

[K] = [ (8] (D] [B]av

v

En la formulacion que se esti desarrollando se tiene ahora que la matriz B
es funcion de & y 1. Por otra parte la integrac’on se debe ejecular con
respectoa X y Y. Este obsticuio se supera mediante la transformacion de la

intcgracion en un plano XY a una integracion en un plano £n. Y de

acuerdo a lo planteado.

(K] = [ [B]' [D](B]dV=1t[B'DB dA=t[[B"DB dxdy
. (3.56)

Se ha considerado que el elemento tiene un espesor t, por lo que su matriz

caracteristica sera.

]
K~t}jﬂ"‘DBlJld¢'d” 3.57)
N
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Donde Ill es ¢l determinante de la matriz jacobiana. Haciendo un desarrollo

semejante al anterior para un elemento tridimensional distorsionado, se tiene

que la matriz de rigidez esta dada por:

K—mn"nnmdgdng . (3.58)

La ejecucion de esta integral por métodos algebmicos, es un problema
sumamente complicado; por lo que la abtencion de la matriz de rigidez de un
elemento transformnado en los modernos programas de elementos finitos, se

realiza mediante integracion numérica.

3.8. El Mecanismo de Solucion.

Hasta aqui se lia esbozado como es que ¢l Método de los Elementos Finitos
plantea una solucion aproximada de una ecuacion diferencial que rige el
comportantiento de la variable de interés en un subdominio de la region que
se desea analizar, La aplicacion del método ha sido posible, gracias al
progreso de los ordenadores electronicos que pueden almacenar gran
cantidad de informacion y procesarla a gran velocidad, Los programes de
analisis por elementos finitos no se encargan de la solucion de la ecuacion
diferencial, sino que en su estructura se especifican las formas de las matrices
de rigidez de diferentes tipos de elementos, los cuales quedan al servicio del
operador para generar la malla que crea mis conveniente. El tipo de
eleinentos mas general es el de los elementos transforniados, ya que la inatriz

de rigidez de cada eleniento se obtiene mediante integracion numérica,
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debido a que por métodos algebraicos es muy complicado v resulta

imprictico.

Los pasos del método que son esenciales, son los referentes a la
interpolacion de la variable ¢n estudio; hallar la forma de la solucién de la
ecuacion diferencial para el tipo de elemento requerido, y la aproximacion de
la geometria de elementos transformados. Los pasos subsecuentes deben ser
ejecutados por la computadora, ya que son mecanicos y su realizacion “a

mano” seria inimaginablemente lenta,

Un programa de elementos finitos realiza primeramente la recepcion de datos
del operador y los reprocesa. Los datos que se deben especificar son: mimero
de materiales diferentes de la estructura; propiedades de los materiales;
coordenadas de los nodos; tipo y posicion de los apoyos; tipo y posicion de
las cargas. El reprocesamiento de la informacion, tiene como principal
objetivo minimizar el ancho de banda de la matriz global de rigidez de la
estructura. Esta labor consiste en renumerar los nodos de la estructura, de tal
manera que la diferencia entre los nimeros asignados a dos nodos contiguos
cualesquiera, sea minima. Existen algoritmos que resuelven eficazmente este

problema, de los cudles, segiin Schwarz (1988) el mas usual es el de Rosen.

Las siguientes etapas de un programa de elementos finitos resultan ya claras

y son principalmente:

- Obtener a partir de las propiedades del inaterial de la estructura, y del tipo

de elementos considerados, las matrices de rigidez de cada uno.
- Ensamblar la matriz global de rigidez, considerando la aportacion de cada

elemento a la rigidez de la estructura con respecto a cada grado de libertad

de la estructura,
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- Resolver la matriz global de rigidez, teniendo como términos
independientes las cargas actuantes sobre la estructura y como incogpitas los

desplazamientos nodales en las direcciones consideradas.
- Regenerar las matrices locales de rigidez para cada elemento y obtener en
base a los desplazamientos; las fuerzas nodales, deformaciones y esfuerzos en

cada elemento.

- Expresar los resultados en forma de listados y graficas
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Analisis Preliminar y
Refinamiento de la

Malla.

Este capitulo trala de las consideraciones que se hicieron para
generar las diferentes mallas de elementos finitos de la corlina
de Zimapdn. En primer lugar, se presenta la idedlizacién de la
estructura y de la interaccion concrelo roca en el apoyo. Se
descnbe el procedimiento seguido para calcular el valor de
las fuerzas nodales provocadas por las diferentes condlciones
de carga. Y en la ulfima parte del capitulo, se presentan las
caracteristicas de las diversas mallas trazadas.

4.1. Consideraciones Iniciales.

El analisis de una estructura con el método de los elementos f{initos, requiere
que se conozcan n detalle las propiedades fisicas de los materiales que

intervienen, y la geometria de la estructura.
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Para la division de la estructura en elementos finitos, se presentan algunos
prablemas practicos. Es necesario elegir un tipo de elementos que permitan
representar adecuadamente, de acuerdo a las necesidades, las fronteras de la
estructura y den una solucion satisfactoria. El niimero de elementos en que se
divide la estructura, para ef analisis, depende de los datos geométricos
conque se cuenten y, principalmente, def grado de aproximacion que de los
resultados se requiera. Es importante recalcar que en zonas de la estructura
en que no existe una variacion importante de esfuerzos, es innecesaria una
division fina; mientras que en los lugares en que el gradiente de esfuerzos es
grande, la obtencion de resultados precisos depende del tamafio de los
clementos utilizados; es decir, en los sitios de mayor variacion de esfuerzos,

se requiere una malla més fina,

Otro problema importante que se presenta al plantear un sistema de
clementos finitos que representen a una estructura, es la determinacion de las
cargas que se aplicardn al modelo; dado que es conveniente en los programas
de computo, introducir fas cargas como fuerzas nodales. Las cargas
distribuidas sobre los elementos se deberan considerar como puntuales en los
nodos; o cusl representa una ligera disminucion en la precision del modelo;
pero que igualmente pierde importancia en cuanto se consideran elementos

mas pequeiios para fa representacion de la estructura.

Para iniciar el proceso de andlisis por elementos finitos, es necesario definir
la malla de elementos en que se dividira la estructura. El programa de
computo empleado (SAP90), ofrece varios tipos de elementos finitos de los
que el usuario puede disponer para idealizar una estructura. El tipo de
elemento mas usado es la barra sometida a flexion y carga axial, con la cual
se pueden modelar edificios. Para el caso de la cortina, se dispone de
clementos planos y solidos; de los cuiles, los que ofrecen una mejor
aproximacion de la geometria de la cortina, son los solidos, ya que

consideran el trabajo de la estructura en las tres dimensiones. Otro tipo de
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clemento factible de ser utilizado en ¢! andlisis tridimensional de la cortina, es
el elemento placa, ol cud! representa un elemento plano de espesor constante
sometido a flexion en dos direcciones y a fuerzas axiales contenidas en su
plano; con este clemento, se pueden hacer arreglos tridimensionales para
idealizar estructuras en forma de cascaron; sin embargo, presentan la
desventaja de aproximar con poca precision los efectos del cortante en
dircecion perpendicular al plano, los cudles son despreciables en el caso de
cascarones delgados; pero pueden ser muy significativos en presas de arco

como ¢s €l caso de la cortina de Zimapan.

Por lo antes discutido, se eligieron clementos solidos para modelar la

estructura.

Los elementos slidos presentan varias opciones, primeramente por el
nimero de nodos que tiene cada uno y despuds por su forma. El elemento
solido mas usual es el de 8 nodos; tiene la forma de un prisma rectangular
que puede ser distorsionado manteniendo sus aristas rectas; existen también
las opciones de clementos isoparamétricos de 16 y de 21 nodos, ios cuiles
permiten conformar una estructura a base de prismas rectangulares

distorsionados con aristas curvas.

Los elementos isoparamétricos ticnen la ventaja de aproximar con mayor
{idelidad la geometria de una estructura que presente caras curvas, con una
cantidad menor de elementos a los requeridos de aristas rectas. Para el caso
en que se deban representar las cargas distribuidas sobre las caras de los
clementos como cargas puntuales, los elementos isoparamétricos presentan la
desventaja de que en una cara expuesta a carga distribuida, las dreas
tributarias a cada nodo son dificiles de obtener, ya que los puntos expuestos
a la carga, no se encuentran distribuidos en forma regular; sino que forman

una cuadricula con “huecos”, como se muestra en la figura (4.1).
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Fignra 4.1. Areas tributarias para una malla de elementos solidos de 8
nodos, y para una malla de elementos isoparamétricos con aristas curvas,
Nitese que la malla del primer caso presenta ventajas para el edleulo de las

dreas tributarias sobre la segunda,

Para ejecutar el andlisis, se eligieron elementos solidos de 8 nodos con aristas
rectas, debido a la facilidad conque s¢ generan en la computadora y a las

ventajas que presentan en la obtencion de areas tributarias.
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4.2. Rigidez en los Apoyos.

in el caso del andlisis por elementos finitos que se hizo de la cortina de
Zimapan, se considerd que la roca es un medio elastico e inicialmente se
idealizd como un conjunto de resortes cuya rigidez es funcion del modulo de
elasticidad de Ia roca y del drea tributaria del resorte en el apoyo de la
estructura. Esta forma de idealizar la interaccion del concreto y la roca
induce evidentemente un error; sin embargo, se considera insignificante para

los fines de este trabajo.

Para la obtencion de la rigidez de los resortes que simulan el comportamiento
elastico de la roca en el modelo de elementos finitos, se propone el uso del
modulo de reaccion, que es un parametro cuya definicion se aplica

indistintamente a un suelo o a una roca.

Como lo indica Castilla (1981), el modulo de reaccion no es una propiedad
intrinseca del suelo; es un pardmetro que dcfine la respuesta de! suelo a la
aplicacion de una presion; y por lo tanto, depende del nivel de presion
aplicado; de la forma y dimensiones del elemento que aplica la presion; de su
rigidez; de la distribucion de presion entre ¢l elemento que la aplica y el

suelo; y de las propiedades elasticas (E,v) del propio suelo.

Por definicion, el mddulo de reaccion es la relacion entre la presion aplicada

al medio y el desplazamiento que ésta causa.

Un valor medio del modulo de reaccion k, puede determinarse

aproximadamente como:
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P presion media a nivel de desplante

d  desplazamiento elastico tedrico promedio

La presion estaria dada por la carga axiat total al nivel de desplante entre ¢l

area del apoyo.

Castilla (1981), supone que el elemento que trapsmite la presion es
infinitamente rigido; ademas de ltas consideraciones propias de la teoria de la
clasticidad y de que la presion es uniforme en el area en que se aplica. Para

calcular el desplazamicnto propone el uso de la expresion siguiente:
Sa=ae(2B) (1- V) Me g

En donde:
B.- es [a mitad del ancho de! apoyo.
Oa.- es ¢} desplazamiento promedio.

ae.- ¢s ef coeficiente de forma del rectangulo que transmite ta presion, y que
depende de 1a relacion largo ancho del rectangulo (L/B).
Me.- madulo de deformacion ( reciproco del médulo de clasticidad ).

(a.- presion aplicada.

De acuerdo con lo anterior se liega a:

Er
k= a.(2B) (1- ¥)
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Para ¢l modeky de elementos finitos se utiliza el valor maximo de (e, ya que

se considera que ¢l apoyo de la cortina sobre la roca es un apoyo iargo, asi
3 i . , . 9

oe= 1.375. Se considerd un modulo de elasticidad de la roca Er=3.75x10

kg/m2

En esta tesis, se supone que la rigidez del resorte es igual al producto del

modulo de reaccion por el drea tributaria de apoyo en el nodo considerado.

4.3. Empujes Hidrostatico y de Azolves.

En esta seccion se presenta el procedintiento seguido para obtener el valor
de las cargas puntuales sobre los nodos de la estructura modelada con
elementos finitos. Como una forma sencilla de evaluar 1a carga actuante
sobre un punto, se calcularon primeramente las areas tributarias de cada

nodo, haciendo una subdivision como la presentada en la figura (4. 1a).

Para el caleulo de las fuerzas nodales, se discretizo el diagrama triangular de
presiones hidrostaticas, considerando que la presion actuante sobre un cierto
nodo es la misma sobre toda su area tributaria; con esta suposicion, el valor
del empuje resultante sobre la cortina se calcula con precision, mientras que
se genera un error en la distribucion de empujes sobre la cortina. E! error
cometido en ¢l calculo de las fuerzas puntuales es menor a medida que se

consideran mallas mas finas,
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Las presiones hidrostaticas sobre la cortina tienen una distribucion triangular

que parte de cero desde el NAME. (cata 1563 m.s.n.m.). De esta manera,
considerando que el agua tiene un peso volumétrico yw 1 000 kgm' | la
presion hidrostdtica Ph aplicada en un punto situado en In cota H, se puede

caleular como:
Ph= (1563-H) yw

Las cargas provocadas por los azolves sobre la cortina, se calcularon
considerando que abajo de la cota 1433 el peso volumétrico sumergido del
azolve genera una distribucion iriangular de presiones, Puesto que el azolve
tiene un peso volumétrico ya= 1 400 ky/m" , Y que ¢l emipuje del azolve es
generado por ¢l peso volumétrico sumergido y'a= 400 ky,/mJ , la presion por

azolves Pa en un punto con cota H, se calcula con la expresion siguiente:
Pa=(1433-H) y'a

Para el cilculo de lns dreas tributarias se signio un modelo como el que se
muestra cn la figura (4.2). Se supone la proyeccion del drea en un plano XY,
no necesariamente el que se define para el modelo de elementos finitos. En la
figura, los vértices del poligono representan la proyeccion de cuatro nodos;
los cuales se numeran del 1 al 4, iniciando del inferior izquierdo y
recorriendo el cuadrilatero en el sentido contrario de las manecillas del reloj.
Teniendo las coordenadas de los cuatro puntos proyectados, se calculan los
puntos medios de cada lado denomindndolos 1, 11, 111, 1V, como se ve en la
figura. El punto C representa el punto medio de los segmentos 1-11 ¢ 1-1V
indistintamente; asi que puede hallarse su situacion de dos formas andlogas.

Una vez situado ¢l punto C, el cuadrilitero original ha sido dividido en
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cuatro cuadrilateros mas pequeios, cada uno de los cudles serd un drea
tributaria para cada hodo.
Y 4

Figura 4.2, Obtencion de las arcas tributarias de cuatro nodos proyectados
8

sobre un plano XY,

Es claro que sabre un nodo pueden actuar una, dos o cuatro dreas tributarias;
dependiendo de su posicion en la malla. Los nodos que se sitdan en una
esquina de ia superficic cargada tienen sdlo un area tributaria; para los nodos
situados en una orilla hay dos dreas tributarias, y para un nodo dentro de la

superficie, rodeado de otros nodos, contribuyen cuatro dreas.

Las dreas tributarias de cada nodo se calculan por el métado de los
determinantes; el cual hace necesario cuidar el orden antihorario en {a lectura
de las coordenadas de los vértices. Tados los calculos de fas dreas se realizan

en la computadora mediante una haja de cileulo.
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La hoja de cileulo almacena los valores de cada area tributaria de cada nodo;
ya que st obtencion se hace de modo desordenado. La computadora debe

ordenar las areas para un nodo en particular, para finalmente poder sumarlas.

El procedimiento para la obtencion de dreas tributarias de un nodo se ha
descrito para la proyeccion de los nodos en un plano XY  Si se considera
que cada firea del modelo puede ser proyeciada en tres planos diferentes:
XY, XZ y YZ, se hace necesario calcular para cada nodo tres dreas distintas,

debiéndose cuidar el signo de cada una de ellas.

4.4. Empujc Hidrodinamico.

Para calcular el empuje que provoca et agua cuando se produce un sismo, se

decidid recurrir # ln expresion presentada por Zangar (1952).

Basicamente el método consiste en determinar un coeficiente de presion C,
el cudl depende de la profundidad ( y ) a que se encuentra el nodo
considerado; de la profindidad total ( h ) del embalse; y del valor maximo
del coeficiente, denominado Cm, el cul es funcion del angulo que forma la

cara de la cortina expuesta al agua, con la vertical.

El valor del coeficiente de presion C viene dado por;

c-Lm 1(2_1)+ 1(2_1)
2 1h h h h



donde:

y _ distancia bajo la superficie def agua

h profundidad total del embalse

Cnu.- es ¢l cocficiente de presion mixinio, que para ¢l caso de la contina de

Zimapan se considerd 0= 0°, par lo que Cav=0.735.

De aqui, ¢l incremento de presion debido al empuje horizontal del sismo en el

agua se calcula como:
1 Cm y( y) y( y)
Pez—cn h =274 |52~
2 ¥ 2 [h h h h
Donde:

C.- es el cociente de la aceleracion horizontal del sismo entre la de la
gravedad, que para Zimapan se considerd ¢=0.2],

yw.- es el peso espeeifico del agua. yw = 1,000 kg/m"3.

h.- profundidad total de! embalse. h= 205 m.

Pe.- es Ia presion hidrodindmica a una profundidad y, fa cudl, multiplicada

por el drea tributaria de un nodo situado en la misma profundidad,

proporciona la fuerza nodal del empuje del sismo en ¢l agua.



4.5. Datos Basicos y Cargas.

Se presentan a continuacion los datos empleados para la generacion de los

diferentes modelos de elementos finitos;

-Madulo de elasticidad del concreto: Ec=3.00x10’ kg/m2
-Madulo de elasticidad de |a roca; Er=3.75x10° ky/m’
-Madulo de Poisson de la roca: v=02

-Peso especifico del concreto: Ye= 2400 kg/m3
-Peso especifico del agua: yw= 1 000 kg/m“
-Peso especilico del azolve: Ya= | 400 kg/m’
-Aceleracion sismica horizontal ¢c=0.2lg

Las cargas analizadas fueron;

1 - Peso propio (considerando la estructura monoalitica, a diferencia de la
condicion de embalse vacio del modelo de cargas de prueba).

2 - Empuje hidrostatico con embalse lleno a la cota 1563 m.s.n.m.

3.- Empuje de azolves desde la cota (433 m.s.nm.

4.- Empuje hidrodinamico con embalse lleno a la cota 1563 m.s.nm,

En base a las tres combinaciones de carga, A, B y C analizadas con ¢l
método de cargas de prueba, se analizaron tres combinaciones en el modelo
de elementos finitos denominadas respectivamente con las antes mencionadas

1,2,y 3. A continuacion se describen las tres combinaciones de carga:
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1.-(A) Peso propio
2.-(B) Peso propio y empujes hidrostatico y de azolves

3.-(C) Peso propio y empujes hidrostatico, hidrodinamico y de azolves.

En lo que sigue del texto, las combinaciones de carga se denominaran por A,

ByC.

4.6. Primera Malla.

La informacion geométrica conque se cuenta para iniciar el trazo de la malla,
consiste en 10 cortes horizontales, que corresponden a los arcos empleados
en ¢l modelo de cargas de prueba; igualmente se presentan cortes verticales

que corresponden con las ménsulas (ver figuras 2.3y 2.4).

Como una simplificacion evidente, se eligid para la primera malla la misma
division de la estructura que Ia empleada en el anilisis por cargas de prucba;
de este mado, se colocaron nodos solamente en las caras aguas abajo y aguas
arriba de la cortina; ademés, todos los nodos estan contenidos en los niveles
de los arcos dibujados, excepto los nodos de la base que se situaran en la

cota 1358 m.s.n.m.

El sistema de referencia para situar los nodos se eligio de la siguiente
manera: El eje X coincide con el eje transversal de la cortina apuntando hacia
la margen izquierda. El eje Y es positivo hacia aguas arriba, a partir del eje
transversal y ticne la misma direccion que el ¢je central de la cortina. El ¢je 7

tiene su origen en la cota 1358, que es ¢l nivel de desplante de la cortina.
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tiene dircccion vertical y es positiva hacia arriba. Asi el sistema de referencia
es un sistema derecho que tiene su origen en la cota 1358 y la interseccion de

los ejes central y transversal de la corting.

En la figura (4.3) se muestra la malla generada denominada PRIMER, se
muesira la numeracion de los nodos y las cotas de los planos horizoniales
que limitan los elementos, tas cudles son las mismas que las de los arcos del

modelo de cargas de prueba,

Una vez trazada ta malla, se inicia el procedimiento de calculo de las fuerzas
concentradas, y de la rigidez de los resortes que representarin la

cimentacion.

Para cf primer analisis se prescindio de los empujes generados por los azolves
y por el sismo en ¢l agua; por lo que se analizo una sola condicién de carga
que incluye el peso propio de la estructura, actuando monoliticamente y el

empuje hidrostatico del agua considerada al N.AM.E. (1563 m.s.n.im.).

Resulta excesivo presentar y discunr aqui 1os resubiados obtenidos en cada
analisis, sin embargo, se¢ presenta en la figurs (4.4) la grafica del esfuerzo
principal menor con el simple objetivo de identificar Ins zonas de Ja cortina

donde la variacion de esfuerzos es grande.

Las zonas en que se presenta mayor variacion de esfuerzos, son las zonas de
los apoyos de Ja cortina sobre la ladera derecha desde la cota 1379 hasa la
1421; y sobre la ladera izquierda, desde la 1400 hasta la 1445 La
importancia de identificar estas zonas, radica en que en ellas se debe refinar

la malla para ohtener resultados mas aproximados a la realidad,
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Lignra 4.3, Configuracion no deformada de la malte PRIMER
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Las graficas en que se muestran los esfuerzos son generadas por el SAPYO,
Para la correcta interpretacion de las graficas, es importante hacer notar que
la escala de tonalidades varia entre una grifica y otra. En el programa de
clementos finitos, se adopta para las tensiones signo positivo y para las
compresiones signo negativo, sin embargo, para esta tesis, se considerarin
para tados los casos tensiones con signo negativo, y compresiones con signo
pusitive. En el modelo de elementos finitos, las unidades empleadas para las

fucrzas son kilogramos, y las empleadas para las longitudes son metros, por

In que los esfuerzos se dan en km?, 10 000 kg/m2 -1 kg/cm2

Los resultados del primer andlisis sirvieron bisicamente para la generacion de

la segunda malla.
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nodo 29

Maximo de compresion: 10.2x10" kg/m2 nodo 29
Méaximo do tension: 127.0x10* kg/m? , nodo 20
1 kgfem = 10 000 kg/m”

Ligura 4.4. PRIMER. Esfucrzo principal mayor (kgfm2 ).
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4.7. Segunda Malla.

Kl trazo de la segunda malta tenia como objetivo inicial Ya utitizacion de
elementos isoparamétricos, que aproximaran de una forma mas adecuada la
geometria de la cortina y tuvieran mayor cantidad de puntos de interpolacion

para la solucion del prablema de clementos finitos.

La estrategia planteada para el uso de elementos isoparamétricos, consistia
en obtener 1a ecuacion de las superficies de algunas zonas de la cortina aguas
arriba y aguas abajo, con ¢l objeto de haltar con mayor facilidad tas
coordenadas de los nodos, teniendo en cuenta que se gencraria no solo una

malla mas, sino que podrian ser varias.

El método utilizado para obtener las ecuaciones de las superficies, fue ef
mismo que ¢l planteado para interpolar la solucién de una variable en un
elemento finito; sin embargo, la superficie obtenida no presentaba una forma
suave como la superficie real, por lo que después de muchos intentos, se
abandono 1a idea del uso de los elementos isoparamétricos. La decision

anterior se justifica por las razones siguientes:

l- Como se ha visto en este capitulo, la idealizacion de las cargas
distribuidas como cargas puntuales en los nodos de los elementos, se realiza
con mayor precision y facilidad en elementos con aristas rectas que en los

que tienen aristas curvas.
2.- La localizacion de las coordenadas de los nodos y la generacion de

elementos isoparamétricos, se complica de mancra significativa con relacién

alos de 8 nodos.
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Una desventaja importante que plantea el uso de elementos con aristas
rectas, es la necesidad de generar una mayor cantidad de elementos para
aproximar la geometria que los que se requeririan cn el caso de usar
isoparamétricos. Sin embargo, para la cortina de Zimapdn, se cuenta ya con
las hojas de calculo necesarias para oblener con cierta rapidez las areas
tributarias, las fuerzas puntuales y las rigideces en los apoyos de elementos

de 8 nodos

Tomada ya la decision de generar el modelo de la cortina con elementos
sdlidos de 8 nodos, se trazo una malla sencilla haciendo divisiones con planos
horizontales y lineas que recorrieran la estructura desde la corona hasta la
base. Dado que la boquilla es mas ancha en la corona que en la base, el usar
¢l mismo nimero de elementos para dividir los arcos superiores y los
inferiores, implica que los elementos de la base serdn mas pequeiios. Con
esto se permile contar con una division mas fina en la parte baja, que es la

zona de mayor variacion de esluerzos,

De la misma manera que las lineas verticales, los planos borizontales se
colocaran mas distantes en la parte media y superior de la estructura que en

la parte baja.

El modelo generado presenta una division muy fina de la estructura, Se
obtuvieron las coordenadas en el espacio de 1767 nodos, con los que se
generaron 1078 elementos, se obluvieron las rigideces de 234 resortes. El

trazo de la malla aparece en la figura(4.5).
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Figura 4.3, Malla de elementos finitos SEG. Confignracion no defornude.
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El archivo generado para el segundo andlisis se denomina SEG. En este
archivo se vaciaron todos los datos obtenidos mediante las hojas de calculo
referentes a las coordenadas e interconexion entre los nodos, rigidez de los

resories de los apoyos, condiciones y combinaciones de carga.

El archivo SEG se procesdo varias veces en el SAP90; haciendo
modificaciones en las condiciones de apoyo de la base de la corting, debido a
que se presentaban deformaciones y esfuerzos excesivamente grandes. Las
correceiones se hicieron bajo la justificacion de que en la parte baja de la
cortina, ¢l empotramiento de la estructura en la roca es importante; por lo
que en la base se restringié el desplazamiento en fas direcciones X y Y, en las
cudles no existia restriccion anteriormente; sin embargo, en la parte baja de
las laderas se siguieron presentando deformaciones excesivas. Al observar la
figura (4.6), donde se muestra la configuracion deformada de la estnictura,
se comprueba que las condiciones de apoyo consideradas en el andlisis pore
cargas de prueba, difieren significativamente de las consideradas en el

modelo de clementos finitos.

133



Omax.= 9.87 mm.

Vigura 4.6. Malla SEG. Configuraciin deformada para la combinacion de

carga I3; Azobves y Presion idrosuitica,
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4.8. 'T'ercera Malla.

La teveers malla fue generada o partie de kmalla denonomada SEG. En el
archivo SEG, se restringieron 1odos los desplazamientos en la base, exeepta
¢en la direccion 7.y se observe que las deformaciones en los apoyos de los
arcos inferiores son mayores en ¢l modela de elementos finitos, que en ¢l de
cargas de prueba. Se habia supuesto que al restringir la base, ol efecty de las
mensulas redneiria las deformaciones en las apoyos de los arcos inferiores.
sin embargo. esto no sucedio tver figura - o). lo que significa que Ia corting
trabaa coma areo en casi toda su alra Queda elaro que aon en la parte
inlerior de la cortina. ¢l trabaja de las ménsulas para contener el empuje del
agua es despreciable, v que su trabajo se cancentra principalmente en resistir

la carga axial vertical

Haciendo modificaciunes en las condicianes de apoyo de la parte haja de la
corting, se decidio restringir el desplazamiento hacia aguas abajo, para que
las condiciones de apoyo se apegaran mas a las consideradas en ¢ modelo de
cargas de prucba. LI archivo que generit la malla con las condiciones de

apoyo antes mencionadas, se denoming TERCERQ

El archivo TERCERQ genera el mismo mudelo de elementos finitos de la
estructira y las mismas condiciones de carga que el archiva SEG. con la
diferencia de que en el tercer analisis, se considero que abajo de la cota 1421,
¢ desplazamiento en fa direccion hacia aguas abajo (direccion Y) esta

restringida.

La cuantificacion de las ireas tributarias para el calculo de cargas puntuales y
Ia abtencion de la rigidez de los resortes que simudan la roca, se realizo de fa

forma descrita en Jas seeciones {4 2) y (4 3)
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Como resultados interesantes del analisis de la malla TERCERO, se prede
sedalar que en la direccion X los esfuerzos de tension no superaron los -15
kg/cm: , mientras que en la direccion Z, las tensiones fueron mayores en
magnitud a los 20 kg/cmz Para ifustrar lo antes dicho se presenta la figura

@7

Al restringir el desplazamiento hacia aguas abajo en el archivo TERCERO;
se presentaron, ¢n general, compresiones en los apoyos de la zona baja de la
cortina, sin embargo, se hizo notoria una zona de tension en la margen
izquierda, abajo del bloque de apoyo; debido al excesivo desplazamiento que
sufre el bloque haeia aguas abajo. Otra razén que puede tener la aparicion de
estas tensiones excesivas, es que la geometria de la estructura en esta zona se
presenta como un vértice, por el cudl la cortina trata de “colgarse™ del bloque

de apoyo.

El desplazamiento excesivo del bloque de apoyo revela, una vez mas, las
diferencias en las consideraciones de la rigidez en los apoyos entre el modelo
de elementos finitos, y el de cargas de prueba. En la figura (4.8) se puede ver
la configuracion deformada para la combinacion de carga B que incluye In

presion hidrostatica y la carga de azolves.

En la interpretacion de los resultados del analisis TERCERQ se gralicaron,
comparativamente, las direcciones de las resultantes de los arcos obtenidas
con el métado de las cargas de prueba y el método de los clementos finitos.
Las observaciones principales hechas en base a la direccion de las resultantes

de los arcos son:

-En la zona del bloque de apoyo se presentan tensiones en el area de

contacto conereto roca.
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-En los arcos inferiores la direecion de 1a resultante no es perpendicular a la
superticie de cantacto concreto roca, sino que en el diseiio de la cortina, se

confia importantemente en la resistencia al cortante de la roca de apoyo.

La direccion de las resultantes de los arcos 3-103 al 10-110 se presentan de
las figuras (4.9) a (4.12), en donde se aprecia que en los arcos mis bajos (del
8-108 al 10-110) la direccion de la resultante con respecto a la superficie de
contacto concreto roca, dista de ser perpendicular. Es importante aclarar que
de las figuras (4.9) a (4.12) no se comparan los valores de las resultantes
obtenidos con los diferentes métodos, sino que simplemente se presentan las

direcciones de las resultantes.
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dméx.= 8.8 mm

Fignra 4.5 Mulla de elementos  finitos  TERCERO. - Configuracion

deformadu para la combinacuin de carga B, Azolves y Presion hidrostitica.
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4.9. Cuarta y Quinta Mallas.

El trazo de las mallas CUARTO y QUINTO se basaron en las observaciones
hechas a los resultados obtenidos de la malla TERCERO. La malla
CUARTO consistio en la misma division de elementos que la tercera malla,
con la salvedad de que se propuso una roca de cimentacion indeformable. Al
restringir los desplazamientos en los apoyos de la cortina, se obtuvieron
resultados muy diferentes a los obtenidos con el método de cargas de prueba;
se observo la generacion de importantes estuerzos de tension ¢n la porcion

aguas arriba de los apoyos de tos arcos.

La principal pregunta que se plantca a partir de los resultados de la matla
TERCERO es: jEl método planteado para obtener la rigidez de los resortes

que simulan la interaceion concreto roca es correcto’

La respuesta es definitivamente no; ya que la rigidez de los resories
considerados en la cimentacion, se caleulo bajo las hipotesis de que la carga
se aplica sobre un érea en direceion perpendicular a un plano que limita a un
medio semi-infinito; es decir, que no considera la transmision de fuerzas
cortantes. Ademas, en la definicion del modulo de reaccion expuesta en la
seccion (4.2) se considera que la estructura que transmite la carua es
infinitamente rigida con respecto al suelo; contrario & lo que ocurre en la
cortina de Zimapan, donde la roca es mas rigida que el concreto. Mas adn, el
método de calculo supuesto de la rigidez de los resortes en funcion del area

tributaria de apoyo, carece de precision, e induce un error significativo.

Las propuestas para resolver ¢l problema relativo a la rigidez en los apoyos

pueden tomar varios caminos:
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Uno de ellos es la cjecucion de un desarrollo algebraico que tome en cuenta
la influencia de las fuerzas de corte aplicadas sobre la superficie del medio
semi-infinito, como el considerado por el U.SBR. (1977) para la
cimentacion de arcos y ménsulas en el método de las cargas de prucba. Este
camino requiere de un desarrollo tedrico importante, por lo que escapa a los

alcances de csta tesis.

El segundo camino planteado, se basa en el uso de elementos finitos para
modelar no solo la estructura, sino también una porcion del suelo en que se
apoya. Para resolver el problema de modelar la roca de apayo con elementos
finitos, en este trabajo, se plantean dos alternativas. La primera se ilustra en
la figura (4.13), y consiste en considerar la roca de apayo como una
extension del arco de la cortina, obviamente, se consideraran para la

estructura y para la roca de apoyo, sus respectivos modulos de deformacion.

Fignra 4.13. Modelado con elementos finitos de la interaccion swelo
estruciura. Con linea griesa se distinguen los elementos de concreto e oy

del apaya simulado.
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La segunda alternativa consiste en modelar con clementos finitos la zona del
caion en donde se sitia la cortina. Esta idea se explicard mas ampliamente en

¢l siguiente capitulo.

La mnalla denominada QUINTO, se generd a partir de la idea de considerar la
roca de spoyo como una extension del arco. Para esta aliernativa de
maodelado se denomina zapata a la extension del arco. E primer problema
que se produjo al generar la malla QUINTO, surge del hecho de empotrar las
zapatas a cierta distancia del contacto concreto roca, y de que la superficie
de empotramiento debe ser mas o menos perpendicular a la direccion del
empuje de los arcos Si se analizan las direcciones de las resultantes de los
arcos en diferentes planos horizontales, es posible hallar la oricntacion que
debe tener Ia superficie de empotramiento de ln zapata a diferentes niveles,
sin embargo se debe recordar que se esta tratando con un problema en tres
dimensiones, por lo que la forma de la superficie de empotramiento generada

puede inducir errores grandes en la estimacion de la rigidez de la roca.

Adicionalmente al problema antes planteado, debe considerarse que la
dimension de la cara de empotramiento no puede ser muy grande, ya que si la
resultante no pasa dentro del tercio medio de la cara empotrada, se generan
tensiones cn la zapata, las cuales pueden exceder la capacidad de la roca y
por lo tanto invalidar el modelo propuesto. En la figura (4.14) se presenta la
malla QUINTO, puede observarse que la superficie que se empotra presenta
una geometria no uniforme, lo cual plantea fuertes dudas con respecto a la

obtencion precisa de la rigidez de 1a roca.
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Figura 4. 14, Configoracion no deformacke de la malla QUINTO.
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4.10. Analisis Final.

En esta seccion se presenta una segunda alternativa para la simulacion del
apoyo de la cortina, esta alternativa consiste en modelar una porcion grande
del material de cimentacion en contacto con la estructura. Para ilustrar la

propuesta anterior, se presenta la figura (4.15).

En las dos opciones presentadas para el modelado con elementos finitos del
suelo, se considera que a cierta distancia de la estructura, la deformacion es
va desprecible, por lo que la malla del suelo se considera empotrada a una

distancia “grande” de la estructura.

Para precisar lo que es una distancia lo suficientemente “‘grande”, es
necesario proponer diferentes mallas de clementos finitos; hasta “encontrar
una en la que los esfiierzos en los apoyos sean insignificantes; ademas, se
debe revisar que las fuerzas transimitidas a la roca no produzcan esfuerzos
que sobrepasen la capacidad resistente del material. Debe tomarse en cuenta
que un ingeniero con experincia puede tener una buena idea de la direccion,
magpnitud y efectos de los esfuerzos generados dentro del macizo rocoso; por

lo que puede generar un modelo con buen apego a la realidad.

Tomando en cuenta lo antes dicho, y los resultados poce consistentes
hallados con los modclos presentados anteriormente; se procedio a gencrar
una malla que considerara una porcion lo suficientemente grande del macizo
rocoso de la boquilla para obtener resultados que no presentaran diterencias

debidas a las condiciones de apoyo.
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Figura 4.15, Modelado con elementos finitos de la interaccion suelo
estructura, haciendo un modelo que considere, ademas de la geametrla y

material de lu corting, la geometria y material de la boguilla,

El modelo generado tiene como nombre SEXTO y los elementos se
generaron de manera semejante a los de los modelos anteriores; se dividio la
esturctura con 19 planos horizontales y 8 verticales en ¢l cuerpo de la
cortina. £l modelo tiene 2130 nodos, de los cuales 696 definen la geomelria
de la cortina y el resto se sitian dentro del macizo rocoso, se generaron [354

clementos, 390 con las propiedades elasticas del concreto y 958 de roca. Lus
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dreas tributarias de los nedos se caleularon con el uso de una computadora,

siguiendo el método descrita en fa seccion 4.3.

Iin las figuras (14.16) y (14.17) se presenta la geometria de la malla SEXTQ.
n estas figuaras debe tomarse en cuenta que los elementos que representan
la roca, tienen sus fronteras desde ¢l origen del sistema de coordenadas del
modelo de elementos finitos, 270 metros haeia las margenes izquierda y
derecha, 300 metros hacia aguas abajo y 100 metros hacia aguas arriba. En la
primera propuesta de la malla SEXTO, los elementos partian en direccion
vertical, desde 50 metros por debajo del desplante, hasta la cota de la corona,
sin embarge, al observar los esturzos y la configuracion deformada de la
corting, se observo que el arco de la corona se apoyaba sobre una esquina de
la raca, lo que provecaba deformaciones evcesivas hacia dentro de fa masa
rocosa. Para corregir esto y apegarse mds a la geometria del cafidn, se

colocaron elementos hasta 250 metros arriba del desplante.

Para ¢l modelo de la roca, se considerd un peso especifico nulo; ya que los
esfuerzos que se generan en la roca, por efecto de su peso, existen desde
antes de la construccion de la cortina; asl que los esfuerzos que produce ésta
sobre el suclo, son adicionales; mas adn, los estuerzos generados por el peso
propio en el macizo rocoso, pueden verse disminuidos tras la construccion de

Ay
la cortina debido a la infiltracion de agua en las grictas,

Los desplazamicentos de la roca se restringicron en la superficie que queda
hacia aguas abajo, y en los nodos de frontera que se encuentran hacis abajo

de Y= 0, como se muetra en la figura (14.17).
Para el modelo SEXTO, se consideraron las mismas 3 combinaciones de

carga que para los otros modelos de elementos finitos presentados en el

capitulo anterior.
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Figura 14.17. Malla e clementos finitos SEXTO. Configuraciion no
deformada, donde se muestran los nodos con desplazamientos restringidos

endoecciones Xy Y.
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Analisis Definitivo ¢
Interpretacion de
Resultados.

En este capitulo se presentan aigunos resultados de interés del
ultimo andlisis efectuado con el Método de los Elementos
Finitos y se presenta el andlisis de un arco independiente con
fres mallas diferentes,

5.1. Resultados del Analisis Definitivo.

Para la revision de los rercsultados obtenidos con el andlisis de la malla
SEXTO, se presentaron algunas dificultades. En primer lugar, las graficas
que presenta el SAP90 con los resultados referentes a esfuerzos, no son
confiables; ya que las lineas de igual esfuerzo se trazan por interpolacion de

los esfuerzos obtenidos en los nodos. Debido al hecho de que en la frontera

de los elementos finitos las derivadas de la funcion de desplazamientos u no
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son continuas en un hodo que es comin a varios elementos, se obticnen
tantos valores de esfuerzo como el nimera de elementos que tienen un nodo
en comun; por lo que al interpretar fos resultados de esfuerzo, de deben
considerar fos valores promedio en cada nodo. Ef programia, en el momento
de graficar solo una porcion de la estructura, no considera los valores
promedio de todos los esfuerzos calculados en un nodo; sino que grafica
valores diferenfes, por lo que al considerar solamente porciones de ‘la
estructura, los valores mostrados par las graficas no deben considerarse

confiables.

La {nica forma de que los valores mostrados por las graficas sean confiables,
es en el easo de que se grafique toda la estructura, como en la figura (4.7)
Sin embargo, en el caso del modelo SEXTO, es imprictico graticar foda la
estructura, ya que los elementos que representan la roca no perniten

visualizar adecuadamente los esfuerzos en la cottina.

La interpretacion de resultados del modeto SEXTO, se realizd leyendo fos
listados de resultados que da el programa de elementos finitos. De esta
forma, las graficas presentadas se trazaron en base a los esfuerzos promedio,

desplazamicntos, y fuerzas actuantes en eada nodo.

Adicionalmente at problema antes mencionado, no es ficil trazar las
direcciones de las resulfantes de los arcos en los apoyos; ya que, a diferencia
de los anlisis previos, los nodos que representan la zona de contacto
concreto roca, no estin restringidos, sino que forman parte de la pare
interna de la malla; por lo que la obtencion de las fuerzas nodales se debe

realizar elemento por elemento.
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fode 138 nodo 18

] -105000
-35000
35080
105000
175000
245000

Maxima de compresion: 22 gx10" kg/ln: nodo 138

Maxima de teasion: 6 09x10” kg/m: . hado 18

1 kglcm: = 10000 kg/m:

Fagnra 3.1 SENTO. Visia desdde agnay arveba de ox esfierzos en direcenin

2tk m g Comboocion de corga B: Azolves y 'resion hidvastatiea.
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nodo 168 nodo 18

oy -1 26000
| - 4000
I 40006

120000
| 200000
b 080000

Maximo de compresion: 26.4x10" kg/rnz nodo 168

Maximo de lension" 9 15x10"I kg/m: nodo 18

1 kgfem® = 10 000 kg/m”

Fagwra 3.2, SEXTO. Vista dose agnas arrtha de - los exfaerzos en direceion

.
7 thgon” ). Comhmacrin v cargo C Azolves, Prosion hdrostatiea y Sismio
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Para la intespretacion de los resultados, se debe recalcar el orden en que son
obtenidos por el programa de clementos finitos: Primeramente calcula los
desplazamientos nodales de la estructura; a partir de los desplazamientos’

nodales y en base a la funcion de desplazamiento U de un elemento, se

obtienen las deformaciones como derivadas de W, y con las propiedades
clasticas del material, se obtienen los esfuerzos nodales. Las fuerzas nodales
se caleulan a partir de los desplazamientos y las matrices de rigidez de cada

clemento.

En las figuras (5.1) y (5.2) se presentan graficas de esfuerzos en direccion Z.,
El maximo esfuerzo de tension aparece en el contacto inferior de la cortina
con la roca, micntras que aproximadamente 45 metros arriba, se presenta el

maximo de compresion.

5.2. Analisis dc un Arco Independiente.

Pura complementar el andlisis de la corting de Zimapédn con el método de lus

elementos finitos, se realizo un analisis plano de csfuerzos en un arco

independiente.

La geometria del arco se tomé de la cota 1379 del modelo de cargas de
prueba, que cs cl arco mas bajo. Las cargas actuantes sobre los nodos, se
calcularon enbase a la presion hidrostatica actuante en la cota mencionada; y
no se considerd peso propio, ni azolves. ni efectos sismicos. Se considero
una malla semejante a la empleada en ¢ analisis con elementos solidos; es

decir, s considero 1a geoemtria del arco y de la roca de apoya. Los
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clementos utilizadus son clementos planos, que trabajan en forma semejante

a los elementos solidos, pero en solo 2 dimensiones.

La finalidad principal de este analisis es visualizar la deformacion de un arco
infetior; el cual transmite parte importante de la carga a la roca de apoyo por
¢l efecto de cortante. Para esto se comparan fas deformaciones del mismo

arco dividiéndolo en su espesor en 2, 3y 6 elementos con lados rectos

En las figuras (5.3), (54), y (5.5) se presentan las configuraciones
deformadas obtenidas con fas tres mallas analizadas. En la altima figurs
mencionada, se presenta la malla mas fina, de la cual se obtiene la
cofiguracion deformada mas precisa, las observaciones se deben concentrar
en Jos apoyos del arco, donde la seccion del arco adopta una forma que dista
mucho de ser plana, con lo que se contirma que cerca de los apoyos se

producen importantes deformaciones por el efecto de cortante.

Comparando las figuras (5.3) y (5.4) con la (5.5), puede observarse que el
uso de dos elementos en el espesor del arco proporciona una aproximacion
pabre de los efectos de los esfuerzos cortantes; la cual mejora sensiblemente
con el refinamiento de la malla. La comparacion aqui presentada es sélo
cualitativa y tiene como Unieo objetivo el dejar claro que en zomas de la
estructura donde se presenten importantes esfuerzos de corte, se debe contar
con una division muy fina de clementos finitos 6, en el mejor de los casos,
hacer uso de clementos isoparamétricos que no se restrinjan a representar

solamente variaciones lineales de desplazamiento en sus contornos.
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Ligura 5.3, Configuracion deformada del arco 10-110 considerdndolo en
SJorma imdepemdiente y utilizando 2 elementos pora representar su espesor,
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Figura 5.4, Configuracidn deformada del arco 10-110 considerdandolo en

Jorma independiente y utilizando 3 elementos pard representar s espesir.
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Fignra 5.5, Configuracion deformada del arco 10-110 considerdandolo en

Sorma indeprendiente y utilizando 6 elementos para represeniar su espesor.
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Comparacion de
Resultados.

En esta seccion se presenta la comparacion de los
desplazamientos y esfuerzos mds imporfantes obtenidos con el
Método de las Cargas de Prueba, y el Mélodo de los
Elementos Finitos para la cortina de Zimapan.

6.1. Comparacion de los Desplazamientos.

Para comparar las deformaciones obtenidas del método de cargas de prucba
con las del modelo de elementos finitos, se presenta solamente en fa figura
(6.1), una grafica comparativa de los desplazamientos que sufren las

ménsulas.
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Figura 6. 1. Comparaciion de los desplazamicntos obtenidos de las mdusulas
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los elementos finitos.
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Se cansideran en la grafica de It figura (0.1) las ménsulas 200, 300, 400, 500
y 600 para la condicion de carga C. Los desplazamientos abtenidos del
métoda de clementos finitas. resultan de la suma vectorial de los
desplazamientos ¢n direcciones X y Y, y todos tienen sentido hacia aguas

abajo.

En el cuadro (6 1) se pueden ver los maximos desplazamientos obtenidas con
¢l método de las cargas de prueba y el método de los elementos finitos para
las combinaciones de carga B y C. Se observa que los desplazamientos
aobtenidos mediante elementos finitos son, en general, menores que los
obtenidos por el métoda de cargas de prueba. De la combinacion de carga B,
¢l desplazamiento maximo obtenido con elementos finitos es 20 % menor
con respecto al obtenido con cargas de prueba, de la misma manera la
combinacion de carga C presenta una diferencia de 15.7 %. La causa de las
diferencias antes mencionadas son basicamente las diferentes hipotesis de que
parten ambos métodos, y las diferentes formas de idealizar fa rigidez de la

raca de apoyo.

Desplazamientos en mm

Condicion de carga Cargas de Elementos

prueba finitos

B ) Embalse lleno a la cota 1563 m.s.nm.

y azolve a la cota 1432 ms.n.m. 10.5 8.4

C ) Embalse llena a la eata 1563 m.s.n.m.

Iazolve ala cota 1432 ms.n.m. y sismo 13.4 11.3

Cuadro 6.1. Comparacion entre las deformaciones mavimas obienidas
hacia agnas abajo entre los modelos de cargas de pruebu y ol de elementos

Sinitos,

163



6.2. Comparacion de los Esfucrzos.

Los esfuerzos obtenidos del programa de elementos finitos se presentan en
direccion de los ¢jes de relerencia X, Y y Z; ademds, los listados de salida
contienen los valores de esfuerzos y sus dirccciones principales en cada
nodo. Para hacer comparables los esfucrzos en direccion del eje del arco
obtenidos del analisis por cargas de prueba con los abtenidos por clementos
finitos, se hizo necesario recurrir a las ecuaciones de la mecinica del medio
continuo, que permiten conocer, a partir de fos efuerzos axiales y cortantes
referidos a los ejes X, Y y Z, los esfuerzos en la direccion deseada; en cste

caso, se calcularon los esfuerzos axiales cn la direccion del eje del arco.

De las figuras (6.2) a (6.5) se presentan graficas comparativas de esfuerzos
en direccion del eje del arco. Se observa que las mayores discrepancias en los
resultados, se presentan cn los arcos superiores, micntras que en los
inferiores, los valores de los esfuerzos obtenidos con los dos métodos son

parccidos.

En la combinacion de carga B, el modelo de elementos finitos presenta una
tension méxima de 6.1 kg/em? en la cara aguas arriba del arco de la corona
(1-101); mientras que la maxima tensién que presenta ¢l modelo de cargas de
prueba es de tan sélo 3.5 ky,lcm2 aguas abajo del arco mds bajo (10-110).
La mayor tension que presenta el modelo de elementos finitos en la cara

2 en e arco 6-106, en el caso de las

aguas abajo es de 3.5 kg/em
compresiones maximas, se obtienen 67.6 kgfem? en el arco 8-108 a

diferencia de los 62.3 kg/em® obtenidos en ol arco7-107 del modelo de

cargas de prueba.
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Figura 6.2.Comparacion de esfuerzos axiales en direceion tangencial de los
arcos, obtenidos por el método de cargas de pracha y el método de los

elementos finitos, Combinacion de carga B,
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Figura 6,3.Comparacion de esfierzos axiales en direccion tangencial de los
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En la combinacion de carga C, el programa de elementos finitos reporta la

tension maxima en la corona can 8.3 kg,/cmz y la mayor tension aguas abajo
)

en ¢} arco 6-100 de 5.7 kg/em™  Por ¢l método de cargas de prucha se

. 2 ‘. .. . .
obtienen 10.8 kg/em” como tension mixima, en o arco mas bajo. La
maxima compresion en direceion horizontal que presenta el modelo de

elementos finitos ¢s de 85.1 kg,/cm2 aguas abajo del arco 8-108, en ¢l apayo

derccho; niientras que el método de cargas de prueba reporta en la misma

" o 2
zona, la mixima compresian de 79.7 ky/em

De los esfuerzos obtenidos en direccion de las ménsulas con ¢l método de las
cargas de prueba, se obtuvicron las graficas de las figuras (6.6) a (6.13). Para
la comparacion de los esfuerzos, se considerd que el esfiterzo en direccion de
las ménsulas es semcjante al esfuerzo en direccian Z del modclo de

elementos finitos.

Para la condicion de carga B, el modelo de clementos finitos muestra como
tension maxima 6.1 kg/cm™ aguas arriba en la base de la corting; a diferencia

del vator obtenido por cargas de prucba que es de [.9 kg/cm2 Las maximas

compresiones obtenidas, se presentan en la zona central de la cortina con

valores de 22.9 kg/em’ , abtenido por elementas finitos, y 53.9 kg/em’ por

cargas de prucba.

Para la condicidn de carge C, el modelo de elementos finitos reporta como
esfuerzos maximos 9.15 kg/em? en tension y 264 l(g/cm2 en compresion,
mientras que ¢l cileulo con el método de cargas de prucba arroja 2.8 kg/em?

o 3 e
en tension v 59.6 kg/em® en compresion.
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En el cuadro (0.2) se hace una sintesis de los valores de esfiezo obtenidos

con el metodo de los elementos finitos y el de cargas de prueba; Tos esfirerzos

que se presentan san axiales y actian en la direceion de los arcos y de las

mensulas, segun sea ¢l caso.

— e omE -

—rmremsopesagie e

Combinacion de carga

B ) Embalse lleno a
la cota 1503 m s nm.
y azelve o Ia cotp

1432 m.s.nm.

C) Embalse fleno a
la cota 1563 m.s.n.m,,
azolve a 1a cota 1432
m.s.nm. y sismo

a=021 g

Paramento aguas ariba

Compresion Tension

56.6

40.7
478

Estirerzos en l\‘g/cn'l: S T
Paramento aguas abajo
Compresion {Tension
a5 623 | 88 T
Arco
-6.1 670 .15
539 a9
Mensula
-0.1 20.22 -3.4
6 76.1 -10.8
Arco
-84 85.1 58
5906 28 o
Ménsula
9.1 2423 =542

b=z

Cudro 6.2, Comparacion de los esfucrzos obienidos con el método o

cargas de prieba v el méioda de los elementos finitos, bn lo parie superior

e cada casitla se presenta el valor obienido por cargas de prieha y en la

inferin, el obtenida con elementos finitos,
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En las grificas y resuttados presentados en este capitulo, se pueden observar
diferencias importantes de algunos valores de esfuerzos obtenidos eon los
dvs métodos. Mas que evaluar tas diferencias entre tos resultadas obtenidos,
se explican algunas causas que propictan discrepancias entre las modelos que

S¢ comparan.

De los resultados reportados en este capitulo, se puede concliir que, en
general, el comportamiento de la cortina obtenido con el madeto de
clementos finitos, presenta arcos mas estorzados y ménsulas mas relajadas en
comparacion con ¢l modelo de cargas de prueba; esto se debe basicamente a
las diferentes formas de considerar la rigidez de la roca. Los esfuerzos que se
presentan en los apoyos de los arcos pemiten ver que el modelo de
elementos finitos presenta tensiones y compresiones mayores en estos
puntos; lo que significa que fos momentos flexionantes en los apoyos son
mayores, de donde se concluye que la rigidez de la roca considerada para el
modclo de clementos finitos es mayor a la considerada para ¢l de cargas de

prucha

La diferencia entre las rigideces de la roca, propicia que los arcos del modelo
de clementos finitos transmitan mayores cargas & la cimentacion, lo que se
traduce en ménsulas mas relajadas; pero que en su base presentan esfuerzos
de tension.aguas arriba de hasta 9.15 lq.;,/cm2 en donde no se presentan

tensiones utilizando cargas de prueba.

En las figuras (6.2) y (6.4) se ve claramente que los dos modelos empleados
para el andlisis reportan comportamientos muy diferentes en los arcos
superiores, principalimente en el arco de la corona (arco 1-101); esto se debe
basicamente a que al considerar en el modelo de eargas de prucba seeciones

planas de los arcos, fa deformabilidad del bloque de apoyo es minima, y que
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el desplazamiento que éste sufre hacia aguas abajo, lo hace como un cuerpo

rigido; afectando la distribucion de esfuerzos en todo el arco.
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Conclusiones y
Recomendaciones.

En el Ulimo capitulo de esta fesis, se expresan fas conclusiones
a las que se llegd aduranie su desarrollo, y se dan algunas
recomendaciones prdcticas que pueden ser de uliidad paa
trabajos futuros relacionados con el modelado de cortinas de
arco por el Método de los Elementos Finitos.

7.1. Conclusiones.

-Las diferencias de los resultados obtenidos con ¢l método de elementos
finitos permiten concluir que en ¢sie modelo la cortina tiene un trabajo mas
importante por el efecto de arco que el reportado por el método de cargas de
prueba. Esta diferencia se traduce en estiterzos superiores en los arcos y con

esfuerzos en las ménsulas menores en compresion y mayores en tension.
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-El método de los elementos finitos permite representar con gran fidelidad fa
geometria de fas estructuras para su analisis, sin embargo, ¢l trazo de la maila
requiere de un claro conocimiento de la manera en que fa estructura se
detorma Esto queda claro en ¢l modelo definitivo presentado en esta tesis,
puesto que en la parte inferior, donde los esfuerzos cortantes son
signiticativos, el espesor de fa cortina fue modelado con solo 2 elementos,
con o que la distribucion de deformaciones provocadas por eortante que
ticnen una distribucion parabolica de aguas arriba hacia aguas abajo quedd

representada con poca precision.

-La observacion de la configuracion deformada de la cortina de Zimapan
permite determinar que las cortinas construidas en caiones estrechos, basan

su trabajo estructural en el efecto de arco.

-Deben considerarse en el analisis de estructuras de gran tamafio, los
esfuerzos generados por los cambios de temperatura; ya que al sumarse a los
esfuerzos producidos por las cargas, pueden superar los esfuerzos

permisibles.

-Es importante hacer, en cualquier trabgjo de andlisis estructural, una
idealizacion adecuada de las cargas y las condiciones de apoyo de la
estructura, ya que si las consideraciones iniciales no son adecuadas, la

precision del método empleado picrde significado.

-Se debe madetar con precision Ja interaccion suelo estructura, debido a que
una pequefia variacion en su consideracion puede tomar imporiancia

relevante en la distribucion de esfuerzos en la estructura.

-Actualmente ef método de cargas de prueba es un método prictico para el
disefio de presas de arco; mientras que el método del elemento finito requiere

de mucho trabajo en ef perfeccionamiento de las mallas que se utilizan. Hoy
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en dia se desarrollan programas de computo para facilitar la generacion de
madelos de elementos finitos. En el futro la aplicacion del método de
elementos {initos en el proceso de diseio, deberd automatizarse al maxima,
integranda los programas de anlisis por clementos tinitos a programas de

disefo asistido por computadora.

-La generacion de un modelo adecuado de elementos finitos para una presa
de arco, plantea vemtajas importantes si se¢ considera que se pueden incluir
cargas debidas a diferencias de temperatura e infiltracion de agua; ademids de
considerar variaciones en modulos de elasticidad y anisotropia en diferentes

materiales,

-En ¢l disefio de presas de arco se presentan problemas adicionales al
estructural, fos cuales no han podido resolverse satistactoriamente hasta fa
fecha; uno de ellos es el movimiento de agua en micro y macrogrietas en la
raca de apoyo. Es necesario investigar el comportamiento del agua dentro
del macizo rocoso, debido a que altera el estado de esfuerzos de fa roca y
pucde reducir su resistencia al coste. EI método de tos elementos finitos
puede apiicarse a problemas de este tipo, pudiéndose generar un método

para ¢l trazo adecuado de los sistemas de drenes en [a roca de apoyo.
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7.2. Recomendaciones.

Para fines de modelar presas de arco con o método de los elementos finitos,

se sugiere lomar en cuenta las siguientes recomendaciones:

-Considerar para cada nodo en que esté en contacto la estructura con la roca,
la rigidez de ésta no solamente a carga axial, sino también a fucrzas
cortantes. L.a obtencion del valor de la rigidez del material de apoyo no es un
problema facil de resolver, sin embargo, el desarrollo de un método para
hallar estas rigideces, reduciria el tiempo de generacion de mallas de
clementos finitos, y el tiempo de procesamiento de fos modelos en la

computadora,

-Si no se cuenta con un método confiable para hallar la rigidez de los apoyos;
se recomienda generar un nodelo de elementos linitos que incluya, ademas
de los elementos que conforman Ja estructura, elementos dentro del terreno

de cimentacion.

-Dado que las presas de arco se deben construir en boquillas formadas en
rocas resistentes, el modelo de elementos finitos debe extenderse hacia
dentro del macizo rocoso una distancia suficiente para que las deformaciones

fe la roca, en los puntos en que se empotra, sean pequeiias.

-Ademas se debe tomar en cuenta que la forma que se dé al contorno en
donde se empotran los nados de la roca en ¢l modelo de elementos finitos,
afectara sensiblemente su matriz de rigidez. El proyectista debe apegarse a la
geometria del cafion y debe considerar también que en la zona de roca aguas

arriba, generalmente se producen tensiones.



-Si se modela una cortina de arco con clementos finitos solidos de 8 nodos,
como los utilizados en esta tesis, se recomienda utilizar, para el modelado de
arcos (0 en su caso ménsulas) que transmitan importantes esfuerzos de corte
al terreno, mas de tres clementos tinitos en ¢! espesor de la cortina; debido a
que las deformaciones producidas por los esfuerzos cortantes no varian
linealmente de la cara aguas arriba a la cara aguas abajo, sino que lo hacen

parabolicamente.

-Complementando la recomendacion anterior, debe explotarse el uso de
elementos isoparamétricos, ya que ademds de permitir una mejor
aproximacion de la geometria de la estructura, permiten modelar variaciones

parabélicas de esfuerzos, como las provocadas por fuerzas cortantes.

-Se recomienda que en un modelo que incluya la cortina y la raca del caiton,
se generen al menos la misma cantidad de elementos en el cuerpo de la
cortina que en ¢l material de la boquilla; puesto que e! uso de una gran
cantidad de elementos para modelar la roca cs excesivo; ya que como se vio
en este trabajo, la variacion de esfuerzos en el macizo rocoso es importante

solamente en la proximidad def contacto con la estructura.
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