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INTRODUCCION

En afos recientes, la Investigacion de Operaciones ha tenido un impacto
crecienta en la Administracidn y Tomas de Decisiones, tanto en los sectores
publico como privado, debido en parte al desarrallo tecnolégico que han. tenido
las computadoras, las cuales han servido como una herramienta fundamental de
apoyo, para los madelos y técnicas de solucion que se emplean.

La Invastigacion de Operaciones contempla dreas como: Programacion
Lineal, Programacién Dindmica, Programacion Entera, Teoria de Inventarios
Programacién no Lineal, Teoria de Localizacién etc.; en las dos ultimas dreas se
enfoca este frabajo,

La programacién no lineal tiene gran capacidad para manejar rasiricciones
de desigualdad, el alcance de la discusion de este trabajo sobre Optimizacién
serd ampliada considerablemente, Ademés de su aplicabilidad obvia a problemas
pricticos de la direccion y administracion de empresas, también facilita a los
economistas astudiar |a teoria del consumo, produccién y asngnacuén de recursos
desde una nueva ponpectiva cabe mencionar que la aplncacuén de la
programacion no lineal s muy amplla dado que muchos problemas reales son
no lineales. f

La teoria de localizacién de servicios es una técmca ampodame pero poco
conocida, (a cual ha ofrecido y ofrece un gran potenclal para la solucidn de
problemas donde se tenga que localizar uno o mas serwcuos que asy vez deben

- atender o salisfacer @ un conjunto de usuarios o centros de’ demanda

Entendiéndose por servicio: un hoapital una eotacaén de bomberos 0 de policia -

- un distrito polltico otc.

; Uno de los problemas que enfranta la teoria de Iocallzacnén es, cuando la "
‘Iocahzacién para el nuevo servicio coincide con la Iocahzacién de algun centro de :
T‘demanda ‘eslo significa- que no exnste alguna garantla de que la locallzaclén o

6ptlma del nuevo servicio nunca seré igual ala Iocalazaclén de algun centro de‘




demanda, entonces, por las condiciones del problema se decidié aplicar algunos
mélodos de programacién no lineal que son completamente iterativos.

El principal propésito de este trabajo es comprender y analizar la
programaclén no lineal y los diferentes métodos que se desprende de elia y su
aplicaclén en el problema de localizaclén de serviclos, y a su vez ellminar la
dificultad que presenta la localizaclén de serviclo con métodos que no requlere
que la funcién sea diferenclable. Especificamente, deseamos diseflar e
Implementar un sistema de cémputo que resuelva de forma optima el problema de
Jocalizaclon de servicios, que evite utilizar e] método de aproximacién hiperbélico.

Este trabajo se desarrolla como sigue; En el primer capitulo, se presenta
un panorama general de la Investigacién de Operacicnes (. de O.), por ejemplo,
el surgimiento y desarrolio de la . de O., asi como, la piedra angular de la
mismas que es e! modelo y se explican los diferentes modelos que utiliza la |. de
0. y también se explican los problemas mas comunes que abordalal. de O.

En el segundo capitulo, se presenta una introduccién de programacion
lineal, enunciando principalmente las ventajas y desventajas que presenta su
utilizacién. Posteriormente, se enuncia la optimizacion clésica y de igual forma,
como en el caso anterior se enuncia las ventajas y desventajas que presenta en
la solucion de problemas. Esto permitiré dar un marco de referencia para el
analisis y formulacion del problema de prog'ramacién no lineal. Se analiza los
principales métodos que utilizan para resolver prablemas de optimizacién sin
restricciones y con restrlcclones ‘

Enel tercer capitulo se presanta los elementos anailticos necesanos para e

la - formulacién del problema de locahzacuén en el ané!lsls y. resaucion det’ . |

problema de localizacidn de servicios en el espacio de soluciones contlnuo es |
decir, se describe el problema de. Iocallzaclén de servicios, la. cual se dwide en o
dos partes; la primera parte es para un solo servicio, en este caso se trabaja oon, o

_lanorma rectanguar 0 Manhattan ‘considera quela dustancia entre dos puntos no-
- 88 la linea recta sino el minimo numero de calles que debe recorrer ‘el otrg tnpo’
- de problema esla Ilamada norma eucl |d|ana consudera que la mas corta entre’

dos puntos es la linea recta que los une. En la segunda parte, es la Iocatlzamén

,de varios nuevos serwcuos con respecto a muluples centros de. demanda En.

este punto el problema de Iocailzacuon deun solo servicio puede ser consuderado :

-coma- un" caso partlcular del problema de multlserwcios este tlpo de_ :




localizaciones ocurre en el mismo contextc que se presenté en la seccién de
localizacién de un solo servicio.

En el cuarto capitulo, se presenta un analisis y comparacién de los
principales algoritmos de solucién no lineales, para resolver problemas de
localizacion de servicios. - Los métodos que se programaron son: Fibonacei,
seccion de oro y Powell, estos métodos cumplieron satisfactoriamente las
condiciones del problema, es decir, el proeblema requiere que los métodos por la
cual se va a resolver debe ser directo, que no se base en el gradiente o matriz
Hessiana. Los métodos de programacion no lineal se compara con el método de
aproximacion- hiperbdlico; con esta comparacién se deduce que los métodos de
programacion no lineal proporciona mejor solucién que: el método plantea‘do por
localizacién de servicios. .

En el quini'o capitulo, se establecen las condiciones del trabéjq y se
presenta algunas sugerencias de acuerdo a los resultados obtenidos en los

capitulos anteriores.

Lo anterior se resume en el siguiente cuadro sinéptico,y

i
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INTRODUCCION A LA INVESTIGACION DE OPERACIONES

El objetivo de este capitulo es prasentar al lectar lo que es la Investigacion
de Operaclones, mostrando la manera de como se le usa y sus ventajas.

Se explica en sste capitulo las condiciones que deben existir para que la
Investigacidn de Operaciones se pueda aplicar en la solucidn de prablemas
reales, Ademds, de explicar las diferentes etapas por las que necesariamente
debe pasar todo estudio o proyecto ds Investigacion de Opéraclones,

1.1 (Qué os Invcs(lgacidn de Operaciones?

No es facil definir qué es Invaestigacién de Operaciones {I. de O.). Existen .
diversas definiciones en los textos, pero se podria establecer que Ia‘ Investigacién
de Operaciones a8 un enfoque cientifico in(erdiscipiinafio pdra la‘ solucidn de

: probiemas que_envuelve (a_interaccion. comme;a dinémica y. sub)etwa de
vracursos métodos y slstemas, alos cuaies en- algunos casos no se les’ puode
'proporctonar una soiuclén exacta por medio de los. procodunaentos mateméucos o .

' por medio de técmcas de ensayo y error. La |nvest|gac|6n de Operaclones umiza |
modelos matemiﬁcos eomo un recurso pnmario esm daseﬂada para cuantmcar y L ‘ ‘
* ‘acotar estos problemas den!ro de un marco de resmccnones especiﬁcas mod:dasj S | :
' objenvas y vanables de tal forma que se busquen controles éptnmos de i k

operaclén, decisiones nweles y soluclones O comola defi ne (Churchman, Ackoff : :

Y Amoff 1957) la Invesﬂgacidn de Operaciones' es la aphcacldn por grupos S

interdisciphnarios, del ‘métado cientifico ‘a problemas con 8l control de las

.orgamzaciones o slstemas (hombre-méquma) a fin de que se. produzcan
'_ soluciones que mejor sqrvan a fos objetos de toda la orgamzac:on :



1.2 Antecedentes

La Investigacién de Operaciones (. de O.) se remontan a los afios 1759
cuando el economista Quesnay empieza a utilizar modelos primitivos de
pragramacion matemética. Mas tarde, ofro econamista de nambre Walras, en 1874,
hace uso de técnicas similares. Los modelos lineales de Investigacion de
Operaciones tienen como precursares a Jordan en 1873, Miskowsky en 1896 y a
Farkas en 1903, Los madelos dindmicos probabilisticos tienen su origen en Markov a
fines del siglo pasado. El desarrollo de los modelos de inventarios, asi como el de
tiempos y mavimientos, se lleva a cabo por la década de los veintes de este siglo,
mientras que los modelos de lineas de espera se origina con los estudios de Erlang,
a principios del siglo XX. Los problemas de asignacion se‘est’udi‘an con métodos
mateméticos por los hingaros Konig y Egervary en la seg(mda y lercera década de
este siglo, Los problemas de distribucion se estudia por el ruso Kantorowch en 1939.
Von Neuman cimienta, en 1937 lo que afios més tarde culmmaria eomo la Teor(a de :
Juegos y la Teorla de Preferenclas(esta ultima desarrollada en: conjunto con‘

' Morgestern) Los modelos matematicos de la I de O. que utmzaron eslos

precursores “@staban basados en el Cé|culo D|ferencial @ Integrai( NeMon
Lagrange, Laplace Lebesgua Leblmtz Relmman Stleltjes pormencionar algunos),‘

en la probabmdad Y Ia estadistica (Bemoullu, Poxsson Gauss Bayes Gosset" k
Smdercor etc) :

En la Segunda Guerra Mundial fue cuando la 1. de O. empez6 a lomar auge,

‘pnmero se le ulmzé enla |og(st|ca estraléguca para vencer al enemngo (teorla de :

- Juegos) y, més tarde al fi nalizar la guerra, en.la: loglshca de dlstnbucién de los: - ‘
fecursos mﬂltares de los aliados dispersos por todo e! mundo Premsamente eneste |
’ ‘problema ‘que la- fuerza aérea norteamerucana a través de’ su Centro de

Inveshgaclén Rand Corporahon comlsmné a un grupo de matemahcos para que '

“resolviera’ este problema que estaba oonsumuendo tantos recursos humanoS‘
= ﬂnancueros y materla|es Fue el doctor Damzlng el que en 1947 resumiendo ol
lrabajo de muchos de sus precursores inventara eI mélodo sxmplex con Io cual dlo '

e



inicio a la programacién lineal. Con el avance de las computadoras digitales se
empezd a extender la Investigacion de Operaciones durante la década de los
cincuenta en las dreas de programacion dindmica (Bellman), programacion no lineal
(Kuhn Tucker), programacién entera (Gomory), redes de optimizacidn (Ford vy
Fulkerson), simulacidn (Markowitz), inventarios (Raiffa) y procesos markovianos de
decisin (Howard).

Actualmente la Investigacion de Operaciones no s6lo se aplica en el sector
privado (Industrias, sistemas de comercializacién, Sistemas financiercs, transportes
sistemas de salud etc.) sino también en e sector de los serviclos plblicos, tanto ah
los paises desamollados como en los paises de! tercer mundo.

En la actualidad se han disefiado programas profesionales y de posgradd,
(maestria y doctorado) en |a especialidad de Investigacién de Operaciones.

- Resumiendo, la lnvostigndén de Operaciones se apllca é todas‘las éréas del :

‘ eonocumionto al igual que |a filosofia, - sdlo que esta maneja conoeptos e ideas

lodricu mm que la Invuthacién de Operacuanes esla herramienta préctuca ‘

" para la toma do decisiones, como se observaen la suguuente flgufa
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investigacién de Operaciones.
.(préctics) ‘

Figura 1.21.

lLa lnvootigacién de Operaciones todavia %0 encuenlra enuna edad mcmien!e :

y hay mucho por hacer en el desarrollo de este campo. lamo en su leorfa como ensu . ‘
" aplicacion. |

“lLa puedra angular de la lnvutlgacién de Operaclones es’ el modelo que» g |
debe repmontar al fenémeno en estudio- y del cual se obtendré la solucldn al
probloma §i- dicha soluclén satuface 0 resuolve @ prcblema exlstenle en la.
realtdld la raprmnlaclén del modolo habré sido sahsfactona pero si por el s

'contrano, al flevarse a la préctlca los resultados no resuelve el problema el‘ -
" modelo no corresponde ala realudad '




l.3 Modelo

Definiremos un modelo como la representacion simbdlica, simulada o flsica
de la realidad mediante la abstraccion, donde por madio de una teoria adecuada

se [leva a cabo una investigacion y solucion al problema de la realidad, como se
observa en la siguiente figura.

Problema real

_ Abstraccién

" Teoria

. Figura1.32.

Emten dtforentes clasas da modelos ios més comunes son Icémcos

. Analégncoo 0 descﬂptwos Simbéhcos 0 exptzcauvos

;1 Mmu'énkos. Representa la reahdad en proporcnonahdad es decir las‘A :‘ i
‘ 'propuadades relevantoe dol 1en6meno real 3o representa -de” acuerdo con !as Vet
-,'mlsmas propledadas normalmente con un cambio de escala De aqui que en. i
general estcs modelos 38 ven como Io qua repfesantan pero dnfarente en T
o tamaﬁo son nmégenas Aigunos ejemplos comunes son Ias fotograﬂas las




maquetas, dibujos y modelos a escala de barcos, etc. En general, los modelos

jconicos son especificos, concrelas, y dificiles de manejar para fines
experimentales.

2- Modelos Analégicas o Descriptivos: Los modelos analbgicos pueden
representar situaciones dindmicas y se usan mas que los iconicos, porque
pueden mostrar las caracteristicas del acontecimiento que se estudia. Por
ejemplo, las curvas de demanda, las curvas de distribucién de frecuencia en las
estadisticas, los diagramaé de flujo, etc. A menudo un madelo analégico es muy
adecuado para representar relaciones cuantitativas entre las propiedades de los
objetos de varias clases. Al transformar las propiedades en . propiedades
analdgicas, con frecuencia podembs ianementar nuestra capacidad de hacer
cambios. Otra ventaja de los mode!oé ‘analdgicos sobre los iconicos es que
ordinariamente puede hacerse que los pnmeros represente muchos procesos

- distintos del mismo tipo lo que se hace evidentemente en ol flujo de traba]o en
proceso y de productos terminados de una fabrica. No _podria usarse

eﬁcxentemente un modelo icdnico para estudiar jos efectos de cxertos camblos en

el control de calidad. Un diagrama de flujo es un modalo analégtco muy sencmo y o ‘

eﬂcaz en esas suuactones

3. Modelos SIlilcos ) Explicmvos. Estos modelos son conceptuallzaclones :

5 abstractas del pmblema real, se base en el uso de letras numoms vanables y

| ‘ecuacmnes. este’ t:po de modelos son fécnles de mancpular y sa puede hacer con: :
; ellos un gran numero de expenmentos Los modelos simbéhco: toman la forma de e
‘ relaciones mateméucas (casn siempre ecuacuones o deslguaidades“ 5 -

"Inecuaciones") que reﬂela la estmctura de lo que representa :

" En Investtgaclbn de Operaciones siempre que sea posible se buscank :

= kmodelos slmbéhcos no sélo porque son ‘més fécules de mannpular smo porque

- normatmente producen resultados més precisos en comparacién con los modelosy Tk
‘ mémcos 0 anélogicos . ‘




Metodologia de la Investigacién de Operaciones

En este punto se va a explicar y desarrollar las diferentes etapas que son
necesarias para el astudio de un proyecto de Investigacién de Operaciones.

ilacién 6 I s: Para encontrar ia solucién de un -

problema, primero debemos ser capaces de encontrar el problema y formularlo de
manera que sea factible someterio auna investigacién. Por lo regular, el analisis
de la investigacion se puede entender mejor en |a parte analégica. Al igual que un
médico con los sintomas 'y no con el diagndstico, continuamente deben buscar
sintomas adicionales, antes de hacer un diagndstico correcto. Para encontrar y

“formular correctamente un problemé. Es decir, cuaiquier estudio de Investigacion

de Operaciones es esencial que el problema en consideracién esté definido
claramente. Por que es imposible oblener ia respuesta correcta a partir de un
modelo mal formulado o planteado.

* Enlaformulacion del problema deben eslar bien establec;dos los objetlvos :
ios cursos altematwos de acclén las restﬂcclones y los efactos del snstema en -

kesludm sobre sistemas ralaclonados Debe haber oompleto acuerdo en estos,_ ‘
' puntos emro las _personas que mlcia el estudio de la lnvestigacuén de‘ :
~0perac|ones y-las porsonas que lo realizan, Ademévl deben haberse convenldo‘j

entre las partes Involucradas es una medida de efectividad. Esla medlda de
efectlvidad doba estar en armonia con fos objenvos de Ia orgamzacién total '

) mmm.um&. Una vez formulado el problema del tomador de» :

‘docnsionos la siomante otspa conslste en formulario do manera conven)ante para* o
N TR anéllsls La forma convanclonal oomo la Investugaclén de operaciones reallza
‘ ‘ ;‘eslo es construyendo un modelo matsmétloo que represante la escenc:a del'

problema Un modelo mateménco es un con]unto de ecuacnones. que descnbenf |

b un slstema o probloma El modelo matemél«co genaralmente contlene dos' clases‘ s

de ecuacmnes (1) La func:én de efectiwdad y (2) las restnccnones La funcién de




efectividad, frecuentemente denominada ecuacién objetivo o funcién objetivo, es
una expresion matematica de objetivo del estudio; Por ejemplo, la expresion
matematica de la ganancia o costo de operacién particular. Ejemplos de
resiricciones, las expresiones mateméticas de las limitaciones sobre una
operacion o sistema.

La funcién objetivo y de restriccion son funciones de dos tipos de variables,
variables controlables (de decisidn) y variables incontrolables. Una variable
controlable es aquella que puede ser directamente controlada por quien toma las
decisiones. Los valores de esas variables deben determinarse. Las variables
incontrolables son aquellas que no estan bajo el control de quien toma las
decisiones. '

Debe recordarse que un modelo es una aproximaciéh de un sistema real. .
Por consiguients, todas las variables pueden no estar inCluidas en. él modelo' ;
Esto a veces es mal interpretado por personas no famihanzadas con o enfoque ‘
de la |nvoatugacuén de Operaciones. . Ningun especualista de Investigacién de'

: Operacionos reclamara que su modelo incluye todas las posnbles vanablas o que- '
" las repuellas obtenidas a pamr del modo|o son infa!|b|es cuando se aphcan aun
~-sistema rea| en alludlo Cua|quier procadimlento esté su|eto a a|gun error. Lo que.:
_se pretende es hacer el error tan pequano como sea pomble B :‘ o =

Enun mode|o se debe aciarar qué vanables son imponantes y qué datos”‘ -
son necesanos para ¢l anélisis deun sistema ; >

Una vez. que 56 plantea el modelo correcto el probtema cons:ste en E

Optlmuzar la funcién objetivo La fun0|6n objetivo o funcién econémica s aquella‘
* parte del modslo que representa por ejemplo el tuempo que tarda ol proyecto e|' L
costo de realizacion de algun bien o servacio las utmdades do una ampresa Esta g
funcion objetivo o funcién econdmica es una funcién de varias variables, La
' "‘optimlzacién de esta funmén consuste en maxumuzar 0 mimm:zar ducha funcién R
‘ segun el caso ‘ .




Anteproyecto del problems: Una vez establecido el modelo matematico, el
siguiente paso es obtener una solucion al problema a partir del modelo. Esto se
lleva a cabo determinando la solucién dptima del modelo y luego aplicando esta
solucién al problema real. Ya que un modelo es una aproximacion de un sistema
real o problema, la solucién dptima del modelo no garantiza una solucién éptima
del problema real.

Pryeba de modelo: Una de las reglas de investigacién de operaciones dice que
por lo general, no es suficiente confiar 8610 en la propia intuicion. Debe tomarse
esta precaucion no sblo al obtener la solucién de un problema, sino también al
evaluar el modelo que se formuld para repteséntarlo. El criterio apropiado para
juzgar la validez de un modelo, es su capacldad de predecir los efectos relativos
de los cursos de accidn alternativos con' sufcmente exactitud, para que permita
tomar decisiones adecuadas No importa cuan plausible puede paracer el modelo
no debe aceptarse ba;o la creencia de que esta condicion quedard sausfacha
Dada la dificultad para comunicar y entender todos |os aspectos y sumezas de un
probloma opornclona! complejo, exute la rara posnbnlidad de que el equipo de -
mvuhqncion de operaciones, na haya sido informado de todos los hechos dela

situacion o no. Jos haya lnterpretado correctamente. Por e|empio. puode ser qua ;
-no haya Incorporado al modolo un factor o una intorrelaclén Importante o tal vaz " o
L haya esumm con exactitud llgun purlmetro de sntrada

Antes de emprender pruebas més elaboradas e bueno comenzar porv S
S veﬂficar los errom obvios o lo que se pasb por alto en ol modelo A exammar de o
j_nuevo la formulac;én del problema pueden descubrirse las aqulvocaclones dav =
‘este tipo. Otra pruaba um es la de asegurarsa de que todas Ias axprestonesjf S
: mateméuua aonconslstentos en las dimensionasda las unldades que emplean y P : f
: ‘?_f 'Ademél. puede obtanerse un me;or conocrmnen!o de la valudez dai mode!o al“ L
© varlar los. parémetros de entrada ylo: sahda de las vanables de decnsmn Y
- , oomprobando que los rasultados del modelo se componan de manera fachble N
| Con. Vrecuencna esto es especanlmonte revelador cuando se wgnan a los": .



pardmetros o a las variables, valores extremos cercanos a su maximo o a su
minimo.

Un enfoque mas sistematico para la prueba de! modelo es emplear una
prueba retrospectiva, la cual hace uso de datos histéricos y reconstruye el
pasado, para determinar si el modelo y la solucidn resultante hubieran tenido un
buen desemperio, de haberse usado. La comparacién de la efectividad de este
desempefio hipotético con |o que en realidad ocurrio, indica si el uso del modelo
da mejoras significativas sobre a practica actual. Pueden indicarse areas en las
que el madelo tiene fallas y requiere modificaciones, al emplear las aiternativas
de solucién y determinar sus desempeiios histéricos hipateticos, y se pueden
reunirse evidencias en cuanto a lo bien que el modelo predice los efectos
relativos de los diferentes cursos de accién. |

Por ofra parte la prueba retrospectiva tiene la desventaja de que usa los
mismos datos que‘ sirvieron para formular el modelo. Ehtonces, la pre‘gurita crucial
es si el pasado en realidad representa el futuro: Si no es asi, el bquelo puede
tener un desémpeﬂo distinto en el futuro del que hubiére' tenido en el pasado, S

Para salvar esta desventa]a a veces es Gt contlnuar con las cosas como
estan por una temporada Esto proporclonara datos con Ios que no comaba L

| ,cuando s construyé ol modelo

Si la so\ucién ﬁnal es usada’ repetidas veces es |mportante contmuar_,]“ |

; venﬁcando ol modelo y su soluclén después de la lmplanlamén inlcnal para}__"f’
B fasegurarsade que snguen slendovélldos i

B VW E1 éxito’ de ia fase’ de lmplantaclén depende en gran ‘ 
i parte del apoyo que proporcnonen tanto 1a alta admlmstraclén como el eqUIpo de“

'investlgacién de operaciones En consecuencia Ios mvestlgadores de operaclones o

| “deben mostrar |a panicipacubn actwa de Ia gerencua al formular el problema y' v - |

"10'




evaluar la solucién. La guia de ia gerencia es valiosa en si, para identificar las
consideraciones especiales relevantes y evitar con estas fallas potenciales
durante estas elapas, sin embargo, hacer que la gerencia se convierta en parte
integrante del estudio sirve también, para comprometer su apoyo activo al llevaria
& la préctica.

En esta fase el grupo de Investigacién de Operaciones, explica la solucién
a la administracion responsabie del sistema en estudio. Es importante que la
explicacion de ia solucidn, se haga en funcién de los procedimientos usados en el
sistema real. Una vez que haya acuerdo Sobre la solucion, es responsabilidad de
ambas partes, traducir fa solucidn en un procedimiento de operacion de facil
compresion. Después de aplicar la solucidn al sistema, el grupo de Investigacion
de Cperaciones debe observar la respuesta del sistema a los cambios realizados.

El éx;to de un estudio de Investigacion de Operacmnes s parte del apoyo
recibido de la admimstracrén ‘

'mp_'q_r Una vez que un. modelo y su solucion se constderan aceptab!es deben i

co!oclrse contmles sobre la solucion. Estos controles se estabieoen para L

. dotarminar cualquier camblo signiﬁcahvo de las cond;clones en las cuales se basa :
el modelo ‘ ' : ' '

Aunque dlchas etopas de un proyocto de lnvestlgacién de Operac:ones se
, inlcian enel orden enumerado por lo general no termman en ese mismo orden e
Do hecho, cada fase procede normalmente hasta que se termine ol proyecto ¢
) mtoraccrona en. forma contmua con las otras Aunque debemos examinar: pori'. L i
sepmdo estas fasas de la Irwestlgacidn da Operacnones debe tenerso en mente‘ o o
" que es probable que, enel transcurso dal tiempo. las mismas se superpongan e}
| - 'Inloracclonen : ' L F

“",“




En el siguiente esquema, se resume fodo el proceso que se sigue para
aplicar la investigacion de operaciones,

Recopilaciény Construccién Ante proyecto Prueba del
organizacion del modelo del problema modelo -
de los datos I

Retroalimen | Control  §.___| Aplicacién
tacion L
Figura 1.3.3.

‘Enel snguleme punto se contempla los problemas tiplcos de Ia
‘ Inveshgaclén de Operaclones

1.4 Tipos de problemas mds comunes |

Desde 8us inicios, la Investlgamén de. Operacmnes se ha aphcado auna’ j
‘ gran. variedld de problemas Sin embargo la mayoria de éstos ha sldo de }
naturaleza téctlca més que estratégica La daferencua entre problemas Iécticoa y
L estratéglcos no 6s sencilla debldo a que se basa cuando menos en tres
'caracteristicas cada una de las cuales |mpl|ca una cuestlén de magmtud :




1.- Un problema es mas tactico que atro si el efecto de su solucion es de menor
duracién, es decir, si su sojucién puede modificarse o anularse facilmente. Es
decir, cuanto mayor es la duracién del efecto de la solucion en el problema, éste
es mas estratégico. Por lo tanto, un problema tactico consiste en establecer lo
que producira mariana y uno estratégico, es referente al lugar dénde se deberé
construir una planta adicional. La Investigacién de Operaciones se ha aplicado
con mas frecuencia a problemas de corto plazo, que & largo plazo. Refiriéndonos
a esta caracter/stica del probiema, como su rango.

2.- Un problema 'es mas estratdgico, cuando mayor sea la parte de. la
organizacion afectada directamente por su solucién. Por lo tanto, un problema
que asacie la seleccidn de un convenio contable as aparentemente mas tactico:

que, por ejemplo el presupuesto de la empresa Esta caractenshca del problema
pueda referirse como su alcance, ‘

3.-Un problema es mas estratégico en cuanto més |mphca la determmacuén de,
ﬂnes. meta u objeuvos Todos los problemas comprenden la seleccion de med»os o
para alcanzar los resultados deseados pero muchos conslderan los resultados' :
deseados como dados 0 pmporcnonados Enla med:da en que lo hacen son"

_ técticos. De aqui que la planeacnén de la empresa que dabe establecer metas ¥ i

objetivos an la orgamzacién es més estratégico que un problema que trate de 'f'i‘

: mmlmlzar los costos de transporte, en ol que dlcha mlmmlzacuén se oonsidera";r : :
..como resultado convemente Esta caracterishca del problema puede feferlrse .
como su onentaclén aﬂnes ' Lk :

‘ : No hay puntos de separaclon defmldos en Ia escata que representan estas"‘ 1  . i

- caracterfsticas Que dusﬂnguen los problemas técticos de Ios estrategicos Por esta | » j

‘ razon, lo més que: podemos establecer de: un problema es que es més o menos B , o
‘estratéglco que otro en funcnon de esas caracterfstlcas

gy




Una importante consecuencia de la aplicacion de la Investigacion de
Operaciones a una amplia variedad de problemas tacticos, derivada de la
practica, es que se han identificado un grupo de problemas con ciertas
caracterfsticas comunes y que ademas se requieren modelar, Debido al frecuente
ocurrencia de éstos, se han desarrollado técnicas para modelarlos y obtener .
soluciones de los mismos. Estos problemas prototipos son los siguientes:
Inventario, Reemplazo, Lineas de espera (Teorla de colas), Secuencia y
coordinacion, ‘Transpone, Competencia (Teoria de juegos), Localizacion etc.,
estos problemas se describen a continuacion:

Modelos de agignacion: Los problemas de asignacién se presentan, cuando los
recursos disponibles no son suficientes para permitir que cada trabajo se efectlie
de la manera més eficiente. Por lo tanto, el objetivo es aslgnar Ios recursos a los
trabajos de manera que se minimice el costo total o se maxnmloe el rendimiento
total. ‘

La - mayor(a de los problemas de asugnaclén pueden representarse‘_g

- mediante una matriz como enla que se presenta enla tabla 1. Los valores en las |

casilias, :C; representan el costo o el rendimiento que resulta de asugnar una g

o 'unidad de recurso R, al trabajo J Las C pueden ser mdependlentes o

‘ mterdependlentes Por e}emplo el costo de aslgnar un camidn a una ruta de S

entrega pamcular no depende del modo en ‘que los otros camiones se asignen a
|as rutas ' S ‘




Tabla 1. Problemas de asignacion tipica

........................................................................

..........................

Re cursny L5 1 Yo Coantidad de recursos disponibles
.Rl ........... CHC”C“ ....... c“bl ..........
’fz Ca c'zz ‘ ("z; Con b,

C G, ,

r, C Cot  Cy * Com by

Cant. de recursos

requeridoy By By oAy v A

------------------------------------------------------------------------

Modelos de Inventerios: E! problema de inventarios, es aquel en donde se

" requiere almacenar un bien o articulo, con el propés:to de satisfacer demandas ‘ i

sobre un horizonte de tiempo, ya sea finito o mﬂni!o hablaremos dela exlstencua |

deun problema de inventario. Generalmente un inventano conslste de recursos - |
utulizabloa quc en grandes volumsnu pueden estar oclosos Estos recursos:' ik
e puodon ser de cualquler tlpo por e;emplo hombres materlales maqumas o

dinero. Cuando dlcho reclirso o8 materla. 0 anlculos en cualquler etapa desu

: acabado el lnventano generalmente se menciona como "exlstenma en almacén" |

Normalmonte ol obietivo es mimmlzar el costo total (real 0. esperado) Sln:; |

| ' embargo, 8i ol inventario afectala demanda (el volumen sollcitado por Ios cllentes*
0 usuanos) el objetivo puede ser maximlzar Ias utllldades (reales (o} esperadas) ‘

i

o m_ﬁ_m Generalmente Ios problemas de reemplazo 86 tlanen' g

L ,-‘cuando Ios aniculos s detenoran con'el tlempo, yio el uso. Y para alargar suvida
) i util u rocurre a dos dlforentes tipos de mantenimiento prevennvo(antes de que R
' ocurra una falla) y corroctivo (cuando ya ocurné) Sm embargo el detenoro puder s

[




) sugulente

llegar a ser tal que el mantenimiento resulte muy costoso y se haga necesario el
reemplazo del recurso. En ocasiones los recursos no demasiado deteriorados se
reemplazan por otros mas modernos y eficaces, para el desempefo de una
funcidn similar.

Modelos de lineas de espera: La teoria de lineas de espera, llamada a veces

teoria de colas se ocupa del analisis matematico de los fendmenos de las lineas

de espera o colas. Las colas se presentan con frecuencia cuando se solicila un

servicio como los clientes son de tipa probabilistico. La teoria de colas no

pretende en ningln momento resolver directamente él problema de la espera en

cola sino mas bien describe la situacién que bpreSenta una cola a través del

tiempo y extrae lo de que éstas se ha dado en IIémar, las caracteristicas

operacionales de la cola. Algunas de éstas son; el nimero promedio de cliehtes

en la cola, su tiempo promedio de espera en la cola, el poroentaje de tlempo que.
al despachador 0 despachadores estan ocupados etc.

Modelos de secuenciacién: Estos modelos comprenden la deteminacién de
una secuencia dptima, para una serie de lareas o eventos, o la mejor seleccion de
un orden adecuado para. atender a log clientes que estén asperando En-
situaciones que corresponde a proyectos o trabaps. que cansisten de‘”

"acuvidades que se deben realizarse en una secuancua especlﬁca Estos modelos" :

implican determlnar cuénto asfuavzo 8e dabe haoer para ejocutar cada actwldad y |

: cuéndo programarla de modo que se- optlmase una parte de Ia ejecuclén mtegral T
' _dal proyecto ‘ 3

"Mmm El problema cléslco de transporte contempla una serle |
. de fuentes de operacuén fébncas o bodegas ¥ unas lermmales destlnos 07
agancias donde se demanda un blen 0 producto ademas se tfene un costo L
B umtano da transporte entre cada fuente y cada term:nal

] planteamien!o matemétnco en térmlnos de programacmn lineal es el -
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X, esla cantidad asignada desde el origen / hasta el destino .

C, es el costo 0 ganancia de asignar 1 unidad desde el origen i
hasta el destino ;. |

a, son las cantidades disponibles en cada origen.

b, son las cantidades requeridas en cada destino.

m_ﬁ_w Los problemas de competencia también se conocen
como teoria de juegos. Un juego es una situacion competitiva entre personas 0

grupos denominados  jugadores, quo 30 realiza bajo un conjumo de reglas‘-f =
'previlmonte establecidas con oonsowoncm conocidas. Las. reglas deﬂnen las
~ actividedes elementales 0 movimientos de 1uogo Puede permmrae diferentes

movimientos: para lon dminlos jugldom pero cada jugador cuenta eon un solo
movmenlo de que dllponon los otros juqadores : BN

La teona de juogos e ha desarrollado bésicamente de acuerdo con eI'

vjuogoouma-aro

"W Una técmca |mponame pero. poco conocida es Ia[,. e
‘ donommada toorfa de locahzocién de sewumos la cual ha ofrectdo y ofrece un- S
1 ‘gran potencial para la solucién de problemas donde se tenga que locahzar uno.o = i
‘Mmés serwcaos. que su vez deban atender 0 sahsfacer a un conjunlo de usuarios 0 .
;eantms de demanda Enlondléndose por. sarvicao uy hospital una. astacién de“v |
f ‘bombefos 0 de pohcia un dmmo polillco una fébrtca 0 bodega etc ‘




El problema de focalizacion de servicios es muy anliguo en la literatura
matematica, Cavalieri en 1647 considerd e! problema de determinar un punto,
cuya suma de sus distancias a fres puntos dados, sea minima, demostro que cada
lado deberd tener un dngulo menor a 120 grados, que el punto dado. Fagnano en
1775 demostrd, que el punto para el cual ia suma de las distancias a los vértices
de un cuadrilatero, es minima, esta dada por la interseccién de fas diagonales.
Tedenat en 1810 enconird para el caso de » puntos, la siguiente condicion
necesaria: fa suma de los cosenos de fos dngulos enire alguna linea arbitraria en
¢l plano y el conjunto de lineas que une fos » puntos, con el punto minimo, debe
ser igual a cero. Finalmente Steirner prob6 en 1837, que a condicion necesaria y
suficiente, ©s que la suma de los cosenos y senos de {os angulos anteriormente
mencionados debe ser igual a cero.

En 1929 Alfred Weber en su estudio cldsico, presenta una caracterizacion
de la Jocalizacién \nangular y la discusién del concepto de pun\o minimo. En 1956
Walter Isard en su estudio de localizacién industrial menciona el problema de una

- muitiplicidad de productores, pero lo restringe al caso de varias éreas de

mercado, considerando a cada una de ellas con un sélo productor Lo que reduce
ol problema de localizacién, a uno de una sola- fuenle para. cada- érea de-
demanda, evitando el problema de determinar la locahzacnén de varias fientes
simultaneamente. Sin embargo, fue hasta los trabajos de Kuhn en 1963 Queal -

~ problema se le considera compleiamente tratado y resuelto. En la actualided e
‘problema de localizacidn- se ha- vinculado fuertemente con las técnrcas de -
optlmlzacién debido a los diferentes contextos. en los que surge pud|éndose '

~ utilizar en su andlisis y solucion, a la programacuén lineal, la programacién o

dmémica la programacién no llneal y la programacién entera,

Los problemas de locahzacién se dingen a mvestlgar la demsién de donde e '
localizar una o unas faculldades centrales, que a su vez satlsfaoan unos puntos de

’ ’ demanda o clientes; por lo general se hacen mencnén de slstemas de distrlbuclénb o )
o sustemas lagisticos, Por elemplo un snstema en el cual se tienen fébncas (1')

que dnsmbuyen su producto y se deben iocahzar unos depésnos (D) para que L
fmalmente se haga entrega del producto a los clientes asugnados (‘ ‘ '
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Depésito

Un sistema de distribucién

cliahtes




I PROGRAMACION MATEMATICA

En los Gltimos aftos, ha habido un creciente interés en ulilizar técnicas
matematicas de optimizacidn, para resolver problemas de programacion que no
es posible sofucionar con los métodos cldsicos del cdleulo diferencial y del
céleuto de variaciones. Recientemente se han desarrollado nuevas herramientas
matematicas aplicables a los mds diversos problemas y a campos tan amplios
coma: la economia, ingenlerfa y administracién de empresas. Ya que todas estas
4reas, se tienen un gran nimero de actividades interrelacionadas, que pueden
ser expresadas por una estructura formulada por simbolos y ecuaclones, que nos
definen a un modelo matematica en donde, el objetivo primordial es encontrar el
- mejor punto que optimace el modeto matematico (econémico).

La formulacién matematica general que uenen 8| modelo de programacién
matemdtica, se pueden representar coma;

Optimizar' f(X),

Sujefo a o

RS0 j=lem
X20. T

donde  f(X) es de n : variables o incégnitas, ‘ !‘I‘amada"'fuhcidn 'bbjetivo“o :
* econdmica y esté su;eta aun congumo de m restnccnones 0 llmuaclonas' e
axpresada por Ia funcién de £,(X). ‘ :

‘ Si la funcién obgehvo y las rastnccxonas del problema estén formadas por‘ S

’ expresmnes de pnmer grado (functones Iineales) y ‘las variables son na- -
“ nega(was enlonces 86 hene caso el de programacxén !lneal 8i Ia funclén ob;etwo =

e ylo las restnocsones son no Imeales se hablaré de programac;én no lmeal :

a Oplimizar [ smémmo de buscar o meior también alwnzar la- ganancna méxnma o tener la pérduda‘ ‘
minima,




A continuacion se presentardn algunos métodos analiticos para obtener la
solucién de los problemas planteados con la formulacién matemética anterior,
como son los de programacion geométrica, programacidn lineal, programacion
dinamica (discreta), programacion no lineal, técnicas de busqueda, principio del
maximo  (discreto), programacidn cuadrdtica, programacidén separable,
programacién convexa, programacion entera, programacién combinatoria,
programacién heuristica, etc.

Este capitulo se desarrollara en la siguiente forma; primero se fratard de
dar un panorama general relacionado a problemas de programaclén lineal; y a su
formulacion matemética para con llo proporcionar una idea intuitiva de lo que as
un modelo de programacion lineal. En segundo lugar se abordard ol tema de
optimizacion clasica, para dar una idea general de la dificultad de solucionar
problemas que tienen muchas variables. Esta complejidad del problema refleja -
principalmente en tratar de resclver las derivadas parciales y por Gltimo se Iratard
a la programacién no lineal describiendo su formulacion general y algunos
métados iterativos, para la solucién de problemas no lineales sin restncciones y

~ con restricciones; - considerando para cada uno de éstos, |as venka;as y

dosvmka)as que tienen,

ih1 ﬁrognmqélan Lineal

El hombre alo Iargo de su historia ha intentado siempre proyectarse hacua‘

la cumbre o alcanzar el éxito en sus. actividades, sean éstas empresanales fi

'dnmmcas o polmcas En kodas olfas las técnicas de optimlzacién han formanzado _ L
'y cuantificado, mediante procadimientos matematicos, la forma de alcanzar o
‘ mejor enuna mrcunslancia 4] probloma buen defimdo

Los cien!mcos. on espectal Ios mateméhcos por lo gene raI se han ocupado

de fenémenos que untentan hallar los pun{os extremos méximos y minimos en un. }

problema de optimlzacuén Euchdes planted el problema de encontrar la distancia
mas eorta an1ro dos puntos y una recta; Herén de Alejandria es consnderado'

R como uno de los primeroe en estuduar un probleme de optim’zacuén al asegurar e |



que la luz viajaba entre dos puntos por ruta més corta, sin embargo 18 siglos mas
tarde Fermat descubrié el principio mas general asegurando que la luz viajaba
entre dos puntos en un tiempo minimo.

A finales de los afios 30 aparece el inlerés en el desarrollo del calculo de
variaciones, sin embargo, el verdadero esfuerzo en optimizacién se origina con la
Segunda Guerra Mundial y can ia aparicién de la computadora digital. En los 40
Danzig reconoce la estructura matematica de muchos prablemas de logistica
miiitar y desarrolla el método simplex de programacion lineal. Por el rapido
desarrollo de la computadora digital. La programacién lineal se transforma de un
interesante tdpico - matematico en. un importante y- ampliamente -aplicado

- procedimiento de optimizacién. Y La posibilidad con esta méquina para realizar

complejas manipulaciones matematicas sobre un gran copjunto de ecuaciones
lineales, ha permitido la solucidon de grandes problemas industriales.

Finalmente en-los aflos 50 la optimizaclén recibe otro impulso con el
advenimiento de la era espadial, La trayectoria dptima de los proyectiles, es uno
de los numerosos problemas para los cuales se desarrollaron los m'étodbs de “
programacién dindmica y el principio del méximo, extendiéndose U usa

répi_damenta alas ércas de ecnnomia e ingenieria.

Uno de los avances més umponantes dentro del campo de las maieméucas, -
en este siglo esia apancvén y daurrollo de la programaclén Imeal (PL). En la
actualided, una herramlenta comtn en multitud de problemas derwados dela

' necesidad de opttmizar los’ recursos, destmados a diversas actwudades en Ias i
. organizacloaes productwas '

E problema ‘més comun que aborda la. programacién lanaal es la*ﬂ

- aslgnacién de ‘recursos hmitados entre: actividades compemwas de la me;or :
manera posible Este problema de asignacion puede surgir cuando debe eleg(rse) .

ol nivel de ciertas ac(wudades que compne por recursos ©8casos necasarios para" il
o reahzarlas La vanedad de snuacnones a las que se puede aphcar esta.'f*' :
2 kdescnpcnén es sin duda muy grande y va desde la asignacion de’ produetos .
- ‘hasta la asignacibn de recursos nacionales a las necesldades de un pals; desde

;la seleccrén de una cartera de inversiones, hasta la seleccndn de los patrones dej




envié; desde la planeacién agricola, hasta el diserio de un terapia de radiacion,
etc. No abstante, el ingrediente comun de todas estas situaciones es la necesidad
de asignar recursos a las actividades,

La programacién lineal uliliza un modelo matematico para describir el
problema. £ adjetivo lineal significa que todas las funciones matematicas del
modelo deben ser lineales. En este caso, la palabra programacién no se refiere a
programacién en computadoras; en esencia s sindnimo de planeacion, Asi, la
programacion lineal trata la planeacion de las actividades para oblener un
resultado 6ptimo, esto es, el resultado que mejor alcance la meta especificada,
entre todas las alternativas de solucion.

Formulacién matemdtica general

Definicion 1 Se entiende pdr programacién lineal aque que optimiza |

opt. Z=aX R I ()
Sujelaa: - ‘ A
‘ AXsbh o o ’(2)'

- X20, R (3)

' ~ donde la funcién lmeal (1)se llama funcién objelivo Ias deslgualdades (2) por lo‘
‘ 'general se hace referencia a las Iumitaciones y se naman restnccnones estasﬂ
desnoua!dadu llmblén pueden ser mayor o loual que bya las reslrlccnones (3)

" 80 llaman: oondiclonas de no nogatwndad La palabra optumlzar puede slgmrcar , s o
‘{maxlmizar 0 mmimlzar : '

En ol pmblema Imeal deﬁmdo anteriormente se tlene que Yes un vector”'

~ " columna con' n componentes A este vector se'le denOmuna el vector de
: "actlwdadesysus n componentes son vanables de decislén Sea entoncas



Al vector renglén ¢, también con » componentes (c,,,,...,c,) %@ le denomina el
vector de precios o costos unitarios. El vector columna b, con m componentes, se
le denomina el vector de disponibilidad de recursos. El vector 1 @s un vector
columna de n ceros. Por Gitimo la matriz 4, con m renglones y » calumnas se le
denomina matriz de coeficientes tecnolégicos. Cada elemento a, en la matriz 4,

con i=12..m y j=12..n representa la cantidad de recursos ; que se
necesita por unidad de la actividad i .

Matricialmente se reescribe al programa lineal como:

X,

Cpt. Z=(c,,c,,...,c,,)‘ x., ‘ R - .

’ Sujeto a

ay ay .. “u-‘v x| thl
. ay a\n‘,,‘,‘ a;, .ixz 5 bzx o (G)
= I I M e aM_J Xy : b,
y ,
x1-:fo o
nl |0 '
SEE =0
X, LO




QOtra forma de reescribirio es:

Opt. 2= Fopy ooy, (8)
sujeto a las restricciones:
1%, +a, %+ 4,5, S b

G, %, +0,,%, +..+0,,%, S b,

w4 (9)
Ay X, Hpg Xyt 4a,, %, Sb
X8y, %, 20, (10)
Por dltimo, tambisn se puede escribir como:
Opt. 2=YX, | 1)
= : S
Sujeto a; ' ;
Ya,58 = lem (12
Lol RN BT e :
X,;o} Cob=hen ' (13) '

Todas las formas son aquwalentes Las componemes de €. b y a son

‘numoros roalos es decir, puodon sor negatwos ceros o poamvos

- Tmnlnologllpm las loiuClbnfog'@'méddlo‘ L

En programwén Hneai cualqum oonjunto de valores especlrcos para Ias i

vufiablos de- decmbn JER A x) se llama solucxén sin importar 808 una‘;‘r'}

: kposlbihdad deseable o ni siquiera permmda A contmuac:dn se tdentiﬂcan los» S 5
P dnferentes tupos de solucmnes usando un adjeﬁvo apropnado '

o " ym__gmmm es aquélla para Ia que todas Ias resmcciones se o
: satusfacen




La regién factible: es la coleccion de todas las soluciones factibles. Si existe

soluciones factibles, la meta de la programacion lineal es encontrar la mejor,
medida segun el valor de la funcion objetivo en el madelo.

Una solycién dptima: es una solucion factible que lleva al valor mas favorable
de 1a funcion obistivo. El valor mas favorable significa el valor més grande o mas
pequefio, dependiendo de si el objetivo es maximizar o minimizar. Entonces, una

solucion optima maximiza/minimiza la funcion objetivo sobre toda la regidn
factible. ‘

La muchos problemas tendrén nada més una solucidn éptima. Sin
embargo, también es posible tener mas de una solucién. Otra posibiﬁdad es que
el problema no tenga soluclones optimas. Esto ocurre sélo si. 1) no tiene
soluciones factibles o 2) las restricciones no impiden que el valor de la funcién
objetivo (Z) crezca indefinidamente en la direccion favorab!e_(positiva o negaﬁva).

Suposiciones dela programacion lineal

) Todas !as supossc:lones de la programacusn hneal aslén xmpllcitas en Ia'

formulacién del modelo, sin embargo vale la pena haoer hincap‘é enellas para‘_] R 2
que saa més sancmo de evatuar si esta técmca es adecuada en una s:tuacuon'« o :

dada -

: W Ia proporctonaudad o8 una suposuc:én sobre las achwdades ,
individuales. que: sa conslderan mdependsentes unas de !as otras, Por to tanto : o

> ‘consldérese &l caso de que 86lo una de " actiwdades se. reahza !!émese a ésta:

“la acuvidad K, de manara que X, —0 para toda j 12, m exeepto para j= K '

La suposwmn dice que 1) la medlda globa! de efecllvidad de Z es igual a"f' -
c,xt y 2) ¢l consumo de cada recurso i .68 lgual a a0 b‘en ambas

s ,‘canhdadas son dlrectamente proporc:onales en el nwel donde sé ueva a cabo e
e ;cadaachwdad K (K 1,2, WM ) e




En particular, esto significa que no hay cargos extras debidos al inicio de la
actividad (castos fijos) y que la proparcionalidad se cumple en todo en el rango de
niveles de la actividad.

Aditividad: 'a condicidn de proporcionalidad no es suficiente para garantizar que
la funcién objetivo y las restricciones sean lineales. Si existe interaccion entre

“algunas actividades que puedan cambiar la medida total de efactividad o el

consumo total de algun recurso, puaden surgir términas de producto cruzado. La
aditividad supone que no existen Interacciones de este lipo, entre ninguna de las

actividades, de manera que no habré términas de productos cruzados en €l
modelo.

De manera mas especifica, la suposician de- aditividad (a! igual que la
proporcionalidad) se aplica tanto a la funcion abjetivo como a las resltricciones.
Este ultimo tipo de funcidn representa la utilizacién total de algl'm recurso. Para
ambos tipos de funciones, la supasicion cancieme ala comparacién entre el valor

* total de la funcidn que se obtiene al realizar conjuntamente las actividades en sus

respactivos niveles (x,,x,..x,) v las contribuciones ihdividuales al valor de la

- funcién, al realizar cada actividad por separado (establec!endo todas las variables ,
- encero). En programaccén hneat estas contnbucnones individuates son ¢x, para

la funcion abjetivo y ax, para las restncciones Es. deccr la suposlcnén de
aditividad es para cada funcidn y el valor total ésta se puede obtener sumando las

‘ mntnbucnones mdxwduales de las acﬂvndadee respectivas

En algunos problemas. sila aditwldad no es una supcsicnén razonable de
forma ¢ que algunas o todas las funciones matemétzcas de modelo necasanamente :

o0 no Imeales (debido a termmos de producto cruzado), resulta deﬁnmvamente o

la entrada en el dmbito de la programamén no lmea!

: ng_;Mm Algunas vanables de deccsnén sélo tienen slgmﬁcado fcscco cuando g

adquieren valores enferos La solucion 6pt|ma que se obtiene en programacion

lineal’ con mucha frecuencca no es entera. Por esto la suposlccén de dNiSIbllldadk S
‘%8 reflere a que !as umdades de cada actwidad se puedan dwxdxr en cualqurer L



nivel fraccional, para que se permilan valores na enteros de las variables de
decision,

Certidumbre: La suposicién de certidumbre dice que todos los parametros del
modelo {los valores a,b y ¢, } son constantes conocidas. En los problemas

reales, muy pocas veces so satisface por completo esta suposicion. Casi siempre
se formula un modelo de programacion lineal para elegir un curso de accién
futuro, Entonces, los pardmetros que se emplean estdn basados en una

prediccidn de las condiciones futuras, lo que inevitablemente introduce un cierto
grado de incertidumbre.

Por esta razon siempre es importante realizar un andlisis de sensibilidad
después de enconlrar una solucién dptima para los valores supuestos de los
parametros. E! propdsito general del andlisis de sensibilidad es identificar los :
parametros sensibles (es decir, aquellos que no pueden cambiar mucho sin
cambiar la solucion dptima), para tratar de estimarlos con mayor exactitud, y

después elegir una solucién Que sea buena en toda la gama de valores posibles :
para estos parametros sensibles.

‘La programaclén lineal es una témuca poderosa para tratar problemas de o

,asignacién de -fecursos entre actividades que complten al. igual que otros ‘

problemas cuya formulacnén matemitnca ey parecada Se ha convorudo en una

harramienta esténdar de gran mpodancia para. muchas -organizaciones " :
industriales y de negocios. Aun mds casi cualquier orgamzacién social tiene e} B
problema de aslgnar Tecursos en-algun - contexto -y cada vaz ) mayor el‘. [

reconocimiento de Ia aphcabmdad tan ampha de esta lécnica

Sin embargo no todos los pfoblemas de asngnacién de recursos hmutados

< '8@ pueden formular de manera que se a}uslen aun modelo de programacién' :
- lineal, ni anuiera como una aproxamacxén razonable, Cuando no se cumplen una’ PR
- o mas de las suposuciones de programacién iinea, en este caso es poslble apllcar o
~los de modelos matemétacos 0 de programacién no |mea| La falta de lineahdad ,
' puede surgir par duversos motives. Por. ejemplo en un problema de produccuén o
en programacién lmeal ol beneﬁcuo bruto de-cada producto es constante. Puede‘ =
. ’ ser una funcuén dscrecuente del nivel dé produccién porque una gran produccxén ;



tiende a disminuir el precio de mercado (ingreso medio), o bien porque una
produccién creciente tiende a aumentar el costo variable medio del producto. Si
esto 3 as/, la funcién objetivo lineal se debe reemplazar por una versién no lineal
y de igual forma sus restricciones. El problema de transporte con descuentos por
volumen en los precios de embarque, un problema de transporte es determinar un
plan 6ptimo para mandar bienes desde varias origenes hasta varios destinos,
dadas las restricciones de recursos y demanda, con el fin de minimizar el costo
total de transporte.

Hoy en dia una practica comin entre los administradores de grandes
carteras de inversidn usan como una guia, modelos computarizados basados en
programacin no lineal, Puesto que los inversionistas se preocupan tanto, por el
rendimiento esperado (ganancia) como por el riesgo asociado con su inversién, la
programacién no lineal se usa para determinar una cartera.que-con ciertas
suposiciones proporcione un balance 6ptimo entres estos dos factores. Siempre

~ que se presente algun problema de este tipo, seré més apropiado una formulaclén

no lineal que una linoal

n2 Optlmlz_acldn clésica

La teorla de’la optumizacuén clésuca consldefa el uso del célculo dlferenclal :

f'_para determinar puntos de méxnmos y mlmmos(extremos) para funcnones_ :
, restnngidas y no restnngldas Los métodos expuestos puoden no. ser adecuados
para  célculos numéricos . efi cientes. Sin embargo la teorla subyacente SRR

: proporclona la base para visuahzar Ia mayorla de los algontmos da programaclén‘ b
-~ no lmeal - :

El bf’dbleym'a bésico, es déterminér la utiidad mé)(imé 0 'chfvo"r‘hlhlmc“: deun

sistema usando la teorla clasica, se transforma en el problema de. ublcar todos los‘{i -
' puntos mé)umos y minimos Iocales ¥ luego comparar los valores indlviduales de -

- la funclén en esos puntos ‘con: ol- ob;eto de determmar ol méxlmo 0 mimmo‘f
o absoluto Para ello, es necesario examinar '




1.- Los puntos estacionarios.(Los puntos estacionarios son aquéllos donde la
primera derivada es cero.)

2.- Los puntos a lo largo del contorno.

3.- Aquellos puntos donde la primera derivada es discontinua.

Un punto extremo de una funcién f(x) define un maximo o un minimo de la

funcion. Matematicamente, un punto X° (x,, N N ) es un méx|mo si

J(X°+h)s f(X°%) ‘ -4

 para toda h=(h,.. ,h,, ) tal que [hl e3 sufiientemente pequefia para toda .

En otras palabras. X° no excede a f(X°). En forma similar, X° es un minimo si
para f, tal como se definié anteriormente, ‘

.f(X‘?+h)zf(X°)‘ 1y

Enla aiguuento figura se ilustra el méximo yel mInlmo de una funclén f o

‘ 'dounasola variable sobre el intervalo [a ).
. 1 ;v
T

0 X, X, X, X, X % bX
 Gréfica22.1,




Los puntos x,, x,, x,, ¥, Y x, son extremos de s(v). Estoincluye a x;, ¥, y
X, COMO Maximo, y x, y x, como minimo. Ya que

S(xg)=md x{f(xl),f(x,),f(x,,)}

donde f(x,) se conoce como maximo global o absoluto, mientras que f(x,)
y f(x,) son maximos locales o relativos. De igual manera, f(x,) es un
minimo local y f(x,) es un minimo global.

Condiciones necesarias y suficientes para extremos

Para establecer as condiciones necesarias y suficientes para que una
funcién f(X) de n varlables, tenga puntos extremos superiores, se supone que
las primeras y segundés derivadas de f (X) sean continuas en cada X .

Teorema 1; Una 00ﬂd|0|6n necesaria paraque X° sea un punto extremo de
J(X) es que | ST el
VA(X%=0 o ‘ B (1.6)

El siguionte teorema establsce las condlcioms de suﬁcuencna para que X°

 sea un punto extremo

: Toonma 2 Una condlclén suﬁcnente para que un punto astaclonano sea extremo‘ e
gas que ia matnz hessiana (o de hessa) H evaluada en: X o saa pre :

. a) positwa deﬁnlda cuando X° o8 un punto mlmmo,
b) negatwa def nida cuando X" es un punto mékmo

c Para encontrar un cnteno que permnta estabtecer si se tiene un méxlmo 0l
un minimo Iocal 88 resolveré un desarrollo en senes de Taylor alrededor del

T



punto estacionario. Entonces para el vector X =(x,,x;,..,x,)", el desarrollo de
Taylor queda como:

f(x)=f(x°)=iigx—
=] i

(o0, =X =) (17)

x° (x, - xl i i
=18 l

0 en forma vectorial como:
Sf(x) =‘f(X°)+Vf(X°)(X—X°)+l/2(X~X")' HY(X-X"+...., ‘ (18)

donde H° es la matriz hessiana de las derivadas parciales evaluada en X°

[ & _&f Zf ]
XX, XK, ~ OXX,
&f &f &f
H= XK, OX\ 2K, " OX X, (19)
5’/ é" f ¢
_a,xnax. axnm"l "' axnarn J

En general SiH es mdef nida: X' debe ser un punto de silla. Snn embargo, b
para el caso donde esto no es concluyante, x° puede ser o no punto extremoy el

-desarrollo de una condicién de suﬁclencta llega a ser. muy dificil, ya que serfa;_ '

necesario eonlidorar términoa de orden suporior en el desarrollo do Taylor Sin - '

embargo, en algunos casos tales procedimientos comphcados puoden no ser'v
3 neoeeario, ya que la diagonalizacién de H puode llevar a mfonnacién més :

concluyente

La condncuén de’ suﬂcaancla estableclda por ol taorema 2 se deduce“ :

. fécllmente para funclones de una’ sola vanable ‘Dado. que X" es un punto (' F

estamomno entoncas

l) j"(X" }<0 es una condicién suf cienta para que X" sea un méxlmo
i) f"(X ")> 0 esuna condlcién sufomente para que Y" sea un mfnimo




Estas condiciones se determinan directamente considerando la matriz
Hessiana con un elemento. Si en el caso de una sola variable f''(X°) se anula,

las derivadas de orden superior deben investigarse, como se muestra en el
siguiente teorema;

Teorema 3: Si un punto estacionario X° de f(X) las primeras (s-1) derivadas _
seanulany f"(X)#0, entonces en .Y = X°ocurre que f(.Y) tiene:

i) Un punto de inflexion s! » es impar ,y
i) Un punto extremo si » es par. Este punto extremo sera un méximo si
S"(X*) <0 y un minimo si f™(X*)>0.

Como se puede apreciar, el calculo sirve para resolver problemas simples,
pero en problemas mas grandes y restringidos, es. dificil resolverlos por los
métados clasicos de calculo. Por ejemplo, en un problema con restncclones al
igualar el gradiente V/(X) a cero, que es la condicién necesaria para que un
punto sea Gptimo local o relativo, se generan necuaciones no lineales que hay
que resolver. Esto en general es muy dificil, sl no es que imposible. Por otro lado, -

- existen ocasiones en que Vf(X)=0 no puede expreSarse en fbrrna explfcitla, si
".no.mas bien implicitamente, sin embargo, cuando aln se pudiera résolve’r ol

sistema de ecuaclones generado por V/(X)=0, no ser4 posible garantlzar que ‘

ese punto es.un épumo local ‘pues puede darse el caso de tratarse un punto de
silla. : : ‘ : ‘

Una limitacién mis del enfoque del célculo es su lnsuﬂciencia para cubnr :
ol caw de Iu restricciones de |gualdad Por esla razén Ia restnccibn L
presupuestana en el modelo de maxlmlzaclén de la utllldad por ejemplo se. -

_ ‘enuncia de la forma, que el gasto total sea exactamante igual a(y no menos o

igual que) una suma espacmca En: otras palabras, Ia hmltaclén de’ a

' 4apmxumaci6n por el célculo nioga al mnsuwdor Ia opeién de ahorrar parte de SUS '.

!ondos disponlbles

" De ahl esla necasldad de mtroduclr Ia formulaclén de la programacuén no
Ilneal y sus dl!erentes métodos para solucionar este tlpo de problemas con



resiricciones © sin restricciones, estos métodos de oplimizacion se basan
principalmente en el tecrema 1 y 2 descritos anteriormente.

1.3 Programaci6n no lineal

Con la tecria de la programacion no lineal, se establecen las optimas,
condiciones necesarias y suficientes que determinan una solucion optima, mas
que cuestiones de computacion. Eata teoria incluye principaimente el estudio de
los multiplicadores de Lagmnge incluyendo el teorema de Kunh-Tucker y sus.
extensiones. Esto mejora cansiderablemente ia compresién de la ﬁlosoha dela
; optimizacion con rastnectones y proporciona fundamentos bésicos sausfactonos

para olras d'scaplmas como |a teoria de la empfesa la economla del consum'dor 1‘
y la teoria del consumidor

Una suposicién impoﬂante dela programacién laneal 83 que todas sus ‘

funciones (funcién objetivo y funciones de mtncclén) son. hnealos Aunque en

esencia esta suposicién se cumple para muchos problamas préctnoos es‘ :
frecuente que no sea asi, De hecho, muchos oconomistas han encontrado que

‘cierto qrado de ne lmealidad esla regla y no Ia excepctén en los problemes de ;  7
» planeacién oconémlca, por Io cunl muchas vaces e naeesario mane;ar métodos”"

do progremacién no hneal

De manera ganeral al problema de programaclén no hneal constste en ‘

- oncontm X= (x,.x,. Ox) plra opnmizar los recursos oomo se muestra an el
: fsiguionte modelo

f(/\’) ey
smmoa s *;f N
Ch(X)=0, - j=lam
g,(X)zo ke j_=m‘+‘1,..,.,‘p'

XeEr R



Es dacir sea f(X) una funcidn continua, que denota a la funcién abjetivo,
A(X),h(X),...,h,(X) funciones continuas que denotan restricciones de igualdad,
Bt (X)) £, (X),08,(X), funciones continuas que denotan restricciones de
igualdad y X =(X,,X,,.,X,)’ un vector en el espacio euclidiano de n-
dimensiones, 1: .

Qtra forma equivalentemente de representar un problema de optimizaclon
no lineal @ el siguiente:

- Opt. {f(X>/XéR}, | - (21
donde el conjunto 7 se deﬁnenv cdmo: |
R={ XIh(X)=0, £(0)30, ,\’éE",‘para toda. Ik}
| dqnde‘f(#), h(X), g',«;x), o1 comqsé deséripié ,ahtéﬁﬁeﬁteL B
o L‘o'; p‘rpblléﬁié‘siho liha‘aiéﬁ pu’edeh ser‘dé diféréntés tlbﬁs: »

o u) Ruumldot euando se ﬁenen roatrlccnones (hnaales 0 no Hneales)

S b) Mo mldmldu wando nose tienen rostricclones y sélo se opnmiza la .

; funcién objoﬁvo, que desdo Iuego, noes llneal
e mmm cuando alouna de las variables y tunciones son conﬁnuas

)Dhcnm cuando a!uunadem variables ylo funcmnes es diweta RS Lot

" g) Dllomcmuu cuando todas las funciones del probiema son doblemente '
" diterenciables (que exista el limite).
jv;r)cmm:mwmmmmmm
: &-g)mnm.cumwmmnbm o L
o h) Con unuoh vambhlndopondhmocon mm vmbm i

Como se observa exlsten muohos tupos de problemas no lmeales aunque

' ‘.2: para ante trabajo se enfocaré unlcamanta a los: problemas rastnngidos Y no.

[ resmngldos asi tamblén se anahzarén algunos métodos ilerativos sln'“‘




Es decir sea f(X) una funcién centinua, que denota a la funcién objetivo,
B(X).b,(X),...,h,(X) funciones continuas que denotan restricciones de igualdad,
Eni(X),81(X),...,8,(X), funciones continuas que denotan restricciones de
igualdad y X=(X,,X,,.,X,)" un vector en el espacio euclidianc de n-
dimensiones, £".

Otra forma equivalentemente de representar un problema de optimizacién
na lineal es el siguiente:

Opt.  {/(X)/ XeR}, - (21)
donde el conjunto # se definen cﬁmo:
R={ X/hv,(X)"=0‘, g,('X)ZO,V Yel", para toda jk}.
‘donde" §10.4 ) ,k h(X j, &), son cqmb se d_ésc;ibié éntérfoqneﬁtg,‘, ‘

Los problemas no lineales‘pu‘eden‘ ser de dif‘er'e'nt'es: tipdsvz.‘ :

. a) Rumngldos cuando se tionen rostriccnones (llneales 0 no hneales)
-b) No mmnqldu cuando no se tienen restrlcclones y sélo se optimiza Ia

> funcidn objetivo, que desde Iuego no es lmeel ; L
c) COnllnuoa. cuando alguna de Ias vanables y funclones son conhnuas
d) chcmon cuando nlguna de las variables ylo funciones es dlscreta

- 8) Dlhnnclabln cuando todas Ias funclones del problema son doblemente 5 i

dnforoncalblu (quo oxlsta el llmuto)

) cmmwcmammwomm.m |
)Convum,cummu,mnbm B R L Tt
-h Conuna uh mhbk Indopondknlo o con mm variablu

Indopondhnm

: Como se observa exmten muchos tlpos de problemas no Imeales aunque ; 1 ‘.t' S
‘ para este. traba;o, se. enfocaré unicamente a los problemas restrmgndos y no: e
o ‘restnng!dos asj tamblén se analizarén algunos métodos iterahvos sin : j_ e



restricciones y con restricciones. A continuacion se mencionan algunos ejempios
de aplicacion.

Ejemplos de aplicacion

El problema de la mezcla con elasticidad de productos en los precios:

El problema de la mezcla de productos, l1a meta es detarmlnar la mezcla
éptima de niveles de produccién para los productos de una empresa dada las

limitaciones sobre los recursos necesarios para producirlos con el fin de

maximizar la ganancia total dela empresa. En algunos casos existe-una ganancla
unitaria fija asociada a cada producto, con fo que la funcién ob)atwo que se tiene
es lineal. Sin embargo, en muchos problemas de mezcla de productos ciertos
factores introducen na linealidad en la funcnén objetivo. Por ejemplo; Un fabncanm ‘
puede encontrar precios eldsticos mediante las cuales la cantndad que so puode o

‘vendordemproductovconre!aciénmvorsaoonelprocloqueseoobm At la
curva procuo-dommdapuodoparocema la que se mumra enla ﬂgurn (231), T3
ondondof(X)udprocuoqueuenmtaparapodorvendar X unidades. Siel

coolo unitario de’ producnr el articulo esté fijo en ¢ (linea, puntaada dela fiqura) o
entorices la ganancia de la empresa por producu y vendor \' unldades esti dada T

~ poruna func:én no hneai

f(X) XI(X) CX

Camo se puode obaorvar en )a ﬁgura (232) S| cada uno de los n |

5 productosdola ompresa hene unafuncién pareclda para a ganancta porejemplo "_ S
g f,(X)por prOduciryvenderX umdades del productOI (=1, ,n) entoncas esf”,* W
o Iafuncubn ob;etnvo global e N

» f;ff) Zf,(\’) |

f(,k') es una é‘u_mé de fdncionéé no lineales. -




El problema de transporte con descuentos por volumen en los precios de
embarque

Un problema de transporte es determinar un pian dptimo para mandar
bienes desde varios arigenes hasta varios destincs, dadas las restricciones de
recursos y demanda, con el fin de minimizar el costo total de transporte. Los
costos pueden no ser fijos, a veces se dispone de descuentos por volumen para -
cantidades grandes, con lo que sl costo marginal de mandar una unidad mas
puede seguir un patrén como el que se muestra en la grdfica (2.3.3). El costo que
resulta al embarcar X unidades estd dado entonces por una funcién no lineal
C(x) que s una funcién lineal por partes con pendiente igual al costo marginal,

como la que se muestra en la gréfica (2.3.4). En consacuencna si cada
combinacién de origen y dastmo tiene una funcién de costo similar, es decir, si el

 costo de mandar x, unidades del origen i (1-1,2, m) aldestino j {j ‘~12, A1)

esté dado por una funcion no fineal C,(x,) entonces la funcién objetivo global
que seva mimmnzar es el slgulente

f= ZZQ(*«)

2t j*l

Aun con esta funcsén obiolivo no lmeal 08 normal que las restricciones
sean de tipo de rosmcciones linealas especlales que se a;ustan al. modelo del.

. modolo dl trlnspono
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I1.3.1 Métodos iterativos para la solucién de problemas no lineales

En el dea de programacidn no lineal, existen muchos métodos para

-resolver problemas, una de Ias razones es que no existe un algoritmo general que

resuelva la variedad de problemas no lineales que existe en el mundo real. Se
han hecho grandes logros en lo que se reflere a algunos importantes casos
aspeciales de este problema, haciendo algunas suposicicnes sobre las funciones,
aunque la investigacion sigue activa, -

En forma breve se planteardn los métodos, aunque en este frabajo es de
8umo interés los métado que na requieren que la funcion sea diferenciable,
porque de acuerdo a la apncacxén se necesnan los métodos que . no tisen
derivadas. ‘

Como ya se mencloné anteriormente, en esta etapa se va a dwudnr los
problemas no lineales en dos ramas,  |os . problemas no rostrmgidos y los
problemas restringvdos por lo tanto, el tema se va ha analizar de la saguienta =
forma. : : :

| anero sevaa anaﬂzar los problemas de ophmnzacién no Imealas y no" ;
restringudos junto con los métodoa iterativos que resuelven dieho pmblema yen

ugundo Iuolr se anaiizarén los problemas no Imeales con reatncciones con sus S

respectivos métodos itoretwos

1311 ‘,‘-M'mdosdpoptlmlzaclbnjéln"relsirléclon@i‘ - -

- En esté seccién se analizan los. problemas de opumszacuén sln B
o resinccuones tratan conla s»gu»ente formulac;én mateméuca




minimizar f(x)
sujeto a.
xe E’

donde f(x) esunafunciénrealy £" es el espacio euclidiano de n-dimensiones.
Los métodos que se contempla para esta seccion son Jos siguientes:

a) Métodos de optimizacion para funciones de una sola variable, en esta seccion
se explicardn los diferentes métodos iterativos que se tienen, son los siguientes:
Fibonacci, Seccion de oro, interpolacion cubica, Interpolacion cuadrada y Newton
Raphson.

| b) Métodos basados en el uso da gradiente, para funciones de varias variables.
Entre estos métodos se explicara los de gradiente, métodos basados en segundas

derrvadas y métodos de drreccrones conjugadas,

c) Mélodos de busqueda para funcrones de varias vaﬂables no necasarramente

’ drferenc:ables por ejemplo métado de Powell

Los aigoritmos' que se tratarén son |mponantes para fas. apllcacrones_

o précticas, ya que sue!en ofrecer posibmdades més sencrllas y directas para. la*

obtencion de solucronos pero quizd su mayor imporlancta radrca en Que :

establecen clertos mvelos de referencra respecto ala d:ﬁcultad de aplrcaclbn y a .

la rapidoz de oonvaraencm

En el caso de los métodos que usan gradientes para resolver funcrones de‘ k_ B

varias variables; exrste una estructura generel para casi todos ios algontmos de.f

demnso que 80 analizan Se: empreza en un. pun(o inicral se de!ormina. de: ..o
‘ acuordo con. una ragla fija, una drraccrén de movimien!o y después se sigue esa o ‘
' mrsma drrcccién hacia un mfmmo (relatrvo) de la funcrén objetivo de. esa recta En
- ) nuevo punto se determrna una nueva dureccrén y se repite el proceso Las - _
' drferenclas entre a!goritmos radtcan enla regla medrante ia cual se selecclonan' : ‘
o Ias drferencras suceswas del mowmrento Une vez que sa ha hecho la selecclén :




todos los algoritmos exigen movimiento hacia el punto minimo de la recta
correspondiente.

E! proceso que determina el punto minimo en una recta dada se denomina
husqueda lineal. De hecho, para funciones no lineales generales que no se
puedan minimizar analiticamente, este proceso se completa buscando
detenidamente en la recta el punto minimo. Estas técnicas de bisqueda lineal,
que no. son olra cosa que procedimientos de resolucién de problemas de
minimizacion unidimensionales,  constituyen la base fundamental de los .
algoritmos de programacién no lineal, dado que 1os problemas de dimensiones -

superiores se resuelven realizando una secuencia de busquedas lineales
sucesiva.

E]omplb; de problemas sin restricciones -

Los problemas de optimizacién sin reslnccsones se presentan en dwarsos |

contextos, pero son més frecuentes cuando la formulacion del problema es

sencilla. A menudo las fomulaciones més. complejas Implican restricciones

explicnas Sin embargo muchos problamas con reatncciones suelen convemrsef o

en problemas sin . restrlcciones utihzando las- resmccuonea para establecar,-f ‘

relamones antre vanablas redumendo asl, el numoro efectwo de variables

Ehmpio 1 (Produwén) Determmar !a manera de combmar vanas antradas para S
producir cierto bien esun pmblema oomun en teorla eoonémlca ‘Hay una funcién -

de produccnén produclda f(x,,x,, ,x,,) que representa la canttdad de bienes?‘ :

; prodwdou 12,00 El precm por unidaddebuen produc‘do s q y! los prc;t;ic:s"t B

unitarios dﬂ las entradas SON Py Pyves By EI producto que desee mammazar Ia':f L
| ganancia debe resolver ¢l probiema k

. | qf(xh‘x,:kr"gxn‘)‘— plx! - Pz"'z""_"l".‘xn

 obteniendo la derivada parcial, la cual concuice directaiente a las » ecuadiones

v



q-g—(x,,x2 ..... X)=p i=12,...,0

Estas ecuaciones se pueden interpretar como confirmacion, en la solucién,
de que el valor marginal debido a un incremento pequedio en la i-ésima entrada
debe ser igual al precio p,.

Ejemplo 2 (Aproximacion). Un uso comdn de la optimizacién es en la
aproximacion de funciones. Suponga que durante un experimento se observa el
valor de la funcién g en m puntos, x,,x,,..,x, con lo que se conocen los valores
8(x)g(x;).., g(x,,) y se desea aproximar la funcién por un polmomlo de grado n
(o menor), donde n <.

h(x)=ax"+a, X"+ +a,

‘En retacion con cualquier eleccién del polinomio de aproximacion, habré un
conjunto de errores ¢, = g(x,)-h(x,). Se define la mejor aproximacién como ol

polinomio que mmimlza |a suma de los cuadrados de estos errores es decur 88 .
minimiza :

2(31)2‘

k=l

Lo cual, a su vez, significa que se minimiza

\ f(a):Z[g(x.)f-(a,s*,a".,x"f‘%r--'.mo)]
N ‘B(l . N " L .

’ respecto a a= (a,,,a,, ) para ha|lar Ios mejores coef cientes Esta es una EEE
;expresién cuadrétlca en los coeﬁclentes a, Para hallar una representacién
’ compac!a de es!e ObjethO se deﬁne '

S

q'.,='§<x.>‘w,” | a?vﬁ.,dx;xn)' y ‘e-zgu,r P

2




Entonces, recurriendo al algebra se puede mostrar lo siguiente:
f(@)y=a"Qa-2b"a+c

Q= [‘lu}v b= (bubzs'--'bm)

donde

Esto deduce directamente al sistema de n+! ecuaciones (a=H que se '
pueden resalver para determinar a

Ejemplo 3 (Control). Los problemas dinamicos, donde las vanables corresponden
a acciones lomadas en una sucesién de momentos de hempo, 8 menudo se
puede formular como prablemas de optimizacion sin restricciones, por ejemplo,
supbngase que la posicién de un chjeto grande se controla por una serie de
fuerzas de control correctoras. El error de pos:mén (la dnstancna ala posicién'
deseada) estd controlada por la siguaente BCUQCIC\H

K 5% “‘k

‘ donda x, 08 el enor en el hempo k,y u, es lafuerza efectiva aphcada al t:empo '

u,. El valor x, estd dado La sucesion u,u,,... ,u deberé seleccaonarse para,_;l‘ ‘

‘ minimizlr ol obptivo

.:0

Js ):{x.ﬂu}

~ estos ropmenta un compmvmso entre el deseo de \gualar x, a 0 y elff, Wi
B reconocimiento de qua la acméndecontroi 4, e costosa

‘ EI probtemn se puede convemr en un problema sin restnccmnes SR
Jallmmando las variables X, k= 12, .n del objetivo Se ve en segu:da la sngu:ente "

ecuac:én

Xy :".‘o"f Uy +H +u, *ﬂ,""uk’-l :



Asi pues, el abjetivo se puede volver a expresar como:

J= Z":{(x‘, iy + ) +u}}

A=0

que es una funcién cuadratica de las incégnitas u, y tiene la misma estructura
que la del ejemplo 2, por la cual se puede tratar de forma similar.

a) Métodos de optimizacién para funciones de una sola variable

Definicién 2; Una funcién unimodal es cuando se tiene solamente un méxlmo )
un minlmo

S| una funcién unlmodal dacrece (aumenta) en forma monétona y después

- tiende a crecer (decrecer) también en forma mundtona esto implica que es una

funcion estrictamente unimodal, esto qulere decir que sl f(\) es estnctamente
unimodal entonoos ‘

X <X <X X <SX) <X
X' <X <X, 2 f(X)> F(X)> F(X,);

. r ........ PuMo Mmo S .' 4r

0 Punto minimo

2

N &

'.Figura 235 = : o ; FfQUi’é 236 8




De acuerdo a la dos figuras (2.3.5) y {2.3.6) anteriores 1y 2 se deduce lo
siguiente: toda funcién concava o convexa es unimadal, pero no toda funcién

unimodal es cdncava o convexa.

Si se necesitan hacer + evaluaciones en una f(.v); y es estrictaments

unimodal, entonces sea X, y X,, respectivamente los extremos izquierdo y
derecho de intervalo de investigacién. Sea p, el mejor punto obtenido y sea '
1, < X° <n,. Ladistancia r, -, se llama el intervalo de incertidumbre. Una medida
de la efectividad de los métodos de blisqueda de puntos dptimos de una sola

variable es la siguiente;

__h=4
FRE 2
Comparacion de métodos
. Wétodo " Efectivided -
. Blsqueda uniforme = (n+1)
- Busqueda dicotémica uniforme ' (n)“ .
- Busqueda dicotémica secuencial - ';%2; ‘
Busqueda de Fibonacci F,
st

- Bisquedadesecciondeoro




Mét & Fibonacci

, Este métoda es bastante eficiente para aproximar bajo cierta tolerancia de
3 error, un punto minimo o méximo en funciones unimodales' de una sola variable.
Tiene la ventaja de que na utiliza derivada, por lo cual puede calcularse el punto
4ptimo en funciones no diferenciables. £} método supone que se conoce un rango
inicial de bGsqueda en cada evaluacién, el objetivo del método es acorralar al
punto 6ptimo. ‘

La busqueda del minimo de una funcién unimodal, es probablemente e
criterio més simple y elegante de esta familia de procedimientos. Supdngase que
se tiene una funcién f(X) unimodal definida en un intervalo [y],y;], entonces,

tomando puntos de prueba x/ y x; sabemos que se puede suceder al menos una
de las siguientes afirmaciones: ‘

st f(x) < f(x;) el minimo se encuentraentre 3/ y ¥,
si f(x7)> f(x;) el minimo se encuenira entre x; y y;
“sl.f(x)) = f(x;) el minimo se encuentra entre x; y x]

, Gréﬁcamente la .solucién‘ es co'nﬁo sigue:

':‘.\’,‘-

" Es una funcién que tiene solo un méximo o un minimo.




tondfi la olguwnte |guald|d

:_i;donde £ es tan pequeno eomo se QUIOI'B, para determinar en que mtervalo se s
~ .. encuentra 6| minimo. Se puede mostrar con e} Gltimo intervalo después de " S
& .lteraciones tendré una magmtud dada por: : :

La mejor estrategia para elegir la ubicacién de los puntos de prueba se
basa en calcular primero, o si se quiere en definir a priori, el nimero de
iteraciones » que se van a realizar. Después de r-1 iteraciones, los puntos de
prueba optimos estan dados por las siguientes relaciones: :

x = Lo gy Fe 1202 (29)

['n‘-rol

g
X == (Y - )+ ‘ - (24)

_donde (y2 »)es la longitud del intervalo al cabo de la r-1- ésima prueba y i
~'son ios nimeros de Fibonacci que se obtienen medlante la slgulente ecuacuén

iterativa,
C 1@,#:1-;=l

CFu=EAF,  m=L2. ',,‘(25)«-'
Sisaobserva las ecuaciones (23)y(24)sepuede ver quo pafa r= == 1se _k L

i _Afin de evitar esta sfituéclon ks‘ej:r_‘e'cmré "a‘I'a"#lgdie'nté'eip_‘ré"/siré‘q‘rr'\bdiﬁcéda,‘j L
;”;’"f,'?g(y?'-y."‘".') S @ e

,xz"=(‘5+s)(y,:','—yl ')+.,y;_'~ @

i




) a ]
R YA OAL (30)
L)

donde el superindice o rapresenta el valor original. En consecuencia, para una
determinada precision, debido a las propiedades de los nimero de Fibonacci,
sdlo se requiere de una evaluacion de la funcién por iteracion, después de las dos
pruebas injciales. Explicitamente, supdngase que la s-8sima iteracion, el minimo
queda localizado entre y; y ¥}, entonces en la siguiente iteracion se tendréa que:

o has (m)(

C TR A y)”‘ - 31

-y sustituyendo este valor en la expresion {24) se tiene ld siguieme:

= Pt =

- el mismo nrgumento se puede emplear en el caso de que el m!mmo se Iocahce en :

el olro somn'lnlervalo

~El nimero de cteramones se puede determinar con una tabla de numeros’

o do Fibonacci Para epmphﬁcar a oontmuacaén 88 ilustra una tabla

P _Tabla‘do_efectividadenfqncién al ntknerb“d‘e‘iter’a‘cibn‘es«

[Winwows | s | Electividad ]
Heracionss | Fibonacci R
3 fo3 L3
4 5 20
5 | 8- 425




F, es el namero de Fibonacci para » evaluaciones y se define coma en la
acuacion (25).

La desventaja del método de Fibonacci es que, Unicamente sirve para
funciones de una sola variable. Si la funcion de una variable es bimodal® o
multimodal® este método sélo localizara un éptimo local o relativo. Su gran ventaja
es que se le uliliza como una subrutina de bisquada en los métodos de '
optimizacién de problemas no restringidos en funciones de varias variables.

de oro

Este método resulta, al hacer tender a infinito el namero » de puntos de
medicién permitidos -en una busqueda de Fibonacci, el cual, se puede
argumentar, baséndose en la propiedad optimal del método finito de Fibonacsi. La
version infinita  corespondiente, genera una sucesién de intervalos de
incertidumbre, las cuales intervalo tienden a cero mas. répido de lo que se
conseguiria por otros métodos; este método se uliliza cuando no se conoce el
numero total de iteraciones a realizar, Y el algommo requiere que la funcién sea '

, de una sola variable y ummodal

Si el ,tarigo de incedidUmbre original esasX's b, al cual se lé;déhot'a:ré o

.por [a',8'), @ proceso reduce el Intervélo‘eh’cada évaluacién.*é un intervalo
constante &. e, o
: E'ldpn‘dola‘lgom:no'

T MSe dan los mtervalos a'y b‘ del rango de incemdumbre, a's X Sb‘ Se '
‘ calcula X'y ,\" de la mgwente manera

LA 86moda| sigmﬂca que Ia funcién tleno dos 6ptlmou Iocales o rolatwos

Multlmodal signlhca que fa funcion tlene varlos épumos Iocales 0 relauvos e




X =(1- tXb' —u')+a'
X} = r(b'—a')+a'

donde

]
2

EQ.GIS

Sehace k=1 y sevaal paso 3, calculando F(X))y F(X;). .
Paso2. X! =(1-r)fp* ~a')+a"

= r(b' -a_‘)fa”

~Caleule F(X! ) y F(X3). Si X‘ - X <&, donde >0 o9 una tolerancna
‘pnfjada pare. De olro manera |ral paso 3

Paed, S F(x:)>£(x:>. higase

. X"'—X, e | |
bul_bl
k~.—ﬁ’+‘|.

yrmeallpaaozulwiandoumcamente X' fe : DL e
e : "blpl‘:xxﬁ - ‘-

P ol

ak?ll:‘,ak_ s )
Ck=kel

»‘ y “ regresa EIP“O 2 éélcﬂlahdd‘ﬁniéaménte‘ X




ints! cidn cuble

Este método fus desarrollado por Davidon y 8s necesario que la funcidn
sea diferenciable. E] método consiste en encontrar un valor 6ptimo de una
variable «, danominada o, tal que la funcion,

gla)=f(X +ax)

obtenga un minimo local, Donde e » s son valores iniciales arbitrarios. El punto

X es el punto de partida de la bisqueda de los optimos, mientras que s es la
direccion de a bisqueda. Este minimo local se obtiene en tres fases.

Etapas del aigoritmo
" Sea g~(a)=gg~
da

E-Q_L Dadoa vnlom arbttranos para X y 8, evaluar g(a) j(X + as)

: MEvdulr g(a)yg(a) paravalomsde a 01,2,48!6, - ,ab donde bes

&l primer va!or para ol cual g'(a) 83 o negmwo 6 g(a) no ha decramdo Rasultai : ! : |
‘ ‘quulva!oréphmo a aeenwontraen el ranoo a<a sb

m Se eiusta un- pohnomno cubico tomando en consuderacxén (os valores ’

g(a), g(b), '(a), '(b) El va!or minimo- a se representa en esta neractén por a,;

'(M"‘W Z i : g
'(b> y<a>+2W“’ "’; s

= ‘{g(“) gu’)] @

W2 g o)

AT




Si gla) o g(b) no son menores a g(a,), entonces se acepla que a'=a,
(valor aproximado).

Si no, es decir, si gla)< g(a,) 6 g(b)<g(a,), entonces:

a) Si g'(a,)>0, se repite el mismo procedimiento en el intervalo a< a’ < b,
donde a=a y b=a,.regrese ala paso 3.

b) Si g'(a,) <0, se repite el mismo procedimiento en el intervalo u < a<h,
donde a=a,, y b=b. Regrase al paso 3.

interpolacion cuadrada

Cuando una funcién muitimodal de una variable es discreta, la
interpolacién  cibica no sirve (puesto que la funcién no es'difefanciable en los
punto de discontinuidad, y los meétodos de Fibonacci y seccién de oro tampoco -
sirven, puesto que la funcion, alin siendo dwcreta no'es ummodal En estos
‘casos el método do mtorpol.cién wadrada esel apropuado ‘

Este mﬁodo fue dmﬁado por Powell y mepmdo més tarde por Zangwm o
En este caso preuntamos ol orlgmal (de Powall) que consnste en tres pasos.

Ehfmdola’igorhmo i

lgm Dados los valores de punto arbntrano X y una dlrecclén arbltrarla 8
ovaluar : :

- g(a): X+ a§).
El punto X es el “punto de pamda de la busqueda del: 6pt|mo Iocal o

_ mlentras que 568 Ia dlreccién de la busqueda




 donde -

Paso 2. Evaluar g(a) para a=0,1,2,4,8,16,.., a,b,c, donde ¢ es el primer valor
de « para el cual g(a) se ha incrementado. El valor éptimo de o, a’, se
encuentraen el rango a<a’ <c.

Pago 3. Una vez que se conocen l0s valores gla), g(b) ¥ g(c) se ajusia a un

polinomio cuadrado a fx) y se caicula el minimo local del polinomio, a,, dado por
fa siguiente expresion;

o, = 40N - )b’ - g ~a')
" gla)e - Byrg(bYa- o+ g(e)b - a)

Si g(a,)< g(b) entonces o’ = a,. De otra manera, es decir, si g(a,)> g(b), s
toma o’ = b.

Mdtodo de Newton-Raphson

Se supom una funcion J(X) de una. sola variubls que es contmua Y

o ‘daemcmue Ente método localiza e punto dondo la funcion cruza el a;o dola
~ variable indepondnonte A ooo punto se la uama el cero da la tunclén ‘

Unu oond:ccén necesaria para que un punto X' sea un éptm\o local es que o

: j'(X‘)= 0, ontoncn este método Iocahza el 0 los ceros de la funcién f'()()

si e aupone qua se proporclona un punto micial de busqueda (X'),‘”.‘” ‘

o 'entonces en la K-ésima iteramén se mna lo siguleme =

f((“;)_ N o 1)

:x' :

| ”},".m dfml
foe ¥



~ Mmétodo puede divergir.. Es decir. este método Iocaloza un cero a: Ia vez, si Ia~ s
funcién tiene varios ceros (esto quiere decir qus la funcién anhderwada ione
. varios punlos extromoa), entonces esle método Iocalizaré esos ceros en funcién_'f
del valor inicial de busqueda. Por tanto se debe emplear varias. veces este Ly
* método, cada vez con un punto inlclal de busqueda dlferenle T jv FE RN per

| ;derivadas para funciones de varias variables en problemas no restnngldos‘ o
‘Método de ascenso y descenso acelerado, mélodo de Newlon, método de SR

UMEY)

S =T

Este procedimiento converge al cero de la funcion en un namero finito de
iteraciones en cualquier funcién cuadratica, tal como se muestra a continuacion.

X
punto de x*silla (cero)

| ~ §in embargo, existe el pehgro que para clenas funciones no cuadréticas ol |

A continuaclén se. plantean algunos mélodos de opumlzacuén que utllizan




Davidon-Fetcher-Powell y método de Fleicher Reeves. Estos métodos tienen
como comun denominador el uso del gradiente.

b) Métodos de optimizacién basados en el uso de derivadas para
funciones de varias variables

Los métodos se presentan en este orden porque los primeros dos ilustran
de manera sencilla la filosofia del método, aunque no sea del todo préctico para
aplicaciones comerciales, y los olros dos porque resuita ser de los més eficientes

y répidos para resolver problemas no restringidos(Davidon-Fletcher-Powell y
Flelcher Reeves).

Un ejemplo empirico, para entender el funcionamiento de los métddos de
gradientes el siguiente: supongase que un alpinista desea alcanzar el pico de una
montafia (méximo local), oste neeesnta detres olomentos

‘a) Un punto conacido de partida ,
_b) Una direccion de caminata, y -

¢) Una longutud do caminata por esa diracmén o '

Unl vez que el alpimuta haya recorrido a dustancia ootablectda enfa
direccion suqendl desde el punto inicial COﬂOOIdO e encontraré en un sagundo 3

~ punto, en el cual fijaré una nueva duoccu&n y dolerminaré una nueva longitud de "
‘ neomdo, Asi on: noracionos sucesivas da direcciones dowmlnadas de R
. movimlanto y. de longltud de recorrido de los mismoa, el alplmsta podré llegar al o

pico do una monlana ola profundidad de un bmanco

Los métodos de gmdnente haca exactamenle 830, unlcamonte que ‘

dotermman la mojor direccién y la- mejor Iongltud de recomdo en ase dlrecclén i
“para poder alcanzar el mdxlmo 0 i mlnimo local on el menor tlempo postble .
f (menor numcro de iteraclones) ‘ ‘




Método de ascenso o descenso acelerado

Sea A.X) una funcion diferenciable en £". Dado un punto inicial de partida
X' =(x) x,, 'Y, 1a direccion de descenso acelerado en ese punto X° esta
dada por ~VAX), y la longitud de recorrido por un parametro, a, >0, tal que el
punto generado en fa iteracion i, i =12,..., es '
XM=x -, *VA(X), Minimizar J=42 0= 012,
X=X va, *VF(X"), Maximizar =2 0 012
Para encontrar el valor de a,, se minimiza la funcidn de una sola variable
sla,)=f(X' ~a,*Vf(X")
por aiguna de los método discutidos en la seccién anterior,
El vector X' -a *Vf(X‘ es tangente al conlomo g(a,) yddmd Vﬂ)ﬁ*‘), :
a8 perpendncular a este contorno; fos mowmienlos suceswos son éngulos rectos: e

“mo.

‘Existe dos cnterios para terminar el algontmo 1) Constsle on: parar en; o

cuando Vj(X‘): 0en 8l punto X‘ puea se sabe que este dobe ser una condtcuén oy

necesaria (mn no suﬂciente) que debe cumplir un’ punto mémmo 0 mimmo

: _En(oncos que ¢l gndieme on el pumo X’ sa aproxtma al valor csro Io cual “nl
oquivalem &

Z[Lg )]ss S o e : p E E
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dond
onde ~——

#

son los componentes del gradiente, evaluadas en el punto X'y

£> 0 os tolerancia arbitraria. Se utiliza el cuadrado del valor de las camponentes,
con objeto de evaluar fa suma de los valores absolutos. 2) Consiste en comparar
el valor de la funcién en dos iteraciones sucesivas y para el algoritmo cuando esa
diferancia s menor a una tolerancia arbitraria, es decir, cuando

XX <& donde £>0

Este mélodo encontrard un minimo o maximo local, generalmente el que
esta cercano al punto de Inicializacion X°. Para encontrar todos los minimos o

maximos locales hay que repetir el método con diferentes puntos de inicializacién
X°. .

‘La desventaja de este método es que su convergencia al punto dptimo
local buscado es muy lenta. debido preci'samente a los movimientos

perpendtcularas Eslo puede ocasionar un -zigzag - - Ineficiente en funclonas cuyos. ‘

contornos son excénmoos como el que se muestra enia slguienta fi gura

Cymaan o4 dody
L SRS

‘ Figura. 237.

SR sl la funcnén tiene contomos ctrculares. al 6phmo Iocal se encuentra en una 3
o sola itemiﬁn ‘ ‘

3 S




Desgraciadamente, en la practica, las funciones de varias variables tienen
un componente muy irregular, ya que sus contornos son excéntricos o bien no
circulares. En estos casos los métodos de ascenso y descenso acelerado son
muy ineficientes, por su convergencia lenta.

Método de Newton

E! método de Newton también se conoce con el nombre de Newton-
Raphson de varias variables, este método es muy parecido al anterior, y estd
basado en |a siguiente regla iterativa:

X=X~ HXYVAXY (Para minimizacion)
XM = X4 AR (para maximizacién)

Dado un purka inicial  X° = (x?,7,.... ),

- donde X° en £ es arbitrario, AX) s diferenciéble VﬂX") es la trahspueslé de

gradiente evaluado en el punto X' de la k-6sima iteracion y H"(X‘) esla matnz

| mvem del Houuano evaluado enel punto X de la k-ésima |terac|6n

Cnterio para parar ol método

| LﬂX‘")—ﬂX")l <g donde &0

Los dos métodos antenores (ascenso-dascenso acelerado y el de Newton) Sl

f‘ _ converge muy lentamenle ala solucién buscada sobre todo cuando el gradiente, ; ;
" if~adquiare un- valor. cercano a cero (en Ios contomos tnpogrércos tipo valles)'- ,




Recientemente se ha descubierto una serie de técnicas que eliminan esta
desventaja. La |6gica delras de estos métodos es similar a la de los dos
anteriores y solo difiere en que, en vez de tomar direcciones sucesivas que son
perpendiculares (forman angulos de 90°), se calculan las llamadas direcciones

conjugadas.

Dada una funcién diferenciable de varias variables, la serie de expansion
de Taylor en torno al dptimo local X°, dice que

S S X=XV 4500 XV H IO X0,

pero por' la condicion necesaria que debe satisfacer el optimo local X°, que es
VAX')y= 0, setiene

0= RX W - XY HROW- X (@2)

Se supone que el Hessiano H[j[X’)] es positivo definido. bajo teles
suposiciones,  {X) se compona como una funcion wadrétnca en el contorno del

punto X°. De aqui se infiere, que cualquier mélodo que se comporta
eficientemente conuna forma cuadrénca lo haré también con una funclén detipo.
gomrll dmnncllbb ya que por la serie de expansion de Taylor cualquuer‘

“funcién diferenciable de tipo ‘general, puode aproxnmarso por la forma cuadréuca

(az)mawvuumodermomtnrenformamatncmlcomo
j(X):a_+b’X+‘-2-X’HX. L

‘Se eupone que Xe&", J(X) es duforencuable b es un vector con n

- componentes conocudas aesun escalar y i es ol Hessiano, al cual se supone o
- definido y simétrico. E} Hesslano debe evalume en cada punlo Xt generado en

a iteracldn K, k = I, .n.setiene lo elgumnta SR

g ;.whwa |




Si X* es un minimo local de fX), entonces es necesario que VAX")= 0, por
lo que

b+HX =0, (33)

Dado un punto inicial X° =(x!,x},.., *%)" y un conjunto de » direcciones
independientes (s,,s,,..., 5,.,)", @3 posible calcular un conjunto de constantes S, tal
que ‘

| X'=X°+§ﬂ,s, | | 34

Cada itorbcién 8, i=0,..;n-1, 68 un vector con.n componentes Sedicé .

‘que las direcciones (s,,s,,..., s,,)", son conjugadas de la matnz H, sl es que

‘ cumpleconla sngulentecondlcién
sf,’ﬂsj:o Ciegy g O ‘(35)
con s‘,sjto paa bﬁ e Se puede pmbaf quo wdquim comnto de

”'dlrocdones que satisface la definicién de ser conjugldu e un eorimtof
~Iinulmonte mdop«mnte Por. Io tanto se calculm Ioo eoeﬁclentos p,,~
: : 0,.. ,n Idolnigumtomanm : SRR :

n-l

X' X°+Zﬁs,

- Muttiplicado pors/’”

o s:flvriesfﬂr%gs‘max‘ |




De la definicion (36) se tiene que
s Hs, =0 para i#j,
por ser s,,s, direcciones conjugadas, por lo que (37) se convierte en
sTHY* = sTHX® + B 5T Hs, (3n
De (33) se tiene que
HX =~
Por (37) se puede escribir ‘

57(-b) = s]HX" + B,5] Hs,
B, s Hs; = s (-b) -~ s HX*

B =+ HX)X®)-

sTH( \'f)s, (38)

Esta Ultima ecuacion establece la logica iterativa. Empezando en un punto

mucml X° y un direccién arbitraria s,, 38 calcula un nuevo punto X do la sngusante
manera; :

X=y +ﬂ.sa
‘ donde 4, se obtiene d‘evla optimi?lcién dela fﬁhciéh de una sqla"v&iaﬁle L
Mn)‘ ﬂxo +ﬂos‘o)‘ h

e Pero esta optlmnzacnén genera pracisamente la expreslén (38) en efocto ely‘,
‘ 'gradiente de g(ﬁo) o8’ :

o VF(MO»;) :

,.1~ ‘




‘eomo-dauo,osdocir,quemafaoa(ss)yaipoderwwlarolpumox’

¥, ualeulldo(aa)adwr, .. f

Una condicion necesaria para un optimo local es que esta gradiente sea
igual a cero. Por lo tanto

STVF(X®+B,5,) =0
Pero esto implica de (33) que
3B +H[X + s, )= 0
5b+siHX® + s’HsJ),

0 seaque .

-5y - 55 H(X°)X°
H(X%)sy

 Bo=-b+HX )XY

o=
5 H(.\’o)so
P«o esta onprmdn es prociwmnte (38). Una vez obtenida p, y por «

mwdmmopumox‘ hnqugenmrunadnreedéns,quesea ~

X' +p|"n

BN
ﬂ. =+ (X)X) o S

‘ Pm unufuneibn o! épnmo Iooal X‘ ) gonora en n itoracionos sucwvas e

Los liguiontn doa mbtodo ellin basadou on dlroocionos comuqndla. elf*f' |

~ primero, lmado el método de Davidon -Fischer.Powol, es consderac como©
" uno'de los mejores en cuanto a eficiencia entre todos los métodos conocidos e’
: ”f'optlmnucwn no rosmngldas, dosde eI punto do viste de su convorgencna N




acelerada en la solucién de problemas précticos, y el segundo métode es de
Flecher-Reeves .

Método de Davidon-Fletcher-Powsll

Este método, basado en la |6gica de direcciones conjugadas es una
combinacién de los trabajos de Davidon y Fletcher-Powell. Este método es
considerado por los expertos de este campo (programacién matematica ), como
uno de los algoritmos més eficientes para calculer puntos 6ptimos locales en
funciones diferenciables de varias variables,

Se considera una funcion AX) de n variables, que es diferenciable. El
punto principal de este método es una matriz D, , snmétnca positiva definida, que
se evallia en cada iteracion k, k = 1.2,..,n

Esta malriz se actualiza en cada |torad6n y con ella se calculan las
direcciones con]ugadas 5, ¥ 1as longitudes 5, de la iteraciones k, k = 12, S

Siendo D, una matriz amltrana samétnca, posltiva def nidaen n por ney ‘
X° n punto inicial arbltrorio entonou la pnmera dlreccién s,al“" se obtnene de

5 =,—D,v1(x°).

La Iongitud ﬂ, e obtleno de la mmim»zamén de Ia funcibn de una sola

‘Lvlnable B

| gwos; f((.\’-")’ +ﬂ.,‘<so’) .

Sa defne un parémetro o, donda ao ﬂoso
s por io.que ‘

X ;X° +oo.7




La actualizacion de matriz D se caleulade 1) = 1), + 4, + B,
donde

A aﬁaﬂ
oA,

A, = VAX')-VAXY)

Bo = ~(Dyo 1)
83DA,

En forma qeneral se tienen conocidos D y X en |a |tsfacsén
k k= 1,2, 1 ¢ nuevo punto xxa soobtnene de

XM =X.‘+O',‘
L "c"‘yﬁns{ ‘ o

iy e |

e y ﬂ, seobtionodala minimiuuﬂn

sw.) f«x')’w.(s.)’ |
l.uctu.lizndbndeD,,, uu!eulade . 8t

s  “"0m D+A +B,,, L

e gt
A [ 3ol I
,‘ "tTAx

R




g, = ~(Dy 8, 41 Dy)
ALD A,

Cabe mencionar que el numerador son matrices, mientras que los
denominadores son escalares.

Los aMém de aeste meétodo definen io siguipnte: . _
a) La matriz D, es positiva, definida y simélrica en cada iteracion , k = 1.2,....n.
por lo tanto, ¢l método converge a una solucién ¢pumq tocal, porque:

By o) )—var‘

dp, - P, ) +‘pt(5k)t)3tvf
Para g, = 0 se liene qde .
bu Lo 1O v (XK :
- dpy 4 ',)S'

Poros, = -D.VJ*(X">; rrl 'cak i

BB g
dﬂ, Vf (X )Dtvﬂxtko )

Por que. D, LY pomm defmdn Ea docu', ln duigualdad anterior uiomﬁu i

o .que Ia f\meién )(X) lnidalmonle dtsminuyo o deaeea afo largo de la durocclt‘m ‘. '\.,f ; | 5 ,.
o yporlountou!epuodehmmispequoﬁuncadumnm I

- -«f‘:_«b) Cuandomo m«odosale apliuaunafuncwn cuadm;cadelafoma

j(X) a+b’X+-X’AX

jat emonm las direcclones s,aE" san comugadas de la matnz A y por Io tanto el : T
métudo eonduce aun mlmmo enn uemdonoo Tambuén D, converge ala lnversap e S
S “de la matnz A ameduda que se conﬂnua olefando. es declr l:mD A -,



Método de Fletcher-Reeves

Como ya se menciond anteriormente este método esta basado en la légica
de las direcciones conjugadas y es un trabajo de Fletcher y Reeves. Este método
no es tan eficiente como el método de Davidon-Fletcher-Powell, pero es mucho
mads sencillo de usar para célculos manuales, ademds de tener otras ventajas que
se describen posteriormente, aunque este método no es tan potente como el
anterior sigue siendo més eficiente que los métodos de ascenso-descenso
acelerado y el de Newton.

Este método supone que f(X) es una funcion diferenciable con sz%". Dado
un punto arbitrario X°, el método calcula una direccion inicial

SI
S X
~ donde
SR - S,,=jVﬂX°)

S 8e eécode una Ibf‘gitud $, minimizando.

e gwokﬂxo'*ﬂoso) .
En él“puﬁt,c‘)»:_)(' o ‘x',-;xwp,;s‘,’. o

 Lanueva direcciénes




Se obtiene ge

8= —Vf(X’)+aoso.
donde
a = LOWARY
’ Vs '(X")VAX“ )
En forma general, se tigne Que al terminar k=3
calcula de ‘
Yh=xtaps,
donde 4, se obtiene de Ja minimizacion e

BB =f(x Y 4 g, (57
Sy = “Vf«XM) tay(s))

0y < Lt
BT

»», 8l punto y&+ gq




c) Métodos de optimizacion para funciones no diferenciables de varias
variables

Métogo de Powsll

Una de las grandes desventajas de los métodos analizados anteriormente
es que suponen que la funcién debe ser diferenciable, con objeto de poder
evaluar el gradiente y en varios casos, también el Hessiano.

Otro de los problemas es en el caso de que la funcion sea diferenciable, es
el evaluar analiticamente en cada iteracién las funciones contenidas en el

" gradiente y en el Hessiano.

- Por tal motivo, se han desarrollado una serie de métodos iterativca que, sin
ser tan eficientes en cuanto al nimero de iteraciones necesarias para alcanzar un
éptimo como los métodos basados en el gradiente (Dawdon-F letdm Powoll E
Flotd\er-Reovas) tiene lss snguientu ventqas ’

“a) No. raqulere de gudlonto y Hesslanos por-lo que snrve tanto para funcnones
o dlforenciablucunonodiferondlbles i

: b) No requwre de métodos numéncos y por io lanto su error de rodondeo se't

reduoe conslderablemente

i B método de Powoll reqwere en clda ntoracnén de " mlmmlzacaones de

_funciones de una variable, por métodos que no usan ‘derivadas, como son la s
 interpolacién cuadrada para funciones: mulhmodales de una sola variable y los ©

‘ "mé!odos de Fibonacci o secci6n de oro, para funciones unimodales de una- sola

'k_vanable Esm minlmnzacuones 86 hace en. la d|recc|6n de’n vectores‘: e
‘ “~.-”"ndependientes Syt %y cada vector con » componentes Como fasultado de -
©s108 n procesos de’ mmlmlzacuén se deﬂne en cada lteraclon una nueva S

: .'durecclén Si ‘esta: dlreccuén 8 aprueba un cneﬂo criteno entonces reemplaza o

; kalgunasdelasn d'reccaones antiguas s,,s,, 5 "' : :




El proceso se inicializa con » diracciones arbitrarias s,s,,..., s, ¥ un punto
arbitrario X° =(X?,X7,..., X%)'.

Powell recomienda que estas direcciones arbitrarias s,,s,,..., s, se definen
de la siguiente manera:

5= (X°,00,.....0)
5= (0,X20,..0

5, = (000,..,X°

Dado X°, y las n direcciones arbitrarias v,,s,, ,s el método de Powall

- procede de la forma ilustrada a manera de un diagrama de ﬂu;o qua se ilustra en _
‘lapégina 70y 71.

Se utiliza la slgusente notacsén en la iteracion &, generan 2 puntos,
XXM Xt cada punto con n componentes Por ejemplo, ol punto Xy tlena ‘
los ssgusemes componentoa

X =<X.“,x, S ) R 0,1;2;...,&1.‘ |

También en cada lteracién k emurén n dsreocnones Indopendientes v
Sy Sy ,sh. udadiroocléncon n componontes es dodr. '

">SN =(sl‘\l,§:~l""’. s:J)v s ‘ v S £ IV.Z,‘..’..n" S

Desventqa dol método. suele no ser eﬂcuente en el numero de steracuones :

o ‘nécesanos pm alcanznr el 6pt:mo




DIAGRAMA DE FLUJQ DE POWELL

! ey

i

: §i k=0, 3¢ riene x°° =(x?'°.»g'°.....xg'°)

; conocidos y las direcciones independientes

Jon' 8o -(xf”,o.....o), DY (o.x;’”,o.....o)

or S0 2(0,0,0..,0,409)

——

Se determina el pardimeiroa, ; de la minbmizacidn dé
i : At s qJ:“) por medio de las mitodas

3 " = Inarpolacidn cuadrada

! = Fibonaccl o seccidn do ora

i . B
I . o - R R .
L S0 abd ¥ xb s ay l ‘ f

ol Sea x b0 ¥ ,_~2;A.n - xb0 ;

S L chcm: clm'.'m.‘“lAsykinSn, al qus : o S ) ST e
] [rlere) = rlakm)] v masimo, | |
y3¢a-Dy, sea diferenciable. mdxima, "

S [ fr= f(x*2), 1, = ‘j(‘xf’f"’);f,(é;‘j(z'x'v"' - x*0) I S g Shr

&




1
i Determinar elmin. de j(x‘ ) paravalores
Fadd Mo Sa mlnlni'f.

= M0 a3 b direccion correspon _

diente al valor 3 o3 5y,

En la mairiz de dirécciomes .

RD 42T
I TRR > THE --'A.n 1aTkm TSk
L clamlm 5g; s6'corren los vectores col. ’
BTt vitkn unpo:wldnahizq .
ylacolmna o laocawtlwc x. *
i ‘
Vil NEIRR |
¢ >0, 5 >0, arbumlo
. El dptima ¢s aquella o 3
; o S R [ =, d mn.
' S S dcj()
d




1.3.1.2 Métodos de optimizacién con restricciones

Los métodos que resuslven problemas de optimizacion con restricciones se
encuentra mucho menos desarrcllados que los métodos de optimizacién no-
lineal, no restringidos. Esto se debe a la enorme dificultad inherente en la
solucién de problemas restringidos.

El problema general que se quiere resolver, es:

Opt..  f%)
Sujeto a:
h{X)=0, J=ham
g(X)z20, JE=mrlp
X.E"

como. se-analizé en la seccnén (i.4) Ios problemas inherentes -a este tnpo de

_ situacion son:

a) Exnstencua de opllmos locales, o
b) Optimos locales: que se encuentran enel mtenor o en los bordes de una
regibn de factlbllldad que en general no 1) convexa

" 8in embar'go en esla se'cciéh trataremos' una clase ‘de' 'problemasAd'e.- g
ptmzacuon no lmeal donde estas ‘dos duf cultades desaparecen completamente

A conllnuaclon 8¢ menclonan el tlpo de problemas para postenormente explicar ‘
las condmlones necesarias y- suficientes, que debe satlsfacer un 6pt|mo Iocal en -

' ‘problemas no Imeales més generales Con base en esto, surgen tres grandes‘
»fammas de métodos

-a) Mélodos de optlmlzaclén por aproxlmacion Imeal
b) Métodos penales : ‘



Estos métodos se basan principalmente, en la programacién convexa,
despues de mostrar algunos ejemplos de programacidn no lineal, se enunciaran
los principales conceptos y teoremas sin probar, ya que no es el objetivo de este
trabajo; pare iniciar dicho andlisis, y posteriormente se presentardn los métodos

mas importantes.

Ejemplos de aplicacion de problemas con restricciones

En los itimos 20 afos la programacion no lineal pasé de ser un tema
relativamente nuevo y principalmente analitico a ser un importante instrumento de
cardicler genaral para la resojucién de problemas.

Los grandes probiemas de programacion no lineal se presenla en diversos
campos, por o;emplo los problemas de estructuras . mecamcas como determinar
alws OpMmales para puentes, armazones, etc. Algunos dnseﬁos

‘mecinicos y confi iguraciones que antes se- resolvian mediante ecuacnoneS‘

diferanciales, ahora suelen solucionarse resolviendo problemas de Optlrmzacién o

_ apropiados. Por ejemp!o, determinar la forma de un cable ngldo suspendndo enlre ‘
' doow\iooyoopodando una carga

Exiﬁ una amplla clase de problemas de optlmlzamén a gran escala que se

M de manera similar a los mélodos para resolver ecuacnones dlferencialea

ptudu En situaciones en que las vanables continuas bésmas estén defi mdas;',; ‘

 ' ‘on une m bi 0 tndlmensional la regién continua se sustltuye por una red o
-m por quizés vanos mlles de punlos dxscretos Entonces 1a - )
‘We aproxnmacndn discreta a Ia ecuaclén dfferencaal Pparcial se -

mutm Mctamente formulando un- problema de opumlzaclén equwa!ente: ’
E~ m se utnllza en estudios de plaslncudad en ecuaciones de. calor enel

m de: ilms en: fisica alémlca y, de hecho en casu lodas las ramas de la-

‘ Lou pmblemas de control optlma dan Iugar a problemas de programacton

K no Itmal a gran escala Cn eslos problemas un snslema dmémzco, que se.

SN




describe a veces por una ecuacion diferencial normal, relaciona variables de
control con una trayectoria del estudio del sistema. Esta ecuacion diferencial, o
una version directa de la misma, define un conjunto de restricciones. El problema
consiste en seleccionar las variables de conirol de modo que la trayectoria
resultante satisfaga variables y minimice algun criterio. Un problema inicial de
este tipo de problemas, resuelto numéricamente, fue la determinacion de la
trayectoria de un cohete a la luna que requeria un consumo minimo de
combustible.

Hay muchos ejemplos de programacidn no lineal ‘'en las operaciones
industriales y toma de decisiones mercantiles. La no linealidad se- puede
presentar en funclones de produccidn, curvas de costos y, de hecho, en casi
todas las facetas de la formulacion de problemas.

Los analisis de cartera, en el contexto de la inversién en el mercado de
valores y en la evaluacion de complejos proyectos empresariales, 8s un drea
donde la programacién no lineal es cada vez mds Gtil. Estos problemas pueden
llegar a tener féciimente miles de variables. - o ' '

En muchas 4reas de la canstruccién y anélisis de modelos, la formulacion

;dlrecta de_sistemas de ecuaciones estd siendo. sustnulda cada vez an mayor, -

medida por las fonnulacionea de optimlzaclén Asi, los grandes modelos de
. prediccién econdmica a menudo datermman ios precios de oquilnbno m&mmlzando]
- un objelivo Ilamado excsdonte del consumidor COn frecuencia sa formulan‘

modelos ﬂsioos como minimizacién de la energfa Los: problemas de decision se |

forrnulan como la maxlmlzaclén del beneficio eaperado Los procedlmlentos de‘« S
andlisis de datos se basan en la- mimmtzacnbn de un error promedlo y ‘en: Ia i
maxlmizacnén de una probabllld&d ' '

"




Programacién convexa

Un problema de optimizacion convexo, es aquel que minimiza (maximiza)
una funcién convexa (céncava) dentro de una regién de factibilidad convexa.

X
sik) 80 s}

Funcién convexa . g(X,Xq)

Ly, Fl;ﬂo
I(X..X;)-K

Re {lllﬂuvlnls K) ‘ ‘ " B= {xl;(x-.X.):_au} .0 .
. Yo (1) o REEEE A WAL VY :

' Figua238.
- Teoreme 4Sila funcién g(X) 9§ conve'rx-a,iyer‘iwnbes ellcbnjuhio
L R={xiginsk)
88 oonVexc_’:f para todos |os vélo’fé‘s"dye',‘ Pérémétro k. SI g(Xyes .c‘én(‘;:ay\jé_,ier:‘\'idnc:'es‘ft e

ol conjunto R={X/g(X)2 K}, .e'é conVer'{p;ira todos los valores del pardmetro

s




Teorema 5: Cada punto minimo (maximo) local o relativo, de un problema de
oplimizacion convexo, es un minimo (maximo) glabal o absoluto,

Teorema 6: Si AX) es una funcién continua y diferenciable entonces las
siguientes tres expresiones son equivalentes entre si:

a) AX) es convexa.
b) (X2 £(XH+vrT(x2K X - X?), para cualquier par de puntos X'y X,y
c) H(Xx) es una malriz positiva semidefinida para toda .

Teorema T: La funcion cuadratica,

fX)=c" X+ XTOX

" con la matriz Q somldn!ﬁnide. o8 co'hvéxa.

Toonma 8: Una funcion AX) es convexa s y_ uélo si, la funcién. de una sola R
vanable f(X +as~) uconvexa para cullquuer valor fi xcyoonocfdo de X y 5.

Con bmonbohoremu antoriom surqen alwno'métodoaquepermite:v‘ o
- dotormmar si une funcibn €8 convexa o céncava A continuacién se presema uno
R do ollos. ol eu|| multl impridico por e dlf eultad do cémpu(o

[ & - #p]
. 5an\ oX A, " aXeK, |
A T

Heloxan aXav, T X, |
| A A
S LoXX, oXaK, oaXex |

: Soa )(X) una funcnén duferenciable con X, E" Sea H(X) el Hcsslano de fa
‘ j()(),udocir | ' ‘




Entonces los menores principales de // se denotarén par A,A,A,,..A,,
donde cada uno de estos determinantes esta dado por:

&y &y
A= a’f Jaa, ana
! - m,a\. A &S
; KX, &,

A=

E! método indican que si A, > 0,4, >0,...,A, > 0 entonces AX) es convexa,
mientras que a los menores nones A, A,, A,,... Son negativos y los menores
pares A,, A,, A,,.. son positivos, la funcién AX) es concava. Este método no

- trabaja 8i _fX) es estrictamente cdncava o convexa. Por lo que ya se mencioné

anteriormente, el método es |mprld|co debido a la dificultad de calcular los
' dotorminantes asociados a los menores del Hossi ano.

SO hacen las slgulentes observaciones. Si el problema a optlmazar fuera de_ ;
la sigubnto forma ‘

o o opm

~ Sujetoar
ANSO i=dm
BN=0 =l '
XE

ot LR - | R);{x}h](x);b}‘“f J=1,, g

i GSporlo ge"”'a“‘Ot‘aOﬂvO)(o ’:ajr'hérios.q.ue_ig fﬂvn,cién;,j‘( X)by"sea‘ Cuasnconvexa ‘: ‘  o
i (1) ptocoveast

V”(XXXX)zo i

ut'a"sfo 'im\blica‘- o e 2
. ¢ O E1C O T




fx) ~ f(x)

L 4

v

Figura 2.3.9. Funciones psaudo-oonveka

Una funcién A,(X) es ps'euvdo-céncava si -h(X) es-pseudo-

convexa. Una funcién () es cuasi-cénvexa si dados dos puhtds X' X enel

dominio de a funcion, y un parametro 405451, h(X’)ah(x') la cual impllca o

que hX)2 (- ~AX+ 2K,

Unn !unclén o.m es cuasx-céncava Este hpo de Vunclones sa slustra an laf, '

o Asiguiontomiﬂca

f(x) ' )

' Figua 2310, Funciones cuasi- convexa

om




El problema general de programacion no lineal, es como se expresé en la
seccion (11.4), tiene restricciones de igualdad, por lo general la regién de
factibilidad no es convexa. Ademds, los problemas reales de optimizacién no
lineal, generan funciones objetivas que no son convexas. A ralz de todo esto
surge, las condiciones necesarias y suficientes de que deben de existir en los
puntos 6ptimos locales de problemas mas generales. :

cw&im de Kuhn-Tucker

En 1950, Kuhn-Tucker descubrid la siguiente toorfa. que ha servido de
base para el desarrollo de la programacion matemética y particularmente parala.
programacién no lineal. Para. lo cual considera el -siguiente problema de :
programacidn no lineal o programacion matemética '

Mmmizar AX)
- Wetaa: ' S el e
gsh e i=lzm
Yy k20 BRI e L

Donde fa rglajndén Lagmngemﬁ'wg'W; !
UXA)= f<X)+24.g,(X>
: 1=l :

oy la condncién necesana para que 88 tenga un 6plimo Iocal es que el gradlente:, .
del Lngrmllno sea igual a coro, es decar ‘ '

| VL(XA,): 0

o y |as vanablea A son los mumplmadores de Lagrange S| ﬂX) e convexo : e

‘entonces VL(X A )=0 es una condiclén necesanas Yy sufuc:entes y ol éptimo asf, :  -, e
‘global Aunque en teoﬂa. el procadlmlento es muy senc:llo de Gnlender, en Ia

ESIA TESI“, NQ PFRE
%M DF, U\ BlBuUaE\.A



practica por lo gensral es dificil, debido a la solucién del sistema de ecuaciones
no lineales, generadas por el gradiente de Langrangeanos igualado a cero. Sin
embargo, el métado de Lagrange que convierte a un prablema restringido en uno
no restringido es ya un mejaramiento del proceso de sustitucion.

La representacién légica de las condiciones de Kuhn - Tucker estableca
que, el minimo local de un problema de optimizacion restringido, cualquier cambio
que sufran (as variables de} prablema, no hardn cambiar e! valor de !a funcién

objetivo.

Representacién matemética de las condlclonn nccourlns do
Kuhn-Tucker

Se ha visto que dado un bfobtema de optimizacion como:

Minimizar  f(X)
T syetoa: : S
' g(0s0  i=12..m (39)
XEE”’ Lt N . : B

. en donde j{X) ylas g(x) son dﬂerenciables. las condtciones do Kuhn-Tucker

oslablmn que, ' un punto éptimo locai X 0 dobo nmuriamonte satlsfacer

Vf(X") 2«.(—\73,(X°»

el ‘
: »“ 20 : R ; iv#"lt'"lm .
& gl(Xo)SO.‘; = klk,...,m“ '
-u‘gl(,\’b)ao,' ’;‘i = [l.‘.-vrvm‘:( SO '




Se considera a continuacion pequefios desplazamientos en el contorno del

optimo local X°. Estos desplazamientos se representan de la siguiente forma
X®+Y, ahora sea

1={i/g(X")=0},

El conjunto de restricciones activas en X°, y si (restricciones na activas).
j ¢1 significa que g,(X°)<0.

Si se consideran solo aquseilos desplazamientos de la forma X° +7, tal que
g(X°*+1 <0, iel

0 68, deaplazamlantos que pueden convertir a una restnccnén actwa en una no
activa. Por la oxpansién de Taylor se tiene:

2 +r)sg,(x")+vg{(x°)r+%y’ﬂ,(ex"(i-é(x?m)r‘so_ |

para :el y 0<651. Para duplazamtentos pequeﬂos edmisxbles o sea para S o
valoresde Y peqmﬂoa ol tbrmino Y’H,()Y estan maiqmﬁoante, que para fines S

; prtctlooo %0 puede ahminar Ademas para i el so tione g,(X °) <0: Por lo tanto

g,(xuy).:.g,(x“')}lso,iél | '(4())* }

- Entonoes si 7 esun daspllzlmuonto admtsible debe saﬂsfacer a ecuacién o

; anterior ‘Condicion que ponmto derivar una clm de probbmas no linealas. para st
L “los quo laa oonducaonen de Kuhn-Tud&ar son necasanas para’ un mfnimo Iocal R
 Para podor estlb!ow las condiciones neceaanas y suﬁcientes se requxere definir . -

" las famadas rastnccuones caliﬁcadas da Kuhn~Tuckar Sa requiere |as slgutenxes .
' doﬁniclones ’ : S ‘

T




Se entiende por un arco, denotade a(f) en E", a un vector con n
funciones de la forma:

a() = (a,(6).a,(0),....,a,(6))

donde 0<f<4. El arco es diferenciable si cada componente del mismo es
diferenciable. E| vector tangente es un arco que se denota por D, y se define

como un vector con las siguientes companentes.

D g(da.(ﬂ) da,() da,(&))
a(8) d0 y d0 yeerry dg

Se dice que un arco se origina en un punto X° si-a(0)=X°. Se dice un
arco es tangente a un vector ¥ en un punto 4, si D, =Y. Un arco que contiene

 enun conjunto R, Rg:_l.'."', af)cR, v 6,0<6<8.

ROUIOn calificade de Kuhn-Tuckor Sea X' un punto que esté enla
regiéndofactlbllidad (39), es declr. 8(X°)<0, 1= L,...m. Se supone que | tanto
f(0 como g,(X), =1,..,m 50D dlferencaables La reslnccién calificada de
kuhn-Tucker 88 cumple en el punto X° L] cua|qu|er duplmmnento en: la

L voclndad (X*+1), salisace:

a) Vf(X’+Y)sO paralodo:el

’ ‘ b) es tangonte aun arco duferenclable que se ongana en X B ‘
€} e_sté contonido Qn la roglén de ‘factibil;dad. : PR

Y las alguienles condiciones de Kuhn-Tucker quedan formuladas con el‘

. slguiente teorema

Toouml 9; E/ teorema de Kuhn Tucker establece que b8j0 la suposicmnes‘ e
- siguientes: :




a) Todas las funciones f(X) en el problema (39) son diferenciables,

b) X° es un dptimo local o relativo de! problema (39)

¢) La restriccion calificada de Kuhn-Tucker se cumple en el punta X°.

Entonces existe un vector u’=(u,u},..,4;)20, tal que las siguientes
condiciones (llamadas de kuhn-Tucker) se cumplen en el punto X*:

VX + 3 u Ve (X) =0

%20 i=1..,m
g(X)s0 i=1...m
ug(X%=0 i=1..,m

Puntos do sila y las condiciones suficlentes de Kuhn-Tucker

: Hasta la seccién lntarior se ha formulado las condiclones necasanas para'
un dptimo local, en el Supuesto de que la funcidn ob]otwo y les reatricmones sean -

o : ~d|hronciables Existen clertas cmdocloms quesonnecemlaswaoiemas pnra,“‘ ,
e un punto %08 un- épﬁmo locel, ain cuando las funciones no ‘sean

dufmmhbm Elm cond)caonos 86 conocen como de silla, Para osto consadere :
,dtiwmpmbbmadomuannolmnl '

.mnimnzar /(X),
o syeoa S
EE g',‘(X)SO', i am o &
XaS PR (41)

(donde f()l) oomo g,(X) r = L...,m son funcnones arbitranas no llneal (

B noconnamente diferoncmbles) yos es un subcon;unto propno de 1,", El
' vLagrngoano asocuadoa(M)

8.



Min  LiXU)= f(X)+ 3 ug ()
I

n.zo.
1

Se define a un punlo de silla como que cumple con las siguientes
condiciones:

L(X U s I(X,U°%, paratodo XeS
L(X°,U% 2 [(X°,U), para todo U 20 (42)

donde X*es y UU°20. En (42) en punto X°* minimiza al Lagrangeano L(X,U)
on la region s y U° minimiza i Lagrangeano (X,U) para todo !/ 20.

El siguiente tecrema expresa las condiciones nocaurlas y suf cnentes de
un punlo de silla de! Lograngoano L (X 0. :

Teorema 10: Sea U° 20y X's, scE", Entonces (X" u'). es un punto de sil!a

" de latuncion L(X, %), 8i y sdlo s,

a) x® minlmiza L(_x,u)m s.
b) g(X°)s0,para  i=123,..m.
o u,g.(X"): 0, p-‘ra‘ i= 1,2.5,:...:»..

Tnnma 11: Si (X" U )u un punlo se silla de L(X U), entonoes e| punto X°:I

‘ -‘uun mlnimod.l problomn (41)

EI loorema 11 es opllcable atodo tlpo de oplimnzacaén Incluyendo aquellos‘i E

on dondo la funcnén ob]etivo y Ias reslnccnones no son diferenclables Pueda - ] ‘
© ocurmir. que fos. puntos de silla.no exlstan para varios de eslos programas Sln‘f S

_ s embargo sa pueda garamlzar la exlslencna de los puntos de sllla en lodo los :
‘programasoonvoxoo (KArlun) ~




Resumen

Se supone que f(X), g (X), i = I,..,m son diferenciables, X esc £" y se
satisface la restriccion de Kuhn-Tucker. El punte X°=(X/,X;,...X,,) es un
punto 6ptimo local del problema

Min 0
Sujetoa
£(X)s0 i=l,..,m
Xesghk”

8i existe m nOmeros u,,u,,...,k, que cumple con las siguientes condiciones:

a)§i .Y}=o,entonces +Zu,§'—‘— OparaX X,. =k

b)Si X =0, ontoncu %+§" g'[' 20 para X, = x}, J2heon

- €)8iw >0, unonm g(X)=0,parai= l,...,m'.
~d) 8i =0, entonces g,(X)<0, para i =1,..,m,

0) X} =0,pM8 j=l.n
f) 420 para e b,

o Si f(X). g,(X),_i Lo son funcioms convexas, quo samfacen Ia'ﬂ‘fk o
~ resticcion calficada de kuhn-Tucker, las condiciones a) la f) mcluoivo. son
“f’f'luﬁdm:pluoblonomnépﬂmoglobd oabsoluto e

| Obllrvlcmnee it

[ a) Las condtcuonos de Kuhn-Tucker son completamente |mpréct|cas para resolver S
. v-problomudeop(imizacuén S ' :




b) Las condiciones de Kuhn-Tucker sienta las bases para el desarrollo de
métodos practicos de optimizacion, mucho méas eficientes.

c) Las condiciones de Kuhn-Tucker permiten probar cuando un punto (X’), o
punto de silla (X°,u) es Gptimo (local o global).

a) Métodos de optimizacién no lineal basados en la aproximacion lineal

La légica que utilizan este tipo de métodos, consiste en aproximar el
problema lineal

Min.  f(X)
Sujeto a: ‘
A(X)=0,  i=l..,m (43)
. &(N20,  i=mtl.,p |
XekE", : ‘

, Por el sagunente problema Ilneal que prowene de Ia aproxnmacndn de Ias -
oenes de Taylor o

Mln f(X")+Vj (X‘)(X x") :

Sujetoa
‘hy(X“)k+'Vh'()(")(-X‘—X")‘=.0‘ P lm
BUTCNA X0 (= mbhp
X X"e[‘"‘ o R

: ‘d°"d° f(XK),Vf(X')h(X'),Vh (X')g(X"),Vg.(X"‘) son escalares evaluados.; '

en el punto X‘ Los métodos de aproxnmacuén Ilneal resuelven una sene de- -
programas Ilneales los cuales producen un nuevo punto una vez que se Ie ajusta:

. 86~




y corrige, genera un nuevo programa lineal, el cual praduce un nuevo punto y asi
sucesivamente.

Los métodos de aproximacion (ineal tienen la convergancia garantizada un
6ptimo local en los siguientes casos:

B) f(X)h(X),i=l...m, g(X),i=mt+]..,p,sonfunciones continuasy
diferenciables

b) f(X) es una funcién convexa, Y/, (X) genera una regién de factibilidad que

08 convexa,

c) g(X)20, j = m+l,..,pson funcxones concavas.

d) La regién de factibilidad es convexa y cerrada.

@) Las regiones estdn acotadas.

Existen muchas métodos basados en el principio de programacién lineal,
unos son mds eficientes que otros, aunque solamente se tratardn a los tres mas

" importantes, oomoson

a) Mbtddb de Griffith y Stewart
b) Método de Wolfey,
c) Método de direcciones factibles de Zoutenduk

Este método basado en el pﬂﬂClpIO antenor proceda de la sigutente .

= manera Dado un punto Xt que se supone es factlble e aproxnma e| problema no -
hnel| poc' el sigunente problema llneal ‘ . 5 i

8T




Min. £(X)= 2 (X’x X+ f(X5)

sujeto &
h(X‘)+Z h (X )X -X})=0, i=1..,m
g,(X‘)+Z§i£-{——)-(X,~X,")EO ' i=mtl..,p.
j=l ‘Wl .

Y con el objeto de garantizar que el nuevo punto sea factlblo se aumenta
la siguiente restncclén ‘

|X/"|'X;|S,5:'- : j= 1,.._,,(1

donde 6 >0, j=1..,n, 68 un namero paquoﬂo pero arbitrario. Y el nuevo__

punto X m ostaré dado por: ;
X = H (0 -0

donde, X‘ es la solucin del problema llneal enla K—éslma |teraci6n Conoc:do
X“' repnto de la misma operacion, unicamente comgiondo el va!or del‘
parimotro 4, M de tal mamraquo, oss}*'«s' j = |, o ‘ '

_La desvontqa de nla familia de mﬁodos es el siquiente ‘ ‘ L
~ a) La convergencia a la solucndn éptima puede ruunar banunto Ionta s Ios_”
‘valores de 5%, k = 1,....n genera puntos X! X‘ X que eatén cercanos a la i

ftontora do Ia mién do faaubllidad

b) Ea diﬂcil dmrminlr cual do los puntos sueesivos X‘ X " es mejor

o) La, solucién del probloma lmeal puode ganerar direcciones de solucnén muy ?, R
- |nefc|ontes Esto sugmfca que las restricciones no. nneales generen valles S
profundos 0: contornos olongados y: el movumlento al 6phmo Iocal seré e :

extremadamente lento. -

 d)Es diticl vdiseha‘_rmétddoé de aceleracién,

88




étado fe

El método de Wolfe se define como un problema de programacion
cuadrética que es el siguiente:

Min. f(X)=c"X+ % XTQx (44)
Sujeto a:
Ax<h
X20,
donde:
Xek"

~ ¢ @8 un vector de precios con » componemes
Q @a una matriz de » por n, simétrica y positiva defimda, 03 decir. ;
X'0x >0 para todo XekE* oxcepto X = 0,
b 63 Lin vector de dupomb»hdad de TOCUrsos Con m componentes

" A.esuna motnzdo m por n dococﬂcienm teenolégioosy g
U es un vector de » ceroa

' Como oe observa e! pmblema de opﬂnuzacnon hsne como mtnccaones o

~ lineales. Si 0 n igual auns matriz null ] probloma anterior se convione en uno’ 8

de progmmcsbn Iinoal Como 0 es posmva deﬁnida es0 »mplica (teorama 7) que :_' =

) e mafmclbn astrictamente convexa y por o tanto ] minimo ai oxiste es‘

’ “qlobal Si 0 u nogmva dofmide, j(X) e estnctamente céncava y el mé)umo si_f\
- axiste, es global ‘ :

- Y las condicianes anteriores se pueden escnbir on forma algebfﬂlca de la g
‘;lgUiQﬂia forma S R ' ‘ |

w




Min.  f(X)= ZcX 3T X,

==l

sujeto a; (45)
j g(X)=Ya,X,-b <0, i=1,.m
J

: (X)=-X, <0, J= Luan,

e

' boh este nmv6 motodo 86 genera el Lagrangeano

LXx,a v) I(X)+Zl.g.(x)+2u,h (X

i fat

L] l L]
?;:, E;Z,: Jq,X,+§A(;a‘,X b)+2u,(—X)

| ' Donde las oondscionen de KuMTud&er en el Lagmnooam antenor ,
proporcionan lao w\didom necesarias y wﬁcmm que dobe oxmur en un ’

. Wolfe woim resolver e! oiguioi}té probloma

L

o oM 3w W
~fulptyoa:f , L
g +Zq, +Zﬂ.a,, u, V 0 ' _‘i?‘l,.‘.,,n‘;'
O S tat N R ‘
»_Za, +y b - ‘if=_',|,..-.j,m””
X204 zOV,zoz zo ’
' ‘j‘_' l) 1”; i= l.a .’m»
I;vnorrvés”tri‘r"tgidaehSignyo‘i-%_*l,.‘;;m_f S (4'7)‘ ; SRR ’ : i
A= sl
”JXJ:'O! j = l,.’..,”’W ; »




Las condiciones (47) se e llama holgura compiementaria. El proceso de
Wolfe empieza con una solucién basica factible al programa lineal (46) mediante
el método simplex. Al seguir iterando con el métoda simplex, se toman en cuentan
las condiciones de holgura complementaria en el sentido de que:

1} A,no puede entrar a la base 8i ¥, >0 solamente entrard a la base si ! =0,
i=1,..,m, De manera andloga, ¥ no entra a la base si 4, >0 y solamente lo
podré hacer cuando 4, =0 i = I,..,m.

2) Se usa lo mismo en este casocomo 1) para X,y w4, i = 1,..,m.
Concluyendo: el programa no lineal a rasolver consta de 2(m+n)+n

varisbies, m+n restricciones lineales y m+n restricciones de holgura
complementaria. ‘

- Eete mﬂodo fue deunollado por Zoutendijk, slrve pam molver problemasb
de optimizndén de Il formo ' :

. Min. j(X)

o 8;(X)$0, i= l;;;.,m o

o  '£ donde j(X) y g,(X) 0 i = d,m, doben ser diferencuabtos Emmétodono" ' ,
. puede molver problomas donde eximn restncciones de fgualdad En dwho* PR

' ’método se encuentra en cada neraclén una direoc(én y un tamaﬂo de avance en‘ o ;
'esa dlreccxén Ia cual tiene dos propsedades ‘ S

: :‘ a) Una |Iamada de fachbmdad consnste en qua un avance en asa dlrecclén oo
o vio|a ningunarestncclény S : SR e

L ‘:, ‘” .




b) Otra llamada de utilidad, consiste en que un avance en osa direccion mejora el
valor de la funcion objelivo.

La generalizacidn del problema original utilizando las series de Taylor,
genera un minimo, como 86 muestra en él siguiente caso:

Min.  F(X5)+VfTXNX ~ X5)
Sujeto a:
EX)+Vg (X' NX-XF)s0 i=1..m
El nueva punto X**! se obtiene def punto anterior X* de acuerdo con

X = X 4 dys,

donde 5, o8 la mon que debe ser facubn y i La tactmmdad do la dlmmén -

, uoblhmdo ja uoumto forma:

,v&ms,so | ‘i'—?l,.‘.,,m'@ (49)

| umm-sthummddnlauﬁm nuocar,lapmpimquem"sa_'*‘ .
‘ mnc&énobmwonowmmm B .

‘-—-‘v-ffo,rf)s.\”éo,f f <so) T

L1%

_ Elm.ﬂodemwmionto,l alo Iaroodela durowién s,,saencuentra por_\"_f
L ‘m«odoo do opﬂmizacibn de tuncionu no rutringidas de una sola variable RTINS
‘(lntorpolaci(m cubica. cuadrada Fibonaoci soccndn de oro, Newton Raphson.;.‘!;pf“
; etc,) B ‘

Lo Pms a seguir en el método de dlreccmnes facubles de Zoutenduk en

' "Qa itereoién k, son Ios slgulentes



Etapas del algoritmo
Pagg 1; Sea X' un punto factible de (48), es decir, g (X*)s0 i=1,...m
Pago 2: Se caicula VF(X').
Paso 3; Se resuelive el probiema lineal
Min. VT F(XY)s,

Sujeto a:
Vg (X', sb i=l.m

' pn determinar Una direccidn s, que es factible y uhl El vedor b esta formado

por las eonwmm de las mmwom

Sidprobbmaoptmwudomummién ladwoccadneaum ai

o V’j(x')a,>0ydumpmblmdamimm§zwén ontorm,iralpuu.

o msv'f(x*):,<omuwma dlncomdonlollmodes, e
| E*pﬂmm:umewm.ndintmalo osAsA,. dond- A, uutculaf”

mwmimao

f((X ')’ +3.J’ ).

o como f«x')' .s,) o8 una fmcwn no. mtrinundn de una m vmb:ea-;: s
(4, wiice. cusiquier método ‘expicado anteriomente (Fibonacsi, Seccion de

o oro). Si' V’j(X‘)w. 0, al proeuo ttrmm:. yu que no s puedo mojomr a lai :
llmclm objeﬁvo EI punto X eaelpunto !ocal '

' f’f’memuovopumo x"*‘ es X"“—X"H s,

Songruulpuoz

ROL S




Los métodos difieren entre si por la manera como se calcula la direccidn s,
y lalongitud 1,.

b) Métodos penales

Estos métodos tiene como principio transformar a un problema de
optimizacion restringido en uno no restringido, incorporando en cierta forma las
restricciones en la funcién objetivo. Se les llaman métados pomfes. porque
utilizan una funcién con la que ponahzan la funcion ob;etwo si ‘el - punto
considerado 86 sale fuera de la regién de factubmdad Los métodos penales

utilizan técnim de opttmuzacnén no restringidas.

Los métodos penales se dividen en dos clases:

b) Métodos peniales no pardmetricos

L’oi“mﬁodd; penal'ci'pa’mmﬁﬂcoq a su vez se divide en trespartes

) Mﬁododepunto intonor B
b Método de punto exterior, v
: '0) MModos mixtos IR

\ En al método penal de punto mtarlor s sugua una trayectona que empleza, e
e jen un punto iterior factible X*, que converge al punto éptimo local, pero. sn
' salirse de i rogiéndohc\ubihdad En ol método de punto exterior, ol mecanismo
~ ea anélogo al Interiar, pero siguiendo siempre una trayectoria desde e extenor, al
- -punto Gptimo E ultimo caso, la funcién penal evita' que () punto se conwerta enf =
o factible se alele demasiado de la regién factible. 1. método' mixto se ulliza .
‘ ‘3[ 1 generalmenta ouando se tienon rastncc:onas de lgualdad Es una combinaccén de‘_ S
o e dos estralegtas aphcadas antenormenle

TR




i 'mx',p) f(X')+(p )*2h‘<x')+p

Dado el problema no lineal.

Min.  f(X)
Sujeto a:
h(X)=0, i=1,..m
g(X)20, i =mtl,..p
XekE",

Se puede representar al método penal por.

P(X',p")= f(X')+ZP,”(h(X'))+ ZP,G(K.(X")) (81)

l-l i=m)

donde P(X",p) es la funcion penal, p' son parametros ponderados,

H(h (X! .Glg, (X ')) son funciones de las resmcclones Hh(X") y G(g,(x' »
ykos ol nimero de nomiom del método. :

I.ou mﬂo(m pomm quo oxldo onla prdctlca varian en la forma como f

: mm:yonmmonnywdumloop“motmdopmadén o
L EnutowomoncimumdnﬂododoSUMT‘doFimyMcCormsck
uaplnubbaproblomudoopﬂmiménnolinedndondola funcion objotIVo ‘
; j(X) ylnrwnwmdodwguﬂdad g,(.\’) puodanurnolmulos perolas_'-’;_ SR
restricciones de mum h,(X) deben ser lineales. Esta condicién dobe exlstlr ss,f; D
kesquouquieroqaranhwlaconvoroenciaaunéptnm Iocal o

‘ La socuonc«ado funcloneu penalos a resolver en el método SUMT es

Ry ,<x~ *‘?"2,’: S

e j‘donda Ios factores de ponderacién P son posltwas monétonamente decrecnen!e R
e ;esdocir p >p >. >p >0 : '

5 ;ir's'ocyent\lnl‘ Unconsirva‘lanFMlqlmizéllon Technique. -

e




A medida de que el valor de p decrece en cada iteracion, el efecto de las
funciones as el siguiente:

HOb (X ) = T RXY),

(2}

Gg(X')= Z.g(X")

as acercar el punto X* a las fronteras de la region de factibitidad.

A continuacion se explica como se calculan los factores de integracién ;¢
en cada iteracion k, en el proceso SUMT empieza con un punto interior conocido
X0 porio que todas las restricciones de desiguaidad se satisfaeon -aunque no-

_sucede asi en la reatnccidn de igualdad que por lo gonoral se vuola Se tiene por g
‘lotanto

&(X)20, e i=fm+l,....‘p

Dospués de calcular p ‘o punto X se determina al mmumizacaén la: ‘

: funciénnorennngidn P(X,p"), q;dnen (52) Secaleulaolplrémdro o, yel“ w0
punto. X* se calcula daspués de la. mmumiucuén g P(X,p ), y ui O
S »msw:memo

1) P = l E‘ e. m“ PféCﬂOO dﬁ 'Odos pefo Ql que pfopopcima resu"ados MOS s ": i
exactos o : , o

2) W Donde X“ es un punto fachble y
uwv(m{] e

g W" .§.g,(X°

Fiaceo y McConnmk roeomienda tres métodos para calcular el valor de p . e
" a saber ; S :



Por |’ se entiende, el cuadrado del determinante de a. Este método

proporciona resultados més exacto que el primero, pero es menos practico y se
usa cuando no se puede evaluar el Hessiano de R.

!
VO VROO) VRO |

3) o =
)P vn<x°)[v'n(x°)]"v'R(x°)

donde VR(X®) es el gradiente de R(X°), V:R(X®) es el Hessiano de R(X°),

'[V"R()(°)]'l es |amalriz inversa del Hessiano, X es un punto interior y

o 1
A ’Zg.(X)

1=mt}

Em o3 ¢l método que genera mejores resultados pero el que lleva: mas -

' tiempodoeﬂw!oenummputadora

Una vez oblonido ' Fiacco ¥ McCormick recomnendan que p s calcula .

‘dolalinmmfonnl

A
4 o

Fiacco y MoCormick dan !ambién tm cntenoa para parar el algontmo Aquf.‘ ‘ o |
somncionuéiounodullos,queenelmgumnte T

e

| V’P(X" p )[V'P(X*,‘p Ik v’p(x',p )<e donde &> o es una toleranciav o
o ubntraria :




i APLICACION

.1 Problema de localizacion de servicios

El problema de localizacion de servicios busca encontrar la solucion
geogréfica de una instalacion, en tal forma que ios costos de distribucion a un
cierto nimero de clientes sean minimizados.

Por instalacion, se entiende - cualquier servrcro pubhco (hosprrales
estaciones de bomberos o de policia, bancos, ‘oficinas gubemamentales,
escuelas, bibliotecas, estadios deportivos, plantas generndoras de energla -
eléctrica, estaciones de gasolina, plantas de tratamiento de basura, aeropuertos
otc)opnvado (bodegas, plantas industriales, comercios, efc.).

Por distribucion de la demanda de lo8 servicios se enlrende' la manera de -
asignar espacio fisico a los diversos eomponentes de una. instalacrén o, por

‘sjemplo, méquinas y h«ramion!as on una planta Las coordenadas de un plano
bidimensional nos awdlian en la Iocahzacrén

En esta soccibn 3 formuhn mode!os do !ocalrucrdn de varias f

‘imhlacronos on’ el espacio continué ‘on el primer. caso % lnauza on un plano, :
: Ndrmensroml |as " (n >0) matalacioms quo s deaoa omblooer

‘ o Para amhzar nuevas instaiacrones en todos los modelos de opnmrzacrén e
se considera una funcién objetivo de cootos la cual se mrmmiza Dicha funcrén es

o ropresenrativa de la distancra ylo el tiempo | necesario para ﬂuir brones 0 uorvrcios
‘ ’de las nuevas instamomsy las ya eximntn a Ios clientos SR '

En esto irabaro la parte més importanto a tratar son Ia norma rectangular y‘ e
la norma ouclrdrana es decrr, se analrzan dos clases de’ normas para medrrfy '

distancias. La IIamada norma recrangular 0 Manhaltan considera que la drstancra" 5

L :entre dos puntos no es ia recta que ios. une, srno el minimo numero de calles quej ’,
= L] debe recorrer a este Hipo de modeto se umrza en: grandes zonas urbanas L



cuyas calles tienen trazos reclos paralelos y perpendiculares. El otro tipo de
norma, llamada euclidiana, considera que la distancia mds corta entre dos puntos
s la recta que |08 une; se utiliza en problemas de localizacion en 2onas rurales y
urbanas de trazo irregular.

.2 Conceptualizacion del problema

Los problemas de localizacién se presenta cuando los encargados de
fomar decisiones deben seleccionar el sitio en que ubicarén una o varias
Instalaciones O servicios, como podria ser. industrias, bodegas, comercios,
escuelas, Mop_itnlos, mercados, aeropuertos, plantas de.{ratamiento de aguas,

. plantas de gbneracién de electricidad (hidroeléctricas, térmicas, nucleares),

plantas de tretamiento de basura, estudios deportivos, estaciones de bomberos,

‘estaciones de gasolina, etc; este lipo de problemas se presenta también en la -

distribucion de maquinaria en un drea dada. La toma de decmones antenores se
considera bqo una serie dn cnterios pmst.blocados '

Los modolou cuantitativos analltneos que se presontan n ute capltulo son

,de tipo normalivo, ee deck, pmmbcn un cuiso de accidn que: optimiza’ una
funcién dada. Estos modoloo tienen vunns Iimutacnones la pnmera deellasesla
-~ definicion dola funcion obhtivo, que oononlmmto locluu ol mtio o mtion

mimmizmdo una. fmcién 'de costo. Voliman y Buffa eitabloco que mnmmizar

~clegamaente una funcién de costos puede conducir i a resultados absurdos. Para
ollo 80 ha llegado a considersr una variedad de funciones objetivos, que incluye
 la minimizacion de la méxima distancua neomda (funcaonet minimex). este ipode
“funciones es caracteristica de los problemla de Iocalizacion de' servicios de
- emergencia (hospitales, estaciones de bombero, etc.), donde se desea que una
i oomunidad no mi a més do ciono tnempo de una cllmca ‘ ‘

Para madlr dnstancias se puode Iograr con la norma rectangular 0 bien una .

S ouclidiana La pnmora tiene mayor aphcacnén en cuudades grandes con: trazos';j" ; S
- rectos porpendlcularos paralelos de calles y avenidas donde Ia dustancna entre:;




dos puntos no puede medirse como la recta que los une, sino como el minimo
nimero de calles que existe entre ambos. En contrapartida la norma euclidiana
dice que la distancia entre dos puntos, es la recta que los une. Esta norma tiene
sentido en las zonas rurales y urbanas con trazo irregular. En la gréfica 3.1 se
distinguen ambas normas.

"'Nonnaroetmoul-r d,,-lx x,|+|r l;,[

;Norma_euclwim ” d,, [(x x,,) +(r r)]

Los problomu do locsliucién 8o puodon dwidnr plfa W estudao enn ”

rolaciéna 1). Loquouqum Iowizlronprobhmndodmmbméndoupwof :
» ' Yy problomas 'de Iocdizucsén ounque en ‘esla ncc|6n se “tralan solamonte‘
: problemudelocahzacldn 2). Laa caracterlsﬁcasdelas nuevas' y
- problemas ' de . localizacion sencilla (una instalacubn) 0 multlple (vanas»i; S
: instalacionos). Iocahzacaén de punto 0 de ém donde ol numero de las nuevasi SRR
inslalaciones esta dado 0 es una variable aduc:onal de’ ‘dacision y. donde a
' ubicacu‘m es independlante o dependlente de las otras Iocalizac&ones. ) Las;f}- TR
: caracteristicas de’ Ias instalacsones axistentas en problemas de locallzacaén\ o

;nsmlocima en



estatica o dindmica. deterministica o probabillstica, 4). La interaccion de las
diversas instalaciones: en problemas cualitativos o cuantitativos, 5). El espacio:
en problemas unidimensionales o multidimensionales, discretos o continuas,
restringidos o no restringidos, 6). La funcion objetivo: en problemas cuantitativos o
cualitativos y, dentro de los primeros, problemas donde se minimizan funciones de
costo y tiempo o se minimiza funciones de tipo minimax, 7). La norma (distancia)
en probiemas rectanguiares y euclidianos.

1.3 Locallzacién de un solo servicio

En este apartado se analiza el problema de la localizacién de una

Instalacion nueva respecto de una serle de Instalaciones similares existentes,

. cuando el criterio @ seguir es el de minimizar una funcion total de costo que sea
pmporcioml s ladistancia.

- 'Fm&cmmwmbmmmm‘mlclo |

Latormuhciéng«maldelproblmdﬂouﬂzmdndounoolouwm&o [T}

o puodo phntur do I siguiente forma; emton m_ instalaciones conocidu enlos
"puntos p,,p,,.. .P. de un sistema 0o uwicio de. ooommm y u roquim una .

- nueva instalacion, de caracteristicas mmnmonunpunloduconocido x, talquo"ﬁ
" los costos do transporte que son propomiomlos a la distancia ontre Ia nueva

~ inatalacion y Iss existentes, dX.p), i=12;..m 88 mmimucon SGa Wouna
pombncibn asocinds @ la mst.lacidn existente.k P = 12,...sm que mide ol

: ,producto del couto de transpone anual y el numero de vuajes anuales entre el

produdoi yal




Mateméticamente se quiere encontrar x que minimice a:
J(X) =T Wd(X,p) (1)
i=1

donde el término i, es a veces referido como prioridades o pesos.

El problema consiste en determinar la localizacién del nuevo servicio X
que minimice f(X), o sea, el casto total de transporte. Dimengionalmente (X

estd expresada en $/afio de acuerdo al siguiente andlisis

=g, =] 2] [;‘{3;}”—;—

En muchas aplicaciones el costo por unidad de diurancia a8 constante y el
problema se reduce a determinar la ldcalizacién que minimice la distancia.
También la cantidad #, se puede expresar como: ¥, = ¢, donde ¢, es.un costo :

unitario/ unidad de distancna ydesla domanda de ﬂu;o

- Se analiza, enpnmer térmmo el caso de una norma rectangular y, dupués_ :
el de una euciidiana. Para la norma rectangular el probloma consnste en

: oncontrar las coordenadas (xy) que mmlmczan a j(X)

Los pfoblamas on donde Ios vna;es ocurren a lo largo de un conjunto de‘f

" naves arregladas enun patron o molde rectangular, paralelos a las paredes de Ia‘ ;
; construcc:én la medla de la dnstanc»a apropiada es ta rectangutar ‘

EI problama que 80 anallza es de una sola mstalac»bn nueva respecto de i

: una serie de instalaciones snmuares ex:stentes Sl Ias coordenadas (Y Y) para e




centro de demanda i son (a,,5), tal que, X =(x,y) y p =(a,h), la distancia
rectangular entre x y p, queda definida por:

d(X,p)=|x-a|+|y-4|

Como ya se menciond anteriormente la distancia rectangular es apropiada
para el analisis urbano, donde los recorridos ocurren en un conjunto orfogonal de -
calles. Ademds, en algunas oficinas ocurren en un conjunto de alas, naves
laterales o caminos paralelos a las paredes dentro de los edificios, para facilitar
los viajes o el paso del personal.

El problema de localizacion que utiliza la distancia rectangular, puede ser
representado matematicamente por: ‘

Mip/ ()= :Z.;’"('* -aly-t) (32)

donde (a,5) m‘codrdena'das conocidas del punto, p,,i=12,. m, W, mide el
producto del coslo de trlnsporto anual y el nlimero de viajes anuales entre o -
producto i -y el X. (x,y) variables a determinar 0 coordenndas a determmar
dondno debe utablocer ol nuevo sorvuclo ’ |

D"“WWW’M"W ”puedeverquulproblemaesequivalentea L

Pilmf()() MmEWlx a,|+hgnZW[y b|

L]

que conmte en la loluuén de dos problemas indopendientes, dOnde cada‘
- témino del.lado derecho de la igualdad, puodosertraudocomoun problema do
optimizacidn por. upuado y. aplicar métodos de programaclén hneal para su, R

solucién : S
an/.(r.y) zw(x a.)f o

oo




Como f(x) y £(x) tiene la misma forma, el procedimiento que se aplica
para minimizar alguno de ellas, se podra aplicar para el otro.

Algunas propiedades de una solucién Optima para los problemas de
localizacién de un solo servicio con distancia rectangular son:

- La coordenada X del nuevo servicio puede ser la misma que la coordenada X
de algun centro de demanda. Similarmente, ¢on la coordenada ¥ de algtn centro
de demanda, desde Juego, no es necesario que ambas coordenadas estén en el
mismo centro de demanda.

- La localizacidn éptima de ia coordenada X (coordenada I} para el nuevo
servicio, es una locaiizacién media, s decir, una locaiizacion tal que, no mas de -
la mitad dei nimero de viajes este a la izquierda o abajo de la localizacion del

* nuevo servicio y no mas de fa mitad del numero de viajes, este a ia derecha o

arriba del nuevo servicio. O sea, que la mitad de los centros de demanda estan

~ gituados a la izquierda (abajo) y & la derecha (arriba) del punto medio.-

~En olros problomas de locahzacnén de servncoos el costo no s una funcion.

' ,’ lmeal de ia distancia, por ejemplo El costo asocxado con la respuesta de-un"

camlén de bomberos ‘a un moendlo es esperado que no sea hneaI confa.

dlstancla

Dependlendo deI probiema z (X p,) puede tomar drferemes‘

- formulactones Asi que, también es posnble u!mzar 8 cuadrado de la distanma'
Teuchdiana entre X y p, como medlda de la mlsma : N

Sl (X Y) son_las. coordenadas dei nuevo serwcuo y (a,, ) son Ias

s coordenadas def’ cemro de servucio l El cuadrado de la dsstanma emre X y n |
- queda def nida por la demanda CERE: '




d(¥,p)=[(x-a) +(r-4)]

Las razones para estudiar este problema es fundamentalmente dos: la
existencia de problemas de localizacidn en los cuales los costos se incrementan,
cuadraticamente, en lugar de linealmente, y el estudio de las leyes de los
problemas. con el cuadrado de la distancia euclidiana también llamados
problemas de importancia, que son fundamentos para los problemas con distancia
auclidiana.

El problema de importancia o el cuadrado de la- euclidima pude ser
formulado como:

minimizar  f(X,p,)= iw;[(x—a, ) +(y 41),)’]
1=l
algiin punto (.Y, ¥) que minimiza. debé satisfacer las condicidnes :

| (wzm, ) } (;0)

e

Como la mnclén mln j()( Y ) es cuadrétlca entonces las condnciones son '

: neoesanas y suﬁmentes para un mfmmo

Obteniondo las. denvadas parcxales de la funclén minf(X Y)

- respocto a (X Y) y hacnando igual a coro se obnene Ias slgunente solucibn unlca

r Z_ | ZWb
| zw

Las coordenadas del nuevo serwcm puede ser mterpretadas como valores '

o i (pesos) promedloa de Ias coordenadas (X Y) de Ios centros de demanda y son o

T




en efeclo, las coordenadas que minimizan a la funcién objetivo. Las soluciones
son llamadas a veces, de centro de gravedad o de importancia

o de | ncla guclidiana

Considera que las coordenadas para el nuevo servicio son (X,}) mientras
que los centros de demanda i son (a,,b), i =1,..,n, entonces

d(X,p)= [(x—a,)' +(y”’/)1]%

La distancia euclidiana se aplica para algunos‘problemas de localizacion
de redes, casos complejos de comunicacion, transporte VIE]GS aéreos, alambrado
eléctrico, etc.

Entonces el problema de localizacién con dnstancua euclldlana se puede
formularoomo . : '

" minimizar : f(k;ﬂ)=§"7[(¥'—q)z+(y-’-b,)’]§ : .

La aproxlmacién mmedlata L) anallza para |a solucuén del problema de :
focalizacién con distancia euclidiana, @3 nuevamente. calcular las denvadask ¥
parciales de la ecuacion anterior y hacerlas igual a cero, es demr. so toman las’ '
denvadas de f reapeto de x y yse obtnene ‘ '

o




Nétese que la solucion de ambas ecuaciones presenta un grave problema
cuando (X,Y)=(a,,b) para cualquier i, i=1.2,.,n, yaque (3) no estan definidas
para ese caso y, por lo tanto, no tiene solucion,

En aslas expresiones vemos que la dificultad aumenta cuando la
localizacién para el nuevo servicio coincide con la localizacion de algln centro de
demanda. Si existiera alguna garantia de que la localizacion optima del nuevo
servicio nunca sera igual a la localizaclon de algun centro de demanda, entonces
las ecuaciones (3) igualadas a cero, serian condiciones necesarias y suficientes
para la localizacion de mejor costo del nuevo servicio. Sin embargo como esto no
3 posible entonces es necesario ulilizar otre método de solucion. Una alternativa
de solucién del problema de localizacién de una instalacién con distancia

‘euclidiana, es usar los método de programacién no lineal.

Este problema (3) se ha tratado de resclver en los Citimos tres siglos y se
le conoce bajo el nombre de problema general de Fermat o problema de Stélner-
Weber. En el siglo XVIl, Fermat planteo el problema particular. para
m=3, ¥ =1, ei=12,23 Siendo Torrecilli el que le dio solucién en 1640. En el

siglo XIX, el matematico suizo Steiner, més tarde, el economista alemén Weber o -

revivieron. Fasbender en 1846 estuvo estudiando ol problema dual,” poro fue
hasta 1963 cuando Kuhn Kuenne disefiaron un algontmo ltorauvo para reso!ver

‘las ecuaciones (3)

Una |lt|mll|va pnra la soludén del probloma de localuzocién de un aoio

servicio con distarcia euciidiana, s el llamado “Procedimiento de Aproxlmaclén‘} -
“ Hlperbélico (P.AH.), que consiste en hacer totalmente defi nldas a !as deﬂvadas{ o
pm:ialos adiciondndoles un valor eonstante pequeﬁo positivo & (épsilon), camo .

¢l valor de ¢ - (épollon) se aproxima a cero Ia nueva funcuén se aproxlma ala

funcién ongunal

Las"relaciones an(eribres no Se pueden resclver para X y Y porlocual

‘se utlliza procadlmlentos |terat|vo L|amada D‘ [( -(:,)1+(yf—lyi)2. +'b-]’~ para

) va|ores fos (X' Y') en a teracion K.




La ecuacion (3) se puede escribir como:

Por medio de esta relacion se puede calcular X**' en la iteracion K+1

como:
s al, XA
Xhl =l D[. yk‘ol =l Dg‘
ZD. Z Dl

=}

El lndico suponor indlcn ol numero de iteraciones. Asi, un valof mlaal ‘
(x* r) e nqmndo para determina/. (X' ¥'). € valor de. (x’ r)y a

‘sucesivaments. El. proeodimnm nontwo continua hntn que no ocurre un

-mwnmmuuomumauw.mmmwwm o
~sanicio, 0 en ol resdado de Min f(X,1). Tipkamenie, la sokucion do
e impoﬂmdnuuudncmvalorinlml purulprooodimimlwdivo entonm -

Eoto tamblén u conooo como el prooeso do Kuhn-kuonne que oomienza .

i onunpmtodado

EI uso do (PAH) para resoiver problemas de locahzacién, ‘se ha: ; ol
, obtervado quo un valor grande de ¢ (épsuon), converge répidamente al 6pt|mo; R o

de la funcuén de nproxumacaén, sin ombargo, Ia exactitud decrece con el“
o g incrememo on Ioo valoms dos (épsllon)




El problema se puede generalizar, al caso, en que las relaciones de costo
no son lineales, por ejemplo, costos marginales decrecientes, o viceversa. En
general, 8i d es la distancia euclidiana y ¢ el costo, la relacién puede ser de la
forma ¢ = ad® donde a y‘b son parametros especificos, en forma general puede
escribirse de |2 siguiente forma:

z= z"; W{(e-a) +(r- b)] k>0

Si k=186 obtiene las reiaciones anteriores si k1. La funcidn de costos
commespondientes es convexo, de lo contrario no es convexo.

_ Debido a las economias escalas en el transporte lo mds posible es que
k>1; en este Ultimo caso se ha demostrado que un método nerativo similar
convofgeaunépumolocal Sodeﬁne D, comoo

-y +¢v-‘z»,)‘f] :

i

q.
&

;‘; .(a)' z(x a.x—o 0

s:amn(;lol aﬁﬁauuﬂuw:i
o f——-ZWG(x—a,)
"vk«kawaa, lem'a

X ZWGa, o
¥ }:W(' '

‘ Entonoes para encontrar los dptlmos Iocales se puede utillzar un ‘
proeodlmmto |temtivodonde ' L ‘ ‘

w oo




Xhl ZWG ynl - Z"’AGla:

YHG Y WG,
o bien
Xhl = Za:GI(XL’YK) Y”' ZG,Q,(XA,YK)
TG Y G (X F)
con

Si & <1 es conveniente comenzar las iteraciones desde diferentes puntos
iniciales (X°,1°); se ha mastrado que en la practica el procedimiento anterior
converge a uné buena solucion, si se comienza desde diversos puntoa iniciales.

A este tipo de problomas puede ser resueito por métodos de programacuon
no lineal, por ejemplo. los métodos de Fibonacci, seccion de oro, elc.

W4 Localizacion de varios servicios

Enhvsdnnddprobmesmiswnplqoyroqui«eIaconsiduactdndo |

datos taies como: 1) Localizacién de cada cliente o destino, 2) Demanda de cada
cliente; 3)Limihdmdehsamd§oasdelasfébnw 4)Cootosde i
' trlnspone 5) Modmdotranspoﬁe etc ' ‘ ‘

En osta uwibn se anahza fa localuzacuén do vanos nuevos sorvimos con;

mpodo a mumplu centros do demanda ‘En este punlo o probloma de" SRR
‘localiudén @ un solo servicio puede ser considerado oomo un caso particular al o
: problema de. mltiaervlclos o' multi-instalaciones, este tipo de’ localizaciones

- ocurre en el miamo contexto que se presanté en la sowén de locahzacién de unal
; mstalacuén ' : : : :

EI problema de multlsewlclo se puede plantear de la sigwente forma Sean v

Py ,p,, Ias coordenadas dem lnstalaciones existentes y sean x,,x;, ,x Ias ;

T e



variables de decisién de » nuevos puntos, sea d(, J,p) la distancia entre el
punto desconocido x,, j=1,..,n y el punto conocido p,, i=1,..,m, mientras que
dfx,x) es la distancia enre los puntos  desconocidos
XposXyy LA=loon jrk. Sean ##, el costo por unidad de distancia entre un
punto desconocido de distancia j y uno conocido 7, y sea J', el costo anual por
unidad de distancia entre dos puntos desconocidos /.k, jzk.

El problema ha resolver consiste en encontrar las coordenadas de los
puntos x,,x,,....x, lal que

Min /(x,,x,,...,x,):n Zl’,,d(xj,x,)+zzmd(xj,p,) ‘
5)ckin Jal izl ) .
¥, es la variable de interaccién entre los nuevos servicios j y k, siendo

solamente necesario para sumar sobre aquelios valores de '/ que son menores
/que kde 2an, entonces el problema de multiservicio, puede sor‘arroolado como

seleccion de’ localizacion x,,x;,.,x, de.los: nuevos urvucios quo -deben ser -

locdlzldoldmmn nalnmlosugualados
Bl costo V,. -] ptoporcional al dnstancla ontre los nuovos lorvicsos Io

cual disingue a problema de localizacién de un salo servicio. Cuando todos nosf |
, lénan,ooncoro omneeslaoaaciéndeooﬂototal K :

Min f(X.,r.- :.) Zf;( ) ZZW “("1'1")

L ~Que resulta ser una expresnén de eoslo total de un soto aemcao Enlonces RaE
la loulmén de un sola servicio no tiene efecto sobre el costo do localizacién de L
otros nuevos servlcios |

Es umponante eslableeer varias derniclones Los nuevos servlcuoa J¥ k se -
Cr dlré que tendrén Inlercamblo cuando V es posmvo y no lendrén lntercamblo

",




cuando ¥, es cero. Asi en el caso, cuando los nuevos servicios no tengan

intercambio, el problema de muitiservicio se reduce a n problemas de un solo
servicio.

Supdngase que de manera general en forma subsecuente, que cada nuevo
servicio ;j tiene intercambio con al menos uno de los otros nuevos servicios y que

ademds, existe intercambio entre nuevos servicios y los centros de demanda.

Uso de la distancis rectangular

Para el caso de distancia rectangular el problemé de localizacion de
multiservicios esta representado por. ‘

Min J(x.%,. ,x) mm fl(x,,xz, ,r)+mln f,Cv,,y,, ,y,,)
‘ donde:

fl(xl»xh r‘)" zV,t|x/ xtl"'ii"’ﬂ(*; xtl

Jal j=1
lv nl

_’;(xnxh ’x )"‘ z |yl y‘ +2”: 3

RYSEE)

I.u oxpmooneo amriores A y f, danei costo total que u incurre dobido

al vi* on In dIroccionu x5y, mpoelivamonte Al igual que on el caso de un’ - ’
. s0lo-servicio, las coordenadas optimas x. d los nuevos servicios, pueden serfj
moneontradn lndopondmtmnto de fas. coordonadas éptimas y ademés ‘
‘nuovmm n ol caso: do que f,yf, tienen ia. miama forma y alqun |

o pmcodimlomo dourrollldo para mmimnzar a /,, también puede aphcarse a f,,
reomplazandoa x, por y, ya, por b,.‘

: Algunas propledades oomunes de Ia solucnén éptima para Ios problemas de e
Lo locallzacnén de multlsarwcios con dlstanc|a rectangular , :

SRRV




- Una coordenada dptima » de cada nuevo servicio puede coincidir con una
coordenada r de algun centro de demanda. Una coordenada Optima y de cada
nuevo servicio puede coincidir con alguna coordenada y de algin centro de
demanda.

- Cuando se ha localizado optimamente, cada servicio es localizado en una

“localizacion media” con respecto & todos los demads servicios y ceniros de
demanda.

- Si cada nuevo servicio es localizado en una ‘localizacion media’ con respecto a
los demds servicios y ceniros de demanda y ninguno de las nuevos servicios

. tienen la misma localizacién para una u otra de sus coordenadas, entonces la

solucion optima ha sido encontrado.

‘Us0.del cuadrado de I3 euclidiana

Considere shora la extenaldn a mlltxsarvlcios de los problemas que utiiza ! ‘ E

wadrado dela disuncua euclodlana

Supéngau que vanos wvicm nuevos’ serén Iocaluzadoo en Ios punlos

'(x.,y.). NEAAT mexnmmmmmmmnnowizmenm L

puntos (a.,b,), ,( 8,), el problema de localnzacuén con duslancia cuadrado do a - =

‘ ‘MI” f(xhxp )x.;ylvyp ’yu)" y jl[("j xl) +(yl —yl)] +ZZ[ xf ’_a

I3 J<lsn j= izl

- “euclidiana, oomim on onconlm ln ubicacsdn googrifca de Ios nuevos umcios i
" que mmlmiu a slgubnto oxprosuén do costo total

__b)]

EI método do soluclén para encontrar la locahzaclén de los nuevos

sewicios que mmimm a la expresion antenor os ol mrsmo del problema de un-

5 solo serviclo o sea, oblener Ias defivadas parclales oon respecto a cada una de




las variables e igualarlas a cero. El resultado que se obtiene son dos conjuntos de
ecuaciones lineales.

Para calcular las derivadas parciales, es conveniente definir lo siguiente:

s [V, k> j
AW ksj

Obteniendo la derivada parcial de la funcidn de costo total, con respecto a
x; paraf=1,...n

L]

=13, (X, xx)+‘);u?,,(x, ~a)

k=]

= lw

haciendo la derivada parcial cgual a cero, dmdzéndola por dos y agrupando
términos para j—l, .,n tenemos;

[Z t*i ] ZV.X. “Z

izl fel A=l tzl

“lo que ropmonu un. mstema de n ecuaciones Imea!aa con n vmables Cuando‘ :

ol sistema es muelto. se obtnenen las coordenadas x de menor costo do los'

© nuevos urvicios

La ecuacion antenor puede 8er. resuelta para x; obteniondo

A ;‘}'de la ecuacnén antenor para x, se puede ver qua una condncnén necasaria y
‘sufciente para Ia Iocalizactén éplima del nuevo servicio ], es que esta se

S



encuentra en la posicioén de paso promedio o localizacidn de centro, con respecto
a todos los demds centros de demanda.

Ahora para encontrar la coordenada y de menor costo, de los nuevos
servicios, se procede de {a misma forma que para 1a coordenada x, es decir,

Zl;ﬂtxl =Y Wb,

Ast i=1

W EaeEm)-

=) ]

puesto que, los coeficientes de las variables en ambos sistemas de ecuaciones
lineales, son los mismos, los valores de las malrices x y y, seran determinadas
cuando Ax=a Ay=b, donde A es una matriz de nxn, , y, a, b, son vectores
columna de nxl, definidos como:

T S
4
R I G R P
qy? (] LS - 3
CX= ":1 ¥s J’:z . a= §W,,a,‘, b= Z‘th‘
(] ‘0 . '- i ‘
" é YH.a zwz:
Li=1. h L i
PR . - -
gz S
A= | Vzl ZV13+2W21 ..;72" |
> S f= oy . ;
a S ) ) A
s K=l - e i

T 18



0 de la distancia euclidiana

En los problemas de localizacidn con distancia rectangular y cuadrado de
la euclidiana, se encontrd que los problemas de multiservicios ne son
substancialmente mas dificiles de resolver, que las versiones de un solo servicio.
Tal no es el caso para los problemas de distancia euclidiana. La mayor dificultad
es causada porque las derivadas parciales no son generalmente definidas. Una
dificultad similar ocurrié con los problemas de distancia euclidiana de un solo
sefvicio, las dificultades son mucho més severas para [os problemas de
mutiservicios, ya que tiene mucho mas variables involucradas.

Sea d(r,,p,)la distancia entre Ia localizacién del nuevo servicio j y el

centro de demanda i y d(x,,p,) la distancia entre la localizacion de los nuevos

servicios j'y k. la distancia euclidiana para ambos casos queda fepresentada
por: '

d)-{f o) -
5[ =) 0|

 El problema de multi:étvic&os euclidiénd o8 fqnnulkedo como ’siﬁqé:’ S

isjaksn b dnb

Min f(x,,x,, ,x)- Z ,[(x x,) ;v,—y‘)] +ZZ [( -a, + .—b)]

Las oondicmnes necesanas para la locahzaclén épuma de los nuevos a

8ervicios, es que las denvadas parciales de f(x,,x,, X, )con respecto a
‘ ‘_»_x,,x,, X seaceroocamblendeSIgnoenlalocalizacuéndptlma

Obtenlendo las - denvadas parmales de f(v,.\,, WX )con respecto a L
Xy )l.respectwamente. se tiene :

1



a ) FE ]
‘*; :;} D/l =1 E}l
fz-:f:V"(yJ ,V,() 5 W,(y,—b‘)=0 Jehaan
é’} :;IJ DJI i=l Ell
donde

; 1

‘ D, [(x/ xl y, b 7 ]2

i 1

| Ea=|(s-a) "+ -0) [

! Cuando los nuevos servicios j y & tienen la misma localizacién (D), =0),
i 0 el nuevo servicio j y el centro de servicio y tienen la misma localizacion
(l-:,,=0), ambas - derivadas parciales son indefinidas, Para'vresolver‘ ostas
‘ expresiones se requiere de un método fterativo y se le da el nombre de
| "Pracedimiento de Aproximacion Hiperbélico’.

"‘ .entomes:

[(x -x,) +(y, y,) +sl‘ |
~E1'.=[(’f.fa‘) +‘(y,,-b,") +s]" " ‘
donde € es una eonstanto arbltraria posltivo

Hacnendo Ils defivadas pucmles mual a cero, sultituyendo::jaﬂ_:\‘-

D, por D,, y aE ,, yresolviondo para x, y y, entonoessetiene
k=1 ‘DJ‘ ) ["u“ L k=1 Djk : E,;r o
S Wy ‘ W A ) *ti", : W ; :
bk A ey M I Ny m i
CIpedr o Ipdn

Ty




donde el indice superior ¢ indican el numero de iteraciones y ademas ¢ debe ser
mayor que cero,

El uso del procedimiento de aproximacién hiperbolico para resolver
problemas de localizacidn de multiservicios, se ha observado que un valor grande
de ¢ (épsilon) converge rapidamente al valor de la funcion de aproximacién. Sin
embargo, -1a exactitud de |la aproximacion decrece con en incremento en los
valores de ¢ (épsilon). Consecuentemente, en la solucién de los problemas de
localizacién usando (P.A.H.) un valor grande de e (épsilon) es usado inicialmente
y la solucién que se obtiene, es usado como una solucién de arranque, utilizando
un valor mas pequefio de ¢ (épsilon), hasta obtener decrementos insignificantes

en los valores de (x,,y,)o en el valor de min f(x,¥,,...x,). También es

recomendable utilizar la solucién de importancia como valor inicial para el
pracedimiento iterativo.

Otra altomatwa muy prometadora para este: tlpo de problemas es la

~ programacion no lineal, la cual, resuelve los problemas sin neoesldad de que’

sean duforonciabm la otra cualidad, puede tener un punto inicial ubitrmo uen

" su defercto, o punto inicial se puede obtener con otros métodos (intorpolaclén’ :
‘cubica , interpolacion cuadrada, etc.). El método ideal para rosolvor probbmasde‘ g
localizacion de varios nuevos de servicios es Powell, porque doeho método- .
~ funciona para problomu dcfmmiablos Yy no dtfmnclabm Yy odoméu los

" mélodos, Fumnmsymmmmmwmwumimsparaam«wo: B

Pmll

BT r—

. EI gobiemo canaduense esta tratando de’ Iocahzar un campamento de rescate
en el Yukon. Un clarto nimero de perros San Bernardo, entrenados por o ejerclto e
‘serén usados para rescatar excursionlstas perdndos en el polo norte. Basados en

~ ~expenencuas pasadas se ha anticipado que. Ias mlsiones de rescate’ deberén ser

o enviadas a los puntos p, (18 2), ne (4 0. py= (6 20) y b= (12 18) con- una‘ '

1e



frecuencia semanal de W, =6, W, =2, W, =1,y W,=4.5e han entrenado a los
perfos para viajar 8 iravés de rutas en linea recta, en la realizacion de las
misiones de rescate, Determinar la localizacién del campamento de rescate que
minimice la distancia viajada por los perros.

. Suponga que el canal 13 de televisién ha decidido transmitir sus programas
desde los estudios centrales en el Ajusco, D.F., usando la tecnologia de rayo
Jaser. E| de rayo laser es unidimensional, y la potencia de la {ransmision varia con
ol cuadrado de la distancia de transmisién. Supongan que el canal 13 tiene
estudios localizados en Guadalajara, Mazallan y Tijuana. Como el rayo léser viaja

" en linea recta y debido @ la curvatura de fa Tlerra, no es posible transmitir

directamente del Distrito Federal a Tijuana por lo que TV-13 ha decido localizar 2
eslaciones retransmisoras. La primera estacion debera tener la. posibilidad de
comunicarse con el Distrito Federal, Guadalajara, Mazatlany la segunda _estacién
retransmisora. La segunda estacion con Guadarajara y Tijuana. La carga de
ransmision de cada estacion no es igual, debido a 1as caracteristicas de mas

 localizaciones. Las coordenadas de ubicacion para las estaciones existentes son. -
p= (1,2), p =29, p=03) v P =(4,2). flujo de transmision que se espera
 tener entre las dos relransmisoras serd de 8 un

»idadt_!a_"amam‘s, ‘mientras que el
flujo enire las estaciones existentes y 1as retransmisoras serd do

w220
W'_(o,z 24)

. “Dortérmino’ la posicién 6ptima de las eglacidndi retrahdm[ﬁbraé‘.r -

. Un taller tiene 5 méquinas herramientas colocadas en - los puntos.

= (620), 2 =(1000) 5= (1630 p - (3010) y p,=(4020). Se requiere inslalar G

2 méquinas mis, se considera ue habra una frecuencia de 4 viajes por dia entre =

”  las dos nuevas méquinas a instalar y que el nimero de-viajes entre las nuevas.
, _‘«’méquin'asyla:s Qxlstcnlebeslédadopor ‘ B s

el



86543
5
23467

Determine la localizacion 6ptima de distancia total de recorrido.

. Considerar la localizacién de tres servicios, con respecto a cinco centros de
demanda. Los datos dei problema son:

Vp=0
6 1200
V=2 00134
05202
Vy=1 :

(0 0) Pz =(2 8) P = (5 4) p=(7 6) ps = (812)

R Dotormunar la looulizwon dptima para Ian nuevas mﬂquinas suponiendo . .
. queel movlmionto do utlculos o en base a la distancla de wap es roclangular :




IV SOLUCION

V.1 Comparacién de métodos no lineales para resolver el problema de

focalizacién de servicios.

En el caplitulo anterior, se analizd la base tedrica de la programacién no
lineal. y los diferentes métodos que proporciona dicho tema, en el siguiente
cuadro se resumen los métodos que se consideraron.

, e No .
Métodos 1ra. y | Gradiente | Hessiano|necesitan
2de. ' | gradiente|
derivada 1ooni
: _|hesslano|
Sin restricciones B
‘ lmdocdounuolanﬂlblo R L
Fibonacei L X
Seccién de oro X
~ |interpolacion cubica U X e
- |Interpolacién cuadrada - X

‘ Nowlon-Rgphom

'Imdudowluvm

i Ammood.mnlo lulondo .

DlvidonFlotdm-Pmll X X T
3y Flotchor Rmu e X L
Con mtdcclonu N

g anmh y Stmn'

o Welte”

SUMT*

[T RN




* Utilizan la derivada para linealizar el modelo, una vez que el modelo este linealizado el mélodo

se aplica directamente.
: Con base al cuadro anterior se determind que los métodos que resuslve el
' problema de localizacion de servicios son los siguientes: Fibonacci, seccidn de
‘ oro y Powell para problemas no restringidos de una y de varias variables, es
| decir, para la localizacion de un nuevo servicio y para la locallzacién de multiples
NUevos servicios.
:
f En ol siguiente cuadro se resumen los resultados de fos métodos que se
‘ programaron y la comparacion con el métoda de aproximacion hiperbdlico.
i étodos \
Fibonacci |Seccién de oro| Powell ** | A.P.H. **
1 Intervai J(x) dptima | f(x') dptima | (i) dptima 1(x) dplima
| 0-20 | 7056908 89.1888746
0-10 | . 47.8987061 47.89970
! ‘ _ _
1 ‘ ‘ , ‘
0-9 | d4sgr7o70 | 4599110818 |
0.8 | 4601 | - as@3d |

|eresrosor [Barr |

| solucien | 4582601 | asears levesrasor | 0 |

™ Métodos que o uliizan intervalos. ‘

e




Los resultados que se muestran en el cuadro se determind con base a los
ejemplos que se mencionaron en el tercer capitulo de este trabajo y en especial el
ultimo ejemplo que se propuso en el mismo.

om




V CONCLUSIONES Y EXTENSIONES

1) A través de este trabajo, se establecen las desventajas que tienen al utilizar
técnicas de optimizacién cldsica, para la solucidn de problemas que. requiera
identificar extremos absolutos o globales y en aquellos problemas en donde se
tenga un conjunto de restricciones,

2) Otra limitacién del enfoque de la optimizagiéh clasica, es la insuficiencia para
resoiver al problema de localizacion de servicios con restricciones de desigualdad y
no lineal. Por tal razon la optum;zacién clasica sirve como fundamemo tedrico, no-
para resolver problemas complejos. -

- 3) Otro aspecto imponante que 8e observé, s que la prbgmma@;ién no linea! difiere

de la programacion fineal al menos en los cinco aspectos siguientes: 1) el campo de |
la eleccién se extiende por toda la region factible no sélo al con]unto de sus puntosg

; oxtremos 2} ol nimero de rewiwonss satisfechas como demgualdades {y las

restricciones deno mgltwidad) puede no coincidu' con el nimero de variables de :

eleccion, 3) a adherencia s una direccion uniforme de mavimiento que puedeno
~ conducir a valores conﬂnunmente cramentes {o decrocimoo) ds la funcsén obplivo B L
4) la region factible puede no ser un conjunto’ convexo, 5) un éptumo focal puede no. R
- 867 un 6ptimo global. Como multado de estas diferencias, los métodas de solucién i
- apropiados pars programocibn lineat llogln aser inupﬂcables en un pmblema con .
: eotruclura no linoal como- en el de Iocahzaclén de sewlcios, por lo: que se haoe ;

nocumo otros métodos

1 4) Dobldo 8 quo el probloma de Iocalizaclén de senncuos que se. anahza o8 no T

- fhneal y adomds no diferenciable, 108 métodos de solucién mas aptoptados paraéste

- som; Fabonacm seccldn de Qroy Pawell. Las caracteristicas de estos métodos, es} o
‘que no requieren que el problema sea diferencuable y en segundo lugar no es'

: nocesano proporcnonar un punto de pamda para dmhos métodos

4




5) Otro de los resultados obtenidos, es que los métodos de solucién que mejor se
desarrollan son: Fibonacci y seccién de Oro, para el caso més simple que se
analiza, es decir, el problema de localizacidn de un s6lo servicio, para atender a
varios centros de demanda, en donde el volumen de ésta, no dependen de la
localizacién del servicio.

6) Otro resultado interesanle que se obluvo, fue para el problema de localizacion
de varios servicios, en donde existe interaccion entre ellos mismos y con los centros
de demanda; en este punto, el problema de localizacion de un solo servicio puede
ser considerado como un caso particular del problema de multiservicios; y el método
de solucién que mejor se desarrolld, fue el de Powel!; utilizando como subrutinas los
métodos que 8@ mencionaron anleriormente (Fibonacci y seccion de Oro).

7) Oftro aspecto importante para el ejemplo prueba fue que, los métodos Fibdnacci _
seccion de Oro y Powell, dieron mejores resultados que log obtenldos por el
Método de Aproximacién Hiperbéhco dichos resultados se muestran en el slgulente

Nétodos | Fibonaccl Seccion de oro Pomll 1 APH |
| S dpima | (') dptima | f(x') optima | A" dpima.

Soluclon | 4582601 |  4ssars  |67ee12601 (8477

8) Pua molvor ol pfobhma mis complejo como o8 ol de locahzacuén de servlclos; R
- con mtriec&oms, 88 propone utilizer el mﬁodo de Wolfe, ya que éste utmza las -
__condiciones de Kuhn-Tudcor y ldomds Iineahza ol problema con lo cual es mésl

‘fécll de resolvorlo S ‘ o

g 9) Se implementaron los algontmos de Fsbonacci secclén de oro y Powell en una

o microoomputadora AcerMate 486'y sus compaubles El lenguaje utmzado es Turbo‘ :

o Pascal, versién 7.00, por Ia cual es poslble uhllzarlos en gran cantidad de equapos '
' La sahda es por pantalla y por |mpresora : : ‘
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Extensiones

Entre los prablemas que deben analizarse como extensidn de este trabajo se
tienen los siguientes:
1) Analizar y resolver el problema de localizacidn con espacio de solucién discreto.

2) Analizar y resolver el problema de localizacién con limite en la capacidad de las
fuentes de servicio. ‘

3) Analizar y resolver el problema de localizacién con magnltud de demanda‘
d|ném|ca 0 probabilistica, ‘

‘ 4) Analizar y resolver el problema de localizacion con barreras de tréﬁco.

5) Anallzar y resolver el problema de Iocallzamén considerando aI ‘ndmero de_ .
nuevos servicios como vanables de decision E ‘

" De todo esto se puodo hacer un’ anéhsls desde ‘el punto de vista de

programncién no linoal aunque también estos problemas puodon ser muoltos por_'
métodos numénooe o mModos numdncos pua ecuacconos duforendales : o




APENDICE A

Teorema de holgyra complementaria
- Dado el siguiente par de programas primario y dual (débil)
Primario Dual
Min. Z=¢X Max,  G=b7Y
Sujeto a: : i Sujeto a; ,
AX=b ATYsd
X=0 Y 20

una condicién - necesaria y suflclente para que Xy Y sean éptlmas
respectwamentoda (P) yde (D) es:

‘Yi(‘“‘,b)=°‘f G

kf@';Anj=o‘

o . Dado un plr ‘de progrlmas pnmano y dual se tlene Iat mgunentes;l‘lk
*_implmonos : L - :

U ["Va) LFs0 mtpllca o AX=D
“'OJX?OVI”"Ammm_‘J»CAW%cuﬁi“k“tv
o AY>" impliea o X=0

Dudo un par de programa: pnmano y dual con solucaones factables entonces

e exosten soluciones 6pl|maa x y ¢ tal que




—h)+}’r >0
¥y
(c’ —A'Y)+Y’ >0
Multiplicadores de Lagrange

Méximos y minimos de funciones de varias variables con restricciones

~ (método de optimizacion por Lagrangeanos). Este método debe cumplir las

siguientes condiciones:

- Debe ser una funcion coninua, diferenciable, -

- Las restricciones deben ser iguales a cero.

Optimizar  Z = /(x,,x,,...x,)
 suetoa; g
‘ o gnm,x)=0
k f8i(’h’1»-_*’.)=0 ‘

gulnm,2)=0

L= f(x,.x,, X, i /1,. .1)

- "j(’l»":' n) lg,(x,.x,, ') A!gl(xl’xl» .) l-ﬂ-“lv":'j‘m:

| “Ludosmsepmdonwwemrmsgum" &(r)<ozzof‘ e

lx.(x) 0. e
8450 entonoes g (x)= 0
e g,(;)<0 e.mon“oa_s‘/;., =0

g




! Si las restricciones son de desigualdad se le agrega una variable de
holgura, para que se convierta en igualdad.

#(x)=0
f &(x)-h =0

donde h es la variable de holgura.

o




APENDICE B

imacién hiperbélico

- Geométricamente, cada término incluido en Ia siguiente funcién, representa
la ecuacion de un cono circular recto.

Min f(xl»xzv---,xnr}'Hyzw'»Yn)" V [x "k) +(yi yh)]'

1sj<ksn

$ 8o}

~ Para ver que esto es verdadero, suponer que el servicio exisiente i , esta
localizado en el origen y que I, es un valor po’sitivo Para el movimiento del

~ nuevo servicio j a lo largo del eje de las x una dls!ancla Ry, La funclbn de ;
- distancia oomldarada F, entre el nuevo seyvicio j yel semclo exnstente i, puede, L
8er descnta por la rolocnén lineal: ‘

“‘Fﬂ;"‘iﬂﬁf

, Pumo quo ol nuevo uwlclo j no om restnr\gido a moverse en alqunaf '
dlrocuén ospocﬂiclda R, puode ner mterpretodo como I deacnpclon del’ lugarl‘ - ’
‘(oeonmnco) do |oo puntoo oquidlsuntu del sorvncio omtonto i ‘ o

- Como s muos!ra enla ﬂgura. ol lugar geométrico de Ios puntos a una:};ﬂ
,f'dnstancia R, - del " servicio - exhtante i, es un circulo do radio" R,', S
"Consecuentemente puoda serdadocomo R s

o VF,,' '=“».V,,($c}f-"y’}')5.

i La ecuacidn antenor, _deﬁne un cono clrcular rec!o generado por Ia vuelta‘ L
‘de |a Iinea recta dada la acuaclén F= R,, a|rededor del e}e Iw Sii exls!e elv'x, e ¥

s;m;




servicio i con la localizacion (a,,5 ), entonces |a ecuacion del cono anterior, llega
aser

= W’J,[(JcJ -a,)l +(y] -b,)Il;

Similarmente, si el nuevo servicio j es localizado en (x,, y,), el nuevo

servicio  esta localizado en (x,,y,) y ¥/, tiene valor positivo, entonces relativo
al nuevo servicio j, la funcion distancia considerada entre los nuevos servicios j
y k, genera un cono circular recto, centrado en el punto (x,y,).
Consecuentemente, la ecuacion inicial min.  f(x,,...,x,) representa la suma de
conos. :

Los vértices de los conos contenidos en los resultados de Ia sumatona en

‘Ias derivadas indefinidas, producen la Ilamada superf cie de filo de cuchullo

Puesto que un cono es una forma Iimntada do un hiperboloide si los conos
son reemplazados por hlpuboioidn una funcion de aproxnmacibn F es obtenida
Ademés, ya que los hlporbotmdes son funciones ootnctemente convexas y F o8
la suma de. los hnperboloim F o8 tumbwn una funcuén ccnvexa

¥ |
S T S= R .
el L . v v i o
g ,: YR 'f'*-'.' . T~ ,ﬁﬂ =",J' ’R”+5
- Senviciocxistente

’n‘é’ﬂfé'bdén,gebmé?ﬁcé ‘de‘v la 'Vrjfistancia- euclidiana o

T k1




tomo se puede observar de la figura anterior, la ecuacion para la hipérbola en el
primer cuadrante de plano FX, esla dada por.

1
£ = Wi«(R;« +e)i
de donde & (épsilon), es una constante de valor positivo. E! hiperboloide centrado
en el punto (a,,5), en el plano XY puede ser expresado como:

o) by o

De la figura antenor se puede observar que la ad|c16n de la eomtante A
esenclalmente resulta del reemplazo del vértice del cono por une supolf cio
hlpovbélica lisa. Con Ja introduccitn de € que es Un numero pequeﬁo se asegura
Qe la dlaconnnuidad de la funcnén no ocure cuando ¥, =a, y y, =b.

Cmsoeuenwmm la donvada existe en todas partes. Ademﬂs el pequeﬂo valor = ;
e de , Ciefa al hiporboloide y lo aproxima aun cono ‘ ‘

o
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