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INTRODUCCIÓN 

En dios recientes, la Investigación de Operaciones ha tenido un impacto 
creciente en la Administración y Tornas de Decisiones, tanto en los sectores 
público como privado, debido en parte al desarrollo tecnológico que han tenido 
las computadoras, las cuales han servido como una herramienta fundamental de 
apoyo, para los mridelos y técnicas de solución que se emplean. 

La Investigación de Operaciones contempla áreas como: Programación 
Lineal, Programación Dinámica, Programación Entera, Teoría de Inventados 
Programación no Lineal, Teoría de Localización etc.; en las dos ultimas áreas se 
enfoca este trabajo, 

La programación no lineal tiene gran capacidad para manejar restricciones 
de desigualdad, el alcance de la discusión de este trabajo sobre Optimización 
será ampliada considerablemente. Además de su aplicabilidad obvia a problemas 
prácticos de la dirección y administración de empresas, también facilita a los 
economistas estudiar la teoría del consumo, producción y asignación de recursos 
desde una nueva perspectiva, cabe mencionar que la aplicación de la 
programación no lineal es muy amplia, dado que muchos problemas reales son 
no lineales. 

La teoría de localización de servicios es una técnica importante pero poco 
conocida, la cual ha ofrecido y ofrece un gran potencial para la solución de 
problemas donde se tenga que localizar uno o más servicios, que a su vez deben 
atender o satisfacer a un conjunto de usuarios o centros de demanda. 
Entendiéndose por servicio: un hospital, una estación de bomberos o de policía, 
un distrito político, etc. 

Uno de los problemas que enfrenta la teoría de localización es cuando la 
localización para el nuevo servicio coincide con la localización de algún centro de 
demanda; esto significa que no existe alguna <garantía de que la localización 
óptima del nuevo servicio nunca será igual a la localización de algún centro de 



demanda, entonces, por las condiciones del problema se decidió aplicar algunos 
métodos de programación no lineal que son completamente iterativos. 

El principal propósito de este trabajo es comprender y analizar la 
programación no lineal y los diferentes métodos que se desprende de ella y su 
aplicación en el problema de localización de servicios, y a su vez eliminar la 
dificultad que presenta la localización de servicio con métodos que no requiere 
que la función sea diferenciable. Especificamente, deseamos diseñar e 
implementar un sistema de cómputo que resuelva de forma óptima el problema de 
localización de servicios, que evite utilizar el método de aproximación hiperbólico. 

Este trabajo se desarrolla como sigue; En el primer capítulo, se presenta 
un panorama general de la Investigación de Operaciones (I. de O,), por ejemplo, 
el surgimiento y desarrollo de la I. de O., así como, la piedra angular de la 
mismas que es el modelo y se explican los diferentes modelos que utiliza la I. de 

O. y también se explican los problemas más comunes que aborda la 1. de O. 

En el segundo capítulo, se presenta una introducción de programación 
lineal, enunciando principalmente las ventajas y desventajas que presenta su 
utilización. Posteriormente, se enuncia la optimización clásica y de igual forma, 
como en el caso anterior se enuncia las ventajas y desventajas que presenta en 
la solución de problemas. Esto permitirá dar un marco de referencia para el 
análisis y formulación del problema de programación no lineal. Se analiza los 
principales métodos que utilizan para resolver problemas de optimización sin 
restricciones y con restricciones. 

En el tercer capítulo, se presenta los elementos analíticos necesarios para 
la formulación del problema de localización en el análisis y resolución del 
problema de localización de servicios en el espacio de soluciones continuo, es 
decir, se describe el problema de localización de servicios, la cual se divide en 
dos partes; la primera parte es para un solo servicio, en este caso se trabaja con 
la norma rectangular o Manhattan, considera que la distancia entre dos puntos no 
es la línea recta sino el mínimo número de calles que debe recorrer, el otro tipo 
de problema es la llamada norma euclidiana, considera que la más corta entre 
dos puntos es la línea recta que los une. En la segunda parte, es la localización 
de varios nuevos servicios, con respecto a múltiples centros de demanda. En 
este punto el problema de localización de un solo servicio puede ser'considerado 
como un caso particular del problema de multiservicios, este tipo de 



localizaciones ocurre en el mismo contexto que se presentó en la sección de 
localización de un solo servicio. 

En el cuarto capítulo, se presenta un análisis y comparación de los 
principales algoritmos de solución no lineales, para resolver problemas de 
localización de servicios. Los métodos que se programaron son; Fibonacci, 
sección de oro y Powell, estos métodos cumplieron satisfactoriamente las 
condiciones del problema, es decir, el problema requiere que los métodos por la 
cual se va a resolver debe ser directo, que no se base en el gradiente o matriz 
Hessiana. Los métodos de programación no lineal se compara con el método de 
aproximación hiperbólico; con esta comparación se deduce que los métodos de 
programación no lineal proporciona mejor solución que el método planteado por 
localización de servicios. 

En el quinto capitulo, se establecen las condiciones del trabajo y se 
presenta algunas sugerencias de acuerdo a los resultados obtenidos en los 
capítulos anteriores. 

Lo anterior se resume en el siguiente cuadro sinóptico, 
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INTRODUCCIÓN A LA INVESTIGACIÓN DE OPERACIONES 

El objetivo de este capítulo es presentar al lector lo que es la Investigación 

de Operaciones, mostrando la manera de como se le usa y sus ventajas. 

Se explica en este capítulo las condiciones que deben existir para que la 

investigación de Operaciones se pueda aplicar en la solución de problemas 

reales, Además, de explicar las diferentes etapas por las que necesariamente 

debe pasar todo estudio o proyecto de Investigación de Operaciones, 

1.1 ¿Qué es Investigación de Operaciones? 

No es fácil definir qué es Investigación de Operaciones (I, de O.). Existen 

diversas definiciones en los textos, pero se podría establecer que la Investigación 

de Operaciones es un enfoque científico interdisciplinario para la solución de 

problemas, que envuelve la interacción compleja, dinámica y subjetiva de 

recursos métodos y sistemas, a los cuales, en algunos casos, no se les puede 

proporcionar una solución exacta por medio de los procedimientos matemáticos o 

por medio de técnicas de ensayo y error. La Investigación de Operaciones utiliza 

modelos matemáticos como un recurso primario, está diseñada para cuantificar y 

acotar estos problemas dentro de un marco de restricciones especificas, medidas 

objetivas y variables, de tal forma que se busquen controles óptimos de 

operación, decisiones, niveles y soluciones. O como la define (Churchman, Ackoff 

y Amoff, 1957), la Investigación de Operaciones es la aplicación, por grupos 

interdisciplinarios, del método científico a problemas con el control de las 

organizaciones o sistemas (hombre-máquina) a fin de que se produzcan 

soluciones que mejor sirvan a los objetos de toda la organización. 



1.2 Antecedentes 

La Investigación de Operaciones (I. de O) se remontan a los años 1759 

cuando el economista Quesnay empieza a utilizar modelos primitivos de 

programación matemática. Más tarde, otro economista de nombre Wairas, en 1874, 

hace uso de técnicas similares. Los modelos lineales de Investigación de 

Operaciones tienen como precursores a Jordán en 1873, Miskowsky en 1896 y a 

Farkas en 1903. Los modelos dinámicos probabilísticos tienen su origen en Markov a 

fines del siglo pasado, El desarrollo de los modelos de inventarios, así como el de 

tiempos y movimientos, se lleva a cabo por la década de los veintes de este siglo, 

mientras que los modelos de líneas de espera se origina con los estudios de Erlang, 

a principios del siglo XX. Los problemas de asignación se estudian con métodos 

matemáticos por los húngaros Konig y Egervary en la segunda y tercera década de 

este siglo. Los problemas de distribución se estudia por el ruso Kantorovich en 1939. 

Von Neuman cimienta, en 1937 lo que años más tarde culminaría como la Teoría de 

Juegos y la Teoría de Preferencias(esta última desarrollada en conjunto con 

Morgestern). Los modelos matemáticos de la I. de O. que utilizaron estos 

precursores, estaban basados en el Cálculo Diferencial e Integral( Newton, 

Lagrange, Laplace, Lebesgue, Lebinitz, Reimman, Stieltjes, por mencionar algunos), 

en la probabilidad y la estadística (Semoulli, Poiáson, Gauss, Rayes, Gosset, 

Snedercor, etc.) 

En la Segunda Guerra Mundial fue cuando la I. de O. empezó a tomar auge, 

primero se le utilizó en la logística estratégica para vencer, al enemigo (teoría de 

Juegos) y, más tarde al finalizar la guerra, en la logística de distribución de los 

recursos militares de los aliados dispersos por todo el mundo. Precisamente en este 

problema, que la fuerza aérea norteamericana, a través de su Centro de 

Investigación Rand Corporation, comisionó a un grupo de matemáticos para que 

resolviera este problema que estaba consumiendo tantos recursos humanos, 

financieros y materiales. Fue el doctor Dantzing el que en 1947, resumiendo el 

trabajo de muchos de sus precursores Inventara el método simplex, con lo cual dio 



inicio a la programación lineal. Con el avance de las computadoras digitales se 

empezó a extender la Investigación de Operaciones durante la década de los 

cincuenta en las áreas de programación dinámica (Bellman), programación no lineal 

(Kuhn Tucker), programación entera (Gomory), redes de optimización (Ford y 

Fulkerson), simulación (Markowitz), inventarios (Raiffa) y procesos markovianos de 

decisión (Howard). 

Actualmente la Investigación de Operaciones no sólo se aplica en el sector 

privado (Industrias, sistemas de comercialización, Sistemas financieros, transportes 

sistemas de salud etc.) sino también en el sector de los servicios públicos, tanto en 

los paises desarrollados como en los países del tercer mundo. 

En la actualidad se han diseñado programas profesionales y de posgrado 

(maestría y doctorado) en la especialidad de Investigación de Operaciones, 

Resumiendo, la Investigación de Operaciones se aplica a todas las áreas del 

conocimiento, al igual que la filosofía, sólo que esta maneja conceptos e ideas 

teóricas, mientras que la. Investigación de Operaciones es la herramienta práctica 

para la toma de decisiones, como se observa en la siguiente figura. 
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Figura 1.2.1. 

La Investigación de Operaciones todavía se encuentra en una edad incipiente 

y hay mucho por hacer en el desarrollo de este campo, tanto en su teoría como en su 

aplicación. 

La piedra angular de la Investigación de Operaciones es el modelo que 

debe representar al fenómeno en estudio y del cual se obtendrá la solución al 

problema. Si dicha solución satisface o resuelve al problema existente en la 

realidad, la representación del modelo habrá sido satisfactoria, pero si por el 

contrario, al llevarse a la práctica los resultados no resuelve el problema, el 

modelo no corresponde a la realidad. 



1.3 Modelo 

Definiremos un modelo como la representación simbólica, simulada o física 

de la realidad mediante la abstracción, donde por medio de una teoría adecuada 

se lleva a cabo una investigación y solución al problema de la realidad, como se 

observa en la siguiente figura. 

Problema real 

Abstracción 

Modelo 

Teorie 

Investigación 
solución 

Figura 1.3.2. 

Existen diferentes clases de modelos los más comunes son: Icónicos, 

Analógicos o descriptivos, Simbólicos o explicativos, 

1.• Modelos kártkos: Representa la realidad en proporcionalidad, es decir, las 

propiedades relevantes del fenómeno real se represente de acuerdo con las 

mismas propiedades, normalmente con un cambio de escala, De aquí que, en 

general, estos modelos se ven como lo que representan, pero diferente en 

tamaño, son imágenes. Algunos ejemplos comunes son las fotografías, las 



maquetas, dibujos y modelos a escala de barcos, etc. En general, los modelos 

icónicos son específicos, concretos, y difíciles de manejar para fines 

experimentales. 

2.• Modelos Analógicos o Descriptivos: Los modelos analógicos pueden 

representar situaciones dinámicas y se usan más que los icónicos, porque 

pueden mostrar las características del acontecimiento que se estudia. Por 

ejemplo, las curvas de demanda, las curvas de distribución de frecuencia en las 

estadísticas, los diagramas de flujo, etc. A menudo un modelo analógico es muy 

adecuado para representar relaciones cuantitativas entre las propiedades de los 

objetos de varias clases. Al transformar las propiedades en propiedades 

analógicas, con frecuencia podemos incrementar nuestra capacidad de hacer 

cambios. Otra ventaja de los modelos analógicos sobre los icónicos es que 

ordinariamente puede hacerse que los primeros represente muchos procesos 

distintos del mismo tipo lo que se hace evidentemente en el flujo de trabajo en 

proceso y de productos terminados de una fábrica. No podría usarse 

eficientemente un modelo icónico para estudiar los efectos de'ciertos cambios en 

el control de calidad. Un diagrama de flujo es un modelo analógico muy sencillo y 

eficaz en esas situaciones. 

3. Modelos Simbólicos o Explicativos: Estos modelos son conceptuallzaciones 

abstractas del problema real, se base en el uso de letras, números, variables y 

ecuaciones, este tipo de modelos son fáciles de manipular y se puede hacer con 

ellos un gran número de experimentos. Loa modelos simbólicos toman la forma de 

relaciones matemáticas (casi siempre ecuaciones <o desigualdades 

l'inecuaciones") que refleja la estructura de lo que representa. 

En Investigación de Operaciones siempre que sea posible, se buscan 

modelos simbólicos, no sólo porque son más fáciles de manipular sino porque 

normalmente producen resultados más precisos, en`comparación con dos modelos 

icónicos o análogicos. 



Metodología de la Investigación de Operaciones 

En este punto se va a explicar y desarrollar las diferentes etapas que son 

necesarias para el estudio de un proyecto de Investigación de Operaciones. 

Recopilación y oraanización de los dalos:  Para encontrar la solución de un 

problema, primero debemos ser capaces de encontrar el problema y formularlo de 

manera que sea factible someterlo a una investigación. Por lo regular, el análisis 

de la investigación se puede entender mejor en la parte analógica. Al igual que un 

médico con los síntomas y no con el diagnóstico, continuamente deben buscar 

sintomas adicionales, antes de hacer un diagnóstico correcta Para encontrar y 

formular correctamente un problema. Es decir, cualquier estudio de investigación 

de Operaciones es esencial que el problema en consideración esté definido 

claramente. Por que es imposible obtener la respuesta correcta a partir de un 

modelo mal formulado o planteado. 

En la formulación del problema deben estar bien establecidos los objetivos, 

los cursos alternativos de acción, las restricciones y los efectos del sistema en 

estudio sobre sistemas relacionados. Debe haber completo acuerdo en estos 

puntos entre lee personas que inicia el estudio de la Investigación de 

Operaciones y las personas que lo realizan. Además deben haberse convenido 

entre las partes Involucradas es una medida de efectividad. Esta medida de 

efectividad debe estar en armonía con los objetivos de la organización total. 

Consbucck3n del modelo:  Una vez formulado el problema del tomador de 

decisiones, la siguiente etapa consiste en formularlo de manera conveniente para 

su análisis, La tonna convencional como la investigación de operaciones realiza 

esto, es construyendo un modelo matemático que represente la escencia del 

problema. Un modelo matemático es un conjunto de ecuaciones, que describen 

un sistema o problema. El modelo matemático generalmente contiene dos clases 

de ecuaciones: (1) La función de efectividad y (2) las restricciones. La función de 



efectividad, frecuentemente denominada ecuación objetivo o función objetivo, es 

una expresión matemática de objetivo del estudio; Por ejemplo, la expresión 

matemática de la ganancia o costo de operación particular. Ejemplos de 

restricciones, las expresiones matemáticas de las limitaciones sobre una 

operación o sistema. 

La función objetivo y de restricción son funciones de dos tipos de variables, 

variables controlables (de decisión) y variables incontrolables. Una variable 

controlable es aquella que puede ser directamente controlada por quien toma las 

decisiones. Los valores de esas variables deben determinarse. Las variables 

incontrolables son aquellas que no están bajo el control de quien toma las 

decisiones. 

Debe recordarse que un modelo es una aproximación de un sistema real. 

Por consiguiente, todas las variables pueden no estar incluidas en el modelo. 

Esto a veces es mal interpretado por personas no familiarizadas con el enfoque 

de la Investigación de Operaciones. Ningún especialista de Investigación de 

Operaciones reclamará que su modelo incluye todas las posibles variables o que 

las repuestas obtenidas a partir del modelo son infalibles cuando se aplican a un 

sistema real en estudio. Cualquier procedimiento está sujeto a algún error. Lo que 

se pretende es hacer el error tan pequeño como sea posible. 

En un modelo se debe aclarar qué variables son importantes y qué datos 
son necesarios para él análisis de un sistema. 

Una vez que se plantea el modelo correcto, el problema consiste en 
optimizar la función objetivo. La función objetivo o función económica, es aquella 
parte del modelo que representa, por ejemplo, el tiempo que tarda el proyecto, el 
costo de realización de algún bien o servicio, las utilidades de una empresa. Esta 
función objetivo o función económica es una función de varias variables. La 
optimización de esta función consiste en maximizar o minimizar dicha función 
según el caso, 



Anteproyecto *I Problema:  Una vez establecido el modelo matemático, el 

siguiente paso es obtener una solución al problema a partir del modelo. Esto se 

lleva a cabo determinando la solución óptima del modelo y luego aplicando esta 

solución al problema real. Ya que un modelo es una aproximación de un sistema 

real o problema, la solución óptima del modelo no garantiza una solución óptima 

del problema real. 

Prueba de modelo.  Una de las reglas de investigación de operaciones dice que 

por lo general, no es suficiente confiar sólo en la propia intuición. Debe tomarse 

esta precaución no sólo al obtener la solución de un problema, sino también al 

evaluar el modelo que se formuló para representarlo. El criterio apropiado para 

juzgar la validez de un modelo, es su capacidad de predecir los efectos relativos 

de los cursos de acción alternativos con suficiente exactitud, para que permita 

tomar decisiones adecuadas. No importa cuan plausible puede parecer el modelo, 

no debe aceptarse bajo la creencia de que esta condición quedará satisfecha. 

Dada la dificultad para comunicar y entender todos los aspectos y sutilezas de un 

problema operacional complejo, existe la rara posibilidad de que el equipo de 

investigación de operaciones, no haya sido informado de todos los hechos de la 

situación o no los haya interpretado correctamente. Por ejemplo, puede ser que 

no haya incorporado al modelo un factor o una interrelación importante, o tal vez 

no haya estimado con exactitud algún parámetro de entrada. 

Antes de emprender pruebas más elaboradas, es bueno comenzar por 

verificar los errores obvios o lo que se pasó por alto en el modelo. Al examinar de 

nuevo la formulación del problema pueden descubrirse las equivocaciones de 

este tipo. Otra prueba útil, es la de asegurarse de que todas las expresiones 

matemáticas, son consistentes en las dimensiones de las unidades que emplean. 

Además, puede obtánerse un mejor conocimiento de la validez del modelo, al 

variar los parámetros de entrada yto salida, de 109 variables de decisión y 

comprobando que los resultados del modelo se comportan de manera factible, 

Con frecuencia, esto es especialmente revelador cuando se asignan a los 



parámetros o a las variables, valores extremos cercanos a su máximo o a su 

mínimo. 

Un enfoque más sistemático para la prueba del modelo es emplear una 

prueba retrospectiva, la cual hace uso de datos históricos y reconstruye el 

pasado, para determinar si el modelo y la solución resultante hubieran tenido un 

buen desempeño, de haberse usado. La comparación de la efectividad de este 

desempeño hipotético con lo que en realidad ocurrió, indica si el uso del modelo 

da mejoras significativas sobre la práctica actual. Pueden indicarse áreas en las 

que el modelo tiene fallas y requiere modificaciones, al emplear las alternativas 

de solución y determinar sus desempeños históricos hipotéticos, y se pueden 

reunirse evidencias en cuanto a lo bien que el modelo predice los efectos 

relativos de los diferentes cursos de acción. 

Por otra parte la prueba retrospectiva tiene la desventaja de que usa los 

mismos datos que sirvieron para formular el modela Entonces, la pregunta crucial 

es si el pasado en realidad representa el futuro. Si no es así, el modelo puede 

tener un desempeño distinto en el futuro del que hubiere tenido en el pasado. 

Para salvar esta desventaja, a veces es útil continuar con las cosas como 

están por una temporada. Esto proporcionará datos con los que no contaba 

cuando se construyó el modelo. 

Si la solución final es usada repetidas veces, es importante continuar 

verificando el modelo y su solución, después de la implantación inicial, para 

asegurarse de que siguen siendo válidos, 

Aplicación o Elecución:  El éxito de la fase de implantación depende en gran 

parte, del apoyo que proporcionen tanto la alta administración como, el equipo de 

investigación de operaciones. En consecuencia los investigadores de operaciones 

deben mostrar la participación activa de la gerencia, al formular el problema y 
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evaluar la solución. La guía de la gerencia es valiosa en si, para identificar las 

consideraciones especiales relevantes y evitar con estas fallas potenciales 

durante estas etapas, sin embargo, hacer que la gerencia se convierta en parte 

integrante del estudio sirve también, para comprometer su apoyo activo al llevarla 

a la práctica. 

En esta fase el grupo de Investigación de Operaciones, explica la solución 

a la administración responsable del sistema en estudio. Es importante que la 

explicación de la solución, se haga en función de los procedimientos usados en el 

sistema real. Una vez que haya acuerdo sobre la solución, es responsabilidad de 

ambas partes, traducir la solución en un procedimiento de operación de fácil 

compresión. Después de aplicar la solución al sistema, el grupo de Investigación 

de Operaciones debe observar la respuesta del sistema a los cambios realizados. 

El éxito de un estudio de Investigación de Operaciones, es parte del apoyo 

recibido de la administración. 

>Oro,:  Una vez que un modelo y su solución se consideran aceptables, deben 

colocarse controles sobre la solución. Estos controles se establecen para 

determinar cualquier cambio significativo de las condiciones en las cuales se basa 

el modelo. 

Aunque'dichas etapas de un proyecto de Investigación de Operaciones se 

inician en el orden enumerado, por lo general no terminan en ese mismo orden. 

De hecho, cada fase procede normalmente hasta que se termine el. proyecto, e 

interacciona en forma continua con las otras. Aunque debemos examinar por 

separado estas fases de la Investigación de Operaciones, debe tenerse en mente • 
que es probable que, en el transcurso del tiempo, las mismas se superpongan e 

interaccionen. 



En el siguiente esquema, se resume todo el proceso que se sigue para 

aplicar la investigación de operaciones. 

Recopilación y Construcción 
del modelo 

Ante proyecto  Prueba del 
modelo organización 

de los datos 
problema del 	em 

                

                

 

Retroallmen 	 
tación 

  

Control 

    

Aplicación 

 

        

            

                

 

Figura 1.3.3. 

          

En el siguiente punto se contempla los problemas típicos de la 

Investigación de Operaciones. 

1.4 Tipos de problemas más comunes 

Desde sus inicios, la Investigación de Operaciones se ha aplicado a una 

gran variedad de problemas. Sin embargo, la mayoría de éstos, ha sido de 

naturaleza táctica más que estratégica. La diferencia entre problemas tácticos y 

estratégicos no es sencilla, debido a que se basa cuando menos, en tres 

características, cada una de las cuales implica una cuestión de magnitud. 
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1.- Un problema es más táctico que otro si el efecto de su solución es de menor 

duración, es decir, si su solución puede modificarse o anularse fácilmente. Es 

decir, cuanto mayor es la duración del efecto de la solución en el problema, éste 

es más estratégico. Por lo tanto, un problema táctico consiste en establecer lo 

que producirá mañana y uno estratégico, es referente al lugar dónde se deberá 

construir una planta adicional. La Investigación de Operaciones se ha aplicado 

con más frecuencia a problemas de corto plazo, que a largo plazo. Refiriéndonos 

a esta característica del problema, como su rango. 

2.- Un problema es más estratégico, cuando mayor sea la parte de la 

organización afectada directamente por su solución Por lo tanto, un problema 

que asocie la selección de un convenio contable, es aparentemente más táctico 

que, por ejemplo, el presupuesto de la empresa. Esta característica del problema 

puede referirse como su alcance, 

3.- Un problema es más estratégico en cuanto más implica la determinación de 

fines, meta u objetivos, Todos los problemas comprenden la selección de medios 

para alcanzar los resultados deseados, pero muchos consideran los resultados 

deseados como dados o proporcionados. En la medida en que lo hacen, son 

tácticos. De aquí que la planeación de la empresa, que debe establecer metas y 

objetivos en la organización es más estratégico, que un problema que trate de 

minimizar los costos de transporte, en el que dicha minimización se considera 

como resultado conveniente. Esta característica del problema puede referirse 

como su orientación afines. 

No hay puntos de separación definidos en la escala, que representan estas 

características que distinguen los problemas tácticos dé los estratégicos. Por esta 

razón, lo más que podemos establecer de un problema, es que es más o menos 

estratégico que otro, en funcion de esas características. 



Una importante consecuencia de la aplicación de la Investigación de 

Operaciones a una amplia variedad de problemas tácticos, derivada de la 

práctica, es que se han identificado un grupo de problemas con ciertas 

características comunes y que además se requieren modelar. Debido al frecuente 

ocurrencia de éstos, se han desarrollado técnicas para modelarlos y obtener 

soluciones de los mismos. Estos problemas prototipos son los siguientes: 

Inventario, Reemplazo, Líneas de espera (Teoría de colas), Secuencia y 

coordinación, Transporte, Competencia (Teoría de juegos), Localización etc., 

estos problemas se describen a continuación: 

Modelos de 881011110)11:  Los problemas de asignación se presentan, cuando los 

recursos disponibles no son suficientes para permitir que cada trabajo se efectúe 

de la manera más eficiente. Por lo tanto, el objetivo es asignar los recursos a los 

trabajos de manera que se minimice el costo total o se maximice el rendimiento 

total. 

La mayoría de los problemas de asignación pueden representarse 

mediante una matriz como en la que se presenta en la tabla 1. Los'valores en las 

casillas, C1, representan el costo o el rendimiento que resulta de asignar una 

unidad de recurso R, al trabajo J,. Las 	pueden ser independientes o 

interdependientes. Por ejemplo, el costo de asignar un camión a una ruta de 

entrega particular, no depende del modo en que los otros camiones se asignen a 

las rutas. 
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Tabla 1. Problemas de asignación típica 

LO que se debe hacer 

Recursos 1 12  ••• j  •• • 	1. Cantidad de recursos disponibles 

R 2  
C11 

C21 

C12 

e  21 

•" 

... 

C 1i  

1.21 

"' 	Cl,, 

Cho 
••• 

b1  

b, 

R, CH  
••• ••• 

R„, end ena ••• ••• 	Co„ bm  

Can!. de recursos 
requeridos a l  a 2  • • • a j  ••• 	a 

Modelos de Inventados:  El problema de inventarios, es aquel en donde se 

requiere almacenar un bien o artículo, con el propósito de satisfacer demandas 

sobre un horizonte de tiempo, ya sea finito o infinito, hablaremos de la existencia 

de un problema de inventario. Generalmente un inventario consiste de recursos 

utilizables, que en grandes volúmenes pueden estar ociosos. Estos recursos 

pueden ser de cualquier tipo por ejemplo: hombres, materiales, máquinas o 

dinero. Cuando dicho recurso es materia, o artículos en cualquier etapa de su 

acabado, el inventario generalmente se menciona como "existencia en almacén". 

Normalmente, el objetivo ea minimizar el costo total (real o esperado). Sin 
embargo, si el inventario afecta la demanda (el volumen solicitado por los clientes 
o usuarios), el objetivo puede ser maximizar las utilidades (reales o esperadas). 

'dedales de reemplazo:  Generalmente los problemas de reemplazo se tienen 

cuando los artículos se deterioran con el tiempo, y/o el uso. Y para alargar su vida • . 	 • 	•  
útil,se recurre 'a dos diferentes tipos de mantenimiento preventivo(antes de que  

ocurra una falla) y correctivo (cuando 'ya ocurrió). Sin embargo, el deterioro pude • 
. 	 . 	• 

• -• , 	• 	. 	• 	. 



llegar a ser tal que el mantenimiento resulte muy costoso y se haga necesario el 

reemplazo del recurso. En ocasiones los recursos no demasiado deteriorados se 

reemplazan por otros más modernos y eficaces, para el desempeño de una 

función similar. 

Modelos de líneas de espera:  La teoría de líneas de espera, llamada a veces 

teoría de colas se ocupa del análisis matemático de los fenómenos de las líneas 

de espera o colas. Las colas se presentan con frecuencia cuando se solicita un 

servicio como los clientes son de tipo probabilístico. La teoría de colas no 

pretende en ningún momento resolver directamente el problema de la espera en 

cola sino más bien describe la situación que presenta una cola a través del 

tiempo y extrae lo de que éstas se ha dado en llamar, las características 

operacionales de la cola. Algunas de éstas son; el número promedio de clientes 

en la cola, su tiempo promedio de espera en la cola, el porcentaje de tiempo que 

al despachador o despachadores están ocupados, etc. 

Modelos de secuenclacIón:  Estos modelos comprenden la determinación de 

una secuencia óptima, para una serie de tareas o eventos, o la mejor selección de 

un orden adecuado para atender a los clientes que están esperando. En 

situaciones que corresponde, a proyectos o trabajos, que consisten de 

actividades que se deben realizarse en una secuencia especifica. Estos modelos 

implican determinar cuánto esfuerzo se debe hacer para ejecutar cada`actividad y 

cuándo programarla, de modo que se optimase una parte de la ejecución integral 

del proyecto. 

Modelos de Transporte:  El problema clásico de transporte contempla una serie 

de fuentes de operación, fábricas o bodegas, y unas terminales, destinos o 

agencias donde se demanda un bien o producto, además se tiene un costo 

unitario de transporte entre cada fuente y cada terminal. 

El planteamiento matemático en términos de programación lineal es el 

siguiente: 

II 



It 

Min. z = Y: Eco; 
.1 I  Pi 

S.a: 

E• X0 	a, 	= 1.2,3,.,,111 

E• x, 	bj 	j = 1,2,3...,n 

Ea, = Eh  

X, es la cantidad asignada desde el origen 1 hasta el destino j . 

G es el costo o ganancia de asignar 1 unidad desde el origen i 

hasta el destino j 

a, sondas cantidades disponibles en cada origen, 

11, son las cantidades requeridas en cada destino. 

*deka d• Compele/Ice,  Los problemas de competencia también se conocen 
como teoría de juegos. Un Juego es una situación competitiva entre n personas o 
grupos denominados jugadores, que se realiza bajo un conjunto de reglas 
previamente establecidas con consecuencias conocidas. Las reglas definen las 
actividades elementales o movimientos de juego. Puede permitirse diferentes 
movimientos para los distintos jugadores, pero cada jugador cuenta con un solo 
movimiento de que disponen los otros jugadores. 

La teoría de juegos se ha desarrollado básicamente de acuerdo con el 
juego suma-cero, 

Modelos de Localización;  Una técnica importante pero poco conocida, es la 

denominada teoría de localización de servicios, la cual ha ofrecido y ofrece un 

gran potencial para la solución de problemas, donde se tenga que localizar uno o 

más servicios, que su vez deban atender o satisfacer a un conjunto de usuarios o 

centros de demanda. Entendiéndose por servicio: un hospital, una estación de 

bomberos o de policía, un distrito político, una fábrica o bodega, etc • 
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El problema de localización de servicios es muy antiguo en la literatura 
matemática, Cavalieri en 1647 consideró el problema de determinar un punto, 
cuya suma de sus distancias a tres puntos dados, sea mínima, demostró que cada 
lado deberá tener un ángulo menor a 120 grados, que el punto dado. Fagnano en 
1775 demostró, que el punto para el cual la suma de las distancias a los vértices 
de un cuadrilátero, es mínima, esta dada por la intersección de las diagonales. 
Tedenat en 1810 encontró para el caso de u puntos, la siguiente condición 
necesaria: la suma de los cosenos de los ángulos entre alguna línea arbitraria en 
el plano y el conjunto de lineas que une los n puntos, con el punto mínimo, debe 
ser igual a cero. Finalmente Steirner probó en 1837, que la condición necesaria y 
suficiente, es que la suma de los cosenos y senos de los ángulos anteriormente 
mencionados debe ser igual a cero. 

En 1929 Alfred Weber en su estudio clásico, presenta una caracterización 
de la localización triangular y la discusión del concepto de punto mínimo. En 1956 
Walter Isard en su estudio de localización industrial menciona el problema de una 
multiplicidad de productores, pero lo restringe al caso de varias áreas de 
mercado, considerando a cada una de ellas con un sólo productor.. Lo que reduce 
el problema de localización, a uno de una sola fuente para cada área de 
demanda, evitando el problema de determinar la localización de varias fuentes 
simultáneamente. Sin embargo, fue hasta los traba¡os de Kuhn en 1963, que al 
problema se le considera completamente tratado y resuelto. En la actualidad el 
problema de localización se ha vinculado fuertemente con las técnicas de 
optirnización, debido a los diferentes contextos en los que surge, pudiéndose 
utilizar en su análisis y solución, a la programación lineal, la programación 
dinámica, la programación no lineal y la programación entera. 

Los problemas de localización se dirigen a investigar la decisión de dónde 
localizar una o unas facilidades centrales, que a su vez satisfacen unos puntos de 
demanda o clientes; por lo general se hacen mención de sistemas de distribución 

o sistemas logísticos. Por ejemplo, un sistema en el cual se tienen fábricas (F,) 

que distribuyen su producto, y se deben localizar unos, depósitos (1),) para que 

finalmente se haga entrega del producto a los clientes asignados C, 

le 



Fábricas Depósito Clientes 

Un sistema de distribución 



II PROGRAMACIÓN MATEMÁTICA 

En los últimos años, ha habido un creciente interés en utilizar técnicas 
matemáticas de optimización, para resolver problemas de programación que no 
es posible solucionar con los métodos clásicos del cálculo diferencial y del 
cálculo de variaciones Recientemente se han desarrollado nuevas herramientas 
matemáticas aplicables a los más diversos problemas y a campos tan amplios 
coma la economía, ingeniería y administración de empresas. Ya que todas estas 
áreas, se tienen un gran número de actividades interrelacionadas, que pueden 
ser expresadas por una estructura formulada por símbolos y ecuaciones, que nos 
definen a un modelo matemático en donde, el objetivo primordial es encontrar el 
mejor punto que optimace el modelo matemático (económico). 

La formulación matemática general que tienen el modelo de programación 
matemática, se pueden representar como: 

Optimizar f (X) , 

Sujeto a: 
g(X)so 

X k O. 

donde f(X) es den variables o incógnitas, llamada función objetivo o 
económica y está sujeta a un conjunto de ns restricciones o limitaciones 
expresada por la función de gi (X). 

Si la función objetivo y las restricciones del problema están formadas por 
expresiones de primer grado (funciones lineales), y las variables son no 
negativas, entonces se tiene caso el de programación lineal. Si la función objetivo 
yio las restricciones son no lineales, se hablará de programación no lineal. 

' Optimizar es sinónimo de buscar lo mejor, también alcanzar la ganancia máxima o tener la pérdida 
mínima, 



A continuación se presentarán algunos métodos analíticos para obtener la 
solución de los problemas planteados con la formulación matemática anterior, 
como son los de programación geométrica, programación lineal, programación 
dinámica (discreta), programación no lineal, técnicas de búsqueda, principio del 
máximo (discreto), programación cuadrática, programación separable, 
programación convexa, programación entera, programación combinatoria, 
programación heurística, etc. 

Este capitulo se desarrollará en la siguiente forma; primero se tratará de 
dar un panorama general relacionado a problemas de programación lineal, y a su 
formulación matemática para con ello proporcionar una idea intuitiva de lo que es 
un modelo de programación lineal. En segundo lugar se abordará el tema de 
optimización clásica, para dar una idea general de la dificultad de solucionar 
problemas que tienen muchas variables. Esta complejidad del problema refleja 
principalmente en tratar de resolver las derivadas parciales y por último se tratará 
a la programación no lineal describiendo su formulación general y algunos 
métodos iterativos, parada solución de problemas no lineales sin restricciones y 
con restricciones; considerando para cada uno de éstos, las ventajas y 
desventajas que tienen, 

11.1 Programación Lineal 

El hombre a lo largo de su historia ha intentado siempre proyectarse hacia 
la cumbre o alcanzar el éxito en sus actividades, sean éstas empresariales, 
científicas o políticas. En todas ellas las técnicas de optimización han formalizado 
y cuantificado, mediante procedimientos matemáticos, la forma de alcanzar lo 
mejor en una circunstancia o problema bien definido, 

Los científicos, en especial loa matemáticos, por lo general se han ocupado 
de fenómenos que intentan hallar los puntos extremos, máximos y`mínimos en un 
problema de optimización, Euclides planteé el problema de encontrar la distancia 
más corta entre dog puntos y una recta, Nerón de Alejandría es considerado 
como uno de los primeros en estudiar un problema de optimización al asegurar 



que la luz viajaba entre dos puntos por ruta más corta, sin embargo 18 siglos más 
tarde Fermat descubrió el principio más general asegurando que la luz viajaba 
entre dos puntos en un tiempo mínimo. 

A finales de los años 30 aparece el interés en el desarrollo del cálculo de 
variaciones, sin embargo, el verdadero esfuerzo en optimización se origina con la 
Segunda Guerra Mundial y con la aparición de la computadora digital. En los 40 
Danzig reconoce la estructura matemática de muchos problemas de logística 
militar y desarrolla el método simplex de programación lineal. Por el rápido 
desarrollo de la computadora digital. La programación lineal se transforma de un 
interesante tópico matemático en un importante y ampliamente aplicado 
procedimiento de optimización, Y La posibilidad con esta máquina para realizar 
complejas manipulaciones matemáticas sobre un gran conjunto de ecuaciones 
lineales, ha permitido la solución de grandes problemas industriales. 

Finalmente en los años 50 la optimización recibe otro impulso con el 
advenimiento de la era espacial, La trayectoria óptima de los proyectiles, es uno 
de los numerosos problemas para los cuales se desarrollaron los métodos de 
programación dinámica y el principio del máximo, extendiéndose su uso 
rápidamente a las áreas de economía e ingeniería. 

Uno de los avances más importantes dentro del campo de las matemáticas 
en este siglo es la aparición y desarrollo de la programación lineal (pi.). En la 
actualidad, una herramienta común en multitud de problemas derivados de la 
necesidad de optimizar los recursos, destinados a diversas actividades en las 
organizaciones productivas. 

El problema más común que aborda la programación lineal, es la 
asignación de recursos limitados entre actividades competitivas de la mejor  
manera posible. Este problema de asignación puede surgir, cuando debe elegirse 
el nivel de ciertas actividades que compite por recursos escasos necesarios para 
realizarlas, La variedad de situaciones a las que se puede aplicar esta 
descripción, es sin duda muy grande y va desde la asignación de productos, 
hasta la asignación de recursos nacionales a las necesidades de un pais; desde 
la selección de una cartera de inversiones, hasta la selección de los patrones de 



envió; desde la planeación agrícola, hasta el diseño de un terapia de radiación, 
etc, No obstante, el ingrediente común de todas estas situaciones es la necesidad 
de asignar recursos a las actividades. 

La programación lineal utiliza un modelo matemático para describir el 
problema. El adjetivo lineal significa que todas las funciones matemáticas del 
modelo deben ser lineales. En este caso, la palabra programación no se refiere a 
programación en computadoras; en esencia es sinónimo de planeación. Así, la 
programación lineal trata la planeación de las actividades para obtener un 
resultado óptimo, esto es, el resultado que mejor alcance la meta especificada, 
entre todas las alternativas de solución. 

Formulación matemática general 

Definición 1: Se entiende por programación lineal aquel que optimiza 

Opt. Z cX 

Sujeta a: 
AXb 
	

(2) 
X10. 	 (3) 

donde la función lineal (1) se llama función objetivo; las desigualdades (2) por lo 
general, se hace referencia a las limitaciones y se llaman restricciones, estas 
desigualdades también pueden ser mayor o igual que b y a fas restricciones (3) 
se llaman condiciones de no negatividad. La palabra optimizar puede significar 
maximizar :o minimizar. 

En el problema lineal definido anteriormente se tiene que .v es un vector 
columna con rr componentes. A este vector se le denomina el vector de 
actividades y sus componentes son variables de decisión. Sea entonces 



x, 

X (4) 

Al vector renglón c, también con n componentes (c1 ,c„...,c,,) se le denomina el 

vector de precios o costos unitarios. El vector columna b, con ni componentes, se 
le denomina el vector de disponibilidad de recursos, El vector o es un vector 
columna de n ceros. Por último la matriz A, con IM renglones y n columnas se le 
denomina matriz de coeficientes tecnológicos. Cada elemento ay  en la matriz A , 

con i 	y j= 	representa la cantidad de recursos j que se 

necesita por unidad de la actividad r 

Matricialmente se reescribe al programa lineal corno: 



Otra forma de reescribirlo es: 

Opt. 	2 	+...+c„x„ 	(8) 
sujeto a las restricciones: 

0„x, a,2  X 2 + ...*Fam X 

a„x, +a„x,+,..+02.x„ s h, 
1 	(9) 

ami xt  

(10) 

Por último, también se puede escribir como: 

Opt. 	E c, 

Sujeto a; 

(12) 

= 1„..,n 	(13) 

Todas las formas son equivalentes. Las componentes dec, b y a son 
números reales, es decir, pueden ser negativos, ceros o positivos. 

Terminología pera las soluciones del modelo 

En programación lineal, cualquier conjunto de valores específicos para las 
variables de decisión (x,,x,...x,) se Dama solución, sin importar si es una 
posibilidad deseable o ni siquiera permitida. A continuación se identifican los 
diferentes tipos de soluciones usando un adjetivo apropiado. 

Una solución factible  es aquélla para la que todas las restricciones se 
satisfacen. 

rr
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La región factible:  es la colección de todas las soluciones factibles. Si existe 
soluciones factibles, la meta de la programación lineal es encontrar la mejor, 
medida según el valor de la función objetivo en el modelo. 

Una solución óptima:  es una solución factible que lleva al valor más favorable 
de la función objetivo. El valor más favorable significa el valor más grande o más 
pequeño, dependiendo de si el objetivo es maximizar o minimizar. Entonces, una 
solución óptima maximizalminimiza la función objetivo sobre toda la región 
factible. 

La muchos problemas tendrán nada más una solución óptima. Sin 
embargo, también es posible tener más de una solución. Otra posibilidad es que 
el problema no tenga soluciones óptimas. Esto ocurre sólo si: 1) no tiene 
soluciones factibles o 2) las restricciones no impiden que el valor de la función 
objetivo (Z) crezca indefinidamente en la dirección favorable (positiva o negativa), 

Suposiciones de la programación lineal 

Todas las suposiciones de la programación lineal están implícitas en la 
formulación del modelo, sin embargo, vale la pena hacer hincapié en ellas para 
que sea más sencillo de evaluar si esta técnica es adecuada en una situación 
dada, 

e(tagdmiliget la proporcionalidad es una suposición sobre las actividades 
individuales que se consideran independientes unas de las otras. Por lo tanto, 
considérese el caso de que sólo una de o actividades se realiza, llámese a ésta 
la actividad K, de manera que x = o para toda j =1,2,...ds excepto para j = K. 

La suposición dice que; 1) la medida global de efectividad de Z es igual a 
cir, y 2) el consumo de cada recurso i es igual a qk x,; o bien, ambas 
cantidades son directamente proporcionales en el nivel donde se lleva a cabo 
cada actividad K (1‹ =1,2,„,,n). 



En particular, esto significa que no hay cargos extras debidos al inicio de la 
actividad (costos fijos) y que la proporcionalidad se cumple en todo en el rango de 
niveles de la actividad. 

AditivIdad:  la condición de proporcionalidad no es suficiente para garantizar que 
la función objetivo y las restricciones sean lineales. Si existe interacción entre • 
algunas actividades que puedan cambiar la medida total de efectividad o el 
consumo total de algún recurso, pueden surgir términos de producto cruzado. La 
aditividad supone que no existen interacciones de este tipo, entre ninguna de las 
actividades, de manera que no habrá términos de productos cruzados en el 
modelo. 

De manera más especifica, la suposición de aditividad (al igual que la 
proporcionalidad) se aplica tanto a la función objetivo como a las restricciones. 
Este último tipo de función representa la utilización total de algún recurso. Para 
ambos tipos de funciones, la suposición concierne a la comparación entre el valor 
total de la función que se obtiene al realizar conjuntamente las actividades en sus 
respectivos niveles (r,,x,_.x„) y las contribuciones individuales al valor de la 

función, al realizar cada actividad por separado (estableciendo todas las variables 
en cero). En programación lineal, estas contribuciones individuales son: cirj  para 

la función objetivo y aozi  para las restricciones. Es decir, la suposición de 

aditividad es para cada función y el valor total ésta se puede obtener sumando las 
contribuciones individuales de las actividades respectivas. 

En algunos problemas, si la aditividad no es una suposición razonable, de 
forma que algunas o todas las funciones matemáticas del modelo necesariamente 
son no lineales (debido a términos de producto cruzado), resulta definitivamente 
la entrada en el ámbito de la programación no lineal. 

rilvisibilided:  Algunas variables de decisión sólo tienen significado físico cuando 
adquieren valores enteros. La solución óptima que se obtiene en programación 
lineal con mucha frecuencia no es entera. Por esto, la suposición de divisibilidad 
se refiere a que las unidades de cada actividad se, puedan dividir en cualquier 



nivel fraccional, para que se permitan valores no enteros de las variables de 
decisión, 

Certidumbre:  La suposición de certidumbre dice que todos los parámetros del 
modelo (los valores a,b, y c, ) son constantes conocidas. En los problemas 

reales, muy pocas veces se satisface por completo esta suposición. Casi siempre 
se formula un modelo de programación lineal para elegir un curso de acción 
futuro, Entonces, los parámetros que se emplean están basados en una 
predicción de las condiciones futuras, lo que inevitablemente introduce un cierto 
grado de incertidumbre. 

Por esta razón siempre es importante realizar un análisis de sensibilidad 
después de encontrar una solución óptima para los valores supuestos de los 
parámetros. El propósito general del análisis de sensibilidad es identificar los 
parámetros sensibles (es decir, aquellos que no pueden cambiar mucho sin 
cambiar la solución óptima), para tratar de estimarlos con mayor exactitud, y 
después elegir una solución que sea buena en toda la gama de valores posibles 
para estos parámetros sensibles. 

La programación lineal es una técnica poderosa para tratar problemas de 
asignación de recursos entre actividades que compiten, al igual que otros 
problemas cuya formulación matemática es parecida. Se ha convertido en una 
herramienta estándar de gran importancia para muchas organizaciones 
industriales y de negocios. Aún más casi cualquier organización social tiene el 
problema de asignar recursos en algún contexto y cada vez es mayor el 
reconocimiento de la aplicabilidad tan amplia de esta técnica. 

Sin embargo, no, todos los problemas de asignación de recursos limitados 
se pueden formular de manera que se ajusten a un modelo de programación 
lineal, ni siquiera como una aproximación razonable. Cuando no, se cumplen una 
o más de las suposiciones de programación lineal, en este'caso es posible aplicar 
los de modelos matemáticos, o de programación no lineal. La falta de linealidad 
puede surgir por diversos motivos. Por ejemplo, en un problema de producción 
en programación lineal, el beneficio bruto de cada producto es constante. Puede 
ser una función decreciente del nivel de producción, porque una gran producción 



tiende a disminuir el precio de mercado (ingreso medio), o bien porque una 
producción creciente tiende a aumentar el costo variable medio del producto. Si 
esto es así, la función objetivo lineal se debe reemplazar por una versión no lineal 
y de igual forma sus restricciones. El problema de transporte con descuentos por 
volumen en los precios de embarque, un problema de transporte es determinar un 
plan óptimo para mandar bienes desde varias orígenes hasta varios destinos, 
dadas las restricciones de recursos y demanda, con el fin de minimizar el costo 
total de transporte. 

Hoy en día una práctica común entre los administradores de grandes 
carteras de inversión usan como una guía, modelos computarizados basados en 
programación no lineal. Puesto que los inversionistas se preocupan tanto, por el 
rendimiento esperado (ganancia) como por el riesgo asociado con su inversión, la 
programación no lineal se usa para determinar una cartera que con ciertas 
suposiciones proporcione un balance óptimo entres estos dos factores. Siempre 
que se presente algún problema de este tipo, será más apropiado una formulación 
no lineal que una lineal. 

11.2 OptImización clásica 

La teorla de la optimización clásica considera el uso del cálculo diferencial 
para determinar puntos de máximos y mínimos(extremos) para funciones 
restringidas y no restringidas. Los métodos expuestos pueden no ser adecuados 
para cálculos numéricos eficientes. Sin embargo, la teoría subyacente 
propoimiona la base para visualizar la mayoría de los algoritmos de programación 
no lineal. 

El problema básico, es determinar la utilidad máxima o costo mínimo de un 
sistema usando la teoría clásica, se transforma en el problema de ubicar todos los 
puntos máximos y mínimos locales, 'y luego comparar los valores individuales de 
la función en esos puntos, con el objeto de determinar el máximo o mínimo 
absoluto. Para ello, es necesario examinar. 



f (X° -t-h)5 f(r) 	 (14) 

para toda h=(h„...,hi ,...,h,) tal que 	es suficientemente pequeña para toda j 

En otras palabras, X°  no excede a f(X° ). En forma similar, X°  es un mínimo si 

para h, tal como se definió anteriormente, 

En la siguiente figura se ilustra el máximo y el mínimo de una función Ax) 

de una sola variable sobre el intervalo la,b1. 

1.- Los puntos estacionarios.(Los puntos estacionarios son aquéllos donde la 
primera derivada es cero.) 

2.- Los puntos a lo largo del contorno. 
3.- Aquellos puntos donde la primera derivada es discontinua. 

Un punto extremo de una función 1(x) define un máximo o un mínimo de la 

función. Matemáticamente, un punto X°  = (x„...,xj,,..,x„) es un máximo si 



Los puntos x1, x2, x,, ; y xo  son extremos de f(r). Esto incluye a ; , ; y 

; como máximo, y ; y ; como mínimo. Ya que 

f ("O = 	(r,), f 	f (r.)} 

donde f(x6 ) se conoce como máximo global o absoluto, mientras que f(x,) 

y f(x,) son máximos locales o relativos. De igual manera, f(x,) es un 

mínimo local y f(x,) es un mínimo global. 

Condiciones necesarias y suficientes para extremos 

Para establecer las condiciones necesarias y suficientes para que una 
función f(X) de n variables, tenga puntos extremos superiores, se supone que 

las primeras y segundas derivadas de f(X) sean continuas en cada X . 

Teorema 1: Una condición necesaria para que X°  sea un punto extremo de 
f(X) es que 

Vf(X°). 	 (16) 

El siguiente teorema establece las condiciones de suficiencia para que X°  
sea un punto extremo. 

Teorema 2: Una condición suficiente para que un punto estacionario sea extremo 

es que la matriz hessiana (o de hesse) evaluada en X°  sea 

a) positiva definida cuando X°  es un punto mínimo, y 
b) negativa definida cuando X°  es un punto máximo 

Para encontrar un criterio que permita establecer si se tiene un máximo o 
un mlnimo local, se resolverá un desarrollo en series de Taylor alrededor del 
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punto estacionario, Entonces para el vector X= (x,,x„,,,,x,y, el desarrollo de 

Taylor queda como: 

,f(x)./(X° )=±±-Y -1,„(x -0)+1É± 	(x -x°)(x
A 
 -x )+. . 	(17) 

1,1 cYr, 	I"  2 	ajar* 

O en forma vectorial como: 

f (x) = f (r)+Vf (X° )(X - 	+ I I 2(X - X°)' 10(X - )+ . 	 (18) 

donde II° es la matriz hessiana de las derivadas parciales evaluada en X°  

= 

O f 	f 	f  
)(Av, 	 OX i  ax x • • 	c9X, Ia 2 

f 	c f 	f  
DX,OX I  OX,OX, 

O f 	a2  f 	:2  f 
OX,OX 2 	c7X.OX _ 

(19) 

  

En general, si H es indefinida X°  debe ser un punto de silla. Sin embargo, 
para el caso donde esto no es concluyente, X°  puede ser o no punto extremo y el 
desarrollo de una condición de suficiencia llega a ser muy difícil, ya que sería 
necesario considerar términos de orden superior en el desarrollo de Taylor, Sin 
embargo, en algunos casos tales procedimientos complicados pueden no ser 
necesario, ya que la diagonalización de 1f puede llevar a información más 
concluyente. 

La condición de suficiencia establecida por el teorema 2 se deduce 
fácilmente para funciones de una sola variable. Dado que X°  es un punto 
estacionario, entonces, 

I) f"(X° )< o es una condición suficiente para que X°  sea un máximo. 

11) f (X° )> O es una condición suficiente para que X° sea un mínimo. 



Estas condiciones se determinan directamente considerando la matriz 

Hessiana con un elemento. Si en el caso de una sola variable f "(X°) se anula, 

las derivadas de orden superior deben investigarse, como se muestra en el 
siguiente teorema: 

Teorema 3: Si un punto estacionario X° de f(X) las primeras (ra- i) derivadas 

se anulan y f"(X) x 0, entonces en X = X° ocurre que f( X) tiene: 

i) Un punto de inflexión si n es impar , y 
ii) Un punto extremo si n es par. Este punto extremo será un máximo si 

fc'4(X° )< O y un mínimo si ft°)(P) > O. 

Como se puede apreciar, el cálculo sirve para resolver problemas simples, 
pero en problemas más grandes y restringidos, es difícil resolverlos por los 
métodos clásicos de cálculo. Por ejemplo, en un problema con restricciones, al 
igualar el gradiente Vf(X) a cero, que es la condición necesaria para que un 

punto sea óptimo local o relativo, se generan n ecuaciones no lineales que hay 
que resolver. Esto en general es muy dificil, si no es que imposible. Por otro lado, 
existen ocasiones en que Vf(X)= O no puede expresarse en forma explícita, si 
no, más bien implícitamente, sin embargo, cuando aún se pudiera resolver el 
sistema de ecuaciones generado por Vf(X). O, no será posible garantizar que 
ese punto es un óptimo local, pues puede darse el caso de tratarse un punto de 
silla. 

Una limitación más del enfoque del cálculo, es su insuficiencia para cubrir 
el caso de las restricciones de igualdad. Por esta razón, la restricción 
presupuestaria en el modelo de maximización de la utilidad, por ejemplo, se 
enuncia de la forma, que el gasto total sea exactamente igual a (y no menos o 
igual que) una suma específica. En otras palabras, la limitación de la 
aproximación por el cálculo niega al consumidor la opción de ahorrar parte de sus 
fondos disponibles. 

De ahí es la necesidad de introducir la formulación de la programación no 
lineal, y sus diferentes métodos para solucionar este tipo de problemas con 



restricciones o sin restricciones, estos métodos de optimización se basan 

principalmente en el teorema 1 y 2 descritos anteriormente. 

11.3 Programación no lineal 

Con la teoría de la programación no lineal, se establecen las optimas, 

condiciones necesarias y suficientes que determinan una solución óptima, más 

que cuestiones de computación. Esta teoría incluye principalmente el estudio de 

los multiplicadores de Lagrange, incluyendo el teorema de Kunh-Tucker y sus 

extensiones. Esto mejora considerablemente la compresión de la filosofía de la 

optirrización con restricciones y proporciona fundamentos básicos satisfactorios 

para otras disciplinas, como la teoría de la empresa, la economia del consumidor 

y la teoría del consumidor. 

Una suposición importante de la programación lineal es que todas sus 

funciones (función objetivo y funciones de restricción) son lineales. Aunque, en 
esencia, esta suposición se cumple para muchos problemas prácticos, es 
frecuente que no sea est, De hecho, muchos economistas han, encontrado que 
cierto grado de no linealidad es la regla y no la excepción, en los problemas de 
planeación económica, por lo cual, muchas veces es necesario manejar métodos 
de programación no lineal, 

De manera general, el problema de programación no lineal consiste en 
encontrar x 	 para optimizar los recursos, como se muestra en el 
siguiente modelo: 

Opt. j(,V) 	 (20) 
Sujeto a: 

h, (X)=0, 

g)(X)10, 

Xe E" 



Es decir sea f(X) una función continua, que denota a la función objetivo, 

4(X),11,(X),...,k,(X) funciones continuas que denotan restricciones de igualdad, 
g.„,(X),g„„2(X),„,,gp(X), funciones continuas que denotan restricciones de 

igualdad y X = (X,, X, ,„ Xn)r  un vector en el espacio euclidiano de n-

dimensiones, E. 

Otra forma equivalentemente de representar un problema de optimización 
no lineal es el siguiente: 

Opt. 	{f(X)1 XeR), 	 (21) 

donde el conjunto R se definen como. 

K ={ XI h,(X)= O, g,(X) O, XgE", para toda ¡.k }. 

donde f(X).h,(X), gi (X), son como se describió anteriormente. 

Los problemas no lineales pueden ser de diferentes tipos: 

a) Restringidos: cuando se tienen restricciones (lineales o no lineales). 
b) No testrIngidos: cuando no se tienen restricciones y sólo se optimiza la 

función objetivo, que desde luego, no es lineal, 
c) Continuos: cuando alguna de las variables y funciones son continuas. 
d) Discretos: cuando alguna de las variables ylo funciones es discreta 
e) Diferenciables: cuando.todas las funciones del problema son doblemente 

diferenciables (que existe el limite). 
f) Con reeldcolonee de igualdad ylo desigualdad 
g) Convexos, cuadrdtkeso  sepambles. 
h) Con une sola variable independiente o con varias variables 

Independientes. 

Como se observa existen muchos tipos de problemas no lineales, aunque, 
para este trabajo, se enfocará únicamente a tos problemas restringidos y no 
restringidos, así también se analizarán algunos métodos iterativos sin 



Es decir sea f(X) una función continua, que denota a la función objetivo, 

hi(X),k(X),...,h,„(X) funciones continuas que denotan restricciones de igualdad, 

gu,,(X),g„,1(X),..,,g,,(X), funciones continuas que denotan restricciones de 

igualdad y X = (X„X,,,..,X,,)r  un vector en el espacio euclidiano de n-

dimensiones, b.;". 

Otra forma equivalentemente de representar un problema de optimización 
no lineal es el siguiente: 

Opt. 	(f (X)/ XeR), 	 (21) 

donde el conjunto R se definen como: 

R={ X1h,(X)=0, g,(X)?_ O, AV°, para toda j,k), 

donde f(X),hi(X), g k(X), son como se describió anteriormente, 

Los problemas no lineales pueden ser de diferentes tipos: 

a) Rostriogidos: cuando se tienen restricciones (lineales o no lineales). 
b) No restdngidos: cuando no se tienen restricciones y sólo'se optimiza la 

función objetivo, que desde luego, no es lineal, 
c) Continuos; cuando alguna de las variables y funciones son continuas, 
d) Discretos: cuando alguna de las variables ylo funciones es discreta 
e) Diferenciables: cuando todas las funciones del problema son doblemente 

diferenciables (que exista el límite). 
f) Con restrkciones de igualdad y/o desigualdad 
g) Convexos, cuadniticos, separables, 
h) Con 111111 sola variable independiente o con varias variables 

independientes. 

Como se observa existen muchos tipos de problemas no lineales, aunque, 
para este trabajo, se enfocará únicamente a los problemas restringidos y no 
restringidos, así también se analizarán algunos métodos iterativos sin 



restricciones y con restricciones. A continuación se mencionan algunos ejemplos 
de aplicación. 

Ejemplos de aplicación 

El problema de la mezcla con elasticidad de productos en los precios. 

El problema de la mezcla de productos, la meta es determinar la mezcla 
optima de niveles de producción para los productos de una empresa, dada las 
limitaciones sobre los recursos necesarios para producirlos, con el fin de 
maximizar la ganancia total de la empresa. En algunos casos existe una ganancia 
unitaria fija asociada a cada producto, con lo que la función objetivo que se tiene 
es lineal. Sin embargo, en muchos problemas de mezcla de productos, ciertos 
factores introducen no linealidad en la función objetivo. Por ejemplo: Un fabricante 
puede encontrar precios elásticos mediante las cuales la cantidad que se puede 
vender de un producto ve en relación inversa con el precio que se cobra. Mí, la 
curva precio-demanda puede parecerse a la que se muestra en la figura (2.3.1), 
en donde f(X) es el precio que se necesita para poder vender x unidades. Si el 
costo unitario de producir el articulo está fijo en c (linea punteada de la figura), 
entonces la ganancia de la empresa por producir y vender x unidades está dada 
por una función no lineal, 

f(X) = Xf(X)-CX 

Como se puede observar en la figura (2.3.2). Si cada uno de los n 
productos de la empresa tiene una función parecida  para la ganancia, por  eiemPlo 

(X j) por producir y vender X, unidades del producto I (,=1,„,,n), entonces es 

la función objetivo global es 

f(X) 	(xJ) 

f(X) es una suma de funciones no lineales. 



El problema de transporte con descuentos por volumen en los precios de 
embarque 

Un problema de transporte es determinar un plan óptimo para mandar 
bienes desde varios origenes hasta varios destinos, dadas las restricciones de 
recursos y demanda, con el fin de minimizar el costo total de transporte. Los 
costos pueden no ser fijos, a veces se dispone de descuentos por volumen para 
cantidades grandes, con lo que el costo marginal de mandar una unidad más 
puede seguir un patrón como el que se muestra en la gráfica (2.3.3). El costo que 
resulta al embarcar x unidades está dado entonces por una función no lineal 
C(x) que es una función lineal por partes con pendiente igual al costo marginal, 

como la que se muestra en la gráfica (2.3.4). En consecuencia, si cada 
combinación de origen y destino tiene una función de costo similar, es decir, si el 
costo de mandar xV  unidades del origen 	 al destino j 

está dado por una función no lineal Cy(x-t) entonces la función objetivo global 

que se va minimizar es el siguiente: 

• 
f(X)=-EICII(ro ) 

Aun con esta función objetivo no lineal, es normal que las restricciones 
sean del tipo de restricciones lineales especiales que se ajustan al. modeio del 
modelo de transporte. 



Figura 23.1. curva precio demanda. 	Figura 2 a 2 función de ganancia, 



11.3.1 Métodos iterativos para la solución de problemas no lineales 

En el área de programación no lineal, existen muchos métodos para 
resolver problemas, una de las razones es que no existe un algoritmo general que 
resuelva la variedad de problemas no lineales que existe en el mundo real. Se 
han hecho grandes logros en lo que se refiere a algunos importantes casos 
especiales de este problema, haciendo algunas suposiciones sobre las funciones, 
aunque la Investigación sigue activa. 

En forma breve se plantearán los métodos, aunque en este trabajo es de 

sumo Interés los método que no requieren que la función sea diferenciable, 
porque de acuerdo a la aplicación se necesitan los métodos que no usen 
derivadas. 

Como ya se mencionó anteriormente, en esta etapa se va a dividir los 
problemas no lineales en dos ramas, los problemas no restringidos y los 
problemas restringidos, por lo tanto, el tema se va ha analizar de la siguiente 
forma 

Primero se va a analizar los problemas de optimización no lineales y no 
restringidos junto con los métodos iterativos que resuelven dicho problema y en 
segundo lugar, se analizarán los problemas no lineales con restricciones, con sus 
respectivos métodos iterativos. 

11.3.1.1 Métodos de optimización sin restricciones 

En está sección se analizan los problemas de optimización sin 
restricciones tratan con la siguiente formulación matemática 



minimizar f (x) 
sujeto a: 

xe E" 

donde 1(x) es una función real y E" es el espacio euclidiano de n -dimensiones. 

Los métodos que se contempla para esta sección son los siguientes: 

a) Métodos de optimización para funciones de una sola variable, en esta sección 
se explicarán los diferentes métodos iterativos que se tienen, son los siguientes: 
Fibonacci, Sección de oro, Interpolación cúbica, Interpolación cuadrada y Newton 
Raphson. 

b) Métodos basados en el uso de gradiente, para funciones de varias variables. 
Entre estos métodos se explicara los de gradiente, métodos basados en segundas 
derivadas, y métodos de direcciones conjugadas. 

c) Métodos de búsqueda para funciones de varias variables, no necesariamente 
diferenciables, por ejemplo método de Powell. 

Los algoritmos que se tratarán son importantes para las aplicaciones 
prácticas, ya que suelen ofrecer posibilidades más sencillas y diredas para la 
obtención de soluciones; pero quizá su mayor importancia radica en que 
establecen ciertos niveles de referencia respecto a la dificultad de aplicación y a 
la rapidez de convergencia. 

En el caso de los métodos que usan gradientes pare resolver funciones de 
varias variables, existe una estructura general para casi todos los algoritmos de 
descenso que se analizan. Se empieza en un punto inicial, se determina, de 
acuerdo con una regla fija, una dirección de movimiento y después se sigue esa 
misma dirección hacia un mínimo (relativo) de la función objetivo de esa recta. En 
el nuevo punto se determina una nueva dirección, y se repite el proceso. Las 
diferencias entre algoritmos radican en la regla mediante la cual se seleccionan 
las diferencias sucesivas del movimiento, Una vez que se ha hecho la selección 



todos los algoritmos exigen movimiento hacia el punto mínimo de la recta 
correspondiente. 

El proceso que determina el punto minimo en una recta dada se denomina 
búsqueda lineal. De hecho, para funciones no lineales generales que no se 
puedan minimizar analíticamente, este proceso se completa buscando 
detenidamente en la recta el punto mínimo. Estás técnicas de búsqueda lineal, 
que no son otra cosa que procedimientos de resolución de problemas de 
minimización unidimensionales, 	constituyen la base fundamental de los 
algoritmos de programación no lineal, dado que los problemas de dimensiones 
superiores se resuelven realizando una secuencia de búsquedas lineales 
sucesiva. 

Ejemplos de problemas sin restricciones 

Los problemas de optimización sin restricciones se presentan en diversos 
contextos, pero son más frecuentes cuando la formulación del problema es 
sencilla. A menudo, las formulaciones más completas Implican restricciones 
explícitas, Sin embargo, muchos problemas con restricciones suelen convertirse 
en problemas sin restricciones utilizando las restricciones para establecer 
relaciones entre variables, reduciendo así, el número efectivo de variables. 

Ejemplo 1 (Producción). Determinar la manera de combinar varias entradas para 
producir cierto bien, es un problema común en teoría económica. Hay una función 
de producción producida f(xl,x1 ..,x„), que representa la cantidad de bienes 
producidos 	. El precio por unidad de bien producido es q, y los precios 
unitarios de las entradas son p„pi ,,.,p„, El producto que desee maximizar la 
ganancia debe resolver el problema 

9f()C1,31a Pa ---Pnxo 

obteniendo la derivada parcial, la cual conduce directamente a las ti ecuaciones 
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= 1,2, , n 

Estas ecuaciones se pueden interpretar como confirmación, en la solución, 
de que el valor marginal debido a un incremento pequeño en la i-ésima entrada 
debe ser igual al precio A. 

Ejemplo 2 (Aproximación), Un uso común de la optimización es en la 
aproximación de funciones. Suponga que durante un experimento se observa el 
valor de la función g en m puntos, 	con lo que se conocen los valores 

g(x,),g(x2 ),-,g(x,„) y se desea aproximar la función por un polinomio de grado n 

(o menor), donde n <u, 

h(x) a „x" 

En relación con cualquier elección del polinomio de aproximación, habrá un 
conjunto de errores e k  g(x ,)— 13(x i ) . Se define la mejor aproximación como el 

polinomio que minimiza la suma de los cuadrados de estos errores, es decir, se 
minimiza 

• 
E(e4)2 
k.1 

Lo cual, a su vez, significa que se minimiza 

f (a) ..-.E[g(n ).... (a.x",an _ 	+. :bao  

respecto a a (ao ,a„..,a„) para hallar los mejores coeficientes. Esta es una 

expresión cuadrática en los coeficientes a. Para hallar una representación 
compacta de este objetivo se define 

k-1 

)149,  
A l'Eg(rXx, k., 

E0k)2  
k-1 
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Entonces, recurriendo al álgebra se puede mostrar lo siguiente: 

f (a). Qa -2hr  a + e 
donde 

Q 	h - 

Esto deduce directamente al sistema de n+I ecuaciones Qa b que se • 

pueden resolver para determinar a . 

Ejemplo 3 (Control). Los problemas dinámicos, donde las variables corresponden 
a acciones tomadas en una sucesión de momentos de tiempo, a menudo se 
puede formular como problemas de optimización sin restricciones, por ejemplo, 
supóngase que la posición de un objeto grande se controla por una serie de 
fuerzas de control correctoras. El error de posición (la distancia a la posición 
deseada) está controlada por la siguiente ecuación: 

+ft 

donde 3r, es el error en el tiempo k, y u, es la fuerza efectiva aplicada al tiempo 

u4 . El valor r0  está dado. La sucesión tio ,u„w„...,nq  deberá seleccionarse para 
minimizar el objetivo. 

J = 	x ok  
1.0 

estos representa un compromiso entre el deseo de igualar x4  a o y el 

reconocimiento de que la acción de control u, es costosa. 

El problema se puede convertir en un problema sin restricciones 
eliminando las variables X k , k =1,2,„„n, del objetivo. Se ve en`seguida la siguiente 

ecuación: 

n =10+10+141 +u2+.;'114-1 



Asi pues, el objetivo se puede volver a expresar como: 

J E{( xo +uo +u,+.,.+,,,,,)1+14) 
R-0 

que es una función cuadrática de las incógnitas u, y tiene la misma estructura 

que la del ejemplo 2, por la cual se puede tratar de forma similar. 

a) Métodos de optimización para funciones de una sola variable 

Dellnkián 1 Una función unimodal es cuando se tiene solamente un máximo o 
un mínimo. 

Si una función unimodal decrece (aumenta) en forma monótona y después 
tiende a crecer (decrecer) también en forma monótona esto implica que es una 
función estrictamente unimodal, esto quiere decir que si 1(x) es estrictamente 

unimodal, entonces 

< 	X' f (XI ) < f (X,) < f (X.  

X' <X, X, f (X .)> f (X,)> f (X 4 ); 

Punto mínimo 

Punto máximo 

Figura 2.3.5, 	 Figura 2.3.6. 



variable es la siguiente: 

De acuerdo a la dos figuras (2.3.5) y (2.3.6) anteriores 1 y 2 se deduce lo 
siguiente: toda función cóncava o convexa es unimodal, pero no toda función 

unimodal es cóncava o convexa. 

Si se necesitan hacer k evaluaciones en una f(X); y es estrictamente 

unimodal, entonces sea X, y X, respectivamente los extremos izquierdo y 

derecho de intervalo de investigación. Sea pi  el mejor punto obtenido y sea 

/4 	,r < La distancia rt  -r, se llama el intervalo de incertidumbre. Una medida 

de la efectividad de los métodos de búsqueda de puntos óptimos de una sola 



La búsqueda del mínimo de una función unimodal, es probablemente el 
criterio más simple y elegante de esta familia de procedimientos. Supóngase que 
se tiene una función f (X) unimodal definida en un intervalo jg >ya entonces, 

tomando puntos de prueba xl y 4 sabemos que se puede suceder al menos una 
de las siguientes afirmaciones: 

si f (4) < f(x) el mínimo se encuentra entre y; y x; 

si f(x;)> f(x;) el mínimo se encuentra entre 4 y y); 

sí f (4) zr- f(xD el mínimo se encuentra entre v y x; 

Gráficamente la solución es como sigue: 

Es una función que tiene solo un máximo o un mínimo. 

Método de Fibonacci 

Este método es bastante eficiente para aproximar bajo cierta tolerancia de 
error, un punto mínimo o máximo en funciones unimodalesl  de una sola variable. 
Tiene la ventaja de que no utiliza derivada, por lo cual puede calcularse el punto 
óptimo en funciones no díferenciables. El método supone que se conoce un rango 
inicial de búsqueda en cada evaluación, el objetivo del método es acorralar al 
punto óptimo. 



La mejor estrategia para elegir la ubicación de los puntos de prueba se 
basa en calcular primero, o si se quiere en definir a priori, el número de 

iteraciones n que se van a realizar. Después de r-i iteraciones, los puntos de 

prueba óptimos están dados por las siguientes relaciones: 

4= 	(y1- yD-hyl; 
	r = 1,2,.,.n-2 	(23) 

(24) 

donde (y; - g) es la longitud del intervalo al cabo de la r- i-ésima prueba y 1;', 

son los números de Fibonacci que se obtienen mediante la siguiente ecuación 
iterativa, 

F0  = F, = 

I.+ 	 =-• 1, 2... 	 (25) 

Si se observa las ecuaciones (23) y (24) se puede ver, que para r = n - i se 
tendrá la siguiente igualdad: 

) 

A fin de evitar esta situación se recurre a la siguiente expresión modificada; 

(27) 

(—+6XY'2 	) 	 (29) 

donde e es tan pequeño como se qUiera, para .determinar en que intervalo se 
encuentra ,el mínimo:Se puede mostrar con el último ' intervalo después de in . , 
iteraciones tendré une magnitud dada por: 
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Núme od. 
Neraolome 

(30) 

donde el superíndice o representa el valor original. En consecuencia, para una 
determinada precisión, debido a las propiedades de los número de Fibonacci, 
sólo se requiere de una evaluación de la función por iteración, después de las dos 
pruebas iniciales. Explícitamente, supóngase que la s-ésima iteración, el mínimo 

queda localizado entre g y 4, entonces en la siguiente iteración se tendrá que: 

(s + 1)  (x, vi) 
F„ +(s +1) 
	YI 

y sustituyendo este valor en la expresión (24) se tiene lo siguiente: 

x: — 	Yi  F +1— s 	
) 

 

el mismo argumento se puede emplear en el caso de que el mínimo se localice en 
el otro semi-intervalo. 

El número de iteraciones se puede determinar con una tabla de números 
de Fibonacci. Para ejemplificar, a continuación se ilustra una tabla. 

Tabla de efectividad en función al numero de iteraciones 



1.,; es el número de Fibonacci para n evaluaciones y se define como en la 

ecuación (25). 

La desventaja del método de Fibonacci es que, únicamente sirve para 
funciones de una sola variable. Si la función de una variable es bimodal2  o 

multimodal' este método sólo localizará un óptimo local o relativo. Su gran ventaja 
es que se le utiliza como una subrutina de búsqueda en los métodos de 
optimización de problemas no restringidos en funciones de varias variables. 

Método de la sección de oro 

Este método resulta, al hacer tender a infinito el número n de puntos de 
medición permitidos en una búsqueda de Fibonacci, el cual, se puede 
argumentar, basándose en la propiedad optimal del método finito de Fibonacci. La 
versión infinita correspondiente, genere una sucesión de intervalos de 
incertidumbre, las cuales intervalo tienden a cero más rápido de lo que se 
conseguiría por otros métodos; este método se utiliza cuando no se conoce el 
número total de iteraciones a realizar. Y el algoritmo requiere que la función sea 
de una sola variable y unimodal. 

Si el rango de incertidumbre original es a' 5 X.  5 b', al cual se le denotará 
por Eal ,b11, el proceso reduce el Intervalo en cada evaluación, a un intervalo 

constante k . 

Etapa del alpdtmo 

Peso 1. Se dan los intervalos a' y b' del rango de incertidumbre, al  X 1)'. se 
calcula X; y X, de la siguiente manera: 

Ellrnodal significa que la función tiene dos óptimos locales o relativos. 
3 	Multimodal significa que la función llene varios óptimos locales o relativos 



donde 

sri—i 
r=ZU.U10 

2 
Se hace k =i y se va al paso 3, calculando F(141 ) y F(XD. 

t-Ok -a ) .17 a' 

Calcule F(X11 ) y 17(X:). Si X: - X, e donde E> O es una tolerancia 

prefijada, para. De otro manera ir al paso 3. 

paso 3,  Si F(X:)> F(X:), hágase 

1+1  X k  

- 
XI 

bk+I ha 

k 	k +1 

y regrese al paso 2 calculando únicamente P 

Si F(XD<F(X:), 
hágase) 

b"`' 	3 

Xf 

a" - 
k =k +1 

se regresa al paso 2 calculando únicamente X 



Intergglación cúbica 

Este método fue desarrollado por Davidon y es necesario que la función 
sea diferenciable. El método consiste en encontrar un valor óptimo de una 
variable a, denominada a', tal que la función, 

g(a):: f (X + av) 

obtenga un mínimo local. Donde X y s son valores iniciales arbitrarios. El punto 

X es el punto de partida de la búsqueda de los óptimos, mientras que .V es la 
dirección de la búsqueda. Este mínimo local se obtiene en tres fases. 

Etapas del akorttstto 

Sea 	w(cs). .571  

Paso 1, Dados valores arbitrarios para X y s, evaluar g(a) = f(X + as). 

tosa Evaluar g(a) y w(a) para valores de a 0,1,2,4,8,I6,„,,a,b, donde b es 
el primer valor para el, cual g(a) es no negativo ó g(a) no ha decrecido. Resulta 
que el valor óptimo d se encuentra en el rango a < al sb. 

Paso 3, Se *ata un polinomio cúbico tomando en consideración los valores 
g(a), ,g(b), g'(a), g'(b), El valor mínimo a' se representa en esta iteración por a„ 
donde: 

glb)+W -Z  
(b a) 

gi(b)-g'(a)+2W 

g(a)- g(b)  
b a 

+ g'(a)÷ Oh) 

( z 	gro w (my I 2 



Si g(a) o g(b) no son menores a g(a,) , entonces se acepta que a' = a, 

(valor aproximado). 

SI no, es decir, si ¿;(a)‹ g(a,) ó g(h)< g(a,), entonces; 

a) Si gi(c e ) > 0 , se repite el mismo procedimiento en el intervalo a < á s h, 

donde o=a y h=a„. regrese a la paso 3. 

b) Si g'(a ,)< 0 , se repite el mismo procedimiento en el intervalo o < á s h 

donde a=a„ y 	Regrese al paso 3. 

Interpolación cuadrada 

Cuando una función multimodal de una variable es discreta, la 
interpolación cúbica no sirve (puesto que la función no es diferenciable en los 
punto de discontinuidad, y los métodos de Fibonacci y sección de oro tampoco 
sirven, puesto que la función, aún siendo discreta, no es unimodal. En estos 
casos el método de interpolación cuadrada es el apropiada 

Este método fue diseñado por Powell y mejorado más tarde por Zangwill, 
En este caso presentamos el original (de Powell), que consiste en tres pasos. 

Etapas del algodtmo 

pitig t Dados los valores de punto arbitrario X y una dirección arbitraria s, 
evaluar 

g(cr j(X+ ar). 

El punto X es el punto de partida de la búsqueda del óptimo local, 
mientras que s es la dirección de la búsqueda. 
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Pato 2„  Evaluar g(a) para a = 0,1,2,4,8,16_ , a,h,c, donde c es el primer valor 

de a para el cual g(a) se ha incrementado. El valor óptimo de a, a', se 

encuentra en el rango a < á <c. 

Paso 3.  Una vez que se conocen los valores g(a), g(b) y g(c) se ajusta a un 

polinomio cuadrado a j(x) y se calcula el mínimo local del polinomio, a,, dado por 

la siguiente expresión: 

a, 
g(aXe' -1,3)+g(b)(a2  - d)+g(c)(b 2  

= 

Si g(a,)<g(b) entonces a = a,, De otra manera, es decir, si g(a,)> g(5), se 

toma a = b.  

I$todo de Neviton4leohgoo 

Se supone una función' f(X) de una sola variable, que es continua y 

diferenciable. Esta método localiza el punto donde la función cruza el eje de la 
variable independiente. A ese punto se le llama el cero de la función. 

Una condición necesaria para que un punto X' sea un óptimo local, es que 
f(X* O, entonces este método localiza el o los ceros de la función l'(. ) 

SI se supone que se proporciona un punto inicial de búsqueda (XI), 
entonces en la K-étima iteración se tiene lo siguiente: 

donde 

X" 

f'(X 

(X k ) 

1"(X5 

tif(X)1 
ix-xx 

f'(Xk)= 0, 

g(a)(e b)+g(bXa c)+g(c)(h - a) 



il t(X)  i f"(x)- dV 

Este procedimiento converge al cero de la función en un número finito de 

iteraciones en cualquier función cuadrática, tal como se muestra a continuación. 

X
2 

•A 
	 x 

punto de x°  silla (cero) 

Sin embargo, existe el peligro que pera ciertas funciones no cuadráticas, el 
método puede divergir. Es decir, este método localiza un cero a la vez, si la 
función tiene varios ceros (esto quiere decir que la función antiderivada tiene 
varios puntos extremos), entonces este método, localizará esos ceros en función 
del valor inicial de búsqueda. Por tanto se debe emplear varias veces este 
método, cada vez, con un punto inicial de búsqueda diferente, 

A continuación se plantean algunos métodos de optimización que utilizan 
derivadas para funciones de varias variables en problemas no restringidos. 
Método de ascenso y descenso acelerado, método de Newton, método de 



Davidon-Fetcher-Powell y método de Fletcher Reeves. Estos métodos tienen 
como común denominador el uso del gradiente. 

b) Métodos de optimización basados en el uso de derivadas para 

funciones de varias variables 

Los métodos se presentan en este orden porque los primeros dos ilustran 
de manera sencilla la filosofía del método, aunque no sea del todo práctico para 
aplicaciones comerciales, y los otros dos porque resulta ser de los más eficientes 
y rápidos para resolver problemas no restringidos(Davidon-Fletcher-Powell y 
Fletcher Reeves). 

Un ejemplo empírico, para entender el funcionamiento de los métodos de 
gradientes el siguiente: supóngase que un alpinista desea alcanzar el pico de una 
montarla (máximo local), este necesita de tres elementos: 

a) Un punto conocido de partida 
b) Una dirección de caminata, y 
c) Una longitud de caminata por esa dirección, 

Una vez que el alpinista haya recorrido la distancia establecida, en la 
dirección sugerida, desde el punto inicial conocido, se encontrará en un segundo 
punto, en el cual fijará une nueva dirección y determinará una nueva longitud de 
recorrido, Así en iteraciones sucesivas de direcciones determinadas de 
movimiento y de longitud de recorrido de, los mismos, el alpinista podrá llegar al 
pico de una montaña o la profundidad de un barranco 

Los métodos de gradiente hace exactamente eso, únicamente que 
determinan la mejor dirección y la mejor longitud de recorrido en ese dirección, 
para poder alcanzar el máximo o el mínimo local, en el menor tiempo posible 
(menor número de iteraciones). 



Método de ascenso o descenso acelerado 

Sea 	po una función diferenciable en En. Dado un punto inicial de partida 

(x1,4,.,2)1, la dirección de descenso acelerado en ese punto r está 

dada por -VOX), y la longitud de recorrido por un parámetro, a, >o, tal que el 

punto generado en la iteración 1, i = 1,2,..., es: 

X' 41 = X' -al  *Vf(X'), 	Minimizar 	j=1,2,,.. 	i 	0,1,2, 	 

= 	+a, *W(r), 	Maximizar 1,2,... 	- 0,1,2 .... . . 

Para encontrar el valor de a,, se minimiza la función de una sola variable 

g(a,)-= f (X' - 'Vf(X')) 

por alguno de los método discutidos en la sección anterior, 

El vector X' - a *Vf(X ) ), es tangente al contorno g(a i ) y como \IP"), 

es perpendicular a este contorno, los movimientos sucesivos son ángulos rectos 
de 90°. 

Existe dos criterios para terminar el algoritmo. 1) Consiste en parar en 
cuando 	0 en el punto X', pues se sabe que este debe ser una condición 
necesaria (más no suficiente) que debe cumplir un punto máximo o mínimo, 
Entonces, que el gradiente en el punto r se aproxima al valor cero, lo cual, es 
equivalente a: 

«Gn  



IfiX")--AX")1< e, 	donde e> O 

Este método encontrará un mínimo o máximo local, generalmente el que 
está cercano al punto de inicialización X° . Para encontrar todos los mínimos o 
máximos locales hay que repetir el método con diferentes puntos de inicialización 
X°, 

La desventaja de este método es que su convergencia al punto óptimo 
local buscado es muy lenta. debido precisamente a los movimientos 
perpendiculares. Esto puede ocasionar un -zigzag - ineficiente en funciones cuyos 
contornos son excéntricos como el que se muestra en la siguiente figura. 

SI la función tiene contornos circulares, el óptimo local se encuentra en una 
sola iteración. 

donde — son los componentes del gradiente, evaluadas en el punto X.  y 

E> O es tolerancia arbitraria. Se utiliza el cuadrado del valor de las componentes, 
con objeto de evaluar la suma de los valores absolutos. 2) Consiste en comparar 
el valor de la función en dos iteraciones sucesivas y para el algoritmo cuando esa 
diferencia es menor a una tolerancia arbitraría, es decir, cuando 



Desgraciadamente, en la práctica, las funciones de varias variables tienen 
un componente muy irregular, ya que sus contornos son excéntricos o bien no 
circulares. En estos casos los métodos de ascenso y descenso acelerado son 
muy ineficientes, por su convergencia lenta. 

Método de_Newton 

El método de Newton también se conoce con el nombre de Newton-
Raphson de varias variables; este método es muy parecido al anterior, y está 
basado en la siguiente regla iterativa: 

= 	- /11(X')V,AX`) 	(para minimización) 

= 	il-1(X 4 )510) 	(para maximización) 

Dado un punto inicial X° =(4,4,...,x,°)T, 

donde X° en En ea arbitrario, AX) es diferenciable, VAX° ) es la transpuesta de 
gradiente evaluado en el punto X' de la k-esima iteración y ir(X`) es la matriz 
inversa del Hessiano, evaluado en el punto X' de la k-ésima iteración. 

Criterio para parar el método 

IfiX" )-AP 	donde e>0 

DiflICCi0t1•4 cogivoedas 

Los dos métodos anteriores, (ascenso-descenso acelerado y el de Newton) 
converge muy lentamente a la solución buscada, sobre todo cuando el gradiente 
adquiere un valor cercano a cero (en los contornos tipográficos tipo valles) • 



1 

Recientemente se ha descubierto una serie de técnicas que eliminan esta 
desventaja. La lógica detrás de estos métodos es similar a la de los dos 
anteriores y sólo difiere en que, en vez de tomar direcciones sucesivas que son 
perpendiculares (forman ángulos de 900 ), se calculan las llamadas direcciones 
conjugadas, 

Dada una función diferenciable de varias variables, la serie de expansión 

de Taylor en torno al óptimo local V, dice que 

f(X);-: f (r)+ (X - 	Vf (X .  )+1(X X*)r  H[f (XIX - X'), 

pero por la condición necesaria que debe satisfacer el óptimo local 	que es 

Vf(X.  O, se tiene 

./(X f(X.)+ X - X4)rii[fini(X - X.) 	(32) 
2 

Se supone que, el Hessiano H[f(r)] es positivo definido, bajo tales 

suposiciones, AX) se comporta como una función cuadrática en el contorno del 

punto X. De aquí se Infiere, que cualquier método que se comporta 
eficientemente con una forma cuadrática, lo hará también con una función de tipo 
general diferenciable, ya que por la serie de expansión de Taylor cualquier 
función diferenciable de tipo general, puede aproximarse por la forma cuadrática 
(32) que a su vez se puede representar en forma matricial como: 

f(X)z. br X +-I- Jr 1-IX 
2 

Se supone que XeE", f(X) es diferenciable, b es un vector con n 

componentes conocidas a es un escalar y If es el HeSSief10, al cual se supone 
definido y simétrico. El Hessiano debe evaluarse en cada punto X`, generado en 
la iteración k, k = 1,..,,n. se tiene lo siguiente: 

Sif(A1  b+ HX. 



Si X' es un mínimo local de ,A,‘'), entonces es necesario que Vf(X.)= O, por 

lo que 

b+HX..0. 	 (33) 

Dado un punto inicial X°  ..-(xr,x1,„., x„)r  y un conjunto de n direcciones 

independientes 	s„.1)T, es posible calcular un conjunto de constantes A tal 

que 

r = xu (34) 

Cada iteración s„, 1= 0,...,n -1, es un vector con n componentes. Se dice 

que las direcciones (s„,s„..,, 	son conjugadas de la matriz tí, si es que 

cumple con la siguiente condición 

sf lis/  =O, 	ixj, i, l . = 0,I,...,n.1 	(35) 

con s„sJ  x O pera toda i, j. Se puede probar que cualquier conjunto de 

d 	
satisface la definición de ser conjugadas, ee `un conjunto 

linealmente  independiente. Irecelnee que Por lo tanto, se calculan l°4 coeficiente s 

= 0,...,o - I de le siguiente manera: 

-1 
r -7; X°  + 

1.0 

Multiplicado por H, 

HX. 	HX°  +Es;11 

sir  HX°  +113,$)  kis,. 	 (36) 



De la definición (36) se tiene que 

Hs, = O 	para 1x j , 

por ser sos, direcciones conjugadas, por lo que (37) se convierte en 

sri Hr =sjr11X°  + fits,r  

De (33) se tiene que 

11X.  -h 

Por (37) se puede escribir 

s¡(-1)). j'HX°  + 	lis, 

sj(-b)-sr1IX °  

11,=-(b+H(P)X°)r 	 
nllGrib, 

Esta última ecuación establece la lógica iterativa. Empezando en un punto 
inicial X° y un dirección arbitraria so, se calcula un nuevo punto X' de la siguiente 

manera: 
=X°  +Aso  

donde A se obtiene de la optimización de la función de una sola variable 

g(8 M +Poso) 

Pero esta optimización genera precisamente la expresión (38) en efecto, el 
gradiente de g(A) es 

(37) 

(36) 

S V(X°  Poso) 

N. 



Una condición necesaria para un óptimo local es que esta gradiente sea 
igual a cero. Por lo tanto 

s:VF(X°  +Aso) = O 

Pero esto implica de (33) que 

si.(b + H[X° + 	O 

do.  b +s:HX° s:Hs",,= O, 

O sea'que 
-4 -41«°)x°  - inx5„ 

pc, = 	+ H(V Q )X°  )1' 	 4 Ha° », 

Paro esta expresión es precisamente (38). Una vez obtenida A y por 

consiguiente el nuevo punto x', hay que generar una dirección s, que sea 
conjugada a so, es decir, que satisfaga (35) y asi poder calcular el punto x2, 
donde: 

= x' +As, 

y A ee calcula de (38) ea decir, 

= -(b+11( X1)Xi)r  il( XI 1 )31 

ara una función el óptimo local r, se genera ene iteraciones sucesivas. 

Los siattientes dos método estén basados  en direcciones contultedee. el 
Pr¡Mero' llamado el método de Davidon "Fletcber-Powell, es considerado como

j uno de lee meore e en cuanto a eficiencia entre todos los métodos conocidos de  
optimización no restringidas, desde el punto de vista de au convergencia 



acelerada en la solución de problemas prácticos, y el segundo método es de 
Fiecher-Reeves. 

Método de Davidon-Fletcher-Powell 

Este método, basado en la lógica de direcciones conjugadas es una 
combinación de los trabajos de Davidon y Fletcher-Powell. Este método es 
considerado por los expertos de este campo (programación matemática ), como 
uno de los algoritmos más eficientes para calcular puntos óptimos locales en 
funciones diferenciables de varias variables, 

Se considera una función )(10 de n variables, que es diferenciable. El 

punto principal de este método es una matriz 	, simétrica, positiva definida, que 

se evalúa en cede iteración k, k = 

Esta matriz se actualiza en cada iteración y con ella se calculan las 
direcciones conjugadas 3k  y las longitudes fi  de la iteraciones k, k 1,2,...,n 

Siendo D, una matriz aititraria, simétrica, positiva definida en n por n 

n punto inicial arbitrario, entonces la primera dirección 46/1" se obtiene de 

La longitud /3, se obtiene de la minimización de la función de una sola 

variable 

8(flo1= .f((X° ) + fio (sor ). 

Se define un parámetro 0.0 , donde a, = 

por lo que 

+ao . 



La actualización de matriz D se calcula de 1.), z 	+ Ao  + B, 
donde 

A0  vAx5-vAx°) 

_-(Doe,ároN)  
go e o o 

En forma general, se tienen conocidos D, y )4 en la iteración 
k, k 	1,2,..,,n el nuevo punto Xs '!  se obtiene de 

X**I = X* 4. at  

conde 	
pp 

La dirección ;X se obtiene de 

	

= - 	VAX ) , 

y F,  se obtiene de la minimización 

= I «A" ) Ph(st )r)  

La actualización de D,, se calcula de 

FI= D, +A, B, 

cricrh  = 
ar k k 

Vf(X***).-VAX*), 



"0-hAUSlipi)  
Fk 

Ak DkAi 

Cabe mencionar que el numerador son matrices, mientras que los 
denominadores son escalares. 

Los autores de este método definen lo siguiente: 
a) La matriz D, es positiva, definida y simétrica en cada iteración k, k 

por lo tanto, el método converge a una solución óptima local, porque 

dg(fik) df((Xk )r +PR (3R1r
) 

Vf«X ) tiktskY Mk • dp, 	dpk 

Para # Ose tiene que 

_vír(xx«1«, 

dfik 	I 	1-1  

Pero s,= —D,Syr(YK ), por lo que 

Vf r  (X )D,Vf(X,)< O. 

Por que D, es positiva definida. Es decir, la desigualdad anterior significa 

que la función AX) inicialmente disminuye o decrece a lo largo de la dirección ; 

y por lo tanto se le puede hacer mis pequeña en cada iteración. 

b) Cuando "este método se le aplica a una función cuadrática de la forma: 

f(X)= a +Vr X 	Al 
2 

entonces las direcciones s,ds son conjugadas de la matriz A, y por lo tanto el 
Método conduce a un mínimo en n iteraciones. También Dk converge a la inversa 

de la matriz A a medida que se continua iterando, es decir, limDK  = A-I, 
k-ot 



Método de Fletcher-Reeves 

Como ya se mencionó anteriormente este método está basado en la lógica 
de las direcciones conjugadas y es un trabajo de Fletcher y Reeves. Este método 
no es tan eficiente como el método de Davidon-Fletcher-Powell, pero es mucho 
más sencillo de usar para cálculos manuales, además de tener otras ventajas que 
se describen posteriormente, aunque este método no es tan potente como el 
anterior sigue siendo más eficiente que los métodos de ascenso-descenso 
acelerado y el de Newton. 

Este método supone que./(X) es una función diferenciable con seE". Dado 

un punto arbitrario X", el método calcula una dirección inicial 

= -Vf(P) 

Se escoge una longitud fi minimizando 

00» JIX°  + Aso) 

En el punto X' es x x°  +poso. 

La nueva dirección es 



se Obtiene de 

donde 
	

= -Vf(XI) aoso • 

a, - _ Vir(XI)DJW) 
yf r(r)VJ(Xo ) .  

En forma general, se tiene que 
al terminar k, k calcula de 	 , elpunto r" se 

xkli 
X +134sk, 

donde Ql se obtiene de la 
minimización de 

glfikl= f(Gr 	+flk(sk)r) 

s.t« -1/.«X")+cek(;)r) 

donde 	 vir(,t,i)vAxis5  
Vir(0)9114) 

Vente‘ee del este método es que aun siendo menos eficiente que 
el de Davidon-Fietcher-Powell, requiere mucho menos memoria para su procesamiento en une c

omputadora. Esto es muy significante mando el valor de n es muy grande. 



c) Métodos de optimización para funciones no diferenciables de varias 

variables 

Métqslo 4e Powell 

Una de las grandes desventajas de los métodos analizados anteriormente 
es que suponen que la función debe ser diferenciable, con objeto de poder 
evaluar el gradiente yen varios casos, también el Hessiano. 

Otro de loe problemas es en el caso de que la función sea diferenciable, es 
el evaluar analíticamente en cada iteración las funciones contenidas en el 
gradiente y en el Hessiano. 

Por tal motivo, se han desarrollado una serie de métodos iterativos que, sin 
ser tan eficientes en cuanto al número de iteraciones necesarias para alcanzar un 
óptimo como los métodos basados en el gradiente (Davidon-Fletcher-Povell, 
Fletcher-Reeves), tiene las siguientes ventajas: 

a) No requiere de gradiente y Hesslanos, por lo que sirve tanto para funciones 
diferenciables como no diferenciabies, 

b) No requiere de métodos numéricos y por lo tanto su error dei redondeo se 
reduce considerablemente. 

El método de Powell requiere en cada iteración, de n minimizaciones de 
funciones de una variable, por métodos que no usan derivadas, como son la 
interpolación cuadrada para funciones multimodales de una sola variable y los 
métodos de Fibonacci o sección de Oro, para funciones unimodales de una sola 
variable. Estas minimizaciones se hace en la dirección de n vectores 
independientes, 	s,, , cada vector con n componentes. Como resultado de 

estos n procesos de minimización, se define en cada iteración una nueva 
dirección. Si esta dirección s aprueba un cierto criterio, entonces reemplaza 
algunas de las n direcciones antiguas 



El proceso se inicializa con n direcciones arbitrarias s„s„..., s„ y un punto 

arbitrario X°  =(4,4,..., XY. 

Powell recomienda que estas direcciones arbitrarias s„s2 ,..., s„ se definen 

de la siguiente manera: 

s, = 
s2 . (O,no,. „o)  

. 	. 
s.. (0,0,0,.„,n) 

Dado X°, y las n direcciones arbitrarias s„s2,..., s„, el método de Poweii 

procede de la forma ilustrada a manera de un diagrama de flujo, que se ilustra en 
la página 70 y 71. 

Se utiliza la siguiente notación: en la iteración k, generan n+2 puntos, 
, cada punto con 'n componentes. Por ejemplo, el punto XI' tiene 

loa siguientes componentes: 

) 	j = 0,1,2,...,n+I. 

También en cada iteración k existirán n direcciones Independientes 

34.1 cede dirección con n =Ponentes, es dedr, 

.  Desventaja;del método, suele no ser eficiente en el número de iteraciones 
necesarios para alcanzar el óptimo. 



Sia X 4' )+1 	x k'i 	401,43k,1 

Sea x k ." 2 x i  

Si k 	cien X09 	'X? f...141) 

conocido, y lar direcciones Independientes 

:ole sp j ■ (44,0 ,, . ,, 0), su • (0,44,0,...,0) 

(0,0 	0,44) 

Encuentre el no. m. l S no S MI que 

f(x ko)] loa máximo, 

y sea Dk, sea Ofertada»  máxima , 

0,0 	
at 
	n 	f 2 ,n 	, 

Se determina el pardinetroa04  de la minimizada de 

+ ahjeij) por medio de lar mitodov 

Interpoladdi cuadrada 
?iknacd o seccidn de oro 

QIAGRAMA DE FLUJO DE POWEL(, 

Inicio 
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NO 

SI 

siols " 111 

Dettrookar el *In. do f(x4 ) para valoro 

AA a x41 ,s.A4  ,,.,,x". Sta MI 1911414  

x41.° 	la dirección corroo» 

dios* al valor,i4  n sk . 

Xs4:o T xRr 	En la matriz do dfroccloass 

4A44,11 sk+1,21.— si«A 

aS 	 s 44 • 
 	31 olimlaa sk i so corro: los victoria col, 

5k.„,+44sh,„, 4.2,. „ski, 14114 posickIn a 111 ÍZI . 

y la calamita '4' la ocupo al veo, xk x“)  

Y I 

>0, 8 >0, arbitrarlo 

El óptimo os aguda -;XLI  

,d1,10 



j = 1,...,m 

j 	.1. 

11,3.1.2 Métodos de optimización con restricciones 

Los métodos que resuelven problemas de optimización con restricciones se 
encuentra mucho menos desarrollados que los métodos de optimización no-
lineal, no restringidos. Esto se debo a la enorme dificultad inherente en la 
solución de problemas restringidos. 

El problema general que se quiere resolver, es: 

Opt 	f(x) 

Sujeto a: 

como se analizó en la sección (114) los problemas inherentes a este tipo de 
situación son: 

a) Existencia de óptimos locales, 
b) Óptimos locales que se encuentran en el interior o en los bordes de una 

región de factibilidad, que en general no es convexa. 

Sin embargo, en esta sección trataremos una clase de problemas de 
optimización no lineal, donde estas dos dificultades desaparecen completamente. 
A continuación se mencionan el tipo de problemas para posteriormente explicar 
las condiciones necesarias y suficientes, que debe satisfacer un óptimo local en 
problemas no lineales más generales. Con base en esto, surgen tres grandes 
familias de métodos. 

a) Métodos de optimización por aproximación lineal 
b) Métodos penales 
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Estos métodos se basan principalmente, en la programación convexa, 

despose de mostrar algunos ejemplos de programación no lineal, se enunciarán 

loe principies conceptos y teoremas sin probar, ya que no es el objetivo de este 

trabajo; para iniciar dicho análisis, y posteriormente se presentarán los métodos 

mis importantes. 

Ejemplos de aplicación de problemas con restricciones 

En loe últimos 20 años la programación no lineal pasó de ser un tema 
relativamente nuevo y principalmente analítico a ser un importante instrumento de 
carácter general para la resolución de problemas. 

Loe grandes problemas de programación no lineal se presenta en diversos 
campos, por ejemplo, los problemas de estructuras mecánicas, como determinar 
~figuraciones optímales para puentes, armazones, etc. Algunos diseños 
mecánicos y configuraciones que antes se resolvían mediante ecuaciones 
diferenciales, ahora, suelen solucionarse resolviendo problemas de optirnización 
apropiados. Por ejemplo, determinar la forma de un cable rigido suspendido entre 
dos puntos y eoportando una carga. 

Odie una amplia clase de problemas de optimización a gran escala que se 
presenta de manera similar a los métodos para resolver ecuaciones diferenciales 
perdidas. En situaciones en que las variables continuas básicas están definidas 
en 111111 región bi o tridimensional, la región continua se sustituye por una red 
fumada por quizás varios miles de puntos discretos. Entonces, la 
correspondiente aproximación discreta a la ecuación diferencial parcial se 
~alee indirectamente formulando un problema de optirnización equivalente. 
Falle enfoque se utiliza en estudios de plasticidad, en ecuaciones de calor, en el 
ego de fluidos, en física atómica y, de hecho, en casi todas las ramas de la 
ciencia fieica. 

Loe problemas de control optima dan lugar a problemas de programación 
lineal a gran escala. En estos problemas, un sistema dinámico, que se 
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describe a veces por una ecuación diferencial normal, relaciona variables de 
control con una trayectoria del estudio del sistema. Esta ecuación diferencial, o 
una versión directa de la misma, define un conjunto de restricciones. El problema 
consiste en seleccionar las variables de control de modo que la trayectoria 
resultante satisfaga variables y minimice algún criterio. Un problema inicial de 
este tipo de problemas, resuelto numéricamente, fue la determinación de la 
trayectoria de un cohete a la luna que requería un consumo mínimo de 
combustible. 

Hay muchos ejemplos de programación no lineal en las operaciones 
industriales y toma de decisiones mercantiles. La no linealidad se puede 
presentar en funciones de producción, curvas de costos y, de hecho, en casi 
todas las facetas de la formulación de problemas. 

Los análisis de cartera, en el contexto de la inversión en el mercado de 
valores y en la evaluación de complejos proyectos empresariales, es un área 
donde la programación no lineal es cada vez más útil. Estos problemas pueden 
llegar a tener fácilmente miles de variables. 

En muchas áreas de la construcción y análisis de modelos, la formulación 
directa de sistemas de ecuaciones está siendo sustituida cada vez en mayor 
medida por las formulaciones de optimización. Así, los grandes modefos de 
predicción económica a menudo determinan los precios de equilibrio minimizando 
un ob¡stivo llamado excedente del consumidor, Con frecuencia se formulan 
modelos físicos como minimización de la energía. Los problemas de decisión se 
formulan como la maximización del beneficio esperado. Los procedimientos de 
análisis de datos se basan en la minimización de un error promedio y en la 
maximización de una probabilidad. 
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PfOOMMOCió0 convexa 

Un problema de optimización convexo, es aquel que minimiza (maximiza) 
una función convexa (cóncava) dentro de una región de factibilidad convexa. 

luimiln coima 01.X.) 

FuniJén 
dotara 

(1/11011,11e) 5 

X• (AA) 
(Xig(Xi,b) X 

he (X X a 

41» 

 

Figura 2.3.8. 

Norma 4: Si la función g(X) es convexa, entonces el conjunto 

R= 	I g(X)1K) 

es convexo para todos los valores del parámetro k. Si g(X) es cóncava, entonces 

el conjunto R.: {X/g(X) / K), es convexo para todos los valores del parámetro 

k 
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Teorema 5: Cada punto mínimo (máximo) local o relativo, de un problema de 
optimización convexo, es un mínimo (máximo) global o absoluto. 

Teorema e: Si j(X) es una función continua y diferenciable entonces las 

siguientes tres expresiones son equivalentes entre sí: 

a) f(X) ea convexa, 

b) f(X)1 f(X 2 )+Vf r  (X 2 XX I  - X 2 ), para cualquier par de puntos x' y x 2 , y 

c) 11(x) es una matriz positiva semidefinida para toda x . 

Teorema 7: La función cuadrética 

f(X)= X + XT QX 

con la matriz Q sernidefinide, es convexa. 

Teorema Una función J(X) es convexa si y sólo si, la función de una sola 
variable f (X +as) es convexa, pare cualquier valor fijo y conocido de X y s. 

Con base en los teoremas anteriores surgen algunos métodos que permite 
determinar el una función es convexa o cóncava. A continuación se presenta uno 
de ellos, el cual resulta impréctico, por su dificultad de cómputo. 

	

Sea J(X) una función diferenciable, con 	Sea Ir(x) el Hesslano de 
i(X), es decir, 

	

f 	atf 	(12  f 

	

aX1c1X, ax,ar, 	ax,av„ 

	

atf 	¿$f 	 (92,f  

	

= Oxiox, oxiav, 	ax,lyn  

f 	a=f 	a2f  
X,OVI  c9X,OX2 	X,DX„ 

76 



Entonces los menores principales de ti se denotarán por Ap áDá3,...4n, 

donde cada uno de estos determinantes está dado por: 

,112=  
avvrA,', 

dIf 
"" 
alf  

 

(92f 

dzf 

 

... .4.11 

   

ar,a, 

  

      

El método indican que si Al  > 0, A, > 	> 0 entonces XX) es convexa, 
mientras que a los menores nones A„ A„ A„.., son negativos y los menores 

paree A„ A4, A„,,, son positivos, la función AX) es cóncava. Este método no 

trabaja si A,» es estrictamente cóncava o convexa Por lo que ya se mencionó 
anteriormente, el método es impréclico debido a la dificultad de calcular los 
determinantes asociados a los menores del Hessiano. 

Se hacen las siguientes observaciones. Si el problema a optimizar fuera de 
la siguiente forma 

Obt, .1x) 
Sujeto a: 

4(X)g0 	l = I,.,.,m 

g/(X)= O 	j = I,.,.,r 

X,E" 

entonces el conjunto 

X h, ( X) = O , 

es por lo general no convexo, a menos que la función h (X) sea cuasi-convexa 

Una función hf (.X) es pseudo-convexa si* 

Sihr (X2XXI  — Xi)á O 

esto implica 
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f(x) 
4 

f(x) 

 

    

     

Figura 2.3.9. Funciones pseudo-convexa 

Una función hi  (X) es pseudo-cóncava si -h(X) es pseudo-

convexa. Una función h (.v) es cuasi-cónvexa si dados dos puntos X,20 en el 

dominio de le función, y un parámetro A,0 5 A 51, h(P) h(X'), la cual, implica 

que h(P)k h((1-A)X1  + AX'). 

Una función Pi(x) es cuesi.cónceva Este tipo de funciones se ilustre en la 
siguiente gráfica, 

t(x) f(x) 

             

             

             

             

             

 

Continua 

   

Discontinua 

     

Figura 2.3,10. Funciones cuasi- convexa 

78 



El problema general de programación no lineal, es como se expresó en la 
sección (11.4), tiene restricciones de igualdad, por lo general la región de 
factibilidad no es convexa. Además, los problemas reales de optimización no 
lineal, generan funciones objetivas que no son convexas. A raíz de todo esto 
surge, las condiciones necesarias y suficientes de que deben de existir en los 
puntos óptimos locales de problemas más generales. 

Condiciones de Kuhn-Tucker 

En 1950, Kuhn-Tucker descubrió la siguiente teoría, que ha servido de 
base para el desarrollo de la programación matemática y particularmente para la 
programación no lineal. Para lo cual considera el siguiente problema de 
programación no lineal o programación matemática 

Maximizar 	/V() 
sujeta a: 

g,(x)g b, 	para 	1 = 1, 2, .., 

O 

Donde la relajación Lagrangeano queda como: 

1.(X ) = f (X)+ tit,g,(X) 

y la condición necesaria para que se tenga un óptimo local, es que el gradiente 
del Lagrangiano sea igual a cero, es decir, 

VL(X,2,k O 

y las variables A, son los multiplicadores de Lagrange. Si An es convexo, 
entonces 	O es una condición necesarias y suficientes y el óptimo es 

global. Aunque en teoría, el procedimiento es muy sencillo de entender, en la 
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práctica por lo general es difícil, debido a la solución del sistema de ecuaciones 
no lineales, generadas por el gradiente de Langrangeanos igualado a cero. Sin 
embargo, el método de Lagrange que convierte a un problema restringido en uno 
no restringido es ya un mejoramiento del proceso de sustitución. 

La representación lógica de las condiciones de Kuhn Tucker establece 
que, el mínimo local de un problema de optimización restringido, cualquier cambio 
que sufran las variables del problema, no harán cambiar el valor de la función 
objetivo. 

Representación matemática de las condiciones necesarias de 
Kuhn-Tucker 

Se ha visto que dado un problema de optimización como: 

Minimizar 	J(X) 

sujeto a 
g i(x) 	- I, 2, 	(39) 

XeE" 

en donde 1(X) y las g,(x) son diferenciables, las condiciones de Kuhn-Tucker 

establecen que, un punto óptimo local X°  debe necesariamente satisfacer 

Vf(X° )=III,(-Vg,(X° )) 
1.1 

rJ2 0, 

g,(X°) 50, 

kg,(X° ) = O , 



Se considera a continuación pequeños desplazamientos en el contorno del 

óptimo local X°. Estos desplazamientos se representan de la siguiente forma 

X°  + Y, ahora sea 

I tillr,(P)= 

El conjunto de restricciones activas en X°, y si (restricciones no activas). 

j 11 significa que g,(X°) 5 O. 

Si se consideran sólo aquellos desplazamientos de la forma X°  +Y, tal que 

g,(X°  +Y)10 , 	i el 

O sea, desplazamientos que pueden convertir a una restricción activa en una no 
activa. Por la expansión de Taylor se tiene: 

g(X +Y)..s• g,(X° )+ 	(X° )Y +1Y r  11,(60(°(1-- O(Xa  + Y))Y SO 
2 

para iel y Osesl. Para desplazamientos pequeños admisibles, o sea para 

valores de Y Pequeños, el término 1 — Yrif4(,)Y es tan insignificante, que para fines 

prácticos se puede eliminar. Además para i e 1, se tiene g,(r) s O. Pot lo tanto 

g(X°  +Y); g(r)II sO,id 	 (40) 

Entonces, sir es un desplazamiento admisible debe satisfacer la ecuación 
anterior. Condición que permite derivar una clase de problemas no lineales, para 
los que las c,ondidones de Kuhn-Tucker son necesarias para un mínimo local. 
Nue poder establecer las condiciones necesarias y suficientes se requiere definir 
las llamadas restricciones calificadas de Kuhn-Tucker. Se requiere las siguientes 
definiciones. 
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Se entiende por un arco, denotado a(0) en E", a un vector con n 

funciones de la forma: 

a(0)=(a,(9),a,(0),...,,a,,(0)) 

donde 01058. El arco es diferenciable si cada componente del mismo es 
diferenciable. El vector tangente es un arco que se denota por D„,„ )  y se define 

como un vector con las siguientes componentes: 

Da(0) (da,(0) da,(0) 	da„(0)) 
dO 	dO "." de 

Se dice que un arco se origina en un punto X°  si a(0) = X°. Se dice un 

arco es tangente a un vector Y en un punto O, si 	= Y. Un arco que contiene 

en un conjunto R,ReE", a(e)GR,V O, O 5_* 05.8. 

Región calificada de Kuhn:rudas'. Sea X°  un punto que está en la 

región de factibilidad (39), es decir, g,(X° )50 , i 	1,,..,m. Se supone que tanto 

f(X) como g,(X), 1 	son diferenciables. La restricción calificada de 

kuhn-Tucker se cumple en el punto X°, si cualquier desplazamiento en la 

vecindad (0+Y), satisface: 

a) Vf(r+Y)10, para todo i e/ 

b) es tangente a un arco diferenciable que se origina en X°  
c) está contenido en la región de factibilidad. 

Y las siguientes condiciones de Kuhn-Tucker quedan formuladas con el 
siguiente teorema: 

Teorema 	El teorema de Kuhn-Tucker establece que bajo la suposiciones 
siguientes: 
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a) Todas las funciones 1(X) en el problema (39) son diterenciables, 

b) es un óptimo local o relativo del problema (39) 

c) La restricción calificada de Kuhn-Tucker se cumple en el punto X° . 

Entonces existe un vector u° 	O, tal que las siguientes 

condiciones (llamadas de kuhn-Tucker) se cumplen en el punto X°: 

171(X° )+ Éuyg,(P).0 
4-1 

tis k° 

8,(P)10 	 i = 1,...,m 

u4g4(X° ). 	 = 1,...,m 

Puntos de silla y las condiciones suficientes da Kuhn-Tucker 

Hasta la sección anterior se ha formulado las condiciones necesarias para 
un óptimo local, en el supuesto de que la función objetivo yes restricciones sean 
diferenciables. Existen ciertas condiciones que son necesarias y suficientes para 
que un punto sea un óptimo local, aún cuando las funciones no sean 
diferinciables

' 
 Estas condiciones se conocen como de silla. Para esto considere 

el siguiente problemade programación no lineal: 

Minimizar 	j(X) 

sujeto a: 
gi(X)5 0 , 

XES, 	 (41) 

donde f(X) como g,(X), i = 1,..„m son funciones arbitrarias no lineal (no 

necesariamente diferenciebles) y $ es un subconjunto propio de En El 
Lagrageano asociado a (41). 
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Min 	L(X,(1)= f(X)+Éu,g,(X) 

u. 1o . 

Se define a un punto de silla como que cumple con las siguientes 
condiciones: 

L( X9/°) s L(X,W), para todo X&S 

L(XV/°)1 L(X° ,U), para todo Uk O 	(42) 

donde X°  es y U°  10. En (42) en punto X°  minimiza al Lagrangeano L(X,U) 

en la región s y U°  minimiza al Lagrangeano L(X,U) para todo el 

El siguiente teorema expresa las condiciones necesarias y suficientes de 
un punto de silla del Lagrangeano L(X,17), 

Teorema 10: Sea Wzoy Pes,scE", Entonces (X ,«°) es un punto de silla 

de la función L(X,u), si y sólo si, 

a) X°  minimiza L(X,u) en s, 

b) go  (XG )5 O, para 	1= 

c) u,g,(X° )= O, para i =1,2,3,.„, 

Teorema 11: Si (X',U°)es un punto se silla de L(X,U), entonces el punt X°  

es un mínimo del problema (41). 

El teorema 11 es aplicable a;todo tipo de optimización, incluyendo aquellos 
en donde la función objetivo y las restricciones no son diferenciables. Puede 
ocurrir que los puntos de silla no existan, para varios de estos programas, Sin 
embargo se puede garantizar la existencia de los puntos de silla en todo los 
programas convexos (Karlin 
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Resumen 

Se supone que j(X), g,(X), i = 1, ..,m son diferenciables, X ESC A" y se 

satisface la restricción de Kuhn-Tucker. El punto X° = (X1)„,11),...„Y„,) es un 

punto óptimo local del problema 

Min J(X) 

Sujeto a 
g,(X)0 	=1,..,,m 

X E.% E" 

si existe m números 	que cumple con las siguientes condiciones: 

a) Si X; =0, entonces -1-7 + lo,-1=0 para X = X", 

b) Si X: = 0, entonces 	+tí-11  2. 0 para X = 
j 1.1 dr; 

C) Si w;> O, entonces gi(X)=0 , para i =1,...,m. 

d) Si r, = O entonces g(X)5 O, para 1=1,.,,,M, 

e) n .0, para j 

f) r, >o para =1,...,m  

SI f(X), g,(X), 	son funciones convexas, que satisfacen la 

«ficción calificada de kuhn-Tucker, las condiciones a) a la f) inclusive, son 
suficientes para obtener un óptimo global o absoluto. 

Observaciones 

a) Las condiciones de Kuhn-Tucker son completamente impráctic,as para resolver 
problemas de optimización. 

=1,...,n 

o 
j I 	.1= 10,n 
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b) Las condiciones de Kuhn-Tucker sienta las bases para el desarrollo de 
métodos prácticos de optimización, mucho más eficientes. 

c) Las condiciones de Kuhn-Tucker permiten probar cuándo un punto ( ), o 
punto de silla (X° ,u) es óptimo (local o global). 

a) Métodos de optimizado» no lineal basados en la aproximación lineal 

La lógica que utilizan este tipo de métodos, consiste en aproximar el 
problema lineal 

Min. 	f (X) 

Sujeto a: 

11(10= 0, 	I 
	

(43) 

go(10k 01 

X E E" , 

Por el siguiente problema lineal, que proviene de la aproximación de las 
series de Taylor: 

Mln f(X K )+Vf r (X k  XX - .XK) 
Sujeto a: 

h,(xK)+ vásr(x‘xx— x 

g,(X K )+Vg; (X'XX 	)1t0 	i = m+1,..., 

X, X' E", 

donde f (X ),Vf(X'),h,(X'),VII(X 4 ),g,(X1),Vg,(X k ) son escalares evaluados 

en el punto X' . Los métodos de aproximación lineal resuelven una serie de 
programas lineales, los cuales producen un nuevo punto, una vez que se le ajusta 
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y corrige, genera un nuevo programa lineal, el cual produce un nuevo punto y así 
sucesivamente. 

Los métodos de aproximación lineal tienen la convergencia garantizada un 
óptimo local en tos siguientes casos: 

e) f(X),h,(X), i = 	g,(X), i m+l,...,p, son funciones continuas y 

diferenciables 

b) f(X) es una función convexa, Ehi(X) genera una región de factibilidad que 

es convexa, 
c) g,(X)10, j = m +1,...,p son funciones cóncavas. 

d) La región de factibilidad es convexa y cerrada. 
e) Las regiones están acotadas. 

Existen muchos métodos basados en el principio de programación lineal, 
unos son más eficientes que otros, aunque solamente se tratarán a los tres más 
importantes, como son: 

a) Método de Griffith y Stewart 
b) Método de Wolfe y, 
c) Método de direcciones factibles de Zoutendijk 

Método de.  Griffith y Stawart 

Éste método, basado en el principio anterior, procede de la siguiente 
manera Dado un punto if que se supone es factible, se aproxima el problema no 
lineal por el siguiente problema lineal: 
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f(X)=±±-12----(" - X;)+ f (X I ) 
(31, 

sujeto a: 

	

(k(X*) X j - X;) = 0 	, 	i = 

g,(P)+É*  	(X X;) O 	 m+1,...,p. 

Y con el objeto de garantizar que el nuevo punto sea factible, se aumenta 
la siguiente restricción: 

donde 8, > 0, j 	es un número pequeño pero arbitrario. Y el nuevo 

punto X"' estará dado por 

donde, X' es la solución del problema lineal en la K-ésirna iteración. Conocido 
X"' se repite de la misma operación, únicamente corrigiendo el valor del 

parámetro 8J"' de tal manera que, o s a;*) <5; , j = I,...,n. 

La desventaja de esta familia de métodos es el siguiente: 
a) La convergencia a la solución óptima puede resultar bastante lenta, si los 
valores de 8* , k = I,...,n genera puntos X"',X*,X", que están cercanos a la 
frontera de la región de factibilidad. 

b) Es difícil determinar cual de, los puntos sucesivos X* y X"' es mejor. 

c) La solución del problema lineal puede generar direcciones de solución muy 
ineficientes. Esto significa que las restricciones 'no rineales; generen valles 
profundos o contornos elongados, y el movimiento al óptimo local será 
extremadamente lento. 

d) Es difícil diseñar métodos de aceleración. 
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Método de wat. 

El método de Woife se define como un problema de programación 
cuadrática que es el siguiente: 

Mía 	f(X). cr  X +-
2

X rQX 1 	 (44) 

Sujeto a: 
AX lb 

O, 

donde: 
XEr 
c es un vector de precios con n componentes 
Q es una matriz de n por n, simétrica y positiva definida, es decir, 

X r  QX >O para todo X EE" excepto X=0, 

b es un vector de disponibilidad de recursos con n; componentes 
A es una matriz de m por n de coeficientes tecnológicos y 
o es un vector de n ceros. 

Como se observa, el problema de optimización bine como restricciones 
lineales. Si Q es igual a una matriz nula, el problema anterior se convierte en uno 

de programación lineal. COMO Q es positiva definida, eso implica (teorema 7) que 

f(X) es une función estrictamente convexa y por lo tanto, el mínimo, si existe, es 

global. Si Q es negativa definida, f(X) es estrictamente cóncava, y el illékiMO, si 
existe, es global. 

Y las condiciones anteriores se pueden escribir en forma algebraica de la 
siguiente forma: 
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1 Mín. /(X)= 5x,+-EE X jqu X, 
pi 	2  ,1.11=1 

sujeto a: 
	

(45) 

g,(X)=1ay X -6,10 , 	i= 
1*. 

(x)= 	so, 	 j = 1,...,n. 

Con este nuevo método se genere el Legrangeeno 



Las condiciones (47) se le llama holgura complementaria. El proceso de 
Wolfe empieza con una solución básica factible al programa lineal (46) mediante 
el método simplex. Al seguir iterando con el método simplex, se toman en cuentan 
las condiciones de holgura complementaria en el sentido de que: 

1) Á, no puede entrar a la base si n >0 solamente entrará a la base si Y, = 0, 

1,...,m, De manera análoga, n no entra a la base si 2,> 0 y solamente lo 

podrá hacer cuando Á, =0 i = 1,...,ni 

2) Se usa lo mismo en este caso como 1) para X, y u„ r = 

Concluyendo: el programa no lineal a resolver consta de 2(m +n)-i-n 

variables, m+n restricciones lineales y m+n restricciones de holgura 
complementaria. 

Método de direcciones factibles de TAubndlík 

Este método fue desarrollado por Zoutendijk, sirve'para resolver problemas 
de optimizo:1n de le forme: 

Min. f(X) 

Sujeto a: 

	

	 (48) 
g,(X)10, 

donde f(X) y g,(X).0, i = I,..,,m, deben ser diferenciebles. Este método no 

puede resolver problemas donde existan restricciones de igualdad. En dicho 
método se encuentra en cada iteración una dirección y un tamaño de avance en 
esa dirección, la cual tiene dos propiedades: 

a) Una llamada de factibilidad, consiste en que un avance en esa dirección no 
viola ninguna restricción y 
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b) Otra llamada de utilidad, consiste en que un avance en esa dirección mejora el 
valor de la función objetivo. 

La generalización del problema original utilizando las series de Taylor, 
genera un mínimo, como se muestra en el siguiente caso: 

FM, 	f(XK )+ Vf r (X I XX - X I ) 

Sujeto a: 
g,(P)+577  g,(.10 XX - X i )50 	I' • • 11P1  

El nuevo punto X K" se obtiene del punto anterior X de acuerdo con 

XK'l = XK Aksk  

donde sk  se la dirección que debe ser factible y útil. La factibilidad de la dirección 
se obtiene de la siguiente forma: 

V r  &Vos* gO, 	i = 1,..,,m 	(49) 

mientras que la utilidad de la misma, es decir, la propiedad que mejore a la 
función objetivo se obtiene como sigue: 

+Ak sk ) 

dAi  
- Vrf(P); <0, 

  

El tamaño, de movimiento 2, a lo largo de la dirección sk  , se encuentra por 
métodos de optimiación de funciones no restringidas de una sola variable 
(Interpolación cúbica, cuadrada, Fibonacci, sección de oro, Newton-Rapbson, 
etc.,). 

Los pasos a seguir en el método de direcciones factibles de Zoutendijk en 
le iteración k, son los siguientes: 
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Etapas del 4110WitfflO 

paso k  Sea X' un punto factible de (48), es decir, & (X') s 0 i = 

paso al Se calcula Vf(P). 

Wall Se resuelve el problema lineal 

Min. Si rf(X'); 
Sujeto a: 

Vrz(P)sh  56 = 1,...,m 

para determinar una dirección sk  que es factible y útil. El vector b está formado 
por las componentes de las restricciones. 

Si el probierna a optimizar es de maximización, la dirección ea útil, si 
VT/(X*); ), 0 y si as un problema de minimizeción, entonces, ir al paso 4. 

eatil Si Vn f )3, <O determine la longitud A t  de recorrido e lo largo de st  

Eres perárnetrci se encuentra en el intervalo os,ts X, , donde Ási  se calcilla 
minimizando 

f((X►)r+a¡s¡)• 

Como f((X h  )r  +rol) es una función no restringida de una sois variable 

), utilice cualquier método explicado anterionmnte (Fibonacci, Sección de 
oro). Si V rf(X5, -0, el proceso termina, ya que no se puede mejorar a la 

función objetivo. El punto XI  es el punto local. 

paso k  El nuevo punto X" es X" -4 X + 
Se regresa al paso 2. 
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Los métodos difieren entre si por la manera como se calcula la dirección ; 

y la longitud Á, . 

b) Métodos penales 

Estos métodos tiene como principio transformar a un problema de 
optimización restringido en uno no restringido, incorporando en cierta forma las 
restricciones en la función objetivo. Se les llaman métodos penales, porque 
utilizan una función con la que penalizan la función objetivo, si el punto 
considerado se sale fuera de la región de factibilidad. Los métodos penales 
utilizan técnicas de optimización no restringidas. 

Los métodos penales se dividen en dos clases: 

a) Métodos penales parámetricos, y 
b) Métodos penales no parámetricos 

Los métodos penales paremébicos a su vez se divide en tres partes 

a) Método de punto interior, 
b) Método de punto exterior, y 
c) Métodos mixtos. 

En el método penal de punto interior se sigue una trayectoria que empieza 
en un punto interior factible X', que converge al punto óptimo local, pero sin 
salirse de la región de factibilidad, En'el método de punto exterior, el mecanismo 
ea análogo al interior, pero siguiendo siempre una trayectoria desde el exterior, al 
punto óptimo. El ultimo caso, la función penal evita que el punto se convierta, en 
no factible se aleje demasiado de la región factible. El método' mixto se utiliza 
generalmente cuando se tienen restricciones de igualdad. Es una combinación de 
las dos estrategias aplicadas anteriormente. 
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Dado el problema no lineal. 

Min. f(X) 

Sujeto a: 
h(X)=0, 

g,(X)0, 	i = m+1,...,p 

X eE", 

Se puede representar al método penal por: 

■ P 

P(X',?). f(P)+Ep,"11(h,(X'))+ EptG(g,(P)) 	(51) 
1.1 	 1.1•*1 

donde P(X',1?) es la función penal, 12; son parámetros ponderados, 

ii(h, (X' )),G(g, (r)) son funciones de las restricciones H(h,(X k )) y G(g,(X')) 

y k es el número de iteraciones del método. 

Los métodos penales que existe en la práctica, varían en la forma como 
construyen sus funciones y evalúan los parámetros de ponderación 

En este caso mencionaremos el método de SUPO de Fisco y McCorrnick, 
es aplicable e problemas de optimización no lineales donde la función objetivo 
f(X), y las restricciones de desigualdad gi (X), pueden ser no lineales, pero las 

restricciones de igualdad hi  (X) deben ser lineales. Esta condición debe existir, si 

es que se quiere garantizar la convergencia a un óptimo local. 

secuencia de funciones penales a resolver en el método SUMT es: 

P(X l , p4 ).; f(X") 	
,=„„IgRA , 
	 (52) 

donde los factores de ponderación p son positivas monótonamente decreciente 

es dedr, 	>pk  >...> 	>O. 

Secuenlial Unconstrebed Minimization Technique. 
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A medida de que el valor de p decrece en cada iteración, el efecto de las 

funciones es el siguiente: 

11(h,(P)). ih,° (X1 ), 

G(g, (X'))= E 	
1 

 
gi(X ) 

es acercar el punto X` a las fronteras de la región de factibilidad. 

A continuación se explica como se calculan los factores de, integración p l  

en cada iteración k, en el proceso SUMT empieza con un punto interior conocido 
X°  , por lo que todas las restricciones de desigualdad ea satisfacen, aunque no 
sucede asi en la restricción de igualdad, que por lo general se viola. Se tiene por 
lo tanto 

g,(X)>O, 	 r= m+1,„., 

Después de calcular p° , el punto X' se determina al minimización la 

función no restringida P(X,p° ), dada en (52) Se calcula el parámetro p', y el 

punto X 2  se calcula después de la minimización de P(X,p'), y asi 

sucesivamente. 

Fiemo y McCormick recomienda tres métodos para calcular el valor de 
a saber, 

1) p°  = 1, Es el más práctico de todos, pero el que proporciona resultados menos 

exactos. 

--V r f(X° )Vit(X° ) 	. X° 2 p 	 2 	Donde 	es un punto factible y 
IIVR(X°1 

R(X°)= E 
g,(,V°) 



Por lar se entiende, el cuadrado del determinante de a. Este método 

proporciona resultados más exacto que el primero, pero es menos práctico y se 
usa cuando no se puede evaluar el Hessiano de R. 

3) P° --1  

VrfirlY2R(XlsiVrR(r) i 

VR(r)1572R(X1 -1V2R(X°) 

{ 

donde VR(X ) es el gradiente de R(X°  ), V R(.114 ) es el Hessiano de 1?(X° ), 

[57 2R(X°)1 1  es la matriz inversa del Hessiano, X°  es un punto interior y 

Ruo ).  ,..„g,(x°) 

Este ea II método que genera mejores resultados, pero el que lleva más 
tiempo de cálculo en una computadora. 

Una vez obtenido p° , Placeo y McCorrnick recomiendan que p se calcula 
de la siguiente torna: 

4 
P 

Fiacco y McCormick dan también tres criterios para parar el algoritmo. Aquí 
se menciona sólo uno de ellos, que en el siguiente: 

V' P(V ,P4  )EV 2 1)(X` ,P* ) '  V r  P(X` ,pk ) < e donde e > O es una tolerancia 

arbitraria. 
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III APLICACIÓN 

111.1 Problema de localización de servicios 

El problema de localización de servicios busca encontrar la solución 
geográfica de una instalación, en tal forma que los costos de distribución a un 
cierto número de clientes sean minimizados. 

Por instalación, se entiende cualquier servicio público (hospitales, 
estaciones de bomberos o de policía, bancos, oficinas gubernamentales, 
escuelas, bibliotecas, estadios deportivos, plantas generadoras de energla 
eléctrica, estaciones de gasolina plantas de tratamiento de basura, aeropuertos, 
etc.) o privado (bodegas, plantas industriales, comercios, etc.). 

Por distribución de la demanda de los servicios se entiende la manera de 
asignar espacio físico a los diversos componentes de una instalación o; por 
ejemplo, máquinas y herramientas en una planta. Las coordenadas de un plano 
bidimensional nos auxilian en la localización. 

En esta sección se formulan modelos de localización de varias 
Instalaciones en el espacio continuó; en el primer caso se analiza en un plano 
bidimensionai las n (n > O) instalaciones que se desea establecer, 

Para analizar nuevas instalaciones, en todos los modelos de optimización 
se considera una función objetivo de costos, la cual se minimiza. Dicha función es 
representativa de la,distancia y/o el tiempo necesario para fluir bienes o servicios 
de las nuevas instalaciones y las ya existentes, a los clientes. 

En este trabajo la parte más importante a tratar son; la norma' rectangular y 
la norma euclidiana, es decir, se analizan dos clases de.  normas para medir 
distancias. La llamada norma rectangular o Manhattan, considera que la 'distancia 
entre dos puntos no es la recta que los une, sino el mínimo número de Callés que •• 	. 	• 
se debe recorrer, a este tipo de modelo sé utiliza en grandes zonas urbanas, 



cuyas calles tienen trazos rectos paralelos y perpendiculares. El otro tipo de 
norma, llamada euclidiana, considera que la distancia más corta entre dos puntos 
es la recta que los une; se utiliza en problemas de localización en zonas rurales y 
urbanas de trazo irregular. 

111.2 Conceptualización del problema 

Los problemas de localización se presenta cuando los encargados de 
tomar decisiones deben coleccionar el sitio en que ubicarán una o varias 
instalaciones o servicios, como podría ser: industrias, bodegas, comercios, 
escuelas, hospitales, mercados, aeropuertos, plantas de tratamiento de aguas, 
plantas de generación de electricidad (hidroeléctricas, térmicas, nucleares), 
plantas de tratamiento de basura, estudios deportivos, estaciones de bomberos, 
estaciones de gasoline, etc.; este tipo de problemas se presenta también en la 
distribución de maquinaria en un área dada. La torna de decisiones anteriores se 
considera bajo una serie de criterios preestablecidos. 

Los modistos cuantitativos analíticos que se presentan en este capitulo son 
de tipo normativo, se decir, preescriben un curio de acción que optimiza una 
función dada. Estos modelos tienen varias limitaciones; la primera de ellas es la 
definición de la función objetivo, que generalmente localiza el sitio o sitios, 
minimizando una función de costo. Vollman y Sufra establece que minimizar 
ciegamente una función de cuto* puede conducir a resultados absurdos. Para 
ello se he llegado a considerar una variedad de funciones objetivos, que Incluye 
la minimizse,ión de la máxima distancia recorrida (funciones Minimax). este tipo de 
funciones es característica de loa problemas de localización de servicios de 
emergencia (hospitales, estaciones de bombero, etc.), donde se desea que, una 
comunidad no esté a más de cierto tiempo de una clínica. 

Para medir distancias se puede lograr con la norma rectangular, o bien una 
euclidiana. La primera tiene mayor aplicación en ciudades grandes, con trazos 
rectos perpendiculares paralelos de calles y avenidas, donde la distancia entre 
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. (y.)  

dos puntos no puede medirse como la recta que los une, sino como el mínimo 
número de calles que existe entre ambos. En contrapartida la norma euclidiana 
dice que la distancia entre dos puntos, es la recta que los une. Esta norma tiene 
sentido en las zonas rurales y urbanas con trazo irregular. En la gráfica 3.1 se 

distinguen ambas normas. 

• 

Gráfica 3.1 

Norma rectangular 	IX.4 - + -n1 
Norma euclidiana 	 - X„):  + 	Ya) 

Los problemas de localización se pueden dividir para su estudio en 
relación a: 1). Lo que se quiere localizar: en problemas de distribución de espacio 
y problemas de localización, aunque en esta sección se tratan solamente 
problemas de localización, 2). Les características de las nuevas instalaciones: en 
problemas de localización sencilla (una instalación) o múltiple (varias 
instalaciones), localización de punto o de área, donde el número de las nuevas 
instalaciones está dado o es una variable adicional de decisión y donde la 
ubicación es independiente o dependiente de las otras localizaciones, 3). Las 
características de las instalaciones existentes: en problemas de localización 

100 



estática o dinámica, deterministica o probabilística, 4). La interacción de las 
diversas instalaciones: en problemas cualitativos o cuantitativos, 5). El espacio: 
en problemas unidimensionales o multidimensionales, discretos o continuas, 
restringidos o no restringidos, 6). La función objetivo: en problemas cuantitativos o 
cualitativos y, dentro de los primeros, problemas donde se minimizan funciones de 
costo y tiempo o se minimiza funciones de tipo minimax, 7). La norma (distancia) 
en problema* rectangulares y euclidianos. 

111.3 Localización de un solo servicio 

En este apartado se analiza el problema de la localización de una 
instalación nueva respecto de una serie de instalaciones similares existentes, 
cuando el criterio e seguir es el de minimizar una función total de costo que sea 
preporcional a la distancia. 

Formulación general *1 problema de un solo servicio 

Le formulación general del problema de localización de un solo servicio, se 
puede plantear de la siguiente forma: existen m instalaciones conocidas en los 
puntos 	de un sistema o servicio de coordenadas, y se requiere una 
nueva instalación, de características similares en un punto desconocido x , tal que 
loe costos de traneporte que son proporcionales a la distancia entre la nueva 
instalación y las existentes, d(X,p,), i=1,2,...,no se minimicen. Sea / una 
ponderación asociada a esa instalación existente, p i=1,2 . no i que mide el 
producto del costo de transporte anual y el número de viajes anuales entre el 
producto'! y el x, 
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Matemáticamente se quiere encontrar r que minimice a: 

i(X)=ÉW,d(X,p,) 	 (1) 

donde el término W, es a veces referido como prioridades o pesos. 

El problema consiste en determinar la localización del nuevo servicio X 
que minimice f(X), o sea, el costo total de transporte. Dimensionalmente f(X) 

está expresada en Vaho de acuerdo al siguiente análisis 

X)=[11d(XM 
$ viajesK no f( 	

,
[Kn a o i[viaje a  „ 

En muchas aplicaciones el costo por unidad de distancia es constante y el 
problema se reduce a determinar la localización que minimice la distancia. 
También la cantidad Wi se puede expresar como: ffr, = cád donde c, es un costo 

unitario / unidad de distancia y d, es la demanda de flujo. 

Se analiza, en primer término, el caso de una norma rectangular y, después 
el de una euclidiana. Para la norma rectangular el problema consiste en 
encontrar las coordenadas (x,y) que minimizan a f(X). 

Los problemas, en donde los viajes ocurren a lo largo de un conjunto de 
naves arregladas en un patrón o molde rectangular, paralelos a las paredes de la 
construcción, la media de la distancia apropiada es la rectangular. 

El problema que se analiza es de una sola instalación nueva, respecto de 
una serie de instalaciones similares existentes. SI las coordenadas (X, Y) para el 
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centro de demanda i son (a„b,), tal que, X = (x,y) y p .(a,,b,), la distancia 

rectangular entre x y p, queda definida por: 

Como ya se mencionó anteriormente la distancia rectangular es apropiada 
para el análisis urbano, donde los recorridos ocurren en un conjunto ortogonal de 

calles. Además, en algunas oficinas ocurren en un conjunto de alas, naves 
laterales o caminos paralelos a las paredes dentro de los edificios, para facilitar 
los viajes o el paso del personal. 

El problema de localización que utiliza la distancia rectangular, puede ser 
representado matemáticamente por: 

Mit? f (X) =í ;V,(1x 
‘.1 

(3.2) 

donde (a„b,) son coordenadas conocidas del punto, p„ i =1,2,,.,,m, w, mide el 

producto del costo de transporte anual y el número de viajes anuales entre el 
producto i y el X. (x,y) variables a determinar o coordenadas a determinar 

donde se debe establecer el nuevo servicio. 

De la ecuación anterior, se puede ver que el problema es equivalente a: 

f(X)= AfinEW,Ix -al+ qnEW,ly 

que consiste en la solución de dos problemas Independientes, donde cada 
término del lado derecho de la igualdad, puede ser tratado como un problema de 
optimizsción por separado, y aplicar métodos de programación lineal para su 
solución. 

Min fi(r,Y) =ZW,(x -11) 
r 	la 

Mín A(x,Y)....- 0(,Y 
1.1 
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Como f,(x) y f,(x) tiene la misma forma, el procedimiento que se aplica 

para minimizar alguno de ellos, se podrá aplicar para el otro. 

Algunas propiedades de una solución óptima para los problemas de 
localización de un solo servicio con distancia rectangular son: 

- La coordenada X del nuevo servicio puede ser la misma que la coordenada X 

de algún centro de demanda. Similarmente, con la coordenada Y de algún centro 
de demanda, desde luego, no es necesario que ambas coordenadas estén en el 
mismo centro de demanda. 

- La localización óptima de la coordenada X (coordenada Y) para el nuevo 
servicio, es una localización media, es decir, una localización tal que, no más de 
la mitad del número de viajes este a la izquierda o abajo de la localización del 
nuevo servicio y no más de la mitad del número de viajes, este a la derecha o 
arriba del nuevo servicio. O sea, que la mitad de los centros de demanda están 
situados a la izquierda (abajo) y a la derecha (arriba) del punto medio. 

Norma suelidiiine 

En otros problemas de localización de servicios, el costo no es una función 
lineal de la distancia, por ejemplo: El costo asociado con la respuesta de un 
camión de bomberos a un incendio, es esperado que no sea lineal con la 
distancia. 

Dependiendo del problema, d(X,p) puede tomar diferentes 

formulaciones. Así que, también es posible utilizar el cuadrado de la distancia 
euclidiana entre X y p, como medida de la misma. 

Si (X, Y) son las coordenadas del nuevo servicio y 	son las 

coordenadas del centro de servicio i El cuadrado de la distancia entre X y p, 

queda definida por la demanda: 

ra 



d(X , p,)=1(x a,)2  +(Y - h, )2 ] 

Las razones para estudiar este problema es fundamentalmente dos: la 
existencia de problemas de localización en los cuales los costos se incrementan, 
cuadráticamente, en lugar de linealmente, y el estudio de las leyes de los 
problemas con el cuadrado de la distancia euclidiana también llamados 
problemas de importancia, que son fundamentos para los problemas con distancia 
euclidiana. 

El problema de importancia o el cuadrado de la euclidiana pude ser 
formulado como: 

4 	 2 	 2  minimizar f I 	\-1  p - 	[(xa,) (y-k) 

algún punto (X,Y) que minimiza, debe satisfacer las condiciones 

cy(x.,0  cype,o 
é 	 • 

como la función mini(x' ,r) es cuadrática, entonces las condiciones son 

necesarias y suficientes para un mínimo. 

Obteniendo las derivadas parciales de la función ntinf(xe  ,r co 

respecto a (X,Y) y haciendo igual a cero, se obtiene las siguiente solución única. 

(o,o) 

E 

Las coordenadas del nuevo servicio puede ser interpretadas como valores 
(pesos) promedio* de las coordenadas (X,Y) de los centros de demanda y son 
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en efecto, las coordenadas que minimizan a la función objetivo. Las soluciones 
son llamadas a veces, de centro de gravedad o de importancia 

Uso de la distancia euclidiana 

Considera que las coordenadas para el nuevo servicio son (X ,Y) mientras 

que los centros de demanda i son (a„ h,), i = I,...,n , entonces 

d(X , A)=[(x a,)2  +(y - lij ar 

La distancia euclidiana se aplica para algunos problemas de localización 
de redes, casos complejos de comunicación, transporte, viajes aéreos, alambrado 
eléctrico, etc. 

Entonces el problema de localización con distancia euclidiana se puede 
formular coma 

minimizar f(x,p4)=E 	as) 	bi? 

La aproximación inmediata se analiza para la solución del problema de 
localización con distancia euclidiana, es nuevamente calcular las derivadas 
parciales de la ecuación anterior y hacerlas igual a cero, es decir, se toman las 
derivadas de f respeto de x y y se obtiene 

W,(x - ) 

 

(3) 



Nótese que la solución de ambas ecuaciones presenta un grave problema 

cuando (X, O= (a„b,) para cualquier 1, i= i,2,,.,n, ya que (3) no están definidas 

para ese caso y, por lo tanto, no tiene solución. 

En estas expresiones vemos que la dificultad aumenta cuando la 
localización para el nuevo servicio coincide con la localización de algún centro de 
demanda. Si existiera alguna garantía de que la localización optima del nuevo 
servicio nunca será igual a la localización de algún centro de demanda, entonces 
las ecuaciones (3) igualadas a cero, serian condiciones necesarias y suficientes 
para la localización de mejor costo del nuevo servicio. Sin embargo como esto no 
es posible entonces es necesario utilizar otro método de solución. Una alternativa 
de solución del problema de localización de una instalación con distancia 
euclidiana, es usar los método de programación no lineal. 

Este problema (3) se ha tratado de resolver en los últimos tres siglos y se 
le conoce bajo el nombre de problema general de Fermat o problema de Stelner-
Weber. En el siglo XVII, Fennat planteo el problema particular para 
m = 3, W, =1, e i =1,2,3. Siendo Torrecilli el que le dio solución en 1640. En el 

siglo XIX, el matemático suizo Steiner, más tarde, el economista alemán Weber lo 
revivieron. Faabender en 1846 estuvo estudiando el problema dual, pero fue 
hasta 1963 cuando Kuhn Kuenne diseñaron un algoritmo iterativo para resolver 
las ecuaciones (3). 

Una alternativa para la solución del problema de localización de un solo 
servicio con distancia euclidiana, es el llamado "Procedimiento de Aproximación 
Hiperbólico" (P.A.H.), que consiste en hacer totalmente definidas a las derivadas 
parciales, adicionándoles un valor constante, pequeño, positivo (épsilon), como 
el valor de e (épailon) se aproxima a cero, la nueva función se aproxima a la 
función original. 

Las relaciones anteriores no se pueden resolver para X y Y por lo cual 

‘ 
se utiliza procedimientos iterativo, Llamada 	= 	-oí )

2 	
ei2  para 

valores fijos (X' ,Yk  en la iteración K. 

len 



La ecuación (3) se puede escribir como: 

W,(x —ci,) =  o  

s=t 	Vi 
o 

„a,,
1—','„ = 

Por medio de esta relación se puede calcular ,v" en la iteración K I 

COM: 

E ;• 
bW 

yK+11 

±W 

El Indice superior indica el número de iteraciones. Así, un valor inicial 

(X1,Y°) es requerido para determinar (X',YI). El valor de (X 2 ,Y 2 ) y asi 

sucesivamente. El procedimiento iterativo continua hasta que no ocurre un 
apreciaba mejoramiento en la estimación de la localización óptima pote el nuevo 
servicio, o en el resultado de Mei AX,Y), Típicamente, la solución de 

importancia es usada como valor Inicial pera el procedimiento iterativo, entonces: 

IVA 

Esto también se conoce como el Proceso de Kuhn-benne que  comienza 
en un punto dedo. 

El uso de (P.A.H.) para resolver problemas de localización, se ha ,  

observado que un valor grande de e (épsilon), converge rápidamente al óptimo 
de la función de aproximación, sin embargo, la exactitud decrece con el 
incremento en los valores de s (épsilon). 
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Z 	Wi i(x - +(y -Ad 	k >o 
• 

Si k = 1 se obtiene las relaciones anteriores si k a 1. La función de costos 
correspondientes es convexo, de lo contrario no es convexo. 

Debido a las economías escalas en el transporte lo más posible es que 
k >1; en este último caso se ha demostrado que un método iterativo similar 
converge a un óptimo local. Se define D, coma() 

Entonces, para encontrar los óptimos locales se puede utilizar un 
procedimiento iterativo donde 

El problema se puede generalizar, al caso, en que las relaciones de costo 
no son lineales, por ejemplo, costos marginales decrecientes, o viceversa. En 
general, si d es la distancia euclidiana y e el costo, la relación puede ser de la 

forma c = ad' donde a y b son parámetros específicos, en forma general puede 
escribirse de la siguiente forma: 



o hien 
E W,G, 

Ea,G,(xKyx)  
Gice 	,r) 

co?' 
(i-2) 

G, =Rx -a,)+(x -6,)] 

Si k < I es conveniente comenzar las iteraciones desde diferentes puntos 

iniciales (XG,r); se ha mostrado que en la práctica el procedimiento anterior 

converge a una buena solución, si se comienza desde diversos puntos iniciales. 

A este tipo de problemas puede ser resuelto por métodos de programación 
no lineal, por ejemplo, los métodos de Fibonacci, sección de oro, etc. 

Locallvacidn da vados servicios 

En la vida real el problema es más complejo y requiere la consideración de 
datos teles como: 1) Localización de cada diente o destino, 2) ismande de cada 
diente, 3) Limitaciones de las cepacidedes de las fábricas, 4) Costos de 
transporte, 5) Medios de transporte, etc. 

En esta sección se analiza la localización de varios nuevos servicios, con 
respecto a múltiples centros de demande. En este punto el problema de 
localización a un solo servicio puede ser considerado como un caso particular al 
problema de multiservicios o multi-instalaciones, este tipo de localizaciones 
ocurre en el mismo contexto que se presentó en la sección de localización de una 
instalación. 

El problema de rriultiservicio se puede plantear de la siguiente forma: Sean 
p,,p,,,..,p„ las coordenadas de m instalaciones existentes y sean x„;,.. ,x, las 
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variables de decisión de n nuevos puntos, sea d(X.,,p,) la distancia entre el 

punto desconocido x,, j= 1,...,n y el punto conocido p„ i =1,...,m, mientras que 

d(r,,x,) 	es 	la 	distancia 	entre 	los 	puntos 	desconocidos 

	

j,k =1,...,n 	k Sean ir, el costo por unidad de distancia entre un 

punto desconocido de distancia j y uno conocido i , y sea 	el costo anual por 

unidad de distancia entre dos puntos desconocidos j,k, 

El problema ha resolver consiste en encontrar las coordenadas de los 
puntos 	tal que 

MM 	„)= Ev„d(r,,x,)+EEw,,d( f.. ,.. 9 

Vd, es la variable de interacción entre los nuevos servicios j y k, siendo 

solamente necesario para sumar sobre aquellos valores de j que son menores 

que k de 2an, entonces el problema de muNiservicio, puede ser arreglado como 
selección de localización 	de los nuevos servicios que deben ser 

localizados donde n es al menos igual a dos. 

El costo V, es proporcional a la distancia entre los nuevos servicios, lo 

cual distingue al problema de localización de un solo servido. Cuando todos los 
términos Vo  son cero, entonces la ecuación de costo total es 

Mío f(xi , (xf)-EE05,d 
Si- 

Que resulta ser una expresión de costo total de un solo servicio. Entonces, 
la localización de un solo servicio no tiene efecto sobre el costo de localización de 
otros nuevos servicios. 

Es importante establecer varias definiciones. Los nuevos servicios j y k se 

dirá que tendrán intercambio cuando V es positivo y no tendrán intercambio, 
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cuando 	es cero. Asi en el caso, cuando los nuevos servicios no tengan 

intercambio, el problema de multiservicio se reduce a n problemas de un solo 
servicio. 

Supóngase que de manera general en forma subsecuente, que cada nuevo 
servicio j tiene intercambio con al menos uno de los otros nuevos servicios y que 

además, existe intercambio entre nuevos servicios y los centros de demanda. 

Ihe de la distancia rectenauler 

Para el caso de distancia rectangular el problema de localización de 
multiservic.ios esta representado por. 

MM 	 Ji(xi,x2,•••,r)+Inin 12(y1,12, ..,y,i) 
donde: 

ff IN 

fl(XPX1,...,;)=  EVOIX/ -xt l 	I 
ISMIN 	 1.1 

EVOIYI -hi+EEWpbj-yi 

Las expresiones anteriores j; y f, dan el costo total que se incurre debido 

al viaje en las direcciones x,y, respectivamente. Al igual que en el caso de un 

solo servicio, las coordenadas optimas x de los nuevos servicios, pueden ser 
encontradas Independientemente de las coordenadas óptimas, y además, 
nuevamente es el caso de que fl  y fi  tienen la misma forma, y algún 
procedimiento desarrollado para minimizar a A, también puede aplicarse a 
reemplazando a x, por yi  y a, por b,, 

Algunas propiedades comunes de la solución:óptima para los problemas de 
ocalización de multiservidos con distancia rectangular. 
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- Una coordenada óptima x de cada nuevo servicio puede coincidir con una 
coordenada x de algún centro de demanda. Una coordenada óptima y de cada 

nuevo servicio puede coincidir con alguna coordenada y de algún centro de 

demanda. 

- Cuando se ha localizado óptimamente, cada servicio es localizado en una 
localización media" con respecto a todos los demás servicios y centros de 
demanda. 

- Si cada nuevo servicio es localizado en una localización media" con respecto a 
los demás servicios y centros de demanda y ninguno de los nuevos servicios 
tienen la misma localización para una u otra de sus coordenadas, entonces la 
solución optima ha sido encontrado. 

Uso del cuadrado do la euclidiana 

Considere ahora la extensión a miltiservicios de los problemas que utiliza el 
cuadrado de la distancia euclidiana. 

Supóngase que varios servicios nuevos serán localizados en los puntos 
(x„),,),...,(x„,y.), que existen centros de demanda que están localizados en loa 

puntos (a„b,),...,(a.,k), el problema de localización con distancia cuadrado de la 

euclidiana, consiste en encontrar le ubicación geográfica de los nuevos servicios, 
que minimice la siguiente expresión de costo total. 

      

Mío f(x „d .  Y ,y„).-- E V • J  
+hfrl -Y3) 

2 

 

     

El método de solución para encontrar la localización de los nuevos 
servicios, que minimice a la expresión anterior es el mismo del problema de un 
solo servicio; o sea, obtener las derivadas parciales con respecto a cada una de 
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las variables e igualarlas a cero. El resultado que se obtiene son dos conjuntos de 
ecuaciones lineales. 

Para calcular las derivadas parciales, es conveniente definir lo siguiente: 

p„ k>j 
ksj 

  

Obteniendo la derivada parcial de la función de costo total, con respecto a 
paraj.=1,...m 

2E V
"ik 

 (Xi  - X difi,(Xj  -as ) 
OX, 	r.1 	4.1 

haciendo la derivada parcial igual a cero, dividiéndola por dos y agrupando 
términos para j = 	tenemos: 

] Vii +E WP -IV/ — 

... 

E Wii al 
1=1 	1=1 	4.1 	1,1 

lo que representa un sistema de n Gemaciones lineales con n variables. Cuando 
el sistema es resuelto, se obtienen las coordenadas x de menor costo de los 
nuevos servicios. 

La ecuación anterior puede ser resuelta para , obteniendo: 

+/ W ,el X +/Wel 
h.1 	1.1 

de la ecuación anterior para x, se puede ver que, una condición necesaria y 

suficiente para la localización óptima del nuevo servicio j, es que esta se 
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encuentra en la posición de peso promedio o localización de centro, con respecto 
a todos los demás centros de demanda. 

Ahora para encontrar la coordenada y de menor costo, de los nuevos 

servicios, se procede de la misma forma que para la coordenada x, es decir, 

y1[É0,k 	 k 1 x 
J.I 	#.1 

puesto que, los coeficientes de las variables en ambos sistemas de ecuaciones 
lineales, son los mismos, los valores de las matrices x y y, serán determinadas 

cuando Ay= a Ay= b, donde A es una matriz de urn; ; y, a, b son vectores 

columna de rvrI , definidos como: 



Uso de 1# dIstanclkeuclidiana 

En los problemas de localización con distancia rectangular y cuadrado de 

la euclidiana, se encontró que los problemas de multiservicios no son 
substancialmente más difíciles de resolver, que las versiones de un solo servicio. 
Tal no ea el caso para los problemas de distancia euclidiana. La mayor dificultad 
es causada porque las derivadas parciales no son generalmente definidas. Una 
dificultad similar ocurrió con los problemas de distancia euclidiana de un solo 
servicio, las dificultades son mucho más severas para los problemas de 
multiservicios, ya que tiene mucho más variables involucradas. 

Sea d(x,,p,)la distancia entre la localización del nuevo servicio j y el 

centro de demanda i y 45,p,) la distancia entre la localización de los nuevos 

servicios j y k, la distancia euclidiana para ambos casos queda representada 

por 

415'11)=[(15 ) 2 

y  2 

cktr.r).[( ny+(yi_ykyr 

El problema de multiservicios euclidiano es formulado como sigue: 

   

Mín f(r,,x2 ,...,x„). E 5 
5.1<k sn 

--xk )2  +(y -y Y (yj 

  

Las condiciones necesarias para la localización óptima de los nuevos 

servicios, es que las derivadas parciales de f(x1,x2,...,xn)con respecto a 

xi,x2 ,...,x„, sea cero o cambien de signo en la localización óptima. 

Obteniendo las derivadas parciales de f(xi,r,,. ,,x)con respecto a 

y 	respectivamente, se tiene: 



	

v"vo(xi 1K) 	wfi(x) al)  
D„ 	r 

ktj 

	

- Y K) 	b,) 

D k  

D„.[(x j —r,)2  +(y j  

E„ =I(x —a,)2 +(yl —bs )1 

donde 

j 

Cuando los nuevos servicios j y k tienen la misma localización (Di* . o), 

o el nuevo servicio j y el centro de servicio y tienen la misma localización 

(E ), = O), ambas derivadas parciales son indefinidas. Para resolver estas 

expresiones se requiere de un método iterativo y se le da el nombre de 
Procedimiento de Aproximación Hiperbólico". 

entonces: 

(Y/ — Y1)2 +6  

as )
2 
 +(y1  - 

a 
 

donde e es una constante arbitraria positivo. 

Haciendo las derivadas parciales igual a cero, suititUyendo 

por Dik  y a Ej, por 	y resolviendo para x j  y y, entonces se tiene: 

Vil x` Wb 
k,i LYik 	Ejt, 

X i'l = 	  

Y 

1 	n 7 
11- +E

, 	W 

-XI  

DI 	Es  f. 	)1 
klj 
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donde el Indice superior r indican el número de iteraciones y además r debe ser 
mayor que cero, 

El uso del procedimiento de aproximación hiperbólico para resolver 
problemas de localización de multiservicios, se ha observado que un valor grande 
de e (épsilon) converge rápidamente al valor de la función de aproximación. Sin 
embargo, la exactitud de la aproximación decrece con en incremento en los 
valores de e (épsilon). Consecuentemente, en la solución de los problemas de 
localización usando (P.A.H.) un valor grande de e (épsilon) es usado inicialmente 
y la solución que se obtiene, es usado como una solución de arranque, utilizando 
un valor más pequeflo de e (épsilon), hasta obtener decrementos insignificantes 

en los valores de (xj,y,) o en el valor de mm f(xox„...,n). También es 

recomendable utilizar la solución de importancia como valor inicial para el 
procedimiento iterativo. 

Otra alternativa muy prometedora para este tipo de problemas es la 
programación no lineal, la cual, resuelve los problemas sin necesidad de que 
sean diferenciables, la otra cualidad, puede tener un punto inicial arbitrario u en 
su defercto, el punto inicial se puede obtener con otros métodos (interpolación 
cúbica , interpolación cuadrada, etc.). El método ideal para resolver pmblemas de 
localización de varios nuevos de servidos es Powell, porque dicho método 
funcione pare problemas diferenciables y no diferenciables, y además los 
métodos, Fibonacci y sección de oro funcionan como subrutinas para el método 

111.6 Problema de aplicación 

- El gobierno canadiense esta tratando de localizar un campamento de rescate 
en el Yukón. Un cierto número de perros San Bernardo, entrenados por el ejercito, 
serán usados para rescatar excursionistas perdidos en el polo norte. Basados en 
experiencias pasadas, se ha anticipado que las misiones de rescate deberán ser 
enviadas a los puntos p, = (18,2), p2  = (4,0), p3  (6,20) y P., = (12,18) con una 
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frecuencia semanal de W, = 6, W, = 2, W, = 7, y W4 =4 . Se han entrenado a los 

perros para viajar a través de rutas en línea recta, en la realización de las 
misiones de rescate. Determinar la localización del campamento de rescate que 

minimice la distancia viajado por los perros. 

- Suponga que el canal 13 de televisión ha decidido transmitir sus programas 
desde los estudios centrales en el Ajusco, D.F., usando la tecnología de rayo 
láser. El de rayo láser es unidimensional, y la potencia de la transmisión varia con 
el cuadrado de la distancia de transmisión. Supongan que el canal 13 tiene 
estudios localizados en Guadalajara, Mazatlán y Tijuana. Como el rayo láser viaja 
en línea recta y debido a la curvatura de la Tierra, no es posible transmitir 
directamente del Distrito Federal a Tijuana por lo que TV-13 ha decido localizar 2 
estaciones retransmisoras. La primera estación deberá tener la posibilidad de 
comunicarse con el Distrito Federal, Guadalajara, Mazatlán y la segunda estación 
retransmisora. La segunda estación con Guadarajara y Tijuana. La carga de 
transmisión de cada estación no es igual, debido a las características de más 
localizaciones. Las coordenadas de ubicación para las estaciones existentes son. 

:42,0), p,  = (3,3) y p =(4,2). flujo de transmisión que se espera 

tener entre las dos retransmisoras será de 8 unidades anuales, mientras que el 

flujo entre las estaciones existentes y las retransmisoras será de 

4 2 2 0 
O 2 2 4 

DetOrmine la posición óptima de las estaciones retransmisoras. 

Un taller tiene 5 máquinas herramientas colocadas en los puntos 

p,=(8,20), pi = (10,10), p, = (16,30) p, = (30,10) y p, = (40,20). Se requiere instalar 

2 máquinas más, se considera que habrá una frecuencia de 4 viajes por día entre 
las dos nuevas máquinas a instalar y que el número de viajes entre las nuevas 

máquinas y las existentes está dado por 



8 6 5 4 3) 

W  42 3 4 6 7 

Determine la localización óptima de distancia total de recorrido. 

- Considerar la localización de tres servicios, con respecto a cinco centros de 

demanda. Los datos del problema son: 

V2 = O 

V,, = 2 

V13 = I 

6 

0 

0 

1 

0 

5 

1 

1 

2 

0 	0 

3 	4 

0 	2 

Pi = (0,0) p, = (2,8) p, (5,4) n4 = (7 ,6) Pa = (8,2) 

Determinar la localización óptima para las nuevas máquinas, suponiendo 
que el movimiento de artículos es en base a la distancia de viaje es rectangular. 
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X 

X 
X 
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IV SOLUCIÓN 

IV.1 Comparación de métodos no lineales para resolver el problema de 
localización de servklos. 

En el capitulo anterior, se analizó la base teórica de la programación no 
lineal. y los diferentes métodos que proporciona dicho tema, en el siguiente 
cuadro se resumen los métodos que se consideraron. 



67.6812601 
AleJor 

solución 

En el siguiente cuadro se resumen los resultados de los métodos que se 
programaron y la comparación con el método de aproximación hiperbólico. 

Fibonacci 
f(x.  ) óptima 

Sección de oro 
(x.  ) óptima 

Powell ** 
fix.). óptima 

A. P. H. ** 
Az') óptima 

89.1888746 

47,8987061 

45.99110918 

67.6812601 

* Utilizan la derivada para linealizar el modelo, una vez que el modelo este linealizado el método 

se aplica dinsdamente. 

Con base al cuadro anterior se determinó que los métodos que resuelve el 
problema de localización de servicios son los siguientes: Fibonacci, sección de 
oro y Powell para problemas no restringidos de una y de varias variables, es 
decir, para la localización de un nuevo servicio y para la localización de múltiples 
nuevos servicios. 



Los resultados que se muestran en el cuadro se determinó con base a los 
ejemplos que se mencionaron en el tercer capítulo de este trabajo y en especial el 
último ejemplo que se propuso en el mismo. 



V CONCLUSIONES Y EXTENSIONES 

1) A través de este trabajo, se establecen las desventajas que tienen al utilizar 
técnicas de optimización clásica, para la solución de problemas que requiera 
identificar extremos absolutos o globales y en aquellos problemas en donde se 
tenga un conjunto de restricciones, 

2) Otra limitación del enfoque de la optimización clásica, es la insuficiencia para 
resolver el problema de localización de servicios con restricciones de desigualdad y 
no lineal. Por tal razón la optimización clásica sirve como fundamento teórico, no 
para resolver problemas complejos. 

3) Otro aspecto importante que se observó, es que la programación no lineal difiere 
de la programación lineal al menos en los cinco aspectos eiguientes: 1) el campo de 
la elección se extiende por toda la región factible, no sólo al conjunto de sus puntos 
extremos, 2) el número de restricciones satisfechas como desigualdades (y las 
restricciones de no negatividad) puede no coincidir con el número de variables de 
elección, 3) la adherencia es una dirección uniforme de movimiento que puede no 
conducir a valores continuamente crecientes (o decrecientes) de la función objetivo, 
4) la región factible puede no ser un conjunto convexo, 5) un óptimo local puede no 
ser un óptimo global. Como resultado de estas diferencias, los métodos de solución 
apropiados para programación lineal llegan a ser inaplicables en un problema con 
estructura no lineal, como en el de localización de servicios, por lo que se hace 
necesario otros métodos. 

4) Debido a que el problema de localización de servicios que se analiza, es no 
lineal y además no diferenciable, los métodos de solución más apropiados para éste 
son: Fibonacci, sección de Oro y Powell. Las características de estos métodos, es 
que no requieren que el problema sea diferenciable y en segundo lugar no es 
necesario proporcionar un punto de partida para dichos métodos. 
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Métodos Fibonacci 
fir) 

Sección de oro 
Az) (lama 

A.P.H. 
f(x) óplinta 

Solución 67.6812601 84.77 

5) Otro de los resultados obtenidos, es que los métodos de solución que mejor so 

desarrollan son: Fibonacci y sección de Oro, para el caso más simple que se 
analiza, es decir, el problema de localización de un sólo servicio, para atender a 
varios centros de demanda, en donde el volumen de ésta, no dependen de la 
localización del servicio. 

6) Otro resultado interesante que se obtuvo, fue para el problema de localización 
de varios servicios, en donde existe interacción entre ellos mismos y con los centros 
de demanda; en este punto, el problema de localización de un solo servicio puede 
ser considerado como un caso particular del problema de multiservicios; y el método 
de solución que mejor se desarrolló, fue el de Powell; utilizando como subrutinas los 
métodos que se mencionaron anteriormente (Fibonacci y sección de Oro). 

7) Otro aspecto importante para el ejemplo prueba fue que, los métodos Fibonacci, 
sección de Oro y Powell, dieron mejores resultados, que los obtenidos, por el 
Método de Aproximación Hiperbólico, dichos resultados se muestran en el siguiente 
cuadro. 

8) Pera resolver el problema más complejo como es e de localización de servicios 
con restricciones, se propone utilizar el método de Wolfe, ya que éste utiliza las 
condiciones de Kuhn-Tucker y además linealiza el problema; con lo cual es más 
fácil de resolverlo. 

9) Se implementaron los algoritmos de Fibonacci, sección de oro y Powell en una 
microcomputadora AcerMate 486 y sus compatibles. El lenguaje,utilizado es Turbo 
Pascal, versión 7.00, por la cual es posible utilizarlos en gran cantidad de equipos. 
La salida es por pantalla y por impresora. 
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Extensiones 

Entre los problemas que deben analizarse como extensión de este trabajo se 
tienen los siguientes: 

1) Analizar y resolver el problema de localización con espacio de solución discreto. 

2) Analizar y resolver el problema de localización con limite en la capacidad de las 
fuentes de servicio. 

3) Analizar y resolver el problema de localización con magnitud de demanda 
dinámica o probabilística. 

4) Analizar y resolver el problema de localización con barreras de tráfico. 

5) Analizar y resolver el problema de localización, considerando al número de 
nuevos servicios corno variables de decisión 

De todo esto se puede hacer un análisis desde el punto de vista de 
programación no lineal, aunque también estos problemas pueden ser resueltos por 
métodos numéricos o métodos numéricos para ecuaciones diferenciales. 
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APÉNDICE A 

Teorema de holaura complementad§ 

- 	Dado el siguiente par de programas primario y dual (débil) 

Primario 	 Dual 

MM. 	Z cX 	 Max. 	G 
Sujeto a: 	 Sujo() a: 

AX b 	 ArY cr  
X = O 	 Y k O 

una condición necesaria y suficiente para que X y Y sean óptimas 

respectivamente de (P) y de (D) es: 

rr(Ax- b). o 

XT 	-- A TY) 

Dado un par de programas primario y dual se tiene lee siguientes 
implicaciones: 

a) Y > O 	implica 	AX 
b) i AY > b 	 r.o 
c) X>0 	implica 	ArY rz: Cr  

c) Ar  Y > ci 	 X =O 

Dado un par de programas, primario y dual con soluciones factibles, entonces 
existen soluciones óptimas X y Y tal que: 
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(AX-19+Yr  >o 

(cr -AT Y)+Y i  >O 

Multiplicadores de Lagranoe 

Máximos y mínimos de funciones de varias variables con restricciones 
(método de optimización por Lagrangeanos). Este método debe cumplir las 
siguientes condicione& 

-Debe ser una función continua, diferenciable, 
- Las restricciones deben ser iguales a cero. 

Optimizar 

sujeto a: 
f(xl ,x2,•• 

,,) O 

iMxhr 2,— = 

= 

Lee desigaldedes se pueden convertir en igualdades z(x)10, Al O 

A,g,(x)= O 

Si A, >O entonces z(x) = O 

gi (x)< o entonces 2, = 0 
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Si las restricciones son de desigualdad se le agrega una variable de 
holgura, para que se convierta en igualdad. 

g,(x) < 0 

g,(x)-11, = 0 

donde 11 el la variable de holgura. 



APÉNDICE B 

Método de aproximación hiperbólico 

Geométricamente, cada término incluido en la siguiente función, representa 
la ecuación de un cono circular recto. 

Mín Pri,x2,...,x,YI,Y2,...$Y„)= E vf[(x,-xk}'+(Y, -Y*)11 is 	- EE[(x a) lx ~A) 
12 	, 12  

1 
19<lisn 	 1.1 1,1 

Para ver que esto es verdadero, suponer,que el servicio existente i , esta 
localizado en el origen y que Wo  es un valor positivo. Para el movimiento del 

nuevo servicio j a lo largo del eje de las x una distancia Itj„ La función de 

distancia considerada Fi, entre el nuevo servicio j y el servicio existente i puede 

ser descrita por la relación lineal: 

p .= 11;11, 

Puesto que el nuevo servicio j no esta restringido a moverse en +alguna 
dirección especificada, Rj, puede ser interpretado como la descripción del lugar 

(geométrico) de los puntos equidistantes del servicio existente i 

Como se muestra en la figura, el lugar geométrico de los puntos, a una 
distancia R1, del servicio existente t , es un circulo de radio R. 

Consecuentemente, ! puede ser dado como: 

La ecuación anterior, define un cono circular recto, generado por la vuelta 
de la linea recta dada la ecuación 4. W ,lir alrededor del eje . Si existe el 
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servicio i con la localización (a,b,), entonces la ecuación del cono anterior, llega 

a ser: 

-a,)2  +(y, -10212  

Similarmente, si el nuevo servicio j es localizado en (x,,y,), el nuevo 

servicio k esta localizado en (x,,y1 ) y 110  tiene valor positivo, entonces relativo 

al nuevo servicio j , la función distancia considerada entre los nuevos servicios j 

y k, genera un cono circular recto, centrado en el punto (x y) 

Consecuentemente, la ecuación inicial MIL f(ki ,,..,;) representa la suma de 

conos. 

Los vértices de los conos contenidos en los resultados de la sumatoria, en 
las derivadas indefinidas, producen la llamada superficie de filo de cuchillo. 

Puesto que un cono es una forma limitada de un hiperbololde, si los conos 
son reemplazados por hiperboloides, una función de aproximación F es obtenida. 
Además, ya que los hiperbotoides son funciones estrictamente convexas y F es 
le suma de los hiperboloides, F es también una función convexa. 

. .. .. 	.. . 	. ..... 

Servicio existente 

interpretación geométdca de la distancia euclidiana 
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como se puede observar de la figura anterior, la ecuación para la hipérbola en el 
primer cuadrante de plano b' X, esta dada por: 

fr,,. w,,(R;+e)1 

de donde E (épsilon), es una constante de valor positivo. El hiperboloide centrado 
en el punto (aph,), en el plano XY puede ser expresado como: 

= 	-a,)1  (y /  -A) 

De la figura anterior, se puede observar que la adición de la constante E, 
esencialmente resulta del reemplazo del vértice del cono por una superficie 
hiperbólica lisa. Con la introducción de e que es un número pequeño, se asegura 
que la discontinuidad de la función no ocurre cuando x1 = a, y yi =b,. 

Consecuentemente, la derivada existe en todas partas. Además, el pequeño valor 
de e, cierra al hiperboloide y lo aproxima a un cono. 
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