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RESUMEN

Una apasionante drea de las Matematicas es aquella que se encarga del estudio
de sistemas dindmicos, Hamada por muchos Simulacién Deterministica. El
objetivo de dicha 4rea es el estudio de los sistemas del mundo real cambiantes en -
el tiempo y cuyo comportamiento puede modelarse determinfsticamente  para
analizar y predecir su comportamiento futuro. Ejemplos de nodelos de sistemas
dindmicos son los que modelan el comportamiento de las redes neuronales, la
dindmica del crecimiento poblacional de dos especies que interactian en distintas
condiciones, y el movimiento del péndulo. '

La importancia de estudiar sistemas dindmicos reside en que pueden reahzarse
predicciones sobre su comportamiento futuro y anahzarse qué tan sensible es su
dindmica a cambios en sus condiciones iniciales, Esto ltimo es importante de
conocerse en casi cualquier sistema, ya que en ¢l mundo real generalmente no |
trabajamos .con medidas y/o datos exactos; snemprc habré algun mzirgen de error
dado, sobre todo, por la lmposlblhdad de consnderar niimeros con una cnnndad"'
infinita de digitos decimales.

Exlsten sistemas dindmicos discretos y’ contmuos Los segundos son modelados‘
medlante sistemas de ecuaciones dlferenclales ordmanas y constituyen’ el foco de ‘
atenclén de este ‘trabajo. Ahora, el an.’shsns de un snstema dmamlco de este tlpO,K ‘

‘mvolucra'

o OLa locahzacnén de su solucndn general

oLa localizaclén dc sus soyxcloncs especlales. soluclones de cqulhb io:u érbltas : ;: ‘
. penédlcasA S ' : ‘

o  oEl: estudio del’ comp;marmento de las demés solucnones alrededor de lnsl ;

soluciones especmles. .
" oCudindo las demés solucnones nenden a la especxal a lo largo del tnempo y qué o
©tan sensnble es el compommxento de las demés solucnones de las solucnones';‘: -
alrededor de puntos con caracter(sucas cspeclales. G Lo ‘
-;'OEl téplco menos: usual es el que. estudna como’ cambian de ublcacnén y def-_‘
comportamiento las soluciones especmles cuando se modxﬁca cl valor de los
pamme!ros del sistema. Adste: tipo de estudio se le . conoce como, Anﬂhsns de-
blfurcacmnes y acmalmenu: exlste una robusta teon‘a estructurada para ello;




L.a Teoria de Bifurcaciones. .

Cuando un sistema dindmico es lineal, su estudio por métodos puramenie
analiticos es relativamente simple. Sin embargo, es muy raro encontrar sistemas
cuyo comportamiento puede modelarse linealmente, asf que es ilusorio pensar que
la teorfa existente es general, Cualquier lector, sabe el grado de dificultad que
incorpora la no linealidad en cualquier estudio. En el caso de los sistemas
dindmicos la no linealidad impide generalizar una teorfa para su estudio, asf que,
mds bien se dispone de una metodologfa cualitativa muy dependiente de las
herramientas numéricas y de los procesos de calculo por computadora Por tanto,
en el caso no lineal (que es el mds comtn) se utiliza una ampha gama de métodos
numéricos.

La pretension de este trabajo es instrumentar los métodos numéricos necesarios
para estudiar sistemas dindmicos no lineales de dimensién arbitraria, Para cumplir
nuestro objetivo es nécesaria‘una amplia gama de métodos numéricos, pues se
requieren métodos numéricos para solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias, -
métodos para encontrar ceros de funciones en Iy en varias dlmenswnes, otros
para localizar eigenvalores de una matriz, otros mds para aoluqén de sistemas de ‘
ecuaciones lineales'y, finalmente, algunos algontmos que mvoluCran dnsmntoa .
tipos de métodos. . :

No quenendo que los programas desarrollados quedaran mslados y dependnemes -
del progtamador. se construyé una aphcacnén de software con e} nombre de -
BIFURCA y, atn mis, conla esperanza de que sus médulos pudleran S€f
reuuhzados, se sxgulé una metodologfa de dcsarrollo onemada 1 objetos

En este documemo se exponen todos aquellos léplcos necesanos que nos llevan
a la construccién de la aplicauén de software. Enel primer capftulo se. mcluye un
resimen de la teorfa cualitativa para el es(udxo de s;stemas dmdmicos Enel ’
‘ ‘cap(tulo 2 se exponen y justifican los métodos numéncos para solucién de sxstemas
de ‘ecuaciones diferenciales. Los algommos de (ales métodos: no ‘se presentan =

porque pueden obtenerse muy facilmente de fas ecuaciones recursivas que los . "

definen, ademds de que el lector dlspone del disco con los programas de todos Ios L
métodos mencionados. El capftulo 3 contiene los métodos numéncOs reterentes a
a locahzacnén de. solucnones de: equxhbno 'y determinacion” de su ‘estabilidad.
‘Como una- aponacnén de este trabajo, este” capitulo incluye un algontmo paraf )

obtener el espacio en que se anula-cada una de las ecuaciones del sistema, llamado

ceroclina en el caso de dimensidn 2. Otro algoritmo mds ‘elaborado, también

v



producto de este (rabajo, constituye el capitulo 4 y su objetivo es obtener
diagramas de continuacién de equilibrios.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan los conceptos de la metodologfa
orientada a objetos para el desarrollo de software, y su cjemplificacién con el
modelo de objetos de BIFURCA.
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Capitulo 1

TEORIA CUALITATIVA DE SISTEMAS
DINAMICOS

lNTRODUCClON

En las ciencias naturales, se lNama sistema dindmico a un slstema o porcidn del
universo que estd camctenzado por.una coleccidn finita de mag,mtudcs cambmntes en
el tiempo y que puede representarse mediante un sistema de ecuaciones dlferencmles
Dado que todo a nuestro alrededor y dentro de nosotros mismos siempre estd
cambiando, el estudio de los sistemas dmamlcos constituye una 1mportantc rama de'
las matematxcas. '

Abl como nada es estﬁuco muy. pocos tenémenos se comportan lmealmeme. Como
sabemos, el comporlamlento lineal se puede llpnﬁcar, De hecho existe una tLOl‘fﬂ‘
matemética muy complela para el anilisis de este tipo. de sistemas dmémlcos Enel -

‘caso no lineal, nos enfrentamos a un universo Que no. ha podido ser objeto de una

clasificacién tota) por. ser tan rico en’ canhdad N divers:dad “Por ésto, el. ‘estudio

.. cualitativo de los sistemas dmamxcos no lineales requlere de: dwersas técnicas muy
N fonnales de maleméncas, Kde mélodos numéncos y un buen ]
. mtu:cidn ' ‘ : e

!

En este cap(tulo se- expondnin los conceptos bésncos que requ:ere el eqmdm‘_ R
cualnauvo de snstemas dindmicos 1 no. lmeales Se d.min algunos re%ullados de la teorfa”
cl.’mca de ccuacmnes diferencmles como el leorema de existencia y umcldad o
: dependencla de solucnone‘; de’ condlcnones mlcmles. etc: Las ulumas seccnones mn'* :

referemes a osctlncmnes de rclajactén y- blturcaclones.

lo»de\eurfslica e], o



2 Aplicaciones del andlisis numérico en el estudio de sistemas dindmicas na lincoles

1.1 Sistemas Dindmicos y Forma Candnica de los Sistemas de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Las magnitudes que caracterizan un sistema dindmico, sus variables de estado,
pueden ser agrupadas en un vector de estado x = (x,,x,,++, %, ) € R". Ese vector de

estado evoluciona en un espacio #-dimensional llamado espacio de estados o espacio
de fases (vea figura 1.1), Supéngase que la evolucion de dicho vector estd determinada
por una funcién vectorial £ Generalmente, un sistema dindmico puede modelarse
mediante el sistema de ecuaciones diferenciales

=J'c(t);f(f,x), ,‘donde te R, - (L1y

fi1GcRXR" - R". El problema de valores iniciales consiste en encontrar la
solucion de (1.1) que- satisface la condicién inicial x(to) xo. La expremén
x(t 10,x0)denom la solucién de(l l)que sansface Ia condlclén mxcml x(10) xo

‘xz

Flgum 1 1. Evoluclén de un sxstema en el tlempo ‘

Por una solucién de (l l) entendemos un’ conjunto dc funclones x‘(t), x2(t)...-.x (t) «  '

- talque al’ ser sustmudas éstas en(l 1, la |gualdad se verifica, Asf, podemos pemar que
cada qolucnén del’ sistema - es una ‘funcién - ¢§: Ic‘R——)W “con ‘regla ’dei,‘f o

: correspondencin ¢(r) (x, (:).x2 (t),...,x (l)) tal que

¢(t) f (l ¢(t))

‘ p’z"lr‘u’tvpd_o te ‘R



introduciendo las nuevas variables x =8 y x,=—,

Tearfa Cualitativa de Sistemas Dindmicos 3

En general, toda ecuacién diferencial de orden m de la forma

™= (1, x), (1.2)

puede ser expresada como un sistema de m ecuaciones de primer orden mediante un
cambio adecuado de variables, Por cjemplo, si introducimos nuevas variables

Xy v %y tales que X =x, x4y =d, X, =x™, resulta el sistema

m?

cequivalente:
dx, 3
dt
@
de Y R (13)

—‘}-lﬂLSf(l,xl,X2 ,“",;‘").

Si este sistema.es resuelto de alguna manera, entonces x,(¢) serd solucion de (1.2),
el

J=20myes

Reciprocamente, si x es solucién de (1.2), entonces x=x, x,, = =

la soluci6n del sistema (13),
Ejemplo 1.1. 'La ecuacion del péndulo
%9 .,
o 2l 0%sen8 =0,
es equivalente al sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden
H=xp
 f=-olse(y);
d
de



4 Aplicaciones del andlisis numérico en el estudio de sisiemas dindmicos no lineles

1.2 Existencia y Unicidad de Soluciones

Dado un problema de valores iniciales, antes de buscar la solucion, primero es
necesario saber si ésta existe y de ser asi, que se pueda garantizar que estd bien
determinada por sus condiciones iniciales.

Para discutir este tema, necesitamos algunas definiciones y algunos resultados de la
tcoria de ecuaciones diferenciales.

Defi mcuin L1.Sea DR y considérese j(t x) detmnda en G—[t0 ~a, t +n]x D.

Se dice que fl¢,x) satisface la condicién de prschxtz en G rwpecto a x 5i existe una
constante L tal que :

Vesy-reslsty-x) 0 |
| para todo x, ,xz e D Lse conace como l'a‘vcoimtrame de Lipséﬁitz.

“En lugar de decxr que j(t Xx) sansface la condwnén de anschltz a mcnudo sc usa la ; _
expresién; “f(1,x) és Lipschitz continua en Note que la Lipschitz commuzdad en x-

implica la contmuxdad uniforme de fen x, sin embargo ésto no 1mphca que tambnén sea R
continua respecto a £.. Por otra parte, si f es contmuameme dxferenclable reSpecto a x", SR

en un conjunto compacto, entonces es anschltz-conunua en dncho conjunto.

Teorema Ll (Teorema de Exialencw y Uutctdad) Sea G [ro-a .‘to+a]xD'r~f‘}":'

' donde D= {xe R ‘ e~ xolls d} Yo es un pumo ﬁjo de ®. Sn f(t,x) es contmua‘:,, i
enG y es Llpschuz commua respecto a xen G, entonces el problema de valorv f

: mlcnal
k= f(r x>, x(zo') = x@ v
”,tlene una y solo una soluci(m dehmda para |t 'o‘ S mf(n, M) con

M= suplLfll

Las condncnones auﬁcxentes (pero no necesanas) para la exlstencm y umcxdad dc unau. e

 solucién son que j sea. conumm en G y que sea contmu'\meme dlterenclab[e en D con SN
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respeeto a x. En fa figura 1.2 se hace una representacion grifica del teorema en el caso
en que R"=R; es decir, cuando n=1

Regién &

Xo'd

D X

xgd |

. FEEIR !

* >

A L 4
‘Mf -t t tora

-4 el
OM OM

Figura 1.2. Representacidn de las condiciones del teorema con n=1

13 Sistemas Auténomds .

} que, c-x(,—-—'-z- De |gual forma. parax(:,)-xo, c-xo—--t-z— De ahi que sx

. entonces x(l ll,xo) # x(mo.xo) Lo amenor s puede aprecmr mejor eny la ﬁgum { 3 : e

La evolucnén de un sistema dmamlco a partir de Clertas condlcmncs dadas. es

distinta si estas. condncmnes se establecen en tlempos dlS(lﬂtOb. Es decnr dadas ‘

X(tg)=xg y x(t,) X0, °5€ Asume que x(f;ty;xg)#x(1; t,,x‘,) Tas lraslacnones en el,
tiempo de las solucxones de un mtemu dmémnco no: llenen por qué ser. también'
aolucnonea S . ‘

¢
Ejemplo l 2, La ecuaclén k= t uene la solucxc‘m general x(:) = -2-+c donde el valor*'

5 de e esta detemunado por una condlclén lmc:al Por ejemplo st x(to)—-xo (enemo# S

e 2 e
]#‘0”'"“ L
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g=0

x4 1;0)
b a2

-

Figura 1.3. Soluciones pufa ;ro=0, 1570, 1=1

‘Un caso_especial de la ecuacién (1.1) resulta muy importante en aphcacmncs
Muches procesos naturales tienen Ia propiedad de que sty comportamiento no depende
del tiempo en que se inicié el proceso sino s6lo de sus condiciones mncmles. M'is

formalmente, para dnchos sistemas se tiene

fom%)xuumtm@%) ’- _f U$n 

A este tipo de s;stemas se Tes llama sxsremas autdnomos y ln ecuacnén que los '

‘ represema es de lu fonna

: donde la funcnén f que detemuna el mxembro derecho de la ecuaciénfno de'yendeg

expllcuamente de t.

Cualqmer s:stema n-dlmensmnal de !a forma ( l 1) es equwalente a“un ‘smtema.ﬂf iy

‘ auxénomo de dsmens:dn B+l I’Esto se. logra mtroduclendo una nueva vannble Kapl. que S

SRANOR tsusmuya al uempo en el lado derecho de la ecuacmn y agregando la ecuacndn;,,, ol
-",“‘dxn“ ‘ e . ‘ B S

'dt" = lf'i S5

‘En adelame, resmnglremos la dlscusuin al caso auténomo sif nesgo de pérdida de o

1 generdhdad La expresl(‘m (l 6)esla fon'na canémca de un snstema dinﬁmxco uuténomo» i
de chmens:én h Los su,temas de la forma (l l) son llamados no aulonamaa. :




_solucnones comcxden en un pumo. entonces comc:den en todos SUs punto

o ecuacxones tenemoa,
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1.4 Espacio de Fases y Campo Vectorial

El conjunto abierto D < R” en el cual evoluciona el vector de variables de estado x,
se llama espacio de fases. Consideremos la ecuacién (1.6)

dx

———-\(r) f(\')

definida para x=(x,%;,...,.%,) € D R", entonces el conjunto D es el espacio de

fases. Las imdgenes de las soluciones constituyen curvas en este espacio Hamadas

curvas uuegrales 0. trayectorias en el espacio de fases del’ sistema. Nétese que fa

‘grifica de las solucnones, entendiendo las soluciones como funcxones de R - SK", se

encuentra en el espacio ?Rx‘R" (espacm pxoducto enm. el uem 0 el espacio de
p P )’ P

fases) B ‘ ‘ ‘ .‘

Pensemos ahora en las consccuencm que el tcorema de exx%tencm y umc:dad uene -
sobre los sistemas nuténomos :

Geomémcamente, en loa SIstemas no autdnomos el leorema implica que sx en und .

mstemas autonomos, se tlenen dos lmplicacxoneS' f

e "11) Las proyeccxone" fen'el cspacno de fasesjdc‘las graﬁcas & laaLdlferentes:‘solucxones :

son curvas que no se cortan en nmgl’m punto, Si-las: curvas proyeccnén de dos

‘auténomo, o no e Lorta oes cerrad Esto sigmnc‘ que m 1o proyec, 6n \ s ¢ Ma,

entonces §()= ple+1), lo cual comcnde con I’ dehmc on: de soluuién penédxcaf;:,:"
,,fmencmnada m&s udelame. v « S v

i YI.Ejemplo 13 Conmderemos la ecuamdn del péndulo matemﬁuco sm rozamlen(o, o

x+sem 0 donde -nSxSn xe‘R Hacnendo el uambxo a \m Wemw de dm"'

a ano

; ‘xi = -aen t,



8 Aplicaciones del anilisis nomérico en el estdio de sistemas dimimicos no lineales

' 2 - .
Su espacio de fases ey el conjunto de R para el que estin delinidas las parejus
(x(1),x(0) cuyas trayectorias se ilustran en ta figura 1.4, La prifica de las soluciones
, 3
de este sistema se encuentra en R,

Figura 1.4, Plano Fase det Péndulo Matem’xllco

Desde el punto de vista de las aplicaciones, es conveniente pensur en las trayectormb
del sistema en el espacno de fases, porque si el sistema (1.6) representa algin sistema

fisico caractenzado por las variables de estado X[,X3,0.0 %, emonces cada punto

(x1s%g,.. ) del espacio de fases representa un estado del sistemay én. cada nempo t

al correspondlente estado del sistema le corresponde un punto de este espacno Si nos

fijamos.en el pun(o del espaclo de fases que representa al sistemaen dxstmtoq uempos
consecutivos, veremos que la. evolucldn del mstema quedarzi representadn por una'
curva, la correSpondlente !rayectona del sxstema. L Lenin ‘

S,

la ecuacnén dnferenclal

Para dar una mterpretaclén geomémca del problema de resolver el sxstema, o

. ‘,auténomo (1.6), pensemos en que para. cada pumo del espacio’ de fases f detlne un. o
‘ "vector denvada" de la solucnén en dlChO punto, Asf f determma un campo vectorlal e

en ‘.R"

- Se puede declr entonccs que' resolver el sxstema (l. 6) es lo mxsmo qUe encommr ln -
famlha de curvas tangenles al campo vectonal determmado porf '
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LS Soluciones de Equilibrio

Cuando se analiza e} comportamiento de un sistema dindmico, es importante saber si
existen soluciones especiales que puedan caracterizar, de alguna forma, el

comportamiento general de dicho sistema. Consideremos dos ejemplos de tales
soluctones:

a)  Soluciones de equilibrio.
b) - Soluciones Periddicas,

En esta seccion se tratardn los aspectos més reldvantes referentes a puntos de
equilibrio. Mds adelante nos enfocaremos a las soluciones periddicas.

Def nicidn 1.2. Sea D el espacio de fases del problema (l 6). Un punto de aqutltbrw
o € D de dicho sistema, es un punto tal que f( %o =0,

Si x,, €5 un punto de equilibrio del sistema (1.6), entoncés la funcién ¢(f)=x,, s
también una solucién. De hecho se considera como una érbita degenerada, \

Definicién 1.3, Un punto de equilibrid x=x,, de la gcuacién (1.6), es uﬁ c“nractor‘
positivo si existe una vecindad Q, c‘R" tal que para x(f) se cumple hm x(t) =ty

Si un punto de equllxbno nene esta propxedad cuando - oo, emonces es ‘un a!mclar

‘ negulwo

Nétese que el teorema. de exlstencm y umcxdad gmzmtxza que,. aunque converjan a

ésta, ninguna drbita podra alcanzar la solucién de. equilibrio en un tiempo finito, de
-~ otra forma habrfa solucmnes intersectdndose. Es declr, una solucxén que pane de o
‘pumo que noes de ethbno no puede alcanzar la soluclén de equxhbno enun hempo s
finito, De este modo si Xy es un punto de equihbno y una trayectona correspondxente a
uma solucnén se aproxxma a'xy, entonces. necesannmente 10, Recuérdese ademds:
'que por cunlquler punto X del espacno de fnses exme una 'y sélo una trayectom del
~sistema (1.6) ¥ que una trayectona se: traslapa conmgo mxsma sélo si-es, cerrada:“ .

(penédlca)

La lmportancxa de estas tres aﬂrmacmne'; es que' si una qoluuén pme de un pumo

‘que no es de equlhbno, entonces se mueve sobn. la nusma lrayectona sin 1mportar en- R
. qué mtame comience, . Aunca puede regresar sy pumo inicial-a menos: que suo

movnmlemo sea penédlco, nunca puede cruzar o(m lrayeclorm y s6lo puede alumzar :
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un punto de equilibrio en el limite, cuando t—ee. Esto sugiere que tal solucidn se
aproxima a un punto de equilibrio, se mueve sobre una trayectoria cerrada o tiende a
una trayectoria cerrada, cuando i=yeo, o bien se aleja infinitamente dé dicho punto.
Asf, para sistemas auténomos, un estudio de los puntos de equilibrio y las soluciones
peri6dicas tiene una importancia fundamental ya que alrededor de estos es donde se
desarrolia la actividad mis compleja y relevante del sistema,

Ejemplo 14, Para la ecuacién & =-~x, 120, las soluciones describen trayectorias
como se muestra en la figura 1.5, Evidentemente, este es un atractor positivo.

x4 . x=0 es un punto de equilibrio; x(£)=0 es la

s : solucién de equilibrio. Dado = que las
soluciones  son (1) =xge”’, entonces
fim x(t) 0. '

t—roe

Figurn 1.5

Sienel ejcmplo 1o se tuvnem una ecuacu’)n explfcua pnm r(t), ‘pero se suplera que

0 es el punto de equlhbno y que. esun atractor posmvo. podrfamos esbozar un.

comportamnento aproxlmado de las solucnones.

Para encontrar los puntos de equllnbno e necesano encontrar lns solucnones del =

sistema de ecuaciones f(x) = 0. Para sistemas lmeales, existe una vasta t] 'rfa basada B

enel élgebra lineal. Pero para un sistema no lineal; obtcner la soluctén no es’ una tarea
facil. Si dlsponemm de un equlpo de. cémputo, entonces podemos (Z "rrir a mét”'dos
de soluclén numénca

Expresando el smema (l 6) en ténmnos de sus componentes.

| .;."dT‘f/("l"‘w'-‘f" e
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tendremos que el punto de equilibrio x,, es el punto donde se intersectan las curvas
5 =0,£,(0)=0,..., f,(x) =0 alas que se les Uama ceroclinas.

1.6 Soluciones Periddicas

B+T)=000) para toao:esz

Definicidn 14, Sup6ngase que x = $(t) es una solucién de la ecuacién auténoma
k= f(x), xeDcR", y supéngase que T >0 es el menor nlimero positivo para el
cual se verifica la igualdad §(s+T) =d(t) para todo (e R, Entonces, se dice que §(7)
es Una solucion periddica de la ecuacién con periddo T, o simplemente que es una
solucion T-periddica.

Es claro que () también tiene periodos 27, 37,..., kT. Dado que ¢(f) vuelve a
tomar los mismos valores a partir de /=T, es ficil ver que en el espacio de fases se
tendrd una drbita cerrada. Mas atn, una érbita cerrada necesarmmente corresponde a

una solucxén penédlca

Lema LLA toda solucidn penédlca dela ecuacxén (3 l) lc correqponde una drbxta
cerrada en el espacxo de fases y, a toda Grbua cerrada, le corresponde una bolucu’m

penédlcw.

Prueba : :
La primera parte es du'ecta Para probar que i toda 6rbxta cemda c lc corresponde‘ =

* tina solueidn penodxca, consnderemos un pun(o xoe C La soluctén ¢(t) inicia:para =0
en x;. Debido a 1a unicidad de solucicnes, € no puede contener puntos de equxhbno, es -

decir | f(x)ﬂZx 50 para cada xeC. De ahf que na(r)u?.x,q 0. Entonccs, despues de
un cxerto uempo T habremos regresado a xo Nuestro blgulente paso €. probar que” '

Hagamos = nT+£, conn un nimero entero poamvo ¥ 0<tl<T De la propledad .

“de traslaclén, se sngue ‘que s 9(1) es la solucnén de la ecuacnén (3 ) con condxc;én\»
nicial ¢(Il)-x,, entonces (t-nT) s la solucxén para I condncxén mxcml :

: ‘47(1 +nT)~xl. De ahf que ¢(t )«W +nT) y como tle (0 T) tenemos que «p(:) es T L
fpenédlca, TR : e L e R

Una curva cerrada en el plano fase que tenga curvas no cerradas ié1 ,
esplral hacm ella, desde adentro 0 desde afuera. cuando 1= s¢ lla' rclelo limite.
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En el ejemplo 1.3 observamos que el péndulo matemdtico tiene soluciones
periédicas aunque ninguna es un ciclo limite.

Ejemplo 1.5, En la figura 1.6 se puede observar el plano fase del sistema de
Fitzhugh-Nagumo (FHN) generalizado cuyas ecuaciones son:

dv

-(_i?"—r( )_H}—'[t
dw

hulAAUy S -
T (wa(n)—w),

donde | -
Fv)=v(v=1)(v-a)
W, (v)=h [L+tanh(y = v,)/v,]

En el ejemplo se aprecia la existencia de 2 ciclos Jfmite. Nétese ademds que,
andlogo a como ocurre con los puntos de equilibrio, uno de estos ciclos atrae a las

. soluciones que est{m fuera y dentro de él El otro ciclo repele alas solucmnes que est.’m o

fuera de él.

(X0 ) : s - £

Camnd

! cuenta “con létta teorfa” desarrollada como’ el ‘Teoreiha de L
Pomcare-Bendlxon. La locahzacn(m de 6rbnas penédlcas se tiene quc llevar a cabo-~ P )

‘combl nando mélodos numéncos con amlmcos




e tal que parn cualqu(er otra solucmn ofe) que. cumpla con’ |q;(r0
) l(p(t) ¢(r)| < e para te [to, Sx ¢(r) no es eslnble entonces se dnce que s me.smble
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1.7 Definicién de Estabilidad

Mediante los sistemas dindmicos generalmente se pueden modelar sistemaas fisicos
que ocurren en la realidad. Cada solucidn de dichos sistemas representa una forma
posible de comportamiento del sistema fisico,

Cuando se estudian sistemas como los mencionados, es muy comtn pretender
analizar su comportamiento para una solucién panlcular En tal caso, es pertmente
hacer las siguientes reflexiones:

a) Tebricamente, para nuestro andlisis sélo necesitarfamos establecer la condicién
inicial adecuada. Sin embargo, en la préctica no es posible poner exactamente al
sistema ffsico en un estado dado, entre otras cosas porque esto implica mediciones y
éstas siempre involucran algin error. ‘ R

b) Teéricameme tamblén tenemos que cuando un sistema evoluciona de ncuerdo a‘una
solucién, su comportamiento deberfa estar regxdo por ésta. En la pr'icnca, es casi
imposible modelar un sistema tomando en consideracién todos los factores que. -
intervienen en €. Por ello podria haber perturbaciones que hlcxernn que el sistema
cambxara de una solucién 4 otra con el paso del uempo.

v

" Por estas razones, si queremos anahzar el comportamxento del snstema a 1o largo de

~ la solucién x;, también es- relevante saber como. cambla d(cho comportamnento siel i
~ sistema evoliciona a lo largo de "2' una solucndn que mtcialmente se encomraba i

cercana a xA este hpo de dnéhs)s se le conoce como esmd(o de la establhdad de la -

‘solucuéu "l

Como se. exphcé nntenormente, el componamxento mﬁs relevame de un sxstema

‘dindmico - se encuentra’ alrededor de las’ soluc(ones de equlllbno y de las drbitas

o P‘—ﬂédlca‘i. asf que: nos concentraremos al anéhsns de estabnhdad de este npo de
i solucnones S e B

Dcﬂnicldn 1. Constdérese la solucldn ¢(z) del problemn (l 6) Se dlce que ¢(r) es
Llapunov-estable, 0 esmble solameute, si dado 0, podemos encontrar un 8= 5(s)>0

: ‘¢(t0)|<6 se uene' s

De acuerdo a h deﬁmclén. que tp(r) sed esmble sngmﬁca que para una veundad i

‘ “alrededor del pumo ¢(ta) con un radlo £>0 arbmano, podemos encomrar otra vecmdad, ‘
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alrededor del punto §(fy) con radio 8 de tal suerte que cualquier solucidn
correspondiente a condiciones iniciales dadas dentro de dicha vecindad no se separard
de §(+) mds de una distancia & a medida que crezca £, Las figuras [.7a y 1.7b ilustran la
estabilidad de Liapunov,

¢l

t=lg

| “Flgul?a“l.7a., Estabilidad de Liapunov

Flgurn L. 7b Estnbllidad Asmtétn.u

Adwlonalmeme, en la flgum l vl obaervamos que la dnstancla no sélo esta acotada. .

‘_sino que ademds. tiende ‘- cero cuando Ladell En tal caso se dlce que”¢(t) s

asmtétwamente esmble

| D‘ﬂ'"‘"d" Ls, Se dice que ¢(f Y es asintdticamente estable sies Liupunov-es!able yff Vi
\adem{xs extsteﬁ >0 tal que si. I‘P(‘o) ¢(r0)|<8,. cntonces l:m |(p(t) ¢(,)| 0
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Por ejemplo, se puede observar que la solucién de equilibrio de (0,0) del péndulo
matemdtico (1.7) es estable en el sentido de Liapunov, Pero las soluciones de
equilibrio (-rt, 0) y (r, 0) no lo son, ya que para cualquier vecindad alrededor de estos
puntos siempre existen trayectorias que se alejan de dichos puntos.

Nétese que una solucién periddica estable en el sentido de Liapunov es un caso muy
especial, Tenemos que las soluciones que estdn cerca de de la solucidn periédica o son
atraidas por ésta o bien son también soluciones periddicas y estdn sincronizadas (tienen
el mismo periodo). En el caso del péndulo matemdtico, cuando el desplazamiento es
pequefio el sistema puede ser considerado como . un oscilador arménico’ cuyas
soluciones son todas del mismo periodo. Conforme el desplazamiento es mayor, el
periodo crece y ya no se podrd garantizar que soluciones inicialmcnte cercanas
permanezcan asf al transcurrir el tiempo. Es decir, las soluciones peri6dicas dejarin de
ser estables.

En la précuca estaremos mteresados en determmar la establhdad de las soluciones
de equilibrio y de las soluciones periddicas.- Nétese que una solucién de equlhbno
asintticamente estable es un’ atractor. Las soluciones periddicas asmténcamente
estables se corresponden con ciclos limite. Las afirmaciones inversas no son vélidas,

S e

18 Estabilidad de lus sbluciones;denqunibrig;~-‘

Una vez encontrados los puntos de equlhbno. uno qulsmra poder detenmnar su
establhdad Por slmphcxdad supondremos que tenemos un punto de: equihbno mslado, '
,,,, (no exlste mnglin otro punto de ethbno en una vecmdad Q ) y que hasido

| trasladado al ongen del espacno de fases medmnte la transformacxén y x x,,,. o

Para el caso.lineal se. dxspone de una metodologl‘a estab]ecndn para encontrar las

‘ soluclones del sistema y estudlar su comportamlento general No asf para el cnso no
: lineal, por lo que $€ recurte a un andlisis local alrededor del punto de equlhbno chho :

anahsns consiste en lmenllzar el snstema alrededor del punto de eqmlnbno y obterer la

G mformacnén necesaria a partir del snstema lmeal resultante, En lo que resta de esta,‘
: -"seccuSn se dard una idea precisa de esta manera de proceder,

: 'Las Soluclones del Slstema Llneal

Consldérese el slstema lmeal auténomo,
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dx
—=A 1.8
dt e (18)

donde Ae R™" es una matriz constante con elementos (A);=a,;. Para resolver
dicho sistema, se busca una transformacién T no singular tal que x="Tz haga que el
sistema z=T"'ATz sea lo mds simple posible. La primera intencién es que T AT sea
una matriz diagonal, para ello se busca un conjunto, B={v,vy,+,v,}, de vectores
linealmente independientes que diagonalizen a A. Se sabe que si dicho conjunto estd
compuesto de eigenvectores, entonces T AT es una matriz diagonal con a (i=Mh; para
cada i=1,2,.. y donde cada A; es un eigenvalor de A; que tiene asociado al vector
propio v;, El sistema resultante : ‘ ‘ L ‘
| t=T"ATz N | (1 9

estd desacoplado por lo que cada componente de z puede obtenerse- separadamente y
de forma casi directa; Lns columnas de T son los vectores de B

Si: hay -algunos valores. propios repetidos‘ que: im'pidan Obtener n eigenvectores
linealmente independientes, - entonces se obtienen los vectores - necesarios’ pm;
completar una base de Jordan, En este caso. las columnas de T est{m formadas por los
vectores de dicha base y la-matriz. T" AT €5 una matriz mangulur supenor llamada v
forma normal de Jordan y que tiene la forma. i B

Aunque T AT no es un snstema desacoplado es mucho mis. aencﬂlo de resolverae
que el ongmal :
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I\"'l . [ . g
Cuando T AT es diagonal, Ia solucién general tiene la forma

x= ZCkvke)"" donde las ¢ son constantes que dependen de las condiciones iniciales
k=l

y cada v, es un eigenvector asociado al eigenvalor A;. En otro caso, la solucién toma
formas distintas dependiendo de la multiplicidad de los valores propios y de los
eigenvectores linealmente independientes que se les puedan asociar, Por ejemplo, para
un sistema de dimensién dos con un eigenvalor de multiplicidad 2 que (nicamente
tiene asociado un eigenvector, tendremos una solucion general de la forma
X =_Vl€M + Vlle“ + VzeN N

donde {v,,v,}es fa base de Jordin y )\. ¢l valor propio tinico,

En cualquier caso, se distingue que los valores: propios son los que detemunan el
comportamiento principa! de las soluczones del sistema, -

El Sistema Lineal de Dimensiéh 2

Para xlustrar la manera en que los valores. propios dctemumm el componamlen de
las solucmnea de un smema dmtimnco, tomaremos el caso bxdxmensmnal

Cuando Ae ‘Rm las soluclones del s:stema nenen ﬁélo unos cuantos‘

componanuemos posxbles. Estos se dxscumén brevemcme. suponiendo que el cambxoi ; ’
de coordenadas y=Tz ha sido llevado a cabo Si lpﬁlz. entonces exxste una base de{'; e
engenvectores lmcalmente mdependlentes y T 'A’l‘ nene ln forma.

—— sdlo exxsle an elgcnvalor y uene una base de eigenvectores asocmdos, la forma At
: AparaT A'l‘ seré : ‘

Cuando no ¢ pueden obtener dos exgenvectores lmealmente mdepend\entes Y partxr.@ :

EERRE de un dmco elgenvalor exxatente, T A’l‘ corxesponde a la forma normal de Jordan
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o)

En cada caso, la forma de la solucién general para z(t) es

A

W)= (clt 2‘} para el primer caso, (1.10a)

2L

e ' N |
=", para el segundo caso, (1.10b)

¢ )

u M L : -
110 =(C'e +:lz¢’ ] para el tercer caso, (1,10¢)
et |

con ¢; y ¢, constantes arbitrarias. EI comportamiento de las soluciones representhdaa
por las ecuaciones (1.10), cambia de acuerdo a los valores de M YA cuyos casos se
analizan a continuacién. , , :

- a ‘El nodo

Si los valores proplos son reales yde sngnos 1guales, entonces tenemos que el punto‘

de equlhbno es un nodo.

. Si M#lz, entonces tenemos solucmnes de la fonna (l lOa) Ellmmando rse tlene: ',

que Jz)| = dz, I MM, De. ahf que las soluclones son parébolas smulares a las que e

, "muestran enla flgura 1.8. Si l.<0 y 12<0 emonces (0 0) es- un atractor posiuvo, E
coen otro caso €sun atractor negatlvo ‘

Sl l k,, se pueden tener: los casos (l lOb) o (l lOc) Puede demoatmrse quej

| cuando la. soluciones tengan la. forma (L10b), las soluclones son tectas a: través del

ongen La figura 1. 9 nlustra el comportmmento de las solucnones de fa forma (L. lOc)

- Si A<0, las solucnones se aproxnman al punto de equlllbno cuando t—)oo e
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B T ' R W Y
F:guru 1.8, chmplo de nodos cunndo A l¢7\2

- Figu 1.9, Nodo cuando h=h2 -

‘ b El pumo sclla

‘ Sx los exgenvnlores k, y }.2 son reales y txenen dnfereme sxgno. el punto de’
: _‘equlhbno (0 0) es un ‘punto snlla. Lns solucmnes de z(t) son de la fonna (l lOa) y.

L 'las 6rbuas del plano fase estin detenmnadas por a ecuacnén lzl| “kc]z & l’-lllzl . por lo G

5 ~que su comportmento e h:perbéhco De (. lOa) se puede ve ué un punto silla no.
r_un_ atractor ya qQue. uno de los valores propios es P 'y la-funcién’

, _"f,e -->eo cuandot—m pm 7\.>0 ‘Nétese. que los ejes de coordenadas édrrespondena 1

SN cinco soluciones dnferentes‘ el punto de ethbno y Ios cuatro semlejes. Para dos de i
~ dichas soluciones- se tiene que 2(r)=(0,0) ‘cuanda f~>eo’y, para dos. més, ésto”r"
S sucede cuando l») 00, El comportanuemo descmo se muestra en la ﬁgura 1 lO
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N~
g

Figura .10, Punto silla

/ \\ \

c. El foco

Un foco existe cuando los eigenvalores son nimeros complejos y tanto su parte real
como sy parte imaginaria son distintas de 0. De hecho A, es el complejo conjugado de
My y viceversa. Si M=u-+iw, el sistema tiene soluciones de fa forma e

Aplicando 1a identidad e =cosB+isen8 y realizando algunas combinaciones lineales,
obtenemos soluciones reales de la forma

)= (co( )),obnen.. (0= ‘ (sen(wt))

sen(wt) cos(wr) )

~ De donde las 6rbitas son ‘esbirale‘s hacia 'a‘dxen't‘ro 'del ovrigen‘_.si #<0 y hacia iafu"em si

d. El centro “

Cuando los elgenvalores son lmagmanos puros, emonces lns solucnones pueden'

' expresarse como combmaciones de. cos(wt) ¥, sen(wt) y el punto: dg equllibno.{f«n’ '

corresponde a un centro ya que las 6rbltas enel plano fase son cfrculos lrededor de

* éste; Bv:dentememe, éste pumo de ethbno no es asmtéucamente eqtable smof,  ,'

‘solameme estable.

U R

Figura 111, Uncentroy unfoco .~
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Linealizacién

La idea fundamental en este método es que si tenemos o suponemos que una o
varias variables u,v,... son pequeitas, entonces todas sus combinaciones de potencias y
productos u2. v, v, u“v.“. resuftan mucho mds pequefias y como una primera
aproximacidn, pueden despreciarse. Por ejemplo, si tenemos el sistema

. 2
X = le it Tl TR ¥Y
.\'72 =X + 2.\'2 +I[x2

(1.11)
¥ suponemos que x, y x, son pequefias, el sistema puede aproximarse con:-
kil = 3.“
X2 = _‘\‘l +2X2
(l 12)

" El nuevo sistema (1. 12) ser{\ una excelente aproxxmacxén cn \ma vecmdad muy
pequeﬁa del origen.

En general queremos Imeahzar un sistema alrededor de iin p\mto de equ:hbno a
~ Esto se hace trastadando el origen al punto de ethbno mediante la susntucnén :
x—x,,,+y donde yes el vector de movmnento y supomendo que las nuevas vannbles son_‘ S
© pequefias, Atin cuando esta tdea es muy 1iti] conceptualmeme, enla précuaa puede o

resultar baslame tedioso seguu este proceso de sustituir las vanable% para cada punto . '

‘de ethbno. eapecmlmeme st tenemos. vanos de ellos. Esto puede snmphﬁcarse[; ,
'enormemente como se mueslraacontmuaclén ' ‘ ‘

Sea x,,, un punto de eqml;bno. Supomendo que j(x) uene un desarrollo en sene ~

" de Taylor alrededor de. Xpp ¥ que s posnblc dividirlo’ en la parte. lineal mas los .

términos de orden. superior, lineallzar slgmﬁca dcspreclar esos térmmos de orden .
: supenor En el caso de(l 6), tenemos

— _f(x,q)+—L‘ (x th) + lérminoe de orden supenor “ . '(1’.13)"' o
; “ ! : - X N B ‘ : ‘

o

~dondef(x,,,) =0, aniendo y= t—x,,, ydespreclando los térmmos de orden supenorv“ Rt )
ohlenemos R ‘ ; o ~
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dv af

dr ()yIr (1.14)
Yy
La matriz
%o %
o [ .
| %
o a

es la matriz Jacobiana de f. La evaluacién de dicha ‘matiiz en x,, produce un
sistema lincal de la forma (1.8) y su andlisis se efectia de 1a-manera en que ya se
sefiald, Cabe recordar que el estudio de las soluciones del sistema llneallzado :
solamente es valido p'lm el sistema ongmal en una vecmdad Q del punto de

equilibrio.
Determinacion de la Estabilidad de un Punto de equihbrio -
En general para el sistema hneal (l 8), ‘ j: = Aw, » tenemos el slgulente resultado e '

respecto ala establhdad de sus solucmnes de equlhbno

’ Tcarema 12 Consndérese la ecuaclén (1. 8) con Ae ER""” ‘no smgular y 
i elgenvalores X,,M, ’ ‘ : : o ‘

o) Sn Rekk<0 k- 'j .,n entonces para cada x(to) =xg€ ER" yconstantesCyu’f"_l
}_’elegldas adecuadamenle lenemos ‘ : el

||x(t)]| < C"xoue hm x(t) 0

. b) Si Rekkso k= l,.. any donde los elgenvalores con Rex,‘-o son dnstmto;
‘ "enlre si, entonces x(r) esta acotada para t>t° Explicnamenle SRR SR

le(nllscllxolle

con C una conslnnte posmva

) Sl ex13le un elgenvalor Xk tul que Re?wk>0 entonces en cada vccmdad de r—O_'
; exlslen valores mu.mles para cuyas solucnones s Lumple que ' et
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limjx(r)] = +eo.

En el caso «), la solucién x=0 es asintSticamente estable, en el caso &) x=0 es
Lyapunov-estable v, en el caso c) es inestable.

A continuacion veremos cémo se pueden aplicar éstos resultados a sistemas no
lineales,

El métode de linealizacién es til wnicamente cuando produce una buena
representacién del sistema no lineal. Existen resultados que especifican qué tan buena
es dicha representacién. A continuacién se enuncian algunos de ellos referentes al -
sistema

—= At g(x) = f(x), (1.15)
tal que -
sl o
b0 o

Esta umma condicién es- bastante general, se satlsf'tce por. ejemplo cuando ﬂx\ es
conti nuamente dnferenctable en una vecmdad de x=0 y se anula en este punlo. ‘

Un primer resultado ¢s el sxguneme. si x=0 es un atractor posmvo (negauvo) del

. sistema (1.1 5) lmeahzado, entonces .x=0 tamblen seré un alractor posmvo (negauvo) .
' del snstema 1o Imeal (l 15)

Por olm parte, siel punto de equnhbno del mstema lmeal resulta ser un pumo snlla.,:‘ :

entonces éste no puede ser un atractor del sistema no lineal. Mis en, general para

cualquier dimension; si Ia matriz Ade (l 15) posee: un elgenvalor con parfe. real -

. posiuva, entonces el punto de equilibrio’ x-x,,, no: puede ser un atracmr de la ecuacnén s
o lmeal (l 15), éste es lnestable. : Si G

Cuando se hablé de las caracterfsncas. del punto Slﬂﬂ en un sxstema lmeal. ‘se‘ ’

. menctonamn dos tipos de soluciones pamculureS' aquellas para. las cuales z(t)—)O; N -

'cuando -0 Y aquellas para Ias cuales z(:)-—)O cuando t—y-00, Estas conforman:

respectivamente loque se conoce como variedad estable y vanedad inestable, Paracl

“caso de una silla de dimensién 2, son curvas, es decnr. vanedades umdnmensnonalea.w ‘
" Dichas vanedades existen cuando el punto de ethbno es un punto htperbéhco, ys son ;( N

';ohjetos que perlenecen al snstema no: hneal. R i » o s




24 Aplicaciones del andlisis numérico en el estudio de sistemas dindmicos no fineales

La caracterizacidn mds precisa es la siguiente: si para el sistema lineal (1.8) los
eigenvalores de A tienen parte real diferente de cero tales que »; de ellos tienen parte
real positiva y n, lienen parte real negativa (1, +n,=n), entonces hay dos subespacios

de R", E, y E; con las siguientes propiedades:
i) E, y E; tienen dimensiones n, y n| respectivamente,

ii) E, y E, son invariantes bajo la ecuacién diferencial (1.14): toda condicién inicial
sobre estos subespacios da lugar a soluciones que se mantienen sobre ellos para todo
tiempo.

iii) x,€ E, implica que x(fxp)—0 cuando t—>eo; xyekE, implica que x(fx)—0"
cuando 1 — —oo,

Por otro lado, el concepto de equilibrio- hiperbdlico puede- generalizarse a los
sistemas no lineales, Un equilibrio del sistema (1.6) es llamadohipérbélico si los
eigenvalores de la matriz jacobiana de f tienen partes reales diferentes de cero, Asf
x=0 es un equilibrio hlperbdhco del sistema (1.15) si esta condicién se cumple para la
matriz A. Bajo este supuesto se puede demostrar que existen dos vanedades /.y W
con las angulentes propxedades. ; o

1) W, y W son mvanames bﬂJO la ecuacién dlferencnal ( L, 15)

i) Wey W son mngemes en el ongen a los subespacms Ee y E del snstema lmeai
socnado (l 14) ‘ Lo ; :

= m) El ongen atrae Ias trayectonas sobre Ia vanedad W. xoeW impllca que:
' x(t.xo)—m cuando t-—)oo ‘Bl origen repele las trayectoms sobre W xoeW nmphca,
‘quex(t,xo)-éo cuandot—)—oo o Sl e if

~ Este liltlmo resultado es lmportante porque pemute extrapolar informacién del 5
' Vslstema hneallzado. Ademés cuando n=2 suele suceder que W, y’ Wi separan al plano- :
fasé en” dos reglones ‘en’ las: cuales Tos comportarmentos de. las 6rbitas son’

_ cuahtativamente dlterenzes. En este caso a dnchas vanedades se les llama .separalnces.j .

La lmeahzacnén también es utnl pAra obtener conclusnones sobre la establhdad de un : i
‘punto de equlhbno a del snstema (l 15). en. resumen' R AR T R
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i) Si ninguin eigenvalor de A tiene parte real positiva y los que tienen parte real cero

son simples, entonces x=x,, es estable en el sentido de Liapunov.

i} i algin eigenvalor tiene parte real positiva entonces x=v,, es inestable.

iif) Si todos los eigenvalores tienen parte real negativa entonces v=x,, os
asintéticamente estable.

Los resultados comentados en esta seccidn validan varios aspectos del método de
linealizacién. Esta aproximacién permite extraer informacién Jocal sobre la dmérmca
del sistema de ecuaciones. Para obtener una idea global sobre su comportamiénto, se
debe realizar dicho andlisis sobre cada punto de equilibrio y.de hecho, podria ser-mds
efectivo el utilizar métodos numéricos y de gmﬁcnctén para eabozar las soluclonee de
un sistema no lingal, ‘

1.9 Estabilidad Orbital

Consxdérese el espacio de fases del péndulo que conncne 6rbitas cerrndns alrededor

del origen, correspondnentes a las 'soluciones penédncas. En la figura (1. ll) se han

dibujado 2 drbitas con cond:ciones iniciales A y-B. Como, a dlferencm del osulador‘
arménico, la frecuencm del péndulo sf depende de 1a amplitud de oscihmén la 6rb1ta .

 que comienza en b se mueve més lemamente que | la que: comienza en. A Esto 1mphcn'

que, para alglin tiempo £t bucederé que los puntos que recorren sendas érbitas se :

encontrardn en posiciones dmmetralmeme opuestas (Cy D) con’ respecto al. ongen. e
‘ Evndentememe la dnstancxa entre ambas solucnones, |CD| ‘no depende contmuamente 5 '

. dela cercnnfn de. las. ccondiciones 1mcnales. asf que estas solucnones son mestables en
- ‘}térmmos de ladeﬁmcxdnde Llapounov. i g
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Figura 1.1l Las soluciones penodlc’as del péndulo son inestables en ¢l sentido de
meou nov, debldo aque soluuones inicialmente cercanas terminan separdndose,

Sin embargo, no seria muy razonable calificar esta ettuacnén de mestable' una

trayectoria en el espacio de fases y otra que puede verse como- una pequefia.

perturbacién de la primera, permanecen cercanas como conjuntos de puntos. Esta
observacién ha dado lugar a otra definicién de establhdad que se aplica.
principalmente a soluciones perlédlcaa.

Definicidn 1, 7. Consndérese una solucién penédlca ¢(t tg, a) del problema (1 6).
Se dice que ésta es orbitalmente estable 5i 'y s6lo'si para cada e>0 (arbltranamente
pequeﬂo) existen 8= 8(£)>0y una funcién ¢ (¢) tales que |

l.\‘o—al<5
B 1mphca que L e
lwc,ro,xo) ¢(c,(r),ro,a)|<e, | v '>'o

Esta vez se ha construldo un tubo alrcdedor de la soluclén ¢(z to. a) en el espaCIo .

de fuses, no en el espacio producto ‘entre ‘el espacno de fases’ ‘.R (espacno de,_'. -

fases+t1empo) La funcién #,(t) pcmme llevar a cabo la traslacmn necesana para

; ‘consnderar tal vecmdad

Como se dijo untes, las soluclones penddlcns también pueden ser ntractoraq i

. ,Anﬁlognmente al caso de los puntos crmcos, una solucnén penédlca es: orbltalmenle{
g asintéticamente estable cuando es atractiva y ademds es orbltalmenle eslable. Yase ha.
5 mencnonado el nombre de una 6rb| ta pcnédxca con estas camcterfsucaq‘ cmlo lfmlte
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1.10 Bifurcaciones

La ubicacién y estabilidad de un punto de equilibrio de un sistema dindmico pueden
cambiar al modificar los valores de sus pardmetros. Por ejemplo, un equilibrio podria
dejar de ser atrayente y dar lugar a un ciclo limite. Este es un cambio cualitativo
drdstico cn el comportamiento del sistema, y uno quisiera poder caracterizar las
condiciones que deben satisfacer los pardmetros para que tales cambios ocurran.
Conociendo la variedad de cambios posibles y las circunstancias en que éstos suceden,
se podria anticipar la evolucién del sistema. De ésto se encarga la Teorfa de
Bifurcaciones. ' ‘

El andlisis de las Grbitas en el espacio de fases permite entender los- distintos
comportamientos que puede exhiblir el sistema al modificar las condiciones iniciales.
El andlisis de bifurcaciones también es importante, ya que el aspecto cualitativo del
retrato de fases puede transformarse. notoriamente al variar sus parimetros, Los

valores para los cuales esto ocurre son Hlamados: valores o puntos de bifurcacién,

Puede pensarse éntonces que, para cada valor de los pardmetros, se tiene un retrato de

-~ foses distinto, Esta informaci6n se puede  desplegar plcténcamente enuna gréﬁca que

codifica de manera sintética; el diagrama de- bnfurcaclén‘ El conocimiento de estos
diagramas es crucial para entender e ‘comportamiento del ' sxstc.ma y para poder '

‘ contmlar 0 dnseﬁar una vanante dmﬁmxca especfhca a pamr de él.

Un ejemplo Unidimenslonal

La 1dea mateménca de btfurc.xcnén estd relacnonada con el concepto de transu::én de

~ faseen Fisica, Un pun!o de bifurcacién es un punto crmco en el cual ocurren camblos' ‘
‘drésucos Por ejemplo. la ecuacnén ‘ ' '

| —-ux S ﬁ e

nene a la solucnén mvnal x-() como punto de equnhbno. Otra .solucxén de equnhbrm de . -
ll6es: x—p Linealizando alrededor de los puntos crmcos es posxble aVenguar su,
: estabnhdad se obuene SRR R N e
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=0 = —zU

! dt a

c= &
a dr W

Asi que, cuando <0, x=0 es asintdticamente estable y x=p es inestable. Cuando
se hace positivo, las soluciones de equilibrio intercabian estabilidad: x=0 ahora es
inestable y x=pn es la solucién asintéticamente estable. Esta es una: transicion
cualitativa bastante notoria, y =0 es el punto en e} cual ocurre, es decir, =0 es el
valor de blfurcaaén Nétese que en p=0 la linealizacién produce el caso degenerado ;
dx/dt 0; para ese valor del parémetro el tinico equilibrio resulta ser inestable:

Es pos1ble hacer un diagrama en el plano [Lx en el que se graﬁquen los valores de x
en el equlllbno, como funcién de ), sefialando snmulténeamente su estabxlldad Una
convencién bastante comun es unir las solucjones estables con lineas continuas y las
inestables. con - lineas punteadas La figura (1.12) es un dmgrama de blturcacu’)n '
elemental que muestra fa mfonnacnén cuahtatwamente relevante sobre el snstema en -
funcién de los valores poslbles del parimetro, - Los puntos de: equlhbno trazan dos
curvas conforme W varfa: la recta horizontal x=0y la recka 1dent|dad x-p. El
mtercambm de establhdad sedaenel punto de blfurcacmn =0, enel cual existe un
- s6lo punto crﬂnco Suele decirse que las soluciones de equxhbno "chocan" enel punto‘ g

de bifurcacion, Mediante tal diagrama de blt'urcamén es: posnble smtenzar la dmémnca
de (1. 16) eﬁcnentemente. B S R

- En general, para obtener los puntos crmcos en funcndn de los valores de los. Y
parémetros se tlenen que consnderar ecuacxones del npo T s e

F(u.x) 0

" con p,e‘Ji"‘ xe‘)i" Se desen avenguar cuéndoie que las solucnones de esh ‘

" ecuacién pueden bnfurcarse. Sin pérdxda de. generahdad se puede suponer que se-
' ilnvesnga la blturcaclén dela solucxén mval x=0 Ast que ‘

F(u,x) 0

‘ ",'f(es la: ecuacusn a estudnar. El valor del parémetro pﬁpc es. el punto (o valor) de AR

B blfurcamén Sl exlste una solucn’)n no mvml en kodn vecmdad de ( pc, 0) en ER’” x‘R"
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 Figura 1.12, Diagrama de bifurcacién de equilibrios para la ecuacién (1.16). Las lneas
punteadas indican puntos inestables y las continuas puntos estables

B El teorema de Hopf

' La teoria de bifurcaciones es abstracta y especxahzada Como es de esperarse. en.
i ‘ dimensién dos se tiene una clasificacién bastante completa del tipo de blfurcacnones 5
b ~ (transiciones) que - pueden ocurrir en un sistema de ecuacwnes. Sm embargo. cuando la' S

; dimensién es mayor que 2 el numero y dlverstdad de cnsos crece demasxado

Un resultado general muy um enel anélms de modelos es el teorema de Hopf Este' "
predice la. apanmén de una 6rb:ta penédlca en las proxmudades de un punto & s
equlhbno cuando éste camb:a de estabxhdad de una manera partlcular ;

Teorema I 3, Teorema de Hapf Consxdérese el sxstema

_-'."‘»donde xe‘)l“ 4 ue‘R és un parémuro. Supéngase que. el snstema uene un punto"-ﬁ]‘
i cr{tco (xo.po) en el cual se. satlsfacen las sngu:emes cond:clones :

. ‘hI) La matnz de denvadasA dada por SRERERE

g AT ’u=uo ‘
, "‘ nene un umco par (sxmple) de engenvalores lmagmanos puros.
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h2) La parte real de los eigenvalores A y A {camplejo conjugado) depende de 1 de
manera que
dRe(A(1)

=D#0, .
m {1.18)

=iy

Entonces existe una tinica varicdad de dimension 3, Hamada variedad centro, que
pasa por (Xg,)tg) en K" xR, y un sistema de coordenadas para el cual Ia expansion
en serie de Taylor de grade 3 en dicha variedad estd dada por

5 _{pusef +’yz))x_(m,,cwb(_,z‘yu,yz))y .

dy b2 42 N R (1;19)
;I—[-é(mfr;u+ (x +y ))x+(D/u+’a(’x. 4’-’y ))y ,

St a atO entonces exnste una superflcle de solucmnes penédxcas sobre la vanedad

cemm que concuerda hasta segundo orden con el parabolmde u;-i)—(x + y ) :

| 'Cuando a<0 lm solucxones penédncas son. cxclos !fmue asmténcamente esmbles,, ‘
‘ mlentms que Sl a>0 son repulsoras e ' G

. 'Discusién del caso bldlmensional

En esta parte se dar:i una mterpretaclén del teorema de Hopf de mnnera que resul!e : ‘
més txanspareme Consxdérese, en pnmer lugar, el significado de las' hlpdlesns (hl)]

v 1mphca, dado que-A evaluada en. po es no. smgular, que. exnste una curva suave: dey o
o equlhbnos (x(p), W) con’ x(uo)~xo, y que los’ engenvalores Ay N (}.l) de A
; (imagmanos puros eni po), varfan suavememe con e Por olra parte, (hZ) condlcxona la -

forma en la que varfan k(u) yA ) con respecto a u, el teorema requiere que estos g
_crucen el eje xmagmano con velocxdad dnferente de cero ' : S

Ahora hxen. LCdmo es que estas 2 condncxones lmphcan la exsstencm de unn fmmlm o |

' teorema de Hopf esté e Ja llamada teorfa de formas normaleb, que estudna las. ‘
‘tmnsformauoneb de coordenadas que pueden rcalizarse sobre (l 17) y. que T
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simplifican el sistema de ecuaciones al mdximo, Mediante una serie adecuada de
transformaciones y cambios de coordenadas, se llega a un sistema resultante con un
desarrollo en serie de Taylor, con términos hasta orden 3, de la forma (1.19). En dicha
expresién, los cambios de coordenadas han hecho que el valor de bifurcacion sea =0

y que el punto de equilibrio para 1, sea el origen, x,=0.

La situacion es considerablemente mds clara si (1.19) se reescribe en coordenadas
polares, con lo cual

dr ’
—={ D)

a = (purar’) .

i191:(‘04-cu+br2

dt

Aquf se puede descubrir la naturaleza de la bifurcacién: supéngase D>0 y a>0. La

coordenada r se ha separado de 9 asf que exnsten aoluc:oncs periédicas, que son
dr

cfrculos con r constante obtemdos cuando 7 0 con #0 Entonces la amphzud r

(siempre posmva), sufre una blfurcacxén en p=0; pasa de un ﬂmco equnhbno, r~0 pam '

‘ ;1>0 a 2 equ:hbnos cuando u<0 Esto corresponde 8. la upnnclén de un.l 6rbua

[ER ' o
periédica cori 'amplitud r= (-— -1-)-'-‘-) g Es‘decir,‘eniél espacio productfo" (r‘.e)xuﬂ,i:las‘-

ar S
solucxones se encuentran sobre la parabola p = --—5—- Ahora e cvndente la necemdad ;

“de que D sea dlferente de cero (hZ) de fo comrano no puede ocurnr la bxfurcacnén. e -

H teorema de Hopf aﬁrma que Jas solucnones son cuahtatxvamente las mnsmas'

cilando se agregan més términos a la serie de Taylor en ( 1.19). Ademés especxfnca la’
‘estabilidad del punto de ethbno y de la’ érbita: penddxcn. las cuales quedan" o
. detenmnadas por el coeﬁcxente a. Esto es fcil de versise lmeahza (l 20) alrededor o
dels las dos solucmnes consxderadas y anal:zando los 4 casos. posmles segun fos sngnos B
- deay D . [ .
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Figura 1.13. Escenario en el que ocurre la blfurcacldn de Hopf

- Enla ﬁguu 1.13se muestra el escenano en que ocurre Ia blfurcacxén de Hopf En‘

“este caso, para u<0 las solucnones son espuales que se acercan al ongen Cuando u>0

las cspu'alcs se alejan de €1, atrafdas por el ciclo limite, Cerca del punto de bxfurcacnén‘ ‘

H=hg, la superﬁcxe que connene las 6rbxtas penddncas es smular aun parabolmde
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Capitulo 2

METODOS NUMERICOS PARA LA
SOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

INTRODUCCION

En el campo de estudio de los sistemas*de ecuaciones diferenciales,ordinarias; se
cuenta con métodos para encontrar soluciones analiticas cuando dichos sistemas Son'
lineales. Sin embargo. el'caso no lmeal suele represemar scnos problemas para quxen-
busca encontrar una expresl(m analftica de la solucién, " Es por eso que ‘han sido

creados distintos ‘métodos numéricos para encontrar aproxnmacnones dxscretas de TR
solucién llamados mélodos de mtegractén En especiﬁco, nos referiremos a aquellos :
‘que construyen. una _ecuacion iterativa llamada ecuacion en dlferencms El cardcter. -

recursivo ¢ neranvo de dichos . métodos hace que se requieran bastantes calculos" ;|

- aritméticos para encontrar - las solucmnes nproxnmadas. - Asl; se requlere ‘dela o
f computadora como una herramxema clave para el andlisis de: snstemas dindmicos, ya .
- que-ademés nos_permite obtener una represemaci()n visual de dlChOS sxstemas en.un
E tlempo relanvameme corto, sxempre que se dlsponga del software apropmdo ‘

35
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2.1 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

s equivalente al sistema de dos écuhcioﬁgs diferenciales de primer orden

Los métodos de integracidn que se discutirdn, sirven para encontrar soluciones
aproximadas de sistemas de ecuaciones diferenciales que tienen la forma

& 4= f(r X), @b

donde X =(x;,X%,...,x,)' €5 un vector columna de variables dependientes y f es una

funcién vectorial de %R x R - R".

Se buscardn soluciones que szitisfagan Ia condici6n inicial x(z,) =Xo deﬁnida\s en
el intervalo [a,b] que contiene a ). Para que dichas soluciones existan basta con que f
sea de clase C! respecto ato que sausfaga una condnclén de Llpschnz enx.

Los métodos que trataremos son también ﬁtiles para " resolver ecuaciones -
diferenciales de orden mayor. Generalmente, una. ecnacién diferencial’ de orden m
puede transformarse en un sistema de m ecuaciones diferenmales de primer orden '

- mediante un cambio adecuado. de variables, Por ejemplo, como se.vio en el e_pemplo] |

LY del capnulo amerior. Ia ecuacién del péndulo -

il'—;-)-+n)2is‘en9‘_= 0, "

xz-—mzsen(x‘),"fr_?j

1ntroduc1endo las nuevas vanables x, 6 y xz i—-,%.-},f TR

: Pensando que la ecuacldn dnferencxal (2 l) goblemn el comportannemo.; de ‘algﬁn
snstema dmﬁmlco pensaremos que ]a vanable mdependxeme res el tiempo e

En parncular, se daré la !eor{a para resolver el problema de una varmble e
: dependlente ‘ . S

35*3“'” B (22’
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con condicion inicial x(fy) = v, Donde tys1<h y iy € [(t.b].

Aswniremos que f cumple una condicion de Lipschitz en x, por lo que, para cada
tp €[a.b}, el problema (2.2) ticne una solucidn tnica definida en este intervalo.

2.2 Métodos de Integracion

: expresar como x, ,,,—-G(t, x), dando luga.r aun metado deun paso.

g it i ¥l g

Como se menciond, no siempre es posible encontrar soluciones analiticas del
problema (2.2), por lo que recurriremos a los métodos numéricos para encontrar una
solucién aproximada. La solucién aproximada que se construye no es continua, s$ino

‘ e v I
que consta de una sucesidén discreta {x} de aproxxmacnones de los valores de la

solucién en los puntos de otra sucesién {: } llamados puntos de red, donde cada

4 e[a.b]. A partir de la sucesién de aproxnmacnones, ‘es posible obtener una
aproximacion continua de x(f) utilizando  alguna técnica de interp'ol'xcién
Asociaremos a cada aproximacién x; €l valor x(1)) que cortesponde a la solucién
exacta dex(t) enel punto 4,

En gran parte -de- 'nueqtra discusion asumiremos que - los puntoS de réd estdn.
uniformemente distribuidos. Por ¢jemplo, 1a uniformidad de una sucesion de N puntos
en el intervalo [u,b) se tiene si hacemos 4 =4 +ih con h= (b~ u)/N La norma 0

dlstancm h; —-]t,,,l :l se llama tamario de pam en la i- ésima itemclon Si los pumos

‘de red estén umformemente dxsmbuidos, el tamafio de paso es f jo ylo denotaremos ‘
| por h.En olro caso, el tamano de paso es vanable y h se deﬁmra como h max{h,}

Los métodos de mtegraclén a que nos entocaremos est.’m construxdos a pnmr de una
ecuacién recursiva llamada ecuacion en dtferenc:as. Para calcular la aproxxmacnén ,
Xitls dicha ecuacién puede depender s6lo del punto antenor (:,.xf) Es decnr. se puede S

. Por olra parte, el lado derecho de la ecuacnén en dnferencms, podrfa estar ¢ en funcxén' |
de los puntos nmenorcs (:,.x,), (X ,). ...(t, ok, ,‘) (para alguna conatante k>0),-

: -casoen que tendrfamos la ecuacwn que defme a un metado mulupaso i
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.l“m = G(’,utl..l v “!i_k .x",xi__l ) ‘x’-_k ) .

Adicionalmente, la ecuacion recurstva podrin requerir también del punto (4,,,%,)
dando lugar a lo que se conoce como un método implicito;

Xiot =Gty i g Bippo Xt Xig)

Es evidente que en este ultimo caso, es necesario utilizar algin método explicito
para obtener un valor lo mds cercano posible al x,, real,

23 vError en las Aproximaciones

El hecho de estar obtemendo una solucién aproximada de] problema (2 2), nos
conduce a preguntarnos ;Qué tan precisa es dicha aproximacién con respecto a la

solucién exacta? o lo que es lo mismo, 4 Qué tan grande es la diferencia que hay entre
Xy x() para algun i especﬂ” co?. Tenemos que dicha diferencia representa el error en

que incurrimos en el paso i y puede consxdemrse que estﬁ determmado pnncxpalmeme 3
por dos clases de error; :

® Elerror de trancamaemo. Esla diferencia que hay entre la soluc:én cxacta yla

solucidn aproxlmada por la ecuacldn en diferencias: que usemos. Més adelante nos -
-~ daremos cuenta de que el nombre de este txpo de’ ‘error, obedece a que muchos de los
S mé!odos de mtegracldn estdn basados en el desarrollo en series de ’I‘aylor de x(t) que? S

. necesanameme deben ser. truncndas a pamr de algun térmmo. S o

0 El error de redondm. Representa la dxferencxa entre el valor teénco de la' ;

,aproxxmacmn y el valor ntimérico que en realidad | maneja la computadora, dado que
ésta trabaja con una canndad limitada de digitos. Asf pues, el tamafio del ‘error de
‘ redondeo dependeré del nimero’ de dfgnos que sea. capaz de rv,presentar; lay :
, computadora en que senn nmplamados los algon tmos matemétw] S,

RS

Dada que cada aproximac:én obtemda depende de una o més aproximacnones:

antenores, es ‘evidente que ‘el error depende de los errores comeudos en. pasos - e

. precedentes.” Si ‘consideramos que ‘se tienen' los’ valores ‘exactos de los puntos’

" anteriores  requeridos para. calcular x(t,), podemos deﬁmr o error: local dé
truncamlemo en el i-ésimo’ paso, d{h) como la canudad por la cual la soluclén exacta ‘ ;

- dxﬁere de la proporclonada por el método de diferencias, Si no se asimé que los L
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valores anteriores son exactas, a la diferencia tedrica sin tomar en cuenta el error de
redondeo, ¢ = x; - x(1;), le Hamaremos error global de tnmcamiento hasta el i-ésimo

paso.

24 Convergencia de un Método de'Diferencias‘

Otra pregunta asociada al problema de resolver la ecuacidn diferencial (2.2) es:
1 Qué pasa cuando h—07 ;Serd entonces que las aproximaciones tienden a la solucién

exacta? Esta es una condicion deseable para un método de integracién numérico, ya -

que, reduciendo el tamaiio de paso h es posible reducxr el error de truncamxe,nto tanto
como se desee, '

Cuando el error que se comete en la aproximacion tiende a cero con el tamafio de
paso, se dice que el método es‘convergente. Mis precisamente diremos que:

Def nicidn 2.1 Se dice que un método de mtegrac:én numénca de la ecuacxén (2 2)

€5 convergenre si

}l‘gr(l) lmax ]x, x(:,)] 0

donde x(t ) denota el valor exacto de la solucxén de la ecuacxén (2 2) en el punto
xesla aproxnmamén teénca obtemda por el método en el i és:mo, paso :

Para medlr Ia convergencm de un método se compara ésta ‘eon. la rapxdez de o

convergencla de otras funcxones conocxdas como las funcnones de la forma
G(h) h”

La rapndez de convergencna se establece usando ld tenmnologfa sxgu:ente. o i

Def nicldn 2.2 Sl lim x, x(tf), se dlce que la LonVergenaa del mewdo es de '

| : orden O(G(h) si exnste un. numero K > 0 mdependlente deh tal que

.. % - x‘(f,-")
Ghy

;ei .

el 5K.!_para't’oda}::>0;."¢n_‘qxié;§%§¢indad ,dél‘orizgéni v
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Esta situacién se expresa escribiendo y; = x(1)+O(G(h)) 6 diciendo que
x; = x(1;) con una rapidez de convergencia O(G(h)). Adicionalmente, el método se
llama de orden p si G(h) = h".

" Los métodos de integracion numérica dependen de varios pardmetros, por ejemplo
del tamafio de paso h (o del trzat{lzi} si el tamafio de paso es variable) o del nimero
de términos en la expansién en series, Ademds de saber que el mélodo usndo es

convergenle, es 1mporlante obtener  formulas que™ nos permmm cqcoger estos
pardmetros para lograr un grado de exacntud prefqndo

2.5 Error de Redondeo \L Error de Truncamiento

Aunque el eror de redondeo no snempre es sigmﬁcauvo, podrfa adqumr

 dimensiones lmportantes i no se escoge un tamafio de paso adecuado, Esto no quiere
“decir que sea muy ¢ dlffcﬂ elegir h. Casi slempre, este tipo de errores se desarrolla ‘

mucho cuando el tamafio de Paso que se usa es demasmdo pequeﬂo en ténmnos de los
dfgitos que se manejen al efectuar los cdlculos, Existe un 4 mfnimo en. donde se logra

el menor error, Por ejemplo, para el Método de” Euler (de un paso) tenemos ima
' rcpteaentacxén gr.’nﬁca de los errores en Ia ﬁgura 2 l '

En la précuca dnffcllmente encontraremos el valor de h que produzca el. menor‘ s ;
error. Sin embargo, veremos que si'es posxble mamener el emor demro de’ unn cota B
; especmca (dnfereme de ceto) escogiendo un tamaﬂo de paso adecuado, f' i'e

kmétodo €s convergente, ST
‘ : Error' L
4}(
|
[}
i
% ) .
1 TR L
P
\\ "’,7/
AN Feg T T e i
Error S AN " &l Truncamiento
#‘fgl' ‘..\‘ B /, - L

hmin ey ‘ Y
o Flguraz L Error como, funuén de h. en el Métodn de Euler
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2.6 Estabilidad

Dado que cuando se construye una solucién numérica se estd sujeto a errores de
redondeo en la condicidn inicial, es deseable que cambios pequefios en esta,
produzcan cambios subsecuentemente pequefios en las aproximaciones. Para métodos
de variable discreta podemos definir el concepto de estabilidad absoluta como,

Definicién 2.3. Un métado es absolutamente estable para un tamafio de paso h (o
max{h}, i=12,... si el método es de paso variable) y una ecuacién diferencial dads,

si el cambio producido por una peturbacién de tamaiio § en uno de los puntos x; o s
mds grande que & en todos los subsccuentes valores x;, k>i.

Desafortunadameme esta definicién es dependieme‘del problémé ‘asf quepara '
analizar la estabilidad absoluta, se utiliza una-"ecuacién prueba” % =Ax donde ) es
una constante ‘compleja, y:se dice que la regnén de estabilidad absoluul es aquel -
conjunto de valores de h 20y A para los cuales una permrbnclén en un simple valor ©

producxré un camblo en vnlores subsecuentes x,,,,,,. Xoydorre: que no se. mcrementa :

‘pasoa paso

‘Recordemos que una ecuacxén dtferenclal x(t) f {t, x) uene unn famlha de'vf"

solucionés constituida por curvas que se corresponden bmnfvocamente con- algunz\. S
condicion. nmclal Cuando el valor x; sufre una perturbacnén, la solucnén se.mueve
- haciaotra curva dela famlha de soluciones. En el caso de una ecuacién en dxferencnas. e

. sucede lo mismo, Que el método sea absolutameme estable sngmfica que cada clirva e

“dela familia de solucnones ala que nos traslademos no se separa dela curva X: cl en

una canudad mayor ala perturbacnén que ocurra en algun paso, lgualmente, uea -

que los- errores muoducldos en’ cada paSo tienen un- pequcﬁo efecto en las o

subsecuentes aproxnmacnoncs. Por otra parte, podrfa bas(amos con podcr asegurar que T
" la solucién numérica no'se separe de la solucidn eXacta mﬁ alm de una. antidad fija
- no necesariamente menor o igual que: la penurbacxén ocurnda en loa valores mlcmles,,;,f
- Enesecaso, hablaremos de estabzhdad "a secas" ok

Dcﬁnlcnin 2.4 Sl exlste un ho >0 para una ecuacnén dxferencml tal que un cambxo &
tuo en los. valores: mlcmles produce un cnmbso acotado’ en la eolucxén numénca pnmf ;

. todo 0<h < ho entonces el mélodo es esmble. Fa



| Dcﬁnwldn 2.7. El mélodo de un paso (2 3) es convergenu

o sausface una condicion de Lipschitz enx.

_‘dejando lugar a la pérdlda de’ digltos que pudnéramos tener
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2.7 Métodos de un Paso

El método general de un paso

Son de un paso las técnicas que utilizan vnicamente el punto (¢,x;) para calcular
;1. Mds precisamente:

Definicidn 2.5. Los métodos de un paso x;,; =G(; %), para aproximar las
soluciones de la ecuacién diferencial (2.3) se pueden si¢mpre escribir de 1a forma

Xitl =vxi +hw(‘i'xivh)t (2.3)

Gt x) - x

donde y estd determinada por f y estd dada por y = o

Definicidn 2.6. Se dice ‘que el método (2. 3) tiene orden p si-p es el mayor entero
para el cual se cumple: - ‘

dm(h) (i) - x,+, —x(tm) x(l) h\y(t,,x(t,),h) O(h"“), v; (2 4)
donde x(r) es la solucnén exacta de la ecuacién (2 2)

Convergencla y establlldad de los métodos de un paso

Fomwlmentc, podemos defmir la convergencw para métodos' de un paso como

Y x(: )| —>o :
cuando h= maxitm t;l-)() para alguna ecuacnén dnferencnal x= f (t x(r)) la cual S

"Enla’ deﬁmcxén anterior ‘puede notarse que se. pemmen errores en el valor xo” :

5 Dcﬁnicuin 28 El método de un paso (2 3) es estable sic para cada :‘fcuacn(m " e
' “diferencial existen constantes- posmvas hy'y K tales que la dnferencna emrc dosf: P v
'soluclones numéricas dnstmtas x, y x, que satnsfacen (2 3) es tal que A

|x - x,| < K|x0 -—x0| para todo " € [0 ho]



tenemos que el 2(l+hL )‘

"SlOSthb -a entonces le ISe

e para cualquler tamagio de] paso y el teorema queda demostrado. :
o Error en los métodos de un paso

' Ya hemos vnsto que el ervor. local de truncarmemo en el paso xm, denotado por. S
e ‘d,ﬂ. esté dado por la dnferencm emre ‘el.valor de la soluc:én exacta enel tlempo‘lm Y; iy
kY el valor de la aproxamactén en el pnso 1+l esdecnr. v L
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Los siguientes teoremas nos dan condiciones de convergencia y estabilidad.

Teorema 2.1. Si y(z,x,h) es continua para t €[r,b], he[0hy] ytodoxy, siésta

satisface una condicién de Lipschitz en x, en dicha regién, una condicién suficiente y
necesaria para la convergencia es que

y(t,x;0) = f(1,x). (2.5)
La demostracién se puede encontrar en la referencia [1] pdg. 57.

Teorema 2.2. S \y(t,x,h) es continua para £ €[1o,b), he[0,hy] ytodoxy, siésta

satisface una condicién de Lipschitz en x en dicha regién, entonces el método dado
por (2.3) es estable:

Demostracidn
Sean [e,.ﬂl = [x,.H -% ”I y L, laconstante de Lipschitz de y en x. Entonces,

e =l + 103 = % =y, 8]
sl x,|+h[w(t,.x..h) L4UR: uh)l
s|e|+hL le;| = (1 +hL )lf—‘l |
S (1+hL, ) Heq|

luego entonces, !e;|5(l+’le)iléb‘- |

Como AL, 20, expandnendo la funcnén e L en su serie de Taylor alrededor de h=0,

Ly (b—a)le l

Como la expresnén obtemda no. depende explfcnnmente de h entonces se cumple Sl




deduce de que. para AL 20 tenemos e B l+hL) Sefts
» (l+hL)‘ S eihL < e(b~lo)L :

= Proced;a_mos ahora a buscaf una cota para el error global 0o

- parael-cual se tiene,
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diyi(h) = X ) = Xopy = X)) = X(8) = by (1, x(4),h) = oY, Vi.

En esta seccién veremos que si un método de un paso cuya y cumple una condicién
de Lipschilz en x tiene un error local de orden p+1, entonces su error global sera de
orden p. Para esto, demostraremos cl siguiente lema.

Lema 2.1. Sile| satisface
le|Sle-l(1+4L) + D, (2.6)

parados constantes L y D mayores que cero, y 0< i Sb -4, entonces
" : :
le/| < p. (LB =L +hL) |eg)

S,h_[_:(e L(b~ty) _])‘,‘*_elf(b—‘n)leol; ‘

Demostracion : ~ :

La primera desigualdad se prueba por mduccndn vadentemente es verdadera para
i=]. Asumiendo que es vélido cuando l =k, por (2. 6) y (2 7) obtenemos para
i=k+l,

.!‘ekﬂls‘[’ek |(1+hL) +'D ‘

(l+hL)
D
AL

E (l+hL) +(1+hL)*|eo|]

«Vé, d

k+l ‘ :
D Qi}-’-%)z———ﬂnhl.)“'le b

‘De donde la pnmera desngualdad de 2 7) es verdadera La segunda deslgualdad se
en pamcularj i

'.'7el+l’r%"xi+l~_ff‘('i,+l) N ‘ : it
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=€ = X =AY, X h) = () = g (4, x (), h) + dyy (R),
= ¢ ~ Wyt 5.0 -y, x( W)+ di, ().

Bajo ¢l supuesto de que y cumple una condicidn de Lipschitz en x, tenemos

leguil S lef + AL Je + DA,
lec] S |e 1+ L) + D",

Porel lema 2,1 tenemos que las desigualdades anteriores equivalen a

lef Dh. MA—’—-—MHhL Yleol:
x

(L, (b=ig) . -
o -2-—-9-1+e“"“°’lel oun. @8

X

De la des;gualdad (2.8) vemos que cuando £0~0, el método cuyo ercor local es “
o ”) tendré un error global O(h”) ’

Teorema 2 3 Sl un método de un paso cuya \y sauslace una condxc;én de Llp‘lChl[Z '

- con rcspecto ax, tiene un ermr local de orden p+l entonces txene un error global dc ;

orden p, acotndo por G

| ' (L - .
|e |th —(E-—-—-z-——l—)-—l+e[‘(b"°)|e| %

. Métodos de ’l‘aylor

e Un: ejemplo de métodos de un. paso son los métodos de Taylor De hccho S
o 'consmuyen la ldca fundnmental sobre la cual s construycn la mayotfa de métodos de L
E ;'un pasoy- multlpaso Dado el problema de valor lmmal (2:2),,-para. encol R
i solucién. x(t). supongamos que ésta tiene. derivadas’ al menos de orden n+l Entonces s o
- lasolucion se puede expandlr en témunos de su polinomw’de Taylor den ésumo gmdo‘, N
}alrededor de I,. S S R

T :]

x(rm) x(:,>+hx(z,>+-'1-xu,)+ +1‘—x‘"’(r>+ i H)! ‘"*”(&) o

em oo



: método tendra un ermr global de orden O(h")

{Mérodo de Euler

t= to, ésto es x f (to.xo) Por lo tanto podemo:, trazar la tangcme a la gréﬁca de la
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donde &; es algin punto del intervalo (4,¢,), Un método de Taylor de orden p se

obtiene despreciando el \iltimo térinino que involucra a €, Entonces, el algoritmo que
determina un método de Taylor de orden m queda expresado como sigue:

£ = X('o h

Qe " 2.10
Xjy =X HhG + L.E,-+---+.’L_x'§p)' (2.10)

donde, ‘ _ X :f(;i.xi)
N d" f(1,%)
X; ——
‘ dr?

1=t

Por ejemplo, ¢l método de Taylor de segundo orden estaré dado per

X =X +hf(t,,x,)+ [f,('p‘n)'*'fx(‘t-‘t)f(‘t- ]

donde fiy fx denotan las denvadas parclales %f— y -gf— respectlvamente

' Los métodos de. Tnylor de orden mayor, nenen el mconvemente dc requenr el
conocmuento de las derivadas de la funcnén que deﬁne Ia ecuacnén dlferencnal Mis
adelante . veremos otros ‘métodos’ (de Runge-l(ulta) que permnen obtener‘
aproxnmacnones de orden mayor que 2 sm este requerim:cnto. s v '

Para un: método de orden p, el error local de truncarmento en el paso - ésnmo esté‘ T

{ 5 ,
dado por d,(h)— x"“(g que ¢ de orden O(h’”') En consecuencna. el‘ 1‘; o

(pth!

CEl ﬂmco método de Taylor de pnmer orden es el Método de Euler Método “‘c:lasﬁ S 0oy

”‘Tangentes. A contmuaclén consideraremos el caso de un sistema de uimensxén uno o
. ‘? para mterpretar geomémcamante el procedlmlento de dxcho método, B

Como se conocen ‘0 y x(to) tamblén se conOce la pendlente de la,tangente enﬁ,'
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solucién en #; y obtener un valor aproximado x;» de x(¢,), moviéndonos a lo largo de la
tangente hacia t; como se muestra en la figura 2.2.

Solucion
+

Solucldn de Euler

Solucidn exatla

) A _

oot Ty 'N (o
Fxgura 2.2, Solucién por el método de Euler

" Dado que x, x(t,). entonces podemos decnr que la tangente a la soluclén en el‘ o

‘punto (t,,x,) tiene una pendxente aproximada de x, =f (t,,x,) ‘Asf, procedlendo

como antes, es posible trazar la tangeme a la solucién- en 1 para obtener un valor.

' aproxnmado X, para x(rz) Si repetimos este proceso para los s1gmentes puntos delf

mtervalo en que s€ deﬁmé b oblenemos el método de Euler' R

4\'0 X('o), _

o xM-x +hf(l,.x,) ( )

i Métodos de Runge-Kutta

Los Métodos de Runge-Ku(ta consntuyen otro ejemplo de métodos de un paso. Se L
: .pensnron con. el objetivo de contar con métodos que tuvieran orden P mayor 0. 1gual S
' que 2 sin tener que conocer las denvadas de £ Pero, LCém ‘g‘ ' amiz i q'u te
- 1ta|es métodos fueran de orden P tal como éste se deﬁmé? La; respuesta es‘ :
T ‘propomcndo una fonna para dichos: métodos 'y después tratar de hacer comcgdu @l >
fexpresldn con 1a serie. que define al método de Taylor de orden p En lo que resm de i
- éta seccién se profundlza endicha 1den L
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Se propone que un método de Runge Kutta de orden 2 1enga la siguiente forma:

xm = xi +ﬂ|kl '+ (lzkz, (2. 12)

en donde,

kl =hf(t|'1 xi)v
kz =hf(ll +a|’l. X; +Blkl)

Para que el orden de convergencia del método sea efectivamente dos, se escogen
las constantes a;, a,, o, B, de manera que la ecuacidn en diferencias (2.12) coincida
con la ecuacidn (2,10) hasta el término que contiene a K2, es deci

| ’ . ‘ h2 ' -
x, +aik| +a2k2 = x,- +hf(ti.x,) +—'§-‘f“(t|',x‘-).

Como el término x; se encuentra.en ambos lados .puede  omitirse. Tendremos

~entonces que ambas ecuaciones tienen el factor comiin h, por lo que el problema se

reduce a resolver la lgualdad

a,f(t x)+azf(t+a|h x+[},hf(t.x) f(t x)+ f(t x) (2 13)‘

‘ Por la reglade la cadena, i~ B

f(t x) -f—(: x)-af (t x)+ f(x x)-—k : y

f(l x)

A

"ele

; | Sustntuyendo en la ecuacnén (2 13).

“lf("")*“zf(l+Ot|h.x+Blhf(t x))- S

g x)ﬁ#gf—u 043 a’ Le x)f(t,x)
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Sustituyendo este valor en el primer miembro de ta ccuacién (2.14) y despreciando el
ténnino O(h), nos queda

o f(,x) +ay f1,x) +aza,h%{;(t.x)+azﬂlhf(t.x)%(t,x) = f(hX)+

th(t )+th

AR TR

Dado que el polinomio de Taylor es unico, necesariamente, a, +a, =1; a0 = %;

afhy =

Estas ecuaciones tienen infinidad de solucnones, en particular cuando 4 =ay = 4
=P, =1, tendremos el método de Euler Mejorado De la misma forma, cuando

-0 az-l y o, =p; =4 !endremos el - método. del Punto Medlo y. con

a=4 o=l yo=p= 3.‘n:suha el Método de Heun La mlerpremcién
geométrica de éstos métodos se discutird en las sxguxentes 3 seccxones e f\ e

; Anﬁlogameme, para obtener . método de Runge-Kutm de orden 3 se. buscanz o
valores para a;, ay, a3, @y, 0, By, B; tales que x,ﬂ =x+ak, +a1k2 +a3k3 comcxdn la '

ecuacnén en dtferencnas (2 10) hasta el témuno que conuene ‘ h’ Los métodos de N o
: cuarto orden son los mﬁs frecuemememe uullzados. ( ‘

‘ Deductr un método de Runge Kuna de cuarto orde ' consxste en“ etemunar a,, az. e 5
“az, 04, Cl.l, az, O3 bl' Bz, ﬂ; ‘ales que xm = Xi +a|k| +a1k1 +a3k3 +a4k4, donde

k: hf(‘ux()» ‘

: k,-hf(t +0th, x,+p,k,), :

5 ‘k,-hf(z +a2h X +|3,k,+ﬁ3k2). g
. “k4 hf(r +u3h x+p¢k,+ﬁ,k1+mk3

: comcnda con la ecuacmn en d:ferencms @ lO) hasta el lénmno que connene a h4 -
deducmén del méludo es totalmente amiloga ala correspondxeme para orden 2, pero el~ e
‘xilgebra ncccsana es demasnada por: lo que se: omtte y aolamente se darén los 2

métodos de R-K-4 més usados

El pnmero esté dado por las ecuacmnes
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Wy =0
ky =hf(4,%)
ky = hf (8 +Lh,x;+1k)
ky =hf(t;+4h,x, 1 ky)
kg =hf (4% + k3)
Wiy =W, +%(kl +2k2 +2k3 +ky)

El segundo:
Wo =0

ky=hf (1)

ky = hf (1 +5h,x; +4ky)

Jey =R (5 +3h3, + 1k +3ey)
kg = A 1y %, Ry =y +h3)
Wiat = W+ (kg +3k, +3k3 +k4 ),

'Método de Euler Mejorado ‘

Con este método s’ busca me)orar la nproxxmacnén obtenida por el’ método de,
Euler. Para encontrar fa aproxnmacnén X, utiliza la nproxlmacl(m anterior x; y obticne :
‘tna aproxnmacnén xg de Buler para x(t;,,), por. to que se pucden trazar las rectas
: langemes alasoluciénen los puntos (, x,) y ( fets Xg) y dlbu)ar una. rectn més que pase
. porel punto donde se mterseclan las otras dos pero cuya pendxente es el promcdlo de "j]
, 'ésms e decnr, estaré exactamenle en medto g P AN S

Solucuﬁn e

Xg -
X(Pm) :
‘ m ot

‘x(.t,) o

i ngun z 3 Soluclén porel o Métudo de Euler Mejorado‘ i
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Finalmente, se traza una recta paralela a la recta promedio que pase por el punto
(4%;) y se desplaza hacia £,,,, obteniendo asi, una mejor aproximacidn x;,, de x(t;, ).
Esto se ilustra en la figura 2.3

De ahi que el método de Euler Mejorado queda expresado comio sigue:
Ay = x(to)
Xip =4 (f(f.-x)+f(f,wfs))
dondc -"E = x" +,{f (“',x").

Método del Punto Medio

El hecho de que en el método de Euler Mejorado se emplee una pendiente
promedio para aproximar la solucién en el punto x(z;,,), podrfa sugerirnos que el
nombre mds adecudo para dicho método es, precisamente, el de Método del Promedio
0 del Punto Medio. Sin embargo, la realidad es que el método que se presentard tiene
muy bien ganado su nombre puesto que, para obtener una dproxlmacxén dela soluc:(m

enel punto IM. no utiliza la pendiente f (r,,x) sino f (t“m,xglz) donde xm es la

aproxnmacnén de Euler para x(t, +h/z)

Geométncamente (figura 2.4), trazamos una recta que pase por el punto (t,,t,) y que ‘
- -sea paraleln ala tangente enel punto (tisna %) .Y NOS movemos a lo largo: de ésta

hasta el punto b para obtener una aproxlmaclén +, dex(rm) [

mmghm

- sthkngiounada (4 ,%)

v"““" ',

'l ﬁo% ’m ‘u 'N ;

Flgurn 2.4 Solucién por el Método del Punto Medlo o
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Simbélicamente, el método queda expresado como sigue:
Xy = x(tu),

X=X Hhf (4 +’—21, X

h .
donde, Sgp = +—2-j (t;.%).

Método de Heun

Otro métode de Runge-Kutta de orden 2 utilizado con frecuencia es el método de
Heun y se originacuando a, =%, a, =2 y o, =, =2 Simb6licamente tenemos;

xQ = x("O)i
‘xm =x,- +h[ f(r,.x )+ f(t, +z h x, +~«l(f(t,,.x,))]
‘Dicha expresxén puede mterpretarse como sxgue Se obuene una aprommamén de :
x(4 +4h) dadapor ‘ . v
f‘e =X +_hf(ti!,xi),‘

Este punto es més cercano a Xyl que x, Por lo tanto f * +1h x,—,) 1lustra mejor el
comporta:memo de f (t,,,,,x,,,l) quef (t,.x,)‘ Asl. para obtener el mcremento con que_g

. nos moveremos desde (4x)s sé hace: un "promedm pesado" entre’ ambos valores =
asignando a f (t,.+1h xg) el 75% de | peso. Nétese: que ¢l analista numénco podn'a S
'dismbulr los pesos enotra forma sobre todo s tuvlese alguna mfonnaclén sobre el

; ,comportamxento de x(t). Hacer una amgnacién distinta de los: pesos, harfa que cl iR L
- método ya no tuvnera un ermr eqmvalente al del método de Taylor de orden 2 S

Variacion del mmaﬁo de Paso e

Cuando apllcamos un método numénco para obtener una solucién de una ecuacu’mr ; ‘
diferencial ordmana, qu|s1éramos poder gjustar en cada ltemmén el tamaho depasoa

~ fin de no sobrepasar un'limite establecido de error, Si.el error local no estuviera dentro” R
' de la'tolerancia deseada el paso deberfa’ reducxrse, s fuese demasmdo pequeﬁo:j‘
o 'respuctoadlcha tolemncm, deberfa ngrandarsc o ,



: Sgslitnyehdq el valor 6blénido para q>(i.j|- 2h ,‘x'(vl;-l-' 2}1))‘ c‘r‘i'(2.16).‘_ :
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Vale fa pena hacer notar que ef comportamiento del error ademds de depender del
tamafio de paso depende también de la solucion de la ecuncidn diferencial.
Supongamos que x; y x, son dos aproximaciones numéricas de la solucion tedrica
en x(t;) y x(4;,,) respectivamente, Cuande x(#) crece o decrece suavemente, la
distancia entre £, y #; no deberfa ser "demasiado” pequefia ya que no se espera que
haya un cambio muy significativo entre x, y x,. Por el contrario, si x(t) cambia
bruscamente, f;,; y f; deberfan estar suficientemente cerca para no  perder
informacién de x en dicho intervalo,

En esta seccién se construird un algoritmo que permita variar el tamafio de paso en
cada iteracién, por un lado para mantener el error en un rango y, al mismo tiempo para
responder al comportamiento de la solucxc’m no haciendo més o menos cdlculos de los

necesarios.

Para introducir la deduccién de nuestm algoritmo, requerimos establecer lo que se
conoce como' la expresion asintdtica del error local para un método de orden p, Para
todo método de un paso, el error local de truncamiento, d; (h) se puede expresar como:

d (b= h"*'q;(z x)+0 hf'“)

Oblengnmos ahom s nprox:mac:én prictica dd ereor local de- (runcamiento
Supéngase que X 2h) es la solucidn tedrica evaluada en el punto 1+2} y que £y X

son’. dos aproximaclones obtcmdas desde’ { con tamanos de paso 2h 'y b
respectivamente, mediante un método de un. paso de orden p Emonces los: errores ,
locales respecnvos estén dados por’ : : S e

- x(r+2h)-—x, (2h)””¢(t+2h x(t+2h))+0(h”*2 : ‘ (2 15)‘. |

x(:+2h) X = 2h”“¢(:+2h x(t+2h))+0(h”*z) 5 (z 16)‘

o Sustrayendo (2 16) dc (2 15), resulta :

¢(‘+2h'x('+2h))'m?~*)- . (hﬂ+2) BT
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M2k - xy = +0(/ Py (2.17)

N - .tz - xl
2y =0, + T (2.18)

De la férmula (2.17) podemos decir que el error local estd aproximado por

d(h) = 2270 14 ecuacion (2.18) representa un método de orden p+1 en lugar de un

método de orden p como los métodos usados para obtener Xy

Para variar el tamaﬁo de paso. d(h) es compamdo con una tolerancia deseada T para
determinar si es necesario o no reducir el tamafio de paso, Cuando el error resulta ser
"demasiado” pequefio, se debe agrandar el tamaiio de paso. En caso de que el error se
salga de la tolerancia, se debe obtener un nuevo tamaiio de paso f, Tomemos el
snguleme criterio; - considerando que el error - es- dprommadamente xguai a

¢(t + 25, x(: + 2h))h Yot para algun tamaﬁo de paso h entonces

R _1_4_
‘ ¢(:+h x(r+h)) ¢(:+h x(:+h))hP*‘ , d(h)f R
‘ Debemos tener cierto culdado para comrolar el valor de h Generaimente los
, 'autores recomxendan muluplxcat (2 l9) por un faclor de segundad 5 (véase referencxa L
_[2]). usualmente s—08 09 (025) ) (038) de tal forma'que muy,; :
_ probablememe seré aceptado el ermr en el sxguxente paso .y I

Que o error sea "demasxado" pequeﬁo xespecto a la tolenmcxa sxgmﬁca que estﬁ por SR

debajo de una cxfm mfmma esupuiada porel. anahsm numénco Por ejemplo, algunos g
autores proponen que esté dada por. (s/4) rH. ast como que h sea multxphcado por 4 e .

' cuando deba agrandarse E

L Fmalmente. deben fuarse valores méxxmos 8/ mfmmos én el mmano de paso para‘
 evitar problemas de "under ﬂow" en ia computadora La fénnuia (2 19) para} k
; quedarfa como,‘ ' S g
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: . T \pH
ho=h-min b max| ho,s (T(—I—))
d(h

Aplicacién de las técnicas de un paso a sistemas de ecuaciones
diferenciales

El objetivo de esta seccidn es dar la forma en que las técnicas de un paso pueden
extenderse a sistemas de cuaciones de primer orden. En realidad, dichas técnicas son
directamente aplicables, ya que las ecuaciones que componen al sisterna se trabajan
simultanea pero separadamente. Asf, podemos decir que Ia forma general de un
método de un paso aplicado a sistemas estd dada por

Xo = X(tg),
x"“ = x" +h\"(t, ,X,.h), :

donde x; y X;,, son vectores de n componentes que aproximan la solucién x(¢) en los
pasos i.¢ i+l respectivamente. W es una funcién vectorial determinada por f del
problema (2.1). Por ejemplo, para el método de Euler se tiene w=f, y por tanto -

Xo=X(f)

| | X =X, HHE(X;, ),

que es equivalente a
T X =x,'(tq) 2t

%0 ='"‘z(‘o) l |
a0 =X ('o) :
K "-"u"'hfl('hxmxzn'"' n.l)
xzm—xu "'hfz('uxlnxz.u " :u)

s
.

‘-"n,M_=xn.ifhfi!(’i’fxl.itIZ.i!"" n;t)- S

Por otra parte, al tmbajar con un alstem'x de ccuacnoneb en cada paso y para cada' R
.mlembro del sistema se producu’é un error, por. lo que tendremos un vector ¢:de.
errores, Tambtén se deben obtener cotas de dlchos errores pam asegurar que todos
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éstos se mantengan dentro de un rango, Por tanto, conviene tener una sola cantidad
que sirva como medida del tamafio de todos los errores. Para que la teorfa presentada
en las secciones anteriores sea aplicable a sistemas de ecuaciones, nuestra medida
deberd tener las mismas propiedades que la transformacién valor absoluto, La medida
que tomaremos serd una norma de vectores que denotaremos por Jle]. Por ejemplo,

podemos  definir |lei| =mthlejl, donde ¢; son los componenies de e, Igualmente
‘ | ‘

podsfamos haber elegido Je;]| = [2(e;)* que corresponde a 1 norma Euclidiana,
L A ;

La teoria referente a la convergencia, error y estabilidad en los métodos de un paso
puede ser generalizada de manera: natural si consxdemmos veciores y ‘normas’ de
vectores en lugar de escalnres y valores absolutos

2.8 Métodos Multipaso Lineales

EI método general multipnso

Se consxdera el problema de valor inicial (2 2),
—-.._: ty=f{xy, o
dt - x( ‘)..f( ’x)’ L

con c‘ondiciéﬂ inicial x(to) =X , donde o <1<b y f €la, b] yse supone que- f

: sansfacc condxcnones de convergencm, estabxhdad exlstencm y umc:dad

" Como puntos dered consxderamos la sucesnén {t,} deﬁmda por 1 -lo +zh con‘ L
n=0l 2. Mlentras no se especxﬁque otra coSa, h sen’a constante. . ’ )

Un método mulupaso lmeal puede expresane en térmmos generales medlante lail o

ecuacxén en dlferencms P

j=o
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donde x;,; es una aproximacién de x(1;,,) y fi=f(t,x), y cada o, B; son

i+
coeficientes constantes tales que o, #0 y, oy#0 ¢ By#0. Nétese que el
planteamiento no se altera si o=l (pues ambos miembros de (2.20) pueden
multiplicarse por 1o ), por lo que sucesivamente asf se considerard. Diremos que

- (2.20) es un método explicito si B, =0, e implicito si B, #0.

Derivacién de un Método Multipaso Lineal

Un método multipaso lineal puede derivarse de tres maneras: a través de
expansiones de Taylor, a través de integracion numérica o por interpolacién. La idea
general en cada caso eer.’x discutida medlante algin ejemplo en lo que resta de esta

seccion,

Derivacion por Expansiones de Taylor
Considérense.las expansiones de Taylor para x(y; +h) y x(t; = h) alrededd_r dex;
x; +h) x(t) +hx“’(t ) + ‘2’(r,)+—-x"’(t Mo

- h) x(r) hx(')(t)+ x“’(:) "’(:)+..

Sustrayendo obtenemOS'

x(ti+h) x(xi h) 2;“(1)(‘)+_x(3)(' )+“

L si despreclamos el término que comlene ahly sustltulmos x“’(t) por f (t %), B
’tendremos que 2hf (t,.x(t; )E uproxxma la parte lzqmerda de la expresnén con un error B
 local de truncamxemo de PR L L ‘

: Susutuu los valores’ exactos de x(t,) y x(t,+h) por los aproxnmados X y x‘w:_’”,
. produce el método mumpaso lineal: - : “ g

X2 r-zhfm- S e
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De manera similar, es posible derivar algin otro método multipaso.

Derivacion a través de integracién numérica
Considérese la identidad,

Mtipg) = X(4) = j-,k(t)dt, (222)

i

donde i(t)=f(#,x). Para derivar un método de dos pasos los nicos datos
dispon_iblés para evaluar la imegfél serdn los valores f,-, fisps frra Sea’ 76} el dnico
polinomio de grado dos que pasa - través de Jos 3 bumos :
0 Ji)h Wi fie ) (G20 fie)+ Por la f()rmula de 1merpolac16n de Newton Gregory,
tenemos,

r(r )}

Pu) P(t + rh) = f,+rAf, Azf,,

~ donde ‘Af,,=_~j‘,,+l—f,,.H‘agamos ahora' la‘npmximac‘ién;w SR

g ’|+‘l

j‘fc(t)dt, : jP(t)d: J.(f:*'rAﬂ r(r l) Azf,)
‘."’""‘ X L | S
| eh(zf;fgmat-& f), e

Expandxendo Af, Azft o lérmmos de fn fm Y .fuz: y susntuYendo en (2 22)] o
‘ "lendremos C S

‘ xi+2—x,-=-l-(f,q.2+4j}ﬂ'+f;). R X  (2"23.)- . Bk

f: conoc:da como la regla de S:mpson que. ademés. es el método impltc:to de dos pasos :
‘ m:is precnso que se puede denvar o

Sl en lugarde (2 22), se uene t]
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Xtip) = X(t) = j ot

i+l

mediante un proceso totalmente andlogo al anterior obtenemos el Mélodo de Adams-
Moulton de dos pasos, dado por

h, . .
X427 Kiel ‘—"E(SJ‘M +8fi+l "fi)'

Claramente, esta técnica puede utilizarse Unicamente para derivar métodos con
o, =1, 05=-1,0,=0, n=0L...j-1j+l...k j£k. ‘

Derivacion a través de interpolacion

Nuevamente, haremos Ia- ilustracién derivando un método de 2 pasos. Sea
x(#) aproximada localmente en el intervalo ¢ € £ S t;,, por un polinomio 7(¢). {Qué

condiciones deberfan. imponerse 4 /() para que fuese una buena represéntacién‘de
x(t) 2. 1(t) deberfa m!erpolar los puntos (f;, i) 20,12y ademds I derivada de
I(t) deberfa comctdlr con las derivadas prescritas f;,; para j=0, l 2 Emonces. las sels ‘
condlcmnes lmpuestas a I(t) son; ‘ '

,-H)-x“,,.‘ H'] f”’j' para j=0.1,2.

Supongamos que. I(t) tiene cmco parametros e declr, es un polmomlo de cuarto‘ : -
grado.Entonces,. S ,
I(l) at +bl +Ct +dt+e. e

Resolvxendo el sxstema de ecuacxones correspondlente para obtener los valores de

B Ios coeﬁcnemes. se obtlene la 1dem1dad

x1+2 - xi = ‘(fm + 4f i * + f.

“que €3 el mé!odo mulupaso (2 23) La denvacuﬁn de (2 23) por expansnones de Taylor ' K
'muestra que el enor local de truncarmento es. i-l-hs (”(t )+.... o

e
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Nétese que el método serd exacto cuando se aplique a un problema de valor inicial
cuya solucidn tedrica x(¢) sea un polinomio de grado no mayor que cuatro. En tal caso

() =x{1).

De las técnicas de derivacidn, la més eficiente es la de expansiones de Taylor
porque ademds de requerir menos cdlculos, nos permite conocer informacién en
cuanto al error del método multipaso que se derive, La ltima técnica tiene por objeto
ilustrar que la aplicacién de un método multipaso es equivalente a representar
localmente la solucién por un polinomio.

Convergencia, error y estabilidad

Definicidn 2.9. El método multipaso (2.20) es convergente si, para todos los
problemas de valor inicial (2. 2) cuya f satisface una condicién de Llpschltz en x, -
tenemos que

hm x -x(t )

Pty o
M—r-ro .

se cumple para te[to,b] y parn todas las soluciones {x,}de la ecuacxén de
dlterencms 2. 20) ce sausfacen las condlclones mncmles Jc}1 -nn(h) para las cuales"' ‘

L hm,,__,on“(h) xo, u 012 ,n,k =1

Observesc ue csta deﬁmcnén e, “muy generosa én las condicnoncs uc im one a
q 9 pone a

: los valores X ya queno restnnge a que éstas sean’ lguales a los valorcs de la solucxén : e

~ exacta en los puntos. de t conespondlemes.

‘ Para dar condlcxones de convergencla, es necesnno mtroducu alguna temunologfa,‘ o
“en los pﬁrrafos sngulentes. S "

- Conel método'lineal mul‘npss'o (2.2) 59 ’zi_sgéia‘él cpe’r;;acrnnezsl,de diferencias .

Z[x(t) h] Z[q ,x(: + jh hp,x(u Jh)]

o donde x(r) es. ‘una funcndn arbmana. commuamente dxferencxable en- [a,b]  ‘, v

s Expandlendo las funciones (¢ + Jh) y. r(t+ iy en series de Taylor alrededor dc / y"y,

g : agrupando términos en (24) tenemoq Cos
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()i h] = Cox(t)+ i) +C D ()4, (2.25)

donde las C, son constantes,
Mediante un simple desarrollo algebraico, se obtienen las siguientes férmulas para
las constantes C, en términos de los coeficientes ¢ It g It

C'0=(!0+(!l+(!2+“-+(1k. .
=0y 4 200kl = (Bo + By +Bo++Pe)

——-(oc,+2"a2+ Klay) - (226)

e l)!([.'5,+?.""Bz+ otk 9B, g=23,..

Definicidn 2 10, E! operador de diferencias (2.24) y el método mulupaso asocmdo ;
(220)sondeordenp.51 CO—CI-' =C, -0 C,,+|a&0 :

- De acuerdo ala deﬁmcnén, las férmulas (2.19) pueden ser utlhzadas para denvar un
método lineal multxpaso de méxlmo orden para algun k fij ijo, hacnendo o; -1 Yy

0.0""‘0

Dcﬁnwldn 2 11, El error de truncanuemo local en ik del método (2 20) est’n E

‘definido por £[x(r) h) -dado por. @25, cuando x(t)es la soluclén teéncn delg e
H-‘problema de valor mlcnal Q@. 2) ‘ e :

VR error local dz truncamxento no uene la mlsma mtelpretacnén para métodos_, N

“r_explicnos € lmplicuos Para exphcar lo o,nlenor, consideremos la’ dlferencm que se"_"; =
. pmducc de daspejar t(l“k) de (2. 25) ¥ x”k dc (2 20) y rcstarlas. '

2 x(‘ﬂk) xl+k “'th[f(’H-k’x('nk ) f(’ﬂk nxl+k )]+[[x(“ | ] ;:‘v’”

& Por el teorema del valor medlo

af (‘M 'ﬂm)
A

f ('.+k'x(‘l+k) f (‘m’ :+k [-"(‘m «+k]




62 Aplicaciones del andlisisi munérico en el estudie de sistemas dindmicos no lineales

donde 1)« €s un punto interior del intervalo cuyos puntos terminales son Xz ¥ X(f44).
Asf

¢ x(r0h] = [1 hB, Qf—(—'“—*—"ﬂl] EMEEE (2.27)

De (2.27), tenemos que para métodos explicitos, el error local es la diferencia que
hay entre la solucion tedrica y la numérica, bajo el supuesto de que x;, ; = x(t;, nek
para j=0,l,...k-1. Para un método implicito, el error de truncamiento local es
(aproximadamente) proporcional a tal diferencia, Si hacemos la SupoSicién de que la
solucién tedrica x(t) tiene derivadas continuas de- orden suficientemente alto,
entonces, para métodos explicitos e implicitos, deducimos de (2.27) que,

X(l;.,.k ) — Xy = Cpﬂhll-.*-lx(ﬂ‘ﬂ) 0+ o(hp+2) ‘

donde p es el-orden del método y ¢l témino C P “’*"(r) es llamado constante

de error. Si no se hace la suposncndn de que x,+j-x(l,+,). entonces “

e UM Xisk corresponde al error global de rruncamcemo que es el error que :

mvolucra lodos los errores de truncamnemo hechos en cada aphcaclén del método .

Definicuﬁn 2 12 Se dice que el método lmeal mulupaso (2 20) es cons:stente sx‘ : ‘
tiene orden p 2 l -

i De (2 26) se sxgue que el método (2 20) es cons1stente si: y solo sn 5

j=0 ‘ j=0

e La pnmera condxcnén es necesana para cualqulcr método enel que c-—)oo y h——) 0 ; L “ il
; lmphque que x;,,—) x(:) donde t(t)es una funclén arbltrana. La segunda condncnéni g
";""qmla la arbltranedad a x(t) ya que garanuza que ésta satnsfaga a la ecuac16n .

dnferencml s decu' asegura que x(t) f t x(t)) : S

Puede verse que todo método mulnpaso hneal convergente es consnstente sm‘

e _embargo el que Sea consistente no garamlza la convergencla
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Introduciremos ahora [a nocién de primero y segundo polinomios caracteristicos
del método multipaso (2.20), definidos por p(§) y o(§) respectivamente, donde

k
o= atl,
0 (2.29)
0(C)=25,~C’-
f=0)

De (2.28) se sigue que p(1)=0, p(1)=0(1). As, para un método consistente, el
primer polinomio caracterfsuco p(6) snemprc tlene una rafz en +1 que scra llamada la
rafz principal §. ‘

Definicidn 2.13. Se dice que el método maltipaso (2.20) es cero-estable si ninguna
rafz del primer polinomio caracterfstico p(§) tiene médulo mayor que: uno y 51 cada
rafz con' médulo uno es simple.

Puede observarse que para un método lineal’ de un paso, el polmonuo caracten'stlco

‘p(t;) uene grado uno, y si el. método es consxs(eme, la tnica rafz C,. es +1, Asf, un

método consistente de un paso es necesanameme cero-esmble ‘Por otro lado, es o
cvndeme que o(1) no puede ser cero, ya que si es(o ocumcra por (2 28) se tendrfa

ND=0=pD

lo cual 1mpl|ca que p(6) tlene una rafz doble en +l comrano ala defuucndn de cero~ L '
- estabilidad. i PR L

Podemos ahora enuncmr o teorema fundamental de Dahlquxst para métodos :

- lineales multipaso.

Teomna 24, Las condlcnones necesarias y suﬁcnemes para que un método lmeal B

e mulupaso sea convergeme son que sea conslsteme y cero-estable

Cualuanvamenle hablando, ta consnstencm controla la magmmd del error local de_~ L

o truncamxento cometido en cada etapa de los célculos, m:entras quel Ia cero-establhdad :

comrola la mnnera en la cual- el error se propaga a mednda que; se efecﬂian los‘?‘ =
' calculos Ambas son esencmles para que un método .sea convergeme ‘
’es una propledad mfmma que un melodo aceptable debe poqeer. : <




_' '»No x
sea cero-esmble. o

64 Aplicuviones del andlisisi memérico en el estudio de sistemas dindmicos no lineoles
/!

Algunos métodos multipase

Para un ntmero k dado de pasos, usualmente estamos interesados en escoger
coelicientes oy, 3 para los cuales el método (2.20) tenga un orden razonablemente alto
(st no es que el mds alto posible). Al buscar un orden alto, automdticamente se
satisface Ia condicién de consistencia pero encontramos un fuerte obsticulo en la
condicion de cero-estabilidad.

El método general de & pasos, tiene 2k+2 coeficientes &, fl; j=0,1,....%, de los cuales
uno, o tiene el valor de +1. Entonces, hay 2k+1 pardmetros libres y este mimero
puede ser reducido a 2k si requerimos que el método sea explicito. De (2.26) es claro
que, para que el método tenga orden p, dichos pardmetros deben satisfacer p+1
condiciones. Asf, el orden mds alto que podemos esperar de un métedo de k pasos es
2k, si el método es implicito; k-1 si dste es explicito, Sin embargo, esos 6rdenes
mdximos no pueden obtenerse en general sin violar la condicién de cero- establhdad :
como se expresa en el siguiente teorema, - :

Teorema 25, Ningdn método multipaso lineal cero-estable puede tener un orden
mayor de k+l si k es impar, 0 mayor de k+2 sik es par. ‘

A contmuac:én se dan algunos métodos mulnpaso en los que se puede notar dxcha.

'suuacién
’ Metodos Explfcnos
k=l ‘
R o = l
og==l - PBy=1,
S p=l. . Ch=t
k=2: His




Sia#<l, entonces p=3
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0(3=l,
o, =—1~a, B, =- 3—(73 -5a-h)
oy =a+b, B, = ( ~1=2a+2h),

ao = "'b, [}0 = 'I']‘2‘(5+a +5b),
p=3 Cp =359 +a+h).

No existen valores para a y b con los que se logre un orden mayor a 3 y que el
método sea cero-estable.

k=4:

(13=-1—a, B3=’L(55‘9a‘b"c), .
0, =a+h, B,— (- 59-l9a+13b+5c).
o ==b=c, . By=k(BT+50+13b-190),
o= Bo=(=9-a=b=9¢),
P4 Ch 720(251+19a+11b+19c)

. No existen valores’ para 4, b y ¢ con los que se logre un orden mayor a 4 y que el L
: método sea cero- estable ‘ : . :

: Metodos Impl{cuos

k...
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Si a=-1, entonces p=4; Cper = ~55-
k=3
oy =1, By=4(9+a+b)
Uy=-l-a, Py= 2«,(19~ 130 -5b)
o) =a+b, By = (-5~ 13a+19b),
wg=~b, Py =f(l+a+9b),
p=4 C,m =—m(l9 +11a+19b).

'No existen valores para a y b con los que se logre un orden mayor adyqueel -
método sea cero-estable. : :

k=4 ‘

a =l B4-720(251+l9u+llb+l9L),
Cog=-lea, Py= (21~ 3b-5k),
ay=ath, Pr=t (”1'11 19a-+19b+11c),

0 =-b-c,  By=j (53+37a+l73b 329,
s ’ [30..,20(—19 ~1la~19b~ 2510):

Sl 27+1la+llb+27c #0 entonces -

p=s C,,“—--mo(27+lla+llb+27c) |

. 8 27+lla+llb+27c 0 entonces

p =6 Cu=- ulzo(74+10a 10b+74c)

S i No exlsten valores para a y b y c con los que se logre un orden mayor que 6 y que el S f’
i ,método sea cero-esuble B T R CEDE et

L De acuerdo a los Valores de los coeﬁcxenlcs del polmomlo caractcrfsnco p(g)., : .
exnsten "fannhas" de. métodos mulupaso lmeales Por ejemplo, aqucllos metodos para R

los’ cuales p(l;) l;" §"" son llamados Métodas de Adams Estos tlcnen la‘ i B

' lpropnedad de. que sus rafces no princxpales se encuentran en el ongen. es decu', son - e
© cero- estables Los. métodos de Adams que son explfcntos son llamados Métodos de N
S Adams Bashfart, mlentras que’ los lmplfcuoq s conocen como Me:ados de Adarm- R R

"Moulton Los métodos explfcxtos para los cuules pi; C" C"". son llamados
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Métodos de Nystram, y los métodos implicitos con la misma forma para p(€) son los
Meétodos Generalizados de Milne-Simpson ambas familias son cero-estables, ya que
solamente tienen una raiz no principal en -1 y el resto en el origen.

Caélculo de valores iniciales

Cuando se elige algin método multipaso lineal convergente, surgen dos preguntas
basicas.

i) En caso de que el nGmero de pasos sea mayor que {, (Cémo podemos
encontrar los valores iniciales necesarios xy, p=1,2,...,k~1?

ii) En caso de que el método sea implicito, ;Qué valor tomamos para el valor
implicito x;4?

En esta seccidn se dard respuesta a la primera pregunm' la seccién slgurente tiene

que ver con la segunda pregunta

Para: encontrar los valores iniciales xy, p=1,2,...k=1 es deseable que el métodd ‘
utilizado tenga al menos una precisxdn tan alta como la precnsron local del metodo ‘
principal; ésto es, se requiere que :

-4l = o ) u-lz,'..k (230)_?

Ademas, tal método no debe requerrr mas valores mrcrales que X} esto es, debe ser _
de un paso, Para ASEEUrarnos que el error local de truncamiento sea el requendo. set

recomienda utilizar algin método de Taylor. Sin embargo, dada Ta dificultad que =

representa el ob(ener las denvadas de'f en drchos métodos, podrian utrhzarse -

‘ altematrvamente los métodos de runge-Kutta.

7 Metodos Predictores-Correctores

Antes de responder ala segunda pregunta hecha en la secudn antenor, es natural

«preguntamos por qué es deseable utilizar métodos |mplfc|tos. Pareceria suﬁc;ente con:

los mélodos explfcltos que por otra parte no tlenen el p blema, de requerrr el Lélculo S
del valor rmplfcrto. Es: claro que’ para.un mimero k. de pésos, el orden mais alto, S
alcanzable para un método cercresmble es'mds alto para un método rmplfcnto que para L :
. uno explfcno y en realndad no hay drﬁculmd en calcular eI valor rmplfclto. : :




o hasta que las ueraclones haynn convergldo (en Ia précuca

: _llamaremos correglrpam converger.
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Supongamos que intentamos utilizar un método implicito lineal de k pasos para
resolver el problema de valor inicial (2.2). Para cada x;,, debemos resolver la ecuacion

ik +Za/ Kiaj _thf(’wk' :+k)+hZB f“J' (2.31)

J=0

donde xjyj, firy  Jj=0,1,...k=l, son conocidos. Puede demostrarse que existe una
solucién dnica para x;. y puede ser aproximada, tan cerca como se desee, por la
iteracién

! +Za, Xinj =By St 2bih) +hZﬁ Fini» (2.32)

j=() ) j=0

donde t’ es arbitraria, sncmpre y cuando se satisfaga la condicién

h< con L la constante de Lipschitz de f con respectoa x, -

Llﬁkl

Clammente, cada paso de Ia iteracion (2. 32) mvolucra una - evaluacnén de

t; ,x[ ! ). Asf estamos. interesados en disminuir. lo més osnble el numem de: vecﬁs‘”
itk ik

" que dncha 1teruc16n es apllcada. por lo que es deseable que x,[,J‘ sea lo més preclsof ‘

posnble Para ello uuhzaremos un método explfclto para esumar una "prednccnén“ de
[0

"x“k que toniaremos como eI valor lmclal para x,,,l. El mélodo expl[clto es llamado s

: preductoryel lmpltcno corrector. o ‘

1] - le]

Xink -xM <&, donde e es una tolemncla prehjada del orden,

truncamlenlo) Emonces x,[,,zl es una aproxlmaclén aceptable parn ln oluclén exacta T

Los métodoe Predlctores-Correctores mxis usualeq son'
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Meétodo de Adams-Bashfort-Moulton
, I . .
Predictor: X,y =X, = —}4(55 Fio3=59fia +37 £ =91,),

h .
Corrector: Xy =X 3 = EZ-(Q i #1903 =5 2+ fint)-

. .y | 0
Estimacidn del error: Csh’x® (1) =~ -2l

Meétodo de Crane y Klopfenstein
Predictor:

%,y = 1547652x,,3 + 1867503x,,, ~ 2017204x,,, +0,607353y, =
1(2002247 f,,; ~ 2031690 f,,, + 1818609 f,,, - 0714320, ),

Corrector; X4 = Xj3 = Ez(gfm + l9fl+3 "'5f1+2 +fi+| )"

* Estimacién del error:  Cyh’x® (1) = 7sbozz mzmo ,114 ,+4)

Metodo de Klopfenstem y lelman

‘ ‘, Predlclor

,+4+029x+3+1539x,+2 1213x.+| 455x,
| h(227f,+3+665f,,,2+1391f,+| 069f,),

- Corrector: - “_‘i»{4"‘¥i+5‘="2‘;(9f,1+4 +19fs “5f1+z +‘f1+|)‘-_‘\~ e

: E.stim‘;ié' ;“"vde"l ertor: 5 (1) = - x{p_?’-_x}c‘,i’}, yrie

69
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Capitulo 3

LOCALIZACION DE PUNTOS DE
EQUILIBRIO, DETERMINACION DE
ESTABILIDAD Y TRAZO DE CEROCLINAS

lNTRODUCClON

: caracter(mcos de la matriz jacobmna evaluada‘en d;cho ptin

b ‘;muludlmens' nales y.
‘ ”métodos numéncos mﬂs relevames pam dlChOS fmes

Pana la caracterizacion del compoﬂamtento de un sistema dmflmnco ex:sten dos
importantes . tipos de - soluciones: las soluclones periddicas- y-las- boluuones de

' eqmlxbno. Ello se debea que el comportamicnto de todas lag demés solucmnes giraen

torno a éstas; es decir, o tadas. las’ soluciones cercanas aun: punto crmco u rbita -
periddica convergen-a éstas con el transcurrir del uempo, 0 todaq son repelidas por

éste, Para saber'la- dlreccmn en'la que se. alejan o convergen hacia una solucién -

especial, es muy uti] el conocmuemo de las ceroclinas de un sxstema Para saber st las
demds soluciones se ale;an o convergen alas solucnones especmles se hace un anéhs:s
de estabilidad. El que sean estables ) mestables |mphcn que atraen o repelen a ldS ;

- demds soluciones respectwamente. :

La Iocahzacxén de soluclones de ethbno |mphca encomrar el valor donde se L :
anula- una funcxény vectorial, Una. vez resueltah dicha funcxén, desea conocer la} e
estab:lldad\ punto encontrado, para ‘1o~ cual se requier ob" : R
6. De la mista forma, el
célculo de ceroclmas nmphca enconuar el valor en donde s€ anula una | ncndn rcal e

Resolverl analfucameme los problemas mencxonados es sumamcnte compucado‘ B

. para el caso no ineal, de hecho a veces es |mposible. De allf la importancm de utilizar b

méricos para ia. Iocahzacxén de: los “ceros de funciones 1o neai $
:dlmensmnales En este capftulo se dncuten algunos de Ios

71
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3.1 El Problema General de Solucion de Ecuaciones

Una de las tareas. basicas en el drea de las matemdticas es la solucion de ecuacionces.,
De hecho es un problema con el que se tiene contacto casi desde los primeros niveles
de escolaridad. Claro estd, la complejidad es cada vez mayor hasta que nuestros
recursos algebraicos se agotan al estar frente a frente con sistemas no lineales y nos
vemos inducidos a aplicar métodos numéricos para su solucion, Para plantear los
métodos numéricos para solucidn de ecuaciones se parte de la premisa de que se trata
de resolver la ecuacién

fm=0 o (3.1)

para la cual se dird que se busca su rafz o rafces, Nélese que cualquier ecuacion puede
expresarse en la forma de (3.1), de manera que ésta se considera general,

Cuando- se tiene solamente, una variable independiente el problema es
unidimensional.-Para mas de una variable independiente se tendrdn que satisfacer
varias ‘ecuaciones simultineamente. En este caso, podrfa ocurrir que el sistema no
tuviera solucién, que no tuviera.solucién real 6 que tuviera més de una solucion (un
espacio de soluciones). El que no exista una solucidn real de una u. otra forma puede
ser superado . intrumentando algtin - método adecuado pnra lrabajar con. ndmeros -
complejos. Por otra parte, si-s¢ ticne un espacxo de solucnones. éste. no: podr;i ser

4 determmado con precxsnén medmnte los métodos numém:os convcncxonales

En notacxdn vectorml nuiestro problema quedarﬁ expresado como '

s 6

donde £iR" 5 R" y xe 91" deentemente, encomrar ralces es muc{ho‘ més,sencnllo
enel caso umdlmensxonal que en el n- dlmensnona De hecho los métodos dev soluc:dn" Lo

que se’ unhzan en uno y otro caso son un lanto dlt




Localizacion de equilibrios, determinacidn de estabilidad y trazo de ceraclinas 73

recalcar que una buena aproximacion inicial depende de andlisis matemdtico y no de
un algoritmo computacional,

3.2 Métodos de Solucion para Funciones Unidimensionales

alrededor de ¥,

‘es desprecnable y que

Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson, también conocido como método de Newton, es uno
de los més usuales y poderosos para la solucién de problemas de biisqueda de rafees.
Geométricamente, la férmula de Newton-Raphson consiste en extender la linea
tangente a la funcién para un punto x; hasta que cruce con el eje x y, entonces fijar la
siguiente aproximacion x;,, como la abscisa en la cual se produce el cruce (Figura
3.1). Algebraicamente, el método se denva de In. expans:dn de fen series de Taylor '
como se explica a conunuauén

Supongase que la funcién fes dos veces continuamente diferenciable en el intervalo - -

[ab], 0 sea, feCab). Sea ¥ e[h,b] una aproximacién ap tal que f(%)# 0y g

¥~ p| es "pequefio”. Considere el polinomio de Taylor de primer grado para f(x)

f(‘x>='f'(f)£‘f'f<f)(x,—ts>+f

donde é(x) est{a entre xy X, Como f(p)-O la ecuac:én (3 3). con x~p. nos da

e

El método de Newlon se dcnva supomendo que el térmmo que conucnc o ( p ) 5

o f(x)+f( @9 ey

Despejar p de ésta ecuacl(m da
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pzf—ﬁﬂ, (3.6)

(%)

que debe ser una mejor aproximacion a p que ¥. El método de Newton consiste en
generar la sucesién {p, } definida por

_f(pn-l)

D = Py —T*—I")-.nZl o 3.7
-

~ Como criterios de paro se tienen lres opciones:
) W~—p»d<&

oy =Pral

i) 'PN'

E,~‘ "pN‘:ﬁov :

i fle<e

Seleccione una tolerancia £>0 y construya

)

FlguraSl B MétododeNewlon exlrapoh la denvnda local pam encomrar Ia sngulente T
eslimacién de la rafz. En este ejemplo el método tmbu]a muy bxen y converge
cuadré,ucamente ; : £ S I

Anahcemos ahora algunos casos patoléglcos que podrian acabar con todo el poder‘.‘;" e
g del método de- Newton. LLJOS dc ln rafz, donde los lérmmos de orden mﬁs alto enlas. ;
: series” de Taylor son 1mportnnles. el método de Newton podrfa i\l'l‘ij' rehultados‘ o
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imprecisos. Por ejemplo, la aproximacion inicial para la raiz podrin estar tan alejada
del valor real que existiera un mdximo o un minimo lacal de la funcidn en el intervalo
de buisqueda (figura 3.2). Si una iteracién ubica la aproximacion calculada cerca del
extremo local, de tal suerte que la primera tienda a anularse, entonces el método de
Newton disparard su solucién al infinito. La figura 3.3 muestra otro caso patolégico.
Podemos entonces decir que, como la mayorfa de Ias mds poderosas herramientas, el
Newton-Raphson puede ser un total fracaso y de hecho, destructivo, si se usa en
circunstancias inapropiadas. -Lo tnico que podemos recomendar es ser muy
cuidadosos en la eleccion de la aproximacion inicial. De hecho puede utilizarse un
método menos poderoso como el popular de BISECCION y después aplicar Newton-
Raphson. '

()

- Figura 3.2. Caso patoléglco donde el método de Newton encuentm un extremo loenl y se
' dlspara, o ,

o F»gura 3. 3 Caso patolégxco en el que el método de Newtou entra en un ciclo no
‘“convergente. Este componamlento se encuemm A menudo cuando’ la funcxén f es’.

obienida’ completamente 0 en_ parte’ por tablns de mterpolncudn Con una me]or

‘aproximnclén mlclal el método podrin tener éxlto.
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Se ha dicho que el método de Newton-Raphson ¢s uno de los mds podersos, la
pregunta es jen qué radica ese pader?. La respuesta esta sustentada en su rapidez de
convergencia: con una distancia “corta” € hacia x, la funcién y su derivada son
aproximadamente:

_ yis)
flr+e)= flx)+ef(x)+e ot 68)
fle+e)= f(x)+ef ()4
Por Ia férmula de Newton-Raphson,
- (*‘1)
E(H (x') (3-9)

Donde la solucién aproximada difiere de la real porb €;. Ahora podemos utilizar
(3.8) para expresar f(x;), f(x;) de(3.9) en términos de g; y derivadas en |a raiz. El
resultado es la relacién de concurrencia

i
2f'(x)'_ :

Eivl (.10

Esta ecuacion n nos dice que el método de Newton converge cuadrancameme Cerca R
de la rafz, el nimero de digitos sngmﬁcauvos aproxlmadamente se dupllca por cada

iteracidn. Esta fuerte propiedad de convergencia hace del Newton Raphson. el método o
. 'de eleccién para casi cualquler funcién  cuyas denvadns pued.m ser evaluadas ’

ehclentemente. y cuya denvada sea contmua en una vecindad de la rafz
Metodo de la Secante

El método de Newton es'una técmca extremadamemc poderosa. pero ucne una‘

dificultad grande' la necesndad de saber el vnlor de la derlvada def en cada’

aproxunaclén. Frecuentemente ocum: que f (.t) es mucho mds compllcada y necestta"', v

de més operaclones antméncaa para su célculo que f (x)

Pam evltar el problema de Ia evnluacnén de la denvada en cl método de Newton.‘ .
podemos denvar una pequeﬁa vanacnén de éste. Por deﬁmcton, i ‘
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/"(p"_‘) = lim l—(“):j_(,&;L)_

=3 X~ [)n__!

Tomando x=p,.,.

o L) I (i) S (Paci)= L (Pa)

f (P -1 ,
" P2 Py~ Py = by

* Usando esta aproximacién para f(p,_;) en la férmula de Newton da

S (Pa-)(Pae1 = p,.Qz)
f(‘pn»«l) (Pn-Z)

que es lo que se conoce como Método de la Secante, Su nombre. se debe a que si se
hace una derivacion. gréflca smular a'la del Metodo de Newton Raphson pero :
,tomando las rectas secames en vez de las &angenles, se obuene la expresién (3 4) quc iy
deﬁne al método, Es&e hecho se muestra en Ia figura (3 4y ‘

Pa = Poct - ‘(3.'11)

")

Figura 3.:&43.‘"Iylust'm¢‘i6n fgféﬁéi'del n:\‘étodo_d'e la 's'e'c'n»mekj 2

3 3 Métodos para Obtener Raices de Pohnomms

Aqui ¢ presemarén algunos metodos para enc(mtrar rafces de polmomlos Por un :3'; e

- polmomlo de grado n entenderemos una funcnon de la forma

« P(x): a,x" ‘-+‘a,,~,‘x‘ "+‘-t‘-+(¢’|x+‘ao, (312) - A



_entonces -
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donde las g;, llamadas los coeficientes de £, son constantes y a,#0. La funcién cero,
P(x)=0 para todos los valores de x, se considera un polinomio pero no se le asigna
ningun grado.

El Teorema Fundamental del Algebra garantiza la existencia de cuando menos una
rafz para polinomios de grado mayor o igual que uno, haciendo hincapié en que dicha
rafz bien pudiera ser compleja. De la misma forma, otros resultados afirman que los
ceros de un polinomio son dnicos y que si cada cero x;, es contado tantas veces como
su multiplicidad m;, entonces un polinomio de grado n licne exactamente r ceros.
Trabajaremos entonces bajo tales premisas y, para el lector que tenga curiosidad
acerca de tales resultados se le recomienda consultar las referencias 4] y {5] en las

secciones correspondxentes a busqueda de raices de polinomios y teorfa de polinomios
respectivamente.

“En principio, para encontrar las raices de un polinomio podrfan aplicarse los
métodos antes discutidos ya que el problema es bdsicaimente el mismo y la iuncmn
(3.12) puede ser expresada en la forma general (3.1), Sin embnrgo. la forma de un
polinomio permite optimizar en célculos si en lugar de evaluar convencmnalmente un
polinomio, - aplicamos el método- de Homner cuyo funcmnam:ento abordaremos a

continuacién,

‘ Método de Horner

Teomna a (Mirodo de Ilomcr). SCd
P(X) a x +a,,_,x +-u+a,x+a0 : y ; b;;:“n" : :
si-

b,, ak+b,,+,xo para k= n-—l,n-—2,. .,10‘

s entonces b9=P(x0) Ademés s

i,’;o(x);b "’+b,,_lx bosbrrly,

~Demostracion .
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Por la definicion de Q(x),
(x=xy)0(x) +by = (x~x, )( by X" bbby x by ) +by
= (bnx" oy 0 +b,.t)

—(b,,xox"" +ethy Xy +b,x0) +by

bnx" + (,)"_| - b,,xo )x"—1 +e ""(b| - bz.\fu )‘\' + (b() “bl.l'()).
Por las hipdtesis del teorema, b,=a, y by—b;, xo=a,, por lo tanto

(t-x0)0()+bo = P(Y) ¥ by=Plxy).

- Ejemplo 3.1, Evaluemos el polinomio P(x) = 2x* =35 +3x -4 enxg==2.

by=2, by=2(~ 2)+0——4
b2=(—‘4)(~2)—3=5, 1—5( 2)+3=—7
y finalmente |

P(-2)-b=(-T)(-2)-4=10.

| Ademis, el teorema nos dlce que

P( x+2)(2t ~4x* +5x- 7)+10 |

: Una ventaja adlclonal al usar el procednmlemo de Homer es que. como S

(r) (x xo Q(x +b0, | T

(X) b x" l+b lx""2+ +b2X+b|, . ‘;111 o

L dlferenuando con respecto ax da . o

(t) Q(x)+(x xO)Q(). o

m'm w s m nﬁi’

S WU maumeca;fl s



_puede Hevar a resultados muy lmprecwos. Mis exphulamcnte, cumido obtenemos los.

SO aplicacioney del andilisis numérico en el estudio di sistewas dinimicos no lineales

Plxo)= Q)

Entonces, cuando se use el método de Newton-Raphson para encontror un cero
aproximado de un polinomio P, ambos Py £ pueden ser evaluados de esta manera.

Método de Deflacion

El lector habrd notado - que el polinomio denotado .por @ depende de la
aproximacion usada y cambia de iteracion a iteracin.

Si la N-ésima iteracion, xy, en el procedimiento de Newton-Raphson es un cero
aproximado de P, entonces

P(x) = (-5 )0lx) +hy = (= 5y )0() f;p(.tN)_f (x-y o).

Por tanto, x— xy es un fuctor aproxlmado de P(x). l"omdndo v, =y _como un Cero

-aproximado de Py Q, (x) como ef factor aprox1mado

Ple)= (x50,

”podemos' encontrar un segundo cero aproximado de P npliczm’do el prochimienlode,

- Newton- Raphson a Q,(x). Si Pesun poimomlo dé grado n con 11°Ceros reﬁlcs. cste‘,
.proccdlmlcnto nphcado wpehdamente result'lr"l wnntualanu en (n -2) '
o aproxlmados dc P y en un factor cuadrz'mco aproximado Q He 2(x) A c.ste mvd o

Qn 2(“\) 0

" :puede resolvcrse por la férmula uuadrziuca p'lra encontrar los dos® ulumos"ccrosf -
. aproximados de P. A esta forma de operar se le conoce como Memdo de Deflacion
“que afin’ cuando puede ser usado” para.encontear. ceros nprmumudos de muchos

polmomlos, depc.nde del uso rcpeudo de’ dproxxmauones. por lo. que en oc.lslones;f»

ceros uproxlmados de P, el procedmuento de New(on Raphson se, usa en Ll pohnomlof“ o

: rcduculo Ou quc. ¢S cl polmomlo con la propudad de que

o P(t)”" ("‘_'-ﬁi)(x--Vz)‘,f°(-f ka)Qk(;é) S

Unmo .xpr(mmddo ‘m de Q‘ genunlmentL no aproxmmm a una raiz de P(r) =00

an bwu comu unﬂ r {2 clc Q‘(\ 0 L.\ unpncuslon usuahnulle xt. mcremcnlumg
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conforme crezca k. Una manera de eliminar esta dificultad consiste en usar las
ecuaciones reducidas, esto es, los factores aproximados del polinomio original P, para
encontrar aproximaciones, £, £3,..., £, a sus ceros y luego mejorarlas aplicindoles
el método de Newton-Raphson. Dicha forma de proceder tendra dificultades en dos
Cas0s;

i) Existen raices que estin muy cerca una de otra. En tal caso el método podrm
converger a una(s) de ellas y jamds ir hacia otras,

if) Existen rafces complejas, Si la aproximaci6n inicial al usar el método de Newton
es un mimero real, todas las aproximaciones subsecuentes serdn también nimeros
reales. Una manera de atacar esta dificultad es empezar con aproximaciones
‘iniciales complejas y hacer todos los cdlculos usando aritmética compleja. Un
enfoque diferente s¢ basa en el siguiente teorema. '

Teorema 3.2. Siz=a+ib es un nimero complejo de multiplicidad m del polinomio
P, emonces Z=a-ib es también un cero de multnphcndad m del polmomio Py

.(x —2ax+a +b2) es un factordeP

Se puede disefiar una divisién sintética que mvolucre pohnonnos cuadréucos para
factorizar aproximadamente el polinomio, de tal manera que uno de los lénmnos sea
un polinomio cuadrético cuyas rafces complejas sean aproxnmacnones a las rafces del

polmomio ongmal

‘En vez de proceder en esta duecaén consnderaremos un método presentado por

primera vez pot D.E, Milller en 1956. Esta técmca puede ser usada para cualquier.

problema dé bisqueda de nu’ces pero es parucularmcnle il para aproxnmar mtccs de

= polinomios.

Método de Mﬂller _ : L o
El método de MUller es una generalnzacxén del método de la secanle El método de

la secante empleza con dos nproxlmaclones lmcmles X y 5 y determmn la sngulente' it

aproximacidn X como la’ inlerseccxén del. eje x“conla recla que pasa por
(xo, (XO)) (x,,f(x,)) (Véase la: ﬁgura 34) El método dc.. Miller usa. tresby:.

japroxnmacnones “iniciales X vl 'y, x2 Y detenmna la SIguneme aprox1mac|6n X3 i
considerando ‘12’ mtersecclén del eje x LOII Ta parébol' ~que

(ro.f(x")) (xl,f(x,)) (xz,f(x2)) (VcahgumSS)
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1

Figura 3.5. El método de Miller construyc una pardbola qﬁc intersecta a las tres
aproximaciones tniciales y, la siguiente aproximacidn estd sobre_ dicha parébola

La derivacién del método de Muller comienza consmerando el polmonuo
cuadritico

P(x) = ;1(.\: - ,\:2)2 %b(xo -x) + ¢

que pasa por (xq, f(xo)) (s f(x) ¥ (22 f(xz ) Lés'constantes a, b ye puc‘_:d'e'n

) detemunarse de las condxcwnes B

‘(x")‘ (‘0;}‘:) +b(xo xz)+c, ‘_
e  flx)= a(xl-xz) +b("71-x2)+c,
.f(xZ) a: 02+b 0+c 3‘]‘“ BT

3 las cuales dan

L E= f("z) e EEER S Iy
(xo-x,) [f(xn) f(xg)] (%~ x;) [f(xo) f(x,)]
(‘0"2)(xn"xz)(xo-xx) o
o ‘-x,)[f(xo xz)] (,\;()..x2 [f 5)- f(xg)] iy
e 3 ("o‘xz)("t'xz)(xo"%) Ee 5
Para detenmna: x,. la raiz de P, aplncamos la férmula cuadréhca a P hgeramemc :

‘ lransformada para evnar problemns del error de redondeo causados por la sustraccxén v ENS
’ 'dc mimeros casi lguales SR : . _ :

(3 14)- .
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-2¢

Xy = Xy = e,
bi‘/bz - 4ac

Esto da dos posibilidades para x;, dependiendo del signo que precede al érmino
radical en 3.15. En el método de Milller, el signo se elije para que coincida con el de
b. Escogido de esta manera, el denominador serd el mds grande en magnitud y
resultard en seleccionar a X3 como 1 raiz de P més cercana a 3. Asi,

(3.15)

2
b+ slgno(b)\/ b2 - 4ac

Xy =X

donde a, b y c estdn dadasen (3.14).

Una vez que se determina x;, el procedimiento se reinicia usando x, x, 'y x; en
lugar de xg, x, y x para determinar la siguiente aproximacién. El método continda
hasta que se obtiene una conclusién satisfactoria. 'Ya que el método mvolucra encada :

paso al radical Jb’ 4ac el método aproxlmaré rafces complejas cuando sea:

‘ aproplado

La lmponancm del método de Milter reside en que generalmente converger:i ala

rafz del polinomio para cualqmer eleccién de las aproxlmacnones iniciates. Se pueden '_

construir problemas en los que no habrd convergencna para’ clenas aproximacwnes_ ‘
iniciles. Por. ejemplo si para alguna i, x,, Xivts ¥ Kiva: tienen Ia propledad de que:
f(x,)-f(xm)-f(x,,,), entonces la ecuaclén cuadréuca se reducm’t a una funclén

constante no cero y nunca cmzaré al eje x aunque usualmente. éste no es el cnso

i método de Mﬂller no es tan eﬁciente como el método de Newton, su orden de iy

o convergencna cerca de una rafz es aproxnmadamente 0=1.84 compamdo con'el
. cuadrdtico, 0:=2, del de Newton. pero es. mejor que el de la seumte cuyo orden es‘
' aproxnmndamentea-ltsz ; I AT

Como recomendaclones, después de determmar una aproxmacnén a la ra(z“ '

1 medname el método de deﬂac:16n. dsese. ya sea el método de Newton 0 el de Muller en 3
el pohnomno origmal Esto asegumré que a rafz. que se estd aproxlmando es una
soluclén de la ecuacién verdadera y no de la oblemda por el método de deﬂacnén L
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3.4 Métodos de Solucion para Funciones Vectoriales

Los métodos que se discutirin en esta seccidn son aquellos que se usan para
resolver ecuaciones de {a forma (3.2). Cabe hacer hincapié en que no existen métodos
gencrales que sean buenos para resolver el problema mencionado. Para explicar por
qué, considérese el caso de dos dimensiones, en que se desea resolver

flx,y)=0
£(x,y)=0

Las funciones fy g son dos funciones arbitrarias, cada una de las cuales tiene
trayectorias en donde se anula Ia funcién y que ademds dividen al plano xy cn regiones
donde sus funciones respectivas son positivas o negativas. Dichas trayectorias frontera
son de nuestro interés, Las soluciones que buscamos representan aquellos puntos que
son comunes a las respectivas soluciones (vea figura 3.6). Desafortunadamente, las
funciones f y g no tienen relacién entre sf. Ndhay nada en comin entre el -
compormmxento de gyeldef Para encontrar todos los puntos en comn, que son
soluciones de nuestro sistema de ecuaciones no lineal, tendremos ni més ni menos que
mapear absolutamente todo el espacio de solucién de cada una. Note que las

trayectorias solucién pueden consistir de un niimero desconocido de curvas cerradas

disjuntas. 1,C6mo se puede delermmar cuando han sido encontradas. todas esas curvas

 disjuntas?. En realidad no se m:ne una rcspueSla sansfactona. ; :

" Para problemas de mﬁs de dos dlmensxones. necesxtamos encontrar puntos”v

‘mutuamenie comunes a N hnperplanos de dlmens16n N-1 no-relacmnados entre sf.En
- la préctica se verd que encontrar rafces se convlene casi imposlble $i no 5e tiene ldea*‘ o
 de "por donde andan los puntos”. Por lo menos deben‘a tenerse 1dea de si se espera una‘ Y
solucién ﬁmcay aproxlmadmnente donde

Una vez que se-tiene identificada la vecindad' donde se encuenlra la soluclén. el_'“

‘ problema se facilita consnderablemente y. s tiempo de utilizar un mélodo numénco_; :
como el de Newton generahzado an dnmenslones. Este método, nene la més alta tasa

. de convergencm, aunque al lgual que la verslén para dlmenmén 1 puede ser desastrozo :
§ise apllca en las condlcxones equlvocadas. :
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Figura 3.6 Solucién de dos ecuaciones no iinealcs y dos incégnitas. Las curvas sdlidas
se refieren a f(x,y), las punteadas a g(x.y). Cada ecuacién divide el plano xy en regiones
positivas y megativas, acotadas por las curvas cero, Las soluciones deseadas son las
intersecciones de estas curvas cero no-rclacxonadas El numero de solucnoncs es.
desconocido apriori
El Método de Newton para Slstemas de Ecuaciones no Lineales
Expresando la ecuacuSn (3 2)en térmmosde sus componentes Vectonales tenemos

Cfm=0, 2. o 16)5'

La expa;nsidn‘én' series de Taleerara las funcioﬁ'e‘é‘fi ﬁl'r‘ededb_lf;de "tf produce -

f:(X) f: ﬁ)+237(*)("; ""!) ‘?(("f "‘!)*2)

o . Ignorando el térmmo cuadréuco de error y expresando en | rmmos de ‘ectores‘ G
V,g‘(enemos que e ' :

Sl F—(flJz.....f") entonces G
F(x)=F(ﬂ)+J ﬁ)(x R)
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donde J es la matriz jacobiana de F Supongamos que p es unit raiz de F. Entonces,
F(p) =0~ F(R)+JR)(p-3)
Despejando ohtcndrcmr)s
p=x-JR&)'F&)

Si se aplicn iterativamente esta férmula, cada valor calculado serd una mejor
aproximacién al valor de la rafz p. El proceso del mt.todo inicia al seleccionar x'”’
generar, para k2!,

x®) = 6D —J(x(""‘))_IF(x(k")). (3.17)

Nétese la necesidad de que la matriz J(x) sea no singular en cada iteracion. Una
debilidad clara de este método surge de 1a necesidad de invertir 1a matriz J(x) en cada
paso. En la préctica, el método se realiza generalmente en una forma de dos pasos.
Primero, se encuentra un vector y que satisfaga J (x“")y——F(x“") Dcspues de que

(kr1) .

se ha Iogrado ésto, la nueva Aproxrmacr(m X, puede obtenerse ‘sumando los

vectores x*' y y.

Metodos Cuasi-NéWton ;b

"Una, deblrdad importante del’ método de Newton para resolver srstemas de;
ecuaciones no lineales es la necebrdad de calcular la- matriz Jacobmna en cada.
iteracién y de resolver un sistema lineal de nxn asociado a esta matriz, Para llustrar fa

magnitud de esta debilidad, consideremos la cantrdad de célculos necesarios para -

levar.a cabo una 1terac|6n del método de Newton. La matriz Jncobrana asocrada aun

. srstema de n ecuacnoncs no lmeales escrita ‘en la forma F(x)—-O requlere'de 1a o

determinacidn y- evaluacldn ‘de las n” derivadas parclales de las'n componentes‘de F. b
En la mayor(a de- los casos, la evaluacnén exacta de las denvadas parcmles es

compltcada y en muchas’ ocasloneb rmposlble Para sobrepasar esta dlflcultad se
. pueden usar. aproxrmacrones de drferencra ﬁmta a las denvadas parciales. Por

ejemplo,

3f/ n, (I)) J /("( ! “"‘) o ("m)
) axk N h T .




‘donde p denota la solucnén a F(x)-O y X x
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donde h es “pequefia” en valor absoluto y e, es el vector cuyo dnico elemento
diferente de cero es uno en la k-ésima componente. Esta aproximacidn, sin embargo,
requiere avin de la realizacion de por lo menos n* evaluaciones funcionales escalares
para aproximar el Jacobiano y no reduce la cantidad de cdlculos que es en general
0(;:3), para resolver el sistema lineal que contiene al Jacobiano aproximado. El
esfuerzo computacional total para sélo una iteracién del método de Newton es
entonces de por lo menos nt4n evaluaciones funcionales escalares (n2 para la
evaluacion de la matriz Jacobiana y » para la evaluacion de F) junto con 0(n3),
operaciones aritmdticas para resolver el sistema lineal. Esta cantidad de esfuerzo
computacional es prohibitiva excepto para valores relativamente pequeiios de n y para
funciones escalares ficiles de evaluar,

En esta seccién se considera una generalizacion del método de la secante a sistemas
de ecuaciones no lineales y, en pasticular, una técnica conocida como el método de
Broyden. El método requiere solamente de n evaluaciones functonaiea escalares por
iteracién y reduce también el nimero de célculos aritméticos a O(n ). Es uno de los
métodos conocidos como renovaciones de secante de minimo cambio que producen
los algoritmos llamados cuasi Newton. Estos métodos reemplazan la matriz Jacobiana
en el método de Newton por una matriz de aproxnmacnén que se renueva en cada

- iteracién. La desventaja de estos métodos consiste en que se plerde la convergencxa‘

cuadrética del ‘método ‘de Newton y se reemplaza por una- convergencla Hamada
superllneal La convergencna superlmeal 1mphca que : N

(t+l) P"
(t) ,,ﬂ

)son aproxtmacnones consecunvas En :
la: mayorfa. de las apllcaclones. la’ reducc16n a; la convergencla superlmea! es un‘

lim e
i yoe

; camblo mds que aceptable por la reducclén enla cantldad de rectirsos de cémputo.

“Una desventaja consiste en que, a dlferencm del método de Newton. 1os métodos’

cuasn-Newton no- son autocorreglbles EI método de: Newton por ejemplo.‘v g
‘generalmente corrige. errores de redondeo medmnte ueracnones suceslvas. en camblo, RS
el métododeBroyden no lo hace S ' B Pl T



Esta condxcxén especnf:ca que cualquner vector ortogonal a x -x
-por a renovacion de J(x X, que se unhzé para calcula: x b , a A,, y que se usaré en

’ Las condncxones (3 l9) y (3 20) deﬁnen ninicameme a A, como
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Supongamos que se da una aproximacidn inicial x4 la solucién p de F(x)=0.
Calculamos la siguiente aproximacion x'" de Ia misma manera que en el método de
Newton o, si €s inconveniente delerminar J(X(m ) exactamente, usamos la ecuacidn de
diferencia dada en (3.18) para aproximar las derivadas parciales, Sin embargo, para
calcular xm, nos apartamos del método de Newton y examinamos el método de la
secante para una sola ecuacion no lineal. El método de la secante usa la aproximacién

f("l)"f(-‘t))

.l" - xo

para reemplazarla por f (x) en el método de Newton. Para sistemas no lineales, X W

x es un vector y el cociente correspondreme estd mdcnmdo Sin embargo, el método
procede de manera similar reemplazando la matriz J& ) en el método de Newton por
una matriz A; con la propiedad deque

A.‘(k“) %x‘f”) Hx “’) Fx ‘°’) Aoy 6
La ecuucnén (3 19) no defme a una sola matriz debxdo a que no descnbe como A,

0 ,
opera en vectores ortogonales ax P ) . Como no se uene mformacx6n dxspomble o
My se plde ademés de A

acerca dc los camblos de Fen direccién ortogonal ax
que : : '

Alz J( ())l sxempre quc( (l) x( ))Z , (320) . ‘ 

~ ) no seré afectado

la detemlmacxén de x(

: ( (o ' (IZ_X(O) ]( (l)‘x%"’ e
“ (q-x(")”




- Ordmanameme no tendda Jusnﬂcaclén emplear el mémdo on esm forma deb:doaque.] BRI
- la convergencia cuadmuca del método de. Newlon se reduce a: la convergencxag L
- superlineal. Sin embargo, se-puede incorporar. una ‘mejorfa i considerable empleando, :
- una férmula de mversxén mamclal de Shemmn yMomsonuEste resulmdo dxee quesi
A es'ima: mamz no singular yx y y son’ vecmres. entonces A+xy es no smgular s
HsaemprequeyA #- l Ademis eneste caao, ‘ g
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. . 1
Esta es la matriz que se usa en lugar de J (x(I )) para determinar o

L0 _ A‘—lF(xw),

El método se puede repetir entonces para enconlrar a x*) usando Ay, en lugar de

~J(x““) y con A y x(” en lugar de ot y ™ En general, una vez que se ha
encontrado x' , e caleula Xt mediame
~ A8 e
A=A P Aas) oy
bl
k(“‘) =x(i) . AI-IF(x(i)) ) ‘ (3:22)

donde se introduce en (3. 21) la notac:én y;-F(x(”) F(x” ”) y s =x¢ ’ (,i"’ para

- simplificar la ecuacxén

Siel método se lleva a cabo COMmo Se mdaca en las ecuaciones (3 21) y (3 22). el '

. 22 .
némero de evaluaciones funcionales escalares se reduce de ninan (las requeridas

- para evaluar a F(xm), pero. el método adn reqmere de O(n ) célculos para resolver el o
, mstema hneal nxn asoclado : :

(A+xy ) -A - l"}-yfAflx I (324)



~ Asi que
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Eista férmula permite calcular A, directamente de A.Z", eliminando la necesidad
P 2
de invertir una matriz en cada iteracion, Tomando A=Ay, x=(y, - A_;s;) / “s‘."2 y Y

y=§,, la [érmula (3.21) junto con la (3.24) implican que
-1
(Yi "Ai—lsi)g:

"“’u"i l

A =l A+

1

A (y; = A8 -1
UosE )"

L]
L+ ‘A (Yz"Ai~lsi)

i~
, ‘ _ ,ﬂs,-ﬂi

1 (AJ~IYI )g"A'"l’ ;
a Isif; +s,Ai_,y, "’ “z

- 471

4 +( »‘ ,_lyf)s A'{'}l

:‘,"‘;.(3;?5) ‘
5:-4;4)’( e

Esta férmula mvolucra sélo muluplicacldn de matrices en cada paso y requlere de e

‘O(n ) c:ilculos antméucos. Por lo tanto, ésto ehmma la necesxdad de calcular A,, asi,.
como la de resolver el sxstema lmeal dado por (3»23) e "

3 5 Un Algoritmo para Aproximar Ceroclinas

Recordemos el plameamxento del problema de ceroclinas. Dado el problema.,"_'; Lo
' auténomo s ~ e




-solucnén de equlhbno para el mxsmo slslemu propucsto en el cjemplo. = -
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el conjunto de soluciones de & = f(x) =0 se denomina ceroclina en . Dicho en

otras palabras, la ceroclina en x; es el conjunto De R" para el cual se anula el
“movimiento” respecto a dicha variable, Por ejemplo, para el caso de dimensidn 2, se
tiene que la ceroclina en x; es aquella curva que es cruzada por las soluciones en
forma de recta paralela al eje de x,; andlogamente, la ceroclina en x; es una curva
atravesada por las soluciones en forma de recta paralela al eje x,. Por ejemplo, para el
sistema neuronal de Fitzhugh-Nagumo dado por las ecuaciones

k=—f(x)-y+i, donde f(x):x(x—‘-l)(xv‘—a)
y=h(x-gy)

se tiene la situacién representada en la siguiente figura:

sohuciones . cerocinaeny

anum 3.7.Las soluclones cmzan verhcalmente (r no tiene mowmiento) a la ceroclma

-

‘en x, La ceroclina en yes cruzada honzonlalmente pues y na'tieng movhnicnt ‘en'esa
. curvn. Los valores de{ Ios pnrémetros son a—3 3, 1=0 53, b=l g-O S &

Los pumos donde mdas las ceroelmas se intersectan; son. lOS pum s-de ethbno
que hab(an sido deﬁmdos anteriormente como SOlUClOnCS espc,cmles donde se anula el
‘movnmicnto del slstema dm(tmxco. En la ﬁgura 38 se observa la ublcacmn‘f‘de la
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2
resolver la ecuacion

ydegriey

Volvamos a considerar el caso general de dimension # y pensemos en que se desea
encontrar la ceroclina en x; (para algdn i=| n arbitrario); es decir, se desca
o
5= £l %0, ) =0

La solucién no es finica, sino que consta de un conjunto de puntos. Tenemos ante
nosotros un problema de biisqueda de soluciones de una ecuacién donde £ R" — K.
Los métodos numéricos que han sido discutidos hasta ahora son dtiles para encontrar
soluciones tinicas ya sea de ecuaciones unidimensionales o vectoriales (sistemas de
ecuaciones), Trataremos de deducir un algoritmo que parta de los métodos para
ecuaciones unidimensionales pero que sea capaz de proporcionarnos el conjunto
solucién que estamos buscando,

. 2
i Yy ol
! -’/
. i Cerocinaeny
. t LT 7L
‘r5 ‘ Cerociine en x
| n | o
{ 3 , ‘
: : L e
‘ i

; i
! \

y

| \
; : 44
| | \
i Punlo de
; Ceqimde o \|
- Dty P 1843 L
]




: pﬂSOS'

s l Selecclonar la vanable dependlente x,, donde ke {1, 2,...,n)
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serd el intervalo sobre el cual se variard a x, por ejemplo ~10 a 10. Finalmente
definimos el tamafio def incremento para x, por ejemplo .5 y construimos una tabla
similar a la siguiente;

£y

-10 75

~95 | 125
95 | 225
10 { -25

Una vez obtenidos dichos valores se graﬁcan y en muchos casos se unen para
formar una curva continua,

3 [} ) . . 13 1} . 1} . I3 . A 1
} [ R R N ry. [ P I
+ [ R S . [ B Vo
1 IR R T T M| ‘ T [
] ) [ | 1] ) ) L ’ ] ] 1 [}
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anum 3.9. Grifica conespondleme a ln funclén x+2y-5 unhzando el mtervalo
[ 10, lO] pm X . : .

Evndentemcnte, si:se tienen los elementos dc geometr(a analmca necesmos. ely...

- andlisis s menos intuitivo en el caso de ecuaciones con una forma ya smdmda como, .
o la recta propuesta o como parébolas, hnpérbolas, cixcunferencms, et s

Esta forma de proceder para n dlmensmnes puede expres 5 "; los sigunen!esi

t,"2 Seleccnomu los mtervalos en que sen’m vanadas las vanables mdependxentes, asf Ay

comoel mcrememo con que se moveré cada una

PRI
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3. Para cada valor de x; en su dominio, mover la variable x;,; en todo su dominio. Para
cada vector resultante obtener Ia solucién para la variable dependiente utilizando
alguno de los métodos numéricos para funciones unidimensionales .

Para comprender mejor la variacién de las variables independientes, piénsese en el
conjunto de vectores de n-1 componentes que es producido por el producto cartesiano
de los conjuntos Dy,D,-Dy_1\Dyy) .0, Para cada elemento del conjunto se busca la

incégnita x,. Consideremos la ecuacidn f{x)=0, ¢l algoritmo entonces puede expresarse
en forma recursiva de la siguiente manera:

Procedimlento Calcula

1. Fijar vfija que es el {ndice dela vanable dependleme y su valor mlcml
2.Fljar min[i}, max{i] e mcr[:] parai=1,2...,vfija-1,vfija+1,.. ,n dnnde mm[l] y ma.x[:] son los
limites inferior.y superior para los inlervalos de cada vnrmble e mcr[n] es el incremento con que se
moverd cada una. :
3. Mientras que isn segu:r los pasos 4y 5
4, Si incr[i] 20 ) cntonces Cl[:]-mm[:]
en otro caso CI[;]:lmu[I] ‘
5 f=i+l. e :
Clse usa para nlmucenur los imcms de cadn dom:mo ‘
1. Definir Varlr'l - '
2. Llnmar al proceso hera( Varl:)
3. SALIR '

Procedlmlento nm( Vam)

o ,(Sl Matodo_ Sol converge en(onces procesar el nuevo punto reglstrarlo 0 gmﬁcnrlo) :
'REGRESAR | o |

:2 Si Varll:vﬁja entoncés ‘

\{REGRESAR

lSl Varlr=n+l entonces .
x[vfua]=Mmdo_Sol(f vﬁ;a,n.n. .x,,)

llamnr a Ilera( Varlrf N -
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3.Hacer x[Varlt)=Cl{Varli]

4.Hacer i=1.

5.Mientras que x[Varlt)Smax{Varlt) ejecutar los pasos 6 y 7
6.Llamar a tera(Varit+1);
7.x[Varlt}= x[Varlt) +incr[Varlt);

L Figura 3 lO Caso en que ln ceroclma no puede ser completameme determmnda por cl

Metodo_Sol ¢s el método de Newton Raphson, el de la Secante o cualquner otro.que
el usuario elija para solucnén de ecuaciones umdlmensxonales. D :

El usuario que asf lo desee puede ver la 1mplamacnén deeste algon(mo en lenguaje. :
C++ que se encuentra en el archivo METMATE.CPP del programa BIFURCA. Las
funciones son Calcula e ltera y son miembros de la clase llamada NumericCero.

X

40

, Eslaparte de la solcién

- | natué cublerta utiizando

IR I ¢ como mlablo dmndllntn

....» :
"’Condlclonlnlclnl L e

‘l

En algunos casos, la elecc|6n de la vanable dependlente no es. detenmnante. es'

e decxr, se obuene con la misma eﬁclencla Sin. embargo, en algunas otras ‘ocasiones
. requiere.de mucho cmdado i se quneren obtener resultados sutlsfactonos Pcnsemos e
por ejemplo én el caso del modelo de FltzHugh-N agumo Sn obtuvneramos la ceroclma: o
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en x utilizando a x como variable dependiente, Ia solucién graficada quedaria como en
la figura (3.10). El método es capaz de encontrar sélo una variable dependiente para
cada y. En el caso planteado, un mismo valor cle y corresponde a dos diferentes en x
por lo que es mucho mejor eleccidn que y sea la variable dependiente.

3.6 Obtencién de Puntos de Equilibrio

Toca su turmo a la obtencién de equilibrios. Recordemos que el problcma conslste :
en encontrar las soluciones para las cuales el sistema dindmico

-f:f,(x,,xz,.,.x,,)

s .
%" (xl‘vahxn)

X
Vo

no tiene movimiento, Es decir, las soluciones del sistema

'fl(xi,xz,...x,,)*—-;o

fn(xl!xb-ux ) 0

que es cxactamente de la forma (3 2), asi que en este caso se. aphcan los métodosf
dnscuudos para soluc16n de sistemas n- dlmenslonales de ecuauones no hneales

Debldo a las dlflcultades que ya se dlscuneron, seria lmposlble que un algontmo

_pudiera encontrar todas las solucnones del snstema, asf que'se'se  dej6 a responsabihdad e
“del usuario’ elegnr sus propms condlcnones uucnales en donde lntuyaTque hay una
~ *solucién, Se' ejecuta entonces’la bubqucda y si después de un cierto:ndmero m? L
" de iteraciones retorna si: no se encontré una solucnén sansfactona. Bn ejemplo puede o
: verseenlaﬂgura(Bll) : SR L

La detemunaclén del’ mimero méxtmo de neracnoncs y el cnteno d,"'error que' s

o permne deCidll' si una soluclén es samfactonaono, mmblén son lareas de usuario. La
e lmplanmclén de los algontmos de busqueda de equxlnbrlos en un sistema dmximnco se
* puede “ver ‘mis - delalladameme ‘en” el ‘archivo METMATE.cpp La 'clase es B

NumencSolEq y su deﬁmcidn se encuentra en el N’ChlVO METMATE h
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Lilk

VY
Sotan

Figura 3.11 El sistema del péndulo con rozamiento, tiene un punto de equitibrio en
cada multiplo de m. Para localizarlos, el usuario’ debié ubicarse "suficientemente
cerca” de cada uno,

: 3.7 Estabmaad de las Soluciones de‘Eq‘uili‘br‘io

Una vez encomrada una solucion de equ;hbrm, la esmb;hdad de éste se pucde
determmar si encontramos los eigenvaloreb de la matriz Jacohuma del sistema

: dmémlco evaluada en dicho punto. Si'la parte real de todos estos exgenvalores es’

menor que cero, entances ¢l punto es estable' en otro caso, el punto es mestable. La,
pregunta es LCémo pueden_determinarse Jos engcnvalores? La rcapucsta 2 esta -
pregunta- es bien sencilla si -pensamos que  foy eigenvalores son_Jas rafces: del
polinomio caracterfsnco. Podela matriz Jacoblana y que dicho. polmomlo es de'lar

3 "formn (33.1)'La dificultad que queda es calcular los coefnclentcb de P, sobre tcdo, ’,
:cuando la dxmensnén del s:stema es grande. ‘ ‘ S

Exxsten metodos especxalmeme orientados- 2 T busqueda dc e:genvalores. Sm,,‘ i

: .embargo, en la blblmgraffa refereme ala materm no. se. encontré nmguno ‘que
‘ comemplam el caso complejo. Asf, basados en'los algommos pam encontrar rafces de o
polmomios, se estableci6 una mechnica de operaci6n. Los casas comempludos fugron

s6lo p.lm dlmensmnes 2, 3 y 4, Pam dxmensxones mayores as é 6 dlChd me.cémc.l L
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puede volverse inoperante debido a que se requicren los coeficientes del polinomio
caracteristico y no se construyd ninguna forma generalizada de obtenerlos a partir de
la matriz Jacobiana, Para encontrar dichos cocficientes se utiliza Ia fornwla existente
para encontrar determinantes y reduciendo términos semejantes despuds.

Para ¢l caso de dimensién dos, se aplica Ia {6rmula para solucion de ecuaciones
cuadriticas. En el caso de dimension 3 al menos existe una solucion real, por lo que
dsta se busca mediante el método de deflacidn y las otras dos raices se busean
nuevamenie con la conocida férmula utilizando el palinomio reducido Q que resulta al
aplicar el métado de Horner.

Para solucionar el caso de dimensicn 4, se busca la primera solucion A utilizando el
método de Mitller. Si A resulta ser real, entonces por lo menos existe otra rafz real y
entonces se procede como en el caso de dimension 3. Si A es compleja, se efectia una

~division del polinomio P entre a2+b2. donde a=ln(A) Y b=Re(\), para obtener los

coeficientes del nuevo polinomio reducido @ tal que P(x) = MQ(x). El polinomio
resultante es cuadrdtico por lo que nucvamente se uplica Ia formula analftica.
Para el lector intercsado en profundizar en el desarrollo. del algoritmo, I

implantacidn se encuentea en el archivo METMATE.CPP del programa BIFURCA. en
las funciones CalcSolReal, Py SalCucu\Irrm"ca, que son miembros de’ Ia clase

NumericEigeny.
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Capitulo 4

UN ALGORITMO PARA OBTENER
DIAGRAMAS DE BIFURCACION

INTRODUCCION

La ubicacién y estabilidad de una solucion de-equilibrio en-un sistema dindmico
pueden cambiar al modificar los valores de sus pardmetros. Por L_]mell) tal solucxon
podria dejar de ser un atmctor y dar lugar a un ciclo limite. Este‘es un cambio
cualitativo drdstico- en el comportamiento ‘de -un sistema, y uno quisiera poder‘
caracterizar las condiciones que deben satisfacer los pdrametrm para’ quetales

cambios ocurran, Conociendo la variedad de cambios pomblcs y las: cm,unstancms en, :
quc estos suceden, se podna antxmpar la- evolucxon del snstema Dc esto se encarg,a la o

“Teor fa de thurcacmnes

El anéhsxs de las orbitas en‘el Cbpil(:l() de hses permnc Lnlender loq dntmtos

s comporlamlentos que puede t.xhxblr el sistema al modmcar las condlcnones mlcmles.

El andlisis de blfurcamones tamblén es lmporlame ya que d '|Specto LuﬂlltallVO del
retrato de: tases puede transformarse notoriamente ‘al- variar - sus 1)ar¢imetros. Los ™

.- valores para’ lo. ctiales ésto ocurre son- llamados valores 0 pumos de- blfurcamén.,' ;
' Puede penwse que, para “cada vnlor de los parametros. se nene un mtrato de tasesf :

.....

‘ codmca de manera smténca- el dmg,rama de bltmcacxén En exte capitulo se construye"'
un algorumo cuyo ObjethO es la comtrucuéu de: duhos (lmgramas, bas'\do en. los

melodos numéncox para cnconlrar soluclones de blStemdS de ec.uacmncs no lmcale‘v ‘

(e
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4.1 Un Ejemplo de Continuacion de Puntos de Equilibrio

Consideremos ¢l sistena de FitzHugh-Nagumo
i==f(x)-y+1, donde f(x) = x(x~1)(x~a)
v =h(x-gy)

Obtener sus ceroclinas involucm solucionar las ecuaciones

~t(v—l)(t-—u) y+1=0,
b(r gy)=0.

Entonees, la ceroclina en x estd dada por una curva ciibica que puede ser trasladada
hacia artiba o hacia abajo si incrementamos o decrementartos /. La ceroclina en'y « asu
vez estd representada por una Tecta quc pasa por el ortgcn con pcn(llentc blg. E sla‘
situacidn puede aprecmrbe en la ﬁgma 4.1 . :

‘ : ".
Ia cuva §8 t!aslada
hacia :mbn ° ﬁbijﬂ\
segunl ; »

TES
. v
o ]

ot Y

N

: ‘Fu,um 4l Form.\ g,encnl dc, l-ls u.roclmas pum‘el :SL;bmd dc huHuLh Nuﬂumo
" Obsérvese que si la curva gstviera mds db.ljo habefa un mommm en que npureccnnn 'l .
equlhbrlos ‘Pes Ius curvm estarfan mlursecmd.ls el 3 punlos Lm vrxlores de’ Im e

dl‘&imhlrox fuunn as- ...6 =1, Sl h=2, g—l 5()




‘ elmuar dlChO expcnmemo uulmndo él programa BlFURCA“’

12 alvoriame para vbiencr diagranas de injurcacion §03

ara continuar con mtestro cjemplo, analicemos qué sticederta con los equilibrios si
incrementamas o decrementamos I En la figura 4.2 se puede observar que cuando /
decrece la tendencia es que exista solo un cquilibrio estable. Cuando I erece, lega un
momento en que las dos curvas se inlersectan en dos puntos 1o cual significa que ha
aparecido un nuevo punto de equilibrio y que el actual cambid de estabilidad. Al
seguir incrementando [, aparecerd entonces un equitibio mds hasta que la curva de la
cerncling en x suba tanto que prevalezea definitivamente dnicamente un equilibrio
estable.

.40 4

/
s ,/H\(I s @SE3DIE
/Y
/ s B502DIE
/ /% ""_v : .

. - » v .
s s e ) “asma

L
Inestable .
inestable-_

. \\‘ VAT AT
. eslable __._____/(_/ . :
5 R e
figura 4,... La ceroclma enx sube 0 ba;a dependn.ndo d\.l mcremcmo ‘en (.l par&mctro I

Los valores para los denuis pur.’xmetros fueron tomadox como en cl dmgrum.x de Ia fig L,um
amerlor : ) FRe R ,

En las fnguras 4.3-4. 5 se muestra el s.omportamlento del mstema dmdmnco pam n

' ‘ycnda uno de los tres casos alredcdor de Ios puntos de equlhbri e)mtentes, e

“De I mnsma fomm podrm reahzarse el anzihslb por. ejemplo sobre ¢l p.lrametro b.

o que detcrmmd la pendtente de la curva.-Si la. pendleme es’ pomlva y crece, tiende o

- existir. sélo un’ punto de ethbno 8i dlsmmuye apareceu dosy: despues tru'_ft

5 cthbnos Sila pendleme es negnhva y decrece, s¢ tiende" aln cxmtencm de un solof g
"sf o dusec puedc,." e

cthbuo, s crece: aparecerdn dosy después tm. El lcuor ‘que.
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“, (8111
. brs // 257

/

;}'

K4
‘ /
: /st
. ' . - T T Lo .
; feca e’sm/e/ ' ST :
! A . ) i P ' o . §
; : : . ,’/ - ‘-um' s ; o : : . o ‘
! P((,um 4.3 Compormmlemo del sistema cuando’ I=—05l Los vilores de los dcmas

panimums se siguen consuvando como en los otros e)emplos, Se uene la prbsencm de T

L “un ﬁolo punlodecqull(bno estable. ‘ R e o ;
|
i :
i !
i
:

: Flg,ura 4(
= _'pur:imeno
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ran

200

»
1 2pm2

Figura 4.5 Comportamiento del sistema cuando [=-0.51. Los valores de' los demds
- pardmetros. se siguen conservando como en los otros cjemplos. Se tiene la prcsencxa de
un s6jo punto de equxhbno esmble que prevalecerd deﬁnmvumente,

4 2Un Algontmo para el Trazo de Ramas de Puntos de
Eqmlibno S o

',‘,"'donde F: SK" —) ER" y los A son los pardmetroq que caracteman al'si

e Supéngase que se tiene un sxsmma dmém:co de la forma

: "‘"1"‘=F(x,)-“xz,. vy )

SR 'equchbrm se uulizard uno de los métodos dlscuudos en ¢l capftulo anterio 'para i
L soluc;én de sxstemas de ecuacxones no lmeales ' R S e

”ma.' Construxr.‘_v S
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E! lector recordard que para ejecutar cada uno de los métodos para bisqueda de
soluciones es necesario prcdetenﬁinnr una condicidn inicial. En este caso, ¢l usuario
es responsable de proporcionarla para el primer valor que tome el pardmetro, Una vez
tocalizados los puntos de equilibrio para dicho sistema, se varfa el pardmetro v, la
solucian del punto de equilibsio para el nuevo sistera dindmico se busca utilizando el
resultado obtenido en el sistema anterior como condicidn inicial. Dado que la curva de
puntos de equilibrio respecto al movimiento de pardmetros es continua, tomar el punto
encontrado en la iteracién anterior, acelerard la bisqueda del actual, Resumiendo, el
usuario proporciona el nimero de iteraciones que serdn realizadas sobre el pardmetro,
el incremento con que se varfa éste y la condicién inicial. “Adicionalmente, se
proporciona lu informacién requerida por el método de solucidn que se emplee.

Algorftmicamente esta forma de proceder se puede expresar como:

1. Definir:
Numir=nimero de itcraciones a realizar,
Inerh=cantidad con que se mcremuunr(t el pm‘amexro en cada nerncnén.
- Condni=vector inicial delerminado por el usuano. ’ '
Estabilidad, para indicar si el punto encomrado es inestable o no;
Ligny, malnz de dnmensnén nxz pora almacenar los elgcnvalorcs (ie Ia matriz Jacobmna k
evaluada en el punto de equlhhno En Ia pnmera columna s .llnlace.mrén las partes .‘ S
 imaginarias y en la segunda las renles /
2. Mientras Numlt >0 seguir los pasos 3 nl 7 i :
3. ’Sol—Mctodo_SoI(Condlm, Engnv, Estnbxhdnd F. X)
4, Si Metodo_Sol encontré ona solucxén emonces .
‘ Pmmr pumo de equlhbno con el esulo adecundo pam establlldad
5. Condlm-—Sol :
E 6 - A=Atlnerh, RS
o Ny}n‘hsﬁum oo

, ‘!consmuda sélo parcxalmente Cons:d
~ nuevamente con e} sistema de FxtzHug :
: b\furcac:én para el par'imetro I graficado contra t. El lector puede notdr q

Como puede apreciaxse, el algommo ¢s. bnstame senclllo aunque esté hmxtado A

,qunzés una sola rama de puntos de- ethbno Y de hecho, ésta’ mnsmn podrfa ser '

,Nugumo y comtruyamos el dlagr

08 e’l‘déjemplo .;_ildstradd"q’nila figura 46 ‘ i
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condicién inicial dada por el usuario, el diagrama es incompleto pues para cierto valor
del pardmetro deberian aparecer tres puntos de equilibrio y conforme éste va
incrementandose tales debieran desaparecer hasta quedar uno sélo nuevamente. Lo
que el usuario obtiene con la forma de proceder descrita anteriormente ¢s un sélo
equilibrio para cada valor del pardmetro.

Para obtener una descripcidn mds completa de su diagrama, el usuario deberia
entonces construir un primer bosquejo del diagrama como el de la figura 4.6, a
continuacién moverse a condiciones iniciales cerca de Ja discontinuidad y gjecutar.
nuevamente el algoritmo de continuacién de puntos de equilibrio. Evidentemente esta
forma manua! de operacidu debe complementarse con un buen conocimiento intuitivo.

S
............ e '

‘an 0w a4

204 e
o

compenatite

K ,
Condlicidn knicial ~s.24

Figura 4.6 Ejemplo de un dmgmlm de blfurcaclén mcompleto El sistema es [‘mHugh- ‘
~ Nagumo con a=-2.6, b=2, g=1.50. I se corre desde -2 267 '

Para construir un- algontmo mas efecnvo, se piensa en la posnbxhdad de que Ll

~usuario establezca una malla de condnclones iniciales para’y, En este caso, para cada - ‘_
~ valor de} parﬂmetro, el nlgonlmo tendn’a que buscar una solucnén para cada COﬂdlClon L
- nmcial enla malla en lugar de uuhzar el ummo punto de equnhbno encontrado S

Ev:dentememe, esta uluma forma de operauén es muy efecnvu aunque lenta ¥, de e
*hechoy slgue requmendo del conocimiento del: usuano. En: el ejemplo 1lustrado,

'~estarfamos en condlclones de dar Ia ‘malla dc. condlcnones mxcmles pOrque por lo -
‘menos Y’l se tiene. un bosqucjo del dmgmma S : S




{08 Aplicaciones del andlisis numérico en el estudio de sistemas dindmica no fineales

El diagrama de ejemplo fué construido por BIFURCA e igual que fué graficado en
el plano Ir, también podria haberse escogido la proyeccién Iy o bien verlo en el
espacio tridimensional /xy. Para todos los casos el problema de encontrar mis de una
solucidn para cierto valor del pardmetro es exactamente el mismo y el diagrama igual
se verfa discontinuo.

La segunda forma de operar se resume en el siguiente algoritmo de bisqueda:

1. Definin
 Numirsnimero de iteraciones a realizar;
Incrkcnniidud con que se¢ incrementard el pardmetro en cada iteracidn;
Condini=vector inicial determinncllo por el usuario;
Estabifidad, para indicar si el punto encontrado ey inestable o no;
Eigny, matriz de dimensién nx2 para almacenar los eigenvalores de la matriz Jacobiana
o evaluada en el punto de equilibrio. En I primera columna se almacenardn lns partes
v imaginarias y en 1a segunda las reales.
VarMalla, indice de la vnriiblé sobre Ja que se define l.x malla
LimlnfMalla, - limite mfcrlor del mu,rvalo de la mnlln
LimSupMa lla. Imite superior del mtervulo de la nnlla
| Inchalla, incremento para la-variable de malla
! 2. Mlenlms Numit >0 segulr los pnsos 3al 9
’ 3 Hacer Condlnl[VarMalla]—Ltmlanalla
4, Mientras Condlm[VarrMalla] # LimSupMalla segulr Ios pasos 5 a 7
5 Sol—Mmdo Sol(Condlm. Elgnv, Esrabllldad F X)

: 6, ‘.Sl Mclodo_Solenconlrduna soludén enlonccs

‘ B Pm(ur punto de’ ethbrio con el estilo’ ndecuado para esmbzlldad
. » 1 21 "Condlm[VarMalla]-Condlm[ VarMalla]+Inchalla
: 8 '}v=7v+lm:rk
9. »,Numlr-Numll—l ‘

Demro del programa BlFURCA a este tipo de busqueda Se le denomm() como £

R - algontmo utthzando ‘una’ malla sobre X establecnendo LzmInfMalla-—S
LzmSupMalla—2 e lnchalla-Oz Sae e ,

busqueda exahusnva. En Ia figura. 47 se muestra* un ejemplo- de una corrida del‘ i
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Nuevamente, el lector interesado podri encontrar la implantacién de los algoritmos
descritos dentro del archivo METMATE.CPP en las funciones DiagBifSimple y
DingBifExahus miembros de la clase NumericBifurca,

p2 1)

! S8 - ¢ ‘o, w o 5228

! 19

....

in ‘ : o .

Figura 4.7 Es el diagrama correspondlente at de Fquugh Nugumo pero utilizando el

algoritmo exahustivo. Note que ha sido dibufado mucho mds completo, Los puntos més SR
" gruesos representan mcstabnhdad y.los nommles corresponden a pumos de equilibrio
‘ estables - :

A contmuacnén se d:scuuré un e}emplo en el que la posncxén de los puntos de
equilibrio no " varfa, “pero s cambm Su estabxltdad E! péndulo matem{nlco con-

‘rozamiento dado por las ecuacnones '

‘x)' ,
y--y Asen(): ~

| , ‘!lene un pnr&me!ro que no detenmna la ubxcacnén de !os puntos crmcos,,umcamente,

: 'determma la rapldez con que se mueve el péndulo v, por tanto, con que pasa asu e
e posxcnén de reposo (cuando cuelga hacm abajo con velocndad cero) para los rmsmos i
P 'puntos ctmcos que snempre estarén en (21m. ( 0), es decir cada vuelta que el péndulo s

- logrc dar sobre su cuerda. En las. ﬁguras 48y49se tlustra el compor!amiemo de. las} .
"y}soluc:ones alrededor de los punios crmcos vanando el parﬁmetro A Se llustm“

tambtén la forma de sus ceroclmas.




diferentes valore
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4.10,se. puede apreciar Ia forma que toman las cerog
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i
1
i Y
5

' S ! ! 4 H 3
i t

4 .‘K ‘l ; % : 4
A \J | ;
J/ |V i v}' V) \V

—
e

‘Figura 4.10. Forma para las ceroclinas para diferentes. valores de Al Cemdmn eny
cuando’ A=l; (2) Ceroclina en y cuando A=2; (3) Cemclma en y eu:mdo A—~2'
(4) Ceroclinaenx esel eje y=0, ; : :

Finalmeme, en la figura 4,11 se presenm el diagrama de bxfurcacxdn que indica que
la posncldn y eslabllldad de los pumos crfticos no varfa contorme varfa el parémetro. o
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CGROGISEINENEATHINALESEIG NI NN

asnsearnenssansreamed . . oo
BT Y YT I T . .
A
BRIV 1.49428 : 0 L S T
P0000000000000008808 L - i o Cer e .
4111 28

Flgura 411 Dmgmma de bxfurcacldn pard el sistema del péndulo Ln posicxén de Jos 9

. - puntos de equilibrio es mvrmame a cambios en-el purﬁmetro. Si la cuerda del pendulo o
- pudiera ser negauva, entonces la estabilidad de- log puntos cambmrfa para; valores (R
negativos de A. Sin embargo, aunquc A<0 s matemﬁt:cnmeme v{sl:do. en la renhdad no S

es aphcable‘ "
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Capitulo 3

PROGRAMACION ORIENTADA A OBJETOS
Y EL. PROGRAMA BIFURCA PARA EL
ANALISIS DE SISTEMAS DINAMICOS

INTRODUCCION

Nada para mi es mas sausfactorio que la presentacxén de este Bltimo capftulo Pues
no tan solo ‘es la parte- con que queda concluxdo este’ trabajo, smo también la.
consolidacién de lo que ‘alguna vez fué un suefio desarrollar una aphcachn de

software que tuviera las caracterfsticas funcionales que las desarrolladas por expertos

profesionales y qiie ademds sirviera como hermmxenta vxsual y de expenmentacmn‘
auxxhar en alguna drea teénca de las matemétncas : PR

Sl _bien existen aphcacnones tan fuertes como Maple V MathCad Matem{mca;

. etc,, éstas son tan generales que no alcanzan a. cubnr las partes mis especializadas de -

cada drea. El caso del anslisis de Sistemas Dmétmcos no constituye una excepcion, ya
que este txpo de programas s6lo cubren el trazo de planos fase; de gréficas de solucidn

.y del cnmpo vectorial para ecuaciones dxferencxales a. lo més de’ dxmensxén dos. :
: Tambnén existen programas cuyo tnico fin es el anélisxs de snstemas dmémxcos que’
permuen una: expenmentaclén mas completa. pero’ mnnejan umcameme mstemas de o
_ dxmensnén 16 2 sm incluu' el andlisis de blfurcamén : '

'Es muy comlin que en los Iaboratorios umverqntanos de mvesugacndn se desanollen;

- programas que mstrumentan alguno 0 algunos algomm()s el pamcular para realizar
_‘ _expenmemaclén y anahsls de’ tdpicos tani: especmhzadoq como el andlisis- de_g[ ,
S blturcacwn Sin embargo, estos progmmas no estc’m mtegrados a una aphcacxén; o

g 115-
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interactiva con el usuario y dificilmente pueden ser utilizados por alguien diferente de

su creador,

El programa BIFURCA fué desarrollado con muchas cualidades adicionales a otros
programas, Por ejemplo, es capaz de calcular el espacio en que se anula alguna de las
ecuaciones (ceroclina) y graficarlo en proyecciones de dimensién 2 6 3, También
maneja sistemas de la dimensién que alcance a soportar In computadora que lo corre,
dependiendo de la memoria RAM. Quizds la principal cualidad y que lo hace dtil para
muchos investigadores del drea de Sistemas Dindmicos es el hecho de que incluye un

mddulo para el andlisis de bifurcacién,

Los concepios fundamentales de la metodol’ogfaj orientada a objetos para el
desarrollo de sistemas de software y su identificacién en el Programa BIFURCA son
materia de este capftulo. Por el momento justificaremos la elecccidn por un lado de la

| metodologfa mencionada y, por otso, del lenguaje de programacién C++.

Una caracterfstica fundamental de la Programacién Orientada a Objetos es la de
reusabilidad, Pretendiendo que - las her:amiéntas mateméticas implantadas en
BIFURCA pudieran ser reutilizadas en cualquier otro diseﬁo ¥, con ello, a’largar su-
tiempo de utilidad, se eligi6 la Programacién Orientada a Objetos, Ahora, i 1magmemos
que ha llegado el momento en que es necesano aftadir, modlﬁcar o utilizar uno de los

- modulos: de BIFURCA para construir otro programa. Deﬁnmvamente, la cuna de
“cualesquiera’ de estas actividades serd una universidad o “similar Y, por ahora. el

lenguaje més popular en éstas esC 0 C++ Los otros lenguajes onentados a objetos no
son muy conocidos y si lo son, no se pueden obtener tan facxlmente obtemblea As( '

'que se puensa que para los ﬁnes que BIFURCA fué creado el lenguaje 6pt1mo es C++
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5.1 El origen de la programacion orientada a objetos

>

“Programacién Orientada a Objetos” es un término de moda, sin embargo, acaba de
cumplir sus bodas de plata. En 1967 [ué desarrollado SIMULA, un lenguaje para
aplicaciones de simulacién, considerado por muchos el precursor en la introducci6n
del concepto de objeto. Lamentablemente, este nacimiento en el norte europeo pasé
inadvertido para gran parte de la familia de los programadores. Resulta que ahora
tenemos un “nifio de 25 afios” que muchos se apuran en rebautizar,

Por aquel entonces se hablaba de la “crisis del software” que provocarfa el
surgimiento de la Programacién Estructurada. Las “grandes" brigadas de
programadores que programaban los “grandes” slstemab para las “grandes" mﬁqumas
enfrentaban serios problemas de organizacién y productividad. La respuesta fueron
metodologfas que promovfan- una solucidn jerdrquica, disciplinada, orgamzada y
iplanificada! - para desarrollar el software. Algunas mejoras fueron introducidas en los

lenguajes de programacién para facilitar ésto: mejores estructuras de’ control para

obviar ¢l goto, algunos recursos de modulandnd y de orgamzacnén de blbhotecas de

_ programas,

Esto parecxo ser suﬁcnente durante los 70, No obstante. pocos sxstemas lograban
terminarse, pocos se terminaban cumpliendo con los requenmlcntos iniciales yno
todos los que se términaban y cumplfan los requisitos iniciales se usaban segiin lo -
plamflcado El problema (mal llamado. de mantemmlento) conmtfa en c6mo adaptar-
el software .a nuevos - requenmlentos lmpOSlbléb de haber sido - plamﬁcndos f

inicialmente, Ln “estructuracion”’ facnlltaba ‘en todo. caso la zambulllda delos '

programadores de mantemmxento" en los mares de lfneas de programa fuente. pero‘:
no la lmpedfa. L - ;

~Este alto grado de plamflcacldn y prevxslén és. contrano a la propxa reahdad El
hombre aprende y crea a (ravés de la: expenmentacnén, no de la plamflcaclén. Se

: »necesltnn medlos que faciliten Ia expenmentnclon y no que exijan que tenga que ser :
| plnmflcado un proyecto entero antes de’ poder escribir una lnea de programa para que' o
~ luego este proyecto se convierta en una camisa de fuerza en el desarrollo X evolucién' 5

, ;del sistema, El desarrollo de SMALLTALK 2 ﬁnales de los 70's fue una respuesta a
este problema. LT '
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El desarrollo técnico del hardware, su disminucion en precios y la explosion de las
computadoras personales [ue el detonante final. Con las computadoras al alcance de
mds personas, mds programadores y ademds problemas mis variadas a resolver,
aumenta la necesidad de desarrollar rdpidos prototipos sin esperar a que los
requerimientos iniciales estén totalmente precisos. Es conveniente poder aprovechar el
software existente. También es necesario facilitar la adaptacién de este software a
otros usos, diferentes a los originales, sin necesidad de modificar el cddigo ya
existente.

La Programacion Orientada a Objeios (POO), que por todo [o anterior algunos han
dado en llamar la Programacién Estructurada de los 90°s, encuentra aquf un terreno
fértil. ¢Es la POO un mejor paradigma que otros?. En cierto sentido sf lo es ;Es una
ciira de todos nuestros problemas?. No, no lo es. LSlgmﬁc'\ que la arriba mencionada
“crisis del software” desaparecera? Probablemente ‘no. Pero entonces. (que es lo

grande de la Programacmn Onentada a Objetos ?

En lugar de tratar de modelar un problema en algo familiar'a la computadora se
trata ahora de acercar a computadora al problema. Es decir, modelar la realidad del

problema a través de entidades independientes” pero que interactdan entre sf y cuyas

fronteras no estén determinadas por su instrumentacién computacmnal sino por la
naturaleza del problem'l. Estas entidades serdn denommadas objetos por analog(a con  ‘

el concepto de. objeto en el mundo real

Esto es tal vez lo bello de la POO, la senclllez de sus conceptos. ResolVer"

N problemas consiste en definir objecos y sus acciones y entonces inyocar: las acciones
"enviando mensajes alos objetos que ocultan las caraceristicas mtemas de cémo llevan
'a cabo estas acciones. Esta forma de resolver problemas luce- farmlmr y léglca y ha

sido utilizada por otras dlscnplmas clent(ﬁcas ya. que en nuestra expenencia dnanav

' nosotros "mampulamos objetos".

Programar enun lenguaje de programacnén orlemado a objetos es deﬁmr clases
(nuevos tipos' de (datos) que’ “expresan" una determmada funclonahdad la ‘cual es

_comiin a todos los individuos de una clase, A través deesta: funcnonahdad Ios objetos' o

.0 mstancms congcretas: de una clase dan respuesta a.las sollcnudes (mensajeq) que:les
 envfan otros objetos; Las clasee deben ser lo suﬁcxentemente CERRADAS como' para’ e
que cada objeto pueda ocultar 1a- informacién (datos) que lo camctenza ‘como.
 Individuo. El cémo llevar a cabo la funcnonalldad descma de la clase, es un problema\ -
‘."mtemo del objeto.‘ : : ‘ ~ :
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Desde el punto de vista de las arquitecturas convencionales de computadoras, en la
POO los datos no circulan abiertamente por todo el sistema como en la programacicdn
tradicional. Los programas no se dividen en declaraciones pasivas de estructuras de
datos y funciones (que tal vez actilen sobre algunas de las estructuras de datos). Los
datos estdn ahora encerrados dentro de cada objeto y éste es quien decide internamente
c6mo trabajar con ellos para dar respuesta a una solicitud de otro objeto.

Por otra parte estas clases deben ser lo suficiente ABIERTAS para permitir la
reutilizacién, adaptacion y extension de las mismas a nuevas funcionalidades, sin
correr el riesgo de afectar el funcionamiento de lo que ya estd correcto.

Esta aparente contradiccién de lo que * se conoce como principio
ABIERTO-CERRADO, es la piedra angular de la POO, ‘

En ausencia de una definicién formal de lo que es la POO, algimos prefieren
identificarla por sus objetivos. Dos objetivos fundamentalcs persngue la POO para
facilitar la expenmentacnén

1. La robustez de las partés que garanticen su integridad, y funcionamiento propio
(lo cual a su vez facilita el arrinconamiento de las fallas). Esto se facilita en'la
POQ a través de recursos como el encapsulamiento y el manejo de excepciones.

2. La reusabilidad y la extensibilidad; Su significado es que se pueden "derivar”
(mds que definir) nuevas clases de objetos a partir de las ya"existentes,
facnlltandole con ello al programador el desarrollo de- protonpos Y una: répida- -

- exploracién en las nuevas ideas. Esto se facilita en los Lenguajes Onentados a
- Objetos *(LOQ) - mediante - la- redefinicién de" operadores y funcnones, 1
: genencndad la herencmyel pohmorﬁsmo.. ‘ Sy :

Esta busqueda de la comunalldad Y. de aprovechar lo exutente es una. de las-

caracterfsticas “bdsicas de la POO, Algunos de estos recursos como el pohmorhsmo vy

la-jerarquia’ de clases a través de la herencia, nos dotan de recursos. para clasxﬁcar‘ :

|6gicamente los objetos. evntando las redundancmsyobvmndo restnccnones que otros e

?
o

' paradlgmas de programaclén nos 1mponen.

Otros conceptos como la genenczdad la mampulaclén de excepcxones que noson
~inherentes. al modelo de objetos. evitan las redundanclas Y- obvnan resmccnones que’_
otro$ puadngmns de progmmaclén del lenguaje CHt. . : =
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5.2 C++ y otros lenguajes de programacion

Algunos de los lenguajes orientados a objetos son SMALLTALK, Eitfel, y Actor.
Sin embargo, la dificultad para los programadores de hacer el trdnsito de la viejas a las
nuevas téenicas y la “pesada” carga instalada (inental y electrénicamente) de software
vigjo, ha provocado el surgimiento de extensiones de los lenguajes tradicionales como
LISP, Pascal, y C que pretenden establecer un compromiso con sus viejos
programadores y las nuevas ideas. Esto dltimo ha hecho que algunos se pregunten jes
éste el mismo vino en nuevas botellas?, Al finalizar esta seccién, el lector se dard
cuenta de que no es asf, es decir que C++ es una nueva concepcién que soporta
ditectamente conceptos de la Orientacién a Objetos y ademds retiene los recursos de

‘bajo-nivel y la eficiencia de C.

C++ comenzé su desarrollo ‘en 1980 cuando Bjarne Stroualrup de los Bell
aboratones de AT&T necesuaba un lenguaje para desarrollar grandes programas de
simulacion. Su propuesta fué adicionar a C recursos de clases tipo SIMULA El
resultado inicial fué un lenguaje denominado (o} con Clases, Este lenguaje continué
evolucionando y se le fueron afladiendo nuevos Tecursos, aunque manteniendo los

recursos cercanos a la mdquina que tiene C, y el nombre fue cambiado por el de G+

(Io cual denota un paso mds all4 de C, tomado del operador de i mcremento de.C, ++).

Es por esto que C++ es considerado un lenguaje h(bndo, porque en &l coexisten la -

forma clésnca de programncxén enC con los NUEVOS recursos y concepms de la POO

Algunos LOO (pnncxpalmente SMALLTALK conslderado por algunos el patrén de '

la POO) no hacen chequeo ¢ estéuco de llpOS. Es decnr, todos los. chequeos de tipo los-
'hacen en tiempo de e;ecucnén. Esto es aparemememe mcnos resmctvo durante la fase .
de expenmentacxén pero impone una ‘sobrecarga de. uempo de ejecucmn para los

comroles, pues es en ejecticién donde se determma si un objeto puede dar respuesta o .
no a un mensaje. Por otra pnrte. deja los progmmas ablenos para posnbles errores a

' veces dxffcxles de detectar

Como LOO C++ pemgue ln fncmdad para el dlseno de répldos protonpos pero

‘mantemendo deCla eﬁcnencxa y segundad que. deben lener los sistemas: deﬁmtlvos R
-Es por ello que C++ es un' lenguaje con chequeo estétlco de upos (smttc type
 checking): e} compilador controla el uso adecuado de. las funcwnes quie. pueden ser
*realizadas  través de los objetas y de cuales deben ser sus argumenros. evxtando con o5
- ello errores en uempo de ejecumén : .
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Algunos detractores esgrimen este hecho como contradictorio con la facilidad de
experimentacion. No obstante, mediante el polimorfismo y las funciones virtuales
C++ determina en tiempo de ejecucian cudl es la funcién que dard respuesta a un
mensaje y gorantiza en tiempo de compilacion la existencia de la misma: Esto
combina la seguridad con un adecuado nivel de flexibilidad para miltiples situaciones.

Desde el punto de vista de la POO, C++ ofrece una buena cantidad de recursos
(aunque a veces con sintaxis de semdntica algo bizarras) como son las formas de
encapsulamiento, la sobrecarga de operadores y funciones. la herencia (incluyendo la
herencia mdltiple) y el polimorfismo. Algunas instrumentaciones como BORLAND
C++ incluyen la genericidad y otras, como Microsoft C++ incluyen el manejo de
excepciones (ambas ya incluidas en ANSI C++),

Los mayores beneficios de C++ se apreciardn a largo plazo: alta calidad del -
software, mayor reutilizacién de cédigo con mds facilidades de adaptacién apreciada
sobre todo en los proyectos. grandes. Una experiencia desarrollada por AT&T (los
creadotes de C'y C++) durante 3 afios demostré que los sistemas’ desarrollados enC
tenfan s6lo una cuarta parte de reuuhzacxdn de cddlgo anterior por tres’ cuartas panes ‘
en los emtemas desarrollados en C++. - ‘ , '

Desafoﬂunadamcnte C++,‘aunq(1e permite evitar algunos de los: problemas que

-promueve. C (como el abuso en el manejo de punteros) adolece de algunas de bllS' ’

deficiencias (como es a notacién algo crfpuca)

Algunos autoreb plantean que los nuevos recursos de POO de’ C++ son mxis fﬁcnles\,

'de aprovechar per un programador nuevo que por uno. expenmentado y deformado en-..
L los trucos de C. Incluso el propno Stroustrup plantea que quien programe en C++ S
- pensando en el estilo tradlcnonal de C no. estani hacnendo todavfa POO Sin _embargo SR
“Cttha s;do dnseﬁado como un. supraconjunto de C parn faclhtar la rmgracldn de los )
- programadoree de CaC+

Sy m" RIEE

Es este lastre de C, que mcluye la “obsesldn" por la eﬁclencm, lo: que le ha hecho a. ”

Cht perder parte de la sencillez y la. elegancm del paradngma de objelos Realmenle o
‘muchas de lns “ef‘ clenclas" estdn condicionadas: por. las arqultecturas sobre las que b
- trabajamos,: Un compllador inteligente podrfa sllencxosamente lograr muchas de estas
'opumlzacmnes ‘Lenguajes como C++ incitan a.que sea el programador el que las" .
' busque desvxéndolo de la esencm del nuevo paradngma. S
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Sea el mejor o no, el mercado de C y los productores comerciales de software han
convertido a C++ en un hecho (no obstante la falta de ortodoxia para algunos y la falta
de elegancia para otros) que algunos han dado en lamar el LOO “standard” de los
90's,

5.3 Clases y Objetos

: ‘0 Algo hacla lo cual se dmge una, acclén

: pane de la reahdad y es a!go que existe en tiempo y espacno“'E

‘ ﬁobjeto fué formnlmente aphcado en’ el lenguaje Simula. Otrc aspectd mpomnte de s

“los objetos es que tienen-un papel en el dominio de un problema que detemuna laf:‘
manera en que colaboran em.re sf para proporcionar un componammnto global

Tanto el ingeniero como el -artista deben estar muy -familiarizados con los
materiales de su “negocio”. Cuando utilizamos métodos orientados a objetos, nuestros
bloques bésicos de construccidn son las clases y los-dbjctos, con los que tendremos
que estar muy bien familiarizados, En esta seccion se definirin dichos conceptos mas
formalmente y se introducirdn los conceptos mds importantes relacionados con ellos.

¢Quéesun objeto" :

La hnblhdad de reconocer los objetos fisncos es una habllldnd que el ser humano \

: éprende desde muy: tempmna edad lnformalmente, decnmos que un. objeto es una

entidad tangnble que exhibe un comportannento bien definido. Desde la pcrapccuva

' del aprendlzaje humano, un objeto €5 cualquxcra de lo snguleme. _
e Una cosu‘utanglblc y/o vxs‘lblg, -

‘ .o Algb?ql‘xé;pl‘l\e:dé ;ohibféndefSé ih.télé'c"t.lxiil'm‘éntc;fvf "

Aﬁadamos a nuestra deﬁmcnén mformal la 1dea de que un objeto modela alguna |

Podemos ahora consmur una deﬁmclén formal de objero' N

Un objeto ttene estado comportamxemo e tdenudad a.: estrucrura y:

, comporramwmo de objetos similares son deﬁmdos en su clase coman. Ios térmmos;, :

instancia y ob]eto son eqmvalentes. e

‘o El eatado de i un objeto mcluye todas lns propledadus de este mas los valores L :
actuales de cada una dc eaas propledades i v



“ iRelaclones entre objetos
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¢ Ningiin objeto existe aislado. Més aiin, los objetos actian sobre otros objetos y a la

vez otros actifan sobre ellos. Asf, podemos decir que el comportamiento de un
objeto es la manera en que éste actia y reacciona en términos de sus cambios de
estado y los mensajes que envfa y recibe, El estado de un objeto representa el
acumulado de los resultados de su comportamiento.

o La identidad de un objeto es aquella propiedad que lo distingue de los demds

objetos.

Figura . l Un objeto tiens estado, exhlbe un compommiento blen
deﬁnldo y tiene una idcnmhd dnica - :

Un objeto por si nusmo ‘es. poco mteresam ,“,Los objetos contnbuyen con; l

e compommlemo global del snslema colaborando entre sf La relaclén entre 0s. ‘obj gos’ e
 arbitrarios mvolucra la consnderactén delas- operaclones que pueden se: ejecutadas y
el comportaxmeto resultame ‘ 4 s

Los dos npos de telaclén que pueden darse som: o

. ngas



Cno xmphca contencu’m ffsxca.
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e Agtegacion

Ligas

El término de liga se deriva de Rumbaugh, quien la define como una conexién
fisica o conceptual entre objetos. Un objeto colabora con otros a través de sus ligas
con ellos, Dicho de otra manera, una liga denota la asociacidn especifica a través de I3
cual un objeto (ef cliente) solicita los servicios de otro (el servidor), o a través de la
cual un objeto puede navegar hacia otro. Como participante de una liga, un objeto
puede jugar uno de tres papeles:

Actor, Un objeto que puede operar sobre otros, pero nunca es operado por otros; en
algunos contextos, este término es equivalente a objeto activo.

Servidor. Un objeto que nunca opera sobre otros ob}etos solamente es operado por
otros.

Ageme Un objeto que | hace las veces de actor y de servidor, Generalmcme un
agente es creado para reahzar alguna operacxdn en nombre de actor u otro agente.

Para que un objeto pueda’ envxar un mensaje a otro, dicho mensaje debe ser vxsxblc
en alguna forma, Durame el andlisis del problema, la determinacién - de. visibilidad
puede ser ignorada, pero una vez que empieza la instrumentacién concreta, debe
considerarse la visibilidad, debido a que nuestras decisiones darfm pie al alcance y

‘ acceso de los objetos en cada. extremo de la ltga. '

Agregaczdn

Asf como una hga denota relacxones chente/serv;dor, la agregacxén denota una

Jjerarquia parte-de con la - habilidad de navegar - del todo (usualmeme llamado ,
= agregado) hacia sus partes (lgualmente conoczdas como sus atnbutas) La agregaclén '
: puede 0 no detcmunar contencxén ffsica, pm' ejemplo, un aeroplano estﬂ compuesto de




‘mstancla de esa clase. La mterfaz es la vista externa. que a |
abstraccion; pero’ esa abstraccnén posee - “secretos” acerca,del; por qué de su f -
‘ f‘comportamlento chhos “secretos" son. la vnsla mtema de la cldse. '
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¢ Qué es una clase?

Los conceptos de clase y objeto estdn estrechamente vinculados, pues no podemos
hablar de un objeto sin considerar su clase. Sin embargo, existen' diferencias
sustanciales entre estos dos términos. Asf como un objeto es una entidad concreta que
existe en tiempo y espacio, una clase s6l0 es una abstraccidn, la esencia de lo que serfa
un objeto, Asf, podemos hablar de la clase de los mamiferos que representa-las
caracterfsticas comunes a todos ellos. Para identificar un mamifero en particular de
dicha clase, decimos “éste mamffero” o “aquel mamffero”.

En términos cotidianos, podemos definir una clase como un grupo o conjunto
caracterizado por atributos comunes. En el contexto de la orientacién a objetos,
definimos una clase como sngue '

Una clase es un conjunto de objetos que comparten ung estructura y un
comportaniento comin, Un objeto es .ﬂmplemente una mstancm de una clase.

'Evidentemente un objelo no es una clase, aunque cunosamente una clase sf podria
ser un objeto. Los objetos que no comparten una estructura’y. u comportanuento
comunes no pueden ser agrupados dentro dé una clase porque por “definicién, no

estdn relacionados m:’xs que por su naturaleza de Ob]BIOS. Existen abqtraccnones tan"

complejas que no pueden ser expresadas en términos de una sola declaraclén de

“clases, asf que s¢ constmyen varias md$ cuyas instancias colaboran entre sf para__

proporclonar la estructura y el comportamxento deseado e

- Desdeel punto de vista de la. POO, la “colaboracnén entre’ obJetos" sngmﬁca que ;
exlste un contrato entré dichas clases en el cual ee estnpula la funcnonalndad de cada‘ "
ez " aracteriza a la, :

R

La mterfase de una clase se d1v1de en 3 partes. . e

0 OPuwa. Accesnble a todos los clientes.

’ OProtecled. Accesnble limcamente a los elementos mtemm de la clase, a: las S
- subclasesy asus “amngos” ' &

i

oanate. Acccsnble solo asus elementos mtemos y asus amngos
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“Los amigos” son las funciones o clases a las que la clase en cuestion da privilegios

sobre s{ misma. Estd por demds decir cudn cuidadoso debe ser el desarrollador para
elegir a Jos amigos de una clase,

Una clase incluye la descripcién de los datos (componentes) de cada objeto o
instancia de la clase y de sus operaciones, llamadas funciones miembro en la
terminologfa de C++ o métodos para otros como Smalltalk. Estas operaciones sélo
podeén invocarse a través de los objetos de 1a clase o de los objetos de las clases

amigas”, Dichas operacxones de una clase son las que dan vida al comportamiento de
sus objetos.

‘ Fuguu s zUna clm mpmenu un conj\mm da obmos que °°“‘Pmen e
- una eatructur Y ﬂn compotumienxo comﬂn

Relaclones entre clases

Por el momento consxderemos las s:mmtudes y diferencms entre lns s:gmentes

clases y objetos: flores, margaritas, 10848 rojas, msas amanllas, pétalos y manquuas.
: Podemos haccr las szguxentes observacxoneS' T

Una margama es una clase de ﬂor
-Una rosa es otra clase dmmta de ﬂor.

Las rosas amarillas y las ro;as son clases de rosas,

TR




: "Asoctacufn

:--“Por cada mbtancna de la clase A deben ex:sur unao m.’u. de la clase B v
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-Un pétalo es una parte tanto de las margaritas como de las rosas.

-Las mariquitas comen algunos organismos que pueden infestar ciertos tipos de

flores.

De este ejemplo concluimos que las clases, como objetos, no pueden existir
aisladas y de hecho, para un problema en particular, éstas estdn relacionadas en una
interesante variedad de formas posibles, Son dos las razones por las cuales se
establece una relacion entre clases: primero, una relacién entre clases podefa indicar
algin tipo de comparticidon de caracterfsticas comunes. Por ejemplo, tanto las
margaritas como las rosas, ambas son clases de flores. Eso significa que las dos tienen
pétalos de color brillante y emiten una fragancia. En segunda instancia, una relacién
entre clases podrfa indicar una conexién seméntica, Por ejemplo, decimos que hay més
0sas en comvin entre las rosas rojas y amarillas que entre-las margaritas y las rosas y,
las margaritas y las rosas a su vez tienen mds relacién que los pétalos con las flores.
Andlogamente, existe una conexién simbidtica entre tas mariquitas y las flores: las
mariquitas protejen a las flores de ciertas plagas, las cuales A su vez sirven como
alimento para las mariquitas.

 Existen tres tipos basicos de relaclén entre’ clages, nusmas que podemm dlstmgulr

“cnnuestroejempm' RREE N e . P

l Generalizacion-especializacion Por ejemplo, una rosa es una clase de flor
2, To!al-l’arte. Un pétalo no es una clase de flor' esuna parte de ella. e

3. Asociacién. Denota alguna dependencm semantica entre clases conn‘

‘ caracterfstxcas dlferentes Por ejemplo la relacnén entre Tag manqultas y las ﬂores

Los lenguajes orientados a objetos s0portan tales tipos bésmcos de relacnén entre :

;clabes medumte los sngulentes upos de relacnén asocnacnén, herencna) agregacl(m. uso .
e mslanciacnén. Lt '

Es el tipo de relacién mﬁs general ya que umcamente expresa que: dos clases s.on K

dependlenles entre sf. La dependencm entre clases se expresn en los térrmnos de sus
ER mstanclas, Por e'emplo. podrian expresarse algunas asoclacmnes como' ' ‘

“Para varias mstancnas de. la clase A pueden existir vanas mstancnas de la clase B" 5



'hcrcncua y de encapsulamxento‘ Esto se debc a qu
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La identificacion de asociaciones entre clases es a menudo una actividad que se
leva a cabo durante la etapa del andlisis y durante los inicios del disefio y es, por
tanto, semdnticamente débil y no "demasiado expresiva”, Conforme se avanza en el
disefio y la instrumentacidn, las asociaciones entre clases van siendo refinadas hasta
convertirse en unn de las relaciones concretas como la de agregacién o la de uso.

Herencia

Se dié ya una definicién de lo que es la Herencia, asf que enfocaremos nuestras
definiciones hacia los dos tipos de herencia que existen y hacia el importante concepto

de polimorfismo.

Herencia Simple -

La herencia simple es una relacién que existe entre clases en donde una clase
comparte la estructura y/o comportamiento definido para otra. La clase de la cual
hereda otra es conocida como su superclase. La clase heredera serd, entonces una

subclase para la superclase,

Una subclase generalmente aumenta o restringe el comportamiento de su
superclase. Cuando una subclase aumenta el comportamiento de su superclase, se dice
que utiliza la herencia por extensién, En una jerarqufa'de clases siempfe existen iina o
mds clases que son las' mds generales y de-las cuales se emplezan a constmu' '
diferentes extensiones. chhas clases rafz se conocen como clases base. :

-~ Una clase dada generaimente txene‘ dos clases'de clientes; -

: ﬂnstimbias 5
OSubclases

TA menudo es recomendable deﬁmr dusuntas mterfases pm'a estas dos clases de1 v

. clientes. 'En’ pamcular, ag mstancnab s6lo” deben ver la pane ‘que’ defme el .
, :comportamxento que para el pubhco tierie un. objeto de la clase. Sin’ embatgo, es” ‘
" necesario- exponer . algunas ofras funciones y representacnones para las' clases; S
L herederas. La sxtuacién,d crita es: premsameme la mouvacuén paxa las deﬁmciones L
pnvate, publzc ypmtevt ddeC++. TR v

Dado que el uso de. la herencxa expone algunos de’ los: "secretos" de una ,,clase'?“ ;
heredada. ie’ puede decir que existe un c:erto grado de confhcto entre los. conceptos de
”pam poder 'ente‘der el -




5 e e e

'Herencla Mﬁltlple e
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funcionamiento de una clase heredera, muchas veces serd necesario estudiar no sélo el
comportamiento exterior de su superclase, sino también su vista interna.

Herencia significa que la subclase hereda el comportamiento y la estructura de su
superclase. Los lenguajes de programacidn orientados a objetos permiten que los
métodos de una superclase sean redefinidos y que se afiadan nuevos métodos. Por
ejemplo C++ permite declarar funciones como virtual, lo cual significa que pueden ser
redefinidas por las clases herederas.

: Flgum 5.3. Uns subclase puede heredar la esuuctun y el
comporwmemo de sus superclms . o

La facslxdad que nanen las subclases para redeﬁmr los métodos de su superclase se

conoce como pohmoo‘ismo. Pohmorﬁsmo |gualmeute sxgmﬁca que un lmsmo objeto o
‘puede responder ‘2 un mismo conjunto de; operacmnes en dnferentes fomms,~

dependxendo por ejemplo. del upo de argumentos recibxdos por sus metodos. S

Con herenc:a sxmple, cada subclase tiene exactameme una supcrclase, sin embargo.‘ e =
. en ocasiones sé tiene la dificultad de decldu' entre dos o més clas S
o ;debcr(a hercdar yde hecho. a veces se desea unificar Vanos co pouanuento “en uno‘ L
~'solo, es. decir, se desea utilizar la Hmnca Mulaple. Algunos lenguajes onentados a e
o vobjetos (C++ cntre ellos) permiten estc txpo de herecia si.bien’ la cuesuon desi 6sta es o
realmeme necesana es un tema seno de dxscusnén. En efecto. las mﬁs de las veces no :

‘de las cuales otra




plarmlla (template) ha szdo ms!anclada. ;
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se necesita la herencia mdltiple, pero cuando se requiera, serd de mucha utilidad
disponer de ella,

Agregacion

Las relaciones de agregacion entre clases ticnen una relacién directa con la relacién
de agregacion entre objetos, ya que las relaciones de agregacion entre clases darfin
como resultado relaciones de agregacién entre las instancias de dichas clases.
Recordemos que una relacion de agregacién es bdsicamente una relacidn de
contencién, es decir que las instancias de la clase contenedora poseen objetos de la
clase contenida. Ahora, vale Ia pena aclarar que la agregacién no necesariamente
implica contencién fisica, sino puede solamente contener una referencia a un objeto
contenido en alguna otra clase., Asf, hablaremos de agregacion por valor y de

agregacion por referencia,

Uso

Cuando alguno de los métodos de una clase utiliza ya sea"como argumento ¢ como
variable interna algun ob}eto de otra clase, dxremos que existe una relacién de uso

emre dnchas clases, ‘

lnstanczaczdn :

Laidea de ms(ancnacxén esté {ntimamente hgada con In de genenczdad en tanto que -
instanciar una clase se define en términos de una clase parametrlzatla Deﬁnamos,

entonces lo que ésto s;gmﬁca.

, Una clase parametnzada es una a pamr de 1a cual no pueden hacerse instancms en '
tamo que es genénca. Esto sngmﬁca que la clase es una planulla que,‘"eﬁne a un

‘ producxrén dnferentes clases a pamr de las cuales se pueden declarar ob;eto .1 g

momento que se construye una clase a pamr de la plamilla, se

= etc, Sm embargo, no se procede de la mlsma manera cuando;se !rata de. um _matnz en,'f :
‘el eSpaCIQ de- fos ‘niimeros complejos que ‘e el”_espacto real Se : puede entonces '
construir una claw p!anmla que puede ms!ancnatse en una clase ,qu maneje malnces L

: reales yen otra para mamces compleja” Una vez msmncmda dxcha clase planulla, se i




- ;‘ Dlseno Orwmado a Objeros (DOO)

: DOO tan',dnferente del structurado. El primero uuhza .\bstraccmnes de Dbj 05
‘ claseS' el segundo unhza absuaccnones algorltm:cas o
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tendran dos clases para manejo de matrices a partir de las cuales ya se pueden declarar
objetos (instancias).

5.4 El Modelo de Ohjetos

La tecnologia orientada a objetos se fundamenta en una serie de clementos que
colectivamente Hlamamos el Modelo de Objetos. Dicho modelo incluye los principios
de abstraccidn, encapsulamiento, modularidad, jerarqula, tipificacion, concurrencia
y persistencia. Por s{ mismos ninguno de ellos es nuevo. Lo importante es la manera
en que el modelo de objetos los integra para formar un todo.

El anlisis y disefio orientados -a_objetos -constituyen un-. enfoque - totalmente

diferente del estructurado en tanto que tienen su fundamento en la programacidn

orientada a objetos y no en la estructurada. Grady Booch define la POO al DOQ y al
AOO de la sxguxeme manera: :

Programacz‘on Or‘,temada a Objetos (POO)

la pragramacian onemada a ob_/e!as es un métoda de lmplamaccén en el cual los -

progmma.s se orgamzan como colecciones.’ woperanvas"de objetos cuda uno de los
cuales representa una instancia de alguna clase, y cuyay clases son todas mtembro.

de una Jerarqm’a de cla.ses umdas medxame relacmnes de herencm

Grady Booch nos dlce que si un pmgrama pa:ece onemado a ObJClQS pero carece -
de uno de estos tres elememos, entonces no lo es.’ Por ejemplo un programa sin

‘herencia no es onentado a objetos y, de hecho se conocc como Progmmacmn con R

npos abslracto.v. e

El DOO es un mélado de dcseﬁa que mcluye el pror:eso “de descompastcion; e

e anen!ado a objews y la natacidn necesaria paa expresar las modelos d:.sefxada.s' tanm e
lég:ca y f(szca como esrdnca y dmdmtcameme ‘ 3 e

: f"p;emsameme, el proceso de descomposncién onemado a objelos esel que hace al
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Andlisisis Orientado a Objetos (AOQ)

Recuérdese que en el andlisis estructurado, la parte medular es la construccion de
los diagramas de flujo que siguen los procesos de la entidad a modelar. El ACO
enfatiza la construccion de modelos del mundo real utilizando una visién orientada a
los objetos del mundo.

El AOO es un método de andlisis que examina los requerimientos desde la
perspectiva de las clases y objetos encontrados en el vocabulario del dominio del

problema,

Abstraccién

Una abstraccién denota las caracterfsticas esenciales que distinguen a un objeto de
otras clases de objetos y de esta manera proporciona lrmxtes conceptuales, relativos a
la perspectiva de cada quien. :

R Figun 3 4. LI ulumldn '3 enfocn hucla ™ cncwlnicn em)chlu
Lo nln\n obje\o. relativasa la pmpectivn dul upundor oD

Una abstraccsén s enfoca hac:a ol aspecto extenor de un objeto Sirve;entonces v‘ -

. :pm scparar el comportamiento esencml de un ob)eto de su mstmmentacsé Existeun~

, espectro de abstracc:én que ‘va. desde objetos que modelan 'on' mucha prec:snén S
S problemas reales hasta Ios que. vcrdaderameme carecen de razén de ser. De las més a e
. Ias menos usadas. estos tipos de abstracc:én son:. , . )
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sAbstraccion de entidades. Un objeto que representa un modelo para el dominio de
un problema o una solucién.

eAbstraccion de acciones. Un objeto que proporciona un conjunto generalizado de
operaciones que pertenecen a un mismo tipo de funcion.

eAbstraccién de mdquina virtual. Un objeto que agrupa operaciones que son
utilizadas por algun nivel superior de control 6 todas las operaciones que unhzan un
nivel mfcnor especifico de otras operaciones.

eAbstraccidn coincidental. Un objeto que contieng un grupo de operacxones que 1o
tienen relacién entre sf. ‘

El esfuerzo principal en la metodologia erientada a objetos €s sobre la construccitn
de abstracciones de entidad porque con dstas es que realmente podemos reflejar el
dominio de un problema dado. :

Un cliente es un objeto que umnza fos recurqos de otro objeto (conocido como el
servidor). Podemos caracterizar el comportnmlento de un objeto considerando los -
servicios que éste proporciona A otros, as{ como por lag operacmnes que puede
efectuar sobre otros. Esta forma de ver las cosas, nos fuerza a concentrarnos-en el -
aspecto extemo de un- objeto y-nos lleva a lo que se conoce como €l Morlelo de
Contrato en programacndn la vista exterior de un objeto det"me un contrato en el que
se ‘involucran otros objetos y. el cual, eventualmente depende ;amblén de s
orgamzacxdn interna a menudo en colaboracxén con’ otros objetos Por tanto, este
cofitrato establece todas las suposncnones que un objeto cheme puede hacer acercadel .
‘objeto servidor, Dxcho en otras palabras, este contrato establece las responsabnhdades "

de un objeto. lndmdualmente, cada operacnén que conmbuye aeste conuato tiene una

, 1dent|f|caclén que mcluye sus ‘argumentos y tipo de mformaclén que retoma.gf,

. ,Llamaremos PROTOCOLO al conjunto de operncmnes que un objeto chente puede
‘1 .fejecutar sobrc otro. con las especnﬁcacwnes de legahdad en que pueden ser. llamadas, '

Un concepto muy lmportante es el de mvarmnza Consnderemos un “mvanante“ ‘

como una condicién booleana cuyo estado verdadero debe ser preservado. Para cada

';opemcldn asocxada con un. objeto pbdemos deﬁnir precondxcnones (mvanantes,,_

“asumidas - por: la opcracxén) y. postcondncnones (mvanantes sanst‘echas por la -

operacldn) La vnolacndn ‘de-una mvanante _rompe el contrato nsoclado con’ una_ ‘

abstraccién, Si una precondxcién no €. sausfecha. emonces el chente 10 satisfizosu

: parte del comprom:so ¥ por tanto el serv:dor no puede proceder confmblemente De: la; ’
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misma forma, el que una postcondicién haya sido violada, significa que el servidor
fallé con su parte del contrato, por lo que los clientes no pueden confiar en su
comportamiento. Una excepcidn es una indicacién de que una invariate no ha sido o
no puede ser satisfecha, Ciertos lenguajes permiten a los objetos el disparo de
excepciones que abandonan el proceso y alertan a algin otro objeto sobre el problema,

Encapsulamiento

La abstraccién de un objeto debe ser precedida por las decisiones referentes a su
instrumentacién. Una vez que ésta es elegida, deberfa ser tratada como un secreto y
escondida de los clientes, es decir mantenerse “encapsulada” o aislada de la apariencia

exterior del objeto.

Filuu s 5 El cnclpsulumien!o oculu los douliu do imuumenuclén
dn un obmo FRS
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Abstraccién y encapsulamiento son conceptos complementarios: la primera se
enfoca hacia el comportamiento observable de un objeto, mientras que el segundo lo
hace sobre Ia instrumentacién que dard lugar a dicho comportamiento. El
encapsulamiento se togra escondiendo aquetla informacién que no contribuye a las
caracteristicas esenciales del objeto; tipicamente, la estructura de- un objeto es

+ ocultada.

El encapsulamiento proporciona basreras explicitas entre distintas abstracciones y
produce una clara divisién de responsabilidades. Considérese por ejemplo la
estructura de una planta, Para entender como - trabaja la fotosfntesis a un alto nivel de
abstraccion, pueden ignorarse detalles como las responsabilidades de la rafz de la
planta o las reaccices quimicas de las células. Encapsular es guardar los secretos de
una abstraccion, : '

Modularidad

Modularidad es la propiedad de un sistema que ha sido descompuesto en un
COﬂjllﬂlO de médulos coheswos pero hbrementc acoplados.

Anahzaremos ahora las ventajas de pamcnonar un programa en componentes

individuales. En primer lugar. ésto ayuda a reducnr la-complejidad de! enstema yoen
segundo, crea fronteras bien delimitadas que se_documetan por sf solas’ en €l

programa, Dichas fronteras o interfases son mvaluables en la comprensnén del -

programa. Algunos lenguajes  como SMALLTALK no mcluyen el concepto de

~ mddulo por:lo que la clase constituye la tinica forma de descomposncnén figica, En ,

" otros Ienguajes como C++, Object Pascal y Ada,el médulo esuna construccxén aparte R
¥y garanuzan entonces. un conjunto separado de decusnones durame el dnseﬂo de nuesua S

- aphcacién., P i N

En este npo de lenguajes, las clases y los objetos consmuyen la estruclura léglca
~del sistema;: dnstnbmmos entonces eslas abstracciones en médulos para producxr su-
-f‘arqui(ectura f(swa. Especmlmeme para_ aplicacloncs muy . grandes, en las cuales.»

podemos tener varios cllemes delas. clnses, el uso de médulos es cqencml pam
; manejar la complejldad ‘ s :

La mayorfa de lenguajes que soportan el médulo como un concepto separado, o
' “igualmente dlstmguen entre la- interfaz 'y la instrumemacnén del médulo, e decnr,l .
i encapsulamén y modulandad van de la mano Lo que en todo cnso vqrfn. es; la forma :
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en que cada lenguaje maneja la modularidad, por ejemplo los médulos en C-++ 1o son
mis que archivos compilados separadamente.

Al igual que la decisién de elegir el conjunto adecuado de abstraccciones, es muy
dificil la decisifn de cudl serd el conjunto de mddulos para un problema dado. Al
respecto, se pueden dar las siguientes recomendaciones:

Fi.uuss Lo modulardad agrupalas abslnccionea a.mm de uuidades o
- cohesivas llbnmenulcoplldu c L i

oPara cualqunera, excepto para el software mﬁs tnvnal. ln mejor soluclén es agrupar -

o las clases y objetos relaclonados en el mismo médulo

oEl objeuvo de la modulanzaclén es la reduccndn en el costo del software ya que i

* cada médulo puede’ ser dnscﬂado y revisado mdependnente ‘La_estructura de- cada i

'mddulo deberé ser entonces suﬁcxentemente sxmple para scr entendlda fécllmente

ODeben‘a ser posnble cambiar un mddulo sin requenr conocer la mstmmentacldn de E
‘los otros médulos b2 sin nfectar su componamnento. ' L fi

oEl desarmllador debe balancear entre el deseo de encapsular las abstraccnones y! la ‘

~necesidad de hacer ciertas abstmcclones vnsnbles a otros médulos: Este segundo punto”
-es detenmnante en-la, modulanzncndn. ya que detemnna las dependenclas entre ]
'-mddulosypor tanto los tlempo requendos para recompnlar e Sy '
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eL.os mddulos deberian estar organizados de tal forma que pudiesen ser reutilizados
convenientemente por otros desarrolladores; es decir, dstos deberfan constituir un
paquete de objetos y clases.

Jerarquia

Supongamos que un estudiante de anatomfa quiere construir un modelo del cuerpo
humano para entender su fisiologfa, Evidentemente €ste es un sistema demasiado
complejo para ser modelado con pocas abstracciones, mis ain, todas esas
abstracciones estén relacionadas entre sf, en el sentido de que muchas de ellas se
construyen a partir de otras; ésto es, unas heredan parte de la definicién de las otras.
Cuando la abstraccién de un objeto incluye como parte suya a otro objeto, entonces
diremos que existe una relacién de agregacnén entre clases; Tenémos asf, dos tipos de
jerarquia: estructura de clases (“'es una”) y la estructura de objetos ("parte de")

Herencia

Cuando tenemos el caso en que una clase xes tambxén otm (clase ), pero con
propiedades adxcnonales que la identifican, decnmos que la clase x heredé de la clase y

- En caso de que una clase reuna las promedades de vanas otras clases ¥y ugregue ono -

promedades entonces tendremos un caso de herencxa mﬁlliple. -

Agregacwn

- Las relacnones "parte de” son formalmente llamadas agregacwn. Mlentras las

‘ relnclones de herencia’ denotan especlnhzaclénlgenerahzacxén, las: de agregacxén e
‘descnben relaclones de contencnénlmtegramén. B, :

La agregncnén no es un concepto umco de los lenguajeb onentadoa a ob_;etos ya que :

- cuaquier lenguaje de programacnén que soporte estructuras de registros, | la aoporta. Sin’
" embargo, la combinamén de agregacxén con herencia es poderosa' la primera permite "
la agmpacnén fisica de estructuras léglcamente relaclonadas, Y ln segunda permite quei' o
las agrupnclones puedan ser reutllizadus ‘El lectOr puede ahora notar que. el elememo P
de ‘ln‘ POO que hace posnble la reusablhdad es k




CTpes

138 Aplicaciones del andlisis numérico en el estudio de sistemas dindmicos

Fjjﬁra 57, l’.as‘gbs!r‘nc_cyiéne_s fqnn;a'h’qm‘jcr‘ém‘ffﬂ' R 5 |

~El concepto de !lpO y el de clase son’ muy smulares. Se mcluye, sin embargo, el de'f‘;

tipos porque ‘hace un énfasis muy dlsunto al de abstraccldn Booch deﬁne el concepto o

de tipos como aquello que t‘uerza a objetos de diferentes upos a no ser mtercamblados-?
0. ser mlercablados enuna t‘orma muy restrmglda. , ‘
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Para comprender la importancia de la nocién de tipos, pensemos en las unidades de
medida utilizadas en las ciencias fisicas.

Cuando dividimos la distancia por tiempos, esperamos un. valor que denote
velocidad y no peso. Similarmente el multiplicar una unidad de fuerza por temperatura
no tiene sentido, pero multiplicar masa por aceleracén sf lo tiene, Existen entonces
reglas que prescriben y fuerzan hacia ciertas combinaciones legales de abstraccioncs.

Un lenguaje de programamén puede ser fuertemente tipeado, débilmente tipeado, o
alin sin restricciones de tipo y todavia ser llamado orientado. a ojetos. Los dos
ejemplos de ciencias fisicas dados, son de fuerte vahdacuSn de tipos, En los lenguajes
fuertemente tipeados, la violacién de concordancia dg npos. puede ser detectada en
tiempo de compilacién. En los lenguajes no tipeados como Smalltalk, dicha violacién

puede no ser conocida hasta el tiempo de ejecucién; C++ es un ejemplo de lenguaje

fuertemente tipeado ya ‘que ‘verifica en tiempo de compilacién que haya consistencia

en los tipos, es decir que las operaciones entre objetos involucren las clases adecuadas :

0 bien que sea posible realizar una conversién de tipos, aunque ésta deberfa ev1tarse
hasta donde sea poswle porque a menudo representa vmlacnones a las abstraccxones. o

Los pnncnpnles beneﬁcxos que uenen los lenguajes fuertemente txpeados son' i

o Un lenguaje sin chequeo de upos muy probablemente producua programas que S

_ pueden fallar “mlsterxosamente en cualquier momento durante s ejecuclén No

-asf uno fuertemente: upeado, yaque: verifica durante el nempo de compllaclén pnra ,
que el desarrollador coirija cualquner posxble mconslstencla y, por tanto, para que»'._, i
. no recxba sorpresas desagradables postenormente :

) ‘Obllgan aque el programador corrua la mayor parte posxble de errorea en’ un sélo
' ,uempo de compilacion sin tener que compxlar-lxgar-ejecutar cada vez que ocurra e

““unerror de inconsnstencm de upos durante la ejecicié

o Las declaraclones de tlpo (necesanas en los lenguajes fuertemente upeados) snrven‘ o

& como documentacnén para el progr.lma

\ . La mnyorfa de compnladores generan un cddlgo objeto'm se h.xcen declmaclonee de‘ g :

~ upo y esto hace que la ejecucxén sea més réplda




: que un lenguaje con chequeo de. tlpOs es mejor a uno que no loyes
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"Figura 5. s La vnhdacidn de npos previene |a combinacidn indebida de ,
abstracciones : i

Tal vez la dnica desvenlaja de los lenguajes t'uertemente Upeados es que 10 500 tan

- flexibles, como los que no lo son. Pero, ;qué sngmfica flexibilidad en el chequeo de.
tipos? La respuesta es que tal. vez el programador no slempre necesua saber qué tpo

entra o sale de un mensaje enviado a los: objetos y, si: es asf, no e neccsaria tal

”flexxblhdad yaque la cultura de los desarrolladores estd onentada 8 siempre a conocer :

dlcha mformaclén Por tanto, en. ténmnos de’ eﬁclencla, defmiuvameme se consldera g

‘ Manejo dmamwo y estduco de tzpos ( lzgadura dmdmica y ligadura

eslduca)

El concepto de venﬂcacidn de upos es muy dlsunto al concepto de manejo esléuco

' de upos. tamblén conocldo como l:gadura estauca 0 llgadura temprana

' ‘Este \ilumo conceplo se reﬁere al momento en que los nombres se convnenen en upos gL
o ngadura estética slgmﬂca que todos los upos son ﬁjados en uempo de compilacldn S
U:ngadura dimimica (0 ligadira. lardla) sngniﬁca que los tipos de:todas: las variables y o
. expresiones no son conocidos sino hasta el tiempo. de ejecuclén. El: lenguaje C++f’:5 *
- soporta el manejo de_ligadura tard(a, al. mismo uempo que el de’ chequeo de.
k consnstencm detipos, ‘ g
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Concurrencia

Para ciertas clases de problemas, un sistema automatizado puede requerir el manejo
de muchos eventos simultineamente. Otros problemas involucran tal cantidad de
ctlculos que no es suficiente un sélo procesador. En ambos casos, es natural pensar en
el uso de una computadora que sea capaz de soportar multitarea o bien, de varias
computadoras distribuidas conectadas entre sf y ejecutando tareas simultdneas. Los
sistemas que se ejecutan mediante multiples UCP’s (Unidades de Procesamijento
Central) permiten la ejecucién concurrente de diferentes procesos, mientras que los
que se ejecutan sobre un solo UCP sélo aparentan hacerlo, usualmente mediante algin

algoritmo de reparticién de tiempos.

Actualmente, muchos sistemas operativos proporcionan soporte directo a la
concurrencia en los sistemas orientados a objetos. Por ejemplo UNIX, Windows/NT y

0S/2 proporcionan entrefases para crear y manipular procesos.

Mlentras la programacion onentada a objetos se enfoca hacna la absttacc:dn, e
encapsulamlento y! herencia de datos, la concurrencm se enfoca hama Ia abstraccnén yo
smcronizacldn de procesos, El objeto es un concepto que uniﬁca esos dos punlos dej}

‘ vnsta. cada objeto representa un proceso, es dcc:r es una absrracczén de un proceso S



trasciende el tiempo de vxda de un programa mdivid ‘l‘Est
k bastame el desarrollo de ciertas. aplicaciones, En p.micular, )8
‘ mnsmos métodos de diseflo de los segmentos» e base de datos ,y de los que no lo sofl. .
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Tales tipos de objetos se Haman activos, En un sistema basado en el disefio orientado a
objetos’ podemos conceptualizar el mundo como consistente de un conjunto de
objetos en cooperacién, algunos de los cuales son activos y por tanto sirven como
centros de actividad independiente. Desde ese punto de vista:

concurrencia es la propiedad que distingue un objeto aclive de uno que no lo es.

Persistencia

Cuando se habla de software, cada objeto tiene cierto espacio wtilizado y existe.
durante un tiempo determinado.

Usualmente los lenguajes tradicionales de programacién ne manejan como parte de -
s{-la persistencia de los datos que existen entre diferentes ejecuciones 6 versiones de
un programa, como tampoco de aquellos que persisten adn fuera. del: programa.
Usualmente esos tipos de persistecia son el dominio de las tecnologias de base de
datos. Asf, introducir el concepto de persistencia al modelo de objetos da como

~ resultado la idea de base de datos orientada a ObjclOS. En la préctica, tales bases de

datos se construyen sobre tecnologfas ya probadas, tales como modelos Jerérquxcos.

 relacionales, secuenciales, etc., pero. ofrecen al programador la: abstraccxén de una

interfase orientada a objetos. A través de dmha entrefase las consul!as al base de

datos y otsas operaciones son completadas en térmmos de objetos cuyo txempo de wda :
'cacsén sxmphﬁca o

Vobjetos propoxcwn A sopone duecto para' ’

Muy pocos lenguajes onen!ados

- ‘manejar-la- persistencia: Smalltalk es una. nolable excepcxén aunque su’ manejo de -
f perssstencm no es !an eﬁcxente como el dc un manejador de ba

e ded'tos. o

'Por otra parte. !a xdea de uuhzar la programacaén onentada Q. ObjC!OS como “la pxel" . o

" de una basc de datos relactonal para lograr una base de’ datos onentada a ob;etosf

' parece ser la mds atractiva pues 1e6mo. amesgar laa grandes mversnones que hay en laf R
- lecnologfa relacxonal de bases de: datos? L ‘ '

,permne aplicar los -
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Figura 5.10. La peristencia guarda el estado y la ciase deun objeto n do
largo del uempo 0 espacio :

Resumiendo, decimos que:

persxstencm esla propxedad de un objelo por la cual su exxslencza lrasclende en el'
uempo (por ejemplo, el objeto continiia existiendo después de que 54 creador deja de
extsnr) ylo espacio (el espacto ffswo en que fué creado imctalmente puede cambtar)

.55 EI Modelo de Objetos de BIFURCA

El programa BIFURCA fué desarrollado uuhzando la metodologta onentada a :‘:
"objetos, El pnncipal motlvo por ¢ el cual se usé dicha metodologfa es’ que perrmte crear
- médulos reunhzables Por ‘el hecho de ‘estar .tan estrechamente vmculados al

S e s i

i : ventanas. botones y edltores de texto. pueden estar SIIJBIOS a modlﬁcacnones drﬂsticas
Lo - Noes el ‘caso de los  procesos de us0° menos general como: los: del desarrollo': B

- computadora que dlsponga de C++.

‘hardware, los elementos correspondientes ala mlerfaz gréﬁca de BIFURCA memies, I

x matemduco los cuales t‘dcllmente se: pueden: mstrumentar en cualquner otro upo de s
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La Arquitectura de BIFURCA

Para ascgurar la reusabilidad de los elementos matemdticos de BIFURCA, su
arquitectura fué pensada en capas que hacen posible separar todas las clases para el
manejo de los métodos numéricos necesarios de aquellas clases que contienen los
elementos grdficos que ve el -usuario como mentes, ventanas de edicion e
informacién, y botones, De igual forma, el médulo que contiene los elementos
grificos es independiente de la aplicacién, en tanto que podrfa ser reutilizado por
cualquier otra aplicacidn bajo el sistema operativo MS-DOS.

" BIFURCA

_ CONTROL

MATEMATICAS

HERRAMIENTASDE. /- [ |
\ INTERFAZGRAFICA /) o

-F‘i‘gurkn' 5.1 Kfﬁuifécll;fa'de BlFURCA i B
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Las capas que componen el programa son las siguientes:
Bifurca

Esta es la capa mds externa que establece Ia organizacién de todos los demds
mddulos para lograr el comportamiento global del programa y es, también, el
“disparo” de inicio de éste. Esta capa no procesa los mensajes del usuario, ni toma
ninguna clase de decisiones; solamente construye los objetos necesarios que dardn
vida al programa, los activa y coordina su funcionamiento.

Control

A esla capa pertenecen los objetos mediante los cuales el usuario realiza los
procesos mateméticos que desea, permitiendo la visualizacién de resultados. El
Control recibe los mensajes del usuario y hace las peticiones de servicio necesarias a
los objetos matemdticos. Para comunicar al usuario los resultados obtenidos por‘los
expertos (cuando sea necesano) el control elige una de dos opciones: envm‘
directamente la respuesta valiéndose de algtin abjeto presentador de ventanas o,

-~ invoca a un objeto graficador que siempre estd acl:vo a lo largo de la ejecuclon de
BIFURCA.

Esta capa estd representada por los obJetos que reahzan cualquler proceso
matemtico requerido por el programa, Los objetos de dichas clases recnben mensajes-
dnicamente desde ! control, pues no poseen la funclonalldnd necesann ‘para presentar

! sus resultados por. sf - mlsmos. Para efectuar sus procesos connenen ob;etos cuya

funcnonalldad estd deﬁnlda enun mvel atin mds interno, Estos u[tlmos objetos son los
npos complejos dados por' matnces ecuacnones dlferencnales y. snstemas dmémxcos. '

‘ Encontramos nqul' todos los objetos que componen una mterfaz gréﬁca de uso
geneml graticador, ventanas, edltores de texto, botones etc.. Su func' 0 amnento estd -
regido. por las llamadas desde ln capa de control y se. usan para reci bu y presehtnr -

iresultados del usunrlo y para el usuario, Puede declrse que‘ “esta’ capa es la que da la

) fcam al ‘usuarto.'sin ser: la - responsable de sus propios. actos!’, Ademés ésta es
dependlente de Ia plataforma de hardware y del slstema operatwo que se uuhcen. :




,‘mlerfase gr(afica con el usuario; Asf, define’ clases controludoras del teclado’
: mouse, de la pantalla. de ventanas, de botones, etc, » X
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Tipos complejos

Esta es la capa mds interior del programa y contiene los objetos de tipo complejo
como matrices y sistemas dindmicos.

Cada capa de la arquitectura de BIFURCA estd determinada por un conjunto de
médulos ffsicos. A continuacién se describen tales médulos y se proporciona un
diagrama de las dependencias existentes entre ellos. Dichas dependencias no son
bidireccionales en el sentido de que no son recfprocas y por tanto se llega un momento
en que hay médulos no dependientes, logrdndose asi la existencia de unidades
totalmente independientes y reutilizables,

_eBIFURCA. Este es el m6dulo rafz que contiene las declaraciones necesarias que
determinan la identidad del programa y la capa més externa; ésto es, los elementos
contenidos en dicho médulo se encargan de integrar los demds médulos para lograr el
comportamlemo de BIFURCA tal como lo ve el usuario.

OCONTROL. Contiene las clases y objetos que dan origen al Cupu de thttdly

, eMETMATE. Aquf estdn incluidas -todas las clases” para manejo de los metodos- .
numéncos contemdos en el programa,

. sMATRICES. Se mcluyen aquf las clases necesarms para mamces y vectores de

,cualquxer tipo ya Que._estd mstrumentado medlame clases genéncas (llumadas

templates en el contexto de C++)

OSISTEMAS ‘En eqte médulo se agruparon las clases que defmen los obJetos quel

ol

componen un snstema dmﬁmxco. ecuacnones, snstemas de ecuacnones y paréme(ros G

oGRAFICA3D Aquf estén mcluldas todas las clases y objctos necesanm para-
graficacién de resultados Incluye fac1hdudes para graﬁcacnén en tres dlmenSlones.;
rotacién de graﬁcas y cambios de proyeccxén. S &

OUTILS. En este médulo estén agrupadas lus clases que defmen los’ ohjetos de lu “
del

'3 . oGE'I‘OBJEC Se incluyen aquf Ias clases y objetos necesanos pira entrada de datos )

edltadoa por- el usuario en"distintos formatos numéncos yde cadends de: cmcteres-

normales Es(e ‘médulo esté fntimamente relacnonadn con el médulo UTI LS.
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La forma en que se agrupan los modulos en cada capa del programa BIFURCA es:

CAPA MODULOS
BIFURCA BIFURCA
CONTROL CONTROL
MATEMATICAS METHMATE
HERRAMIENTAS  DE . INTERFAZ | UTILS
GRAFICA GETOBJEC
GRAFICAJD
TIPOS COMPLEIOS MATRICES
SISTEMAS

Las dependencias entre los médulos quedan establecidas como sigue;

BIFURCA
METMATE || contRoL | |eraFrcasp | |urins || cETomdEC
T ] : [
[ craFzcasb i ] veEmwre © uTiLs
8 Flm"i?axczs 1 SISTEMAS
| sistRMas | [ ouTiLs
| MATRICES GRAFICA3D)

Flgums 12 Dependencms entre médulos Es

En lo que resta de este documento. se tratarén los elementos més lmportantes de la.;

Vector

o ‘Las Clases del M6dulo IIM‘RICI.'S

y"deﬁmcxén y jerarqufa de las clases’ relacxonadas con las capas de control matcmdncas;.q; AT
y tipos complejos que; Juntos cont‘orman la parte mateménca del. programa BlFURCA “' e
_Se. afiade’ el médulo GRAFICASD por representar la forma pnncxpal para In
: :vxsuallzacmn de resultados ‘
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Esta ¢s una clase genérica para manejar vectores de cualquier tipo, Redefine los
operadores de igualdad, desigunidad, y otros mids para responder a éstos en su forma
particular, con lo que tenemos un ejemplo de polimorfismo.

VectorNum

Se trala de una clase genérica derivada (subclase) de la clase Vector,
especializada en el manejo de cualquier tipo de vector numérico: de enteros cortos o
largos, de reales de simple o doble precision, y de complejos. Al especializarse en el
manejo de mimeros, introduce nuevas funciones para sumar, restar , multiplicar por
escalar y efectuar producto interno entre vectores. :

Matriz

Al igual que la de Vector, esta clase es genérica para cualquiér tipo de dato
(siempre que esté definido en el 4mbito del progmma) La% matrices en dacha clase son
construidas a partir de vectores genéncm

MatnzNum

Esm clase, se deriva de la clase Matrlz. Dado’ que se especxahza en mamueq

'numerlcns. mlroduce funclones para mvemr matnces, obtener matnccs lranspues!as,.

multiplicar, sumar, restar; etc, Claro estd que cualquler intento: por parte del cliente

* por_efectuar una operacién cuando la matriz es invélida | para ‘ello, redundaré enun -

retomo de error por paste de la func16n de la clase e;ecutada. R
SLmeal i

 Se trata también de una clase genénca para cualquxer upo de numero y deﬁne un

e objeto soluc:onador de sxstemas lincales dc ecuacxones.

Desde el momemo de ln mstanc:acndn, SL:meal constmye 2 maluces de

ey tactonzacxon. por tanto. ey muy répxdo para obtener- fas soluciones ya que solamente -

efectila un algommo de. sustitucion. hacia. atrds: basado enel vector mdepcndzenteﬂ .

recibldo Pam su func(onmmento, contxene ob;etos npo Vec t:orNum y Matn zNum

‘ Las Clases del Médulo s:s'rms

Parametro

Eam clasc contiene la deflmcnén de un par&metro en una; ecuacxén..Asii

._b{lsxcamente connene mformac:(m sobre el valor del parémetro y su nombre -El
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objetivo de expresar el parimetro como un objeto es porque son muy utilizados y
susceptibles de cambios durante el programa.

EcuacionSD

Define los atributos de una ecuacion del sistema dindmico. Entre dichos atributos,
se define el vector de derivadas parciales de la ecuacidn respecto a sus distintas
componentes.

SistemaD

Representa la definicién de un sistema de ecuaciones diferenciales. Evidentemente
debe contener pardmetros y ecuaciones (un vector d¢ EcuacionSD). Conticne las
funciones necesarias para salvar su estado en disco .y recuperarlo en corridas
posteriores de BIFURCA. Envia los niensajes neceennm a sus objetos de ecuacién y -
pardmetros para evaluar el s1stema de acuerdo a las petlcmnes que rocxbe.

Las Clases del Modulo GRAFICA3D

AMBIENTE_GRAFICO_3D

- Define los elementos y atributos de un amblente gréflco. ees, graduucxén en dlChOS
ejes angulo de rotacién, ejes proyectados en caso de vistas en dlmensmn 2, etc Las
clases que dlbujan los diferentes objetos grﬂﬁcos deﬁmdos en este mddulo. contlenen\
un ambiente gréﬁco para reglr la forma en que se preeentan al usuano

VECTOR 3D

; Esta clase define l J objetos vector que’ " se. dlblljan en . un .
- AMBIENTE_ GRAFICO 3D Todo lo que contxenen tales objetos son sus coordenadas‘
| enel ambxente. su dimensnén, su color y su funclén para dxbujnrse por s mx‘_, 10s.~:‘
"Como ; se. mencioné un objeto de la clase AMBIENTE GRAFICO 3D: representa el o
contexto en que estardn dlbujados estos vectores, Nétese que no; nece ;an men
‘vectores de3 componentes yQueesel ambiente gniflco el que contlene la 1nf0 acxén ‘
~ de cuxiles de las componentes del vector ser{m proyectadas al ser dIbIIjadO‘

VECTOR GORDO 3D

Clase exactumente como la antenor vzmando umcameme el estxlo de los vectores. L

LINEA 3D

son‘ : o
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Se definen aqui los objetos tipo linea en un espacio n-dimensional que son
prayectados en cortes en 2 o 3 dimensiones, Cada linea estd determinada por dos
puntos (sus puntos extremos) dados por objetos de la clase VECTOR_3D,

GRAFICADOR_OBJETOS_3D

Esta es una clase genérica que contiene los elementos bésicos de un graficador.
Estd diseflada para almacenar tantos objetos graficos (vectores, lineas, puntos u otros
que se definan) como el usuario desee mientras la memoria RAM de {a computadora
lo permita. Ello con el fin de redibujar la grafica en diferentes proyecciones y distintos
dngulos de rotacién,

GRAFICADOR_3D

Representa el tipo de objeto que “hard frente” a los clientes. Es decir integra un
ambiente gréfico con graficadores para lineas, puntos y vectores que serd usado por
los clientes de I clase para lograr dibujar gréficas y mampularlas.

CURSOR_.3D

Define un objeto- grafico que serd empleado por el usuano para moverse en el

‘amblente de grafncacn(m en 3 dimensiones. Las coordenadas indicadas por este-objeto
son conslderadas como . las cond1c1ones lmclales para los mélodos numéncosv

UtlltZadOS en BlFURCA

‘Las Clases del Médulo Illm'rl:

Numerchntegra

Esta clase. deﬂne un. mtegrador numénco cuya funclén es la obtencl_én de last; :
soluclones de un smtema dmﬁmxco y mandaré graﬁcar dnchas solucnones. El mlegrador"‘ %

g ksus atributos numéncos. mimero de |temcmnes, tamaﬂo de paso, y método numerxco" :
_que esté suendo utilnzado. Pt S ‘

: NumencIntegralP

Se trata de una clase denvada de Numerchntegra y se eqpecmlaza en la

integracién mediante métodos de un paso (como los que se descnbleron enel capﬂulo
'2). Esta clase mlroduce la facilidad de. variacién del- tamaﬁo de paso por-lo que, e

adnctonalmente  su clase base. incluye ambutos referentes n la tolemncm de\ error.y a - 3

-~ los lfmnes permmdos para el tamajio de paso. ‘ . S » B

e
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NumericIntegrakKP

Esta también es una clase derivada de NumericIntegra, solumente que su
especialidad es en los métodos multipaso y no introduce la facilidad de variacidn en el
tamatio de paso,

NumeriecCero

Define al manejador numérico para la obtencién de ceroclinas, Dicho manejador
permite obtener la ceroclina respecto a cada variable del sistema ademds de que puede
hacerlo fi jhndo diferentes variables en cada ceroclina (como se describe en e capftulo
3). Aligual que para la clase NumericIntegra,el manejador contiene un catlogo
de los métodos numéricos disponibles, en este caso los que se emplean para encontrar
soluciones de ecuaciones de una variable,

NumericEigenVals

Esta clase. define el manejedor numéfico que obtiene los eigenvalores para una -
matriz de tamafio hasta de 3x3. Dicha clase puede se reutilizada para crear una nueva
que resuelva el problemn para cunlqmer tamaﬁo La dnica modificacién requenda en
tal caso es Ginicamente en la funcién Calcula delaclase. '

Numeri cSolEq

Define el manejador numénco para locahzaudn de puntos de equlllbno dc. un o
,‘smtema de ecuacwnes no’ lmeales. Igual que- los’ otros manejadores, contiene un .
catdlogo de los métodos numéncos disponibles, para la locahzaclén de ceros de’

: funcnones de dimension maYOr que 1, Contiene ademfs un manejador de obtencidn'de’ '

elgenvalores del tipo NumericEJ.genVals. lo-cual mmbién consmuye un e;emplo‘ ~
deuna relaclén de agregac:én enu-e clases R : .

NumericBifurca.

B clase deﬁne el maneJador numerxc‘b" que-sirvé para-obtener dingramas de.
.\bifurcacxdn.‘ T e e L e

‘ Recuérdese qne para obtener un dlagrama de brfurcacién es’ necesano efecmar lu -

iconnnuacxén de pumos de equnhbno (como se exphcé en el. capitulo 4). por 1o que T
. clase conuene un mane)ador del npo NmnericSolEq pm'a locahzar puntos de este'; o
ffupo,\ : : U i 3
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Este manejador grafica directamente los diagramas de bifurcacion, asi que utiliza
la clase GRAFICADOR_3D contenida en el mddulo GRAFICA3D, lo cual constituye
un ejemplo de una relacidn de uso entre clases.

Las Clases del Madulo CONTROL

Se menciond que ¢l médulo de control determina la capa de interfaz entre el
usuario y los métodos matemdticos. Asf que las clases aqui mencionadas definen
objetos controladores con el “poder” de mandar los objetos gréficos y matemdticos a
hacer lo que sea necesario para satisfacer los deseos del usuario. Son'clases clientes y -
servidores a la vez. Cabe mencionar. que la misma metodologfa en capas fué aplicada
aquf, de tal manera que existe una clase In terfazMatematxca ‘que contiene un
objeto de cada tipo especiallzado de interfaz y que serd la que teciba dlrectamente los
mensajes del usuario,

ControlColors

Esta clase .sélo contiene. la defnmcxén de colores pam cada upo de grziﬁcn. curvas de B
solucién, ceroclinas, diagramas’de bifurcacion, o puntos de- ethbno. lgualmente
contiene un método encargado de rec1bnr de! usuano los colores descados para cada
caso. ‘ ~ : ‘

Contr0151stemaD ‘

Es la clase que se comumca con los slstemas dm.’mucos dnrectnmente para abnrlos
cemrlos. modlﬁcarlos 0 evaluar. sus; ecuaciones, de acuerdo a las enlradas de‘-‘ ;
mt‘ormacnén del usuario, Obvnameme. conuene entre sus alributos un objeto del npo‘ P
SlstemaD R

Interfazrntegra

Contiene entre sus 'unbutos objetos de upo NumerchntegralP y

‘NumericIntegraKP para comumcarse con las rutinas de cﬁlculo y gmfncacnén de B

solucnonca. :

InterfazCeroc

lgual que las antenores, esta clase connene un controlndor numénco

Interfaquui
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Es totalmente andloga a las clases de interfaz anteriores pero con un controlador
tipo NumericSolEq para encontrar puntos de equilibrio.

InterfazBifurca

Es totalmente andloga a las clases de interfaz anteriores pero con un controlador
NufmericBifurca para dibujar diagramas de bifurcacion.

InterfazMatematica

Esta es | interfaz que recibe directamente las entradas de] usuario. Como parte de
ella tiene una interfaz de cada tipo para controlar los distintos procesos numéricos, un
controlador del color, y un objeto graficador de tipo GRAFICADOR_3D para la
presen(acién de los resultados de algunos procesos numéricos.

El lector interesado en ver la forma en que se 1mtrumenmron las definiciones de los
médulos de BIFURCA, puede mirar los archivos que tienen el mismo nombre que los
médulos pero con extensién “.h”, Por ejemplo, para consultar las definiciones hcchas
enel mddulo CONTROL, ﬁbrase el archlvo CONTROL H
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5.6 La Jerarquia de Clases de bifurca

En esta seccion se proporciona al lector ¢l disefio jerdrquico de la parte matemética
de BIFURCA, incluyéndose relaciones de herencia, uso y agregacién, Después de
es0, s¢ muestra la parte esencial de la definicidn de las clases en el lenguaje C++,

La notacién grafica que se utilizard para los diagramas de Jerarquia de clases es la

siguiente:

Lctipe>

Dentro de un 6valo‘p'untendo sé representa una clase comdn
Dentro de un dvalo punteado se representa una clase genérica

Herencia, La direccién de la flecha apunta hacia la superclase

“Conrténcién‘p/or valor. Bl circulo apunta hacia la éléé’e contenida. '

Comencldn por referencm. El c(rculo apunta hacm l clase conlemda

';Relacndn de uso, El circulo se encuenlra del lado de Ia clase usada

Se mcluyc esta especufxcacndn para mdlcar el upo cun que se :
' ;matancmré una clase - . S
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Jerarquia para el médulo MATRICES

p— -, T
/Q Vector /}l ---------------------- <floats

< Matriz )’

/

‘--;..._..4...4..‘.F........—-w<" bt e, ~ ——————.
\
( VactorNum i VE_CTOR—-INT
/ <integer:>
........... S — Seenesean s st SO
e "\‘
( Matrizbum /
o ———, ”
S —
N SLineal
/ \'\ k
\ et Q:r:,'_‘;""

SLINEAL_FLOAT

MATRIZ_X MATRIZ_IN
<float> <integer>

)

<float>

i
.

Jerarquia para el médulo SISTEMAS

Vector_FSD
<funciones que
retornan floats

o ) { VECTOR_ECC ‘ -VECTOR_INT .
Vector - -4 : <ECUACIONSD> IR
.‘ . - ‘. T ) -

VECTOR. PAR

Figura 5,13

ECUACIONSD

- { parametro ‘

' <parametro>

sistemap

CMATRIZLX . VECTORX -

Figura 5,14 - .
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Jerarquia para el médulo GRAFICA3D

LINEA_3D

VECTOR_GORDO_3D

VECTOR_3D

GRAFICADORI GRAFICADOR2
VEC’I’OR_,GORDO 305, <LINEA.30>.

GRAFICADOR 3D

(nBIENTE GRAFICO, 300

CURSQR_3D

anum 3. 15
Jerarquia para el médulo METMATE

_VN\ijeri'd‘Inyt’eg:ialé : { Numer_icinéé’gnagé

K Numgiiclntégta =

; siétéxﬁaﬁ o

NumericSolEq

F«gum 5 16 )

» GRAFICADOR, OBJETOS_3D .

- VECTOR_ X
* VECTOR_3D>

" MATRIZ_X
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-Figura 5.23
El lector interesado podrd ver el cédigo utilizado en C++ para la instrumentacidn de
la jerarqufa de clases antes descrita en los archivos de los médulos correspondientes.
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CONCLUSIONES

Los objetivos del presente trabajo fueron concluidos con éxito, en tanto que la
instrumentacién de un paquete integrado de programas cuyo fin comun es el
andlisis de sistemas dindmicos tué concluida, Se dispone ahora de la aplicacién de
software BIFURCA con todas las facilidades que permiten el estudio experimental
de sistemas dindmicos. La mayoria de -métodos fueron implantados
satisfactoriamente, a excepcién de aquel para encontrar eigenvalores de una -
matriz. El hecho es que los métodos numéricos encontrados para dichos fines,
solamente eran capaces de encontrar eigenvalores reales 'y, en el caso de los
sistemas de ecuaciones diferenciales es muy comtn tener eigenvalores complejos.
La manera en que se resolvié el problema es particularizando. a dimensiones 4, 3 y
2 y resolviendo para los polinomios caracterfsticos cuyas férmulas fueron
determinadas algebraicamente,

Por su parte, la metodologfa orientada a objetos para el desarrollo de software,
pudo ser muy bien aplicada al tipo de problemas que se deseaban resolver, De esta
manera, llegué a consolidar bastantes conocimientos obtenidos a lo largo de la

licenciatura ylo mejor de todo es que. pudieron ser presentados en una manera
integral como parte de un todo, La iltima idea es importante, ya que es muy comuin.
‘que mientras estudia, el alumno no'logra asimilar el vinculo que existe entre temas
aparentemente diferentes y, como consecuencia es muy probable que no e sienta
atraido hacia éstos mds que por el reto que implica estudlarlos. : ‘

Aunque la‘aplic.aciéh que .se hizo de. las ‘mateméticas no’ estd directamente
vinculada con algun problema -de! mundo real, consndero ‘que representa un
ejemplo de lo que son las matemdticas- apllcadas ya que mdlrectameme resuelve’
problemas reales en la’ medlda ‘en. que los™ sistemas dmémncos son su’”

e presemaclélL

En tanto que pam mcurs:onar en Tas matemz’mcas apllcadas es necesaria una
:buena dosn de mateméuca formal, de andlisis numérico, y de computamén. el
fegresado de Mateméncns Apllcadas de la- ENEP Acatlin tiene -una ‘buena
formacion.’ Desgrauadameme, en México no se. uenen muchas 0portumdades de: s

" aplicar, en la realidad los conoc&mnentos adqumdos, pues 1o existe una estructura
“de comumcacnén debldameme vmculada ‘entre la Industna y la lnvesugacnén; ‘

b Clcnlfﬁca.
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