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Capitulo 1
INTRODUCCION

La metodologfa de superficies de respuesta (MSR) es un conjtnto de técnicas matematicas y
estadisticas dtiles para modelay y analizar fendmenos en los cuales una respuesta de interés
es influenciada por un conjunto de factores controlables, de esta forma se busca modelar el
comportamiento de alguna respuesta a través de variar los niveles de los diversos factores
controlables. En términos matemdticos, podenos decir que of investigador estd interesado
en suponer una relacion

n=fl€ .. &) (1.1)

que exprese el nivel medio de respuesta 5 como funcién de las variables (&,€2,...6), asf
la relacién funcional entre la respuesta media y los niveles de las & variables de entrada

quedard expresada como en (1.1).

Si hay sélo una variable de entrada €, podemos relacionar la salida 7 a través de una
curva de respuesta en un espacio bidimensional, como en la Figura 1. 8i hay dos entradas £,
y £ y se dibuja en un espacio truhmensxoml una gréfica de 7 contra £ y &, se obtiene una
superficie de respuesta como Ja que se observa en la figura 2. Cuando se tier len k variables
de entrada, se hablard de una superficie de rGSpuesta en un espaciok + 1 dimensional.

Obsérvese en la figura 2, que la superficie de respuesta se representa como una super-
ficie sélida en un espacio k+1 dimensional, Para visualizar mejor la forma de una superficie
de respuesta, a menudo se grafican los contornos (curvas de nivel) de dicha superficie. Cada
contorno corresponde a una altura especifica de la superficie de respuesta. Esta grafica es
dtil para estudiar los niveles de £,&2, ..., & que dan por rvsulta(lo c.unbms en la forma o
allum de la superficie de respuesta. :

Figura1 Curva de respuesta en un espacio bidimensional
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La operacién en un sistema con & variables de control ajustadas a un cierto nivel
£ =(€,&,...&), es llamada una corrida experimental. Si hacemos varias corridas experi-
mentales a un nivel fijo de f = (f,,éz,....ék), la respuesta obtenida variard debido @ errores
de medicidn, de observacin o de experimentacién, Si consideramos 7 como la respuesta
media en condiciones fijas f, una respuesta obtenida en una corrida resuliard ser una y, la
cual caerd dentro de alguna distribucién estadistica alrededor de sn valor medio 7). Asi el
valor esperado de y es igual a n = E{y). En una corrida particular, la diferencia (y - )
ohservada entre el valor y y la media hipotética » serd el error y se denotard por £, Asi, ol
ohjetivo serd investigar ¢} comportamiento de la relacidn funcional afectada por ¢l ervor ¢,
Tal relacion funcional se representara como:

y=fl€)+e.

Eu este punto se debe considerar que el investigador tratard con factores (vari-
ahles) experimentales cuya naturaleza es necesariamente sithjetiva. Tales factores deben ser
definidos dentro de una régidn de exploracin, esto es, una region en el cual los experintentos
puedan ser conducidos. Las escalas de medicion o métricas eon o sin transformaciones de
las variables, la localizacion de la regidn de interds, la especificacion del modelo sobre la

regién, y el modelo experimental deben ser definidos al momento de explorar la 1eglon de
interés,

1.1 Modelos Empiricos y Mecanicistas

Consideraremos algunas clases de problemas y la forma del modelo usado para resolver estos
problemas. Se supone que en el estudio de algin fenémeno fisico, se conoce la suficiente de
st mecanismo fisico como para deducir la forma de la relacion funcional que liga el valor
medio n con los niveles de las entradas (€1, €2,. . .£x) via la expresion:

n=Ey) = f€:6) | (1.2)

Donde § = (6,0, .. .,0;) representa un conjunto de parimetros fisicos. Entonces se puede
decir que (1.2) representa un modelo mecanicista (todos los par.uneuos involucrados en el
modelo se encuentran perfectamente identificados).

A menudo, sin embargo, el conocimiento fisico necesario del sistema estd ausente o
incompleto y no se puede disponer de un modelo mecanicista. En estas circunstancias, es
mds dtil suponer que la relacion entre 1) y (£1,€z,...€) es snave y por consiguiente, que
f(€ : @) puede ser aproximada localmente (sobre un rango limitada de €) por una funcién
de interpolacidn g(£ : /), tal como na polinomio, doude las s serdn los coeficientes de la
funcién de interpolacién, las cuales serdn consideradas de forma distinta a los pardmetros
g del modelo ffsico. La funcién de interpolacion g(€ : ) puede proporcionar un nodelo
etnpitico local del sistema. ‘

De este modo los modelos mecanicistas teéricos ) = [(£,8),y los modelos puramente
empiricos n = g(€,3), representan dos casos extremos. Ll primero serd apropiado en el caso
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Figura 2 Superficie de respuesta

[ Paso | Desconocido | Objetivo | Metodologia |
Cudles? | f Determinar el subconjuto de variables | Bisqueda
¢ £ potencialemente importantes para de variables
0 el problema
C(dimo? | f Determinar empiricamente el efecto de | Construccion del
0 la variable de entrada conocida § modelo empirico
Porqué? | f Estimar una funcién de interpolacion | Superficie
0 local g(€, 3) para f(£,0) de respuesta
f Determinar f ' Construccion
0 del modelo
mecanisista
0 Determinar 6 ‘Ajustar el modelo
nmecanisista

Tabla 1.1 Clasificacidn de problemas cientificos

extremo en el que se tenga un conocimiento muy amplio y preciso acerca del sistema, y ol
dltimo serd apropiado en el otro caso extremo, donde nada puede ser supuesto. excepto que
la superficie de respucsta es localmente suave. Debido a que los problemas reales ocurren
casi siempre entre los puntos extremos antes mencionados, es necesaria una gran variedad
de herramientas estadisticas para hacer frente a ellos.

Ambos, el estado de ignorancia en el cual se comienza a trabajar el experimento,
y ¢l estado de relativo conocimiento al cual se desea liegar, determinaran el grado de ac-
ercamiento, No obstante, es til distinguir los tipos bisicos de problemas, los cuales estin
categorizados en términos de lo que se desconoce sobre el verdadero modelo mecanicista en
la ‘Tabla 1.1, Para propésitos de referencia se asigna una colunina de paso la cual indica e
punto en el que se encuentra la investigacion.

i Cudles? A menudo sucede que al inicio de una investigacion hay demasiadas vari-
ables €, &, ;Cudles serdn de importancia para y? Una forma de reducir la lista es sentarse
con ¢ investigador y preguntarle por las variables que €] cree son las ids importantes.
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;Como? Cuando las variables son cuantitativas y el error experimental no es de-
masiado grande comparado con el rango cubierto por la respuesta observada, puede ser
provechoso intentar estimar la funcién respuesta dentro de alguna drea de interés inmedi-
ata. En muchos problemas, la forma de la verdadera funcidn respuesta f(£, ) es desconocida
y no puede ser obtenida de manera econémica, pero quizd pueda ser aproximada localuiente
por un polinomio ¢(£,/). La naturaleza iterativa de la metodologfa de superficies de re-
spuesta asegurard que serd posible aprender a cerca de: la cantidad necesaria de réplicas
para alcanzar la precisién suficiente; la localizacién de la region experimeutal de mayor
interds; apropiadas escalas y transformaciones para las variables de entrada y salida; y el
grido de complejidad de una funcién de aproximacion.

;Porqué? Si fuera posible, usarfamos la verdadera forma funcional f(€,8) para rep-
resentar la respuesta, en vez de aproximarla por medio de un polinomio, En algunos prob-
lemas, se ajustan modelos mecdnicos, los cnales, al menos, informan sobre las principales
caracterfsticas de los mecanismos. Un modelo mecdnico tiene las siguientes venlajas: con-
tiibuye al entendimiento cientifico del fendmeno hajo estndio; proporciona una mejor hase
para la extrapolacidn; tiende a usar menos parametros y a encontrar mejores estimaciones
de la respuesta,

La forma de la relacién entre la variable de respuesta y las variables independientes
en la mayoria de los probleinas de MSR es desconocida. Por ello, el primer paso consiste en
determinar una aproximacion apropiada a la relacién funcional real entre y y ¢l conjunto
de variables independientes (£),€a,...,€). Por lo gencral se emplea un polinomio de bajo
orden sobre alguna region de las variables independientes, esto es, se ajustan polinomios de
pritero y segundo grado, que son llamados diserios de primer orden y segundo orden.



Capitulo 2
ANTECEDENTES

2.1 Conceptos Matemdticos

El propdsito de este capitulo es revisar algunos conceptos basicos del dlgebra matricial y de
la estadfstica que serdn uecesarios para ol desarrollo de diversos topicos, de este modo se
listardn algunas definiciones y propiedades:

Definicién 2.1 Una malriz M de p X g es un arreglo rectangular de mimeros

myy Mya oo My
filgy My - My
M=\ .

Mpr My vt My

que contiene p renglones y ¢ columnas y se denota como Myy,.

Se dice que dos matrices son ignales si y solo si tienen la misnia dimension y son
idénticas entrada a entrada. Asi, la igualdad de matrices implica tantas igualdades como

entradas laya lugar por lugar.

Definicién 2.2 Unae matriz cuadrada es una malriz en o que el mimero de renglones es
igual al nimero de columnas. ‘ '

- Definicién 2.3 La transpuesta de una matriz M de p X ¢ es una matriz M' de ¢ x p,

oblenida de intercambiar los renglones por los columnds

Myy My Myy
myg Mg ot Mg

. . .
v . .

my, Mgy ccr Mgy

Definicién 2.4 Una malriz es simélrica si es igual a su lranspuesta, esto vay st M o= M,
entonces, M s simélrica. ' o o
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-

Teorema 2.1 La matriz transpuesta de M' es igual a M; es decir, (M"Y = M.

Definicién 2.5 Una matriz diagonal, es una matriz cuadrade cuyos clementos my; i #
fuera de la diagonal son iquales a cero
iy 0 e 0
0 myy - ,
M = = diag(myy, Magy -+ Mik)-
: o0
0 - 0 my

Definicién 2.6 Un escaldr es un mimero (una matriz de 1 x1).

Definicion 2.7 La matriz identidad I es una matriz diagonal con g = 1 para toda i =
1,2,..,k

Definicién 2.8 Si A es una matriz de k x k, entonces la traza de A es la suma de lus

k
elementos de la diagonal y se denola por tr(A) =Y ai

i=1

Definicion 2.9 El determinante de toda matriz M ciadrada es un escalar denotado por
|M| y definido como:

{ma| = mn

1 m12 = mmrm — Mot

mo) M22 ‘ 1

myy M2 M3

Moy Moy My | = BRI PLLRK] + 1!11-21712377‘131 + 71113"121'I'Il32—
may Mgz2 . M33 MygiMiyy = myNiggmay — MM 171433

- v PRI Y
Teorema 2.2 La matriz inversa de A™'es iguala A; es decir, (A~Y) = A,

Teorema 2.3 Los simbolos de la matriz transpuesta ¢ inversa pueden ser permutlados, €s

decir, (A7) = (A')".
Teorema 2.4 (AB)' = B'A'.

Teorema 2.5 (AB)™' = B~1A-%



Clonceptos Matemdticos 13

Teorema 2.8 St A es cualquier matriz, entonces Al = IA = A.

Teorema 2.7 Si A es una matriz de n x n y rango(A) < n, entonces las columnas de A
son linealmente depcndientes.

Teorema 2.8 5i A es una matriz de n x n y rango(A) = m < n, entonces el niimero de
columnas linealmente independientes de A es m.

Teorema 2.9 Sean A, Il dos matrices, entonces Tr (AB) = Tr(BA).
Definicidn 2.10 Una inatriz es idempotente si y sdlo si A= A' y A = AA = A2,

Teorema 2.10 Cualquier malriz simétrica Bryx puede escribirse como

&
B=UAU' = Eé,‘U(,‘)U(l,-),
i=1
donde A = Tr(by,62,...,6k); 61,62,..., 8 son los valores propios de la matriz B y U es
una inalriz ortogonal cuyas columnas son los vectores propios de B,

Prueba 2.1 Por definicidn, se tiene que Uy es el vector propio asociado al valor propio
6i de la matriz B, st BU(;) = §U;). La manera de calcular los vectores y valores propios,
¢s resolver el polinomio caracteristico en 6, P(8), que resulla de calcular el delerminante
de la matriz (B - §1) igualado a cero. Dado que B es una matriz simélrica, por dlgebra
lineal se sabe que todos sus valores propios son reales. Ahora pura eada valor propio & se
busca el vector Uy;y que resuelva la ecuacion (B ~6,1)U;) = 0, y se elige cada Uy de norma
umtmza y asi para lodo i = 1,2,...,k. Ademds se pide que U( Uiy = 0, para todo i # j,

i,j=1,2,...,k, lo cual se logra mediante el proceso de urtogonal:zaczon de Gvam Schmit.
De cste moda, definimos

A = ,117'(6la6’2)" -a‘sk) y U= [U(l),U(Q)v"-vu(k)] .

Ast

BU

BU gy, BUgys . BU)|
bll/(l),é'g(/(g),. » ,bLU(L)] y

it

por definicidn, De este modo

)
[

U'BY

It

[mmujﬂ@h“qmmn
Uyl
TT(‘SH bayreny 6&)’
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dado que U(’,-)U(’ iy =0 para toda i # j y Uiy es el veclor de norma unitaria, lo que implica
que l/(’i)U(,-) = 1, lenemos que

B=UAU" con U'U =10

2.2 Conceptos Estadisticos

Definicién 2.11 El espacio muestral de un experimento es el conjunto de lodos los posibles
resultedos del experimento y se denotard por Q.

Definicidn 2.12 Un evento es cualquier subconjunto de Q, eslo es, si A C , entonces, A
es un evenlo,

Definicidn 2.13 Una coleccion de subconjuntos de Q es llamada un sigma dlgebra, deno-
tada por g, st salisface:

l.-0€o
2. -Si'A€a,entonces A€ o
3. = 81 Ay, Ay,... € g, enlonces U2, A; € 0.

Definicién 2.14 Dos eventos A y B son dzs;untoa @ pares si AN B = (0 Los Pvento.s
A],Ag, son dz.s]untos @ pares st A; N A, = 0 para toda i # ]

Definicidén 2.15 Dado un espacio muestral Q y un szqma aljcbra o asociado a Q, una
Juucion de probabilidad P con dominio Q satisface :

1.-P(A)20VAco
2,-P(Q) =1
3. 59 Ay, Ay, ... € o son disjuntos a pares, entonces P(UZ, 4i) = 12, P(4).

Teorema 2.11 Si P es una funcion de probabilidad y A € o, cntonces

.- P(§) =
2.-P(A) < 1
3.~ P(A) =1~ P(A).

Definicién 2.16 Si A, B € Q, y P(B) > 0, entonces la probabilidad condicional de A dado
B, denotada por P(A|B), es: - R

P(ANB)

PAIB) = =5
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Definicién 2.17 Una coleccion de eventos Ay, Ay, ..., A, son muluamente independientes
si para toda subcoleccion A;, Aiy,. .., Ai,, lenemos que:

k

jrjl A | = H P (A.'J) .

j=1

Definicién 2.18 Dudo un espacio muestral Q, un sigma dlgebra o asociado a Q y una
Juncion de probabilidud P con dominio en Q. Una variable aleatoria denotada por X o
X (+) es una funcidn con dominio en Q y contradominio en lu recta real,

Definicion 2.10 La funcidn de distribucion* acumulada de una variable aleatoria X, de-
notada por Fx(2), es definida por:

Fy(z)=Px (X <z), paratodaz € R

Teorema 2.12 La funcidn Fx (x) es una funcion de distribucion acumulada si y solo si
cumple las siguientes tres condiciones:

Llimpoeoo Fx (2) = 0y limgooo Fy (2) = 1
2. Fx (z) es una funcion no decreciente de x
3. Fx (z) es continua por la derecha.

Defiuicién 2.20 Una variable aleatoria X es continua si Fy (z) es una funcion continua
de x. Una variable aleatoria X es discreta si Fx (z) es una funcion escalonada de z.

Definicién 2.21 Las variables aleatorias X yY 19071 identicamente distribuidas si para todo
conjunto A, P(X € A)= P(Y € A). :

Definicién 2.22 La funcidon de masd de prdbabz'lz'dad fx (2) de una variable aleatbria disc-
reta X esta dada por
‘ fx (&) = P(X = z) para todu z.

Definicién 2.23 La funcion de denazdad de probabzhdad f x( ) de una uarmble aleatoria
X conlinua, es una funcion que salisface

Fy(2)= / fx (t)dt para todax,

*la expresién X tiene una dsitribucidn dada por Fx (z) es abrebiada por ” X ~ Fx ()", dondt el simbolo
"~ ge lee "se distribuye como”
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Teorema 2,13 Una funcidn fx (2) ¢s una funcion de densidad de probubilidad de una
variable aleatoria X si y sélo si

1.— fx (z) 2 0 para toda ©
2-Tfx@=10 [ fra)=1

Definicidn 2.24 Si X es una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad

1 2yt
[r(@)= 7 exp~@=m' 12 donde -~ < p< o y o0
2no

cnlonces X tiene una funcion de distribucion normal.

Teorema 2,14 S5iY esta distribuida como una normal con media O y matriz de covarianza
a?I, entonces E{Y'AY] = o%r (A).

Teorema 2.15 Si Y es un vector de p X 1 y es distribuido normalmente con media p y
matriz de covarianza V y si B es una matriz de gX p donde ¢ < p y rango(B) = q entonces
el vector Z = BY es distribuido como una normal.

Teorema 2.16 Si Y es distribuido como N (u,0*I) entonces !%521‘— es distribuido como
vk, ) donde A = L‘;—q’%& 81 solo 8t A es una matriz idempotente de rango(A).

Teorema 2.17 Si B es una matriz de ¢ X n, A €5 una matriz de n x n 'y Y s un vector
distribuido como N (y,02I) entonces la forma lineal BY es indcpendiente de la forma
cuadrdtica Y'AY st BA=0. ’ '

Teorema 2.18 Sea Y una variable aleatoria distribuida como N (j1,0%I)'y

k
Y YAY =YY

donde el rango(A;) = n; si se cumplen las siguientes condiciones:
‘1.~ A; es una malriz idempotente para i = 1,...,k
2- AiA; =0 parai # j

k
3.- §5i 3" ni =n entonces

i=1

YIAY pAp

X (n, A) donde ) = 597
b.-Y'A;Y y Y'A;Y son independientes.
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Teorema 2.19 Si Xy,..., X son variables aleatorias distribuidas normalmente € indepen-
dientes con media p; y varianza o} para i = 1,...,k entonces

k ; ]
T —/t.-)
= —_—

ticne una distribucidn Ji-Cuadrada con k grados de libertad.

Prueba Si Z; = (r-“l entonces Z; tiene una distribucidn normal standard. Con lo cual,
1
m, (1) = E[et
k
= Elexp(t ), Z?)J
f=1

= K1l e‘z?] y por ser variables independientes
=1

- fsle

Jo ()
Ly
s

1 - 2t L(l~2!)22
v / dz

como pt = 0y 0 = 74 entonces 1 = 1= 2 y de esto se obtiene que:

VA ‘—Z?/'za?b
B [e ] ;‘ a /( 27ra> ‘
‘ 71-“2- para L < %

feles] = 1 ()"
ﬁ(rlz‘e)m

i=1

por otro lado se tiene que;

E [e‘zq]

1

"

I

i

1

entonces

[}

|=

y por el teorema anterior, se observa que la variable aleatoria U tiene la misma funcién
generadora de momentos que la distribucion Ji-Cuadrada con k grados de libertad.
Por lo tanto I/ se distribuye como una Ji-Cuadrada.0

Teorema 2.20 Si A .. una variable alealoria distribuida como una Ji-Cuadrada con k
grados de libertad entonces su funcion generadora de momentos csta dada por:

mx(t)=(1—_:l§;)m,
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Prueba Como

k2 .
my (t) = Efexp(te)] = /e”‘ (o—-——l———-) (1 ) gkt

T(k/2)) \2
(YN 20 i ey,
""'“)”(1/2*1) / T(R/2) ) ¢ di

al efectuar un cambio de variable de manera tal que
w=(1/2~t)u

entonces

u du
=y di= -

/2t 21

my (1) = (1/1.2/?_ t)kﬂ (F(;/?))/llk”"'(;““llu

1Y
y como I'(e) = /u“"‘e‘“du entonces

por lo tanto,

my (1)

i72<0

= (T}ﬂ) ND

(_I_E_)k/'z

Definicién 2,25 Si X es una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad

K2
fela) = F(—}%-/—}-S (-12) P exp (~/2) Ligocyt)

entonces X tiene una distribucion Ji-Cuadrade con k grados de Lbertad,

Definicién 2.26 57 X es una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad

= T T2 (") [+ (m/n)a]imtnl? lote)

cutonces X tiene una distribucidn F con m y n grados de libertad.

Teorema 2.21 Seanl/ yV dos variables aleatorias con funcion de distribucicn Ji-Cuadrada
con m y n gradas de libertad respectivamente y ademds U y V' son independientes enlonces
la variable aleatoria ‘

' U
70

csli distribuida como une funcidn de distribucidn F con e y n grados de libertad.

X
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Prueba Como Uy V son independientes entonces su funcién de densidad conjunta es

fu.u(”v"-’) = fulu) fu{v)

1
l-,(m/'))l'(n/)))( minif2

)2, (=2} )2 = b (e :
ulm 1.)/24U(n 2)”‘? 2(ut U)I(U,o:,) (u) l(().‘.\’.-) (v)
y para encontrar la funcion de distribucién de X, haremos ta transformacion

Ulm
m U Y =

(m
w=\{—ylz
'nJ

por lo tanto, el Jacobiano de la transformacion es
du [
huad!
-\ y

l Hy"/? mfd—t ~uf2 ‘
fu (1[) = -l-;"m (5 U [ -[(U,r») (ll)

Joiy (e L0} = (" ) [1 (1111/2 ( )M/Z (%my)(mﬂ‘() 2“’“’}

Con lo cual la funcidn de densidad conjunta de X y ¥ es

fa]y (| y) fj "/)
= (m J) I/ 2)b( 1:/2)2("'+")/) (

X=

con lo cual se obtiene que

y como

entonces

i

Jey(20y)
m

Q:J) m—'}.)/'z (n-2)/2, -l((!.’i,,/ },,J]
n

y la funcidn de densidad wmarginal de X es

‘: fa'(m) = /f.r.y("fvy)d!/

5 3 A W2 (me2)/2 22,5 (2 et
T Ppmj2)r{nf2yaiminif (.:.:.)"l/ ‘L("l )// rn= )/ {( ")l ]yd!/

B

| Al efectuar el cambio de variable u = § [(%) 2 4 1] y entonces y = [“TW y

se abtiene lo sigutente

. 1/2 iy ) {mtn~-2}/2 )
e _ mAn r 2 -n Y : .
fela) = r(m/z)r(wzlz)ztr'-v+:*)/e(n) . // ((%’.‘)f“) ‘ ((‘.%‘)rfr‘)du

1 [ med) {ntn)f2-1 ~u
F7am e (n) ™ e / i «du
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Como
I' () :/u"”'«."“clu

entonces

fr(l'):

Fiim+n) =2 fm\™2  glm-272
._[-(_—_.——).“l (.—) ](O,C(') ({L‘) (]

T (m/2)T(n/2) \n [(m/n)z + 1]
Definicidn 2.27 57 X es una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad

T+ 1)/2 1 |
T TR/ Vi (1 g a2 k)0

culonces X tene una distribucion t de Student.

Je (2)

Teorema 2.22 Sean Z y U dos variables aleatorias que se distribugen como una normal
standurd y como una Ji-Cuadrada con k grados de liberted, donde 7 y U son independientes
cnlonces la variable aleatoria p

4

X = e
U/k

tiene una distribucion t de Student con k grados de libertad.

Prueba 2.2 Puesto que Z y U son independientes enlonces su funcidon de densidad con-
Junla es: : ‘ .
Law(zov) = f:(2) fu(u) )
kf2 .

N W W 9 § akf2=1 suf 222

A=k ( .)) k=l g ) (u)
Para enconlrar la funcicn de distribucion de X se hara la siguiente transformacion

Z

Xz e y¥ = U
7k Y

por lo tanto, el Jacobiano de la transformacion es

con lo cual se obliene que:

y como
o
fi(z) = —= et 2

fJ’|U‘('v l y) = \/,—lj-}.’: (ﬁé*-""y/k)

enlances
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Con lo cual, la funcion de densidad conjuntade X yY es

L@ 9) fy () o
\/—"7"rwz)( ) el

il

fr.y (‘,L'v !I)

1

k1)1 kryf2—-1, =L (002 fk )
e (1) g
Asi, se puede obtener la funcion de densidad marginal de X como
fl(z) = /fr.y(xa'./)d'/
(kn‘l)/2 m
1 (k1) /21 = L1422 k)
et (5) [y i

Al efectuar el cambio de variable

enlonces
2w
T Ty a9k

Con lo cual se obticne lo siguiente

(k+1)/2 quw k12 2
p) = el (1L ——— U ) dw
I:2) = Femim(3) /(1+m2/k> i (1+r’/k)(m

7#""“[‘@/2)(-;:}7,1; kD21 mw g
D(k+1)/2] 1

TO72) - Vi

t

2.3 Estimacidn Puntual

Il problema de estimacidn consiste en obtener a partir de una muestra Xy, ..., X, de vari-
ables alcatorias con funcién de densidad de probabilidad f,. (- 38) = f(-8) conocida el
valor del pardmetro 6 desconocido o el valor de alguna funcién de 8, es decir 7 (6). La
estimacion puntual presenta dos problemas fundamentales que son:

i) Obtener un estimador de 4.
ii) Seleceionar un criterio para encontrar el mejor estimador de 8,

El problema de estimacién puntual consiste en encontrar alguna estadistica £ (X, ... X, ).
la cual estine el valor desconocido de 6.

La estimacién por intervalo consiste en encontrar dos estadisticas #; (Xy,...,X,) v
Ly (N, X)) donde by (Xiy 0y X)) < 22 (X4, .00 X0), condo cual (4 (Xy, o X)), l»(\l,....\,,))
forman un intervalo, donde se (letelmma In pmbablhdlul de contener el v.\lm desconocido

de 7(6).
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Definicion 2.28 Una estadistica es una funcion de los valores de las variables aleatorias
observadas xy, ..., Ly, la cual no contiene ningin pardmetro desconocido.

Definicién 2.29 Un estimador es cualquier estadistica cuyos calores son usados para
conocer §,

Definicidn 2.30 Un estimador (11,..,1}), donde T = Lj( Xy, ... X)) para j = L....,n, es
estimador insesgado de (11 (0) ..., (0)) si y sdlo si ET;) = 7; I)) para j = 1,00 pare
todo B € O,

Definicidn 2.31 La funcién de verosimilitud de n variables aleatorias X),..., X, es lu
funcién de densidad conjunta de las n variables, es decir fy,, . r, (21, 2030), lo cual es
considerada como funcion de 0.

Ejemplo 1 8i X1,..., Xy es una muestra aleatoria con funcion de densidad f(a;8) entonces
la funcion de verosimilitud es L(8) = f(x1;8) ... f(n; )

Definicidn 2.32 Sea L(0) = L{#;21,...,2y) la funcion de verosimilitud para las variables
aleatorias Xy, ..., Xy Si 0 es el valor de 8 € O, el cual mazimiza L (0) entonces () =
19( X1y Xii) es €l estimador mdzimo verosimil de 6 pum ln muee.lm Tpe ey,

1%

Definicion 2.33 Seal’, ...,T,:, ...una sucesion de estimadores der (0), donde Tr =1 X1 Xo)
La sucesidn de estimadores {7,:} es eficiente st cumple con Ins siguientes condicions s:
i) La distribucidn de \/n {T,: -7 (0)] es asintdticamente normal con media cero y varianza
2
*(6). ,
ii) Si {T,} es cualquier otra sucesion de estimadores para los cuales \/n T, - 7(0)] es
asintéticamente normal con media cero y varianza a2, enlonces
iy ad i 3 .
iii) a*" (0) < o2 (8) para lodo 8 en cualquier intervalo abierto.

Definicién 2.34 Sea 1}..., Ty, ... una sucesion de estimadores de 7 (), donde T, = t, (X)..... X,).
La sueesion de estimadores {T,,} es consistente. Si para cada ¢ >0 cntonces ‘

lim P[r(() —-e<T,< 1'(9 +e]=1 pare §€0O.

= OO

Definicidn 2.35 Unasucesion de estimadoresT7 , ... ,l”,. et (8) sont l(» mr;oms asintolicamente
si y sdlo si cumplen las siguienles condiciones: :
i) La dz.slubur-wn :le\/_ [I‘,1 —-7(f) ] es aprownudmmnlc una (llbh'l()?l(’l{)ll normal con me-

diu cero y varianza o (8) cuando n twmle i mﬁmto.
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it) Para todoe > 0

nlim’ P ”’1‘,: ~ r(0)l > e] = 0 para todo 0 € O,
i )»Seu {T,} cualguier otra sucesidn de estimadores consistentes pava los cuales la dis-
tribucion de \/n {1, — 7(0)] es aprozimadamente una distribucidn normal con media cero y
varianza 0 (0).

iv) a* () > a** (8) para todo § en cualyuier intervalo abierto,

Teorema 2.23 Si la funcidn de densided [(2;0) satisfuce las condiciones de regularidad y
si Oy = 3(Xy. o, Xy) s el estimador mdzimo verosimil de 0 para une muestra de tamano

n enlonces se cumplen las siguientes condiviones:
i) O es distribuida asinlélicamente normal con medio § y varianza

l
ull [[%log/(;z:;(])]'z}

11} La sucesion de estimadores mdzimo veroshailes ©y, ..., 0, son los mejores asinloticamente

normales.

Definicién 2.36 Sean Xy, ..., X, una muestra alealovia de una funcion de densidud de -
probabilidad [ (-;8), entonces cualguier estadistica § = s(X}....,X,) s una estadistica su-
ficiente si y solo si la distribucion condicional de cualquier estadistica T dade S no depende
de 0.

Definicién 2.37 Scan Xy,..., X, una muestra aleatoria de una funcion de densidad dr
probabilidad f{;0). Las estadisticas Sy, ..., ;. son estadisticas suficientementc conjunlas st
y solo si la distribucion condicional de Xy,..., X, dado Sy = s1,..,5; = 8, no depende de
b,

Teorema 2.24 Sea Xy,.., X, una muestra aleatoria con funcion de densided de prob-
obilidad [ ( ;8), donde el pardmetro puede ser un vector. Un conjunto de estadisiicas
Sy = s { X Xu) oo 80 = 80 (Xyy oo X)) Son conjuntamente suficientes si y solo si la

funcion de densidad de probabilidud conjunta de Xy, ...,.X, puede ser fuctorizada como

fr;,...,r,, (xl,....-'rn? 0) = g{8 (Xla ey f\'vx) vy e (X X )3 0) h (T1.000y)
g (Sh vary Sp3 0) h (1‘] ' "'?r’l)

doude lo funcion h(xq, .., 2,) > 0 ¥ g (51, .08, 0) > 0 depende de vy 2y solo a traves de
fas funciones Sy (21, ..o Ey) o8y (1,00, 80). ‘ ‘

Definicion 2.38 Un conjunto de estadistivas suficientes es suficiente minimal si y solo si
s funeidn de cualquier otra estadistica suficiente.
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Definicion 2.39 St una familia de funciones de densidad de probabilidad [ {0} pueden
cIpresarse como

f(‘C: 01, -'-10k) = a(”l ) ...,()k)b(.'r)exp (Z C (0l$"'70’\')dj(1"))
)=l
pare una apropiada seleccion de funciones a (-, ....-), b(>), clsy.oy ) y d; ) paraj = 1. .k
cnfonees perlenece a la familia exponencial,

Definicién 2.40 Sea X,,..., X, una muestra aleatoria con funcidn de densidad d praoba-
bilidad f(+;6). Un c.stzmador Tt = 1" (Xg,..., X3) de 7(0) €5 un estimador msesgado de
varianza minima uniforme de 7(8) si y solo si:

i) E(T") = 7(8), es decir, T* és un estimador insesgudo,

ity Var [T*] € Var [T] para cualquier estimador T' = t(X|. ..., X,,) de 7(0) el cual satisface
que E{T) =7(0).

Definicidn 2.41 Sea (T}, ...,T,) estimadores insesgudos de (1 (8),...,7:(#)). Sea o' ()
el {j-€simo elemento de la matriz inversa de la covarianza de (Ty,..., 1), dondc ij-€simo
elemento de la matriz de covarianza es o (0) = Cov{T;,Tj). La concentracidn elipsoidul
de (T, ..., 1)) es el interior y lu elipsoide acotada por

ZZU” ML - TN T - 1;(0)] = v+ 2.

i=1j=1

Definicidn 2.42 Sea Xy, ... ,X una muesira aleatoria con funcion de densidad de probabil-
idad f(2;04,..,8k) y sea (Ty,...,Tin) un conjunto de estudisticas. Ty, ..., Ty sonestadisticas
completassi y solo st E{z (Ty,...,Tm)} = 0 para todo 8 € O implicaque plz(11....T)y) =} =
1 para todo 8 € O, donde z(T\, ...,Tm) es una estadistica.

Teorema 2.25 Sea Xy,...,.Xn una muesira aleatoria con funcion de densidad de probebil-
tlad

, , k ,
flz;6y,...06) = a{b,...,0c)b(x)exp (Z ¢; (01,...,0;,.)11,-(;::))

es deeir, f(z;0;,..,0) es miembro de la Jamilia exponencial, entonces
(Z dy (1) de(rx))
i=] =1

es un conjunto de estadisticas suficientes minimales y complelas conjuntamente.

Teorema 2.26 Sea Xy, ..., X, una muesira aleatoria con funcion de densidod de probubil-
idad f(1307....01) y sea St = s (X1, e Xa)veoos S = 8 (X0aeiy Xin) un conjunto de cs-
tadisticas suficientes conjuntemente. Sea(Ty, ..., Ty) un estimador inscsgado de (11 (8), ... 7, (#))
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donde 0 = (#y,..,0%). Definamos I‘J = E[T; | S1,.nSu) para j =1,..,k entonces:

i) ('I",', ,1,) es un estimador insesgado de (1 (0),...7,.(8)) y T = {;(S1,...5m) €8 decir
IJ s una funcion de la estadisticas suficientes Sy,..., 5, paraj = 1,., 7.

i) Var [IJ] < Var([l}]} pare cade 8 € O, paraj = 1,..,r.

iii) La concentracidn clipsoidal de (’1‘{. ...,T,f) esta conlenida en lu concentracion elipsoidal
de (11, ..., 1)) para cada 8§ € O,

2.3.1  Estimacidn por Intervalo

Sea Xyi,.., Xy una muestra de una funcién de densidad de probabilidad f(-;0)y sea T) =
(X, o Xn) y Ty = (X1, Xy dos estadisticas tales que Ty < Ty para las cuales
P[T) < 7(0) < Ty] = 7, donde 7 € (0,1) entonces el intervalo (11, 73) es Namado intervalo
de confianza del 1007 ; v es lamado coeficiente de confianza; Ty y T son Hamados limite

inferior y superior de confianza respectivamente para r ().

Al valor (2;,1,) del intervalo aleatorio (T, T3) es llamado también intervalo de con-
fianza del 1007 por ciento para 7 (6).

2.4 Prueba de Hipdtesis

Definicién 2.48 Una hipétesis estadistica es una afirmacion o conjetura acerca de unda
distribucidn de una o mds veriables.

Definicién 2.44 Una prueba de hipitesis estadistica H es una regle o procedimiento para
decidir si se rechaza 1,

Definicion 2.45 Seu T una prueba de una hipotesis estadistica H. Una region critica es
el subconjunto para el cual la hipotesis H serfa rechazada,

Definicién 2.468 Rechazar Ho dado que Hy es verdadera, se define como error del tipo 1.
Definicién 2.47 Aceptar Hy dado que Hy es folsa, se define como crror del tipo 11,

Definicién 2.48 La probabilidad de rechazar Hy dado que Hy es cierta, sv define como la
probabilidad (o tamunio) del error tipo Iy se denota por o, 0 < a <'1. :

Definicidn 2.49 La probabilidad de aceptar lly dada que Hy es false, se define como la
probabilidad (o lamario) del ervor tipo I1'y se denata por 3, 0 < g < 1,



26 Antecedentes

Definicién 2.60 Sea T una prueba de la hipdtesis nuls Hy. La funcidn potencia de la
prueba T, denotada por ¢ (8) es la probabilidad de rechazar Hy.



Capitulo 3

ESTIMACION DE PARAMETROS, ANALISIS DE VARIANZA Y DISENOS

3.1

EXPERIMENTALES

Supuestos del Modelo de Regresién Lineal Multiple

Ll modelo general de regresién lineal plantea los siguientes supuestos:

1.

Efs] = 0 este supuesto explica que el valor promedio de ¢; dado cualquier valor
Eiiyee Tk €5 igual a cera.

- Covle}l = Elee') = o*1, no existe autocorrelacion entre las ¢; v tienen la misma
varianza, asi las perturbaciones asociadas a alguna observacidn no estdn siendo in-
fluenciadas por el término de perturbacién asociado a cualquier otra observacidn; os

decir, las perturbaciones ¢; y las ¢; si i # j no estdn correlacionadas. También postula

que la varianza de ¢; para cada 2y, ..., 2i es un nimero positivo constante jgual a a2,
Esto se conoce como homocedasticidad o igual dispersion de varianza,

. Lamatiiz X es no estocdstica lo que implica que estd formada por nimeros fijos, Esto

es obvio ya que en el andlisis de regresién los valores de V' dependeu de los valores
fijos de X, : :

1. El rango de la matriz X es k, y & es el nimero de columnas de la matriz. Lo quv

blgmﬁca que las columnas de la matm son lmoalmente mdepemiwmes.

5. € estd distribuida como N (0,021).

Como ¢; mpxesulta la influencia tombnmda sobre fa vmdble dependiente de un

gran nimero de variables independientes que no se introducen explicitamente en el modelo
' de regresién lineal, se espera que la influencia de estas variables, ontitidas o no tenidas
) |

en cuenta, fuera pequena y en el mejor de los casos aleatorin, Por el teorema del lmite
central se demuestra que si existe un nimero grande de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, entonces la distribucion de su suma tenderd a seguir una

distribucién normal a medida que el nimero de estag variables autmente. Es precisamente
este teorema del limite central el que proporciona una Justificacion tedrica para el supuesto
de normalidad ¢;. ' '
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3.2 Minimos Cuadrados

Il método de miinimos cuadrados supone que la respuesta observada puede modelarse de la
siguiente manera:
Yi = o+ Brai + dexia oo 4 Sk + £ (3.1)

donde y; denota la respuesta observada en el i — ésimo ensayo, «r;; representa of nivel del
factor j en el ¢ — ésimo ensayo, f; i = 0,1, ...,k representan parimetros desconocidos. v <,
representa el error aleatorio en y;.

La eevacién (3.1} es una expresion abreviada del siguiente conjunto de ecuaciones
simultdneas
yi = Bo+ A + i+ + a6y
Yo = fo+ by + Bz + 0+ Ikxag + €2

. ' . . .
'

Yn = ﬂﬂ + /31 Iny + /3')2'12 + T + Ijk‘l.ﬂk + En

cuya representicién matricial es

n Uen o2 0 Ing Bo €]
7} bozgy xoy oo, 2 5l £
Yn 1 2a1 a2 o0 g Ik En

Y = vector columna de n x 1 que contiene las observaciones de las variables dependientes,
A = matriz de n x (k 4 1) que contiene las observaciones de las & variables explicativas,
i# = vector columna de (k + 1) x 1 que contiene los pardmetros desconocidos i3y, ... 3.

¢ = vector columna de n X | de los errores aleatorios €y,..., &5 ‘

Con lo cual el modelo de regresién lineal eon k variables se puede escribiy en forma
matricial ahreviada como:

Y =XpB+e.

Il objetivo consiste en estimar los pardametros de la regresion lineal y hacer inferencia acerca
de ellos a partir de los datos que se tengah a mane.

Definicidn 3.1 El modelo Y = X3 + ¢ serd Hamado modelo de regresidn lineal de rango
complelo, si el rango de X es igual a-k, donde k < n. '

-Los supuestos sobre los erroves ¢; son:

I. Los errores ¢; son aleatorios, tienen media cero y varianza constante a?,

2. Los errores £; son mutuamente independientes en el sentido estadistico.
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Las pruebas de significancia (estadisticas ~t y ~F), y las procedimientos de os-

timacion de intervalos de confianza asi como el métado de estimacidn mdxino verosimil,
recuieren de un supuesto adicional:

1. Los errores ¢; tiene distribucién normal,

El método de minimos cuadrades selecciona como estimadores de los pardmetros del
modelo de regresién (3.1), aquellos valores g, /31, ..., O que minimizan:

€
n 2 52 ,
E£i=[£1 € ... s,,] Y
=31 :

&n

Como el modelo es de fa forma Y = X8+ ¢ tenemos que ¢ =Y - X con lo cual:
Yoel=dle=(Y - XBY (Y - X3)
i=1

Derivando con respecto a 8 oblenemos:

d(e'e)
ag
X'X3=X"Y

= 2X'Y -2X'X =0

Como X es de rango completo entonces X'X es de rango b, Con lo cual existe la matriz
inversa de X'X. Por lo tanto:

"

A=(X'X)"t X'y

3.3 Propiedades de los Coeficientes Estimados

Las propiedades de los estimadores g son heredadas de los supuestos hechos sobre ¢, tales
supuestos pueden ser cscritos comao

1.—- E{e) = 0.
2.~ Var(e) = E(ge') = ol

Asi, la esperanza del vector J estd dada por:
B (f) = E[(x'x) X’Y] =E [(X'X)“' X'(Xd+e )] =g+ E[(x'x) .\"s} =4

lo que implica que si lo supuestos son ciertos, el estitnador g de A ¢s insesgudo.
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La matriz de varianza-covarianza del vector de estimaciones  es
Var (;3) _var[(,\’c\ -1 W] X)X Var (V)X (X'x)”
ya que Var(Y) = Var(¢) = 0?1, entonces
Var (f) = (X'X)™ (3.2)

Sobre la diagonal de la matriz C = (X'X)™! 02, los elementos ¢;;02 representan la varianza
. )
de f3;. El elemento ij — ésimo de la matriz C, ¢;;0? es la covarianza entre os estimadores
1 ¥ v
Bi ¥ B;. Si, los errores € se distribuyen conjuntamente normales, entonces 3 se distribuye
como;

B~ N (B(X'X)'0?)

3.3.1  Teorema de Gauss Markoff

Teorema 3.1 Gauss-Markoff. Si el modelo general de regiesion lineal de rango completo
Y = Xf+e que cumple las siguientes condiciones:

1. Els)=0

2, Covle) = E[e¢') = %I,

entonces el estimador por minimos cuadrados f= (X'X)P XY es el mejor estimador lineal
insesgado (MELI) de 3.

Prueba 8.1 Sea A cualquier matriz de k x n de valores conocidos y sea (3* cualquier olro
estonador lineal insesgodo de B tal que 3* = AY. como debemos capcujw(u los f((muztm
de A, tal que 3~ sca cl mejor estimador insesgado de f.

Sea A= (X'X)" X"+ B y como (X'X)"1X' es conocido debemos encontrar B pare poder
especificar A. ‘

E(AY) = E[((X'X)'X' + B)Y]

(X'X)'X'+ B) E[Y] = (X'X)1X" + B) E[X+¢)
(X'X)1 X"+ BY[E[X B+ E[¢))
((X'X)"1X"+ B) (X 3)

B+BXpB

Elp*]

1

C'omo 3% es insesgudo entonces BXB = 0 para toda (3, por lo tanto BX = (.
Para demostrar que ¢s el mejor estimador lineal insesgudo, se debe encontrar la matriz B
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lal que Var (3*) sea minimo para i = 1,...,k sujeto a lu restriccion BX = 0.

Cov ()

E |6 - 5y (8" - Y|

= E{[(X'X)'X"+ B)Y - 3] (X'X)7 X"+ B)Y - 3"}

= E[mvmﬂxwBHXMﬂ-unwwxwxwwnuJ+q-ﬂ}
= E{[8+ BXB+(X'X)" X'+ Be 8] [8+ BXA+ (X'X)7 X'e+ Be - '}
= E{[BXB+ (X'X)7'Xe+ Be| [BXB+ (X'X)='X'e+ Be)'}

= E{[(X'X)71X'e + Be) [(X'X)~' X' + Be)'}
E[(X'X)1X'ee X(X'X )" "4 Bee! B' 4 (X'X)™' X'ee! B'4 Bes' X(X'X )]
(X'X)IXE[ee’] X(X'X )t 4 BE [es'] B'+(X'X)™1X'E [es'] B

+BE [e| X(X'X)!

GHX'X ) 40 BB + oA X'X) XD+ o BX (XN )

a?(X'X)"V 4 o*BB

t 1

Sea BB' = G = g;,. Como Cov(p*) = o* X' X)=V 4 g2 BB la diagonal de los clementos de
la C'ov(f3*) deben ser iguales a lu varianza de 37,

Para minimizar cada Var (f) es necesario por lo tanto minimizar los elementos de lu
diagonal Cov(f3*).

Como a®X'X)=1 son constantes, se debe encontrar una matriz g tal que los elementos de la
diagonal sean minimos; pero como G = BB' ¢s semidefinida positiva se tiene que gi; > 0
con lo cual los elementos de la diagonal serdn minimos cuando gij = 0 para i = 1,..,k pero
como B = byj, entonces, gi; = 0= b}, y por lo tanlo, b;; = 0 ,para toda i y j. porlo tanto
B=0.

Con lo cual A = (X'X)"' X' yast g* = 4.0

3.4 Maidxima Verosimilitud

Analizaremos el caso que supone que ¢ se distribuye como N (0,0%/) con varianza descono-
cida. En este caso utilizaremos el método de estimacion médximo verosimil, para estimar
Brevn B y @2 Ya que ¢ esta distribuida como N (0,021) la funcién de verosimilitud es:

n
2

[(Y - X8y (Y - xm]‘
; 1 B 292
< 2) = e o
L («.,ﬂ,a )«- (27“72) t
usando logaritmos se obtiene:
(e:8.0?) = =P nen - 2w (e?) - 2o (v - X8Y (Y = X,
InlL (e,ﬁ,a )‘_ 5 In (2r) 5 In ((r ) P (Y - Xj3) Q XN
donde el espacio parametral de §2 es:

= {(ﬂ,o’):02>0,k~oo <pi<ooVi= 1,..,k}
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con lo cual, para encontrar los valores de 3 y o en §), tal que la funcién de verosimilitud
tome su valor mdximo, se debe derivar parcialmente con respecto a 7 y o2 e igualar las
ecuaciones a cero, es decir:

ﬁmL@mﬁ) (X'Y = X'XB) =0

ap 207
K ooy (Y =X (Y -Xp)
do? L (”'ﬂ’a ) T 902 + 204 =0

Si Ay @* son soluciones de las anteriores ecuaciones, se tiene que:

X'X5=XY

s (Y= XB) (Y = Xp)
n
Las ecuaciones: R
X'Xg=XY
son llamadas ecuaciones normales.

Como X es de rango completo entonces X’X es de rango k. Con lo cual existe la
matriz inversa de X'X. Por lo tanto:

A=X'X)"' X'y

<

A2 (Y"T XB) (Y - Xp)

ag°
n

son las estimaciones maximo verosimil de # y o? respectivamente,

Teorema 3.2 SeaY=Xj+¢ el modelo de regresion lineal miltiple de rango complelu Sz
¢ esld distribuido como N (0,0°I) entonces los e\stzmudore.s

A=(X'X)"'xY

ysz—mxwrwny
n-—p

cumplen las siguientes propiedades:

i} Consistentes.
i) Lficientes,

1it) Insesgados.
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iv) Suficientes.
v) Completas.
vi) B estd distribuido como una N (ﬂ,a%‘""')“‘).
vit) Insesgados de varianza minima uniforme.
iii) 22—%‘,11—’)- estd distribuido como una dislribucion ,,\"fl_p.
iz) B y 6* son independientes.

Prueba i) y ii) Como ﬂ y 6?2 son estimadores méximo verosimiles y por el teorema (2.23),
entonces /5 y 72 son estimadores consistentes y eficientes,

iii) Insesgados

E[B] = BlX'X)XY)
= (X'X)'X'E[Y)
= (X'X)"'X'E[Xf+e]
= (X'X)DX'X[+ (X'X) X' Ee] por hipblesis £]e] = 0
¢
by = p[riumnny]
= LE|(xp+e) (1~ \(Y'X)“‘\")(X’/3+s)] por (2.3)
= G B[ X)) [~ X(XX) LX) (X e
= "_,,f[e (I-X(X'X)1X") €]
como

X' (I—X(X'X)“‘X') =0y (I—X(‘x'{x’)*‘.-‘{f) X =0

Por lo tanto por el teorema (2.14):

E[a' - (-X(x'x)"'x)

n=-p

Y como

tr (I-X(X'X5)7X") = (1) = tr (x(x'x)-x!)
donde [ es la matriz idém.idad de n x n, con lo cual t'r'(l) = y por el teorema (2.9)
tr ( r(x'.x'r'X') = tr (X'X(X'X )-*) =tr(l)=p

Puesto que X'X(X'X)"! = [ es la matriz identidad de p x p, porlo t.nno

A [62] = ;L-%z«]; (n—p)=o* ;
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i) Suficiencia. La funcién de densidad conjunta de ¥ es

f(B,0%) = ((2’7:7)7) exp [— 2:2 ~XpY(Y - xm]

(Y-XBY(Y-XP) = [y—x[x) - x (s-5)| [()«\3 - x (8-3)]
= (v- XE;,(Y ~X3) - (v —.X/i),. (8-3) )
- (5-5) X (v=X3) + 5= 3% (-3
= (v-xj) (v Yﬂ) (3-3) x'x (8-5)
= (n-p)a?+ (8-5) XX (p-B)

Puesto que
(Y—XB)' X=Y'X-F'X'X=Y'X-Y'X (X'X)"" X'X =0.
X! (Y—Xﬁ) = X'Y - X'XF=X'Y - X'X(X'X)" XY =0.

C'on lo cual

10,0 = (e [-abs [in - ot + (3-5) x1x (5-3)]

= g(B.3%80%) h(Y)
donde h(Y) = 1.

Por lo tanto, por el teorema (2.24)
B=(X'X)1x'Y

62 YI(I-X(X'X)'X)Y
n-p

- son estadisticas suficientes,

v) Completas. Como Y se distribuye como una N{(Xd,a®l) y ostd pertenece a la familia
exponencial entonces por el teorema (2.25) - :

B=(X'X)' XY

2 Y (I-X(X'X)1X)Y
n-p

son estadisticas suficientes y completas.
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vi) f estd distribuido como nna N (B, 02(X'X)"1). Como S=(X'X)~'X'Y, entonces por
¢l teorema (2.15) tenemos que A estd distribuido como una normal y su media es £ [B] =3

esto fue calculado en el inciso i4¢) y la matriz de covarianza de 3 es:

coolf] = &[(-8) (5-9)'
E{((X'X)'X'Y-p) ((x'.»()-lx'y—/j)’]
Si se sustituye Y'=X/4¢ se obtiene que:
Cov [,3] = E{{(X'X)71X/(XB+e) - ] [(X'X)7 X (X pe) - 9]'}
E[((X'X)71X%e) (X'X)7'Xe)']
E[(X'X)" ' Xee' X(X'X)"1)
(X'X)"V X'E [ee!) X (XX~
g X'X) XX (X'X)
o} X'X)!

Con lo cual 3 estd distribuido como una N (3,0%(X'X)7Y).

il

o

o

H

viii) i’i;.::ﬂl se distribuye como una x‘(l,L_,,). Puesto que
(n=p)5? =¥ ([-X(X'X)7'X") ¥

y
I-X(X'X)' X!

son matrices idempotentes de rango n — p por el teorema (2.16)

ain-p)

donde ‘ i ;
___—[,rl - 1y y=1 v/ " e
A= 5B (1-X(x'x)7'x ) X 3=0.
(*on lo cual . ‘
a*(n-p) ~
. P
ix) B y o son independientes. Como
B= ((x'X)1X) Y
. 1
=2 _ I =X(X'xX)y1x\y
7= [Y (1-x(x'x) ,\ )x]
y por el teorema (2.17) se sabe que para que ﬁ y % sean independientes el producto de la
ntatriz lineal y la matriz de la forma cuadratica debe ser igual a cero. ‘
Es decir, # y 3* son independientes si y sélo si

(X'X)'x! (J—X(X’X )1 X") =0

2
X{n-p)

y esto es claro, ya que : . (
X' (I-X(x'X)7x") = 0.0
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3.5 Estimacién por Intervalo
3.5.1 Intervalo de Confianza para o*

23 (n— N . . ;
Puesto que 9——%—21 se distribuye como una X(z,, un intervalo de confianza para a? es el

siguiente:

—p))

Si ag y @ son dos constantes tales que
s
a*(n—
P[OOS’—'(;"JQSCH] =l-a

Por lo tanto:

IA

52(n — 52(n —
p[“ (n=p) 2 B p)]::l»a
0y Qg

El ancho del intervalo de confianza es:

3'2(11—-;))_.&2(11—-1))=a.2(n_p)(l l>.

Qg (041 a Q

3.5.2  Intervalo de Confianza para f;

Puesto que ﬁ; se distribuye como N (4, c;;0%), donde ¢;j es el ij — ésimo elemento de
S5-1=("

(-6
o\ /Cy
distribuye como x'(ln_ o)’

Por el teorema (2.22), se tiene que u = %\/ 53,- = é;;&» se distribuye como #(,,_p).
(a1}

Con lo cual:

3 » . (] ‘~2 -—
Por lo tanto se distribuye como N (0,1) y es independiente de - (:, 2 a cual se

P ["'ta/’) < ﬂ“; b < tc:/‘)] =l-a

Porlo tanto:

P [Bi ~ to2V/5%i < Bi < B + tapV/0i) =1 -0
C'on lo cual, el ancho del intervalo de confianza es: ‘

Bi + tapsV5ei — (ﬁ. = tap2V 5"!‘:‘.’) = Uqpp VAt

3.6 Prueba de Hipdtesis

La prueba de hipdtesis Hy : d=4" donde f* es un vector conocido, es equivalente a la
prueba de hipétesis de cada coeficiente 3; = 37
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['n realidad para evaluar la funcién potencia de la distribucion, también serd im-
portante conocer cnando la hipdtesis alternativa Hy : ##5* es verdadera.

Para esto se usard la razén de verosimilitud L.

La fancién de verosimilitud es:
s 1 s
f(ﬂ,(ﬂ) = (W) GX[)[ % 2“ —'Y/j) (} .Xﬂ)

Sy L(© . ‘e Lo o -
El criterio de prueba es [ = E%ﬁ%’ que a continuacidn se explicard lo que significa (&) y

L(8).
La funcidn de verosimilitud es una funcion de p + 1 pardinetros donde Q es de
dimensién p + 1, sujeto a las siguientes restricciones 0 < ¢? < 00 y ~00 < B < o para

i=1,..,p

El espacio {) serdn los valores de los pardmetros 3y, ..., A, y 0% en Q tal que la funcién
de verosimilitud sea maximoy L (Q) serd el valor maximo.

El espacio w, estard sujeto a las siguientes restricciones 0 < 0 < o y i), =

By By = B, es decir w es de una dimensién.
Para encontrar L(@) y L (Q) se usaran logaritmos en la funcion de verosimilitud.
Para encontrar L (@) se procedera como sigue:

MngLoﬂ-——bg&w%-—bg( ) = s (V= XBY (Y- X )

Como ff son conocidos, la funcién solamente tiene un parimetro, que es o, y por lo tanto.
el valor que ‘maximiza la funcién de verosimilitud es:

(108 (8,0)) = 557 (V=XBY (V=XB") = 55 =0
La solucidn es:

s (Y-XB) (Y-Xp)

n

entouces
ntf2e=n/?

L ((:)) = ) Loanf2

(2m)" (v = XY (Y =X )|

De inanera similar se obtendrd L. (ﬁ),‘para obtener el valor maximo L (ﬁ) de Ta funcion
de verosimilitud se resolverdn las signientes ecuaciones:

7 (1ogf(ﬂ, ) =& -2
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(v-xp) (v-x3)

con lo cual e
L (Q = — nf2

(27)"? [(Y«X[a)’ (v-x ,9)]
por lo tanto, la razén de verosimilitud es
L@ _ [ (v-xd) (v-xa) |
L{R)  |(Y=XpY(r-Xp)

Si g(L,[%) es la distribucion de L bajo Hp : § = (§*, la region critica es 0 < L € A, donde
A es tal que:

L=

/g(L,ﬂ‘)dL =a

donde a es la probabilidad del error tipo 1.

Para determinar 4, se debe encontrar g (L,5*) y la distribucién de L bajo Hp: 4 = 3~
entonces [, serfa determinada de la eleccién de los datos y Ho serfa rechazada si [, < A.

Para determinar L, se deben estudiar las cantidades que estdn envueltas en I, es decir,

(v-x87Y (v-xp*)y (¥-X5) (v-X7)

- ( A l(v- ,X»f)—f\’(/" i)
(' Aﬁ)+(ﬁ‘ ﬂ)x'x(ﬁ )
_ 5 (v-53)+ (-0 i)

X' (y—,\'ﬁ) = XY-X'XJ=XY-X'X((4'0)7XY) = XY -X'y=0 :

de igual manera

con lo cual
(Y-Xp3)Y(Y-Xp")

it i
h.</'\

(v-x5)x=0
Ahora sf se substituye J=(X'X)"'X'Y en” ;
(Y-xpy (v-xp°) = (Y-XB) (v-xf) + (- ) X'x (- )
se obtiene lo siguiente:
(Y=Xp) (Y=Xf*) = (Y-X(X'X)'X7Y) (¥ -X(X'X)'XY)
4 ((x'xrlx')' -0 XX ((X'X)IXY ~ %)
YHI-X(X'X)" J\')) H"X(X’X)"‘X’l"—)".\’,d'
~ (B XY+ (B X'X *
Y= X(XX) X Y 417X XXX =YX g
= (XYY + (XY X

it

i

]
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camao
(Xp*yY (I~ \(\'\ LX) (X3 =0
Y (I-X(X'X)' XN (-XB")=0
(-Xp8 (I—X(X'.\")"X’) Y=0

por lo tanto
Y/ (I-X(X'.\’r‘x') V=(V-Xay (I—X(X’X )"X’) (Y=X3).

También como
YH(X(X' X)X (X8 )=Y'Xpr
(XY (X(X'X) X)) Y=(Xg)Y
(X)) (X(X'X) X (X = (X)) X3
lenemos que

Y/ X(X'X)UXY Y X B~ (XYY
= Y (X(X'X)"' XY Y-V (X(X'X)~
~ (XB) (X(X'X)"1X") Y4 (XB) (
= (Y-XB*) X(X'X)"' X" (Y~XB").

+(X3) XB* =
LX) (X8 -
‘((X’X) LX) (X ")
Ahora si Z = (Y -Xp*) se obtiene que

‘ 22 =(Y=-XBY(Y=-XP")= 2'MZ + 2' 4,2

donde
Ay = I-X(X'X)" ' X'ydo=X(X'X )1 X'

son matrices idempotentes.
ComoY estd distribuido como N (X 3,021) entonces Z estddistribuido como N (X 4~ X %621 .
Como Ay y Ay son matrices idempotentes aplicando el teorema (2.18) tenemos que

‘ Z'z\]Z
s~ X(n—p)

n)--f— ,\(p ) donde \ = 8- m“""‘\(” =4,
m)iflz- Y ~Z-—041——son mdependzcntcs

Se ve que
—Z-%%'—Z ~ A\’(zk,.‘\,) donde el rango(d;) =k,

\, o B=B) X4 X (3-p")
20? '
Puesto que A, es una niatriz idempotente entonces

rango(A,) = traza(A,)
= tl'(])~H(\(X'\)“‘\‘) = n-p

AX= (I-—X(X’X )" X') X=0.
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Asi que
' a [y
,\f(i_p_u) = X(zn-,,)- -‘%‘-}Z ~ x(i.,l_(\z) donde el rango(4dy) = by

N = (B=B%) X' (X(X'X)"1X') X (B-5")
9 =
202
De la misma manera como A, es una matriz idempotente de rango(Az) = tr(Ax)=py
_AB=F) XX (4-37)
B 20?

Como X'X es semidefinida positiva entonces -1-1,—:‘725 se distribuye como Ji-Cuadrada ('entral
st s6lo si (8 — 3*) = 0, es decir si sdlosi Hy: f = 5* es verdadero.

Az

Como
Z’AIZ D]
— ™ X(n-p
y
YAV tYA 0
Tz "~ Xn-p)
se sigue que
Z2'AZ (n=p 4
= —E
: Z’AgZ( ? )

si s6lo si Hy es verdadera.

3.7 La Respuesta Estimada

Uno de los propdsitos al ajustar un modelo es usarlo para pronosticar una respuesta dentro
de la region de experimentacion. Sea zj, un vector cuyos elementos corresponden a los
elementos de un renglén de la matriz X, donde p = & + 1." Si 4 representa el vector de
elementos estimados de 3, entonces una expresién para el valor pronosticado de la respuesta

en cualquier punto iy, 2, ..., 2% de la regidén experimental es;
V=upf. | » | (3.3)

El valor estimado de la respuesta correspondiente a la u — ésima observacion se expresa
cono: ,

TNy

Yu - ‘l’up/jv

donde z}, es el u - ésimo renglén de X.

Una medida de la precisién del modelo esta dada por la varianza de Y, la cual se
“expresa comao: : : ‘

Var (}) = Var (z;ﬂ) = x;,Var (ﬂ) ¥, = :r,;, (X’X)_l :L‘,,(TQ. (»3,.1) |

Asi, la matriz inversa (X'X)~! usada para estimar jJ es también usada para obtener las
‘varianzas y covarianzas de los elementos de 7, ademds de la varianza de Y.
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3.8 Los Residuos

Siempre que se realiza un anilisis estadistico es importante comprobar que los datos obser-
vados cumplan las hipdtesis en que se basa el andlisis. En el modelo de regresion lineal una
manera eficaz de descubrir posibles deficiencias en el modelo o violaciones de las suposiciones
radica en llevar a cabo un andlisis de residuos. ‘

Los residuos son definidos como Ja diferencia entre el valor observado de la respuesta
y ¢l valor estimado de la misma al emplear para ello el modelo ajustado. En otras palabras,
la diferencia entre el valor observado de la respuesta gn e} u — ésimo experimento y el valor
estimado por el modelo ajustado en el u ~ ésimo experimento, es Namado el u — ésimo
residuo, y se expresara como

re =Yy ~Y,, u=12,.,n

Si los valores estimados son calculados para cada uno de los n ensayos, entonces ¢} vector
de residnos serd

r= (11,120 T) = Y - ’(ﬁ

Con el andlisis de residuos se puede detectar lo siguiente:

1. Si los residuos se distribuyen normalmente con una varianza constante,

2. Observar que una variable explicativa que ejerce influencia importante puede no estar
incluida en el modelo.

3. Si se ha definido la ecuacién de una manera correcta y no existe ninguna deficiencia.
4, 5i hay observaciones aberrantes,
5, Si hay variables omitidas.

6. i los resxduos estdn correlacionados en vez de ser mdependxeutes COmo se supuso,

Es importante distinguir entreel error e, en Y, respecto de Y, = 5+¢, y el residuor,
respecto de ¥,. Los residuos individuales son utilizados para probaz qué tan bien se ajusta
el modeto propuesto a los datos, ademds de que éstos sirven para probar h normalidad,
independencia‘y varianza constaste de loa errores €

Vale la pena mencionar algunas propicdades de los residuos. Cuando el modelo

a instado contiene ¢l término g, la suma de los 7 residuos es igual a cero, esto es, Sa=iTu =

. Ademas, la suma de productos )-.; 72y €8 igual a cero, para toda i = 1,2,. ...L En
notauon matricial, estas propiedades pueden escubuse-

1.~ U"r =0, donde 1/ es wu vectar de unos,
2 =Y =0
3.-X'r=0
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3.9 Estimacién de o*

La varianza de los errores 02, es supuestamente conocida en la ecuacién (3.2) para la matriz
de varianza-covarianza de f, ademds de en la formula de la ecuacién (3.4) para la varianza
de Y. Esta suposicion es raras veces cierta, sin embargo, generalmente es estimada, La
estimacion es obtenida a partir del andlisis de los datos. Para el caso general, cuando el
modelo ajustado contiene p parimetros y el nimero total de observaciones es n(n > p), la
estimacién de o? es calculada como:

SSE

-MSF

e b (o) (v - ) =

-P u=1

donde SSE es la suma de los residuos al cuadrado, y MSE es la suma media de residuos
al cuadrado. El divisor n — p representa los grados de libertad del estimador s2. Cuando el
verdadero modelo estd dado por Y = X + ¢, entonces s2 es un estimador insesgado de o2

3.10  La Tabla de Analisis de Varianza

Los datos son analizados y los resultados del anélisis son desplegados en forma de tabla, la
cual es llamada tabla de anlisis de varianza. Las entradas de la tabla representan medidas
de informacién concernientes a las fuentes separadas de variacién de los datos.

La variacion total en un conjunto de datos es llamada la suma de cnadrados total
($ST). La cantidad SST es calculada al sumar los cuadrados de las desviaciones de las

respuestas obseryadas Y, alrededor de su valor promedio, ¥, = Z‘ 1 Uiy
n
§8T =Y (Yy - V)% (3.5)
u=]

La cantidad SST estd asociada con n— 1 grados de libertad, ya que la suma de las desvia-
ciones Y, — Y, es igual a cero,

La suma de cuadrados total puede ser particionada en dos partes: la suma de
cuadrados debida a la regresion (o suma de cuadrados explicada por el modelo ajustado) y
la suma de cuadrados de los residuos (la suma de cuadrados no explicada por el modelo).
La formula para el cilculo de la suma de cuadrados debida a la regresion (S5 R) es:

SSR = ij (v-¥)". | (3.6)

u=1

Si el modelo ajustado contiene p parimetros, entonces ¢l nimero de grados de llbeltad
asociados con SSR es p — 1. La suma de cuadrados de los residuos estd dada por:

SSE = 2( L -1 ) . | BNER)

u=l
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Fuente de | Grados de | Suma de | Cuadrados
variacidn | libertad cuadrados | Medios
Regresidn p-1 SSR SSR/(p-1)
Residuos n-p SSE MSE

Total n-1 SST

44

Tabla 3.1 Tabla de anilisis de varianza

El niimero de grados de libertad para SSE fue definido como n ~ p, que es la diferencia
entre(n-1)—-(p-=n-p

Es posible simplificar las férmulas para SST, §5R y SSE utilizando notacidn ma-
tricial. Sea I un vector de 1 x n de unos, entonces:

SST = Y'Y - ay2
SSR=pX'Y —aY?,
SSE = Y'Y - fX'Y.

La particién de la suma de cuadrados total en §SR y SSE es desplegada en la tabla de
analisis de varianza Tabla 3.1

La prueba mads comin de significancia de ajuste de la regresion es una prueba de
hipdtesis nula dada por:

Ho:B;=0Yi=12,.,k vs Hy:f;#0paraal menosunai
suponiendo normalidad de los errores. Si Hy es verdadera entonces el cociente

_SSR/(p-1)  MSR
T SSE[/(n-p) MSE -

s (3.8)
seguird una distribucion F' con p =1 y n = p grados de libertad en el numerador y en el
denominador respectivamente. El segundo paso de la prueba es comparar el valor de [
dado por la ecuacién (3.8) con el valor en tablas de la distribucion £, -y -, el cual es
el porcentaje superior 100e de la distribucion I" con p— Ly n — p grados de libertad. 5i el
valor de F en la ecuacién (3.8) excede el valor de tablas Fy, -1, n,, entonces la hipotesis
nula Hy es rechazada al nivel de significancia a.

Una estadistica que acompaiia a la estadistica — F de la ecuacién (3.8) es el coefi-
ciente de determinacion, el cual es una medida de la proporcidn de la variacidn total de los
valores de Y, alrededor de la media ¥ explicada jor el modelo ajustado.

3.11 * El Coeficiente de Determinacién

Al considerar la bondad de ajuste de la linca de regresion ajustada a un conjuinto de datos,
se intentard encontrar en qué medida se ajusta la linea de regresion muestral «w los datos,
Si todas las observaciones coincidieran con-la linea de regresion, se obtendria un ajuste
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“perfecto”, lo que raras veces ocurre. Generalmente tienden a presentarse r, positivos v
negativos con la esperanza de que los residuos localizados alrededor de la linea de regresion
sean lo mds pequeio posible.

En este sentido el coeficiente de determinacion R? es una medida que nos dice que
también la linea de regresién se ajusta a los datos. Utilizando el andlisis de varianza se
obtendrd R2, El andlisis de varianza divide la variacidn total de las observaciones en sus
partes componentes de acuerdo al modelo propuesto. Para esto se analizard la desviacién
de la observacion ¥; de la media de las observaciones Y. Considérense los siguientes casos:

a) Si se supone que todas las observaciones Y; son iguales entre si, asi que las 4; = 0,
para j=1,..,p, 7, =0y Y; =Y para toda i,

b) Por otro lado, si la magnitud de la desviacion ¥; - ¥ es diferente de cero, ésta
deberd atribuirse a las componentes del modelo,

Para la magnitud de la desviacion _
Yi-Y
al sumar y restar el estimador ¥; entonces
Y-V =(¥i-Y)+ (¥i-T)

De aqui, la desviacién total de la observacion ¥; con respecto a la media Y es la suma de
al desviacion de Y; estimada de la media Y y la desviacion de Y con respecto a Y;.

Las desviaciones ¥; — Y; representan la contribucion al componente del ervor y a la
variacion total. Si la magnitud de la desviacion de Y; - Y es grande, entonees se tiene un
efecto lineal. '

Siguiendo el andlisis de varianza se elevan al cuadrado.ambos miembros de la iden-
tidad ‘
Yi-V=(%-7)+ (v -F)
y se sumardn para todas las observaciones. Entonces se tiene

5007 = 5 (5= + 5 ()" 4235 (- 7) (7).
i=1 i=1 sl fz=z1

Puesto que

¥ (R-7) (Y- 8) = L7 (- V) - 27 (- )
¥y como = - =

n
7 (Y= %) = 3 (Buzin + Busia 4.+ Bpip) i = 0

n
=} i=1

‘

dado que

‘ n
ﬂjZ;L‘,’j‘l‘; =0
=1

P
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puesto que los residuos no estdn correlacionados con x5, Por lo tauto, la ecuacién del
andlisis de regresion es:

5 (01 = 5 ) + £ ()

=] i=}

El primer término representa la variacidn total de las observaciones con respecto a la media

4 —\?

$sT=3 (Y% -¥)".
=1 .

El segundo término representa la variacion total de los valores estimados de ¥ con respecto

a la media .

sse=Y (% -7)".
i=1
Fl dltimo término representa la variacion residual o la variacion de las observaciones con
respecto a Jos valores estimados
n N \2
ssE=Y (Yi~ %) .
. i=}
Conlocual $ST = SSR+S5SE, donde se muestra que la variacion de los valores observados
de ¥; alrededor de su media pueden dividirse en dos componentes, el primero en la linea de
regresion y el segundo en los errores aleatorios, Al dividir ambos miembros por §ST, se

obtiene:
|- S5R  S5E
SST " §8T
se tiene
$$E = T, (-7) = ph? = (v-xB) (v-xh)
= YY-Y'XB- (xﬁ)'y +(x8) x7
= VY-Y'XF-AXY+X'X]
Y'Y - gXy
puesto que
AXXE = (X'X)' XYY XX

Y'X3

o kv 2 by (E)')‘l — v}
§5T= Y, (Yi~Y) = v -t =YY —al
y como. - :
SSR = S§8T-S8SE
Y'Y - n¥? - (Y¥ - FXY)
= PXY -n¥?
Asi, el coeficiente de determinacién queda definido como:
_ S8R 8TC -~ 8SE SSE

=] ~ —

R = =
§5T S8§T 58T
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3.12 La Eleccién del Disefio

La eleccion del diseiio (i. e. la combinacidn de factores donde se toma la muestra) debe
responder a los diferentes intereses del investigador, como por ejemplo: la economia (esto
es tanto por el nimero de observaciones, como por la cantidad de cdleulos implicados) y la
precision de la estimacion (i. e. que la varianza V(7)) sca pequefia),

De esta manera, es conveniente contar con criterios para elegir aquellos diseiios que
sean ecanomicos y precisos. Con la finalidad de establecer dichos criterios se discuten las
caracterfsticas del modelo lineal para ajustar un polinomio de grado r a los datos, (r=1y
2); con k factores. ‘



Capitulo 4

MODELOS Y DISENOS DE PRIMER ORDEN

Sila respuesta es descrita adecuadamente por una funcidn lineal, el modelo de primer orden
(grado r=1) estd dado por:

Y = /30 + ﬁl"rlu + ﬂ'l‘l"'lu + "'+ﬂkl‘ku + &y Vu= Lo.oym (“l)

el cual puede ser tratado como un caso particular de regresion lineal miltiple, donde los
estimadores de los pardmetros f3; estin dados por ¢l método de miuimos cnadrados como:

h Loy - g B £y
. Y2 Loayy o g 32 €2
Y = . ) X= . R . ) ﬂ = . s Y= .
Un 1 2 o0 g B €k

donde ol modelo puede ser escrito como:
Y =Xg+¢
y la estimacidn de los pardmetros dada en forma matricial es:
A= (XX Xy

donde Y es la variable de respuesta observada, ffy, Jy....,/3x son pardmetros desconocidos,
y ¢ esun termino de error aleatorio. Si £ tielie media cero, entonces la porcién no aleatoria
del modelo en la ecuacion (4.1) representa la verdadera respuesta media 7, esto es:

)
n=po+ . BiXi )

=
Si, sin embargo, el modelo en la ecuacidn {4.2) no representa debidamente la respuesta
media (lo cnal ocurre cuando la relacion entre la repuesta y las variables de entrada estd so-
bresimplificada), entonces € contiene, en adicién al error experimental, un error no aleatorio
(o error sistemdtico). El dltimo error es atribuido a la ausencia de términos xq,2,, ..., 25 de
grado mayor que uno, omitidos en el modelo (4.1), adends de la ausencia de otras variables
las cuales tienen influencia en la respuesta. Fste error adicional es llamado error de falta

de ajuste,

Ef estimador g es el mejor estimador lineal insesgado de g (cnando se cumplen los
supuestos de normalidad y varianza constante).
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4.1 Disefios 2¥ Factoriales

Existe una clase Gnica de disefios que minimizan la varianza de los coeficientes de regresion
{/3,»}. Estos son los diseiios ortogonales de primer orden. Un diseito de primer orden es
ortogonal si los elementos fuera de la diagonal de la matriz (X'X) son iguales a cero. Esto
implica que la suma de los productos cruzados de las columnas de la matriz X son iguales
a cero.

EFsta clase de diseiios ortogonales de primer orden incluyen disefios factoriales 2%, en
los que los efectos principales no son alias entre si. Al usar estos disefos se considera que
los k factores se codifican en los niveles estandarizados £1.

[l disefio 2% no permite la estimacidn del error experimental a menos que se repitan
algunos ensayos. Un método comin para incluir la repeticidn de ensayos en el disefio 2¢
consiste en aumentar el disefo con algunas observaciones en el centro (el punto x; = 0, i =
1,2,..,k). La adicién de puntos centrales al diseiio 2% no tiene influencia sobre las {3;}
para i > 1, pero cowo resultado, la estimacién de fly es el promedio general de todas las
observaciones, Ademds, agregar puntos centrales no altera las propiedades de ortogonalidad
del diseiio.

En un disefio factorial 2% cada variable de entrada o factor es medida en dos niveles
alto y bajo, los cunales pueden codificarse de tal manera gue cuando la variable se encuentre -
en su nivel bajo, tome el valor de —1 y cuando se encuentre en su nivel alto tome el valor
do +1. Al considerar todas las posibles combinaciones de los niveles de los & factores,
obtendremos una matriz de disefio D cuyas entradas serdn las variables codificadas, En ol
w — ésimo renglon, los elementos serdn iguales a +1 o —1 y representardn las coordenadas
del punto de diseio en la u - ésima corrida experimental. Cada uno de los 2* renglones de
1) representard una posible combinacion de niveles de los factores o tratamientos.

11l uso de variables codificadas en lugar de las variables originales facilita la con-
struccidn del disefio experimental, ya que al codificar las variables de entrada se remueven
las unidades de medida, se estandarizan asf las distancias entre las distintas variables y sus
niveles, ya que tendrdn la misma métrica, de este modo la grdfica definird un hipercubo!

Para codificar una variable se debe aplicar la siguiente transformacion:

2(6i- &) .
Ty = (gu: 61) i=1,2,...,k (4.3)

"Ry o ‘
donde X, es el valor original de la variable de entrada en el i = ésimo factor para la
i —~ (sima corvida experimental X; es el promedio entre el nivel alto y bajo del i — ésimo
factor, y R; es el rango o la diferencia entre el nivel alto y bajo.

En general, un diseiio factorial 2% consta de todos los puntos 2¥ {corridas) con los
niveles:

(1,820 0k) = (21, £, 0 1)



Disefios 2% Factoriales 49

I 1 2 3 12 13 23 128 Y
+ - - -+ o+ 4+ - 283
+ 4+ - - - - 4 4+ 356
oo - - 4 22
oot - k- - o 306
+ - -+ 4+ - -+ 247
T T SR &
1
+ 4+ 4+ o+ 4+ 4+ 256
8 4 4 4 4 41 9 1
Tabla4.1 Tabla de disefio experimental

donde toda posible combinacién de signos * es seleccionada. Geométricamente el diseiio
consta de los vértices de un hipercubo en & dimensiones. La Figura 1 es un ejemplo de
un diseiio 23 factorial, Para propdsitos de andlisis es conveniente listar las corridas en
orden standard, no en el orden en el cual fueron tomadas (aleatorio); este orden standard
se obtiene al escribir alternadamente — y 4 en la columna encabezada por 1, los signos
~—y 4+ alternadamente en la columna eucabezada por 2, escribir alternadamente cuatro
~ = ==y 4+ ++, en la columna 3, y asi suwsxv amente ver Tabla 4.1,

La construccidn de una tabla para un disefo 2¢ fm'torial se realiza de la siguiente
imanera; se inicia con una columna de +1's de longitud 2*, a continuacion se escriben las k
columnas de las variables de entrada en el orden standard, después se escriben Lis (2 —k=1)
cohumnas de interacciones de 12,13,...,123,...,123..& obtenidas de multiplicar los elementos
renglén por renglén en la forma indicada por ol encabezado de la columna, af pie de cada
colutna sv escribe su divisor, esto es el ndmero de signos 4 en cada columna. y finalimente
se anota la columna de respuesta, cuyo encabezado serd y,

4.1.1  Andlisis del Diseiio 2¢ Factorial

L} efecto principal de nna variable es definido como la diferencia promedio en ol nivel de

respuesta al pasar del nivel bajo al nivel alto de esa variable. Una propiedad importante

de'los diseios factoriales, es que hacen posibie el caleulo de todos efectos pnnnp.xlvs de las
variables y de los efectos de todas las interaceiones entre las variables.
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Dos variables se dicen que interactuan (en su efecto sobre la respuesta), si ol efecto
de una de las variables es diferente en los dos niveles diferentes de la otra variable. La
interaccidn entre la variable z; y la variable xy se denotard por 12.

El efecto principal de ¢y puede calcularse multiplicando la columna de datos y, por
la columna de — y + encabezada por &y y dividiendo la por el total de signos + en la
columna.

Para calcular la interaccidon entre dos o mds variables, se toma la columna de la
tabla que contiene dicha combinacién de variables y se multiplica por la columna de datos

Y

4.2 Diseios 2¢-? Factoriales

Observe que cuando recopilamos todos los datos de fas 2% corridas experimentales del diseio
2% factorial, es posible estimar todos los roeficientes del modelo

k
Yo=fob Y Biait+ Y N Bimwi+). . Y. Binriiri+ B gtidyapte (4.4)

=1 i=l<y =gyl

donde los términos 322, Bijiait;el, oo Pro. ki - - g enla ecuacion (-1.1) son asociados
con las interacciones entre los & factores,

Si se quisieran dividir las 2 corridas experimentales en dos bloques (I y 11) cada uno
con 28=1 corridas (la mitad de las corridas en cada bloque), y si se repartieran las corridas
para las cuales el producto de las columnas 123456 towan el signo menos para el blogue I,
y toman el signo mas para el bloque II, entonces, segin Fisher, diremos que el efecto del
blogue (denotado por B) estd completaniente confundido con la interaccién 123456, esto es:

B = 123456.

Asi se pierde la capacidad para estimar (al menos con la misma exactitud) la interaccion
123456, Sin embargo, en muchos contextos pricticos, esta interaccién de. alto orden seri
probablemente de tamaio insignificante y de poco interds.

Il disefio 2% factorial tiene una importante propiedad ortogonal por lo cual una
sucesidn de signos correspondiente a un efecto particular es ortogonal a cualquier otra
sucesion.

4.2.1 Cuatro y Ocho Bloques
Aliora, se trata de ordenar un disefio en cuatro bloques, cada uno de los eunales contendrd la

cuarta parte del mimero total de corridas del experiinento. Esto puede lograrse confundi-
endo dus interacciones de alto orden con bloques de contraste. Si se asocian los contrastes
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123456 y 23456 con blogues (esto puede parecer razonable, ya que se quieren confundir
interacciones del mas alto orden posible). Asf los blogues generadores para el diseiio serdn:

By = 123456, By = 23156, (4.5)

Las corridas serdn entonces repartidas en los cuatro bloques de acuerdo al siguiente esquema:

- 4
- I I
$ IV

Asi, las corridas serdn asignadas a los bloques I, II, 1T, IV de acuerdo a los signos asociados
con las columnas 123456 y 23456 por parejas (—,~), (=, ), (+.=), ¥ (+.+). Desafor-
tunadainente, una seria dificultad ocurre con esta forma de arreglo. Hay. par supuesto 3
grados de libertad asociados entre los cuatro bloques. Si se asocian £y y 3; con dos de
estos contrastes, el tercero debe ser la interaccidn By x B3, = By By, Sin elubargo, entonces
la interaccidn By Bj se confundird con la interaccidn entre 123456 y 23456, Para ver el
significado de esta interaccién, considere la siguiente tabla de signos en orden standard

123456 4~ -4 —~F 4~ - o -+
23456 “=++ tt-- -t
Producto =4 =4+ —4-+ —4+-4 v —4

Vemos que la interaccién entre 123456 y 23456 es el efecto principal 1. Este arreglo seria
asi muy pobre, debido a que el efecto principal de la primera variable se confundirfa con
bloques diferentes. Para tomar una mejor cleccidn, es necesario entender como calcular las
interacciones entre efectos complejos. Para hacer esto, hay que tomar cnalquier conjunto
de signos con la finalidad de obtener algin (digamos 1) y multiplicar aquellos signos por los
signos del mismo efecto, y asi se obtendrd un renglén de +'s, el cual serd denotado por la
identidad 1.

1 -+-+ =-+-+ -F-+ o -+

1 —t=t —t=t -4+ o - F-F

Ixl=1 ++++ ++++ ++++ - +4+++

As(, la multiplicacién de cnalquier contraste con la identidad I no afectard el conytrasteb
IxI=1, 23x =23 12345x[= 12345,
Aplicando esta regla al diseiio anterior, tenemos que:
By By = 123456 x 23456 = 1223242526 = 1 x [® = |
lo que indica que By B, y 1 estin confundidos.

Un arreglo de cuatro bloques para seis factores, de modo que las interacciones con-
fundidas con bloques sean del s alto orden posible puede ser obtenido usando eomo gen-
eradores dos interacciones de cuatro factores en las cuales sélo dos sfmbolos se translapen,
Si elegimos, por ejemplo: ‘ : :

By = 1234
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Bg = 3456

entonces
By B, = 1250.

Para dividir el experimento en ocho bloques, elegirianos los generadores
Ul = 123‘1, B2 = 3456, 1))3 = 13()',

obteniendo asi, el siguiente patrén de confusiones para los sicte contrastes entre los ocho
hloques:

By =12
- By = 3456
By By = 1256

B3 =136
By B3y = 246
BaBy =145

BBy By = 235

Bajo la suposicién de que los bloques tienen sélo efectos aditivos, esto es, no contienen
efectos principales o interacciones de dos factores confundidas con bloques.

4.2.2 Andlisis del diseiio 25? factorial

Para ilustrar la utilidad de los diseiios, conviene considerar el problema de dividir en dos
bloques el diseiio 2% de seis factores, usando para ello la interaccién 123456 (=B) como
bloque de contraste. Para cada una de las 32 corridas en el primer bloque, los siguos de los
seis factores se-multiplicardn para dar —1, de este modo teudremos:

123456 = =1, para el blogue I,
123456 = I, - para el bloque 11

Si supone ahora que, en lugar de ejecutar las 64 corridas, se hacen solo 32, esto es el blogune
11, estas son las corridas para las cuales los elementos de 123456 son +. Asi se muestra
la tabla 4.2 de signos con el cdleulo de los efectos principales y las interacciones de dos,
tres, cuatro, cinco y seis factores, justo como un disefio factorial completo, pero usando
finicamnente las corridas del bloque II,

Se puede utilizar la tabla de signos para calcular los 63 efectos principales y las
interacciones. No obstante, algo parece andar mal, ya que dificilmente es posible esperar
calcular 63 efectos independientes con sélo 32 observaciones, La explicacién se encuentra -
en fa duplicidad que ocurre en la tabla 4.2. Comio era de esperarse, los signos de la columna
123456 son idénticos a los de la columna I. Se observa también, sin embargo, que los signos de
la coluinna de interacciones 23456 son idénticos a aqueltos de la columna 1, o'simbélicamente
| =23456. Entonces, asi, se obtiene no sélo una estimacién para 1, o la interaccion 23456,
sinu tanibién de su suma: L : :
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corrida I 1 2 3 4 5 6 12 13 ... 23456 123456
I 4 - - S S R - +
4 + + + - - - - 4 - + +
6 + + - + - - -t + +
T+ - 4+ + - - - - +
m + + - L R . + +
64 + + + 4+ + + + + + ... + +
divisor 8 16 16 16 16 16 16 16 16 ... 16 16

Tabla 4.2 Disefio factorial fraccionado 26!

La treta para identificar todos estos efectos confundidos (alias), es proporcionada por el
generador de este diseio fraccionado, el cual puede escribirse como:

I = 123456 (-1.6)

La ecuacién simplemente nos dice cdmo escoger las corridas del diseiio completo cuyo pro-
ducto 123456 sea positivo, igual que la columna I. Multiplicando ambos lados de la ecuacion
(1.6) por 1, se tiene que 1=23456. Todas las demds relaciones de confusion (alias) pueden
ser obtenidas de forma shmilar.

Las interacciones 12, 345,..., para variables cuantitativas, reflejan los efectos de las
derivadas conjuntas de la funcidn respuesta 7, tal como:
d*n >y
(’).1:,83;2' f)il‘;;(?.’lh[f)l‘s v

Pareceria razonable suponer que las derivadas de orden mayor a dos se ignorardn. Esto es,

en la expansion de la serie de Taylor de la funcidn respuesta, los términos de tercer orden v
mayores se considerarin como insignificantes dentro de la regién local de experintentacidn.
En estas circunstancias se podrian ignorar las interacciones de tres o mds factores en el
andlisis de los datos. Asi, para que un menor mimero de corridas puedan proporcionar
una exactitud adecuada comparable a la del diseiio comipleto es necesario que ¢? no sea
demasiado grande, de este modo, los diseiios factoriales fraccionados son muy dtiles en
situaciones experhinentales con mas de tres o enatro variables.

4.2.3  Resolucion de un Diseno 2*~? Factorial

la resolucién R de un diseno factorial fraccional 25=7 es la longitud de la palabra mas
corta en la relacion de definicion. Por ejemplo, un diseiio 25~ con la relacién de definicion
[=123456 es de resolucion VI (la resolucidn es expresada en nimeros romanos). El diseiio
252 ¢con la relacién de definicion 1=1234=3456=1256 ticne resolucién IV,

Para ajustar una superficie de respuesta deberemos usar aproximaciones polino-
miales a la funcién respuesta de primero y segundo grado. Los disenios de primer grado
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deberdn tener ai menos resolucién I, para poder obtener estimaciones de los coeficientes
en la ecuacion. Fsto asegurard que ningun electo principal estard confundido con otro efecta
principal, aunque quizd algin efecto principal pueda estar confundido (si R=1IIl) con una
interaccion de dos factores, Un disefio de resolucion 1V proporeionari seguridad adicional
debido a que entonces ningin efecto principal serd confundido con otro electo prineipal o
interacciones de dos lactores.

4.3 Disetios Factoriales Fraccionados Aplicados a la Metodologia de Superficies
de Respuesta

Puede suponerse que la respuesta esperada E(y) = » ey una funcidn de & variables de
prediecion xy, @y, ..., 24, codificadas de tal manera que la regién de interés estid en el arigen
(0,0,...,0). Al cousiderar la expansion de la serie de Taylor so tieue:

Flut e ne [y 5 JANLEY O B R
Sy =0 =m0+, 5‘;0%+§EZ Dede, | it 4.7

i=)

donde el subindice cero indica la evaluacion en el origen. Si ignoramos los. términos de
orden mayor uno, la expansién producird la aproximacion de primer grado (primer orden o
plano):

k

n=Po+ . fixi. (4.8)
i=i

51 ademds conservamos los términos de segundo grado obtendremos la aproximacion de
segundo grado (de segundo orden o cuadritica):

k kK :
N =fo+ Zﬁ.’ﬂ:i + ZZHU:}:;J;] (1.9)
i=1 ‘

i=1j>0

Si los diseios factoriales [raccionados son usados come disefios de primer orden,
éstos deben tener una resolucién al menos I, de modo que si el modelo (4.8) es vilido, ol
contraste de los efectos principales del disefio, proporcionardn estimaciones de todos los 3,
que no serdn confundidos con otros.

Cuando un diseito de nivel dos es utilizado como un block de construecién en disefos
compuestos de segundo orden, se requiere normalmente de resolueion al menos V. Pero si el
modelo (4.9) es vilido, los efectos principales y las interacciones de dos lactoros del diseo
de nivel dos proporcionardn estimaciones de todos los coeficientes principales 8; y de todos
los coeficientes de interaccion B;; (4% j), que tampoco se confundirdn con otros. |

Debido a que nunca se podra asegurar nada acerca de la adecuacion de la aproxi-
macidn (interpolacion) elegida, esto es, del grado del polinontio seleccianado, serd necesario
verificar la falta de ajuste, ademds de los pardmetros estimados del modelo, La adividn
de puntos centrales en el diseno hace posible verilicar la curvatura general, Un diseio de
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resolucidn IV proporcionard seguridad en los disefios de primer orden, ya que los cocficientes
no serin confundidos con interacciones de dos factores.

Las estimaciones del disefio factorial fraccionado pueden ser graficadas en un papel
de probabilidad normal, para distinguir los efectos reades del ruido.

4.3.1 Papel de Probabilidad Normal

Un método simple para checar la suposicion de normalidad es graficar los residuos en papel
de probabilidad normal. Una grifica de este tipo s la representacidn de la distribucion
acumulada de los residuos sobre papel de probabilidad normal, Si la distribueidn de los
errores es normal, esta grafica parecerd una linea recta. Al visualizar dicha linea hay que
poner mis énfasis en los valores centrales que en los extremos de la grdfica. Aunque pequenas
desviaciones de normalidad no afectan el modelo.- Si llegamos al problema de que los
residuos no siguen una distribucion normal entonces los estimadores por minimos cuadrados
siguen siendo estimadores insesgados optimos, pero todas las pruebas de significancia que
se apliquen carecen de valor, ya que las estadisticas { o F' y los intervalos de confianza y
prediccidn dependen de la suposicién de normalidad.

-~

4.3.2  Grdfica de Residuos Contra Valores Estimados Y,

Esta grifica sirve para detectar si la varianza del errar es o no constante. Si el modelo es
correcto y las suposiciones se satisfacen entonces la grifica de los residuos contra los valores
estimados }7; tenderdn a encontrarse dentro de una banda horizontal centrada alrededor
del valor cero, sin ninguna tendencia sistemdtica. Cnalquier desviacion con respecto a este
comportamiento indicard la existencia de un problema. Un delecto que en ocasiones revela
la grdfica es el de una varianza no constante.
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Capitulo 5
MAXIMA PENDIENTE DE ASCENSO

Si se intenta ajustar una funcion empirica sobre la region operativa completa (esto es, sobre
la regidn entera dentro de Ja cual el sistema estudiado puede ser operado) serfa necesaria una
funcion muy compleja. El ajuste de tal funcién involucrarfa un niimero excesivo de corridas
experimentales, La exploracidn de la regién operativa entera es, sin embargo, un objetivo
poco sensato o pocas veces factible, Primero, la extensidn de esta regién es pocas veces
conocida y, segundo el investigador puede a menudo rechazar dreas completas de la region
por considerarlas poco eficientes, Lo que generalmente se busca hacer, es explorar uia mds
pequeiia subregion de interés, la cual puede cambiar al desarrollarse la investigacion. Se
puede esperar que, dentro de esta mds pequeia subregién, una funcién de interpolacidn
represente adecuadamente los datos.

El objetivo del método de maximo ascenso es encontrar rdpidamente la vecindad del
dptimo, usando un procedimiento experimental simple, econdmico y eficiente. En la lejania
del 6ptimo, generalimente se supone que el modelo de primer orden ¢s una aproximacion
adecuada a la superficie de respuesta en regiones pequefias de las afs. Lste wétodo es
un procedimiento que recorre secuencialmente la superficie de respuesta a lo largo de la
trayectoria de maxima pendiente de ascenso; en otras palabras, en la direccién de maximo
incremento de la respuesta, ' 7

La direccién de ascenso maximo es aquella en la que ¥ aumenta mas ripidamente,
Lista direccion es paralela ala normal de la superficie de respuesta ajustada, por lo regular,
la trayectoria de mdxima pendiente de ascenso se toma como la recta que atraviesa el centro
de la regién de interés y es normal a la superficie ajustada, Por lo tanto, los incrementos a
lo largo de la trayectoria son proporcionales a los coeficientes de regresion {4},

Il procedimiento matemdtico de ajuste seleccionado, de todas las posibles super-
ficies del grado ajustado, es aquel que aproxima la respuesta a los puntos experimentales
mds cercanos (en el sentido de minimos cuadrades). Las caracteristicas de la superficie

~ajustada en puntos lejanos de la regién del diseiio experimental tienen algin parecido,

aungue no necesariamente con las caracteristicas de la superficie actual. Se puede esperar

que la aproximacion sea \til sélo en la vecindad inmediata de la region actnal de experi-

mentacién. Si, por ejemplo, se estuviera cerca de un mdximo seria posible representar de
mmanera aproximada sus principales caracteristicas ajustando para un conjunto localmente
aceplable de puntos experimentales, tal vez con variables transformadas, nna ecuacidn de
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segundo grado, Sin embargo. si el sistema es investigado por primera vez, es comiin que
las condiciones iniciales se encuentren lejos del mdximo. Asi. el investigador debe realizar
primero un procedimiento preliminar para obtener un punto aceptable. donde la ecuacidn
de segundo grado puede emplearse de manera exitosa.

5.1 ;Qué Hace el Paso de Mdximo Ascenso?

Lin el primer paso de la investigacion, cuando pueden lograrse una gran cantidad de pro-
glesos, entonces es posible esperar que las ecuaciones de primer grado (contornos planos).
proporeionen una buena aproximacion alrededor del puunlo inicial de experimentacién, el
cual en principio estd lejos del dptimo. Una direccidn correcta sobre este plano es la di-
reccion de maximo ascenso. En la practica, la ecuacidn de primer grado debe ser estimada
via experimentos, Esto se logra corriendo un disefio alrededor de un punto inicial.

Generalmente se encontrard que, después de una o quiza dos aplicaciones del método
de mdximo ascenso. los efectos de primer orden desaparecerdn y la aproximacion de primer
orden serd inadecnada. En este paso, deberdn aplicarse otros métodos mas sofisticados,
L.a téenica de mdximo ascenso es particularmente efectiva para la investigacion.inicial de
1IeVos procesos.

5i se busca por ejemplo, maximizar el rendimiento, serfa demasiado costoso investi-
gar en detalle las regiones de baja produccion. Generalmente, las principales caracteristicas
de estas regiones muestran efectos de primer orden, los cuales apuntan a la direccion de
ascenso de la superficie. Una vez que los efectos de primer orden se vuelven pequeios com-
parados con los efectos de segundo orden o con el error, o ambos, seri necesario aproximar
un modelo de segundo orden. Para verificar la adecnacién del modelo de primer orden o.
equivalentemente, la necesidad de un modelo de segundo orden, necesitamos:

1. Examinar las interacciones, que no son utilizadas para estimiar los efectos de primer
orden,

2. Lstimarla curvatura total.

Una prueba iitil de curvatura es proporcionada al afiadir algunos puntos centrales
al disefio factorial. La forma en que el disefio es completado, aiiadiendo puntes centrales.
es aleatoriamente. Asi, un conjunto de corridas experimentales repetidas aleatoriamente,
proporcionan una estimacion del error piro de la variacion bisica de los datos. La prueba
de la curvatura total es proporcionada por la diferencia

¢ = {respuesta promedio de las corridas factoriales en dos niveles}
— {respuesta promedio de las corridas centrales} .

Pnede mostrarse que si la verdadera funcion respuesta es de segundo grado, ¢ proporciona
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un estimador insesgado de la suma de los efectos cnadriticos puros, esto es:

k
[ Zﬂ,‘,’.
i=1

Para una superficie que contiene un minimax, los g;; serfan de signos diferentes y tedricamente
E(¢) serfa cero ain cuando hubiera una gran curvatura. Sin embargo, las superficies mini-
max son raras en la practica y generalmente, los 8;; serdn del mismo signo,

5.2 Experimentacion a lo Largo del Camino de Mdximo Ascenso

Il procedimiento de mdximo ascenso consiste en ejecutar una sncesidn de experimentos a lo
largo del camino de mdximo incremento de la respuesta (recuerde que la direccidn depende
de la escala de las variables codificadas). El procedimiento comienza al ajustar la superficie
de respuesta para usar una ecuacién de primer orden. La informacidn que proporciona
el modelo estimado se ntiliza para determinar la direccion hacia la cual se incrementa la
respuesta. Mientras se sube por la superficie de respuesta y se avanza en direccidn a la region
donde se presenta la curvatura, el incremento de la respuesta eventualmente se estabiliza en
el punto mds alto de la superficie. Si se contimia en esa direccin y la altura de la superficie
decrece, un nnevo conjunto de experimentos deberi ser ejecntado, y otra vez el modelo
de primer orden debera ser ajustado. Una nueva direccién de incremento de la respuesta -
deberd a ser determinada y otra sucesién de experimentos a lo largo de esa direccion deberd
realizarse, Esta sucesion de pruebas continuard hasta que sea evidente que poco o ningtin
incremento adicional en la respuesta. puede ser logrado por este método,

Para describir el méiodo de méximo ascenso matemdticamnente, s preciso suponer
que la verdadera superficie de respuesta pnede ser aproximada localmente por el modelo de
primer orden: '

' k
0=t Vb
i=1
Los datos que se obtienen de los puntos de un diseiio de primer orden y se utilizan para
calcular las estimaciones de los coeficientes del modelo de primer orden, son:

k
V= /§O + Zﬁ,’d.‘i. . (5.1)
’ f=z]

Fl siguiente paso és alejarse nna distancia de 7 unidades del centro del diseiio en la direccién
de mdximo incremento de la respuesta. Al elegir el centro de diseio de las variables codi-
ficadas @y, ®g,..., &t éste serd denotado por (0,0,...,0) entonces el movimiento del centro r
unidades afuera, esti dado por la solucién de:

s, o+ 2y )

s YR ot =2,

La restriccion se establece por las siguientes razones:
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I. Maximizar 5 sin ninguna restriccién produce soluciones insatisfactorias, cuando el
modelo es un plano horizontal todos los vectores son dptimos y citando el plano tiene
cierta inclinacion # es no acotada.

2. Maximizar 7 sobre toda la regién de diseiio puede resultar analiticamente mny com-
plicado.

3. El valor de 7 es variable de tal manera que se pueden considerar todos los valores de
2 que determinan la region experimental.

La maximizacion de la funcidn respuesta (objetivo) es realizada a travds del metodo
de multiplicadores de Lagrange, Sea:
k

Q(zy, 2, . k) = ,L?M—Zﬂ,;g - Z“’?""‘l

i=1 t=1

donde A es el multiplicador de Lagrange. Para maximizar ¥ en la ecuacién (5.1) sujeta a
la restriccién mencionada, se calculan las siguientes derivadas parciales:

DQev2n ) o oyyvi=1,2,.k

dx;
Yy
aQ('l 12, . ~1‘Ek
o) Zl g
y se igualan a cero:
Bi=2 ;=0 YV i=1,2,.,k (52
y
k
~ Y u? +r? = 0. (6.3)
t=]
despejando z; de (5.2) tenemos
T = Eﬂ,—'\- Vi= 1,2,.‘..,k (5.4)

elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad y sumiando sobre i = 1,2,...,k se tiene
k
Z Yy z\:wl ;dz
T

usando la restriecidn se obtiene

_ T
4/\2
despejando A resulta

15k 1/3"

>—
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Los posibles valores de A corresponden a un mdximo y a un minimo, ya que  es una funcién
continua y se dptimiza sobre un conjunto cerrado y acotado,

Si
i VE= B
T

Ji 7

sustituyendo en la funcidn objetivo se tiene

Bir ’
’70]) = fo + Z Bi \/"-—_ =fotr Z'dxz
i=1 b i=1

enlLonces,

zi =

l

Si .
,\ - v Zé.:l /3;2
- 2
entonces,
r=
y
Top = o -1

de aqui que se alcanza un méximo si A > 0 y un minimo si A < 0.

Asi, para un radio r dado, el éptimo-de la funcion denotado por A esta dado por el
vector:

B , 1, .
VEk 8 Tk B \/z: 1152

Los experimentos se llevan acabo alo largo de trayectoria A de idximo ascenso hasta
que deje de observarse un incremento adicional en la respuesta. Entonces puede ajustarse
un nuevo modelo de primer orden, determinar una nueva trayectoria de ascenso mdximo
y continuar con el procedimiento, Por iltimo, el experimentador llegard a la cercanfa del
dptimo. Usualmente esto sucede cuando existe una falta de ajuste del modelo de primer
orden. Entonces debe aplicarse un procedimiento para obtener el dptimo de manera mds
preeisa,

Las corridas exploratorias ejecutadas a lo largo del camino de méximo ascenso (in-
dicadas en la Figura 1) indicardn por lo general un increnento en la respuesta a lo largo del
camino. El mejor punto encontrado, o e punto maximo estimado por interpolacidu sobre
el camino, serd la base para un nuevo diseno (le primer orden, dentro del cual otros avances
podrin realizarse, ‘
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Figural Camino de maximo ascenso

5.2.1 La longitud de Paso !

Suponga que la tendencia local de ), esta correctamente estimada en una region circundante
al disefo mediante un polinomio de primer grado; suponga también que ol veetor A indica
la direccion de miximo ascenso, entonces cerca del disefio se cumplird que

N(itA) < (i + 1)tA).

Dado que las observaciones estdn sujetas a un error aleatorio, que la respuesta Y; resulte ser
mayor que Y41, no necesariamente implicard que la tendencia de y ha cambiado de ascen-
dente a descendente; este hecho podria deberse vnicantente a la aleatoriedad del proceso.
Es por esto, que ticne sentido pedir que la longitud del paso sea tal que permita detectar la .
tendencia de 5 con poca influencia del error. De este modo se desea encontrar la magnitud
del paso tal que si la tendencia de 7 en direccién A es creciente, la probabilidad de que Y;
resulte ser mayor que Yiy) no sea mayor que un cierto valor fijo, asi tenemos que:

P(Y; > Yi) = Plp(itd)+¢ > np((i-+ D)1A) + <)

3 ol (4 : , (5.5)
= Py((i +1)18) = (itA) <& — ei41)
con & ~ N(0,0?) independientes, se sigue que &; ~ £;41 ~ N(0,20%); y que
P(Y; > Yig1) = a
cuando-
(14 L)A) = y(itd) = 2,V 202, : “(5.6)

Por ejemplo: si la probabilidad de detectar equivocadamente un mmbio‘de ascendente a
descendente es igual a 0.025, la constante z, en (5.6) es 1.96, y si dicha probabilidad es
igual a 0.0013 entonces z4 = 3.

Dado que tanto o como 7 son desconocidos, se utilizardn estadisticas para estimarlos,

asi tenemos que
SSE . (n=2)3* 2
g1 s ~ Xu-2

y por lo tanto ‘
| (i~ irn)
=~ 1y

V2a?
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de esto se sigue que por (5.6)
B+ IMA) = g(itA) = 1oy, V202,

Con esta ecuacidn puede encontrarse un estimador para la longitud de paso . al sustituir
1 por f) y despejar ¢ de la ecuacion resultante , se llega a

- Tn-?,aV 2q?
T By e Py

o~y

Otra manera de determinar el escalar t es considerar el criterio de O'Reilly[28]. kI
escalar { es el nimero real positivo que cumple con:

(1, 1AY) (X'X)"( zjx ) = 1. (5.7)

5.2.2  Localizacidn del Centro Para un Nuevo Diserio

Para estimar el punto donde 7 alcanza el éptimo en direccion de A, se propone tomar k
nuevas observaciones, ¥y, Ya,..., Y en tA, 24, 3tA, .., kiA y con ellas estimar la funcién

f(u) = fo + Bru + Pau?

que define la tendencia cuadrética de 1 en direccion de A, donde la. variable u determina el
factor real que multiplica al vector tA.

Si B, < 0 entonces en el valor de

es donde f(u) alcanza el maximo; asf el méximo estimado de 4 en direccién de A es el punto

c=upld = ——@:LtA.
23,

.Por consiguiente ¢ resulta ser el centro del nuevo diseiio.

Si 8, > 0se toma un nuevo valor para el escalar ¢ (igual a kt) y se estima nunevamente
la tendencia cuadratica de 7 en direccion de A.

5.3 Algoritmo de Mdxima Pendiente de Ascenso

El método de médximna pendiente de ascenso consta de los siguientes pasos:
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1. Se elige un disefio para el ajuste de un polinomio de primer grado (por cjemplo un
diseio factorial), y se obtienen las observaciones en los puntos del diseio.

2. Estimar con base en los datos la tendencia local de 1 mediante la funcion lineal 7).

3. Se hace nna prueba de falta de ajuste para determinar si el plano se ajusta bien a los
datos, o si existe ya una evidente curvatura. Si hay evidencia de curvatura se pasa al
punto 7.

Se efectria la prueba de hipdtesis Hy : 3; = 0, para toda i = 0,1,...,k contra H, :
d; # 0, para alguna i = 0,1,...,k; con el fin de determinar si existe evidencia de que
los factores influyen en el vesultado de la respuesta. Si no se rechaza H, implica que
se tienen evidencias de que 7 se ajusta bien a un hiperplano horizontal y, por o tanto,
se estd cerca de un punto critico, en este caso se pasa al punto 7,

5. Encontrar el vector de direccion de maxima pendiente en #; para ello se maximiza la
funcién 5 sujeta a la restriccién ||z|| = 1. Al vector encontrado se le denota por A.

6. Tomar en tA, 244, 3tA, .., itA, ... nuevas observaciones de tal manera que si
Y; < Yit1, se toma la observacion Y;yq, en caso contrario se detiene el proceso porque
se considera que en el punto itA la funcidn de respuesta 1y en direccion de & cambia
de ser una funcion creciente a ser decreclente, entonces con centro en el punto it.,
que se denola por ¢ = itv, se clige un nuevo disefio. Con los datos de esta nueva .
muestra se reinicia el proceso desde el paso 1.

Completar el disefio y estimar una funcién cuadritica . El punto donde esta funcidn
alcanza el éptimo se denota como £, y es el estimador del Gptimo.

Si jj no tiene un mdximo, sino un punto silla. es conveniente hacer un andlisis de
cordillera posterior al andlisis de ascenso por maxima pendiente,

Cuando 7 tiene méds de un maximo relativo y el disefo inicial no esta localizado
en una regién adecuada, el método de mixima pendiente de ascenso no garantiza que el

“punto éptimo obtenido sea un maximo global. este pnede ser un maximo local, pero- por

experiencia se sabe que en la mayoria de los casos 7) presenta un tnico méximo,



Capitulo 6
DISENOS PARA AJUSTAR EL MODELO DE SEGUNDO ORDEN

Para estimar los pardmetros de un polinomio de segundo grado es necesario contar con
mids ohservaciones, esto es debido a que dichos polinomios contienen un mayor nimero de
pardmetros. Por lo que es comiin usar, en este caso, los disefios utilizados para el ajuste
de un polinomio de primer grado, agregdndole convenientemente algunos puntos mas para
tener el nimero necesario de ohservaciones.

El modelo lineal general de segundo grado (r=2) es:

i = Po+ Brxii 4+ Bk + Buzd; + Pawyiwa + -+ Pk + €, (6.1)

kA

el cual tiene: un pardmetro independiente fy; k pardmetros en los términos de primer grado
f3i; k parametros en los términos cuadrdticos f;; y por tltimo C§ pardmetros cu los términos
cruzados fi; (1 £¢ < j < k). En total hay

L4k+k+C=CE+CH+CF 4 Cf = CFY 4 O = OfH2

paranietros®, Entonces para estimar un polinomio de segundo grado se necesitan al menos
C5+? observaciones (por lo menos uno mds si se desea estimar también a2),

8.1 Disefio Central Compuesto

s el disefio mds utilizado; esta formado por los puntos de un diseiio {actorial 2%, o de un
factorial fraccionado 2=, mds los puntos de la forma +ae;, donde (e}, cy,...,€1) os la base
canénica de R* y & es una constante de escalamiento. Lste diseiio tiene 257 + 2k puntos.

Los puntos que se agregan al disefio factorial, permiten estimar los términos de
segundo orden de la superficie. El aumento hecho a la matriz de un diseiio factorial 2% es

*La notacién O se refiere a las combinaciones de m en n, con m  n, esto ¢s O = (1) = puttd

~menyn
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conio sigue:

Ty Ty Xy e Xy
0o 0 0 .- 0
-« 0 0 - 0

<
!
2
<
<

0

0 0 ~a - 0
0 0 4o .- 0
0 0 0 .+ -«
0 0 0 .- +a)

donde el primer renglén representa el punto central y los demds puntos auxiliares, Usual-
mente en el origen se hace mds de una observacién. La figura 1 es una representacién de los
15 puntos de un diseiio central compuesto eon k = 3. Los primeros 8 puntos corresponden
a un diseiio factorial 2%, el punto 9 es el centro del diseiio y los 6 restantes son puntos
anxiliares.

-1 -1 -1
41 ~1 -1
-1 41 -1
+1 41 =1
-1 -1 41
+1 -1 41
~1 41 41
+1 41 4+l
00 O
~a- 0--0
+a 0 0
0 —a 0
0 +a 0
0 0 -«
\ 0 0 +a

I)l primer criterio para seleccionar o es que resulte un disefio ortogonal, esto es, que X'X
sea diagonal,
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6.2 Optimizacién Sobre la Superficie de Respuesta

I} problema fundamental es determinar bajo que niveles las variables independientes pro-
porcionan una respuesta optima, ésto puede lograrse con la ayuda de un modelo ef cual se
coustruye a partir de un diseiio experimental, de tal modelo se estima un Sptimo,

6.2.1 Determinacidn de un Punto Oplinw

Una vez que se ha localizado una regién en la cual es factible encontrar un punto que sea
optima, se deberd ajustar un modelo de grado r=2, ya que se considera que el compor-
tamiento de los datos en una vecindad cerca de un Gptimo es cuadritico. Asi se tiene yue
para k variables independientes el modelo de segundo grado esta dado por:

Y=n+c¢

donde

u~ﬁo+Zﬂ.m +}_,Zﬂ,}w,,+ };ﬂjw (6.2)

i<jj=1 i=]

A partir de un diseiio experimental puede obtenerse por el método de minimos cuadradas
el estimador f de 3, El objeto es maximizar

fi= fo + Zﬂv”x + ZZ/’U Tij + ZﬂJmJ
i=1 i<jj=1

en términos de xy,..., 2. Donde el modelo ) no presenta falta de ajuste. Esto quiere deeir
que 1) esta bien aproximada por /. Ya que la funcidn (6.2) es lineal en los pardmetros, se
aplica la teorfa del modelo de regresion lineal para verificar Ja calidad del ajuste.

En términos matriciales el modelo (6.2) puede escribirse como:
= fo+ 0242’ Ba (6.3)

donde fy, es un real; b es un vector de dimensidn & y B es una matriz de orden k x &
negativa definida

B Bu  Biaf2 praf2 oo Pif2

B /2 P Baf2 -0 Puf2
b= : B = . _ ; o

B Binf2 Biaf2 Brsf2 o P

Dado que 7 es derivable sobre todo 9%") los puntos éptimos se encontraran entre aquellos
que resuelvan Vi = 0. Los puntos que satisfacen tal condicion se conocen como puntos
criticos o estacionarios. El término estacionario se debe al hecho de que los valores que
toma la funcidn 5 no varian en vecindades pequeiias de 2/, Los puutoq criticos se dividen
en mdximos, minimos y sillas. :
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Figura 2 Punto silla sobre la superficie ajustada

Ya que la derivada es un operador lineal, se tiene que

o _ O OW) | Bla'Ba)
T du dw
entonges se tiene que
Py
oy 2
0z + 2B

igualando a cero se obtienen los puntos estacionarios
b4 2B =10

lo que implica que
l
-1
Eoy = =B
o =5

es punto critico de #. Para saber si se trata de un mdximo, un mmimo o un punto silla, se

'~ debe estudiar la matriz de segundas derivadas o matriz lHessiana. Si la matriz Hessiana es

definida positiva se ticne un minimo, si es uegativa definida se tiene un maximoy si es cero
se liene un punto silla. Resolver el problema presenti las siguientes dificultades:

I. A medida que ¢l nimero de variables crece el edlculo del Hessiano se hace cada vez
mas dificil,

2. No se puede analizar el comportamiento de la funcidn 5 en las cercanias de v,

Asi se discutird una estrategia que permita caracterizar 2,, de modu mis sencillo,
Ista es la Hamada transformacion candnica,

Si el puntu estacionario 2., es un mdximo, en la medida en que se aleje de éste, la
respuesta decrecerd. Si &,y esun minimo en la medida en que se aleje de éste la respuesta se
incrementard. Sin embargo, en ¢l caso de un_punto silla el experimentador podria conseguir
tauto un incremento como un decrentento en fa vespuesta dependiendo en la direccion en
la cual se aleje. Por lo cual, en este caso es de interés conocer on que direceion se deben
mover las coordenadas para éptimizar la respuesta. esto se ilustra mediante eurvas de nivel
en las figuras 2, 3, 4. '



{
!
{
|
i
|

Optunizacion Sobre la Superficie de Respuesta

¥ \\\

Figura 4 Minimo sobre la superficie ajustada

7

Figura 6 Sistema de coordillera ascendente
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Otras situaciones que pueden ocurrir en la practica son las presentadas en las figuras
5y 6. La primera muestra lo que se conoce como sistema de cordillera estacionaria, mientras
que la segunda muestra una corditlera ascendente.En figura 6 puede verse que hay una region
mds que nn punto en el que la respuesta se maximiza (en este caso 31 no existe). Esta
regién proporciona condiciones alternativas para la optimalidad. La cordillera ascendente
indica la direccion en la cual el investigador del)e mover la zona experimental para obtener
un optimo dentro de dicha region.

La deteccién de sistemas de cordillera es una parte importante del andlisis de su-
perficies de respuesta.

6.3 Transformacidn Candnica

Esta transformacion consiste de una translacion seguida de una rotacion, lo que tiene por
ohjeto simplificar la forma funcional de la superficie ajustada. Paraello es necesario conocer
previamente un punto estacionario. La translacion se realiza moviendo el origen del sistena
al punto estacionario ubicado en Loy = —32 , obteniendose asi la siguiente expresidn

=M+ Bz
mediante el siguiente andlisis:

De la ecuacion (6.3) el valor estimado de la respuesta en el punto estacionario esta
dado por:
bt Bt
= flo+ a,b +w, Ba,

dado que
Bt

Lop = )
se tiene que

= ot 25 by [ o]
= fo— MBI 4 WBZ

| 2 4
= ﬂo - jl‘l)’.B_l()
y nuevaniente como usando z,, tenemos que
‘Lap
Hop = ,UO + —

Definiendo 2 = & ~ &, esto s ¢ = z ~ 2o, (donde z son las variables correspondientes a
los cjes transaladados), en (6.3) se tiene

o= ot al )b+ (2w ‘,,,)B(z + )
Bo + wlpb + 2l Brop 4+ 2'b 4 2 By + 0l B 4 2Bz

up

Nop ¥ 2'h 4 2 Bgy 4+ 20, B2 + 213z

it

i
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dado que 2'Bu,, y @), Bz son cquivalentes, ya que uno es el transpuesto del otro. It es
simétrica y el producto es un escalar. se tiene que

o= Nt 2'b+22'Bug, + 2Bz
= op+ (b 2Byt B2
= Yopt+2 [b - 213’—’—;&] + 'Rz
= p +2/(b=b)+ 2Bz
= N + 2Bz

Al hacer la translacién de ejes al punto .y, se trausforma el modelo original & uno equiva-
Al hacer la transl le ejes al punto a,y, se transforma el modelo original ]
ente que tiene una forma analitica mas si Q no aparecen términos lineales.
lente que tiene una forma analitica mds siniple en la que ocen térm lineal

El siguiente paso es realizar una rotacion de ejes yue elimine los praductos cruzados
de la forma cuadratica 2’Bz. Esto se logra aplicando el teorema (2.10) a la matriz

P8z = SUAUz = w'Aw con w=(I'z, (G.1)

donde U es una matriz ortogonal. Como A es una matriz diagonal de valores propios.
entonces
k
wAw = ZJ,-LU?,
i=1

y se tiene que

)= op + 2 'Bz = Nop + L &; w {6.5)
i=1
De donde es mds fdcil saber si en realidad el punto estacionario z,, corresponde a nu
maximo, a un minimo o a un punte silla, Ademas, las varlables w; determinardn los ejes
principales de fas curvas de nivel de la funcidn respuesta.

Ahora-se analizard la ecuacidn (6.5) por casos para poder especilicar la natwraleza
del punto estacionario, Recuerdo que ¢l efecto del punto critico se encnentra encerrado
umcamente en la funcién #, por lo cual sélo serd necesario analizar el término 55 biw?.

Caso I Si en la ecuacidn (6.5) 6; < 0 para toda i = 1,2,...,k entouces &, cor-
responde a un valor mdximo de #, pues los términos §w? < 0 para toda i = 1,2,...,k y
K 6w? < 0 lo que implica que

k
Nop + Z 5»"*’.'2 < Nop-

i=1

Is decir, el alejarse de ®opy 8in importar la magnitud del desplazamicnto provoca un decre-
mento en el valor de la respuesta; Si k= 2 las curvas de nivel en términos de las variables
w, s¢ veran como en la figura 7.1 |62] es considerablemente mayor que 8], en la direccién
del eje wy habrd un decremento mds acelerado de la respuesta comparado con el descensi
ocurrido al avanzar sobre wy. Esto provoca que las curvas de mvol se alarguen en direccién
de wy.
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Figura 7 Curvas de nivel con ejes w rotados

Figura 8 Sistema estacionario

En general |6;| mide la magnitud de decremento de la respuesta 5 en la direccion de
Wy,

La expresion (6.5) presenta una manera muy sencilla para lograr un andlisis de
sensibilidad. Si existe al menos un subindice j € {1,2,...,k} tal que §; es aproximadamente
ceroy ademds &; <0 paratodai = 1,2,...,k, entonces 2, corresponde a un mdximo, pero
para propositos pricticos no es tnico, sino que habrd una infinidad de puntos que dan un
valor mdximo, todos ellos en el hiperplano definido por las w; tales que su correspondiente
&, es casi cero. Cuando se presentan estos casos, se dice que hay una cordillera estacionaria.

Parak = 2, en el limite, esto es, cuando 6, = 0y 8, < 0, la regidn de posible mdximos
tiende a una recta, ver figura 5. Cuando se estd cerca de dicho lfmite al desplazarse sobre

ol eje wy no hay cambios siguificativos en la respuesta 1. Asi, es posible encontrar valorses

de x; cercanos al dptinio,

Para b = 3, en el caso 6 = 63 = 0, & < 0, se tiene un plano, como se ve en la figura
8. Cuando 63,6, < 0,y &3 =0 la regidn de posibles méximos ticnde a estar sobre el eje wsy
encerrado por las curvas de nivel de forma cilindrica, como puede verse en la figwra 9.1a
importancia de hacer é; = 0 radica en la facilidad para entender los casos en que 6; es muy
cercana a cero. Para realizar la transformacién candnica se requiere que B~ e\!sta lo que
ocurre si y solo si todo los valores propios de B son dilerentes de cero.

Cuso IE Si en la ecuacion (6.5), & > 0 para toda i = 1,2,...,k entonces Top
corresponde a un minimo de 7, ya que bw? > 0 paratodai=1,2,...,klo cual indica que
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o oafe —— o e —— —

o

o

Figura 9. Regidn de respuesta acotada

TE dw? > 0y por lo tanto
k
2
Top < Nop + Z‘Siwi
i=1
con un andlisis similar al caso I.
También se observa que si la ecuacion (6.4) al menos un subindice j € {1,2,...,k}

es aproxinadamente cero y &; > 0 para toda i = 1,2,...,k, entonces se ticne una cordillera
estacionaria de donde es posible escoger los puntos que ds convengan.

Caso 1L Si la ecuacion (6.5) hay algunos valores propios positivos y otros negativos,
entonces &,y s un punto silla, Esto quiere decir que a partir de ,, existen direcciones en
las que al desplazarse la funcién crece, pero también existen otras direcciones en las cuales

decrece.
Para obtener el punto que corresponde al maximo se debe avanzar sobre las direc-
riones en las que ) crece. Estas direcciones estdn dadas por las variables w;, gracias a la

ecuacion (6.4).



Capitulo 7
ESTUDIO DE SIMULACION

En este capitulo se presentan las caracterfsticas y los resultados de una serie de simulaciones,
realizadas en el sistema para el diseiio de superficics de respucsta, cuya finalidad es soudear
la bondad de ajuste de los métodos propuestos anteriormente.

s razonable pensar que la bondad de ajuste de los estimadores obtenidos con Jos
diferentes métodos de bisqueda, no es igual en todos los casos. Para cada funcidn de
respuesta 7, y para cada valor de a2, debe existir un disefio, con el que se obtengan miejores
estimadores.

Istudiar analiticamente e] sesgo y la varianza de los estimadores resulia inaccesible
por la naturaleza de sus distribuciones. Bajo estus circunstancias, se propone sondear la
bondad de ajuste de los métodos propuestos utilizando shnulacion digital; y asi. posterior-
mente, elegir e} mejor estimador con hase en los criterios reJacionados con la bondad del

procedimiento.

I'l estudio no incluye al diseio aleatorio, ya yue su confiabilidad es pobre. Los
métodos incluidos en el andlisis son: el método de maxima pendiente de ascenso y el de
disefio central compuesto.

Siguiendo la idea de Myers y Khuri {24], la cual consiste medir el acorcamiento
empirico de &, ¥ 7,p al punto éptimo real mediante simulacion, se mide la hondad de
ajuste de los estimadores en base a los siguientes criterias:

1. La distancia empirica promedio entre &,y ¥ oy, la cual estd dada por la expresion:
Stop = =5 1oy = Eopll
100
2. La distancia empirica proinedio entre flop ¥ Nope dandar por fa expresién:
8730;: = J—- z |7}°P - ”W’I
100

3. Bl tamafio de muestra prowedio requerido para converger; In muestra incluye todas
las observaciones, desde las del primer diseiio, hasta el dltinto, incluyendo las obser-
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viaciones que se tomaron en direccidn de A, dado por:

PR L
100

4, i tiempo de proceso computacional,

7.1 Generacién de Muestiras

La simulacidn se realizo en base a la generacién de imuestras aleatorias tomadas de una
funcidn de segundo grado del tipo:

Y = ~(2op ~ 2) A'A(gp ~ 2) + & donde &~ N{0, 0*).

Ef cileulo de 2.y y de 1, se realizé usando el método de bisqueda de mixima pendiente
de ascenso,

Se considero el siguiente esquema de disefio: primero se construvo el factorial 22
para la estimacion del plano, y después se completo el disefio central compuesto con a0 = |
para estimar la funcidn cnadritica.

Para gencrar 1a muestra se considerd que la funcion 5 pertenece a la familia de
funciones cuadrdticas cuya grifica tiene un méiximo dnico y bien definido, esto es, gue es
de la forma:
f \ - , Y
My oonk) = = (o + Y aie)

= ={rgy - 'T)IAI"l(j:up =)
con A € Mgy por lo que 5 tiene un méximo dnico y bien definido, si y solo si, A s
invertible. ‘ ‘

De este modo, se considerd que las observaciones son de la forma:

1. y
y =580+ +533‘2 “‘ 5.)42 - :L‘%-{-J:N:z-f'{:‘

donde
£~ N{0, 0%),

El 6ptimo de ésta funcién y el punto en el que se alcanza son:
Nop = 865y w,, = (11, 8).
Las curvas de nivel son clipses concéntricas al éptimmo, con nua marcada diferencia
entre la magnitud de sus ejes. Asi entonces, la evidencia de crurvatira se manifiesta de

nianera diferente desde las distintas divecciones por la que se asciende al optimo, ademds
los factores se relacionan a lravés de la respuosta, :
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Resuitados de fa Simulacion

Para la simulacidn se utilizd el oscatar que cumple con fa eenacion (5.7). v el mimero

de abservaciones en direccidm del vecior AL se tomd como k = 5,

Bl diseio utilizado fue un factorial 2* centrado en of origen, con cuitrn repeticiones
en el centro. B proceso de hisqueda en Lo direccion X, al ignal que lo hicieron Myers v

Khuri, se realizd | veces,

7.2 Resultados de la Simulacidn

i la tabla de resultadps se reportan en cada renglon tos valores de la observacion y; y las
coordenadas del vector A, tanto codificadas como sin codificar,

y ry 2y €t )
62.62 0.657 1.253 1.315 2.506
64.35 0.767 1.:462 1.534 2.92:1
64.67 0.876 1.671 1.753 3342
$7.29 0.986 1.R79 1,973 3.759
G6.16 1.096 2.038 2,192 FA77

76.27 1.404 ~0.318 5.001 3.539
75.68 1.685 ~-0.382 5.562 3411
76.41 1.966 ~0.446 §.124 3.284
74.73 2,247 -0.510 6.686 3158
72.86 2.528 -0.573 7,248 3.029

81.74 0.040 0.920 £.205 5.125

83.99  0.051 1150 6.226  5.585
8624 0.061 1.381 6246 6.046
80.59 0071 Lol 6.267  6.506
7930 0.081 L84l 6286 6.966
242 0.643 0282 8285  6.381
83.51 0.858 0376 K715 6.493
84.60 1.073 ~0.470 9.0 6504

85.69 1.257 ~0.564 9.573 6.716
83.59 1,502 -().658 10.00 6.928

El tamatio de muestra reportado incluye las ocho observiciones de cada diseiio nti-
lizado para encontrar el vector A, més las observaciones en direccion de A. Bl resultado
final con 52 observacionns es:

ey, xg) = 8569 2 =9.573 &y = 06.116

Con la finalidad de obtener resultados confiables, se propuse realizar la shnulacién



8 Estudio de Simulacion

Cl

Figural curvas de nivel de la funcién 7.1

200 formermm (%\\J (200,200)
|

Figura 2 curvas de nivel de la funcién 7.2

200

anterior 100 veces, y con base en los resultados obtener la variacion empirica promedio de
4p+ €l punto final que se alcanza con el acercamiento, y el valor de 7).

Se consideraron dos funciones de respuesta:

1 .
? =50+3x1+5w2—§xf~xé+xlx2+s (7.1)

en este caso el optimo se encuentra en x,p = (11, 8) y n,, = 86.5. Las curvas de nivel de la
funcion (7.1) pueden verse en la figura 1.

La segunda funcion esta dada por:
y = - 16000 -+ 8002, + 800z, — 100823 — 1.00823 — 1983010, +c (7.2)

esla funcidn alcanza el dptimo en 2., = (200, 200) y 1,, = 0.0. Las curvas de nivel funcion
(7.2) pueden verse en la figura 2,

En cada caso se consideraron dos valores para o?:

El disefio utitizado fue un factorial 2% con cuatro repeticiones en el centro, el diseilo
lue previamente estandarizado,

Para las estimaciones se utilizo el escalar ¢ que cumple con la ecuacion (5.7) v el
valor de k=5, ‘ ‘
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El método propuesto consiste en estimar el vector A (con 8 observaciones en el
diseiio) y determinar el punto en el que se produce el cambio de direccion de A (5 observa-
ciones en [A, 26, 3tA, 3tA, 5tA), requiere de 13 elementos muestrales, lo que implica que
con cuatro cilculos del vector A, la muestra siempre resultard ser de 52 elenientos, Con la
finalidad de variar el tamafio de muestra, se estimé el vector de direccion A, tantas veces
comno fue necesarto, hasta que dos estimaciones sucesivas del punto en el cual se produce el
canbio de direccian difirieran en nenos de uno. se eligio wuo por que las coordenadas de
los puntos det disefio codificadas son 1 o -1.

Los resultados obtenidos sou de 1a funcidn 7.1 para a? = 1.0 y 0.1 respectivamente

son;
8i, 07533
87, 1.6989
7t 72
y
$iop  0.3242
Sipp L2754
i} 78

Los resultados obtenidos de 1a funcién 7.2 para 02 = 1.0 y 0.1 respectivamente son:
S 0.0618

83,5 05202
P

Siop  0.0003
sz, 0.0121
9N 26

7.3 Conclusiones

Los resultados obtenidos de las simulaciones son nuy claros al sefialar que el método de
maxima pendiente de ascenso proporciona buenos estimadores tanto de x,, como de ).

Los criterios utilizados para calificar la boudad de ajuste de los estimadores fueron:

I. La desviacion media estimada, tanto de 24, como de 1),
2, Bl tamatio de muestra requerido para obtener las estimacdones,

3. Ll tiempo de computo consumido.

Los resultados registrados son:
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('on respecto a la exactitud, la desviacién media empirica de I,y es de orden menor
a 2 unidades y aun menor en los casos en los que la varianza disminuye. En el caso de i)p
la distancia es aun mas pequeiia, nenor de una unidad, y menor que media unidad si la
varianza decrece. Esto se observd aun cu los casos en que el dptimo real se encuentra lejos
del punto inicial de bisqueda; o bien, cuando las curvas de nivel de la funcidn respuesta sun
elipses.

Los resultados de la simulacidn parecen indicar que con un diseiio de simetria regular
con respecto al origen, como el factorial 22 o ol fraccionado 2277, se obtiene mejores estima-
ciones cnando las curvas de nivel de 7 también son concéntricas (sobre todo cirennferencias)
al dptimo.

Dehe considerarse que para llevar acabo las simulaciones se considerd Gnicamente el
caso en el que la matriz A es invertible; si ocurre que la matriz B proporciona evidencia de ser
singular se recomienda hacer un analisis anterior, por ejemplo: de componentes principales,
para reducir el nimero de factores en la ecnacion y tener una matriz no singular.

El tiempo de proceso computacional resultd ser directamente proporcional al tamaio
de la muestra, asi entre mayor sea n, mayor es el tiempo gue se requirié para ohtener ¢l
estimador.

7.4 Recomendaciones

Para finalizar se recomienda para trabajos fuluros:

o Realizar mayor nimero de simulaciones, incrementando el mimero de factores y cam-
biando la forma funcional de 7. ‘

o Investigar otro tipo de diseiios, los cuales mejoren las posibilidades de obtener mejores
estimactones del dptimo, estos pueden ser por cjemplo: diseios rotables.

o Aplicar el sistema desarrollado aqui, en casos reales, para constatar su eficiencia, y
para determinar las limitaciones que puedan presentarse en problemas particulayes,

¢ luvestigar nuevas maneras de determinar la direccion N de mdxima pendiente de
astenso. '

o Generar una manera no subjetiva de determinar el rango del diserio.
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