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Introduccion

La teorfa cldsica de la relnjacién dieléctrica desarrollada por Debye, proporciona
la razén de cambio de ln polarizacion inducida en un medio dieléctrico por la presencia
de un campo eléetrico de frecuencia variable, en términos del movimiento de los momentos
dipolares individuales del mismo [1] 2]. Debye obtuvo la bien conocida funcién de relajacion

dieléctrica [3) )
€(0) — ¢
ow) - o = 14 l'un':'
en la cual e(w) = € (w) ~ ic"(w) es la permitividad eléctrica compleja, w es la frecuencia del
campo aplicado, ¢(0) y € denotan las constantes dieléctricas bajo campos eléctricos estdtico
y de frecuencin infinita respectivamente, y el pardmetro 7y es el tiempo de relajacion que
depende de las propledades moleculares del sistema.

Los experimentos han mostrado que una gran cantidad de materiales pueden
ser descritos correctamente por la funcién de relajacion dieléctrica; sin embargo, exis-
ten otros que se desvian de ésta ol aplicirseles camnpos eléctricos alternos de altas fre-
cuencias, presentando decaimientos no exponenciales. Si bien se han realizado esfuerzos
tedricos considerables para explicar las desviaciones al comportamiento de Debye de sis-
temas poliméricos y cristalinos, no ha ocurrido asf con los lquidos polares o los cristales
liquidos. En estos sistemas las correlaciones orientaclonales de largo aleance y la presencia
de flujos hidrodindmicos pueden afectar significativamente las propledades dindmicas de los
momentos dipolares, dando lugar también a desviaciones del comportamiento de Debye de
estos medios dieléctricos [4].

Generalizaciones recientes de la teorfa de Debye se han centrado principalmente
en considerar los efectos de inercia y memorin en la relajacién dieléctrica, mediante el
uso de formulaciones estocdsticas basadas en ecuaciones de tipo Langevin 5] [6] {7). El

propdsito basico de este trabajo de investigocién estd dirigido a un aspecto diferente, pero



no menos importante: describir la relajocién dieléctrica tomando en cuenta la presencia de
fluctunciones térmicas. En partienlar, estudiaremos desde este punto de vista la relajacion
dieléctrica de un cristal liquido nemético, cuyo comportamiento bien se sabe, no puede
ser descrito satisfactoriamente por la funcién de relajacion de Debye (se tiene evidencia
experiimental, de que ésto se manifiesta en la componente de la permitividad eléctrica del
nemitlco, perpendicular o la direcclén promedio de sus moléculas) (8] (9).

La rozdn por la cual se Incluye o las fluctuaciones en la descripeidn de la rela-
jacién dieléctrica, es lo sigulente: Concentremos nuestra atencién en la evolucién temporal
de las fluctuaciones espaclales nsocirdas a la transicién orlentacional, que es inducida en las
moléculas del nemético cuando un campo eléetrico alterno externo pasa de un valor inicial
|I—3".-|< IEA, menor a un valor critico IL;CI, hasta otro final |IE,|> IE’;I. Durante este proceso,
el sistema llega a ser inestable y las moléculas polares del nemético tenderdn a alinearse
con el campo eléctrico aplicado. Generalmente, el andlisis de esta dindmica de transleién
es determinlsta y estd basado en una aproximacion de campo medio que desprecia inhomo-
geneidades espaclales y fluctuaciones ténnicas (10} (11). No obstante, como es bién conocido
del comportamiento de otros sistemas nuiltiestables fuera de equilibrio {12), una descripcién
correctn del decalmiento de un estado Inestable deberfa Incluir fluctuaciones, las cuales son
normalmente grandes durante los procesos de transicién de orientaclén comparadas con
aquellos en equilibrio. Ademés en el punto de transiclén donde la reorientacion comienza,
la correlacién entre las moléculus aumenta, por lo que se espera que las fluctuaciones espa-
ciales asocindas con la orientacién molecular sean importantes, El estudio de sistemas en
los que las fluctuaciones son relevantes, es necesario hacerlo con una descripeidn estocdstica.
Mediante ésta, es postble incorporar las fluctuaciones térmicas en las ecuaciones que des-
criben el comportaniento del nemético, y calcular los momentos dipolares promedio con los
cuales podrd deducirse la funcién de relajacién dieléctrica para el mismo.

La expresién matemética que describe el comportamiento espacio temporal de las
moléculas durante todo el proceso de reorientacién, desafortunadamente posee un cardcter
parcial y nolineal [13). De esta forma, es claro que el estudio de la reorientacion molecular es
un problema dificil en el que ln ecuacién de reorientacién sélo puede resolverse recurriendo
o célculos numéricos complicados. Por esta razén, restringiremos nuestra descripcion a
la etapa final del proceso; es decir, linealizaremos la ecuacion dindmica que describe la
reorientacién de las moléculas alrededor del estado estacionario final, en el que éstas estén

précticamente alineadnas con el campo eléctrico aplicado. La restriccién anterior, si bien



limita nuestra descripeién del proceso, presenta dos ventajas enormes: por una parte permite
obtener una solucién analftica de la ecuacion dindmica de reorientacién, y por otra permite
comparar los resuitados tedricos obtenidos, con evidencias experimentales, Cabe mencionar
que los flujos hidrodinamicos Inevitablemente inducidos por la reorientacion de las moléculns
del nemdtico {14] durante el proceso de relajacién dieléctrica serdn despreciados, dado que
en In etapa final de la reorientacién molecular los contraflujos ya se han relsjado casi en su
tatalided.

Con el fin de ordenar y precisar las consideraciones anteriores, las cuales resultan
necesarias para una correcta y mas simple descripeion del proceso de relajacién dieléctricn
de un cristai fquido nemdtico, se ha estructurado el presente trabajo de investigacion de la
forma signiente;

Capftulo 1. Se vonsideran aspectos generales de los cristales l{quidos, tales comwo
su estructura quimica, su clasificacion, o representacién de] comportamiento colectivo de
sus moléculas por medlo del vector director, y la cuantificacion del grado de orientacién de
las mistuns mediante el parémetro de orden,

Capftulo 2. Se aborda la teorfa de relajacién dieléctrica de Debye. Se expone
el modelo empleado por é), se deduce In funcién de relajacion dieléctrica anteriormente
indicadn, y se muestra una representacién geométrica de la misma (diagrama Cole-Cole),
que resulta muy dti) para su interpretacion. Asimismo, se discuten las limitaciones de dicha
teorfa.

Capftulo 3. Se muestra el formalismo de las funciones de correlacién en términos
del cunl podremos calcular el valor promedio del momento dipolar total, que es [a con-
tidad que usualmente se mide en experimentos de relajacion dieléctrica. Se considera la
teorfa de Kubo de Ja termodindmica irreversible lineal, lo cual al aplicarse a la relajucién
dieléctrica nos permitira obtener o funcién de refajacion dieléctrica de sistemas como los
lfquido cristalinos nemdticos.

Capitulo 4. Seexpone la teorfa nematodinamicay su extensién: la nematodindmicn
estocdstica, a cual nos permitird incluir a las fluctuaciones térmicas como fuentes de ruido
interno en 1 descripelén de la reorientacién molecular del nematico que se produce durante
la relajacidén diefécetrica.

Capftulo 5. Se aplican los formalismos tedricos presentados en los capftulos prece-
dentes, al estudio de {a relajacién dieléctrica de un modelo de cristal liquido nemético.

Se deduce la funcidn de relajacion dieléctrica del mismo a partir de las correlaciones de



sus momentos dipolores totales, Se considera en particular ol cristal lfquido nemético p-
azoxianisol (PAA), al que mediante la funcién de relajacidn dieléetrica mencionada, se
calculn la componente de la permitividad eléctrica perpendicular al campo director dei
nemitico; y se obtiene su respectivo diagrama Cole-Cole, el cual se aleja de un semicfreulo,
indicando la desviacién al comportamiento de Debye de esta sustancin, Por iiitimo, se
disenten los resultados obtenidos,

Finalmente, se presentan las conclusiones que se desprenden del presente trabajo
de investigacion, enfatizando algunos aspectos refevantes que tuvieron lugar durante el

desarrotlo del misniu, ast como sus limitaciones.



Capitulo 1

Cristales Liquidos

1.1 Introduccién

Exlsten sustancias que ocupan un lugar Winico en la naturaleza, que se caracterizan
por ser un estado de agregacién intermedio entre las fases sélido cristalina y liquida {15].
Tales sustancias, se denominan cristales lfquidos y constituyen verdaderamente un nuevo
estado de la materia {16], dndas lns caracterfsticas inusuales del o de los diversos estados
intermedios (denominndos mesofases) en los que pueden existir. Los primeras observaciones
de una mesofuse liquido cristaling datan de finales del siglo pasado, cuando fireron realizadas
por Reinitzer {17] y Lehmann (18] !; hoy en dfn, se sabe que miles de compuestos orgénicos
presentan esta caracterfstica [21]. Para entender las propiedades fisicas que hacen tan
especiales a los cristales lfquidos, examinemos brevemente las caracterfsticas de la estructura
que forman las moléculas de las fases sélido cristalina y liquida,

Los solidos cristalinos se caracterizan por tener un arreglo altamente ordenado de
moléculas a intervalos espaciales grandes, en comparacién con las dimensiones moleculares;
es decir, poseen orden de largo alcance. Como estdn sus moléculas constrefiidas a ocupar
ciertas posiciones, decimos que la fase sdlida presenta orden posicional. Si sus moléenlas
ademads son anisotrdpicas, entonces presentan una orientacion especificn dando lugar a lo
que se conoce como orden orientacional. La confirmacién experimental de estas propiedades
se ha establecido, por ejemplo, mediante el patron de difraccion de rayos X de los cristales,
el cual muestra picos agudos bien definidos (ver figura 1.1a).

El estado {quido es bastante diferente. Sus moléculas no ocupan posiciones es-

"Un interesante desarrollo del proceso histérico estd ilado por Kelker [19] y Collings (20).



pecfficas, ni perinanecen orientadas en una forma particular; por lo que carece de orden
posicional y orlentaclonal. El patrén de difraccién de rayos X de un liquido ordinario no
presenta picos, debido a su escasa estructura o inexistente orden de largo alcance (ver figura
1.1b),

La mesofnse lfquido cristalina tiene la caracterfstica particular de que su orden
posicional se ha reducido notablemente o ha practicamente desaparecido, mientras que posee
algin orden orientacional, Esta propiedad crucial, constituye un requerimento escencial
para que se produzea y dar Jugar asf a las propiedades fisicas tan peculiares que la distinguen
[15]. El patrén de difraccién de rayos X de los cristales liquidos, es como el que aparece en

la figura Llc,

< a) < b)
2 g
H L]
H §
£ £
£ &
o 10 2 0w 0 10 w 20
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3 ¢}
¥
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£
£
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Figura 1.1: Patrones de difraccion de rayos X de: a) un sdlido cristalino, b) un lquido

Isotrépico y c) un cristal lfquido esméetico A,

1.2 Estructura Quimica

Las moléculas que propician la formacién de erist ales liquidos, muestran las siguien-
tes caracterfsticas fundamentales: una aita anisotropfa y una polarizacién permanente o
inducida en gran parte de ellas, La gran mayorfa de las moléculas de sustancias liquido

cristalinas se distinguen por poseer una estructura como la mostrada en la figura 1.2, cons-



tituida por {16] [19) [21] [22) [23}:

Figurs 1.2: Estructura quimica de una molécula tipica de cristal lfquido, la cual consta
de sistemas onillados {generalmente de benceno), grupes terminsles A y C y puente B, y

cadenas Iaterales D,

o) Uno o més sistemas anillados aromdtlcos (generalmente de benceno), que son
altamente polarizables e intervienen en Ia formacién de la estructura molecular;

b) grupos terminales A y C, los cuales a medida que aumenta su longitud, refuerzan
In anisotropfa de la molécula, Incrementando la estabilidad del cristal Hquido;

" ¢e) gr\‘xpos puente o de eslabonaniento B, que de acucrdo a la manera en que
se enlazan con los sistemas anillados determinan la forma de la molécula, asf como ln
flexibilidad y polarizabilidad de 1a misma; y

‘ d) cadenas laterales D, que generalmente ensanchan a la molécula evitando que
experimente atracciones Jaterales con otras moléculas, y si llegan a ser muy largas disminu-
yen la anisotropfa de ésta, ocasionando un decremento en lo estabilidad del eristal lquido,
Algunos ejemplos de los grupos anterlores se jlustron en la figura 1.3; por otra porte, en la
figura 1.4 se muestran varios de los cristales quidos méds representativos. La descripeidn
anterior, corresponde a moléculas en Jas que al estar sus sistemas anillados eslabonados
con Jos grupos terminales y cadenas Jaterales de la monera descrita, presentan una forma
alargada, como barra, denominada calamitica; sin embargo, también puede ocurrir que los
sistemas aniflados nl enlazarse con los grupos terminales y sobre todo con cadenas laterales
desordenadas {15] {21} [22), den lugar o una estructura molecular plana, de forma de disco,
llamada discética (ver figura 1.5),

Las moléculas discoticas, genernlmente estén constituidas por cadenas Iaterales
largas, siendo éstas de grupos como éster o éter, Efemplos representativos de este tipo de
moléculas se dan en Ia figura 1.6.

Otro tipo de moléeulas que dan origen s los cristales {quidos, son las amfifilicas

o] mezclarse con algin solvente. Como caracterfstica principal, su estructura consta de
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Figura 1.3: Algunas de las estructuras més comunes que conforman a una molécula tipica
de cristal liquido: a) sistemas anillados (arométicos y heteroaromiticos), en donde R corres-
ponde a Cl, By, I, OH, OAlk, OOCAlk, CHj, CN, NOy; b} grupos terminales y codenns

Interales, en las que R = n-alquilo; y ¢) grupos puente o de eslabonasniento.

una parte polarizada, ligads con otra no polarizada constitufda generalmente de cadenns
de hidrocarburos. Al mezclarse las moléculas amfifilicas con un solvente, ambas regiones
(polar y no polar) reaccionan de forna diferente con éste, y si las concentraciones de ambos
soil las adecuadns dardn lugar a la formacién de estructuras fuertemente anisatrépicas.

Por 1itino, consideremos otra clase de moléculas que también inducen a la for-
macién de Ja mesofase Mquido cristalina, Dichas moléculas son las versiones poliméricas de
{os mondmeros citados al principio de esta seccién, y a los cristales lfquidos que dan lugar,
se Jes conoce conto poliméricos [15) {20} [23).

Todes las propiedades fisicas de los cristales liquidos estdn determinadas por las
caracterfsticas de los grupos que constituyen sus moléculas, y de cdmo éstos estdn sinteti-
zados quimicamente; 1o cual determina por ejemplo su permitividad eléctrica, o el mimero

y tipo de mesofases que presenta, entre muchas otras propiedades de los mistuos.
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Figura 1.4: Moléculas liquido cristalinas representativas: a) p-azoxinnisol, PAA; b} N-(p-
metoxibencilideno)-p'-butilaniline, MBBA; ¢) p, p'-diheptlloxiazoxibenceno, HOAB; d) p,
p'-dlno'rdlnzobénceno i e) N-(p-etoxibencilideno)-p'-(B-metilbutil)aniling; y f) cloruro de

colesterilo,

1.3 Clasificacion

Dependiendo de st estructura molecular, los cristales lquides pueden poseer una o
més mesofases antes de transformarse en un lquido isotropico o en un sélido cristalino. Las
transiclones de estos estados intermedios pueden producirse, ya sea por medio de variaciones
en la temperatura, o por la influencia de salventes. Dada la dependencia que presentan
con respecto a los parémetros fisicos sefialados con anterioridad, se clasifica a los cristales
lquidos como: termotrépicos si sus cambios de fase estdn gobernados por Ia temperntura,
o en Hotrdpleos, si dichos cambios dependen de sus concentraciones al mezclarse con algin
solvente; no obstante, ampliaremos esta clasificacién al incorporar a los poliméricos, que
como se menciond, también presentan fases ifquido cristalinas, Por consiguiente, los cristales

liquidos pueden identificarse como:

1.3.1 Termotrdpicos

Son los cristales liquidos mds ampliamente utilizados y extensamente estudiados.

Exhiben varins fases Hquido cristalinas como funcién de ja temperatura. Si bien la forma
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Figura 1.6: Estructura quimica de una molécula disctica tipica.

de sus moléculas es bostante complicada, puede considerarse como calamitica o discdtica,

Calamniticos

Este tipo de cristales lfquidos termotrépicos son los mds comunes y los més cono-
cidos 2. Sus moléculas, que interactiian entre sf, dan lugar a estructuras ordenadas que de
acuerdo con la nomenclatura de Friedel [24), pueden clasificarse en términos generales en

tres tipos: nemadticos, esinécticos y colestéricos,

Nematicos La fase nemdtica, poseé orden de largo alcance en la orientacion de sus
moléculas y al mismo tiempo desorden en In posicién de los centros de masa de las mismas,
Ademis éstas pueden moverse lateraknente, girar alrededor del eje comin o deslizarse pa-
ralelamente a &), caracterfstica que le permite al nemdtico fluir como un l{quido ordinario
isotrépico 3; pero al estar espontdneamente orlentadas con sus ejes largos * aproximddamente
paralelos, le confieren al mismo propiedades 6pticas uniaxiales propins de los cristales (ver

figura 1.7b). En Ia figura 1.4, algunos neméticos estdn representados en los incisos a) y b).

Esmécticos En contraste con los neméticos que son la fase mds desordenada de los
cristales Hquidos, los esméctlcos constituyen la mds ordenada. Lo que hace tan peculiar
a esta fase es la estratificacién en ln que se encuentran sus moléculas, ya que se ordenan en

capas o planos presentando en cada uno de ellos orden espaclal y orientacional. Al igual que

2Existen cerca de 20000 compuestos de esta clase, 16000 de los ewales estin compilados en tablas [21].

Para itn nemstico tipico tat como e} PAA (ver figurn 1.4a), In viscocidad es de} orden de 0.1 Poise,
miientras que la del agua o temperatura ambiente ca del orden du 107? Puise,

4Se consldera como eje lnrgo de wnn molécula, aquel en el cun! ésta presentn su menor momento de inercia

al girar,
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Figura 1.6: Moléculas lfquido cristalinas discéticas representativas: a) hexa-n-alcanoatos
de benceno, b) hexa((4-octilfenil)etinil)benceno, c) hexa-n-alcanoatos de aciloinositol, y d)

hexa-n:alcanoatos de trifenileno y hexa-n-alcoxitrifenileno,

los neméticos, las moléculas del esméctico también pueden girar alrededor de la diveccién de
orfentacién comin; pero no les es posible hacerlo fuera de la capa en la que se localizan, En
cada plano las moléculas pueden acomodarse en filas con diferentes grados de orden en la
posicién de sus centros de masa (ver figuras 1.7d y 1.7e). Las interacciones entre las capas
son débiles en comparacion con las fuerzas laterales entre las moléculas, en consecuencia, las
capas pueden deslizarse una sobre otra con relativa facilidad, confiriéndole a esta mesofase
sus propledades de fluido.

Un mimero de distintas clases de esmécticos se han reconocido de acuerdo con
el arreglo de sus moléculas y con las propiedades determinadas por su estructura, Las
distintas fases esmécticas descubiertas se han designado histéricamente por letras, de modo
que hasta nuestros dfas incluyen de la A a la K [16]. En la figura 1.4, algunos esmécticos

estdn representados por los incisos c) y d).

Colestéricos La mesofase colestérica, es un tipo de cristal lfquido nemético que se carac-
teriza por estar compuesto de moléculas Gpticamente activas, Como en el caso de los
esmécticos, sus moléculas también estdn acomodadas en capas superpuestas; pero con sus

ejes moleculares orientados paralelanente al plano mismo de las capas. Esta direccion
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cambia ligeramente de capn en capa dada In peculiar estructura molecular de los colestéricos,
y en consecuencia, el eje largo de la molécula al pasor de un plano a otro, describe una
trayectorio helicoidal (ver figura 1.7f). A la distancin que le lleva a una molécula rotar
completamente, reclbe el nombre de paso p del cristal iquido; y basta con observar la figura
citada para deducir que la estructura del cristal lfquido colestérico repite su patrén cada
medio paso. En la figura 1.4, algunos colestéricos estdn representados por los lucisos e) y

f).

AR,
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d) e)

Figura 1.7: Estructura de: a) fase s6lida, b) nematico, c) lfquido isotrépico, d) esméctico

fase A, e) esiméctico fase C y f) colestérico.

Discéticos

Las primeras sustaincias liquido eristalinas con moléculas en forma de disco fueron
preparadas e {dentificadas apenas recientemente ®, y desde entonces un gran niimero de com-
puestos discéticos se han sintetizado. Estructuralmente, la mayor parte de ellas pertenecen
o dos coategorfas: columnar y nematica {15]. La fase columnar, en su forma més simple con-
siste de discos apilados en forma no periédica, que dan lugar a columnas que constituyen
una malla o red bidimensionnl (ver figura 1.8a); ademds, un mimero de variantes de esta es-
tructura han sido identificadas como: hexagonales, rectangulares, inclinadas, ete, Por otra

parte, la fase nematica estd determminada por el hecho de que el eje perpendicular al piano de

SEn 1977 fueron obtenidas por vez primera por cientfficos de 1 India,
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cada molécula discdtica tiende a orientarse en promedio, en una direccién especifica; por lo
tanto, poseen orden orientacional de largo alcance, aungue carecen de orden traslacional del
mismo tipo (ver figura 1.8b). Finalmente, cabe mencionar que se han identificado también

foses colestérica y esméctica de Jos mismos [16].
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==

=

(
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Figura 1.8; Estructuras formadas por moléculas discéticas: a) columnar y b) nemdtica,

1.3.2 Liotrépicos

Son cristales liquidos producides mediante Ia mezcla de concentraciones adecuadas
de dos o mis sustancias, Los sistemas mds comunes que se utllizah en su elaboracién, son
aquellos formados por moléculas amfifflicas tales como el jabén o los fosfolfpidos al ser
mezclados con agua como solvente {15] [20] (23],

St una pequefin cantidad de material amfifilico es mezclado con agua, sus moléculas
comlenzan a agruparse para formar estructuras esféricas {micelas o vesfculas), Al Incremen-
tar la concentracidén de dicho material (usualmente en la vecindad del 50%), se alcanza un
punto en el que las micelas o las vesfculas forman estructuras més grandes y alargadss, las
cuales se agrupan con sus ejes mayores de simetrfa précticamente paralelos entre sf, para
construir un cilindro de seccién hexagonal (fendmeno al que se le denomina fase hexagonal).
Otra estructura comin que se forma a mayores concentraciones es In lamelar, que consiste

en la agrupacion de Jas moléculas amfifflicas en bicapas planas separadas por agun,
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Este tipo de cristales lfquidos, son muy abundantes en la naturaleza y prictica-

mente ubfcuos en los sistemas vivientes [20]. Algunos ejemplos de las estructuras que forman

se muestran en la figura 1.9,

AR

Figura 1.9: Esquematizacidn de: a) moléculas amfifilicas inmersas en agua, que pueden dar
lugar a la formacion tanto de b) vesfculas y estructuras imds complejas como las lamelares,

a ¢) micelas y formas mds complicadas como las hexagonales.

1.3.3 Poliméricos

Las estructuras de polfmeros que forman cristales liquidos tienen la peculiaridad
de poseer unidndes monoméricas basicas (calamiticas o discéticas) de molaridad baja y alta
anisotropfa. Al unirse a lo largo o lateralmente de la cadena principal, forman la columna
palimérica; constituyendo asf, a los cristales liquidos poliméricos de cadena principal o a los
de cadena lateral respectivaniente [20]. Algunos ejemplos de la estructuras que forman este

tipo de cristales lquidos se muestran en la figura 1.10.

1.4 Vector Director y Parametro de Orden

De acuerdo con las descripciones anteriores de las mesofases l{quido cristalinas,

puede observarse que cualquiera de éstas presentan moléculas de una gran anisotropfs que
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Figura 1.10: Estructuras formndas por cristales lfquidos polimérlcos: ) cadenas poliméricas

principales y b) cadenas polimérlcas laterales,

tienden a orientarse en promedio en una direcclén especffica. Este comportamiento colec-
tivo de las moléculas puede ser representado mediante un vector unitario @ denominado
divector (ver figura 1.11), Una propiedad importante del director es In equivalencia entre

las direcclones 7y ~7' del mismo.
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Figura 1.11: Representacion de la orientacion promedio de las moléculas de un cristal liquido

mediante el vector dirctor.

Para poder cuantificar que tan ordenadas orientacionalimente se encuentran las
moléculas de un cristal lfquido, se recurre al pardmetro de orden. Si se considera que las

moléculas del mismo son barras rigidas idénticas, y asocinmos a su eje largo wn vector
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unitario k, entonces el pardmetro de orden microscipico S estd definido por la cantidad

escalar

5 = H(Em) 67)-)
= %(3(:0520—1). (11)

en donde 0 es el dngulo que el eje largo de la molécula forma con el vector director, y (...)
denota un promedio estadfstico, Este pardmetro pennite describir el orden de largo alcance
de las moléculns. Se dice que es microscépico, porque valua la respuesta promedio de las
moléculas del cristal lfquido, La definicién anterfor resulta adecuada para la descripcion
de sistemas liquido cristalinos compuestos de noléculas que posean simetrfa rotacional o
cilfndrica airededor de &; por lo que para moléculas rigidas de forma arbitraria se define el
parémetro tensorial de orden .Sg.ﬁ como una generalizacion natural del anterlor:

S5 = % (Bioda — bapfis) (12

2

.

en dol;de f,J = a'\y',2' son los ejes de un sistema coordenado fijo a las moléculas, y
a,f8 = z,y, 2 son los ejes del sistema coordenado de laboratorio (ver figura 1.12) y donde
8ap Y bis son deltas de Kronecker, S,f}” es un tensor simétricoent,j y en a, 3, y carente de
traza,

En los cristales lfquidos reales las moléculas pueden ser flexibles, en contraste con el
modelo rfgido de las mismas considerado con anterioridad. Es preferible definir la cantidnd
de orden de las moléculas de un cristal Hquido en términos de una propiedad macroscépica
del mismo, de manera que sea Independiente de cualquier suposicion respecto a la rigidez
de las moléculas {16] [25). La propiedad macrosedpica que puede seleccionarse por ejemplo

para representar la cantidad de orden, puede ser la anisotropfa dieléctrica; es decir,
1,
Qat] =€ag — Ebnﬂbm (1-3)

en donde ¢,g es el tensor de permitividad eléctrica por unidad de volumen, @4 también
es un tensor simétrico sin traza,
Si el medio es uniaxial, el pardmetro de orden (1.3) toma la forma

Qap = Qo(Many - %ﬁw), (1.4)

en donde n, es la componente de 7' en el sistema de laboratorio fijo al sistema de coorde-

nadas, y Qo es el mddulo del pardmetro de orden.



19

Figura 1.12: Orientacién de una molécula, con respecto al vector director,

E! pardmetro de orden definido por la expresién (1.4) es un promedio sobre todo
el sistema, de manera que proporciona una medida del orden orientacional de largo alcance
de las moléculas del cristal liquido. Mientras mayor sea el alineamiento de los ejes de las
mismas con respecto al vector director, mds cercano a in unidad ser4 el valor de Qq; y por
otra parte, si éste es cada vez menor, @ Hegard o anularse, como ocurre en los lfquidos
isotrépicos. Ademds, los cristales lfquidos presentan orden orientacional de corto alcance,
el cual como en el caso de los lquidos isotrdpicos, consiste en que sus moléculas dentro de

una distancia corta estdn correlacionadas mediante interacciones molecuiares.
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Capitulo 2

Teoria de Debye de la Relajacion

Dieléctrica

2.1 Teoria de Debye

En su artfeulo publicado en 1913 [26] relacionado con el estudio de los medios
dieléctricos, Debye desarrollé una nueva idea [27] segiin la cual los dieléctricos no sélo
consisten de partfculas cargadas ligadas eléctricamente, sino también de moléculas con mo-
mentos dipolares permanentes o moléculas polares. Despreciando la interaccién entre los
maléculas polares, supone que todas ellas se comportan en promedio de la misma forma, de
manera que es suficiente para su estudio considerar el comportamiento de una sola, Debye
considerd a esta molécula polar representativa como una esfera de radio a con un dipolo
en su centro, y examiné el caso en que ésta es sonietida a la accién de un campo eléctrico
externo dependiente del tiempo 75'0) de direccion fija.

Con la finalidad de describir de una forina sencilla la teorfa de Debye, presentare-
mos primero un tratamiento simplificade de la misma debido 2 McConnell [28], en el cual
se analiza el caso bidiniensional en el que los dipolos de las moléculas polares sélo pueden
girar en un plano, Posteriormente discutiremos el caso tridimensional en el que los dipolos
podrdn girar en cualquler direccién,

Supongamos que la molécula polar tiene un momento dipolar 7' y que su eje gira
en el mismo plano en el que se encuentra un campo eiéetrico externo E', no necesariamente

independiente del tiempo. La direccidn del eje dipolar estd especificada por et dngulo 0 que
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forma con el campo, Consideremos un cilindro circular recto, como el de la figura 2.1, con

su efe longitudinal de simetrfa atravesando el origen del sistema coordenade y perpendicular

al plano de rotacién del dipolo.

L ﬁ'_ p— PE y
g —
T T '~

Figura 2.1: Representacién bidimensional del modelo de Debye para una molécula polar.

Las dimensiones del cilindro son tales que sea macroscSpicamente pequefio, pero
microscopicamente grande; de manera que contenga una gran cantidad de moléculas movién-
dose independientemente. Ya que se ha supuesto que las moléculas polares se comportan
en promedio de la misma forma, puede conslderérseles como miembros de un ensamble
estadfstico, lo que nos permitird hacer un promedio sobre el ensamble, La orientacion de
los dipolos se describe por la funcién de distribucién w(0,t) en términos de coordenadas
polares. Denotemos por w(0, t)df el nimero de estas moléculas con ejes polares orjentados
en el intervalo angular (9, 04 d0) al tiempo ¢, que supondremos es lo suficientemente grande
como para cohtener uha gran cantidad de moléculas polares que permitan la definicién de
w,

El primer objetivo de Debye fué deducir una ecuacién diferencial parcial que
describa la evolucién temporal de w. Consideremos que el dieléctrico es un gas o un
liquido sumaniente diluldo en equilibrio termodindmico a la temperatura 7', que consiste

de moléculas no polares cuyas dimensiones lineales son pequeiias comparadas con el radio
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a de las moléculas polares, En ausencia de un campo eléctrico, el movimiento térmico de
los alrededores de las moléculas polares proditce torcas que causan en éstas un movimiento
browniano traslaciona! y rotacional, por lo que se otientardn aleatoriatnente en el intervalo
angular (0, 0 4 d0).

Al aplicar un campo eléctrico al dieléetrico, se producen cambios en la orientacién
aleatoria de las moléculas polares, pero no en su posicién, y la tendencin que presentan los
momentos dipolares moleculares a alinearse con el campo es contrarrestada por un proceso
de difusién rotacional; es decir, en ¢} momento que se produce una reorientacién de las
moléculas polares por la presencla del campo eléetrico, Ja agitacién térmica del medio que las
rodea Inlciard un proceso de nivelacién de sus cancentraciones, de manera que se producurd
un transporte rotaclonal de éstas en la direccién del decremento de la concentracién, lo que
ocasiona un flujo o corriente de moléculas polares en la direccién en la que se Incrementa
0, el cunl de acuerdo con la ley de Fick, podemos representar como —~A(8w/80), en donde
A es una constante que se determinaré més adelante. La tendencia de las moléculas polares
o alinenrse con el campo eléetrico Tb’, genera otra corriente en Ja que estd involucrada Ja
friccién que ejerce el medio que las rodea (fuerza de arrastre). Ya que cada molécula poseé
un momento dipolar 77, el campo produce sobre éstas una torca ~ | 77 || B | aend en
la direccidn en la que 0 sumenta. Debido a que las dimensiones lineales de las partfculas
del bafio térmico son pequefias comparadas con a, el problema de calcular Ia friccién es
hidrodindmico; por consiguiente, la friccién estard dada por el término €0 el cual se opone
al incremento de 0, siendo € Ia constante de friccidn, y de hecho, si consideramos que la ley

de Stokes es vAlida en este problema, tenemos que [29]
£ =8ma¥y
en donde 1 e5 Ia viscocidad de corte del fluido circundante a las moléculas palares.

Si I es el momento de inercia de una moléeula polar, su ecuacién de movimiento
considerando la presencia del campo Tf ¥y la friccién del medio serd
=7 I | sen - €6,
Se puede comprobar que / es despreciable para un medio fuido como el que estamos con-
stderando !, de manera que la expresién anterlor se simplifica para obtener
AT
{

'El momento de inercia de una molécula polar coino e} agua es ~ 10°*° g - an? 1],

=~ ) (2.1)




23

expresion que nos indica que la corriente w debida a la velocidad angular media 6 de
las moléculas polares que tienden a orientarse en la direccién del campo, es proporcional
a la torca que produce sobre éstas el campo aplicado. Afiadiendo la expresidn anterior a

— (8w, 80), obtenemos que el flujo total de moléculas polares a un dngulo 0 serd

_wl'ﬁ”ElseuO_,\D_iJ
£ Tk

(22)
en la direccién en la que 0 se incrementa.

Podemos deducir una ecuacién diferencial parcial para w observando que durante
un intervalo de tiempo infinitesimal 8¢, la variacién en el mimero de moléculas polares cuyo
eje polar esté orlentado en el intervalo (6,0 + d0) es (Jw/80)81d0. De acuerdo con (2.2), el
nimero de particulas que han entrado al intervalo angular (0,0 + d6) por 0 = cle, durante

bt es

w| BN E | send | ouw
—( ; #2578, 2.3)

y el mimero de particulas con ejes polares orientados en el intervalo (0,0 + df) que han
salido del mismo por 0 4- df = cle durante 6t, es (2.3) evaluado en @ 4 d6. Debido a que en

general

10,0) - J(0 +d,) = _9!7(’%}_)‘10.

se sigue que lo variacién neto del nimero de particulas con ejes polares orientados en el
intervalo (0, 6 + df) durante 6L es

_l_}_(mﬁi'll_[aheul)

dw\ .
70 + /\——-) stdo.

¢ a0

Igualando la expresion anterior con (Gw/30)61d8, obtenemos la ecuacién

w @8 w| || B | seno '\Dw 24
A" a0 i Y ) (2.4)

Para determinar la constante A consideremos el caso especial de un campo B = El;
independiente del tiempo. Entonces, ln w para el ensamble de moléculas polares es una
distribucién de Maxwell-Boltzmann. Debido a que la energfn potencial de las moléeulas
polares es — | 7 || B | cos0 y ln energfa cinética es L10% (a0),

-6+ | 7 || 73|c050) (25)

W = conal - exp ( T
3 5
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en donde ky es la constante de Boltzmann y 7' la temperatura absoluta, Tenemos entonces

un estado estaclonario, de manern que dw/dt se anula y de (2.4) tenenios

-1
w| B E|send Qw
—b —_— t,
i +A 50 cons
Al sustituir en esta ecuacion la expresién (2.5), se encuentra que A = (k;T)/€ de manera

que (2.4) se escribe

bw 0 o o OW
53.[ = (wl 7| I | senf + kyl‘ao), (2.6)

1a cual es la ecuncién de difusién pars w(0,t) y (kgT)/€ es el coeficiente de difusion. En
la ecuacién anterfor w es la funcién de densidad de probabllidad, y la probabilidad de
encontrar una moléeula polar con su eje polar orientado en el intervalo (6, 04 df) estd dada
por wdf. La densidad de probabilidad estd normalizada:

/0 " 0(0,4)d0 =1, @)

Debye aplica primero (2.6) a todos los casos donde T es la funcién periddica
dependiente del tiempo E= Eaexp(iwt), y donde | 7' || o |« kpT. Para resolver (2.6),
propone un desarrollo de w en una serie de potencias de | Eé | el cual, restringido a sus dos
primeros términos es

w=wot | [ | wy,
expresion en la que radica la escencia de la teorfa de respuesta lineal, que serd fundamental
en el formalismo del capftulo sigulente. Debye deduce ecuaciones diferenciales para wy y
wy, lo cual nos permite escribir

] Bl exp(iwt) cosd
kpT + iwg

w=A[1+| ]+B|E’o| (2.8)

donde A y B son constantes. Para valores pequefios de w, la densidad de probabilidad
deberd ser de la forina (2.5), con E= E& y el término 62 se ignora debido a que w no
es una funcién de 0, Al desarrollar la exponencial de la ecuacién (2.5) en potencies de
! e | /kpT, obtenemos para | 7 || [ |« kyT
_ (LBl B cos
w= o (l + R (2.9)

v



Figura 2.2: Representacién tridimensional del modelo de Debye para una molécula polar,
donde el factor constante ha sido determinade por (2.7). Al comparar las dos ditimos
ecuaclones, obtenemos que A = 1/2r y B = 0, de manera que (2.8) se convierte en

w= 1 1 |7 Il ﬁ|exp(iwt)cos0
T kpT + iwé :

Como en (2.9) despreclamos potencias de ordenes mayores al primero en | 7' |
' ﬁ | /kpT, decimos que trabajamos en la aproximacidn lineal, o que despreciamos los

términos correspondientes a los efectos de saturacién,

2.1.1 Teorfa tridimensional de Debye

En 1929 Debye (1] extendié sus investigaciones al cnso donde el efe dipolar de la
molécula polar puede girar libremente en el espacio tridimensional 2, Lo w se define al tomar
en el dieléctrico una esfera con centro en el origen de coordenadas y estableciendo que wdS}
es el nimero de moléculas polares cuyos ejes estdn orientados dentro del dngulo sélido df2.
En tres dimensiones la orlentacién del eje dipolar estd especificada por dos dngulos: 0 y ¢,
lus cuales toman valores de 0 a 7 y de 0 & 2w, respectivamente (ver figura 2.2), En términos

de dichas variables
dQ = senfdfdé. (2.10)

Diaz [31] proporciona un tratamiento mas sencillo andlogo al cnso bidimensional debido a Brown {32].
Danie! {33} y McConnell {28}, discuten una simplificacién de I teorfa de Debye,
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Consideremos como eje polar esférico a un vector localizado en el origen de coorde-
nadas, y gne forma un dngulo 0 con respecto a la direccién del campo eléetrico E. Debido
a que la configuracién es axiaimente simétrica con respecto a la direccién del campo, w
es solamente funcién de 0 y ¢, y el elemento de dngulo sélido (2.10) es df) = 2maenfdd.
El nimero de inoléculas con ejes pertenecientes al elemento de dngulo sélido durante el

intervalo de tiempo 8t es
27racn0d0%%61 =0+ Oy, (2.11)

en donde A; es la contribucién debidn al campo 7 y A3 i debida al movimiento browniano,
Debye supuso que los ejes dipolares pueden moverse sélo infinitesimalmente durante &t
Mediante un plantesmiento semejante al que permite obtener la ecuacién (2.1), se obtiene

que [1]
w|RUE| 8

L= —F

(w . scn’O) dodt;
por otra parte, se encuentra también

2rkpT - send Ow  Otw
Az"—‘-——'z—-—( t080 802)11061

de manera que (2,11} se podrd eseribir como
6 Bt aeno ] [“"0 (kBT +H{ENE v aeno)] (2.12)

la cual es la ecuacidn de difusion tridimensional para w(9,1) y (kgT)/€ es el coeficiente de
difusién, Debye obtuvo como solucién de (2.12), en la aproximacion lineal ya mencionada
en el caso bidimensional cuando = E;exp(iwt) , la funcién de densidad de probabilidad

Ll ARy Fo | exp(iwt) cos 2.13)
4 2kpT +iwg )
que satisface la condicion de normalizacion
L.g
m /0 w(8,{)sendd = 1. 2.14)

2.2 Relajacién dieléctrica

Debye también aplicé la ecuacidn de difusién para w(0, t) al proceso conocido como

relajacién dieléctrica, el cual describiremos a continuacidn: Como resultado de la presencia
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(por un perfodo largo de tiempo) de un campo eléctrico constante TJ‘S que actda sobre un
material dieléctrico diluido de moléculas polares, el momento dipolar de las moléculas habré
alcanzado un valor estaclonario. Si o) tiempo ( = 0 e} campo es interrumpido, el sistema
bajo la influencla del movimiento térmlco de los alrededores tenderd a orjentarse de una
manern aleatoria. Este praceso es conocldo como relajacién dieléetrica,

En el caso bidimensional, el estado estacionario slcanzado por el momento dipolar
estd dado por (2.9); al momento de interrampir el campo (2.6) se convierte en

1] Pu

J .
b =kl (2.15)

In cua] se resolverd tomando como condicién inicial o (2.9). Al proponer

A RN F ] ft)eoso
ul—-'é;r-[l'f"———mr————],

encontramos que la solucién requerida de (2.15) es

' w=§l1?{l+IT?IIE')IEXDI~(kuT/€)t)c050}‘t>0_

kpT

La amplitud {I |l Bo | exp[—(kg’l‘/f)t]} [kpT de la distribucién inducida decae o 7)) =
exp~! cusndo ¢ = ¢/(kT"), el cual se denomina tiempo de relajacién del problema.

Para el caso tridimensional del problema de relajacién, cuando un campo constonte
':[3'3 ha sido interrumpido en { = 0, se obtiene

ey expzl—,gkuwﬂtl mso}, 150 (2.16)

1
w-—-‘-‘;{l-l-

en donde el tiempo de relajacién esté definido por

™= 2‘-‘[}7” (2.17)

el cual es conocido como tiempo de relnjacién de Debye.

2.3 Polarizacidn eléctrica

Hasta ef momento, sélo hemos considerado el efecto de reorientacion de las molécu-
Ins polares (que poseen momentos dipolares permanentes) de un dieléctrico debido a la

presencia de un campo eléetrico externo, lo cual se conoce cumo polarizacién orientacional,
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Este no es el iinfco caso de polarizacion, ya que existen materiales en los que al aplicdrseles un
campo eléctrico puede inducirse en ellos desplazamientos o deformaciones en la distribucion
de carga de sus moléeulas, dando higar & un momento dipolar inducido, y produciéndose
de esta moners una polarizacidh atémica o electrdnica respectivamente.

La polarizacién 7 deun dieléctrico, se define como el momento dipolar por unidad
de volumen. De acterdo con o sefialado anteriormente, supongamos que la polarizacion
coista de dos partes: una polarizacién inducida, causada por los efectos de desplazamiento
o traslacién, y otra, la polarizacién dipolar causada por los efectos de orientacién de los
momentos dipolares permanentes, De esta manera, sl considerainos que el medio dieléctrico
poseé N moléculas idénticas por unidad de volumen y que es sometido por un campo

eléctrico, la polarizacidn que experimenta estard dada como

P(F) = P+ P,
= Np(@)+ (7)), (218)

en donde T’.,- es la polarizacién inducida que produce el momento dipolar j2 (@) generado
en las moléculas por lo presencia del campo, siendo 12 Ja magnitud de éste y @ un vectrr
tangente a las mismas; y donde F,, es ln polarizacion orientacional debida a los giros de
los momentos dipolares permanentes de las moléculas por ln presencia del campo, donde
{7} la cuantificacion de este efecto, en el que el promedio es tomado sobre un volumen
pequeiio centrado en 7. Si los momentos dipolares permmientes estén orientados al azar
(como ocurre en ausencia del campo eléctrico), la polarizacién serd nula,

Como la polarizacién P es una contidad macroscépica representativa del compor-
tamiento colectivo de Jos momentos dipolares inducidos por la presencia del campo externo
E, e5 de esperarse que exista una relacion funcional entre la polarizacién y el campo apli-
cado, digamos de Ja forma P = P( E). Si los momentos dipolnres no tienen una orientacién
permanente, se encilentra o menudo que es suficiente expresar a 7 campo un desarrollo de

* b1 0
potencias de las componentes de £, es decir

Pio= Y xilis+ 33 G BB+
7 A

donde Jos indices 1. j y & toman los valores de x, y y z; y los vaiores especificos de los cos-

ficientes xijy Gijiy - dependen del dieléctrico partfcular de que se trate. Para un dieléctrico
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lineal, tendremos
Pi= % xijh,
J

donde x;; es el tensor de susceptibilidad eléctrica, que en general depende de la presion y
la temperatura, pero no del tiempo,

Cuando la polarizacién es originada por la aplicacién de un campo eléctrico estético,
ésta se produce pricticamnente en forma proporcional al campo. En el caso de un campo
eléctrico dindmico, la polarizacion no necesariamente presentard esta caracterfstica; sdlo si
los cambios de un campo eléctrico dependiente del tiempo E(t) ocurren lentamente respecto
a los movimientos de las partfculas del dieléctrico, podemos considerar una polarizacién
dependiente del tiempo ?(t) que se producird proporcionalmente con un campo eléctrico
en cualquier momento (proceso cuasiestético) [34]. De esta manera, para un dieléctrico

isotrépico y homogéneo podemos escribir
P)=xEB(), (2.19)

en donde e] escalar x es la susceptibilidad eléctrica.

Obtengamos la polarizacién T"(t) para un dieléctrico constituido inicamente por
moléculas polares de momento dipolar 72, y que es sometido a un campo eléetrico 73(!)
de direccién fija. Consideremos una porcién esférica del misino, ademas que es isotrépico
y que estd uniformemente polarizado, Estas suposiciones nos permitirdn considerar que ln
polarizacién se encuentra en la direccién del campo eléctrico externo, tal como lo Indica
(2.19). Debido a que las moléculas polares del dieléctrico forman un dngulo 8 con la di-
reccidn fijs del campo, el nomento dipolar de cada molécula tendrd componentes paralela
y perpendicnlar 7 = T cos0y 77, = Ti'send respecto a la direccién de éste. Al sumar
sobre las moléculas mediante (2.18), las componentes perpendiculares se cancelardn por
simetifa; por consiguente Tf(t) se obtendrd ol sumar s6lo los momentos 77, siendo su valor

Pl)=NF / weos 0dr. (2.20)

Emnplearemos (2.20) y los resultados de las secciones anteriores para deducir ex-
presiones pera la polarizacién, dentro de la teorfa de Debye. Recordemos que para deducir
(2.13) se supuso que | 7 || Fo |< kg es decir, que la energfa’ de rotacién del dipolo
debida al campo es mucho menor que su energfa térmica. Por consiguiente, los cambios

ocasionados por el campo serdn menores al moviniento de las moléculas y puede conside-
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rarse al proceso como cunsiestdticu. Si conslderamos un campu eléctrico alterno de In forma
ﬁ(t) = E')exp(iwt) y escribimos ?(t) = ?(u) exp(iwt), de (2.13) y (2.20) deducimos

2 NTEPR 1

= . . 2
Pw) 3T 1 +iwrp (2.21)
Por otra parte, st el campo eléctrico es estdtico (w = 0) de manera que ﬁ(t) = Ty,
escribiendo T;(O) para T’.(t), de la expresidn anterior obtenemos
— 12 73
Po=HELE (2.22)

T
que es In expresidn deducida por Langevin para la polarizacion de Ias moléculas polares
de un material dieléctrico sometido o un campo eléctrico constante de direccidn fijn. Al
comparar la expresién anterior con la (2.21), se desprende que la teorfa de Debye es una

generalizacién de 1o de Langevin para campos alternos. De las dos expresiones anteriores

tenemos -
P (w) 1
B 2.23
P (0) 1 +iwrp (2.23)

Para el proceso de relnjacion dieléetrica, mediante (2.16) y (2.20) se obtiene

Brd M
NI boexp( t)‘

3WT "

P =
indicando la evolucién de la polarizacién durante dicho proceso, que tiene lugar n partir
de un estado estncionario cuando se ho interrumpido el campo eléctrico constante. Esta
expresién es la que permite poder hacer una descripcién macroscopica de la relajacion
dieléctrica, al proponerla como hipétesis [31] [34) [35] .

En el caso en que el campo varia ripidamente, la polarizacidn no serd proporcional

ol campo aplicado, por lo que no podrd describirse por mnedio de la expresitn cuasiestética

(2.19). Resulta mds conveniente representar a ia polarizacién mediante ia funcién de res-
puesta

PO =x [] - 0B, (2.24)

que proporciona la expresion més general dentro de la validez del principio de superposicion,

para describir la polarizacion generada por wun campo que depende arbitrariamente del

tiempo, y donde f(t) es la funcién de respuesta que describe el comportamiento gradual de

la polarizacion [34] [35). Las funciones de respuesta, jugardn un papel de suma importancin

en el formalismo del capitulo siguente.
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2.3.1 Polarizabilidad eléctrica

Dentro de la descripcién que hemos realizado del comportamiento de las moléculas
de un medio dieléctrico, que tiene lugar durante la polarizacién eléctrica, aparece un
pardmetro relevante. Se trata de la susceptibilidad eléetrica x, que caracteriza a dicho
material y cuyos valores numéricos se determinan experimentalmente. No obstante, es bien
conocido que diversos materinles presentan diferentes valores de esta cantidad, lo cual su-
glere que depende de los detalles de la estructura microsedpica del mismo; ésto es, de las
propiedades atémica y molecular de sus constituyentes, asf como del estado de agregacion
(s6lido, lfquido o gaseoso) en el que se encuentre.

Por consigulente, conviene realizar una descripcion de la polarizacion, en términos
de pardmetros que proporcionen detalles de la estructura microscépica del material. Conside-
remos que el momento dipolar total 72’ de un medio dieléctrico de moléculas anisotrépicas,

consiste de dos partes principalmente: un dipolo permanente jz; y un dipolo inducido fj;

es decir
B o= BR
= uT+T B, (2.25)

en donde T es el campo externo, 1t es la magnitud del momento dipolar inducido, @ es
un vector unitario tangente a la molécula y ‘@ ¢s el tensor de polarizabilidad (el cual serd
el pardmetro relevante que caracterice microscéplcamente al material), Si es aplicado a un
dieléctrico formado por moléculas con momentos dipolares permanentes, un campo eléctrico

E.(t) de baja frecuencia, el momento dipolar generndo estard dado conio
() =3 E).

Deduzcamos una forma mds general para este tipo de polarizacién, la cual satisfaga
el princlplo de superposicién, Supongamos que al tlempo ¢ = 0, actiia sobre la molécula
polar un campo eléctrico de direccion fija. Entonces es inducido un momento dipolar 77" en
la direccién del campo. Representemos con la funcién escalar f() la respuesta del momento
dipolar al estfimulo del campo. En la tigura 2.3 se representa la grifica de f(¢) como funcion
det. Siel campo activadoent =0es E(t' ), al tiempo ¢' el momento dipolar 7'(t) inducido
en el tiempo ¢ (¢ > (') se obtiene de sumar los momentos dipolares debidos a las variaciones

del campo (d—ﬁ(l') /dl’) 6t' en todos los instantes previos. Por consigulente, T'(t) estard
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2.3.1 Polarizabilidad eléctrica

Dentro de la descripcion que hemos realizado del comportamiento de las moléculns
de un medio dieléctrico, que tiene lugar durante la polarizacién eléctrica, aparece un
pardmetro relevante. Se trata de la susceptibllidad eléctrica x, que caracteriza a dicho
material y cuyos valores numéricos se determinan experimentalinente. No obstante, es bien
conocido que diversos materiales presentan diferentes valores de esta cantidad, lo cual su-
giere que depende de los detalles de la estructura microscdpica del mismo; ésto es, de las
propiedades atomica y molecular de sus constituyentes, asf como del estado de agregacién
(s6lido, liquido o gaseoso) en el que se encuentre.

Por consigulente, conviene realizar una descripeion de la polarizacidn, en términos
de pardmetros que proporcionen detalles de Ja estructura microscépica del material, Conside-
remos que el momento dipolar total 7 de un medio dieléctrico de moléculas anisotrépicas,

consiste de dos partes principalmente: un dipolo permanente ji; y un dipolo inducido 71j;

es decir
T o= m+hp
= u@+% T, (2.25)

en donde T es el campo externo, # es la magnitud del momento dipolar Inducido, @ es
un vector unitario tangente a la molécula y ‘@' es el tensor de polarizabilidad (el cual serd
el parémetro relevante que caracterice microscépicamente al material), Si es aplicado a un
dieléctrico formado por moléculas con momentos dipolares permanentes, un campo eléctrico

'l_'f(t) de baja frectencia, el momento dipolar generado estard dado como
() =T E).

Deduzcamos una forma més general para este tipo de polarizacién, la cual satisfaga
el principio de superposicién. Supongamos que al tiempo ¢t = 0, actiia sobre la molécula
polar un campo eléctrico de direccién fija. Entonces es inducido un momento dipolar 7' en
la direccion del campo. Representemnos con la funcién escalar f(t) la respuesta del momento
dipolar al estfmulo del campo. En Ia figura 2.3 se representa la grifica de f(!) como funcién
de t. Siel campo activadoen L =0es E(t'), al tiempo ' el momento dipolar 77'(t) inducido
en el tiempo ¢ (¢ > {') se obtiene de sumar los momentos dipolares debidos a las variaciones

del campo (d_E.(t')/dt’) 6t en todos los instantes previos. Por consigufente, T'(t) estard
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dado por -
- - “db(l,') "Nt
wil) = [ -,

Al Integrar por partes y al proponer la variable ¢ — ¢' = z, obtenemos
t df(z)
) = (L - x)———dr, \
0 /0 Bl - 2% s (2.26)
Consideramos ahora la situacidn en la cual el campo ha estado activado por un

perfodo muy largo, y es interrumpido al tiempo ¢ = 0, Definamos como

Ir(c).—_{ ! (OO)O—p{\E‘:) :’:";" >0 (2.27)

a la funcidn escalar que desciibe la evolucién del sistema en el tiempo, al momento de

suspenderse la accién del campo. Para un campo de la forma

E(t) 5 E;exp(iut) paral>0
O paral <0
la ecuacion (2.26) da
t
F(t):ﬁ')exp(iwt)[) exp(-—iwm)g-‘i:—g—)dm,

De In figura 2.3 se desprende que cuando x es muy grande, df(z)/d2 es despreciablemente

pequeiia; esto nos permitira escribir a Ja ecuacién anterior como

) =l expliwt) /()m exp(——iwa;)%r—'ldar.

Escribamos
alw) =/0 exp(—iwm)d{l?)dx (2.28)
y - d
o' (w) = /0 cos(um)-{glda:,
o'(w) = /ﬂ cm.sen(wa:)%(;‘:‘v-)d.r,
de manera que
(1) = afw)Fexplivt), (229)

en donde ofw) = o'(w) — io"(w) es la polarizabilidad compleja, Ia cual es una cantidad

microscopica que representa una propiedad molecular,
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f(t)

foe /-

Figura 2.3: Representacion gréfica del comportamiento de la polarizacién,

Puede verse de (2.28) que a(w) es la transformada de Laplace de df(x)/dz para
1a variable de transformacién iw, De los expresiones (2.27) y (2.28), se puede deducir

a(w) = ag —iw /0 ® Pty exp(—iwt)dt, (2.30)

que determina la polarizabilidad compleja al momento de interrumpirse la accién del campo,
y donde ag representa el valor de Ja polarizabilidad cuando w = 0 (compo estatico).
Relacionemos ahora a la polarizabilidad compleja o(w) y a la funcion escalar F(t),
con la polarizacién, Si N es e nimero de moléculas polares por unidad de volunen de
la muestra esférica de dieléctrico en consideracién, la polartzacion 7"(6) de acuerdo con Ja

definicién dada serd
Pi)=N70): 2.31)

por lo tanto, se sigue de la expresion anterior y (2.29) que
Pu) = Na(u)y,
—1?(0) = Nus[—'}:).
Al comparar los ecuaciones anteriores con (2.21) y (2.22) tenemos

Ee 1

@ =5 T (232)
NITEE

ag = ——'3"5"'——1& (2.33)
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expresion que nos permite definir a la susceptibilidad eléctrica compleja en términos de la

polarizabilidad complejn, en la forma
x(w) = No(w), (2.34)

relacion vélida solamente en el caso de fluidos diluidos, en los cuales el campo que actiia
localmente en sus moléculas polares producido por las demds es despreciado. Podemos

deducir también, a partir de (2.30)
o
—I?(w) = _ﬁ(O) - iw/o F(t)uxp(—-iwt)dt,

exprestén andloga & (2.24), en la cual

P(t)= NRFQ),
con -1
F(l) = lgl;i'fl' exp(—-;—tr-)—).

Por 1ltimo, tehemos de (2.32) y (2.33)

aw) 1
as  l+iwrp' (2.35)

2.3.2 Permitividad eléctrica

Al considerar la densidad total de carga de un dieléctrico tradicionnlmente se ha

introducido el vector de desplazamiento eléctrico 1'35, que se define como
Do = Bo +4x P(0), (2.36)

en la que al sustituir (2.20) evaluada en | = 0, y al definir

dax + 1= &g
tenemos
Do = esko, (2.37)

en donde g es una cantidad real y positiva, que denominaremos permitividad estética
relativa, en vez de constante dieléctrica, ya que depende de la temperatura y de la presién.
En un medlo anisotrdpico, Ia permitividad estd dada como un tensor €;;, Puede suponerse
una relacién entre —5(1) y -E’(t) a partir de (2.19) y de (2.36) para un proceso cuasiestético

B(l) = tﬁ(t),
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en donde
e=dry+1.

El desplazamiento eléctrico debido a un campo alterno de direccién fija ‘I.Tfacexp(iwz)
que ha operado durante largo tiempo seré periddico en el tiempo, pero en general mostrard
un defasamiento trespecto al campo aplicado, Por lo que expresdndolo como una combinacién

lineal de cosw! y de senwt podremos escribir

D= e(w)T‘f exp(iwt), (2.38)
en donde ¢(w) es la permitividad compleja relativa, la cual puede escribirse como

{w) = €' (w) - ie"(w), (2.39)
doide ¢'(w) y ¢"{w) son cantidades reales conocidas como permitividad relativa y factor de
pérdida respectivamente. Ya que (2.38) debe reducirse a (2.37) para w =0,

€0)=tsy e'(w) =0,

Una expresion mds general vélida para cualquier campo dependiente del tiempo,
que satisface el principio de superposicién es (35)
D) = €o B (1) + /u o~ R,

en la que F(t) es la funcidn que describe el decremento gradual de b Y € es ¢l valor al

que se aproxima €' (w) a frecuencias muy altos,
En el caso de que el medio dieiéctrico sea uniaxial, como lo es un cristai liquido

nemdtico Ideal, e} tensor de permitividad ¢;; esté dado como
1,
65 = €y + ¢ (ﬂmj - 56,‘,‘) )
en donde ¢, = ¢ ~ ¢ es ln permitividad eléctrica anisotrdpicn del nemdtico, donde ¢ y

¢4 son Ins permitividades eléctricas paralela y perpendicular al vector director, y ng, n; son

componentes de éste. As{ en un nemético tenemos que
B=qB +a (7 F) 7.

La permitividsd compleja relativa ¢(w) puede relacionarse con la polarizabilidad
compleja a{w) en una manera que depende de Ia forma del dieléctrico en cuestién. Recorde-

mos que para el estudio de la polarizacién del dieléctrico, consideramos por simplificacion



36

una porcion esférica del mismo, uniformemente polarizada e isotrépica. Por consiguente,
hagamos que ¢l radio de la esfera de dieléctrico sea mucho menor que la longitud de onda
del campo alterno Eexp(iwl), para asumir que en cualquier instante el canipo es constante
a través de lo esfera, Con esta witima consideracion, podemos aplicar los métodos de la
electrost&tica para obtener el campo en el interior y en el exterior de la esfera. A partir
de la solucion de la ecuacién de Laplace para una geometria axialmente simétrica (30}, el

potencial de la esfera es de la forma
— B
o(r,0) = Z (A.r’ + ;ﬁ'—,) P(cos0)
=0

y con las condiciones a la frontera apropiadas, el potencial afuera de lo misma es

t(w) - 1| Fo | a®cos Oexpliwt)
e(w) +2 r? )

B(r,0) = — | By | exp(iwt)r cos +

El segundo término de la expresion anterior, corresponde al potencial de un dipolo con
momento dipolar

7;‘=ﬂ.f.(ﬂ__l.'ﬁoexp(iw¢)

localizado en el centro de la esfera de volumen V con su efe en la direccién del campo
externo, De estn manera, la polarizabilidad compleja a(w) do la esfern estd dada como

3V efw) -1
oW = e T

Si denotamos por ao la polarizabllidad a frecuencias donde la polarizacion dipolar

no es efectiva, y por €y, la permitlvidad relativa a tales frecuencias, de la ecuacion anterior
podemos obtener

_w (W) = oo

)= T O O

y por consiguiente
aw)-ox _fw) -t & +2

as — e €5— € E(w)+2
Bajo la suposicion de que los interacciones entre los dipolos pueden ser despreciadas, pode-

mos considerar que 28] 34]
0<ldw)-1]«], {e'(w) |«

de manera que e(w) 4 2 y €g -+ 2 son muy cercanos a 3 y por tanto

0w =0xn _ @) -t (2.40)

Qg ~ Qu €5~ Co
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S los efectos de polarizacion principalmente son producidos por la polarizacién orienta-

cional, podemos reemplazar & e por cero, de manera que de (2.35) y (2.40) obtenemos

€w) - € _ 1
€5~ €0 1+iwrp' (241)

que es la famosa relacion de Debye para la relajacion dieléctrica,

2.4 Diagrama Cole-Cole

En 1941, K.S. Cole y R. H. Cole [36] sugirieron una representacion gréfica en la
cual es inmediatamente claro si los puntos experimentales para ¢ (w) y ¢’(w) pueden ser
descritos con la ayuda de un dnico tiempo de relajacién, o mediante una distribucién de
tiempos de relajacion, Esta representacién generalmente llamada diagrama Cole-Cole, se
obtiene al graficar los valores experimentales de ¢"(w) contra los de €(w). Al escribir la

ecuacion (2.41) como
. € (w) = €0 _ 1 _ L4iwrp

€5 —to l-iwrp ltwird

en donde €*(w) es el complejo conjugado de ¢(w), obtenemos

&g ~¢€ .

(W) = ¢+ 7777 w’:;’)' (2.42)

i) = = cxlomn (2.43)
14wl '

El éngulo fase ¢ de la pérdida dieléctrica se define como

"
tang =

€ — €'

y puede demostrarse a partir de las ecuaciones (2.42) y (2.43) que la expresién anterior
toma la forma

tan¢ = wrp,
lo que nos permitira escribir con un poco de trigonometrfa a las ecuaciones (2.42) y (2.43)

como
es 4¢€ €Eg—¢
2= 2 cus 20

2 2

dw)= S-s—_z.—cﬁscvﬂd;.

€ (w) -
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Elevando al cuadrado cada una de las ecuaciones anteriores y sumindolas, se obtiene

[‘I(“’) B E"S—J:‘lgr + W) = [ss_;_tg]*

que €5 la ecnacion de un circulo de radio (€5 - €x) ¥ con centro en el punto (§(¢s +€x), 0)
del plano de abscisa ¢'(w) y ordenada ¢”(w). Dado que ¢”(w) > 0, la gréfica de la ecuacion

anterior es un semicirculo (ver figura 2.4 ).

e'(w)

R e e

Figura 2.4: Dingrama Cole-Cole de la funcién de relajacion dieléctrica de Debye.

Conforme w se incremeinta de 0 a 00, los puntos sobre el semicirculo se nmeven
de (€5,0) 8 (€e0,0). El punto méximo sobre el semicfreulo es alcanzado cuando wrp = 1,
Las variaciones de €'(w) y €"(w) como funciones de w se muestran en la figura 2.5; en la
que puede observarse como la parte real €(w) decrece mondtonamente de €g a €5, y como
la parte imaginaria € (w) parte de cero cuando w = 0, alcanza su valor méximo %(cs - o)
cuando w es igual al recfproco del tlempo de Debye, y decrece suavemente a cero conforme

w tiende a infinito,

2.5 Limitaciones de la teoria de Debye

Debye introdujo un modelo para el movimiento browniano de ensambles de dipolos
y supuso que la tendencia que presentan los momentos dipolares moleculares a alinearse

paralelamente con el campo aplicado es contrarrestada por un proceso de difusién rotacional,
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€(0) e'(0)
€y % (5-&)

v

® 2 p
0 b)

Figura 2.5: Variacién de a) la permitividad y b) del factor de pérdida, como funciones de

la frecuencla.

Describié esta dindmica en términos de una ecuacién de Smoluchowskl, suponiendo que el
medio dieléctrico estd constituido por una solucién difuida de moléculas polares inmersas
en un solvente no polar (jsotrdpico); ademds, desprecié los momentos de inercia de las
moléculas, los efectos de memoria y consideré que la forma de las mismas es esférica.

Si bien a pesar de estas simplificaciones los experimentos han mostrado que mu-
chos materiales se describen correctamente por dicha ecuacion, existen, sustancios que se
desviait de ese comportamiento; tal es el caso los de liquidos polares o cristales liquidos,
En estos sistemas los grandes intervalos de correlaciones orientaclonales y la presencia de
flujos hidrodindmicos pueden afectar significativamente las propiedades dindmicas de los
momentos dipolares contribuyendo asf al comportemiento no Debye del dieléctrico [4].

En el caso de cristales quidos nematicos, la ecuacién (2.41) puede ser aplicada a
cada una de las componentes de la permitividad eléctrica compleja: paralela g (w) y per-
pendicular ¢) (w) al campo director del nemético, Los diagramas Cole-Cole respectivos han
sido caleuladus, y para ¢)(w) se obtiene un semicirculo, mientras que para ¢ (w) desvia-
ciones de un semicfrculo son observadas, lo que indica la presencia de una distribucién de

tiempos de relajaclén [8] (9], y por consiguiente un comportamiento que no es de Debye.
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Capitulo 3

Funciones de Correlacion

3.1 Introduccidén

Lo0s afios 50's vieron el comienzo dej desarrollo de un nuevo enfoque de los procesos
de transporte que ocurren en una gran variedad de sistemas, el cual ha legado o convertirse
en una de las dreas més activas y fructfferas de la macdnica estadfstica fuera de equili-
brio. Este trabajo fué iniciado por Green y Kubo, quienes mostraron que los coeficlentes
fenomenaldgicos que describen una gran cantidad de procesos de transporte y fendmenos
dependientes del tlempo, en general podfan ser escritos como integrales de cierto tipo de
funciones, llamadas funciones de correlacién dependientes del tlempo {37} {38}, Algunos
ejemplos de ellas son:

a) In costante de friccion ¢ de una partfcula con movimiento browniano inmersa

en un fluldo, estd determinada por
=L [PwlFo. T
(=57 «(Fo-F),

en donde (17(0) . -[_«’(t)) es la correlacién de las fuerzas 73(1) que actian sobre ells;
b) el coeficiente de conductividad térmica K de una sustancia, dade como

K= W;—B—q—,/uwm(?(m 30).

estd determinado por medio de la correlacion <§(0) . ?(l)) de los flujos de calor ?(t) que

circulan por la mismo; y
c) la conductividad eléctrica de un aterial dependiente de la frecuencia o(w)

olw) = *—;—1 [’ ” dt expl-iwl) (T T0),
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esté determinada por la correlacidn (7(0) ‘ -.—I.(t)) de sus densidades de corriente 7(!).

Estas funciones de correlncion dependientes del tiempo juegan un papel en la
meciinica estadistica de no equilibrio similar o] que desemnpefa en la mecénica estadfstica
de equilibrio la funcién de particion, Esto se debe al siguiente hecho: el estado de equilibrio
termodindmico es dnico y s6lo se requiere de un sistema con una sola funcién de particién
para determinar todas las propiedades termodindmicas, En cambio, existe una gran va-
riedad de estados de no equilibrio, tantos como maneras distintas de sacar al sistema de
un estado de equilibrlo iniclal, por lo que se necesitardn distintas funciones de correlacién
dependientes del tiempo para cada tipo de proceso,

Una de las ventajos del formalismo de las funciones de correlacion radica en que las
férmulas resultantes para los coeficientes de transporte son bastante generales en el sentido
de que no dependen de los detalles de un modelo particular y no estén limitadas por una
regién de densidad determinada. Otra ventaja de este formalismo estriba en que permite
obtener ecuaciones exactas, que si bien pueden ser diffciles de resolver, periniten introducir

aproxiimaciones bién definidns,

3.2 Funciones de Correlacién

E! concepto de funcion de correlncién dependiente del tiempo que se establecerd
a continuacién se hard en el contexto de la mecdnica estadfstica clésica, aunque también
puede definirse desde el punto de vista de la mecénica estadfstica cudntica [37) (38} [39) [40),
la cual es naturalmente mds general e incliye a las correspondientes férmulas cldsicas como
casos lfmites, Dos motivos nos impulsan para preferir a la mecénica cldsica estadfstica:
por una parte, 61 bien haremos la descripeion de un fendmeno macroscépico a partir de
un modelo microscépico, la mecdnica cudntica no aportard modificeciones relevantes a las
ecuaciones obtenidas, puesto que éstas serén suficientes para la interpretacién del fenémeno
que nos ocupa, en vista de los valores tan bajos de hw/kyT involucrados; y por otra, se
pretende describir a las funciones de correlacién de una forma més simple e intuitiva, lo
cual 1o podrfa lograrse empleando la mecdnica cudntica.

En la mecnica estadistica cldsica, el comportamieno de un sistema de N cuerpos
(N ~ 108) puede describirse con la ayuda de las coordenadas generalizadas ¢; y los corres-
pondientes momentos conjugados p;, donde el fndice i describe todos los grados de Libertad
de todas las partfeulas. Para tal sistema, la funcién hermitiana #{p,q) donde p = {p;},
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q = {g:}, describe su evolucién en el tiempo, En todo instante, la hamiltoniana es igual a
la energfa tota) (cinética y potencial) del sistema, y Ia razén de cambio con el tiempo de

las coordenndas y de los momentos estd dada por las ecuaciones de Hamilton

o on
¥ "o

Una varioble dindmica A(p, g} que no es explicitamente una funcién del tiempo, cambia con

(3.1)

respecto a éste o través de los cambios que experimentan p y g; es decir
d dA . 84 .
que podemos escribir con ayudn de las expresiones (3.1) como

d OABH | BA BN\ _

EEA(I’W)—;(EH'*' '5};'."5‘1-.— ) =[A.”]. (3.2)
en donde la notacién abreviada del 1ltlmo miembro de la ecuaclén es conocida como
paréntesis de Poisson, Los paréntesis de Polsson representan una operacién sobre una
variable dindémica y pueden también ser escritos mediante el uso del operador hermitiano I,
(el operador de Liouville):

(A H) = —H, A] = ~iLA, (3.3)
en donde { es la unidad imaginaria. Combinando los ecuaciones (3.2) y (3.3), obtenemos
d )
£ Ag) = ~iLA (34)
cuya solucién formal es
A{p(t)a(t)} =exp(~iLt) A {p(0),q(0)} , (3.9)

la cual muestra que el valor de A al tiempo ¢ estd completamente determinado por su valor

al tiempo ¢ = 0, para un slstema dado con operador de Liouiville L. Por consigulente,
escribamos

A{p(1),q(0)} = Alp,q) = A(1). (36)

En primer instancia, una funclén de correlacién dependiente de} tiempo se obtiene

cuando a una cantldad dependiente del tiempo A(t) 1a multiplicamos por otra B(t') evaluada

en algin tiempo diferente ¢' y promediamos el producto sobre algiin ensamble en equilibrio

(38]. Més precisamente, definimos a la funcién de correlacion dependiente de} tiempo clésica



43

de dos variables dindmicas A(p,q) y B(p,q) como el promedio sobre el ensamble (...} del
producto inicial de A(t) en ¢ = 0 con el valor de 5(t) al tiempa L > 0; es decir [37] [38]

(405 = [+ [ dpdaAp, 0,950,201 (71 0),

en donde f(p,g) es In funcidn de distribucién en equilibrio del espacio fase. Si A(t) y B(t)

son funiciones vectoriales, entonces la funcién de correlacion se escribe como
— ey — -t
(A © - Bw)= /"-/dﬂdM P 0:0) B(pait) f(piq)-

Cuando ambas variables dinémicas son iguales, la funcidn de correlacién recibe e} nombre
de funcién de autocorrelacion, y se escribe (A(0)A(¢)) 6 (7(0) . X(t)) segiin sea el caso,

3.3 Teoria de Respuesta Lineal

La conexion tedrica entre las funciones de correlacién dependientes de) tiempo y
los coéﬁclenteé de transporte, ha sido investigada desde distintos puntos de vista, Una
clasificacién natural y conveniente de los métodos distingue entre los procesos de transporte
originados por fuerzas internas o termodindmicas, y los producidos como la respuesta de
un sistema en equilibrio cuando se le sotnete a una fuerza perturbativa extema {38} [41].
En In iltimn categoria destaca e} método propuesto por Kubo (34] [37] [39] {40}, el cual es
especialmente atractivo par su simplicidad y su cardeter fuertemente operacional.

3.3.1 Funciones de Respuesta

La deduccion de las férmulas bisicas de] formalisnio de las funciones de correlacion
desarrollada por Zwanzig (38}, sdemds de ser elemental (en el sentido de que no requiere
técnicas mateméticas muy especializadas), también muestra una relacién natural entre la
secuencin de los desarrollos matemdticos y la mnnnera en la que se lleva a cabo un experimento
{37]. Para precisar esta importante iden, consideremos la situacion siguiente:

Se desea determinar I susceptibilidad y de una sustancla, mediante la medicién
de la respuesta B que manifiesta cuando es sometida o un campo externo 7!"; por ejemplo,
consideremos que interesa determinar fn conductividad eléctrica (susceptibilidad) de un
materia] mediante 18 medicién de la corriente eléctrica (respuesta) que fluye por é), ol

aplicarle un camypio eléctrico externo. Debido a que una sola medicién no es suficiente para
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establecer unn ley de la naturaleza, han de practicarse una serie de éstas y los resuitados

promediarse, obteniéndose en general
(ﬁ) =xF+o(|FP),
en donde (7?) es la respuesta promedio, y el campo aplicado se ha considerado lo suficien-

temente débi] como para despreciar los efectos no lineales,

Resulta de gran interés en algunos casos, conocer I dependencia de la suscepti-
bilidad con e} tiempo. Para determinarla, apliquemos s la sustancia un campo arbitrario
dependiente del tiempo _13(!) que serd activado al instante { = 0 y midamos la respuesta
promedio ( 73’( t)). Se observa que estas dos cantidades se relacionan en la siguiente forma

(Bw)= /ﬂ ‘e -T + oI F ), (3.7)

en donde la funcion de respnesta $(¢ — ') representa la reaccién del sistema producida al
tiempo !, motivada por ln accidén del campo perturbativo iniciada al tiempo (', 3i el sistema
pudiera responder instantdneamente n} cempo externo, la funcién de respuesta serfa fa
funcién delta de Dirac; pero ordinarismente el sistema se retarda, por lo que la funcién de
respuesta es una funcion monétonamente decreciente del tiempo. Si la fuerza externa es
periddica
?(l) = Fpcosal,

In respuesta (7}4(l)> puede escribirse convenientemente como

- - N

<B(t)) = fe {x(w)l’o exp(lwt)} )
donde y(w) es la susceptibilidad compleja dependiente de la frecuencia, que podemos escribir
como
o0

x(w) = /ﬂ B(t) exp(~iwt)dL. (39)
Nétese que esta expresidn permite obtener a la susceptibilidad compieja de} sistema como
1a transformada de Fourier-Laplace de la funcion de respuesta $((),

Escribanios a $(¢t) como {7} {34]

#(0) = =00, 59)

en donde Y(f) recibe el nombre de funcién de relajacién, pues describe la evoluctén de la
respuesta <§(£)> después de haberse suprimido en { = 0 la presencia del campo perturba-

tivo 'I?(t) que habfa estado actuando sobre el sistema por un perfodo largo de tiempo, Al



sustituir (3,9) en (3.8), e integrando por partes se obtiene
o0
x(w) = W(0) - iw [) V(t) exp(~iet)el, (3.10)

expresion que nos permite obtener a la susceptibilidad compleja del sistema en términos de
la funcidn de relajacién ¥(t).

3.3.2 Tearia de Kubo

El método propuesto por Kubo, es en cierto sentido una formalizacién del desa-
rrollo experimental anterior, ya que establece una relacion entre la deseripcién macroscdpica
de las funciones de respuesta y la descripcién microscépica de las funciones de correlacién.

Cansideremos un sistema aislado, en equilibric y cuya funcién hamiltoniana sea
Hg. Supongamos que una fuerza externa dependiente del tiempo ﬁ(t) se Je aplica al tiempo
t = 0, y que puede representarse a ésta por un término adicional My en la hamiltoniana,

de manera que podamos escribir

Ha(p,q) + Heze(py 43 8)
Holp,q) - Apra)- (1), @.11)

Hp,qit)

!

en donde -/?(p, g) ¢s una variable dindmica definida en el espacio fase. Sea la variable
dﬁmimicnﬁ(p, q) ln respuesta del sistema al estfmulo de Ia fuerza externa 73(1); entonces,
de acuerdo con (3.6) y (3.7) el promedio de -I?(t) se relaclona con '[?(t) por

(Bu)= [ @ Fa-1)Fe,

en donde el tensor de respuesta ?(t —U') representa el retraso entre la aplicacién del campo
y la respuesta inducida por e} mismo,

Establezcamos una relacién entre el tensor de respuesta ‘Tf(t) y las variables
dindmicas 4 y B definidas en el espacio fase; para lo cual, supongamos que la distribucion
dependiente del tiempo f(p, g;!) correspondiente a la hamiitoniana H(p, g;t) del sistema,
puede ser escrita como la suma de la funcién de distribucién en equiltbrio fo(p, ¢) y un
término Af(p, q;1) que representa In influencia perturbativa de In fuerza externa aplicada:

feait) = folp ) + Af{p,ait). (3.12)
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Para sistemas lineales, el término A f(p, q;t) es proporcional a la fuerza externn _17(1). Como
funcién de distribucion en equilibrio tomaremos a Ia distribucién canénica
exp(~Ho/kpT
otpa) =7 expz)fllo;'k/'u'll")gpdq'
En la seccién anterior describimos la evolucién temporal de una variable dinémica
que dependfa implicitamente del tiempo, En el caso de que dicha variable dependa explicitn-
mente del tiempo, como es el caso de la funcidn de distribucion f(p,g;t), su evolucion

temporal estard dada por
d, 8, af . ol .
a/Pat) = m“”"’"”zl_:(oq, @+ 5 m)

= 2rtnan+U)
= /eyt (3.19)

En el particular caso de la funcion de distribucién /, la ecuacion que describe su
evolucién temporal puede resolverse con la ayuda del teorema de Liouville, de manera que

para cualquier funcién de distribucion tenemos

d
7/ at)=0. (3.14)
Por consigulente, In ecuacién (3.13) se convierte en
a ;
/et =iLf(pat), (3.15)

cuya soluclén formal es

f(p,qit) = exp(iLt) [ (p,4;0).
Para la distribucién en equilibrio Ia derivada temporal es cero, de manera que de

(3.15) tenemos
’%{2 = tL().!O == [f()n HO] =0, (3.16)

en donde [ es el operador de Liouville correspondiente al hamiltoniano en equilibrio H,
iLoA = [Ho, A} (3.17)

para una funcién arbitraria A(p, q).
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De acuerdo con las ecuaciones (3.13) y (3,14), la evolucion temnporal de la funcién

de distribucién estd dada por
/]
;)‘tf(l’u‘h t) + l/v”] =0,

Sustituyendo en la ecuacién anterior las expresiones (3.11) para }{ y (3.12) para f, y usando
(3.16) obtenemos

%AH (DS, 1) - [fo. 7. T‘] - [Af. 2. ‘ﬁ] =0,

Para un sistema lineal el wltimo término del miembro izquierdo de la ecuacién anterior se
desprecia, ya que A f es proporcional a | 7 |i por lo tanto, podemos escribir a la ecuncién
anterior como i

a o [~ =2 _

A+ (80 Ho) = (2 [X Tt =0,

o con la ayuda del operador de Liouville Lg de (3.17)
' 9 ; fo ., = =
g0 = LoD + Lo A VT =0,

cuya solucién es
v D) e Vi T ) TR
Al = -4 1 /Oexp{z(L V)a) ilo A(p,q) - F(U),

en la que hemos supuesto que en ¢ = 0 el sistemna estd en equilibrio. Al sustituir la expresion
anterior en (3.12), establecemos la dependencia de la funcién de distribucién dependiente
de} tiempo de un sistema lineal, en términos de cantidades en equilibrio y de la fuerza

externa:

1) = 1) - BBL [ exp (i - )} itaTpr)- PO, (28)

Por otra parte, el promedio de una variable dindmica E(p,q) en un proceso de-
pendiente del tiempo da origen a la variable macroscépica también dependiente del tiempo

(B0) = [Boat) 16.0dp (319)
en donde el promedio del sistema en equilibrio, se denota como

(B)= / B(p.a) folp, g)dpda. (3.20)
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Al sustituir la ecuacién (3.18) en la (3.19) y al utilizar (3.20), obtenemos

(B)=(F)- Iﬁi‘ o' (Bexp (itt ~¢)La}iLa A (1)) - F () (3.21)

Segin (3.4) iLo]‘(t') es la derivada temporal negativa de 'X(t’), y de acuerdo con (3.5)
Tfexp {i(t = t")Lp} puede escribirse como ﬁ(t ~ 1'); por consiguiente, (3,21} se convierte
en

(Buw)= (F) + IZI;T /0'( Bu-0) A 1)) Ry ot

» - +
Si acurre que al estar en equilibrio el sistema el promedio ( B ) se anula, la ecuacién anterior

queda .
(Bw)= A F-~t). F)d,

ecuacién andloga a (3.7), en la que 7!;‘(!) recibe el nombre de tensor de respuesta que define

como .
Bl = Z?:T (% ) B®).

Ya que los paréntesis angulares denotan un promedio sobre ensambles en equili-
brio, tenemos la condiclén estacionaria

(A ) =(A(s) Be+9),

da la cual

SR Beta)) = (FWBe+) +{ T T (t44)

(OB +(RO T @)=0;

it

por lo tanto, otra forma de escribir al tensor de respuesta es

Fu)= —;;,‘—fmo) B 1), (3.22)

Bull) =~ (A00) 1),

para la respuesta en la direceion 1, cuando el campo eléctrico externo se aplica en la diveccién
v,

En el caso de que se tenga una fuerza periédica de la forma

_ﬁ(!) = Fpcosut,
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de acuerdo con (3.8) y (3.22) el tensor de susceptibilidad dependiente de la frecuencia queda

expresado como

Pw) = “E;lﬁ' [] VRO B (1) )exp(-iwt)at, (3.23)

lo que nos permite inferir que el tensor de susceptibilidad dependiente de la frecuencia,
puede expresarse en general como la transformada de Fourier-Laplace de la correlacién de
las variables dindinicas W(O) y B (t) correspondientes a instantes distintos,

Consideremos que
d j=~ - -
7 (30 BO)=(FO B w),
si definimos al tensor de relajacién como

T = %%‘f (F0) B, (3.24)

V) = o (A0 B,

que representa a relajacion en Ja direccién p cuando el campo eléctrico externo estaba

aplicado en la direccién v, entoces podremos eseribir
T =-270, (3.25)
dt
expresion andloga a (3.9); y por consigulente, V(t) se denominara tensor de relajacién.

Al sustitulr (3.25) en (3.23), tenlendo presente (3.24) e integrando por partes, se
deduce

Plw) = KT:‘:F (70 Bo))- 7:% o“’ (A0) B exp(~twtha, (3.26)

expresion andloga a (3.10) que nos permite obtener al tensor de susceptibilidad dependiente
de la frecuencla del sistema durante una relajacion, en términos de la correlacién de las
variables dindmicas 7(‘(0) y _L?(t.) cotrespondientes a instantes distintos,

3.4 Relajacién Dieléctrica

Apliquemos el formalismo desarrollado en Ja tiltima subseccién al fendmeno de Ia

relajacion dieléctricn, ya estudiado con antelacién,
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Un campo eléctrico dependiente del tiempo ﬁ(t) = E(;coswt aplicado a vna
dieléctrico, induce en éste como respuesta un momento dipolar total ?(t). La energfa

perturbativa deblda al campo es
Hee =~ P(0) B,

en donde recordemos que,_ﬁ(l) = N (7). De esta manera, los tensores de respuesta y de
relajacién de acuerdo con las definiclones (3,22) y (3.24) respectivamente, estardn dados en

términos de las funclones de autocorrelacion:

Bult) =~ (RO (1)

= i (w0 s (1)
y | .
Wull) = o (RO L) |

- ;%.(u-&tn e, (327)

para la polarlzacidn en la direccién j1, cuando el campo eléetrico externo permanece en lo

direccion v.
El tensor de susceptibilidad estaré dado en términos del tensor de relajacion de

acuerdo con (3.26) y (3.27) como

Xlo) = o (PUA0) PN = o [ (RO) P expl-iat)
= N L_,,I‘T' {10(0) 11, (0)) “It,;ui'i A ™ (0(0) 1 (1)) exp(—iwt)dt]
Supongamos que ‘

X;w(‘*’) =N 0,,,,(&!),
en donde el tensor de polarizabilidad dependiente de la frecuencia o, (w) estd definido como
1 fw [> .
ayp{w) = m (ru(0) 12, (0)) - AB““T.[, {1 (0) p1ys (1)) exp(—iwt)dt.

Si ocurre que e} campo eléctrico aplicado es estdtico (w = 0), la expresién anterior se reduce

a
0wl0) = o 1n(0) O
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por lo tanto, el cociente de las dos 1iltimas ecuaciones nos permitird escribir

‘;:-%—((‘[‘)’)) =1-iw [) up(t) exp(—iwt)dl, (3.28)

en donde ¥,,(t) es la funcién de relajacion normalizada definida como

) = elt) 1l0) ,
Yl) = (i@ o) 20

expresién en la que

(I‘v(o) I‘p(l))
(I‘u(O) (Iln('))“v(o) >w ) (3.30)

(1u(t) 12,(0))

en donde el superfndice eq enfatiza que tenemos un promedio de ensambles del sistema en
equilibrio, y en donde se indica mediante un subfndice 1,,(0) que el promedio de p1,.(t) esti
condiclonado al valor de ,(0) en equilibrio. Tomando en cuenta el resultado (2.40) del
capftulo anterior y suponiendo que précticamente la polarizacién es orientacional, tenemos
que la expresion (3.28) se convierte en
% =l-iw /0 ™ l) exp(-iwt)ds, (331)
que se reclbe el nombre de funcién de relajacion dieléctrica.
Como un caso particular, deduzcainos la ecuacién obtenida por Debye, Si supone-

mos que la funcién de relajecién normalizada estd dada como

{
'f';w(l) =exp (""T—D') 1

en donde recordemos que 71 es el tiempo de relajacién del sistema, entonces la ecuacién

(3.31) nos conduce a )
(W) — € _ 1
€(0) —e  14iwrp' (3.32)

la cual es la famosa ecuacidn de Debye.



Capitulo 4

Nematodinamica

4.1 Introduccidn

Un cristal lfquido nemético, se asemeja a un lfquido orgénico convencional por la
manera que fluye; sin embargo, sus regimenes de flufo son mds complicados y mis dificiles
de estudiar por la siguiente razén: el flujo del nemdtico se encuentra acoplado cou la orien-
tacién promedio de los ejes largos de sus moléculas (eje dptico), las cuales tienden a ser
paralelas entre s{, En la mayor parte de los casos el flujo altera el alineamiento de los
ejes de las mismas; e Inversamente, una perturbacién en éstos (por la aplicacion de un
campo externo), Inducird la mds de las veces, un flujo en el nemédtico. Desde el punto de
vista tedrico el acoplamiento menclonado entre el flujo y la orientacion promedio de las
moléculas, puede describirse mediante la deduccién de las ecuaciones hidrodindmicas del
nemdtlco. El probleina de construir ecuaciones hidrodindmicas para la mesofase nemitiea,
ha sido en general, bien estudiado y se ha resuelto utilizando puntos de vista y métodos
diversos.

Gran parte de los mis importantes fendmenos ffsicos exhibidos por un nemdtico,
tales como sus propiedades de flujo tan inusuales o la respuesta o campos eléctricos y
magnéticos que presenta, pueden ser estudiados al considerar que el cristal liquido es un
medio contlnuo. Los fundamentos del modelo de medios continuos para un nemético fueron
establecidos en los afios 20's por Oseen [42] y Zdcher 48], quienes desarrollaron una teoria
estética bastante Wtil. Posterformente Frank [44] propuso una teorfa de elasticidad para
un nemético baséndose en el trabajo de Oseen. Las primeras teorfas dindmicas del com-

portamiento de un nemdtico fueron elaboradas por Anzelius [45] y Oscen [42]; pero el
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desarrollo de una teorfa dindinica completa se debe o Ericksen [46] [47] y Leslie [48] [49],
qulenes fornularon los principios generales de conservacién (masa, energfn, impetuo, ete.)
y las ecuaciones constitutivas que describen el comportamiento de un nemético, Otro en-
foque, desarrollado por De Gennes [16] y la escuela de Harvard [50], adopta el punto de
vista de la termodindmica irreversible lineal (TTL), en la que se considera a los procesos
dindmicos que ocurren en los cristales lfquidos neméticos como procesos Irreversibles y se
utiliza un método varlacional para deducir las ecuaciones de movimiento que contengan las
variables de estado relevantes. Recientemnente estas dos aproximaciones bisicas han sido
reformadas en una manera que permite inclulr de una forma mds conveniente, fluctuaciones
en la descripeién de la dinfmicn de un cristal Hquido nemdtico (51] [52] . Aquf optaremos
por la teorfa de medios continuos de un nemético, y en el presente capftulo la expondremos

baséndonos en el tratamiento que hace de la misma Chandrasekhar [15].

4.2 Ecuaciones Nematodindmicas

A continuaclén se desarrollardn los aspectos generales de las teorfas hidrodinémica
y eldstica de nematlcos, que constituyen los cimientos en los que se fundamenta la nema-
todindmica,

4.2,1 Descripcién Hidrodindmica

Se ha mencionado que las moléeulas de un cristal liquido nemético se encuentran
en promedio con sus ejes largos paralelos entre sf, Pora tomar en cuenta esta estructura
anisotréplea, se ha introducido ya (seccién 1.4) un vector 7' unitario denominado director.
En una muestra nemética ideal, las inoléculas estan practicamente alineadas a lo largo de la
direcclén comin determinada por el vector director 7, de manera que el sistema es uniaxial
y su pardmetro de orden esel de la expresién (1.4). No obstante, resulta ser éste un modelo
poco compatible con casi todas las constricciones que son impuestas por las placas que
limitan al nemdtico para su estudio, y las establecidas por campos externos (magnético,
eléctrico, dptico, etc.) que producen distorsiones en el alinesmiento de ias moléeulas det
mismo, ocastonando que el pardmetro de orden varfe de un punto a otro (ver la figura 4.1).
Para la mayor{a de las situaciones de interés, las distancias ! para ias que ocurren variaciones
slgnificativas del parémetro de orden son mucho mayores (l >~ 1) que los dimensiones

moleculares (a ~ 20 ;1); por consiguiente, las deformaciones pueden ser descrites por medio
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de una teorfa de medios continuos, despreciando asf los detalles de la estructura molecular
a escala microscdpica. Es posible describir al nemético a este nivel, si se considera que al
sistema ideal descrito con anterioridad se le distorsiona débilmente (I/a < 1) en cualquier
punto. De esta manera sus propiedades dpticas locales serfin ain uninxiales y la magnitud
de su anisotropfn (determinada por el pardmetro de orden) permanecerd invariante, asf
como tendremos que el vector director 1inicamente rotard, combiando sélo la direccion de
su orientacién. En términos de las observaciones anteriores, el parimetro de orden (1.4)
adquiere la forma

Qus = Qo [1a(F(7) = gt (41)

Es menester sefialar, que el parémetro de orden caracteriza al estado macroscépico
de un cristal lfquido nemético, ademds de sus dos variables locales escalares y su variable
vectorinl que también describen el estado macroseépico de un liquido isotrépico (para el
que usuaimente éstas son: la densidad de masa p, la entropla especffica s y la densidad de
momento linea) p7'). El punto impartante que cabe destacar, es que al tomar el pardmetro
de ordo-:n la forma (4.1) en un medio uniaxlal, su médulo Qg es una variable que reiaja
répidamente con respecto al director, por lo cual no puede ser una variable hidrodin&mica.
En consecuencia, s6lo 7 es una variable hidrodindmica y no existen otros grados de libertad
hidrodindmicos para un nemético.

Por otro lado, dado que sélo TW(+) es la variable hidrodindmica en dicha ex-
presion correspondiente a un sistema nematico uniaxial débilmente distorsionado, podemos
considerar que el estado de distorsién en la vecindad de cualquier punto del mismo puede
entonces ser descrito completemente en términos de un campo vectorial director ()
de magnitud unitaria, y suponer tamblén que la direccin de) director 7 puede cambiar
contfnuamente y sisteméticamente de un punto ¥ a otro del medio excepto posiblemente

en algunos puntos o lineas singulares,

Principlos de conservacién y variacién de la entropfa

Comencemos estableciendo ins leyes de conservacién o balance de un nemético [47).
Para ello, emplearemos la notacidn tensorial en la que los subfndices se suman de acuerdo
con la convencién usual. Supongamos que el medio fquido cristalino es incompresible,
que el flujo viscoso y las deformaciones eldsticas producidos por fuerzas y campos externos

son procesos isotérmicos, y que dichos agentes externos son mucho més débiles que las
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interacciones moleculares. Cabe mencionar que la mayorin de los undlisis usualmente se
llevan a cabo bajo la suposicion de que los procesos que experimenta un cristal lfquido
son isotérmicos, lo cual no permite considernr los efectos de calor que aparecen en sus
propfedndes dindmicas y de flujo. No obstante, se han realizado algunos esfuerzos por
incorporar los efectos térmicos al considerar pracesos no isotérmicos en Ja descripeién de los
cristales l{quidos nemé4ticos, mediante el empleo de la termodindmica irreversible extendida
{53].

Consideremos un elemento de! fluido nemético de volumen V y superficie §, que sea
macroscopicamente pequeiio y microscépicamente grande, de manera que contenga un gran
nimero de moléeulas, Describiremos la evolucidn de sus magnitudes fisicas, a medida que
se desplaza por el espacio conforme fluye el nemdtico; es decir, reslizaremos una descripcién
lagrangiana del mismo. De esta manera, la variacién temnporal de dichas magnitudes se
indicard mediante la derivada material d/dt [54).

A continnacién estableceremos los siguientes principios de conservacion, que son

genernles y vélidos para cualquier proceso que oeurra en el nemdtico,

Conservacién de Masa Al seguir el curso del elemento de fluido conforme se desplaza
al fluir el nemético, se abservard que su tamafio y su forma cambian, pero no su masa; es
decir

d

e Vo= .

g o =0 (42)
en donde p es la densidad por unidad de valumen del fluido y In integral representa la masa

contenida en el elemento del mismo,

Conservacién do Momento Lineal De acuerdo con la segunda ley del movimiento de
Newton, la razén de cambio del momento lineal de] elemento del fluido debe ser igual a lu
suma de las fierzos externas que actian sobre el mismo. Las fuerzas externas pueden ser
volumétricas, tales como las gravitacionales o las electromagnéticas; o superficiales, como

lo son I presién o los esfuerzos viscosos, De acuerdo con ésto, se tiene

d
= [/ pudV’ = fs 1S + L fdv. (4.3)

El término de la izquierda representa la varincién temporal del momento lineal del elemento
de fluido, siendo pv; st momento lineal por unidad de volumen. El primer término de la

derecho es la contribucién de la fuerza superficial neta externa que actia sobre la superficie
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del elemento de fluldo, y en el cual ¢j;A; es la componente i~ésima de la fuerza por unidad
de dren que e ejerce sobre un punto de su superficie con normal );, siendo Lj; el tensor de
esfuerzos. El segundo término cuantifica ¢} efecto de la fuerza volumétrica neta externa que
actiia sobre el elemento de fluido, ¥ en el que f; es la componente i~ésima de la fuerza por
unidad de volumen,

Conservacién de Energfa Consideremos una forma modificada de la primera ley de
la termodindmica, segin la cual la energfa instanténea del fluido nemitico consta de una
parte interna o intrfnseca y de otra cinética, De manera que la variacién tempotal de la
energfa del elemento de fluido conforme se desplaza deberd ser igual a la suma de la potencia
instanténea realizada sobre el mismo por las fuerzas externas durante su desplazamiento,
més e} calor generado durante éste. De acuerdo con lo anterior, al despreciar los flujos de

calor (ya que estamos conslderando un proceso isotérmico) podemos escribir
d 1 1. .
El: /V (apu‘u‘ + -iln.n. + U) dV =

[, U G v + [ (wtsody + himyor) . (44)
El miembro jzquierdo de la igualdad denota la variacién temporal de la energfa total del
elemento de fluido, slendo U y %pv;vg sus energfas interna y cinética por unidad de volumen;
y %l ;7 1o energia de rotacién del vector director, en donde / es su momento de inercia
por unidad de volumen y #; su velocidad angular. El primer término del segundo miembro
de la igualdad, representa la potencia Instantdnen total que producen sobre el elemento de
fluido la fuerza volumétrica externa f; que actiia sobre el mismo y la fuerza volumétrica
externa de rotacién Gy (que tiene unidades de torca por unidad de volumen) al actuar sobre
¢} director, El segundo término constituye la energfa instantdnea total producida sobre la
superficie del elemento de fluldo, por la fuerza superficial externa {;;A; que actida sobre el
mismo y por la fuerza superficial externa de rotacién 7;;; (que tiene unidades de torea por
unidad de drea) al actuar sobre el director en la frontera del elemento de fluido.

Conservacién de Momento Angular De acuerdo con la Mecdnica Clésica, la variacién
del momento angular del elemento de fluido nemético, debe ser igual a la suma de las torcas

que producen las fuerzas que actiian sobre éste, Es decir

d ',
E/‘,(pc‘,'kr;uk + lgjpngng) dV =
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A (cighri fic + €i5any Gy ) dV 4 L (eijribinAs + €ijen;mip A;) dS, (4.5)
en donde €;;x es el tensor de Levi-Civita, El primer miembro de la igualdad representa la
variacién temporal del momento angular total del elemento de fluido, siendo pe;jirjvy el
momento angular por unidad de volumen del mismo e Ie;jxn;iiy el del vector director. El
primer término del segundo miembro de la igualdad denota la torca total produclda por
lns fuerzas volumétricas f; y Gi que se ejercen sobre la muestra de nemdtico y el director
respectivamente. El segundo término cuantifica la torca total producida por las fuerzas
superficiales LjxA; y mj); que actian respectivamente sobre el elemento de nemético y el
director.

Al convertir las integrales de superficie de las ecuaciones anteriores en integrales de
volumen, simplificando y tomando en cuenta la hipétesis de incompresibilidad, obtenemos

de (4.2), (4.3) y (4.4) respectivamente las stguientes ecuaciones diferenciales:

p=0, (4.6)
pii = Dty + i (4.7)
en donde 8; = 8/6z; y,
U = tjsAyy +mjiNij = iN; (4.8)
en la cual
g = Iii - Gi - my, (49)

N; =1y — Byeny,
Nij = ;0 ~ By,
Aij = -;- (O5vi + ;) (4.10)
Bij = % (0jv; — B;);
de 1a ecuacién (4.5) se obtiene la relacion
Lji = miOkng + gty = Lij — mBen + ginj. (4.11)

g; es un vector intrinseco al vector director y tiene unidades de torca por unidad de volumen,
Aij ¢s la parte simétrica del tensor de gradientes de velocidad 8;v;. N; puede interpretarse

como la velocidad angular del director relativa al fluido, y puede reescribirse como

Ni =y - €jikwing (4.12)



58

que compardndola con su primera expresion, puede verse que el tensor I3;; estd relacionado

con la vorticidad del flujo w; definida como
l .
wy = -é(,‘klakﬂ(, (4.13)

de esta manera, Bij representa la parte antisimétrica del tensor de gradientes de velocidad.
Cabe hacer notar que el tensor de esfuerzos Lj; no es simétrico, y que cuando se toma el
limite n; — 0, las expresiones (4.6) a (4.11) se reducen a las ecuaciones hidrodindmicas de
un liquido ordinario,

Ademds de las ecuaciones de conservacién ya mencionadas, haremos uso del prin-

cipio de variacién de la entropfa

d
i 7S
dtxlsfﬂ >0,

en la que S es la entropfa por unidad de volumen. De ln definicion usual de energfa libre

de Helmholtz por unidad de volumen
F=U-TS,

en la que U es la densidad de energfa interna del sistema y 7' su temperatura, obtenenios

(para un sistema en equilibrio isotérmico)

tidis +miNig = gilNi = 10 2 0, (4.14)

Ecuaciones Constitutivas

Resulta necesario para poder desarrollar la teorfa hidrodindmica, establecer ecua-
ciones constitutivas para las cantidades £ tj;, 75 ¥ g [49] [55]. Teniendo en cuenta el
principio fundainental de la fisica cldsica de que las propiedades materiales son invariantes
a los sistemas de referencia o a los observadores [56], ias ecuaciones constitutivas no deben
cambiar ante transformaciones ortogonales. De acuerdo con lo anterior, supongamos que

las cantidades mencionadas son funciones univaluadas de
ny, ding, Niy Aij.
Por lo tanto, podemos escribir

F= 1"("|'| oj"h Nil Al'j)|
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de manera que £ estard dada como

oL OF d OF d,
ot B @ ”"”ozv Nt g

F=

expresion que puede simplificarse, para dar

or oF .
F= gt an b+ B Vit g, Nt

aF ar P oF
W’i" IO e 0(8m)8‘"*""'o(a;y.k)o""‘B"

Sustituyendo la ecnacién anterior en la relacion (4.14), obtenemos

ar LAY
[t 0(8 )t‘)m} A.,+[7r,. T )} (g.-i-o—'-)l\

I
["’o +4 *"’a(o ) ’"*o(a A)]”"'(O )N"( )"”>° (4.15)

De acuerdo con las suposiciones hechas Bji, Nij N; y /ig,- pueden variarse arbitrariamente

¢ independientemente de todas las demds cantidades, por lo que sus coeficientes deben

anularse; es declr
or ar  ar

an =% oA oa =0
de donde se deduce

= F(n;, dny), (4.16)
['f(’")f" N *a(zfu] i
[njgp+0m,8(0p ) + dn A«’)(B. A)] (4.17)
i - 5(%,-’;"?)' =0, (4.18)
Por lo tanto, la expresion (4.15) se reduce o
[r + 5 )l)nkJA (g;+z'l') N, 0. (4.19)

Escribamos al tensor de esfuerzos tji y al vector g; como
tii =i+ by 95 = 0] + g,

en donde el superindice o denota Ja parte de deformacion isotérmica estdtica, y la prima’ la
Parte hidrodindmica. Mediante las ecuaciones (4.16) y (4.18), se deduce quie 7;; no depende
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de A;; ni de Ni, de manera que mj; = 13, De esta forma podemos escribir a la ecuacién
(4.18) como
or . OF
[l;,- + mﬂ,‘nk] Aij - (g,- + Bn—.) Ni+ (t},- Aij -—_Q;N;) 20,
Debido a que A;j y Ni pueden selecclonarse arbitraria e independientemente de

las partes esléticas t3; y g7, se tlene de la ccuacién anterior

o ar
tj" = "0(0171,‘)0‘7% (4.20)

que recibe el nombre de tensor de esfuerzos de distorsidn,

ar
S iz e
9 Dﬂ"‘ (4'21)

ti Aij - giN; 20 (4.22)
Ademds, usando (4.11) y (4.17) se encuentra
Ui + ghn = L; + ging.

La hip6tesls de incompresibilidad Implica que el tensor de esfuerzos estd indeter-
minado por una presién arbitrarla p. Similarmente, existe cierto grado de indeterminacion
en las cantidades g} y m;; sl las reemplazamos por yn; ~ didjng + g7 y Bin; + w5 respecti-
vamente, Por consiguiente, los nuevos valores que adquieren las expresiones (4.20), (4.21)
y (4.18) son
{5 = —~pbji - -——@——Hmk (4.23)

()

que recibe el nombre de tensor de esfuerzos de Ericksen,

g}’ =iy ~ [i_,-a,m - m, (4.24)
aF
mj; = By + W) (4.25)

donde p, v y fj son constantes arbitrarios, La componente hidrodindmica del tensor de
esfuerzos (; se denomino tensor de esfuerzos viscosos. Ambns partes hidrodindmicas (}; y
g; satisfocen la Inecuaclén (4.22).

En un proceso de deformacién estdtico (e isotérmico), la ecuacién (4.9) toma la

forma
& +dmi+Gi =0,
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y si en ésta reemplazamos los valores de g9 y mj; dados por (4.24) y (4.25) respectivamente,

se obtiene 0
1.
[B(ajn,)] " Gi=-m. (4.26)

Al miembro derecho de la expresién anterior, De Gennes [16] lo define como el campo
molecular ;, que en equilibrio tiene la propiedad de ser paralelo al vector director en cada
punto del nemético.
De la relacion (4.22) puede observarse que la variacién de la entropfa por unidad
de volumen estd dada por
1§ =t Aij - giNi. (4.27)
Ya que t ¢ €5 1 tensor asimétrico, puede descomponerse en una parte simétrica Vj; y en

otra antisimétrica Zj; que cumple In condicién
ZjiAij =0,
Esto nos permite reescribir a la expresién (4.27) como
T8 = Y;idij - g\ N:. (4.28)

De esta manera, tenemos que la variacién de la entropfa tiene dos contribuciones:
una deblda al flujo cortante del fluido, representada por el primer término; y otra provocada
por el movimiento de rotacién del vector director, representada por el segundo término. La

ecuacin anterjor, es la ecuacion fundamental de la teotfa nematodindmica.

Fuerzas y Flujos Termodindmicos

Si el proceso irreversible que se produce en el sistema es tal que los estados fuera
de equilibrio son de equilibrio local, el cambio en la entropfa puede caracterizarse por una
combinacién lineal de flujos y fuerzas termodindmicos [67]. La eleccién de los flujos y las
Juerzas no es \inica; sin embargo, resuita conveniente identificar en la ecuacién (4.28) a ¥y,
y N como los flujos, y a Aay ¥ g); como lus fuerzas, fo que permite obtener ecnaciones mis
compactas para el estudio de {as deformaciones infinitesiinales de una nwestra de cristal
liquido. Esta seleccién fué introducida por primera vez por el grupo de Harvard {50).

Supongamos que los flujos en un instante dado dependen sélo de los valores de las
fuerzus termodindmicas que estin involucradas en ese instante, y st ademds consideramos

que las fuerzas son o suficientemente pequefias de modo que podamos despreciar términos
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de orden superior, entonces podenos escribir a los flujos como una combinacién lineal de

las fuerzas termodindmicas, en la forma
Yo = Rm‘hG ("u)Aqﬁ + Qnu-,("u )g;, (4.29)

Na = Q:uj-, ("Q)A[M + Puﬁ("o)g;ﬁ (4‘30)

en donde los tensores Rogqs(ta), Qaga(Mta)y Gog, () ¥ Pap(1ta) son coeficientes cinéticos
que son obtenidos al imponer las condiciones de simetrfa y de incompresibilidad del flujo
nemético. Las ecuaciones anteriores pueden simplificarse al considerar el teorema de On-

sager, el cual establece que los coeficientes cinéticos Qupy ¥ Q:,M son idénticos

Qnﬂ‘l = Q::;h-

Se puede demostrar, que la forma més general que adoptan los flujos Ve y Na de

las ecuaciones (4.29) y (4.30) para un nemdtico incompresible es [15] [16)

Yag = 2 Aap +2(1y + 1 = Zp)nangnun, A+

A
2y - m) (ngnpAap + nanpAg,) + 2 (n,;,q:, + n.,y;,) , (4.31)
Noa= %‘1 + MgAag, (4.32)

‘en donde vy, vy, 3, 71 ¥ Y2 son coeficientes de viscisidad positivos de acuerdo con la
condicién de aunento de entropfa, y donde A = —vy/7 es un nimero adimensional.

Asimismo, la forma que adopta la parte antisimétrica del tensor de esfuerzos viscosos es

, _1
Zop =3 (nagly = nagh) - (4.39)

La ecuacién de movimiento para e} director T’ se obtiene a partir de la ecuacién
(4.12) y al considerar las expresiones (4.32), (4.13) y (4.10), siendo ésta

lnar')nv,,‘ (4.34)

1 A-1 A
ditly = —qgh 4 =
Mg P 95 + 3 Nadyly +

E! primer término de la ecuacién anterior, describe la dindmica del director en ausencia de
flujo hidrodindmico: los términos restantes representan el acoplamiento del director con el
campo de velocidades.

La variacidn temporal del flujo se obtiene a partir de la ecuacién general para
la conservacion del momento lineal (4.7), en ausencia de fuerzas volumétricas externas
(fa=0);

vy = dalap.
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Tomandu en cuenta que el tensor de esfuerzos puede escribirse como lag = 4 + Ly
y separando al tensor de esfuerzos viscosos £y, en sus partes simétrica y antisimétrica,
obtenemos

pdiup = 8, (‘Zu + Ypa + Zoﬁ) ) (4.35)
en donde 135, Yga ¥ Zog estén dados por las ecuaciones (4.23), (4.31) y (4.33) respectiva-
mente, Esta expresion puede considerarse como la ecuacién de Navier-Stokes generalizada
para un flujo lquido cristalino nematico; y de la cual puede obtenerse Ia ecuacién men-
clonada correspondiente a] caso de un fluido isotrdpico convencional, al tomar el limite

ne, — 0,

4.2.2 Descripcién Eldstica

Impongamos & una muestra de nemdtico, cierto grado de distorsidn descrita por
el director 7W(7) variable. Supongamos que un sistema deformado cumple las siguientes
condicjones [16):

1.- Las variaciones de T son lentas a escala molecular:

AV « 1,

Jo cual no implica que W sea pricticamente paralelo a una direccion fija.

2.- Las tnicas fuerzas de consideracion entre las moléculas son de corto aleance,
con lo cual se desprecian algunos efectos eléctricos de largo alcance,

De acuerdo con la expresién (4.16), la energfa fibre por unidad de volumen de un

fluido nematico incompresible que experimenta una deformacién isotérmicn, tiene la forma
£ = Fng, O;ng).
Por lo que es posible desarrollar a I! como una serle de potencias de la forma
F = kylin + %kijm.‘)jnd)mn;,

en el cual se han despreciado términos de orden superior, ya que estamos considerando
inicamente deformaclones infinitesimales. El desarrollo en serie de potencias, debe carac-
terizarse por ser una funcién par en T, ya que 7 y —~7 son indistinguibles; asf como
presentar sélo términos de la forma (V x @)* y (V- 7)* y no términos lineales, los cuales

no sont invariantes bajo rotaciones. Puesto que las deformaciones estdn asociadas con fos
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cambios de la orfentacion del director, 9n; puede apropindamente denominarse tensor de
deformaciones [44).
La densidad de energfa libre puede ser escrita como [15) [16] (58]
F=

K (V- WP+ k(T Y x W45 Ka (B x VWP, (436

!
2

ol —

expresién que recibe el nombre de energfa libre de distorsién de Oseen-Frank. A su vez ésta

puede reescribirse en la forma
1
F= EKomgo‘]llnagﬂ»,, (4.37)
en la que

Kagys = Ki(8as = nans)(8p, — ngny) +

Kaeagueqsunyumy + Ka(bay — nany)ngng

La ecnacién (4.36) es la férmula fundamental de In teorfn eldstica para un nemético; y en la
cual Ky, K3 y Ka son las las constantes eldsticas de Frank [44). Comunmente sus érdenes
de magnitud son de 10~6 dinas 6 107! N, y para lo mayorfa de los nematicos K es la
constante més grande como resultado de la forma calamitica de sus moléculas.

Las energfas eldsticas involucradas en las deformaciones de los nemnaticos son bas-
tante pequeiias, ya que sus moléculas iinicamente giran y no se desplazan, De esta manera,
se logra producir en ellos deformaciones que no es posible realizar en los sdlidos ordina-
rios, conio las mustradas en ln figura 4.1; en la cual lns deformaciones splay, twist y bend
estén representadas en la ecuacién (4,36) por los términos que tienen como coeficientes las
constantes eldsticas Ky, Ky y K3 respectivamente, Cabe mencionar que las deformaciones
splay y bend necesariamente involucran flujos de cristal lfquido, contrariamente ol caso de
la deformaclén twist.

4.2.3 Distorsiones producidas por Campos Externos

Condiclones a la frontera

Para estudiar a los cristales lfquidos, se acostumbra confinarlos entre dos placas
de vidrio, las cuales al recibir un tratamiento quimico o mecénico previo, permiten que las

moléculns del nemitico cercanas a éstas puedan mantener una orientacién especifica y tan
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e

Configuracién

en cquilibrio Solay Twist Aend

Figura 4.1: Los tres principales tipos de deformacién, en un eristal lfquido nemético.

firme, que Ignoren la aplicacién de un campo perturbativo externo. A tal preparacién, se le

conoce como condicién de frontera de anclaje fuerte.

Dos tipos de condiciones de anclaje fuerte son las més utilizadas: Ia homeotréplca,
en la que la direccion preferencial de las moléculns del nemético es perpendicular a las
placas, y se impone al tratarlas quimicamente; y la planar, que mantiene o las moléculas
paralelas a los placas, lo cual se consigue al friccionar éstas en la direccion en la que se desea

orientar o aquellas, Ambos tlpos de condiciones se llustran en la figura 4.2,

NesAtlca

Direccién dol frotastento

Figura 4.2; Dos clases de condiciones de anclaje fuerte: a) homeotrépica y b) planar.

Efecto Freedericksz

El método més simple para medir las tres constantes eldsticas Ky, K y K3 de
un cristal lfquido nemdtico, consiste en estudiar las deformaciones debidas a wn campo

magnético externo [43] [59). La geometrfa se selecciona de tal manera que los efectos de
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orlentacién del director inducidos por la presencia de un campo externo, rivalicen con la
orientacién del director impuesta por las superficles que estdn en contacto con el cristal
lfquido nemédtico. Para desarrollar una teorfa estdtica de tales deformaciones, se utiliza
la ecuacién de equilibrio (4.26) en la cual la fuerza volumétrica externa de rotacion G
que se ejerce sobre el director, estd dada por un campo magnético . si X ¥ X1 son los
susceptibilidades dinmagnéticas principales por unidad de volumen paralela y perpendicular

al director respectivamente, entonces
Gi = x‘,}l,'njll‘-.

en donde xq = X — x1. La deformacién ocurre sélo si la intensidad del campo magnético
sobrepasa cierto valor critico /.. Esto es lo que se conoce como efecto reedericksz, y se

ilustra en la figura 4.3, Puede demostrarse {15] que el valor crftico del camnpo magnético

_n (K)\?
Hc_d(Xa) '

’
en la cual d es la separacién entre las superficies que confinan al nemdtico, e ¢ = 1,2,3,

tiene la forma

Las mediciones también pueden realizarse empleando campos eléctricos, o inclusive campos
éptlcos prodiicidos por ldseres [60).

Densidad de Energfa Libre debida a Campos Externos

Dado que nuestro interés se centra en los efectos que produce un campo eléctrico
homogéneo _l:}' al actuar sobre una muestra de niematico, sélo mencionaremos la contribucién
de éste a la densidad de energfa libre; siendo ésta

4r

en donde D es el vector de desplazamiento, Tomando en cuenta que Dj = ¢;;E; y que a

E
Fo=-i A DdB

54 vez €5 = ¢ §;; -+ €gnyny tal como se indics en la seccién 2.3, se puede mostrar que
1 — )
Rom g [ B P e (7 B) ) (438)

es |a densidad de energfa libre eléctrica.

4.2.4 Energia Total Libre de Helmholtz

Para tener una descripcién completa del sistema se requiere que su densidad de
energfa libre de Helmholtz, ademds de considerar a las energfos libres de distorsién F y
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M HH”I 1” f l' /[/'/' /l/l/j/’ /
H«M‘”,H“l ,'” HoR l [I ////

Figura 4.3: Efecto Freedericksz inducldo por un campo magnético, en una muestra de

nemétlco bajo condiciones de anclaje fuerte planar y homeotrdpica, La transicion produce

las deformaciones: a) splay, b} twist y c} bend.

eléctrica F, dadas por (4.37) y (4.38) respectivamente, contemple tanbién a energfa libre
hidrodindmica #, = §y 7' (donde p es la densidad de masa y T o velocidad del flujo) que
es la contribucién hidrodindmica del fujo nemdtico, Despreciaremos Jos efectos producidos
por el campo gravitatorio, ya que hemos supuesto ausencia de fuerzas volumétricas externas
(fi = 0), De esta manera, la energfa libre total de Helmholtz del sistema toma Ia forma

F= [ (P4 Fet ),
en donde V es el volumen de lo muestra de nemético; 6 también
F=Fq+FetFn

en la cual £y, Fe ¥ Fn son las energias libres de distorsion, eléctrica e hidrodindmica

respectivamente. Explicitamente, la energfa libre total estd dada por

. | S 1 -t — 2] 1
= [ {GKumdmadon - g [ VB Potea (7 B)' |4 30wt} av. cazg
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4.3 Formulacién Estocastica

Las ecuaciones nematodinamicas (4.34) y (4.35) deducidas hasta el momento, no
contemplan a las fluctuaclones térmicas que resultan necesarias para describir lot estados
iniciales de un slstema, cuando es Jlevado a un estado inestable fuera de equilibrio mediante
alguna perturbacién, El efecto de las fluctuaciones térmicas en la hldrodindmica de los
cristales lfquidos puede ser introducido en las ecuaclones dindmicas a través de un modelo
de Ginzburg-Landau generalizado y dependiente del tiempo, el cual esté caracterizado por
ecuaciones del tipo Langevin que incorporan los procesos reversibles bésicos y los disipa-
tivos. Dado un conjunto de variables relevantes ®;(rq,t) y la funcién de energfa libre total
F {®i(ra,t)} del sistema, las ecuaciones mencionadas anteriormente presentan el aspecto
general sigulente {52

6F (®)

—-6(’}- -+ Ei(-'-'.| t)n (4'40)

Bi(F\t) = Vi(®) - Ly

donde Vi(®) representa la contribucién dindmica no disipativa; el segundo término cuantifica
los procesos disipativos, slendo L;j un conjunto de coeficientes generalizados de Onsager;
y el término £&(7,t) proporciona los efectos del ruido térmico gaussiano, debido a las

fluctuaciones,
Puede asocidrsele una ecuacién de Fokker-Planck a la expresién (4.40), si su

término fluctuante satisface las relaciones de fluctuacién disipacién
Erd N -t
(&7 060 ¢) ) = 2kpTL8(F - +')é(t ~ 1) (4.41)
y el cardcter no disipativo del término V;(®) estd dado por la condicién
8 {., F(®) -
s o 5o,

en la que kp es la constante de Boltzmann y 7' la temperatura,
La solucién estaclonaria de la ecuacién de Fokker-Planck asociada para la densidad
de probabilidad Peg (§] es
Pqg[®] = Nexp [..E.;(;?.). '

en la cual N es una constante de normalizacién,
Con la finalidad de escribir las ecuaciones nematodinémicas hasta ahora obtenidas

con la estructura de Jas ecuaciones (4.40), se requiere determinar que términos de ellas
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son disipativos y cuales no. Esto resulta més facil al reescribirlas mediante operadores,

obteniéndose [52) 6F (9)
i (4.42)

donde i = 1,....,9. El factor §F (¥) /6% denota las componentes del campo vectorial P,

di(T 1) = Aij(dy)

que son
Qi("h ’) = t[)‘- l"i("\'l ")) "i(ril £)| “i("u {‘)]1

y el operador A;j posee una parte disipativa Ag dada por

Iy 00
Al=-Li={ o Lo
000

que tiene la propiedad (Af})* = A, y otra no disipativa o reversible AX dada por

0 T 0
A,-’}-= -I' 0 -I/p
0 Ifp 0

que satisface (Af)! = —Afl, Cada elemento de la representacion anterior corresponde a
una matriz de 3 x 3, siendo / Ia matriz unidad y donde la dage { denota la transpuesta

canjugada de la matriz. Los tensores I'y; y Li; son operadores que se definen como

Ty () = - [+ Uity + (3 = Dl (443)
Ld'y(.’?) = 00“:\616(7?)0:\' (4.44)

donde

1 .
Mogys = ;2‘{2(1’: + Vo = 2y )rantgrigtis + (0 psbay + 80s8s,)
Huy ~ v3) (o bap + nattsby g + npnybsa + ngngboa)}.  (4.45)

De esta maneta, la nueva forma que adquieren las ecuaclones (4.34) y (4.36) es

_ Lo - 8
ding = P + Ty (M )607' {4.46)

5F 16

_ — OF i
dvg = Lg,(W )511., I‘m( n );5-,;; - ;-6.!1—,;, (4.47)
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16F

f = ——

povg’
en donde recordemos que d; denota la derivada material, y 6F /6ng, 8F /8uy y 6F [8ug son
las derivadas funcionales de 1a energfa libre total de Helmholtz /.

En la representacion dada por (4.46) y (4.47), los términos disipatives de las
ecuaciones del director y de la velocidad del flujo, estén dados por —(1/m)(6F/6ng) y
L,,,('ﬁ‘)&r /v, respectlvamente; los restantes, no lo son. Hemos por lo tanto, mediante
esta nueva formulacién, identificado a las ecuaciones que describen la evolucién temporal
del director y del flujo con Ia estructura de la ecuaclén (4.40); por consiguiente, resulta féci]
shora introducir en las ecuaciones nematodindmicas (4.42), los efectos de ruido producidos
por las fluctuaciones, de la manera siguiente

d,(7t) = A.,('b.) ( ) +14:(7Tt), (4.48)
en donde el término fluctuante n; estd definido come
ni( 7 t) = [6a(T"1 L), Baap( 7 0), 0].

Las ecuaciones (4.48) escritas explfcitamente, son

16
g = =g+ D)L 46570, (4.49)
- 1 oF
dg = Lg, (W )r - FM( )611.7 péup 4 8.8,0(7 1), (4.50)
= Lo
g = 5 (4.51)

en las cuales, los términos fluctuantes £5( 7, ) y 8afqp( 7, ¢) son fuentes de ruido blanco
gaussiano que satisfacen el teorema de fluctuacién disipacion (semejante al de la expresién
4.41) dado a continuacién

(Es(F06(7 1)) = ?i;,'j-T-a(v = N6t = o, (452)

—
{ Oaﬂnp(?.t) [96967(7| ‘I)] )= _2kBTLD16(?‘ - )6@ - LI)' (4.53)
El sistema de ecuaciones (4.48), representa un conjunto cerrado de ecuaciones no
lineales, en el cual lns fluctuaciones se han incluido de manera sistemdtica. La fuente de
ruido térmico contemplado no es la inica que puede considerarse, ya que puede incorporarse
en vez de ésta una externa jmpuesta al sistema a través de cierto pardmetro de control, como

lo es un campo eléctrico fluctuante [61}.
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Capitulo 5

Relajacion Dieléctrica de un

Cristal Liquido Nematico

A continuacién describiremos el proceso de relajacién dieléctrica de una pelfeula
delgada de cristal liquido nematico confinada por placas de una geometria especifica, al
apllcdrsele un compo eldetrico de frectiencia variable. Para tal fin, emplearemos los de-

sarrollos tedricos de los capftulos precedentes y consideraremos para una descripeién mas

simple, el slguiente

6.1 Modelo

Considérese una capn delgada de nemético contenida entre dos placas diélectricas
paralelas entre sf y perpendiculates al eje z de un sistema de referencia cartesiano, como se
muestra en }a figura 6.1, Las placos estdn separadas por una distancia d y sus dimensiones
transversales en las direcclones z y y son de longitud L (con L » d), de manera que el
volumen del nemético es finito y de valor V = [*d, Las moléculas del nemético tieneit una
configuracién inicial iomeotrdpica

0 =(0,0,1)
y las condiclones en la frontera sobre las placas son de anclaje fuerte
1
= (2,7, £5d) = (0,0,1).

En ausencia de cualquier campa externo, el nemdtico mantendrd su orjentacién

inicial 1_13; sin embargo, si es excitado por un campo eléctrico externo, alterno, oblicuo
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y que incide paralelamente al plano xz (figura 5.1), la orlentacion del director dentro de
las placas variard como funcidn de la posicién y el tiempo, y se podrd describir por un
campo director local (7). Supondreinos que el campo esté representado por una onda
arménico y monocromética

E(t) = Focoswt, (5.1)

en donde 7’3 = Byr1+ Eg K es la magnitud y direccién del campo eiéetrico, y w sut frecuencia,

Figura 5.1: Representacién esquemdtica del modelo empleado para un cristal liquido
nemético,

81 la polarizaclén del campo eléctrico es constante y permanece en el plano de
incidencia, es razonable suponer que la reotlentacién de 7 también tenga lugar en €l plano

Xz; por tanto,

(7, 1) = n (70T + n (PR,
Més aiin, por simplicidad, se supondré también que el proceso de reorientaclén de 7
es espacialmente homogéneo a lo largo de las direcclones z y y, de manera que 7 sea
independiente de dichas coordenadas; de esta manera, podemos escribir

= T(z).
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Con las aproximaciones anteriormente sefialadas, las componentes de 7' se pueden describir
por el dngulo de reorfentacién 6(z,t) que se mide con respecto a la orientacién inicial (eje

2),
TW(z,t) = [send(z,1},0,c080(z, 1)} . 5.2)

5.2 Ecuaciones Dinamicas Basicas

El proceso de reorientacién completo es un proceso altamente no lineal. Es decir,
se puede demostrar [13] que Ia ecuacién que describie el comportamiento espacio-temporal
de 0(2,1) en la celda es una ecuacién no lineal de la forma

" 3%0(:, t)= —K%G + 351; [mzo (1B ~1BI") + (.8} + B}B,) cas20] =0,
Aquf v; es Ia viscosidad rotacional del nemético, X es el valor medio de su constante
eldstica y €, = ¢ — €3 es Ia anisotropla dieléctrica del fluido, en donde ¢ y €5 denotan
respectivamente, sus constantes dieléctricas en direcclones parslela y perpendicular a ',
El asterisco en la ecuacién snterior denota complejo conjugado.

Dado e} carécter parcial y no lineal de la ecuacién anterior, es claro que la des-
cripcién del proceso completo de rearientacién es un problema diffcil. Para resolver ln
ecuscién de reorientacién en este caso se tiene que recurrir a clenlos numéricos complicados,
de manera que la simplicidad del modelo se pierde. Por esta razén restringiremos nuestra
descripcién a la etapa final del proceso, Mds especfficamente, linearlzaremos la ecuacién
dindmica para el dngulo de reorientacidn alrededor del estado estacionario final en el que
T esté alineado en promedio con el campo eléetrico E.

Es un resultado experimental bien establecido que los efectos de reorientacion
dan luger a un flujo hidrodindmico 7' (contrafiujo) el cual se acopla dindmicamente con
el camnpo director. Puesto que en el estado final los contrafiujos ya han relajado casi en
su totalidad, los ignoraremos en Ia descripeién dindmica, Ei estudio de ia etapa final de)
proceso resulta més comodo si se realiza mediante el dngulo « que describe la orientacién
de T con respecto a la direccion fija de E.E éngulo de orientacién a esté relacionado con

¢l dngulo de reorientacién @ por
0(z2,t) = B - a(z,t), (6.3)

en donde 3 es el dngulo que forma E con respecto al eje z {ver fig. 5.1).
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Determinemos o forma que toman cada uno de los términos de ln energfn libre
total (4.39), de acuerdo con la geometrin espeeffica del modelo. La energin de distorsion
cléstica (4.36), en la oproximacion de constantes eldsticas iguales K = Ky = Ky = Kj se

puede reescribir como
rd=%l\’fv[(V"ﬁ‘)"Jr(":’;‘-VxT;’)’-!-(T?xVx'ﬁ’)’]dV,
o en la forma
s\ (s @5.@&’ (& - )
Id—*K./[( ) (ﬂx)((h)-‘ 8z)+("+ ) 8z 9z dv.

Al poner a las componentes (5.2) del vector director en términos del éngulo de orientacidn

a mediante (5.3), y sustituyéndolas en Ia expresin onterior, obtenemos que ésta se reduce

1 da\?
= LS AR
Fa 2K/V(02) di

La energfa ilbre eléctrica (4.38), como funcién del dngulo de orientacién o adquiere

a

la forma

|2 .
l Ey L (u. + o cos? u) av.

La energfa libre hidrodinfmica se anula, debido o la ausencia de flujos hidrodindmicos en

los estados préximos al estado final. Por consigu]enle, 1a energfa libre total queds dnda por

2 Zav)
A B o

Ahora bien, si consideramos a a pequeiio (@ & 0); es decir, que el proceso estd

muy cerca de su estado final, entonces cos?a = 1 y In expresién anterior se convierte en

Fe=~—

o1 da\? | T
F= 3 b [K (5;) el dv, (6.4)
que podemos también escribir en la forma
F=ra,
v

en donde hemos redefinido a la densidad de energia libre total como
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De esta manera, al tener presente la forma adquirida por la energfa libre total (5.4)
y las aproximaciones impuestas a la descripelén del proceso, tenemos que las ecueciones

nematodindmicas estocdsticas (4.49) a (4.51) se reducen a las expresiones

RV e

gy = —’Yl 3;;; 4 6:( ¥ .t), (5.6)
R

dg, = -:Y.I-d"l +6&(T\1), (5.7)

las cuales son ecuaciones estocésticas lineales respecto al divector. Para especificarlas com-
pletamente es necesatio calcular lus derivadas funcionales de la energfa libre total deducida,
para lo cual emplearemos la regla de la cadena

S _&F da
g~ dadng'

¥ I identidad de Lagrange [62)
6F _ of af 5
ba  Ba  Y8(00) (68)
Expresando a las componentes del vector (6.2) en términos de a(z,t) y 4 mediante la
relacién (6.3) y derivando respecto a a, la regla de la cadena bajo la suposicién de que

a = 0 toma la forma

6F 1 6F
on, cos B b ! (5.9)
6F 1 6F
Sy senfl éa (6.10)
Sustituyendo la densidad de energfa (5.5) en la identidad de Lagrange, obtenemos
bF , [8%
B =K (5;5) ‘ (5.11)

Nuevamente, expresando las componentes del vector (5.2 en términos de a2, ()
y B, derivindolas respecto al tiempo, y considerando también que a & 0, obtenemos que
las variacioies temporales de las conponentes de 7' podemos escribitlas en términos de la

varfacion temporal del dngulo de orfentacion a en la forma

diny = —dcosf, (6.12)
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dyny = asenfd, (5.13)

Sustituyendo (5.11) en (5.9) y (5.10), y éstas junto con (6.12) y (5.13) en Ins expresiones
(6.6) y (5.7); asf como multiplicando adecuudamente a las ecuaclones resultantes por —cosf!

y senfl, obtenemos finalmente la siguiente ecuaclén para el dngulo a

. 2K [ Palz!

a(z,t) = -;r-l— (~—-5£—21—2) + £ 8enf — €xcos B, (5.14)
expresion equivalente a las ecuaciones (6.6) y (5.7), que describe la evolucion temporal de
la reorientaclén que experimentan las moléeulas del nematico, et términos del dngulo de

orientacién a.

B.2.1 Ecuacién de Amplitud

Como se puede observar, Ja echacién (5.14) es una ecuacién diferencial parcial
estochstica todavia muy dificil de resolver. Sin embarge, puede simplificarse de manern
que se obtenga una ecuacién diferencial ordinaria estocdstica, del tipo Langevin [37] [63),
cotiocida como ecuacién de amplitud {62}, la cual se resolverd proponiendo desarrollos de
Fourler de lns variables involucradas compatibles con las condiciones de frontera,

Resulta mds sencillo proponer desarrallos de las variables en series de Fourier
que satisfagen las condiclones de frontera del modelo. Asf que escribiremos a la ecuacién
(5.14) como uita ecuacién para 0(2,1t) a Ja cual le aplicaremos Jos desarrolios de Fourjer de
sus variobles compatibles con las condiciones a la frontera, y o la ecuacion resultante In
escribiremos otra vez como una ecuacion para a(z,t) usando la relacién (5.3). Mediante
la relacién (5.3) y la ecuacién (5.14), es posible obtener la signiente ecuacién diferencial
parcial estocdstica para ¢
26 ( 0%

0(z.!.) = -7-,- -8—;5) + €, cos 3 - &ysenfl, (6.18)

a la que aplicaremos los desarrolios en series de Fourier

0(z,t) = i O (t) cos [(2111 + l)%ﬁ] .

m=0

§elait) = i & (L) cos [(2m+ l)%i] .

m=0

&z t) = i Eaan (t) cos [(21!1 + 1)%‘3] .

m=0



Al sustituir estas expresiones en la ecuacion (5.15), obtenemos la ecuacién de amplitud para
0

. 1

Om(t) = -;0,,,(!) €z m(t)cos f ~ & m{t)seng. (5.16)
donde

o]
T2 {@m+Nn]

Puede observarse de la definicién anterior, que el sistema se relaja mds lentamente cuando
m = 0. Considerando inicamente este modo (dado que es el predominante}, la ectiacion de

amplitud mencionada se simplifica:

i) = -}o(t) +6:(0) cosfl ~ &,(t)senp, (5.17)

=m (4
T‘zk(n)‘

. 8i consideramos que la relucién (5.3) es también vélida parn las amplitudes de

en donde

Fourier de los modos correspondientes
0t) = 8 - a(l), (5.18)

al sustitufrle en la expresion (6.17), llegamos a una ecuacién de amplitud para el dngulo a

a(l) = —-}a(t) 4 g +1i(l), (5.19)
en la que
n{t) = &x{t)senfl ~ £;(t) cos A
es el término estocdstico de Ia ecuacién de tipo Langevin para o, y puede mostrarse que

satisface una relacién de fluctuacion-disipacién semejante a (4.52):

@rw) =22 s o) (20)

5.2.2 Primer y Segundo Momentos
Nos interesa calcular los momentos primero y segundo de a(t), que serdn de imn-

portancia mds adelante. Para lo cual requerimos la sojucién general de ln ecuncién (5.19),

para a(0) dada

t
a(t) = a(0) 1" +4(1-e) 4e7tle / Ty, (5.21)
0
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Al tomar promedios de la ecuacidn antetior sobre el dngulo de orientacién a y el término
estacdstico 1, y al considerar que {n{t')} = 0, asf como que a(0) = (a(0)} obtenenios el
primer momento

{a(t)) =B~ 8- (a(0))}e”

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn (5.21), tomando nuevametite prome-
dios sobre e} dngulo de orientacion a y el ténmino estocéstico 4, y utilizando el resultado

(5.20), obtenemos el segundo momento

(o’(l.)) =44 2“’1 —=—7 203 — (n(0)) )L

2 2kgT -
+{ —{a(0 ‘.._-__...T} 12‘/1.‘
18- (a0 ~ T | ¢
Puede demostrarse que e} primer momento de la ecuacion de amplitud en términos

del dugulo 6, estd dado por la expresion {64)

2kﬂT ~tjrt

en donde 7° # 7 y depende de los flujos producidos por la reorfentacin, Valuando a esta

expresion en ¢ = 0 y utilizando la relacién (5.18), ohtenemos que

8- (a0) = 25,/ 507,

Si hacemos

Ao = 2d 25.1)7’
¢ = V!\' '
2kg'l‘
A= o —T

entonces, Jos primero y segundo momentos quedardn dados como
() =8~-Ape™", (5.22)

(0(0) = (62 + M) = 2By ™ 4 (AR Ay) 7, (5.23)

endonde 7y = /Ty rp =2/,
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5.3 Funcién de Relajacién Dieléctrica

Como se menciond en la seccién 2.3.1, un campo eléctrico o magnético puede orien-
tar uns solucién nemética compuesta por moléculas alargadas y rigidas. En general el mo-
mento dipolar 72’ de esta solucién anisotrépica, consta de un momento dipolar permanente
fip y otro inducido 7. El dipolo permanente siempre es poralelo o la direccién W del eje
largo de ln moléeula, mientras que el inducido se escribe en términos de la polarizabilidad

como
i =oy(T B) T 4oy [E-(W-Ts‘)ﬁ‘]
ay +2a 7
Lrad -
- [outes +(a“-m)(w-.3_)].ﬁg‘anv,
de modo que

TR+ =uT+% F,
siendo ¢ Ia magnitud del momento dipolar permanente.

* Dentfo de la teorfa de Dol y Edwards [65), el vector &' que aparece en la ecuncién
anterior se interpreta como un vector unitario tangente a la direccién de la cadena poliméricn.
En el caso bajo consideracion en el que las cadenas poliméricas se identifican con las cadenas
poliméricas alargadas, es claro que el campo director 7' describe la direccién del eje princi-
pal de las moléculas (eje Gptico). Esto sugiere identificar a ' con el vector director. Debe
enfatizarse que esta identificacién permite entonces expresar al momento dipolar inducido
7 en términos de uns densidad de polarizabilidad @

a5 = ay by + Da ngny, (6.24)

en donde Aa = oy - ay. Entonces a;; es una densidad local de polarizabilidad, y por
lo tanto una cantidad macroscépica al igual que T, Esta hipétesis nos permitir calcular
los momentos dipolares y su evolucién temporal en términos de la dindmica estocéstica del
campo director discutida en los capitilos anteriores, Como veremos en lo que resta de este
capitulo, ésto a su vez permitird describir la respuestn dieléctrica de la celda nematica,

La orientacitn de los cristales Hquidos de moléculas alargadas puede ser estudinda
ol describir la dindmica de 7. Comunmente n contidad que es medida en experimentos
de relajacién dieléctrica, es el valor promedio del momento dipolar total 72'(t) sobre la
distribucion de dngulos de reorientacion

((8)) = g (1)) + o (1)) 5 (L), (5.25)

ESTA TESIS RO DEBE
LR DE LA BIBLIOTECA
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con i, j=x,2.
Mediante el empleo de la velacion (8.24) para el tensor ayj, el promedio del mo-

mento dipolar (77()} puede ser expresado en términos de los promedios del vector divector

(e (L)) y (i (t)n;(t)) en ln forma

(1)) = s (na(t)) + o, Be(t)+

Dal(ne(One (L)) Ee(t) + (ne(tne(2)) B (L)) (5.26)
(12 1)) = p{ne (1)) + ag B+
Oaf(n(Une(1)) Be(t) + (na(thna(1)) Ex(t)]. (5.27)

Los promedios (n;(t)) y {ni{t)n;(t)) podemos escribirlos como funciones del primer
y segundo montentos del dugulo o, al poner a las componentes de la relacién (5.2) en
términos de este dngulo, desarrollando en reries de potencins hasta segundo orden, y

tomando promedios. De esta manera se obtiene
(1) = Bt [(a(0), (2*®))]

C atn(z) = B [a), (2*0)]
(2 )ne(2,0)) = (o2 )nelz 1)) = Bua [(a(t)) , (a“(z))] ,
en donde v = z,7; ¢ 1 = 1,2,3. Los términos By, [(a(1)), {a®(1))] dependen también del
dngulo 3 de incidencia del campo eléctrico alterno, tal como se muestra en el apéndice.
Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones (5.26) y (6.27), se en-
cuentra que éstas dependen explicitamente de los momentos primero y segundo del dngulo

de reorientacion a; es decir

((8)) = B (1) + oy + DaBgy(t)] B (1) + DaBy(t) B (L), (5.28)
(2 (0) = kBa(t) + AaBa(VEs(l) + [0, + AaBa(t)] F(t). (6.29)

Por otra parte, como se discutio en la seccion 3.4, 1a funcién de relajacion dielécirica esti

! dada por la expresion

Gi{w) ~a5(00) T i
! e =y e el (5.30)
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en donde w es la frecuencia del campo alterno incidente, y ¢;5(t) es la funcién de relajacion
normalizada que se definié como

- $mitp;(0))
Pi{t) = m, {6.31)

en la cual y;(t) es el momento dipolar eléctrica del sistema promediado en la direccidn i, y
los paréntesis angulares denotan ef promedio en el equilibric. La funcién de correlacion del

dipolo eléctrico estd definida en términos del promedio del momento dipolar como

(0300 = {10 (15(t)) ) (5.32)

Al sustituir los momentos de a (ecs. 5.22 y 5.23) en las relaciones (5.28) y (6.29),
y con ¢l empleo de la definicién {5.32), se obtiene

(o Ope(0)) = Foot + Foeg €' = Fpgg €7 * 4 gy coswt+

25 €T beoswl 4 Flupg ¢ beoswl, (5.83)
(o (Dps(0)) = Fusy + Fag €™ ' = Fugg 7 b o [y coswt~

Foap e teoswl + Fug ¢~ ™ Peoswl, {65.34)

en donde los coeficientes #,,; con v,y = 2,2, e { = 1,.,,6, dependen de los pardmetros
materinles del nemdtico, de la geometrin del modelo, de Ia magnitud del campo eléetrico
aplicado y del éngulo de incidencia del mismo; tal como se puede observar al final del
apéndice. Atencion especial merecen los factores #,,4 coswl, v, pt = z, z, de las expresiones
anterlores, en las que puede observarse que los términos de decaimiento (aquellos que tienen
como factor una exponencial) representan la reaccién que experimenta el sistema por la
accién producida del campo eléctrico; es decir, cuantifican el tiempo que le lleva al sistema
regresar o su estado de equilibrio, tras ser perturbado por la presencla del campo. Esta
informacién aparece contenida en 71 y 73. Por otra parte, estos términos no describen el
proceso de reorientacion de las moléculas del nemético puesto que a medida que aumenta
la frecuencia w del campo y especfficamente cuando w > 7; con 1 = 1,2, las moléculas del
medio no podrén oscilar tan rapidamente, de manera que no seguirdn al campo, ya que
T{ ¥ T3 501 Jnenores; por consiguiente, las moléculas ignorardn a un campo eléctrico con
esta frecuancin, y se comportarin sélo como si estuviersn sometidns por la accidn de un
camnpo eléctrico constante, Es por esta razén que dichos términos carecen de relevancia en

la descripcidn ffsica de nuestro sistema, de manera que serdn eliminados.
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De esta manera, las funciones de relajacion normulizadas (5.31) obtenidas de las

ecunciones (5.33) y (6.34), estdn dadas como
Yuz(t) = Guet +Guad et Gume ™
Gyey ¢ Feoswl + Gy e~ teoswi, (5.35)
Yoall) = Cunt + G €™ by e ™ -
Qﬂe"”mmm+ﬂwmf”%mwh (5.36)

en donde v = 2, 2; y se han definido los cocficientes Gy = Fopil (1, (O)pep(0)) con pp =+, 2,
ei=1,.,6

Al sustituir las expreslones anteriores en la relacion (5.30), tenemos que la funcién
de correlacién dada por las ecunciones (5.35) ¥ (5.36) es escencinlmente el producto de
una funcién exponencial por un arménico, Esta forma estd de acuerdo con la asumida por
Kubo et al [66], en su teorfa de respuesa lineal de ln relajocion dieléctrica de soluciones con
moléculas polares. Suponiendo que eulw) = gulw) - i}, (), obtenemos Ia parte real e

imaginaria del tensor de permitividad eléctrica para las funciones de relnjacion normalizadas

w:z(l) M Pie(t)

P _ Gy Wi Gy wt Gugy w? G w? 5.37
G W) =——7 7 T2 12 ) 3 (6.37)
T+ W 154wt T $dw? Ty A dw

Gy wn _ Gy wr + Gusp ':':(T;‘ +20%) + Gyt “7%(7"11 + 2‘”1), (5.38)

”
6, (W)= — - :
ve (@) 8+ w? 3 + w? 8+ do? 3 +4w?

y para las funciones de relajacién normolizndas Vea(t) ¥ Y22 (1)

G2 W? o G Wt Gy W Gue w?

-

€,, (W) =~ v . p - ' 39
v ( ) 1‘2 +ul2 7'22 +wl le + 4u? 7-_;2 +4w2 (5 )
o oy Gonom_ Grawry Joo 202427 Gus 2N (g4
v (W= Ty T Ty T e

en donde se o definido a las permitividades eléctricas normalizadas real E;“, (w) e noginaria

fye (w) como

'
-t ) = t!"’(w) —(;u/(o) .
L (“‘) (;w(o) e (00) + ('wnh
- (Zu(“’)

¢ul0) ~ ¢ (00)'

(W)
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dado que el término Gy, es independiente de la frecuencia w del campo eléctrico, y donde
=T,

Ya se ha mencionado que las evidencias experimentales indican que las desvia-
ciones al comportamiento de Debye que muestran los sistemas lquido cristalinos neméticos,
se presentan en la componente de la permitividad eléctrica perpendicular €, {(w) al campo di-
rector de estos sistemas, Puesto que nuestro interés radica en proporcionnr una descripeién
tedrica de este hecho, por simplicidad se considerard un dngulo § de polarizacién del campo
eléctrico aplicado, lo suficientemente grande, de manera que ¢ () esté practicamente rela-

cionada can la companente c,, (w) del tensor complejo de permitividad eléctrica .

5.4 Diagrama Cole-Cole

Pasaremos a continuacién a obtener el diagrama Cole-Cole de un eristal lquido
nemdtico, asf como sus gréficas de la parte rea] e imaginaria de la permitividad eléctrica
como funciones de la frecuencia del campo eléctrico aplicado. Particularmente restringire-
mos nuestro estudio al cristal Hquido nemdtico p-azoxfanisol (PAA), dado que fué en el que
se encontrd la informacion completn necesaria para nuestra descripeién. Los parémetros

matetinles del PAA o la temperatura de 385 K (tiles en el modelo son:

Pardmetros Materiales del P-azoxianisol (PAA)

Coeficiente de viscosidad rotacional y, 6.8 x 1073 Pa s {58] [16]
Momento dipolar g 74x10°%Cm {68} {15] {67)
Coeficiente promedio de elasticidad K 943 x 1077 2% [16]
Polarizabilldad paralela a 5.90388 x 107%0 m?  [58) [34)
Polarizabilidad perpendicular ar 1.99224 x 1040 Frn?  [58] [34]
Permitividad paralela ¢ 4.9036 x 1071 &

Permitlvidad perpendicular € 5.0488 x 10711 <=

Los parémetros debidos a la geometrfa del modelo que se utilizaron fueron: la
separacion de los placas d = 107% m y el volumen ocupodo por el nemético V = 10-9
m?. El campo eléetrico alterno utilizado se considerd que incide con un dngulo 8 = x/3

rad (60°) y con una magnitud £ = 10'® % valor que supera al valor critico del campo
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ISe = 2,838 x 109 ,‘,—: necesario para que se produzea el efecto Fredericksz en el nemtico
empleado, Para el nemético en consideracion tenemos que 1y = 273.7316 sy 1y = 547,478
st

Al determinar los valores de los coeficientes Gy, con v = z,2 ¢ i = 2,.,6
de las ecuaciones (5.37) y (5.40) mediante los valores numéricos anteriores, se obtiene que
Grri = Gaai ¥ Crei = Gy lo cunl implica que ¥rr(l) = ¥2:(t), y que Yee(t) = ¥22(L). Lus
grificas que describen para el PAA el compotamiento de los partes real &, (w) e imaginaria
&, (w) dela componente zz normalizada del tensor complefo de permitividad eléctrica como
funclones de la frecuencia w, asf como su correspondiente dingrama Cole-Cole, se ilustran

en las figuras 5.2, 5.3 y 5.4 respectivamente,

£(0)

“o (I;z)

Figura 5.2: Comportamiento de la parte real de la componente ¢,,(w) como funcién de la

frecuencin, del tensor complejo de permitividad eléctrica, correspondiente al neméftico PAA.

5.5 Discusién

Enfatizaremos a continuacion, algunas caracterfsticas de los resultacios que se han
obtenido hasta el momento en este capitulo:
Las expresiones dadas para el primer y segundo momentos del angulo de orien-

tacion a (ecs. 522 y 5.23), presentan mds de un tiempo de relajacién. A partir del
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Figura 5.3: Comportamiento de la parte imaginaria de la componente ¢;.(w) como funcién
de la frecuencla, del tensor complefo de permitividad eléctrica, correspondiente al nemdtico

PAA,

conocimiento de esta Informacidn, ya se puede inferir que nuestro madelo no se compor-
tard como lo predice la teorfa de Debye. Es bien cierto que sélo obtuvimos dos tiempos
de relajacién porque \inicamente hicimos desarroflos de potencias de las componentes del
vector director (ec.5.2) en términos del &nguio de orfentacion a sélo hasta segundo orden,
de mnanera que parece probable obtener tantos tiempos de relajacion como los 6rdenes en
que se desarrollen en serles de potencias las componentes del vector director mencionadas.

Hemos obtenido para el nemétleo p-azexianisol (PAA), un diagrama Cole-Cole (fig.
5.4) correspondiente a la componente de la permitividad eléctrica perpendicular al campo
director, que se desvia de un semicfrculo. Dicho diagrama, se presenta adiclonalmente junto
con un diagrama Cole-Cole correspondiente a un sistema que se comporta de acuerdo con la
tearfa de Debye (indicado por un semicfrculo) . Esto nos permite establecer, aunque sea de
manera cuslitativa, una comparacién entre ambos sistemas y poder asf flustrar lo alejado
que 6e encuentra el nemdtico en consideracién de comportarse como lo predice la teorfa de
Debye.

La gréfica correspondiente a la parte imaginaria de la permitividad eléctrica como
funcién de la frecuencia (fig. 5.3) como es bien sabido, estd asociada con In pérdida
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Figura 5.4: Dingrama Cole-Cole del p-nzoxianisol (PAA}, correspondiente o la componente
de 1a permitividad eléctrica perpendicular al campo director €}, y que asociamos con la

componente ¢,,(w) del tensor complejo de permitividad eléetrica,

dieléctrica, Puede observarse que dicha pérdidn es médxima sélo cunndo la frecuencia del
campo aleanza un clerto valor especifico.

Debe resaltarse que los cdleulos de Ia perinitividad dieléctrica y del diagrama
Cole-Cole correspondientes, contienen contribuciones en la componente zz normalizada del
tensor complejo de permitividad eléctrica, gue son independientes del campo, proporcionales
al campo o de potencins superiores al mismo, Estrictamente, este es un resultado que va
mds alld de los limites de validez de la teorfa de respuesta lineal que estd implicita en In
ecuacién (5.30), Sin embargo, los resultados dados por las ecuaciones (5.37) o (5.40) en
las que algunos de los coeficientes son funciones del campo y estdn dados en e apéndice,
son del tipo de los resultados que predicen algunas teorfas moleculares [66] {68] [69] [70].
Efectivamente, de la teorfa de Dot y Edwards se puede demostrar que e} fndice de refraccion
y en consecyencia {a permitividad dieléetrica, sot un efecto de segundo orden en el canipo
aplicado (ver referencia {65] secc. 8.5.3).

Podemos realizar Ia descripeion del comportemiento de otros sistemas lquido
cristalinos nemdticos durante Ia etapa final del proceso de relajacion dieléctrica, si se cono-
cen sus pardmetros materinles que se requieren en nuestro formalismo tedrico, tales como

los que se utilizaron para el p-azoxianisol (PAA).
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Conclusiones

Eif tratamiento que se ha realizado de la relajacion dieléctrica en eristales liquidos
neméticos dentro de las limitaciones del presente trabajo de investigacién, proporciona
algunas contribuciones nuevas a estudio de dichoe fendmeno, como son las siguientes:

Generalmente las descripciones de Ja relajocién dieléctrica se realizan en forma
determinista basadas en una aproximacion de campo medio que desprecia inhomogenel-
dades espaciales y fluctuaciones térmicas, ta} como se mencioné en la introduccién general.
Precisamente en este trabajo se toman en cuenta las fluctuaciones térmicas inherentes al
proceso de reorientacion de las moléculas del nemdtico, que tiene lngar durante el proceso
de relajacion dieléctrica del mismo,

La introduccién de las fluctunciones térmicas, proporciona una descripeién inds
completa del fendmeno de Ia relajacién dieléctrica en un cristal lfguido nemdtico y permite
introduclr algunos métodos de Ja mecAnica estadfstica fuera de equilibrio escasamente em-
pleados en la descripcidn de In dindmica de estos sistemas, como lo son las funciones de
correlacion de equilibrio.

Una de las aportaciones originales de este trabajo estriba en haber proporcionado
una expresién analitica de Ia funcién de relajacién dieléctrica para una pelicula de cristal
liguido nemético confinada entre dos placas dieléctricas paralelas y bajo la accién de un
campo eléctrico alterno, que describe las etapas finales de su orientacién y & su vez permite
la descripeidn de las contribuciones que la desvian de ln ecuscidn de Debye.

Debe enfatizarse que Ia hipétesis clave que permitié realizar o anterior, consistié en
identificar a la direccion del eje de moléculas de cadenas poliméricas ' que es una cantidad

microseépica, con el vector director 7’ que es una variable hidrodindmica, Esto permitié
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caleular el momento dipolar 7 en funcion de la dindmica del vector divector W', y poder asi
realizar una descripcién hidrodindinica de la relajacion dieléctica de los cristales fquidos,
Estn hipotesis renlmente resulta novedosa ya que permite obtener el momento dipolar y
su correlacidn en equilibrio, en términos de lo dindinica estocdstica del vector director, El
establecerls, se sugiere de las caractetfsticas de la teorfa microscdpica desarrollada por Doiy
Edwards para las soluciones nemdticas poliméricas, Por otra parte, los resultados obtenidos
en esta investigacion nos inducen a pensar que la hipétesis es correcta,

Podemos describir el comportamiento de otros sistemas lfquido cristalinus sa-
biendo de antemano sus pardmetros matetiales; no obstante, existen pocos experimentos
disefindos parn estudiar el praceso de relajacion dieléetrica en sus ltimas etapas (que son
los estados conslderados en este trabajo), jor lo que no pueden compararse directamente
los resultados obtenidos con experimentos, A pesar de ésto, del conocimiento que se tiene
de algunas evidencias experimentales pudemos realizar una comparacidn cualitativa con los
resultados obtenidos tedricamente, 1o cual nos permite afirmar que miestro trabajo es con-
fiable; nsimismo, la concordancin que muestran éstos con las predicciones tedricas de Doj y
Edwards para la birrefringencln en dieléctricos también nos sugiere lo mismo,

Resumlendo, el presente trabajo de Investigacion resulta un esfuerzo por explicar
el alejamiento al comportamiento de Debye que muestran los cristales liquidos nemaéticos
termotrdpicos de bajo peso molecular. Podemos afirmar que la descripeion de las correla-
ciones orlentacionales de largo alcance de sus moléculas dada en términos de In dindmica
estocdstica de la orientacion de las mismas, muestra cémo se desvfan estos sistemas del

comportamlento de Debye.



Apéndice

Relaclén de términos definidos duraute los desarrollos algebraicus, y que dependeu

de los pardmetros materiales del nemdtico en consideracién, de la magnltud del campo

eléctrico empleado y de su dngulo de incidencia, asf como de cantidades geométricas del

modelo,

Ba() = Ba [{o(0) (o)) = seng-
cos i (a(t)) ~ %iacnﬂ <a2(t)> ,

fHt

B [(o(t)  {a0))] = seri®s ~
2senficos A {a(t)) + (cos® B — sen?g) <(12(L)> ,

B:'z(’)

Bar(t) = s [{a(0)), {at))] = cos B+
senf{a(l)) - -21—1 cus 8 (u’(l)) .
Ball) = Bula(), <1)2(l)>] =costfi +
2cos fsenf {o(t)} + (sen’s ~ cos? ) <n2( £)> .

Bea(t) = Ba (o), (a*(1))] = Ba(t) = Bua [fa(t)), (o¥0))]
= cos st + (sen®B ~ cos? 8) (a(l)) ~ 2senBeos § (a”(l)) ;

By = By(0),  Be=B0(0), Ba= B:3(0),

[f_»; = B”(O). B,g = ILQ(U), B,:] = B;s(ﬂ).



También se ha definido
Cy = plyy + Bla, senB + Aa(Bzasenfl + Bacos )],

'y = uBy + Elay cosf 4 Aa (Byycos -+ Baasenf)) s

[,y = sen ~ Beosfd — él—!scnﬁ(ﬂ’ + Ay

DYy = Aoleos § + Baenfs).

D= -zl—!scnﬂ(z\}’, - A,

Dy = sen®d - 23senfeos § + (5% + Ay)(cos® —sen?s),
DYy =24 [scnﬁcos 8 - f{cos® —scn"[})] .
nly= (Af, - A,) (cos? —seng).
Dy = senfcos § + B(sen? ~ cos® B) — 2senfi cos B(B* + Ay),

s = Ao (4ﬂscn{icos 3 - sen? +cos? {3) ,

Dy = 2senf cos (A} - Ay);

D}, = cos B + fBsendd ~ z—l!cos BB+ A,

Dy = Aa(Becos B ~ senf),

DI} = grcos 843 = ),

Dy = cos? B + 2B cos Bsenfd + (6% + Ay )(sen8 - cos?),
Dy =24 [cos Gsenfd + d(sen ~ cus-z)] ‘
= (/\(2) - /11) (8en*B = cos?),
Iy = cosBsenf + B(sen? — cos® §) ~ 2sendeos f(B* + Ay),

DYy = Ao (Jﬁﬂmlﬂcos f - sen® 4 cos? {i) \

DYy = 2senBeos B(AL ~ Ay).

)
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Finalment»:
Fyn = plnCo

By = it Co
Fogy = pD9 000
Fort = o senid + Da (Dgsend + D, cos )] ECr,
Fogs = Do (Dgsenf + Dty cos B) ECo,

[ = Do (Dypsenfd - D eos ) BECw

et = pD5eCn

Fiaz = D50

Fpes = D30
Fiaa = [ o+ B (Digeos 4 D B
Py = O (Digeos 8 = Diaf) BC

Fpeg = Da (DYycosf— D) ECy,

siendo ¥ = T, 2.
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