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Introducción 

r(0) —  c(w) — cc., — 
1+ iwril 

en la cual c(to) = r'((o) — icn(a)) es la perrnitividad eléctrica compleja, u, es la frecuencia del 

campo aplicado, «0) y eco  denotan las constantes dieléctricas bajo campos eléctricos estático 

y de frecuencia infinita respectivamente, y el parámetro ro es el tiempo de relajación que 

depende de las propiedades moleculares del sistema. 

Los experimentos han mostrado que una gran cantidad de materiales pueden 

ser descritos correctamente por la función de relajación dieléctrica; sin embargo, exis-

ten otros que se desvían de ésta al aplicárseles campos eléctricos alternos de altas fre-

cuencias, presentando decaimientos no exponenciales. Si bien se han realizado esfuerzos 

teóricos considerables para explicar las desviaciones al comportamiento de Debye de sis-

temas poliméricos y cristalinos, no ha ocurrido así con los líquidos polares o los cristales 

líquidos. En estos sistemas las correlaciones orientacionales de largo alcance y la presencia 

de flujos hidrodinámicos pueden afectar significativamente las propiedades dinámicas de los 

momentos dipolares, dando lugar también a desviaciones del comportamiento de Debye de 

estos medios dieléctricos [41. 

Generalizaciones recientes de la teoría de Debye se han centrado principalmente 

en considerar los efectos de inercia y memoria en la relajación dieléctrica, mediante el 

uso de formulaciones estocásticas basadas en ecuaciones de tipo Langevin [51 [61 [71. El 

propósito básico de este trabajo de investigación está dirigido a un aspecto diferente, pero 

3 

La teoría clásica de la relajación dieléctrica desarrollada por Debye, proporciona 

la razón de cambio de la polarización Inducida en un medio dieléctrico por la presencia 

de un campo eléctrico de frecuencia variable, en términos del movimiento de los momentos 

dipolares individuales del mismo [11 [21. Debye obtuvo la bien conocida función de relajación 

dieléctrica [31 
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no menos importante: describir la relajación d'eléctrica tomando en cuenta la presencia de 

fluctuaciones térmicas. En particular, estudiaremos desde este punto de vista la relajación 

dieléctrica de un cristal liquido flemático, cuyo comportamiento bien se sabe, no puede 

ser descrito satisfactoriamente por la función de relajación de Debye (se tiene evidencia 

experimental, de que ésto se manifiesta en la componente de la permitividad eléctrica del 

nenuítico, perpendicular a la dirección promedio de sus moléculas) (8) (9). 

La razón por la cual se Incluye a las fluctuaciones en la descripción de la rela-

jación dieléctrica, es la siguiente: Concentremos nuestra atención en la evolución temporal 

de las fluctuaciones espaciales asociadas a la transición orlentacional, que es inducida en las 

moléculas del nemático cuando un campo eléctrico alterno externo pasa de un valor inicial 

a l< 'Bel, menor a un valor critico 	hasta otro final I/3¡(> lEd. Durante este proceso, 

el sistema llega a ser inestable y las moléculas polares del nemático tenderán a alinearse 

con el campo eléctrico aplicado. Generalmente, el análisis de esta dinámica de transición 

es determinista y está basado en una aproximación de campo medio que desprecia inhumo-

geneidades espáciales y fluctuaciones térmicas (101111). No obstante, como es bién conocido 

del comportamiento de otros sistemas multiestables fuera de equilibrio (12), una descripción 

correcta del decaimiento de un estado Inestable deberla incluir fluctuaciones, las cuales son 

normalmente grandes durante los procesas de transición de orientación comparadas con 

aquellos en equilibrio. Además en el punto de transición donde la reorientación comienza, 

la correlación entre las moléculas aumenta, por lo que se espera que las fluctuaciones espa-

ciales asociadas con la orientación molecular sean importantes. El estudio de sistemas en 

loe que las fluctuaciones son relevantes, es necesario hacerlo con una descripción estocástica. 

Mediante ésta, es posible incorporar las fluctuaciones térmicas en las ecuaciones que des-

criben el comportamiento del :temático, y calcular los momentos Bipolares promedio con los 

cuales podrá deducirse la función de relajación dieléctrica para el mismo. 

La expresión matemática que describe el comportamiento espacio temporal de las 

moléculas durante todo el proceso de reorientación, desafortunadamente posee un carácter 

parcial y no lineal (14 De esta forma, es claro que el estudio de la reorientación molecular es 

un problema dificil en el que la ecuación de reorientación sólo puede resolverse recurriendo 

a cálculos numéricos complicados. Por esta razón, restringiremos nuestra descripción a 

la etapa final del proceso; es decir, linealizaremos la ecuación dinámica que describe la 

reorientación de las moléculas alrededor del estado estacionario final, en el que éstas están 

prácticamente alineadas con el campo eléctrico aplicado. La restricción anterior, si bien 



5 

limita nuestra descripción del proceso, presenta dos ventajas enormes: por una parte permite 

obtener una solución analítica de la ecuación dinámica de reorientación, y por otra permite 

comparar las resultados teóricos obtenidos, con evidencias experimentales. Cabe mencionar 

que los flujos hidrodinámicos inevitablemente Inducidos por la reorientación de las moléculas 

del nemático (141 durante el proceso de relajación d'eléctrica serán despreciados, dado que 

en la etapa final de la reorientación molecular los contraflujos ya se han relajado casi en su 

totalidad. 

Con el fin de ordenar y precisar las consideraciones anteriores, las cuales resultan 

necesarias para una correcta y más simple descripción del proceso de relajación dieléctrica 

de un cristal líquido nemático, se ha estructurado el presente trabajo de investigación de la 

forma siguiente: 

Capítulo 1. Se consideran aspectos generales de los cristales líquidos, tales como 

su estructura química, su clasificación, la representación del comportamiento colectivo de 

sus moléculas por medio del vector director, y la cuantificación del grado de orientación de 

los mistnes mediante el parámetro de orden. 

Capítulo 2. Se aborda la teoría de relajación dieléctrica de Debye. Se expone 

el modelo empleado por él, se deduce la función de relajación dieléctrica anteriormente 

indicada, y se muestra una representación geométrica de la misma (diagrama Cole-Cole), 

que resulta muy útil para su interpretación. Asimismo, se discuten las limitaciones de dicha 

teoría. 

Capítulo 3. Se muestra el formalismo de las funciones de correlación en términos 

del cual podremos calcular el valor promedio del momento dipolar total, que es la can-

tidad que usualmente se mide en experimentos de relajación dieléctrica. Se considera la 

teoría de Kubo de la termodinámica irreversible lineal, la cual al aplicarse a la relajación 

dieléctrica nos permitirá obtener la función de relajación dieléctrica de sistemas como los 

líquido cristalinos flemáticos. 

Capítulo 4. Se expone la teoría nematodinómica y su extensión: la nematodinámica 

estocástica, la cual nos permitirá incluir a las fluctuaciones térmicas como fuentes de ruido 

interno en la descripción de la reorientación molecular del nemático que se produce durante 

la relajación dieléctrica. 

Capítulo 5. Se aplican los formalismos teóricos presentados en los capítulos prece-

dentes, al estudio de la relajación dieléctrica de un modelo de cristal líquido flemático. 

Se deduce la función de relajación dieléctrica del mismo a partir de las correlaciones de 
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sus momentos dipolares totales. Se considera en particular al cristal líquido flemático p-

azoxianisol (PAA), al que mediante la función de relajación dieléctrica mencionada, se 

calcula la componente de la permitiviciad eléctrica perpendicular al campo director del 

nemático; y se obtiene su respectivo diagrama Cole•Cole, el cual se aleja de un semicfrculo, 

indicando la desviación al comportamiento de Debye de esta sustancia. Por último, se 

discuten los resultados obtenidos. 

Finalmente, se presentan las conclusiones que se desprenden del presente trabajo 

de investigación, enfatizando algunos aspectos relevantes que tuvieron lugar durante el 

desarrollo del mismo, así como sus limitaciones. 



Capítulo 1 

Cristales Líquidos 

1.1 Introducción 

Existen sustancias que ocupan un lugar único en la naturaleza, que se caracterizan 

por ser un estado de agregación intermedio entre las fases sólido cristalina y líquida 1151. 

Tales sustancias, se denominan cristales líquidos y constituyen verdaderamente un nuevo 

estado de la materia 111 dadas las características inusuales del o de los diversos estados 

intermedios (denominados mesofases) en los que pueden existir. Las primeras observaciones 

de una mesofase líquido cristalina datan de finales del siglo pasado, cuando fueron realizadas 

por Iteinitzer (17( y Lehmann 1181 I; hoy en día, se sabe que miles de compuestos orgánicos 

presentan esta característica (21(. Para entender las propiedades físicas que hacen tan 

especiales a los cristales líquidos, examinemos brevemente las características de la estructura 

que forman las moléculas de las fases sólido cristalina y líquida. 

Los sólidos cristalinos se caracterizan por tener un arreglo altamente ordenado de 

moléculas a intervalos espaciales grandes, en comparación con las dimensiones moleculares; 

es decir, poseen orden de largo alcance. Como están sus moléculas constreñidas a ocupar 

ciertas posiciones, decimos que la fase sólida presenta orden posicional. Si sus moléculas 

además son anisotrópicas, entonces presentan una orientación específica dando lugar a lo 

que se conoce como orden orientacional. La confirmación experimental de estas propiedades 

se ha establecido, por ejemplo, mediante el patrón de difracción de rayos X de los cristales, 

el cual muestra picos agudos bien definidos (ver figura 1.1a). 

El estado líquido es bastante diferente. Sus moléculas no ocupan posiciones es- 

Un interesante desarrollo del proceso histórico está dado por Kelker 111 y Collings 121 
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Figura 1.1: Patrones de difracción de rayos X de: a) un sólido cristalino, b) u n líquido 

isotrópico y c) un cristal líquido esméctico A. 
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pecíficas, ni permanecen orientadas en una forma particular; por lo que carece de orden 

posicional y orientacional. El patrón de difracción de rayos X de un liquido ordinario no 

presenta picos, debido a su escasa estructura o inexistente orden de largo alcance (ver figura 

1.1h). 

La mesofase líquido cristalina tiene la característica particular de que su orden 

posicional se ha reducido notablemente o ha prácticamente desaparecido, mientras quo posee 

algún orden orientacional. Esta propiedad crucial, constituye un requerimento escencial 

para que se produzca y dar lugar así a las propiedades físicas tan peculiares que la distinguen 

(15). El patrón de difracción de rayos X de los cristales líquidos, es como el que aparece en 

la figura Lic. 

1.2 Estructura Química 

Las moléculas que propician la formación de cristales líquidos, muestran las siguien-

tes características fundamentales: una alta anisotropfa y una polarización permanente o 

inducida en gran parte de ellas. La gran mayoría de las moléculas de sustancias líquido 

cristalinas se distinguen por poseer una estructura como la mostrada en la figura 1.2, cons- 
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titttida por 1161 1191 1211 1221 (231: 

Figura 1.2: Estructura química de una molécula típica de cristal líquido, la cual consta 

de sistemas anillados (generalmente de benceno), grupos terminales A y C y puente B, y 

cadenas laterales D. 

a) Uno o más sistemas anillados aromáticos (generalmente de benceno), que son 

altamente polarizables e intervienen en la formación de la estructura molecular; 

b) grupos terminales A y C, los cuales a medida que aumenta su longitud, refuerzan 

la anisotropla de la molécula, incrementando la estabilidad del cristal líquido; 

c) grtlpos puente o de eslabonamiento 13, que de acuerdo a la manera en que 

se enlazan con los sistemas anillados determinan la forma de la molécula, así como la 

flexibilidad y polarizabilidad de la misma; y 

d) cadenas laterales I), que generalmente ensanchan a la molécula evitando que 

experimente atracciones laterales con otras moléculas, y si llegan a ser muy largas disminu-

yen la anisotropfa de ésta, ocasionando un decremento en la estabilidad del cristal líquido. 

Algunos ejemplos de los grupos anteriores se ilustran en la figura 1.3; por otra parte, en la 

figura 1.4 se muestran varios de los cristales líquidos más representativos. La descripción 

anterior, corresponde a moléculas en las que al estar sus sistemas anillados eslabonados 

con los grupos terminales y cadenas laterales de la manera descrita, presentan una forma 

alargada, como barra, denominada calaniltica; sin embargo, también puede ocurrir que los 

sistemas anillados al enlazarse con los grupos terminales y sobre todo con cadenas laterales 

desordenadas 1151 121I 1221, den lugar a una estructura molecular plana, de forma de disco, 

llamada discótica (ver figura 1.5). 

Las moléculas discóticas, generalmente están constituidas por cadenas laterales 

largas, siendo éstas de grupos como éster o éter. Ejemplos representativos de este tipo de 

moléculas se dan en la figura 1.6. 

Otro tipo de moléculas que dan origen a las cristales líquidos, son las amfifílicas 

al mezclarse con algón solvente. Como característica principal, su estructura consta de 
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Figura 1.3: Algunas de las estructuras más comunes que conforman a una molécula típica 

de cristal líquido: a) sistemas anillados (aromáticos y heteroaromáticos), en donde R corres-

ponde a CI, Bt, 1, OH, 0Alk, OOCAIk, C113, CN, NO2; b) grupos terminales y cadenas 

laterales, en las que R = n-alquilo; y c) grupos puente o de eslabonamiento. 

una parte polarizada, ligada con otra no polarizada constituida generalmente de cadenas 

de hidrocarburos. Al mezclarse las moléculas amfifílicas con un solvente, ambas regiones 

(polar y no polar) reaccionan de forma diferente con éste, y si las concentraciones de ambos 

son las adecuadas darán lugar a la formación de estructuras fuertemente anisotrópicas. 

Por último, consideremos otra clase de moléculas que también inducen a la for-

mación de la mesofase líquido cristalina. Dichas moléculas son las versiones pollméricas de 

los monómeros citados al principio de esta sección, y a los cristales líquidos que dan lugar, 

se les conoce como poliméricos [15) )20) [23). 

Todas las propiedades físicas de los cristales líquidos están determinadas por las 

características de los grupos que constituyen sus moléculas, y de cómo éstos están sinteti-

zados químicamente; lo cual determina por ejemplo su permitividad eléctrica, o el número 

y tipo de mesofases que presenta, entre muchas otras propiedades de los mismos. 

• .14. 
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N 
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Figura 1.4: Moléculas líquido cristalinas representativas: a) p-azoxianisol, PAA; b) N-(p-

metoxibencilldeno)-p'-butilanilina, MUSA; e) p, p'-diheptiloxiazoxibenceno, IIOAB; d) p, 

p'-dinonilazobenceno ; e) N-(p-etoxibencilideno)-p1 (Q-metilbutil)anilina; y f) cloruro de 

colesterllo, 

1.3 Clasificación 

Dependiendo de su estructura molecular, los cristales líquidos pueden poseer una o 

más mesofases antes de transformarse en un líquido isotrópico o en un sólido cristalino. Las 

transiciones de estos estados intermedios pueden producirse, ya sea por medio de variaciones 

en la temperatura, o por la influencia de solventes. Dada la dependencia que presentan 

con respecto a los parámetros físicos señalados con anterioridad, se clasifica a los cristales 

líquidos como: termotrópicos si sus cambios de fase están gobernados por la temperatura, 

o en llotrópicos, si dichos cambios dependen de sus concentraciones al mezclarse con algún 

solvente; no obstante, ampliaremos esta clasificación al incorporar a los poliméricos, que 

como se mencionó, también presentan fases líquido cristalinas. Por consiguiente, los cristales 

líquidos pueden identificarse como: 

1.3.1 Termotrépicos 

Son los cristales líquidos más ampliamente utilizados y extensamente estudiados. 

Exhiben varias fases líquido cristalinas como función de la temperatura. Si bien la forma 
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Figura 1,5: Estructura química de una molécula discótica típica. 

de sus moléculas es bastante complicada, puede considerarse como calamítica o discótica. 

Calainfticos 

Este tipo de cristales líquidos terinotrópicos son los más comunes y los más cono-

cidos 2. Sus moléculas, que interactilan entre sí, dan lugar a estructuras ordenadas que de 

acuerdo con la nomenclatura de Friedel 124), pueden clasificarse en términos generales en 

tres tipos: flemáticos, estnécticos y colestéricos, 

Neináticos La fase nemática, poseé orden de largo alcance en la orientación de sus 

moléculas y al mismo tiempo desorden en la posición de los centros de masa de las mismas. 

Además éstas pueden moverse lateralmente, girar alrededor del eje coiniín o deslizarse pa-

ralelamente a él, característica que le permite al flemático (luir como un líquido ordinario 

isotrópico 3 1 pero al estar espontáneamente orientadas con sus ejes largos 4  aproximádamente 

paralelos, le confieren al mismo propiedades ópticas unnudales propias de los cristales (ver 

figura 1.7b). En la figura 1.4, algunos flemáticos están representados en los incisos a) y b). 

Esmécticos En contraste con los flemáticos que son la fase más desordenada de los 

cristales líquidos, los esmécticos constituyen la más ordenada. Lo que hace tan peculiar 

a esta fase es la estratificación en In que se encuentran sus moléculas, ya que se ordenan en 

capas o planos presentando en cada uno de ellos orden espacial y orientacional. Al igual que 

2 Eadaten cerca de 20000 compuestos de esta clase, 15000 de los cuales están compilados en tablas 1211. 
3Para un :temático típico tal como el PAA (ver figura 1.,1a), la viacocidrul es del orden de 0.1 Poise, 

mientras que la del agua a temperatura ambiente es del orden de 10-2  Poise. 
4Se considera como eje largo de 1/1111 molécula, aquel en el cual ésta presenta su menor momento de inercia 

al girar. 
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Figura 1.6: Moléculas líquido cristalinas discóticas representativas: a) hexa-n-alcanoatos 

de benceno, b) hexa((4-octilfenil)etinil)benceno, c) hexa-n-alcanoatos de aciloinositol, y d) 

hexa-walcanotitos de trifenileno y hexa-n-alcoxitrifenileno. 

los flemáticos, las moléculas del esméctico también pueden girar alrededor de la dirección de 

orientación común; pero no les es posible hacerlo fuera de la capa en la que se localizan. En 

cada plano las moléculas pueden acomodarse en filas con diferentes grados de orden en la 

posición de sus centros de masa (ver figuras 1.7d y 1.7e). Las interacciones entre las capas 

son débiles en comparación con las fuerzas laterales entre las moléculas, en consecuencia, las 

capas pueden deslizarse una sobre otra con relativa facilidad, confiriéndole a esta mesofase 

sus propiedades de fluido. 

Un número de distintas clases de esmécticos se han reconocido de acuerdo con 

el arreglo de sus moléculas y con las propiedades determinadas por su estructura. Las 

distintas fases esmécticas descubiertas se han designado históricamente por letras, de modo 

que hasta nuestros días incluyen de la A a la I< 111 En la figura 1.4, algunos esmécticos 

están representados por las incisos c) y d). 

Colestéricos La mesofase colestérica, es un tipo de cristal líquido nemático que se carac-

teriza por estar compuesto de moléculas ópticamente activas. Como en el caso de los 

esmécticos, sus moléculas también están acomodadas en capas superpuestas; pero con sus 

ejes moleculares orientados paralelamente al plano mismo de las capas. Esta dirección 
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cambia ligeramente de capa en capa dada la peculiar estructura molecular de los colestéricos, 

y en consecuencia, el eje largo de la molécula al pasar de un plano a otro, describe una 

trayectoria helicoidal (ver figura 1.7f). A la distancia que le lleva a una molécula rotar 

completamente, recibe el nombre de paso p del cristal líquido; y basta con observar la figura 

citada para deducir que la estructura del cristal líquido colestérico repite su patrón cada 

medio paso. En la figura 1.4, algunos colestéricos están representados por los incisos e) y 

f). 
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I 	i inn4,0011111011 hilinV flwAl.7490/4f/4 

	

Al 
	

e) 

Figura 1,7: Estructura de: a) fase sólida, b) nemático, c) líquido isotrúpico, d) esméctico 

fase A, e) esméctico fase C y f) colestérico. 

Diacóticos 

Las primeras sustancias liquido cristalinas con moléculas en forma de disco fueron 

preparadas e identificadas apenas recientemente 6 , y desde entonces un gran número de com-

puestos discóticos se han sintetizado. Estructuralmente, la mayor parte de ellas pertenecen 

a dos categorías: columnar y Hemática (15). La fase columnar, en su forma más simple con-

siste de discos apilados en forma no periódica, que dan lugar a columnas que constituyen 

una malla o red bidimensional (ver figura 1.8a); además, un número de variantes de esta es-

tructura han sido identificadas como: hexagonales, rectangulares, inclinadas, etc. Por otra 

parte, la fase nemática está determinada por el hecho de que el eje perpendicular al plano de 

sEra 1977 fueron obtenidas por vez primera por eiettUficurr de In India. 
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cada molécula discótica tiende a orientarse en promedio, en una dirección específica; por lo 

tanto, poseen orden orientacional de largo alcance, aunque carecen de orden traslacional del 

mismo tipo (ver figura 1.8b). Finalmente, cabe mencionar que se han Identificado también 

fases colestérica y esméctica de los mismos (11 

a) 

Figura 1.8; Estructuras formadas por moléculas discóticas: a) colwnnar y 14 nemática. 

1.3.2 Liotrópicos 

Son cristales líquidos producidos mediante la mezcla de concentraciones adecuadas 

de dos o nuis sustancias. Los sistemas más comunes que se utilizan en su elaboración, son 

aquellos formados por moléculas amfifilicas tales como el jabón o los fosfolfpidos al ser 

mezclados con agua como solvente (15) (20) (24 

Si una pequeña cantidad de material amfillico es mezclado con agua, sus moléculas 

comienzan a agruparse para formar estructuras esféricas (micelas o vesículas). Al incremen-

tar la concentración de dicho material (usualmente en la vecindad del 50%), se alcanza un 

punto en el que las micelas o las vesículas forman estructuras más grandes y alargadas, las 

cuales se agrupan con sus ejes mayores de simetría prácticamente paralelos entre sí, para 

construir un cilindro de sección hexagonal (fenómeno al que se le denomina fase hexagonal). 

Otra estructura común que se forma a mayores concentraciones es la lindar, que consiste 

en la agrupación de las moléculas amfiffiicas en bicapas planas separadas por agua. 



16 

Este tipo de cristales líquidos, son muy abundantes en la naturaleza y práctica-

mente ubicuos en los sistemas vivientes 124 Algunos ejemplos de las estructuras que forman 

se muestran en la figura 1.9. 

I 	
I 

\!-- 

`s. 	 e•W' „1. 

	

....A:Fi • 	%/ re: t 	 JI•b. 	" 

b) 
	 c) 

Figura 1.9: Esquematización de: a) moléculas arnfifílicas inmersas en agua, que pueden dar 

lugar a la formación tanto de b) vesículas y estructuras más complejas como las laudares, 

o c) micelas y formas más complicadas como las hexagonales. 

1.3.3 Poliméricos 

Las estructuras de polímeros que forman cristales líquidos tienen la peculiaridad 

de poseer unidades monoméricas básicas (calamíticas o discóticas) de molaridad baja y alta 

alsotropfa. Al unirse a lo largo o lateralmente de la cadena principal, forman la columna 

polimérica; constituyendo así, a los cristales líquidos poliméricos de cadena principal o a los 

de cadena lateral respectivamente (20). Algunos ejemplos de la estructuras que forman este 

tipo de cristales líquidos se muestran en la figura 1.10. 

1.4 Vector Director y Parámetro de Orden 

De acuerdo con las descripciones anteriores de las mesofases líquido cristalinas, 

puede observarse que cualquiera de éstas presentan moléculas de una gran anisotropía que 



)t~ 
17 

 

a) 1,1 

Figura 1.10: Estructuras formadas por cristales líquidos poliméricos: n) cadenas poliméricas 

principales y b) cadenas polimérica.s laterales, 

tienden a orientarse en promedio en una dirección específica. Este comportamiento colec-

tivo de las moléculas puede ser representado mediante un vector unitario Ti+  denominado 

director (ver figura 1.11). Una propiedad importante del director es la equivalencia entre 

las direcciones i y 	del mismo. 

Figura 1.11: Representación de la orientación promedio de las moléculas de un cristal líquido 

mediante el vector dirctor. 

Para poder cuantificar que tan ordenadas orientacionalmente se encuentran las 

moléculas de un cristal líquido, se recurre al parámetro de orden. Si se considera que las 

moléculas del mismo son barras rígidas idénticas, y asociamos a su eje largo un vector 
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unitario k, entonces el parámetro de orden microscópico S está definido por la cantidad 

escalar 

s = 1((z. T̀ )(1' -'7) —1) 

= 1  (3cos2 O-1), 

en donde O es el ángulo que el eje largo de la molécula forma con el vector director, y (...) 

denota un promedio estadístico. Este parámetro permite describir el orden de largo alcance 

de las moléculas. Se dice que es microscópico, porque vaina la respuesta promedio de las 

moléculas del cristal líquido. La definición anterior resulta adecuada para la descripción 

de sistemas líquido cristalinos compuestos de moléculas que posean simetría rotacional o 

cilíndrica alrededor de 6; por lo que para moléculas rígidas de forma arbitraria se define el 

parámetro tensorial de orden SI? como una generalización natural del anterior: 

	

SZt = 2 (3 inio — 606it) 	 (1.2) 

en donde i,j = 	y', z' son los ejes de un sistema coordenado fijo a las moléculas, y 

a,13 = x, y, z son los ejes del sistema coordenado de laboratorio (ver figura 1.12) y donde 

bao y 5i)  son deltas de Kronecker. SIY3  es un tensor simétrico en i, j y en a, [3, y carente de 

traza. 

En los cristales líquidos reales las moléculas pueden ser flexibles, en contraste con el 

modelo rígido de las mismas considerado con anterioridad. Es preferible definir la cantidad 

de orden de las moléculas de un cristal líquido en términos de una propiedad macroscópica 

del mismo, de manera que sea independiente de cualquier suposición respecto a la rigidez 

de las moléculas [16) 1251. La propiedad tnacroscópica que puede seleccionarse por ejemplo 

para representar la cantidad de orden, puede ser la anisotropla dieléctrica; es decir, 

	

Qaa = (ctli 560(171 	 (1.3) 

en donde to  es el tensor de permitividad eléctrica por unidad de volumen. go también 

es un tensor simétrico sin traza. 

Si el medio es uniaxial, el parámetro de orden (1.3) toma la forma 

Qn0 	Q0( tion0i — 60)1 	 (1.4) 

en donde tk, es la componente de 	en el sistema de laboratorio fijo al sistema de coorde- 

nadas, y 90  es el módulo del parámetro de orden, 
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Figura 1.12: Orientación de una molécula, con respecto al vector director. 

El parámetro de orden definido por la expresión (1.4) es un promedio sobre todo 

el sistema, de manera que proporciona una medida del orden orientacional de largo alcance 

de las moléculas del cristal líquido. Mientras mayor sea el alineamiento de los ejes de las 

mismas con respecto al vector director, más cercano a la unidad será el valor de Q0; y por 

otra parte, si éste es cada vez menor, Qe llegará a anularse, como ocurre en los líquidos 

isotrópicos. Además, los cristales líquidos presentan orden orientacional de corto alcance, 

el cual como en el caso de los líquidos isotrópicos, consiste en que sus moléculas dentro de 

una distancia corta están correlacionadas mediante interacciones moleculares. 



Capítulo 2 

Teoría de Debye de la Relajación 

Dieléctrica 

2.1 Teoría de Debye 

En su artículo publicado en 1913 1261 relacionado con el estudio de los medios 

dieléctricos, Debye desarrolló una nueva idea (27) según la cual los d'eléctricos no sólo 

consisten de partículas cargadas ligadas eléctricamente, sino también de moléculas con mo-

mentos dipolares permanentes o moléculas polares. Despreciando la interacción entre las 

moléculas polares, supone que todas ellas se comportan en promedio de la misma forma, de 

manera que es suficiente para su estudio considerar el comportamiento de una sola. Debye 

consideró a esta molécula polar representativa como una esfera de radio a con un dipolo 

en su centro, y examinó el caso en que ésta es sometida a la acción de un campo eléctrico 

externo dependiente del tiempo F(t) de dirección fija. 

Con la finalidad de describir de una forma sencilla la teoría de Debye, presentare-

mos primero un tratamiento simplificado de la misma debido a McConnell (28), en el cual 

se analiza el caso bidimnensional en el que los dipolos de las moléculas polares sólo pueden 

girar en un plano. Posteriormente discutiremos el caso tridimensional en el que los dipolos 

podrán girar en cualquier dirección. 

Supongamos que la molécula polar tiene un momento dipolar -11 y que su eje gira 

en el mismo plano en el que se encuentra un campo eléctrico externo .1, no necesariamente 

independiente del tiempo. La dirección del eje dipolar está especificada por el ángulo 0 que 

20 
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forma con el campo. Consideremos un cilindro circular recto, como el de la figura 2.1, con 

su eje longitudinal de simetría atravesando el origen del sistema coordenado y perpendicular 

al plano de rotación del dipolo. 

Figura 2.1: Representación bidimensional del modelo de Debye para una molécula polar. 

Las dimensiones del cilindro son tales que sea macroscópicamente pequeño, pero 

microscópicamente grande; de manera que contenga una gran cantidad de moléculas movién-

dose independientemente. Ya que se ha supuesto que las moléculas polares se comportan 

en promedio de la misma forma, puede considerárseles como miembros de un ensamble 

estadístico, lo que nos permitirá hacer un promedio sobre el ensamble. La orientación de 

los dipolos se describe por la función de distribución to(0,1) en términos de coordenadas 

polares. Denotemos por w(0, t)d0 el número de estas moléculas con ejes polares orientados 

en el intervalo angular (O, O dO) al tiempo t, que supondremos es lo suficientemente grande 

como para contener una gran cantidad de moléculas polares que permitan la definición de 

w. 

El primer objetivo de Debye fué deducir una ecuación diferencial parcial que 

describa la evolución temporal de w. Consideremos que el dieléctrico es un gas o un 

líquido sumamente diluido en equilibrio termodinámico a la temperatura T, que consiste 

de moléculas no polares cuyas dimensiones lineales son pequeñas comparadas con el radio 
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a de las moléculas polares. En ausencia de un campo eléctrico, el movimiento térmico de 

los alrededores de las moléculas polares produce toreas que causan en éstas un movimiento 

browniano traslacional y rotacional, por lo que se orientarán aleatoriamente en el intervalo 

angular (O, O -' d0). 

Al aplicar un campo eléctrico al dieléctrico, se producen cambios en la orientación 

aleatoria de las moléculas polares, pero no en su posición, y la tendencia que presentan los 

momentos dipolares moleculares a alinearse con el campo es contrarrestada por un proceso 

de difusión rotacional; es decir, en el momento que se produce una reorientaclón de las 

moléculas polares por la presencia del campo eléctrico, la agitación térmica del medio que las 

rodea iniciará un proceso de nivelación de sus concentraciones, de manera que se producurá 

un transporte rotacional de éstas en la dirección del decremento de la concentración, lo que 

ocasiona un flujo o corriente de moléculas polares en la dirección en la que se incrementa 

O, el cual de acuerdo con la ley de Fiel, podemos representar como —A(Ow/80), en donde 

A es una constante que se determinará más adelante. La tendencia de las moléculas polares 

a alinearse coii el campo eléctrico 7, , genera otra corriente en la que está involucrada la 

fricción que ejerce el medio que las rodea (fuerza de arrastre). Ya que cada molécula poseé 

un momento dipolar 7?, el campo produce sobre éstas una turca — 7/4  11 7 I seri° en 

la dirección en la que O aumenta. Debido a que las dimensiones lineales de las partículas 

del Indio térmico son pequeñas comparadas con a, el problema de calcular la fricción es 

Ifidrodinámico; por consiguiente, la fricción estará dada por el término eá el cual se opone 

al incremento de O, siendo e la constante de fricción, y de hecho, si consideramos que la ley 

de Stokes es válida en este problema, tenemos que (291 

= tiira311 

en donde ti es la viscocidad de corte del fluido circundante a las moléculas polares. 

Si / es el momento de inercia de una molécula polar, su ecuación de movimiento 

considerando la presencia del campo 7. y la fricción del medio será 

/Ü = — 	fi 	sen0 —10. 

Se puede comprobar que / es despreciable para un medio fluido como el que estamos con-

siderando 1 , de manera que la expresión anterior se simplifica para obtener 

f 	r (seno 
(2.1) 

'El momento de inercia de una molécula polar como el agua ea 10-40  9 • On2 
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expresión que nos indica que la corriente wi debida a la velocidad angular media 0 de 

las moléculas polares que tienden a orientarse en la dirección del campo, es proporcional 

a la torea que produce sobre éstas el campo aplicado. Añadiendo la expresión anterior a 

(8w/00), obtenemos que el flujo total de moléculas polares a un ángulo O será 

w  I  —µ4  II .g seno  xOto 

	

00' 
	 (2.2) 

en la dirección en la que O se incrementa. 

Podemos deducir una ecuación diferencial parcial para w observando que durante 

un intervalo de tiempo infinitesimal át, la variación en el número de moléculas polares cuyo 

eje polar está orientado en el intervalo (0,0 + dO) es (Oto/00)6140. De acuerdo con (2.2), el 

número de partículas que han entrado al intervalo angular (0, 0 + dO) por O = cíe, durante 

6t es 	
(w 1  714  II 	1 seno  4-OuA 

	

d0 ) 
	

(2.3) 

y el número de partículas con ejes polares orientados en el intervalo (0, 0 + dO) que han 

salido del mismo por O dO = de durante 61, es (2.3) evaluado en 0 -I- dO. Debido a que en 

general 	

J(0, t) — f(0 + d0,1.) — O fáo 1) dO, 

se sigue que la variación neta del número de partículas con ejes polares orientados en el 

intervalo (0, 0 + dO) durante 61 es 

	

00 (u 
i 7-4,  II 	I 8"  4. x w) htdO 

do 

Igualando la expresión anterior con (Oto /00)6140, obtenemos la ecuación 

0w 	0 (tu I 	isettO 	Otu\ 	
(2.4) 

01 	DO 	 + Á  00 

Para determinar la constante Á consideremos el caso especial de un campo E = 11) 

independiente del tiempo. Entonces, la w para el ensamble de moléculas polares es una 

distribución de Maxwell-Boltzmann. Debido a que la energía potencial de las moléculas 

polares es — 1 ti II r. , coso y la energía cinética es 1/02  (30), 

w = const • exp 	2  ( 
-110+ l -17. II 

k T 
il I COS 0  ) 

(2.5) 
R  
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en donde ku es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. Tenemos entonces 

un estado estacionario, de manera que 8w/81 se anula y de (2.4) tenemos 

w I Ti I 1, sen0 
+ A— 

Ow 
= const, 

00 

Al sustituir en esta ecuación la expresión (2.5), se encuentra que = (kuT)/1 de manera 

que (2.4) se escribe 

171  = 	(u, I st II b 1 seno + k BT 	, 

	

Ow 0 —4 	 Ow 	
(2.6) 

la cual es la ecuación de difusión para w(0,1) y (k0T)/1 es el coeficiente de difusión. En 

la ecuación anterior te es la función de densidad de probabilidad, y la probabilidad de 

encontrar una molécula polar con su eje polar orientado en el intervalo (0, 0 dO) está dada 

por wd0. La densidad de probabilidad está normalizada: 

13
2yr w(0, 1,)d0 4= 1, 	 (2.7) 

Debye aplica primero (2.6) a todos los casos donde Du es la función periódica 

dependiente del tiempo .g = Zexp(iwt), y donde 1 7i' II bo 	k0T. Para resolver (2,6), 

propone un desarrollo de te en una serie de potencias de 1 E/) 1 el cual, restringido a sus dos 

primeros términos es 

= toa+ /"T‘O lob 

expresión en la que radica la escencia de la teoría de respuesta lineal, que será fundamental 

en el formalismo del capítulo siguiente. Debye deduce ecuaciones diferenciales para wo y 

w1, lo cual nos permite escribir 

T{'  I I ri) 1 

T 
ex

+ 

 p 

14

(iwt) cos 01 
w = A{1+ 

	

	 + B Bo 1 	 (2.8) 
kil   

donde A y 13 son constantes. Para valores pequeños de w, la densidad de probabilidad 

deberá ser de la forma (2.5), con .g = Ca y el término 02  se ignora debido a que u: no 

es una función de 6. Al desarrollar la exponencial de la ecuación (2.5) en potencias de 

I Ti II 1) 1 /lela', obtenemos para 1 µ II ro I« k117' 

1 	
1 

(„ I Ti> ro 0 cos) 

	

tv = — + 	 (2.9) 
2n- 
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Figura 2.2: Representación tridimensional del modelo de Debye para una molécula polar. 

donde el factor constante ha sido determinado por (2.7). Al comparar las dos últimas 

ecuaciones, obtenemos que A = 1/27r y B = 0, de manera que (2.8) se convierte en 

_1  {I 4. 	I exp(itot) cos O] 
27r 	kuT W.74 

Como en (2.9) despreciamos potencias de ordenes mayores al primero en I '7? I 

Fa MBT, decimos que trabajamos en la aproximación lineal, o que despreciamos los 

términos correspondientes a los efectos de saturación. 

2.1.1 Teoría tridimensional de Debye 

En 1929 Debye ilj extendió sus investigaciones al caso donde el eje dipolar de la 

molécula polar puede girar libremente en el espacio tridimensional 2. La w se define al tomar 

en el dieléctrico una esfera con centro en el origen de coordenadas y estableciendo que unill 

es el número de moléculas polares cuyos ejes están orientados dentro del ángulo sólido da 

En tres dimensiones la orientación del eje dipolar está especificada por dos ángulos: O y lb, 

los cuales toman valores de O a rr y de O a 27r, respectivamente (ver figura 2.2). En términos 

de dichas variables 

d1/ = senOclOddr. 	 (2.10) 

'Díaz 1311 proporciona un tratamiento ruin sencillo análogo ul CASO bidimerudonal debido n Brown 1321. 
Daniel 1331 y ISIceonnell 1281, discuten una simplificación de la teoría de Debye. 

25 
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Consideremos como eje polar esférico a un vector localizado en el origen de coorde- 

nadas, y que forma un ángulo O con respecto a la dirección del campo eléctrico 	Debido 

a que la configuración es axialmente simétrica con respecto a la dirección del campo, w 

ea solamente función de O y 1, y el elemento de ángulo sólido (2.10) es dn = 21rsett0110. 

El número de moléculas con ejes pertenecientes al elemento de ángulo sólido durante el 

Intervalo de tiempo 6t es 

2n 1 744 11 .g 1  O 
LII 	 (lo • scn20) dOát; 

DO 

por otra parte, se encuentra también 

Z.12 := 
A 	hl  DT • sen0 	0to 02tu 

eot O 6T, + ¿T4-2-) dO6t, 

de manera que (2.11) se podrá escribir como 

Oto 	1 0 [ 	Ow 	••••• = 	sed ki3T-4- µ II e,  I ti). 8010)1 Ot 	hen° 00 	 00 

la cual es la ecuación de difusión tridimensional para to(0, t) y (kDT)/e es el coeficiente de 

difusión. Debye obtuvo como solución de (2.12), en la aproximación lineal ya mencionada 

en el caso bidimensional cuando '7 = is11 exp(iwt) , la función de densidad de probabilidad 

1 
w = 	, 4- 

{ 	2 1 71' 	0 1 exp(iwt)cos O] 	
(2.13) 

2kBT 

que satisface la condición de normalización 

2tt 	to(0, t)sert0d0 =-- 1. 
o 

(2.14) 

2.2 	Relajación dieléctrica 

Debye también aplicó la ecuación de difusión para w(0,1) al proceso conocido como 

relajación dieléctrica, el cual describiremos a continuación Como resultado de la presencia 

2trsen0d0 Out = b, 1  A2, 	 (2.11) 
Ot 

en donde Al  es la contribución debida al campo y A2 la debida al movimiento browniano. 

Debye supuso que los ejes dipolares pueden moverse sólo infinitesimalmente durante él. 

Mediante un planteamiento semejante al que permite obtener la ecuación (2.1), se obtiene 

que 111 

(2.12) 
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(por un período largo de tiempo) de un campo eléctrico constante E0  que actúa sobre un 

material dieléctrico diluido de moléculas polares, el momento dipolar de las moléculas habrá 

alcanzado un valor estacionario. Si al tiempo 1 = 0 el campo es interrumpido, el sistema 

bajo la influencia del movimiento térmico de los alrededores tenderá a orientarse de una 

manera aleatoria. Este proceso es conocido como relajación dieléctrica. 

En el caso bídimensional, el estado estacionario alcanzado por el momento dipolar 

está dado por (2.9); al momento de Interrumpir el campo (2.6) se convierte en 

'Ir 2  " 
aw „ 02w 

2,7/11 
	 (2.15) 

la cual se resolverá tomando como condición inicial a (2.9). Al proponer 

1 [1. 	gò f(t)cos0] 
27r 	 k 07' 

encontramos que la solución requerida de (2.15) es 

1 	{,  I 71il  14  l exp 1—(k DT /1)11cos0 
11, = 	+ 	 , t > O. 

2tt 	 kaT 

La amplitud {i  7/4  11 9  I exp E—(k/a71)1j} /knr de la distribución inducida decae a r» 

«ir I cuando t =1/(kuT), el cual se denomina tiempo de relajación del problema. 

Para el caso tridimensional del problema de relajación, cuando un campo constante 

Eu ha sido interrumpido en l = 0, se obtiene 

1 	1 -fifiX1 	exp (--(2k 071  ME) coso  
	t > 0 w = 	-1. 	 (2.16) 

k137' 

en donde el tiempo de relajación está definido por 

rn = 
	

(2.17) 

el cual es conocido como tiempo de relajación de Debye. 

2.3 Polarización eléctrica 

Hasta el momento, sólo hemos considerado el efecto de reorientación de las molécu-

las polares (que poseen momentos dipolares permanentes) de un dieléctrico debido a la 

presencia de un campo eléctrico externo, lo cual se conoce como polarización orientacional. 
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Este no es el único caso de polarización, ya que existen materiales en los que al aplicárseles un 

campo eléctrico puede inducirse en ellos desplazamientos o deformaciones en la distribución 

de carga de sus moléculas, dando lugar a im momento dipolar inducido, y produciéndose 

de esta manera una polarización atómica o electrónica respectivamente. 

La polarización it de un dieléctrico, se define como el momento dipolar por unidad 

de volumen. De acuerdo con lo sefialado anteriormente, supongamos que la polarización 

consta de dos partes: una polarización inducida, causada por los efectos de desplazamiento 

o traslación, y otra, la polarización dipolar causada por los efectos de orientación de los 

momentos dipolares permanentes. De esta manera, si consideramos que el medio dieléctrico 

poseé N moléculas idénticas por unidad de volumen y que es sometido por un campo 

eléctrico, la polarización que experimenta estará dada como 

74)(V) = Í'¡a• Pn  

= N (V) (71 )J, 
	 (2.18) 

en donde P i es la polarización Inducida que produce el momento dipolar ji  Cal generado 

en las moléculas por la presencia del campo, siendo /1 la magnitud de éste y á un vectf).r 

tangente a las mismas; y donde Pp es la polarización orientacional debida a los giros de 

los momentos Bipolares permanentes de las moléculas por la presencia del campo, donde 

(7i) la cuantificación de este efecto, en el que el promedio es tomado sobre un volumen 

pequeilo centrado en V. Sí los momentos Bipolares permanentes están orientados al azar 

(como ocurre en ausencia del campo eléctrico), la polarización será nula. 

Como la polarización --/1  es una cantidad microscópica representativa del compor-

tamiento colectivo de los momentos dipolares inducidos por la p'resencia del campo externo 

W, es de esperarse que exista una relación funcional entre la polarización y el campo apli-

cado, digamos de la forma P = P ). Si los momentos dipolares no tienen una orientación 

permanente, se encuentra a menudo que es suficiente expresar a P campo un desarrollo de 

potencias de las componentes de E, es decir 

= E 	-I- E E Qjk EjEk + • • 

k 

donde los indices i, j y k toman las valores de x, y y z; y los valores específicos de los coe- 

ficientes xij, 	dependen del dielectrico particular de que se trate. Para un dielectrico 
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lineal, tendremos 

= 

donde 	es el tensor de susceptibilidad eléctrica, que en general depende de la presión y 

la temperatura, pero no del tiempo. 

Cuando la polarización es originada por la aplicación de un campo eléctrico estático, 

ésta se produce prácticamente en forma proporcional al campo. En el caso de un campo 

eléctrico dinámico, la polarización no necesariamente presentará esta característica; sólo si 

los cambios de un campo eléctrico dependiente del tiempo .g(t) ocurren lentamente respecto 

a los movimientos de las partículas del dieléctrico, podemos considerar una polarización 

dependiente del tiempo 11(E) que se producirá proporcionalmente con un campo eléctrico 

en cualqtder momento (proceso cuasiestático) [34). De esta manera, para un dieléctrico 

isotrópico y homogéneo podemos escribir 

.P(t) = xW(t), 	 (2.19) 

en donde el escalar x es la susceptibilidad eléctrica. 

Obtengamos la polarización V(t) para un dieléctrico constituido únicamente por 

moléculas polares de momento dipolar V, y que es sometido a un campo eléctrico "g(t) 

de dirección fija. Consideremos una porción esférica del mismo, además que es isotrópico 

y que está uniformemente polarizado. Estas suposiciones nos permitirán considerar que la 

polarización se encuentra en la dirección del campo eléctrico externo, tal como lo indica 

(2.19). Debido a que las moléculas polares del dieléctrico forman un ángulo O con la di-

rección fija del campo, el momento dipolar de cada molécula tendrá componentes paralela 

y perpendicular ri„ = µ cos0 y 11  = 7tseri0 respecto a la dirección de éste. Al sumar 

sobre las moléculas mediante (2.18), las componentes perpendiculares se cancelarán por 

simetría; por consiguente . (1) se obtendrá al sumar sólo los momentos 	siendo su valor 

-11(t) = NTi I wcosOdr. 	 (2.20) 

Emplearemos (2.20) y los resultados de las secciones anteriores para deducir ex-

presiones pera la polarización, dentro de la teoría de Debye. Recordemos que para deducir 

(2.13) se supuso que 714  II 	1s( kB7'; es decir, que la energía de rotación del dipolo 

debida al campo es mucho menor que su energía térmica. Por consiguiente, los cambios 

ocasionados por el campo serán menores al movimiento de las moléculas y puede conside- 
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rarse al luoceso como cunsiestático. Si consideramos tul campo eléctrico alterno de la forma 

-g(t) = Baexp(iwt) y escribimos 71(1) = 11(w)exp(kot), de (2.13) y (2.20) deducimos 

71((d). 	-1112 -E-t; 	1  

3kT 	1 + icor p ' 	
(2.21) 

Por otra parte, si el campo eléctrico es estático (lo = 0) de manera que 

escribiendo 7/(0) para .1' (I), de la expresión anterior obtenemos 

71(0) — N 1 	12 
rn 

3kT 

.g(t) = la 

(2.22) 

que es la expresión deducida por Langevin para la polarización de las moléculas polares 

de un material dieléctrico sometido a un campo eléctrico constante de dirección lija. Al 

comparar la expresión anterior con la (2.21), se desprende que la teoría de Debye es una 

generalización de la de Langevin para campos alternos. De las dos expresiones anteriores 

tenemos 
-I(w) 	1  

p ) 	1  + Icorp 

Para el proceso de relajación dieléctrica, mediante (2.16) y (2.20) se obtiene 

(t)  = N 	IT:0  exp 	TED  

indicando la evolución de la polarización durante dicho proceso, que tiene lugar a partir 

de un estado estacionario cuando se ha interrumpido el campo eléctrico constante. Esta 

expresión es la que permite poder hacer una descripción macroscópica de la relajación 

dieléctrica, al proponerla como hipótesis (31) (34) (3.5) . 

En el caso en que el campo varia rápidamente, la polarización no será proporcional 

al campo aplicado, por lo que no podrá describirse por medio de la expresión cuasiestática 

(2.19). Resulta más conveniente representar a la polarización mediante la función de res-

puesta 

-P (t) =x1 f e—erg elde 	 (2.24) 

que proporciona la expresión más general dentro de la validez del principio de superposición, 

para describir la polarización generada por un campo que depende arbitrariamente del 

tiempo, y donde f (t) es la función de respuesta que describe el comportamiento gradual de 

la polarización (34) (35). Las funciones de respuesta, jugarán un papel de suma importancia 

en el formalismo del capítulo siguente. 

(2.23) 
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2.3.1 Polarizabilidad eléctrica 

Dentro de la descripción que hemos realizado del comportamiento de las moléculas 

de un medio dieléctrico, que tiene lugar durante la polarización eléctrica, aparece un 

parámetro relevante. Se trata de la susceptibilidad eléctrica x, que caracteriza a dicho 

material y cuyos valores numéricos se determinan experimentalmente. No obstante, es bien 

conocido que diversos materiales presentan diferentes valores de esta cantidad, lo cual su-

giere que depende do los detalles de la estructura microscópica del mismo; ésto es, de las 

propiedades atómica y molecular de sus constituyentes, así como del estado de agregación 

(sólido, líquido o gaseoso) en el que se encuentre. 

Por consiguiente, conviene realizar una descripción de la polarización, en términos 

de parámetros que proporcionen detalles de la estructura microscópica del material. Conside-

remos que el momento Bipolar total ji de un medio dieléctrico de moléculas anisotrópicas, 

consiste de dos partes principalmente: un dipolo permanente Tii; y un dipolo inducido 

es decir 

Il = 	+ Te; 

tiñ 	it4  • 	 (2.25) 

en donde 	es el campo externo, 11 es la magnitud del momento dipolar inducido, 7i+  es 

un vector unitario tangente a la molécula y Ti' es el tensor de polarizabilidad (el cual será 

el parámetro relevante que caracterice microscópicamente al material). Si es aplicado a un 

dieléctrico formado por moléculas con momentos dipolares permanentes, un campo eléctrico 

(t) de baja frecuencia, el momento dipolar generado estará dado como 

744(t) = '-cr • 7';(/). 

Deduzcamos una forma más general para este tipo de polarización, la cual satisfaga 

el principio de superposición. Supongamos que al tiempo t = O, actúa sobre la molécula 

polar un campo eléctrico de dirección fija Entonces es inducido un momento dipolar Ti en 

la dirección del campo. Representemos con la función escalar 1(t) la respuesta del momento 

dipolar al estímulo del campo. En la figura 2.3 se representa la gráfica de f (I) como función 

de t. Si el campo activado en 1= O es (t'), al tiempo e el momento dipolar 7t(t) inducido 

en el tiempo t (t > e) se obtiene de sumar los momentos dipolares debidos a las variaciones 

del campo (d.".  11(e)/ de) 61' en todos los instantes previos. Por consiguiente, 744(t) estará 
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2.3.1 Polarizabilidad eléctrica 

Dentro de la descripción que hemos realizado del comportamiento de las moléculas 

de un medio dieléctrico, que tiene lugar durante la polarización eléctrica, aparece un 

parámetro relevante. Se trata de la susceptibilidad eléctrica x, que caracteriza a dicho 

material y cuyos valores numéricos se determinan experimentalmente. No obstante, es bien 

conocido que diversos materiales presentan diferentes valores de esta cantidad, lo cual su-

giere que depende de los detalles de la estructura microscópica del mismo; ésto es, de las 

propiedades atómica y molecular de sus constituyentes, así como del estado de agregación 

(sólido, líquido o gaseoso) en el que se encuentre. 

Por consiguiente, conviene realizar una descripción de la polarización, en términos 

de parámetros que proporcionen detalles de la estructura microscópica del material. Conside-

remos que el momento dipolar totalµ de un medio dieléctrico de moléculas anisotrópicas, 

consiste de dos partes principalmente: un dipolo permanente Ti; y un dipolo inducido 71:; 

es decir 

it = 

(2.25) 

en donde r es el campo externo, µ es la magnitud del momento dipolar inducido, "ri es 

un vector unitario tangente a la molécula y 'Ir es el tensor de polarizabilidad (el cual será 

el parámetro relevante que caracterice microscópicamente al material). Si es aplicado a un 

dieléctrico formado por moléculas con momentos dipolares permanentes, un campo eléctrico 

"g(t) de baja frecuencia, el momento dipolar generado estará dado corno 

Ít (t) = tk) . Vi (I). 

Deduzcamos una forma más general para este tipo de polarización, la cual satisfaga 

el principio de superposición. Supongamos que al tiempo l = O, actúa sobre la molécula 

polar un campo eléctrico de dirección fija. Entonces es inducido un momento dipolar ri en 

la dirección del campo. Representemos con la función escalar ¡(1) la respuesta del momento 

dipolar al estímulo del campo. En la figura 2.3 se representa la gráfica de f (t) como función 

de t. Si el campo activado en 1= O es g (t'), al tiempo 1' el momento dipolar 7?(t) inducido 

en el tiempo t (t > 1') se obtiene de sumar los momentos dipolares debidos a las variaciones 

del campo (c17.45 (19/dt') 61' en todos los instantes previos. Por consiguiente, V(t) estará 
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tt a (ti) 
Ti+  (I) 	i(t — e Pi  • 

Al integrar por partes y al proponer la variable t — 1' = x, obtenemos 

"fi4(t) = 	.1(t — x)*((+:)d 	dx. 	 (2,26) 

Consideremos ahora la situación en la cual el campo ha estado activado por un 

período muy largo, y es Interrumpido al tiempo t = 0, Definamos como 

(t) = j  /(0o) — ¡(1) para t > O 

Oparat<0 

a la función escalar que describe la evolución del sistema en el tiempo, al momento de 

suspenderse la acción del campo. Para un campo de la forma 

.g(t) 	1"P(") para t > 

O para t < O 

la ecuación (2.26) da 

77>(t) =-É70  exp(iwt) loe  exp( —iwx)-1--dds(s)dx. 

De la figura 2.3 se desprende que cuando x es muy grande, df(x)Itlx es despreciablemente 

pequeña; esto nos permitirá escribir a la ecuación anterior como 

j1(t) =11 exp(iart) 	exp(—iwx) I 	dx 

Escribamos 

(0)=J exp( —iws)115-Id
dx

(tx 
o 

(2.28) 

as(u/) = 	cos(wx)—df(x) dx 
o dx 

(w) = 0‘, setotoxi—ax, 
dx 

de manera que 

71(0 = (cii)/% exp(Sot), 	 (2.29) 

en donde n(w) = ow) la" (w) es la polarizabilidad compleja, la cual es una cantidad 

microscópica que representa una propiedad molecular. 

dado por 

(2.27) 
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f (t) 

o 
	

t 

Figura 2.3: Representación gráfica del comportamiento de la polarización. 

Puede verse de (2.28) que a(w) es la transformada de Laplace de d/(x)/da para 

la variable de transformación izo. De las expresiones (2.27) y (218), se puede deducir 

o(to)= as — iwfo  F(1)exp(—iwt)dt, 	 (2.30) 

que determina la polarizabilidad compleja al momento de interrumpirse la acción del campo, 

y donde as representa el valor de la polarizabilidad cuando w = 0 (campo estático). 

Relacionemos ahora a la polarizabilidad compleja a(w) y a la función escalar PIO, 

con la polarización. Si N es el número de moléculas polares por unidad de volumen de 

la muestra esférica de dieléctrico en consideración, la polarización 71(t) de acuerdo con la 

definición dada será 

11(t) = 

por lo tanto, se sigue de la expresión anterior y (2,29) que 

71(to) = No(w)4, 

71(0) = Nasa 

Al comparar las ecuaciones anteriores con (2.21) y (2.22) tenemos 

	

n(to) = 7-1* 12 	1  

	

3k7' 	1 + 14,1.0  ' 

Al  I 71  12 7771+1 
ati - 

3k
T ; 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 



34 

expresión que nos permite definir a la susceptibilidad eléctrica compleja en términos de la 

polarizabilidad compleja, en la forma 

x(w) = No(w), 	 (2.34) 

relación válida solamente en el caso de fluidos diluidos, en los cuales el campo que actúa 

localmente en sus moléculas polares producido por las demás es despreciado. Podemos 

deducir también, a partir de (2.30) 

P(w) =
o 
 .T" (E) exp( —iwt)df,  

expresión análoga a (2.24), en la cual 

V(t) = NgoP(1), 

con 
174  12  

P(t)  = 	exP(— .70).  

Por último, tehemos de (2,32) y (2.33) 

a(w) 	1  

Os — l + 1.07p .  
(2.30 

2.3.2 Peranitividad eléctrica 

Al considerar la densidad total de carga de un dieléctrico tradicionalmente se ha 

introducido el vector de desplazamiento eléctrico Do, que se debe como 

Do = F.o + 4 ir 71  (0), 	 (2.36) 

en la que al sustituir (2.20) evaluada en E = 0, y al definir 

47ex + 1 = es 

tenemos 

Do = esEo, 	 (2.37) 

en donde es es una cantidad real y positiva, que denominaremos permitividad estática 

relativa, en vez de constante dieléctrica, ya que depende de la temperatura y de la presión. 

En un medio anisotrópico, la permitividad está dada como un tensor cii. Puede suponerse 

una relación entre D (t) y r (1) a partir de (2.19) y de (2.36) para un proceso cuasiestático 

V(t) = er(/), 
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en donde 

= 47rx + 1. 

El desplazamiento eléctrico debido a un campo alterno de dirección fija Islrexp(iwt) 

que ha operado durante largo tiempo será periódico en el tiempo, pero en general mostrará 

un defasasniento respecto al campo aplicado. Por lo que expresándolo como una combinación 

lineal de coswt y de 'Jona podremos escribir 

= t(w)71 exp(iwi), 	 (2.38) 

en donde c(w) es la permitividad compleja relativa, la cual puede escribirse como 

c(w) = ci(u.$) ica(u), 	 (2.39) 

donde ci(us) y en(w) son cantidades reales conocidas como permitividad relativa y factor de 

pérdida respectivamente. Ya que (2.38) debe reducirse a (2.37) para (,) = O, 

¿(0)=LoA,0)=0. 

Una expresión más general válida para cualquier campo dependiente del tiempo, 

que satisface el principio de superposición es 135) 

.5(t) = ec,„ 	jui  F(t — e)W(e)de, 

en la que F(t) es la función que describe el decremento gradual de D y cc.„ es el valor al 

que se aproxima ¿(w) a frecuencias muy altas. 

En el caso de que el medio dieléctrico sea uniaxial, como lo es un cristal liquido 

nemático Ideal, el tensor de permitividad cid está dado como 

1 r  
clláo 	(ninj — ri) t 

en donde ci, = cli — cl  es la permitividad eléctrica anisotrópica del flemático, donde cll  y 

cl  son las permitividades eléctricas paralela y perpendicular al vector director, y ni, ni son 

componentes de éste. Así en un 'temático tenemos qu

em
e

` 
i 	co g + te ea.' "g) 

La permitividad compleja relativa (w) puede relacionarse con la polarizabilidad 

compleja o(w) en una manera que depende de la forma del dieléctrico en cuestión. Recorde-

mos que para el estudio de la polarización del dieléctrico, consideramos por simplificación 
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una porción esférica del mismo, uniformemente polarizada e isotrópica. Por cunsiguente, 

hagamos que el radio de la esfera de dieléctrico sea mucho menor que la longitud de onda 

del campo alterno Eoexp(iw1), para asumir que en cualquier instante el campo es constante 

a través de la esfera. Con esta última consideración, podemos aplicar los métodos de la 

electrostática para obtener el campo en el interior y en el exterior de la esfera. A partir 

de la solución de la ecuación de Laplace para una geometría axialmente simétrica [30J, el 

potencial de la esfera es de la forma 

41(r, O) = E 
I=o

( 	
r

Airi  + 	Pi(cos0) 
4-1  

111  

y con las condiciones a la frontera apropiadas, el potencial afuera de la misma es 

	

l(r,O) = — Tio*  exp(iwOr cos O + c(w)  — i 	I a3 c°1°exP(iwt)  

	

c(w) + 2 	
7 

 

El segundo término de la expresión anterior, corresponde al potencial de un dipolo con 

momento dipolar 
3V c(w)-1 —* 

11 	 En exp(iwt ) 
41r «u)) + 2 

localizado en el centro de la esfera de volumen V con su eje en la dirección del campo 

externo. De esta manera, la polarizabilidad compleja a(w) do la esfera está dada como 

3V «u)) —1  
a(w) 

c(w)+ 2' 

Si denotamos por a«, la polarizabilidad a frecuencias donde la polarización dipolar 

no es efectiva, y por r la permitividad relativa a tales frecuencias, de la ecuación anterior 

podemos obtener 
9V 	c(w) — ca  

a(w) = 
4rr 	c(w) + 2)(c„„ + 2)' 

y por consiguiente 	
a(w)  —  a.  c(w) — 	cs  + 2 
as — a. 	cs — 	c(w) + 2' 

Bajo la suposición de que las interacciones entre los dipolos pueden ser despreciadas, pode. 

mos considerar que [281 (34) 

0 51 c(w) — 1 	1, c"(w) I« 1 

de manera que c(w) + 2 y Es + 2 son muy cercanos a 3 y por tanto 

o(w) — a. c(w) — 
as  — o, 	cs — c, • 

(2.40) 
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Si los efectos de polarización principalmente son producidos por la polarización orienta-

cional, podemos reemplazar a or. por cero, de manera que de (2.35) y (2.40) obtenemos 

E(w) — roe 	1 

Eg — 	1 icor» 
	 (2.41) 

que es la famosa relación de Debye para la relajación dieléctrica. 

2.4 Diagrama Cole-Cole 

En 1941, K.S. Cole y R. H. Cole 1361 sugirieron una representación gráfica en la 

cual es inmediatamente claro si los puntos experimentales para ci(w) y E" (w) pueden ser 

descritos con la ayuda de un único tiempo de relajación, o mediante una distribución de 

tiempos de relajación. Esta representación generalmente llamada diagrama Cole-Cole, se 

obtiene al graficar los valores experimentales de cll(w) contra los de ¿(w). Al escribir la 

ecuación (2.41) como 	
ci(w) — c. 	1 	1+ iwrD  

cs — 	— 1 — korD  — 1+ uzrh' 

en donde Es(w) es el complejo conjugado de r(w), obtenemos 

cs cce  
ci(to) = 	+ 

1 +1024)' 

1+ w2rh 

El ángulo fase 4) de la pérdida dieléctrica se define como 

tan= 
e' — 	' 

y puede demostrarse a partir de las ecuaciones (2.42) y (2.43) que la expresión anterior 

toma la forma 

tan c = wz-D, 

lo que nos permitirá escribir con lui poco de trigonometría a las ecuaciones (2.42) y (2.43) 

	

cl(w)
Es 2 coo 	cs 2 — coo 

— 	— 	cos 20 

c"(w) = 	
s 

2 
(cc sen20. 

(Es — cou)ivrn tu(w)  = 

(2.42) 

(2.43) 
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Elevando al cuadrado cada una de las ecuaciones anteriores y stnnándolas, se obtiene 

[ti(w)  Es +2  (.2  I. [til(w)] 2 	les —2  tl  2  

que es la ecuación de un círculo de radio

) 

 1-(ts —cm) y con centro en el punto (1(rs t,), O) 

del plano de abscisa t'(w) y ordenada t"(w). Dado que t"(w) > O, la gráfica de la ecuación 

anterior es un semicírculo (ver figura 2.4 ). 

o 

 

Figura 2.4: Diagrama Cole-Cole de la función de relajación dieléctrica de Debye. 

Conforme w se incremennta de O a oo, los puntos sobre el semicírculo se mueven 

de (ts,0) a (t,„, O). El punto máximo sobre el semicírculo es alcanzado cuando wro = 1. 

Las variaciones de ti(w) y t"(w) como funciones de w se muestran en la figura 2.5; en la 

que puede observarse como la parte real ci(w) decrece monótonamente de Es ata, y como 

la parte imaginaria t"(w) parte de cero cuando w = O, alcanza su valor máximo 1(cs t,) 

cuando w es igual al recíproco del tiempo de Debye, y decrece suavemente a cero conforme 

w tiende a infinito. 

2.5 Limitaciones de la teoría de Debye 

Debye introdujo un modelo para el movimiento browniano de ensambles de dipolos 

y supuso que la tendencia que presentan los momentos dipolares moleculares a alinearse 

paralelamente con el campo aplicado es contrarrestada por un proceso de difusión rotacional. 
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0) 

   

     

a) 
	

b) 

Figura 2.5: Variación de a) la permitividad y b) del factor de pérdida, como funciones de 

la frecuencia. 

Describió esta dinámica en términos de una ecuación de Smoluchowski, suponiendo que el 

medio dieléctrico está constituido por una solución diluida de moléculas polares inmersas 

en un solvente no polar (isotrópico); además, despreció los momentos de inercia de las 

moléculas, los efectos de memoria y consideró que la forma de las mismas es esférica. 

Si bien a pesar de estas simplificaciones los experimentos han mostrado que mu-

chos materiales se describen correctamente por dicha ecuación, existen, sustancias que se 

desvían de ese comportamiento; tal es el caso los de líquidos polares o cristales líquidos. 

En estos sistemas los grandes intervalos de correlaciones orientacionales y la presencia de 

flujos hidrodinámicos pueden afectar significativamente las propiedades dinámicas de los 

momentos Bipolares contribuyendo así al comportemiento no Debye del dieléctrico 14]. 

En el caso de cristales líquidos nemáticos, la ecuación (2.41) puede ser aplicada a 

cada una de las componentes de la permitividad eléctrica compleja: paralela t1 (w) y per-
pendicular cl(w) al campo director del nemático. Los diagramas Cole-Cole respectivos han 

sido calculados, y para e11 (w) se obtiene un semicírculo, mientras que para c1(w) desvia-

ciones de un semicírculo son observadas, lo que indica la presencia de una distribución de 

tiempos de relajación (S) [9], y por consiguiente un comportamiento que no es de Debye. 



Capítulo 3 

Funciones de Correlación 
• 

3.1 Introducción 

Los amos 50's vieron el comienzo del desarrollo de un nuevo enfoque de los procesos 

de transporte que ocurren en una gran variedad de sistemas, el cual ha llegado a convertirse 

en una de las áreas más activas y fructíferas de la mecánica estadística fuera del equili-

brio. Este trabajo fué iniciado por Creen y Kubo, quienes mostraron que los coeficientes 

fenomenológicos que describen una gran cantidad de procesos de transporte y fenómenos 

dependientes del tiempo, en general podían ser escritos como Integrales de cierto tipo de 

funciones, llamadas funciones de correlación dependientes del tiempo (31 PI Algunos 

ejemplos de ellas son: 

a) la cortante de fricción ( de una partícula con movimiento browniano inmersa 

en un fluido, está determinada por 

;= —1  j dt V(0) • 74(t)), 
3k D7  

en donde (*P(0). 1(t)) es la correlación de las fuerzas 7(t) que actúan sobre ella; 

b) el coeficiente de conductividad térmica K de una sustancia, dado como 

K = 3Vz87 
r 

 dt ( 5 (0) (I)) , 

está determinado por medio de la correlación (1(0) • -.51(0) de los flujos de calor 75.4  (t) que 

circulan por la misma; y 

c) la conductividad eléctrica de un material dependiente de la frecuencia v(w) 

a(w) = 	: f 	exp(--iwt) ( 17 7(0) • 7(1)), 

40 
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está determinada por la correlación (7(0) 7(1)) de sus densidades de corriente 7(t). 

Estas funciones de correlación dependientes del tiempo juegan un papel en la 

mecánica estadística de no equilibrio similar al que desempeña en la mecánica estadística 

de equilibrio la función de partición. Esto se debe al siguiente hecho: el estado de equilibrio 

termodinámico es único y sólo se requiere de un sistema con una sola función de partición 

para determinar todas las propiedades termodinámicas. En cambio, existe una gran va-

riedad de estados de no equilibrio, tantos como maneras distintas de sacar al sistema de 

un estado de equilibrio inicial, por lo que se necesitarán distintas funciones de correlación 

dependientes del tiempo para cada tipo de proceso. 

Una de las ventajas del formalismo de las funciones de correlación radica en que las 

fórmulas resultantes para los coeficientes de transporte son bastante generales en el sentido 

de que no dependen de los detalles de un modelo particular y no están limitadas por una 

región de densidad determinada. Otra ventaja de este formalismo estriba en que permite 

obtener ecuaciones exactas, que si bien pueden ser difíciles de resolver, permiten introducir 

aproxiinaciones*  bién definidas. 

3.2 Funciones de Correlación 

El concepto de función de correlación dependiente del tiempo que se establecerá 

a continuación se hará en el contexto de la mecánica estadística clásica, aunque también 

puede definirse desde el punto de vista de la mecánica estadística cuántica [371 [3811391 [41 

la cual es naturalmente más general e incluye a las correspondientes fórmulas clásicas como 

casos límites. Dos motivos nos impulsan para preferir a la mecánica clásica estadística: 

por una parte, si bien haremos la descripción de un fenómeno microscópico a partir de 

un modelo microscópico, la mecánica cuántica no aportará modificaciones relevantes a las 

ecuaciones obtenidas, puesto que éstas serán suficientes para la interpretación del fenómeno 

que nos ocupa, en vista de los valores tan bajos de hw / k HT Involucrados; y por otra, se 

pretende describir a las funciones de correlación de una forma más simple e intuitiva, lo 

cual no podría lograrse empleando la mecánica cuántica. 

En la mecánica estadística clásica, el comportamiento de un sistema de N cuerpos 

(N -.1023) puede describirse con la ayuda de las coordenadas generalizadas qi y los corres-

pondientes momentos conjugados N, donde el índice i describe todos los grados de libertad 

de todas las partículas. Para tal sistema, la función hermitiana 11(p, q) donde p = {pi } , 
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q E {qi} , describe su evolución en el tiempo. En todo instante, la hamiltoniana es igual a 

la energía total (cinética y potencial) del sistema, y la razón de cambio con el tiempo de 

las coordenadas y de los momentos está dada por las ecuaciones de Hamilton 

. 811 . 811 (3.1) 

Una variable dinámica A(p, q) que no es explícitamente una función del tiempo, cambia con 

respecto a éste a través de los cambios que experimentan p y q; es decir 

	

d 	 0A OA 
dt A(Pifi) = E (-1 Oqi + 

dP~ Fui 

que podemos escribir con ayuda de las expresiones (3.1) como 

dt 

d „ 	, 	DAD!! + 8A 011 
-ttkpi = E (-- -1A, 11), 	 (3.2) 

84i 8Pi 	OPi Oqi 

en donde la notación abreviada del último miembro de la ecuación es conocida como 

paréntesis de Poisson. Los paréntesis de Polsson representan una operación sobre una 

variable dinámica y pueden también ser escritos mediante el uso del operador hermitiano L 

(el operador de Liouville): 

(A,11)= —(11,A). —itA, 	 (3.3) 

en donde i es la unidad imaginaria. Combinando las ecuaciones (3.2) y (3.3), obtenemos 

dt 	' 
A(p q)= LA; (3.4) 

cuya solución formal es 

A {p(t), q(t)} = exp(—itt)A {p(0), q(0)} , 	 (3.5) 

la cual muestra que el valor de A al tiempo t está completamente determinado por su valor 

al tiempo t = O, para un sistema dado con operador de Liouiville t. Por consiguiente, 

escribamos 

A {p(1),q(t)} = A(p, q) = A(t). 	 (3.6) 

En primer instancia, una función de correlación dependiente del tiempo se obtiene 

cuando a una cantidad dependiente del tiempo A(t) la multiplicamos por otra 13(e) evaluada 

en algún tiempo diferente ti y promediamos el producto sobre algún ensamble en equilibrio 

(381. Más precisamente, definimos a la función de correlación dependiente del tiempo clásica 

1= Vi' Pi= 
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de dos variables dinámicas A(p, q) y B(p, y) como el promedio sobre el ensamble (...) del 

producto ¡nidal de AM en t = O con el valor de 11(1) al tiempo t > O; es decir (37) (38) 

(i1(0)/3(1)) J ...
J

dpdq4(p, y; 0)8(p, q; 1)1(p, q), 

en donde f (my) es la función de distribución en equilibrio del espacio fase. Si A(t) y 8(t) 

son funciones vectoriales, entonces la función de correlación se escribe corno 

CA4(o) ' 11(1)) 	dlx1471*(Pi q; O) ' 71(PIT t) f(P,q). 

Cuando ambas variables dinámicas son iguales, la función de correlación recibe el nombre 

de función de autocorrelación, y se escribe (4(0)4(1)) ó (A (0). Á (1)) según sea el caso. 

3.3 	Teoría de Respuesta Lineal 

La conexión teórica entre las funciones de correlación dependientes del tiempo y 

los codficientes de transporte, ha sido investigada desde distintos puntos de vista. Una 

clasificación natural y conveniente de los métodos distingue entre los procesos de transporte 

originados por fuerzas internas o termodinámicas, y los producidos como la respuesta de 

un sistema en equilibrio cuando se le somete a una fuerza perturbativa externa (38) 141 

En la última categoria destaca el método propuesto por Kilo (34) (37) 1391 (40), el cual es 

especialmente atractivo por su simplicidad y su carácter fuertemente operacional. 

3.3.1 Funciones de Respuesta 

La deducción de las fórmulas básicas del formalismo de las funciones de correlación 

desarrollada por Zwanzig (38), además de ser elemental (en el sentido de que no requiere 

técnicas matemáticas muy especializadas), también muestra una relación natural entre la 

secuencia de los desarrollos matemáticos y la manera en la que se lleva a cabo un experimento 

(37). Para precisar esta Importante Idea, consideremos la situación siguiente: 

Se desea determinar la susceptibilidad x de una sustancia, mediante la medición 

de la respuesta Ú que manifiesta cuando es sometida a un campo externo « ; por ejemplo, 

consideremos que Interesa determinar la conductividad eléctrica (susceptibilidad) de un 

material mediante la medición de la corriente eléctrica (respuesta) que fluye por él, al 

aplicarle un campo eléctrico externo. Debido a que una sola medición no es suficiente para 
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establecer una ley de la naturaleza, han de practicarse una serle de éstas y los resultados 

promediarse, obteniéndose en general 

	

= 	+ o 	12) 
en donde ( 13 ) es la respuesta promedio, y el campo aplicado se ha considerado lo suficien-

temente débil como para despreciar los efectos no lineales, 

Resulta de gran interés en algunos casos, conocer la dependencia de la suscepti-

bilidad con el tiempo. Para determinarla, apliquemos a la sustancia un campo arbitrario 

dependiente del tiempo 1(1) que será activado al Instante 1 = O y midamos la respuesta 

promedio (13 (l)), Se observa que estas dos cantidades se relacionan en la siguiente forma 

(-g(t)) = de(141 — 	+ O -P j2), 	 (3.7) 

	

en donde la función de respuesta I« — 	representa la reacción del sistema producida al 

tiempo 1, motivada por la acción del campo perturbativo Iniciada al tiempo e, Si el sistema 

pudiera responder instantáneamente al campo externo, la función de respuesta sería la 

función delta de Dirac; pero ordinariamente el sistema se retarda, por lo que la función de 

respuesta es una función monótonamente decreciente del tiempo. Si la fuerza externa es 

periódica 

1(0 = Pi) cos 

la respuesta (Í3(t)) puede escribirse convenientemente como 

(11((0 = 1k {x(041-70  exp(lwt)} 

donde x(w) es la susceptibilidad compleja dependiente de la frecuencia, que podemos escribir 

COMO 
00 

x(w) = 	.1)(1)exp(—íwt)dt. 	 (3.8) 
o 

Nótese que esta expresión permite obtener a la susceptibilidad compleja del sistema como 

la transformada de Fourier-Laplace de la función de respuesta (D(/). 

Escribamos a 0(t) como 171134) 

1(t) = dtl W(t), 	 (3.9) 

en donde kW) recibe el nombre de función de relajación, pues describe la evolución de la 

respuesta ( (1)) después de haberse suprimido en / = O la presencia del campo perturba-

tivo -P(i) que había estado actuando sobre el sistema por mi período largo de tiempo. Al 
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sustituir (3,9) en (3.8), e integrando por partes se obtiene 

	

x(ca) = 11/(0) — izo/ 1ii(t)exp(—ilot)(11., 	 (3,10) 

expresión que nos permite obtener a la susceptibilidad compleja del sistema en términos de 

la función de relajación 41(t). 

3.3.2 Teoría de Kubo 

El método propuesto por Kubo, es en cierto sentido una formalización del desa-

rrollo experimental anterior, ya que establece una relación entre la descripción macroscópica 

de las funciones de respuesta y la descripción microscópica de las funciones de correlación. 

Consideremos un sistema aislado, en equilibrio y cuya función hamiltonlana sea 

¡Id, Supongamos que una fuerza externa dependiente del tiempo V(t) se le aplica al tiempo 

E = 0, y que puede representarse a ésta por un término adicional líen  en la harniltoniana, 

de manera quq podamos escribir 

11(p,q;t) = Ila(p,q) + Iltzt(p,q; t) 

= 	110(p, (1) 714  (1") V (1) 

	
(3,11) 

en donde -.7((p, g) es una variable dinámica definida en el espacio fase. Sea la variable 

dinámicaW(p, q) la respuesta del sistema al estimulo de la fuerza externa -P(t); entonces, 

de acuerdo con (3.6) y (3.7) el promedio de Ti(t) se relaciona con '(t) por 

(71(t)) = lot del7(t — e) • (e), 

en donde el tensor de respuesta 1,  (t — t') representa el retraso entre la aplicación del campo 

y la respuesta inducida por el mismo, 

Establezcamos una relación entre el tensor de respuesta 1(1) y las variables 

dinámicas Á y i definidas en el espacio fase; para lo cual, supongamos que la distribución 

dependiente del tiempo f (p, q; I) correspondiente a la hainfitonlana li(p, q; t) del sistema, 

puede ser escrita como la suma de la función de distribución en equilibrio fo(p, q) y un 

término Af (p, q; I) que representa la influencia perturbativa de la fuerza externa aplicada: 

f (p, q; t) = fo(p,q) + á f (p, q; I). 	 (3.12) 
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Para sistemas lineales, el término Af (p, q; 1) es proporcional a la fuerza externa Tt(t). Como 

función de distribución en equilibrio tomaremos a la distribución canónica 

exp(-1/0/kBT)  
k(P,(1)  f exp(-110/k0T)dpdq.  

En la sección anterior describimos la evolución temporal de una variable dinámica 

que dependía implícitamente del tiempo. En el caso de que dicha variable dependa explícita-

mente del tiempo, como es el caso de la función de distribución f (p, q; t), su evolución 

temporal estará dada por 

5-t f (p, q; t) = -- f (p, q; t) E (1.2/... 4. 4. 	Ti.) 
ovi 

o 
= 	Trt  f (P, q; t) + I 111 

= If(p,q;1) 	t). 	 (3.13) 

En el particular caso de la función de distribución f, la ecuación que describe su 

evolución temporal puede resolverse con la ayuda del teorema de Liouville, de manera que 

para cualquier función de distribución tenemos 

I 	q; = 0. 	 (3.14) 

Por consiguiente, la ecuación (3.13) se convierte en 

01 /(P, q; = iLl (14 q; 1), 	 (3.15) 

cuya solución formal es 

1(74(1;0 = exp(iLi)f(n,q;0). 

afo  
=iLofo=—(!o,/lo1= 0,  dt 

en donde 1,0 es el operador de Liouville correspondiente al hamiltoniano en equilibrio Ha, 

iton = Ufo, Al 	 (3.17) 

para una función arbitraria A(p, q). 

Para la distribución en equilibrio la derivada temporal es cero, de manera que de 

(3,15) tenemos 

(3.16) 
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De acuerdo con las ecuaciones (3.13) y (3,14), la evolución temporal de la función 

de distribución está dada por 

a 
81 f(p, q; t) + If , 	= 0. 

Sustituyendo en la ecuación anterior las expresiones (3.11) para 1/ y (3.12) para I, y usando 

(3.16) obtenemos 

Ot 	+ [AL 110) [fo:71.1-[N, 11. 	= 0. 

Para un sistema lineal el último término del miembro izquierdo de la ecuación anterior se 

desprecia, ya que L51 es proporcional a -ir,  I; por lo tanto, podemos escribir a la ecuación 

anterior como 

áf 	IN,1/0J -
k DT 

 [A' • , H0] = , 

o con la ayuda del operador de Liouville Lo de (3.17) 

8 
—Af ilmáf + 	iL0A • "P .o, 
81 	 k D7' 

cuya solución es 

Af(p, ti; t) = - .1)1-21 ft exp {i(t - ti)L0} Lo-A4  q) • 1:4  )cit' 
kDT o 

en la que hemos supuesto que en t = O el sistema está en equilibrio. Al sustituir la expresión 

anterior en (3.12), establecemos la dependencia de la función de distribución dependiente 

del tiempo de un sistema lineal, en términos de cantidades en equilibrio y de la fuerza 

externa: 

f(p, q;1) = f0(p,q) - —MP' 11) exp {i(t - t') Lo) ibo-A4  (1) q) • •P (e 
knr o 

(3.18) 

Por otra parte, el promedio de una variable dinámica 13(p, q) en un proceso de-

pendiente del tiempo da origen a la variable macroscópica también dependiente del tiempo 

(71(t))=1 (p.q;1) f(P: 0401 	 (3.19) 

en donde el promedio del sistema en equilibrio, se denota como 

(11) = 	q) f0(p, q)dpdq, 	 (3.20) 
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Al sustituir la ecuación (3.18) en la (3.19) y al utilizar (3.20), obtenemos 

(ri (o) = (Ti - 	 exp (i(t - e)Lti} iLo-A4  (e)) • P (I) 	(3.21) 

Según (3.4) ib0.71.(e) es la derivada temporal negativa de -Á3(V), y de acuerdo con (3.5) 

exp ji(t - t') U} puede escribirse como "r3(t 1'); por consiguiente, (3.21) se convierte 

en 

(1(()) (1) 	( (1 	 (e) de. 

Si ocurre que al estar en equilibrio el sistema el promedio ( Ei) se anula, la ecuación anterior 

queda 

	

(r (e)) = 	" 4-14(1 - t') • V (e) 	, 

ecuación análoga a (3.7), en la que iT(t) recibe el nombre de tensor de respuesta que define 

como 

(t)= xp1, ( Á (0) 13 (I)), 

Ya que los paréntesis angulares denotan un promedio sobre ensambles en equili-

brio, tenemos la condición estacionaria 

{A(o) )1(t)) V(a) -11(e + 3)) , 

de la cual 

(7(8)Ú(1+ 3))  	( (4(t  + s) )+( (,) Í3 tt + ) 

( -;41 (0)71(1) + ( -A4(0) 	(t) ) = 0; 

por lo tanto, otra forma de escribir al tensor de respuesta es 

	

1:(i) = 	-X(0) 711  (t) )1 
	 (3.22) 

	

/t v(t) = 	
1

kAo(0) bo (t)) ,  

para la respuesta en la dirección p., cuando el campo eléctrico externo se aplica en la dirección 

ti. 

En el caso de que se tenga una fuerza periódica de la forma 

P(t) = racoswt, 
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de acuerdo con (3.8) y (3.22) el tensor de susceptibilidad dependiente de la frecuencia queda 

expresado corno 

7(w) = 	f ( A (0) B (t))exp(—Lot)dt, 	 (3.23) 
k 	0 op  

1 

lo que nos permite inferir que el tensor de susceptibilidad dependiente de la frecuencia, 

puede expresarse en general como la transformada de Fourier-Laplace de la correlación de 

las variables dinámicas A (0) y B (1) correspondientes a instantes distintos. 

Consideremos que 

	

dt 
(X(0) W(t)) = ( A(0) 	(t) ), 

si definimos al tensor de relajación como 

II (I) E-  k. 14' I+  (°) -DM 
	

(3.24) 

6 
1 

pv(t) 1787 (Av(0) 814(t)) 

que representa la relajación en la dirección Ir cuando el campo eléctrico externo estaba 

aplicado en la dirección ri, entoces podremos escribir 

d 4-4 
1(0 = 	11/ (t), 	 (3.25) 

expresión análoga a (3.9); y por consiguiente, 17 (E) se denominará tensor de relajación. 

Al sustituir (3.25) en (3.23), teniendo presente (3.24) e integrando por partes, se 

deduce 

4-x-9(w) = k71  (71(0) "g(0)) — 	fo*°  (-X(0) 1(0 exp(—hot)dt, 	(3.26) 

expresión análoga a (3.10) que nos permite obtener al tensor de susceptibilidad dependiente 

de la frecuencia del sistema durante una relajación, en términos de la correlación de las 

variables dinámicas Á(0) y B (t) correspondientes a instantes distintos. 

3.4 Relajación Dieléctrica 

Apliquemos el formalismo desarrollado en la última subseccíón al fenómeno de la 

relajación dieléctrica, ya estudiado con antelación. 
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Un campo eléctrico dependiente del tiempo "g(t) = E0  cosan aplicado a una 

dieléctrico, induce en éste como respuesta un momento dipolar total P(1). La energía 

perturbativa debida al campo es 

Hut = T(t) • E(t), 

en donde recordemos que.P (t) = N (Ti) De esta manera, los tensores de respuesta y de 

relajación de acuerdo con las definiciones (3.22) y (3.24) respectivamente, estarán dados en 

términos de las funciones de autocorrelación: 

	

thw(t) = 	
1

(Pv(0) 	(t),) 

N 1 

	

= 	iTa;Sliv( 0 ) µp (1 )) 

Y 

pv(t) = 	
1

(Pv(0) Psi(t)) 

4-71/110) Pii(e))1 	 (3.27) 

para la polarización en la dirección 	cuando el campo eléctrico externo permanece en la 

=  

dirección v. 

El tensor de susceptibilidad estará dado en términos del tensor de relajación de 

acuerdo con (3.26) y (3.27) como 

1 	 /13 
= 	(P,,(0) Pi,(0)) — 	o  (P,(0) Po(t))exp(—ia4)di 

r 
= N [ 1--37,- (14,(0) µp(0)) — 	f: (14(0) iii,(E))exp(-01)dt] 

Supongamos que 

Xiiv(w) = N apv(w), 

en donde el tensor de polarizabilidad dependiente de la frecuencia 01,,,(al) está definido como 

1 
= 71-37;  (µ,,(0) 1.11,(0)) — 

IIRT Je e' (14,(0) ii,,(0)exp(—icot)dt. 

Si ocurre que el campo eléctrico aplicado es estático (u) = O), la expresión anterior se reduce 

a 
1 

aav(0) =04(0) Iiii(0)); kia 



por lo tanto, el cociente de las dos Ultimas ecuaciones nos permitirá escribir 

°Pv(w)  = 1 — icoI lbvp(t) exP( — i,ot)(11,  o 

en donde tp,,,,,(1) es la función de relajación normalizada definida como 

(iit,(1 ) NO))  
tP1,00) = 

(Pv(0) /4(0)) 

expresión en la que 

(iiv(t) PIO)) = (PP(0) iip(1)) 

(N(0) 

en donde el superíndice cq enfatiza que tenemos un promedio de ensambles del sistema en 

equilibrio, y en donde se indica mediante un subíndice pl.,(0) que el promedio de pt,(t) está 

condicionado al valor de p1,(0) en equilibrio. Tomando en cuenta el resultado (2.40) del 

capítulo anterior y suponiendo que prácticamente la polarización es orientacional, tenemos 

que la expresión (3.28) se convierte en 

tiiv(W) Ci¿V(°3 )  = 1  _ 	
(10

th,(1)exp(—iwt)dt, 	 (3.31) 
(1,,,(0) — ejt,,(oo) 	o 	/ 

que se recibe el nombre de función de relajación dieléctrica. 

Como un caso particular, deduzcamos la ecuación obtenida por Debye. Si supone- 

mos que la función de relajación normalizada está dada como 

th,v(1) = exP 
rD  

en donde recordemos que TH es el tiempo de relajación del sistema, entonces la ecuación 

(3.31) nos conduce a 
e(w)  — te„ _ 	1  

e(0) — et„,, 	1 + icorp' 

la cual es la famosa ecuación de Debye. 
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Capítulo 4 

Nematodinámica 

4.1 Introducción 

Un cristal líquido ¡temático, se asemeja a un líquido orgánico convencional por la 

manera que fluye; sin embargo, sus regímenes de flujo son más complicados y más difíciles 

de estudiar por la siguiente razón: el flujo del nemático se encuentra acoplado con la orien-

tación promedio de los ejes largos de sus moléculas (eje óptico), las cuales tienden a ser 

paralelas entre sí. En la mayor parte de los casos el flujo altera el alineamiento de los 

ejes de las mismas; e inversamente, una perturbación en éstos (por la aplicación de un 

campo externo), inducirá la más de las veces, un flujo en el netnático. Desde el punto de 

vista teórico el acoplamiento mencionado entre el flujo y la orientación promedio de las 

moléculas, puede describirse mediante la deducción de las ecuaciones hidrodinámicas del 

atemático. El problema de construir ecuaciones hidrodinámicas para la mesofase !temática, 

ha sido en general, bien estudiado y se ha resuelto utilizando puntos de vista y métodos 

diversos. 

Gran parte de los más importantes fenómenos físicos exhibidos por un !temático, 

tales como sus propiedades de flujo tan inusuales o la respuesta a campos eléctricos y 

magnéticos que presenta, pueden ser estudiados al considerar que el cristal líquido es un 

medio continuo. Los fundamentos del modelo de medios continuos para un ¡temático fueron 

establecidos en los silos 20's por Oseen 1421 y 7./ócher 1431, quienes desarrollaron una teoría 

estática bastante útil. Posteriormente aank 1441 propuso una teoría de elasticidad para 

un nemático basándose en el trabajo de Oseen. Las primeras teorías dinámicas del com-

portamiento de un nemático fueron elaboradas por Anzelius 1451 y Oseen (42); pero el 
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desarrollo de una teoría dinámica completa se debe a Ericksen [461 (47) y Leslie 1481 [491, 

quienes formularon los principios generales de conservación (masa, energía, impetuo, etc.) 

y las ecuaciones constitutivas que describen el comportamiento de un flemática Otro en-

foque, desarrollado por De Gennes [161 y la escuela de Harvard (50), adopta el punto de 

vista de la termodinámica irreversible lineal (TEL), en la que se considera a los procesos 

dinámicos que ocurren en los cristales líquidos flemáticos como procesos irreversibles y se 

utiliza un método variacional para deducir las ecuaciones de movimiento que contengan las 

variables de estado relevantes. Recientemente estas dos aproximaciones básicas han sido 

reformadas en una manera que permite incluir de una forma más conveniente, fluctuaciones 

en la descripción de la dinámica de un cristal líquido flemático (51) [52) . Aquí optaremos 

por la teoría de medios continuas de un flemático, y en el presente capítulo la expondremos 

basándonos en el tratamiento que hace de la misma Chandrasekhar [15). 

4.2 	Ecuaciones Nemato dinámicas 

A continuación se desarrollarán los aspectos generales de las teorías hidrodinámica 

y elástica de flemáticos, que constituyen las cimientas en los que se fundamenta la nema-

todinátnica. 

4.2.1 Descripción Hidrodinámica 

Se ha mencionado que las moléculas de un cristal líquido flemático se encuentran 

en promedio con sus ejes largos paralelos entre sí. Para tomar en cuenta esta estructura 

anisotrópica, se ha introducido ya (sección 1.4) un vectorii unitario denominado director. 

En una muestra nemática ideal, las moléculas están prácticamente alineadas a lo largo de la 

dirección común determinada por el vector director ir, de manera que el sistema es uniaxial 

y su parámetro de orden es el de la expresión (1.4). No obstante, resulta ser éste un modelo 

poco compatible con casi todas las constricciones que son impuestas por las placas que 

limitan al flemático para su estudio, y las establecidas por campos externos (magnético, 

eléctrico, óptico, etc.) que producen distorsiones en el alineamiento de las moléculas del 

mismo, ocasionando que el parámetro de orden varíe de un punto a otro (ver la figura 4.1). 

Para la mayoría de las situaciones de interés, las distancias/ para las que ocurren variaciones 

significativas del parámetro de orden son mucho mayores (/ 	lían) que las dimensiones 

moleculares (a ", 20 A); por consiguiente, las deformaciones pueden ser descritas por medio 
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de una teoría de medios continuos, despreciando así los detalles de la estructura molecular 

a escala microscópica. Es posible describir al nemático a este nivel, si se considera que al 

sistema ideal descrito con anterioridad se le distorsiona débilmente (//a <1‹ 1) en cualquier 

punto. De esta manera sus propiedades ópticas locales serán aún uniaxiales y la magnitud 

de su anisotropía (determinada por el parámetro de orden) permanecerá invariante, así 

como tendremos que el vector director únicamente rotará, cambiando sólo la dirección de 

su orientación. En términos de las observaciones anteriores, el parámetro de orden (1.4) 

adquiere la forma 

Quo = Qu[nurr1rio(V) —16uol• 
	

(4.1) 

Es menester señalar, que el parámetro de orden caracteriza al estado macroscópico 

de un cristal líquido flemático, además de sus dos variables locales escalares y su variable 

vectorial que también describen el estado macroscópico de un líquido isotrópico (para el 

que usualmente éstas son: la densidad de masa p, la entropía específica s y la densidad de 

momento linea) pli), El punto importante que cabe destacar, es que al tomar el parámetro 

de orden la fonna (4.1) en un medio uniaxial, su módulo go es una variable que relaja 

rápidamente con respecto al director, por lo cual no puede ser una variable hidrodinámica. 

En consecuencia, sólo Ti' es una variable hidrodinámica y no existen otros grados de libertad 

hidrodinámicos para un nemático. 

Por otro lado, dado que sólo ii.(7') es la variable hidrodinámica en dicha ex-

presión correspondiente a un sistema nemático uniaxial débilmente distorsionado, podemos 

considerar que el estado de distorsión en la vecindad de cualquier punto del mismo puede 

entonces ser descrito completemente en términos de un campo vectorial director Ti`(r) 

de magnitud unitaria, y suponer también que la dirección del director "ii.  puede cambiar 

continuamente y sistemáticamente de un puntos a otro del medio excepto posiblemente 

en algunos puntos o lineas singulares. 

Principios do conservación y variación de la entropia 

Comencemos estableciendo las leyes de conservación o balance de un nemático 147J. 

Para ello, emplearemos la notación tensorial en la que los subíndices se suman de acuerdo 

con la convención usual. Supongamos que el medio líquido cristalino es incompresible, 

que el flujo viscoso y las deformaciones elásticas producidos por fuerzas y campos externos 

son procesos isotérmicos, y que dichos agentes externos son mucho más débiles que las 
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interacciones moleculares, Cabe mencionar que la mayoría de los análisis usualmente se 

llevan a cabo bajo la suposición de que los procesos que experimenta un cristal líquido 

son isotérmicos, lo cual no permite considerar los efectos de calor que aparecen en sus 

propiedades dinámicas y de flujo. No obstante, se han realizado algunos esfuerzos por 

incorporar los efectos térmicos al considerar procesos no isotérmicos en la descripción de los 

cristales líquidos nemáticos, mediante el empleo de la termodinámica irreversible extendida 

[531. 

Consideremos un elemento del fluido nemático de volumen V y superficie S, que sea 

macroscópicamente pequeño y microscópicamente grande, de manera que contenga un gran 

número de moléculas, Describiremos la evolución de sus magnitudes físicas, a medida que 

se desplaza por el espacio conforme fluye el nemático; es decir, realizaremos una descripción 

lagranglana del mismo. De esta manera, la variación temporal de dichas magnitudes se 

indicará mediante la derivada material d/dt [54j. 

A continuación estableceremos los siguientes principios de conservación, que son 

generales y váiidos para cualquier proceso que ocurra en el nemático, 

Conservación do Masa Al seguir el curso del elemento de fluido conforme se desplaza 

al fluir el nemático, se observará que su tamaño y su forma cambian, pero no su masa; es 

decir 

fv pdV =O, 	 (4.2) 

en donde p es la densidad por unidad de volumen del fluido y la integral representa la masa 

contenida en el elemento del mismo. 

Conservación do Momento Lineal De acuerdo con la segunda ley del movimiento de 

Newton, la razón de cambio del momento lineal del elemento del fluido debe ser igual a la 

suma de las fuerzas externas que actúan sobre el mismo. Las fuerzas externas pueden ser 

volumétricas, tales como las gravitacionales o las electromagnéticas; o superficiales, como 

lo son la presión o los esfuerzos

¡ 

 viscosos. De acuerdo con ésto, se tiene 

v puidli = f 	
ff dV.

(4.3) 

El término de la izquierda representa la variación temporal del momento lineal del elemento 

de fluido, siendo poi su momento lineal por unidad de volumen. El primer término de la 

derecha es la contribución de la fuerza superficial neta externa que actúa sobre la superficie 
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del elemento de fluido, y en el cual ijiAi es la componente i—ésima de la fuerza por unidad 

de área que se ejerce sobre un punto de su superficie con normal 	siendo ti; el tensor de 

esfuerzos. El segundo término cuantifica el efecto de la fuerza volumétrica neta externa que 

actúa sobre el elemento de fluido, y en el que A es la componente i—ésima de la fuerza por 

unidad de volumen. 

Conservación de Energía Consideremos una forma modificada de la primera ley de 

la termodinámica, según la cual la energía instantánea del fluido flemático consta de una 

parte interna o intrínseca y de otra cinética, De manera que la variación tempotal de la 

energía del elemento de fluido conforme se desplaza deberá ser igual a la suma de la potencia 

instantánea realizada sobre el mismo por las fuerzas externas durante su desplazamiento, 

más el calor generado durante éste. De acuerdo con lo anterior, al despreciar los flujos de 

calor (ya que estamos considerando un proceso isotérmico) podemos escribir 

1 	dv  
di, I v 2Pviv 	+ u ) 

	

(fiv; + CA) dV + 	+ 
	

(4,4) 

El miembro izquierdo de la igualdad denota la variación temporal de la energía total del 

elemento de fluido, siendo U y ipso; sus energías interna y cinética por unidad de volumen; 

y 	la energía de rotación del vector director, en donde / es su momento de inercia 

por unidad de volumen y 44  su velocidad angular. El primer término del segundo miembro 

de la igualdad, representa la potencia instantánea total que producen sobre el elemento de 

fluido la fuerza volumétrica externa fi que actúa sobre el mismo y la fuerza volumétrica 

externa de rotación Gi (que tiene unidades de turca por unidad de volumen) al actuar sobre 

el director. El segundo término constituye la energía instantánea total producida sobre la 

superficie del elemento de fluido, por la fuerza superficial externa tii>5  que actúa sobre el 

mismo y por la fuerza superficial externa de rotación ir,,), (que tiene unidades de torea por 

unidad de área) al actuar sobre el director en la frontera del elemento de fluido. 

Conservación de Momento Angular De acuerdo con la Mecánica Clásica, la variación 

del momento angular del elemento de fluido nemático, debe ser igual a la suma de las toreas 

que producen las fuerzas que actúan sobre éste. Es decir 

d
dí  

, 

	

LlP(Orivk 	 = 
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Jv 
(ciik riA 1-ciik nj(7k )(1114.1s (ttjkritidu 4-tiik norik 4)(Vi, 	(4.5) 

en donde cok  es el tensor de Levi-Civita. El primer miembro de la igualdad representa In 

variación temporal del momento angular total del elemento de fluido, siendo pciikrivk  el 

momento angular por unidad de volumen del mismo e /cok nink  el del vector director. El 

primer término del segundo miembro de la igualdad denota la torea total producida por 

las fuerzas volumétricas fk  y G k  que se ejercen sobre la muestra de flemático y el director 

respectivamente. El segundo término cuantifica la torra total producida por las fuerzas 

superficiales tikAi y irit)j que actúan respectivamente sobre el elemento de :temático y el 

director. 

Al convertir las integrales de superficie de las ecuaciones anteriores en integrales de 

volumen, simplificando y tomando en cuenta la hipótesis de incompresibilidad, obtenemos 

de (4.2), (4.3) y (4.4) respectivamente las siguientes ecuaciones diferenciales: 

= 0, 	 (4.6) 

pti¡ = 8jtjt + 
	

(4.7) 

en donde Oi = 818xi y, 

= tjiAii +ni"— giM 
	

(4.8) 

en la cual 

= lit — Ci — 	 (4.9) 

M= 	— Bank, 

"= 8jnt - Bikopik, 

/fi;  = 5  (opi  + aivi), 	 (4.10) 

Bi;  = § (tkivi  - 001); 

de la ecuación (4.5) se obtiene la relación 

tii — wkiükni goti = tii — %Boj + gini, 	 (4.11) 

gi es un vector int rínseco al vector director y tiene unidades de torra por unidad de volumen. 

es la parte simétrica del tensor de gradientes de velocidad Oivi. Ni puede interpretarse 

como la velocidad angular del director relativa al fluido, y puede reescribirse como 

	

Ni  = - compik 	 (4.12) 
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que comparándola con su primera expresión, puede verse que el tensor 	está relacionado 

con la vorticidad del flujo wi definida como 

LLf = 2 
1 	„ 	

(4.13) 

de esta manera, Bij representa la parte antisimétrica del tensor de gradientes de velocidad. 

Cabe hacer notar que el tensor de esfuerzos tii no es simétrico, y que cuando se toma el 

límite ni --+ O, las expresiones (4.6) a (4.11) se reducen a las ecuaciones hidrocliniunicas de 

un líquido ordinario, 

Además de las ecuaciones de conservación ya mencionadas, haremos uso del prin-

cipio de variación de la entropía 

di I SdV  ?°' 
d 

en la que S es la entropfa por unidad de volumen. De la definición usual de energía libre 

de Heltnholtz por unidad de volumen 

= U —TS, 

en la que U es la densidad de energía interna del sistema y 7' su temperatura, obtenemos 

(para un sistema en equilibrio isotérmico) 

- frrjiNij — sin', — r> O. 	 (4.14) 

Ecuaciones Constitutivas 

Resulta necesario para poder desarrollar la teoría hidrodinámica, establecer ecua- 

ciones constitutivas para las cantidades F, 	y gi [491 1551. Teniendo en cuenta el 

principio fundamental de la física clásica de que las propiedades materiales son invariantes 

a los sistemas de referencia o a los observadores (56], las ecuaciones constitutivas no deben 

cambiar ante transformaciones ortogonales. De acuerdo con lo anterior, supongamos que 

las cantidades mencionadas son funciones univaluadas de 

aini, Ni y 

Por lo tanto, podemos escribir 

F = 	ajni, Ni, 4), 
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de manera que ir estará dada como 

fr  = 	OP 

 d 14 
)4.  817  Ñ 	OF d A  

ani 	(0")dt 1 	O 	DA• • dl 
expresión que puede simplificarse, para dar 

= 	°P .11.. 	OF ,n.;  , DP 

	

— 	--- Ñ+ Oni &in)  + 	i 

	

0(004) 	Ni 

OP
— 
 OF o n B 	OF j1 4 	OP n  

04 9  0(00;) 	 O (Ankrilkuji.  
Sustituyendo la ecuación anterior en la relación (4.14), obtenemos 

, 017 	 17  
07i71-5(nril 

, 	
57  OF 

Inj 	(fi; 1-  ate  J 73 Ar. ,+ 

[

017  „ OP n  ap 	OF 	017  ra• 	ukti 	mrik----1 u»  — 	Ñ;> 0. (4.15) Oni 	a (Ok 	0 (Oillk) 	O N; —• • 
Á,1 

°Av  
De acuerdo con las suposiciones hechas £1,0, A1;1, Ñ y Á 1  pueden variarse arbitrariamente 

e independientemente de todas las demás cantidades, por lo que sus coeficientes deben 
anularse; es decir 

de donde se deduce 

Por lo tanto, la expresión 

OP 	n 	OP 	017  

(4.16) 

1 

_ o, 	 (4.17) 

(4.18) 

> O. 	 (4.19) 

O A4 =  "' 04 +  04 =  °' 

17  = P(ni, 000, 

[ 	017 	OP 
	

OF 

	

+°"411(1 	a' 875,71;5) 
._ap 4_ 80, 	OP 	OP 

[to 

On; 	0(0kvt;) 

— 

(4.15) se reduce 

OF  

010;tzk ) .1 
O" 

0(004)
— 0. 

a 

OF + —„ 
i; )Al

;  — (1 	
m 8(Dirik) 

Escribamos a tensor de esfuerzos tj, y al vector yi como 

ti;  = 	lijo  y; =g;' +yü  

en donde el superíndice o denota la parte de deformación isotérmica estática, y la prima' la 

parte hidrodinámica. Mediante las ecuaciones (4.16) y (4.18), se deduce que iri;  no depende 



G0 

de Ao ni de Ni, de manera que 	= n.7;. De esta forma podemos escribir a la ecuación 

(4.19) como 

íri  + 	 

	

8(004)(10114 — 	+ ----) + (9; 	— Yi Ni) O. 
Oni 

OF „ 	o  OF 	„, 

Debido a que 	y N pueden seleccionarse arbitraria e independientemente de 

las partes estáticas t5;  y g7, se tiene de la ecuación anterior 

OP 
—1117?-krink  

que recibe el nombre de tensor de esfuerzos de distorsión, 

DI' 
(4.21) = — 

	

eii 	— 	> 0. 	 (4.22) 

Además, usando (4.11) y (4.17) se encuentra 

	

+ 	= ti;  g:ni. 

La hipótesis de incompresibilidad implica que el tensor de esfuerzos está indeter-

minado por una presión arbitraria p. Similarmente, existe cierto grado de indeterminación 

en las cantidades g7 y nji si las reemplazamos por In; —1004 g7 y Oti+ ro respecti-

vamente. Por consiguiente, los nuevos valores que adquieren las expresiones (4.20), (4.21) 

y (4.18) son 

(4.23) 

OF 
97 	 (4.24) 

Nain 	
(4.25) 

i)1  

donde p, ry y 	son constantes arbitrarias. La componente hidrodinámica del tensor de 

esfuerzos 	se denomina tensor de esfuerzos viscosos. Ambas partes hícirodintimicas t5;  y 

qi satisfacen la inecuación (4.22). 

En un proceso de deformación estático (e isotérmico), la ecuación (4.9) torna la 

forma 

9. 	Oprii + =0, 

(4.20) 

OF  - 
(i k) 

que recibe el nombre de tensor de esfuerzos de Ericksen, 

OF 
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y si en ésta reemplazamos las valores de gl y rii dados por (4.24) y (4.25) respectivamente, 

se obtiene 	
a. 

8(

o
0in

r 	c  DF' 	_
i) 	Oni 	— —lni. 	

(4.26) 

Al miembro derecho de la expresión anterior, De Gennes 1161 lo define como el campo 

molecular hi, que en equilibrio tiene la propiedad de ser paralelo al vector director en cada 

punto del 'temático. 

De la relación (4.22) puede observarse que la variación de la entropfa por unidad 

de volumen está dada por 

TS = A, — 	 (4.27) 

Ya que 	es un temor asimétrico, puede descomponerse en una parte simétrica Vi; y en 

otra antisimétrica Zji que cumple In condición 

ZjiA = O. 

Esto nos permite reescribir a la expresión (4.27) como 

TS = 	— 
	

(4.28) 

De esta manera, tenemos que la variación de la entropfa tiene dos contribuciones: 

una debida al flujo cortante del fluido, representada por el primer término; y otra provocada 

por el movimiento de rotación del vector director, representada por el segundo término. La 

ecuación anterior, es la ecuación fundamental de la teoría nematodináinica. 

Fuerais y Flujos 'Ibrmodiaduoicos 

Si el proceso Irreversible que se produce en el sistema es tal que los estados fuera 

de equilibrio son de equilibrio local, el cambio en la entropfa puede caracterizarse por una 

combinación lineal de flujos y fuerzas termodinámicos (57J. La elección de los flujos y las 

fuerzas no es única; sin embargo, resulta conveniente identificar en la ecuación (4.28) a Yo„ 

y No como los flujos, y a A,,0  y g10  como las fuerzas, lo que permite obtener ecuaciones más 

compactas para el estudio de las deformaciones infinitesimales de una muestra de cristal 

líquido. Esta selección fué introducida por primera vez por el grupo de Harvard 150J. 

Supongamos que los flujos en un instante dado dependen sólo de los valores de las 

fuerzas termodinámicas que están involucradas en ese instante, y si además consideramos 

que las fuerzas son lo suficientemente pequeñas de modo que podamos despreciar términos 
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de orden superior, entonces podemos escribir a los flujos como una combinación lineal de 

las fuerzas termodinámicas, en la forma 

Rot316 (no )Ary6+ Qna7(ino197, 
	 (4.29) 

N.= q.01(n.)A0, + P.0(na)gr 
	

(4.30) 

en donde los tensores R.,,a-s(no), 	Q1,137 (no) Y Poli (na ) son coeficientes cinéticos 

que son obtenidas al imponer las condiciones de simetría y de incompresibilidad del flujo 

nemático. Las ecuaciones anteriores pueden simplificarse al considerar el teorema de On- 

sager, el cual establece que los coeficientes cinéticos Qij3ry  y 	son idénticos 

Q0137 = Q'ajir 

Se puede demostrar, que la forma más general que adoptan los flujos Ya, y N. de 

las ecuaciones (4.29) y (4.30) para un nemático incompresible es 115) (16) 

	

Yao = 21/2 Anil 	+ 1,2 — 21)3)ttatIoni01,,A,,p+ 

, 

	

2( )3 — 1.12) 01011,040i, 	11,111,,A0i,) + 	(tio„ + /1,4) , 	(4.31) 

N.= 	+ AtipAao, 	 (4.32) 

'en donde 1,1, u2, 	'y y 'v son coeficientes de viscisidad positivos de acuerdo con la 

condición de aumento de entropfa, y donde A = —72N es un número adimensional. 

Asimismo, la forma que adopta la parte antisimétrica del tensor de esfuerzos viscosos es 

1 
Z00  = 2 — (tIA 11 —„11;3). 	 (4.33) 

k 

La ecuación de movimiento para el director Ti se obtiene a partir de la ecuación 

(4.12) y al considerar las expresiones (4.32), (4.13) y (4.10), siendo ésta 

	

1 , 	1 	 1 , 
dolo = 	+ 	 + 	 (4.34) 

2  

El primer término de la ecuación anterior, describe la dinámica del director en ausencia de 

flujo hidrodinámica: los términos restantes representan el acoplamiento del director con el 

campo de velocidades. 

La variación temporal del flujo se obtiene a partir de la ecuación general para 

la conservación del momento lineal (4.7), en ausencia de fuerzas volumétricas externas 

(fa = 0); 

pva = 0„too. 
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Tomando en cuenta que el tensor de esfuerzos puede escribirse como /„a = t,°,0  + tino, 

y separando al tensar de esfuerzos viscosos V.o  en sus partes simétrica y antisimétrica, 

obtenemos 

pdtvp = 14(1,10 +Ypc,+ Zo), 	 (4.35) 

en donde 1.„̀' fi , Yo. y Z,,/i están dados por las ecuaciones (4,23), (4.31) y (4.33) respectiva-

mente. Esta expresión puede considerarse como la ecuación de Navier-Stokes generalizada 

para un flujo líquido cristalino flemático; y de la cual puede obtenerse la ecuación men-

donada correspondiente al caso de un fluido isotrópico convencional, al tomar el límite 

0, 

4.2.2 Descripción Elástica 

Impongamos a una muestra de flemático, cierto grado de distorsión descrita por 

el director 	variable. Supongamos que un sistema deformado cumple las siguientes 

condiciones 116): 

1.- Las variaciones de Ti+  son lentas a escala molecular: 

aVir 4 1, 

lo cual no implica que 1 sea prácticamente paralelo a una dirección fija, 

2.- Las únicas fuerzas de consideración entre las moléculas son de corto alcance, 

con lo cual se desprecian algunos efectos eléctricos de largo alcance. 

De acuerdo con la expresión (4.16), la energía libre por unidad de volumen de un 

fluido flemático incompresible que experimenta una deformación isotérmica, tiene la forma 

P = 	a"). 

Por lo que es posible desarrollar a como una serie de potencias de la forma 

+ , 
1" 4'0011   1 1 „ 

en el cual se han despreciado términos de orden superior, ya que estamos considerando 

típicamente deformaciones infinitesimales. El desarrollo en serie de potencias, debe carac- 

terizarse por ser una función par en Ti', ya que ir y 	son indistinguibles; así como 

presentar sólo términos de la fonna (V x Ti )9  y (V • "ii4)2  y no términos lineales, los cuales 

no son invariantes bajo rotaciones. Puesto que las deformaciones están asociadas con los 
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cambios de la orientación del director, Oini puede apropiadamente denominarse tensor de 

deformaciones )44). 

La densidad de energía libre puede ser escrita como 1151 1161 (581 

=
2 	 2 

Ki (V • Ti)2  4- 11(2 (ir • V x '1)2  + 
2
! K3 ("ii x V x 114)2 	(4.36) 

expresión que recibe el nombre de energía libre de distorsión de Oseen-Rank. A su vez ésta 

puede reescribirse en la forma 

P = 1 —Ka p 6 0011,,00,, 	 (4.37) 

en la que 

K„076  = 	(45  — %rió )(boi  non.,) + 

K2capi,c.78,,non, + Kz(ho., — natr7)n/04. 

La ecuación (4.36) es la fórmula fundamental de la teoría elástica para un flemático; y en la 

cual Kr, K2 y K3 son las las constantes elásticas de Frank )44(. Comunmente sus órdenes 

de magnitud son de 10-6  dinas ó 10-I I N, y para la mayoría de los nemáticos K3 es la 

constante más grande como resultado de la forma calamítica de sus moléculas. 

Las energías elásticas involucradas en las deformaciones de los flemáticos son bas-

tante pequeñas, ya que sus moléculas únicamente giran y no se desplazan. De esta manera, 

se logra producir en ellos deformaciones que no es posible realizar en los sólidos ordina-

rios, cuino las mostradas en la figura 4.1; en la cual las deformaciones splay, twist y bend 

están representadas en la ecuación (4.36) por los términos que tienen como coeficientes las 

constantes elásticas Ki, K2 y K3 respectivamente. Cabe mencionar que las deformaciones 

splay y bend necesariamente involucran flujos de cristal líquido, contrariamente al caso de 

la deformación twist. 

4.2.3 Distorsiones producidas por Campos Externos 

Condiciones a la frontera 

Para estudiar a los cristales líquidos, se acostumbra confinarlos entre dos placas 

de vidrio, las cuales al recibir un tratamiento químico o mecánico previo, permiten que las 

moléculas del flemático cercanas a éstas puedan mantener una orientación específica y tan 
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liend Soler twist 
Configuración 
en equilibrio 

Neshtico 	
Dirección del t'einstenio 

I 	 1 

I 

 ~Il
i 	

Placee do vidrio 

I
I  

a) 
	

b) 

Figura 4,1: Los tres principales tipos de deformación, en un cristal líquido 'temático. 

firme, que ignoren la aplicación de un campo perturbativo externo. A tal preparación, se le 

conoce como condición de frontera de anclaje fuerte. 

Dos tipos de condiciones de anclaje fuerte son las más utilizadas: In homeotrópica, 

en la que la dirección preferencial de las moléculas del nemático es perpendicular a las 

placas, y se impone al tratarlos químicamente; y la planar, que mantiene a las moléculas 

paralelas a las placas, lo cual se consigue al friccionar éstas en la dirección en la que se desea 

orientar a aquellas. Ambos tipos de condiciones se ilustran en la figura 4.2, 

Figura 4.2: Dos clases de condiciones de anclaje fuerte: a) homeotrópica y b) planar. 

Efecto Freedericksz 

El método más simple para medir las tres constantes elásticas Ki , K2 y «3 de 

un cristal líquido nemático, consiste en estudiar las deformaciones debidas a un campo 

magnético externo (43) 159). La geometría se selecciona de tal manera que los efectos de 
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orientación del director inducidos por la presencia de un campo externo, rivalicen con la 

orientación del director impuesta por las superficies que están en contacto con el cristal 

líquido nemático. Para desarrollar tina teoría estática de tales deformaciones, se utiliza 

la ecuación de equilibrio (4.26) en la cual la fuerza volumétrica externa de rotación a; 

que se ejerce sobre el director, está dada por un campo magnético 71. Si xii y ja son las 

susceptibilidades diamagnéticas principales por unidad de volumen paralela y perpendicular 

al director respectivamente, entonces 

O; = 

en donde x. = xii — xl. La deformación ocurre sólo si la intensidad del campo magnético 

sobrepase cierto valor crítico II,. Esto es lo que se conoce como efecto Deedericksz, y se 

ilustra en la figura 4.3. Puede demostrarse 115) que el valor crítico del campo magnético 

tiene la forma 	
(___K,) ,/,  

xa  J 
en la dual d es la separación entre las superficies que confinan al flemático, e i = 1, 2, 3. 

Las mediciones también pueden realizarse empleando campos eléctricos, o inclusive campos 

ópticos producidos por láseres 160). 

Densidad do Energía Libre debida a Campos Externos 

Dado que nuestro interés se centra en las efectos que produce un campo eléctrico 

homogéneo »g al actuar sobre una muestra de ¡temático, sólo mencionaremos la contribución 

do éste a la densidad de energía libre; siendo ésta 
E 

 Jo 

, _4  
Pe  = — ‘ ;r 	D • (1E 

en donde D es el vector de desplazamiento. Tomando en cuenta que D1 = E,,Ei y que a 

su vez (o = ciáv  4- canitti tal como se indicó en la sección 2.3, se puede mostrar que 

P, = — —1  [el  I ít  12  +1. (ir • n2} 	 (4.38) 

es la densidad de energía libre eléctrica. 

4.2.4 Energía Total Libre de lielmlioltz 

Para tener una descripción completa del sistema se requiere que su densidad de 

energía libre de Helmholtz, además de considerar a las energías libres de distorsión P y 
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Figura 4.3: Efecto Freedericksz inducido por un campo magnético, en una muestra de 

nemático bajo condiciones de anclaje fuerte pialar y homeotrópica. La transición produce 

las deformaciones: a) splay, b) twist y c) bend. 

eléctrica fi', dadas por (4.37) y (4.38) respectivamente, contemple también a energía libre 

hidrodinámica FI, = Ipli2  (donde p es la densidad de masa y ti la velocidad del flujo) que 

es la contribución hidrodinámica del flujo 'temático. Despreciaremos las efectos producidos 

por el campo gravitatorio, ya que hemos supuesto ausencia de fuerzas volumétricas externas 

(f, = O). De esta manera, la energía libre total de Helmholtz del sistema toma la forma 

r= 	(F-1- Fe + hjdV, 

en donde V es el volumen de la muestra de nemático; ó también 

F =Fd+ re+ rh, 

en la cual Fa, Fe  y rh  son las energías libres de distorsión, eléctrica e hidrodinámica 

respectivamente. Explícitamente, la energía libre total está dada por 

[ 	—4 2 	121 1 _12  F = 	G-K„,p,4 /01,,(96n1  — 	£.1  14 +f„ 	• 11 	+ Ip } 	(4.39) 
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4.3 Formulación Estocástica 

Las ecuaciones nematodlnámicas (4.34) y (4,35) deducidas hasta el momento, no 

contemplan a las fluctuaciones térmicas que resultan necesarias para describir los estados 

iniciales de un sistema, cuando es llevado a un estado inestable fuera de equilibrio mediante 

alguna perturbación. El efecto de las fluctuaciones térmicas en la hidrodinámica de los 

cristales líquidos puede ser introducido en las ecuaciones dinámicas a través de un modelo 

de Ginzburg-Landau generalizado y dependiente del tiempo, el cual está caracterizado por 

ecuaciones del tipo Langevin que incorporan los procesos reversibles básicos y los disipa-

tivos. Dado un conjunto de variables relevantes «Ds(ra, t) y la función de energía libre total 

F 	t)) del sistema, las ecuaciones mencionadas anteriormente presentan el aspecto 

general siguiente (52) 

atIs(r.  t) = V,(4?) — Lij
6F (0) 

6 
	t-,(11+, t), (4.40)

tIrj 

donde 1,,(413) reliresenta la contribución dinámica no disipativa; el segundo término cuantifica 

los procesos disipativos, siendo Lii un conjunto de coeficientes generalizados de Onsager; 

y el término 1,(7',1) proporciona los efectos del ruido térmico gaussiano, debido a las 

fluctuaciones, 

Puede asociársele una ecuación de Fokker-Planck a la expresión (4.40), si su 

término fluctuante satisface las relaciones de fluctuación disipación 

( 	( -1".• , t)e.,(t,  , t') ) = 2k HTL,i ti(r — 	)6(t — ) 	 (4.41) 

y el carácter no disipativo del término Vi(1) está dado por la condición 

11,
6 

{V;(0)exp [-1 ka2T
11} dV = O, 

en la que kn es la constante de Boltzmann y T la temperatura. 

La solución estacionaria de la ecuación de Fokker-Planck asociada para la densidad 

de probabilidad Peq 	es 
F (1) &g (l ) = N exp[--k7-1 , 

en la cual N es una constante de normalización. 

Con la finalidad de escribir las ecuaciones nematodinihnicas hasta ahora obtenidas 

con la estructura de las ecuaciones (4.40), se requiere determinar que términos de ellas 
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son disipativos y cuales no. Ésto resulta más fácil al reescribírlas mediante operadores, 

obteniéndose 1521 	

(114);(1 , t) = 	(tiii)
6F 

(I)) 
	

(4.42) 

donde i = 1,...., 9. El factor 6r (1)/b4>1  denota las componentes del campo vectorial <1); 

que son 

) = 	t), uí(ri, t), uí(ri, t)), 

y el operador 	posee una parte disipativa Al dada por 

1/7 0 0 

L 

0 0 0 

que tiene la propiedad (A:y = Al, y otra no disipativa o reversible Al dada por 

o r o 
—r o -1Ip 

0 p 

que satisface (Al)I = _Al  Cada elemento de la representación anterior corresponde a 

una matriz de 3 x 3, siendo 1 la matriz unidad y donde la daga f denota la transpuesta 

conjugada de la matriz. Los tensores 	y Lii son operadores que se definen como 

1 rm-it) = 	RA 1)no0,,5/5., + - 1.)rt‹,,006,7 ), 	 (4.43) 

	

4/7(71+) = OnAfahd(W)Dro 	 (4,44) 

donde 

Afoihs= — 
1 

12(1/3  V2  - 21,y)notion,n5  ii2(6066a7  ha6607) 
P2  

+(V3 - v2)(ttc,11.7660  4- nart669  Itanik„ + Tion,5674)}, 	(4.45) 

De esta manera, la nueva forma que adquieren las ecuaciones (4.34) y (4.35) es 

= 	
yi 	

+ ro  (V)-6r 	 (4.46) 
hilo  

do = uJyt /6v) .07( ti
-4 

 ):/171, pl  66 Ifir.  

--0\ 6r  

= 

(4.47) 



70 

1 6F 
di vo = 

p ova 

en donde recordemos que dt  denota la derivada material, y 6F/6tio, 6F/6v1  y 6/7 /6us son 

las derivadas funcionales de la energía libre total de Relmholtz F. 
En la representación dada por (4.46) y (4.47), los términos disipativos de las 

ecuaciones del director y de la velocidad del flujo, están dados por —(1/71)(6F/6no) y 

tr (11,16F/6v., respectivamente; los restantes, no lo son. Hemos por lo tanto, mediante 

esta nueva formulación, identificado a las ecuaciones que describen la evolución temporal 

del director y del No con la estructura de la ecuación (4.40); por consiguiente, resulta fácil 

ahora introducir en las ecuaciones nematodinámicas (4.42), los efectos de ruido producidos 

por las fluctuaciones, de la manera siguiente 

F (41 ) 

	

dt'Di( 	t) = Aq( Di)
6
60i  + //Cr, t), 	 (4.48) 

en donde el término fluctuante vi está definido como 

?Kv, t) = [(ser, t), o.n.,(7., o, 0j. 

Las ecuaciones (4.48) escritas explícitamente, son 

	

1 6F 	F 
0 	.nrj 	t'U 

	

10 = 	+ 	(MY, 1), 	 (4.49) 

L. 	 „ 
diva = 47k  n 

6v., 	
• 	n 

6f- 
— — 	+ Clailea r k ,L), 	(4.50) 

o 	p 

dttlfi = 16F 
	

(4.51) 
p ovo 

en las cuales, los términos fluctuantes b(7', t) y 8.11„fi(r,t) son fuentes de ruido blanco 

gaussiano que satisfacen el teorema de fluctuación disipación (semejante al de la expresión 

4.41) dado a continuación 

locri t)(7(7,1') ) = 2117:k 	6( 	— )6 (t 1)6137, 	 (4.52) 

	

( 8Q (10(14. , t) [0611,57(7, 	) = —2k DTI,3,6(74  - -r1)6(t — e). 	(4.53) 

El sistema de ecuaciones (4.48), representa un conjunto cerrado de ecuaciones no 

lineales, en el cual las fluctuaciones se han Incluido de manera sistemática. La fuente de 

ruido térmico contemplado no es la única que puede considerarse, ya que puede incorporarse 

en vez de ésta una externa impuesta al sistema a través de cierto parámetro de control, como 

lo es un campo eléctrico fluctuante [611. 



Capítulo 5 

Relajación Dieléctrica de un 

Cristal Líquido Nemático 

A continuación describiremos el proceso de relajación d'eléctrica de una película 

delgada de cristal líquido flemático confinada por placas de una geometría específica, al 

aplicársele un campo eléctrico de frecuencia variable. Para tal fin, emplearemos los de-

sandios teóricos de los capítulos precedentes y consideraremos para una descripción más 

simple, el siguiente 

5.1 Modelo 

Considérese una capa delgada de flemático contenida entre dos placas diélectricas 

paralelas entre si y perpendiculares al eje z de un sistema de referencia cartesiano, como se 

muestra en la figura 5.1, Las placas están separadas por una distancia d y sus dimensiones 

transversales en las direcciones x y y son de longitud L (con L » (I), de manera que el 

volumen del flemático es finito y de valor V = Vd. Las moléculas del flemático tienen una 

configuración inicial homeotrópica 

"1-2/  = (O, 0, 1) 

y las condiciones en la frontera sobre las placas son de anclaje fuerte 

= (x, y, = (O, O, 1). 

En ausencia de cualquier campo externo, el flemático mantendrá su orientación 

Inicial "i i-3; sin embargo, sí es excitado por un campo eléctrico externo, alterno, oblicuo 

71 
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y que incide paralelamente al plano xz (figura 5.1), la orientación del director dentro de 

las placas variará como función de la posición y el tiempo, y se podrá describir por un 

campo director local TiTY,l). Supondremos que el campo está representado por una onda 

armónica y monocromática 

-g(t) = —Fjo+  COS 	 (5.1) 

en donde 150   = 4:7+ Eozí: es la magnitud y dirección del campo eléctrico, y w su frecuencia. 

Figura 5.1: Representación esquemática del modelo empleado para un cristal líquido 

nemático. 

Si la polarización del campo eléctrico es constante y permanece en el plano de 

incidencia, es razonable suponer que la reorientación de Ir también tenga lugar en el plano 

xz; por tanto, 

ir (-r• , 1) = nx( 1'4,1)i+ %CT.', 

Más aún, por simplicidad, se supondrá también que el proceso de reorientación de Ti' 

es espacialmente homogéneo a lo largo de las direcciones x y y, de manera que it sea 

independiente de dichas coordenadas; de esta manera, podemos escribir 
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Con las aproximaciones anteriormente seiialadas, las componentes de ir se pueden describir 

por el ángulo de reorlentación 0(z, t) que se mide con respecto a la orientación inicial (eje 

z), 

ñ (z, t) = Isen0(z,1),0,cos0(2,1)1. 	 (5.2) 

5.2 	Ecuaciones Dinámicas Básicas 

El proceso de reorientación completo es un proceso altamente no lineal. Es decir, 

se puede demostrar 1131 que la ecuación que describe el comportamiento espacio-temporal 

de 0(z, t) en la celda es una ecuación no lineal de la forma 

2 
71  -0(z, t) = — K 0 + —9- [sea° (IE,12  1E42) + (E, E; + E;F)cos201= 0. Ot z2 	Ehr 

Aquí 'y es la viscosidad rotecional del nemático, I< es el valor medio de su constante 

elástica y ta  = EU — ti es la anisotropfa dieléctrica del fluido, en donde tu y ti denotan 

respectivamente, sus constantes dieléctricas en direcciones paralela y perpendicular a 

El asterisco en la ecuación anterior denota complejo conjugado, 

Dado el carácter parcial y no lineal de la ecuación anterior, es claro que la des-

cripción del proceso completo de reorientación es un problema difícil. Para resolver la 

ecuación de reorientación en este caso se tiene que recurrir a cálculos numéricos complicados, 

de manera que la simplicidad del modelo se pierde. Por esta razón restringiremos nuestra 

descripción a la etapa final del proceso, Más específicamente, linearizaremos la ecuación 

dinámica para el ángulo de reorientación alrededor del estado estacionario final en el que 

11.  está alineado en promedio con el campo eléctrico É. 
Es un resultado experimental bien establecido que los efectos de reorientación 

dan lugar a un flujo hidrodinámica ú (contraflujo) el cual se acopla dinámicamente con 

el campo director. Puesto que en el estado final los contraflujos ya han relajado casi en 

su totalidad, los Ignoraremos en la descripción dinámica. El estudio de le etapa final del 

proceso resulta más cómodo si se realiza mediante el ángulo a que describe la orientación 

de Ir con respecto a la dirección fija de 	El ángulo de orientación a está relacionado con 

el ángulo de reorientación O por 

0(z, t) = 	a(z,t), 	 (5.3) 

en donde Ji es el ángulo que forma g con respecto al eje z (ver fig. 5.1). 
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Determinemos la forma que toman cada uno de los términos de la energía libre 

total (4.39), de acuerdo con la geometría específica del modelo. Ln energía de distorsión 

elástica (4.36), en la aproximación de constantes elásticas iguales K = Ki = K2 = K3  se 

puede reescribir como 

1 	r 

	

rd=-
2

K v  i(y • 5- )9 	xi-02  +(ñ x x i)21 dV, 

o en la forma 

1 	012 	11 (DM 	(Oni)2  ( 2 	) (0,12  anx\ 
= 	K fv [(--07 +2

( 	
7)z

)
-I - - 	+ ttx  + 2 

8x 	az fi — 
V. 

Al poner a las componentes (5.2) del vector director en términos del ángulo de orientación 

a mediante (5.3), y sustituyéndolas en la expresión anterior, obtenemos que ésta se reduce 

a 

	

rd 	2 v az 
I (12  dV. 

La energía libre eléctrica (4.38), como función del ángulo de orientación a adquiere 

la forma 

-1 1 2 

r, =1 arr v 
f (ci +f a cost ct) dV.

La energía libre hidrodinámica se anula, debido a la ausencia de flujos hidrodinámicos en 

los estados próximos al estado final. Por consiguiente, la energía libre total queda dada por 

	

=•1- 
v 	az 	4tt 

[K (-a-a-)2 	71' (c + c cos2  a)] dV. 
2  

Ahora bien, si consideramos a o pequeño (a Ir, O); es decir, que el proceso está 

muy cerca de su estado final, entonces cosa or•:-, 1 y la expresión anterior se convierte en 

= ft, [K (1)2 - 	1 2,147, 

que podemos también escribir en la forma 

r = I f tIV, 

en donde hemos redefinido a la densidad de energía libre total como 

K (OCIN 2  I D5 12  

j 	2 VI) 73-7 1̀1.  

(5,4) 

(5.5) 



75 

De esta manera, al tener presente la forma adquirida por la energfa libre total (5.4) 

y las aproximaciones impuestas a la descripción del proceso, tenemos que las ecuaciones 

nematodindmicas estocdsticas (4.49) a (4.51) se reducen a las expresiones 

1 .5r 
rititz  = 	+ (z( 	t)i 

ryt on, 

dota  = — oil  +1:( 	r), 	 (5.7) 
, 

las cuales son ecuaciones estocdsticas lineales respecto al director. Para especificarlas com-

pletamente es necesario calcular las derivadas funcionales de la energía libre total deducida, 

para lo cual emplearemos la regla de la cadena 

6F 6F Da 
— áa Orto' 

y la identidad de Lagrange 162) 

6FDf n  Of 
Ti; 1-4  E " 	8(0,30)' 

Expresando a las componentes del vector (5.2) en términos de n(z, t) y A mediante la 

relación (5.3) y derivando respecto a a, la regla de la cadena bajo la suposición de que 

O toma la forma 

.5F 	1 6F 
6n, 	da 

1 6F 
án, 	senfi 6a' 

Sustituyendo la densidad de energía (5.5) en la identidad de Lagrange, obtenemos 

6f- = 

—11  8a2 

ea) 
(5.11) 

6a  

Nuevamente, expresando las componentes del vector (5.2) en términos de a(z, l) 

y fi, derivándolas respecto al tiempo, y considerando también que a 0, obtenemos que 

las variaciones temporales de las componentes de Ti' podemos escribirlas en términos de la 

variación temporal del ángulo de orientación a en la forma 

do, = —a cos 13 , 	 (5.12) 

(5.6) 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 
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asen0. 	 (5.13) 

Sustituyendo (5.11) en (5,9) y (5.10), y éstas junto con (5.12) y (5.13) en las expresiones 

(5.6) y (5.7); así como multiplicando adecuadamente a las ecuaciones resultantes por —cose 

y senfi, obtenemos finalmente la siguiente ecuación para el ángulo a 

2K (02a (2, t)) 
a(z, t) = 

/I k 022 	
+ sena — cos 0, 	 (5.14) 

expresión equivalente a las ecuaciones (5.6) y (5.7), que describe la evolución temporal de 

la reorientación que experimentan las moléculas del nernático, en términos del ángulo de 

orientación a. 

5.2.1 Ecuación de Amplitud 

Como se puede observar, la ecuación (5.14) es una ecuación diferencial parcial 

estocitstica todavía muy difícil de resolver. Sin embargo, puede simplificarse de manera 

que se obtenga una ecuación diferencial ordinaria estocástica, del tipo Langevin 1371 (63), 

conocida como ecuación de amplitud (521, la cual se resolverá proponiendo desarrollos de 

Fourier de las variables involucradas compatibles con las condiciones de frontera. 

Resulta más sencillo proponer desarrollos de las variables en series de Fourier 

que satisfagan las condiciones de frontera del modelo. Así que escribiremos a la ecuación 

(5,14) como una ecuación para 0(z, I) a la cual le aplicaremos los desarrollos de Fourier de 

sus variables compatibles con las condiciones a la frontera, y a la ecuación resultante la 

escribiremos otra vez como una ecuación para a(z,t) usando la relación (5.3). Mediante 

la relación (5,3) y la ecuación (5.14), es posible obtener la siguiente ecuación diferencial 

parcial estocástica para O 

2K (020 
bz, 	--) + cos - 	0, sen ( 

71 1922  

a la que aplicaremos los desarrollos en series de Fourier 

E O,, (1) COSPOl 1)1 t 

1,r (z t) = E lz,„,(1)cos [(2nt+ 1)1 , 
,11.0 

/2(z, = E 6,,„(t)cos pm +1)1 
rn=0 

(5.15) 
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Al sustituir estas expresiones en la ecuación (5.15), obtenemos la ecuación de amplitud para 

o 

	

(4(0 	--,170m(¿) lx,ra(1) cos fi — 12,m(t)serifi. 	 (5,16) 

donde 

2K [(2rn + 1) 7i1 
d 	2 

Puede observarse de la definición anterior, que el sistema se relaja más lentamente cuando 

fil = 0. Considerando únicamente este modo (dado que es el predominante), la ecuación de 

amplitud mencionada se simplifica: 

/1) = ~-15(1) + es(t) cos p — 1,(1)sett fi, 	 (5.17) 

en donde 

E".-: (d)2  T 	• 
2K kir I 

. Si consideramos que la relación (5.3) es también válida para las amplitudes de 

Fourier de los modos correspondientes 

o(t) = A — a(t), 
	 (5.18) 

al sustituirla en la expresión (5.17), llegarnos a una ecuación de amplitud para el ángulo a 

Mi) 	—11:a(i) + 	0(01 	 (5.19) 

en la que 

q(t) = (t)settfi — 4(t) cos 

es el término estocástico de la ecuación do tipo Langevin para a, y puede mostrarse que 

satisface una relación de fluctuación-disipación semejante a (4.52): 

1(pT 
(rj (t) n'(e)) = 2

2
6(1 e). 	 (5.20) 

71 V 

5.2.2 Primer y Segundo Momentos 

Nos interesa calcular los momentos primero y segundo de o(t), que serán de Im-

portancia más adelante. Para lo cual requerimos la solución general de la ecuación (5.19), 

para a(0) dada 

	

a(t) = o(0) 	+ $(1 — e"(11 + e-tir I 	ri(e)de 	(5.21) 
e 
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Al tomar promedios de la ecuación anterior sobre el ángulo de orientación a y el término 

estocástico q, y al considerar que (0) = O, as( como que 0(0) = (o(0)) obtenemos el 

primer momento 

	

(a(t)) = — 	— (o(0))1 e -1/r . 

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación (5.21), tomando nuevamente prome-

dios sobre el ángulo de orientación a y el término estocástico q, y utilizando el resultado 

(5.20), obtenemos el segundo momento 

2knr 
(02(1)) = 	

v 
+ 	T 	2/31/1 (n(0))] c4/1.  

+ (V) - (i)(0))12 	'r} 

Puede demostrarse que el primer momento de la ecuación de amplitud en términos 

del ángulo O, está dado por la expresión (64) 

2d lipkilT 
(0(t))  = 	177Z e 	' 

en donde r' r y depende de los flujos producidos por la reorientación. Valuando a esta 

expresión en 1 = O y utilizando la relación (5.18), obtenemos que 

_ mo»  = 71.2412vk0KT.  

Si hacemos 
2d12kur 

Ao E ; vh 
2k0T Al  

v 
entonces, los primero y segundo momentos quedarán dados como 

(0(()) = /3 — Att Cr' `, 	 (5.22) 

(o2(1)) = (f32  + A)) — 204 Cr' t  + (AZ — A l ) c`r2 t , 	(5.23) 

en donde ri = 1/r y r2  = 2/r. 



79 

5.3 Función de Relajación Dieléctrica 

Como se mencionó en la sección 2.3.1, un campo eléctrico o magnético puede orien-

tar una solución nemática compuesta por moléculas alargadas y rígidas. En general el mo-

mento dipolar jr de esta solución anisotrópica, consta de un momento dipolar permanente 

Ti; y otro inducido 111. El dipolo permanente siempre es paralelo a la dirección udel eje 

largo de la molécula, mientras que el inducido se escribe en términos de la polarizabilidad 

COMO 

« )5' +.1[V — ("Fi' • V) 51 

L

all +  2ati 
3 	7+ kali 	( u —4  u  —4 — 	• -g 	47i.  • 

de modo que 

= 	+ l  = µ ú + • -g, 

siendo ¡i la magnitud del momento dipolar permanente. 

Denqo de la teoría de Bol y Edwards E651, el vector it que aparece en la ecuación 

anterior se interpreta como un vector unitario tangente a la dirección de la cadena polimérica. 

En el caso bajo consideración en el que las cadenas poliméricas se identifican con las cadenas 

poliméricas alargadas, es claro que el campo director "ir describe la dirección del eje princi-

pal de las moléculas (eje óptico). Esto sugiere identificar a ú con el vector director. Debe 

enfatIzarse que esta identificación permite entonces expresar al momento dlpolar inducido 

71.4, en términos de una densidad de polarizabilidad 

= 16,i + bask no), 	 (5.24) 

en donde tia = ciu  — al. Entonces os)  es una densidad local de polarizabilidad, y por 

lo tanto una cantidad macroscópica al igual que 	Esta hipótesis nos permitirá calcular 

los momentos dipolares y su evolución temporal en términos de la dinámica estocástica del 

campo director discutida en los capítulos anteriores. Como veremos en lo que resta de este 

capítulo, ésto a su vez permitirá describir la respuesta dieléctrica de la celda flemática. 

La orientación de los cristales líquidos de moléculas alargadas puede ser estudiada 

al describir la dinámica de ir. Comunmente la cantidad que es medida en experimentos 

de relajación dieléctrica, es el valor promedio del momento dipolar total Ii(i) sobre la 

distribución de ángulos de reorientación 

(111(0) = µ (ni(0) + (ali(1)) 	(I), 	 (5.25) 

ESTA TESIS NO BEBE 
v,ALIII DE LA fildLIOTECA 
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con i, 	x, 2. 

Mediante el empleo de la relación (5.24) para el tensor no, el promedio del mo-

mento dipolar (je (t)) puede ser expresado en términos de los promedios del vector director 

(t)) y (tti (t) ni (t)) en la forma 

(ilx(1)) = /2  (nx(1)) +al F)2(1)+ 

	

bar Rn,(1)n,(1)) Ex(1) + (n,(t)m(1)) Ez(t)) 
	

(5.26) 

	

(112(1)) = 	(T12(1)) + 	Ez(1)+ 

iSa Rtiz(t)Iti(t)) Er(i) 	(nz(i)nz (l)) t%= (t)) 
	

(5.27) 

Los promedios (m (I)) y (m(t)ni(t)) podemos escribirlos como funciones del primer 

y segundo momentos del ángulo o, al poner a las componentes de la relación (5.2) en 

términos de este ángulo, desarrollando en series de potencias hasta segundo orden, y 

tomando promedios. De esta manera se obtiene 

(11,,(1)) = Dvi i(o(i)) • (02(1))} • 

	

(tIv(z• t)71•,(z• 	= BP2 [(n(t)) • (a2(1))1 • 

(ni,(z, t)riz (z,1)) = (n p(z 1)71,(z , 1)) = Iiv1 [(a(1)) (02(1))} , 

en donde ti = x, 24 e i = 1, 2,3. Los términos 	[(a(t)), (ol(t))) dependen también del 

ángulo $ de incidencia del campo eléctrico alterno, tal como se muestra en el apéndice. 

Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones (5.26) y (5.27), se en-

cuentra que éstas dependen explícitamente de los momentos primero y segundo del ángulo 

de reorientación a; es decir 

(t42(0) = tin,21(1) + 	+ áa1322(t)) Mi) + A0E123(0E2(0, 	(5.28) 

(14(1)) = µB,i(t) A01323(0E240 + tal + áti8/2(t)i 112(t). 	(5.29) 

Por otra parte, como se discutió en la sección 3,4, la función de relajación dieléctrica está 

dada por la expresión 

	

(ii(c4) 	1 
h 

•
o r 

 
di e 	thi (1)1 
	 (5.30) 
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en donde uJ es la frecuencia del campo alterno incidente, y thi(t) es la función de relajación 

normalizada que se definió como 

(Pi(0)/ki(0)) 
	 (5.31) 

en la cual ni(1) es el momento dipolar eléctrico del sistema promediado en la dirección i, y 

los paréntesis angulares denotan el promedio en el equilibrio. La función de correlación del 

dipolo eléctrico está definida en términos del promedio del momento dipolar como 

Oil(1)i1)(0)) 	(i11(0)(i4)(1))14¡(0))19 
	

(5,32) 

Al sustituir los momentos de o (ecs. 5.22 y 5.23) en las relaciones (5.28) y (5.29), 

y con el empleo de la definición (5.32), se obtiene 

(11,(1)11,(0)) 	1l,r1 + 1'1:2 e Tr t  — &zz e rzt 4- Euz4 C(0."4" 

pyr5 e-rt t  cosco,. Fuz6  e-" t  cos wt, 	 (5.33) 

(11v(t)/1:(0)) = Fuji + Piaz 	Ens t!--"t t  Pim coszot— 

Ppi5  e-1  coswt Fi,zu c-" t cosed, 	 (5.34) 

en donde los coeficientes Pm; con v, p = x, z, e í = 1, .., 6, dependen de los parámetros 

materiales del :temático, de la geometría del modelo, de la magnitud del campo eléctrico 

aplicado y del ángulo de incidencia del mismo; tal como se puede observar al final del 

apéndice. Atención especial merecen los factores P,,m4  coswt, u, p = x, z, de las expresiones 

anteriores, en las que puede observarse que los términos de decaimiento (aquellos que tienen 

como factor una exponencial) representan la reacción que experimenta el sistema por la 

acción producida del campo eléctrico; es decir, cuantifican el tiempo que le lleva al sistema 

reorsar a su estado de equilibrio, tras ser perturbado por la presencia del campo. Esta 

Información aparece contenida en 71 y 7-2, Por otra parte, estos términos no describen el 

proceso de reorientación de las moléculas del nemático puesto que a medida que aumenta 

la frecuencia w del campo y específicamente cuando w > ri con i = 1,2, las moléculas del 

medio no podrán oscilar tan rápidamente, de manera que no seguirán al campo, ya que 

71 y r2  son menores; por consiguiente, las moléculas ignorarán a un campo eléctrico con 

esta frecuencia, y se comportarán sólo como si estuvieran sometidas por la acción de un 

campo eléctrico constante, Es por esta razón que dichos términos carecen de relevancia en 

la descripción física de nuestro sistema, de manera que serán eliminados. 
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De esta manera, las funciones de relajación normalizadas (5.31) obtenidas de las 

ecuaciones (5.33) y (5.34), están dadas como 

Ola«) 	+ G vr2 	t  av.r3 e. T*2 t+ 

alas Cri t cos + 	e-ta cos wt, 

	

2Pi,z (1 =Gin + G v:2 e 	t 	 '- 

G,,,r, c Tt t coswt+(1,:u e'" cos wt, 	
(5.36) 

en donde v = x, z; y se han definido los coeficientes G„iti = lopid (11„(0)ii,,(0)) contc = r, 
z, 

e i = 1, 6. 

de correlación dada por las ecuaciones (5.35) y (5.36) es escencialmente el producto de 

una función exponencial por un armónico. Esta forma está de acuerdo con la asumida por 

Kubo et al 166), en su teoría de respuesa lineal de la relajación dieléctrica de soluciones con 

moléculas polares. Suponiendo que epv(w) = ér,,(w) — it,,(w), obtenemos la parte real e 

imaginaria del censor de permitividad eléctrica para las funciones de relajación normalizadas 

Al sustituir las expresiones anteriores en la relación (5,30), tenemos que la función 

tbrx(t) Y 'Pu(t) 	

G 2 1,09  avr,2 102 	Gvx5 W 2 	Gvz6 w2  

1: 	 " 	
----- - ---- - « 	

(5.37) 

r? + ,,,2 
+ 

rl + w2  r? + 4w2  rl + 4)2 ' ,r (w) = ' 

	

c„2  wri c„3  un-2  Gi,z5 •'`'(r? + 2w2) 1.  Gula 51(7.1 + U2) 
	

(5.38) 

	

1 	 4 + 4w2 	
, 

ly: (w) = ---t--Ti  4. 72 - 17-2  I - 	+ -----2-1-----2  + 4(02 	' w2 	T 

y para las funciones de relajación normalizadas 0„(t) y 
Ozz(t) 

Gvz2  102  G1,21 6.72 	Gvz5 W 2 	0  vz6 W 2  
s„ p) = - 	, 

+ 
--1—,- + -,--=-- - 	 (5.39) 

¿ 	
r? + w2  71 + w 2  r? + 4w2  r.1 + 4w2t  

(Ti-1 	+2w2) G 6 -41(r2  + 2w2) 

ev
, iwl  = Qin 6/7-1 .... GI,,23 6/2"2  _Gt....±a1.1______ 4.  _ j.../.  ,....2L_L__ 	(5.40) 

2 1  / 	Ti 4-W2 	
r2+ 

 ,d2 	TI+ 4W2 	 r 4- 4w2  

en donde se ha definido a las permitividades eléctricas normalizadas real ¿;,,., 
(w) e imaginaria 

(5.35) 

(W) como 

= 	, 	+ Gvill 
si!, (0) "cpv km) 

¡oí, 
(w) = 

1-siv(0) tpu,(00'  
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dado que el término 	es independiente de la frecuencia w del campo eléctrico, y donde 

¡1 X, Z. 

Ya se ha mencionado que las evidencias experimentales indican que las desvia-

ciones al comportamiento de Debye que muestran los sistemas líquido cristalinos flemático», 

se presentan en la componente de la permitividad eléctrica perpendicular ci.(w) al campo di-

rector de estos sistemas. Puesto que nuestro interés radica en proporcionar una descripción 

teórica de este hecho, por simplicidad se considerará un ángulo de polarización del campo 

eléctrico aplicado, lo suficientemente grande, de manera que cl(w) esté prácticamente rela-

cionada con la componente c2, (w) del tensor complejo de permitividad eléctrica . 

5.4 Diagrama Cole-Cole 

Pasaremos a continuación a obtener el diagrama Cole-Cole de un cristal líquido 

nemático, así como sus gráficas de la parte real e imaginaria de la permitividad eléctrica 

como funciones de la frecuencia del campo eléctrico aplicado, Particularmente restringire-

mos nuestro estudio al cristal líquido nemático p-azoxianisol (PAA), dado que finé en el que 

se encontró la información completa necesaria para nuestra descripción. Los parámetros 

materiales del PAA a la temperatura de 395 K útiles en el modelo son: 

Parámetros Materiales del P-azoxiattisol (PAA) 

Coeficiente de viscosidad rotacional ry 3  
Momento dipolar 

6,8 x 10-3  Pa s 
7.4 x 10-30  C in 

[58J 
1581 

(16) 
1151 1671 

Coeficiente promedio de elasticidad K 9.43 x 10-12  -17  (16) 
Polarizabilidad paralela a11 5.90588 x 1021  r ut2  [58) (341 
Polarizabilidad perpendicular a j, 1.99224 x 10"4° F in2  [58j (341 

Perndtividad paralela a 4.9036 	10-11  x 	/7, 7c2  

5.0488 	10-11  x Permitividad perpendicular cj.  N in- 

Los parámetros debidos a la geometría del modelo que se utilizaron fueron: la 

separación de las placas d = 10-5  m y el volumen ocupado por el »cinético V = 10-9  

ni11. El campo eléctrico alterno utilizado se consideró que incide con un ángulo ,6 = 7r/3 

red (60°) y con una magnitud E = loto k;  valor que supera al valor crítico del campo 
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Ec = 2.838 x 106  mnecesario para que se produzca el efecto Fredericksz en el nenuttico 

empleado. Para el neinático en consideración tenernos que ri = 273.7316 s-  I y r2 = 547.473 

s' 

Al determinar los valores de los coeficientes C4,1,i, con ¡i, u = x, z e i = 2, 6 

de las ecuaciones (5.37) y (5.40) mediante los valores numéricos anteriores, se obtiene que 

= (123.; y 	= G,,i; lo cual implica que rfi„(t) =0„(t), y que tii„(t) = tP,z(l). Las 

gráficas que describen para el PAA el compotamiento de las partes real ttz  (w) e imaginaria 

121: (u)) de la componente zz normalizada del tensor complejo de permitividad eléctrica como 

funciones de la frecuencia u), asf como su correspondiente diagrama Cole-Cole, se ilustran 

en las figuras 5.2, 5.3 y 5.4 respectivamente. 

o 	ICO 	100 	wa 	an 	OCO 	10:1 

co (Hz) 

Figura 5.2: Comportamiento de la parte real de la componente cz,(w) como función de la 

frecuencia, del tensor complejo de permitividad eléctrica, correspondiente al flemático PAA. 

5.5 Discusión 

Enfatizaremos a continuación, algunas características de los resultados que se han 

obtenido hasta el momento en este capítulo: 

Las expresiones dadas para el primer y segundo momentos del ángulo de orien-

tación a (ecs. 5.22 y 5.23), presentan más de un tiempo de relajación. A partir del 
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(o (Hz) 

Figura 5.3: Comportamiento de la parte imaginaria de la componente cu(w) como función 

de la frecuencia, del tensor complejo de permitividad eléctrica, correspondiente al :temático 

PAA. 

conocimiento de esta información, ya se puede inferir que nuestro modelo no se compor-

tará como lo predice la teoría de Debye. Es bien cierto que sólo obtuvimos dos tiempos 

do relajación porque únicamente hicimos desarrollos de potencias de las componentes del 

vector director (ec.5.2) en términos del ángulo de orientación a sólo hasta segundo orden, 

de manera que parece probable obtener tantos tiempos de relajación como los órdenes en 

que se desarrollen en serles de potencias las componentes del vector director mencionadas. 

Hemos obtenido para el nemático p-azoxianisol (PAA), un diagrama Cole-Cole (fig, 

5.4) correspondiente a la componente de la permitividad eléctrica perpendicular al campo 

director, que se desvía de un semicírculo. Dicho diagrama, se presenta adicionalmente junto 

con un diagrama Cole-Cole correspondiente a un sistema que se comporta de acuerdo con la 

teoría de Debye (indicado por un semicírculo) . Esto nos permite establecer, aunque sea de 

manera cualitativa, una comparación entre ambos sistemas y poder así ilustrar lo alejado 

que se encuentra el nemático en consideración de comportarse como lo predice la teoría de 

Debye. 

La gráfica correspondiente a la parte imaginaria de la pennitividad eléctrica como 

función de la frecuencia (fig. 5.3) como es bien sabido, está asociada con la pérdida 



Figura 5.4: Diagrama Cole-Cole del p-azoxianlsol (PAA), correspondiente a la componente 

de la permitividad eléctrica perpendicular al campo director d, y que asocintnos con la 

componente r.,,(to) del tensor complejo de permitividad eléctrica. 

dieléctrica, Puede observarse que dicha pérdida es máxima sólo cuando la frecuencia del 

campo alcanza un cierto valor específico. 

Debe resaltarse que los cálculos de la permitividad dieléctrica y del diagrama 

Cole-Cole correspondientes, contienen contribuciones en la componente zz normalizada del 

tensor complejo de permitividad eléctrica, que son independientes del campo, proporcionales 

al campo o de potencias superiores al mismo. Estrictamente, este es un resultado que va 

más allá de los límites de validez de la teoría de respuesta lineal que está implícita en la 

ecuación (5.30). Sin embargo, los resultados dados por las ecuaciones (5.37) a (5.40) en 

las que algunos de los coeficientes son funciones del campo y están dados en el apéndice, 

son del tipo de los resultados que predicen algunas teorías moleculares (65J [68] [69J [70J. 

Efectivamente, de la teoría de Poi y Edwards se puede demostrar que el índice de refracción 

y en consecuencia la permitividad dieléctrica, son un efecto de segundo orden en el campo 

aplicado (ver referencia (65) secc. 8.5.3). 

Podemos realizar la descripción del comportamiento de otros sistemas líquido 

cristalinos :temáticos durante la etapa final del proceso de relajación dieléctrica, si se cono-

cen sus parámetros materiales que se requieren en nuestro formalismo teórico, tales como 

los que se utilizaron para el p•azoxianisol (PAA). 
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Conclusiones 

El tratamiento que se ha realizado de la relajación dieléctrica en cristales líquidos 

nemáticos dentro de las limitaciones del presente trabajo de Investigación, proporciona 

algunas contribuciones nuevas al estudio de dicho fenómeno, como son las siguientes: 

Gendalmente las descripciones de la relajación d'eléctrica se realizan en forma 

determinista basadas en una aproximación de campo medio que desprecia inhomogenet-

dades espaciales y fluctuaciones térmicas, tal como se mencionó en la introducción general. 

Precisamente en este trabajo se toman en cuenta las fluctuaciones térmicas inherentes al 

proceso de reorientación de las moléculas del nemático, que tiene lugar durante el proceso 

de relajación dieléctrica del mismo. 

La introducción de las fluctuaciones térmicas, proporciona una descripción más 

completa del fenómeno de la relajación dieléctrica en un cristal líquido nemático y permite 

introducir algunos métodos de la mecánica estadística fuera de equilibrio escasamente em-

pleados en la descripción de la dinámica de estos sistemas, como lo son las funciones de 

correlación de equilibrio. 

Una de las aportaciones originales de este trabajo estriba en haber proporcionado 

una expresión analítica de la función de relajación dieléctrica para una película de cristal 

líquido nemático confinada entre dos placas dieléctricas paralelas y bajo la acción de un 

campo eléctrico alterno, que describe las etapas finales de su orientación y a su vez permite 

la descripción de las contribuciones que la desvían de la ecuación de Debye. 

Debe enfatizarse que la hipótesis clave que permitió realizar lo anterior, consistió en 

identificar a la dirección del eje de moléculas de cadenas poliméricas uque es una cantidad 

microscópica, con el vector director Ti que es una variable hidrodinámica. Esto permitió 
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calcular el momento dipolar je en función de la dinámica del vector director Ti, y poder así 

realizar una descripción hidrodinámica de la relajación didáctica de los cristales líquidos, 

Esta hipótesis realmente resulta novedosa ya que permite obtener el momento diputar y 

su correlación en equilibrio, en términos de la dinámica estocástica del vector director. El 

establecerla, se sugiere de las características de la teoría microscópica desarrollada por Doi y 

Edwards para las soluciones :temáticas poliméricas, Por otra parte, los resultados obtenidos 

en esta investigación nos inducen a pensar que la hipótesis es correcta, 

Podemos describir el comportamiento de otros sistemas líquido cristalinos sa-

biendo de antemano sus parámetros materiales; no obstante, existen pocos experimentos 

diseñados para estudiar el proceso de relajación dieléctrica en sus últimas etapas (que son 

los estados considerados en este trabajo), por lo que no pueden compararse directamente 

los resultados obtenidos con experimentos. A pesar de ésto, del conocimiento que se tiene 

de algunas evidencias experimentales podemos realizar una comparación cualitativa con los 

resultados obtenidos teóricamente, lo cual nos permite afirmar que nuestro trabajo es con-

fiable; asimismo, la concordancia que muestran éstos con las predicciones teóricas de Doi y 

Edwards para la birrefringencin en dieléctricos también nos sugiere lo mismo. 

Resumiendo, el presente trabajo de Investigación resulta un esfuerzo por explicar 

el alejamiento al comportamiento de Debye que muestran los cristales líquidos nemáticos 

termotrópicos de bajo peso molecular. Podemos afirmar que la descripción de las correla-

ciones orientacionales de largo alcance de sus moléculas dada en términos de la dinámica 

estocéstica de la orientación de las mismas, muestra cómo se desvían estos sistemas del 

comportamiento de Debye. 



Apéndice 

Relación de términos definidos durante los desarrollos algebraicos, y que dependen 

de los parámetros materiales del 'temático en consideración, de la magnitud del campo 

eléctrico empleado y de su ángulo de incidencia, asf como de cantidades geométricas del 

modelo, 

B,,;(1) =1321  [(o(f)), (02(t))1 = sena— 

cosa (o(1)) — Isertfi (02(0 , 

{0(1)) , (a2(t))1 = sett2fl — 

2actificosa (a(t)) (cos2  a — sc1t20) 

8,1(t) = /121  i(a(t)) ,(o9(0)1= cos (34- 

senfi (a(1)) — 2, cosa (o2(t)) , 

13,2(0 
	

Bz2 [(o(t)),(o2(t))] = cos2  + 

2 cos asola (1)(0) + (801213 — cos2  a)  (a2(1))  , 

8,3(1) --=- Bi3 [(0(i)), ( 2(0)} = Bz3(1) = az3 {((1(1)) ,  (02(I))1 

= COSfiRellfl (sett2,13 cos2  fi) (o(1)) 2senficos a (o2(0) 

Hzi E 0,1(0, 

821(0), 

84 E 142(0) f  

13z2 = Bz2(0), 

13r3 

1323 

liza(0), 

Bz3(0). 
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También se ha definido 

p /111  + E (n ,scn0 + LSri (B j2sen fi 4- Dm cos (3)1, 

11, 1  + E 	cos + Len (8,2  cos + 13,3s din; 

D„.1 	seMi — 0 cos — sen[1((32  + .41 ), 

= Ao(cus + (~0), 

= 	sc110(AZ — A1), 

1Y 	= sen2(3 20sen0cos (3 + ((32  + /11 )(cos2  —sen233), 

142  = 2Ao[sen0 cos 0 — 0(cos2  —scri2(3)1 

/4"!2  = (t — /11 )(cos2  —sert2(), 

Dio = sen0 cos 	[1(sen2  — cos2  (3) — 2sen0 cos 0(02  + A1 ), 

= Ao (40sen0cos ¡3 — sen2  + cos2  , 

= 2~0 cos n(Az - A1 ); 

D'21  = cus + Oscli0 — 
21 

cus 0((32  + A1 ), 

= Ao(0 cus — sen(1), 

= 21  cus 0(AS — A1), 

= cus2  fi 20 cos [3sco0 + ((12  + A1  )(sen2(1 — cus2 ), 

012  = 2,40 [cos0sen0 + 0(scti 2  — cus2)1 

D ,"12  = (AZ — Al ) (scn2(3 — cus2), 

111,3  = cus 	+ ti(sen2  — cos2  (3) — 2sen0 cos 0(02  + A 1 ), 

1),"3  = As (40~0 cos — scrt2  + cus2  , 

= 2scu cus 0(4 — As). 
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Finalmente 

Evi.2 	P 

Gi3 	P rtC v 

t(k. 	4 	(1n2seti(3  + 1n3 cos 3)1 /;;C„, 

ars = 	W:1 28(10 + n)3  co (3) E( !,„ 

1.5o (1)728ení3 — 1)73 i:os (3) 1.:( 

= 

FI,z2 = 

G23 	P Mi() 

Fi, :4 = [tu cos 	Lea (1); 2  cos (3 + In40)1 BC„, 

525 	An (1-n2  cos 	I):30) Ec„, 

ni - 	(1)1(2  cos ¡3 Dno) px;,, 

siendo v = 2, 2. 
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