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NOTACION

{7 Continno tetradiimensional cspaeio-temporal,

g0 G Métrica del v spaviv-ticmpo con signatura (=, 4 + ).
VoV, Devivada covarianle con respecto a g

div Divergencin con respecte 0 g

[uov] = (w0 = o0 )i Conmutnidor.
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Rig) - Rieelg)ly. Escalar de curvatura delermingdo por g

A Hipersape rficic cspacral tle V7

N Em Métrica inducida sabire 3

D, Devivadu coraviante con respeeto ay
Dir Dive egenria cun respeeta a5

A,y Laglaciano

L Derivada dv Lic con vespeeto ol compo vectorial €
1

o= (g™ Lapse

3 6.3, = Yoa Shift

P o " =6+ ntn,,

n.n=-1, Proyector «spacial sobre ¥ con normal n
KoKy, Tensor de curvature crivinseca
trlK| = K2 Operadores do traza

TrfK| = §KE,
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PREFACITIO.

E&lfs probable que en este preciso momento, la mente inquisidora del lector
s cuestione, al igual que lo hace wn explorador cuando comienza un viaje,
e e espera si decide abordar el coutenido del presente Trabajo de Tesis.
Para ser justos debo admitir que se pueden tomar diferentes rutas y puntos
de vista en una aproximacion al tema al “problema de valores Iniciales de
lo Reltividad General” segiin ol gusto de cada autor, lo que es wn indicio
de Ta rigueza que embebe nuesivo tema. Por cjemplo, es una fuerte moti-
vacion para seguir los lincamicentos de este estudio, tener en mente que, nna
resolneion, ann parcial. de este problema, en conjuncion con ol uso de las
erramientas de computo y mdtodos nunéricos de os tiempos modernos, es
i duda alguna. una via prictica para gencrar soluciones de las ecnaciones
de canpo de Finstein,

Agui. solo comenzamos a cxplorar y ciertamente no hemos Hegado a
i forma de ataque definttiva, para una resolucion completa del problema,
mutchas pregnntas witn persisten y hasta ahora permaneeen abiertas, Pre-
sentatos a continnacion, la manera como se ha organizado el viaje, o mejor
dicho, como se ba presentado of misimo ante los ojos expectantes del autor.

Enoun prineer capitulo se formula el problemia en cuestidn, cuyo nom-
hre titula esta tésis, con todo lo necesario que con lleva este aserto. Hemos
tradadode que a lo largo de la exposicion, las forunlas relevantes quedaran
centradas. Como cuestion de notacidn indicamos que, los indices formados
con ol alfabeto griego recorren los witmeros 0,1.2 y 3. Mientras que aquetlos
mmlices representados por letras de nuestro propio alfabeto, solo recorren 1,2
vdov se usan en objetos de cardter mermnente espacial. En el segundo
capiinlo se recoge parte de la jorga matemdtica, en especial el concepto de
camparidad como mediv para alrontar problemas definidos en espacios de
dimension infinita, B el capitulo tres, se indaga la invarianza conforme del
problema de vadores iniciales de Ja Relatividad General y su reformulacion
cutonmiuos e esta base. Bioese misimo higar, seceion 3.8.1, se incluye
aac prieba debida ab autor, concerniente a I existencin de soluciones es-

rictiniente positivas para una ceuaecion diferencial parcial de Ia mayor rel-

cumncia en fainvestigacion, También se muestra en un coarto capitulo, la

resolneion canseguida on 1984, de una antigua conjetura formulada en los
s sesenta, que plagaba a la geometria diferencial, la que se le denomina
mjetura de Yantabe cuya solucidn descansa en el teorema de la positividad
o i enevgia vy que ha motivado nucho, las investigaciones sobre andlisis
welineal, Aviidos con estas piezas de conocimiento se arriva finalmente,
el quinto y iltimo eapitulo, al siguicnte resultado, concerniente a espacio-
wnpos espacialmente cerrados v entonees aguellos para los cnales la inereia
i dererminada” por la materia.
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Sea S, el conjinto de soluciones de las eenaciones del campo gravitatorio,
formado por elementos que son espacio-tiempus. globalmente hiperbélicos y
gue por tanto cumplen con el pricipio de cansalidad, que aditen al inenos
una hipersuperficie espacial compacta. sin frontera de curvatura media con-
stante, quienes satisfacen la condicion de energia dominante, permitiendo
tratar en ollos entonces, solo materia energia que no puede viajar mas rdpido
aue Lo luz, Fste conjunto S, resulta ostar en correpondencia biunivoea con
clases de equivalencia difeaconformes de datos iniciales (Y4,9,0°.7,,J),
liliremente especificables, salvo que debien cumplie la condicion de enopgia
dominame by candicionale integrabilidad global (., /"), = 0y la cenacion
difeocanforme, que expresa fa influencia de La finitud del espacio sobre la
iereia de tos cuerpos, (k¢4 D)iv+ g+ ¢) O

Mis precisamente; por cada clase difeoconforme de datos iniciales no
triviales, que satisfacen las condiciones anteriores, existe un iinico represen-
tante, exeepto por canthios de coordenadas, donde la ley de conservacion
de fa energia os viilida v dichos datos generan una regidn de espacio-tiempo,
globalmente hiperbdlico. que sitislace las eenaciones del campo gravitatorio,
Drndadas en la tooria de Ta Relatividad General de Einstein,

Lspero que la investigacion presente les hiciose, a lo largo del camino
pasar algnnos ratos agradables.

Quicro expresar mi gratitud al Dr. Jemal Guven por sugeririne el tema de
Tosis, v darme la libertad de segair nii propio instinto; asi como al lustituin
de Ciencias Nucloares por las Faetlidades brindadas durante T elaboracidn
deeste trabajo. Espeeialmente al Dr. Jorge Ize, quien fue la duica influencia
arata gue hiciera valer Ta pena. el asistiv a la Universidad.

Maxien, DL nlio de 1996, Weneesloo Sentingo Germdan
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. O CONSIDERACIONES SOBRE FL ORIGEN DE LA INFRCTA

1.1 I principio de Naeh.

Aqm’ trataremos con prineipios hisicos de Nisica. Fstos principios han sido
revisados una v otra vez en cada época; recordenios por ejemplo, las abras de
Newton v Einstein, de las que somos dendores. Para dar un vistaso sobre lo
que estamos hablando, hemaos preferido iniclar con un experimento pensado,
cuyo origen se remonta a las reflexiones del fisico y fildsofo austriaco Frost
Maeh'. maginemos pues dos enerpos fluidos de la misma naturaleza, que se
encuentran en rotacion relativa nno con respecto al otro alrededor de un eje
comiin, suficientemente alejados entre si v del resto de fa materia para que
Fainica interaccion relevante a considerar sobre ellos ex la ejercida por sus
propias partes, Bien podifa sueeder que mediciones internas, efectuadas por
ahservadores que se encontrasen e reposo relativo con respecto cada cuerpo,
revelaran que ano de ellos, 8. tiene Torma esferiea, mientras que of otro, S,,
Gene forna elipsoidal. [ A que debemos atribnir esti diferencia?, Queremos
ara respuesta gue po involitere unicaniente o Sy y 9y por sinisinos, pues en
bl cases estarfiomos dando unic explicacian basados ea las propias diferencias
aue gqueremos explicir.

Nuestro sewtido de jousticia e ineling a favor de la sigaiente aseveracion
alaque nos reforiremos encadelante camo principio de Mach:

Las propicdades inereiales de los cucrpos dependon de la distribueion y
Hjo velativo de todu forma de wale via-cnergin existente en el Universo,

La teoria General de [a Relatividad propareiona parte del significado de
este eminciado, pero ; Comolo hace v de que manera la inereia de los cuerpos
quieda completamente determinada’?, Fsta es la inlerrogante que deseamos
contestar, sin enthargo antes de comenzar nuestra tarea citaremos algunas
palabras que Dennis Sciama exclamd algana vez v que a sn vez servirin
como palabras de advorteneia:

“ o This remarkable theary { General Relativity ) has had many striking
areeesses to it crodit, bt the extent o which it aceonnt for wertin is still
conetter of controversy, One teason for this s the mathematical ntrieacy

of the theory, which prevents a gencral attack on most problems® .

YA Finstein, Die Grundlage der allgemeines Relativititstheorie, Annaden der Physik,
19, 1916, Contenido en a callecion Das Relativititspriazip,

b esta direceion ver J. A Wheeler 1988, Geometrodynamic Steering Principle reveals
the determiners of Inercia, International fournal of Modern Physics A, Vol. 3, No 10,

ID. W. Seiama. Inertia, Ser, Awierican 196 (1957) 99-109,
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1.2 Vanables A.D.M.

v oreserv de ser mas preetsos en el iburo, clarifiquemos parte de nuestras
#leas, Por materia-energia existente en el universo entendemos toda aguells
que se enenentr en uwa misma hipersuperficie X3 orientable de tipn espacial
et~ ete. Para afrontar nuestro problema, convendremos en describir
ol campa gravitacional ne con el uso directo de las componentes del tensor
métrico g sino emplear otro conjunto de variables, ya conocido en la litera-
tra coma variables A. DM, que aunque no ea covariante si resulta de
gran ayvuda para ol seguimiento de la dindmica do la 3 geametria y su inter-
pretacidn. Con esta idea en mente exploremos ol significado que encierra el
elemento de linva ds para las cantidades ~, o > 1)y (§" que aparecen en la

férmmla:
ds? = ~(adt)? 4 ya(det + g de)(de’ ) a*di) z‘i’“
hine coordenada X s e
& - M:;.‘-—w -y
ax B P =
Tiempo n M"v
pravio - (X +aX t+at)
dt=aqt As(x )
A linea coardenada X + dx

~ leherd corresponder a una métrica Riemanniana de Y7 (vease la figura
adjunti). adt se interpreta entonces como el ticmpo propio ortogonal de
separacion entre las dos hipersuperficies 7 v X7, de ahi que a a sele
denomine el nombre Tuncion lapse.  Luego solo queda por interpretar '%::
que, después de lo anterior, serd preeisamente la velocidad con la quem la
hase coordenada espacial se mueve respecto a su origen, medida en unidades
de tielpo propio local. Para no cometer fallas de niemoria se designa al
objeto .7 con el nombre de vector Shift. De esta manera tenemos en nuestras
mapos diez cantidades independientes que remplazardn a las componentes
de la métrica del espacio-tiempo g.

_“,2 '* /).V.H(‘ )i},

y) = ; .h
(!/'“) l”u Tal (1 ’
T 5 805 fu - s det(-g) - o dety

Wy o= [ o

“-2/’“ 7nh ('?'2/3"]#

YArnowitt | Deser and Misner (1962 ). ‘The dynamics of Geaeral Relativity, in Grav-
daltoa An Introduchion lo Curreat Rescarch, L.Witten (ed. ), New York,Wiley, pp.
217465,



i Lo CONSIDERACIONES SOBRE FL ORIGEN DE LA INFRCLA,
1.3 Curvatura intrinseca y extrinseca,

hipersuperficie L; (n n - —l), nnonl.ndn lmu.m el futuro, os simplemente
2] 1 3 g ¢

gl Tl ol s prccnsnlnm}lo ol valor que toman SUS componentes,
n# o que se necesita para construir of operador de proyoccmn P ada hipor
superficie. Operador que se represeuta por P P2 (.- +) Pl onde cada P}
os igual a 84 + n'n,, cuando actiia sobre '.onsoro.s de 1- v.slmo rango, digamos
I‘IIJUI+| J/,
"2

anmnos para cmmpezar, que ana delinicion natural do derivada covarian-
te o N} aplicada a tensores de tipo espacial se obtiene de tomar primero fa
derivinda covariaate asociada o g, v proyectar despuds solee Ta hipersuperdi
e s dovir se sugirre nsag

1 PV

De osta manera se recobra de nuevo wn tensor que tiene solo componentes
espaciales. Siopor ejemplo, plasinamos en el papel solo aquellas componentes
no nulas de aquel tensor que se origina de aplicar el operador D), sobre un
lemor puraniente espacial digamos T# para fijar idoas se tiene que D, 'l"‘ =
,,r( = (F5, + 3T + (10, + 319 )T7, (expresar 2 £ en términos de £ y
;,; . Almm I)wn. en virtud de (1.1) se uhqon va que DT se puede esrrlbxr

completamente en términos de vy, nna métrica intrinseca a la hipersuperfice,
en la manera usual; a saber

Ju
DL‘T(? = L’“ - ‘Y("" 'l"'}'" rxt:z

Oae bet e ec

donde 7. es la conexidn asociada i g

Se puede tambien calcular el rensor Ricei(y)ap = 2( (')[,,7;"],, + ')',f[“'y;_‘]r,) v
contraer sus imlices |mru obtener un esealar #(5) que represente la cur-
vatura intrinseca de B asociada a 4.

Por otra parte, uno esperi e una medida natural de la forma en que 437
se tuerce en el espacio-tiempo debe estar puesty en términos de las derivadas
de n, se Jleva a cabo dicho acometido considerando ol tensor:

K==~ %p (o} .[’ng

Que con razén suficiente llamanos tensor de curvatura extrinseca. Esta
cantidad solo tiene componentes espaciales y os un tensor simétrico de rango
dos, cuyas componentes diferentes de cero son, después de un ealeulo:

o 07:1!;

‘:'; A - ‘C i 1.2
1h TR A (1.2)
la primera igualdad se sigue de usar l'le componentes (1, 1q) = (—n,0) en

la definicién, inientras que la segunda es co useuwncm directa de la relacidn
A _1a_pgea

e TN @ Jire’

Ky = —al



FOTRANSCRIPCION A LAS VARTARLES A drA ()

L4 Dranseripeion alas vaciables A D)\

Sequicte transeribie cadiouna de fas cantidades determinadas por el tensor
métrico goen torminos det conjunto de variables {0, 4 5 Ky uaa base coor
deniuta {eg ey, - e,y ) del espacio tangente o M., Con tal fin se sugiere
usar Ias siguientes expresiones, enlistadas segan ol orden de los cilenlos dn
los cuales se dorivon.

AT o (.3
Kyn
Vi e bty (1.4)
non
.
Ve, Dalwan (- b7, 1 e, (1.5)
()
dire. S Dl (1.6)
dien N (ll’)
AU ,""I);, hnae, (1.%)

Se roennocen en (1) v {1.3) las ecuaciones de Gouss-Weingarten
yue sou consecuencia directicde as deliviciones de 37, v Ky, para establecer

. . - - 3 .
{1.5) es conveniente wtilizar Ve, Vonofuye Jy o’ - (1, -£), en (1.6)
usar Ve = (7 — n"n, )V el v linalimente (1.8) proviene de considerar
'Vt = VnfaY) - o"Von¥ junto con nfn! o= gt 4 Py, pev
<thgn v

e - el

Por ejemplo, si queremos expresar las componentes independientes del
tensor de Riemann en funcion de las variables (a, 4,4, K), bastard usar la
relacion Ry, s, w'ufv?= s {1, v)w.donde B{u. v)w- V,V,w-V,V, w-
Vinv'w. Para obtener:

"tlubn(.'” : H:Iubr( 7) 2[‘-'«[’) ["-‘l‘l { l())
Ko g 2D, Ky, {(1.10)
oo A
Hoaotg i’ e LI N DDy (L)
a T
(Notarque en virtud de fas simetefas O . #,, Ry poy = Ripup)e ©
2 2
tensor de Riensinn Gone Lﬁ_%)ﬁ_ contponentes independientos, de las enales

f_'(;_‘:',)_,(l!_:;--:l)f,q estan determinadas por (1,9), L2000 (110) y 11",; L
provienen de (1.11), Brakets cuadrados indican antisimetrizacion, mientras
e los parentesis sefialan simetrizacion).

{1.9)y (1.10) son las ecnaciones de Gaunss-Codazziy Codnzzi-Mainardi
respectivamente.  Cnando se considera el par (7,K) y se pregunta si se
les puede caracterizar conto una métrica inducida y un tensor de curvatura




12 I CONSIDERACIONES SOBRE EL ORIGEN Dis LA INFRCIA.

oxtrinseca asociados a una variedad L encajada en un continuo tetradimen-
sional con métrica g, las ecuaciones de Gauss- Codazzi- Mainardi resultan ser
entonices un conjunio necesario para la integrabilidad, La ecuacion (1.11)
os la inica del conjunto que conticne segundas derivadas temporales de 1a
métrica v (ver (1.2)) y cuando contracinos sus indices espaciales se le puede
eseribir de una forma un poco diferente,como notara k. Kuckar después
de campletar segundas derivadas; esto es, R, (g)n'n? = 0"(V,V 0"

Vo Vo) = V(¥ ") = V(0" Con’) - (Vonf)(Vn®) + (V0 )V, n")

v oentonces

i, (g n”  din(D"In aeg+ An) - NN

1.4.1 TENSOR DE ENERCGIA MOMENTO Y LAS ECUACIONDS
DE CAMPO DE EINSTEIN,

Con la finalidad de traer a la luz algunos aspectos sobre el origen de la
inercia. segin la relatividad general, se hace la transcripcion completa de
las ecuaciones de campo de Binstein al lenguaje A.D.M., pero antes haremos
algunos comentarios. La manifestacion de la materia-energfa local se toma en
cienta a través de las componentes de un tensor simétrico de segundo rango
Iy, sta es la manera en que la teoria dice, aqui exisie y fluye materia-
energia local. Distiugamos sus componentes, p = Ty,n”n” s la densidad
de energia local medida por un observador ¢nya linea de iiniverso tiene como
vector tangente unitario a n, J, = — P! Ty,n" es la deusidad de momento
segiin e, ¢ por la ignaldad F = me? es también of lujo de energla propia
segin e, Sep = PIPY T, os el lujo segin ey del momento segin ey y conto
no se quiere que un cubo infinitésimalmente pequeiio de materia adquiera
una aceleracidn angular arbitrariamente grande es también el flujo segiin e,
del momento segin e, No sabemos la forina exacta que of tensor de encrgia-
momento debe tener. Sin embargo; podemos aswnir ciertas desigualdades
generales que caracterizan ¢l comportamiento de la materia-energia local
observada en la naturaleza en acnerdo con nuestre idea de como ponderar
sus contribuciones a la inercia.

Condicion de energie dninanle.

Para cualquier observador, la densidad de energia local es no negativa y
ol vector de flujo de la energia local es no espacial. Mds precisamente, se
tiene que Ty, w'w” <0y Ty,w” es no espacial V w temporal.,

La condicion de energia dominante implica que la materia-energia local
o puede viajar mds rapido que la juz®,

*S. W. Hawking and G, E. R. Ellis, The Large Scale Structure of Space- Time, Cambridge
University Press, Cambridge (1973), pgn 88-95.



TRANSCRIPCION A LAS VARIABLES A.D.L I3

Fs uma consecnencin del prineipio de eguivalencia, que no as posible
definir dle wanera covariante ¢ intrinseca una densidad de energia local para
ol viampo gravitatorio, v que siempre es posible, dado un punto def espacio-
lHewmpo. encontrar un sistema de referencia para el enal el campo gravitatorio
en o ese punto sea nlo, no ohstante es nuestro principio bisico el considerar
todas Jas formas de energia como responsables de la inercia de los cuerpos,
mas adelante tocaremos este punto de nuevo, seccién £.7.1, por o monmento
ocypdmonos de la transeripeidn de la ecuacién del eampo gravitatorio

\ }
R = = tpoll - 6l
2
Recordimos gue hemos asumido ¢ ~ [y Ba6; = 1, lo que significa que el
valor mimérico de 6 = ¥ o5 o, b adelante abreviaremos. como es usual,
. o
Ry = gt por G,

Eeuacion del campo gravitatorio,

Aqui se asume que (¥, g), satisface las ecuaciones del campo gravitato-
o v se pretende encontrar su reformulacion en el lenguaje ADM. Se inicia
con ol escalar de curvatura del espacio-tiempo, R#(g) = (P* — a#n*)( PP —
)R pua(g) PP PP Rypa(g) - 2R,.(g)n"n". lista expresién en con-
junto con las ecuaciones de Gauss-Codazzi son suficientes transcribie al-
gunas de las ecuaciones de campo de Einstein, Se pone p = Gy nin¥(=
(g n + %Il(g)) en la formas

|- .
NUGTEN Y Koy K2y = p (1.12)

Y tnbién vemos que o= - PRG 0T - - Gn® s = R (g)n? se reduce,
por Ganss-Codazzi, a la eenacion

S DR 4R (1.13)

S5 insistimos de nevo en saber sioun par cualguiera (7, ) se puede
interpretar como una métrica inducida y una curvatura extrinseca de una
hipersuperficic X3, esta vez imnersa en un espacio-tienipo que satisface lus
ecuaciones de campo de Eiustein (problema inverso de lo que se hace en esta
seccion), necesariamente debe cumplirse sobre la hipersuperficie el sistemo
de ecnaciones (1.12) y (1.13); estas expresiones, que forman parte de las
ecitaciones del campo gravitatorio, en su conjunto les llameremos constric-
ciones y son nuestra primera conexion directa con ol principio de Mach,

Por otra parte, R (g8) = (Tuw — 59,00 Tya) es otra manera de escribir
las ecuaciones del campo gravitatorio, si se usa esta filtina forma, la relacion

Rap(8) = Rapo(8)EES 4+ RE 4(g), (1.11) y de nuevo

w-n (D
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Ganss-Codazzd se expresa linalmente, PEPY(,, = S como:

. - - . | . b
- [ﬁ)l\ ab = Hul) ~ 2N o N5+ Wy~ (S + =Yl = SH - ""D'l Dyor
a 2 x
(I.14)
ltemos concluido la transcripeion de fas ecuaciones de campo de Einstein.

Fewaeiones di conscrvacion.

En noviembre 25 de 1915, A, Finstein presento su version final de Tas
ecugciones del campo gravitatorio ante la academia Prusiana,  Para este
tiempo aiin no era parte de su conocimicnto las identidades de Bianchi y en-
tonces que el operador diferencial (/' en las g, tiene divergencia nula, Esta
identidad fue derivada por el matemidtico aleman Aurel Voss en 1880, por
Ricci en 1889 v Luigi Bianchi en 1902, HHerman Weyl en agosto de 1917 obtuvo
tambiéu esta ideatidad por un principio variacional. Se pone de manifiesto
ahora que tal identidad V" = 0 implica, siempre que se satisfacen las
ccaciones del campo gravitatorio, que V, 7" = 0 y se cumplen entonces
las ccuaciones de conservacidn. Al aplicar las expresiones (1.5), (1.6) y (1.7)
tanto en PEV, T = 0 como en 0, V,T* = () se obticne una versidn de
ambas ecuaciones en funcion de las variables A.D.M. Se reconoce en cada
una, ecuaciones muy particulares, a saber, la ecnacion de continnidad y la
eenacion de Euler® respectivamente, Notemos que §% aparece en cada una
de las eenaciones y la interaccion gravitacional se toma en crenta a traveés
de los términos gue contienen las vaviablos v, 4y K.

b
—'-s),p+1.),,.1" = SN, ph -}-4/%/)-‘2.]"/);,1110 (1.15)
(13 Y

il

2PN+ K% Ly® = (5% + py™) Dyln §1.16)
o

Fs instructivo notar ahora, sin novesidad de hacer inds cdlenlos, que si so
verifiean las ecuaciones de movimionto (1.2) y (L14) para v y k, y ademis
la materia-energia evoluciona satisfaciendo tas ecnaciones de conservacion
(1.158) ¥ (1.16) entonces, st se verifican las constricciones, ecuaciones (1.12),

1.13), sohre ¥, se mantendrin vilidas sobre ¥?, , que se determina apartir
r’ I !+d! + . ‘
de B4 segin los valores que tomen o y 3. Esto se infiere de la identidad
t PR )
V07 2 0 tal como se puede visualizar directamente por analogia a los
" t
vilenlos que lovaron alas ecuaciones (1,15) y (1.16), solo que ahora debemos
remplazar 'I'™ por G0V = I'* papa finalmente arvivar a dicha conclusion,

le),./"- + D52
«

% Fstas expresiones aparecen en J. W, York 1982, ‘The loitial valne problem and dynam-
its, Gravitational Radiation, North Hollaxd.
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L5 El problema de valores iniciales
de la Relatividad General,

Se dice que wn espacio-tiempo (V4, g) s globalmente hiperbélico
sicy solo si admite una subvariedad, 9, que solo es intersectada por cada
rrayectoria causal sin fin, una v sola una vez, subvariedad gne se le designa
ol nombre de superficie de Cauchy.

Toda la informacidn de fa region donde el espacio-tiempo s hiperbélico
e encgentra concentrada en un conjunto de datos iniciades, ideunos de natu-

aleza puramente geomdtrica, mientras que los otros son Jde caracter local,
pera fodos ellos especificados sobre wna superlicie de Canchy. Fste es el
contenido en la relatividad general de la frase; “Las cosas son como son
porque Tueron lo que fueron™.

En verdad, hoy dia se tiene un resultade nuis preciso. A saber, cada
conjunto de datos (53,7, K) genera una regién de espacio-tiempo (V4, g),
que se denomina desarrollo de Cauchy de (%%, 9,K), donde g es efec-
tivamente una niétrica lorentziana que satisface lus ecuaciones del campu
gravitatorio en ¢ vacio y V1 admite una subvariedad, 5, difeomorfa a $3;
tal que Ja métrica inducida por g subre S y la eurvatura extrinseca asociada
son respectivamente las imdgenes de 7y K bajo of difeomorfismo £3 — §.
Tado aquello cierto si y solo si ¢l conjunto de datos (£2, 9, K) satisfacen las
constricciones en el vacio®. Un resultado andlogo también existe en presencia
de fuentes, salo que esta vez hay que considerar tanto leyes de conservacion,
romo leyes copstitutivas y otras constriceiones que pueden surgir en ¢l pro-
blemi.

Asi que el vonjuito de datos (817, K, pod) o es libremente especifi-
cable (Principio de Mach). Una interrogante es ;Cuales son aquellos datos
libremente especificables que gobiernan la inercia de los cuerpos?, El prob-
lema de valores iniciales es constrair todos los conjuntos de datos
(X3 5. I.p,J) posibles, que satisfacen las constricciones, una empresa que
eva, on st misma, la identilicacion de los grados de libertad del campo
gravitatorio.

"kl desarrollo de Cauchy, ver abajo, de uh conjunto de datos iniciales terminaria por
cjemplu por ta formacién de singularidades o violacianes a ta causalidad.

Ver C.LS, Clarke (1993), The Analysis of Space- Time Singularities, Cambridge lecture
notes in physies, University Press Cambridge, 124-125.

*Ver Choquet-Bruhat, Y. and J. W. Yorl. (1980), The Cauchy Preoblem, in: General
Relavivity and Gravitation, ed. A. leld (Plewam, New York).
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1.6 Formulacion candnica,

A principios del siglo XX, cinco dias antes de que Einstein presentara su
version final de las ccuaciones del campo gravitatorio, 1. Hilbert presentd
un articulo a la Gesellschaft der Wissenschaften en Goettingen titulado “'T'he
Foundations of I’hysics”, en este se presentaba con éxito la construccion de
un conjunto de ecuaciones para el eampo gravitatorio?, el método que utilizé
para llegar a él tiene origen en un principio variacional.

Se define primero un espacio noriado de métricas hiperbolicas de sig-
natura lorentziana admisibles a la variedad del espacio-tiempo V?, diga- mos
M(V*). Fnla definicidn de M(V*) se especifican por ejemplo res- tricciones
referentes al comportamiento asintdtico a tomar en la infinidad espacial, si la
hay. Si M(V1)es lo suficientemente “regular”, que no siempre es el caso en las
aplicaciones'®, y donde la palabra vegular incluye que S(g] = [ R(g)dV, <
a0y una métrica en M(V1) que satisface las ecnaciones de campo de Einstein
sin materia es un extremo del funcional

Slg) - / Rig)dv,

y viceversa, un extremo de Slg] en M(V1) satisface las ecuaciones de
campo de Binstein en el vacio,

Se advertird, con esta informacion fluyendo en el torrente sangiineo, la
posibilidad de constrair un hamiltoniano cuyas ecuaciones candnicas resta-
blescan de nuevo las ecuaciones de la teoria de la relatividad general, para
eventurarnos en tal empresa debemos especificar el espacio normado M(V*);
asi que 1os limitaremos a buscar entre los hamiltonianos posibles aquel que
gobierna a un espacio-tiempo espacialinente cerrado y a un espacio-tiempo
asintoticamente plano.

Debido a que la mecdnica cudntica se construyd en analogial con la
teoria [lamiltoniana de la mecdnica cldsica, uro espera también encontrar
pistas hacia una teorfa cudntica de la gravedad.

Para comenzar, analicemos el funcional S (g} bajo el conjunto de variables
(o, 3,7,70). Vemos que, en virtud de Ja dltima fornula antes de la seccidn

YA Binstein (1916), Hamilton's prineple and the General theory of Relativity, contenido
ent fa coleecion The Priaciple of Relatvity, Dover publication .

19 Es posible tener soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein, que en cierto sen-
tido son regulares, pero para las enales la aceion fRdV,, diverge?. J. Hadamard presentd
en 106 ¢l siguiente ejentplo. Sca © - {(5,y) € ®* | 2* + ¢y* < 1}, Y considerensos ol

. ‘o . Voo con]?"‘ll[
problema de Dirichlet An = 0, ufon = g, dande g(8) ¢s la funcién continua L7 <255

{Fs una serie de funciones continuas que converge absoluta y uniformemente). Note
o 247" o, i . .
mos que u(z,y) = Re(57° 4=} (funcidn analitica en ).cs armdnica en Q y satisface

la condicién de frontera. Luego es solucién. Sin embargo se tiene que la accién diverge
L 310
I{u) = fn | Vu | d = .
P, A M. Dirac (1925)." The Fundantental Equations of guantun Mechanics” Proc. Sae.
A 109 p. 642
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A v i primera de L subseccién cewacion del camp gravitalovio, 5 |g]
o Ia forita

Sla, 3,7, K] / / KRS - RS 4 R(y) Jadtdy

//dm DX nae, + K n)(ulhl)j}

Canesta aperiencia va se distingue un 1éemino que piede eseribirse como
itegral de {rontera. acordemos en esie pouto seguir sin 6l a menos que
sea necesario incluirlo de nuevo. Como hemos asiumido det y #£0, podemos
emplear Ly supermétricat® Gy gu inversa GV dados par las fSrmulas:

Gubed = ‘(dvt (70 g qlyhe gy byl
Sod f L) (Ga b + e TaTed)
o Gt l(a“é,, + 846%)
para sustituir KK b~ K7 por fa relacion equivalente €5 T:‘ )"13“‘ que
{ddet

toma la apariencia de una energfa cinética, luego  R(7) serd la resernblanza
de ina energia potencial y podemnos reconocer entre las fances un lagrangiano
L. bed

GV K N e . .

: : o3

Loy 37,7, = /a(—w——————-f-« + R{y))d

(det )2

Notamos enseguida que L no depende de a, y 1, consecientemente es-
tas cantidades son libremente especificables, salvo condiciones impuestas por
la tapologia de V4, y tanto e como § pasan a ser variables de norma ajusta-
bles bajo difeomorfisinos, cambios de (‘0()[‘(]Ll|«ld:\h, lucgy sus momentos con-

jugados asociados son identicamente nulos £ ~~- = ;5—';— = 0. A diferencia, o
nomento conjugado a v, es la densidad L()nsmml 57"" DaGebed i ;’y’\.,
. @l 0

cantidad yue resulta ser en virtud de la ecuacién (1.2):

oL
7[“1' = 67 —_ (’vubcdl\-cd -z —(del ,‘,)21( I\.ab - ,yubl\.)
ah.o

“\n Bryee S DeWitl (1967), Quantuin Theory of Gravily | The Canonical Theory.
Physical Review, vol 160, No §

Nota  Fobre las diversas propicdades de ba supermétrica podentos seialar que medijante

i calenlo directo ha de satisfacerse 1a férmla (v'“b' (00 obed oy 8y de b quee se deduey

la relachin de pmporc;onaluldd det G x dot ™! I)rl estudhio dcl problema de cigenvalores
de G cuando 7* = 6 se infiere que det G = -—; det ™t
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Ala luz de esta dltima férmula y nuevamente por (1.2) es posible también
OXPTESAT Yap €1 tErminos 79 arrivando al resultado
Yaba L 3%ab + Q(J(fr';blmllr“!
Fin esta etapa de nuestra disertacion podemos ya intentar constritir uha ex-
presion hamiltoniana considerando la transformacion de Legendre (v, L)
(1, Hapar ) establecida por

. . ab .
- — ] 2 I
Haparla 3,4, 7] = | (Iﬁt );—7“;,,,.([.‘4., Lo, 3,9, 7)
dety
la cual se puede reescribir como
ab 1.2
o I pab Wt [n] N 3
Haparlo, 3.y, 7] = fdm———g Do+ 4.»’(--‘m-——— - (7)) (l)./.y
{det )
Veamas por Lanlo que ecnaciones candnicas se infieren de este funcional, el
calculo directo de la variacion 81 1 conduce a la expresion:

h”.‘l[)M = / Au’)""/ub + I}(xfndﬂ(l’J(lES (117)
- f(wWW(uzzﬁyubm(11¢nayund2ac
— fzﬁbhﬂ'b( + (Qﬁ’lﬂ'b': _ ﬂ"?r”b)&yu{,!lzdc

Ahora bien, los términos de frontera se pueden anular en un punto critico
del funcional ya sea porque el espacio M(V") se toma sulicientemente grande
6 precisamente porque se restringe M (V1) de manera que estos términos son
cero de entrada; este iltimo punto de vista es el que se se usa frecuentemente
de manery que se asumen condiciones de frontera cspeciales en la infinidad
aspacial,

Diremos que un espacio-tiempo (L% x R, g) es asintdticamente plano si
existe un conjunto compacto U ¢ X tal que L3\ es la unidn disjunta de un
niimero finito de conjuntos abiertos 4, A = 1,2,..., N llamados terminales,
cada uno de ellos difeomorfo al complemento de la cerradura de una bola en
% y con tal dilcomorfismo el tensor métrico debe adquirir en Q4 una forma
tal que '

Yab — 6ab - ()("ml ) Yabre = ()(7'_2) ( 1'18)
7 = O(rY)
a=1 =00 ae= 0@
A= 0 A= 00
Resulta que con estas restricciones existe adn un término no milo en la
infinidad espacial, a saber ~ § G2 ) b9 d%0, = =6 _367“"(7,,&6 — Yabe i€
Las condiciones (1.18) son fisicamente razonables cuando se considera un

sistema gravitante aislado, ya que es di: esperarse su similitud en Q4 con la
métrica de Schwarzschild
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, . M Y Mot
s” (l ‘ )l[l‘ + (b 1 Lt Vil ol
S ' ¥ S

Asigue wos vemos obligados o modificar Hapar v adaptar como Lamilto
niano I expresion:

H{a. .y 1] / H A+ BN 4 Bl

3} .
L Lird[w

" B F R{~)
oy ab
HE Dy < -5
(dety)?

H[AV'] . /)")'{'b(ﬁ/uc.h - ‘}'”,',‘l.)d?(r‘:

E1 primer término proviene de una integeacidn por partes tomando en
cuenta (1.18) y hemos anadido un término adicionad de superficie para que
M1 no coutenga términos de frontera; en un universo cerrado tales términos
simplemente no existen, Podemos verificar aliora, con la accién correspon-
diente al hamiltoniano I

t .
SlaBoral= [ A, oy, vl
S,

que las cruaciones candnicas

L SH b ol _ gab
Yabw = paab = Dapy TG = -5 = 49

son solo (1.2) y (L.11) respectivamente, que a y J aparecen como multi-
plicudores de Lagrange ¥ que de la variacién de ellos se infiere, la constriceién
hamilioniana (1.12) y la constriccién del momento (1.13). Se recuperan, de
esta manera, las ecuaciones de campo de Finstein en el vacio, tal como
querfainos, (Pero que significado encierra el término de superficie?'®; Este
hecho es ol gue tenfaios precisamente en yuente coando alinnamos en un
camienza gue la inercia estd determinada solo parciahnente por las ecua-
cionos de campo gravititorio "5,

Pyer Regge, Ty Teitelhoio, €, (1974) Role of surface integrals in the Hamiltontan
formulation of general relavivity, Ann. of Phys. 88, pp. 286 -314 .

M A cste respeco ver Ja pagina 179 y la nota 17 de W.Panli (1958), Theoey of Relativity,
hover publicatioas,

*. AN decision of the more gencral mathematical pralilem of the existence of such
rigorons solutions is desirable (soluciones regulares no estacionarias de Rice(g) = 0 en un
vspacio-tienipo asintéticamente plano}. If they exist , it would not be posible to formulate
the Mach principle ( Inercia ) in such a way that it is a consequence of the relativistic field
cquations ."This principle has to be reconsidered ... »

HePambién A. Finstein en su publicacion de 1917 “Closinological considerations o the
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Notemos que cuando evaluamos tal término de trontera para la métrica
de Schwarzschild se recupera simplemente la constante M.

De ahora en adelante distinguiremos con una barra aquellas cantidades
que satisfacen las cenaciones de campo de Einstein, asi en particular, e} con-
junto (@, 4,7, %) serd un extremo de la accion S, siempre que cste funcional
toine un valor finito.

1.7 La encrgia y el momento total
de un espacio-tiempo asintéticamente plano.

Amalie Emmy Noether, quien se encontraba en Goettingen en 1915, época
en que se sucitd el descubrimento de las ecuaciones de la gravitacién , sefialo
a D. Hilbert un resultado sobre cantidades conservadas deducidas a partir de
la invarianza ante ciertas transformaciones de un funcional dado. el mismo
Hilbert, quien tampoco conocfa las identidades de Bianchi, hizo alusién a
tal resultado en el articulo referido en el apartado anterjor.

Tearema de Noether

\ - . . T, -

Sea Te una familia de transformaciones (4, a, 8,7, 1) %3 (T4, ey Bey Yy Te )
paramétrizadas por € y compatibles con (1.18) , tal que T, = I . §i o
funcional 9, dado por la ecuacion

I

Te(tz) .
Selae. de,ye,me) = / {F 7l 2) ¥ r (b 2)dE2 = Hlee, Be, Ye, 7| YT
Te(ly
es independiente de ¢ en una vecindad del cero para todo t; y 1, con
{0e=0y Be=0y Fe=0r Te=n) punto critico de Se=y, entonces '%:

[x(t,z)- ( )E Lad¥ - H e, 'y,vr](dr' : (1.19)

no depende de 1.

geaeral theory of Relativity” (contemdo en la coleccion The principlé of Relatinity, Dover
publications, pp. 183) reconoce las conscenencias de adoptar condiciones de frontera:
“ Thus inertia would indeed be influenced, but would not be conditioned by matter”.
YVer Jorge lze, (1987), “Caleulo de Variaciones”, Cinvestav, pp. 147-149
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o

E70 ENERGIA ADM,

numnp.nmus e estiy seccdin, cowo e Ja an' h- «iuuo qnv ol umiunln de

(ue snti:af.un ,1.18).

tardamos en reconcer que la familia de transformaciones (!.,'rfr',?)"‘,’)",

(2 @ e f(e), A7) con f € CF(E) preservan (1.18) v deja invariante
al Tuncional §la, 3.7, 7], entonces por (1.19), necesariamente H|@, .7, %)
es una constante de movimiento. Luego, en virtwd de (1.12) v (1.13) tiene
vador E[F]. Deahi que B3] seinterprete como la energia total de un universo
asintaticamente plano, que incluye ambos tipos de energia, v de Ja materia y
la del campo gravitatorio. Bsto significa que en awsencia de materia, £[7] se
reduce al contenido de energia efectiva de la ondas gravitacionales. (Notar
que el decaimionto de 5 y sus derividas mantiencn esta cantidad finita.)

1.7.2 MOMENTO TOTAL

Siguiendo la misma pauta, ponemos a tela de juicio Ja familia de transfor-
maciones T, generada por ol campo vetorial £ que tiende en la infinidad
espacial a un veclor constante £ (oo) — C;
(L@ A, ) s (4 - Logli, g = LB, 5~ Lot - LgF).
Después do aplicar tales transformaciones, las condiciones (1.18) persisten,
surge entonces la pregunta si la accidn 5 es invariante ante dichas teansfor-
maciones. Un primer indicio sobre la veracidad de este aserto proviene del
hechio de que E{y), por si solo, es invariante. Para saber si el término restante
es también invariante tomemos su derivada de Lie (notar que el integrandce
es aliora un objeto del tipo al que Weyl denomina densidad escalar), con lo
cual se obtienen las siguientes igualdades que culminan en nn retundo cero,
gracias a las ecwaciones de movimiento y a las condiciones (1.18):
SHEE BT} Ayl [ § et daedt - 0

(detF) ™"
L esta ocasion por tanto, lambién se puede recurrir al teorema de Noether
v deseubrir otra cantidad conservada, la que en virtud de su origen se le
denomina fmpetar tolal, Para avinzar liay gue senialar en primer lugar que,

e [ ) LT = =2 ] - l"""f Dy&p ¥ = - 2§ 795 Cydliar,

usar una nlegracion por partes y las ecuactones de moviiniento, Se sigue
rntonees de aplicar (1.19) Ia expresian del impetn total:

IJ') =24 ".uly‘[l‘.,q
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1.8  Acerca del desarrollo historico del Teorema
de la positividad de la energia.

La conjetura de la positividad de da masa dice que (Mg, ) es un coadri-
vector de tipo temporal para cada regidn asinlética, las denominadas termi-
nales, a4 menos gue el espacio-tivmpo que ovaluciona de miestro conjunto de
datos iniciales es el espacio-tiempo de Minkowsky.

En algin momento de 1965, Brill v Deser'” caleularon, sobre espacio-
Hewpos asintoticamente planos. la primera y segunda variaciones del fun-
cional E(g] condicionado por las constricciones, hamiltoniana, y del mo-
mento. Cabe notar que su camino no involucra resolver las constricciones,
sino solo considerar sus primera y segunda variaciones. En tal caso encon-
traron que, existe un inico punto critico; el espacio-ticinpo plano, punto en
of cual la segunda variacion de E{g] es no negativa y E[g] toma, en tal punto
ol valor cero, de lo que se infiere que la energia ADM es no negativa en la
vecindad de dicho punto.

Un poeo wids tarde, 1976, acaccid nna praeba rigurosa de la positividad
do Lo masa ADM, en las cercantas, en sentido funcional, del espacio-tiempo
de Minkowsky. Fue establecida por Choquet-Bruhat y Marsden!8, Sin em-
hargo, ya que las normas de espacios de dimensién infinita son en general
no equivalentes, su prueba solo se aplica a cierta clase de la totalidad de
espacios asintoticamente planos.

Fue en un célebre articulo de 1979 publicado por Schoen y Yau'?, usando
argnmentos de cardcler puramente geométricos (en of que se involucra la exis-
tencia de superficies maximales), cuando se establecid el siguiente resultado
global sobre Ja positividad de fu energia en espacio-tiempos asintdticamente
planos,

TRl D, and S0 Deser, 1968, Variational Methods and Positive Energy in General
Relativity, Ann. Fhys. 50, 548-570.

BChoquet-Bruhat, Y ., and Marsden 1976, Commun. Math. Phys, 51, No 3,284,

¥Schoen, R., and 8. Yau, 1979, On the proof of the Positive Mass Conjecture in General
Relativity, Commun. Math. Phys. 63, 45-76.
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Teorema de la positividad de la energia,

Sea {Y3,49) una variedad Liemanniana, oricalable, con R{y) 2 0y

-, on eordenadas euclideanas de 1, tiene la forma (Ver la seccion 2.1.2
donede se dan algunas de finiciones)

M dg . Vo
Tub = (‘1 + '?j;.'l lbub + huh l"nb : ()(7 2)
Entunees

(e (_'.f = My >0

Adicionatmente, st h € C* gy a®({ Phi+ | Ph]+ 00 ]) < oo resulta
Landhicn cierta la Tnplicacion:

(ii) Mq =0, para algin A = (£3,7) cs isométrica a B con métrica
plana.

Haciendo alusién al teorema anterior notenos que, si i espacio-tiempo
satisface la condicidn de energin débil (p » 0) y admite una hipersupeficie
méaximal (17K} = 0) de tipo espacial, la constriccion hainiltoniana (1.12),
asegura H(7) > 0y si ademds se ecnmplen las hipitesis sobre v del teorema,
eptonces necesariamente My > (.

Mis tarde, durante 1981, precisamente en un articilo subsecuente de
los mismos autores 29, la condicion (¢r {K] = 0) fu¢ liberada y remplazada,
asumiendo esta vez la condicidn de energia dominante (p < (JJ,)%) y e
decaimiento, tr[K] = O(r~%). También se debilité la condicién asintética
de g de manera que ahora se admite yg = d4 + o(r™ '), a saber

Tab = éub + h-ub
) < byt 4 7)77
[Ohap] < k(1 + 7y

[00N.) < K1+ 777

D Richard Schoen y S.T Yau, 1981. “Proof of the Positive Mass theorem II*. Conanun.
Mathk, Phys. 79 pp. 231-260
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En donde ky by y kg son constantes positivas y ¢ representa el gradiente
cuclideano,

Finalmente mencionaremos, que en otros terrenos ¥, Witten descubris,
hacia 1981, una prueba diferente del tegrema de la positividad de la energfa,
lu que posee vinculos con la teorfa cldsica de la supergravedad®?,

Por algin tiempo, en nuestro siguiente capitulo nos dedicaremos a atros
menes- teres, encaminados a revisar parte del bagaje matemdtico de nuestro
siglo, necesario para abordar algunos de los problemas que nos aguardan,

HAquella derivacién se puede encontrar en Choguet-Bruhat , 1984, Positive- Energy
Theoremns, Les Houches, Session X1 19%3; Relativité, groupes ct Topologie I, Blsevier
Science Publishers B. V., 740-785.



Herramientas matematicas.

“The approach to a more profound knowledge of the basic principles of
physics is tied up with the most intricate mathematical methods”,

A Einstein.
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2.1 Teorcmas de encajamiento y compacidad.

Mds adelante, vamos a querer manipular objetos de dimension infinita.
Quizds para comenzar, el primer impulso natural sea usar la intuicién geomé-
trica cultivada en espacios de dimension finita y ver cuanto mds se le puede
extender y aplicar. Es de valor investigar bajo, esta perspectiva, el concepto
de compacidad. Se recuerda que si toda sucesion formada por elementos de
un conjunto § contiene una subsucesion convergente con uy Himite en S, se
dice que ¢l conjunto S es compacto. Aqui S puede representar por ¢jein-
plo, el universo espacial misino de cierto espacio-tiempo. Fsta idea pensada
sobre puntos del coutinuo espacio-temporal es susceptible de generalizacion
y aplicable a conjuntos mds generales; que tienen como “puntos” funciones,
operadores, ete. Por ejemplo, un operador continuo T que mapea conjuntos
acotados a conjuntos cuya cerradura s compaceta le llamaremos un opera-
dor compacto. Precisamente emplearemos una y otra vez sucesiones de
[unelones, a través de la repeticidn indefinida, que esperamos aproximen en
sentido [uncional a alguna posible solucién de las constricciones y asf alacar
ol problema del origen de la inercia. Serd entonces de vital importancia re-
conocer los espacios normados donde tal forma de busqueda resulte exitosa,
la bisqueda de solucioues, en esa direccion un espacio de Banach (X, |}+|])
es un espacio vectorial normado sobre los reales o los complejos en donde
toda sucesion de Cauchy converge a un limite en X, Recordemos que {u;}
s una sucesién de Cauchy en (.X,]]-]]) si y solo si, dada ¢ > 03J(¢) tal
que V€, m > J(¢€) se tiene JJue — un, || < €.

La manera en que una sucesion de funciones se aproxima a una posible
solucion de las constricciones, gneda manifiesta atendiendo las diversas rela-
ciones existentes entre diferentes espacios de Bahach, de ahf la necesidad de
estudiar los teoremas de encajamicnto. Veamos algunos ¢jemplos de espacios
de Banach:

(i) El espacio de funciones continuamente diferenciables,

Aqui eseribimos D¥n, para indicar cnalquier derivada de orden & de .
Se define

C"EYY) = {u]D*n cs conlinua sobre T para k < m)
“"'“C"' = ZkSm ‘S.“P”"|Dk“l

en donde usamos | DR 2= (DD D) (Day Dy Dy ).
(") es de Banach si § es acotado.

La autigna cscuela italiana (Dini, Ascoli, Arzela) cucontrd importantes
hallazgos sobre los espacios ™. Ascoli e 1883, introdujo la nocion de
equicontinuidad, concepto central que ha llegado a conocerse, en nuestra
época, como teorema de Arzeld- Ascoli.
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Teorema de Arzela-Ascoli
Sea S un compacto y {uj} una sucesion ey C(S). sc ascgura que si dado
s >0 se tene:

(a) equicontinuidad. V(¢ 2,,) vecindad de v, € §

tal que | uj(e) = ujla,) < e |, para x € V{c.a,), Vj. Ve, € 5
{Aqui la vecindad no depende de j).

(b) Huyllesy € M; Vi (M no depende de j).

Entonces se puede cxtraer una subsucesion {u'} que converge en C(5),

Prueba, Vamos por pasos.

() Notar que para z, fijo, {n;(x,)} es una sucesion acotada de nimeros
reales, por (b). y por ol teorema de Bolzano-Weierstrass, contiene una
subsucesion convergente, digamos uj(x,) — w(x,). (v, fijo).

() Primero: Se observa que, todo conjunto 5 compacto, contiene un
subconjunto contable y denso {2} C § tal que V & > 0 existe un sistema
finito de puntos zy, 2z, ..., #m(-) de {2} } con la propiedad de que todo punto
rde § se encuentre a una distancia € ¢, desde al menos uno de los puntos
TEoLge o Tapfeys

Prucba, Sea S compacto ¥ supongamos que existe ¢, para la cual no
wxiste una cobertura finita de csferas de radio < ¢, con centro en puntos
de §. Llegaremos a un absurdo. Se toma z, € 5 y se clige 2; € 5 tal que

£, = 21| 2 &. Sino existiera 2y ya tendriamos nuestro sistema finito de
puntos. De igual forma se elige ahora 22 € 5 cuya distancia, tanto a z; como
ra, sea mayor gne £,. Continvando de esta manera que no tiene fin en un
mimero finito de pasos; se construye una sucesion {;} tal que ||z; —zif] 2 €,
si j # 1. de la cual ninguna subsucesion convergente se puede extraer, lo que
os ridiculo si S es compacto. Aliora sabemos que Ve > () podemos extraer un
sistema finito de puntos con la propiedad deseada. Para construir {ar;-} se
oma ¢ = 1, %, Ce i” ..., ¥ se recolectan los correspondientes sistema finitos
de puntos,

(++) ¥n virtud de (-) por un argminento diagonal de Cantor, ver pigina 65,
se extrae de {u,(x)} la subsncosion {-u;(m)} que couverge simltineamente
PREA £ T B el

Abora bien, sea € > 0 dada, Yz € 5 se tiene que 3§ < m(e) tal que
s € V(e rl) hiego por la equicontinuidad (a) se deduce:

whiz) — ullz) 1<) wble) - u;(.r}) 4+ u'[(zg) - u'k(m;) |+
| () = w(2) 1S 26 |} - wi(ah)

Y por (+--) para £,k > J(€) se concluye que | uf(x) — uf(x)| < 3¢,
Ve € §. Esto significa que ) es una sucesion de Cauchy en C(5), por ser

C(5) un espacio de Banach u; MU € 5.0
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Desafortunadamente estos espacios carecen de algunas propiedades natu-
rales. Por ejemplo, st consideramos el problema de Dirichlet Au g, u|aq
0 sobre un conjunto abierto y acotado @ C R"™ con frontera regular. Adn
con g € C() no necesariament e existe wna solucion © € C*(N) N C(K).
Asi sucede en el caso en que € s ol interior de una esfera,
Q—{re|X|<1})

v g(z) es la funeidn continua en coro:
(B~ ) S e |#£0

GER o 17 .
) Si jrl=0

Notese que ahora la funcién u(x) = —J [, 9(€) {I_E-:lTI I_;-'—IETTJ/—/‘W d*€ o5

solucién. Sin embargo, v noes C? en 2 = 0.
(ii} El espacio de funciones Holder continuas de exponente .
(‘llll,u('\"?")
‘ bad
fu

en donde a denota ahora un nimero positivo, 0 < a < 1y

i

{u| we C™E"), U (D™u) < 0 )
"‘U“(;'m -+ sup lh.(])"'u)'

1

l ma

w(r)-u(v}|
T,ye X rfy  le-y?
Fste es un espacio natural para la teoria del potencial porque si Q es un
conjunto abierto y acotado de R", f € C'**(Q) y u satisface la ecuacidn de
Poisson Au = f en sentido distribucional entonces v € C**(Q) en donde
l<a<l

I, (u) = sup

(iii) Espacios [”.

Fue I', Riesz quien introdujo, en un trabajo memorable para el andlisis
funcional, los espacios L7,

Sea poun mimero positivo, con | < p<ocy

D= w8 = R| Lbesgue - medible; / | u P d¥" < oo}

el espacio normado con norma

uunm={/|uwdxnt

Cuando se identifican funciones que difieren solo en un conjunto de medida
nula; L* es de Banach,
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{ es de Banach,

Prueha. Sea {o)} una sucesion de Canchy en 1P, Para poder conchar basta
probir que hay nna subsuresion convergente en 170 (0 e by o e
a o e g d ) Porwn argumento diagonal o extrae
e subencesion (g ) tal que ], by i e 0 v b Be pone
<0 Notamos en seguida que fl g o 1 Beldocnal
: , I
s deduce, usando el teorema de convergencia iondtona, que ¢, - g & LY

\"lr( / - /
Fon o ey !(v’.mvv Dy,

Por otra parte, para o > 0> 2 e dene by oy, G D |
F i @ g - geey e etpe Luegosen ey da 7 {dy ()}
"

os una sucesion de Canchy en R, Por tanto, &, (¢) - $° () en c.t.p. Por

LRI
o enal [ o, Polgll coedopy Yo o v consecuentemente ¢t ¢
Ly, Fiuadlmente, por ol teorema do convergencia doninada de Lebesguel.

oy, @ flw 0

Convergencia en e.i.p,

Sea {d; ) ana sueesion en Ly o ¢ LPotales que i oy @]l e - 0. Entonces
se piede extraer una subsucesidn {dy }tal que g, - en ebop de B
Enelocto, on este casocomo |l sl pp - 0,00 sucesion es de Cauch
A l. S
podemos proceder exactamente de la imisia maner que anbes para oblener
ana subsncesion {¢y, } tal que ¢, ¢ e 0y @, o d" e etp de
v Leego H o e o, kbl e 0. De ahi que
o .ocen et

Espacio 17, Se define

I w8 = Ry Lebesgue - medible; 30 tal que [ w|<C 0 odp de N}

v sentroduce la norma

[P = ] b |5 C edipen N7}

»

con la que L7 vesulta un espacio de Banach,

1Sobte la medida de Lebesgue se puede consultar por cjemplo 1L, Royden. (1968).
Real analysis”  Macmillan Publishing Co., New York.
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Desigualdad de Hélder.

Dicha desigualdad se usard frecuentemente?
m

Sea ¢ € LPy | = Zl ,f: entonces
-

™ m
/Hn), < TTlellon
(I}

=1

Prueba, El resultado es trivial si para algin j se tiene ¢; = 0
Suponga- mos que no ocurre. Ahora bien, por la homogonuid.td de ta de-
sigualdad. basta probar que, para |j¢;|l» = 1 con Z;"_, = 1 necesaria-
mente !

Ty | 65 1 dE < 1. Esto se asegura si mostramos que, para x; > 0 con

¥
HLyey = 1implica | < 700, “'p', ya que entonces el resultado se signe de
byl

usar ; = - ¢ integrar. Tal desigualdad resulta seneilla de probar
(L o )2
en el caso m = 2, cuando se nota que log es una funci(m colcava y creciente

sobre Jo, ®[, Pues entonces, se sigue de poner ¢ = ,, €]0,1{ con 1 + 5=

en logl(1 - O)z} + t:z: 2 (L= Ologfal] + Hog[a:,] = log[:v\a:-;] - 0. En
¢l caso general plocedumos, para poder coucluir, encontrando los extremos
Py

. T " z
via multiplicadores de Lagrange del problema F(wy, 2, ... %) = Lt 5,
coudicionado por g(xy,x2,...,2a) = MjLy2; - 1 = 0. Esto lleva a andlizar
VF = pVyg . Lo que implica, después de multiplicar la ecuacién j por zj,
que hay un extremo que satisface ' =af? = ... = o™ = L = p . De
hecho este es un minimo; por¢jue si tomamos por ejeniplo (zq,22,...,2,) =
(¢ l—, I,..., 1), F tomard valores arbitrariamente grandes para valores de ¢
arbitrariamente pequeiios .g

Una consecuencia directa de esta designaldad es la contencién LP(X) C
LX) sip>q 21y X compaclo, basta observar que al tomar ¢y = f9,
, , bl
m=lyp= g necesariamente || fll, < Vol(X)s7?||¢liL,.

Observaciones generales. Se denota con (LP) al conjunto de fun-
cionales, lincales y continuos, sobre L? que llamamos espacio dual de L?
Haremos los siguientes comentarios. Para p €]1,00[; LP es identificable con
(IP)" y se dice en este caso que LY es reflexivo. En cambio esto es falso si
p= {1600}, Mits aiin, como probara I'. Ricsz, (I?) os identificable con L¥';
siempre que p €]1,00[ y doude p' es el conjugado de p, es decir ’1-, + ;},— =1,
Analogamente L} es identificable con 1. Por otra parte, resulta que si

2Para una diseusién de la desigualdad, ver Eberhard Zeidler, Nonlinear Fuctional Anal-
ysis and its Applications 1l/A: Linear Monotone QOperators, 199 Springer-Verlag New
York, pgn 35-40.
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p € (L x| entonces LP tiene un subconjunto denso mnerable, es decir es
un espaeto separable. No ncurre asi para L™,

(iii) Espacios de Sobolev.

Eran los anos 30 cuando S.5L. Sobolev comenzd a publicar sus investiga-
ciones sobre los espacios H (0" ).

Sean {fitien ¥ {¢i}ien sucesiones de Cauchy con respecto a la norma

Il 1y, diremos que estas dos sucesiones estin relacionadas {71 Y {g;}
siy solosi |Ifi = gilly 7= 0.Un espacio normado se puede completar para
furmar un espacio de Banach tomando clases de equivalencii de sucesiones de
Cauchy®. Sca entonces ¢ > 1y k un entero no negativo, cousiderando clases
de equivalencia de sucesiones de Cauchy formadas por funciones ¢™(5")

con respecto o la norina:
!

L
TR T
gy = & 10l

resulta eu un espacio de Banach al que se hautiza H2(X").

Este también es un espacio natural para la teoria del potencial. Sea
QC Ry I <p<o Sesabe que, si g @ HE(S2) entonces cuando u es
una solucion distribucional de la ecuacion A(n) — ¢ donde A es un operador
lineal eliptico de orden 2, necesariamente « € 17,

Todos estos espacios lus usaremos muy pronto y son el prototipo de
algunos otros, relevantes en el estudio de espacio-tiempos asintéticamente
planos{ver seccion 2.1.2).

Diremos que el espacio de Banach Y esta encajado en N y escribiremos
Y C X cuando los elementos de Y son también elementos de X y existe
una constante absoluta ¢ > 0 tal que |Jullx < ¢flully para cada n € Y. Si
ademis, subconjuntos acotados de Y son conjuntos compactos de X se dice
que la contencién es compacta, propiedad que se expresa en simbolos en
bt forma ¥ o~ X,

Autes de dar, algunos cjemplos verifiquentos el suguiente resultado sobre
densidad.

C"*(R*) es denso en /I2(R"), 1 < p < 2o,

Yara establecer este resultado, es suficiente mostrar que para

we CORM) HL(RY) dado, existe n, € C27(R™) tal que || we— 'u4||,,3;_5 &
bowi e i<l
0 5t flzli=2”
Se define entonces la funcion fruncamiento ((z) = ((¢x). Sc afirma que

Ve > 0l Sea ¢ € CoRM) tal que 0 ¢ <1y () =

Ve por ejemplo Kosaku Yosida, Functional Analysis, Springer-Verlag New York. 1980,
pgn 56-57,
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u, = (,ou realiza bien ese trabajo si ¢ (positivo) es suficientemente pequeno,
Sucede que para cualquier entero k < m, | D¥({on) | estd acotadaen e.t.p de
» . N W=k k ¢ = (e b
R" por una funcion de 1y; a saber LEk(5) ) (E(,) oo | ut®=8 | € LP (usarfa
formula de Leibniz) y D*(Ceru) — D¥uen c.t.p, cuando & — 0. Por lo que
se concluye, en virtud del teorema de convergencia dominada de Lebesgue,
om o LP sk "
que D*((qou) = D¥u, cuando &' — 0, para todo k < m. Por consigniente
g — |l gyp ey < € para ¢’ pequeiio con respecto a una cota que depende
de e

Como C¥(R") es densa en I, (R"); también se puede definiv’ H,,(R")
nsando la transformada de Fourier, Para esto, se implementa a C3°(R") con
la norma

halin,= (1P L) P eyt

en donde % denota fa transformada de Fourier de u y se completa después el
espacio normado. La equivalencia entre ambas definiciones es consecuencia
de la equivalencia entre las normas sobre un conjunto denso:

o W, <o i, < 277 il Yue CR(RY)

Tales relaciones se verifican al usar que 1< 1t é::é’"tf - < am=ty
V€ € R (Notar que la funcion 2™ con 2 < n, es convexa y por tanto
1+ =0EP™ <t 1™+ (1=t)| €)% parat € [0, 1], se pone ¢
%) yla id(,:ntida(l de Parseval [y | D*u|? d"€ = Jon | DPu |2 dE =
o A€ | ) d€ . (Sumar sobre k, desde cero a m y usar la desigualdad
previa).

H
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Ejemplos de encajamientos

H;’(’R") C Lp'”l\n)

Para empezar, supongamos que exiten constanies N{n.q) y 1 < q < que
verifican

Hullins K(n,g) ) Vuljra; Vo€ (R
(Notar que si osto es eiorto, entonces [ w flye> Kng) e fln )

En particuliar si se pone ulezx) en lugar de u{) resula, después de un
cambio de variables, que también || u ||7p< A %) K{ng) || Ve - Si
se quiere tener una desigualdad integral invariante aunte esta clase de es-
calamientos, tendremos que identificar necesariamente a p con p*, cantidad
de terminada por q en la forma ;‘—. = % -1

(Si sc toma g € {1, se tiene p* > 1)

En seguida se demostrard aquella designaldad, nsando un razonamiento
de finales de los afios 50, empleado por Gagliardo y Nirenberg. Como siem-
pre, podemos restringirnos por un arguinento de densidad al caso donde las
u's € . La prueba sc hard en dos pasos.

(1)Primero se demuestra la estimacion auxiliar:

ol a < ln'g, AR L I Ve (2.1)

LB-T =9 J= Nt - 2\/;1’ I

donde u,, = dufdz; y corresponde al caso con g - 1.
Sea A, = [0 g, (£ya ey @ity §0 g1y oy wa) | UGG . Observamos que
por el teorema fundamental del calulo | 2u(x) [< 1;. Multiplicando es-
tas desigualdades juntas, se obtiene | 2u(z) [M/0-0< (I 1y« L)1)
Se integra ahora esta dltima designaldad sucesivamente sobre las variables
T+ Z9.. .2, vy se aplica la desigualdad de Holder en cada etapa. Como
propotipo, veamos por cjemplo lo que sucede en la primera etapa.
(Se escribe [ji = [0, [00) |z, | d€jdz; )

I 2y MO0 dgy < 0D g g ey, <
< I|l/("_l)(12l o ‘Inl)l/("_l)
Y se sigue. Finalmente se tiene
fan 1 202) D e < {0 fy g, | d

gue es precisamente la primera relacion que se queria probar. Para es-

tablecer la otra estimacién de (2.1), solo se justifican las cotas sucesivas
™ | Ifn ILyw i ag o .

de Wy e i) <55 1[”"13,”1} 1] < 7 I} Vull, . Las cuales son

}1/('"-1)v

- )=

el resultado usar H;’=lu.;/ " < B, % (Usar la prucha de la desigualdad de

1/n

flolder y poner z; = ———‘h-,————) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en

(o} /")in
R*; en ese orden,
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(i) Seaplica (2.1) a | w "' w en lugar de w paraun ¢ > 1. Luego

(- ! V)|, € ul t-1 IV uilyq

e <L
| ”“LFH-‘Y < 2\/";”'“ = 2\/*“ La'tt-1)

Se elige ¢ de forma tal que 2 — ¢'(t 1), Que se reduce a Lomar
| - 1‘—;—171‘ un valor permitido porque t > | para ¢ € [L,n[. De ahi que

e < 7 (22) IVule

OBSERVACION: Aungue la cota '2"37’ ;-7’, funciona bien, esta no es la

constante 6ptima. La mejor constante la calculd F. Rodemich en 1966 1 ;

1/4 .. 1/n
g-=1 | _n-q nl (nt1 g <y ‘e
1\'(1l.l[) - n—q n(q~l)] [[‘(%)I"(n-{-l—«%)] St 1< qg<n

1
x [Jlﬁl " S g=1
Y es alcanzada por las funciones u(x) = (A || 2|]#/ (=11~ (nfady X > 0,

H, (R") C C(R").

Basta probar este encajamiento sobre un («)n]unto denso; tomemos u €

(RN, (N, Primero se observique o, lTl?ﬁ_’W os finita si 2m > n.
Y se recuerda que u(z) = (2r)"* Jien €FHU(E)ME . Entonces por la desi-
gualdad de Cauchy-Schwarz

Dyt /2

K {1+ x a"»

(ZW z ' ulr |< [32" (14]e[m) 72 dnf S“ U “Hm R“ 1] '"
de ahi que w es continua. En efecto, tomar K compacto, tal que

Hy,
Lo €Int K #dyu; = uconuy, € CRR");
| u(z) = u(eo) |] u(z) - uj(z) | 4] wj(e) - w;(zo) | +
+ | wj(a,) = ules) 1< 2ete - flu — ujlls + | wj(z) — uj(o) |
Asi, tomando j suficientemente grande, digamos j = J(¢) vemos que,

Ve > 0 38(J(¢)) tal que | u(x) — u(a,) |< € para

| 2 -z, |<8(J(c)). Estodltimo por la continuidad uniforme de U e) sobre
I\'.u

Ver Rodemich.l', “The Sobolev inequalitics with best possible coustants” Analysis
seminar at California Institute of Technology, (1966).

Ver también:

Aubin, Th. “Problémes isopérimétriques et espaces de Sobolev, C. R. Acad. Sc. Paris,
980 (1975) p. 279-281 y J. Diff Geom. 11 (1976), p. 573-598,

Talenti, G.“Best constants in Sobolev inequality, Ann. Mat. Pura Appl., 110 (1976) p.
353.372.
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Ejemplos de encajamicntos compactos

9
H{(Q)« « LP(Q), pe (1]
Sea g un subconjunto acotado de I17(§2), aqui €2 C R" es abierto y acotada,
digamos para fijar ideas,
2 = {lL € ”’I(Q ' ”ll””'l(n) < C = Cf.l',‘} .

Se nota, que siu € p«-nl(m(es lee]] v @) S K {(n,q)C", debido al encajamiento
de Sobolev H{ ¢ L’

Como ya s usual, se mostrard primero el resultado en of caso p = 1. Se
pone N, = {zreQ|dis(x,00) 2 j‘} 7 € N. Verifiquemos fa veracidad de
los siguientes enuunciados sobre los elementos de (.

Dado ¢ > 0,
(1) 3 Jole) tal que lull ia-r;y S /4,5 2 Jule) y Yu € p.
(i) 36, > 0 tal que [i |u(x+y)—ulx)|d"e <e/d cuando |y|| < 6.

En efecto, (i) se sigue de la desigualdad de 1l6lder:
W Ui,y < Nullpee -k, - [vol(S2 - Ky
< K(n,q)C - [vol(Q — K;)]M0"

Y (#1) es un poco mds complicado. Supongamos que J € C*(§), luego por
el teorema fundamental del cdlculo

jl\'w [ e +y)-9z)|d e < fl\,,f | S0z + ty) | ded™x
Il segundo lado se puede acotar de manera sucesiva por
Jiyodo 1 9a0(z 4 ty) [dtde Yyl y ol f, S, | V20(2) | dnadt

usando el cambio de variables z = z + ty, donde se supone ||y|| < 1/7,, ¥ se
aplica el teorema de Fubini al final. A su vez la dltima estimacion es menor
o igual que

loll - [V 0lleaay € ol - IV DllLaay - [ool(R)H

Ahora hien, esta cota no os solo cierta V¥ € C(2) sino que por densidad lo
os también parau € p. Finalmente se pone como cota {|y|| - € - [vol ()9 .

De ahi que (i) resulta, si se elige §, < min{W’ 1/jo}. La obser-
vacion de que el cumplimiento de (¢) y (i7), nos leva a concluir que p es
precompacto en L1, se resume en un resultado conocido como el teorema de
Fréchet-Kolmogorov. Laidea es introducir los modificadores de Friedrichs
(ver apéndice A.l para su definicion y estudio) y asi usar el teorema de
Arzela- Aseoli.
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G=f{ujuc Py Yy Py jrptye).
e (if) se sabe entonces que
ity () = Tl < S TEERY Vi 2 Ve
Isto resulta claro de notar ques
["'m | (Fyy ) - | dhe = f“'w [ pL%) Ve b %x) S | dedte € g4
Jonde se usa el teorema de Fubini y se aplica (i1).
Por otra parte, para j fijo, ¢l conjunto 1"‘|/J-(§§)\K)O c C°(K,,)es acotado
y equicontinuo sobre Ij,. n ofecto, se advierte acotamiento uniforme
W Fy s (am) S (193 e 1l ) <OVLED
¥ equicont'\nuidad.
| (Fyy)() -~ (Fy D) 1€ e - sl o pr il ) = Cifle = vl
U

( se recuerda que Ha(n) = subaty ;T ot

Luecgo, por ol teorema de Arzela Ascoli:

(iv) 9 es precompacto sobre W, en C(K;,)

(por tanto, rambién en LK)
Sigue el razonamiento final para mostrar gue cualquier gucesion del conjunto
( tiene una. subsucesion convergente en L), Sea {ue}een 5 ue € B Se
clige j de modo que WCFyE) ullprx,) pS El‘fL(por (idi)). Se sabe ademas
que existe una subsucesion, {uf} tal que \\(15'1/]%".7 ) lf"/j1t',,,)\\l,|(1\'10) <eld
para & 2 M(¢) (por (iv))-
Asi, en virtud de 1 desigualdad dol tridngulo y (iid)

' 1] -7

faty = wlli @) < \\u'z_:_“m\\l,l(n/z\',,,)+ ““—'{: (Fy e

+H(Fyy5ue) = (P Mo WFyyita) — (W et (150 S €
(Clonsecuentemente {uy} es de Cauchy en L)), y por ser este un espacio
completo {u}} converge el L) tal como 8¢ querfa probar desde un prin-
cipio. ‘

Resta considerar el caso G = LP(Q)7, parap € (1,p%): Mostraremos
que si {uf} C 9 de Cauchy en LHQ) pecesariamente €8 de Cauchy en
LP(Q), para P € (1,p"). Veamos porque:

* LI 1/p

=k e

o - Upllir@) = {fn | o) - 11 uh —~ Uy \? e d"z} <
L
P

. [ v P

{JQ |ty — Um \d'lx} {fﬂ | up = Um | il d"‘;v} -

. popl 2zl Rk psbpn
(f = a7 S - @) < (K Oy T
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R 2 dpsisialds L Y L7 LAV WY it |
Hewos usado la desigualdad de Holder para " ﬁ,-.;}l—_y o= #"’T
{ Legamos asi por consiguiente al resultado de que. efectivamente 117(S2) —s

L), para p e [1,p7)n

Hay gue senalar, en primer lugar, que si p - p%, no necesariamente la
contencion J17(2) € L () es compacta; se conocen contraejemplos con-

-2

struidos con las funciones uy(z) = (A + ||2|[*/4=1)'"4; A > 0, (ver la pag,
314). Y es por esta razén que nos referiremos a p* como el exponente critico
de Sobolev, Conviene poner atencion para los resultados que vienen, la lucha
entre la integrabilidad (potencia en LP") y la diferenciabilidad para que los
encajatnientos funcionen, donde por supuesto la dimensidn juega un papel
unportante.

2.1.1 ALGUNOS RESULTADOS EN VARIEDADES RIE-
MANNIANAS COMPACTAS.

Teorema de encajamiento de Sobolev.

Sean k, € dos wimeros eulevos (k> € 2 0); p y q dos nimeros reales
(1 < ¢ < p) que salisfacen 1_5—:—{ 2 n y denolemos con B* « las variedades

4 »
Rierhannianas orientables, compaclas sin frontera y con W" a las variedades
Riemannianas orientables, compactas con frontera C7, r > 1. El teorema de
encajamiento de Sobolev eslablece las contenciones:

HY(SY) c H(5")
mWw™ c HY(W™)

Si ademds q(k - 8) > n, s < r se siguen lambién las relaciones

o= ¢ C'(s")
H{W") C Cp(W™).

Mds ain, cuando g(k ~ s = a) > n, en verdad se ticne

H:(E") C Cr-i-a(zn)
nwey c crtewr)

donde o ¢s un nimero real, 0 < a < 1.
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Teorema de Kondrakov.

Sean p,g ¢ R; k€ Z, k > 0. Ll leorema de kondrakov ascgura que para
variedades Riemannianas compactas sin frontera L% y variedades Ricman-
nianas compactas W™ con fronlera suficientemente regular, digamos C''. Lus
conlencioney siguienles son compaclas cuando las desigualdes entre p, g, k, o
se verifican.

(") < L,(E")
HY{W™) < L(Ww™) 121>

]IZ(E") —, CO,(Y(EH)
H,’:(VV") . C"'"(Wn)
gk-a)>n; 0<a<l

Prueba. Aquf solo se mucstran las primeras etapas de cada teorema,
que son precisamente las que se necesitan en los capftulos posteriores.

Sea ()¢ un recubri- miento finito de X (digamos [ = {1,2,...,m}),
(QJ,th) i1 un atlas tal que en cada carta las componentes del tensor métrico
esten acotadas, y (ej);¢ una particién de unidad- C'* asociada al recubri-
miento (§;) (Esto es, aj(z) € C*(X") con Kj{compacto)= Supp a; C§; ,
0La;<lyXl, a;=1)

Observemos que u € H{(X",v) & aju€ H}(E™,y); Vjel .Como pre-
cisamente en K, el tensor métrico ¥ tiene componentes acotadas sobre la
carta asociada (£, p;); necesariamente

aju€ H{(Z"y); Viel & ajuo «,aj'l € HI(R"); VYiel
en donde se pone oju o <pj‘1 = 0, afuera de p;{K;).

8a. Encajamiento de Sobolev.

Se quiere probar que 3C; constante, tal que:
| o [l (zm < Ci ll et flyaqgny Y€ C(5") N IH(E™)

Supuesto sea ¢l caso, se tiene por ende que

N u ”Lp‘(y_;n)s bh =1 " a;u "lP *(zn) <

m(supje; C)| V“ ”Lq(gu) + (L4 supjer | Vg ) I o lpeem]
< msup;e; C) (14 supjer | Ve )l w “";,(E,‘)

v s¢ termina por un arguniento de densidad. Tomemos entonces un j fijo y
notemos ademds que existen constantes positivas v; y pj; tales que para la
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wétricn Ricmanniana 3 se tiene 0 < v, < Vdely<p;, sobre el compacto
I,. Asisal proseguir nuestro camino vemos queefectivamente existe )

; G PRV -1

fl “J u H[‘p'{)“n) - ’l} “ ”J" o "Jj ”1;7"{‘5‘\“)

Kin 2" Viayuo 07"y | <
-~U; | S L Lamry -

< I\'(n,';’)/t;/p u;]/q I} V(aju) “I,q(f,‘")

Por vauto H)(E") C LP{(E™). Los casos restantes se siguen de una manera
andlogs v por argumentos de recurrencia.g

&b Teorema de Kondrakov.

Sea {ux} vua sucesion acotada en /7(X*) y p € [1,p*] , queremos pro-
bar que se puede extraer una subsucesion convergente en Lp(E"). Ahora
bien, h fug) = equg o tp[’ resulta ser una sucesién de funciones acotada
en H7(9)). Luego, por o} teorcma de Kondrakov en #*; existe {uy, }, sub-
sucesion de {ug}, tal que {fy[ug, |} es una sucesion de Cauchy en Ly(S). Dfal
misno modo, se puede extraer {uy, } subsucesion de {uy, }, tal que también
{ha[us,]} es de Cauchy L,(22). Repitiendo esta operacién sucesivamente,
se encuentra que, es posivie seleccionar una subsucesion {u, } de la ori-
ginal {u;}; donde {h;{ug,]} es de Cauchy en L,(Q;) . Esto significa que
{njug,} es de Cauchy en L(¥™)Vj € 7 Finalmente, por la desigualdad
del tridngulo

Wil i I r "

| Eisiey - (e = i) oS Xii, (o vy, ~ g, l|Le@ny< me
Ve k > N(¢). Y como L,(E") es completo, uy,, converge en LP(E").

Los casos restantes se siguen de nna manera andloga y por argumentos

de recurrencia.g .
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Algebras de Banach,
So dice que un espacio de Banach (X, ]| [lx) es an dlgebra generalizada

de Banach. si y solo si:

ur e X

Vved = { lev||x < cte - ||u

xllvllx
Por ejemplo, €%, 0 < o < Uy L™ forman, cada uno, un dlgebra
generalizada de Banach; en donde cte = 1, es decir |Juv||x < {lu|lx||v]lx-
También Hf forma un algebra generalizada de Banach cvando pk > n.
En efecto, si u,v € HY y pk > n entonces también

D wD llpp < ete - [lullpllollp (2.2)
paraa|=7,]b|<k=34,7=0,...,k

Prueba:

(i) Caso j = 0. Precisamente H} C C° porque hemos asumido pk > n.
Luego D%t € C° y supeyn | D0 |< cte||u||;,£ que implica la validéz
de (2.2) en este caso particular.

(1) Caso j = k.

Se sigue del razonamiento anterior aplicado a la funcién v.

(Bi) Caso1 < j<k—1. Por el teorema de encaje de Sobolev

Hpcur s =l >y

) (23)
HE CIIpL, Si (—1{15 2n
Necesitamos aqui r > 1, asi que tomamos r = % Vemos que, se puede

satisfacer ambas condiciones en (2.3) acogiendo las relaciones auxiliares ';-}-
’; = 1y pk > n (parte clave). En acnerdo con esto, al usar primero la
desigualdad de Hélder y después (2.3) concluimos

1D Dbl o < ete- D% ull o | D¥olliom  cle - ullgelollzr-a

Aunque nuestra investigacion y resultados como se verd, girararin en
torno universos espacialmente cerrados, resulta indespensable, tal vez insal-
vable, tratar los espacio-tiempos asintéticamente planos. Por eso, incluimos
también una seccidn sobre este tema, donde apuntamos como se ha usado
parte del material matemdtico deserito en este capitulo.
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21,2 LSPACIOS DE SOBOLEV CON PESO.

Los espacios de Sobolev con peso fueron introducidos por M. Cantor®, para
resolver algunas dificultades que se encuentran en aplicar las téenicas deol
andlisis sobre dominios no compactos, por ejeruplo la alternativa de Fredholm
para operadores elipticos falla en general en espacios de Sobolev definidos
sobre viriedades no compactas (Vease seccidn 3.3). Sin embargo se puede
probar que en clertos espacios de Sobolev con peso, estos operadores clipticos
actian como isomorfisimos.

Espacio-tiempo asintéticamente plano.

U'n espacio-tiempo (U* % R, g) se dice que es asintéticamente plano si,
exis- te un conjunto compacto 83 ¢ E* tal que Y*\U es la unién disjunta de
un nimero finito de conjuntos abiertos 4, A 1,2,...,,N. Cada 4 es
difeomorfo al complemento de una bola cerrada B4 € R3 con el difeomor-
fismo &4, y ademds la dilerencia g — n (n la wmétrica de Minkowski) sobre
cada 2 4 tiende a cero en la infinidad espacial para cada t € R,

Se introduce una funcidn cscalar o sobre S%, suave y positiva, tal que
para € {4, en coordenadas ¢4, o (2) = (1 + '/"3)% donde r caracteriza la
distancia a un punto fijo, arbitrario.

Espacios Funcionales.
('? ¢ Fspacio de campos tensoriales sobre ¥, s veces continnamente dife-

3
oneiablos 1alos vy = o ] Y |
renciables vales que “f”(; = [Z BUPews 07T L O f () | < o0

=0
11}« Espacio de campos tensoriales .f, sobre 7, con derivadas generalizadas
{ en el sentido de la teoria de las distribuciones) de orden < 8 tales que
o P f(x) es de cuadrado integrable sobre %3, H{ es un espacio de Hilbert
en la norma

1
WAlles = zf{z a2 | o fz) | dE}2 < 0,
’ =90

N O T A. Se sabe que cuando s > 3y -2 > § > —% el operador

de Laplace-Beltrami A, @ I§ — H g;j actia en variedades Riemaunianas
euclideas en el infinito como un mapeo lincal, biyectivo y continuo, y no
solo eso sino que, estas (ltimas propiedades las comparte con su operacién
mversa. Se puede usar este resultado para probar que la desigualdad:

1, Al ¥ 2 v
A O R AT
Lt

“Ver Cuntor, M. (1979). Some problems of global analysis on asymptotically simple
wanifolds. Compositio Math. 38, pp. 3-35.
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es en realidad una condicidn necesaria y suficiente®, para que una méirica
asintoticamente plana se pueda deforinar conformentente de manera que, su
nuevo escalar de curvatura asociado sea identicamente nnlo (comparar esta
condicion con los resultados acerea de la conjetura de Yamabe del capitulo 4),
Las métricas que curplen tal condicidn son relevantes; porque constituyen
solnciones al problema de valores iniciales en el vacio, en un instante do
simetria temporal (K = 0).

Entre algnna de las propiedades andlogas a los espacios de Sobolev usunales,
citamos:
Teoremas ( Choquet-Bruhat y Christodoulou 1981)
Sobre una n-variedad Riemanniana euclidea en el infinito, las inclusiones
siguientes son wilidas

gl ‘o - .
C3, CHyCCH, §i 6 <o+ <y,
!
§>8 + %

Y se nota que la propiedad f € ] es equivalente a la notacién cldsica:

J=0(r%); 8f=0(r); 0f =0 (1)

Teorema de multiplicacién,

La multiplicacion puntual entre campos tensoriales (f,9) - [ ® g en una
n-variedad euclidea en el infinito es continua;

C‘gl % C'gz -— 031-1'52; VseN; &, R

flg| X ”6‘2 — ”‘gl‘f'ts!; Sis < 8,8y $< 8 + 89 ~ ‘%; §< b+ 6y %

Notar ¢ue I} es un algebra de Banach st s > 3y 6 > 5.
En adelante vamos asumir (X%, 7) como variedad Riemanniana compacta,
a menos que se especifique lo contrario.

M. Cantor and D. Brill (1981); The laplacian on asymptotically flat manifolds and the
specification of scalar curvature; Compositio Mathematica., Vol. 48, Fase. 8, 317-330.



3

La naturaleza conforme de la
Geometrodinamica.

© Al any rale, a suggestion is made thal the absolule size of g,, be laken
seriously!, it may have a meaning.”

Richard Feynman,

43
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3.1  Detormaciones conformes.

Detengamonos por un instante y contemplemos la constriccidn del momento
Div(K - ytr[K]) = I, la primera impresién nos revela. que, solo condiciona
la divergencia de un tensor simdirico, de ahi el gran valor que tiene para
nuestra completa comprension, ¢l que contemos con una téenica para des-
componer aquel tensor simétrico en una suma de tensores, pero no cualquier
des- composicion, sino una en la que al menos uno de sus términos posce
cierta propiedad de nuestra propia eleccién, la propiedad de ser transverso,
es decir, con divergencia nula. Si miramos la ccuacidn dpy = L7 - 2a K nos
convenceremos de que s dtil buscar la descomposicion entre el conjunto de
deformaciones de 7, de las cuales cabe distinguir aquellas que dejan invari-
ante al espacio de métricas adinisibles sobre X", que lamaremos M (£%).
Cuando se deforina conformemente la métrica del espacio-tiempo, su estruc-
tura causal local queda invariante, ya que no cambia el signo del elemento
de linea ds?; esta reflexion nos llevan a considerar en especial a las defor-
maciones conformes, que en el futuro se convertirdn en la piedra angular de
nuestra investigacién®.

Diremos que dos métricas Riemannianas ¥ y v admisibles en %% son
conformemente equivalentes, si y solo si, existe una funcion escalar ¢
>0, talque 7 = ¢gf7, lo cual indicamos con la simbologia (£",7) ~ (£", 7).
Se sigue entonces que los dngulos definidos por ¥ y 7 tienen el mismo valor,
pero la propiedad Gtil para nustra cansa s otra,

De las relaciones existentes entre objetos geométricos definidos por § y
v destacamos:

(det¥)F = g¢P(dety)s
T = ch'*'B(agvclll(b+bgvblll¢-l- ’ych"Iugb)
. 2p 2 A

\ si wdunas incluimos en nuestro repertorio escalamientos £ = ¢"E y
= ¢"'T de campos vectoriales B y tensores simétricos de segundo rango

T contravariantes también resultan las siguientes expresiones entre diver-
geucias:

divE = ¢"[divE + (m + p)E- Ving)

BT = ¢ [divT + (' + BT +2))T Ving -2 "[T]VI 1 6]

'El método conforme fue introducido por André Lichnerowics
Lichnerowicz , A., J. Math. Pures Appl. 29 (1944), 87-63.
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Guiados por la navaja de Occam tomaremos? p — yEpy s —pty
con tales valores i’ — - 2(p° 1} junto can la condicion adicional ([P} 0
para obtoner nn conjunto mas seacillo de ecuaciones™:

] 3 11—’—L-~ ‘]—./_\r/) (3.1)
n-— 2
E=¢"E dv E=¢7 divE (3.2)
T -0 gy T o= Ugiy 7 (3.3)

3.2 Hacia la descomposicion de York.

Usaremos ¥ para denotar a la densidad tensorial (TJ—L que representa la
dety)n
clase conforme de equivalencia para v, una métrica admisible en £*. Exa-

utinemos el cambio inducido por un difeomorfismo infinitésimal generado
por un campo vectorial w sobre 3. De la teoria sobre derivadas de Lie?
<abemos que una condicidn necesaria y suficiente para que tal difeomnor-
fismo no carmbic la clase de equivalencia de métricas conformes a v es que
Lwd = 0. Estoes, que la derivada £,%4p = Fue Vott® + Fpe Vo wt — %iubvcw"
sea idénticamente nula. Esta derivada de Lie es una densidad tensorial sin
traza, pero como deseamos trabajar con una cantidad tensorial en vez de una
densidad tensorial introduciremos el operador vectorial L{w] que resultard
on una simplificacién de la notacion y la adopcién del lenguaje de operadores,

Liw] = (det7)7 LwF (3.4)

Inmediatamente podemos decir algo sobre nuestro operador, si al usar la ley
de transformacién c?nforme del determinante de un tensor méErico Iiw] =
.

(detF)s LT = 025 (det 1) LT = @5 (det 4)7 LT = ¢ L[w], de lo
que resulta la invariancia ante transformaciones conformes del ker[L] y de
la dim ker[L]. Queremos ademds, hacer notar una propiedad relevante so-
bre kei[1], a saber, que tiene dimensién finita, mds adn, el valor mdximo
de dim ker[L)] es ('—‘-ﬂ)é’—'iﬂ y este se alcanza si y solo si (£%,9) es confor-
malmente plano. Para finalizar esta seccion, acordemos en reservar x para
dJistinguir o Jos clementos del ker[ L], alos que llamaremos vectores de Killing
confories.

n

2R valor p* = 22

es precisamente aquel para ¢l cual la contencion H, C Ly deja de
sel cotipacta .

Noteimos que la ecuacion de conservacidn VT — 0 se satisface en general para un
solo representante de la clase de métricas conformes del espacio-tiempo, salvo escalamientos
por faclores conslantes ¢ = cte, y entonces solo para (V,8). .

YKentaro Yano; The theory of Lie derivatives and its applications; North-Holland; Am-
sterdalag 1957, '

v
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3.3 Descomposicion de York®.

Retomando Ia disertacion previa al comienzo de este capitulo y teniendo en
mente (3.3) optamos por aguella descomposicion de un tensor simétrico h,
que separa su parte transversa y sin traza h*,

h = h* @ (det )7 LT & Tr[h] (3.5)

De esta wanera, cnando h respresente una deformacién de la métrica,
digamos 4+, el tercer término de la descotposicion no cambiard la clase con-
forme de equivalencia, en contraste con el segundo que representa el cambio
de la clase conforme de equivalencia generado por w, sin embargo ain am-
bos términos dejan invariante M (E%), hego solo queda h* para especificar
completamente cualquier deformacion 8.

El lector habrd notado, por la aparicién del simbolo ¢, que no resistimos
Ia tentacion de adelantarnos en seialar que tal descomposicion, st existe, es
ortogonal con respecto al producto escalar global, en efecto:

(B, (dety)¥ LT )= (1%, Tro[h]) = ((det 7)% Lyy7, Tro{h)) = 0.

El primer miembro de la cadena de igualdades se anula después de integrar
por parles ya que h* es transverso, el segundo y tercer miembros gracias a
que h* y L7 carecen de traza,

Concentraremos nuestra atencién por el momento en sefialar aquellos
aspectos que aseguran no solo la existencia de esta descomposicién sino
también su unfcidad y entonces los que se derivan del estudio de la ecuacién
que debe satisfacer el campo vectorial w :

Apw =divl{w) = div(h-Tr,[h]) (3.6)

-4y, es un operador diferencial lineal de segundo orden que manda vectores
en vectores con dominio denso en I, simétrico (=Arw ,v) =(w,=4LV)
y positivo (=Agw ,w ) > 0 en su dominio D(~Ap,) como se infiere de la
igualdad:

(~Auw,v)= S(Lw], V) Yw,v € D( - Ay)

Usando de nuevo esta misma igualdad, se deduce directainente que Ker[~Ay)
Ker[L) y como -4y, es simétrico (Rango(~Apr))t = Ker|L]. Observemos
ademds, que en virtud de la definicién explicita de L{w], se tiene la ex-
presién correspondiente Ap=A4A + "—;-Z-Vd'iv 4 Rice(y), de donde se deduce
que Ay, posee simbolo inyectivo y es por lo tanto un operador elfptico. isto

®York J. 1973 Conformally invariant orthogonal decomposition of symetric tewsors on
Ricimannian manifolds and the initial-value problem of general relativily Math, Phys, Vol
14,Na 4.
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o traduce en la posibilidad de regularizar fa diferenciabilidad de las solu-
ciones débiles de (3.6) hasta el grado permitido por la diferenciabilidad que
e asuma sobre los coeficientes de Ap. Estas observaciones son suficientes
para asegurar la existencia de una iinica solucidn salvo vectores de Killing
conformes \ una vez que se vcriﬁque a condicién de integrabilidad (vaese
abajo). a saber que la div(h — T'r,[h]) sea ortogonal a los elementos del
Ner[L]. que en verdad se satisface:

(\odic(h Tryfb})) — $(L{x] ,h=Try[h]) 0. Notese que, aungue en
seneral no pedamos asegurar una solucié tnica para (3.6), la descomposicion
si es imica: pues en ella w interviene solo a través de Liw].

Prueba de existencia de una solucidn generalizada para -Ay,.

Siose nsa la desigualdad de Canchy-Schwarz se obtiene:

1=Apw, v) < ctef\wilidiviln, Yw,v € I (B0 D(-Ap)

Abora lnvn, por ¢l teorema de Hahn-Bauach, se puede extender el fun-
cional Ty [w] = (-Arw,v) como un funcional lineal y acotado sobre I},
Luego. por el teorema de representacién de Riesz, existe un elemento de I/,
inico, que llamamos ¢ [v], tal que:

Ly[w)= (w.f]v]) Vw,ve l

Aqui : Ily — Hy, es un operador lineal y acotado, como se puede checar
] it )

facilmente, y como -Ay, es sfietrico se sigue que € es un operador autoad-
junto. Se quiere resolver

(([w],v)=(f,v) Well donde f= Div(h-Try[h]) (3.7)

Antes de esto, consideremos el problema auxiliar, correspondiente a la forma
bilineal:

(E{w].v)+ Mw,v)=(f,v) Vve H, donde fe€l,
Se fija A = 0, suficientemente grande para que se cumpla la relacion:

(Ffw],w)+ Mw,w) > ete||lwlff, Yw e I,
(desigualdad de Garding)

Recordar la naturaleza eliptica de (3.7). Entonces por ¢l teorema de Lax-
Milgram, existe una « € H, \nica, tal que

(([u].v)+ Mu,v) = (f,v) Vvel,

Se pone u = Yf. Vemos que Y : Ly — L; es un operador compacto (la
continuidad se hereda del teorema de Lax-Milgram y I1)(E3) < Ly(Z3) ). Se
enfatiza ahora que una solucion de (3.7) es equivalente a tener u = T(f4-Au);
que se convierte al poner ¥ = f+Auen (F-AT)J = . Iistaecuacion en virtud
de la alternativa de Fredholm tiene solucién si y solo si f € ker(J/— AT*): =
ker(7 = AT)* (También de aqui, por ser T compactoy A # 0 se infiere de
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In teoria de Riesz-Fredholm que dimker(/ — AT} < o0) 6 lo que es o
misio sty solo si (£,v) = 0, Vy que satisface T(y) = -“( \. Iin particular,
osto significa que (((\]ov) - 0 Vv & lly y porlo tanto \ € ker [, (Usar los
teoremas de regularizacion para admitie primero que y € Hy y entonces se

3.4 Gravitopotencial vectorial,

So lian introducido la férmula de transformacion conforme (3.3) y la descom-
posicion de York, con la idea de atisbar cantidades que se tornen libremente
especilicables, los grados de libertad del canpo gravitatorio cn presencie de
fucndes, de manera que sea posible construir, apartir de ellos, un conjunto de
datos iniciales soluciones de las constriciones (Recordamos que diferenciamos
estos datos en partienlar con wua barra encima). Veamos como funciona, se
escribe primero K como suma; un sumando es una parte sin traza, digamos
A mientras que el otro contiene la traza 7 = try{K), esto es:

K- A+ 7',r ¥ (3.8)

Se aplica (3.3) a la constriceidn del momento

Din(A - "—;’—r_j) =]

considerando ¥ como cantidad dada, aqui es donde se tiene la sensacion de
que se debe especificar informacidn invariante ante iransformaciones con-
formes, luego se escalan las ficntes y se asume, por el momento, ¥ como
cantidad preescrita.

;. Sin embargo, como decidiremos gue regla adoptar para escalar las fuentes?.
Podriamos decidirlo de forma tal que, las ecuaciones resnltantes sean mas
[iciles de manejar & tambi¢n bajo ol eriterio de gue, a fuentes fisicas les deben
corresponder fuentes fisicas. Afortnnadamente ambos criterios se satisfacen
cnando se toman las siguientes reglas de transformacidn conforme.

T =gt e = g, (3.9)

Fl escalamiento de J, proviene del deseo de simplificar fa coustriccion del
momento, mientras el escalamiento de p es impuesto por la condicion de
energia dominante”

"FEmpleando exactamente la misma clase de argumentos con los que hemos tratado la
gravitacion, esta vez considerando cargas déctricas en vez de masas, se encuentra que la
teorfa electromagnética de Maxwell posee constricciones:

Z?(IE“ = 7
DaT}“ =)

. . y - TS DT —a e
Y ¢n conexidn con nuestro asunto se biene aqui, g = F B+ B Boy ] = (Ex B)*
Para satisfacer las constricciones basta descomponer ea la forma
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SN A R TP 1

Signiendo este plan arrivamos a la ecuacion

Dy Aoy D~’;~-~'-rf/" ¥

que resseribiremos, § haciendo wso do la descomposician de Yorkl. Se poue
A a /,[Wi

rednciendo ol problema a lan solo encontrar un campo veclorial w que
-atisface la ecuacion:

(Anw) =J" ¢ "‘%-l(/ﬂ*' nYF (3.10)

que tiene upa nica solncion salvo vectores de Killing conformes x siempre
que se verifique la condicion global de integrabilidad
0= (aed® + BLGPDT), = (R T 4 2D ),
condicion que como vemos, solo depende de la clase conforme de equivalencia.
Estas condiciones junto con la ccuacién (3.10) se desacoplan de la con-
striccién hamiltoniana cuando 7 es constante sobre ¥ y entonces cuando £3
es extremo de un problema variacioual,cuyo plantamiento es bastante natu-
ral. Tomese como funcional ¢l drea de aquellas hipersuperficies que tienen
una curva espacial fija y cerrada como frontera comdn. Iipersuperficies
que dificren tan solo por deformaciones temporales de manera que siempre
se encuentren por encima de una hipersuperficie fija, que tiene la misma
curva como frontera y de forma tal que se mantenga el volumen encerrado
constante®. Resulta que la hipersuperficie que ¢s extrenio de este problema
satisfaciendo la ecuacién T = cte cuando se libera la restriccion sobre el volu-
men, se obtiene ol famoso problema de hipersuperficies extremales, del que
los estudios dedicados se remontan a la era de Lagrange, que se admite inicio
vostas investigaciones, 1760, la ecuacion ha satisfacer por %3, en este caso,
es F = )y se dice que ¥ es una hipersuperficie méximal del espacio-tiempo
(V1.g). En general ¢s un problema complicado saber st existen hipersuper-
ficies maxinales en un espacio-tiempo dado, porque el cardcter eliptico de
la ecuacion diferencial a resolver depende de la misma solucion,

Para ¥ = cte sobre L} (que por tanto se puede utilizar como pardmetro
temporal ), J4que satisface la condicién de integrabilidad y o* cantidad libre-
mente especificable (que se puede construir aplicando la descomposicién de

E" = ("= D"W)p°

-ﬁ" = Ju",‘-ﬂ

~-A¥ =g

Fu donde g = ¢7% , ¢® y §° son los datos libremente especificables, siendo los dos
iillimos transversos; se puede verificar ahora que la ley de transformacién conforme para
p ¥y J coincide con nuestra eleccién (3.90.

8 Ver 1. Hilbert y S. Cohn-Vossen (1952). Geomelry and the Imagination, Clelsea
publishing company, New York. 226-227.
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York sobre un tensor simétrico enalquiera) se construye la forma que tiene
toda, curvatura extrinseca, K. que satisface la constriccidn del montento;
sujeta claro estd. por la restriceion tr5{K] — 7.

- -, . 1.,
I ab ~ P Z(Uuh + (I:[W])“h) + .;T‘f)l”ful;

Luego los seis grados de libertad de K estdan vepartidos; dos en a®, tres en
w y uno en 7. Solo resta saber, en estas simplificaciones, para que métricas
< €M (") es posible hallar un escalar ¢ > 0 de manera que con 5 en
verdad se satisfaga también la constriccién hamiltoniana. Tengase en mente
que hasta este momento, no se ha presentado la necesidad de restringir las
métricas admisibles de X", Debo mencionar, que una especilicacion completa
de tales 7's sobre una hipersuperficie compacta ™, con curvatura media
7 = cle, solo ha sido posible recientemente con la solucién de un problema,
hasta hace poco abierto, de la geometria diferencial; la lamada conjetura
de Yamabe. Mds adelante se presentard una de las versiones de prueba
de esta conjetura, y también la manera de aplicarla para descubrir aquellas
métricas que conducen a la solucidn de las constricciones, las ecuaciones que
gobiernan la inercia de los cwerpos?, el significado preciso del principio de
Mach segfin la teoria de la gravitacion de Einstein.

Hemos dicho todo esto y aiin no tocamos la constriccidn hamiltoniana,
el germen de lo parrafos finales, Para corregirlo, sin mas predmbulos, pre-
sentamos la ecuacién de Lichnerowics.

3.5 Ecuacién de Lichnerowicz.

En tanto que antes, hemos dado una expresién explicita para que los K
que satisfacen la constriccién del momento. Intentamos ahora obtener la
representacion equivalente para 4. Ya no queda mds qu e buscar el tensor
métrico 7 dentro de la clase conforme de equivalencia de y € M(X%) y
entonces, encontrar un factor escalar ¢ > 0 de modo tal que se verifique
tamnbién la ecuacién entre escalares

RF)-K-K+7=2

En dltima instancia, debemos obtener un ¢ determinado completamente por
el conjunto (¥3,4,0%,7,p,J) previamente fijado. Si se aplican las férmulas
de transformacion conforme (3.1), (3.3), junto con (3.8), férmula de des-
composicion, y la ley de escalamicnto conforme para fuentes (3.9) en fa
constriecion hamittoniana, se obtendrd una ecuacién que indica si es o no

Por supuesto, complementado con la cliusula de que una particula libre s¢ mueve
cursando nna geodésica del espacio-tiempo. En vista de la restriccidn T4” derivada de las
cchaciones de campo surge la pregunta de si las ccuaciones de movimiento para las fuentes
e sigue enlonces inicamente de las ecuaciones del campo gravitatorio.
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posible crear tal anhelado Tactor escalar, U < ¢ o ¢4 Bnoeasa de existiv Lol
Faneion se canvertird en solucion de la. ecuacion misima

e P
BAG Ko - L Ap™" ‘;’T"‘f,-‘»"' 23 {3.11)

Fie AU Lichuerowicz quien apartiv de sus investigaciones sobre las cons-
triceiones de fa Relatividad General en el vacio, formuladas sobre superfi-
cies maximales, introdujo esta iermosa ecnacion (con solo sus dos primeros
terminos claro estd), y en sy honor solemos denominar “ccuacidn de Lich-
nerowicz”. Aqui estudiamos las constricciones en condiciones mds gene-
rales, a saber, cuando se les f6rmula sobre hipersuperficies de curvatura me-
dia constante, caso particular en donde ambas constricciones se desacoplan
v en general hemos incluido fuentes.

Quisiéramos escndrifiar dentro del significado lisico del factor escalar,
Asi que escribiremos la energia A.D.M asociada a el tensor métrico 7, com-
pletamente en Werminos de ¢y v, Si consideramos ambas métricas como
parte de un conjunto de datos asintéticamente planos y se asume entonces,
@ = 1400~ 1), un cdlenlo directo nos Ueva auna relacién cuyo lado izquierdo
le atribuye significado fisico al lado devecho y luego al factor escalar ¢,
relacidn

E[F] -~ Ely] = —4 ¢ D*¢d*5,
o0

Por otra parte, de la existencia y significado de esta ecnacién puede
sacarse nna conclusion de la mayor importancia, conclusion ala que llegaron
O'Murchadha y York durante 1974, lmaginemos que (¥,7,0* 7 = 0,p,J)
son un conjunto de datos iniciales que satisfacen la condicion de energfa débil
y son ademds, solucion de las constricciones, por tanto con R(v) 2 0;. Se
afirina entonces que, existe un conjunto de datos (£%,%,7 =0,7=0,p=
(. J= 0) que son solucién de las constricciones en el vacio, luego R(7) es
nulo, que liene una energia ADM menor o igual a la cantidad que existe en
el primer conjunto de datos y donde (X3,7) ~ (¥3,%).

A groso modo: Se asume R(7) integrable, luego R(y) » 0 significa que
of prablema 0 = R(y)¢ — 8A¢ (ecuacién (3.1)) con ¢ "=5° 1 tiene solucién
en cierlo espacio de Sobolev con peso, donde ¢s aplicable el principio del
mdximo (seccidn 8.7), de lo que se infiere 0 < ¢ < 1. Ahora bien —4 § D%
d*Sy = 4 [ AgdT?® = ~5 [ R(7)¢d%? < 0y se sigue que
Ki) < Bl
Vemos con esto que, la inclusién de “cunergia cinética gravitacional” A- Ay
la densilad de materia p sobre una hipersuperficie mazimal incrementa, la,
FRorgia lotal,

En repetidas ocasiones P.AM. Dirae mostraba su plena confianza en la
siguiente idea:

Physical lews should have mathematical beauty.”
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Las piginas subsecuentes abriran nuestra perspectiva y proporcionarin
una base firme de conocimientos que revelin parte de la belleza que hay
dotris de la ecoacion Lichnerowics.

3.6 Sobre el grado topologico.

L'l como s» usara la teoria del grado topoldgico es algo que solo quedari claro
hasta el final de la seccidn (3.7.1), es necesario entonces una buena dosis de
paciencia, Se sorprendera de los progresos que se han hecho a partir de
wn comienzo que parece primero muy simple y superficial. En este sentido
conviene recordar las palabras de Einstein, diciembre de 1916, para realizar
una lectura cuidadosa.

“ Esperamos que al lector no le suceda lo que a aquel viajero a quien las
casas le impedian ver el poblado. ”

Sea ¢ € CHR™,R™), Q un conjunto abierto y acotado de " y b €
R/ o(IRN), supongamos que ¢ (£) es no singular para todo € € @~ (b) n
1 entonces podemos construir un niniero entero d, £2,5), que se lee cl
grado de o con respecto a Q y b, que depende directamente del niimero de
soluciones de la ecuacion @(zx) - b para 2 € . Se toma:

(0, Q,0) = Yeepmipnn Syndety'(€) (3.12)

Notar que como ¢ es no singular solo hay soluciones aisladas y puesto que
no hay soluciones en 952 este nimero solo puede ser finito. Podemos ahora
cerciorarnos de algunas propiedades del grado topoldgico:

(i) d(p,2,0) = 0 si 1 (b) N QL es vacio.

(ii) d(p,,b) 2 0 implica que hay una solucidn de p(z) = b en Q.

(ili) Continuidad. Si ¢ es una funcidn decente (que cumple con lus
hipdtesis mencionadas arriba), existe una vecindad V de ¢ en CY(Q,R") tal
que para cualquier P € V es también una funcién decente y d(,Q,b) =
d(p,,b).

(1) y (i) resultan directamente de la propia definicion del grado topoldgico
v {iii) se sigue del teorema de la funcidn inversa. Como consecuencia directa
de (iii) se deduce la propiedad de invariancia homotdpica del grado :

(iv) SiH e CHQ x [0,1],®™), be R*/H(0Q x [0,1]) y H(-,0)
es una funcion decente para L € [0,1],

entonces d(H (-,t),8,b) no depende de

d(H(-,0),2,0) =d(H(:,1),Q,b).

Fn efecto, por (iii), para cada v € [0,1], d(H(-,t),Q,b) =d(H(.,7),Q,b)
iara t vecino a T y entonces d(H(-,t),$,b) es continuo con valor entero en
. intervalo conexo [0,1]. Por lo tanto posee un valor constante,
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Fatos resudtados de B

, 80 han extendido a espacios de Banach de di-
wenston iufinita, en donde Q corresponde a ui subconjindo abierio y aco
Vado deonn espacio de Banach v se restringe a una perturbacion compacta,
ae L fdentidad, es decir tiene la forma p(u) - w0 T(w), doade T exoan
W0 vor seceion 2.1 . Este tipo de grado, gue data dosde
(931, es of grado & la Leray-Schauder y 1a propiedad andloga a (iv) es la que
USArenios fmuy promto,

operador compacto

3.7  Principio del maximo de Hopf.

Sea Q un conjunto concro, abicrto y acotado de W', L{u} wiv operador dife-
reneclal Lineal uniformemnente cliplico en $) de arden dos con coeficientis aco-
tados, iy, = 0*u)0z;0xy yu; = Ou/dz;.

Llu] = 373 pey ikt + Yoty bivi ey e <0

Supongamos que w & C*Q) y L{u] > 0.
Entonces st w aleanza su mdrimo M > 0 en 1, u debe de ser unc
constante M sobre Q. Por otra parte st en r, ¢ 8§, w es continua y

B
4'.‘!_(_

u(r,) - M 2 0 enlances 55|, > 0 si x, s pavte de lo frantera de una
hola incluida en QY.

Prueba. Observemos que si L{u] > 0 en ), u no puede alcanzar un
ariximo relativo M 2 0 en algin punto § € 2. Ya que en dicho punto
02 50 aikttik |5y i [s= 0, por consiguiente 0 > L{u] |s, que contradice
I hipdtesis. Veremos en seguida como, en el caso general, L{u] > 0 en un
conjunto Il conexo, abierto y acotado de R", se puede hacer uso de esta
ultima observacion.

El argumento es por reduccién al absurdo. Como I es conexo podemos
conectar por medio de una curva I' € 1I o dos puntos A y I € I (vease la
figura adjunta). Supongamos que estos dos puntos son lales que u|a< M y
u |g= Al . Emplearemos también D € II para denotar ¢l primer punto de
I' donde u toma el valor M y sea C € 1" un punto suficientemente cercano a
D tal que la siguiente construccién este en el interior del conjunto II:

Tomando como centro €' hacemos crecer una bola hasta que su frontera
alcance un punto, digamos 5, donde u |g= M, luego construyamos en su
interior otra bola = tangente en el punto § cuyo centro llamaremos X'. Para
finalizar cou este etlificio geométrico, indentificamos la regién 2, como el
interior de una bola centrada en § de radio peguedio con frontera ¢ U (y.

"Wl restriccion se debe en parte, hablando robustamente, a que o un operador compacty
s b purde aproximar por ana funcidn de rango finito, ver ¢l paso dos en la pracha del
teorema de Arzeld Aseoli.

"Ver por ejemplo, Protter M y Weinberg H 1976 Mazimam Principle in Dif ferential
Fauatins ( Englewood Chffs, NJ: Prentice-Hall ).
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Ahora hien, en lugar de trabajar directamente con u manejaremos su
perturbacidn « -+ £z, en donde = cuenta con las propiedades:

>0 en =

-0 en 0= (3.13)
s<0 en Z
Liz) o0 en 1 (3.14)

]
Uno puede checar que 2(X) - ool A5 g
las propicdades requeridas, para « sulicientemente grande, en especial se
signe L{z] > 0 sobre  porque L[z] tiene la forma de un polinomio de
grado 2 en a, donde el coeficiente que acompani a la mdxima potencia es

X=Xy [N . . .
gemot=5+1 }:}“k:l(lik(}\'i"/\'i)(‘\j‘“‘\;)qUC tiene una cota por abajo sobre

1 estrictamente positiva. Esto dltimo o consecuencia de ser L un operador
uniformeiente eliptico.

'
Lol X Vo
— ¢ =1 gatisface todas

uiN Urex M
w0,
UtM perurbacion ex
WS T 4 (2
8 Ui e um compacto .
uim setoma e talque usexlM *°°

Luego w4 ¢7 |g= M, lo que significa que en S hay un maximo relativo
va que en la frontera ¢ U ¢ se teadrd v + ¢2 < M para ¢ suficientemoente
pequeiio. Por otro lado Liut £2] = Lju] + €L]z] > 0; lo que es absurdo, en
virtud de la observacion que hicimos desde un principio. Copsecuentemente
u=cte = M > () sobre 1.

Por otra parte. Siel miximo M > 0 se alcanza en la froutera, digamos
en el punto ¢ € 911, consideremos una construceion siilar a la de la parte
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primera donde I tomé ahora el papel de la bola centrada en €', Qcurre
entonees gque fa perturbacién v+ €2 alcanza su mdximo en &', por o tanto

TG i . iy . ot
=HE L0 0 Luego, como 55 |eet U necesaviamente ",:—’l |9 0 .q

3.8  Avances sobre el problema de existencia,

Veremos mits adelante, como nuestras investigaciones nos conduciran ine-
hadiblminente o fa siguiente cuestion, en eaya solueidn deseansan mestros
principales resultiados.  Bajo gque condiciones fa ccuaeion (3.10) adinite una
solueidn estrictamente positiva?,

- A¢ = f(2.9) (3.15)

Ya hemos visto que un caso en donde cstd cnestién es de interéds, en en el
estudio de la ecnacion de Lichnerowicz. La teoria del grado topolégico nos
permitird dar una respuesta parcial a este interrogante en un caso especial, a
saber. cuando una variedad Riemanniana-C'™ compacta y sin frontera (53, 7)
forma el conjunto sobre el cual se define la ecnacion (3.15), como primer fruto
de esta eleccion estamos en libertad de usar el teoremas de encaje de Sobolev
y el teorema de Kondrakov de la seccién 2.1.1 . Asi por ejemplo, se infiere el
hecho de que Hy (£3) ¢ C*(£%) de lo que se desprende nuestra inclinacién
en otorgar al tensor métrico 4 una diferenciabilidad H,(X%) C C’(Ea) en
lo s razonamientos posteriores. Existe también otra propiedad relevante
yue ronda sobre nuestras cabezas y que es ademis una consecuencia de la
dintension de la hipersuperficie £3. Nos referimos a que Iy forma un dlgebra
de Banach, observacion de wtilidad que aprovecharemos ampliamente,

Sin alterar ¢l contenido de la ccuacidn (3.15) podemos reescribirla de
manera de Sacar provecho del enunciado del principio del miximo,

Lig) = ~Ad + ¢,d = f(x,d) + ot = Fliz, §) (3.16)

Examinemmos entonces las propiedades de ambos lados de la igualdad en
(3.16) acordando en adelante el uso de los simholos ¢;; § = 0,1,2,3 para
deitotar constantes positivas.

Notamos en primer ligar que, en virtud de que ¥ € Hy,por hipdtesis, la
ecuacidn lineal =Awu 4 ¢,u = g, con § € I, tiene una dnica solucién u € Iy
que satisface

Null, < e il (8.17)
Nalli, < exllills, (3.18)

donde ¢y y ey solo dependen de X% y 4. Mis i, en of ospacio funcional 1,
el operador L definido en of lado izgquierdo ile (3.16) posee fa propiedad

Si L) € L{ug) = u) < uq (3.19)
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qm' e e usar ta contenciOn 1y C 0= v el principio del madximo,
Tt e} tarno de analizar al tado derecho de la ignaldad en (3.16). Por
mitamaos ahora que Fla, ) & CHYY L [ donde [ representa cierto intervalo
cerrado de B, La compacidad de 37 permite entonees dar a e, wn valor
dhlt) oy )
TR 0

Hi v, . .
e, maxy, g | ;:,{ [. Comseenemtemente Pl ) es ereciente encen by variable

’

{ para cada punto de X7 propiedad gue desenos poner en prictica y gie

tal qoe T Dineidn sea positivacen ¥ < L Basta toma

seencieritra en completa analogia con (3.19).
Cow'el fin de aprovechar tadas las propiedades anterieres debemos eer-
cioraruos de que f cumple con las siguientes propiedades!;

0@ Wy fleyp(e)) e v flahye CHEP < ).

Trataremos en adelante solo con tales himclones f(a,!

3.8.1 ARGUMENTO TOPOLOGICO.

En Ly liisqueda de condiciones que aseguren la existencia de una solueion
estrictaimente positiva de fa ecuacién (3.15), se emplea la teoria del grado
topoldgico d la Leray-Schauder. Fn especial se hace uso de la signionte
propicdad aniloga a la mostrada ey of inciso (iv) de la seccién (3.6) :

St Yy unat homotopa de travsformaciones compaetes que mopean un
espacio de Hanaeh (X)) co O mismn, Sea Q un subconjunto de X,
abicrto y arotado con corvadura 0. Si(1 - T)w # a ¥t € [0,1] y Vi € 992,
entonces d(1 =Y, Q.0) existe y ticne el mismo valor para cada t € [0,1).

Sea el funcional I(u) ~ () Yu |* +eu*, 1) y di{u,h) su derivada de
(aateaux on la direccion h, (‘\-dllhl(l«l e, La ulm del autor es usar'?

Q= {llwll,< C dip-b) < di(u, ) < dl{dy by h€gp )

2par cjemplo. Sea f(-) wna funcién analitica con radio de convergencia p, X un algebra
de Banack (N[ fix) ¥ B = {n € X [|nllx < £} donde la constante que define a B es ha
constante deflorllx < cle- Juflx}jelfx. Entonces ¢f mapeo F: B — X dade por u v f(u)
es analitico. Recordar que en dimension tres Iy es una algebra generalizada de Banach.

HEu ol artienlo The problen of Constraing bt General Relativity : Solution of the
Lichuerowies rquation, Y . Chogeer-Bruhat utiliza el conjunto @ = {)| u'jln,< ¢,
O <l < ad con Ly m constantes para obtener las signientes condiciones snficientes
que muzestran exstencn de wna solucion positiva J(Le) > 0y fimr) <0 Ve e VN
Nosotros fremos arnvado generalizaodo 8 condiciones afn mids geherales en donde o
Citsh ALeROr % Tecupera como un oo parkicntar. Notemos gue smestro conjunto € se
diferencia del anterior en que en ver de considerar constantes [y m usamos en su higar
fanciones ¢y o4, ademis las desigualdades involucradas no son de caracter puntual sino
global. También hemos introdneide la. funciones auxiliares h y e incluimos en i propia
defimcion de Q. of operador L[], que aos permile hacer nso del principio del miximo de
Hopf.
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. . ¥
Fudande o vy sonun par de funeiones de o ¢ a las que Hamareinos
o aneesiva sulesolucion v super solucion respectivamente, La letra ¢ que

aparece en b definieion de 2 es wna constante por determinar y se pone
oAk N ol by AU £ (e L h 0}

Hacemos notar que ambos conjuntos ¢ v Q estan bien delinidos, puos
lostooremas de encajamionto aseguran fa fivitud de cada integral que hace
presepciit, Xdemas sou conjitos no vaclos, tal como se infiore al eseribir
e T forma mas itil,

8 wlip < CL CLlol oy (Llulchy (Lo by, he )

Supongatios g estriclamente positivie Ficonces una fupeion o en 2, la
(e es continga (M <OV, satislace smtonaticamenle

Ueoov ey (:3.20)

Fuefecror Sabemos que (ol L) - Guc Ly < (hy LI Ve € g
Consideremos entonces los by s dados por sinica solucion del problema
Ll g parag's € 11y < O arbitravios. que satislacon {(¢_,g) # 0 #
topogly oy 2 L[0] = 00 Por (317) ¥ (319) los by, € . Usando estos
o's arhitrarios encontramos (¢..,g) < (u.g) - (<. ), Vg que satistace las
propiedades mencionadas, lo que es suficiente para derivar (3.20).

En 1o que resta podemos trabajar, sin dificultades, tomando como tuter-
vido corrado de WY al conjunto I= [minge ¢, maxys $y .

Son soluciones de (3.15) dos puntos fijos del mapeo Ty 0 Q = [y que
asigha i cada elemento e en Q laainica solucion de L{w] < F(a,v), en vir-
tud de las hipotesis acordadas sobre [, junta con (318}, se asegura que
leovte)) @ 1y v Ty es contingo, mds aitn, por medio de (3.17) necesaria-
mente w e ey de o que se infiere gue Ty oes g aperador compiwcto,

Poc o teoria de grado Ty tions puntos Gjos st (0 T Q00) 4 o0 asi
oenpre por ejempla pca obmapeo constante T -0 o, gue asigna s cada
elementec s de QT fien solneion de Taocuacion Lla] L[ 34y catonees
an mapea con un inico punto fijo i—%—L ¢ Qpordocnal d(! - T,,0,0) = |

Ahorichien, stexistiose nu punto lijo de Ty en 88, digaimos w, tomariamos
sitmplemente 2 = w v va no tendrfamos que probar la existencia de una
solucian para miestro problema, supongamos entonees que este feliz acon-
techiniento no acirre, Bl resultado andlogo de (iv) se puede parafrasear como
Senntts

Dos operadores Ty v T, compactas poseen of mismo grado si Ty = 47 -
V-0 o tiene puntos fijos en JQ para 0 < L2 1 donde £ es un conjunto
abierto v acotado de un espacio de Banach,

U %00 wna inbroduceion a ta teoria de grada vor por cjemplo Lloyd N 197K Degree theary
Camblidue . Cambridge University Press)
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Si tan solo fuera posible establecer condiciones para tas cuales eualquier
solucion tentativa en § ocurriera en verdad solo en Q, la iuvarianza ho
motapica del grado nos coudueiria a afirmar que (I T, 9,0) - d{l
Ty, 001 — 1,y por tanto ciertamoente existiria un punto fijo en @ para ¥y
Aqui danins forma a Ty apartir de las solueiones de la siguiente ecuacion
lineal

Li) = tF(x o)+ (1 - DL ./)._i__‘/it]

donde v v — Ty[v]. Ha Hegado el momento de termiany con la espera,
v asignar wn valor a nuestra constanie € lo que haremos de tal modo que
para ¢ € {0, 1] resulte siempre que || u {} 1, < C cnando u os un posible
punto fijo de T;. Esto se puede hacer gracias a que u, definida entonces por
tal mapeo. es C* y como X3 es un compacto, F' estard acotada entonces por
nna constante que depende de o- y oy, digamos £ en la norma Ly y por lo
cual basta con tomar, en virtud de (3.18):

C > ¢y mar{, L{~ -t d“"]}

Particularmente en nuestro caso sabemos que no existen puntos fijos sobre
A parat =0yt =1,cs nestro deseo que esto cantinne sicndo vilido
también para 0 < ¢ < 1. Supmgamos o contrario, que existe un punto fijo
wen 42, esto mgmf‘m que existe algin b permitido tal que (b L{p.]) -
(hy L{w]) & (b, L{pg]) = (hy Lw]). Se sigue de inmediato, en caso de ocurrir
cualquiera de estas das posibilidades ques

0 - (h(F(e w) Loo))+(1 - t)l,[@;i"’_:]) S

¢’+ ])

1A

(t(Fey o) = L{o-]) + (1~ HL[=

0 = (h{(Fz,w) L{og))+ (1 = )L[== - - </)+]

IN

(h (P, dy) = Lloy)) Hl—f)l[ ‘”U

respectivamente. en donde nsamos que /' es una funcién creciente. Notemos
también que los illimos términos de fas dos relaciones anteriores tienen un
solo signo + y - respectivamente. himponiendo ahora algiu criterio para ta
falsedad de ambas relaciones se Hega de esta manera a condiciones adicionales
a las implicitas en (3.20) sobre ¢ y ¢4 para poder ascgurar la existoncin
de una sobucion o > 0 en [1* de (3.15). Un conjunto tal fo farman:
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Lioo]~ Flayo., (3.21)

Loy > Flacog) : {:3.22)

Sobre todo o en ¥4, 0O

3.8.2  ARGUMENTO CONSTRUCTIVO.

Fn Ja seccidn aunterior encontramos un conjunto de condiciones que aseguran
i existencia de una solucion positiva de la ecuacion (3.11), 2. Quisiéramos
wostrar abora como usando lales coudiciones podemos wo solo construir
-ine ademds dar una prueba alternativa de su existencia ¢ incluso asnmir
G O el contraste con (3.20) .

Nuestro plan de atague consiste en encontrar wna sucesion de Nuciones
w, cuya convergencia sea equivalente a la existeneia de tal p, definamos
entonens {@,} inductivianente por

)

RN (3.23)
L] = Flayw) (3.24)
Se usard (3.21) y (3.22) para asegurar que la sucesion asi formada sea
wonotondamente decreciente y al igual que en la seccidn anterior tomaremos
I= {ming: 0. maxgs o4 ).
En efecto si hacemos uso de (3.21), la monoticidad de F'y (3.22) ten-
dremos

Llp-) < Plr,é.) < Fle,d,) = Ll € Lpo)
entonces por (3.19)
P Sy <dhy ey

mis generalmente si asomimos g < ¢y < gy < g,y procedemos de
matners ctloga encontriunos

I{"’—} < I"(Jf,(.;)...) < 1:‘("‘.'(;']‘) - L[(/).H'l] < F(.l',Qj—-]) = I‘[(p)] < F("l"a(/)o) S L[‘bu]
vnuevatmente por (3.19)
2wl Chp << Ld <, =y

Debenws w la buena fortuna, en la eleccion de los espacios funcionales en
fos que fooo v by son elementos, asi como las relaciones (3.17) y (3.24), ol
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e fa sucesion de funciones {0, esté uniformemente acotada en /1y - M,
de 1o enal gque se fiere la existencia de nna subsorvesion &, en Iy gue
converge oo o en My Tomando abora el Hmite en (306) conndo - o\
voconsidevindo que Tyoo My - 1 esoan operador continuo deducimas que
£ esoutta solucion de (3.05) en Iy Luego por (3.17) también estard en
1y ¢ 2 Baorealidad la sucesion completa converge. 1 efecto, como F
estaen CH(U3 % 1) y la estimacin (3.18) asegura que, si {@;) es de Cauchy
en la porma C° entonces es también de Cauchy en la norma Il Abora bien,
la sucesion completa es de Canchy en €, precisamente porque {b;, } es de
Cauchy en fl; C C? y {¢;} es una sneesion wonétona; linalmente siendo 1,
in espacio de Banach la sucesidn campleta convergerd a una solucion . 0

P . s I
3.9 Problema de unicidad®,

Sea F(x.0,Vu, V) - 0 una ceuacion no lineal, de segundo orden, definida
sobre una variedad Riemanniana compacta y sin fl()[ll(.ld, (L% 7). 81 ha
ccuacion es eliptica, es decir, si para todos los valores de los argumentos
de F' (Aqui b, = F, --—~) la Torma cnadritica:

n N .C

Lik=t Fuyie
oy definida positiva y F, < 0, no identicamente nulo, se sigue que solo se
admite una dnica solucién v € 4.
I'n efecto, supongamos que 2 y » son dos soluciones y por lo tanto

0= F(x,u,Vu, Vi) - Fle,v, Vo, V),
eseriblendo esta expresion como integral por medio del teorema fundamental
del cdleulo y denotando ol valor medio de ¢ por

b= [Vl b 7. 2 2

¢ = [ e, tu—(1-t)v,tVu- (1 - 1)Vo,tV*u - (1 - 1)V0)dt

se deduce que la cantidad w = u ~ v varifica la ecuacién

Z:L Il,,.kll,L+L ,,.w }-1,,?0—0

De acuerdo con el principio del miximo w < 0, pero el mismo resultado se
aplica a —~w; consecuentemente « = (0. 0

UV,;_.H

Y"Ver R, Courant and D, Hithert 1953, Methods of Mathematical Physics, Inerscience,
New York, Vol. 11, p. 322-323.
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Ll origen de la conjetura

Seac (X F) wna variedad Riemanyiana, orlentable, campacta y sin frontera,
do dimension n .+ 3, propiedades de la variedad que sicimpre sumiremos en
esta seceidn. Es natural preguntarse si es posible asignarle a ¥* una geo-
metria o mas precisanmente una meétrica cnyo escalar de curvatura tenga wna
propiedad bastante atractiva y sencilla, lu de mantener un valor constante
sobre todos los puntos de X, Ya conocemos una ley de transformacion que
liga alos escalares de curvatura de dos métricas que se obtienen una de otra
par deformacion conforme, nos referimos a la ecuacion

| .
4 %—M,;Ags ol = T
- <

"
e donde ¥ = oy Bl matemitico [, Yamabe hacia los ajios 60 pregunto
 la comunidad cientifica: Dada (5%, v), 7’ serd posible deformar conforme-
mente ¢l tensor métrico 4 de tal manera que ol escalar de curvatura asociado
4 la nueva métrica, sea una constante?, en otras palabras, jexiste solucion al
problema de eigenvalores no lineal, vease (4.1), para el operador laplaciano
conforme?’

oy |
L = -A+ a, donde se denota a con 12zip
4 -1

I

Lp = App" ) A1)
Qe CTE");, ¢>0 1.

el mismo Yamabe respondid afirmativanente a la cnestion y publicd una
prueba de ello, en un célebre articulo! que ha motivado mucho ¢l desa-
rrollo del andlisis no lineal. Sin embargo, fue en ¢l transcurso del afio 1968,
cuando N. Trudinger? se did cuenta que la prueba dada por Yamabe contenia
una falasia. La conjetura entonces quedd como problema abierto y asi per-
manecio durante mas de dos decadas. Para su desgracia Yamabe murid poco
tiempo después de la aparicion de su renombrado articulo y en su memoria
se le denomina al problema, yue acabamos de férmular, como “la conjetura
de Yamabe”,

Apuntamos que del misino modo que, un problema de eigenvalores lineal,
este problema no lineal (4.1) admite una formulacién variacional, Si Ppe
-atisface (1.1), tentativamente A serfa el infimo del funcional

(th ‘rb)
9
2
llIIZ,
"H. Yamabe, On a deformation of Riemannian structures on compact manifolds, Osaku

Vath, 1. No 12 (1960) 21.37.

IN. Trudinger (1968), Remarks concerning the confornial deformation of Riemannian
tructures on compact manifolds, Anie. Scaola Norm. Sup. Pisa Cl Sce. (}) 4 265-214.

3] = (4.2)
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-ohire un espacio de Banach (X )] todavia por determivar. Supongamos
que A e efectivamente of infimo? sobre cierto espacio de Banach X apro-
pracli,

Revulta honito descubirie que X es un invariante canforme, Fa efecto, si
socaplica L ley de transformacion del determinante y de un tensor métrico y
ael propio escatar de enpvatura, bajo deformaciones conformes (seccion 3.1),
3 se peeseribe en o forma

Aora bien, variar o signilica barrer sobre Ins métricas conformemente
relacionadas con 4, lo que verifica por tanto la cortitud de nuestra aseve-
raciont. en virtud de nuestra recien expresion para $[) De ahi que también,
vl signo de A, que coincide con el signo del primer eigenvalor del operador
Laplaciano conforme, que derotamos por Ay sea también un invariante con-

forme.{ Notar que @?ﬂ P Ay = U—@{?—‘l >MVhe X)
Il fially,, = '

4,1 El Método Topoldgico en accidn,

Los casos cuando es A <06 A=10. [n el capitulo anterior estudiamos
precisamente la ecuacion —A¢ = f(x, $) y usando un argumento topolégico
arrivainos a las siguientes condiciones suficientes, garantizando la existencia
de una solucidn positiva, al menos dos veces continnamente diferenciable,

-A0+ 2 j(l‘,‘/’) y—Ag. < f($,¢), 0<o- < by
en donde ¢y ¢y son lunciones de ;. En esta ocasidn muy particular,
[, 0) = MP ) - agp. Regresemos a la seecion 3.8.1 y notemos que la natu-
raleza del conjunto € sugiere tomar, para su simplicidad, maltiplos de la
vigenfuncion

op €y 09 >0,

Loy = M.

e la construecidn de las funciones ¢ y ¢4 de ser posible. Aquello motiva,
a considerar considerar, tomando una constante ¢, a funciones del tipo cdy
para verificar la existencia de una subsolucién ¢_ y una supersolucion ¢
Consideremos pues, la sigujente identidad encaminada a. cubrir el caso donde
A= ]

Lcdo] + (ed2)?" ™" = eyl Az + (cpa)? 7

YIs pusible que asngue wn funcional tenga una maxima cota inferior sobre cierto €sPacio
funcional ne exista ninguna funcién de tal espacio para el cual el (nfimo del funcional se
alcanee. en la primera nota de la seccidn titulada Ja contribncion de Yaniabe se cits, uana
teferentin en donde se dan ejemplos.

51 se libera da restriccion y se varia sobre todas las métricas admisibles en B" los
puntor eriticos del funcional son métricas de Einstein Riec(q) — cte 7.
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De ahi que observemos inmediatamente que, Idea original de J. Kazdan,
que si A, es negatlivo, entonces para c. suficientemente pequeno y ¢ suli-
clenteniente grande ¢y ¥ cy.¢p son respectivimente una subsolucion y una
supersolicion.

Resumiendo, si el signo de \, es negativo siempre podremos deformar la
métrica de manera conforine a una que tiene un esealar de curvatura cons-
tante, pero solo de valor negativo (Recordar que el signo de Ay coincide con
¢l signo del invariante conforme A).

Por otro lado, si Ay = 0, es posible realizar esta deformacion a un escalar
de eurvatura identicamente nulo, Solo resta para verificar la conjetura de
Yamabe el caso Ay > 0, del cual no hay conclusion usando este método, al
menos uo hay nadie quien lo haya hecho atn.

En las proximas seccidones mostraremos no solo la existencia de la funcién
de fa que nos hemos anxiliado ¢, sino que ademds atacaremos el caso pen-
diente Ay > 0,

4.2 Método de sucesiones minimizantes.

Detengdmonos un instante, para hacer un breve andlisis, que nos serd de
utilidad muy pronto. 81 se quiere probar que un funcional §, aleanza un
extremo ¢, en el espacio de trabajo p, se suele seguir clerto estratagema,
conocido como el método de sucesiones minimizantes. Supongamos S,[¢]
acotado por abajo Y¢ € p, el espacio funcional de trabajo, Se sigue del
axioma de supremo de los mimeros reales que se puede extraer una sucesién

minimizante en p. Es decir, 3{d;}jen, ¢; € p tal que J,[¢;]7=" A, =

inf{Q,[¢] | ¢ € p} < o0. Laiden es, ver si apartir de la sucesion minimizante
se puede extraer una subsucesion de la cual se construya una funcién ¢, €
{ y esperar sigilosamente que A, = ${¢,] (se dice entonces que el extremo
se alcanza en p).

Ejemplo de Weierstrass

Hechemos un vistaso al histdrico ejemplo de Weierstrass, 1870, que munes-
tra como a veces la idea sugestiva anterior, fracasa. Es decir, se indica un
ejemplo donde el valor extremal de J,[] sobre p nunca se obtiene de evaluar
3,1} con una funcién de p.

Sea [(u) = f} (zu/)dz y p= {ue C'[0.1]| u(~1) = a, u(1) = b,a # b}

La sucesion de funciones u; = wtb ‘—-‘.;" ——-"‘,‘k“—-—“““l'.{ satisface las condiciones
2 arctan}
a-b)?

de' front'era., ademas' ,57(5!79171 > I('u‘j).wt 0= l‘nfugp I{u). .bm' cmba..rg(.) no
existe ninguna funcién v € p que minimize el funcional. Si existe, significa
que zv’ = 0 y entonces v = cte en oposicién a las condiciones de frontera.

Es instructivo notar, que ya en 1965, S. Pohozaev mostrd que ninguna
solucién del problema —Au = w? "V, u>oen G C Ry u — oen I, se
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S 4 | c 5
paede obteuer por el proceso de minimizacion. cuando § es una estrella

Para que ¢l método de sucesiones minimizantes se Heve a feliz término,
‘anto o como J, deben tener propiedades especiales.  Parafraseando la
itnacion. divemos que junto a nna ccuacion diferencial parcial, uno se on-
irenta también al problema de encontrar equellos espacios funcionales para el
cual da eenacion en si tiene solucién, Tendremaos Ja oportunidad en el futuro
dee afrontar este mismo problema, cuando consideremos las constricciones de
By relatividad general; asi que mds vale preparse para tal ocasién. En cste
peligroso juego es donde se recurre a Ja teorfa de los espacios de Banach, al
tearema de encaje de Sobelev y al teorema. de Kondrakov.

Necesitaremos, para poder continuar, el siguiente resultado de la mayor
importancia.

Un espacio de Hilbert es débilmente compacto.

Todo espacio de Banach, reflexivo, es débilmente compacto. Aqui sin em-
hargo, daremos una prucba, suficiente para nuestros propositos, que solo
conciernen a los espacios de Hilbert,

Toda sucesion acolada, de elementos de un cspucio de Hilbert H, real y
scparable, digamos {¢;} con ||pjlly < M, tiene una subsucesion ¢;, que
converge débilmente a un elemento P, € H. Y no solo eso, sino que ademds
dos i < liminf ||, ||a.

Prueba: Sea {4} un coujunto contable y denso en H. Por la de-
signaldad de Cauchy-Schwarz la sucesion {(¢;,41)} es acotada en R, esto es
(o, w1) |€ M|l - El teorema de Bolzano-Weierstrass nos dice entouces
que 3{o,,} subsucesion de {¢;} tal que (¢;,,91) — a1, un real. También
100, 1)} es acotada en R, por tanto 3{¢;, } subsucesion de {;,}, tal que
(,.t'z) — az. Procediendo de manera andloga, nos damos cuenta que, la
subsucesion diagonal {¢;, } de la sucesion original {¢;} tieue la propiedad de
que fo, . 124) = ag, Vk. (Este es ¢l argumento diagonal de Cantor)

/7] a L 178
I

(fbjl s 'fl)l) 1

(€520 ¥1) (b)yr1h2)

(@jiath) (b ¥2) - |

(Gins 1) (b)) - (i ¥n)
Siendo {v'} denso en I, significa que Vip € I, I(y) = lim;..,0(#;;, p) existe
v es finito. De hecho es un funcional lineal y acotado. Entonces por el teo-
rema de representacion de Riesz 3¢, € H tal que [(¢) = (oo, ). Por tanto

"S. Pahozacy (1965), Eigenfunctions of the equation Au-Af(n) = 0, Soviet Math, Dukl
G pp. 1181411,
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(0r,0¢) - (on.p) Vo € I, convergencia débil que se denota ¢, — &,
Para finalizar solo notemos que Tim o (0 ) - liinf;. ..ﬂ((,).,],(;)..(,) <
lim illf‘,,.,. . Htp.,)H"HqD,(,“” o

4.3 La barrera de la compacidad.

Seguiremos por un rato el razonamiento de Yamabe, esto significa estudiar
un problema auxiliar. Primero se muestra la existencia de un extremo ¢y,
emulando el método de sucesiones mininizantes para el funcional y[¢),
q € [2,p7) (ver abajo) sobre el espacio de Hilbert p = {¢ € I\{0}] ¢ > 0},
(Notar que este problema estd bien definido, porque Hy < L C LY). La
aproximacion a una. resolticién de ln conjerura se deja a una investigacion de
fo gue sucede en el limite ¢ — p~

(Vo Vo l)+(ad,¢)
\
il
Comencemnos mostrando que 3,[¢] se estd acotada por abajo, mds precisa-
mente

J,[¢) 2 infen {a, 0} - supya{l ,wl()ﬂ")%} para q € [2.p%)
en efecto,

Jyle] = q€2,p)

3"”’12%{% infgn{a, 0} (HL > infyn {a, 0 - vol(X")! ™4

osta dltima relacién se infiere de la desigualdad de Holder. Como q < p*, se
sigue a su vez la cota por abajo anunciada, que es independiente de ¢.
Siendo §, un funcional homogeneo de grado cero, se puede tomar una
siicesion minimizante
(0] em 8 € p tal que i, = 1y Qyldy] € A+ 1
Fistas propiedades son suficiente para asegurar que la sucesion {@;}jen ostd
uniformemente acotada en el espacio de lilbert Hy y seguir un argmnento
hasdo en sus propiedades de compacidad, ya seniialadas. En efecto,

I6illT, = NVeillE, + 0117, = Sqldi) — (adjo ) + llbillF, <
S Q]+ 14 (supya | al +)llo;lE, <

4
l r
supgn | a |- (H—‘) + L+ (supys | 2] +1) (W‘Tr"lij"iq) <
L4 (2supga | a ] +1) supga {1 , vol( ).,"),.}
Al final se ha usado, nuevamente, la desigualdad de Hélder. Por tanto,

podemos extraer un subsucesion ¢;,, (j fijo), de la sucesién original ¢; que
satisface:

IA

IA

(i) ¢;, i d),, con ||<pq“,, < lim inf “%.“H cuando j — oo.
(Un espacio de Hllbut es débilmente commcto)
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IR ! o,y por el teorema de Kondrakov

Hil) ¢, = o, por Halder L, C L,

(vl o, = ¢y en e.t.p, por ta convergencia en L
{Voase el estudio de los espacios LY de la seceidn 2,1)

. ex necoario se toma una subsucesion, de una subsucesion, de una ...otc,
. . N M
tres pasos.  Luego por (iv) ¢, > 0, por (ii) ||(:.»,,|[,Jq~f L, recuerdese que
¢ g de o que se sigue que ¢ no es identicamente cero y puesto que (i)
asegura o en [y se verifica la membresia de ¢, en p.
Sren e d e H N3 &3 M [ A T a.
Finalmente por (1) v (iii) Ay < Sgly] < lim () — A, cvamlo j; 00
v se coucluye,
<, o5 un extremo de 3, en p oy entonces Syo,] Ay Ve, € v

Sedebe precisamente a la falta de compacidad en la contencion Hy C L9,
cuando g7 es ;'5',, ¢l exponente critico de Sobolev, que no se pueda asumir
(i) v por tanto aplicar directanmente, a la conjetura de Yamabe, ¢l método
minimizante. Actualmente no existe un método, mias o menos general, para
salvaguardar este tipo de dificultades, nos referimos a la falta de compacidad.
Nos encontramos ante los lfmites de la matematiea actual, en el comienzo de
una linea de investigacion®, razon por la cual la resolucién de la conjetura de
Yamabe adquiere una extraordinaria valia en ambos campos, el de la [isica
v el de la natemdtica.

Ahora bien, dado que C7°(X") es denso en Iy, ver la seccion de espacios
de Sobolev del segnndo capitulo, y [V [ ¢ |17, < |IV@lF,, resulta que ¢, es
también un extremo del funcional I{}, = 3,-||-||7, condicionado por G(-) =
L= -H'iq = 0 sobre un espacio mds grande, a saber p' - {¢ € H;\{0}}.

Se sigue de usar la técnica de multiplicadores de Lagrange (aqui se de-
notan con pu v v) que ¢, siendo un extremo, es saluciéun del problema libre
WDyl 1w DLG = 0; p? 402 # 0. Es decir,

H(N @y - VI 1)+ plagg, h) = vl 1)5"1(1/);;4’/14) =0; VYhe H,

Tomando h = ¢y vemos que, necesariamente g debe ser distinto de cero,
podemas entonces dividir entouces por g y evaluar v, para escribir:

(Ve VI, 1)+ (apy, h) = z\,,(d):;“' )y Yhee

Luego para cada g € [2,p7) tendremos una ¢, solucidn débil de la ecuacion
Lo = N1 Nuestra siguiente meta os regularizar la diferenciabilidad de
o il Tendremos que usar estimaciones sutiles, debido a la presencia de la

potencia en ¢7~!, solo entonces estaremos seguros que ¢, ¢s también una

®Ver Haim Brezis (1987) Nonlincar Elliptic Equations Involving the Critical Soboleu
Erponent-Survey and Perspectives, Directions in Partial Differential Equations, Academic
Press.17-35. En dunde se pueden encontrar referencias.
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solueion cldsica estrictamente positiva, hasta ahora, ni siquicra sabemos si
es continna, ver la seceidn 2.0.1 . En realidad con el método que usaremos
enseguida, solo serd posible mostrar que ¢, € (. para ¢ € [2,¢,), en donde
i, esta por debajo del valor critico p°.

Funcién de Green.

Una funcion G, y) que satisface Ta relacion (G(x,y), - Agh(a))  h(y)

"'(fl!‘("}l‘") v para todo h que le de sentido a la expresion sobre la variedad
Riemanuniana, nrionlablﬂ y compicta, (X", ), se Hama funcion de Green
dol operador = A (Observemos que enando b = ele esta riltima ccuacién se
mnwulv en una identidad), Paran > 3, una funcién asi, que es incluso
PNy NM\r - y), existe”. Ademids tiene tiene fa propiedad de compor-

tarse en la vecindad de la diagona) como (TlL—'gL-— lo mismo sucede en RN*,

v globalinente de manera que | Ga, y) < ‘m ),, v A la vista de la libertad
de incluir una constante a la funcion de Green, se pnede elegir esta de tal
manera que, G, y) sea positivi. sto es claro de observar que cerca de la
diagonal. G(x,y) es positiva, digainos sobre cierto conjunto abierto Q y en
sn complemento compacto (X" % L' N\Q se tiene que Gz, y) alcanzard un
valor minimo.

" Aubin T. Non-linear functional analysis on Riemannian manifolds, Spinger-Verlag, 106-
L
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Lema
sea o €10, 1] v ' "%, wimeros reales finitos tales que se cumplen ambas
rolaciones 1 < min ( q )y ll = q‘—, boar - 1.
.
Se define e operador integral S{¢l = (7(;?'7)7, ). Se afirma que o5 un

1 1
operador lineal acotado de L7 en L7, Mis precisanente, si € LV (N")
N
efitonees”:

h(.’/) = S[d’] - (—".'""'"T, |) . IIT(EH)

Hh“lu : C"(giq,i ”)“41“’.(,'

Regularizacidn, “bootstrap method”.

Seponeazt -, e>0 Seal gy <rpi=pt = ~—-~ y por lo tanto
r, > 7"4‘7 > E;ﬁ—LT > '—;2_'-5 > 1, Tee or(l.xr que n 2> 3. Luego 1[, C L, C L._n._ C

L e Estimaremos ¢y, soluridn débil del problema L{d,} — A </>’ ,ntl.wos

e, =

de la Tuncién de Green del operador A,

cle
d(z,y)

"‘l)“bl

o, () < ( vol( M)

n-? ,| t\q | ‘/)::—l + S'Up{jn l a ‘ ¢q) -+ (43)

En lo que sigue se usard la letra A para denotar constantes positivas.
Por ejemplo, sabemos que ¢, € Hy y entonces os admisible escribir
11 -1
o ”"7““ < Ao(q0)lib3 ""—"’r <™
Hrye- 4=

Apliquemos el lema a la formula (4.3), se fija g, €]r, = 1,1, y se escribe

Go— 1 26

To n

también se ha puesto ;;7(';:;7 ~1 = —2§ para una mayor sencillez al escribir
las cdlenlos, de manera que & < 1 para € pequeno. Advidrtase que para

¥l.a fuente original es Sobolev, S.L. (1938) Sur un théoréme d’analyse fonctionnelle.
Math. Shornik. No 45, 471-496. listéricamente los encajamientos de Sobolev fueron
derivados de las propiedades de este operador cnando ¢ = 1. (El lema es vilido tamnbién
este easo)

Prueba del lema, Notar que: 7(%? =

Y gy -t ] dr-

~{--‘—~xr““‘ }r - fe(x)Y) (“‘*"nrd(xn )

Ahorat biew, como t = L 4 (— -1y 4 (7:1‘ 1y y cada término de ta suma es positivo,

I'l(?

porgue asumimos 1 < min (4, 22, r), se puedc entplear la designaldad de 1félder al calcular

dhlle . teniendo en cuenta que E" es un compacto se signe el resultado enanciado g
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cumplir la desigualdad }‘ > (), el intervalo donde tomamos a ¢, no es el
intervalo 6ptimo.

Al estimar entonces {|¢,
constante Ay para la cual

: - q~1 "

H(rb(l”Lrl < Ailn, /\qm R, ‘]0)”(2'41“1/,U o (#)

Aqui lo importante es que Ay depende de ¢, < p* y no de ¢. Procedivndy
inductivamente con relaciones de fa forma

1 (/(, -t 28

Th . n

Li,s por el lema, se encuentra que existe una

Se deduce que, existe una constante Ay para la cual se tiene?

Héll,, < Ak A By o)l I8 < oo, (4.4)

Sin entbargo, este proceso no puede contimiar indefini(lmnentc al tomar ¢ ¢s
suficientemnente pequeio, en efecto

L=&:L~2§:Mﬁ_2§(1.|_(%- D4t (g - 1)k~l)=

Tk Tho1 n To

o (go=1)*  26(ge=1}r-1 _ (go~1) [~ 1 2(1~ &)+ ( o
n q,,—

To n (g,~1)~1 = (90~2)

s se toma ¢ suficientemente pequeno, el término entre corchetes es negativo,

porque § = 1 ~ 5&‘2;2)

Luego, para k suficientemente grande, el dltimo miembro de la cadena de
igualdades, es negativo. Esto significa que 3 A" talque 7, <0y 7'L’ > 0.

>1

qq—l =~

para cierto v/ adn por especificar, preo que satisface L¥ ¢ L', Usando (*),
. 1) ' i

la contencién L¥ ¢ LT y el lema, como antes, en orden inverso se deduce la

desigualdad

k’ 1
Se inficre de esta manera con dicha k' se tiene, -;“— > % > T‘ >

!
~1\k 41 - .
IdallLr < A(nAgg, By go)ll I8 ™ con L= 2e5h 285 g

7"
Se concluye de aproximar r’ a Yiﬁ‘g—_——l que, ¢, € LP, Vp € [1,00[, y por
ende ¢, € L™ (Usar un argumento por contradiccién). Por lo tanto ¢,
estd acotada. Mas atin al derivar (4.3) y por lo anterior necesariamente
¢y, € C'. Ademds, ya que ¢, ¢s solucion débil de la ecuacién eliptica
Loy = Mgop~ ¢t € C1 C C9® se sigue de las estimaciones de Sahuder el
que ¢, € C*C C%. Este argumento se puede seguir inductivamente, para
mostrar que, ¢, € C'™ con ¢ € [2,¢,) solo si ¢, es estrictamente positiva yla
métrica v es infinitamente diferenciable, ¢, € C? estdbien si y € Hy. Notar

°El origen del error en la prueba dv Yamabe, que apunté N. Triidinger, cstd en asumir
su desigualdad nitiero (6.2), la cual ha de remplazarse por la que se presenta en aclo
seguido (Se conoce un contracjemplo sobre la n-esfera, precisatuente cou las funciones que
se usan en la illima seccién de este capitulo).
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gue en caso particular de g 2, este argumento taebicn functona, solo que
v taver fa cadena de igualdades que comienza con rl;. s dnbe cortar antes,
oi el segitndo paso, esta es la dnica modificacion,

Pasitividad.

Le funcion @, ~ 0 esta acotada y es C?. Se puede usar el privcipio del
maximo de Hopf. Ver en primer lugar que,

A = supye | (a = q‘)"' )by <0,

v aplicar el principio del mdximo a la funcion ;. Se infiere entonces
que o, es estrictamente positive 6 es identicamente nulo, como {|¢|r, =1
necesariamente oy > 0.

4.4  Contribuciones posteriores al problema

Lazo entre A y la mejor constante de Sobolev,

Fo toda variedad Riemauniana, compacta y sin frontera, el encajamiento
2\ LI ' . , . .
Sy c Ly {¥™) es continuo. Un estudio mds vaidadoso revela que, existe

. . -4 -t
tna constante, la mejor de todas es K'(n,2) .- 2[n(n — 2)]7 20, " (que 1o
depende de fa métrica y que es la misma para todas las variedades Rieman-
nianas compactas), que cumple!?

lollo < (K(n,2) + VAL, + AL,

con 2 > () tan pequeiio como se quiera.

Ademas, hay una sucesion de funciones {d;};en, ¢; € C*, tal que
jmeow

ol = 1 il "2 0, y 19451 72 K- 2,

Si usamos aquella sucesion, en S[), arrivaremos a un resultado vilido
para lodn variedad Riemanniana compacta, a saber, siempre se debe tener
A< K(n,2)7%

Mas adelante, seccion 4.5, llegaremos a esta misma conclusion, A <
KN(n.2) * VE? compacta, esta vez através del uso czplicito de una sueesién
de funciones. Mientras esto sucede, pensamos que seria instructivo saber lo
que en lus eirculos matendticos ya se manejaba, antes del arrive de la prueha
de Schoen, que completara la verificacion del enuncindo de la conjetura de
Yamabe conectindola con el teorema de la positividad de la energia,

Ver I' Aubin (1982), Nonlincar Analysis on Manifolds. Monge-Ampere Equations,
Springer-Verlag . N, Y.
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(:IXS() 0 X l\‘(”,.z)...z'

Sea {r}),,, }oen unasueesion cuyos dnieas elementos son los gy, construidos en
T primeri parte de este capitula, con

gl g < gaViy g
En Jo gue sigue asumiremos sicmpre Vol(X") = 1, notar que eso se puede
lograr sin pérdida de generalidad, para una clase couforme de equivalencia,
inultiplicando la métrica original por una constante. Asi, por la desigualdad
de Holder, para ¢ fijo, con ¢ € € denso en Hy, ||¢]l1, es una funcién
creciente en ¢. Luego, S¢[@} es una funcién continua mondtona decreciente
en ¢ (recordar que estamos en el caso A > 0) y por tanto A, < Ag:. Como la
sucesion de niimeros reales A, es monGtonamente decreciente y acotada por
abajo, tiene limite. Para calcular este limite notemos que, para todo g > 0
3 ¢ € C™ tal que A < limsup,_,, Ay < limsup,_,, Sg[de] = Splde] < A +¢,

consecuentemente se tiene el resultado ,\,,J T30, que emplearemos mis
tarde.

T. Aubin!!, usando un argumento de regularidad desarrollado por N.
Trudinger, para las soluciones débiles de (4.1) en My, fue capaz de probar
la conjetura de Yamabe en ol caso A < K(n,2)7% Aqui damos una prueba
bastante instructiva del mismo hecho, la cual no utiliza el resultado de regu-
laridad de N. Trudinger y creemos que serd bastante socorrida en el futuro.
Esta se basa en obsevar que las funciones ¢, estin uniformemente acotadas
para ¢ €)2,p*[ siempre que A < K(n,2)~%

Cota uniforme'?. El razonamiento es por reduccién al absurdo. Suponga-
mos que los ¢¢ no estin uniformemente acotados para g €]2, p*[. Entonces se
puede extraer una sucesion de funciones {¢q,}jen y un conjunto de puntos
{z,}jen en I" tales que

Ve > 0se tiene p* < gj +¢€ y iy = maxgedy, = ¢y (z,) 2 %, Vji2>Je)
Notese que por ser £™ un compacto, existe una subsucesion convergente de
la sucesion original de puntos x;;.y. Reetiquetamosla inmediatemente y

s 0O . . .
pongamos ¥, 727 2, € L™, Se usa ahora un sistermna normal de coordenadas
centrado en el punto de L7, z,, donde

7ab(2) = 80 + O([J2]]?);  dety = 1 +0(||z||?)

)10 » .
y tal que en coordenadas (z,); “— 0. Por construecion, ¢, satisface la

U Aubin (1976), The scalar curvalure, Differential Geometry and Relativity, editada
por Cahen y Flato, Reider.

2R, Schoen y $-T. Yau (1994), Lectures on Differential Geometry. Confirence Proceed-
ings and Lecture Notes in Geometry and Topology, editado por P. International Press,
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eauacion ( supongamos que lo hace localmente para |z} < 1)

— (),,((d(‘ ,)%'7“’)(1)17(/),“)‘ tl‘/’q, ""\q]q):;; ! (I‘S)

Para legar a nna contradiceion; construiremos nna funcidon auxiliar de "

hasada en esta informacion. Sea
Gy =2

bosam 0 0y u(a) = m) b (62 +x)

qne esta definida sobre la bola, B,,, C R, centrada en cero y de radio

{1l

4 -2
n , . . o
p, = = 7=+=. Después de un cambio de variables v = m] RN z, en
- p)

(-1.5) se puede apreciar que u;(r) satisface

!

-1 , a - .
r ey ety )i 0 (1) 4 = () 2 Ay [ (a1 (46)
J

Notar que para un radio fijo p,

) -2z (B,)
- m ety @7""(‘mj Tl a,) S by
-Azi CY(Bp)

F] .77' + 1.]) __'I’
Ahora bien, pmcisamente como uj{x) € u;(0) < I, se sabe de aplicar la
teoria de regularidad de las ecuaciones elipticas lincales a (4.6) que, existe
sohre 1, una cota A(p), tal que

siendo vilido este resultado Vp, se toma primero una sucesion creciente de
radios p; y por un argumento diagonal de Cantor se extrae la subsucesion
{u,,} de {u;} convergente en C:“_( R"). Por tanto, para cada p fijo, tal sucesion
C%(B,)
ey

a(2') = alm, a(z,) cnando j — oo,

tiene la propiedad uj; (z) % 2 0 cuando j; — .
Luego, en virtud de (4.6), u satisface sobre ®" la ecuacion ~Auw =

* * . 3 3 . »
MP "ty dado que u(o) = |, por ol principio del maximo, necesariamente
u >0

Veanlos gue soxprcms nos depara u(z), en relacidn a la constante de

Soholey en 3™, Con este fin, notemos que por el cambio de varlablo.s x!
lr=r)
~T. "1% se vorifican las siguientes identidades, donde los términos entre

corcliiden son positivos y convergen cero,
n(q --2)

frory w2 (2) ydetydrs = m ]fB"" i (w)dV,
“6', “2 h 5

Jiliill<% | Vou,(z') |2 dety/d s’ =
)
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~f2-(n-2) 10 '
m], J}Tg | Ver)Q)l(‘z") ll (“-/3
Ahora bien, en virtud del lema de Fatou
(f liminf, oo, Sliminfje [ ¢, <limsup;_ o [ ¢; < [liovsup,_ . ¢;)
en complicidad con [|$,ll, = I se infiere Jas relaciones.
Hull poe (B™) < 1y IVl (00) < .
Ya tenemos las estimaciones necesarias para seiialar que u es solucion débil
del problema:

[ Vo Vhd™e — A [ o " hd®z; Vh e CO 0 H(R™
JR R

I’} proximo paso es tomar un b especial. Aqui lo construimos explicitamente.
Sea ¢ € Co{R™) tal que
. . 1St jla i
0<(<t z) = . T,
SCsly () { 0 5i llz|>2
Se define (¢(z) = ¢(ex). Hacemos notar que si g € LP(R") con | <
P < oo, entonces por el teoreina de convergencia dominada de Lebesgue,
(3"
Gy — g

Se elige he = (- (Feu) € C°(RY) (Ver apéndice). Demostraremos
que al llevar acabo el proceso de limite, cuando ¢ tiende a cero, se tiene
| he - ””1".(“")—* 0 y por lo tanto

IV flegny= A u ”,l),l"(%”)

isto nos Havard a un absurdo; porque por un lado, el teorema de cneaje
de Sobolev en %" nos indica

Il u ”ir"(a\‘")s K%2,n) || Vu “iv‘(aen): AR2,n) || u Illl)ﬂ"(%") .
cono || u || jpr(gny < 1y u > 0 ineludiblemente

F<SARY2,n) u ”IIZP‘(zseu < AKY2,n).

mientras que por otra parte se ha asumido AK?(2,n) < 1.

Retomando, venios que de la identidad ke — v = G[(Fou) ~ u] + [Cou — u), se
infiere

Whe = u e < (Few) = ullppe + | Gt ~ wjppe— 0
Ahora bien, b, = ¢, - (Feu) + ¢, - (I.n') y por tanto

Il e = ' e S G- (Few) fpe + 1 G - (Fow') = ' |lor <
Sell G llewll Few flppe + [ (For') = o e +
+ 1 G = e



" RCLOSION DE UNA SOLUCION

Como cada uno de los dltimos términos couverge a cero, enando ¢ tiende
A cera. nuestra aseveracion || he = ufl, pe— 0 es correcta .o
1

*
Para finalizar. simplemente notamos que en virtud de que w € 1] se tiene:

W Nt bl <INl 1V = he e+ 0

Bt Y b <€ nuuf,’fpj'uu ~ hel

e o

] . v . "
Usar Canchy - Sehwarz en la primera desigualdad y Holder con

] ! 1 Ok " e
- v == en la segunda. .
P Y, S en gunda g

[y

i existel.  Ahoraque nos hemos dado cuenta de que la sucesion {#g, }iens
q; €12, p7[ estd uniformemente acotada cuando la variedad Riemanniana
cumple AK?%(2,n) < L. diferenciando (4.3), descubrimos que by € o
uniformemente. Por tanto, se cumplen las condiciones de Arzeld-Ascoli'?
(Y% es un compacto), inferiendose inmediatanmente la existencia de una
<ubsucesion convergente con Ja norma del supremo en C?(E"), digamos,
N, e @pr 2 0 cuando j; — oo, Tomando este limite en (4.3) encon-
tramos que @ye es solucidn débil del problema L = AP"~! y conmo ¢,» es
continua, estd acotada (X" es un compacto), derivando la ecuacion analoga a
(.1.3) para @pe, des- cubrimos que ¢y € C* C C™* y entonces por los teore-
mas de regularidad de ecuaciones elipticas ¢, € C% C C2. Sin olvidar que,
U ey, I Ly, ||l e cnando j; — oo, el prineipio del maximo asegura
que dpe s )y entonces podremos mejorar la diferenciabilidad, aplicando
inductivamente ¢l teorema de regularidad y concluir ¢y € ¢,

T. Aubin, con la ayuda de estos dltimos resultados, lia demostrado la ve-
racidad de la conjetura de Yamabe en cast todos los casos para n > 6, pero
esta es otra historia, nuestra principal preocupacidn yace en el caso tridi
mensional; no hemos fijado la dimensién hasta ahora porque los resultados
obtenidos son generales,

4.5 Eclosién de una solucién

La mera existencia de las funciones ¢, > 0 indica que, siempre es posible
deformar conformemente la métrica de una variedad Riemanniana con, A >
0, en forma tal, que el nuevo esca.lar de curvatura sea positivo en todas
partes, solo hay que tomar ¥ = qSZ%"y para obtener R = /\,,tbg"". Asf para
tratai vl zaso A > 0, ain no completamente resuelto, asumir £ > 0 no es
motivo de alarma.

Mt resefia clara, del teorema de Arzeld-Ascoli, se encuentra en Robert F. Brown
11993} A Topological Introduction to Nonlinear Analisis, Birkhiuser, Boston.8-17.
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El matematico R. Schoen', alrededor de 1984, desenmaraiio ol miste-
rio para admitir la veracidad de la conjetura de Yamabe en los casos en
que la variedad tiene diemension n=3, 4, § al probar que en la desigual-
dad A < K%(2,n), la igualdad se alcanza st y solo si la variedad ¥ es
conformalmente difeomorfa a la n-esfera 5", de curvatura coustante,

La ruta hacia la demostracion, dijo, es exhibir una funcién de prueba o,
cercana a una solucién de Lo = ¢P !, pequeiia fuera de la vecindad de un
punto, digamos 0 € X", de manera que la parte no trivial de la estimacion
para S[y] quede concentrada en la vecindad del punto 0. Y esto es la clave,
~ L =~ 0 sugiere tomar ¢ =~ @, la funcién de Green del laplaciano conforme
(LG = (n - 2)w,—10,, que se sabe es positivo en ¢l complemento de todo
conjunto abierto que contiene al punto 0)'*, y dejar la parte no trivial al
comportamiento de G en la vecindad de 0. En dimensién tres, el iinico
caso que trataremos aqui cabalmente'®, 7 tiene en coordenadas normales la
expansién alrededor del punto o.

G = el + A+ a(jlz) (4.7)

-

Luego, la deformacion conforme v’ = Gzﬁ"y revela una métrica asintotica-
mente plana ' = (1+2ZZA|y||2=")6 + 0(l|y)* ), con y = = ¥ por tanto
expansidn situada para y grande. Como It = 0, ¢l teorema de la positivi-
dad de la energfa asegura; ya sea una constaute A positiva, que en su caso
implicara como veremos A < 3f¢] < K73(2,n), 6 A = 0 y entonces ¥* ¢s
conformaliente equivalente a 5. .

PR

Para la construccion de ¢, R. Schoen usé las soluciones u, = (m’) Z

iy P L . . .
sobre ®" de la ecuacién Au, = n(n —2)ul” "'y entonces funciones que satis-
facen

u+l 1
/ | Ve [* dz = n{n - 2) / u?"dz ' +/ ueg&do (4.8)
ap,, Or

Po Po

que se sigue de multiplicar la ecuacion diferencial por w,, integrar por partes
¥y notar que %+ Pl = |. Deesta iltima ignaldad se deduce al tomar p, — co:

w12 , .\ %
K(n,2)?= M =n{n—2) (/ ul da:) (4.9)
(fsen u’;‘d;::) " R

MR, Schoen 1984, Conformal deformation of a Riemannian metric to constant scala
curvature.  J.Diff. Geom.20, 479-495.

¥ Ahora que R > 0, —L es un operador uniformemente elfptico ¢ invertible.

"®Para n > 3, la expansién de la funcién de Green del laplaciano conforme, mencionada
atriba, es vilida solo alrededor de un punto donde la métrica es conformalmente plana.
De modo que se necesita, en principio, hacer mds de lo que se hace aqui para probar la
conjetura de Yamabe.




1.5 ECLOSION DE UNA SOLUCION

~1
-

Stgaiendo adelante, (4.9) y (4.8) implican finalmente que

' . . ,,i' ¢ ’
/ | Va, |*dr € K(n,2)"* / ul du ,/ H.T'('ny-('l(] (1.10)
4, 9B, Or

M Hﬂu

Ls instructivo comparar este resultado con la desigualdad de Sobolev y notar

Ay o . . . . o e b
que = < 0. Sea p, un radio pequeiio, 7 = (]| @ || ) una funcion suave, tal
quen—1size B, ,|Vn|<pstsiae By \By, yn-=0sxeNm\D,,
Sin olvidar el discurso anterior, es razonable que la funcidn de prueba o(z),
por construir, funcione hien:

u:(2) Si ren,,
2lr) — & &(Gl) =~ gata)) Si € By, \D,,
e, G(x) Si € X"\ By,

<ujeta a la iniea condicion de continuidad que impondremos, ha de resolverse
para « .
n=32

(r53)7 (2P "+ A) en OB, (1.11)

el

Justo agni, es la primera vez donde se necesita p, 3 £, con el fin de que
exista solueidn para ¢; de las dos posibles tomaremos aquella para la cual
'd

~ o T

- = ¢;7". Estudiemos lo que le ocurre a ¢ sobre £"\B,,, no sin antes
remarcar que a(z) es una funcién arménica con a(0) = 0y a(z) < ¢||z|],
aqui ¢ es un objeto matematico que indica la presencia de constantes y por
tanto absorbe constantes, Iniciaremos con

Jgmp,, | Vo 2 +apldy = & Jsmp,, | VG |2 +aG2dv
+ &2 ]BM\BM | V(ya) |> -2VG - V(na) + (na)? dz.

Vemos que la segunda integral del miembro derccho es un cp,e2. Ademds
notese que G satisface L G = 0 sobre X"\ B,, asi que una integracidn por
partes on la antepenidltima ecuacidn integral en complicidad con (4.10) con-
dueen al resultado'”

(gr)y & K (0, 2) ol e 1t

: ] 2 U 2
A S, (et = €alie it o+ epots:

Finalinente a R. Schoen solo le quedo mostrar que ¢l término de frontera
s lo sulicientemente negativo cuando 4 > 0 y entonces ¥ no conformal-
mente difcomorfa a §™, para concluir A < K(n,?2)"% Un cdlculo directo,
cousiderando p, » €,, (4.11) y guardando solo los términos dominantes,

YNoar que en dimensién 3,
2 R.2 2, 2
fuh [ Ve | +8uldv, € fgn | Vu, * dx + cpoed

Gy 6 4
fﬂ;u u dr < fa,, wedvy + ce5.
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muestra que

(Leow)y < Kin,2)” “v“ln B
nt?
~(n 20, At b ep el VT Fepat
Y Ia prucha queda ('()mplv tal® al tomar p, pequeiio y £, ain mucho mis
pegueio. Notar que de d.(]IH también se deduce la relacion A < K(3,2) 2V
variedad Riemanniana (X%, 7) compacta, sin frontera .g

4.6 La Unicidad.

Supongamos que 7 es tal que su escalar de curvatura R es (anst‘mte y
tratamos de encontrar una funcién ¢ > 0, ¢ € C? para el cual § = cp w ¥
le eorresponde de nuevo un escalar de curvatura constante, esta vez R = R,
Nos estamos preguntando entonces sobre soluciones de fa ecuacion

- 4:1-:—;%1&99 + R = ™! (4.12)
l —

En el caso A < 0 hay una dnica solucidn, ya que si existiera otra esta
alcanzaria un miaximo y un minimo, digamos en x y x’ respectivamente
\ Oy . . . .
(Ap(z) 2 0 > Ap(z’)) y por lo tanto o? ~4(2') > | > ¢ ~%(z) que implica
slz) = 1.
En el caso A — 0 las soluciones son proporcionales, ya que la ecuacion a
satisfacer es Ap = 0, lo que significa ¢ = cte.
Cuando A > 0 en general existen solucxones no proporcionales. Por ejemplo
' — . 2 __ R 2 R
en Sy, las funciones (1) = (8 ~ u)sm) 7 yeonfif =g+ lya®= n(n=1)
satisfacen (4.12)

(Recordar que en coordenadas polares geodésicas para una funcidn radial, el
laplaciano tiene la expresién,

= rT_—,l———\/l-q—lt),(r"“‘\/l v10:) y en la n-esfera v~ 1y /[y (sinar)* 1),

Con estas funciones se puede verificar tambien que A(S") = 1\"2(71,2).

8 {Jna revision de la prueba de R. Shoen y discusiones tempranas sobre la relacion entre A
y la masa A.D. M. s¢ puede encdntrar en Niall O Murchadla (1989), The Yamabe Theorem
and General Relativity, Proceedings of the Centre for Mathemalical Analysis, editado por
R. Bartnik, Australian National University, Canberra, 137-167.



5

Parametrizacion del espacio de
soluciones.
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Y 5. PARAMETRIZACION DEL ESPACIO DE SOLUCIONES.

5.1 Invarianza conforine.

Sabemos gue sicmpre es posible descomponer, sin restricciones, lodo con
junto de datos iniciales (3,5, ff(,g,,]i,:7b) dados sobre una variedad Wie-
manniana compacta, orientable y sin frontera, en la forma

(Esa (2)470.’)) ¢.—2(U;b + ( ['[‘V])ub) + %:r_¢47ﬂby (/)~8/)v ‘f)w“)'])
Mds aiin, en Ja parte final del tercer capitulo, encontramos que la existencia
de un gravitopotencial vectorial w(7y) y un factor escalar ¢ que satisfacen

i

PR
(Apw)" S DT (5.1)

]

2o e ) .
~8A¢ Ero —~ R+ 2077+ A AgT (5.2)

s una condicién necesaria y suficiente para que el conjunto de datos
(23,50, l_\"ag,,ﬁ,jb) soa solucion de las constricciones.

Notamos ademds que existe una condicién integral global, también nece-
saria y suficiente, para que la conacidn del gravitopotencial tenga solucion,
a saber

0= (xuJ* + $6°D°F), — (X0, 0" + 3D"F)5
la que solo depende de la clase conforme de equivalencia.

Y en verdad podemos ir, alin mds lejos. Primero, como la descom-
posicion de Kg, es Gnica y usaudo como intermediario las constricciones,
ccuaciones que esperamos (53,7, Kap, B, —J{)) resuelvan, vemos inmediata-
mente, sin necesidad de realizar mds cilculos, que el sistema de ecuaciones
(8.1),(5.2) admite solucién ¢, w(v) para (£3,7,0%, 7, p, ) si y solo si admite
solucidn para todos los conjuntos conformalmente relacionados

AO(ESa Yabs Taby Ty Py Jb) = (L‘:j» 0‘17“, 0_20}16;?» 0—8/)' 0—")Jb) (53)

en donde el [actor escalar que conduce a una solucién de las constricciones
es ahora ¢’ = ¢0 y cada término en la descomposicién de Ky se transfornia
asi mismo en un término con iguales propiedades correspondientes de traza
y transversalidad,

Estd invarianza, que acabamos de seitalar, indica que solo necesitamos es-
tudiar ¢l sistema (5.1), (5.2) sobre un solo representante de la clase conforme
de equivalencia, que podemos tomar a nuestra conveniencia, para saber si
cualquier elemento de la misma clase generd o no una solucidn de las con-
stricciones del campo gravitatorio.

Del conjunto de datos (X2, 4,0 7, p,J) se pueden extraer algunos inva-
riantes conformes que caracterizan la clase conforme ala cual pertenecen, por
ejemplo 7. Sin embargo, estamos interesados en descubrir tanto invariantes
conformes como condiciones necesarias y suficientes aplicables a ellos, que
revelen aquellos conjuntos de datos iniciales (X3,7v,0%, 7, p,J) que conducen
a una solucién de las constricciones.
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5.2 Laiuercia en un Universo cerrado.

Hewos entatizado que de T teopia de Ta Relatividad General, se infiere que
Lt inerei depende, por o menos en parle, de L distriboeion y flujo relativo
dotadas las fornas de materia-cnergia existentes en el universo, en particu-
far existeonna dependoncia en las propiedades del espacio, que se manifiosta
par las condiciones Hmites que se poeden admiti en ol caso de un uni-
verso infinito enasi-enclideano, Resulta way especial el caso de nn universo
espacialinente Wimitado. donde ya no existen condiciones Wnite. Debemnos
pregunlarios entonces como afecta esta condicion del espacio a la tnercia de
fos enerpos, A primera vista, podemos inclinarnos a lo que Einstein llamd,
b hipotesis de la relatividad de Ta tnercia, que asnme que la inercia total de
i masat puntual esta en efecto delerminada por Ta presencia de todas las
niasas. debido a nna clase de interaceién con laitima, Dicha suposicion solo
piede Hevarse acabo satisfactoriamente cuando ol universo es espacialmente
corrado, Ls precisamente, para el andlisis de este caso muy especial, que
henoa concentrado todos nnestros esfuerzos,

Farcomtraremos indicios del significado que encierra la finitud del espa-
cin para la fisica de la inercia. al apuntar que en una variedad Rieman-
niana 134, 4), orientable, compacta y sin frontera, se cumple la identidad
matemitica (=A@, 1) = 0 Vo € €% Esto significa que, la existencia de
iina solucion para la ecnacion de Lichnerowica depende sensiblemente de los
wnios de los cocfidentes de . Regresa de golpe a miestra mente, en lo con-
corniente i osta notacion, que ol signo de A{ £*.5) es nn invariante conforme
vl mas, que coincide con el signo del escalar de curvatura constante al
que se puede acceder por deformacion conforme de la métrica v, en virtud
de fa pruebha de la conjetura de Yamabe. De ahi ol derecho que tenemos para
clasificar las métricas Riemannianas, admisibles a ¥3, como pertenecientes
4 tros “elases de Yamabe” yH(5%), y2(8%) 6 y~(8%) segin M E3,9) sca
penitivo, undo o negativo respectivamente!,

" Anbin probd que toda variedad Riemanniana compacta de dimension mayor o
iwnal guie (res, siempre Hleva consigo una métrica que ticne por escalar de carvatura a uha
conslaule negativa. Por lo tanto Y 7(E?) ¢s no vacio.

Ver Aubin T.(1970), *Metrigues ricmanniennes el conrbure™, J. Diff. Greo. § (1) p.488.
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5.2.1 Cuando la curvatura media de (X% v) es constante,

Cuando 7 — cfe* las constricciones del campo gravitatorio se desacoplan v
Ia ecnacion del gravitopotencial vectorial se puede resolver para un w(y) al
satisfacerse la condicién de integrabilidad global, que aliora es posible veri-
ficar sin conocer . Lucgo, el problema de valores iniciales de la Relatividad
General se reduce a estudiar la existencia de un factor escalar que cmnpla
la. ecuacién de Lichnerowicz.

Los invariantes conformes que se apuntan relevantes en la investigacion son:

K = sgn (72) >0
n o= sgn M¥3,7)
( = —sgnyao(A-Atp)<0

& nos dice si trabajamos sobre una hipersuperficic maximal o sobre una
hipersuperficie con curvatura nedia constante diferente de ¢vo, n determina
el signo del escalar de curvatnra constante accesible a 4 por deformacién
conforme y ¢ indica la presencia de “energfa cinética gravitacional A - A” o
la existencia de fuentes de densidad de energia local; en total hay doce casos
a explorar,

Existencia.

Gracias a la libertad conforme (5.3) y la verificacién de la conjetura de Yam-
abe podemos tomar 7y de manera que su escalar de curvatura sea constante,
luego es inmediato ver que cuando (k,7,¢) es igual a uno de los elementos
del conjunto {(0,-1,0);(0,1,0); (1,0,0); (1,1,0); (0, 1, =1); (0,0,~1)} la
condicion necesaria (~A¢, 1) = 0 no se verifica y por tanto es imposible
construir una solucién 0 < ¢ € C? de la ecuacién de Lichnerowicz (5.2).
Solo las seis soluciones de la ecuacién

(RCH DK+ 9+() =0

Esto es {(0,0,0); (1, -1, -1); (1,0,-1); (1,1,~1); (1,-1,0); (0,1, 1)}
tienen la posibilidad de de dar origen u tal solucién ¢ > 0; vere- mos que sal-
isfacer la formula (5.4) es la condicidn nocesaria y suficiente que buscamos.
Fs en esta ecuacién, donde se manifiesta la propiedad de ser el espacio cor-
rado, sobre la inercia de los cuerpos, Cabe mencionar que solo recientemente,
motivado por ¢ advenimiento de la prueba de la conjetura de Yamabe, cs
como se ha llegado a tal condicién matematica. Se recuerda que hasta hace
poco, permanecfan algunos conjuntos de datos iniciales iniciales como inde-
terminados, no se conocia si conducirfan o no a una solucién de la ecuacion

“Se sabe que si un espacio-tiempo admite nna hipersuperficic de Canchy compacta
entonces toda hipersuperficie espacial compacta es también una superficie de Canchy.
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do Lichnerowicz?, cuando fa hipersuperficie sobre las que se les define, se le
asigha utta curvatura media constante.

I adelante, serd tnstructivo tener en ente el significado de cada com-
ponente de la triada ordenada (,7,¢), continuemos entonces.

FI caso mis sencillo de verificar es (k,7,¢) = (0,0,0) ya que cualquier
o = ele > 0 satisface (5.2), estos datos generan un espacio-tientpo plano y
estitico; 1a no unicidad de ¢ es un reflejo de la libertad en clegir cualquier
escala de longitud espactal.,

El aspecto que tiene la ecuacion de Lichnerowicz —A¢ = P(¢,z), nos
regresa a la seceion titulada -Avances sobre el problema de existencia- del
tereer capitulo que prepard el camino para resolver parte del enigma. Si
logramos exhibir un par de funciones ¢.. y ¢, Hamadas respectivamente
subsolucion y supersolucidn, que satisfacen las relaciones

-0 < Pg-,);
‘A¢+ 2 P(¢+v'7")
0<¢- < o4
quedaria asegurada la existencia de wna solucion ¢ € €%, ¢ > 0 de la ecuacion
de Lichnerowicz; se necesita asumir para esto que los coeficientes de ¢, a
saber py A+ A estén en Ho(E¥) ¢ C°(E3).Recordar que siempre hemos
asumido que por lo menos v € H, (%)

Argumento del polinomio.

Como primer paso, notemos que P(¢, ) es un polinomio en t y en virtud de
que ¥ es un compacto serfa suficiente, para que existicsen dos constantes
positivas 0 < £ < m que funcionen como subsolucion y supersolucion?, esto
[

0 < PU,z)y 02 Piim,z)
vl que P{1,z) tuviera una y solo una raiz positiva con P(¢, ) negativo cuando
! es graude para cada r € L3, Este es precisamente el caso cuando (5,7,() €

{1 -1 =) (1.0, ~1); (1,1, -1); (1, —1,0)}. Para corroborarlo usaremos ¢l
siguiente lema,

3\'er Iseuberg J. (1987); “Paramelrization of the Space of Solutions of Einstein’s Equa-
tions”  Vhys. Rev. Lett. 59 2989-92.

En donde se anuncia la resolucién de todos los casos indetenninados cuando fa curvatura
media 7 es constante sobre LY,

lste argumento proviene del trabajo pionero de O Murchadha N, and York J. (1973)
“Existence and nniqueness of solutions of the Hamiltonian constrainl of general relativity
on compact manifolds”, J. Math. Phys. Vol. 14, No 11, 1551-7.
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Lema. Sea A un conjunto abierto, con Y\X no vacio y frontera reqular
A, entonees sicmpre es posible de formar conformemente la metrica de maneva

que ¢l nucva escalar de cwrvalura asociado es menor que wne constante
negativa on A,

Fn cfecto, ol resultado se arriva mediante la aplicacion seguida de dos
deformaciones conformes. Si 77 € Iy C €%, R(7") es continuo sobre ol
compacto ¥? y por tanto M!zi acoludo por una costante M> | R{y")]. Conla
primera tmnsformd( i6n 7' = 2M+" se logra obtener un escalar de curvatura
R(%') < g, para la siguiente (Inlonndci(‘)n considereinos ol problema

SA'w u=0 o A
0| en 0N

que tiene una tnica solncién u € Hy(A), que por el principio del maximo
necesariamente es positiva. sin problemas podemos extender 1 a una funcién
positiva # € C*(Z%) y por tanto acotada por una constante, digamos m.
l.a deformacidn conforme 3 — 619/ termina ol trabajo, se usa la ley de
trausformacion de los escalares de curvatura

oy iy 8A . R)=1 1 e
If(’) = "‘!I‘T')' - ",“ - ”"L:ﬁ)"" < = gmy on AL 0D

Ya que estamos interesados solo en raices positivas de P(L ) conside-
remos en sn lugar

e P(p )= Q(2,0)= =4FS - R2P 4 2pz+ A A z=9¢t (5.5)

si se tuviera ¢ # 0, con algunos lugares donde A« A+ p = 0, digamos en
ol interior del conjunto no vacio Hamado A C “", por ¢} leina anterior, sin
perdida de generalidad, podemos asnmir que en &, 12 < 0. Si este no es el caso
tomaremos sienipre la opcién dentro de la clase conforme de equivalencia de
3 que corresponde a un escalar de curvatura constante, que como sabemos
su signo coincide con 7. Concluido los preparativos ya se visualiza porque
el polinomio en z de la férmula (5.5) considerado con el representante de la
clase conforme de equivalencia que hemos asignado tiene una y solo una rafz
positiva cuando (k,9,¢) € {(1,=-1,=1); (1.0, =1); (1, },~1); (1,=1,0)}. kn
rada caso en la vecindad del coro (2, &) adquiere un valor positivo, para 2
grande toma un valor negativo, se sigue por ser un polinomio de grado tres
que tiene nna 6 Lres rafces positivas, pero no pucde Lener Lres rafces positivas,
ya que entonces se podria escribir como Q(z,2) = —~T‘(~-z,) (2—22)(2-24)
que posee nn Lérmino lineal en = con coeficiente —-r‘(zm+z|z3+22:,,) <0
que es tidiculo ya que sabemos que este coeficiente es 2p > 0.
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La doma del caso (x.17,¢) = (0,1,-1). Solo falta explorar (x,1.¢) -
). 1. - 1) 0 miis precisainente

Lo) = ~8A¢+ 0 =203+ A- A" = F(, )

que nos resulta algo familiar®, como si ya lo hubieramos visto antes, claro
en el argumento constructivo del tercer capitulo, excepto que ahora F cs no
ereciente. Sea 1 € o = max{1,max,, F'(1,z) }, entonces

L) < L) = Flgya) < F(1,2) < b=y L{dy)

en donde oo ey lainica solucién 11y de la ccuacion diferencial Lig | -
Fleo. ) huego por el prineipio del miximo 0 < ¢ < ¢y y entonces

L{p-] = F(oy,x) < F(p-,2)
consecuentemente, ¢_ y ¢4 forman respectivamente las anheladas sub-

solteion v supersolucion que garantizan la resolutividad de la ecuacion de
Lichnerowicz,

“Ver lsenberg J. (1995); Constant mean curvature solutions of the Einstein constraint
cquations un closed manifolds. Class. Quantum Grav, 12, 2249-74.

Curiosamente en la pigina 2264 de este drticulo Isenberg escribe: “Note that this is the
vlass for which nn Leray-Schauder existence proof lias been found”.

Isenbicrg ataca este caso como los anteriores, exhibiendo explicitamente una subsolucion
v unia supersolucion, conociendo la prucba constructiva de este métoda, en contraste
nosotros partimos de la teoria de grado a In Leray-Schauder consigniendo 1a prueba
e existenein rederivaiido las condiciones del método de subsoluciones y supersoluciones.
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Unicidad.

Ya encionamos que (s50y,0) {0,0.0) resuelve fas constricciones pata
cnalquier o ete > 0, wo unicidad se espera fisicamente en este caso. I
esta seceion retomarenos fos resultados del tercer capitulo encasillados bajo
o, nombre -el problenta de unicidad..
[ vevacion de Lichnerowicz claramente os una ccnacion no lineal uni-
formemente eliptica, alora bien, agui P es:
9

Foroa. Su. N4 8\ ;lzu' Bud 4 Au T4 2/::1,"""‘
I

o <00 con derivadi no identicaniente nala?. Fsaes T pregunta
e debemuos contestar para proclamar unicidad,

Aeisn

Paricesta enestion, se elige en cada una de tas diferentes alternativas. donde
sabemos existe solucién, la representacian de Ta clase conforme de equivalen-
cia donde ef esealar de carvatura o5 constante y normalizado.

Resulta inmediato notar que cuando (g0, ) € {(0, L =1 (L 1, D (10, -1},
cfactivianente i:,T o8 1o positiva para 1 estrictamente positiva,

1

I os casos restantes, (wopog) € {04, L0 (1 -1 D)}, mo puede ver
COn g020 (que —',—{7 < 0 en un subeanjunto de los reales positivos donde toda
solucion v € % de la ecnacion de Lichnerowiz debe existir, wds precisa-
ente. siones solucion su valor minimo satisface

2pa7 2 RN u(#i) 20 0

min

- 2,5 - L T
T Ui~ Mmin A "“min

Voentonees

N X -8 . S T
Tinin 2 [::—T:F” b g, “)/'”miu)J‘ '
infiriendose de este modn el resuliado

Wi AT ity
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‘arae(rizando el espacio de soluciones. conclusion

Divemes que dos conjuntos de datos estan difeoconformemente relacionados
1 se pueden obtener uno del otro mediante la composicion de un difeomor-
wsno expacial vouna deformacion conforme. Con ral terminologia se puede
counctar of resubiado prometido al inicio de estd ivestigacidn

SeaS. el conjunto de soluciones de las ecuaciones del campo gravitatorio.
ormado por clementos gue son espacio-tiempos. globalmente hiperbdlicos,
aue adiniten «l menos una hipersuperficie espacial compacta, sin frontera
decenrvidura media constante, que satisfacen ademis fa condicion de energia
domiginae, Fsie conjunto resulta estar en correpondencia bindvoca, con
clses die equivalencia difeoconformes de datos iniciales (X%, 9,07, 7,p,J),
libreneente especificables. salvo que deben cumplir 1a condicion de energia
domimiante, Ja condicion de integrabilidad global (v, /"), = 0 y la ecnacién
difearonforme. que expresa la influencia de Ia finitud del espacio sobre la
imercin de dos cuerpos, (8¢ + L)k +n+¢) = 0.

Mas preci-amente. por cada clase difeocanforme de datos iniciales no
trivialos. que satisfacen las condiciones anteriores. existe np iinico represen-
tants, exeopto por cambios de coordenadas, donde la ley de conservacion
de leoenergln es valida y los datos genera una regién de espacio-tiempo,
ciobalmente hiperbolico. que satisface las ecuaciones de campo de Einstein.



bR 5 PARAMETRIZACION DEL ESPACIO DE SOLUCTONES,

5.3  Comentario.

Sinduda dguna, existe todavia an aire de insatisfaceion, ¥ no podemos
sentirnos agusto; debido a la confrontacion de dos teorfas, T teoria de
b Relatividad vs, 1o Mecinica ewdutica, Debemos comenzar de nuevo v
preguntarnos ahora. cual es ol andlogo en “nuestro Universo™ del principio
de Macl: cada coneepto que aparece en Lal enunciado como masa-energia,
espacio-tiempo debe ser revisado v encontrarse un andlogo, Debemos tener
enidado incluso con la propia esteaetura eausal.

Me Die enestionado si otras personas han heeho la misma pregunta, ol
amilogn del prineipio de Mach, o lo mis que e podido enterarme, he encon-
trado una, R. P Fevpman, quien en algin momento de reflexion comenta®

“\With the advenl of quantum werhanies o pew absolute was definable;
absolute seale of length or thne .. Maek's Prineiple is cquivalenal Lo the stale-
went that the fundamental wiits of length and e al o poinl are the vesall
af the irfluruee of nebudac,.. 27 How do the photous Wnow whal their waw
lenglh is in absolute wnits to doeide whother to wake pries 2.7

Falia umcho camino por recurrer sin dudin, ¥ no podemos dejar de es-
cuchar aquellas palabras que el propio Newton fijo para si al final de su
vida'. v que rezumban todavia dentro de nuestros aidos:

“No s o que I parezeo al mndo; pero pare i wdsno Lengo laim-
presiont de sep solwmente como une meehacho jugando o e aville del mar, y
divivticudome an encontrar de tanta oo tanto un guijaero wiis liso qie las
deas, o una copcha wds hormosa de o habiteal, micntras ol gran oecano
de Ja voplad seceticnde min por deseubeir anle wd.”

“RoP. Feywman (1963). Leetnre s on tovamtation. Califoruia bnstitute of “frehnology.
Pasadena California. pgn 66-73.
Gale 1. Christianson (W8T], Newtaon {17, Sabvat Editores, pp. 683611



§
Apéndice

Regularizador de Friedrichs.

Seaoy e O R e W = Reom Suppu C Byvalbgue p 2 0enRyy=10

A e oadends de satisfacer frendte = |
Towar por ejemplo la funcidn

. b O JRU S
e re el -y S) “ T “< L con et - fl frfid =y o],
0 Si feliz

s oetroduen el regalarizador de Friedrichs asocindo a u, denotado { Fau),

o saber

(Feu)(x)

'

! - ;
= [l -’——2 yu(y)d“y

n
EN Jpn

/_~ nz)ule v 2"z

N

{1

Foay viene Jas siguieates propiedades:
(i) 1ty € C(R?), Lsto es claro de siprapia definieion.

U 1 e . R .
(i) Sea v € CHR") entonces (Fou) = o uniformemente cnando <
tionde a cerg, para todo compacto K ¢ 1",

L efocto, sea A un compacto fijo y £ > 0 arbitrario. Como wes CHK),
WD) que
' Y ' B Q R
wla e o3V =ale) 2 Dou(r Fez) = Dty PV el y z € ).
de esto se tnfiere Jas signientes desigvaldades
(o)) = (@) < fn n(2) |l +e2) = ala) |tz < &
dat aie) = den(a) [< fyo miz) | Dgule +£2) - dyule) fd"2 < ¢

89



g} 6. NPENDICE
para ¢ suficientemente pequedio. diganos 0 < < < 8(K, &),

(iii) Si g € L2(R™) con p €}i, x|, entonces || Feg le<ll 9 ll;» -
Para verificar la cortitud del aserto se usa prinero la designaldad Holder:

-4, 4 L Kiimd! 'lT
FnC= A0 gty =l 2 e gly) [ o554 ) e ' Ly, .
[t gl Ly < (1 TaC ) Natu) 1 (/”!/) "l

Y hego, despuds de aplicar ol tearema de Fabind para intercambiay el arden

de iptegracion, se eseribe
£

T} T T
W Eea WSl - Wollen - Wil
Cn o I A6

(iv) Sig € LP(RN"™), con p €}l %[, entonces (Frg) = ' g.

Como Co(R") es denso en LP(R"), se puede lijar gy € Co(R™) tal que
Fg=g1 < e’ Bs util observar que, Supp(Fegy) C Suppgr+ Be € K, para
A compacto suficientemente grande, y de esto se tiene, por la convergencia
utiiforme sobre ¢l compacto K, la estimacion adicional

Wl mllr—0
Ahora bieu, si se escribe
(Feg) = g = [Felg = g0)] + [(Fegn) = ] + {91 - 9],
H(Feg) =g liee<2llg— g1l + || (Fegr) = g1 |10

Notamos que los dos lill.ill)OS términos de la desi ’llﬂ.l(l&(l. sab arbitrariamente
g '
pequenos y se verifica nuestra c’l‘ll‘ll]il(ﬁi(')ll.[]
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