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INTRODUCCION

Los métodos estadisticos constituyen una herramienta de andlisis cada vez mas
importante en las areas de trabajo mas diversas. Es por esto que resulta interesante ahondar

en su estudio.

Como se sabe, la Estadistica contribuye al desarrollo de teorlas y técnicas apropiadas
para hacer inferencia bajo condiciones de incertidumbre, por tal motivo, la Estadistica
Bayesiana, que podria considerarse como 1a Teoria e la Decision Estadistica, conslituye una
eficiente y necesana alternativa al enfoque Clasico en ia solucidn de problemas tlpicamente
estadisticos, como son Estimacién, Prueba de Hipétesis y Prediccion.

La teoria de ia decisién estadistica y los métodos Bayesianos han sido desarrollados
intensamente durante ias Ultimas décadas por investigadores como Jeffreys, Barnard, Ramsey,
De Finetti, Savage, Lindley, Anscombe y Steln, quienes han contribuido con un sinnimero de

resuitados.

La Estadistica Bayesiana se caracteriza fundamentalmente por abordar los problemas
estadisticos como problemas de decision. Este enfoque proporciona una forma natural de
plantearios, ya que a fin de cuentas fo que se hace en un probiema de inferencia es "decidir"
sobre qué valor se asigna a un parametro desconocido, qué hipétesls se acepta o bien, por cudi
tamafio de muestra se opta. Ademds, por contar con una base axiomdtica, la Estadistica
Bayesiana proporciona una serie de resullados consistentes entre sl.

Como se mencioné anteriormente fa Estadistica Bayesiana es una alternativa necesaria a
fa Clasica o Frecuentista, ya que el enfoque clasico se dedica a hacer inferencia Gnicamente a
partir de fa informacién muestral, olviddndose de dos aspectos que para algunos de los
problemas pueden ser de extrema importancia. Tales aspectos son:

«La evaluacion de fas posibles consecuencias de las decisiones, que puede ser
representada a través de una funcidn de pérdida (o de wtilidad) y



+ El conocimiento previo (/nformaciin a priori) que se tenga del parametro sobre el que
se desea inferir.

Ademés de involucrar estos dos factores en el andlisis de los problemas, si se cuenta con
datos obtenidos en una muestra, la metodologia Bayesiana combina el conocimiento a priori,
representado a través de la funcion de distribucion inicial, con la informacién muestral, funcion
de verosimilitud, por medio del Tearema de Bayes para obtener un conocimiento final de las
probabilidades, representado por una distribucion a posteriori.

Cuando se supone conocimiento inicial “no informativo", los resultados bayesianos
coinciden frecuentemente con las conclusiones numéricas obtenidas a través de procesos
clasicos, aunque obviamente, sus interpretaciones son diferentes.

En este trabajo se proporciona un panorama general de las ideas, principios y conceptos
detras de la Teoria de la Decision Estadistica, asi como la manera en que la misma funciona.
Se puso especial interés en mantener un equilibrio entre la fundamentacion tedrica y la
ilustracion mediante ejemplos. Por su importancia en la practica, se incluyen procedimientos y
algoritmos que ayudan a la construccion tanto de la funcién de utilidad (o pérdida) como de la
distribucién a priori.

Los conceptos y procedimientos aqul planteados pretenden ser construidos paso a paso,
esto es, se intenta que vayan surgiendo naturaimente y que la idea intuitiva sea clara.

El trabajo estd pensado para servir de material auxiliar en un curso de Teoria de la
Decision Estadistica y basicamente se encuentra estructurado de la siguiente manera.

En el primer capltulo, que podria considerarse como parte de la introduccion, se exhiben
algunos ejemplos en donde el uso (o quizds abuso) de la estadistica clasica ha lievado a
resultados poco congruentes. Cabe sefialar que esto se hace con la finalidad de motivar la
bisqueda de una allernativa estadlstica mas consistente en sus resuitados.

La Teoria de la Decisién proporciona un marco de trabajo fundamental para visuaiizar los
problemas estadisticos, es por ello que en el capitulo 2 se da una introduccion de la misma. En



particular, se estudia la estructura de un problema de decision y se plantean diferentes criterios
de solucion.

El capitulo 3 esta dedicado al estudio de los Axiomas de Coherencia, los cuales dan
sustento a la Teorfa de la Decision y por consiguiente a la Estadistica Bayesiana. Este soporte
tedrico permite definir formalmente los conceptos de probabilidad y de "utilidad" y una vez que
se cuenta con estas definiciones se demuestra que Ia Unica solucidn "coherente” es la decisién
de Bayes o Utilidad Esperada Minima.

En el capltulo 4 se plantean los problemas de inferencia como problemas de decision en
ambiente de incertidumbre. Se resalta e! hecho de que su planteamiento resulta natural en el
marco de la Teoria de la Decisian, por lo cual su solucion es tedricamente sencilla. Como parte
de este capitulo también se analizan algunos métodos para la asignacion de la distribucién
inicial.

Finalmente, ya con todas las herramientas disponibles, en el ultimo caplitulo se analizan

problemas tipicos de inferencia estadistica desde el enfoque bayesiano. Se ejemplifica con
casos patticulares y cuando es posible se dan algunos resultados generales.

il



CAPITULO 1

ALGUNAS INCONSISTENCIAS EN LA ESTADISTICA CLASICA

La Estadistica Clasica ha sido intensamente estudiada y utilizada, logrando satisfacer en
muchos de los casos las expectativas de los investigadores. Sin embargo, debido a que la
Teorla cldsica o frecuentista no cuenta con una base axiomatica, algunos de sus resultados no
son necesariamente consistentes. La estadistica Bayesiana, al fundamentarse en los llamados
Axiomas de Coherencia no cae en tales inconsistencias.

Con la intencidn de ilustrar esto y al mismo tiempo de motivar el interés hacia una
altemativa estadistica, se presentan algunos ejemplos de problemas en donde se muestra que
el uso indiscriminado de la Estadistica Clasica desencadena en soluciones contradiclorias o
poco satisfaclorias.

E1.Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson( ), se desea encontrar un
estimador insesgado de P[X =0].

=140
El problema se reduce a estimar e, pues P[X =0]= 0—0—’)‘—- =¢™*, De aqul que se requiera

buscar h(.\') tal que E[h(X)]=e™.
(.’-kk‘
\

X

=e* siy s6lo si

le(x)}i!- =l

=0

Se tiene que E[h(.\)]= ih(x)
180

De la tltima igualdad se sigue que "h(x)}— es el Polinomio de Taylor de la constante 1, y
X!

100

por la unicidad de los coeficientes se concluye que

I si x=0
0 eoc

h(x)= {

lo cual muestra la unicidad del estimador insesgado.



Es evidente que estimar P[.V =0] con 1 6 0 na resulta congruente, ya que ¢ " no puede

tomar estos valores. Esta debido a que ¢ =! siy séla si A =0, pero por la definicion de
distribucion Poissan, 2 >0, y por atro lado, ¢ siempre sera mayor que 0 para cualquier
valor de 2.

E2.Sean X y Y variables aleatorias independientes con funcién de distribucion Poisson (2 ),

sea Z otra variable aleatoria con la misma distribucién de X y }'. Se desea estimar
insesgadamente P[X =0, ¥ =0]=¢"" conbaseen Z.
Se requiere encontrar h(Z), tal que E[h(Z)]=e"""; donde h(2)>0 paratoda Z.

o et
Por atro lado se tiene que £[i(z)]= Zh(z)f'w—'}i-. por lo que E[h(z)]=¢ siy sélo si
. 20 z '
= h(z);\.: - | " ¢ Y
Z = Resulta evidente que la suma corresponde al polinomio de Taylorde ¢™" y
20 2

por la unicidad en los coeficientes, se tiena que

I sizespar
h(z)= S
-1 sizesimpar,

Esle resultado que arroja fa estadistica cldsica presenta gran incongruencia con Ia
definicion de prababilidad, ya que A(z) estima una probabilidad y por lo tanto no puede

tomar valores negativos.

E3.(Berger, 1985). Una muestra aleatoria A" =(.X,, X}, ..., X,) independiente e idénlicamente
distribuida (i.i.d.) va a ser tomada de una N(0,!) con la finalidad de realizar (a prueba de

hipétesis
H:0=0 versus /00

con un nivel de significancia a =005

Por el cociente de verosimilitudes generalizado (ver Mood, Graybill y Boes, 1974) se abtiens
que la regién de rechazo es

€= { v )= x| ol >196}



Es poco razonable pensar que la hip6tesis nufa, /1, sea verdadera; es decir, que § =0 . Si
6 =10"", aungue no es estrictamente cero representa una diferencia poco significativa de
cero, en la mayoria de los casos practicos. Si se toma un tamaiio de muestra muy grande,
por decir algo, n=10%, entonces con una probabitidad alta, ¥ diferird en 107" de la

1o

verdadera media 6 =10™"; ya que g y = || Var 25 = Ji—m-%— ¥ (Var x,) =10 . Pero para
A M

¥ en esta region, es claro que 10"[¥>1.96. De aqui que ia prueba de hipotesis clasica

rechazard #{,, aun cuando fa verdadera media difiera minimamente de cero.

Este mismo fenémeno se presenta sin importar qué tamario de « >0 se efija, y sin importar
tampoco, qué tan pequefia sea la diferencia & >0 entre cero y la verdadera media, pues un
tamafio de muestra suficientemente grande haré que f/, sea rechazada.

Es sabido desde el principio que la hipdtesis nula de tipo simple casi nunca es verdadera, y
esto siempre es confirmado por una muestra suficientemente grande. Sin embargo, el
dilema podria estar en la manera de formular el problema, pues muchas veces podria
resultar de mayor uliiidad averiguar si el parametro de interés se encuentra dentro de aiglin
intervala, en lugar de determinar si éste toma exaclamente algun valor especifica.

Por ejemplo, del ejercicio anterior se podria estar interesado en detectar una diferencia de
al menos 10"; en tal caso, una hipdtesis nula mas adecuada seria 9] <107,

Hay ciertas situaciones en las cuales es razonable formular el problema como una prueba
de hipdtesis simple, pero alin asi surgen serias preguntas concernientes a la "precision” de
la prueba cldsica.

€4.5ea X =(X,.X,,..X,) una muestra aleatoria donde X, se distribuye Bernoulli con
parametro desconocido 0 , ( Blli(0) . Se desea contrastar el siguiente conjunto de hipdlesis,

H,:0<0,, H:0,<0<0, H:0>50, conb;s0,.



Intentar resolver este ejemplo como un problema clasico de prueba de hipdtesis trae una
sefie de indefiniciones e inlerrogantes. Inmediatamenté surge la pregunta de cual es la
hipdtesis nula y cual la alternativa.

Enel casoen el que 0, =0, se tiene un planteamiento de contraste de hipotesis conocido,
H,: 050, versus H,: 0>0, .

Utilizando el cociente de verosimilitudes generalizadas se obtiene una region de rechazo,
¢, para |a hipétesis nula, de la forma

@={(x,, %yy . x,) = 5| £> k}, donde P[¥ >k =0,]=u;
en donde ¢ define una prueba uniformemente mas potente (n.1.m.p.) de tamaio o (ver
Mood, Graybill y Boes, 1974).

En el problema original parece ldgico y natural determinar una estrategia en la que se
acepte H, si X5k, H, si ky<¥sk y H, si ¥>k. Sin embargo la pregunta seria
entonces como determinar k, y k,. Una forma de hacerlo seria calcular k, y k, tales que
PF>kP=0,]= y P[F>kpp=0,]=c. Sin embargo ses éste un procedimiento
“dptimo™?

Es muy importante hecer notar que la hipdtesis nula y la potencia quedan indefinidas y

como desde la perspectiva clasica se requiere establecerlas, las opciones para ello serlan.

N H, VEIsus Hull,
2) Hyu H, versus H,.

Sin embargo, ningun par de hipolesis es equivalente a lo que se quiere contrastar, puesto

que con ¢llas el planteamiento se reduce a

1) 0240, versus 0>0,

2) 050, versus 0>0|.



De los resultados anteriores queda claro que €1={_-X|f> ko} define una p..m.p. para el

primer caso y &= {l | ¥> } define una p.u.m.p. para el segundo. Pero aceptar

H, sly solo si X<k
H, siy solosi ko<X<ky
H, siy sélo si ¥>k

no define un procedimiento dptimo.

ES. (Problema de Fieller) Sea X =(X,, X;, ..., X,) una muestra aleatoria i.i.d. de una N(p,, 1)
y Y=(}, Y, .. },) otra muestra ii.d. de una N(u,, 1), ademés son independientes entre
sl. Encontrar un intervalo de confianza (/, ) al (1-a)x100% para p =-:l—'.

1y

Antes que nada es deseable verificar que el cociente estd bien definido; por lo tanto es
necesario reaiizar ei contraste de hipdtesis

Hy:p, =0, versus H,:p, #0.
Mediante el cociente de verosimilitudes generalizadas se obtiene que /f, se rechaza a
nivel o' siy sdlo si

v? 2, -’
n? 2yt

Ahora bien, para encontrar el intervalo de confianza para p (ver Mood, Graybill y Boes,

2
1974) se propone 1a pivotal Z= X ~p¥ . Es claro notar que Z~ N[O. H;?—) ; por lo que

?
L ~N(0,1) y finalmente —t'—Z—T- Xfl). De ahi que
140} l4+p

X-p¥ -
I{————————n(upz )ISX;(,' }:I—u.



De la expresidn anterior se tiene que el intervalo de confianza esta formado por los valores
de p que cumplen con

_ n(¥-pP) »
fip)= (l+p’ )—sk,donde k=gi

Es importante verificar que la desigualdad f(p)< x;, ™ determina realmente un intervalo.

Desarroliando tal desigualdad se obtiene

p}(nF? = k)-p(2nXT)4nX’ - k 0.
E! conjunto de valores de p que cumplen con Ia desigualdad es en cada caso:

. (pyp,) st nF? - k>0, ya que esto define una parébola céncava hacia arriba.
b. (o, p,}J(py» ®) st nF? -k <0, ya que esto define una pardbola concava hacia
abajo.
c. (~p) 6 (p, ) sl n¥? - k=0. Este caso queda practicamente descartado pues

prada_ con probabilidad cero.
n

Es claro, par lo tanto, que uliizando la cantidad pivotal f(p) sdlo se podrfa definir un

intervalo de confianza en el caso en que n¥’ -& >0, que es ademds fa condicidn para
tener evidencla de que p, #0 (n¥? 2 x ™" = k). Para determinar sl existen ralces reales

de Ia ecuacion p>(n¥? - k)~p(2nXY)+nX? -k =0 veamos el signo del discriminante.

A=4n* XP7 -4(n¥? - k)(nX ~ k)
=4n¥k +4nX k -4k
=4k(nf? +nX* ~ k)
=4k[(n}—" —-k)+nf\"‘]

Suponiendo nuevamente que n¥ -k >0 setiene que A >0 y por lo tanto la ecuacion
tiene las rafces reales p, y p..



Es importante resaltar que en este problema existe una refacién estrecha entre una prueba
de hipdtesis y un intervalo de confianza, pues se tendrd un intervalo de confianza para p
Unica y exclusivamente en el caso en el que se tenga evidencia de que p estd bien

definido, lo cual pasa cuando n¥?2y{ ™. De la funcién. f(p), que determina el

intervalo de confianza, se observan las siguientes caracteristicas

i) f(p)20 paratodo p R ,yademds f(p)=0siysdlosip= -)1;—

i) f(p) es continua, entonces alcanza su maximo y su minimo para cualquier intervalo
cerrado.

X -pb)?

o =n¥? (que puede identificarse con la estadistica de
+p

iif) im f(p)= {im
|p o |p 0
prusba para la hipétesis #,:p, =0).

iv) por i), i) y iii} se tiene que f(p) es acotada, lo cual indica que existe un Af ¢R* tal
que f(p)s M paratodo p eR.

Se pueds probar que p =~§- yp =—{_; son un minimo y un maximo globat de f{p), con

7

S (%) =0y f (——;,_:) =n(X?+7?)= M .Como M es positivo, puede ser pensado como un

cuantil 1-o de la X(zu. Por lo tanto, se sigue que

I,={peRlf(p)s M}=R.

De ia ultima igualdad se concluye que existe un valor de a estrictamente positivo tai que la
correspondiente regidn para p (con un nivel de confianza estrictamente menor que 1)
coincide con toda la recta real. Este resultado es considerado por algunos como una
descalificacidn de! procedimiento cldsico (Mendoza, 1988).



Cabe mencionar que el procedimiento de Fieller para el problema de cociente de medias
ha sido criticado muy duraments ya que parece inadmisible que R sea un intervalo de
confianza menor al 100%, sin embargo, el resultado tiene cierta justificacién,

Con el valor de a que se cumple que el intervalo de confianza es la recta real no se tiene

evidencia de que p esté bien definido, ya que si (X' +¥*)<x'® en general no se

cumple que Y22 24— Esto viene a ser una justificacién a que R sea un intervalo con

una confianza menor al 100%, ya que en tal caso se tiene que el cociente no estd bien
definida y por lo tanto no es un valor real.



CAPITULO 2

TEORIA DE LA DECISION

La Estadistica Bayesiana se caracleriza por abordar los problemas estadisticos como
probiemas de decisién, es por ello que resulta necesario brindar un panorama general de la
Teoria de la Decisidn. Tal teoria describe el proceso ldgico que debe seguir un decisor para
elegir "razonablemente” la mejor forma de actuar.

En este capltulo se estudiara la estruclura de un problema de decision, asi como los
diferentes criterios para solucionario. El mayor énfasis del trabajo estara puesto en aquellos
problemas que se plantean en unh ambiente de incertidumbre.

2.4 ESTRUCTURA DE UN PROBLEMA DE DECISION

Se dice que alguien se encuentra ante un problema de decisién cuando debe elegir entre
dos o més formas de actuar. Los problemas de esta naturaleza son muy comunes en la vida
cotidiana pues continuamente se debe decidir entre tomar una u otra decisién.

En este tipo de problemas se identifican inmediatamente dos elementos, uno que es el
conjunto de decisiones y otro que es €i conjunto de posibles consecuencias resultado de haber
eiegido determinada opci6n. Por lo tanto, dos conjuntos que intervienen en un problema de
decisién son:

1. Conjunto de todas las formas posibles de actuar o espacio de decisiones, representado
por D; donde D = {d,.d,....d,,...} y d, denota a la decision i .

Este conjunto contiene las alternalivas para decidir sobre la forma de acluar, es por esto
que debe ser un conjunto exhaustivo en donde los elementos sean mutuamente excluyentes.
Es decir, este conjunto debe estar construido de tal manera que el problema se reduzca a elegir
de manera dplima para el decisor, uno y sélo uno de sus elementos.



2. Conjunto o espacio de consecuencias, representado por C donde C = {¢,.cy. i€y} ¥
cada c, representa la posible consecuencia de tomar alguna decision.

Como se verd mas adelante, para simplificar el desamollo teérico en la solucién de
problemas de decision, se supondra en muchos de los casos, que tanto el conjunto de
alternativas, D, como el de consecuencias, C, son finitos.

Es natural pensar que para el decisor debe existir un orden de preferencias entre las
posibles consecuencias, dicho orden puede cambiar de decisor en decisor. Esto da lugar a un
elemento mas en los problemas de decisién llamado Relacion de preferencia u Orden de
preferencia.

3. (<) Relacién de preferencia entre las consecuencias dependiendo del decisor.

¢, <c, indica que ¢, es menos preferible que ¢,

¢, S ¢, indica que ¢, es menos o igualmente preferible a ¢,

y analogamente se definen
6> y¢2¢;.

Es posible que las consecuencias de tomar una u otra decision no estén determinadas,
sino que estén sujetas a la aparicién de sucesos inciertos, los cuales generan un ambiente de
incertidumbre. La presencia o no de dicho ambiente origina la existencia de dos tipos de
problemas de decision;

» Problemas de decisién sin incertidumbre

« Problemas de declsién con incertidumbre.

Es importante hacer notar que la diferencia en estructura entre estas clases de problemas
radica en que el segundo cuenta con un elemento mas llamado "espacio de sucesos inciertos".
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2.2 PROBLEMAS DE DECISION SIN INCERTIDUMBRE

Un problema de decision sin incertidumbre es aquél en el que se sabe con certeza lo que
va a pasar como consecuencia de tomar cada decision, es decir, las consecuencias no estan
sujetas a la aparicién de sucesos inciertos.

Los elementos de un problema de decision sin incertidumbre (suponiendo finitud) son los
planteados en un problema de decision general. Esto es, el espacio de decisiones,
representado por D= {d,d,,...d,}; el espacio de consecuencias, representado por
C = {c,\c;,...c,} ¥ la relacion de preferencia entre las consecuencias (<).

El problema, en este caso, se reducird a determinar la decision d' del espacio de
decisiones que produzca para el decisor la mejor consecuencia. Esto es, la solucion sera d’ tal
que:

¢"2¢ paratoda i,
donde ¢ es la consecuencia de haber elegido d'.

La estructura de un problema de decision de este tipo, puede ser presentada
esqueméticamente a través de un diagrama llamado Arbol de Decisién. Dicho diagrama
iniclara con un nodo de decision representado por un cuadro, a través del cual se desprenden
ramas donde cada rama representa una decision, y cada consecuencia esta asociada a una
hoja del drbol. Ver figura 2.2.1.

Figura 2.2.1

1



El proceso de solucion visto a través del diagrama de arbol consistira en padar el arbol
para quedarse con una sola de sus ramas, aquélla de la que cuelgue la hoja con la mejor
consecuencia.

Ejemplo 2.2.1: Un inversionista en |a Bolsa de Valores se encuentra ante el problema de
tomar una decisidn de entre las tres siguientes:

d, = No invertir,
d, = Invertir en Telmex,
d, = Invertir en Celanese.
Con certeza sabe que las opciones le produciran las siguientes ganancias:

Decision Ganancia
d $0
d, $100
d, $85

Es evidente que la mejor decisién es invertir en Telmex, ya que ésta es la inversion que
produce la mayor ganancia ( Ver figura 2.2.2).

$0
d

d.
[]E—b— s

$85
Figura 2.2.2

Existen problemas sin incertidumbre cuya solucion no es tan trivial como lo planteado en
el ejemplo 2.2.1. Sin embargo, la posible complejidad del problema se debera a cuestiones
técnicas de cdlculo o a dificultades en establecer preferencias. Ejemplo de elio es |a eleccién de
la estrategia 6ptima en una partida de ajedrez. Las jugadas permisibles pueden ser en teorfa
listadas, al igual que las consecuencias de cada una de ellas. Sin embargo, en la practica esto

resulta diflcil ya que las posibles combinaciones son casi innumerables.
12



2.3 PROBLEMAS DE DECISION CON INCERTIDUMBRE

Un problema de decisién con incertidumbre es aquél que se plantea en un ambiente de
desconacimiento acerca de lo que sucederé segtin se actde de acuerdo a una u otra forma. Es
decir, existe desconocimiento de la consecuencia resultante de tomar cierta decision, ya que
las consecuencias estaran condicionadas a la ocurrencia de determinados sucesos inciertos.

Los elementos de un problema de decisién con incertidumbre son los que conforman un
problema de decision general (D,C,<), més el conjunto de todos los sucesos inclertos (). Por
simplicidad, se supondra que todos estos conjuntos son finitos. De tal forma que

¢ D= {d,d,,..d,}, es el espacio de decisiones;

* Q= {m,m,,.,o,}, es el espacio de sucesos inciertos, donde , = {0,,0,,..0, } ¥ 0, es

igual al suceso incierto j asociado a la decision i ;

e C={c,c).c,}, es el espaclo de consecuencias, donde c, ={c,CpaC} ¥ ¢, la
consecuencia resultado de tomar la decision i y haber ocurrido el suceso incierto j;

¢ (<) es e orden de preferencia entre las consecuencias.

Al Igual que en los problemas de decisién sin incertidumbre se pueden plantear
esquematicamente los problemas a través de un arbol de decision. El diagrama inicia con un
nodo de declsion (representado por un cuadro), las ramas que se originan de &l representan las

posibles decisiones y conducen a un nodo de incertidumbre o nodo aleatorio (representado por
un clrculo). De cada uno de estos nodos salen ramas que representan a los sucesos o,. De la

rama o, colgara la consecuencia c,. Ver figura 2.3.1.

13



O

Figura 2.3.1.

Resolver el problema a través del diagrama del arbol, consiste en podar sus ramas
buscando eliminar de alguna manera racional la incertidumbre.

Para estudiar la solucién de un problema de decisién con incertidumbreé bastard
considerar aquellos casos en ios que los eventos inciertos son comunes para cada d, € D, ya
que los problemas que no cumplan esta condicion pueden ser reestructurados considerando
uniones de eventos, De esta manera, el arbol de ia figura 2.3.1 queda como el de la figura
23.2.

14



nm
Figura2.3.2

La simplificaclén anterior permitird representar el problema de decisién en términos de
una tabla como la siguiente.

Sucesos inciertos
O, O, O .. o,
il ey o & Cim
il ey e oy Cam
Decisiones  dy| ¢y ¢, ¢y O
dl e € €3 Con
Tabla 2.3.1
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De igual forma que en el problema de decision sin incertidumbre, puede suceder que las
consecuencias no sean numeéricas, aunque en algunos casos resultard posible evaluarlas en
términos numéricos reflejando las preferencias del decisor. Un conceplo que permite elecluar
esla cuantificacién del orden de preferencias es el de fimcion de ntilidad.

Para cuantificar las preferencias que sobre las consecuencias tiene el decisor existe una
Sincidn de wtilidad v C - R , tal que

¢, <c¢, sty séla si u(e,)< tc,},
donde, abusando de la notacién, < denola la relacién de ordenen C yen R.

Es muy natural pensar que algunos decisoras se inclinen por expresar sus preferencias
en términos de pérdida y no en términos de utilidad, por lo cual para cuantificar preferencia
existe tamblén una funcidn de pérdida 1. C - R, que satisface lo siguiente:

¢, <c, siy sblosi I(¢)> (¢}

Cietamenile, sl / es una funcién de pérdida u=-/ define una funcién de utifidad y
viceversa, i 1 es una funcion de utilidad / = —u define una funcién de pérdida.

La funcion de utilidad esta definida no sélo sobre las consecuencias, sino también sobre
el products cartesiano Dx {2, ya que las consecuencias son producta de la conjuncién de
tomar una decisién y de que ocurra cierto evento. Por fo que U: D xQ-»R es una funclén tal
que para cada € D y 0 €Q, U{d,») denata la utilidad que se obtiene al tomar la decisién o

cuando ocurre el SUCRSO ©.
£n el caso de las pérdidas ocurre aigo completamente analogo al de las utilidades, esto
es, sedefine L: DxQ— R, tal que paracadad e Dy 0 €, L(d,») denota la pérdida que se

obtiene al tomar la decisién d cuando ocurre el suceso ®.

Sl s6 tiene una funcién de utilidad asignada, la tabla 2.3.1 se puede expresar como la
mostrada en 2.3.2 a través dei usa de la funcién U
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Sucesos inciertos

, W, O, .. o,
dif Uy U, Uy U,
di{ Uy Up Uy Usm
Decisiones | U/, U, Uy u,,
dn Unl Unl Un! """ Umn
Tabla 2.3.2

donde U, =U(d ) para i=l,..ny j=l..,m.

Ejemplo 2.3.1: Suponga que el problema del ejemplo 2.2.1 est4 sujeto necesariamente a
la aparicién de uno de estos lres eventos: que las acciones se vayan a la alza (con Mo, )= 0.4),
permanezcan igual (con X0,)=0.3) o se vayan a la baja (con P(w,)=0.3). Las consecuencias
se muestran en la Tabla 2.3.3. Plantear el arbol de decision comespondiente.

d,
dy(100 0 -200
d;] 200 0 -500

Tabla 2.3.3
con
d, = No invertir, o, = Las acciones se van ala alza
d, = Invertir en Telmex, o, = Las acciones permanecen igual
d, = Invertir en Celanese. o, = Las acciones se van a la baja

El &rbol de decision de este problema se muestra en la figura 2.3.3.
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/
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Figura 2.3.3

§$-200

$200

\
\
/

$-500

2.4 CRITERIOS DE SOLUCION DE UN PROBLEMA DE DECISION

Ahora que se conoce la estructura de un problema de decisién planteado en ambiente de
incertidumbre, el siguiente paso es determinar una solucién satisfactoria. E! problema
fundamental radica en que no se puede elegir |a decisidn ptima directamente, debido a que 1as
consecuenclas de cada decision estan sujetas a la apanicion de sucesos inciertos. Entonces, un
paso fundamental en la solucién de problemas de decisién en ambiente de incertidumbre
consiste en eliminar la incertidumbre de alguna manera razonable.

Existen diferentes criterios para la solucion de un problema de decision con
incertidumbre, la diferencia entre ellos se presenta en la manera en que los diferentes procesos
eliminan la incertidumbre. Los criterios que se estudiardn en esta seccldn son: Maximin
(Minimax), Maxmax (Minmin), Consecuencia mds probable y el criterio de la Utilidad (pérdida)
esperada mdxima (minima). En el capltulo siguiente (seccidn 3.4) se demuestra que el Unico
criterio consistente con la base axiomatica de |a Teoria de la Decision es el de la Utilidad
(pérdida) esperada maxima (minima)

18



2.4.1 CRITERIO PESIMISTA (MAXIMIN, MINIMAX)

Consiste en eliminar la incertidumbre en un problema de decision suponiendo que cada
decision va a llevar a la peor consecuencia. Hecho esto, se escoge la decisién que produzca la
consecuencia mas favorable, lo anterior, con la finalidad de maximizar 1a utilidad garantizada.

Cuando se estan evaluando las consecuencias con una funcion de utilidad, el criterio
pesimista se conoce como MAXIMIN y para el caso de una funcién de pérdida el criterio recibe
el nombre de MINIMAX.

CRITERIO MAXIMIN

"

Asignada una funcién de wtilidad al problema de decisidn, el modo de actuar “pesimista
conduce al criterio MAX/MIN. Este criterio consiste en minimizar la utilidad para cada decisién
fija y posteriormente buscar la decision que produzca la maxima utilidad minima. Esto es, d' es
Maximin con valor Maximin igual a U'(d"), si y sélo si

U'd)= yg:u'(d). donde U'(d)= MinU(d).

Lo anterior e visualiza en la tabla 2.4.1.1.
Sucesos inciertos

mL ml_ m; ...... (l).
iU, U, Uy ... u,. U, = M"’.Ul ;
d| Uy Uy Uy U, Uy = /M{fﬂ Uy,
Decisiones  d,| Uy, U, U, u,. Uy = Min U,
dn Unl Unl U,,) ...... UM, U; = j-Al.Izl:.n” U"!

Tabla 2.4.1.1

d' es Maximin, siy sélo si U*= Max U
19



Visto en un diagrama de arbol, lo que se estd haciendo es podar las ramas de sucesos
inciertos como si fuera a ocurrir lo "peor”, esta es, sustituyendo el nodo de incertidumbre por el
valor de la peor consecuencia (la utilidad minima) y posteriormente resolver como un problema
de decisidn sin incertidumbre (quedarse con aquella decision cuya utilidad sea maxima).

Al resolver el problema del ejemplo 2.3.1, queda un arbal sin incertidumbre como el de la
figura 2.4.1.1, se toma el Max{0,~200,-500}=0 y se tiene que la decision es

d = d, = No invertir, con valor Maximin Igual a 0.

$-200

$-500

Figura 2.4.1.1

CRITERIO MINIMAX

Asignada una funcién de pérdida al problema de decisién, el moda de actuar "pesimista”
conduce al criterio MINIMAX. Este criterio consiste en maximizar la pérdida para cada decisién
fija y posteriormente buscar la decisién que produzca la minima pérdida méxima. Esto es, d' es

Minimax con valor minimax igual a L'(d") siy sdlo si

L{d)= %’;11. (d),donde L (d)= A.ldaf Ldw).

Lo anterior se visualiza en la tabla 2.4.1.2,
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Sucesos inciertos

0 ©,  ®, .. w,
di by Ly Ly L, L= ,.A,I{’xm L,
i Ly Ly Ly Ly L= /1\'11(1,\; b
Decisiones | Ly Ly Ly Ly, L= ‘lﬁllax_ Ly
dl L, Ly Ly .. L L= Max L,
Tabla 2.4.1.2

d’ es minimax, si y sdlo st L= Min L.

Visto en un diagrama de arbol, lo que se esté haclendo es podar las ramas de sucesos
inclertos como si fuera a ocurrir lo "peor”, esto es, sustituyendo el nodo de incertidumbre por el
valor de la peor consecuencia (la pérdida méaxima) y posteriormente resolver como un problema
de decisién sin incertidumbre (quedarse con aquella decisidn cuya pérdida sea minima). Al
resolver ef problema del ejemplo 2.3.1 suponiendo que se asocié una funcién de pérdida, se
tiens un arbol de decisién como el de la figura 2.4.1.2. Por lo que al podar el srbol se obtiene ¢!

&rbol da decision de la figura 24.1.3.
/5

O——

\,\”

$ 0

/"/s“m0

O "1 5 0

d,
~2 \\
$200
3
T
..____._._llr..._—-—
O 50
\\

§500
Figura2.4.1.2
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I ’————-———-—-—g—-—-——SZOO

$500
Figura 24.1.3

Setoma el Min{0,200.500}=0 y se tiene que la decisién es

d" =d, = No invertir, con valor Minimax igual a 0.

2.4.2 CRITERIO OPTIMISTA (MAXMAX, MINMIN)

Consiste an eliminar la incertidumbre en un problema de decisién suponiendo que cada
decisién va a llevar a la mejor consecuencia. Hecho esto, se escoge la decision que produzca
la consecuencia mas favorable.

Cuando se estdn evaluando fas consecuencias con una funcién de utitidad, el criterio
optimista se conace como MAXMAX y para el caso de una funcién de pérdida el criterio recibe
el nombre de MINMIN.

CRITERIO MAXMAX

Asighada una funcién de wtilidad al problema de decisién, el modo de actuar “oprimista"
conduce al criterio MAXMAX. Este criteno consiste en maximizar la utiidad para cada decisién
fija y posteriormente buscar la decisidn que produzca fa maxima utilidad maxima. Esto es, d' es
Maxmax con valor Maxmax igual a U'(d"), st y sélo si

U'(d")= Adlg;rb"(d), donde U'(d)= MaxU(dw).

Lo anterior se visualiza en {a tabla 2.4.2.1.
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Sucesos incierfos
0, 0) 4 o, . 0,

U, U, Uy ... U Uy = Max U,
iU, U, U, Urn Uy = 1%?&(',”
Decisiones d,{ U, U, U, Uy U“. = j-AlI.Ia..x-U"
dn Unl Unl lln! ------ Um U’: = /.All_za_x:. U'!J
Tabla 2.4.2.1

d’ es Maxmax, sl y s6lo si U*= Max U,

En un diagrama de &rbol, se necesita podar las ramas de sucesos inciertos como si fuera
a ocurrir lo "mejor”, esto es, sustituyendo el nodo de incertidumbre por el valor de la mejor
consecuencia (la utilidad méxima) y posteriormente resolver como un problema de decisidn sin
incertidumbre (quedarse con aquelia decision cuya utilidad sea méxima),

Al resolver el problema de! ejempio 2.3.1, queda un drbol sin incertidumbre como ef de fa
figura 2.4.2.1, sa toma el Max{0,100,200}=200 y se tiene que la decislén es

d’ = d, = invertir en Celanese, con vaior Maxmax igual a 200.

50

$1av

Figura 2.4.2.1
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CRITERIO MINMIN
Asignada una funcién de pérdida al problema de decision, el modo de actuar “optimista”
conduce al criterio MINAMIN. Este criterio consiste en minimizar la pérdida para cada decision
fija y posteriormente buscar la decisién que produzca la minima pérdida minima. Esto es, d' es

Minmin con valor Minmin igual a L'(d") siy sélo si

L'd)= {tllﬁt L'(d), donde /. (d)= Ain Ldw).

Lo anterior se visualiza en la tabla 2.4.2.2.

Sucesos inciertos

@, «, Wy o,
d| Ly L L .. L. E\"[_%’Z"f_’q,
bl b b e he Mk
Decisiones oy} Ly Ly Ly L. L.’=,M':,'_f,[‘ll
d| Ly Ln Ly .. L, L= Min L,
Tabla 24.2.2

d" es Minmin, si y sélo si L*= Min L.
mil,.n

Visto en un diagrama de arbol, lo que se estd haciendo es podar las ramas de sucesos
inciertos como si fuera a ocurrir lo "mejor”, esto es, sustituyendo el nodo de incertidumbre por el
valor de la mejor consecuencia (la pérdida minima) y posteriormente resolver como un
problema de decisién sin incertidumbre (quedarnos con aquella decisién cuya pérdida sea
minima). Al resolver el problema del ejemplo 2.3.1, se le debe asociar una funcién de pérdida,
con esto se tiene un arbol de decisién como el de la figura 2.4.1.2. Por lo que al podar el arbol
se obtiene el arbol de decision de la figura 2.4.2.2, se toma el Ain{0,~100,~200}= 200 y se
tiene que la decisién es

d" =d, = Invertir en Celanese, con valor Minmin igual a -200.
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$0

C"
] I

$-200
Figura 2.4.2.2

RESUMEN

La manera de solucionar un problema de decisién, ya sea actuando de manera pesimista
u optimista se puede sintetizar de ia siguiente manera:

Dados (D,Q,C,<) se puede actuar de manera "OPTIMISTA" o "PESIMISTA".

Si 1a relacion de preferencias se encuentra expresada a través de una funcion de utilidad
U(d,n), se es "PESIMISTA" siempre y cuando se aplique MAXIMIN y se es "OPTIMISTA" si

se aplica MAXMAX.

Sl la relacién de preferencias se encuentra expresada a través de una funcion de pérdida
L(dw), se es "PESIMISTA" siempre y cuando se aplique MINIMAX y se es "OPTIMISTA" si y

sdlo 5i se aplica MINMIN.

Los criterios de solucion estudiados hasta el momento, se pueden aplicar sin importar
cudl sea la cardinalidad de los conjuntos D,Q y C, basta con que existan los minimos y
maximos respectivos. Ademas son aplicables aln cuando las consecuencias no sean
numéricas.

Estos criterios, tienen una caracteristica muy importante y es el hecho de que no
incorporan probabilidades, lo cual puede llevar a tomar decisiones poco acertadas. Por
ejemplo, en el problema de la Bolsa (con una funcién de utilidad asociado a él) cuando se
actud de forma optimista, se decidi6 invertir en Celanese porque de esa manera se podia
obtener la utilidad mas alta. Sin embargo, la probabilidad de no ganar dicha utilidad es de 0.6,
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que es una probabilidad que puede ser considerablemente alta. En general, en un problema de
decisidn resuelto con el criterio Maxmax, se puede optar por la decision que reporta la mejor
consecuencia aunque la probabilidad de que ocurra el evento que la genera sea pequedia.
Situaciones andlogas ocurren con los demas criterios vistos en esta seccidn.

2.4.3 CRITERIO DE LA CONSECUENCIA MAS PROBABLE

El criterio de la consecuencia mds probable (c.m.p.) consiste en eliminar la incertidumbre
de un problema de decisién suponiendo que cada decision llevara a la consecuencia que tiene
asignada la mayor probabilidad. Hecho esto, se resuelve como un problema de decisidn sin
incertidumbre, esto es, se elige la decisidn que produzca la consecuencia mas favorable.

Si se tiene asignada una funcidn de utiidad, Udw), d° es la decisién via la
consecuencia mas probable con valor de la consecuencia mas probable igual a U'(d"), sty
solo si

U'd')y= 1}14%: U'(d)
donde
U'(d)= U(d,w,) con w, € tal que Mwy)2 Pm) para todo © €.

Si se tiene asignada una funcién de pérdida, L(d,w), d’ es ia decision via la
consecuencia més probable con valor de la consecuencia mas probabie iguai a L'(d"), si y séio
si

L')= Min ()
donde
L'(d)= L(dw,) con 0, eQ tal que Nw,)2 Pw) para todo © €,

Visto en un diagrama de arbol, se necesita podar las ramas, de tal manera que se
sustituya cada nodo de incertidumbre por el valor de la consecuencia (utilidad o pérdida) mas
probable. Posteriormente se debe proceder a resolver como un problema sin incertidumbre. Al
resolver el problema de la Bolsa, cuyo arbol de decisién aparece en |a Figura 2.3.3, se obtiene
un arbol podado como el de la figura 2.4.3.1. Por lo que la decisidn es invertir en Celanese con
valor de la consecuericia mas probable igual a 200.
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$0

112
$100
dy
$200
Figura 2.4.3.1

Esta manera de proceder para determinar la solucién a un problema de decision en
ambiente de incertidumbre parece ser una buena altemativa, ya que incorpora probabilidades.
Sin embargo, existen algunas dificultades que provocan que no quede definida su aplicacién o
que se llegue a soluciones poco satisfactorias. Ejemplos de esto son:

+ Si Q=R, la medida de probabilidad sobre Q seguramente serd una funcidn de
densidad de probabilidad (f.d.p.g.) [1(w) definida sobre un o -dlgebra en Q. En este caso
Pw)=0 para toda v € y como consecuencia no existe el evento mds probable. Sin embargo,
en algunas situaciones es posible definir algo parecido al suceso mas probable, la moda podria
fungir como el evento con mayor verosimilitud.

Por ejemplo, supongase que se liene una funcién de densidad como la de la figura
2.4.3.2. Todos los puntos tienen la misma probabilidad (cero), pero se podria pensar que "o,
es el mas probable".

27



(w)

m

Figura 2.4.3.2

Si la situacién se presenta como la de la figura 2.4.3.3 w, y @, se podrian considerar
como los mus probables.

()

00 0l

: e . ~

Figura 24.3.3
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Por supuesto, si en un problema de decision Q= {6,6,..0,} Yy

Pw))= Plo,)=.= Plu,)= —‘~, ¢l criterio de la consscuencia mds probable queda indefinido.
n

» En el problema de la Bolsa supéngase que P(w,)=03, Nw,)=04 y Kw,)=03. El
criterio de la consecuencia mas probable origina un drbol podado como el de Ia figura 2.4.3.4.
De ahi que todas las decisiones sean igualmente preferibies.

Figura 2.4.3.4

« i shora, para el probiema de Ia Bolsa se tiefie un érbol como el de la figura 2.4.3.5 y si
los eventos de Interés tienen probabilidades Mw,)=0.3, Kw,)=04 y Ko,)=0.3, el criterio de
la consecuencia més probable establece que todas las decislones son igualmente preferibles.

Sin embargo, es claro que d, es la "mejor opcion”.
/ ‘
m.ﬂ&r—-———

10,000
$ ¢

O

/=
N

L]

Figura 2.4.3.5
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Por supuesto, si en un problema de decision Q= {0,w,..0,) Y

P )= P,)=.= P(m,,):—l— , €l criterio de la consecuencia mas probable queda indefinido.
m

+ En el problema de la Bolsa supongase que Aw,)=0.3, Nw,)=04 y Ka,)=03. El
criterio de la consecuencia mas probable origina un arbol podado como el de la figura 2.4.3.4,
De ahl que todas las decisiones sean iguaimente preferibles.

d

A —

\
50

Figura 2.4.3.4

« Si ahora, para el problema de la Bolsa se tiene un drbo! como el de la figura 24.3.5 y si
los eventos de interés tienen probabilldades Xw,)=0.3, AXw,)=04 y Mw,)=0.3, el citerio de
la consecuencia mas probable establece que todas las decisiones son igualmente preferibles.
Sin embargo, es claro que d es la "mejor opcion'.
$10,000

$5.000
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Figura 2.4.3.5
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Como se ha visto, esta manera de proceder lleva frecuentemente a soluciones poco
satisfactorias. Esto se debe a que en la etapa de "podado” del arbol, el crilerio de la

consecuencia mas probable hace caso omiso del orden de preferencia enire consecuencias
que no estan asociadas al evento mas probable.

2.4.4 CRITERIO DE LA UTILIDAD (PERDIDA) ESPERADA MAXIMA (MINIMA)

Este es un criterio de solucion que toma en cuenta tanto las probabilidades de las
consecuencias como las preferencias de! decisor sobre las mismas. Este criterio consiste en
eliminar la incertidumbre de un problema de decisién asignande como consecuencia a cada
decision la utilidad (pérdida) esperada. La decision 6ptima es aquella que maximiza (minimiza)
la utilidad (pérdida) esperada, dicha decisién recibe el nombre de Decisidn de Bayes. El valor
esperado (maximo o minimo, segun el caso) se conoce como valor de Bayes.

Formalmente se dice que d' es decision de Bayes st y sélo si
Eyyey(U(d" 0)= Max Ey o (Udo)),

donde paracada d € D, E,,,(U(dw)) es el valor esperado de U(d») respecto a [l(w), una
medida de probabilidad sobre un o -élgebra en Q. El valor de Bayes es E,,(L_,,(U(d'.m)).

En términos de "Tabla" el criterio consiste en calcular
=Y u,Mo,) parai=12,.n
=l
y determinar d,, tal que
u, = Maxu,
j*l2.n
Por lo que el valor de Bayes es u, .

Planteado e! problema por un drbol de decisién como el de ia figura 2.3.2, el criterio o

principio de la utilidad esperada maxima consiste en sustituir el nodo de incertidumbre para
cada decision por E,(Udw)). De aqui, se obtiene un problema de decisién sin

incertidumbre, por lo que la decision sera aquella con el valor esperado maximo.

El criterio es andlogo en el caso de tener asociada al problema de decision con
incertidumbre una funcién de pérdida.
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Resolver el problema de la bolsa (Ejemplo 2.3.1) mediante el principio de la utilidad
esperada maxima implica determinar Ias utilidades esperadas para cada decision. Por lo que se

tiene,

EpyyUd, 0)= 0(41+0(.3)+0(.3)= 0,
E o Uy 0)= 100(.4)+0(.3)-200(.3)= 20,
Epyy Ul @)= 200(4)+0(.3)-500( 3= ~70.

De aqul que se obtenga un &rbol podado como el de la figura 2.4.4.1 y la decisidn optima
sea no invertir, con valor de Bayes igual a cero.

$0

ol.
I I 2
e § - 20

dl
Figura 2.4.4.1

Después de haber estudiado algunos criterios para elegir la decision dptima en un
problema de decisidn planteado en ambiente de Incertidumbre, surge la duda sobre qué criterio
adoptar. En la seccion 4 del capitulo 3, se demuestra que si el decisor esté de acuerdo con una
base axiomatica (referida en el mismo capitulo) para Ia teoria de la decision, el criterio que
deberd usar es el de fa utilidad (pérdida) esperada maxima (minima). En esta seccidn
unicamente se exhibe un ejemplo en el que se ilustra que el criterio de la pérdida esperada
minima es el que lleva a una solucién mas satisfactoria.

Ejemplo 2.4.4.1: Considere el arbol de decision de la figura 2.4.4.2 y suponga que tiene
asignada una funcién de pérdida.

31



/lu
/ \

[]
s

ol S
\4
Figura2.4.4.2

Si se es pesimista, io peor que puede pasar para ambas decisiones es perder 10, por lo
tanto, para un decisor que utiliza el criterio Minimax es exactamente lgual elegir &, o d,.

Si se es optimista (criterio Minmin), el decisor podré elegir indiscriminadamente entre d, y
d,, ya que lo mejor que puede pasar para ambas decisiones es perder 4.

Si 4 o C fueran, respectivamente, ios eventos con mayor probabilidad, el criterio de fa
cansecuencia mds probable lleva a la misma conclusion que los criterios Minimax y Minmin.

Supéngase ahora que (A )=p, AB)=q y XC)=1-p-q, con p,g >0, enlonces

Eydo)=10p + 5¢ +4(1 - p-q),
Epy(dy0)=10p +6g +4(1 - p~g)= By, (d0)4q,

de aqui que
Lo Lld0)< By Ldy,0),
por lo que el criterio de Bayes determina como solucién dptima a d,.

A pesar de que los criterios Minimax y Minmin concluyen que ambas decisiones son
igualmente preferibles, para cualquier decisor es evidente que d, es mus preferible a d,. Esto
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debido a que si ocurren los eventos 4 y C las pérdidas seran iguales para ambas decisiones
pero en caso de ocurrir B, d, produce una pérdida menor que «,. En este caso se dice que d,
domina dy y que por lo tanto d, es una decisién inadmisible. Et inica criterio con una solucién
razonable en casos como este es el de la pérdida esperada minima (0 criterio de Bayes),

DEFINICION 2.4.4.0 (Decision inadmisible). Sea Udw) una funcion de wilidad det
prablema de decisiin (DQ,C), dy € D es inadmisible si y sélo si existe d, € D tal que
Uld,,0)< Uld,0) para todo o €€}
Uldy,00)< Uld,,00,) para algiin o, Q.
En este caso se dice que d, domina a d,,.

Cabe aclarar que cuando se tiene una funcién de pérdida asociada al problema la
definicion es similar.

DEFINICION 2.4.4.2 (Decision admisible): Una decision dy €D es admisible si y sdlo si
no es inadmisible.

TEOREMA 2.4.4.1: Si d* ¢s la decision de Bayes del problema de decision (D,Q,C), donde
Q={0,0,..,0,} ¥ Xe,)>0 para i =12,..,m, entonces d" ex una decision admisible.
Demastracién: Si d' es la decision de Bayes, entonces
Ejy (UGd" 0)2 Ey, (U(d o)) paratoda d € D.
Supéngase que d' es inadmisible (no admisible), entonces existe d, tal que
U(d" w)< Uld,w) paratodo o e
Ud" 04)< U(dy,02,) para alglin oy €€,

Como Aw,)>0 paratoda i =1,2,..m
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Utd' 0)P(0)s Uld,m)w) para todo o €€
Uld" 0 )P ,)< Uld,,0,)P(wr,) para algin o, e€2.

En consecuencia

E UG’ 0))< Epyy (Uldyan)),
lo cual es una contradiccién con e! hecho de que d" es Ia decision de Bayes. Por lo tanto,
d’ es admisiblem

En un problema de decisién, en el que algin o, €Q tenga probabilidad cero, puede ser
que la decisién de Bayes no sea admisible, tal es el caso del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.4.2: Sea el problema de decisién con una funcién de pérdida expresada en
1a sigulente tabla

@, W, o,
d, 1 5 0
d, 1 0 0

con Moy)=4, Aw,)=0y P,)=4%.

Ya que E,, (Ld W)= Eney(L(dy0))=1 ambas son soluciones de Bayes, sin
embargo, d, es inadmisible. Por tanto, se tiene que «, es una decision de Bayes inadmisible.

En el caso en que D y C no son finitos puede suceder que la solucién de Bayes no sélo
sea inadmisible, sino que ni slquiera exista, esto se ilustra en el siguiente problema.

Ejemplo 2.4.4.3 (DeGroot, 1970). Considere un problema de decision en el que
Q= {00 ,,.0,,....} yque la funcion de pérdida /. asociada a ¢l esta dada por la tabla 2.4.4.1.
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Se probara que " es la tnica decision admisible y que sin embargo d' no es una decision de
Bayes para cualquier distribucién del pardmetro w . Mds adn, se probara que en este problema,
si #(w)> 0 para todo w (), la decision de Bayes no existe.

@, , W, w, W

'l T H ¥ ¥ o

a1 o i 1 i 1 e

d, 0 0 1 ] | I

dl o 0 0 ] | I

d, 0 0 0 0 1 e
Tabla2.44.1

Paratoda i = 1.2,..., L(d,®,,,)=] y L(d' w)={ paratodo v €S2,

en particular L(d",0,,)= 1.

En consecuencia no existe d, < D diferente a d" tal que
L(d,, )< L(d' ) paratoda © e,

y por tanto d" es admisible.

Por otro lado

0 sijsi
L('I"”’)z{l si j>i.

Entonces

L(d"l,(l)l)= I-(dnw;) sl j#i+]
Lid,.0,)< Ldyw,,)).
En consecuencia d, es inadmisible para todo i =12,....
Con lo que se tiene que la tinica decision admisible es d”.
Ahora, Ep(L(d"0)=Y + Pw)=1Y P@,) =1

i=1 i=l
de aqui que para algin k, € N

L B (L' 0)> Eny (L, )= Y Ko)

tekgel

35



ya que z Aw )=1.
1t

. . L.
Porlo que se tiene que d° no es una decision de Bayes.

Ademés F,,(L(d,0))= EP(m ;) por 1o que si Mw)>0para todo © 2, entonces

=l
Mw,, )> 0, de donde
Eyou LG 01> By (L(d,, ) para todo i = 1.2.....,

por lo tanto no existe la decision de Buyes.

De este problema también se concluye que si existe , tal que o, )>0y Aw,)=0 para
toda & > k,, entonces d, serd una decisidn de Bayes inadmisible para toda { > ky, con valor de

Bayes igual a 0.

2.5 PROBLEMAS DE DECISION SECUENCIAL

Aunque siempre es posible (en el caso finito) asociar un érbol de decisién a los
problemas con incertidumbre, no siempre resulta facil estructurarlo, ya que los nodos de
incertidumbre pueden llevar a su vez a nuevos nodos de incertidumbre. Sin embargo, la
complejidad serd solamente técnica. Un problema de este tipo se llustra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.5.1 (Smith, 1988): El dia que cumple 20 afios un paciente ingresa al hospital
con sintomas que sugieren que padece !a enfermedad 4 (con P(4)=0.4) o bien la enfermedad
B (con B)=0.6). Sl el paciente no se trata, sin importar la enfermedad (A o B) morira ese
mismo dfa con probabilidad 0.8 o bien sobrevivird con probabilidad 0.2. El responsable de
urgencias tiene 3 opciones excluyentes:

d,, no administrar tratamiento alguno;
d,, administrar la droga S;
d,, remitir a cirugla.

Tanto la droga como la cirugla son peligrasas. Sin importar la enfermedad, el paciente
puede morir en la operacién con probabilidad de 0.5 y también sin importar la enfermedad, la
droga puede causarle una reaccion fatal con probabilidad 0.2. Si el paciente sobrevive a los
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efectos adversos de la droga y tenia la enfermedad 4 puede que se cure (Probabilidad 0.5) o
quede igual. Si tenia la enfermedad B seguro queda igual. Si e! paciente sobrevive a la
operacién y tenla la enfermedad 4 se cura con probabilidad de 0.8 y queda igual con
probabilidad de 0.2. Si tenla la enfermedad 8 se cura con probabilidad de 0.4 y queda igual
con probabilidad de 0.6. Sano o curado el paciente liene una esperanza de vida de 50 afios.
Resolver el problema de decisién que tiene el responsable de urgencias pensando que las
consecuencias se miden por los afos de esperanza de vida del paciente.

Se recomienda construir el drbol de decisién asociado al problema, para que de esta
manera se tenga clara su estructura y poder resolver el problema a partir de &1,

Del nodo de decision se desprenden 3 ramas, ya que [ estd formado por 3 decisiones
(d,, d, y d\). Los sucesos inciertos involucrados en el problema dependen de la decisién que

se tome, por esto, los nodos de incertidumbre no seran los mismos en todas las decisiones.

Si se elige d, (no adminisirar tralamiento alguno) sélo puede ocumir que el paciente
musra con probabilidad de 0.8 o sobreviva con probabilidad de 0.2 y en este caso se lendria
una esperanza de vida de 50 aftos; de aqui que para d, se tenga una rama como la de la

Figura 2.5.1-1.
0 Ahos
"0
SW 50 Ahos

Figura 2.5.1-1

Si se elige 4, (administrar 1a droga S) puede suceder que se presente un efeclo fatal con
probabitidad de 0.2, lo cual obviamente lleva a una esperanza de vida de 0 aftos. Si el paciente
sobrevive, puede ser que tenga la enfermedad 4 o la enfermedad B con probabilidad de 0.4 y
0.6 respectivamente. Si padece fa enfermedad A se fiega a un nuevo nodo de incertidumbre,
ya que puede suceder que se cure con probabilidad de 0.5 (esperanza de vida igual a 60 afios)
o queds igual; si queda igual se genera un nodo de incertidumbre como el de d), ya que puede
suceder entonces que el pacienle muera (con probabilidad de 0.8) o sobreviva (con
probabilidad de 0.2) con esperanza de vida de 0 y 50 afios respectivamente. Si el paciente
padece la enfermedad # sabe con certiduinbre que quedara igual, y que por o tanlo, puede
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suceder que muera con probabilidad de 0.8 y esperanza de vida de 0 afios o sobreviva con
probabilidad de 0.2 y esperanza de vida de 50 aflos. Ver Figura 2.51-2,

0 Afos

reaccidn
fatal (0.2)

dy O cuia (0/5)/ 50 Ados

muere (08) - 2AMS
10 183CLI0- enf A(04) \ (
na (0.8} iQuet(0.5)

sobrevive (ON
musre (0 8) Ad 50 Afios
enl B \M 0 Afos

sobrevive (0 % 50 Atos

Figura 2.5.1-2

Para la decision «, se realiza un seguimiento analogo en los posibles sucesos inciertos y
se obtiene lo mosirado en la Figura 2.5.1-3.

0 Afos

muere 10 5) cura ( 50 Afos

AR
muere (0 8" 0Afos
igual (0 2)
enf A(04)
sobrevive (0.5) sobrevive 0\
02 50 Aos

enf B(06) <~ S0 Afes

cura (0)/

O muere W
gual (0.6 O

sobrevive (0.2)

0 Aios

50 Ahos
Figura 2.5.1-3

Con las tres ramas de decision seguidas de su respectivo nodo de incedidumbre y
consecuencias, queda conslituido el &rbol de decision, el cual se presenta en la figura 2.5.1.
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0 Ahos
m}a/
sobrevive {0.2) 50 Afos

0 Afos
reaccién
fatal (0.2)
cura

0~+0 oo
0ANos
no regecio” onl. A {0.4) O \ muomy
na (0.8) iqual {0.5) O

sobrevive (0.2 50 A
mugse (0.8) 03
enf. B(O.x O / g Aflos
3 sobmvivam 50 Afios

0 Afios

muerg (0.5] cura 9/ 50Afos
O O muere (08,7 0 Afios

iguet (0.2) O
onf. A(D.4
sabrevive (0.5)

sobrevive (0.2)

O 50 Ahos

onl. B (08 cura y;/ S0 Afos
O 0 Afios
muere (0
muat‘hf\ O

sobrevive (0.2)
50 Anos

Figura 2.5.1
Resolviendo via el criteria Maximin, se obtiene el arbol de la figura 2.5.2, de donde se
abserva que cualquier decision es Maximin con valor Maximin igual a 0 aflos.
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Figura2.56.2

Por el criterio AMaxmax resulta que el drbol podado queda como el de la figura 2.5.3, de
donde se obtiene que cualquier decisién es Mavmax con valor Maxmax de 50 ailos.

5040 o5
/
‘I
)
[ S,
\

5044 0s

Figura 2.5.3

Para resolver el problema via la consecuencia mas probable y via |a utilidad esperada, el
arbol se reducira a uno como el de la figura 2.3.1 tomando intersecciones de eventos.

Considere los siguientes eventos inciertos

w,, mofir por no tener tratamiento;

©,, vivir a pesar de no tener tratamiento;

w,, morir por reaccion fatal debido a la droga;

o, no tener reaccién a la droga, tener enfermedad A y curarse,

o, no tener reaccion a la droga, tener enfermedad .4, quedarse igual y morir por falla de
tratamiento;

©,, no tener reaccion a la droga, tener enfermedad A, quedarse igual y sobrevivir sin un
nuevo tratamiento,
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,. no tener reaccion a fa droga, tener enfermedad B y morir por falta de un nuevo tratamiento;

oy, no tener reaccion a la droga, tener enfermedad B, y sobrevivir sin un nuevo tratamiento,

), morir en la cirugia;

0o, SObTEvivir a la cirugla, tener la enfermedad A y curarse por la cirugia:

y,, sobrevivir a la cirugla, tener la enfermedad A, quedar igual y morir por faita de un nuevo
tratamiento,

0y, Sobrevivir a la cirugfa, tener la enfermedad A, quedar igual y sobrevivir aun sin un nuevo
tratamie nto;

03, Sobrevivir a la cirugla, tener fa enfermedad B y curarse por la cirugla;

0, Sobrevivir a la cirugia, tener la enfermedad BB, quedar igual y morir por {alta de un nuevo
tratamiento,

), Sobrevivir a a cirugla, tener la enfermedad B, quedar igual y sobrevivir ain sin un nuevo

tratamiento.

Con eslos nuevos eventos, el problema de decision original se puede representar con el arbol de ia

figura 2.5.4.

oy VAR o8
—

xz S04A0

04Aos

/m/ 5040
d.

) O 5 0dhos

t 50400
\\ OAAos

0dno

3 o 0408
% 0440

’,—:’JJ/ 0dAos
H 50480

\:’\ 50480

Od4Aos

1

RUELY
Figura 2.5.4
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Para poder implantar los criterios de la consecuencia mas probable y de la utilidad
esperada maxima al problema de decisién, es necesario determinar las probabilidades de los
eventos o, § =1.2,..,15. Se calculara la probabilidad de «,. El resto de las probabilidades se

obtienen de manera analoga.

o, es igual a la interseccion de los eventos {sobrevivir cirugia), {enfermedad A}, {quedar
igual} y {sobrevivir sin un nuevo tratamiento}. Sin embargo, en el contexto del problema, el
evento {sobrevivir sin un nuevo tratamiento} podria considerarse igual al evento {sobrevivir sin
tratamiento}, entonces

P(w ;)= P({sobrevivir cirugla}n{enfermedad A}n{quedar igual}~{sobrevivir sin

tratamiento}).

{sobrevivir sin tratamiento} es independiente a {sobrevivir cirugia} {enfermedad A4}y {quedar
igual}, por lo que

P(w )= P({sobrevivir cirugia}n{enfermedad A}n{quedar igual})/{sobrevivir sin

tratamiento}),
pero

P({sobrevivir cirugia)y{enfermedad 4)~{quedar igual})
= X{quedar igual} | {enfermedad 4)n(sobrevivir cirugia}) A {enfermedad A)r{sobrevivir
cirugia}),

entonces P(w,,) esiguala

P({quedar igual} i {enfermedad A)}~(sobrevivir cirugla)) X {enfermedad 4){sobrevivir
cirugla}) ( {sobrevivir sin tratamiento}).

{enfermedad .1} y {sobrevivir cirugia)} se pueden considerar independientes por el contexto del
problema, de aqui que P(w,,) es igual a

P({quedar igual} | {enfermedad A)~(sobrevivir cirugia)) P {enfermedad A4 })P({sobrevivir
cirugla}) P({sobrevivir sin tratamiento})=(.2)(.4)(.5)(.2)=.008
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Como se puede notar, en este caso, todo se reduce a multiplicar las probabilidades que
aparecen en una misma rama del &rbol inicial (figura 2.5.1). Por lo que las probabilidades de los
SUCes0s o, son

Mo,)=08 Pw,)=05
Pw,)=02 Pw,)=0.16
P©,)=0.2 P@,)=0.032

Pw,)=0.16 Kw,,)=0.008
Nw,)=0.128 Pw;)=0.12
Ka)=0.032 Pw,,)=0.144
Xw,)=0.384 Mo ,)=0.036
Awy)=0.096

Podando el &rbol via el criterio de la consecuencia mds probable se obtiene el drbol de la
figura 2.5.5, lo que origlna que cualquier decisién sea dptima via este criterio, con valor de la
cm.p.iguaia 0.

0ARos

0dfos

d 3

0ARos
Figura 2.6.5

Por el criterio de Bayes, se tiene
EpoLid,0)= 0(0.814-50(0.2)= 10

EpyosLtds6)= 0(0.2)+50(0.16)+0(0. 128)+50(0.032)+0(0.384)+50(0.096)= 14.4
Ep \U(d:.0)=0(05)+50(0.1 6)+0(0.032)+50(0.008)+50(0.12)+0(0.144)+50(0.036)=16.2
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En consecuencia, la decision de Bayes es intervenir quirirgicamente al paciente () con
valor de Bayes igual a 16.2 afos.

En este problema el criterio de la "Utilidad Esperada Mdxima" es el Gnico que establece
una distincién entre las 3 opciones involucradas e intuitivamente proporciona una decisién
razonable,

Este problema puede ser resuelto sin tener que reducir el arbol de la forma en que se
hizo ya que se puede resolver a partir de la estructura inicial (figura 2.5.1) "podando” de
derecha a izquierda y sustituyendo cada nodo por la utilidad esperada que le corresponda.

Los problemas de decision vistos hasta este momento presentan diferentes opciones
(decisiones), donde cada una, dependiendo de sucesos inciertos lleva a posibles
consecuencias. Sln embargo, existen problemas con una estructura aparentemente mas
compleja. Tal es el caso de un problema en el que se toma una decision y dependiendo del
suceso incierto que se presente a partir de tomar dicha decision, se debera tomar una nueva
decision (complementaria de |a primera) y as! suceslvamente. Ver figura 2.5.6.

'y
NN
4\

dO\S o~

Figura 2.5.6
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La manera de resolver estos problemas es podar cada arbo! de derecha a izquierda via
algun criterio de los estudiados. En el caso de "podarlo" via la utilidad (pérdida) esperada
maxima (minima), el valor de los nodos debera irse sustituyendo consecutivamente por los
valores esperados obtenidos en cada parte del proceso.

La solucidn de un problema de este estilo se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2,6.2 (Bernardo, 1981): Se dispone de dos urnas denotadas por 1 y Il. La urna |
contiene 3 bolas rojas y 2 blancas, la urna il contiene 5 rojas y 4 blancas. Ef juego consiste en
sacar un maximo de dos bolas. Por cada bola extraida se gana 100 pesos si es roja, y se
pierden 50 si es blanca. Por la primera extraccion no hay que pagar nada. Por la segunda
extraccion hay que pagar 50 pesos si se trata de la umna | y 25 si se trata de fa uma Ii.
Determinar Ia estrategia 6ptima para un jugador.

En este problema ef conjunto de decisiones esta formado por el conjunto de estrategias
de juego. Primero se debe decidir entre sacar una bola de la urna | (d,), sacarla de la urna il
(d,) 0 no sacar nada (d,). Cuando no se saca nada la estrategia termina ahl y corresponde a
la de no jugar. Cuando si se extrae una bola se debe decidir de cual urna, una vez extralda, se
observa su color y 3 continuacion se debe tornar ofra decision, sacar una segunda bola de la
urna | (d}), de la uma 1l (d; ) o no sacar ninguna hola (d; ). En cualquiera de las tres opciones,
la estrategia termina ahl, ya que por las condiciones dei juego, a lo mas se pueden sacar 2
bolas. Por lo tanto, el arbol de decision generado por este juego corresponde al de la figura
257
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Figura2.5.7

Como el &rbo! debe ser podado de derecha a izquierda, la primera parte de la solucidn

del problema consiste en resolver como problemas de decision independientes los que
corresponden a los nodos de decision N, N,, N,y N,.

Para N, se tiene:
E\(d})=150(})=75
E\(d})=175(3)+25(%)= 22 10833
E\(d})=100.

Y asi, andlogamente se tiens,
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para N, para N, ypara N,

E(d)= - ’—' =-1375 E\(d))=90 E(d))=-60
Eydy)=~4 =~ 5277 E(d})=100 E(d)= -2 =-3125
E,(d})= -so. E (d})=100, Ey(d})=-50.

con lo que se obtiene que la decision es d; para N,, d para N,, d; o d} para N, y d; para
- N,. Sustituyendo estos valores esperados en los nodos de decision correspondientes se

obtiene un arbol de decisién como el de la figura 2.5.8. Es importante recordar que la decision
final deberd ser la unién secuencial de las soluciones que fueron obtenidas en cada paso del
proceso de solucidn.

R{¥§

O

B(2/5)

100 (4] o d)

\/\

D/
I\

O

/

0(4\ 13: o)
Figura 2.5.8

Al resolver el problema de decisién representado por el drbol de la figura 2.5.8 se obtiene
que E(d|)=50, E(d,)=4166 y E(d,)=0, de aqui que la mejor opcién es aquélla asociada a
d,.

De lo anterior se concluye que la estrategia 6ptima es extraer una primera bola de la uma
], si sale roja se obliene una segunda de la uma Il, y si sale blanca de la urna |. La estrategia
tiene un valor esperado (valor de Bayes) de 50 pesos.

2.6 INTERPRETACIONES DE LA PROBABILIDAD

Como se ha visto en este capitulo algunos criterios de solucién para el problema de
decisidn definido por (D.,C <) ; requieren una medida de probabilidad sobre un ¢ -algebra
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definido en €). Es por esto que resulta importante disculir acerca de las diferentes
interpretaciones y formas de asignar una probabilidad.

Existen fundamentalmente tres enfoques de la probabilidad: Cldsico. Frecuemtista y
Subjetivo.

En un principio, la probabilidad estaba asociada a fos juegos de azar. Uno de fos mas
comunes es ef de lanzamiento de monedas, en donde los eventos de interés son aguila y sol,

Si la moneda es honesia P(aguila)=1 y P(sol)=4, es decir, los dos eventos tienen la
misma probabilidad; esta equldad de probabilidades da lugar a la definicidn cldsica de
probabilidad.

DEFINICION 2.6.1 (Probabilidad clisica (Mood, Graybill and Boes, 1974). Si un
experimento aleatorio puede resultar en n eventos mutuamente excluyentes ¢ igualmente
verasimiles y si n, de cllos tienen el atribute A, entonces la prohabilidad de A es la fraccion

n,
"';‘.

Este concepto de probabilidad es insuficiente ya que se limita a ser aplicable a un ndmero
muy reducido de casos: aquéilos en los que haya equiprobabitidad y en donde el espacio de
sucesas inciertos es finito. Esto se ilustra en tos siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.6.1: Calcular 1a probabilidad de extraer un nimero par dentro del total de

nimeros naturales. Intuitivamente esta probabilidad deberia ser %, ya que de 1 a 2N existen

N nimeros pares, y aplicando la definicién 2.6.1, se tiene que:

P (Sacar un par entre 1 y 2N )=

SES
N‘[--

Desafortunadamente, como el conjunto de (os Naturales es infinito, no es posible aplicar
la definicién 2.6.1 para calcular la probabilidad de! evento de interés. Sdlo se podria obtener la
probabilidad de sacar un nimero par en un subconjunto finito de los naturales.
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Ejemplo 2.6.2: Se desea calcular la probabilidad de obtener un aguila al lanzar una
moneda "no honesta".

Debido a que la moneda esta "cargada” el enfoque clasico no es aplicable. Para definir
I 4guila) se puede pensar en lanzar la moneda “varias veces" (n veces) y aproximar

, .
A guila) = No. de,tigmlas
!

forma de proceder origina la definicidn frecuentista de la probabilidad.

, donde n es el nimero total de lanzamientos realizados. Esta

DEFINICION 2.6.2 (Probabilidad frecuentista). Si un experimento se puede repetir un
mimero ilimitado de veces en las mismas condiciones y para un mimero n de repeticiones del
experimento el atributo A ocurrié n, veces, entonces la probabilidud del evento A se define
como

MA)=lim Ly

Lol /]

Volviendo al ejemplo, cuando la moneda es "honesta", la definicién clasica es aplicable.
Cuando no y se tiene a la mano la moneda, es posible lanzarla un numero grande de veces,
contar el nimero de dguilas sobre el total de lanzamientos y usar la definicién frecuentista. Sin
embargo, i la moneda no es honesta y no se tiene acceso a la misma, es Imposible asignar la
probabilidad de aguila mediante el enfoque frecuentista.

Aln sin lanzar la moneda es muy factible que un decisor pueda hacer afirmaciones sobre
la probabilidad de 4guila si se le ofrecen opciones (lorerias) del estilo

I, ={1000 con PA4), Ocon AS)).
, ={1000 con P=0.5, Ocon P=0.5},

ya que si elige /, estara diciendo que la probabilidad de &guila es mayor a 0.5 y en caso de
elegir /,, lo que el decisor estaria pensando es que la probabilidad de dguila es menor a 0.5.

Ademads, si estas loterfas se ofrecen a distintos individuos, lo mas seguro es que evallen

la probabilidad de é&guila en forma diferente; lo cual sugiere que no existen probabilidades
absolutas sino subjetivas.
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Se podria pensar que la probabilidad de éguila asignada con el enfoque frecuentista es

“absoluta” ya que si se lanza 100 veces la moneda y se cuentan las dguilas que salieron, la
No. de dguilas
100

subjetiva, ya que se esta considerando que 100 lanzamientos son suficientes para aproximar el

probabilidad “verdadera" sera . Sin embargo, esta probabilidad también es

. . . ;
lim—4 | esto es, se estd siendo subjetivo al evaluar el nimero “razonable" de repeticiones;

nee p
ademds de que se supone que los lanzamlentos de fa moneda siempre se realizan en
condiciones idénticas. La definicion clésica tfambién requiere de un aspecto subjetivo para
determinar probabilidades, ya que es necesario suponer que fos evenlos Son igualmente
verasimiles.

El enfoque clasico también asigna probabilidades condicionales, ya que determina fa
probabilidad de obtener dguila dado que la moneda es honesta,

Por todo lo anterior, el enfoque de probabilidad que parece resultar mas atractivo en los
problemas de declsién es el de probabilidad subjetiva. La formalizacién de este enfoque se

estudiard en el capltulo siguiente, debido & que para elio se requiere de los Axiomas de
Coherencia de la Teorla de la Decisién.

Es importante hacer notar que por dificil que sea, las personas son capaces de cuantificar

de manera consciente o inconsciente su incertidumbre en términos de probabilidades. Adn
cuando no se pueda hablar de equiprobabilidad ni de repeticiones de experimentos.
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CAPITULO 3

TRATAMIENTO AXIOMATICO DE LA TEORIA DE LA DECISION

En el capltulo anterior se definié la estructura de un problema de decisién y se estudiaron
diferentes criterios para determinar la manera dptima de proceder, todo esto, en el contexto de
fa Teorfa de la Decisidn. Ahora, en este capituio, se fundamenta lal teoria mediante una base
axiomatica formada por los flamados Axiomas de Coherencia, los cuales permiten definir
formalmente los conceptos de probabilidad y utilidad. Se demuestra que el unico criterio
consistente con los principios axiométicos es el de la Utilidad (pérdida) esperada Mdxima

(minima).

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de resolver un problema de decision
en ambiente de incerlidumbre es determinar aquella forma de actuar que resulte 6ptima para e
decisor y que ademas sea "razonable” en algin sentido. La racionalidad, en un problema de
decisidn, se debe hacer presente en ja forma de eiegir acciones en situaciones de
incertidumbre y representar creencias con respecto a los eventos relevanies que se ven
involucrados en él. Dicha raclonalidad se basa en los Axiomas de Coherencla, jos cuales
gablernan los patrones para determinar relaclones de preferencia entre opclones.

Es importante sefalar que los axiomas de coherencia son prescriptivos y no descriptivos,
esto es, Indican en cierfa manera fa forma en la que un decisor deberia expresar sus
preferencias mas no describe la manera en fa que generaimente actila en fa vida practica.

En conclusion, los Axiomas de Coherencia son una respuesta natural a fa intencidn de
tener un comporfamiento coherente en el momento de tomar decisiones en ambiente de
inceriidumbre. Tales axiomas son abordados en este trabajo de manera intuitiva, algunas
referencias a un tratamiento mds formal son Rubin (1987), Lindley (1982), Lane and Sudderth
(1983) y Bernardo y Smith (1994).
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3.1 AXIOMAS DE COHERENCIA

Con frecuencia, y de manera natural, un decisor expresa sus preferencias entre las
distintas opciones que se le presentan. Una opcién es una situacidn en 1a que se obtiene la
consecuencia c, si sucede 4, la ¢, sisucede 4,, ..., y la ¢, sisucede 4,. Dicha opcién también
es llamada loteria y se denota por

1={e, A6, Ay e A4)

De esta definicion de opcidn se concluye inmediatamente que cada uno de los elementos
del espacio de decisiones son opclones, ya que las decisiones de un problema de decision
pueden ser escritas como

di={e 0.0, 0y, 16y, O}

dy={ey 0,6 03y, e Ly Oy, )

De igual manera las consecuencias son casos particulares de opciones, pues se pueden
escribir como

c={c Q).
Para simplificar 1a notacion ¢ sera usada tanto para denotar a la consecuencia misma
como para referirse a ella como un caso particular de decision.

El concepto de preferencia es muy comin y natural en la vida cotidiana. Cada individuo
generalmente estd capacitado para manifestar sus preferencias, aunque ello en algunas
ocasiones pueda resultar complicado. Para expresar tales preferencias, se define la relacion de
orden entre opciones, esto es, /, >/, si se prefiere la opcién /, a la opcion J,, 1, 21, sila opcion
l, resulta mas o igualmente preferible a la opcion /, y /~/, si las opciones /, y J, son
iguaimente preferibles (de modo andlogo se interpreta J, </, y J, £1,). Como las consecuencias
son casos particulares de las opciones se puede utilizar esta misma relacion de orden entre
ellas.

Si se aspira a hacer una eleccién racional entre opciones alternativas, se deberia al

menos estar en condiciones de expresar preferencias entre las opciones que se presentan.
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Ademds, para el conjunto de consecuencias restlta razonable pensar que se puede encontrar
una consecuencia suprema ¢ y una consecuencia infima ¢, pertenecientes o no a ¢’ tales que
para cualquier ¢ € sucede que ¢, S¢S ¢'; esto se resume en el siguiente axioma

AXIOMA 1 (Comparabilidad): Para cada par de opciones 1, 3 1y, es cierta una y sdlo tua de lus
siguientes refaciones: 1, > by, §, <1, 0 l~ly. Ademds existen dos consecuencias ¢ y e, tales que

¢, <c yparatoda v e C sucede que e, Sese’.

De este axioma se implica la comparabilidad entre consecuencias y verosimilitudes. La
comparabilidad entre consecuencias es inmediata debido a que éstas son casos patticulares de
opciones y por lo tanto les es aplicable el axioma. Algo similar ocurre con las verosimilitudes,
pues cualquier suceso . perteneciente a 0 se puede identificar como una opcién.

Si se comparan las opciones I‘={c'~A L ¢ AYy h={c" B, ¢, B} se estan comparando las
verosimilitudes de los eventos A y B perenecientes a Q. Esta comparabilidad entre
verosimilitudes se estudia mas detalladamente en la seccidn (3.2).

Resulta natural pensar que el decisor debe ser transitivo al expresar sus preferencias, ya
que no es razonable que se prefiers (a opcién f, a l, y I, a f,, y que ademas se afirme que f,
es mas preferible que /,. Esta condicién de transitividad se plantea en el siguiente axioma

AXIOMA 2 {Transitividad): Si I, >1, y 1, >1,, entonces |, > {,. Andlogamente, st i~l, y f,~1,,

entimees I~y y il <1y y 1y <y, entonces § <1,

Este axioma se justifica intuitivamente por reduccion al absurdo.

Supéngase que e! decisor prefiere /, a I, y /, a I,, enlonces estaria dispuesto a pagar
una cantidad x, (en especle o dinero) para pasar de /, a I,, y por el mismo razonamiento
estaria dispuesto a pagar ofra cantidad x, por pasar de /, a /,. Si ademds se supone que el
decisor es intransitivo y prefiere /; a /,, entonces deberia estar dispuesto a pagar otra cantidad
x, para pasar de /, a /,. Por lo tanto el decisor habria vuelto a la opcién inicial después de
haber pagado una cantidad de dinero equivalente a x, +x, +x,. Oe acuerdo con (o anterior, el

decisor podria repetir este proceso intercambiando opciones hasta quedarse sin recursos, y
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obviamente, sin haber obtenido ningin beneficio adicional. Con fa discusion anterior se
concluye que es conveniente ser transitivo al manifestar preferencias.

Es logico pensar que existen opciones /, y /, tales que /; es preferible a J, cuando se
presenta el evento A, pero que no lo es cuando éste no se presenta. Sin embargo, hay
apciones que son preferibles tanto cuando se presenta el evento como cuando no se presenta.
Por ejemplo, si un decisor prefiere la opcién /, a la /; cuando llueve y cuando no fiueve,
entonces se dice simplemente que “ia opcidn {, es preferible a la opcién [,".

AXIOMA 2 (Sustitucion y Dominancia): Si |, > 1, cuando sucede 4 y |, > 1, cuando sucede A°,
entonces ), > )y, De igual manera, si {~l, cuando sucede A y I~)y cuando sucede A°, entonces
L~

Este axioma plantea que si en general se tienen dos opclones /, y /, definidas como
{ey:d €y 4y v ey A}y (et dien 4y, ., ¢4, ) respectivamente, ¥ se cumple que las
consecuenclas de la primera opcidn dominan a las de la segunda, esto es, ¢, 2 ¢, paratoda i ,
entonces, /, 2 /,. Si ademds existe una j tal que ¢, > c,;, sucedera que {, > 1,

Como resultado de este axioma se liene que si dos opciones {, y /, son iguaimente
preferibles dado A4 y A°, entonces son equivaientes y en consecuencia, podrén ser
intercambiadas. Derivado de este principio de sustitucion se puede reemplazar en una opcién
una cansecuencia por ofra opcién que 6ea equivalente a dicha consecuencia. Esto es, si s¢
tiene /,={c, 4, c; A°}y ¢~} se cumple que /,~), donde |;={l, 4, ¢, 4°}.

Por otra parte, se ha hecho hincapié en que e! decisor que pretenda resolver
razonablemente sus problemas de decisién debe medir (de manera cuantitativa) la informacién
inicial con que cuenta, asi camo sus preferencias.

Este valor no podrd ser expresado explicitamente si no se cuenta tanto can una unidad
de medida como con un mecanismo que facilite su oblencién. Con esta finalidad se plantea que
es posible imaginar métodos para seleccionar puntos al azar dentro de! cuadrado unitario (no
o8 necesario que estos mecanismos se construyan fisicamenie). Es importante considerar que
los mecanismos que generan punios aleatorios cumplan con que todos los puntos tengan Is
misma verosimilitud de ser seleccionados.
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Dichos mecanismos son faciles de construir, por ejemplo, si se piensa en una ruleta de
circunferencia igual a la unidad, se toma la longitud de! arco que separa el origen
predelerminado del punto sefalado por 1a aguja, obteniendo de esta manera un nimero
aleatorio X" €[0.1]. Con una repeticién del experimento se obtendrd otro punto ¥ &[0,1]. Los

nameros “x" y " y" son las coordenadas del punto = =(x ).

En este experimento surge un problema, si la aguja coincide con el punto sefialado como
origen, entonces, qué valor tomar? Para resolver este dilema se propone lanzar una imoneda
"honesta” para decidir si se considera como longitud 0 6 1. Otro ejemplo serfa tomar las
observaciones mediante fa distribucion uniforme en el intervalo [0,1] a través de un programa

computacional de simulacién, A partir de lo discutido anteriormente se llega al siguiente axioma

AXIOMA 4 (Suceso de referencla, experimento auxlllar): El decisor puede imaginar un
procedimiento para generar un punto aleatorio Z en el cuadrado unitario contenido en ? | esto
es, un punto z=(xy) en I={01]x[0,1] tal que para cualquier par de regiones R, R, de | el
suceso {Z € R} le resulta menos verosimil que el suceso {Z e R,} si y solo si, el drea de R, es
menor que la de R,.

Para simplificar la notacion R sera utilizado tanto para referirse a la region del cuadrado
como al suceso de que el punto aleatorio se localice en tal region.

Como es evidente, el axioma construye un mecanismo con el cual se puede medir
mediante comparaciones, que tan deseables son [as opciones. Las opciones son de la forma
k=’ R.c. R
donde R[] =[o.]x[o1).

Dicha opcion significa que se obtiene [a mejor consecuencia si sucede ef evento {Z e R},
pero en caso de ocurrir el suceso {Z € R} se obtiene ia peor consecuencia.

La medida que dé el decisor a partir de expresar sus preferencias entre opciones debe
ser precisa. Esla precision se puede garantizar al considerar que el conjunto {/; Rc /) es
denso con respecto a la refacidn (~). Es decir, que se pueda asegurar que para cada /, existe
una regién R contenida en / tal que se llega a la relacion /~/,. La densidad del conjunto

55



formado por los /, se sustenia en la densidad de los nimeros reales. El conceplo de precision
se aborda en el siguiente postulado

AXIOMA 6 (Axloma de la medida precisa de preferencla): Para todu opcion 1, existe una
region R contenicda en 1ol que 1~1,

Intuitivamente existe R tal que /~/,, ya que sl /, se compara con opciones /. con R(x)
un rectdngulo de lado x y altura 1, por la densidad en los reales debe existir un x, e[0,1] tal
que |~y -

Estos axiomas son Utiles en la construccion formal de las definiciones de probabilidad y
utilidad.

3.2 DEFINICION DE PROBABILIDAD

En el capltulo anterior se habld de la necesidad de utilizar el enfoque subjetivo para
abordar el concepto de probabilidad. Mediante este enfoque la probabilidad ser& considerada
como un grado de creencia.

Anteriormenle no se pudo dar una definicion formal de probabilidad porque era necesario
introduclr los Axiomas de Coherencia; ahora que se han presentado se cuenta con los
elementos necesarios para definirla. La definiclon se obtiene a partir de establecer preferencias
entre las verosimilitudes de los sucesos, considerandolos casos particulares de opciones,

Sea d, e D definido como opcién, entonces d,={c, B,.c, B, ..., ¢, B,}, donde ¢, denota
la consecuencia de adoptar la decision d, dado que ocurri el evento B,

Considere el conjunto ), definido como la unidn del conjunto D y el conjunto de las
opciones de la forma c¢={c¢ Q} que corresponden a las consecuencias.

De igual manera, cualquier suceso 4 que pertenece a Q se puede identificar como una
opcién d,, con d = {¢' A,c. A'). donde ¢’y c, son las consecuencias extremas del axioma
1. La opcidn d, se puede considerar como "el evento A",
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Se define D, como el conjunto unién de D, con el conjunto de opciones de la forma d,
con AeQ. Sean d,y d, elementos de D),, por el Axioma 1 ocurre una de las siguientes
situaciones

w) d.l <d,,
u) d'4 >d‘,
w) d ~dy.

) implica que B es mds crelble que 4, i) que B es menos creible que 4 y por supuesto,
w) Indica que 4 y B son Igualmente verosimiles o crefbles.

Un suceso R c [ referido en el axioma 4 también se escribe como una opcién. Lidmese a
esta opcion d,, entonces, d,={c’ R, c. R°).

Si ahora se define D; como la unién del conjunto de las opciones d,, con D), y se toman
dos elementos de éste, d, y dy;, se tiene que por el axioma 1 se cumplira alguna de las tres

relaciones siguientes:

w’ d" <(lQ
ul) (1« > dl’
W) dy~dy.

w) implica que el drea de R es menor que el drea de (), esto es, A(R)< A(Q). lo cual
indica que de generar un punto aleatorio Z (con las caracteristicas del axioma 4), serfa mas
creible que este cayera en ( que en R. En ofras palabras, se diria que "Q es mas crelble que
R". ) Indica que ) es menos crelble que R (A(R)> A(Q)) y «) significa que R y Q son
igualmente creibles (A(R)= 4(Q)).

Ahora, por el axioma 1, se tiene que d, (donde 4€Q) y d, (donde R ') son opciones
comparables y en consecuencia ocurre una de las tres siguientes afirmaciones

w) d,l <dk
!m) d.l >‘1R
w; ‘l.a”dk.

Estas relaciones sugieren que si se presenta w) cualquier medida de a incertidumbre que
se asocie al evento 4 debe ser menor que el area de R. Si ocurre w) cualquier medida de la
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Incertidumbre que se asocie al evento {4 debe ser mayor que el 4rea de R. En el caso de
tener la condicién «z) el drea de R cuantifica la inceridumbre del evento A. Esto sugiere ia

siguiente definicidn.

DEFINICION 3.2 Sea AcQ un suceso incierto relevante. La probabilidad de A o las
condiciones H, que se demota por PAH) se define comu el drea de wuna region
Re1=[o]x[o1] al que d ~dy, estoes, {¢" A, ¢, A)~(c" R a R}

Por simplicidad de notacién se expresard, cuando no haya confusién, con X4) la
probabilidad condicional de 4 dado 4, en lugar de P{4|H).

Por el axioma 5, existe R tal que d ~d,, y por tanto la probabilidad esta definida para
cualquier suceso 4.

Ademds de probar la existencia, es necesario verificar que la definicién establecida da un
valor tnico a la probabilidad de A. Siexisten Ry R contenidas en /[ tales que
d.«“dk' y
d ~dy.
por el axioma 2 (transitividad) se tiene que d,~d,. y por el axioma 4
Area(R")= Area(R)= P(4);
de esta forma se concluye que la probabilidad de un evento es unica.

La definicion sugiere una nueva forma para denotar una opcidn en general. Dicha
notacién es ! ={c, £.c, P, ..., ¢, 1)}, 1a cual conduce a la consecuencia ¢, con probabilidad F,
¢, con probabilidad £, ...,y ¢, con probabilidad /.

La definicidn 3.2.1 satisface los lamados axiomas de Kolmogorov.

TEOREMA 3.2.1 Cualesquicra que sean las condiciones de referencia H, la medida de
probabilidad verifica
(i) Paratodo suceso A, 0S PAHS1 y PH[H)=1
(ii) Si Ay B son dos sucesos excluyentes dado H,
P4V B H= PA|H}+ P(B|H)
(iii) Para todo par de sucesos A y B,
AN B = RA|H)PB| A, H)= PBHYPA|B,H).
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La demaostracion de este teorema aparece en Bemardo (1981).

3.3 DEFINICION DE UTILIDAD

Es necesario formalizar |a definicién de utilidad, ya que ésta mide las preferencias que el
decisor liene sobre las posibles consecuencias de tomar una u otra decision. De manera
andloga a la definicidn 3.2.1 surge la definicién de utilidad, la cual estd basada en los axiomas
de coherencia.

La utilidad de cada consecuencia, debido a su construccion, sera un nimero del intervalo
[0,1), ¥ las utilidades de las consecuencias extremas ¢, ¢, seran 1y 0 respectivamente.

Sea c eC, entonces c={c Q}e Dy. Por el axioma de la medicion precisa, existe Rc /
talque {c Q}~{c’ R.c R°).Esta relacién permite definir una utilidad para cada c.

DEFINICION 3.3.1. Sea ¢ €C, la tilidad candnica de la consecuencia ¢ que se denota
por u(c) se define como el drea de una region Rc I =[0,l]!, tal que fc' QY ~ fc' R, ¢, R).
De esta forma, para toda cansecuencia ¢ se tiene que e~fc' ue), ¢ V=u(c)), esto debido a
que Area(R)=u(c).

Para garantizar que u{c) define una funcién de utilidad, es necesario demostrar que si
¢ <&y, entonces 1(c))< u(c,). Esto se demostrara por contradiccion.

Si¢ <0y, entonces {¢, Q}<{c, Q),

por la definicidn de utilidad y el axioma 3 (sustitucién), se tiene que
{" R RY<{e" Qe ©) (1
donde R y O sontales que n(c,)= Area(R) y u(c,)= Area(Q)).

Por otro lado, si u(c,)2u(c,). implica que Area(R)2 Area((?), y como consecuencia del

experimento auxiliar (axioma 4) se tiene que
{¢" R.ca RY2{c Qe )
lo que contradice la relacion (1) y por lo tanto u(c,)< u(c,).
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La existencia y unicidad de la utilidad son también resullado de los axiomas de
coherencia, y su demastracion se lleva a cabo de manera analoga a lo hecho para la definicion
de probabiidad.

3.4 PRINCIPIO DE UTILIDAD (PERDIDA) ESPERADA MAXIMA (MINIMA)

En las dos secciones anteriores se definieron mediante los axiomas de coherencia los
conceplos de probabilidad y utilidad. Estos dos conceplos permiten al decisor asignar una
medida a la verosimilitud de los sucesos inciertos y proporcionar también una medida de sus
preferencias entre las diferentes consecuencias.

La intencidn ahora, es poder asignar un "nGmero" a cada decision, el cual mida de alguna
manera las preferencias entre decisiones. Esto es, se establecerd un orden entre las
decisiones. En esta seccién se demuestra que el orden en /) consistente con los axiomas de
coherencia esta dado por @l principio de Utilidad (pérdida) esperada maxima (minima).

En conclusién, si al plantearse un problema de decisién, el decisor estd de acuerdo con
los Axiomas de Coherencia, entonces existird una medida de la probabilidad sobre los sucesos
de interés y una utilidad sobre las consecuencias. Como resultado de lo anterior, se tiene que la
manera racional de resolver el problema es buscar aquella opcién que maximiza (minimiza) la
utilidad {pérdida) esperada.

Por claridad, en este trabajo se presenta el caso en el que D y Q son finitos, sin embargo
los resultados se pueden generalizar a problemas donde tales elementos son infinitos. En
Bernardo y Smith (1994) se discute el caso més general.

Sea {Il=(q| "Ll'(‘iz AI!’ e Cm, Amv )

Por definicidn de utilidad candnica se tiene
{c, Q}~ {c" R,c R,,‘} conR, cl.

i
Por el axioma de sustitucién (axioma 3) aplicado sobre las consecuencias, se tiene

‘IIQ((C' R:l' Ce Rlll’l ‘4:I' (C. R«z- G R,;}I ‘411""'(“‘ R ) G le,‘” Am, )

im,

Entonces
A" RinAp e R OVAy ¢ Ry Ay e RY N Aye” Ry A A, e R NA, )L
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por lo que finalmente

defe’ URnd, e URSNd,) e
1<) i~!
i=12,k

Ahora si d, <d,, entances por (1)

 Uk,ndyee URSnd)<te URyndy,. e UI R, A dy) @)
J=l el 121 I=
Por la definicién de probabilidad (3.2.1) ocurre (2) si y sdlo si
P(Ul R, M 4,)< P(q Ry dy) (3)
= Je

Como los eventos 4, gon excluyentes, los elementos en la unién también lo son, y por lo tanto,

por el teorema 3.2.1 se tiene
LY ”,
AUM, AR)) =Y A4,NR,). ()
el 7l
Por el axioma 4 (experimento auxiliar) y el teorema 3.2.1

n »
l‘él’(A,,. AR) =D P4)AR,). (5)

=l
Al sustituir (5) en (4) se tiene

" »
XU, A R)) = Y HA)R,).
it 2=l
Ademas por el axioma 4 se tiene que (R, )= drea(R,).

Por la definicion de utilidad, se tiene que
Area(R,)=u(c;), donde ¢, ~{c’ R, e R).
Por lo tanto, al sustituiren (3)
Y. P ute,) < 3. PUAuGes,).
Il el

De ahf que
d <d, & 2!’(:4,,)1«(0,},) < z Py uley).
i=l Jel

esto es, d, <d, siy sélo si la utilidad esperada de d, es menor a la utilidad esperada de d,.

Entonces, por el axioma 2 (transitividad), la solucién af problema serd aquelia decision que
maximice la utilidad esperada.
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De lo anterior se concluye que el criterio para resalver un problema de decision
consistante con los axiomas de coherencia es el conacida como Principio de wilided (pérdida)
esperada mdxima (minima). La decision obtenida por este criterio es la referida como Decisidn
de Bayes. Esto se formaliza en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.4.4 (Principio de la utilidad esperada medxima (P.UEM) o Criterio de
Bayes) Considérese un problema de decisién definido por (D.Q,C <), con
D={dl’d.”'“’dl} Y dazl,cll mll""l wt!’ 'L‘m, mrm, }

Sea Mo, |d,H) lu probabilidad de que suceda o, si se elige d, en las condicipnes H y sea
we,) la utilidad de la consecuencia que a ello da lugar. Entonces la wtilidad esperada de la
decisidn d, es

E, (U, 9))=3 u(c,) P@,}d,,H) ()
i

y la decisivn dptima es aquella o’ tal que
E,(Ud" )= max, E,(U(dw)).

Si Q es continuo y estin determinadas P(w) y Udw), la decision optima es aquella d' que
maximice E,(U(dw)), donde

E,Udo)= [Udw)Po)do .
(Y

La decisién proporcionada por el P.U.EM. se conoce como Decision de Bayes y
E p(U(d',o))) es conocido como Valor de Bayes.

El andlisis de un problema de decision puede llevarse a cabo en términos de una funcidn
de pérdida, esto es, en lugar de medir las preferencias de un decisor mediante utilidades, éstas
se miden a través de pérdidas. El criterio de maximizar la utilidad esperada, se convierte
entonces en el criterio que minimiza 1a pérdida esperada.

3.5 TEORIA DE LA UTILIDAD
Se ha demostrado que la manera racional de resolver un problema de decisidn es a

través del principio de Ia Utilidad (pérdida) esperada méxima (minima). Los axiomas garantizan
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{a existencia de una funcidn de ulilidad y una medida de probabifidad definida sobre €2, por o
que el problema de decisién queda representado por (0, Q, P(w), U(dn)) . Para implantar en
la practica el Principio de la Utilidad Esperada Maxima es necesario construir (axhibir
explicitamente) dicha funcion y dicha medida, de tal manera que se expresen las preferencias y
el conocimiento que tenga el decisor def problema. En esta seccién se disculira lo referente a la
construccion de fa funcion de utilidad y en el siguiente capitulo Ia asignacion de fa medida de
probabilidad.

Asignar una utilidad a las consecuencias no es un proceso facil, ya que generalmente se
presentan dos clases de problemas:

« El valor de las consacuencia no tiene una escala obvia de medida. Por ejemplo, es dificil
medir el valor def prestigio, de 1a reputacién, del tiempo, etc.

« Aun cuando las consecuencias estdn expresadas en una escala numérnca la escala no
refleja el verdadero valor de tomar una decisién. Por ejemplo, tratdndose de dinero, en
algunos casos resulta ser totalmente inadecuado plantear. w(c)=c. o en general
u(c)=ac+b. La utilidad del dinero seré estudiada en fa Subseccién 3.5.1.

Para llevar a cabo {a evaluacion de fas consecuencias se plantean dos algontmos, los
cuales eslan encaminados basicamente a evaluar consecuencias en fos casos en los que fa
escata no es obvia o no existe la suficiente homogeneidad entre ias consecuencias para poder
determinar una unidad comin. Ambos algoritmas estén basados en la definicion de la utilidad
canénica (Definicién. 3.3.1), por fo cual, se establecen los valores de las utilidades a través de
una comparacion directa entre opciones.

ALGORITMO 1 PARA LA CONSTRUCCION DE LA FUNCION OE UTILIDAD.

PASO 1. Se determinan ¢’ y ¢, (las consecuencias extremas de! Axioma 1) y se establece
w(c)=1yu(e)=0

PASO 2: Para ¢, tal que ¢, <c, <c’ se busca a fal que
{o, Q}~{c'" A,¢ A}donde Kd)=a,.
Con lo que se define

u(cy)= u(e YA yrule )(AS)
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por lo tanto,
ue)=(a,+ 0)(1-a,)= a,

PASO 3: Parac,, tal que ¢, <¢, S ¢’, se busca «, tal que
{c, Q)~{c' B.c, B} donde P(B)=a,,
conlo que
u(ey)= u(c PBYHu(e)PB )= o, +aq(1-a, )=a, +a, (1-a,).
ule))=a,+a,(1-a,)

PASO 4: Para c,, tal que ¢, ¢, <, se busca a, tal que
{e; Q)~{¢ F.c  F} donde AF)=a,,
conlo que
u(ey)= u(c ) P(Flru(e)P(Fi)=a,a, +0(1-a,)= o, a,.

PASO §: Hacer verificaciones penddicas de la consistencia en la construccion de la funcion de
utiidad. Esta verificacién se hace comparando nuevas combinaciones de
consecuenclas cuyas utiidades han sido encontradas por medio de la técnica
descrita.

Por ejemplo, como ¢, <S¢, <¢, se busca o' tal que:
{¢, Q}~{¢; G, G° }donde NG)=a,
con lo que se define:
u(c))= u(c;)NG)+u(e. )AG)
u(e,)= u(c,Ja +HOX1 - )= uc, ).
Por otro lado sa sabe que u(c,)=a,, por lo que
a, za(a;+a,(1-a,)).
@,

~——l——  Si esto no se cumple, habrd que revisar las
o, +a,y(l-ay)

De aqul que a'=

asignaciones anteriores hasta encontrar relaciones "aproximadamente” consistentes.

Si se tienen cuatro consecuencias, por ejemplo C={c., ¢,, ¢, ¢’} donde ¢, <¢, <¢, <¢',
es necesario hacer 2 verificaclones de consistencia, una para ¢, y otra para c,.

Si se tienen 5 consecuencias C =(c.,c,,cl,c,,c' }, entonces serd necesario hacer 7
verificaciones: 2 para c,, 3 para ¢, y 2 para c,.
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Como es evidente, el numero de verificaciones que debe hacerse crece a medida que
crece la cardinalidad de C. En general, si se tiene C ={c. ¢, ¢y, wnc,, ¢}, €l Nimero de
verificaciones necesarias para cada ¢, es k(n—-k+1)-1, lo que lleva a un nimero total de

o : n(n~1)(n+4
verificaciones de Y k(1 ~k +1)-n= - td)
k=l

Este algoritmo para asignar la utilidad a cada consecuencia es sumamente complicado y
engorroso por el nimerao de verificaciones que se deben realizar.

Existe olro método equivalente para la asignacion de utilidades; sin embargo, dicho
algoritmo sdlo es utilizable en los casos en donde el conjunto C es numérico y continuo, como
es el caso en donde las utitidades estan dadas en unidades monetarias.

ALGORITMO 2 PARA LA CONSTRUCCION DE LA FUNCION DE UTILIDAD.

PASO 1: Se determinan ¢’ y ¢, (las consecuencias extremas del Axioma 1) y se establece
w(c)=1y u(c.)=0.

PASO 2. Encontrar ¢,, tal que

{¢, Q~{c" }.a 1) detalmaneraque
ule)=u(c' ) +ule )t
Por lo tanto,

u(e)=4

PASO 3: Encontrar c,, tal que
{c; Q)~{¢, L. c. 1) detalmaneraque
ue))= e+ ule)= ¥H+0G)= 1.

PASO 4. Encontrar c,, tal que
{e; Q~{c" 1 ¢ 1} detalmanera

u(cy)= u(c'){,- +u(e)t = 1H+id=1.

PASO 5: Continuar el proceso anterior encontrando los puntos con ulilidades 5'—"- y verificar la

consistencia.
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Por ejemplo, si se tienen cinco consecuencias, tales qua u(c)=0, u(c))= 1. u(c)=1,
u(e)=$ y u(c’)=1.

Buscar c, tal que {c, Q}~{c, I, ¢, 1} detal maneraque
ule,)= uley)t +uley)h = )+ =1
Por ser u monétona, ¢, tiene que ser ¢,.

Si se renombran las consecuencias de tal manera que se lenga ¢, <c, <¢, <,...<c, <¢’,
y se obliene que

u(c,, y-u(e, )= ule, -ule,) para iy = 1,2,.n -1, (1)

entonces 2 sera impar y el nimero de verificaciones que se debera hacer para cada c,
(N,=nimero de verificaclones necesarias para c,) es el min{k, n—k+1)-1=min(k -1,n -k},
lo que lleva a un numero total de verificaciones de:

n £ s z
ZNK= 'm‘”{k"l!"“k):'t(k-l)-" z("—k)-_-(lz:l) ' @

"
[T k=l Aal hutjle)

En caso de no cumplirse la condicién (1), se tendra que
L] _] 2
N, < (l’._) .
S| (5

Es evidente que este algontmo (2) reduce el nimero de verificaciones con respecto al
algoritmo 1, ya que es inmediato demostrar que

. para n>1.

(%-_1)’ < n(n«lé(n +4)

En el caso de n = 1, el nimero de verificaciones es 0 para ambos algoritmos.



Los dos algoritmos generan una funcidn de utilidad cuyo rango es el [O,l]. Sin embargo,
se puede realizar un cambio de escala si se conoce ta utilidad de las cansecuencias extremas
en esta nueva escala. Si r(c) es una funcidn de utilidad canénica, entonces w{(c)=amcqh
(a>0) es también una funcién de utilidad (cuyo rango es [b,a +b]) que ileva a la misma
solucldn cuando e! problema es resuelio via el PU.EM.

Es muy importante hacer notar que cuando C es finilo y no muy “"grande”, se {rata de
asignar utilidades a todas las consecuencias. Sin embargo, cuande C es "grande” o infinito, la
construccidn de u se hace mucho més dificil. En esos casos (y slendo C un conjunto de
nimeras), lo conveniente es calcular la utilidad para algunas consecuencias por medio de uno
de los dos algoritmos, y para las consecuencias restantes, estimar el valor correspondiente a
partir de los puntos ya evaluados.

En el caso de C infinito y numérico, la sofucién es igual a lo ya planteado, se asignan
utilidades a algunas consecuencias, hasta que queda claro quién es la curva de utilidad, esto
es, hasta que se vislumbra el compartamlento de la funcién de utilidad. Una situacidn comdn
que se presenta, es aquella en la que C es un intervalo de la recta real. Ef ejemplo mds
Importante de esto es cuando las consecuenclas son monetarias, y por lo tanto U serd una
funclén de utilidad de! dinero (Subseccidn 3.5.1).

Ejemplo 3.5.1: Se desea determinar una posible funcidn de utilidad de un conjunto de
consecuencias C donde C = [0,5000].

Se utilizara el algoritmo numero 2 para calcular fa funcién de utilidad para algunos puntos del
conjunto C.

PASO 1: Se sabe que ¢,=0 y ¢ =5000, entonces,
u(c")= 14(5000)=1 y uc,)= u(0)= 0,

PASO 2: Se busca ¢, {al que
{e, Q)-~{6000 {0 {)
Se toma por ejemplo 2500 y se pregunta cudl es la relacidn de preferencia («,>,~)

entre las loterias
1,={2600€)) y ,=(5000 £, 0 £}

Si la relacién es ~, entonces ¢, = 2500.

Si la relacién es >, entonces ¢, < 2500,
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Si la relacién es <, entonces ¢, > 2500,

Supéngase que ¢, <2500, entonces se toma una cantidad entre 0 y 2500, por
ejemplo, 1250 y se pregunta nuevamente cudl es la relacién entre las loterias
,={1250 Q)yl,={2500 {,0 1),

Supdngase que ocurre <, entonces ¢ >1250 y que después de algunas
comparaclones se llega a que ¢, = 1500, por lo que u(1500)= {.

PASO 3: Buscar ahora c,, tal que
{, Q) ~ {1500 {, 0 {} Supéngase que resulta que c,=700, por lo que
u(c;)=1(700)=1.

PASQ 4: Se busca c,, tal que
{c, Q}~(5000 1,1500. 1). Supéngase que ¢,=3000, porlo que
u(cy)=1(3000)= 1.

PASO &: Verificar la consistencia. Se busca c, tal que
{c, Q)}~{3000: {,700. 1)

Si ¢, es por ejemplo, 1700, entonces hay una inconsistencia,
ya que c, debe serigual a ¢, y ¢, s igual a 1500,

Si se supone que ¢, ¥ c, estan bien, entonces se busca un
valor para c, que haga c,=c;, esto es,

(1500 Q)~{c, $,700 })
Supéngase que ¢,=2500.

Los valores asignados se grafican (Fig. 3.5.1), lo que permite tener cierto conocimiento
de la funcién de utilidad.

Furcion de wilidad

émmnwnmmzmxmrmmwnn
Comecuencias

Figura 3.6.1
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Existen problemas de decisién en los cuales las consecuencias estdn dadas como
veclores, esto es ¢ = (c}.¢)....c,,). Casos como éste son frecuentes en situaciones médicas, ya
que por ejemplo, algunos tratamientos podrian tener efectos sobre “el paciente” ademas de
tenerlos sobre la "enfermedad". La construccion de u(c), por lo tanto, resulta muy dificil. Debido
a esta dificultad es frecuente aceptar que

u(c)= )i ku(e,)
=l

El problema se reduce entonces a encontrar utilidades unidimensionales para cada tipo
de consecuencia y determinar las constantes k, para poder realizar la combinacién lineal de las
utilidades. Estas constantes pueden ser encontradas de la misma manera que se ha realizado
la construccién de la funcion de utilidad. Esta simplificacion no siempre es razonable,
especialmente cuando hay una interaccién significativa entre las coordenadas de ¢. Por
ejemplo, dos reacciones de una droga pueden ser casi inofensivas cuando se presentan por
separado, pero tener un efecto realmente peligroso cuando ocurren juntas. Un modelo
probablemente satisfactorio para este caso es:

u(c)= i ku(e)+ Y Y kule(c).
il

=] jotel

3.5.1 UTILIDAD DEL DINERO

En muchos problemas de decision es natural plantear el valor de las consecuencias en
términos de dinero, tal es el caso de lo concemiente a problemas economicos y financieros.
Ademés de estos, existe otra clase de problemas cuya apreciacidn de las consecuencias no
pafece mostrar una equivalencia monetaria, sin embargo, a tales consecuencias se les puede
asignar un valor monetario. Se podrla, por ejemplo, no estar de acuerdo en que el morir pudiera
tener consecuencias monetarias, no obstante, se suscribe diariamente una cantidad
considerable de seguros de vida. De igual manera, podria objetarse la asignacién econdmica al
placer de aslstir a un conclerto, sin embargo, se paga un boleto para tener acceso a ello.

Lo anterior sugiere que existe un cierto equivalente econémico para diversas clases de

consecuencias, por lo cual, el problema de asignar utilidades se vera muchas veces reducido a
determinar una funcién que describa |a "utilidad del dinero".
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Para poder asignar correctamente una funcién de utilidad monetaria se debe tener cierto
cuidado, ya que por ejempio, puede resultar erréneo considerar la utilidad de una consecuencia
directamente igual a la cantidad monetaria o como funcién lineal de ella. Esto se ilustra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.1.1 Suponga que un estudiante debe decidir entre aceptar o no un trabajo
con un sueldo mensual de $X,. Sus ingresos mensuales son de $/ y valora en $c ei esfueizo
que le demanda dicho trabajo.

Intuitivamente se observa que si / es grande respecto a K|, ei estudiante no estard muy
dispuesto a aceptar el trabajo. Si / es pequefio con respecto a K, es muy factible que decida
trabajar.

Sean las dos posibles decisiones
d,= Aceptar, d,= No aceptar, entonces

d, <d, siystlosi u(/+ K, ~c)<u(l)
d, <d, siystlosi u(<u(l+K, ~c).

Si u(d)=ad +b,

entonces, se tiene que

d, <d, siystlosi a(/+K ~c)+b<al+b
dy <d, siystlosi al+b<dl+K ~c)+b.

Por io que

d, <d, siystlosi a(K ~c)<0
dy <d, siystlosi a(k ~¢)>0.

Estas relaciones indican que se puede discriminar entre d, y d, sin importar cuénto vale
1, lo cual resulta absurdo.

Este ejemplo, sugiere que la funcién de utilidad del dinero debe tomar en cuenta el capital
con el que se dispone, ya que no es igualmente importante recibir $1,000 cuando se posee una
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forfuna que recibirios cuando no se dispone de absolutamente nada. Esto indica que la funcién
de utilidad debe ser de la forma

u(c)= u(c+ k)-u(k),
donde k es el capital inicial. Esta diferencia recibe el nombre de Utilidad marginal del dinero.

Ef incremento de la utilidad producto de una determinada ganancia ¢ es positivo, pera el
efecto de éste es menor en cuanto méas dinero se tenga. Esto es, Ia diferencia u(c + k)-n(k)

decrece a medida que k crece.

Otro ejemplo que permite inferir algunas propiedades razonables que debe tener upa
funcidn de ulilidad de! dinero, es Ja lamada Paradoja de San Petersburgo.

Ejemplo 3.5.4.2. Suponga que se dispone de una moneda “honesta"
(I’(Aguila)=!’($ol)={~) y se plantea el juego siguiente: La moneda sera lanzada repetidamente
hasla que aparezca la primera aguila, en ese momento el juego finaliza. Entonces se pagara al
jugador como recompensa X =2*, donde k es e! nimero de lanzamlenios requendos para
oblener dgulla por primera vez. ¢ Cua! es el valor esperado dej juego? o ¢ Cudnto deberia estar
dispueslo a pagar el jugador para participar?

Si se considera que 1(c)= c. Entances,

©

E(U(juego))=ila(2‘)l'(.¥ =2')= i(Z‘iEI‘—) =Y l=wm,
ks kx)

A=}

Esta llava a concluir que uno estaria dispuesto a pagar cuaiquier cantidad de dinero por
grande que sea para participar en el juego, ya que como recompensa se espera una utifidad
infinita. Paraddjicamente, resulta inmediata observar que s6lo se estd dispuesto a pagar una
cantidad muy pequefia por participar, ya que simplemente, para obtener mis de $16 se

requiere que ocurra un evento con probabilidad i%: 0.0625. Es evidente que a medida que la

utilidad crece, la probabilidad de obleneria decrece.

La teorla de {a utilidad conige esta paradoja suponiendo que el verdadero valor de jugar
es

Y u2* ), donde u(0)=0 y

is)
¢, > 0 es el costo por paticipar en dicho juego.
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Considérese

log(2'-¢)  si 2'—¢, >0
a2 -c,)= 0 si 2" -¢, =0

—log(c, -2") i 2'—¢, <.

De aqui que
- kol
E(U(jucgo))= Y log(2* -c}(3) - Y log(e, -2' (&) < 0,
kokge) i
loge,
donde &, =[—k-)§g—2—°]

En general, utilizar una funcién de utilidad concava resuelve la paradoja. Ademds se sabe
que la concavidad de 1a curva representa un decremento en la utilidad marginal a medida que
el dinero crece.

También es razonable pedir que la utilidad sea una funcién acotada dado que en la
practica no se puede aspirar a obtener una ganancia infinita.

Del andlisis de otros problemas de asignacién de utilidad surgen caracteristicas como las
siguientes. Sea u(c) una funcién de utilidad donde ¢ estd expresado en unidades monetarias,

entonces

i} u(c) es aproximadamente lineal para valores pequefios de ¢. Como una regla
general cuando ¢ es pequefio comparado con los ingresos del decisor se
considera u(c) casl lineal, ya que en este caso la consecuencia no tiene un gran
Impacto en el decisor. Eslo es, casi se puede ser indiferente a la utilidad o
pérdida que produce una consecuencia de esta naturaleza.

i u(c) es concava para ¢ >0. Esta caracteristica se debe basicamente a que la
utilidad marginal del dinero es tipicamente decreciente. La utilidad marginal

puede ser pensada como u'(c):fii—;(ﬁ. Si w(c) es decreciente, entonces
c

du(c)

wie)= de

<0, lo cual implica que «(c) es una funclén céncava.
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ifi} u(c) es acotada. Eslo es, existe B < tal que paratodo ¢ e C |u(c)|s B.

iv) u{c) con frecuencia es diferente para ¢>0 y ¢ <0 (tanto en signo como en
forma). Esto se debe a que muchas veces el impacto que produce una pérdida
es diferente al que puede producir una ganancia. Por esta razén es deseable
construir u(c) separadamente para ¢ >0y ¢ <0.

Debido a que muchas funciones de utilidad de la vida real pueden ser perfectamente
asociadas a curvas de cietas funclones, surge el concepto de la Teoria de la Ulilidad
Paramétrica.

La Teoria de la Utilidad Paraméirica propone asignar algin modelo paramétrico que
resulte convenienle para representar la utilidad cuando las consecuencias son numéricas. Una
funcién muy utilizada es

n(c)=alogbc+1) ab>0 1)
con u(0)=0.

Muchas veces, es preferible la aproximacion paramétrica a realizar un proceso laborioso
para la construccion de u. De acuerdo con esta teorla sdlo se deben eleglr @ y b en 1a funcién
(1), de tal manera que la utilidad quede razonablemente expresada. Esto se puede hacer
obteniendo u(c) para dos puntos (diferentes a ¢ = 0) por medio de alguno de los dos algoritmos
estudiados en la seccién 3.5 y entonces resolver péra a y b un par de ecuaciones.

La funcién de utilidad (1) es concava, ademas si la constante b se elige pequeda, la
funcidn resultara casl lineal para valores pequefios de .

Otras familias paramétricas de funciones de utiidad céncavas empleadas para evaluar
consecuencias son:

i) u(c)= Je _ (no acotada)
iy, (c)=(ac+b) [olj |(c) (acotada)

iff) u(e)=log(c) (no acotada)
iv) u(c)=loglac) a>0 (no acotada)

u,(c)= log(uc){{l(ﬁ a>0 (acotada)
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V) uy(c)=logac)=loga+hloge  (no acotada)

vi) u(c)=log(c+b) (no acotada)
viiy u,(c)=a Je (no acotada)
viii) 1, (c)= ave +b {no acotada)
, 1

ix) uc)=1 - (acotada)

x) uyc)=a +bcl b<0 (acctada)
) ()=l +b)’ 0<a<l,b>0 (ng acotada)
xif) u(c),,=(c+b)* ab>0 (no acotada)

Ofras funciones de utilidad son tratadas en Keenay y Raiffa (1976).

A partir de lo estudiado sobre la fuhclén de utilidad, es claro ver que no existe un
procedimlento general aplicable a todo conjunto de consecuencias para determinar una funcidn
de utilidad. Sin embargo, las ideas béslcas sobre lo que se debe hacer al asignar dicha funcién
son fundamentalmente las mismas en los diferentes procedimientos. Estas ideas llevan a dividir
¢! procedimiento en cinco pasos, aunque en la practica esta division no siempre es muy clara.
Tales pasos son:

1. Preparar al decisor. En esta parte se debe de explicar al decisor cdmo funciona el
paradigma de decisién, cudles son los procedimientos, etc. Esto con la finalidad de tener al
declsor preparado y consciente de la Importancia que tlene manifestar adecuadamente sus
preferencias entre las posibles consecuencias.

2. Identificacion de caracteristicas cualitativas de la funcicn de decision. En esta parte se
exploran caracterlsticas de la funclén de utilidad tales como concavidad o convexidad y

acotamiento. Esto es, durante esla fase es apropiado, por ejemplo, preguntar:
Sl ¢, es mis grande que c,, ;es siempre preferible ¢ a ¢, 7, sl la respuesta es s, entonces

la funcién u es mondtona creciente.

3. Identificacidn de caracterlsticas cuantitativas de la fincidn de utilidud: Después de que han
sido determinadas las caracteristicas cualitativas de la funcién de utilidad, es necesario
valoraria cuantitativamente para algunos puntos de C.
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Se puede evaluar la utilidad de los puntos por medio de los algoritmos descrilos en la
seccién anterior. ’

4. Eleccion de la funcion de wiilidad: En esta parte se analiza si existe una funcion de utilidad
conocida que cumpla con las caracleristicas tanto cualitativas como cuantitativas
determinadas previamente por el decisor. Si tal funcién existe ¢coémo determinarla? y si no
existe 4como obtener un conjunto consistente de valores para constituir con éste la funcion
de utilidad?

Un método para contestar la primera pregunta consiste en encontrar una familia
paramétrica de funciones de utilidad (como las listadas anteriormente) que cumpla con las
caracteristicas cualitativas expresadas por el decisor y posteriomente calcular los
pardmetros particulares a través de las condiciones cuantitativas del decisor.

En caso de que no exista una familia paramétrica adecuada, se debera calcular mediante
los algoritmos 1y 2 el valor de la utilidad de un nimero suficiente de puntos, de tal manera
que se pueda vislumbrar el comportamiento de la funcién.

3.5.2 RIESGO

Se podria pensar que el de P.U.E.M (Bayes) no toma en cuenla el riesgo ya que por
ejemplo, si se tuviera un problema de decisién planteado de la sigulente manera

d, = Ganar $ 100 con probabilidad de 1,

d, = Ganar $ 200 con probabilidad de 0.6 o 0 con la misma probabilidad,

d, = Ganar $ 1,000 con probabilidad de 0.1 o 0 con probabilidad de 0.9,

d, = Ganar $ 200 con probabilidad de 0.9 o perder 800 con probabilidad de 0.1,

el P.U.EM. no discrimina entre estas decisiones debido a que el valor esperado de todas es
$100. Sin embargo, es claro que para un decisor generaimente s existira gran diferencia entre
ellas. Por ejemplo, un decisor al que le gusta correr riesgos, preferiria quizds d,; en cambio,
otro decisor que prefiere lo seguro optaria por d,. Aquel decisor que prefiere dy podria ser
considerado un “tomador de riesgos", mientras que el decisor que se queda con |, es un
decisor "adverso a riesgos”.
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Esta diferencias entre decisiones y decisores debe estar expresada en la funcion de
utilidad, que como consecuencia tendra un efecto en el P.UEM.

DEFINICION 3.6.2.1 Un decisar se considera aitverso al riesgo si prefiere la consecuencia
esperada (valor esperado) con probabilidad 1 de una loteria a la loteria misma. En otras
palabras, un decisor se considera adverso al riesgo si para enalguier loteria se tiene que

u[ E(©)]> E[u(c)).

TEOREMA 3.5.2.1 Un tomador de decisiones se considera adverso al riesgo 3i y solo si su
Suncion de utilidad es concava.

Demostracién: Considere una loterla que asigna ¢ con probabilidad p o ¢, con
probabilidad 1-p, 0<p<l. La consecuencia esperada es ¢ = pc, +(l1- p)c,. por la
definicién 3.5.2.1, se tiene que

W[ pe, H1= pley | > pulc)+(1- pule,),

por lo tanto, u es un funcién concava,

Para probar la implicacién contraria, considere que una loterla proporciona ¢, con
probabilidad p,, para i=1,.,m, donde p,#l. Ya que la funcién es estrictamente
céncava, se sabe que

"[Z pel> i pidc).
il

i=l
Dada esta desigualdad, por la definicion 3.5.2.1, se tiene que esta funcién de utilidad
implica aversion al riesgo®

DEFINICION 3.6.2.2 Un decisor se considera tomador de riesgo si prefiere cualquier
loteria a la consecuencias esperada (valor esperado) de {a misma. En otras palabras, un decisor
se consldera tomador de riesgo si para cualquier loteria se tiene que

u[ E(c)] <E [u(c)].

TEOREMA 3.5.2.2 Un tomador de decisiones se considera tomador de riesgos si y sdlo si
su funcion de utilidad es convexa.

La demostracién es andloga a la del teorema 3.5.2.1.8
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CAPITULO 4

PROBLEMAS DE DECISION ESTADISTICA

Los capltulos anteriores estan dedicados al estudio de la Teorfa de la Decisién; en ellos
se abordan desde ideas basicas de la Decisidn, hasta la fundamentacidn axiomatica de la
misma,

En este capilulo, en primera instancia, se presentan los problemas de inferencia
estadistica como problemas de decision. Durante este proceso se verd involucrado de manera
importante el Teorema de Bayes, el cual sirve para actualizar el conocimiento inicial mediante
informacién muestral. El paradigma concerniente a esta manera de plantear y resolver
problemas estadisticos da origen a la Estadistica Bayesiana.

En el planteamiento de [os problemas estadisticos como problemas de decision nos
enfrentamos al problema de determinar una funcién de densidad o de distribucién que
cuantifique el conocimiento inicial que el decisor tiene sobre el evento aleatorio. En este
capltulo se estudian algunas formas de cuantificar la incertidumbre.

4.1 INFERENCIA ESTADISTICA EN EL MARCO DE LA TEORIA DE LA DECISION

Debido a su naturaleza, los problemas estadisticos pueden ser abordados como
problemas de decisién con sus respectivos elementos (D, ©, p(0), U(d9)). Generalmente,
cuando se habla de problemas estadisticos se habla de funciones de pérdida y no de funciones
de utilidad, tomando esto como convencién, los problemas de decisién estadistica aqul
planteados estaran definidos a partir de este momento por (D, O, p(@), L(d 8)).

Cominmente © corresponde al espacio parametral, esto es, al conjunto de valores que
puede tomar i pardmetro desconocido @ de ia funcién de distribucién o de densidad, f (xp)

(o P(.\’p) ), que describe el comportamiento de una variable o vector aleatorio .X'. Con p(0)
se representa la probabilidad o en el caso de ser 8 continua la densidad asociada al evento de
que el pardmetro de interés tome el valor 0.
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Tipicamente ta Teoria de la Decision Estadistica concierne a la toma de decisiones en

presencia de conocimiento estadistico, el cual ayuda a eliminar la incertidumbre; es por esto
que resulta natural que p(0) involucre ademas del conocimiento inicial del decisor informacién

dada por n experimentos, X =(.\\..X,, ... X}). Cuando eslo sucede, p(0) es conocida como
distribucién final o a posteriori y se denota por P@O|X;, X,, ., X,) = P(0].X) . Por otra patte, la
funcién p(0) puede representar tnicamente el conocimiento que sobre el pardmetro tenga el
decisor sin involucrar informacién muestral, en este caso p(0) recibe el nombre de distribucién
a priori o inicial y se denota por P(0).

Cuando se ha determinado la distribucion a priori P(0) y se conace [ (ij) que es la
funcién de densidad de X,, X,,...,.Y, dado 0, entances la distribucién a posteriori P(@|X)
puede ser obtenida via el Teorema de Bayes, mediante la siguiente igualdad

£&D)P0)
Py
l’(l) no depende del pardmetro desconocido 8 ya que en el caso discreto se tiene

P(&):oge f (_\_b ,)I’(O ,) ¥ en el caso continuo I’(l)=é[f(ﬂ))l’(0)d(). Debido a esta

propiedad, P(9|X ) vista como funcién de O puede pensarse como

PE|X) =

PEIX)= 1 (XP)PO).

El tener presente que la distribucién a posteriori es proporcional al producto de la funcion
de verosimilitud por la distribucién Inicial puede, en algunos de los casos, facilitar la
determinacién de la final, ya que dicho producto representa al nicleo de la distribucion a
posteriori y si este nucleo corresponde a una funcién conocida, la determinacion completa de la
a posterion es inmediata. Esto sera estudiado a detalle en la seccién 4.2.2.

Determinar la solucién de un problema estadistico cuando éste ha sido planteado como
problema de decisitn es una tarea tedricamente senciila, pues de acuerdo a lo estudiado en el
capltulo 3 se tlene que la solucién consistente con los axiomas de coherencia es la decision de
Bayes; por lo que la solucién serd aquella d' que minimiza la pérdida esperada.

En caso de no contar con informacién muestral ' es tal que

E o) (L(d" 9))= minyE ., (L(d 0)) Q)]
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donde
Epo,(Ld0)= f L(d 0)P0)0 para el caso continua y
6

Ep (L(dD))= Z L(d0,)P@,) en el caso discreto.

4,eQ

Cuando si se cuenta con informacién muesiral y por fo tanto con una distribucidn a
posterion, d' es tal que

E g (LU 00)= miimy By (LU 9)) (2)

donde

E oy (L D)= IL(d,O)l’(Gu )d0 para el caso continuo y
3]

Epqu(LdB)= Y [(d9,)PO | X) en el caso discreto.

9,e0

Ejemplo 4.1.1: Sea X' una variable aleatoria con f.d.p.g. f (xp); suponga ademds que
0 tiene una funcidn de densidad p(@) (iniclal o final) cuyo primer y segundo momento son

finltos. Se desea estimar puntualmente el parémetro 0 considerando un pérdida cuadratica
L(d0)=k{d-0) con k>0.

De acuerdo a la ecuacion (1) se tiene que d° es fal que
E o\ (L(d’ 8))= min,E ., (L(d9)) . De aqui que

Pt

Erln)(]'(d:e))’-' E,(,,,(k(d—e)’)
= k(d* -2dE ) (0)+E ,(0"))
GE,,(O)(L((I 9))
od
OF (L
—i‘i’lgyﬂ =0 siyselosi d = E,q0);

=2k(d~ £ ) (0))

d : Emi ) ( L(d'e ))

como 0
cd”

=2k >0 setiene un minimoen d = £,4,8).

Por lo tanto
d'= Ep(e\ ©)

®ORSTh OTESIS HO DEme
SR BE LA DIBLIOTECH



es la solucién con valor de Bayes igual a fa Var,,0); donde E ,(0) y Var,, @) son

respectivamente 1a media y la varianza de la funcion de densidad p(0).

Ejemplo 4.1,2: En las condiciones del ejemplo 4.1.1 se desea estimar nuevamente el
parametro O pero considerando ahora una funcién de pérdida L(d0)= kld -0| con k>0.

E Ld0)= k( I(d -0)p(0)d0 + I(() ~(l)p(0)d0}
Q- d

[LE]

=1{[<1 j PO —~d j p(o)de)—( [W)(O)dO— IOP(OWD
0od

0ol O>d 9l

= k(d - Eyg)(0)-24 [p@)dd +2 [0 p(O)aﬂ]

0>d O>d
Por el Teorema Fundamental del Calculo

ai”i‘i’%w = k(l—zd(-p(d))-z [p@a0 —2dp(d))
¢ O>d

= k[l-z [ p(())dl))

054

n8) - i
.__.(_‘.____ =0 si y sblo si )Il)( ) 2

de aqui que d' es la mediana de la funcién de densidad (0).

. azEM,,,(le',Ol)
i.’

Com =2kp(d")>0 se liene que la solucién " via el criterio de Bayes es

la mediana de la funcién de densidad p(0).

En los ejemplos 4.1.1 y 4.1.2 se puede observar que el resultado no depende
direclamente de la forma de f(x}0); lo tnico que se debe satisfacer es que E,0)<o yque

E,,(o)(()!)(w. Es importante también hacer nolar que para los casos en los que se liene una
funcién de pérdida cuadratica y una pérdida de error absolulo, los estimadores de Bayes son
respectivamente la media y la mediana, ya sea de la funcion de densidad final o inicial
dependiendo de que se haya o no, incorporado dalos muestrales. En caso de contar con dicha
informacién muestral 1a distribucién a posteriori se obliene mediante el Teorema de Bayes.
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Ejemplo 4.1.3: Sea X =(X,,X,,....X,) una muestra aleatoria de una distribucion
Exponencial(.\"p). Suponga que /(0) es una densidad Gamma, (:‘u(()lu,[!). Se desea
estimar puntualmente el pardmetro 0 considerando una funcidn de pérdida L(J9)= k(d -0)

con k>0.

Por lo expuesto en el ejemplo 4.1.1 se sabe que la solucion, cuando se incorporan datos,
serd d' =F,, (@), por tanto, se debe calcular la distribucion final y obtener la media, asi

como la varianza si se desea conocer el Valor de Bayes.
Si X, ~Exp(0), f(.\’,p)=0c'“" con 0 >0. Por lo tanto

X, a
f(._\j})):()"e%?; y ademds P(0)= Ga(ka,[l):i_-‘%aSO“"e"‘“ cona, p>0.

Por el Teorema de Bayes se tiene que

P(X0)PE)

P@©lX)= @)

y debido a que P(X) no depende de 0

L] —0,)::,“" Bu a-1 -f0
PElX)=0% r(m)o e

0eEam
Esclaroque 8°'"'e “  corresponde al nicleo de una funcién Gamma, por lo que

P@|X)=Ga(a' B') donde o' =at +ny P =P +ix, .
il

Por lo que la decision es

d = Erw,l,)(o)= 9_: = ——“—tﬂ-— con valor de Bayes ——(ﬁi:—")—

B+ x, (IHZx,)’.

En &l caso de que no se hubiera contado con informacién muestral se tendria que la decision

de Bayeses Jd’ = % con valor esperado ' = ﬁa_
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4.1.1 PRINCIPIO DE VEROSIMILITUD

Dentro del esludio de la estadistica resulta de gran relevancia el Principio de
Verosimilitud, ya que éste hace explicita la idea natural e intuitiva de que con respecto a la
informacion experimental, sélo los valores observados deben ser relevantes para conclusiones
o evidencias sobre el parametro de interés, A partir de tal principio, se puede establecer una
gran controversia sobre qué paradigma estadistico segulir, pues existen por ejemplo situaciones
en donde !a Estadistica Clasica viola el Principio de Verosimilitud (Berger, 1985).

PRINCIPIO DE VEROSIMILITUD (Berger, 1985): Al hacer inferencias o tomar decisiones .
sobre el pardmetro 0 después de que se observd una muestra X, toda la informacion

experimental relevante esté contenida en fa funcién de verosimiitud, f(.X10). Més aun, dos

funciones de verosimilitud contienen la misma informacién sobre 0 si son proporcionales (como
funcion de 0).

RESULTADO 4.1.4: Dada una distribucion Inicial P(0), si las funciones de verosimilitud
f.()_’p) y f,(g]o) son proporcionales como funciones de 0, entonces las respectivas

distribuciones finales para 0 son idénticas,

Demostracion.

Sin perder generalidad la demostracion se hara para el caso continuo.

Sea P(0) una distribucién inicial sobre 0. Si se obtiene una muestra Y =(},..,},) de
observaciones independientes con densidad conjunta f,Q’p). entonces por el Teorema de
Bayes

POy OAEE)
PO (D)
e

Sea Z =(Z,,..,Z,) una muestra de observaciones independientes con densidad conjunta
£,(20) y supbngase que
£,(ZP) = K(Y,2)£,(YP) paratodo 6 €©,

de manera que las verosimilitudes sean proporcionales vistas como funciones de 0 . Entonces
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Es importante hacer notar que en ef Paradigma Bayesiano el Principio de Verosimilitud no "sélo
5@ slgue”, sinc que se deriva automaticamente del teorema de Bayes. Ademas, tal paradigma
acepta la funcidn de verosimilitud como un resumen completo de ta informacién provista por fos
datos sobre el pardmetro de interés. Para mas delalle se puede consuitar Bimbaum (1962),
Basu (1875) y Berger y Wolpert (1984).

4.2 DETERMINACION DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD INICIAL.

Lo discutido anteriormente, asi como lo ilustrado en los ejemplas refuerza la necesidad de
realizar una buena asignacién de la funcidn de densidad a priori. P(0) es generalmente una

funcion dificli de precisar,

Cuando el decisor se encuentra en la posibilidad de expresar su conocimienlo inicial
acerca del pardmetro desconocido, es factible, aunque no es una tarea sencilla, representar
dicho conocimienta mediante una funcion de distribucién o de densidad a priori informativa.

4.2.1 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD INICIAL INFORMATIVA,

La definicién de probabilidad es constructiva (seccion 3.2.), sin embargo, en la mayaria
de los casas no resulla ser la mejor opcion para asignar probabilidades ya que es un procesc
largo y engorroso.

Una manera natura! de asignar probabilidades es mediante ia comparacién de eventos.
Para determinar ia probabilidad del evento 4 el decisor puede comparar 4 con A° y expresar
por ejemplo que es dablemente crelbie que ocuira A a que ocurra A. En este caso se tendrla

que 1’<A)=§ y P(A‘)=§

Otra manera semejante de determinar prababitidades es mediante juegos. Se plantea un
juego en el que se gana x sl ocurre A y se pierde 1-x siocurre A", con 0< x <i. Para que el
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juego sea justo (la esperanza del juego sea cero) x debe ser tal que
w(x) P(A)-u(l-x)(1-P(A))=0, por lo cual

P(A)= _ul-x)
u(1-x)+u(x)

Para el caso de problemas de inferencia estadistica, cuando @ es un conjunto de
cardinalidad finita el problema se reduce a determinar las probabilidades de cada uno de sus
elementos; sin embargo a medida que la cardinalidad de © se incrementa o de que se trata de
un conjunta infinito éste procedimienta resulta practicamente imposible.

En los casos en los que no es viable asignar probabilidades a cada uno de los elementos
de O lo que procede es encontrar una funcién que aproxime F(0) . A continuacion se describen

algunos de los métodos empleados para ello.
a) METODO DE HISTOGRAMAS

Cuando 6 es una variable aleatoria continua, en particular cuando © es un intervalo de R,
una aproximacion natural a P(0) es a través de hislogramas; a partir de estos se puede ajustar
una densidad, posiblemente suavizando el histograma. El nimero y el tamafio de los intervalos
usados no estd sujeto a ninguna regla, sino que depende de las necesidades de! problema
especifico; algunas veces serd suficiente con un nimero pequefio de intervalos, mientras que
en olros casos se requerird un mayor detalle y precislon, por lo que se construirdn més
intervalos de menor longitud. Una de las limitaciones graves de este método es que sélo slrve
para asignar probabilidades a un conjunto acotado, esto es, |a distribucién obtenida a través de
histogramas no tiene colas.

Es importante enfatizar que este método tiene los problemas usuales de tratar de
visualizar una densidad a través de histogramas.

b) METODO DE VEROSIMILITUDES RELATIVAS

Este método se usa también en subconjuntos de |a recta real y consiste simplemente en
comparar las "verosimilitudes" de varios puntos de ©. Por ejemplo, suponga que se tiene un

espacio parametral @ =[O,l] en donde el punto 6 =% es el mds crelble mientras que 0 =0 y

0 =| son ios menos verosimiles. Si se asigna a 0 =0 un valor a priori de | y se dice que 0 =

N
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. 3
es cuatro veces mas creible, 0 =% y0-= :’} dos veces y medio mas creible y 0 = 3 yo :g
ires veces y medio mas creible con respecto a 0 =0, entonces les corresponde los valores a
priori de 4, 2.5 y 3.5. respectivamente. La funcidn de densidad a priori asi oblenida no integra 1,
sin embargo, es facil encontrar una constante ¢ tal que ¢/(0) sea una funcion con masa igual
a la unidad. En realidad, no es necesario determinar esta constante, ya que es claro que
cualquier ' que minimice £, ,,(L(d,0)) minimizara E ., (L(d0)).

La funcién de densidad obtenida para el ejemplo mencionado se ilustra en la figura
421.1.

Verosimilitud

0.05 ¢

0.00

0 0.25 0375 05 0.625 0.75 1
Pardmetro

Figura 4.2.1.1

Con este procedimiento sucede algo similar a lo que ocurre con el método de
histogramas, y es el hecho de que ambos son aplicables a regiones finitas, por lo que hay
problemas cuando se trata de utilizar en conjuntos no acotados o infinitos. En tales casos se
debe determinar un intervalo central, aproximar P() para dicha regién y posteriormente
decldir como evaluarla fuera de la regién finita; obviamente esto representa una dificutad extra.
En el Andlisis de Robustez Bayesiana (cuyo estudio escapa de los objetivos de este trabajo) se
presentan altemativas al problema (ver Berger, 1984),

c) ASOCIACION DE UNA FORMA PARAMETRICA DADA

Esta es una de las maneras mas usadas para delerminar Ia densidad a priori, consiste en
suponer que P() tiene una forma paramétrica particular, por lo cual el problema se reduce a

seleccionar los parametros de tal manera que la funcidn resultante refleje lo mas cercanamente
posible las creencias a priori del decisor. En resumen, se busca seleccionar un elemento de
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£= {P0)] P©) = gOP). 1 ,\} _

El método es de gran utilidad cuando mediante el analisis de histogramas o graficas se
ha vislumbrado una familia paramétrica o en el caso contrario. cuando sélo se cuenta con un
panorama generalizado de |a informacién a priori.

Una de las formas de estimar mds faciimente los pardmetros a priori es mediante el
célculo de los momentos a priori. Por ejemplo, si se piensa que la funcidn de distribucién es una
Gamma, Ga(a,}}), entonces unicamente se debe decidir sobre los valores de la media (p) y

de la varianza (o) ya que es sabido que p =% y o? =b5_,~. A partir de estas relaciones se

1
lienequeu:»’“‘;‘—2 y B:;“T.

El problema como en todas las técnicas vistas se hace presente en los conjuntos no
acotados, pues las colas de una densidad pueden tener gran impacto en sus momentos.

Otra alternativa para estimar los parametros de {a distribucién a priori es mediante la
determinacidn subjetiva de algunos de sus cuantiles. Una vez encontrados los cuantiles, se
seleccionan los parametros adecuados tal que los cuantiles de la distribucidn resultante sean lo
mds préximos a aquéllos estimados subjetivamente . Un a-cuantil de una distribucién continua
es un punto z(a) tal que una variable aleatoria con esta distribucidn tiene probabilidad « de ser
menor o igual a z(a).

Debido a que el decisor generalmente se encuentra en la posibilidad de estimar
probabilidades de reglones, éste parece ser un método viable; ademas, existen tablas de
cuantiles de {as densidades mas utilizadas asf como paquetes estadisticos (por ejemplo S-plus)
que los calculan.

Ejemplo 4.2.1.1 (Berger, 1985): Considere que el espacio parametral es © =(~o00,0) y

que se sospecha que fa funcién a priori pertenece a la familia normal. Se determina
subjetivamente que fa P(0 <0)=05 y que los cuartiles (.25 y .75) son -1 y 1. Ya que para una
distribucion normal la media y la mediana sor Iguales, es ciaro que la media es jt =0. Usando

tablas de probabilidades de una normal, se concluye que la varianza de fa distribucién a priori
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, | -1
debe ser o =2.198109 pues P < ————5)}=75 y PO < ———rerr)
° pues PO < omaoy® =" ¥ PO <o

que P(0)sera una densidad N(0, 2.19).

=25 . De aqui

Para encontrar el valor de los parametros de la funcion a priori generalmenle se necesita
un numero pequeio de cuantiles, tal y como se ilustra en el ejemplo, sin embargo esto puede
acarrear un nuevo problema, ya que puede suceder que cuantiles no involucrados en la
determinacion de la a priori no sean coherentes con ella.. Una situacién como esta implicaria en
algunos de los casos que el decisor no ha sido coherente al expresar su conocimiento inicial, y
en otros, que no se ha elegido la familia paramétrica adecuada. Esto sugiere que se debe
poner especial atencion para elegir la familia de distribuciones mds apropiada.

En la determinaclén de la distribucidn a priori resulta conveniente utilizar de manera
combinada los métodos antes mencionados. En algunos casos la densidad bosquejada
mediante histogramas puede resultar sugerente, de ahi que sea factible suponer una familia
paramétrica y a través de los momentos a priori 0 del método conocido como de verosimilitudes
relativas calcular los pardmetros de interés,

Ejemplo 4.21.2: Sea X =(X,,X,,..,X,) una muestra aleatoria con funcién de
distribucién B1li0) y © =[0, l]. Al estimar subjetivamente se obtuvo el histograma ilustrado en

la figurad.2.1.2,

0 o, i

Figura 4.2.1.2,

El histograma mostrado asi como el intervalo en el que puede tomar valores 0, hacen
razonable suponer una densidad beta, Be(a, }), esto es,

F@+P) naat -1
P@e,p) = ——=L20%1(1-0)*'1,.(0).
Okb) Fa)r'(B) 120" en®
Para definir completamente P(8) se requiere determinar los correspondientes valores para o

y B. A partir de la figura se observa que 8, es la moda de la funcién de densidad y se puede
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demostrar que la moda correspondiente a PQlaB) es el y la media es - . Si
a+p-2 a4

ademas se estima subjetivamente que 8, es la media obtenida del histograma, se tiene que
0,(20,-1) (1-8,)20, --n)
0,-0, * 0,-0, /)

PQ)= Bc(

4.2,2 FAMILIAS CONJUGADAS PARAMETRICAS

Ejemplo 4.2,2.1: En las condiciones del ejemplo 4.2.1.2 suponga que se desea actualizar
la distribucién a priori con informacién obtenida a través de una muestra aleatoria.
Hasta el momento se tiene X =(X,,.X,, ... X,),unam.a.con X~Blli©), ©=[0,1] y
P(©)una Be(a, p) conay {3 ya determinados. Utilizando e! Teorema de Bayaes se tiene que
POLY)= P(XP)PO)
= 0'(1-0)""0"'(1-0)"" , ©0)
<0 (1-0) "1 1, 0).
()
donde Y = ‘;:X, .
i)

De la expresion (1) queda claro que P(0].X) tiene fa forma de una distribucion Beta con
parametros a'=a +Y y §’ = +n~V . Lo anterior demuestra que bajo un muestreo Bernoulli
y una inicial (a priori) Beta, la final (a posteriori) vuelve a ser una Beta pero con pardmetros
~ aclualizados.

Algo andlogo se muestra en el ejemplo 4.1.3, pues dn él se concluye que bajo un
muestreo Exponenclal y una inicial Gamma, la fina! vuelve a ser una Gamma.

Los dos ejemplos mencionados ilustran un concepto de gran utilidad en la asignacion de
distribuciones iniciales y calculo de distribuciones finales; este concepto es el de Familias
conjugadas paramélricas. En general, toda familia paramétrica se dice que es conjugada si es
cerrada bajo la aplicacion del Teorema de Bayes con respeclo a una verosimilitud especifica.
En tal caso se dice ademés que la familia es cerrada bajo muestreo.

DEFINICION 4.2.2.1 (Familia Conjugada Paramétrica): Sea X =(X 1 Xy “..X,,) una
ma. con X ~f(.\’p), con 0 e@crhkyF = {1’(0)! P@) = g(()lk). A EA}, F es una familia
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conjugada paramétrica para § = {f (Yp) 0 EQ‘)} sty sdlo si para todo PO) que pertenece a F
yf (,\'p) gue pertenece o H se tiene que P©O|X) tambicu pertenece a F.

El tomar una distribucién inicial de alguna familla conjugada paramétrica puede facilitar la
determinacién de la funcidn de distribucién a priori pues representa considerables ventajas.
Para dejar completamente definida la inicial se debe estimar de manera subjetiva (os valores de
los pardmetros; lo cual se puede hacer mediante los métodos descritos anteriormente; ademas
el célculo de la distribucién final es inmediato ya que sélo hace falta actualizar los pardmetros
con la informacion muestral.

A continuacidn se presentan algunas familias conjugadas con sus respectivas reglas de
actualizacién de los pardmetros. Las demostraciones se excluyen debido a que sélo se trata de
célculos algebraicos.

¢

Tabla 4.2.2.1
VEROSIMILITUD PARAMETRO INICIAL FINAL
DE INTERES
Blli(XP) 0 Be@f,p) | POLY)= Be(@ +Y, B +n-1)
Binomial(X|mg) 0 Be@f,B) | PQ|X)= Be@ + Y, B +nm~Y)
Geomelrica(XP) 0 Be@fx,B) | PO|X)= Be(oe +n, B +Y)
Exp(Xp) 0 Ga(O,B) | PO|X)=Ga(o +n, p+1)
Polsson(XP) 0 |Ga®kp) | POIX)=Ga+V,p+n)
N(Xlllﬂ:) — , ( n ns’)
= . PalX)=Gal o+, p a2
i conocida o7 |Gy | PO=Gae P+
N(Xuo?) Nod) | ot yyo pf JOb RO ool
. (P‘l)' N; T T T

q' conocido } no,+0° no,+a

" Z(xi - p)l

con Y=Y x y =Ll —
s}

La relevancia de cada familia conjugada estd ligada directamente a la flexibilidad y
versatilidad para poder expresar la incertidumibre que el decisor tiene sobre el pardmetro de
interés.
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En general el poder precisar una funcién de distribucién P(0) es una tarea compleja, sin

embargo, el concepto de familias conjugadas parece resultar de gran utifidad; es mas, Diaconis
e Yivisaker (1984) afirman que {a incertidumbre sobre O siempre se puede representar como
una mezcla de distribuciones conjugadas, esto es, como una combinacion lineal convexa de
ellas, Aungue esto no garantiza la simplicidad en la practica.

TEOREMA 4.2.2.0: Sea X=(X, X, .. X,) wa ma can X~f(XP). OcRky
F= {P(O)] P(O):g(ﬂ]k), ke!\} una familia conjugada paraméirica bajo tal muestreo,
PrO)= Y kBO) BO)=gOR.), Yok =14 20y GA} es también tina

isl =l

entonces F¥= { P*0)

Jamilia conjugada paramétrica bajo el mismo muestreo.

Demostracién:
Sea P*(0) que pertenece a F*, entonces P40)= Zk,l’,(ﬂ). Por el Teorema de Bayes

se tiene que: -
PHOLX)x P*(0)f(XP)

=ikf17(01f(ip)
iw]

: h©)/(XP)
=) kKP(X)——
2 )
PO Y KRR
g @
pero como £(0)= g(()lkl) pertenece a fa familia conjugada con respecto a f(X§),

R@1X)=gOR)), @

donde g(BJA!) es fa distribucion final asociada a la inicial g(O|A,) con A, el parametro
actualizado.

De aqui que combinando (2) y (3) se tiens
Pr@|X)= Y kg @), @)

il

con k'=k P(X)y P(X) una constanta que puede ser calculada faciimente (por ser ¥
conjugada) mediante el Teorema de Bayes .

De (4) se deduce que
90



PrOL)= 3o kg0 eon ke
£1

1=l
'
1=l

L.a expresion anterior muestra claramente que I"(OlZ,,) es una combinacién lineal convexa de
elementos de F, por lo que I"(()I,_{ ) también pertenece a F* y en consecuencia, F* es una

familia conjugada @

En conclusion, la familia de mezcla de conjugadas es también una familia conjugada y
dicha mezcla es de gran utiidad para representar distribuciones iniciales multimodales. La
demostracion anterior exhibe las reglas de actualizacién de los pardmetros.

Si PY0)=) kP©). entonces P*B|X)=Y ¢ P(0|X), donde P(BlX) es la distribucion
inl il

actualizada a través de la informacién muestral (ver tabla de familias conjugadas para algunos

) "
casos especificos) y c, =_'!‘LI'.(:_X-). (claramente ) ¢, =1).

Y kE(X) !

ESTADISTICA SUFICIENTE

Otro aspecto que es importante resaltar y que se muestra tanto en el problema 4.1.3
como en ef 4.2.2.1 es el hecho de que 1)(0]5 ) depende de la muestra Unicamente a través de

Y= Z X, . Lo anterior implica que desde el punto de vista bayesiano Y es suficiente para 6.

el

DEFINICION 4.2.2.2 (Estadistica Suficlente): Sea T, una estadistica de la muestra X, se
dice que T, es suficiente si para cualquier distribucion inicial se tiene
POLX)= P@IT,)
cott
PQIT,) <f(T,0)7@)
donde f(T,0) eslafdp.g de T, condicionala 0.

Existen algunos resultados interesantes sobre estadisticas suficientes y uno de ellos es ef
del Teorema de Factorizacion.

TEOREMA 4.2.2.2: Una estadistica T es suficiente si y solo si f(X|0) puede ser

Jactorizado como

JXP)=UX) F(T(X)0) )
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para todo X en el espacia muestral, donde U es 1wna funcion positiva que no depende de 0 y V

es no negativa y depende de X solamente através de T

Demostracion:

=>)Suponga que 7' es una estadistica suficiente, entonces P(O|X)=h(T(X),0)20
donde /r es una funcién que involucra solamente a 7(X) y a 0. Por el Teorema de Bayes se

tiene que

Po]y) = - LEDPO)

[ rxp)ro)®
y por ser T suficiente se sigue que
~ X H(7(X)0)
LN (WEOLUR) R
que es una faclorizacién como la indicada en (1), con U(X)= L FXMPO)D >0 y

KT (X))
V(X 0)= ——=2+20,
(A9) 70) 20

POLX
» por lo que f(_\fp) = (Lf(i\_p)p(o)w)‘%z%.)__)_

<) Suponga que se cumple la factorizacién (1), entonces por el Teorema de Bayes
) = LEARO)
[ rxp)ro)®
_ U e)re)
[uw(r)e)pe)®
Como U’ es una funcidn que no depende de 0, entonces
V{r(X)0 e 2
Po|X) = my('r(—')o ),:(0 ) Y @
[va@pyo

Nuevamente utilizando el hecho de que U es una funcién que no depende de 0, se tiene

. u(r(X) v(rx)o o)
O Vo) v(x)o Jro )

_ L@ )ro)
[0 Pow

que

= PQIrY))
Debido a que P@O]X) = PQ|(X)) se sigue que 7(Y) es una estadistica suficiente m
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El conceplo de estadistica suficiente fue introducido por Fisher (1922) y lo aqui expuesto
es equivalente al teorema de factorizacion de Neyman. Con esto se tiene que si una estadistica
es suficienle desde el punto de vista clasico o frecuentista, también lo serd desde el punto de
vista bayesiano.

Ejemplo 4.2.2.2: Sea X =(X,,X,..,\,) una ma donde .\ es una v.a. cuya
distribucion pertenece a la familia exponencial generalizada, esto es
)

J(Xp)= h(.\')w(O)cxp(Zc,(())(/l(x)) , 0 eRY;

en donde el recorrido de X' no depende de 0 y A(x), w0),¢,0), U (x), j=l..k son
funciones totalmente especificadas. Encontrar 7(X)eR' tal que T(.X) es una estadistica
suficiente para 0.

n i
7(Xp)= n(h(.\', (0 )cxp(Zc,(O)U,(.\', ))]

L] i 3 )
= ([’l[ h(x, )) W0 )exp(Zc,(o W, (514 X6, 0, (x)) 4.4 3 ¢, 0 (x, ))

[ =l iel

S(XP)= (]‘1 h(x, )) W' )cxp(c, © )z"; U,(x,)4e, (o)iu, (%)t €, 0 )i U, (x, )) 3)
[} i=l

il inl

De la ecuacion (3) es claro que se tiene una factorizacion como la del Teorema 4.2.2.2.,

donde U({):[ﬁh(x,.)) >0y V(T(A:),()): w0 )cxp(ﬁ:(c,«))iu,(x, ))] 20, que depende
il J =]

de X dnicamente a través de la estadistica

7‘(1):(2"30,<x,), ﬁju,(x,). iU, , )) .

=] =] =l

Por tanto, T(.Y) es una estadistica suficiente y de dimension fija (igual a la dimensién de
©) para el parametro 0 de la familia exponencial generalizada. Esto es un resultado de suma
importancia que se plasma en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.2.2.3: Sea .\ =(X,,X,,..,X,) una ma. donde X es una v.a. cuya
distribucion pertenece a la familia exponencial generalizada, esto es
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i
JXp)= h(.\')w(O)cxp(Zc,(())U,(.\‘)) ,0eR*;
=l
en donde el recorido de X no depende de © y h(x), w(@®),¢,®), U,(x), j=l..k son

funciones lotalmente especificadas. Enlonces,

?‘(_,K):(iu,(x,), iU,(x,), . iU, (x,))
1=

~ el ta}

s una estadislica suficiente de dimension fija para 0.

Algunos ejemplos de distribuciones pertenecientes a esta familia son la Bernoulli, la
Polsson, la Normal (con media desconocida y varianza conocida o dasconocida), la Gamma, la
Beta y la Normal Muitivariada con vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas
desconocidas.

Existe una relacion directa entre las familias conjugadas y el concepto de suficiencia ya
que st se tiene una estadistica suficiente de dimensidn fija, siempre es posible construir una
familia conjugada paramétrica. Se puede demostrar que ias unicas funciones de densidad que
admiten une estadistica suficiente de dimension fija son fas pertenecientes a la famifia

exponencial.

TEOREMA 4.2.2.4: Sea X una variable aleatoria con fdp.g. f(XP) y 0 €®, si existe
una estadistica suficiente de dimension fijo para ® y pura todo n ocurre que L SX P <o

entonces existe una familia conjugada para f(XP).

Demostracion

Sea 7T(X,) una estadistica suficiente de dimensién fija para 0, entonces por el leorema
de factorizacion se tiene que existe ¥, tal que

@ 0)h, (1(£.)9). )

por lo que L SEPY0 LV,,(T(,_\: ,JO )0 . De aqul se tiene que
{12, )0} <,
y por lo tanto existe una f.d.p.g.

BOITY )V, (T(X,)0). o
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A continuacion se demuestra que la familia G de todas las f.d.p.g. de la forma expresada
en (5), es una familia conjugada para f(XP).

Sea g(OII“n,) un elemento arbitrario de Gy X, =(x,.x,. ) la muestra; entonces

por el teorema de Bayes
2OLX, )0l ) F(X, ). (6).

Al sustituir (4) y (5) en el lado derecho de la expresién (6), se tiene
gOLY, )/ (X, B (X, D)= (X, 0)

y por ser f una estadistica de dimensidn fija
8O ) (T(X,,.,)0)
De io anterior se concluye que & es una familia conjugada para f (xp)-

Esta demostracién es muy ilustrativa ya que a partir de ella se deduce la manera natural
de construir fa familia conjugada paramélrica para una f (x|0) dada cuando existe la

estadlstica suficiente de dimensién fija. La familia conjugada paramétrica es entonces
&= o=V}

en donde J, es igual que en el Teorema de Factorizacién. Esta familla es conocida como
Jomilta conjugada basica.

Ejemplo 4.2.2,3: Sea X =(.\},.Y.,..,.X,) una muestra aleatoria con f.d.g.p. Bli(0).

Determinar la familia conjugada basica.

7(5p)=0%" 10"

y por el Teorema de factorizacién, se tiene que U(X)=1y

..
>
il

K=o+ 1)

porlo que T(X)= 5 x, y por consiguiente
iwl
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G= {uu(u.[s) o= ) x4l Pen- Yy 4lp
ok -l

Enestecaso G = {Hc(u Map EN}. eslo es, la familia conjugada basica es la familia de

distribuciones Beta con paramelros en los naturales.

4,2,3 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD INICIAL NO INFORMATIVA.

Como ya se ha mencicnado, existen situaciones en las cuales la determinacién de una
distribucién a priori informativa es imposible, ya sea por que se carece de informacion a priori, 0
debido a que el decisor se encuentra imposibilitado para manifestar su conocimiento inicial. En
otros casos, es deseable no considerar informacién inicial para llegar a resultados comparables
con la estadistica clasica o frecuentista. El Analisis Bayesiano, sin embargo, requiere de una
funcién de densidad a priori; motivo por el cual existe toda una escuela encargada del estudio
de la determinaclén de una funcién a priori no informativa; esto es, una funcién que represente
el desconocimiento del comportamiento del parametro de interés; una distribucién que no
favorezca ciertos valores de 0.

El plantear una a priori no informativa es un problema dificil, de hecho es un problema
abierto a la discuslén. Existen algunas allernativas de solucién, cada una con sus puntos a
favor y sus puntos en contra; en esta seccién se trataran las mas comunes.

PRINCIPIO DE LA RAZON INSUFICIENTE

Si no se sabe nada sobre el espacio parametral ©, entonces no hay razén alguna para
asignarle una probabilidad mas alta a algunos de estos sucesos incierios.

En el caso en el que ©@ =, ..., 0, }, 1a probabilidad de cada evento bajo este principio

estara dada por I’(O,):% i=l,...k; esto es, la inlcial no informativa sera ia distribucion

uniforme. Sin embargo, en situaciones en donde el nimero de sucesos inciertos no es finito, la
aplicacidn de este principio ya no es tan obvia.

Ejemplo 4.2.3.1 (Berger, 1985): Suponga que el pardmetro de interés es ¢l de la media
de una normal, con el espacio parametral © =(~,0). Si se desea una a priori no informativa,
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el principio de la razén insuficiente llevaria a asignar igual peso a todos los posibles valores de
0. Desafortunadamente si se elige P(0)=¢>0, entonces I P0)d0 =, esto es, no se tiene
(]

una densidad propia. No obstante, se puede Trabajar con ella. La eleccién de ¢ no es
importante, por lo tanto la distribucion a priori tipica para este problema es P(0)=l. Esta es

frecuentemente llamada la densidad no informativa y fue introducida y usada por Laplace
{1812),

Como en el ejemplo de arriba sucedera {recuentemente que la no informativa natural es
una a priori impropia. Se conoce como impropla aquella densidad que tiene una masa infinita.

Un problema mas grave que el de tener una masa Infinita es el de falla de invarianza ante
reparametrizaciones. Esto se ilusira en el sigulente ejemplo.

Ejemplo 4.2.3.2 Sea 0 la proporcion de individuos con cierta caracteristica. Entonces la
iniciat no informativa de a cuerdo con €l principlo de razon insuficlente es

PO)- {1 0<0 <

0 eoc
Supdrigase ahora que el interés esta puesto sobre ¢ = ~log@ . Resulta obvio que si no se
tiene informacién sobre 0, tampoco se tiene sobre . En este caso el principlo de la razén

insuficiente llevaria a asignar la distribucion
¢ O<p<w

l’(tp)={ 0

eoc.

Por otro lado a distribucion para ¢ inducida por P@©) es

O<p <o
eoc.

P@)= PO@) (o) = {” .

la cual es claramente informativa y por tanto diferente a P(p) .

En tomo a esto se puede argumentar que uno usualmente elige la parametrizacion que
resulta intuitivamente mas razonable; este argumento es, en general, dificil de defender.
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PRINCIPIO DE INVARIANZA (REGLA DE JEFFRYES)

La carencia de invarianza de la a priori (constante) derivada del principio de razén
insuficiente ha conducido a la bisqueda de iniciales no informativas las cuales sean invariantes
ante transformaciones del pardmetro, ya que por ejemplo Jeffreys dice (Lee, 1989): "cualquier
parametrizacion arbitraria del modelo debe de flevar a los mismos resultados”, Se han dado
muchas sugerencias para resolver este problema. E! método mas ampliamente usado es el de
Jeffreys (1961).

Sea .\ una variable aleatoria con {.d.p.g. I’(Xp) y 0 €@ cR’. Basandose en la nocidn
de invarianza, Jeffreys propuso tomar la distribucién inicial no informativa para el parametro 9
como

P@)jdet i@, 0 <o,

2 \
donde (bajo condiciones de regularidad) I(O)=—E"., 0[2% I’(xp)

00 :l es la matriz (pxp) de

informacion de Fisher.

La idea intuitiva de basarse en la informacion de Fisher es que f(8) se interpreta
generaimente como un Indicador de informacién provista por el modelo (o por las
observaciones) acerca de! valor del pardmetro 0. Ademas parece razonable Suponer que Jos
valores de 0 para los cuales Idet{l(e)}[ es grande deben ser mas probables bajo una
distribucion inicial no informativa. Dicho de olra manera, favorecer los valores de 0 para los
cuales |det {I(B)}{ es grande es equivalenle 8 minimizar la influencia de [a dislribucién inicial y

por o tanto ésta sera lo mds no informativa posible,

Ejemplo 4.2.3.2 Encontrar fa distribucién inicial no informativa de Jeffreys para el
pardmetro 0 de una distribucién Binomial-Negaliva (xpr) con funcidn de probabilidad dada por

L x -1 )1
P(p)= (:“(:_1;3'0 "(1-0) x=0.l...

r+x-j
log P(0)=1log iF(TET)% + xlog0 +rlog(1-0)
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Qf_log I’(.\'@ X
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-~ 3’ log P(xP) I S
"“""'nv[“ﬁo‘f—‘ =Ea "0t "oy

E;p(-‘) r
BN e + .......
0 (1-0)

ro
y como E,p (x)= )

e, r T r
0= 37+ “og-0y * oy

=t =9 (1-0)

0(1-0y
por lo tanto
P0)x07%(1-0)".

Esta es una distribucién claramente impropia (pues tiene masa infinita) que podria
pensarse como una "distribucion beta", Be(%,0); sin embargo, en la distribucién beta se

requiere o >0, p >0. Cabe aclarar que a pesar de que tal a priori es impropia suele ser usada,
pues la final si es propia y resulta ser una distribuclén beta especificada por B“(Z X+ 4, nr).

Ejemplo 4.2.3.3 Encontrar la distribucién inicial no informativa de Jeffreys para el
pardmetro 0 =(t. 5°) de una distribucién normal con media y varianza desconocidas.

2
Se tiene que log P(x)= k- }loga® -y “%, y por tanto

azlogi’(xp)___[ A -(‘-%1)" )
' -(h%‘l' /Vuo')'—(w%”)'

Ademés como se tiene que E(x)=p y E(x—p)'=c’ se sigue que
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[y 0 )
I(O)"( 0 __%_(0,!)4

y det/(0)= ~4(a’)*,
por lo tanto se concluye que
PO)(c’ )"32 .

La distribucién de Jeffreys como se ilustra en los dos ejemplos anleriores resulta en
muchos de los casos impropia, sin embargo, respela el principio de invarianza.

TEOREMA 4.2.3.1 Si ¢ =(0) es tna transformacion uno a uno de 0, entonces

Po@@)= PO@) e (@), 9 c®
donde O =¢(0) y P,(tp)ocldct{!, (cp)}ri es la distribucion inictal no informativa de Jeffreys (y
1,(@) la informacion de Fisher) para el parametro .

Demostracién:
La distribucion no informativa de Jeffreys para 0 es 1’(0)oc|del{l,,(e)}1" donde

0 log P

inversa 0()=¢'().

]. Sea ahora ¢ =¢(0) una reparametrizacién del modelo con

La distribucién no informativa de Jeffreys para ¢ es

B @ldetfi o)} =‘de‘{’ﬁ'“[%m]}ld

alog P(X)p) - dlog P(XP(9)) - dlog P(XP) 0
d ¢ a0 dp
entonces
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2’ log P(Xlp) *[a’ log!’(.\'p)go_)_aﬁ)_+g_|og P(XB) 0%

By B0 dp)op 20 p'0p
_Olog PLXR)( aa) , Blog PX) 2%
00 \dg o dp'dp

{2)
Obteniendo el valor esperado de {2) se liene

E (M@)=F [QJL’E!.’Q’E))( )”5 (?E’él’i:‘_p))( )
“Ne %'&P “Xp X000 a‘p o 20 a‘p 6@

o), 8% cdlog M(XD)
= i,,(o)(aw) +6¢p'6¢I o PP

, G
-l (i".i) AL POXP)LY

Pero se tiene que
ar(x p)

l’(Xp)iX j‘ap( \p)ix

I PXP)
y bajo ciertas condiciones de regularidad, las cuales suponen que se puede intercambiar
el orden entre derivacion e integracién

PXB) o B e D
[—ae—dx % ) PP)=()=0.

' a’logp(xp))_ (ao]’
"-""(”W =) ®

Sustituyendo (3) en (1)
K 2
o0
il {-10f2) ]}1 fufo(2)

y como el determinante de un producto es el producto de los determinantes

Por lotanto

%
P(p)e
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I

2
Pg)oc[det I(O)]l" dc!(é‘l)
&

b8
dct(;?:p—)’ = PO @)

Pp) PO)

y por consiguiente

P@)o PO@), @)|m

FAMILIAS CONJUGADAS NO INFORMATIVAS.

En la seccion 4.2.2 se habld de la convenlencia que representa en algunos casos, el usar
como distribucién Inicial un miembro de la familia conjugada al modelo. Por lo tanto, una
manera natural de obtener una distribuclon a priori no informativa es partir de una familia
conjugada y elegir la distribucion de tal manera que los parametros (iniciales) no influyan en la
a posteriori, esto es, que la distribucion final esté dominada por la informacion muestral. Para
llustrar esto se presentan los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 4234 Sea X =(X,JX},.,JX,) una muestra aleatoria con funcién de
distribucion Blli@), @ = [0, I]‘ Se sabe que la distribucion inicial conjugada es una distribucion
beta con pardmetros a, 3, esto es, Be(a,f). La distrbucidon final es por tanto

Be(u+ Y x, B+n-3 x).

Sl se hace tender a -0 y 8 —0, se tiene que
POIX )02 -0y

y por consiguiente
P0)c07'(1-0)",

Por lo tanto la distribucién no informativa usando conjugadas es una "distribucion beta
impropia®, Be(0, 0). A pesar de que esta distribucion inicial es impropia, la final generalmente

es una distribucion propia pues PQ|X )= Be(Y x,, n-Y x,).

Ejemplo 4.23.5 Sea X=(X,X,,..,X,) una muestra aleatoria con funcion de
distribucion N(p, 1). Se sabe que la distribucién inicial conjugada es una distribucion normal,
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, . . Yolep, ol
N(,.0]). La distribucion final es por tanto (ver seccion 4.2.2) /\’[wi’T—Lﬂ.--—r'!—---) con
no, +l nog +l

) ’ g '
Yolep, Yo o, 1 .
Se puede observar que »—-i’—,—l-‘l = g —— = -—, por lo tanto, haciendo
no,+l on+ nag+l n+
al a
a; —> », los pardmetros de la distribucion final dependeran unicamente de la informacién de la

muestra. En consecuencia se tendré que
I’(MIL\_’)=N(§. l‘) y
!

P(pyxl,
Nuevamente, se tiene una a priori no informativa impropia que lleva a una final de masa
finita.

Se pueden presentar muchos otros ejemplos, y en general la siguiente definicion sera de
utilidad para determinar Iniciales no informativas via familias conjugadas.

DEFINICION  4.2.3.4  (Inicial no  informativa-familias  conjugadas) Sea
X=(X\, X, .. X,) una ma. con X~f(XP), OcRhk y F= {P(O M), A eA} familia
conjugada paraméivica, de esta manera l’(() | X )= PO | M) en donde N =h(\,Z,). Si

Ay €GA (frontera de A) es tal que N sélo depende de X, entonces l’(() IAO) es la inicial no

informativa via familias conjugadas.

4,24 INICIALES DE MAXIMA ENTROPIA

Existen muchas situaciones en las cuales se cuenta con informacién parcial a priori sobre
el parametro 0. En estos casos no resulta apropiado utilizar una distribucidn no informativa ya

que se perderia la informacidn con que se cuenta. Por otro lado, tal informacidn tampoco es
suficiente para especificar completamente P(0). Por ejemplo, suponga que se especifica la

media a priori, entonces una solucidn razonable serd elegir de entre todas las distribuciones
con esta media, aquélla que sea lo menos informativa posible, Un método til para tralar este
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problema es a través del concepto de Emropia. Este concepto es mas natural para
distribuciones discretas, por lo tanto se comenzard con el caso discreto.

DEFINICION 4.2.4.1 (Emtropia) Sea © wn confunto discreto y Pl densidod e
probabilidad sobre © . La entropia de P, denotadu por H(P) . se define como

H(P)= =Y (log P©,))P0,)
(]
(Si P(©,)=0, entances se define (log P@©,))P(O,)=0).

El concepto de entropla tiene una estrecha relacion con la cantidad de informacion
disponible, por lo fanlo puede ser pensada como una medida de la incertidumbre inherente en
Ia distribucidn de probabilidad (ver Rosenkrantz, 1977).

Ejemplo 4.2.4.1. (Berger, 1985). Considere © = @,,0,, ....0,,}. Si P@,)=l y P@©,)=0

para todo J/ # k, enlonces claramente Ia distribucidn de probabilidad describe exactamente la
ocurrencia del pardmetro @,, en olras palabras, se fiene informacion perfecta. La

“incertidumbre" &5 cero. Correspondieniemente
()=~} (log P(9,))P@,) = ~log(1)=0.
9

En la determinacidn de distibuciones a priori la medida de entropla es de gran
importancia pues es deseable obtener 1a distribucion que cumpla con las restricciones iniciales
y que ademas sea la mengs informativa, esto es, ia de maxima entropla.

Ejemplo 4.2.4.2, Sea O = {),,0,} P@,)=py P@,)=l-p, delerminar el valor de p de
tal manera que la que ia distribucion resultante tenga maxima entropla.

H(P)=-f(log p)p+1ogQ-p)1-p)].

entonces H'(P)= -[(Iogp)—log(l—p)]:Iog(tp—) ¢ igualando la derivada a cero se
P

PP

particular, para p=1 es estrictamente negativa, en consecuencia, este valor maximiza la

tiene que 1:ﬁ:l. Por lo tanto p=1 es un punto critico. Ademés H"(P)= <0 yen

entropla (ver figura 4.2.2.1).
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Figura4.2.2.1

De lo anterior se concluye que la distribucién de maxima entropla es P(0,)=1 para
i=1,2, que es la distribucién uniforme. Cabe mencionar que esta distribucién coincide con la
obtenida mediante el principio de la razén insuficiente o principic de indiferencia.

De manera andloga a lo realizado para el caso O = {G,. 9, }. se puede demostrar que si
se liene O= {0,,0,, oy 0,,}. la distribucién de maxima entropfa serd P(0,)=% para

i=12,..,n.

Se sabe que para el caso discreto la entropla de una distribucién de probabllidad estd
dada por H(P)=~)(log P(0,))P(@,). De esta expresion es ciaro que la entropla puede ser
9

también definida como

H(P)= —E,,(log P(©)).

Esta ultima expresion sugiere la definicion de entropia en el caso continuo, pues el
operador esperanza puede ser aplicado tanto en el caso discreto como en el caso continuo,

DEFINICION 4.2.4.2 (Entropfa) Sea O una variable aleatoria continua con funcion de
densidad P(Q). entonces ln entropia de P(©) se define como

H(P)= ~ Epg (log P(©))= - [(log PO)PO) .
(]

1056



Ejomplo 4.2.4,3. Sea 6 ~ U(a,h) . Determinar la entropia de P(0).
HU)= u(J«- 1(x)] = «13(|ug~—'~ 1(x)
b~a fus b-a fob
= —log;{«; =loglh-a)

porlotanto H(U)=log(b-a).

Ejemplo 4.2.4.4. Se desea determinar 1a entropla de P(0), en donde 0 ~ N(po?).
Utilizando la definicion de entropla se tiene que

!
H(R)=H —fwe ¥

H
= —I(log pr g -@—2‘~)—) PO

oVir ag?
=| @Zicﬁ,)ii’(o )0 - [log (e PO = } -10;;(1-},.,-)= }+logfoV2n)
R 4

por lo que se concluye que

H(N(p,c 2))= —;—+ logls \51?)

Para este caso particular de la normal se puede observar que no existe la distribucién de

maxima entropia pues
lim H(N(p,c’)): o,

En general, no existe la distribucidn inicial de maxima entropfa sin embargo cuando el
soporte de 0 es finito o cuando se conocen la media y la varianza a priori 8¢ pueden obtener

algunos resultados.

TEOREMA 4.2.4.1 Sean p(@) y q(B) dos funciones de densidad para 0 en @ c R, si
Ilog(p(e))p(())c&) y I log(@(0))p(8)d0 existen, entances
0 0

- Ilog(p(() (@) <~ flog(q(() 0N .
0 L}

Demostracion:
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La desigualdad de Jensen (Mood, Graybill and Boes, 1974) dice que si p: R —» R @s una
funcién continua convexa Y U una va. con media E@©) entonces I:'(g(()))z g(l:‘(())). Una

funcion es céncava si y s0lo si su negativa es convexa, la funcion logaritme natural €s concava,
Por tanto su negativa es convexa, entonces por la desigualdad de Jensen

. q(0) - | 90)
l:,,«,,[— log m”z -log """’[F«T)]'

por o que Erun["’g(l:g'})Js"’gErw)['q,(“((.%]- lo cual sucede s y solo si
P F

. 9(0) 900)
E . Iog[M)Js Iog(! ;;Ea-jp(ﬂ)a'() =log(l), y de aqui que

p(9)
q( ))
E,,(,,,[ Iog(——-—p(o) JSO.

Por propiedades de ia funcién logaritmo y debido a la aditividad de Ia funcién esperanza

J1og(2(0))p(0)0 - flog(p0))p0)a0 <0,
] ]
por lo que finalmente - [log((8))(0 )0 < - floae©))p0)i0
] (]
COROLARIO 4.2.4.1 Sea 0 una varigble aleatoria continua con Soporte en [a,b] y

Juncion de densidad P0), entonces
H(PE))s HU(ab))=log(b - a).

Demostracién:
Por el teorema 4.2.4.1
] L)
1
~Hlog(p© Odﬂs—lv(—-) 0)H)
;f 0g(p(@))p(0) f o8 == |0

RY 1
=- Iog(-[;_—a-) JI PO)D = —log(m)

=log(b-a).

De la uitima expresion se tiene que H(P©))<log(h~a) Y en el problema 4.2.4.3. se
concluyé que H(L')=log(h-a), por Io tanto H(P@))< HU(ah))g
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COROLARIO 4.24.2 Sea 0 una variable aleatoria continua con soporte en R, si
Epp)(0)= p y Var,,0)=a’, entonces
H(PE)< H(N(noh)

Demostracién;
Por el teorema 4.2.4.1

- [10a(p©))p(0)d0 5~ flog(V(ps") Jp(0)ad
R L3

@ \ﬂ!
1

=~ jlog(m.e"v )p(oym
L4

- 1
- f(log;,'-z-; - @2—3,‘-)-) PO

- jﬂo—;‘%’if’wm - flog(cse @) = § - log(igsr )=+ +lowe ¥2n)
[ K

y del problema 4.2.2.4 se concluyé que H(N(p,o’ )): —;—+ Iog(o Vo ) por lo tanto
H(P©)s H(N (o))

La utilidad de estos dos corolarios en fa delerminacién de distribuciones iniciales es muy
clara. En conclusién se tiene que si 8 es una variable continua en [a,b]. enfonces Ia

distribucién que cumple con el principio de maxima entropla es la U(ab). Por olra parte, si
0 R con media y varianza a priori 1 y o’ respectivamente, la distribucion N(uo?) eslade

maxima entropla ,

En muchos problemas de las ciencias fisicas se dispone de informacion expresada en
momentos de ia a priori, en tales casos, el uso de distribuciones de méaxima entropla reporta
excelentes resuitados.

108



43 ALTERNATIVAS PARA EL CALCULO Y EXPLORACION DE DISTRIBUCIONES
FINALES.

En la mayoria de los problemas estadisticos, la inferencia se hace a parlir de la
distribucion final, la cual resume la informaci6n a priori y la informacion muestral. El Teorema de
Bayes proporciona la manera de determinar tal dislribucién a posleriori, sin embargo en
muchos de los casos sera dificil encontrar una expresién analitica para ella. Es por eso que
resulta necesario encontrar formas alternas de calcularia y explorana.

4.3,1 APROXIMACION ASINTOTICA NORMAL PARA LA DISTRIBUCION FINAL.

Sea X =(X,,..X,)una muestra de observaciones independientes de P(Xp) con
0 eR* y P(©)una distribucion Inicia) sobre 0 . La distribucién final de 0 esta dada entonces
por PQLX ) PO)P(XP). Yo cual pasa si y sélo si
PO} )< expfog P(O)+log P(XP)}.
Si ahora se considera la expansién de Taytor para log P(0) y log P(i b) alrededor de

sus respectivos maximos m, y 6, se liens

fog P(0)=log P(my)~ 40 —my) H,(0 - m)+R,

log P(xP)=log P(X )40 -8y HO ~8)+ R;

8 log 1«0)) ( & log p(gp))J
en donde /, =[——-—-—-——-— , H=|-——F—=—21 y R y R denotan los
° 0,00, 000, ).,

Bemy ;]

residucs de segundo orden de las correspondientes expresiones.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, que garantizan que R, y R son pequefios si

es grande, se tiene que aproximadamente
P@ /_\f)ocexp{—%(ﬂ ) H.(0 ~my)~ 1@ ~8) HO —é)}

y por lo tanlo
POIX eexp{~1@ -m,)'H,0 -m,)}

endonde H, = H,+ H y m, = 1" (Hym, + HO) .
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En conclusién, P(Ol,l’ ) puede aproximarse, si n es "grande", a través de la distribucion

nomal multivariada

N,(J Im,,, H,,")

APROXIMACION ASINTOTICA ALTERNATIVA

A continuaciéon se presenta una aproximacion asinttica a los pardmetros de la
distribucién final que no toma en cuenta el conocimiento inicial sobre el parametro 6. Por la Ley
fuerte de los Grandes Numeros

i gm[l[—azlogl’(llﬂ)]}_ ; {l if_lgg!’(x’p))}

n\ 2000, TnoR\In& 0,00,

2
= ;'(Xp)(i%%:—v-@]dx (Vi =1,...,k).
De esta manera, si n es “"grande”, H,,znl(()‘), en donde /(0) denota la matriz de
informacién de Fisher por unidad muestral.
Si n es "grande”, la precision de 1a distribucion inicial tenderéa a ser pequedta comparada
con la precision obtenida de los datos. Asl, la distribucién final P(G]_)[ ) puede aproximarse, si

n es "grande", a través de la distribucidn normal multivariada

N,() lé, n' 1(6)")

4.3.2 ALGORITMO COMPUTACIONAL PARA LA EXPLORACION DE DISTRIBUCIONES
FINALES,

En la Teorla de la Decisién Estadistica, una vez que se tiene !a distribucién final es
necesario obtener una coleccidn de distribuciones y momentos marginales, ya que a pantir de
allos es que se podra hacer inferencla sobre los pardmetros. Esta transicién de distribucién
conjunta a distribuciones marginales (y calculo de momentos) implica calculo de integrales de
P@]X). En muchos de los casos, la solucién analitica es casi imposible.

Otro problema frecuente es que resulta dificil encontrar una expresidn analitica para la
distribucion final, y en muchas de estas aplicaciones especificas no es facil verificar si la
distribucion asintética es adecuada (sobre todo si n es "pequefia”).
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Esta serie de problemas, en conjuncién con el desarrollo computacional, han motivado el
desarrolio de métodos eficientes de integracién. Uno de los mas conocidos y Utiles es el
“Muestreo de Gibbs".

MUESTREO DE GIBBS (Gibbs sampler)

El "Muestreo de Gibbs" es una técnica para generar {indirectamente) variables aleatorias
de una distribucién (marginal o conjunta) sin tener que caicular ia densidad. Este método estd
basado enh propiedades elementales de Cadenas de Markav. A pesar de que la mayoria de las
aplicaclones de la &cnica ha sido en modelos Bayesianos, ha representado también gran
utilidad en la estadistica clasica,

Sea f(x.y,,--Y,), considere que se desea obtener la media de fa densidad marginal

S [ [ f 5Dy )by,

L.a manera natural de resolver este problema es calcular f(x) y a pariir de ahf obtener la
media; sin embargo pensemos en el caso en el que es extremadamente dificii calcular la

integral, ya sea para abtener fa marginal, la media o ambas. En tal caso, ef "Muestreo de
Gibbs" proporciona una forma alternativa para detenninar f(x) (y/o sus momentos). A

diferencia de los métodos numéricos tradicionales el "Muestreo de Gibbs", mas que tratar de
aproximar directamente f(x), permite generar una muestra X,..X,, de f(x) sin requerir la
funcién de densidad. Si se simula upa muestra suficientemente grande, fa media, varianza, o
cualquier otra caracteristica de f(x) puede ser aproximada con ej grado de exactitud deseado.

Una vez que se tiene X,,..X,,, E(X) puede ser estimada por Y:ZX,, ya que es
]

bien sabido que "{@w’—:;;X, = !xf (x)dx = E(X). Asl sise loma m suficientemente grande,

cuaiquier caracteristica poblacional, ain la densidad misma, puede ser aproximada.

Para ilustrar el funcionamiento del método, considere ei par de variables aleatorias
(X,Y). Ef "Muesireo de Gibbs” genera una muestra de f(x), a partir de las distribuciones
condicionales f(x}y) y /' (ylx). las cuales se suponen conocidas y se pueden simular. Esto

se hace generando una "secuencia Gibbs" de variables aleatorias
B KXo B X{L o0 B XL

"



E! valor inicial de ) =y’ es especificado y el resto se obliene mediante ileraciones

generando, aliernadamente, valores de

Xy~ rr=y)
ro~ 10 =x)

Bajo ciertas condiciones (ver Schervish y Carlin, 1990) la sucesién .Y, proviene de f(x).

Por ejemplo, Gelfand y Smith (1990) sugieren generar m secuencias de Gibbs independientes
y de longitud k; y usar el valor de .X] de cada secuencia. Si k se elige suficientemente

grande, se tiene una muestra (aproximada) de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas de acuerdo a f(x).

El "Musestreo de Gibbs" puede también ser usado para estimar la densidad f(x).
Promediando las densidades condicionales finales de cada secuencia Gibbs se obtiene

. 1 &

Jy==37(dr)
my

en donde y,,....y,, &on los valores obtenidos de la variable Y final de cada secuencla. La teorla

detras del calculo es que el valor esperado de la densidad condicional es

E[fGIN)]= [7Gy Y ody = £1).

Las cantidades f(x]y,),.... f(x[y,,) calculadas usando los valores simulados y,...y,,
tienen mas informacién sobre f(x) que x,,..x, solas, y por lo tanto proporcionarén mejores

estimadores.

En conclusién, el “Muestreo de Gibbs" genera una cadena de Markov de variables
aleatorias, ia cual converge a la distribucion conjunta (distribuclén de equilibrio) de las variables
bajo consideracién. Las condiciones necesarias para la convergencla del método son
discutidas a detalle por Schervish y Cariin (1980) y Tierney (1994).

La utilidad del "Muestreo de Gibbs" se incrementa a medida que crece la dimensién del
problema. Esto es porque el método evita calcular integrales complicadas. Mds aun, los
calculos de integrales multiples pueden ser reemplazados por una serie de simulaciones de
variables aleatorias univariadas.
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Cabe sefalar que el "Muestreo de Gibbs" ha sido extensamente usado en problemas
practicos tanto Bayesianos como cldsicos. En el &mbito Bayesiano , el "Muestreo de Gibbs" es
béasicamente usado para generar distribuciones a posteriori, mientras que para los cldsicos el
uso se ha centrado en el célculo de funciones de verosimilitud y caracteristicas de los
estimadores maximo verosimiles.
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CAPITULO 5

INFERENCIA ESTADISTICA

En los capltulos anteriores se ha presentado toda la herramienta tedrica para
abordar problemas especificos de inferencia desde la perspectiva de la Teoria de la
Decisién Estadistica (paradigma Bayeslano). Por lo tanto, su planteamiento, asl como su
solucion resultan naturales.

En este tllimo capitulo se estudian algunos resultados generales sobre problemas
tipicos de inferencia, como son estimacién puntual, estimacion por intervalos y prueba de
hipbtesis. Ademas, se ilustra mediante ejemplos su tratamiento.

Es imporante no perder de visla que el objetivo principal de muchas aplicaciones
especificas es el de estar en la posibilidad de predecir valores fuluros de la variable
aleatoria, generalmente denominada por X . Este es el motivo por el cual el problema de
prediccién sera también tema de estudio en este capitulo.

5.1 ESTIMACION PUNTUAL

El problema de estimacion puntual es un problema de decision estadistico definido
por (D, ©, p@), L(d0)), en el cual, la decision consiste del valor con el que se estimard

algin parametro 0 perteneciente al conjunto ©. Por lo tanto, e! espacio de decisiones
coincide con el espacio parametral, estoes, D=0,
La decisién sera entonices d =0 , por lo cual, la funcion de pérdida, L(d ), deberd

reflejar de alguna manera la discrepancia entre el valor 0 y el valor eslimado, 0. Es por
ello que frecuentemente, L(d,0) tiene laforma
LO.d)=kA© -d)

o0 equivalentemente
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1(0,8) = kA0 ~0), )

en donde A es una funcidn no negativa del error (0 -6). de tal suerte que A(0)=0y k
es una constante positiva que pondera la relacién de! error con respecto a los posibles
valores de 0. Ejemplos de este tipo de funciones de pérdida son la pérdida cuadrética y
ia pérdida proporciona! al error absoluto (ejemplos 4.1.1. y 4.1.2. respectivamente).

En el capitulo 3 se demosiré que la solucidn consistente con los axiomas de
coherencia es la decisién de Bayes, y como en este tipo de problemas la decisién dptima
es un estimador, se puede hablar del Estimador Bayesiano.

DEFINICION 6.1.1. (Estimador Bayesiano) Un estimador Bayesiano de O con
respecto a la fincién de pérdida L(d,9) = L(0 o)) y la distribucion p(@) es cualquier
0" €@ que minimiza

Eo[L00)] [LO.0)p0).
(]

EJEMPLO 5.1.1, Sea X una v.a. Bemoulli{(0). Se desea conocer el estimador
(puntual) Bayesiano para 0 cuando se utiliza una distribucion iniclal conjugada, la
informacién de una muestra aleatoria X =(X,..,X,) y lafuncién de pérdida

a\2
0-0
Leé)—[ 9 ]
0= (i-0y

Enlatabla4.2.2.1 de familias conjugadas se observa que la conjugada natural es la
distrbucién bets, Be(a,, {3,). por lo que la distribucion final serd otra beta con

pardmetros actualizados (a, ), en donde o =a,+) X, y B=P,+n-3 X, Porlo
sl

tanto

o T@+B) an -1
P(O[A)-mr(u)r(mo (1-0)*".

Ahora, calculando la pérdida esperada se tiene
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- s (000 1 B Y T I N DTSR P PRL IS IR I
L"‘“*"[['m'm]‘k.!mé.fm(ﬁfé?‘)o (1-0)"" 0 = k(;f(() 6)0° (1 -0)P )

B k’l'-‘,-w.;:,ﬁ" -6 ),]

en donde /'(0].X')= Be(0 o -2, ~2). Evidentemente, para que fa esperanza exista se

requiere que u >2 y i >2.

De fa illima igualdad es claro que ef 0" que minimiza £ ,,@m[l.(().é)] es el mismo
que minimiza k'F "'(ﬂl-x)lge -6)’} y en el ejemplo 4.1.1 se demosiré que cuando se liene
una pérdida cuadratica la decisién de Bayes es fa media de fa distribucion. Por tanto el
. e - a - 2
estimador Bayesianoes 0° = E,., . f0]= T

En el problema de estimacién como en cualquier otro problema de decisién cada
Investigador puede elegir fa funcién de pérdida que mejor salisfaga sus intereses; sin
embargo, debido a la naturaleza de este problema, algunas de las pérdidas con las que
salen expresiones algebraicamente cerradas son la pérdida cuadrélica, la pérdida
proporcional al error absoluto, y la divergencia fogaritmica de Kullback-Leibler.

PERDIDA CUADRATICA

A pesar de que la funcién de pérdida cuadratica, L(0,6)=k(©-0)?, no es ni
acotada ni concava s utllizada con alguna frecuencia en problemas de decisién. Una de
las razones para ello es la relacién estrecha entre el Valor de Bayes correspondiente,
kE,,“,,EO -6y ] y la teoria cldsica de minimos cuadrados. Ademds, los célculos

necesarios para llevar al cabo el proceso de estimacién son generalmente sencillos.

Una justificacién que pudiera ser mas convincente para el uso de esta funcion de
pérdida es la sigulente. Sea 1(0,0) definida como en (1) y supéngase que es

diferenciable al menos de orden 2. Si se aproxima con una serie de Taylor con términos
hasta de segundo orden (bajo la idea de que debido a que la diferencia (0 -0) debe ser

pequeda los términos de orden superior seran despreciables) se tiene que;

116



100.0) ~ ¢y +¢,(0 ~0) +¢,(0 -0)*.

Como A(0)=0 se implica que ¢, =0 y debido a que L(O.ﬁ) debe ser una funcion
no negativa se requiere que ¢, =0. Por lo tanto, la aproximacion se reduce a k(0 —6)’,
con k >0. En conclusidn, se dice que en un contexto mas general, la pérdida cuadratica
puede ser considerada como una buena aproximacion a una funcidn mds apropiada.

Cabe recordar que cuando se considera adecuado el uso de la pérdida cuadratica,
el estimador Bayesiano para un valor real @ es (ver ejemplo 4.1.1 para demostracion)

0" =E,,,(0).

EJEMPLO 6.1.2, Sea X =(X),..X,) una muestra aleatoria con X v.a.
Bernoulli(8 ). Se desea estimar 0 puntualmente cuando se considera una distribucion
inicial conjugada y una funcion de pérdida cuadrética.

Del ejemplo 5.1.1 se observa que la distribucion iniclal es una beta, Be(a,, By), ¥

que por consiguiente la distribucion final serd Be(a, ), en donde a =u°+ZA’, y
(0]

B=Po+n-) X,
(3]
Es bien conocido que la media de la distribucion Be(o, 8) es —‘1—6 por lo tanto el
a
estimador Bayesiano esta dado por

a.,+z":z\’,

is)

TP +n

<>

Si se desea ser no informativo se hacen desaparecer los pardmetros de la inicial,
esloes, a, y B, -0, ycon ello se obtiene que
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que desde el punto de vista cldsico es el mejor estimador lineaimente insesgado de
varianza minima (y ademas maximo verosimil), esto es, es el estimador 6ptimo (BLUE
por sus siglas en inglés).

EJEMPLO 6143, Sea X =(X),..,X,) una muestra aleatoria en donde X se
distribuye V(p,l). Se desea estimar p puntualmente cuando se considera una

distribucion inicial conjugada y una funcién de pérdida cuadratica.

Se sabe que la distribucion inicial conjugada es una distribucidn normal, N(p,, o)

2, 2 »
y la distribucion final es por tanto N( 5, : ”",—P—,—';] con Y=Y x,
noy+l nay+l A
Por lo tanto el estimador Bayesiano es
o Yogtp,
nol+l’

Si se hace ol -»w, el estimador se reduce (ver ejemplo 4.2.3.4) a i’ =x,
Nuevamente, el estimador Bayesiano coincide con el clasico cuando se supone una a

priori no informativa.
Resultados analogos se pueden observar del ejemplo 4.1.3.

FUNCION DE PERDIDA LINEAL

Algunas veces resufta natural uifizar una funcién de pérdida fineal, sobre todo
cuando G perienece a un intervalo pequefio de la recta real. Esta pérdida debe reflejar
ademds, |a discrepancia enire 0 y su estimador. Tras estas dos consideraciones surge la
funcion de pérdida lineal, la cual estd dada por

(k@ -6) si0-020
1,0)={"% .
@ )z{k(((%ﬂ) si 0-0 <0,
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Las constantes &, y &, son positivas y de alguna manera ponderan la sub y sobre
estimacion respectivamente. Si k, =k, =k, se tiene la funcién conocida como pérdida

proporcional al error absoluto,
10.0)= ko -] 0 -0

Cabe recordar que cuando se considera apropiado el uso de la pérdida proporcional
al error absoluto, el estimador Bayesiano para un valor real 0 es la mediana de la
distribucion correspondiente (ver ejemplo 4.1.2 para demostracion).

EJEMPLO 5.1.4, En el contexto del problema 5.1.3 considere ahora una funcidn de
pérdida dada por L(p, )= kl(p - 1)),

El estimador de Bayes para este caso sera la mediana de la distribucidn final, pero
cuando se tiene una distribucidn normal, por ser ésta simétrica, la mediana coincide con
la media, por lo tanto, el estimador serd el mismo que cuando se supone una pérdida
Yol+p,

cuadratica, esto es i’ = —%
noy+1

0 ;I' =X, cuando se supone una inicial no informativa

via familias conjugadas.

En general la media y la mediana de una distribucién de probabilidad son distintas,
en ftales casos la pérdida cuadratica y la pérdida proporcional al error absoluto daran
estimaciones diferentes.

Se podrian seguir analizando casos particulares de estimacion considerando
diferentes funciones de pérdida, sin embargo, son de mayor utilidad los resultados
generales que se presentan a continuacion.

PROPOSICION 5.1.1
A (Funcion de pérdida cuadrdtica). Sea ® =R* y L(©,0) =0 ~0)'H© -0), en
donde H es una matriz conocida, simétrica y definida positiva . El estimador Bayesiano es
cualquier vector 0 que satisface
HO' =H-E@).

Sila matriz H es invertible
0’ =I£,,,°,(0),
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©)+k,©®-0)1 . 0), entonces el

w4}

B. Sea @=R y LOD)=kO-0),,
estimador de Bayes, 6", esral que

. k
6 <6 )=Z,~f-£—.
1 2

En particidar si k =k,=k se sigue que L0 1)) =k|(0 —()A)l y por lo tanto el

estimador serd igual a la mediana de 6 .

Demostracién:

A) La pérdida esperada es
E (L0, 00 = [0 -0 0 -6)p0)a0
derivando con respecto a 6 {bajo ciertas condiciones de regularidad) e iguaiando a cero
se sigue que 2H [(e -8")p(0)d0 =0, de aqul que

HO' = H-E®).
De la expresion anterior, es claro que si H™ existe, entonces
g’ = Em,(()).
Debido a que / es definida positiva, §° efectivamente minimiza E ) (10,0)).

B) La pérdida esperada esta dada por ‘
B,y (LO.0) =k, JO-0)p0)0 +£, fi0 -0)p0)c0.
. 93D 0

Al derivar con respecto a 0 (bajo ciertas condiclones de regularidad) e igualando a cero
56 slgue que £, jp(e )8 =k, j'p(f))dl) , por lo que al sumar &, [p(ow a ambos lados
[ [ 08"

de la igualdad se tiene
kPO <0 )4k, PO <6°) =k,

Por fo tanto et estimador de Bayes es tal que p(® <0" )= p +’ e Evidentemente si
i N
k l -l
k =k,, —2— =~ yenconsecuencia0 es la mediana de 0
T ' -
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DIVERGENCIA LOGARITMICA DE KULLBACK-LEIBLER

Otra funcién de pérdida que se ulifiza en el problema de estimacion estadistica es la
flamada divergencia logaritmica de Kullback-Leibler (Kullback, Leibler, 1951), Ia cual mas
que medir la discrepancia entre § y 0, mide la discrepancia entre los modelos de
densidad correspondientes.

DEFINICION 6.1.2: Sea X ~ P(X[0), con 0 €©, la funcidn de pérdida dada por la

divergencia logaritmica de Kullback-Leibler estd definida por
R Plxi
10,0) = j P(xp Yog (“Ff)dv.
()

Es claro ver que no es una funcion simétrica, pero que cumple con una de las
caracteristicas mas deseadas en una funcién de pérdida y es el hecho de que es concava
(Gutiérrez, 1991).

PROPOSICION 6.1.2: Dada una muestra X=(X,..JX,) de la densidad
exponencial P(x}9)=a(x)exp{x'0 - M(B)}, y suponiendo una distribucién inicial para 0

en la familia conjugada natural, el estimador Bayesiano correspondiente a la funcion de
pérdida

A P
10,6)= [P(: Yiog Gb)
Pixh ’
es Ja moda de Ja distribucién final de 0 . :
Demostracién:

Es facil demostrar que la distribucidn inicial perteneciente a la familia conjugada
natural es P(()Il,,,no)oc exp{1;0 -n,M(0)}, por lo que Ja distribucién final sera entonces

PR|X ) exp{i® -n M(©)}.

n
endonde , =f+1, Y #, =n+n,, con ! =Zx, igual a la estadistica suficiente.
in}
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El estimador de Bayes es aquel 6 que minimiza la pérdida esperada, la cual estd
dada por

EW%‘[)L(O.O‘):”{IP(,:K} )"’si%%z)‘“]l’@lz\f)‘m
= It og e o) - ([ e You PG o)t
= [([re0 Yog 20 )2 01)e0 - [([Gopater <0 - i) )ec)rfol )

(]

E} primer término al Igual que ]'(J' loga(x) P(xp )a)(o]g }® no depende de 0,
<]

por lo cual minimizar E " E)L(O,é) es equivalente a maximizar

!(I(xn‘— M@))P( Ji PO X} = eI(E,,(,,,)(x')o“— M) @lx)n M.

En Gutiérrez (1981} se demuestra que

oM(0
f(.p)(x)- ©) @
E {aM(O)]= N
PN 0 Itl' @)
Sustituyendo (2} en (1)
a“(o) 0 - M(()))I’OXK} £, (PO by

Ahora sustituyendo (3) en la expresion anterior se tiene
[HS a1y o .
L6 - M@)=—(9 -n M)
n "

y maximizar esta expresién con respecto a ) (y debido a que —l~ >0) es equivalente a
n

maximizar (19 - n, M(0)) con respectoa 0.

Ahora, como la funcién exponencial es mongtona creciente se sigue que
ink . (1(0,8)) es equivalente a max PEOY);
i (10,6 08 cquiv max POIY)

por lo tanto el estimador Bayesiano serd la moda de la distribucién finalgg
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En esle ejemplo, es claro que si se supone una inicial via familia conjugadas, el
estimador Bayesiano sera igual al estimador méximo verosimil de la estadistica clasica.

5.2 ESTIMACION POR REGIONES (Intervalos cuando 0 cR )

La distribucién final o a posteriori contiene toda la informacién relevante sobre el
parametro de interés, por lo cual no sélo se cuenta con un estimador puniual sino que se
conoce el comportamiento del parametro mismo. Es por ello que muchos problemas
referentes al parémetro pueden ser resueltos. Uno de estos problemas de interés es el de
determinar un inteivalo, y en general una regién de probabilidad, que contenga el valor
del pardmetro con el cual se condicioné el modelo. Este problema es conocido como
"estimacion por regiones (intervalos)". Formalmente, una regién de probabilidad se define
de la siguiente manera.

DEFINICION 8.2.1. (Regidn de probabilidad) Una region C <© es llamuda region
de probabilidad del (1-a)x100% (0<a <1}, si es tal que

[P0 = PO €)=l

Obviamente cuando 0 eR, C' < © serd un intervalo de la recta real,

Para un a particular puede haber varias regiones que tengan probabilidad igual a
1-a ; el problema serd entonces determinar con cuél regién quedarse. Intuitivamente, la
respuesta serfa optar por aquella regién cuyo "tamario” sea el menor. Mas formalmente,
el problema puede ser planteado como un problema de decision.

El espacio de decisiones es D= {C

PO eC)=1-a }. Una funcién de pérdida que
refleja esa idea intuitiva de que entre mds grande sea la regidn mas pérdida se debe
tener es

L@ ,C)=k"C]l—I(~(9), k>0,
en donde [C] representa la norma de C.

Bajo este contexto y cuando p(@) es continua, la solucién Bayesiana es elegir la
region C', cuyo tamafio sea minimo. Esta regién coincide con la regién que contiene los
puntos de mayor densidad. De esta manera la solucién es frecuentemente llamada la
region de maxima densidad final. En la literatura es también conocido con nombres como
"Regién Bayesiana de Confianza"y "Regién de Credibilidad".
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DEFINICION 5.2.2 (Regldn de mixima densidady. Una region Cc© ey Numada
region de maxima densidad (1-a)x100% con respecio o p(0) si

i. POl

ii. pO)2p0,) para todo 0,€C y 0, ¢C, exeepto para un subconjunta de

probabilidad eero.

Ejemplo 6.2.1: Como en el gjemplo 5.1.3, sea X =(X,..,X,) una muestra
aleatoria en donde X se distribuye N(u,l). Se desea encontrar la regién de maxima
densidad para p cuando la distribucién inicial a priori es N(y,, o}).

Del ejemplo 5.1.3. se observa que la distribucion final es
YO‘:‘}' Mo 0,01 )_ t et s 3
ol +1 ‘nod+1) Np'.o") con ¥ _?;x, '
Es blen conocido que 1a distribucién normal es simétrica con respecto a su moda y
ademdas es una funcién de densldad continua. Por lo tanto, el intervalo de maxima
densidad estara centrado en la media (que coincide con la moda) de la distribucion final.

]

Sisetoma Z= poi , entonces Z~N(0,1). Por lo tanto {(1~-5) sera el cuanti
g

que deja a la derecha un drea de . De aqui que Ja region de méxima densidad para p

5ea
(' -50-$", w+E(1-$)"),

lo que en la notacién orlginal conduce a:

(”“”kcu—a—{ L )%, L P )”)

nal+l no b+l nal+l o+l

Es de particular Interés observar que si se hace o; — o, esto es, se supone una a
priori no informativa via familia conjugadas, el intervalo de méxima densidad se reduce a

el cual es idénlico al Intervalo de Confianza (al 95%) de la Estadistica Clasica.
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En este problema, debido a que se tiene una funcion a posteriori Normal, es facil
determinar la regidn de maxima densidad ya que la funcidn es simétrica con respecto a la
moda y adicionalmente se tienen cuantiles tabulados. En el caso méas general lo sugerido,
cuando el parametro es un real, es trazar una recta horizontal que corte a la funcién de
densidad. Esta recta se va sublendo o bajando hasta que el drea contenida en la region
delimitada por la funcion de densidad y las rectas que pasan por los puntos de corte y que
son perpendiculares a la recta trazada sea igual a 1-« . El intervalo o regién de maxima
densidad final estara entonces determinada por los puntos de interseccidn entre la recta
horizontal y 1a funcién de densidad a posteriori (ver Figura 5.2.1).

Figura5.2.1

5.3 CONTRASTE DE HIPOTESIS

El contraste de hipétesis es un problema de inferencia estadistica , el cual consiste
en apoyar como verdadera alguna de las hipétesis propuestas, Generalmente se plantean
dos hipdtesis, sin embargo puede existir problemas en donde sea necesario contrastar
mas de dos hipotesis. El problema se planlea de la siguiente manera.

Sea X=(X,X,,.,\,) unama., tal que X tiene f.d.p.g. P(Xp), con 0 €®. Se

desea contrastar
H:8e®, vs H:0e0,
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endonde O, V0, =0 y ©,NO, =¢, con O, z¢.

Es evidente que el problema de contraste de hipdtesis puede ser abordado como un
problema de decisién con dos alternativas. Desde este punto de vista,

«  D={d,,d}, endonde
d, escorrecta cuando H, es cierta (elegir d, es equivalente a rechazar 1,).
d, escorrecta cuando /i, es cierla (elegir d, es equivalente a rechazar /1,).

¢ Unafuncién de pérdida comunmente usada, esta dada por

L0, 11, H,

dy 0 ko

dy kyo 0
Tabla 6.3.1

en donde k,, k,>0 podrlan ser pensados como los errores tipo |y |l de la
estadistica cléasica respectivamente (ver Mood, Graybill and Boes, 1974).

En el caso de que k,, = k,, =1 se tiene una pérdida conocida como "fodo o nada".

»  ladistribucién sobre los eventos de interés queda definida por
P@y)=py PO)=l-pcon 0<p< I
Por lo que al incorporar la informacién muestral, las probabilidades a posteriori
quedan determinadas por:

o _ P©,) p( l‘eo)
P(Ooltx)— P(O,) P(X‘G)o )+ P©O,) p( X 01)
P@\X)= P@,)P(X}0,)

P(@,) P(X]@, )+ P(©,) P(X0,)

Una vez planteado el problema de esta manera, |a solucién Bayesiana sera optar

por la decisién que minimice la pérdida esperada. Por simplicidad de notacién sea
Eqol L(d )= E o) (L(d))) .

Calculando la pérdida esperada con respecto a la distribucién final se tiene
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Er(m\')("("u D)=k P@IX) y Eyg .\.)(I'(‘Iu )= ki P(©l.Y).

De acuerdo a la Teoria de la Decision Estadistica, la decisidn serd Rechazar /1,

cuando

Ep(un')("(do))> EWM.)( 1(d)).

PO,|X
La expresién es vélida si y solo si ( °|")< L2 . lo cual se reduce a decir que /i,
POX) ko
sera rechazada cuando
k
P(O)X)< —2o
( o ) ko + kg )

Equivalentemente /1, sera rechazada cuando

PXIO)  ky ( P(@.)) _

PXIO,) ko \P(®,)

@

ae,)
rxje,)

sentido comparado con el Coeficiente de Verosimilitudes de la Teoria Clasica.

El cociente B = es conocido como Factor de Bayes y puede ser en algin

Dependiendo de Ia cardinalidad de ©, se generan distintos tipos de contrastes de

hipétesis (simple contra simple, simple contra compuesta y compuesta contra
compuesta). Una hipétesis H, es conocida como "simple” si el conjunto ©, contiene
Unicamente un punto. Por otro lado, si ©, contiene mas de un punto, H, es conocida

como hipétesis compuesta.
5.3.1 SIMPLE CONTRA SIMPLE

Sea X =(X,,X;,...X,) una m.a. tal que X tlene f.d.p.g. P(XP), con 6 €©. Es
de interés contrastar

Hy: 8=0, vs  H:0=0,

en donde 0, #0,.
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La solucién del problema es muy clara a partir de la desigualdad (2). La solucion de

Bayes serd d, cuando
P(xpo) 501[_’:(211)

PER,) " o\ P @)

En olras palabras, la decisién 6ptima es rechazar /, cuando

P(xp.)
o\ < Co s
P(Xp,)

de donde es clara ver que e! Factor de Bayes es igual al Cociente de Verosimilitudes y

que por consiguiente, la "forma de la regla de Decisién" Bayesiana colncide con la clasica.

Ejemplo 53.4.4: Sea X =(X,..X,) una muesira aleatoria con X va.
Bemoulli(0 ). Se desea contrastar el par de hipétesis simples

Hy 0=0, H;: 0=0,.

Lo anterior suponiendo que se cuenta con una funcidn de pérdida como la de la
tabla 6.1.1 (con k,, =k, =1)y que a priori se sabe que P(0,)=py P@0,)=l-p

De la desigualdad (1) se sigue que la decisién de Bayes consistird en rechazar

! P -0.)""
H, cuando P(0,|X)<—, endonde P, |X)= - 9 g o
¢ 0:%) 2 0.%) PO, (1-0,)"" +(1-p0," (1-0)""

con

Y=Y X, la estadistica suficiente.

i1

De la desigualdad (2) y mediante célculos algebraicos se encuentra que |a hipdtesis
lob(--l:!’-) + nlog(%:g-‘-)
)
H, se rechaza cuando ¥'>k, en donde k= L 2
.og(qouam)
6,(1-0,)

decidir es muy similar a la que se obtiene a lravés del lema de Neyman-Pearson de la
estadistica clasica.

. Esta forma de
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5.3.2 COMPUESTA CONTRA COMPUESTA

Sea X =(X,,X,...X,) una ma, tal que.v tiene f.dp.g. P(XP). con 0 €@. Se

desea contrastar
Hy: 00, vs H: 0€0,,

en donde ®,U0, =0, O,NO, =4, con O, #¢ . En esle caso tanto ©, como O,

constan de mas de un punto.

Sea /(0) fa distribucion inicial sobre el pardmetro 6 , entonces,
PE)= [PO)D

8,

P(Xle,)= Gj P(XR) a0 para i =0, )

La solucién al problema estara dada nuevamente por las desigualdades (1) y (2).
Esto es, |a solucién de Bayes sera rechazar H; cuando

P(X1©0) ky ( P(e.)]
P(Xj0,) ko\P@,))

I’(Xbo) II’(AJ’ )&

2 C.

P(zR)” JrGen)m °

o0 equivalentemente

En este caso el Factor de Bayes puede ser pensado como un cociente de verosimilitudes
integradas.

Ejemplo 6.3.2.1: En las condiciones del ejemplo 5.3.1.1 suponga que se desea
contrastar el siguiente par de hiptesis

H,. 00, H: 6>0,.
Suponiendo ademas que se cuenta con P(0), definida para 0 &(0, 1).
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De la desigualdad (1) se sigue que la decisidn de Bayes consistird en rechazar //,

cuando P <0,/ )< -'2-

Esta probabilidad final debe ser calculada, de manera exacta o aproximada, de
acuerdo al Teorema de Bayes y utilizando |a expresidn (3).

6.3.3. SIMPLE CONTRA COMPUESTA

Sea X =(.\,,X;.....Y,) una m.a, tal que.V tiene fd.p.g. P(XP), con 0 cO. Es

de interés contrastar
H,: 0=0, H: 00,

En este caso resulta un tanto problemético determinar la distribucién Inicial, pues
mientras que el espacio parametral restringido a la hipétesis 1, esté formado de un sélo

punto, el de // tiene una infinidad de valores. Si se tuviera P() continua y se siguleran
los calculos expresados en (3) se tendria que la hipbtesis /, siempre seria rechazada
pues P(0,)=0. Lo que se sugiere entonces es elegir

i 0 =0
po)={ P T
(1-p)g@) si0 0,
en donde g(0) es una funcion de densidad sobre ©, =0~ ,} y 0< p<I.

Actualizando la distribucion inicial se obtiene la distribucion a posteriori

(I’)P(Z_po) 5i 0

=0,
. P(X)
PEIX)=
0s) U-P) P(XD ) 5i 0#0
Yy T

endonde P(X)=(p)P(XD, )+(1-p) [P(XP)R(OXD.
8-p,)

Una vez que se cuenta con P(B]X’) se procede de manera similar a los casos ya

explicados.
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Ejemplo 6.3.3.1: Sea X =(X,...X,) una muestra aleatoria con X' v.a. N(u.l).
Se desea contrastar el par de hipotesis

Hy n=p, H: pzy,
suponiendo que se cuenta con una funcion de pérdida de "todo o nada”.
De la desigualdad (1) es claro que la decisién de Bayes serd rechazar /i, st

P = )<

Par lo tanto el problema se reduce a calcular 1’(;1 = ol & ) Mediante los calculos
algebraicos necesarios y considerando F(u)xl! se flega a que

Ile’;("";j .
1T 1p)

I’(p = po[.’!)z

Es importante hacer notar que  fim P(p = po|X)=1; esto es, para tamafios de

muestra "muy grandes” se tiende a aceptar siempre fa hipdtesis p = y,.

Por ofro fado, "la regla de decisién clasica’ se reduce a rechazar H, sy s6lo si

k%f“iIZ§¢1-%)'

4

v~
Se pueden obtener muestras tales que para toda n I—-—p"—l ZC,M{, >§ -5y ¥ por

%

tanto siempre se rechace 1.

El problema del enfoque Bayesiano en este caso particuiar, proviene de fa manera
en que se elige la distribucién a priori.
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5.3.4. ENFOQUE ALTERNATIVO EN EL. CONTRASTE DE HIPOTESIS

En el problema del contraste simple contra simple, el planteamiento es equivalente
a cansiderar que el espacio parametral relevante consta sélo de dos elementos:@, y 0,.

Esto es una consideracion bastante artificial.

Otre problema inherente a la manera en que se ileva a cabe la determinacion de
P(0) se hace presente al pretender ser "no informatives”. Por ejemplo, en el caso simple

conira compuesia se podria pensar que una distribucidn no informativa es aquella en la
que se elige p=P@,)=1; sin embargo esto es “muy informativo" pues se estd

asignando una mesa de { a 0, y 0 alreslo de los valotes.
Este tipo de inquietudes han motivado la bisqueda de alternativas, Investigaciones
recientes han conducido al siguiente enfoque (Gutiérrez, 1991).

Sea X =(X,,X,...X,) una ma, tal que X fiene fdp.g. P(XP), con 6 €O, Se

desea conirastar
H,: 8e8, I 00,

endonde ©,c O, ©,cO y ©,nO, =¢, sin embargo no se requiere @, U0, =0,

A diferencia del enfoque estudiado anteriormente el espacio de sucesos relevantes
sera {odo el espacio parametral.

La funcibn de pérdida sugerida mediante esle enfoque es una medida de
discrepancia, lal medida puede ser la divergencia logaritmica de Kullback-Leibler
(definicion 5.1.2). Por fanto

+ P \
L(d,0)=30,0)= P(xp)log;%))dx
XN

en donde B, es el estimador Bayesiano restringido a @, , esto es

0, =argmin fa ©,0)70]X)® .
0,e0,

Es muy facil demostrar que esta funcién de pérdida conduce a "rechazar 1, " si

j {0 og(Geb s oL <‘! {0 rog(peo, Yis 1) 0
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Ejemplo 5.3.4.1: Dada una muestra X =(J,,..,X,) de la densidad exponencial
I’(xb): u(x)cxp{x'O - M(O)}. y suponiendo una distribucién inicial para 0 en la familia
conjugada natural. Encontrar la “regla de decisién Bayesiana" para contrastar las
hipétesis

1, 0=0, H;: 0=0,
cuando la funcién de pérdida estd dada por la Divergencia logarltmica de Kullback-
Leibler.

Siguiendo un procedimiento bastante andlogo a la proposicién 5.1.2 se demuestra
que H, debe ser rechazada cuando
Uth) g 0,)<k
n+n,

endonde & =(M(0,)-M®,)) y r=)_x, esla estadistica suficiente.

isl

Es claro ver que si se hace tender a cera los parametros de la distribucién inicial, la
regla de decisién se reduce a rechazar }, cuando

X'(0,-0,)<k .
La regla de decisidn asi obtenida coincide, en forma, con la regién de rechazo del
paradigma cldsico.

5.3.5. CONTRASTE CON MAS DE DOS HIPOTESIS.

En el enfoque Bayesiano la extension del contraste de dos hipélesis a una con mas
de dos decisiones es una extensién natural. Esto gracias a que al plantearse como un
problema de decisién, simplemente se aumenta la cardinalidad del espacio de decisiones.
La dificultad y quizés la imposibilidad de resalver este tipo de problemas es una de las
grandes limitaciones de la estadistica clasica. '

Una situacién en la que se desea probar al menos 3 hipétesis es un problema muy
valido, ejemplo de ello se presenta en Huerta (1894), en donde se estudia y se da
soluclén, a través del enfoque Bayesiano, al problema en el que "dadas cieras
condiciones de almacenamiento, una variedad de semilla se clasifica como susceplible
cuando su porcentaje de germinacion O satisface la condicién 0 <0,, como resistente
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cuando 0, <0 y como intermedia cuando 0, <8 <0,, con 0<0, <4, <!" Este es

evidentemente un contraste de tres hipétesis, en donde

11:0 €0, coni=|23
y ©,=[00,) ,=p,5,] y ©,=0,]. constituyen una particion del espacio
parametral © =[0,1]

6.4. PREDICCION

En muchos de los problemas de inferencia, la finalidad es decir algo sobre la
variable aleatoria .\'. Esto se concreta en "predecir una observacion furura, X.". Dicho

problema es conocido en Estadistica como Prediccidn.

Sea X' v. a con fdpg. P(XP), en donde 0 €®. Dado el valor de 0 y una
muestra X =(X,...,X,) de observaciones de la variable X, la distribucién que describe
la informacién acerca de una observacién futura X, es

P(X.9.X)=P(x.p)
envista de la independencia (dado 6 ) entre X, y X'.

El valor de 6 es desconocido pero se cuenta con la distribucién I’(Oli ) que

describe todo la informacién disponible sobre dicho valor. Asl la distribucién que describe
la informacidn acerca de una observacién futura X, habiendo observado la muestra es

P(x.|x)= | P(x.0)PQ|.x )0
la cual se conoce como la distribucidn predictiva final de 1a observacion futura X, .

Si no se cuenta con informacién muestral, lo que se tendrd entonces es la
distribucidn predictiva inicial , |a cual est4 dada por

P(X.)= [P(x.p )0} .
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Una vez determinada la distribucién predictiva y suponiendo una funcion de pérdida
adecuada, |a decision de Biiyes serd aquella que minimice la pérdida esperada. Algunas
de las funciones de pérdida mas frecuentemente usadas son

1(x., %)= k(x. - X.), pérdida cuadratica,

I.(X., A".)= k'X. - .\7.|, pérdida proporcional al error absoluto.

La decision de Bayes serd predecir con la media de la distribucion predictiva
cuando se tiene una pérdida cuadratica y con la mediana de la misma cuando se tiene
una pérdida proporcional al error absoluto.

Ejemplo 5.4.1 (Lee, 1988): Sea X =(X,,....X,) unamuestrade una N(p, a’), en
donde o? es conocido. Se desea predecir el valor de una observacion futura X,
considerando una pérdida cuadrética y una distribucién final N(p,,a%). (Ver tabla
4.2.2.1. para pardmetros actualizados).

Escribiendo XX, =(X, -~p)+p y notando que (X, -p) es independiente a ju se

tiene que
X’ -~ N(l‘nv““’zn)-

pues p ~ N(p,, o) y (Xi~p) ~N(0,0?).
Por lo tantola decisién de Bayes es

nal+l’

con Y= Zx, , Ia estadistica suficiente y (,,05) los parametros de la distribucion
[

inicial conjugada.
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COMENTARIOS

Al comenzar este trabajo crela que la Teorla de la Decision Estadistica era una
buena allernativa a la Estadistica Clasica; ahora no sdlo lo creo, sino que estoy
convencida de que esta Teoria es mucho mas general que la Clasica.

Al contar con una distribucién (a posteriori) que describe el comportamiento del
pardmelro con toda la informacion relevanie al problema es posible contestar un nimero
mucho mayor de preguntas que las que son tipicamente contestadas por la Estadistica
Clasica.

Muchos de los resultados cidsicos pueden ser recuperados por la Teoria de Ia
Decision Estadistica cuando se supone una disiribucién inicial no informativa via familias
conjugas (ver ejemplos del capitulo 5). Esto hace pensar en fa idea de que la Estadistica
Bayesiana contiene de alguna manera los resultados clasicos. Ademds, las ideas son
mas digeribles bajo el contexto Bayeslano, pues una vez que se cuenta con el marco de
Ia Teorla de la Decision los problemas estadisticos fienen un tratamiento muy natural.

La Teoria de la Decisién Estadistica ha sido duramente criticada por ef uso de una
distribucidn a priori. Considero, sin embargo, que méas que ser una debilidad es una
cualidad pues este enfoque es el Unico que incorpora de manera coherente dicha
informacién extramuestral, La Esfadistica es una herramienta que hace uso de
informacidn, entonces ipor qué se habria de descalificar 1a informacion inicial que muy
seguramente tiene el especialista de ja sifuacion en esfudio?

Ciertamente es dificil plasmar a través de una distribucion inicial ¢l conocimienio
que se tiene sobre cierfo evento, sin embargo, esta dificuitad es mas bien préctica, Por
consiguiente lo que se tiene que hacer es poner especial cuidado en esta etapa del
proceso y concienfizar aj decisor de la relevancia de fai informacién.
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Un elemento que sin duda ha sido fundamental en el impulso de {a Estadistica
Bayesiana es el avance computacional, pues gracias a &l es posible hacer uso de una
serie de algoritmos tanto numéricos como “estadisticos” que permiten aproximar un
sinnimero de Integrales que surgen de! andlisis bayesiano. Actualmente los métodos
computacionales Bayesianos represenian una fuente de investigacion muy importante
para ei desarrolio de! drea y sin duda, ponen de manifiesto el potencial en aplicaciones de
la Estadistica Bayesiana.

Se podria hacer una infinidad de comentarios, sin embargo, todo se resume en el
hecho de que la Teoria de |a Decisidn Estadistica es una teoria bien cimentada (gracias a
ios Axiomas de Coherencia) que permite realizar de una manera natural y consistente
Inferencia Estadistica.
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