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Resumen. 

En el presente trabajo se hace una breve descripción de la teoría básica de la propagación de 
ondas en medios elásticos, para luego abordar dos técnicas enfocadas al modelado de la pro-
pagación de ondas en medios estratificados, los métodos de Thomson-Haskell y Kennett. Se 
describen brevemente sus fundamentos teóricos y se aplican con el fin de compararlos. Final-
'mente, el método de Haskell se aplica como solución de referencia al modelado de la res-
puesta sísmica de la Cuenca de México, con el fin de probar la posible contribución de es-
tructuras profundas pertenecientes a la formación Cuautla en la amplificación y duración de 
los eventos registrados. 

Abstract. 

A brief description of the basic theory of wave propagation in simple elastic media is made in 
order to focus on the numerical modeling of wave propagation in strata. Thomson-Haskell 
and Kennett methods are then reviewed and applied to simple propagative media for com-
parison purpuses. Finaily, the Thomson-Haskell method is applied to obtain a reference solu-
tion in the process of modeling the seismic response of México City's basin. It is attempted 
to establish the possible influence of the deep structure of the Cuautla formation in the be-
haviour of the surface seismic response. 
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I.- INTRODUCCIÓN. 

La sismología, de las voces griegas seiein, mover y logos, tratado, como ciencia que estudia 
los sismos (su origen, localización, orientación, mecanismos y magnitudes), las ondas que 
generan y su propagación y el medio físico por el que estas atraviesan (interior del planeta, 
litósfera y corteza terrestre) se apoya para su estudio tanto en el análisis de registros de cam-
po de desplazamiento, velocidad y aceleración del terreno como en el desarrollo de modelos 
teóricos de fuente, trayectoria y sitio. Estas disciplinas (sismología de campo y teórica) com-
plementándose entre sí y retroalimentándose han ayudado no sólo a mejorar la comprensión 
de la dinámica terrestre, sino a desarrollar otras de importancia relevante para la infraestruc-
tura de un país, como lo son la Ingeniería Sísmica, aplicación del conocimiento de la mecáni-
ca ondulatoria y de las vibraciones en la construcción de obras civiles, y la Sismología de 
Exploración, aplicación del estudio de la propagación de ondas sísmicas en el subsuelo con 
fines prospectivos. 

Dentro de la sismología teórica, y en particular en el estudio de los efectos de sitio, uno de 
los campos de mayor interés en la actualidad es el de la respuesta de medios heterogéneos 
ante la incidencia de ondas elásticas, incluyéndose entre los más importantes a los llamados 
transversalmente heterogeneos o estratificados, tanto por guardar una estrecha correspon-
dencia con los depósitos sedimentarios de interés económico del subsuelo, como por ser re-
presentativos del tipo de terreno de mayor riesgo en el asentamiento de obras civiles. De he-
cho, la ciudad de México, que ha mostrado ser muy sensible a eventos sísmicos en el pasado 
(e.g. terremotos de 1957 y 1985) está asentada en una proporción importante sobre una es-
tratigrafia somera de depósitos lacustres blandos acumulados sobre una topografia baja co-
.rrespondiente a una cuenca hidrológica endorreica, cerrada en el Cuaternario. Estos depósi-
tos someros de edad pliocénica (fig. 1.1) que ya han sido estudiados por autores como Ro-
senblueth (1952), Marsal y Mazari (1959), Bustamante (1964), Zeevaret (1964) y Faccioli 
(1976) entre otros, presentan una correlación directa entre sus espesores y las áreas de ma-
yor daño para el terremoto de 1985 (Sánchez-Sesma el al, 1988a) y descansan sobre una 
capa de depósitos vulcanosedimentarios de edad miocénica que a su vez yacen sobre estra-
tos oligocénicos de vulcanitas de gran espesor que están asentadas sobre capas terciarias de 
calizas correspondientes a la formación Cuautla (Mooser, comunicación personal, fig. 1.2). 
Se desprende de aquí la necesidad de conocer la respuesta de estas configuraciones geológi-
cas ante la presencia de ondas sísmicas mediante modelos numéricos, con el fin de prevenir 
futuros desastres naturales, contar con una base teórica para la revisión y adecuación de los 
reglamentos de construcción y motivar el desarrollo de estudios más detallados en el futuro. 

Uno de los primeros estudiosos de la sismología teórica y a quien se deben los primeros fun-
damentos sobre el problema del modelado y generación de ondas superficiales es Horace 
Lamb (1904) quien desarrolla los primeros sismogramas sintéticos para una fuente impulsiva 
en un semiespacio elástico (capítulo IV, fig 1.3). A partir de entoces, los avances han sido 
notables gracias al desarrollo de la tecnología computacional y a la contribución de muchos 
otros autores. 
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A finales de los años 60 y principios de los 70, el desarrollo de los sismogramas sintéticos se 
consolida y variadas técnicas con resultados equivalentes son implementadas, todas ellas ba-
sadas esencialmente en la solución de ecuaciones diferenciales mediante técnicas analíticas, 
numéricas, asintóticas e iterativas. Desde los años 70 otros desarrollos han surgido y traba-
jos más o menos recientes como el de Kennett (1981, 1983) han motivado el desarrollo de 
técnicas más baratas y generales. 

—an.20 
	

—99.15 	—99.10 	—99.05 
	

—99.00 
	

—98.95 

LONG1TUDE 
fig. 1.1.- Movimiento horizontal de partícula durante el terremoto del 25 de Abril de 1989. La línea discon-
tinua corta marca el límite entre la zona de lomas y la zona,  de transición y la línea discontinua larga el lími 
te entre la zona de transición y la zona de lago. Nótese la diferencia en amplitudes de desplazamiento en-
tre estas tres zonas, como evidencia de la contribución de los sedimentos blandos superficiales al movi-
miento en el Valle de México. Sánchez-Sesma et al., 1989. 

En el presente trabajo se hace una revisión de algunas de estas técnicas con base en la teo-
ría básica de la propagación de ondas elásticas. Esta teoría se aplica luego al estudio de la 
respuesta de configuraciones geométricas sencillas y se abordan también los campos referen-
tes a la respuesta sísmica de los medios estratificados para una incidencia de ondas planas y 
con una fuente puntual. Finalmente se estudia la respuesta de un estrato irregular usando la 
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solución para un medio estratificado plano como referencia en un método indirecto de ele-
mentos de frontera. Se trata de una aproximación de la estructura profunda de la formación 
Cuautla. Se busca establecer su contribución a la respuesta sísmica de la Cuenca de México. 

a 

b 

Source 1-4.9 cm.-1 Receiver 

/ilail//7///////7/7///////i7  

fig. 1.3.• Componentes radial y vertical de movimientos calculados por H. Lamb en 1904 y consldrados 
como los primeros sismogramas sintéticos. La tercera señal muestra el registro vertical para una fuente 
puntual. La mayor amplitud corresponde al pulso no dispersivo de Rayleigh. Lay y Wallace, 1995. 
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Mooser, Montiet & ZurtIga 1994. 

fig. 1.2.- Croquis del perfil Chapultepec-Peñón, donde se muestra la estructura profunda de la Fm. Cuau-
tla inferida a partir de datos de PEMEX, así como la litología conocida hasta los 1000 m. de profundidad 
bajo el Valle de México. La línea discontinua superficial marca con un espesor exagerado la posición de los 

	 C's 

estratos blandos superficiales. Nótese el espesor de lo sedimentos volcánicos del Oligoceno por efecto de 
la falla-Mixihuca, y en cuyo modelado se centra la aplicación final de este trabajo. 
Tmv.- Vulcanitas del Mioceno; K.- Calizas del Cretácico; ()al.- Aluvión; TpTz.- Fm Tepoztec6; TpLz.- La- 
custres del Plioceno; Tov.- Vulcanitas del Oligoceno; Qtar. Fm. Tarango. Mooser et al., comunicación per- 
sonal. 



7 

II,- ONDAS SÍSMICAS EN MEDIOS ESTRATIFICADOS 

11.1.- Ondas Elásticas. 

El estudio de la propagación de las ondas elásticas tiene su origen en la época de la búsque-
da de una explicación de la naturaleza de la luz. En la primera mitad del siglo XIX, la luz era 
considerada como la propagación de una perturbación en un éter elástico y como apunta la 
introducción histórica de A.E.H. Love en su Teoría de la Elasticidad, las investigaciones de 
Fresnel en 1816 y Thomas Young en 1818 mostraron que dos haces de luz polarizada en 
planos perpendiculares uno de otro no interfieren entre sí. Fresnel concluyó que esto podía 
explicarse sólo por la existencia de ondas transversales, es decir, de desplazamiento normal a 
la dirección de propagación. Esta observación dió al estudio de la elasticidad un empuje po-
deroso que acabó atrayendo al campo de las ondas a los matemáticos L. Cauchy y Simeon-
Denis Poisson, entre otros. El propósito de esta sección es presentar las ecuaciones funda-
mentales que gobiernan la propagación de ondas elásticas y mostrar las características de las 
ondas planas, que son las que presentan soluciones más simples. 

Considérese un paralelepípedo rectangular situado en el interior de un medio continuo uni-
forme de material homogéneo e isótropo en el sistema cartesiano mostrado (fig. 2.1). 

ax 

figs. 2.1 y 2.2.- Paralelepipedo en estado de equilibrio indeformado y con una deformación de extensión 
simple en su cara derecha. 

Si tal paralelepípedo sufre un pequeño desplazamiento en su cara derecha (fig 2.2), dado que 
este desplazamiento se da en la dirección del eje de referencia, se define como extensión 
simple. Si ahora el mismo dominio experimenta una deformación oblicua, es decir, en una di- 
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rección con respecto a un eje (fig. 2.3), se dice que ha sufrido un desplazamiento cortante 
simple. La deformación en dos direcciones se denominará cortante  pura, (fig. 2.4). 

figs. 2.3 y 2.4.- Paralelepfpedo con deformación oblicua (cortante simple) y deformación bidireccional (cor-
tante pura). 

La expresión general de estas deformaciones escrita mediante un tensor cartesiano está dada 
por: 

   

au. J 

aX exi  
(2.1) 

   

que se conoce como el tensor de deformaciones de Cauchy. Puede demostrarse que er  per- 

mite
./  

describir la cinemática del movimiento y está relacionado con cambios de longitud de 
las partículas a lo largo de tres direcciones en la vecindad del punto en el que se valúa este 
tensor (Fung, 1965). u es el desplazamiento, definido como el cambio de posición de una 
partícula del medio con respecto a un eje de referencia. Los subíndices i yj indican la orien-
tación del propio desplazamiento o eje de referencia, según se aplique. 
Las fuerzas internas por unidad de área se denominan esfuerzos y están asociados a direccio-
nes perpendiculares a las áreas de referencia. Si estas direcciones coinciden con las coorde-
nadas es posible definir a I  como el esfuerzo que actúa en una cara i en la dirección j. (fig 

2.5). Los esfuerzos y deformaciones se relacionan a través de una ecuación empírica desa-
rrollada en el siglo XVII y conocida como Ley de Hooke, que en notación indicial se expre-
sa como: 

(Y 	C.. E y ykl kl (2.2) 
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donde cad  es un conjunto de constantes de proporcionalidad de los módulos elásticos. Re- 

cuérdese que los índices repetidos en la flotación indicial representan una suma en el rango 
de validez: La ecuación (2.2) puede expresarse, para medios homogéneos, lineales e isótro-
pos como: 

= 25.E kk iSii  +21.1cu 	(2.3) 

donde 6kk  es la deformación volumétrica y y u las constantes elásticas de G. Lamé. El 

lector debe recordar que en notación indicial se cumple que Ekk =611+622+833. 

—Cizz  

	 X 

—a„„ 

fig. 2.5.- Convención de notació para un esfuerzo 
a 

 aplicado sobre la cara de un cubo material. 

Considerando ahora el equilibrio dinámico en función de los esfuerzos, fuerzas externas y de 
inercia se tiene: 

a cs.. y + 

a x, 

donde fi  representa a las fuerzas externas y t es el tiempo. Sustituyendo las ecuaciones (2.1) 

y (2.3) en la (2.4), se obtiene un juego`de ecuaciones en derivadas parciales que en notación 
vectorial pueden resumirse en la llamada ecuación de Navier, desarrollada en 1821 y que 
puede escribirse como: 

µ02ii + + pt)57(57  Ti) + f = pü 	(2.5) 

El Teorema de Helmholtz y el cambio de variables de Jean le Rond (mejor conocido como 
D'Alernbert) ofrecen la posibilidad de explorar algunas posibles soluciones y sus implicacio- 

  

  

y 

,2„.  - 5 
a  t2 

(2.4) 



lo 

nes. Si se acepta que no hay cambio de volumen (Ekk  =0 o V•U=0) y se considera a la identi-
dad: 

V2Ti = V(V. 27) — V x (V x Ti) 	 (2.6) 

se obtiene, en ausencia de fuerzas de cuerpo: 

1 a 2 / 
 

57217  = 

(12  a t2  
(2.7) 

que es la ecuación para la propagación de ondas S, donde R = (1.1/p)
1/2 

es su velocidad de 
propagación. Supóngase ahora que no hay cambio en las relaciones angulares (V xii=0). De 
las ecuaciones (2.5) y (2.6) se obtiene en ausencia de fuerzas de cuerpo: 

a 2— 
= 

‘1/2 
que es la ecuación para la propagación de ondas P, donde a = ((1.+21.)/p) es la veloci-

dad. 
Para ilustrar algunas características importantes de las soluciones de estas ecuaciones se 
consideran los casos más simples. Supóngase que U en la ecuación (2.7) es fiinción sólo de x 
y de t y que sólo el componente y es no nulo. De esta manera, esta ecuación puede escribir-
'se: 

A
14

2,
3, 	ti 

A2, 
v 
a x2 p2 a t2 

y puede demostrarse que 

uy  = f t - xlp l  + g(t+413) 	(2.10) 

es una solución donde f y g son ftinciones arbitrarias que aquí representan ondas que viajan 
en las direcciones positiva y negativa de x respectivamente, con un movimiento de partícula 
en dirección y, es decir, (2.10) representa la propagación de ondas S que no imprimen un 
cambio de volúmen en el medio. 
Si ahora, de la ecuación (2.8) se acepta que sólo se tiene movimiento en la dirección x, esta 
puede escribirse como: 

A 2„ 	2, 
v "x = 	
A 

 

ax2 a 2 at2 
(2.11) 

a 	at  2 
	 (2.8) 

(2.9) 
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Así, el desplazamiento en la dirección x debido a ondas P propagándose a lo largo del eje x 
está dado por: 

u = f (t — x a) + g(t + x Cc) 
	

(2.12) 

Es claro que es posible establecer que: 

Il = Ae"(fr x/a)  + Be' (""x/a) 
	

(2.13) 

es también solución. 
Se ha considerado en las líneas precedentes la ecuación unidimensional de onda. Esta puede 
escribirse como: 

a 24) 	1 a 24) 
ax2= c2  at 2  

(2.14) 

y se ha demostrado que funciones arbitrarias de los argumentos t±x/c son posibles solucio-
nes; es decir: 

= f (t ± x 	 (2.15) 

representa esas posibles soluciones, donde c es la velocidad de propagación de la onda. 
Supóngase ahora una onda que se propaga a lo largo de la coordenada s (xi=xr)+nis, don- 

de 4°)  es la posición para la que s=0 y ni  es el vector unitario que define la dirección y sen-

tido para s>0), entonces, de acuerdo con la ecuación anterior, una solución puede ser: 

= g(t — s/ c) 	 (2.16) 

Si todas las direcciones posibles son admisibles, es claro que la ecuación de onda escalar en 
tres dimensiones queda: 

a 2 4) 02  
c 2  

(2.17) 

A las soluciones a las que da lugar expresiones como la ecuación (2.17) se les llama ondas 
planas homogeneas y en general son de la forma: 

= g(t — (Fi V = g(t (xini )/ c) 	(2.18) 
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11.2.- Propagación en un Semiespacio (superficie libre). 

El interés de revisar el modelado de la propagación de ondas planas en un semiespacio es 
contar con un medio de calibración y comparación para los diferentes métodos a partir del 
modelado de la propagación de ondas elásticas a través de un medio homogéneo, elástico e 
isótropo. Este modelo, aunque en sí es una idealización, puede aplicarse por ejemplo para 
modelar el comportamiento elástico de la Astenósfera terrestre. 

Sea entonces un semiespacio elástico, si se supone como plano de incidencia al XZ de acuer-
do con el sistema de referencia mostrado, entonces las ondas P, SV y SH seguirán las trayec-
torias mostradas en la fig. 2.6. 

	►  X 

SVr  

fig. 2.6.- Representación simplificada de un semiespacio elástico y trayectorias de las ondas SH, P y SV al 
incidir sobre la superficie libre de esfuerzos que lo delimita. 

11.2.1.- Ondas SH. 

Ante la incidencia de una onda plana, la reflexión debe ser tal que se cumpla la condición de 
superficie libre. En nuestro caso basta que: 

 

a uy  
(2.19) 

 

az 

Por ello es fácil demostrar que: 

  

a2u 	a2u 	a 2u  

a x2 + a z2 	a t2 
Y 	Y _ 	Y 	 (2.20) 

Al tratarse de una onda SH, esta se reflejará con el mismo ángulo con el que incide (fig. 2.7), 
entonces, las ecuaciones para la onda incidente y reflejada serán, respectivamente: 
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uy;  = f (t +(z cosy — xseny) p) 	(2.21) 

24yr  = f (t (z cosy +xseny)/p) 	(2.22) 

donde los subidices i y r corresponden a las ondas incidente y reflejada respectivamente, y 
donde u es el desplazamiento expresado en términos de soluciones de la ecuación de onda 
de la forma (2.18) en función del ángulo de incidencia, la velocidad de propagación de las 
ondas S, la posición del observador y el tiempo. Como es claro, la amplitud de la onda inci-
dente se duplica al incideir en la superficia libre. 

  

	►  X 

  

   

SH; 	 SH, 

fig. 2.8.- Incidencia de ondas SH sobre una superficie libre al propagarse a través de un semiespacio elás-
tico. 

11.2.2.- Ondas P y SV. 

En la propagación de las ondas P y SV en el plano XZ, el desplazamiento de partícula para 
ambas se da en un mismo plano. El análisis correspondiente se simplifica mediante el uso de 
potenciales de desplazamiento. 
Sea TI el vector desplazamiento, este puede expresarse como: 

it = V(I) + V x 	= O 	(2.23) 

donde (1) y 7 son los potenciales de desplazamiento escalar y vectorial, respectivamente. 
Puede demostrarse que, bajo condiciones muy generales (Aki y Richards, 1980), la ecuación 
(2.23) es solución de la ecuación de Navier, si 4)  y w son soluciones de: 

v 
r.,2,= 	a 21) 

qo  
a 2  at 2  

2— a 27 v y=12 at2  

(2.24) 

(2.25) 



Es claro, a partir de (2.23), que los desplazamientos son de la forma: 
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ad, 
u x =u= 

ax az 
uY  =y= O 

acl akil y  
= 

az 	 a X 

donde u=u(x,z); v=0; w=w(x,z). Los esfuerzos en z=0 quedan: 

Cr" 
=a 
 '( X 152  :2  aa z2(52  ) 4- 211  25 4.  ( 	aa  az2 2avYz 4.  

a 27  + 7  + 
1 	a2vi 	a2111  

Q ,z  = pt, 2 	 Y 	  
azax ax2  az2  

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

Las trayectorias de incidencia y reflexión de las ondas P y SV se muestran en las figuras 2.8 
y 2.9, respectivamente. 

  

	►  X 

  

z 

 

Pr 

fig. 2,8.- Trayectorias de propagación para ondas P al incidir sobre la superficie libre de un semiespacio 
elástico, 

De (2.24) y (2.25), mediante el método de separación de variables, pueden encontrarse las 
soluciones en términos de potenciales (White, 1965): 

= A 0  él' el'e°̀  	(2.31) 

Kz Lx = B o 	 (2.32) 
donde: 



z 

S V, SV,. 

M2 +. L2 = g-22/a2 ; K2 4.  = 02/p2 

= ico; L=—i1,1=colc; 
c. a/seny p = P/senys  
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M = ±A1(0 2  (1/C 2  - Va ) 

y: 	K=± 2  (VC 2  - 1A3 2  ) 

(2.33) 

(2.34) 

	O. X 

fig. 2.9.- Trayectoria de propagación para ondas SV al incidir sobre la superficie libre de un semiespacio 
elástico. 

De (230) y (2.31) se ve que M y K pueden ser reales o imaginarios. De aquí se desprenden 
tres casos a considerar en el análisis de estas ondas y que son: 

a).- 13 <  a < 
En este caso, los potenciales para P y SV son, de acuerdo con (2.31) y (2.32): 

=(Ale in't A2e -imz)e -iixe l"" (2.35) 

(2.36) 

donde A 1  y B1  son los coeficientes de los potenciales de las ondas P y SV incidentes en la 
superficie libre y A2  y B2 de las reflejadas. Si incide una onda P (131=0), de (2.35) y (2.36) 
en (2.29) y (2.30) se llega a las siguientes expresiones: 

(M2  -I- XM2  -1-21,tin2 )(141+ A2 )+21.1 kiB2= 0 	(2.37) 

211M/(Á i — A2 )+1.1.(k2  —/2 )B2  =O 	 (2.38) 
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A partir de las ecuaciones anteriores, al dividir entre A, y resolviendo el sistema resultante se 
obtiene el coeficiente de reflexión para la onda P incidente que se refleja como una onda SV 
cuando f3<cc<ici, i.e. 

B2 	 4(c2/a - 1)1/2 (C2n32  —2) 
(2.39) 

Al 	4(C2/0t 2  - 1)1/2  (C2/P2  - 1)112  (C2/P 2 -2)2 

De manera similar, el coeficiente de reflexión para una onda P que se refleja como otra on- 
da P cuando 13<cc<ici es: 

A2 - 4(C2/0G - 
1)1/2 (c2/p2 1)1/2 + (c2/132 2)2 

(2.40) 
A1 	4(c2/a2 - 

1)1/2 	(c2m2 1)1/2 + (c2M2 _ 2)- 
, 

Si ahora la onda que incide es SV (4=0), sustituyendo las ecuaciones (2.35) y (2.36) en 
(129) y (2.30) se obtienen las siguientes expresiones: 

—(1,12  +1,M2  +21,1m2 )A2  +2µk/(B1  — B2 ) = 0 	(2.41) 

—21M/ A2  -1-11,(k 2  —12 )(BI  +B2 )=0 	 (2.42) 

De las expresiones precedentes y dividiendo entre B1, se tiene que para una onda incidente 
SVcuando ¡3<a<lci y que se refleja como otra onda SV, el coeficiente de reflexión es: 

B2  = 4(C 2/a  2  - 1)112 (C 2/p 2  - 1)1/2  - (C 2/Í3 2  —2)2  

Bi 	4(c / 	—1) v2(c 2/p 2  - 
1)1/2 	4.  (c. 2/13 2 2)2 

y para una onda SV incidente que se refleja como onda P: 

4(c, 2/p 2 _1)1'2(c2/2 _ 2) 

(c 2/a  2 1) 1/2  (C  2/P 2 1) 112  + (c 2/P 2 2 

A2  

Bi  

(2.43) 

(2.44) 



2/r32 

2 (1 --c2/a  2)
12  (2.49) 
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11.2.3.- Ondas de Rayleigh. 

b).- 	p  <1c1 <a 
Como en este caso m sería un valor creciente para valores crecientes de a, el término eimz  
crecería infinitamente, lo que es irreal. Por ello, la suposición que se plantea es que el coefi-
ciente para la onda P incidente sea nulo, es decir, Al -.0 en la ecuación (2.35), de modo que 
al sustituir en (2,29) y (2.30) y reduciendo, se llega a las siguientes expresiones: 

A2 	4(C2/P2  -1)1 /2 (c2n 2  -2) 

(c2/P2  —2)2  +4/(1— c2 /a 2 )112 (c2/P2  —1)112  

B2 	(C2/P2 -2)2  -4i(1-C 2/a 2 )112 (C2/1'2 -1)112  

Bl • (C2/0 2  -2)2  +4i(1-C 2 /0:12 )112 (C2M2 -1)112  

0.-1C1 < < a 
En este caso, los coeficientes Al  y B1  son nulos en las expresiones (2.35) y (2.36), el 
primero de ellos supuesto así para evitar el ya mencionado efecto irreal del crecimiento inde- 

finido del término exponencial einiz  al crecer progresivamente el ángulo de incidencia, y el 
segundo, debido a que en la expresión (2.36) se considera sólo la incidencia de una onda P y 
su correspondiente reflexión como una onda SV. De esta forma, a partir de las expresiones 
.(2.29) y (2.30) puede llegarse a: 

-A2 (MX12  +Ini 2  +2µm 2 )- B2(2µ1k)= 0 (2.47) 

A2(-2µ,m/)+82 	+k 2 )= 	(2.48) 

Partiendo de (2.47) y (2.48), al dividir entre 82  y luego de reducir e igualar las dos expre-
siones anteriores, se obtiene: 

2i(1.--c2/P1/2  

2-c2/F'2  

que puede expresarse en forma reducida como: 

(2 — 2/p 	-4(1-C2/132)1/2(1  c2/1 
 2)1/2 	

(2.50) 

(2.45) 

(2.46) 



-Kx 	t= 

111 
t Increases 

8 

Kx, 	(el - -2  
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La expresión (2.50) es conocida como la ecuación de Lord Rayleigh, desarrollada en 1886. 
De ella, la raíz real c=cR; cc  <(i es la velocidad de propagación de las ondas de Rayleigh, 
que son ondas superficiales que se atenúan con la profundidad, compuestas de ondas P y SV 
y que viajan acopladas en la superficie describiendo un movimiento de partícula en trayecto-
rias elípticas retrógradas (fig. 2.10a,b). A una profundidad de 1/5 de la longitud de onda el 
movimiento se vuelve progradado (Stein, Seth. 1987). La figura 2.11 muestra la variación de 
la excentricidad de las elipses en función de la relación de Poisson para un semiespacio 
general. 

E A 
Kx,- 

 

(Kx,- 	0) 

   

u3 
-I.. Wave Direction 

fig. 2.10a.- Comportamiento de una partícula individual como una función del tiempo. El movimiento su-
perficial es retrógrado y elíptico. Lay y Wallace, 1995. 

	)1 

driald1111111111111111110.11111 
.111,  

roq 

Direction el Wave Propagation 

fig. 10b.- movimientos sobre una longitud de onda para una onda de Rayleigh a lo largo de la superficie y 
como función de la profundidad. Lay y Wallace, 1995, 

, 

Las figuras 2.12 a 2.15 son esquemas tridimensionales que muestran los diferentes tipos de 
onda que se generan en un serhiespacio en relación a su dirección de propagación y el tipo 
de movimiento que imprimen a las partículas del terreno. 



2.0 

 

19 

r.••••••••••••• 

 

1.6 

 

5  1.0 

0.5 

1 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 06 
b ) 	Poleson's Ratio 

fig. 2.11,- Gráfica de variación de la excentricidad de las elipses de las ondas de Rayleigh en función de la 
relación de Poisson. Stein, S., 1987. 

fig, 2,12.- Diagrama tridimensional del comportamiento de un medio elástico al paso de las ondas P. Padi-
lla y Sánchez, 1987. 

fig. 2.13.- Diagrama tridimensional del comportamiento de un medio elástico al paso de las ondas S. Padi-
lla y Sánchez, 1987. 



fig. 2,14,- Diagrama tridimensional del comportamiento de un medio elástico al paso de las ondas de Ray-
leigh. Padilla y Sánchez, 1987. 

fig, 2.15,- Diagrama tridimensional del comportamiento de un medio elástico al paso de las ondas de La-
ve. Padilla y Sánchez, 1987. 

La figura 2.16 muestra esquemáticamente a los diferentes tipos de onda generados durante 
un evento sísmico. 

fig. 2.16,- Foco y epicentro do un terremoto mostrando las principales ondas sísmicas que se originan. 
Keary y Vine, 1990. 

20 
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11.3.- Propagación en dos Semiespacios Adyacentes. 

A partir del análisis para la propagación de ondas P, SV y SH en un semiespacio con superfi-
cie libre pueden encontrarse los coeficientes de reflexión-transmisión para el caso de dos me-
dios elásticos adyacentes con propiedades mecánicas diferentes. Su planteamiento es similar 
al de la óptica geométrica. 
Así, sean dos semiespacios adyacentes (fig. 2.17). 

015 
	 X 

0129024)2 

z 

fig. 2.17.- Representación simplificada de un medio de propagación constituido por dos semiespacios ad 
yacentes con propiedades elásticas diferentes. 

Si se definen como coeficientes de onda incidente, reflejada y transmitida a: 

v. -y 	+ikx senyte -ikz cosy10-iwt , 	
O = 1 r 	O w- 	 i'" 	2   

V 
= Re  +ikxsenyle +ikz cosyle -ime r   

, = Te +ikxseny20-ikzcosy2e-ian 
vt "' 	w- 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

Las expresiones (2.51), (2.52) y (2.53) cumplen con la ley de Sahl-Snell-Descartes, que dice 
que "las ondas reflejadas y transmitidas en una interfaz plana conservan el número de onda 
de la onda incidente en su componente paralelo a la interfaz", i.e. 

co 
—seny 1=  ----seny 
PI 	P2 

que implica que 
sen y l  sen y 2  

Pi 	P2 
(2.54) 

Si p 1 < P 2,esto implica que y 2  <y t y si 13 2>p t y y i = angsen(i3 i( 2) entonces, esto 

implica que y 2  = 90°  (reflexión total de ángulo crítico yi). 

Si los desplazamientos en la interfaz se anulan, de (2.51) y (2.52) se tiene que el coeficiente 
de reflexión R estará dado por: 
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v + v = 0, es decir: 	R = —1 	(2.55) 
i 	r 

Para nuestro caso, donde existe la refracción, la condición de continuidad de desplazamien-
tos en la interfaz permite que se cumpla la siguiente expresión: 

= vi  o de otra manera: 	1 R = 	(2.56) 

En términos de exponenciales puesto que la interfaz se sitúa en z=0: 

2 ( eikX Set% y I 	= eikX SCR y2 
(2.57) 

la transmisión de las ondas del semiespacio inferior al superior implica una continuidad de 
esfuerzos y tracciones en la iterfaz, esto es: 

8v1  

  

ave  
= 112 az 

 

(2.58) 
az 

 

z=0 t=0 

    

Sustituyendo (2.57) en (2.58) y reduciendo, se tiene para la interfaz: 

1— R= 2 [3 co 2 sy 2  T 	(2.59) 
pip, cosy,  

'Y de acuerdo con (2.56) y (2.59): 

T  = 	2P 1R1 cosy  

Pii31 cos7i +P2R2 cos7 2 

P1P1 COS7 1 - P2P2 c0s72  
cosyl  + p2P2  cosy 2  

(2.60) 

(2.61) 

Las expresiones (2.60) y (2.61) son los coeficientes de transmisión-reflexión para dos se-
rniespacios adyacentes. 
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11.4.- Propagación en un Estrato Plano sobre un Semiespacio. 

11.4.1.- Ondas de Love. 

En 1911, A. E. H. Love sugirió que una onda superficial con movimiento de partícula trans-
versal a la dirección de propagación podría ser producida por interacciones de ondas SIL 
Como estas son reflejadas totalmente en la superficie libre (Sección 11.2.1), si una capa so-
breyace a un semiespacio de velocidad mayor, las ondas incidentes a ángulos mayores al crí-
tico no pueden escapar de la capa superficial e interfieren constructivamente, propagándose 
a lo largo de este y dando origen a las llamadas ondas de Love. 

	 X 

01E,PE,PE1lE 

1511 ,PS11.  >Pm 

(11/S+PHS>C1EIPE 

fig. 2.18.- Representación simplificada de un medio de propagación constituido por un estrato posado so-
bre un semiespacio elástico de mayor velocidad. 

Sea entonces la configuración mostrada en la figura 2.18, si los potenciales para las ondas 
SH incidentes son los de las ecuaciones (2.62) y (2.63) para el estrato (E) y el semiespacio 
(HS) respectivamente: 

UyE  = (B1 	+ B2e-ikz )e-iixeitt (2.62) 

Ums = (B3elkz  + 	 (2.63) 

Como no se considera a la onda incidente en el semiespacio sino a la que regresa, entonces 
el coeficiente B3  es nulo, de donde: 

u 	= B e-ikze 
 -ilxe 

 tot 

Ytts 	4 (2.64) 

Las condiciones que deben cumplirse en el análisis son respectivamente, un esfuerzo nulo en 
en la superficie libre (reflexión total), continuidad de este esfuerzo así como del desplaza-
miento uy  en la interfaz estrato-semiespacio, es decir: 

Yz  (z=0 
0 
	

(2.65) 



Cr 	= a yi lls en z = h yz E  (2,66) 
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YE 
= ic

YHS 
en z = h 
	

(2.67) 

El esfuerzo O' yz  está dado por: 

auy  au) o, = 	 z 
yz r az  ay  

A partir de (2.62) en (2,68) y desarrollando: 

(2.68) 

yzE =1-12{ik(Bek  B2e-ll')e-lixe's  (2.69) 

 

De manera similar, de (2.64) en (2.68) y desarrollando: 

= µ l (—ikB4e-dcze-raer« 	 (2.70) 

De (2.69) y desarrollando según las condiciones (2.65) y (2.67), se llega a: 

= B2 	 (2.71) 

Y: 	

2B1  cos(kh) = B4e-ikh 
	

(2.72) 

Y, a partir de (2.71) y (2.72), según la condición (2.66) en la interfaz se tiene: 

21.12k.81  sen(kh) = i t 1kB4e-' k̀ ' (2.73) 

Simplificando las últimas dos ecuaciones para k=(co/c)(1—c /P2)I/2  se llega a: 

	

2 	V2  111(1-c2/01)1/2  
[ tan "(— -1) = 	 (2.74) 

C 	1322 	12(c2/1322 — 1)1/2  
Puesto que las raíces deben ser reales pues representan a las velocidades aparentes para cada 
frecuencia angular involucrada, debe cumplirse que 02  <C<01 . 

La expresión (2.74) no tiene solución analit ca, pero si gráfica. Si x es: x=h/c(c/f33-1), en- 

tonces x=0 en c=p2  y x=hRliPi)—(1/(3t )11/
2 
 (valor máximo) en c=431. Según este cambio 

, \  

de variable, el miembro de la izquierda de la ecuación (2.71) es justamente la función trigo- 



left hand alde 

ex 
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nométrica tan(o)x), que es fácilmente graficable y que presenta ceros en valores x=mc/o), 
siendo infinito para argumentos múltiplos impares de it/2, i.e. (.1)x.(2n-1)7c/2. El miembro 
derecho de (2.70) se indetermina para c=P2  y decae monotónicamente en c=pi. Graficando 
entonces a la tangente y la curva de decaimiento monotónico se encuentran en sus intersec-
ciones a las soluciones de la ecuación (2.70) que representan los valores cx para los que se 
tiene una onda de Love para una frecuencia o) dada, siendo estas más numerosas a frecuen-
cias mayores. A cada solución se le denomina modo y el modo fundamental es la solución 
correspondiente al menor valor de c y el resto, los modos superiores o sobretonos, donde al 
sobretono más alto le corresponde precisamente el valor c=131 . La fig. 2.19 muestra dicha 
solución gráfica. 

fig, 2.19,- Solución gráfica de la ecuación para la onda de Love, Las intersecciones de la curva de la fun-
ción tangente con la de decaimiento monotónico representan sus modos discretos. Nótese que las velo-
cidades aparentes de estas ondas están restringidos a un intervalo cuyos limites superior e inferior son las 
velocidades de propagación del semiespacio y el estrato respectivamente. Stein, S., 1987. 

Las ondas de alta frecuencia se concentran en el estrato superficial y "no reconocen" al se-
miespacio, mientras que para ondas de baja frecuencia (período largo) sucede lo contrario. 
Esto es similar a lo que sucede con las ondas de Rayleigh, en cuanto a la amplitud que decae 
con la profundidad. Estas ondas son estrictamente dispersivas, es decir, presentan diferentes 
velocidades aparentes para diferentes frecuencias, como las de Love y surgen de la interfe-
rencia de otras ondas. 
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II.5.-Propagación en un Estrato sobre una Base Rígida. 

Sea un estrato posado sobre una base rígida, con espesor it y velocidad de propagación de 
ondas S y densidad fi y p respectivamente (fig. 2.20). 

	►  x 

J:-SE >PE >11E 

5e,wz,.11113 
pivg.11111.1.1.10,11,11:,* 

fig. 2.20.- Representación simplificada de un medio de propagación constituido por un estrato posado so-
bre una base rígida (que no propaga esfuerzos). 

Si se tiene un movimiento en la dirección y prescrito en la base, 50 , la expresión general pa- 

ra las ondas que ascienden y descienden en el estrato, en términos de potenciales y 
considerando el espesor h es: 

UY  (Bielk(z—h)  B2Cik("))61-11xein)t  (2.75) 

Las condiciones que deben cumplirse, son un esfuerzo cry, nulo en la superficie libre y un 

desplazamiento inicial prescrito y unitario en la misma base, pero nulo en las subsiguientes 
incidencias al no existir perturbación alguna en el medio inferior, es decir: 

= 0 (2.76) 

u 
Y z=h 

= (2.77) 

= (2.78) 

de la ecuación (2.75), para z=h y de acuerdo con la condición expresada en (2.77), se tiene: 

131  + B2  =1 	 (2.79) 

Al aplicar la condición expresada en (2.78) a (2.75) se obtiene, para z=0: 

.82e`` = 0 	 (2,80) 



a ti D F-1›, 1 

112,1321P2 
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Despejando B1  de la ecuación (2.79) y sustituyendo en (2.80) puede llegarse a la expresión: 

cos(kh)—isen(kh)  
B, — 	2cos(kh) 

(2.81) 

Al sustituir la expresión anterior en la ecuación (2.79), puede obtenerse para B1 : 

cos(kh)+isen(kh) 
Bi  = 

2cos(kh) 
(2.82) 

Sustituyendo las expresiones (2.81) y (2.82) en (2.75) y reduciendo según la identidad trigo-
nométrica del coseno de la suma de dos ángulos, para uy=vel'`, voe"r  .ek't  y k=co/l3 se ob-
tiene finalmente: 

v - 
cos(coz/p) 

 vo 
cos(coh/(1) 

(2.83) 

que representa a las amplitudes en la superficie del estrato en función del movimiento pres-
crito en la base. 

11.6.- Propagación en dos Estratos Planos sobre una Base Rigida. 

Sean dos estratos con espesores hi  y 112  respectivamente y propiedades elásticas 131, pi  y 02, 
P2, asentados sobre una base rigida con movimiento prescrito en la dirección del eje y 
uy  =yo  e" , ' donde yo  es un desplazamiento inicial (fig. 2.21): 

1.?,,41;q0.1. 

fig. 2.21.- Representación simplificada de un medio de propagación constituido por dos estratos de propie-
dades elásticas diferentes posados sobre una base rígida. 
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Las expresiones generales para las ondas ascendentes y descendentes en términos de poten-
ciales son: 

ikz 
U = 	+ B2e-ikz)e-ilxe't 	(2.84) 

UY2 = (B3eikz B4e)e-ilxe imt
(2.85) 

Las condiciones que se deben cumplir son, un esfuerzo nulo ay, en la superficie libre y con-

tinuo en la interfaz de los estratos y un desplazamiento inicial uy  prescrito en la base y nulo 

para las incidencias subsiguientes y continuo en la interfaz de los estratos, esto es: 

o•
)Z 
	= 0 Iz=o 

uy  

ayzi  = 6y,2  en z = 

uYi =uY2 enz=h, 

Sustituyendo (2.84) en (2.86) y reduciendo, se llega a la igualdad: 

= B2 	 (2.90) 

De la sustitución de (2.84) en (2.90) se tiene: 

u, 	=2B cos(kz -ax e 	(2.91) 

A partir de la sustitución de (2.85) en (2,87): 

B3  = Vo  — B4 	 (2.92) 

I(02 

z=H 

(2.86) 

(2.87) 

(2.88) 

(2.89) 

Sustituyendo (292) en (2.85): 

U 	= v„eik'e-iixeiwt  —2iB4 sen(kz)e-gxek' (2.93) y2   

De (2.91) y (2.93) en (2.89) y reduciendo para las profundidades hl  y k: 

2B1 cos(k1h1 ) = 2 B4  sen(k2h2)+-voe-12h2 	(2.94) 



De manera similar, de (294) en (2.88), para Tr-Iliki/112k2, 84 puede escribirse: 

2iB
1 
 sen(10)+ivoe-1211  

B4 -- 2 cos(k2h2  ) 	
(2.95) 

De (2.95) en (2.94) B1  puede expresarse como: 

yo  
B1=  2[cos(k1k)cos(k2h2) —1 sen(kihi ) sen(k2h2  )1 

Finalmente, de (2.96) en (2.84), para z=0: 

(2.96) 
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y 

yo  

  

1 

 

(2.97) 

  

cos(kiht  )colk2h2 1 sen(kihi ) sen(k2h2  

 

      

      

Esta última expresión representa la amplitud del movimiento en la superficie de los dos es-
tratos en relación con la amplitud del dfsplazamiento inicial yo. 



III.- RESPUESTA ANTE ONDAS INCIDENTES 

Como se concluye del capítulo anterior, el cálculo de la respuesta sísmica de medios estrati-
ficados se complica conforme estos aumentan en número y el cálculo por formulación direc-
ta resulta incosteable. Por esta razón, autores como Thomson (1950), Haskell (1953), 
Kennett (1979), Kausel (1981), Rosenblueth, entre otros, se han dedicado a la tarea de desa-
rrollar técnicas numéricas optimas que no sólo resuelven el problema del cálculo de la pro-
pagación de ondas planas en medios estratificados, sino que son a su vez rápidos y pueden 
considerarse como el paso inicial al tratamiento de medios heterogeneos más complejos. En 
este capítulo se describen brevemente los métodos de Thomson-Haskell y Kennett, de los 
que se presentan algunos resultados con fines de comparación en el capítulo V. El método 
de Thomson-Haskell se aplica luego al cálculo de la respuesta sísmica de un estrato irregular 
acoplándolo al método indirecto de elementos de frontera (IBEM, por sus siglas en inglés). 

111.1.- El Método de Thomson-Haskell. 

En 1953, aparece publicado en el Boletín de la Sociedad Sismológica Americana el artículo: 
"Dispersión de Ondas Superficiales en Medios Multiestratificados", donde Norman Abraham 
Haskell (ver apéndice C) extiende la formulación de William T. Thomson para el cálculo de 
,los coeficientes de reflexión y transmisión en estratos, aplicándolo al caso de la dispersión de 
ondas superficiales. Dicha formalización, conocida hoy como el Método de Thomson-Has-
kell ha tenido gran impacto en el desarrollo de la sismología teórica, viendo su mayor apor-
tación con el desarrollo computacional de los años 60, así como en los estudios corticales y 
en el campo de las explosiones en la atmósfera. Algunos años después de su formalización, 
seguidores y alumnos de Haskell, como David G. Harkrider (1964), se convertirían en sus 
principales divulgadores y apuntarían las limitaciones del mismo en sus etapas iniciales. Por 
ejemplo, Thomson había planteado la continuidad de las deformaciones constantes, en lugar 
de la de esfuerzos cortantes, para posteriormente intentar modelar un estrato fluido interme-
dio reduciendo a cero el módulo de cortante de un estrato sólido. Así, aunque Haskell mis-
mo no resolvió este problema en su totalidad, para el caso de arreglos de estratos planos y 
sólidos, su método ha sido una importante aportación teórica, que junto con sus contribucio-
nes hechas en el campo de la exploración y detección con aplicaciones militares y en estu-
dios corticales y de mecanismos focales, constituyen su principal herencia a las ciencias de la 
Tierra. 

Keiiti Aki y Paul G. Richards en su texto "Quantitative Seismology" (1980) dedican el capí-
tulo 7 al estudio de la propagación de ondas en medios vericalmente heterogeneos y abordan 
conceptos como el de vector deplazamiento-esfuerzo y el de matriz propagadora, bases del 
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método de Haskell. El análisis lo presentan para la incidencia de ondas P, SV y SH y el lector 
interesado podrá remitirse al propio texto para ampliar su conocimiento en este tópico. 
Sin pretender hacer una revisión exhaustiva, en esta sección se presentan brevemente los 
fundamentos del método, así como un ejemplo de aplicación, que puede ser considerado co-
mo un ejercicio sencillo de validación. 

111.1.1.- Caso SH. 

Sea el sistema de referencia mostrado en la figura 3.1. Si sobre un elemento diferencial de 
volumen de un medio continuo se aplica un esfuerzo en la dirección y (onda SH) y si la ecua-
ción de equilibrio dinámico que rige a dicho medio es la Ecuación de Navier, entonces, en 
términos del planteamiento inicial, puede escribirse: 

aer,„ aa 	A 
	+  ZY  r 	 v  

ax 	az 

+ 

	 r  a/2  
(3.1) 

donde fy  son las fuerzas de cuerpo y p la densidad. 

fig. 3.1.- Sistema de referencia empleado en la formulación del método matricial de Thomson-Haskell que 
muestra a un elemento diferencial de volúmen con un esfuerzo orientado en dirección paralela al eje y. 

Suponiendo una solución de la forma: 

V = 11 (z,k 	ek« 	 (3.2) 

= 	(z ,k ,co)e-d"e't 	 (3,3) 

donde y es el desplazamiento de partícula en dirección y, k es el número de onda vertical, de- 
finido como k=o)/f3 y (.1) la frecuencia angular (D=27rf ; 	11  representa al desplaza- 

miento como función de la profundidad, el número de onda vertical y la frecuencia angular, 

mientras que /2  representa al esfuerzo a zY  en los mismos términos. 
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Puesto que crzy=ptav/az y a.ty =ptaviax, donde .t es el módulo de cortante o rigidez, en 

términos de desplazamientos y frecuencias, la ecuación (11) puede expresarse como: 

1-1 

a v  22v  a 

f), + po 2v = o 	(3.4) ax2 az2 j+ 

Sustituyendo (3.2) y (3.3) en (3.4) y despreciando a las fuerzas de cuerpo se obtiene: 

-µk211  +1+ pco2 /1  = 0 	(3.5) 

Por otro lado, se tiene que: 

(3.6) 

De (3.5) y (3.6) y expresando en forma matricial se tiene: 

d {11 } 	O 	11µ1j11 1 

dz 12 	pic.2  - pw2  O i1/2  

donde (4 ,12 }T  es el vector desplazamiento-esfuerzo. La ecuación anterior también puede 
,ser expreáada como: 

dz =
AF 
	

(3.8) 

Cuya solución es: 

F = 	 (3.9) 

Por otro lado, existe una matriz P(z,z0) que es solución de la ecuación diferencial: 

dP  - A P 
dz 

(3.10) 

A P se le conoce como Matriz Propagadora y se define formalmente como: 

z  Kz,z()) = 1+ f A(11)dl, + f A( 1)11  A(12 )d12dli +. • 
Zo 	 Zo 	lo 

(3.7) 
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Sus propiedades son: 

a).- P(zo,z0 ) = I 
	

(3.12) 

b).- F(2) = P(z,z0 )F(zo ) 
	

(3.13) 

P puede escribirse también como: 

P(Z, zo) = I + (Z Zo  )A + 1/2 (Z zo  )2  AA +.•• = e('")" 

(3.14) 

La solución a la ecuación (3.10) puede escribirse entonces, de acuerdo con (3.14) como: 

p(z,  zo  = e(z-zo)A 

Sustituyendo (3.12) en (3.7), se tiene que: 

{
1112} = P(Z,Z0){12} 

Z 	 Zo 

(3.15) 

(3.16) 

Por otra parte, de (3.7) se tiene que para el caso que nos ocupa, la matriz A es: 

A 
 = [

2 
O 	VII 1 

ptk — pw 2  O .1 

Cuya ecuación característica es: 

(3.17) 

de soluciones: 

- k2  + P°2  =o 
1.1 

= 

(3.18) 

(3.19) 

donde i2=(_k2490)2/11) 

A partir de lo anteriormente visto, la solución a la ecuación (3.8) puede escribirse también: 

fi  = v je ' (z-z°) 	
(3.20) 

donde ki  es elkésimo valor característico de A y vi  su correspondiente vector característi-

co. Para la matriz (3.17), los vectores característicos serán de esta manera: 
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1/1  = 
1 

(3,21) 

V2  = 
—11-1/1) 

(3.22) 

y de acuerdo con (3.20), puede escribirse: 

= 
1 

eir(z-zo) 	 (3.23) 

1  
f2= e( ) -in(r-zo) 	 (3.24) 

donde f1  y f2  son vectores desplazamiento-esfuerzo para ondas SH ascendentes y descen-

dentes respectivamente, que pueden expresarse también como: 

(3.25) 

donde F=EA; E es la matriz de vectores característicos de A, A la matriz de factores ver-
ticales de propagación y W el vector de pesos para las amplitudes SH. La ecuación (3.25) 
puede escribirse como: 

r= EAW 	 (3.26) 

1 	1 	eirlz-z°)  W i  

iltil —0 	O 	e-hlz-z°)  W2  ‘ j  

0 	][ 	j ,3 .27,  j [ 

Calculando la inversa F"' se obtienen las amplitudes de los campos incidente y reflejado, es 
decir: 

o también: 

de donde: 

1  Itie-in(z-zo) 

[ p,ie-hi(z-zo) 

= F-1{ 
Sr 

_ie+in(z-zo) 

ie+pdz-zo) 

1211} 

(3.28) 

(3.29) 

21.1i 

Donde .s es la amplitud de la onda SH incidente y sr  la de la reflejada. 
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Por otro lado, para una matriz cuadrada A con diferentes valores característicos Xk, donde 
k = 1,2,3,...,n, una función de dicha matriz puede ser expresada, según la fórmula de Syl-
vester (Aki y Richards, 1980) como: 

F(A) ".= 	F(k) 	rik 	 (3.30) 
k=1 n(4_1,) 

r*k 

De (3.15) en (3.30), para X.1,2  =-±ii, P(z,z0) queda: 

P(z, zo ) = 

(3.31) 

donde in  = (—k2  +0)2/1)112  ; k =.o 	seno, siendo Plls  la velocidad de ondas S en el es- 

pacio; f3„ la velocidad de ondas S en el enésimo estrato y nn  el número de onda vertical en 
el enésimo estrato. 

,De (3.16) en (3.29) y de acuerdo con (331), se tiene, para la base de la estratigrafia: 

s
i
. 	

= riP(zn  ,zn  
{Sr }  

)P(Zn-1 5 Zn-2 )• ..P(Zi  

si} — R{11  
Sr 	— /2 } 

\ 
,Zo){ 

z=0 

12 	
z=0 

(3.32) 

(3.33) 

donde 	R = 	Kz,,zn_1 )13(z,,,,z„...2 )...P(z1 ,z0 ) 

Así por ejemplo, en z=0, como 12 =0: 

l
z=0= Si/R11 
	 (3.34) 

La ecuación (3.34) permite finalmente evaluar el desplazamiento en la superficie libre del 
medio estratificado si se conocen el campo incidente, las propiedades mecánicas del semies-
pacio y las matrices propagadoras de cada estrato. 

COS 	(Z Z0 ) 

	

1 senn„(z — zo ) 
-tnh1n 

—¡.t„n„ sen (z —z0) 	cosi), (z —z0 ) 
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111.1.2.- Caso P-SV. 

Para el mismo sistema de referencia de la figura 3.1 y tomando en cuenta que los desplaza-
mientos a considerar ahora se situarán en las direcciones x y z, las ecuaciones de equilibrio 
(Ecs. de Navier) para estos desplazamientos serán: 

aa.  acr. r  a2u 
ax +—á--z -9x=P at2 

90.  zx  + 0a zz + fi 	a 2w = p at2  
ax az 

Si sus soluciones son las siguientes: 

(3.35) 

(3.36) 

u= ri(z,k,o))e-il"e' 
	

(3.37) 

w =ir2(z,k,co)e-ikrekút 	
(3.38) 

ern =r3(z,k,co)e-liccei' 
	

(3.39) 

az, =ir4(z k co)e-Ixek' t 	 (3.40) 

donde ri  representa a los desplazamientos y esfuerzos. De las ecuaciones básicas de la elas-
todinálnica estudiadas en el capítulo II, se tiene de las expresiones (3.37) y (3.38) que: 

= 
 i[

x_dr2  .... k(1  + 21,i)ri]e-i eiou 
dz 	

(141) 

a. 
(dr =-: 1 	I. + krj  e-I  d't  

dz 	
(3.42) 

cr. = i[(1, + 214 dr2  -- kX,r]e-ikr 
dz 	1 	

' 	(3.43) 

Sustituyendo las ecuaciones (3.41), (3.42) y (3.43) en (3.35) y (3.36) en términos de o y 
completando el sistema puede llegarse a las siguientes expresiones: 

dr dr Ick---1+ 3  
dz dz 

[p02 k2(%,+2µ)} (3.44) 



+i--r-4-d  =-ir2[P° 2  lik2] 	(3.45) 
dz dz 

dri  

	

11— 
dz _ 

- -fatcr2 +r3 	(146) 

(2‘,+214— dr2-= 	
1 
 +r

4 
	(3,47) 

dz 

De la ecuación (3.46) se ve que: 

dr 
= -kr + —

1
r 1.1  3 dz   

 

(3.48) 

Y de igual forma, a partir de la ecuación (3.47): 

 

dr2  kXri +r4  

dz 2t,+2p, 
(3.35") 

Sustituyendo la ecuación (3.47) en (3.44) y despejando dr3/dz: 

 

dr3 =  {k2[41-t(X +P)] 
dz 	+ 211 

  

 

r4[
ICX  

X.+21i (3  ") 

 

 

   

Y de manera similar, sustituyendo (3.44) en (3.45) y despejando dr4/dz: 

dr4  _ 	2 - -r2 pco + kr3  
dz 

(3.51) 

A partir de las expresiones (3.50) y (3.49), el sistema queda en forma matricial: 

 

k 11µ o 
o 	o 	1/(?. +211) 

O 	O 	kl/(1-i- 21) 

-k 	O 

(3.52) 

  

d 

 

r2  

r3  

r4 

  

dz 
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donde {r1  r2  r3  4}T  es el vector desplazamiento-esfuerzo. 

De acuerdo con lo visto para el caso SH, Aki y Richards (1980) apuntan que el vector de va-
lores característicos E para el caso P-SV es: 

ak 	pv 	ak 	13v 
ay 	131' 	-ay 	-13k 

-2altky 	-14(k2  + v2 ) 	2apiky 	11.(k2  + 	v2 ) 
-api(k2  + v2 ) 	-2pµkv 	-442 	+ v 	-2Pptkv 

  

Asi mismo, la matriz de factores verticales de propagación A es: 

e-y(z--20) 
O 	O 

(3.53) 

v(()z...20) 

 e O 	
- 	

O 	O 

O 	 O 	el(z-z°) 	O 

O 	O 	O 	ev(z-zo) 

(3.54) 

Y el vector de pesos para las amplitudes P y SV: 

Pr 

Sr  
(3.55) 

Pi 

El vector desplazamiento-esfuerzo r es: 
Donde los subíndices r e i significan reflejada e incidente, respectivamente. 

f = ter F=EA 	
(3.56) 

= EAVI 

de donde, las amplitudes de los campos de desplazamiento incidente y reflejado estarán da- 
das por: 

U 4-1  = E-1111 	 (3.57) 
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esto es, según Aki y Richards (1980): 

R  
U= 

2allywo 

2pIlkyv 

-ap,y(k2  + v2 ) 

2pµkyv 

-al.ty(k2  + v2 ) 

-91.1v(k2  + v2 ) 

2aptkyv 

Pl.tv(k2  + v2 ) 

-2aµkyv 

-pkv pyv 

ayv -aky 

(3kv pyv 

-ayv -aky 

    

ey- (z—zo) 	
O 
	

o 	o 
O 	ev(z-z° ) 
	

o 
O 	o 	e—Y(z—zo) 

‘1/2 	 2)1/2 donde y=(k — 2 /CC2 ) y v = (1c-  --co2 /  

111.1.3.- Ejemplo de aplicación del caso SH. 

A continuación se presenta brevemente como ejemplo del método, el desarrollo analítico del 
.Método de Thomson-Haskell para el cálculo de la respuesta de dos estratos sobre una base 
rígida ante incidencia de ondas SH. 

Sean dos estratos de espesores hi=h2=h que descansan sobre una base rígida, tal y como,  se 
mostró en la figura 2.21. 

De (3.29) de la sección anterior se tiene que: 

O 

o 
e-v(z-zo) 

(3.58) 

{st} F-1{ (3.59) 

}z  , 

 

)1)(Z1, 0){
It 

 
2 z=0 

 

(z2 , (3.60) 

  

De las condiciones del problema, se sabe que en la superficie libre, el desplazamiento no se 
conoce y el esfuerzo es nulo, esto es: 



(3.61) 

(3.62) 
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Para la base, los desplazamientos y esfuerzos serán prescritos y desconocidos respectiva-
mente, esto es: 

= vo  

= ti 

(3.63) 

(3.64) 

Las condiciones anteriores definen según (3.60): 

{Vo} p2p1 

O 
y las matrices son del tipo: 

cosi,(z—z0 ) 	1  senni(z — zo) 
11,11; 

sen ni  ( z —zo) 	cosii(z — zo ) 

 

(3.66) 

donde ri • = (—k2 +0201/2  

De la expresión (166), para incidencia vertical (k=0), las matrices P1  y P2  quedan, respecti-

vamente: 

P1  

coscohdr31 	1/(1111 )senwhi /fIl l 

seno/21 /P1 	cosohi n3, 

P 
coscoh2 /P2 	1/(12112 )sencok /P2 

3.68 
2  — —12112 SCII 0A2n32 	COS0h2/P2 	

( ) 
 

Finalmente, según la ecuación (3.65) el cálculo de la función de transferencia da: 

(3.65) 

(3.67) 

1 

cos(iihi)cos(i2172)-112112/(µiii) hi) senshhi , sens12 

vs 
yo  

(3.69) 
Como el lector podrá apreciar, la expresión (3.69) es equivalente a la ecuación (2.97) del ca- 
pítulo II. 
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111.2.- El Método de Kennett. 

En general, en el problema de la excitación y propagación de ondas sísmicas en un medio es-
tratificado para una distribución de parámetros elásticos en función sólo de una coordenada 
(profundidad), las relaciones esfuerzo-deformación y las ecuaciones de movimiento pueden 
ser reducidas por técnicas de transformación a grupos de ecuaciones diferenciales de primer 
orden, cuya solución dependerá de las condiciones de superficie libre y la excitación de la 
fuente. Para estratos uniformes, los métodos de matriz de transformación pueden ser desa-
rrollados relacionando esfuerzos y deformaciones en la cima y en la base de estos, tal y co-
mo lo hace el método de Thompson-Haskell. Sin embargo, una dificultad computacional 
surge en estos métodos simples, relacionada con la pérdida de precisión cuando esta es finita 
y donde la cancelación dada en las funciones seculares para la función de dispersión de on-
das superficiales ya no se da o completa, pues los exponenciales crecientes sobrepasan parte 
de esta función. Esta dificultad puede ser evitada reformulando el método de la matriz pro-
pagadora (Knopoff, 1964) o considerando menores de orden superior al de las matrices ori-
ginales. 
Gilbert y Backus (1966) dieron un desarrollo sistemático de estos métodos para una estrati-
ficación general en parámetros elásticos e introdujeron el término matriz propagadora para 
el operador de esfuerzo y desplazamiento entre dos niveles, en el medio estratificado. Para 
modelos suavemente variantes de la distribución de parámetros elásticos, la mayoría del tra-
bajo se ha concentrado en la solución numérica del conjunto de ecuaciones diferenciales y 
los problemas que pudieran surgir relacionados con las soluciones crecientes al ir propagan-
do la solución de un estrato a otro como hace el método de Thomson-Haskell han sido evi-
tados integrando en dirección de la superficie. 

El método de Kennett propone el cálculo de la respuesta del semiespacio en términos de las 
propiedades de reflexión-transmisión del medio estratificado a partir de fuentes y receptores 
enterrados que lleven a representaciones convenientes del frente de onda sin soluciones cre-
cientes y por lo tanto, sin los problemas antes mencionados. Para estratos uniformes, la re-
presentación en términos de propiedades de transmisión y reflexión llevan a un procedimien-
to eficiente en el que el cálculo se lleva de la base de la estratificación a la superficie, conser-
vando estas ventajas aún para modelos continuos a trozos. 

Numerosos artículos hacen referencia por estas razones al método de Kennett y desde hace 
algunos años se cuentan ya con algoritmos programados en lenguaje Fortran para el cálculo 
de la respuesta de medios estratificados para incidencia de ondas elásticas y para una fuente 
puntual. Jean Cristoff Gariel ha programado el algoritmo de Kennett a partir de formulacio-
nes analíticas desarrolladas por Michael Dietrich. Este método también ha sido aplicado a 
medios estratificados bidimensionales por Koketsu (en prensa) mostrando ventajas sobre 
otros métodos siendo por ejemplo más económico en tiempo hasta en un 45% y en memoria 
hasta en un 29% que el propio método propagador de Koketsu. 

En los últimos 20 años, el cálculo de la respuesta de medios estratificados irregulares se ha 
llevado a cabo empatando las condiciones de frontera para interfaces irregulares y superpo- 
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niendo las soluciones para medios homogeneos. Así mismo, el cálculo con el método de ele-
mentos de frontera (IBEM) ha sido muy empleado. En este campo, Takenaka (1990) ha 
mostrado cómo el método de la matriz de reflexión/transmisión de Kennett puede ser adap-
tado para medios irregulares, aunque con la desventaja de requerir de la inversión de matri-
ces a gran escala. 
El lector interesado puede revisar el apéndice A donde se presenta un resumen de las ex-
presiones analíticas que fundamentan a este método y así mismo puede remitirse al propio 
texto de Kennett (1983), donde se presenta también la formulación para una fuente situada 
en el interior del medio estratificado. 



IV,- RESPUESTA ANTE FUENTE PUNTUAL 

Se han revisado hasta ahora algunos métodos y formulaciones analíticas para el cálculo de la 
respuesta sísmica de arreglos estratificados ante la incidencia de ondas planas. Estos méto-
dos, como se verá en el siguiente capítulo, son aplicables a diversos problemas de interés pa-
ra la ingeniería sísmica y la sismología teórica. En el presente capítulo se aborda brevemente 
la teoría y formulación para el modelado de la respuesta de un semiespacio a partir del méto-
do del número de onda discreto y de un estrato posado sobre una base rígida ante la inciden-
cia de ondas generadas en una fuente puntual en una solución exacta formulada a partir del 
método de las imágenes. 

IV.1.- Fuente Cilíndrica en un Semiespacio. 

El método del número de onda discreto, presentado por Aki y Lamer (1970) permite repre-
sentar a un campo de desplazamientos.mediante una superposición de ondas planas de am-
plitudes complejas desconocidas (incluyendo ondas inhomogeneas) que se propagan en di-
versas direcciones. Dicho campo de desplazamientos, que incluye a los campos difractado y 
reflejado, se obtiene discretizando en una serie infinita la integración sobre el número de on-
da horizontal bajo la suposición de una periodicidad también horizontal. La truncación de es-
ta suma y la transformación espacial de Fourier de las condiciones de frontera dan lugar a un 
sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes complejos de la expansión del número de 
onda horizontal, siendo su mayor desventaja la dificultad que presenta para modelar campos 
de ondas en interfaces con cambios de propiedades muy abruptas. Esta limitación, impuesta 
por la llamada hipótesis de Rayleigh está relacionada con la representación de los campos 
difractados mediante la integral del número de onda horizontal que no considera ondas as-
cendentes implícitas (Sánchez-Sesma et. al., 1989). Esta dificultad, sin embargo, ya ha sido 
corregida por autores como Sánchez-Sesma y Esquivel (1979), Bouchon (1985), Campillo 
(1985), y Kawase (1988). La aplicabilidad del método del número de onda discreto, también 
conocido como método de Aki-Larner es ampliamente conocida en el área de los medios es-
tratificados con irregularidad lateral (Bouchon, 1973; Bouchon y Ald, 1977a,b; Bouchon, 
1979; Bard y Bouchon, 1980a,b; Bard, 1982; Bard y Gariel, 1986). En las líneas siguientes 
se presenta brevemente una formulación para un semiespacio en el que se encuentra una 
fuente puntual y se aplica este método con una corrección por frecuencia imaginaria que 
permite eliminar el efecto no deseado de las fuentes periódicas involucradas. 
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Sea la configuración mostrada en la fig. 4.1, si la fuente puntual se representa por una fuerza 
fY  de valor constante por unidad de longitud y dirigida en dirección del eje y, las ondas ge- 

neradas, cuyos frentes son cilíndricos (figura 4.2) son solución de la ecuación de movimien-
to: 

2 	 1 021,  
V v+-1  fy =--2- 

p at 

donde p = (µ/p)"2 . Si se escribe fy  en función de la frecuencia y se considera al factor elmt  
implícito en las expresiones que siguen, la ecuación (4.1) puede expresarse también: 

021,a2v 	1 82v 	F(0))„ 	, +—. —0x)cr kz)  
ax2 	az2 p2 at2 	1.1  

(4.2) 

xr 

fig. 4.1.- Representación simplificada de una fuente puntual (explosión) dentro de un semlespacio, Se 
muestran las ondas que genera, así como la posición de un receptor (triángulo sólido invertido) y el siste-
ma de referencia empleado. 

Al derivar la ecuación (4.2) dos veces con respecto al tiempo, si se expresa al número de on- 

da q como q=0)/ se tiene para esta ecuación por separación de variables y en coordenadas 
/ 

cilíndricas, una solución en términos de la Ecuación de Bessel, donde el desplazamiento y, 

(4.1) 
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expresado en términos de la función de Hankel de segunda espacie y orden cero 1-42)  que-

da: 

F(w)(2) 	• y = 	Ho  (qr)e"` 
4iµ 

donde: r4x2 +(z—z,,)2112  y Ho(1'2)(*) ,J0(*) ± in(*) representa a las funciones de Han- 

kel de argumento • de primera y segunda especies y de orden cero. J0 (.) y Yo(*) son las 

funciones de Bessel de primera y segunda especies, respectivamente. 

(4.3) 

x 

fig. 4,2,- Sistema de referencia mostrando una fuerza puntual paralela al eje y que genera ondas cilíndri-
cas (fuente SM. 

La ecuación (4.3) admite también una solución en términos de ondas planas del tipo: 

e—lier+M 
	

(4.4) 

donde: y= Vq2  —k2 ; Im(y)50. 

Las soluciones para diferentes valores de k representan ondas S planas y armónicas que sur-
gen de la propia ecuación de onda unidimensional y cuya dirección de propagación estará 
definida por la contribución de cada número de onda (horizontal y vertical), de manera que a 
partir de la ecuación (4.4) pueden considerarse como ejemplo los siguientes casos particula-
res: 

e-Vcc-hyizi) 
= (4.5) 

La expresión (4.5) representa ondas planas con frentes de onda paralelos al eje x, ascenden-
tes y descendentes (fig. 4.3). 
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X 

z 

fig. 4.3.- Esquema simplificado mostrando al sistema de referencia y la familia de ondas ascendentes y 
descendentes de frente paralelo al eje x. 

b).- k =(Y2 )q 

e
—i(kr+yki) 

= e
-ig(x12+,r3lzv2) 

(4.6) 

En la expresión anterior, y = Jq/2 y representa ondas cuyos rayos ascendentes y descen-

dentes guardan una relación de 60°  con respecto al eje x (fig. 4.4). 

fig. 4.4.- Esquema mostrando ondas planas ascendentes y descendentes oblicuas 60° respecto del eje x. 
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c).- k = 

e
-i(kx+y

!
z1) 

= e
-iqx 	

(4.7) 

En la ecuación (4,7) y = O y representa ondas cuyos frentes de onda son paralelos al eje z, 

viajando en dirección del eje x (fig, 4.5). 

x 

z 

fig. 4,5.- Frente de onda paralelo al eje z desplazándose sobre el eje x. 

d).-k=2q: 

e
-i(kx+yki)= e ia)(.-i +2 x/ri)

e
,r3-0)1z143 	

(4,8) 

donde y = ±-150. (4.8) representa la propagación de ondas inhomogéneas en dirección del 
eje x (fig. 4.6). 

fig. 4.6.- Croquis mostrando frentes de ondas inhomogeneas propagándose paralelas al eje x. 
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A partir de las expresiones (4.5) a (4.8) es claro establecer que para una infinidad de ondas 
se tendrán soluciones del tipo: 

y = 	A(k)e-ikr-iY1z1 dk 	(4.9) 

donde = V(1 2  —k2  e Im(y) 5 O. 

Puesto que se trata de una representacion con ondas planas, un elemento de esfuerzo en el 
medio de propagación será el mostrado en la fig. 4.7. 

.fig. 4.7.- Elemento de fuerza paralelo al eje y. Se muestra también un elemento diferencial de volumen con 
su correspondiente esfuerzo. En el volúmen irregular se muestra como la fuerza lineal es separada en dos 
componentes con la misma orientación, pero de magnitud igual a la mitad de la do la fuerza original. 

El esfuerzo a estará dado por las siguientes expresiones: 

azyz= 
= - 	8(4; 	8(x) = 	1 e-fk'dk 

2 	 2n 
(4.10) 

av 
= 1.1 

az 

Sustituyendo la ecuación (4.9) en (4.11) e igualando a (4.10) para 

v(t) = -F  1-1  7 	dk  ; (4.12) 
g. 4i 7c 	 y 

y= 	k2  ; Im(y ) O 

(4.11) 



-co m=-co 

e--ix 	dk 

Y 

(4.15) 

Go j E e) (grm  

m=-co 
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-kx iy 
donde e

i 	
:si es el término de fuente. 

A partir de la sustitución de la ecuación (4.12) en (4.3) y considerando implícito al término 
icor ,  e 	, se tiene: 

F(()) (2)F(0))  ci 	 dk 
(qr) = 	 e e 	—; (4.13) 

441 " 	114in 

donde y = 51q2  — k 2  ; Im(y)5.0; q=co/r3. 

Puede demostrarse que una discretización simple de la integral (4.13), tal y como se haría 
con integración trapecial con km= ákm y m=0,±1,±2,•••, conduce en realidad a una serie de 

fuentes con periodicidad espacial L=2nlák (tig 4.8), de donde rm  V(z—zs)2+(x—xu,)2  

De esta manera es posible escribir que: 

z H(02) (gnu ) 	ze-ik(x-mL)-iyiz-z.11 dk 

m=-c0 	 7C — co  111=-0D 
	

Y 

(4.14) 

donde rni=lkz-z.,)2  +(x-mL)2  L es la distancia de separación entre las fuentes periódicas, 

según la fig 4.8. 	
L 

z. 

fig. 4.8.- Esquema mostrando una fuerza puntual situada en el centro del sistema de referencia. Se mues-
tra la posición para sus correspondientes fuentes periódicas y los vectores radiales con referencia al de-
tector (triángulo sólido invertido). 

Reescribiendo (4.14): 
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pero: 

= 211  Ec°  8(k — k„); k„ = 27t1 L; 	(4.16) 
L 

A (4.16) se le conoce como el Teorema de Schwarz y representa una respuesta resultante de 
la suma de contribuciones de un número infinito de fuentes a intervalos de distacia L . 
A partir de la ecuación (4.16), la ecuación (4.15) queda: 

1 	
-ik-iYiz-zl Allni  • 	 (4.17) 

in=-0J 	 7t /21=-co 	 7 ni' 

y ,„ = JR,2 — 	In(y„,) O; ákm = 2nm/L; = m ák 

que muestra claramente la consecuencia de discretizar la ecuación (4.13). A esta aplicación 
se le conoce como el método del número de onda discreto. 

Para minimizar los efectos de la periodicidad, en esta representación de la fuente se introdu-

jo una frecuencia compleja IV = co R  — iCO 1, donde (O R  = 2 if , (O 1  = ir/T; T es la ventana de 

interés. Este proceder, introducido por Aki y Lamer en su artículo pionero (1970) al parecer 
se debe a Phinney (1965) quien lo implementó en la síntesis de sismogramas. La frecuencia 

¡ está presente en la serial de entrada y en la función de transferencia, de modo que la pri-
mera queda: 

:f (t) = f (t)e-'11 	 (4.18) 

donde j(t) es la función modificada f (t). Su espectro de Fourier es: 

1 	 I 
F (U) 	f f (t)e-' dt = 	f[f (t)e- 	dt 

2n , 	, 

(4.19) 
donde(.7.)=co 

La convolución de (4.19) con una función de transferencia calculada mediante el método del 
número de onda discreto es: 

g(c7) = H(c7)* F(w) 	(4.20) 

Finalmente, el sismograina sintético estará dado por la Transformada de Fourier de g(t.T.")): 

• 

= 
27-c , g( o5)e-"R` cico (4.21) 
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g(t) es la señal en tiempo con frecuencia a-T implícita, donde dw .do R  . 
A partir de lo anterior, puede escribirse finalmente: 

g(t) = g(r). 	 (4.22) 

Como el lector puede apreciar de las expresiones anteriores, la corrección del efecto que 
surge de la periodicidad de las fuentes en la discretización es consistente con la propia for-
mulación y permite intensificar la señal de respuesta en una ventana temporal de interés. 
En la siguiente sección se revisa una solución exacta formulada a partir del método de las 
imágenes, para la respuesta de un estrato posado sobre una base rígida. 

1V.2.- Respuesta de un Estrato Plano sobre una Base Rígida. 

A continuación se presenta la formulación analítica de la respuesta sísmica de un estrato pla-
no posado sobre una base rígida, ante la incidencia de ondas elásticas generadas en una fuen-
te puntual situada en el interior del propio estrato. Se hace una discretización con base en el 
teorema de Schwarz, abordado en la sección anterior. La expresión final corresponde a la 
solución exacta del problema y ha sido presentada por Sánchez Sesma (comunicación perso-
nal) en diversos cursos y seminarios en' la Facultad e Instituto de Ingeniería. En el capítulo V 
se presentan varias gráficas correspondientes a esta solución. 
Sea un estrato plano con una Unte puntual en su interior, tal como lo muestra la fig. 4.9. 
Si la fuente S está en (0,z,) y el receptor R en (xR,zR), la distancia r de S a R puede ser re-
presentada por: 

= VxR2  + (zR  zs  2 (4.23) 

de donde el desplazamiento en superficie, expresado como una función de Green en térmi-

nos de la función de Hankel de segunda especie y orden cero Ho2)  es: 

F {Hn(2)[q 	(zR  _ ;)21 
(4.24) 

1.14i 	R  

Las funciones de Green constituyen un conjunto de soluciones a las ecuanciones diferencia-
les que rigen al movimiento y representan en general desplazamientos. Su notación Gi (X,1) 

indica el desplazamiento que se obtendría en el punto x en la dirección i al aplicar una fuer-
za en el punto en la dirección j, de manera que, conocida la función de Green de un fenó-
meno, su convolución con la amplitud de la fuerza involucrada dará como resultado los des-
plazamientos de interés. Aki y Richards (1980) en su capítulo 4 presentan la formulación pa-
ra estas funciones en términos de potenciales y el lector interesado podrá profundizar en el 
tema remitiéndose a dicho texto. 
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1' 

z 

' fig. 4.9.- Representación simplificada de un estrato posado sobre una base rígida en cuyo interior se sitúa 
una fuente explosiva. Se muestra también la posición de un receptor en relación al sistema de referencia 
así como la de las fuentes como imágenes especulares de la fuente original y que permiten simular las tra-
yectorias correspondientes a las múltiples reflexiones que se originan en el estrato. El estrato ha sido 
dividido para simplificar la formulación del problema. 

Volviendo a la expresión (4.24) y dado que esta no cumple con la condicón de frontera libre, 
se requiere "simular" una reflexión en la misma mediante la inserción de una fuente imagina- 

ria, representada por si ' en la flg 4.9. 

G_ F 	
° 

{ H(2)[t xR 

 

2 

µ4i  
(zR  ) 142)[4x, (z„ (- »2 

 

  

(4.25) 

donde r'1=,1+ ZR—zS' ) Y zs., = —zs. 
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La Ec. (4.25) cumple con la condición de frontera libre, pero no así con la de frontera rígida, 
de donde se hace necesario considerar una imágen especular inferior de la fuente que aporta 
dicha contribución, representada en la fig 4.9 por s2' y que representa reflexiones provenien- 

tes de la base rígida. El vector r'2  puede escribirse tomando en cuenta a la segunda fuente 
imaginaria como: 

1.' 2= Vx2R  +[zR  -(2H zs  )12 

	

(4.26) 

de modo que la función de Green queda: 

G= —1114i{le[q 	+ (z R  — 	j+ H( j2)[c .x2R  + —(— zs ))2 ]— 

— M2)[g x2R  + (z R  (2 " — zs ))2 	(4.27) 

A partir de la contribución de esta fuente puede considerarse una fuente especular que anule 
el efecto de S'1  en la cima del estrato (desplazamiento nulo), de donde surge S'3  (fig. 4.9). 

Considerando a la fuente S'3, el vector r'3  se escribe: 

1. '3= VXR2  [ZR (2H+ Zs )]2 	(4.28) 

y respectivamente, la función de Green: 

1 	g < i G.-1-42'[x2R +(zR - )] 
I.1 4i 

14,2)[g xR +(ZR  (—z s ))2 ]- 

- H (12) [(7 11x2R  +(z— (2 H — z 8 ))2 	[q x2R  +(z— (2 H + zs ))2 ]} 

(4.29) 

De los desarrollos anteriores, puede inferirse una estructura periódica representada por el 
conjunto de fuentes imaginarias mostradas en la misma fig. 4.9. La periodicidad encontrada 
es, como ya ha sido mostrado por Sánchez'-Sesma (comunicación personal) de 4H. La ex-
presión analítica para un número infinito de fuentes por el método de las imágenes puede es-
cribirse entonces como: 



F 	( 	2 	  G 	—{ E Ho2)  [q x R  + (zi?  — (zs  + 4mH))
2 

114i n1=-co 

+ 	H?) [qVx2R  +(zR  (—z5  + 4mH)) j— 
, 	 2 

— 	1-e[

,  
q \ x 2R  + (zR  — (2H — + 4m11))2i-

17)=-03 

— E 1-42)[q Vx2R  + (zR  —(2H + z + 4mH))2 ]} 

co r  m2)(q m  { -1 

E 

/1= - CO 

-iknxR-irnizR-zsl 1 + 14 
Y»  Yn 

(n=0) 

nkR—zsl 1  

n=1 	 Yn 

La expresión (4.31) puede escribe también, en términos de cosenos como: 

r H(() )(tiro  _ 
2E cos( k z ) 1 -iY. xR-xs + 1 

n=i 	n R — e yn 
	 Yn 

 

(n=0) 

 

(4.32) 

donde yn=Vq2--kl, 

A su vez, (4.32) puede escribirse como: 

E 	(qrm 
2

) = 	' E COS(k„ZR 	nkR's 
m=-co 

(4.33) 
donde en  es el factor de Neumann; en ={1,n=0; 2,n>0. 
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M=-CO 

(4.30) 

(4.31) 

L n=o 	 rn 
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A partir de la ecuación (4.33) y dado que la periodicidad de las fuentes es 4mH y que 
kn=nrc/2H, la función de Green de la ecuación (4.30) puede escribirse: 

{ G = -F— —1  —1 ciÉ E COSI--71.(Z„ -- zje'nkR-xsi 1  + 

	

14 4i 2 H „.0 " 2H — 	Y„ 

1 	c° 	nrc / 	
i-Z.v 	

1 
„ + — E E COS—kZ)e-ilnixirxs  

2H„.0 n  2H — 	Y,, 

1 ,c° 	int I  
---- LE

n 
 cos 	— Zs — 211u)e-iYkR-xsi 1  

2H„=0  2H 	
— —  
Y„ 

1 	nrc E E„ COS—ZR  -1-Zs  — 	 ; 
2H„=0 	2H 

(4.34) 

donde y n  = Vq2 	= 0102  —(117Cl2H)2  ; 	= f 1, n=0;2, n>0 

Aplicando identidades trigonométricas, reagrupando y reduciendo, la ecuación (4.34) puede 
escribirse finalmente como: 

F E cos—(zR 	
s 

)cos—” (z nixR 'si —1  
i 	nrc 

/I n=1,3,5,-. 	2H 	2H  

(4.35) 

donde y,, = -skcon3)2 —(nt/i/2)2 ; 	:"-• {1,n=0;2,n > O erinG 

Esta última expresión puede ser corregida por la técnica de multiplicación por el exponencial 
de la frecuencia compleja, tal y como se planteó para el caso de la respuesta del semiespacio 
con una fuente puntual. 



V.- RESULTADOS NUMÉRICOS Y APLICACIONES. 

Se ha hecho una revisión de diferentes principios y métodos de modelado de la respuesta de 
medios estratificados ante la incidencia de ondas a partir de sus expresiones analíticas bási-
cas. En este capítulo, se retomarán aquellas de mayor interés para su aplicación inmediata a 
los estudios de la respuesta sísmica de la Cuenca de México, a través de los resultados que 
arroja su implementación como algoritmos numéricos en lenguaje Fortran. Así pues, se co-
rrobora la validación del método de Thompson-Haskell al comparar algunos resultados con 
los de una solución exacta para el semiespacio y posteriormente, se compara su desempeño 
con el del método de Kennett. Se presentan también sismogramas sintéticos de la respuesta 
de un semiespacio con una fuente puntual modelado por una solución exacta y por el méto-
do del número de onda discreto, abordado brevemente en el capítulo IV, así como para un 
estrató con fuente puntual posado sobre una base rígida. Finalmente se aborda la aplicación 
del Método de Thompson-Haskell al modelado de la respuesta de un estrato irregular, como 
primera aproximación al estudio de la contribución de la estructura profunda de la formación 
Cuautla en la respuesta sísmica de la Cuenca de México. 

V.1.- RespLiesta del Semiespacio. 

Pon el objeto de contar con un medio de comparación y calibración para los 'diferentes mé-
todos de modelado de propagación en estratos, se calcularon los sismogramas sintéticos co-
rrespondientes a la respuesta de un semiespacio elástico ante la incidencia de ondas P, SV, 
SH y de Rayleigh. La solución empleada es exacta (sección II.2) y la excitación fué dada por 
un pulso de Ricker. El modelo de semiespacio empleado presenta como propiedades elásti-
cas una velocidad de propagación para ondas P y S a=1,73205 m/s y 13=1.0 m/s, densidad 

p = 2.0 g 1 cm
3 
 y factores de calidad Z=10000 y 0.15000. Para un n=0.25 y un mues- 

treo de 128 frecuencias a 0.025 Hz, se calcularon funciones de transferencia. Luego, para 
256 puntos en tiempo para un pulso de Ricker muestreado a 0.1s y pedodos tp=2.5s, y 
ts=6.0s, se generó un catálogo de gráficas de respuesta para incidencia de ondas P, SV y SH 
a 0, 15, 30,45, 60, 75, 85, 87 y 90 grados en 5 estaciones distribuidas a profundidad, así co-
mo una gráfica de la respuesta para ondas de Rayleigh, de las que se presentan a continua-
ción una selección donde pueden observarse algunos razgos característicos. 

La fig. 5.1 muestra los sismogramas sintéticos para las cinco estaciones dispuestas a profun-
didad para una incidencia de ondas P a 60°, SV a 45°, SH a 75° y ondas de Rayleigh. Se 
observa la respuesta para la excitación del pulso de Ricker en las componentes u, y y w. 
La primera gráfica, correspondiente a la incidencia de ondas P a 60° muestra el reflejo en 
ondas P, así como la duplicidad de la amplitud de la señal de entrada en la superficie libre, 
tal como se esperaría. La segunda gráfica, correspondiente a la incidencia de ondas SV a 45° 

56 
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muestra para la componente u la anulación de la señal en la superficie libre dado el cambio 
de polaridad en la reflexión, mientras en la componente w la duplicidad esperada se manifies-
ta. La tercera gráfica muestra la incidencia de ondas SH a 75° y en ella se aprecia como, por 
efecto del alto ángulo de incidencia, el pulso de Ricker llega casi con la misma forma a los 
receptores dispuestos a profundidad, esto porque el frente de onda tiende a ser paralelo al 
arreglo de detectores conforme el ángulo de incidencia crece. Finalmente, la última gáfica 
muestra la respuesta manifestada en los detectores para una onda de Rayleigh, cuya propa-
gación superficial se da en un plano vertical, manifestándose entonces sólo en dos compo-
nentes (radial y vertical). Su amplitud se atenúa con la profundidad y como ya se apuntaba 
en el capítulo II, el movimiento de partícula se da en trayectorias elípticas cuya polaridad se 
invierte tras llegar a un punto de equilibrio, a una profundidad donde, si se tuviesen detecto-
res, sólo se manifestaría la componente vertical. En la gráfica pues puede apreciarse la au-
sencia de una componente transversal, mientras el pulso sufre una clara atenuación a profun-
didad. 
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V.2.- Respuesta de un Modelo Estratificado. 

A continuación se describen gráficas de la respuesta de un arreglo de estratos planos con las 
mismas propiedades elásticas, como aproximación a un semiespacio y con el fin de comparar 
los métodos de modelado de Thomson-Haskell y Kennett entre sí, a partir de su compara-
ción con la respuesta del propio semiespacio, ya abordado en la sección anterior. 

V.2.1.- Método de Thomson-Haskell. 

Se calculó la respuesta de un arreglo de cuatro estratos planos de 1 m de espesor cada uno, 

velocidades de propagación a=1.73205 m/s y 0=1.0 m/s, densidad p = 2.0 g / cm3  y facto-
res de calidad Op=10000 y a=15000 respectivamente, con el objeto de simular un semies- 

pacio. Se empleó un pulso de Ricker con tp= 2.5s y ts= 6.0s muestreado para la mayoría de 
los casos a un intervalo de 0.1s para 256 puntos y se generó un catálogo de sisrnogramas 
calculados en las interfaces de los estratos así como en la superficie libre, para la incidencia 
de ondas P, SV y SH a intervalos de 15°. De ellos, se seleccionaron los sismogramas corres-
pondientes a las mismas incidencias que para el cálculo de la respuesta del semiespacio, con 
fines de comparación. Las gráficas se presentan en la figura 5.2 y se describen a continua-
ción. 
La figura 5.2 muestra la respuesta del modelo de semiespacio estratificado calculado por el 
Inétodo de Thomson-Haskell para una incidencia de ondas P a 60°, SV a 45 y 75 grados y 
SH a 75° y en ella se pueden apreciar las diferentes reflexiones generadas, así como la dupli-
cación en la amplitud de los pulsos, manifestada en la superficie libre. La primera gáfica, co-
rrespondiente a la incidencia de ondas P a 60° muestra la reflexión en ondas P y como puede 
comprobarse al comparar con la primera gráfica de la figura 5.1, la forma de los pulsos inci-
dente y reflejado son idénticos. La segunda figura, donde se presenta la incidencia de ondas 
SV a 45° muestra la anulación de la amplitud del pulso en la superficie libre en su componen-
te u; mientras que en su componente w la duplicación se mantiene. De nueva cuenta, al com-
parar con la fig. 5.1 se encuentra que las formas de los pulsos son idénticas a todas las pro-
fundidades consideradas. La tercera gáfica muestra la respuesta en cada interfaz para la inci-
dencia de ondas SH a 75° y como puede comprobarse por comparación con la figura 5.1, 
nuevamente el acuerdo es muy bueno. Finalmente, la cuarta gráfica muestra los sismogramas 
sintéticos para cada interfaz para una incidencia de ondas SV a 75°. En ella, puede observar-
se ruido resultante de la imprecisión numérica originada por el álto ángulo de incidencia. Es-
te ruido es introducido en el cálculo debido a que el algoritmo de Thomson-Hasekell ha sido 
formulado con base en la propagación de la solución de estrato a estrato de manera perpen-
dicular. Se encontró que en algunos casos, la imprecisión numérica es tan alta que el progra- 
ma era abortado por la computadora, pero esta limitación se superaba al cambiar el mues-
treo, manifestándose dicha imprecisión como el ruido mostrado. Para la misma figura, por 
ejemplo, se empleó un muestreo de 0.2 segundos para 128 puntos, mismo que se aplicó para 
incidencias mayores. 
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La figura 5.3 muestra la respuesta del mismo semiespacio estratificado en la superficie libre 
para la incidencia de ondas P, SV y S'H a ángulos variables para fines de comparación con el 
método de Kennett. La primera gráfica, correspondiente a una incidencia de ondas P mues-
tra la respuesta en la superficie libre de un pulso de Ricker con las mismas características 
empleadas en las gráficas precedentes para una incidencia de 0, 15, 30 y 45 grados y en ella 
se aprecia cómo la amplitud del pulso varia para cada incidencia. La segunda gráfica, mues-
tra la respuesta para la incidencia de ondas SV a 60, 75, 85, 87 y 90 grados y en ella puede 
apreciarse nuevamente la introducción del ruido por imprecisión numérica a partir de la se-
gunda incidencia. La última gráfica, correspondiente a la incidencia de ondas SH muestra la 
esperada duplicación del pulso en la superficie libre a 60, 75, 85, 87 y 90 grados de inciden-
cia. El retraso observado en las gráficas al compararlas con las obtenidas a partir de la solu-
ción exacta del semiespacio es el resultado de la posición de los sistemas de referencia para 
ambos algoritmos, de modo que aunque en ambos casos este se sitúa en la superficie libre, 
para el método de Haskell, esta corresponde a la cima del modelo estratificado. Así por 
ejemplo el pulso en superficie para una onda P en su componente w tendrá un retraso tr  con 
respecto a la respuesta del semiespacio, donde tr=cos(y)(H/v), y y es el ángulo de inciden-
cia, H el espesor total del arreglo y v la velocidad de propagación, en este caso a para la 
onda P. 

V.2.2.- Método de Kennett. 

Al igual que en el caso del método de Thomson-Haskell y con el objeto de compararlos, se 
calculó la respuesta del mismo modelo de semiespacio con cuatro estratos planos de 1 m de 
espesor cada uno y velocidades de propagación a=1.73205 mis y 13.1.0 mis, densidad 

p = 2.0 g cm3  y factores de calidad Qp=10000 y Qs=15000 respectivamente, con el méto- 
do de Kennett. Se empleó un pulso de Ricker con parámetros tp= 2.5s y ts= 6.0s mues-
treado en 256 puntos a 0.1s yen 128 puntos a 0.2s. Se generó un catálogo de sismogramas 
sintéticos, de los que se presentan una selección con fines comparativos con el método de 
Thomson-Haskell y que se describen a continuación. 
La figura 5.4 muestra los sismogramas sintéticos calculados por el método de Kennett para 
la incidencia de ondas P, SV y SH a dieferentes ángulos. La primera gráfica, correspondiente 
a la incidencia de ondas P muestra la respuesta en la cima del modelo de semiespacio estrati-
ficado para una incidencia de 0, 15, 30 y 45 grados y en ella se aprecia claramente la varia-
ción de la amplitud del pulso con respecto a los diferentes ángulos. Se comprueba por com-
paración con la gráfica equivalente de la figura 5.3 que la forma de los pulsos son idénticos a 
los calculados por el método de Thomson-Haskell, siendo la única diferencia el retraso en 
tiempo del que ya se habló en el párrafo anterior. La segunda figura, correspondiente a la in-
cidencia de ondas SV a 60, 75, 85, 87 y 89 grados muestra la ausencia del ruido caracterítico 
de los resultados generados por el método de Thomso-Haskell, pero sin contemplar la res- 
puesta a 90°, dada la imprecisión numérica generada y que provoca que la computadora 
aborte el cálculo. Finalmente, la cuarta gráfica muestra los sismogramas sintéticos en la su- 
perficie del modelo estratificado para la incidencia de ondas SH a 60, 75, 85, 87 y 89 grados 
y nuevamente el acuerdo con sus equivalentes generadoá con el método de Thomson-Has- 
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62 

kell es muy bueno en forma, siendo el retraso en tiempo en estos últimos debido a la diferen-
te posición que guardan los sistemas de referencia. Para el cálculo de la respuesta del se-
miespacio en las incidencias de ondas SV y Sil a ángulos mayores o iguales a 75° se requirió 
de un muestreo de 128 puntos a 0.2s y se observó que para los casos equivalentes, el algorit-
mo programado del método de Kennett superó en tiempo de cálculo al de Thopmson-Has-
kell hasta en un 50%, mostrando además sus ventajas en precisión al no aportar el ruido ca-
racterístico para incidencias mayores o iguales a la crítica. 
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V.3.- Respuesta de un Semiespacio con Fuente Puntual. 

Con el fin de complementar el presente estudio, donde se han revisado algunos métodos co-
nocidos de la literatura para el cálculo de la respuesta de arreglos estratificados, se calculó la 
respuesta de un semiespacio ante la incidencia de ondas cilíndricas generadas en una fuente 
puntual (explosión). La figura 5.5 muestra los resultados generados por un algoritmo de so-
lución exacta y por la aplicación del método del número de onda discreto y se describe a 
continuación. 
La figura 5.5 muestra en su primera gráfica la respuesta de nueve estaciones alineadas dis-
puestas a intervalos de 1m en la superficie de un semiespacio con densidad y velocidad de 
propagación de ondas S unitarias. La fuente de ondas SH cilíndricas se supuso inmersa en el 
semiespacio a una profundidad de 1 m y situada en el centro del sistema de referencia. Se 
empleó un pulso de Ricker muestreado en 128 puntos a una razón de una muestra cada 0.2 s 
y cuyos parámetros son una amplitud de diez unidades, un tp de 2.5s y un ts de 6.0s. La lí-
nea continua muestra la respuesta calculada por una solución exacta en términos de fluido.-
nes de Hankel de segunda especie y órden cero y la línea discontinua, el cálculo según la dis-
cretización de una representación por ondas planas según el método del número de onda dis-
creto, tratado brevemente en el capítulo IV y donde no se empleó ningún artificio o técnica 
para atenuar el efecto de las fuentes periódicas. En dicha gráfica puede apreciarse cómo el 
efecto de las fuentes periódicas resultantes de la discretización alejan sensiblemente la res-
puesta del semiespacio de la calculada por la solución exacta y donde el pulso, con algunas 
oscilaciones se mantiene presente en tiempos donde esta solución no presenta contribución 
alguna. La segunda gráfica (derecha superior) presenta los mismos cálculos con una atenua-
ción aplicada a la solución discretizada por medio del factor de calidad Q=100. Como puede 
apreciarse, aunque las oscilaciones correspondientes a la contribución de las fuentes periódi-
cas generada por la dicretización empleada disminuyen sensiblemente su amplitud, la forma y 
amplitud del pulso principal no se modifica, por lo que no se considera un método de correc-
ción apropiado. La tercera gráfica muestra la respuesta calculada por la solución exacta y la 
discretización de la representación por ondas planas donde a esta última se le ha corregido 
por una técnica que considera la multiplicación de la señal por una función exponencial de la 
parte imaginaria de la frecuencia compleja co =ai R  --ice (ver capítulo IV). La señal en tiempo 
resultante, como se aprecia, se ajusta de manera aceptable a la señal calculada por la solu-
ción exacta, sobre todo en las estaciones centrales. Finalmente, la cuarta gráfica muestra el 
mismo cálculo de la gráfica 3, pero extendido a 45 estaciones distribuidas en la superficie del 
semiespacio a una distancia de 0,2m. El resultado es un perfil sísmico que guarda la forma 
que se esperaría con los retrasos correspondientes al tiempo de viaje de la onda incidente en 
la superficie libre, según la posición de los detectores. Se aprecia en esta gráfica como la so-
lución aproximada es idéntica a la exacta para las estaciones centrales, mientras que para las 
externas esta se aleja un poco, debido a la convergencia de las sumatorias, cuyos términos 
presentan una mayor oscilación a mayores distancias de la fuente. 
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V.4.- Respuesta de un Estrato con Fuente Puntual sobre una Base Rígida. 

Como parte final del estudio de la respuesta sísmica de medios elásticos ante la incidencia de 
ondas generadas en una fuente puntual, se calculó la respuesta correspondiente a una fuente 
situada en el interior de un estrato posado sobre una base rígida. Para este último caso, sólo 
se consideró la solución exacta, cuyos resultados se muestran en la figura 5.6 y que se des-
cribe a continuación. 
La figura 5.6 muestra la respuesta en 30 estaciones situadas en la superficie de un estrato de 
5 m, de espesor para diferentes velocidades de propagación y diferentes profundidaes de la 
fuente. La primera gráfica corresponde a una velocidad de propagación de ondas S de 5.0 
m/s y se consideró una fuente situada en (0.0, 2.5) [m], así como un factor de calidad Q=500 
y un pulso de Ricker de 10 unidades de amplitud;  ts= 2.0s y tp= 0.7s, muestreado en 512 
puntos a un intervalo de 0.1s. La velocidad se eligió arbitrariamente pues se consideró sólo 
de interés el presentar los razgos característicos para una onda directa y sus múltiples refle-
xiones. En esta gráfica puede apreciarse cómo el pulso cambia de polaridad de manera inter-
mitente al reflejarse en la base rígida y cómo aunque se atenúa en amplitud conforme se aleja 
de la fuente, esta atenuación no es suficientemente importante como para anular su efecto 
completamente y aparece nuevamente al inicio de cada traza como un efecto de acausalidad. 
La segunda gráfica muestra la respuesta del mismo medio, para las mismas características en 
el pulso, atenuación y fuente, pero para un estrato con una velocidad de propagación de on-
das S de 2.5 m/s. En las trazas puede apreciarse como el espaciamiento entre los pulsos re-
flejados se ha incrementado al doble con respecto a los presentados en la primera gáfica, lo 

,que permite apreciar de manera más clara el cambio de polaridad de los mismos, debido a las 
sucesivas reflexiones. En esta gráfica puede apreciarse también un incremento en el retraso 
en la recepción del primer arribo para las estaciones más alejadas, así como la presencia nue-
vamente de la acausalidad provocada por la duración de la señal. La tercera gráfica muestra 
la respuesta del mismo estrato y pulso, pero para una fuente situada a 4.9 m. de profundi- 
dad. Con ello se ha buscado situar a la fuente próxima a la base rígida encontrándose una 
respuesta con un mayor retraso entre reflejos y un pulso notablemente más atenuado. Aún 
así; la acausalidad debida a la duración de la señal se conserva pero el ejemplo permite apre- 
ciar el efecto de la distancia de la fuente y la polarización de los reflejos. Finalmente, la cuar-
ta gráfica muestra la respuesta del mismo estrato para una velocidad de propagación de on- 
das S de 5.0 m/s. La fuente en este caso está situada a 0.1m de profundidad, lo que genera 
un pulso inicial de gran amplitud y una geometría de primeros arribos prácticamente triangu-
lar. El cambio de polaridad en las reflexiones es claro, así como la distancia entre estas. 
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V.5.- Respuesta de un Estrato Irregular y Aplicación al Estudio de la 
Respuesta Sísmica de la Cuenca de México. 

En esta aplicación, que ha sido publicada en su totalidad en la Segunda Monografia de la 
Unión Geofisica Mexicana (Sánchez Sesma et al., 1995), se presenta la adaptación del méto-
do matricial de Thompson-Haskell para simular la respuesta sísmica de medios con estratifi-
cación irregular mediante un método de frontera y puede considerarse una aportación más al 
cálculo de los efectos de sitio de los que Alci (1988) ha señalado numerosos ejemplos de 
predicciones exitosas y sobre los que el lector interesado podrá encontrar suficientes referen-
cias en la literatura, tanto para soluciones analíticas de casos escalares bidimensionales (e.g. 
Trifunac, 1971, 1973; Sánchez-Sesma y Velázquez, 1987), como sobre métodos numéricos 
para configuraciones complejas (Sánchez-Sesma, 1987; Luco y De Barros, 1990 y Sánchez-
Sesma y Luzón, 1994) y sobre los propios métodos de frontera (Aki y Lamer, 1970; Sán-
chez-Sesma y Esquivel, 1979; Bouchon, 1985; Kawase, 1988 y Kawase y Alci, 1989 y el 
texto de Manolis y Beskos, 1988). 
En años recientes, los métodos de frontera han ganado una popularidad creciente, debido 
principalmente a la actual disponibilidad de computadoras rápidas. Estos métodos son aptos 
para la solución de problemas de propagación de ondas porque evitan la introducción de 
fronteras ficticias y reducen en un grado la dimensionalidad del problema, con las consi-
guientes ventajas numéricas que esto implica. Autores como Zienkiewicz (1977) los han em-
pleado en combinación con el método de elementos finitos, obteniendo regiones modeladas 
más reducidas (Bravo et al, 1988). Existen dos aproximaciones principales para la formula 
ción de los métodos de frontera, la primera basada en el uso de ecuaciones integrales (Cruse 
y Rizzo, 1968a,b; Brebbia, 1978; Cole et. aL, 1978; Alarcón el. al., 1979) y la segunda, a 
partir del uso de sistemas completos de solución (Herrera y Sabina, 1978; Herrera, 1980), 
Algunos autores han aplicado un método de frontera basado en esta segunda aproximación a 
diversos problemas de difracción (Sánchez-Sesma, 1978; Sabina et. al., 1978; Sánchez-Ses-
ma y Rosenblueth, 1979; Sánchez-Sesma y Esquivel, op. ci1., England et. al, 1980; Wong, 
1982; Dravinsky, 1982a,b; Sánchez-Sestna et. aL, 1982; Dravinsky, 1983; Sánchez-Sesma, 
1983; Sánchez-Sesma et, al., 1984, 1985). y un marco general formal del mismo puede ser 
revisado en dos trabajos de Herrera (1979,1984). En su tratamiento numérico, los métodos 
de frontera tratan de satisfacer de manera aproximada las condiciones de frontera del proble-
ma (modelos homogeneos y elástico-lineales), y dentro de estos puede incluirse al propio 
método del número de onda discreto, tratado ya de manera breve en el capítulo IV. 
El método aquí presentado es el método de ecuaciones integrales, más comunmente llamado 
de elementos de frontera (BEM, por sus siglas en inglés) y cuya adaptación requiere del co-
nocimiento de la solución fundamental o función de Green de las ecuaciones diferenciales 
que gobiernan el fenómeno en estudio. Esta solución se utiliza luego para formular el proble-
ma de valores en la frontera como una ecuación integral (o un sistema de ecuaciones integra-
les) sobre la frontera (o fronteras) del dominio del problema (ver Sánchez-Sesma y Campi-
llo, 1991; Sánchez-Sesma et al,, 1993; Sánchez-Sesma y Luzón, 1994; Pedersen et al., 
1994). 
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La estrategia de solución empleada en el método consiste en obtener el campo de ondas di-
fractadas que complemente a la solución de campo libre, calculado para un modelo de refe-
rencia mediante el método de Thompson-Haskell (ver capítulo III). Las condiciones de fron-
tera de la configuración irregular se obtienen entonces a partir de una extensión analítica de 
los campos de desplazamientos en cada estrato y el semiespacio basal y las ondas difractadas 
que se presentarían se construyen usando una representación integral en términos de distri-
buciones de fuentes de capa simple. Estas densidades de fuerza se obtienen a partir de un 
sistema lineal de ecuaciones que resulta de imponer las necesarias condiciones de continui-
dad de esfuerzos y desplazamientos en las interfaces de los estratos así como la condición de 
frontera libre. Para nuestro ejemplo, la excitación considerada fué la incidencia de ondas P y 
S, de manera que la solución de campo libre fué generada por el propio método matricial pa-
ra medios estratificados. Las expresiones analíticas y discretizadas del método aparecen en el 
apéndice B. 

V.5.1.- Validación del Método. 

El método aplicado en el presente trabajo ha sido validado ya por Sánchez-Sesma y Campi-
llo (1991) en su aplicación a topografias irregulares. Al comparar sus resultados con los de 
Kawase (1988) para la difracción de ondas P, SV, y de Rayleigh en un cañón semicircular 
obtuvieron un muy buen acuerdo, al igual que en su aplicación al cálculo de la respuesta de 
depósitos aluviales cuando ellos compararon sus resultados con varias soluciones analíticas 
(Sánchez-Sesma et al., 1993). En la aplicación presentada en este trabajo se estudió el mo-
delo propuesto por Aki y Lamer (1970) cuando es sometido a la incidencia de ondas elásti-
cas SH, P y SV. Se compararon así resultados para el caso SH con los obtenidos previamen-

, te con otras técnicas, encontrándose un muy buen acuerdo. Los resultados de esta validación 
se presentan en figuras subsiguientes y fueron analizados mediante representaciones frecuen-
cia-espacio que permiten identificar patrones de resonancia locales. Los cálculos se realiza-
ron en el dominio de la frecuencia y mediante la transformada rápida de Fourier (FFT) se 
calcularon sismogramas sintéticos. Se presentan aquí los resultados en el dominio de la fre-
cuencia mediante funciones de transferencia en función de x (diagramas f-x), así como con-
tornos en el dominio f-k (frecuencia-número de onda) calculados con transformadas espacia-
les. 

V.5.1.1- Ondas Sil 

El modelo estudiado fué tomado del artículo de Aki y Lamer (1970). Ellos calcularon la res-
puesta de un estrato de espesor variable apoyado sobre un semiespacio basal ante la inciden-
cia de ondas SH planas. Es un estrato que en los extremos tiene 1 km de espesor y a lo largo 
de 50 km tiene una variación cosenoidal suave, de manera que en su parte más profunda 
(centro) el espesor es de 6 km. Las velocidades consideradas para las ondas de cortante en el 
estrato y en el semiespacio fueron PE  =0.7 Kmls y PE  =3.5 lanl s, respectivamente, mientras 
que los valores para las densidades de masa fueron pi?  =22 glan3  y pE  =2.9 gl cm3  (como 
se ilustra en la fig. 5.7). No se consideró atenuación. 
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fig, 5.7. Modelo de Aki y Lamer (1970). Estrato con variación coseno en un rango de 50 km. con profun-
didad máxima de 6 y mínima de 1. Se muestra la posición de algunos receptores (17, 19, 21 que corres-
ponden a x= 0, 4, 8 km, respectivamente). Incidencia vertical de ondas SH. tp es el período del pulso de 
Ricker. 

La fig. 5.8 presenta sismograinas sintéticos para el caso de incidencia vertical de ondas SIL 
Se empleó un pulso de Ricker de 18.67s de periodo característico para la forma temporal de 
la onda incidente. Nuestros resultados se compararon con los obtenidos por otros autores, 
.encontrándose un acuerdo excelente, sobre todo con el método del número de onda discreto 
(DW). 

La respuesta en frecuencia del modelo (funciones de transferencia en puntos de la superficie) 
para incidencia vertical (y =0°) y oblicua (7 =30 y 60 grados) se presenta mediante contor-
nos que muestran en el espacio x-f las amplitudes del movimiento superficial relativo a la 
amplitud del campo de ondas incidente. En la forma de contornos se reconocen aprecia los 
patrones espaciales de resonancia. En el primer caso (y =0°), las máximas amplitudes se dan 
en torno a las frecuencias 0.03, 0.05 y 0.065 Hz., respectivamente (fig. 5.10), siendo notable 
en las figs. 5.11 y 5.12 la distribución de la energía hacia la parte derecha del modelo (lado 
contrario de la incidencia) así como la disminución progresiva de las amplitudes en las 
frecuencias de resonancia (0.05 y 0.065 Hz) debido al ángulo de incidencia creciente. 

Las figs. 5.9 y 5.10 muestran la excitación de frecuencias adicionales que se deben al surgi-
miento de patrones antisimétricos de amplificación. La fig. 5,12 presenta los resultados de la 
fig. 5,9 en el domi- niof-k. Se ha obtenido mediante la transformada espacial de Fourier de 
las funciones de transferencia complejas. El "abanico" de la figura, muestra claramente los 
rangos de excita- ción de los números de onda en función de la frecuencia y las amplitudes 
máximas denotan resonancias espaciales. 

5 
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fig, 5.8. Comparación de sismogramas calculados con varios métodos para el modelo de la figura 5.7: 
(0W) número de onda discreto, (GO) óptica glorificada, (FE) elementos finitos, (G8) haces gaussianos y 
método indirecto dé elementos de frontera (18EM1. Figura adaptada de Nowack y Aki (19841. 
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fig. 5.9. Amplitudes de la función de transferencia. Incidencia de ondas SH con 7 =0° en el modelo de la 
fig. 5,7. Los contornos denotan lineas de igual amplitud en el dominio frecuencia-espacio o f-x. 

Los sismogramas sintéticos correspondientes a estas incidencias para 33 estaciones se mues-
tran en las figs. 5,13 a 5,15. El período característico del pulso de Ricker es el mismo que el 
empleado en la fig. 5.8. Para incidencias oblicuas (figs. 5.14 y 5.15) puede apreciarse que la 
respuesta es mayor en el lado opuesto a la incidencia. Claramente, los sismogramas están 
dominados por la irregularidad lateral. La propagación y reflexiones sucesivas revelan la in-
teracción de las ondas con la frontera, así como dispersión. La acausalidad observada en los 
sismogramas sintéticos se debió a la gran duración obtenidas en estas señales. 
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Onda SH y=30 y 

fig. 5.10. Amplitudes de la función de transferencia. Incidencia de ondas 
SH con 7 = 30° en el modelo de 

la fig. 5.7. Los contornos denotan lineas de igual amplitud en el dominio frecuencia-espacio o 
Px. 
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Onda SH y=60 y 
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fig. 511. Amplitudes de la función de transferencia. Incidencia de ondas SH con 7=60° en el modelo de 

la fig. 5.7. Los contornos denotan lineas de igual amplitud en el dominio frecuencia-espacio o f-x. 
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fig. 5.12. Amplitudes de la transforamda de Fourier espacial de la función de transferencia compleja. Inci-
dencia de ondas SH con 7 =0° en el modelo de la fig. 5.7. Los contornos denotan lineas de igual ampli- 
tud en el dominio frecuencia•número de onda o 1-k. 
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fig. 5.15. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.7. Incidencia de 
ondas SH con y =60°. Pulso de Ricker con tp=18.67 seg. Las estaciones están equiespaciadas a 2 km y 

cubren 64 km (de x =-32 a x =32 km). 

V.5.2.- Ondas P y SV 

El mismo modelo fue sometido a la incidencia de ondas P y SV con diversos ángulos de inci-
dencia. Se supuso que el coeficiente de Poisson en el estrato y el semiespacio fuese de y= 
0.333. Las figs. 5.16 a 5.18 muestran sismogramas sintéticos para los mismos ángulos de in-
cidencia que en el caso SH. Las figs. 5.16y 5.17 corresponden a incidencias de ondas P a O 
y 60 grados y muestran, como se esperaría, una importante excitación de movimiento verti-
cal. Puede observarse que las amplitudes en general son menores a las obtenidas para la inci- 
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dencia de ondas SH, aunque se conserva la misma tendencia a crecer hacia el lado opuesto 
de la incidencia. La fig. 5.18 ilustra la respuesta para una incidencia de ondas SV a 30°, que 
es una incidencia crítica para el semiespacio (generándose en este ondas P difractadas). Se 
observa que el movimiento horizontal se amplifica de manera importante. 

100 	200 	0 	100 
	

200 
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fig. 5.16. Sisinogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.7. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas P con 7 =0°. Pulso de Ricker con tp= 18.67 seg. Las es- 

taciones están equiespaciadas a 2 km y cubren 64 km. 
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fig. 5,17. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig, 5.7. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas P con 7=60°. Pulso de Ricker con tp= 18.67 seg. Las 
estaciones están igualmente equiespaciadas a 2 km. 

ESTA TESIS NO DEBE 
SALIR BE LA BIBLIOTECA 
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fig. 5,18. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.7. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas SV con r =30°. Pulso de Ri• cker con tp =18.67 seg. Las 
estaciones están equiespaciadas a 2 km, 
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V.5.3.- Aplicación a la Cuenca de México. 

La amplificación del movimiento en valles sedimentarios durante temblores puede causar da-
ños considerables, tal y como ha quedado de manifiesto en los efectos prodgcidos en la Ciu-
dad de México por el temblor de Michoacán de 1985. El estudio de los datos de temblores 
posteriores a 1985 ha permitido descubrir una amplificación regional (Ordaz y Singh, 1992) 
para la que aún no se tiene explicación. La ampliación de la red de registro de aceleraciones 
a partir de 1985 ha producido resultados interesantes y ha permitido cálculos útiles en la zo-
nificación sísmica del área metropolitana. Sin embargo, los mecanismos que producen la res-
puesta del valle no han sido completamente esclarecidos. Se ha propuesto que las enormes 
amplificaciones espectrales en sitios de la zona de lago con respecto a lo registrado en terre-
no firme podría deberse a la generación local de ondas superficiales con los depósitos pro-
fundos (Kawase y Aki, 1989). Estas amplificaciones estarían también relacionadas con la du-
ración de los registros de la zona de lago. También se ha propuesto que esta duración prove-
ndría de irregularidades en la estratificación y también que podría deberse a ciertos efectos 
de naturaleza tridimensional y aunque estudios y modelos se han desarrollado en este senti-
do, y* permiten explicar algunos fenómenos como la variabilidad espacial y las amplitudes del 
movimiento, no han permitido explicar esta duración. Singh y Ordaz (1992) han propuesto 
una explicación plausible donde• sugieren que la larga coda de los registros han estado siem-
pre presentes, pero las aceleraciones en sitios de terreno firme no mantuvieron el umbral ne-
cesario para mantener en funcionamiento los acelerómetros digitales convencionales. La du-
ración también podría deberse a trayectos múltiples de las ondas sísmicas entre la costa y el 
valle. 
El método presentado en este trabajo ha sido aplicado a un modelo que considera una posi-
ble irregularidad cortica' en la Cuenca de México con el objeto de tratar de explicar estas 
duraciones. El modelo estudiado fué proporcionado por F. Mosser, A. Montiely A. Zúñiga 
(comunicación personal) y corresponde a una sección aproximada SSW-NNE en la dirección 
Chapultepec-Peñón. El modelo tiene una extensión lateral de 28 km y agrupa un horizonte 
vulcano-sedimentario con un espesor que varía de 2 a 4 km que yace sobre rocas sedimenta-
rias. Las formaciones geológicas involucradas en el modelo han sido identificadas al sur y 
norte de la cuenca y deberán considerarse en estudios futuros. 
La fig. 1.2 muestra la sección aproximada SSW-NNE en la dirección Chapultepec-Peñón 
aportada por Mooser el al., y cuyos valores de velocidad mostrados para las ondas P fueron 
determinados con base en las secciones sísmicas y los pozos de control de PEMEX. La es-
tructura en el subsuelo se simplificó drásticamente para formar un modelo geométrico regu-
lar aproximado de la misma. La extensión lateral de la discretización cubre 28 km. 
La fig. 5.19 muestra el modelo empleado que agrupa un horizonte volcánico superficial con 
un espesor que varía de 2 a 4 km, en su parte más profunda y que yace sobre formaciones 
sedimentarias (calizas cretácicas) identificadas como ya se mencionó, al norte y sur de la 
cuenca. Considerando los depósitos vulcano-sedimentarios representados por el estrato R y 
a las calizas cretácicas por el semiespacio E, se han asignado al modelo los siguientes valores 
de densidad, velocidades de propagación y factores de calidad (que controlan la atenuación): 
PR  =2.2 gleni3, aR =3.5 km/s, i3E=2.0 km/s, QR  =250; PE  =2.8 glem3, a E  .5,0 kinls, 
P E  =2.9 lanls, QE  =500. 
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Las velocidades de ondas P se asignaron a partir de valores promedio a partir de datos de 
PEMEX, mientras que las velocidades de ondas S y las densidades se eligieron arbitraria-
mente. Se eliminaron los depósitos sedimentarios, así como las arcillas lacustres más superfi-
ciales pues se quizo explorar con. este modelo la influencia de la estructura profunda. 
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fig, 5,19. Modelo simplificado de la sección de•la fig. 1,2. Estrato con variación lateral en un rango de 7 
km, Profundidad máxima de 4 km y mínima de 2 km. Se muestra la posición de algunos receptores 17, 
10, 13..., que corresponden a x = -7.2, -6.0, -4.8 ... km, respectivamente). Las propiedades se anotan 
en la figura. Incidencia vertical de ondas SH. 

Los sismogramas sintéticos obtenidos en el presente estudio mostraron efectos moderados 
tanto en amplificación como en el aumento de la duración. Por ello estas estructuras, con las 
propiedades consideradas, no parecen ser la causa de las enormes duraciones del movimento 
sísmico observadas en la ciudad de México. De acuerdo con diversas observaciones recien-
tes (Chávez-García et al., 1994) y cálculos con modelos matemáticos (Chávez Pérez, 1993), 
las arcillas de la zona lacustre no permiten explicar la duración observada. La atenuación es 
relativamente alta y las ondas superficiales no parecen llegar muy lejos (Chávez-García et 
al., 1994). La propuesta de Singh y Ordaz (1993) de que la gran duración estaría presente 
en las ondas incidentes es plausible. En esta hipótesis proponen que si esta no ha sido obser-
vada en terreno firme, ello se debería a que los acelerómetros convencionales no registrarían 
muy bajas amplitudes. Este movimiento continuaría excitando a las arcillas. Por ello, la gran 
duración en los registros podría deberse a irregularidades corticales más profundas. 
Los sismogramas sintéticos presentados en las figs, 5.20 a 5.22 corresponden a incidencia de 
ondas SH para 0, 30 y 60 grados, respectivamente. El período de la ondícula de Ricker es de 
1 s. En todos los casos, las señales mostraron efectos moderados tanto en amplificación co-
mo en el aumento de la duración. 
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figs. 5.20 y 5.21. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5,19. 
Incidencia de ondas SH con Y =0° y y = 3 O °. Pulso de flicker con tp=1.0 seg. Las 49 estaciones están 

equiespaciadas a 0.4 km y cubren 19.2 km (de x=-9.6 a x=9,6 km). 
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fig. 5.22. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.19. Incidencia de 

ondas SH con 7 =60°. Las figuras inferiores muestra el trazado de rayos para una incidencia de O y 15 

grados en la superficie irregular. 
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Las figs. 5.23 a 5,26 despliegan los sismogramas para incidencia de ondas SV con 0, 30, 45 y 
60 grados respectivamente. El componente vertical se excita de manera significativa en las 
dos ultimas incidencias. Estas son supercríticas pues para 45 y 60 grados las velocidades de 
fase horizontales no superan la velocidad de ondas P en el seiniespacio. Los efectos de la 
irregularidad lateral son moderados en todos los casos. 
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fig. 5,23. Sismagramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.19. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas SV con y =0°. Las figuras inferiores muestran el trazado 
de rayos para incidencias de 30 y 45 grados sobre la superficie irregular. 
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fig. 5,24, Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.19. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas SV con y =30°. La igura inferior muestra el trazado de ra- 

yos para una incidencia de 60° sobre la superficie irregular. La figura inferior muestra el trazado de rayos 
para la incidencia de ondas a 60°, en la superficie irregular del modelo. 
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fig. 5.25. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.19. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas SV con 7 = 45°. 

En general, el modelo se comportó de manera similar ante la incidencia de ondas SH y SV. 
En el caso de 45 grados la respuesta unidimensional presentó una coda de unos 15 seg. al 
parecer poco afectada por la variación lateral del modelo. Para incidencia de ondas P a 0 y 
30 grados, las figs. 5.27 y 5.28 presentan los sintéticos correspondientes. Predomina como 
puede apreciarse, el movimiento vertical. 
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fig. 5.26. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.19. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas SV con Y = 60°. 

Los prolongados movimientos observados en la ciudad de México durante temblores inten-
sos han durado más de tres minutos en sitios de la zona lacustre. Sin embargo, se sabe que 
los efectos de los estratos de arcilla más superficiales podrían producir duraciones en vibra-
ción libre de sólo unos segundos. Por otra parte, la duración en los ejemplos presentados 
muestra ligeros aumentos. Los resultados son consistentes con los obtenidos con diferencias 
finitas para modelos similares de la cuenca, por Chávez Pérez (1993). Estos hechos sugieren 
que el efecto observado en la realidad no es debido a irregularidades del tipo aquí descrito, 
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fig. 5.27. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de'la fig. 5.19. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas P con Y  =0.. 

Tal vez con una mejor estimación de las propiedades y la geometría se pueda cambiar este 
resultado, aunque ello es poco probable. La causa estaría relacionada con efectos corticales 
más profundos y/o de tipo regional. 
Recientemente, se calculó la respuesta de este modelo para una incidencia de ondas SH y un 
periodo tp del pulso de Ricker de 4s, ello con el objeto de obtener la respuesta del modelo 
para frecuencias más bajas (0.25 Hz) y ampliar el rango observación. 
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fig. 5.28. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo do la fig. 5.19. Componentes 
horizontal, u, y vertical, w. Incidencia de ondas P con Y  =30°. 

En estos resultados, sin embargo, no se aprecian razgos que pudieran identificarse como 
causantes de las duraciones y amplitudes observadas en la cuenca de México, de donde se 
concluye que tanto para 1 s de periodo (cuyos resultados son los mostrados en las figuras 
precedentes), como para 4s, esta contribución no es importante, al menos para el modelo y 
características considerados en este estudio. 
Las figuras 5.29 a 5.31 muestran los sismogramas sintéticos de estos últimos cálculos para la 
incidencia de ondas SH a 0, 30 y 60 grados respectivamente. Las amplificaciones y duracio-
nes obtenidas no modifican las conclusiones que se tenían para un periodo de 1s (Sánchez-
Sesma et. al., 1995), por lo que quizás, la explicación a este fenómeno deba buscarse con 
base en la hipótesis de efectos regionales o en la de la contribución de cuerpos irregulares 
más profundos. 
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fig. 5.29. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.19. y un pulso con 
un periodo de 4s. Incidencia de ondas SH con 7 .00. 
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fig. 5.30, Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.19, y un pulso con 

un periodo de 4s. Incidencia de ondas SH con 7 =30°, 
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fig. 5.31. Sismogramas sintéticos en estaciones en la superficie del modelo de la fig. 5.19. y un pulso con 
un periodo de 4s. Incidencia de ondas SH con y =600. 
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VI.- CONCLUSIONES. 

Se han revisado en este trabajo diferentes formulaciones para el cálculo de la respuesta sís-
mica de medios de propagación sencillos. A partir de ellos se ha planteado el cálculo de la 
respuesta de medios estratificados por medio de algoritmos implantados en programas en 
lenguaje Fortran, tanto para la incidencia de ondas elásticas provenientes de una fuente leja-
na, como para ondas cilíndricas generadas en una fuente puntual cercana. 

A partir del cálculo del semiespacio por una solución exacta se han abordado posteriormente 
los métodos de Thomson-Haskell y el de Kennett, mismos que fueron comparados en su de-
sempeño al aplicarlos al cálculo de un modelo de semiespacio estratificado. El método de 
Haskell, por su parte, ampliamente conocido y de una efectividad y precisión aceptables ha 
mostrado ser una útil herramienta de cálculo. En nuestro estudio, este método se ha aplicado 
para generar una solución de referencia extensible por medio del método indirecto de ele-
mentos de frontera (IBEM) al cálculo de la respuesta de un estrato irregular, por lo que pue-
de concluirse que su aplicabilidad continuará siendo valiosa en estudios futuros, no obstante 
haber surgido en los años 50. El método de Kennett, por otra parte, presenta ciertas ventajas 
frente al de Thomson-Haskell, no sólo en cuanto a su rapidez de cálculo en relación con la 
precisón para el cálculo ante la incidenCia de ondas en ángulos iguales o superiores al crítico, 
por lo que puede considerarse como una valiosa herramienta alternativa de cálculo. 

El cálculo de la respuesta de un semiespacio elástico y de un estrato sobre una base rígida 
para la incidencia de ondas generadas en una fuente puntual local se efectuó como primer 
paso para el cálculo de la respuesta de un estrato irregular con tina fuente puntual inmersa. 
Esta formulación y su algoritmo numérico se encuentran actualmente en desarrollo y en el 
corto plazo permitirá ampliar el rango de posibilidades en el modelado de medios de geome-
tría irregular, de posible aplicación no sólo en la sismología teórica, sino posiblemente en los 
estudios enfocados a la exploración del subsuelo. 

En cuanto al método indirecto de elementos de frontera, este ha sido aplicado para simular 
la propagación de ondas elásticas en medios estratificados con irregularidad lateral en la 
geometría. La novedad ha consistido en usar el método de Thomson-Haskell para calcular la 
solución de campo libre a partir de un medio estratificado uniforme mediante la extensión 
analítica de la solución a puntos fuera del estrato en donde ha sido definida lá solución. La 
irregularidad de la estratificación puede verse como una perturbación no necesariamente pe-
queña de la geometría y para satifacer completamente las condiciones de frontera se emplea-
ron fuentes que generaron los campos difractados adicionales. Una característica interesante 
del método es entonces que no se requieren fronteras laterales y los efectos de borde produ-
cidos por la finitud lateral de la discretización son despreciables, al menos para el rango de 
frecuencias y modelos estudiados. 

94 
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Los sismogramas simulados para el modelo a gran escala de la cuenca de México, en el que 
se ignoraron las formaciones sedimentarias y lacustres más superficiales, no mostraron au-
mentos significativos en amplitud y duración. Los resultados obtenidos concuerdan con los 
obtenidos a partir de modelos propuestos para estudiar la posible influencia de la estructura 
profunda de la Cuenca de México y es factible que las grandes duraciones observadas en los 
registros de la zona lacustre tengan su origen fuera de la cuenca o bien se deban a accidentes 
corticales más profundos. 

Estudios más detallados sobre la respuesta de diferentes modelos de la cuenca de México u 
otros requieren una mayor especialización de los cuadros de investigación en el área de las 
matemáticas y fisica aplicada, métodos numéricos y geofisica. 

Finalmente, los algoritmos probados y empleados en el presente trabajo para el modelado 
unidimensional de la propagación de ondas elásticas se encuentran disponibles para el lector 
interesado. 
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Apéndices. 

Apéndice A.- Fundamentos del Método de Kennett. 

Los párrafos siguientes no pretenden ser una revisión exhaustiva de la formulación del méto-
do de Kennett, sino sólo un resumen de las principales expresiones analíticas que lo funda-
mentan, por lo que se recomienda al lector interesado en profundizar en el tema se remita al 
propio texto de Kennett (1983). 

Las ondas P y S tienen como expresiones de sus velocidades a: 

a = [(X + 211)/4/2 
	

(A.1) 

= GL/P)1/2 
	

(A.2) 

y pueden existir separadas en un medio uniforme. Si se introduce un gradiente espacial de 
los parámetros 1,(x), pt(x) y p(x), aún y cuando sea muy suave, las ondas aparecerán aco- 
pladas. 
El problema de propagación se reduce si las propiedades elásticas dependen sólo de la pro-
fundidad. La tracción t y el desplazamiento u son continuos a través de cualquier plano 
z=const. dentro de una estratificación, bajo la suposición de un contacto muy estrecho entre 

' materiales disímiles. 
Si las ecuaciones acopladas para el desplazamiento son: 

azu,, = 	+ 

.azu ff  = WITH, 

donde t es el tensor de esfuerzos, y donde: 

'919 = r-lar(rar(p)+ -2a44(p  

(A.3)  

(A.4)  

está en coordenadas cilíndricas con eje normal a la estratificación, entonces puede aplicarse 
una transformada de Fourier con respecto. 	al tiempo, y para las coordenadas horizontales, 
una transformada de Hankel de orden m sobre la distancia radial desde el origen y una trans-
formada de Fourier sobre la variable angular. 
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Para cada órden azimutal m se introduce un juego de variables relacionadas con las transfor-
madas de las variables de desplazamiento y esfuerzo de (A.3) y (A.4) dado por: 

U=itz 	 P = 

V = 
	 S =—(cok)-1i„ 

W = H 
	7' = —(colc)-1  itz  

(A.5) 

azuz  =-21,(25,+211.)-1uv  +(X + 211)-I tzz  

azu,=—vluz + witvz  

azIzz = Pan; 	tvz 

azt. =(Pati — pvv )u,— x(1.+214-1 	zz 

(A.6)  
-1 

az 	I- 

a zt lfz = ( par, -12571)% -Pfhr 

(A.7)  
donde: 

uv = r ar(rur)+; 

Zvz = 	l [a,.(rt„) a 4;r] 

(A.8)  

ull  = r 1{0,.(r )-- a 

T m = r-1[8,.(1 a jrz] 

(A.9)  
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Los factores de escala en (A.5) son diseñados para un juego de variables en cada grupo con 
igual dimensionalidad; el escalamiento por el número de onda horizontal k, viene de la dife-
renciación horizontal en (A,8) y (A.9) y el escalamiento de frecuencias por esfuerzo simplifi-
ca la forma de ecuaciones subsecuentes. Estas nuevas cantidades de desplazamiento-esfuer-
zo están relacionadas por: 

oP=p0c2azu-kp(a2 -p2 )v 

os =02(ay+ku) 

0)T = p132a zW 

(A.10)  

en términos de las velocidades de onda P y S, a y f3 respectivamente. 

Transformando también los términos de fuerza de cuerpo, se aplica un escalamiento similar 
al anterior, de modo que: 

Fz = po 

= --p(Ok)-i  j'Y 

FI/ = -P(ok) 1  
Si se aplica la transformada de Fourier-Hankel: 

fh[9]= co) = 1/27t idte"` f drrilm(kr) f de'm cp(r,( ,t) 
-0 	O 

(A.11)  

donde fh[U 2 , 	-k2  fh„, [91 aplicado a (A.3) y (k 4) origina juegos acoplados de 

ecuaciones diferenciales ordinarias para las nuevas cantidades de desplazamiento-esfuerzo 

U(k,n1,z,0)) y P(k,m,z,(0), etc., que en función de la lentitud horizontal p=k1o) en 

lugar del número de onda k, para ondas P-SV dan lugar a: 



a 

; 

U- 

V 

P 

) donde: 	 v = 4132  — Í32  

Yza  [T] -w  

o 
r32 pn 

[0.2p2 -1] 	O 	71-[FHi 

[ 

(A.13) 

O 	p(1 - 2 P2 /a2 ) 	 O 

-P 	o 	o 	(02  )-1  

-9 	p[vp2  -1] 	O 	p 
o O 	-p(1 -2 P2 /a2 ) 	O 

(A.12) 

y para ondas SH: 

Donde los coeficientes de (A.12) y (k13) son independientes del órden azimutal m y de la 
dependendencia azimutal de U(k,rn,z) para un medio isotrópico. 

Los elementos de las matrices acopladas involucran sólo los parámetros elásticos a la pro 
fundidad z, y no sus derivadas verticales. 
Cada juego de ecuaciones acopladas (A.12) y (A,13) puede ser escrito como: 

azb(k,in,z,(0)= ak(p,z)b(k,m,z,o)+ F(k,m,z,o) 

(A,14) 

En términos del vector columna b, cuyos elementos son el desplazamiento y el esfuerzo. 
Para ondas P-SV: 

bp(k,m,z,(0)=[U V ,P,S]T 	(A.15) 

y para ondas SH: 

bll (k,M Z,(0)= [W, T]T 	 (A.16) 

Los desplazamientos y tracciones u y i son continuos a través de un plano horizontal y sus 

derivadas uv , uH, tu, T Hz  lo serán también. La transformación preserva esta continuidad 

U 

V o 

S 

107 
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por lo que el vector desplazamiento-esfuerzo b lo será a través de cualquier plano de dis-
continuidad. 
Aunque los más recientes estudios en medios estratificados han hecho uso de los sistemas de 
ecuaciones diferenciales de primer órden, existe una formulación alternativa en términos de 
ecuaciones acopladas de segundo órden que permite tener una visión más profunda del ca-
rácter del desplazamiento, útil en el tratamiento de fuentes. 
Así, para ondas SH, las dos ecuaciones de primer órden (A,13) son equivalentes a la ecua-
ción: 

a2(pP2azo) -P02(P2P -1)w = -(0F 
	

(A.17) 

En el caso P-SV, tenemos dos ecuaciones acopladas de segundo órden que son conveniente-

mente expresadas en términos del vector de desplazamiento w=[u,v]T  : 

-
P(02

(p2C- P(0  2 p2 C 1) w  = -coF 

(A.18)  
donde I es la matriz identidad y: 

 

0 
/321 

  

[R2 o 
0 a2 

a2 
 2p2 

 

   

(A.19)  

De (A.10) puede reconocerse la contribución de tracción en (A.19), como: 

et.)t = Aazw +(opBw 	(A.20) 

Las expresiones (A.17) y (A.18) tienen la forma: 

az (cot)=-- kw = —coF 	(A.21) 

en términos de un operador k, y son auto-adjuntas. Puede hacerse uso de esta propiedad pa-
ra establecer invariantes de propagación para las ondas SH y P-SV. Así, para la lentitud p y 
la frecuencia ta, considérense dos campos de desplazamiento diferentes w1 , w2, que satisfa-
cen diferentes condiciones de frontera, de modo que la estructura de k es tal que: 

(A.22) 
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En la ausencia de fuentes, la cantidad w1 ,w2 )=wrt2 —trw2  es independiente de la profundi-

dad, y un invariante de propagación (wi  , w2 )es un wronskiano pesado para las ecuaciones 
acopladas. Para ondas P-SV: 

(}v1,w2)= U1  P2  + V1S2  -Piu2 - S1V2  

Y para ondas SH: 

(w1,w2)=w1T2- 7172 

(A.23)  

(A.24)  

Para las ondas P-SV, los coeficientes de la matriz A en (A.14) cumple las siguientes propie-
dades de simetría: 

a).- Para un medio disipativo, cuando a, a son complejas: 

NA +ATN= O 	 (A.25a) 

b).- Para un medio perfectamente elástico: 

NA + ATS — O 
	

(A.25b) 

donde * indica que se trata de un número complejo conjugado, y N es una matríz diagonal: 

[ 0 

Si se construye la cantidad b¡Nb2 , entonces en ausencia de fuentes, de (A.14) se tiene: 

(kTNb2  = cobil:{ATN+NAlb2  = O 	(A.26) 

Y de (A.25a), efectuando la multiplicación: 

b¡Nb2  = (wi,w2 )= Ul  P2  + VIS2  P1U2  - S1V2 	(A.27) 

Para ondas SH, se tiene un comportamiento similar: 

a).- En presencia de disipación: 

nA+ A Tn = O 	 (A.28a) 



uz(r,01,z,t)= 1/2n f do e't f dkEU(m,z)J„,(kr)dS 
o m 

(A.3)  
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b).- Y para un medio perfectamente elástico: 

nA + A T"n= 0 
	

(A.28b) 

donde: n =
[ 0 11 
—1 Oi 

Y una vez más: lir nb2 =(wl ,w2 ) 

Considerando la circunstancia en la que ambos vectores desplazamiento-esfuerzo tienen la 
misma frecuencia y lentitud, se tiene de (A.21): 

[
.,„„T .t„ ( 	1 , p1 )14)2t2 (w2, p2  )— WitiT(WI,P1)/V1(W2)P2)] 

(A.29)  
Para ondas P-SV: 

82[u1(.0 2 P2  + VP2S2  (DI PIU2  01 5172 ] = 

	

P(6)  °)2)[U1V2 VIV2]+4P(1-02/412)P2[022P1 	VIV2 4- 

(co2p2  co1 p1 ){[U10)2S2  + U2co IS1 ] — (1— 2132 /a  )[VIco2 P2  + Vpi.Pd} 

(A.30)  
Y para ondas SH: 

az[W1w2li - 017111] = (0) 
2 )ww  +,,,R2kw22 L

F2
2 r, 0512 )wir,v2  

2 /"1"2  

(A.31)  

Los invariantes de propagación juegan un papel importante en la descripción del campo de 
ondas, aún en la presencia de Rientes, siendo muy usados los tipos (w1 ,w2 ). 

Como ya se ha mencionado arriba, a partir del vector desplazamiento-esfuerzo b , pueden 
ser "recuperados" los desplazamientos u dentro de una estratificación. mediante la transfor-
mada de Fourier-Hankel inversa. Así, para u:, en términos de U(k,m,z,co), se tiene: 
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que representa la superposición de ondas cilíndricas de cuyo órden depende la naturaleza de 
su modulación horizontal. El lector puede revisar las expresiones para las componentes tí,, y 

en el texto de Kennett (1983). 

Por otro lado, considerando una situación bidimensional donde todos los esfuerzos y despla-
zamientos son independientes de la coordenada y, si se toma una transformada de Fourier en 
el tiempo y la posición horizontal x: 

	

9(k,co)=1/27z idtekin  fdxe-ikr9(x,t) 	(A.33) 
-03 	-cc 

pueden recuperarse los juegos de ecuaciones (A.12) y (A.13) si se trabaja en coordenadas 
cartesianas y establecer: 

U =iúz 	P 'Fizz 

V =úx 	S = 

W=i 	T 	 (A.34) 
Yz 

donde este tratamiento da una descoinposición de ondas planas, en lugar de las cilíndricas, 
implicadas en (A.32). 
En cuanto a las matrices fundamentales y propagadoras, cuando se va a considerar la excita-
ción del campo de ondas será necesario resolver las ecuaciones diferenciales acopladas para 
el vector desplazamiento-esfuerzo b . Para ello, deben relacionarse los vectores b en dife-
rentes niveles en la estratificación, introduciendo para ello matrices cuyas columnas consis-
ten de vectores desplazamiento-esfuerzo satisfaciendo condiciones de frontera particulares. 
Así, para revisar la evolución del campo de desplazamiento-esfuerzo, se fijan el órden angu-
lar m, el número de onda horizontal k y la frecuencia (.1) y se usa la forma abreviada de 
b(z), es decir, b(k,m,z,w), y en la ausencia de términos de fuerza, el vector b(z) cumplirá 
eón la ecuación: 

azb(z) = coA(p,z)b(z) 	(A.35) 

Si luego se construye una matriz cuadrada B(z), cuyas columnas son vectores desplaza- 
miento-esfuerzo independientes satisfaciendo condiciones iniciales diferentes, entonces B(z) 
es generada por la ecuación matricial: 

a B(z) = M(p,z)B(z) 	(A.36) 

Las columnas podrán ser vectores b correspondientes a ondas ascendentes y descendentes. 
Para ondas SN: 

B 	= {b1;b21 	 (A.37) 
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y para ondas P-SV (P ascendentes y SV descendentes, por ejemplo): 

Bp  = [b11 ,b12 ;b21,b22 ] 	(A.38) 

y en cada caso, la matriz B puede particionarse para desplegar los elementos de desplaza-
miento-esfuerzo, esto es: 

B=  [ 
W W 

Ti 
' 

7i
2 (A.39) 

 

en términos de las matrices de desplazamiento W y sus matrices de tracción asociadas 7'. 
Para el sistema P-SV, W será una matriz de 2X2 cuyas columnas pueden ser pensadas como 
soluciones independientes del sistema de segundo órden (A.18) y la matriz de tracción es ge-
nerada como en (A.20). 

En el caso SH, W y T son los elementos de desplazamiento y esfuerzo W, T y cualquier 
vector de desplazamiento-esfuerzo puede ser creado tomando una combinación lineal de las 
columnas de B, de modo que b = Bc en términos de algún vector constante c 
Sea ahora para las matrices de desplazamiento wi  y w2: 

(W1) W2 ) = W1TT2 T1TW2 
	

(A.40) 

Luego, el elemento ij en (w1 ,w2 ) es la expresión (wto  w2i  ) construida a partir de la i-ésima 

columna de Wi  y la j-ésima columna de W2 . Para ondas SH tampoco hay distinción entre es- 
ta última expresión (A.40) y la expresión derivada de (A.22), pero para ondas P-SV, 
(w1 ,w2 ) es una matriz de 2X2, y como cada uno de los elementos de (A.40) es independien-
te de la profundidad, así lo es también (w1,w2 ), teniéndose una matriz invariante de propa-
gación. De (A.40): 

(WP W2) ---(W22 W1) 
	

(A.41) 

Cuando los vectores de desplazamiento en Wt  satisfacen una condición de frontera "común", 

una combinación lineal de desplazamiento y tracción se desvanece en algún nivel z0, es de-
cir: 

Cw(zo) + Dt(zo) = o 
	

(A.42) 

para algunas matrices C, D, cuando: 

(wto  wv) = O, Vi, j 
	

(A.43) 

En este caso, donde las condiciones de frontera incluyen una superficie libre y condición de 
irradiación, se tiene entonces: 
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(wi w2 ) = 
	

(A.44) 

Y se supone que (A.44) incluirá a Wi  y W2, de modo que a partir de (A.40) se tratará de 

construir la matriz inversa de la matriz fundamental (A.39) partiendo de las transpuestas de 
las matrices de desplazamiento y tracción. Así, el producto de matrices será: 

[T2T 	_w2T][w 

7,T 	rA7T 
11 	r r  1 

w2 ] 

Ti  

[(w ,w2) 	O 

o 	(11)1,31/ 

Cuando se emplea (A.44), la inversa de la matriz fundamental tiene entonces la forma parti-
cionada: 

[

( 	,w2)--T  lir  

--(wpw2)-1 7;1.  

j .....(wi,w2  )T w2T 

(wl 1 W  2) 1 W1T  
(A.45) 

Donde el superíndice "-T" indica la inversa de una transpuesta. Para muchos casos de inte-

rés, W1  y W2  pueden ser elegidos de manera que (w1,w2 ) tenga una forma muy simple, a re-

ducir sólo un múltiplo de la matriz unitaria, en cuyo caso (A,45) se simplifica por la extrac-
ción de un factor común. 
A partir de aquí, se puede construir una matriz propagadora para una porción del medio co-
mo: 

P(z, ) = B(z)B-1(zo) 
	

(A.46) 

que facilitará el cálculo de la solución de (A,36) al nivel z0  mediante: 

b(z) = P(z, )b(zo) 	 (A.47) 

Escribiendo (A.43) en forma particionada: 

[w(z)i [Pwir 
Lt(z)j=1"/, 

P71rw(z0 )1 

Prr  t 
(A.475 

se tiene que los elementos de desplazamiento en z dependen tanto de los elementos de des-
plazamiento, como de esfiierzo en zo  y las particiones del propagador corresponden a las 

matrices de desplazamiento-esfuerzo tipo (A.40), pudiéndose usar la expresión general para 
la inversa de una matriz fundamental (A.45) para encontrar la forma particionada para 

P-1(z,z0), y entonces, puesto que P(zo,zo)=/, es decir: 
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(Pww,Pwr)= 1  
entonces: 

  

 

pT 	pT 

(Z ,Z0 ) = 	77"  [ 	
WT 

piT pT 
TW 	il/PV 

(A.48) 

  

La cantidad del vector b en discontinuidades en los parámetros elásticos significa que la ma-
triz propagadora de (A.47) como una función de transferencia para el desplazamiento y es-
fuerzo entre dos niveles, puede ser construida para una estructura arbitraria con profundi-
dad. P(z,zo) como una función de z será continua a través de todos los planos z = cte. 
Los propagadores son esencialmente los mismos empleados en el método de Haskell y pue-
den adaptarse al modelado de la propagación de ondas generadas por fuentes. El lector pue-
de revisar el texto de Kennett (1983) para profundizar en el tema. 
A partir de lo anteriormente expuesto, pueden construirse ecuaciones para la propagación de 
ondas mediante la formulación de sus vectores de desplazamniento-esfuerzo. 
Así, para un medio uniforme (caso más simple de "medio estratificado"), puede hacerse una 
descomposición del campo de ondas en ascendentes y descendentes, para luego tratar el ca-
so donde las propiedades sísmicas varían suavemente con la profundidad y se puede exten-
der el caso uniforme a más complejos en los puntos de retorno de las ondas P y S, evadiendo 
dificultades mediante el uso de funciones de Airy que se comportan asintóticamente como 
ondas descendentes. 
Entonces, simulando una "perturbación sísmica" en un medio uniforme mediante la introduc-
ción de sus contribuciones de onda P y S, la Transformada de Fourier-Hankel (A.11) preser-
va esta separación y las ondas cilíndricas generadas pueden ser caracterizadas como ondas 
ascendentes y descendentes, según su dependencia de z . 
Para una onda cilíndrica de frecuencia o), lentitud p y órden angular m, se introduce una 
transformación que conecta al vector desplazamiento-esfuerzo b a un nuevo vector y : 

b = Dv 	 (A.49) 

tratando de que D de una forma simple a la evolución de y con z . 
En una región libre de fuentes, v debe satisfacer: 

az(Dv). «A(p,z)Dv 
	

(A.50) 

y así mismo: 

azy = kolTIAD—IrlazDiv 	(A.51) 

Si D es una matriz de vectores característicos, para A(p,z), el primer elemento en el miem-
bro derecho de (A.51) se reduce ala forma diagonal: 

tolYIAD=i@A 	 (A.52) 
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donde iA es una matriz diagonal, cuyas componentes son los eigenvalores de A. A partir de 
las formas explícitas de las matrices de coeficientes en (A.12) y (A.13), se encuentra que pa-
ra las ondas P y SV: 

Ap  = diag[—qa,—q,qa,g13] 	(A.53) 

y para ondas SH: 

donde: 

A,1  = diag[—q13,0] 	 (A.54) 

qa = (a-2  _ p2  )1/2 

qf3 = (f3-2  —p2 )1/2  ; Im(coqap)?.. O 
(A.55) 

Im(coqf3) ?.. O 

son las lentitudes para ondas P y S para una lentitud p y el factor r.0 viene de (A.52). En un 

medio uniforme además, la matriz de coeficientes A es constante, y así la matriz de vectores 

característicos D es independiente de z, con el resultado de que Ir 1.9,1) desaparece. El 

vector v es entonces gobernado por la ecuación diferencial: 

ózv = imAv 	(A.56) 

con solución: 

v(z) = exp[k.o(z zo)A]v(z0 )= Q(z,zo )v(zo ) 	(A.57) 

en términos de un "propagador de ondas" Q, que depende de la diferencia entre la profundi-

dad actual z y el nivel de referencia zo. El exponencial de una matriz diagonal es otra matriz 

diagonal con componentes exponenciales, y así, para ondas P-SV: 

Qp(h,0)= diale-i"ah 	 (A.58) 

y para ondas SH:. 

Q1(h,0)=. diale-l"Ph  ,d("131 	(A.59) 

Con la convención de que z se incrementa con la profundidad, estas exponenciales corres-
ponden a los incrementos de fase que se esperarían para una propagación de ondas P y S 
viajando hacia arriba a través de una distancia vertical h Para ondas planas descendentes a' 
un ángulo j con respecto al eje z, entonces: p=sen j/f3; qp=cosj/P y la diferencia de fase 



116 

que se esperaría al atravesar un intervalo h sería: exp(kohcosj113)=exp(ionph), siendo su 

inversa la correspondiente a las ondas ascendentes. 

De (A.57), el vector de ondas y en z es justamente una versión de fase cambiada de su va-
lor en zo  y pueden identificarse los elementos de y con ondas P y SV ascendentes o des-
cendentes por medio de (A.58) y (A.59). Así, para ondas P-SV: 

V p =[Pu ,Su ,PD,SD
T 	

(A.60) 

donde P y S están asociadas a la propagación P y SVy los sufijos U, D representan ondas 
ascendentes y descendentes, respectivamente; para ondas SH, los elementos son: 

U H ={ 11U FIDIT 
	

(A.61) 

y puede resumirse el comportamiento del vector de onda v introduciendo las particiones co-
rrespondientes a ondas ascendentes y descendentes: 

= [Yu  ,YD}7. 	 (A.62) 

Cuando la lentitud horizontal se vuelve mayor a las velocidades inversas ct-1, 0-1
, los radi-

cales correspondientes qa, qí3 se vuelven complejos y con la elección hecha para el radical 

en un medio perfectamente elástico con p>[3-1: 

exp[ienpzi= exp[—colqpiz] 	(A.63) 

Y así, las ondas descendentes vi). en el régimen de propagación (p<[3-1) mapea a ondas 

evanescentes que decaen con la profundidad. Esta propiedad se extiende a un medio disipati-
vo' pero no es fácilmente ilustrable. De un modo similar, las ondas ascendentes yu  mapean a 
ondas evanescentes que incrementan exponencialmente con la profundidad creciente z . 
A partir de la solución de valor inicial para el vector de onda y (A.57), puede construirse la 
solución de valor inicial para el desplazamiento-esfuerzo b , en la forma: 

b(z) =Dexp[ico(z — zo)MD-lb(zo ) 	(A.64) 

y así, de (A.47) puede reconocerse al propagador para el medio uniforme como: 

P(Z, zo) = exp[co(z — zo)A]= D{exp[b(z zo )A]}D-1  

(A.65) 



117 

Así, ha sido posible simplificar el cálculo de la matriz exponencial por el uso de una transfor-
mación de similaridad dada por D. A partir de la representación de la matriz propagadora B 
(A.46) puede reconocerse una matriz fundamental para el medio uniforme: 

B(z) = Dexp[ico(z — z „ f ) Al 	(A.66) 

donde z,,ef  es el nivel dereferencia para la fase de los elementos de onda P y S. La matriz de 

eigenvectores D puede ahora ser visto como esta matriz fundamental evaluada al nivel de re-

ferencia zref , y así, sus columnas pueden ser identificadas como vectores de desplazamien- 

to-esfuerzo elementales, correspondientes a los diferentes tipos de onda. Para ondas P-SV: 

D p  =[cabb' ,E 131 ; abf)  , sol] 	(A.67) 

donde: 

iq „, p ,p(2P 2  p2  ),--1--2ipP2pqaf 

= [13, Tiqp ,T-2ip[12pqr3  p(2P2p2  —1)f 

(A.68) 

, toman el signo superior para las ondas ascendentes, y el inferior para las descendentes. 
Para ondas SH: 

OH  = [E Hbull ;Ellbgi 	(A.69) 

con: 

[(3-1,T-ippqr311 	(k 70) 

Se ha elegido el escalamiento para dar una dimensionalidad comparable a los elementos co- 

rrespondientes a bP, bs, bll  ; la lentitud de onda SH a-1  aparece en (A.70) en un papel simi-
lar a la lentitud horizontal en (A.68). Conviene normalizar estos vectores b , de modo que en 
un medio perfectamente elástico, cada uno de ellos lleve el mismo flujo de energía en la di-
rección z para cada onda propagarte. El lector podrá revisar la evaluación del flujo de ener-
gía para ondas P, SV y SH en el texto de Kennett (ver referencias). 
Se sabe ya que D es un caso especial de matriz fundainental, y el papel que juega es el de 
una transformación que escrita en la forma particionda queda: 

[MU MD 
Nu ND  

(A.71) 
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La partición Mu  transforma los elementos ascendentes vu  del vector de onda en desplaza-

mientos, y MD  genera desplazamientos a partir de vD. Las particiones Nu  , N D  generan es-

fuerzos a partir de vu  y vD. Tal estructura ocurrirá en todos los casos, incluyendo la aniso-
tropía total. Para ondas P y SV, se tiene la forma (A.68): 

Nu n 
T-2ipf32pqjc, p(2P2p2  —1)Ep  

[p(2P2p2  —1)E« 	---1:2ip(32pqrss 

(A.72) 

y para ondas SH: 

Mu,D =VS; NUP = :FiPPq06 P 
	(A.73) 

y a patir de estas formas particionales, se pueden construir las invariantes de propagación 
(Mu  ,MD ) donde, para cada caso: 

(Mu, mD)= 
	

(A.74) 

Lo que implica que se tiene una forma inversa simple cerrada para D, vía la representación 
de (A.45): 

_ATT 

D-1  = i[ 
Nur  

MDT  

MUT ] 
(A.75)  

Así, a partir de estas expresiones para la matriz de eigenvectores D y su inversa, puede usar-
se (A,65) para construir expresiones para el propagador de desplazamiento-esfuerzo en el 
medio uniforme, esto es, para ondas P-SV: 

Pp(h,0)= Dpdiagt 	> 
koqah 
	

1D-1  

(A.76)  

:Fiqc,cc, 	pc p  

M"= [ pc„ 



y las particiones Pww  , PvT , PTW  , P. del propagador son: 

2132p2Cp  —rca 	—p(2132qc,2S,L ) 

Pwív  [—p(rSc, +2132q{32Sp) 2132 p2C,, — FC13  

_i [qc,'S„+ "Si3  p(Ca —cp) 

117 =P  p(Cp —Ca) pS„+.1i25,513.1 

[

4p4p2q1sp +r2sa  

Prw  = —P  I4 2 F(C„ —C13 ) 

pp2r(g—g) 
4p4p2q.c2csa r2sí3  

2132p2Cp  — FCa  p(21324+FS,c ) 

p(FS13 +2012q1Sc,) 	2152p2C„ —1-Cp  

donde: 	Ca  = cos(nah), cr3  =colono), Sa  = q"c-, sen cockh 

Sp  =q-p-l sen(coqi3h); F =2132p2  —1 

y el propagador para ondas SH es: 

(PP2)- Sp 
Pn(h,0)= 	 (A.77) 

--0 q(223SD 	ci3  

que puede ser construida fácilmente a partir de la definición y propiedades de las matrices 
propagadoras generales. Estos propagadores para estrato uniforme, son idénticos a los obte-

nidos por el método de Haskell, aunque con otra notación, pero han sido obtenidos por un 
camino diferente, pues se ha diagonalizado A por medio de la matriz de eigenvectores D, 

según Dunkin (1965). Otros autores como Hudson (1969a) proponen otro tipo de transfor-
maciones, aunque el resultado es el mismo. La construcción mostrada aquí del propagador 
de desplazamiento-esfuerzo vía la ecuación (A.65), se ha separado el campo de ondas en sus 

partes por medio de D-  t, para luego añadirle incrementos en la fase para separar sus corres-

pondientes partes ascendentes y descendentes en las ondas P y S para un intervalo de pro-

fitdidad h, para finalmente reconstruir los desplazamientos y esfuerzos por medio de la ma-

triz D. Por medió de las expresiones (A.71) y (A.75) para D y su inversa, puede entonces 

representarse el propagador uniforme como una suma de contribuciones ascendentes y des- 

cendentes: 
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4
[

— MuEuNli MuEu M1.3,  

— Nu  E u  Nir; N u  E u  g 

MDEDNUT  - MDED1 

NDED NiT1 -NUED AIL71.  

(A.78) 

donde la matriz diagonal ED  es la fase que arriba para ondas descendentes. Así, por ejemplo 

para ondas P-SV, se tendría: 

ED = diag[e"qah  

y: 
	

(A.79) 

P(h, O) = 



Apéndice B.- Representación Integral Usando Fuentes en la Frontera. 

Considérese una curva S, finita o infinita. Si un material elástico ocupa el espacio adyacente, 
entonces un campo de desplazamientos originado en S, se puede escribir, si se desprecian las 
fuerzas de cuerpo, en términos de una integral de frontera de capa simple como 

u,(x) = 5,01()G,I (x,Uds 	(B.1) 

donde u;  (x) =i-ésimo componente del desplazamiento en x, 	= Función de Green, 

ésto es, el desplazamiento en la dirección i en el punto x. debido a la aplicación de una fuer-
za unitaria en la dirección j en el punto y 00 = densidad de fuerza en la dirección j. 

Por lo tanto, 0 f  ()ds es una distribución de fuerzas en la frontera. Los subíndices en la di- 

ferencial indican la varible espacial sobre la cual se lleva a cabo la integral. Esta integral de 
capa simple que puede ser obtenida a partir de la identidad de Somigliana (Sánchez-Sesma y 
Campillo, 1991), ha sido estudiada por Kupradze (1963) desde la perspectiva de la teoría del 
potencial. Él demostró que el campo de desplazamientos es continuo a lo largo de S si exis-
te continuidad en j(1) a lo largo de S. 

La representación integral de la Ec. B.1, permite el cálculo de los esfuerzos y las tracciones 
por aplicación directa de la ley de Hooke, con excepción de las singularidades en la fronte-
ra, esto es, cuando x = 4 sobre la frontera. Con base en consideraciones de equilibrio alre-
dedor de una vecindad de la frontera es posible escribir para x sobre S: 

ti(x)=0i(x)+1M)T,i(x,Dds 	(B.2) 

donde ti  = i-ésimo componente de la tracción en la frontera, c = 0.5 si X se aproxima a S 
por dentro de la región y C= -0.5 si X se aproxima a S desde afuera de la región, 
Ty  .(x 	= función de tracción de Green, es decir, la tracción en la dirección i en el punto 

X sobre la frontera con normal n(x) (con la suposición de que el vector apunta hacia afuera 
si X está en S) debido a la aplicación de una fuerza unitaria en la dirección j, en el punto 1. 
El primer término del lado derecho de la ecuación se anula si x no está en S. 
Las funciones de Green para desplazamientos y tracciones del problema bidimensional se ex-
presan mediante las funciones especiales de Hankel. Las expresiones detalladas se dan en el 
trabajo de Sánchez-Sesma y Campillo (1991). Para problemas tridimensionales, el lector in-
teresado podrá consultar las expresiones correspondientes en los trabajos de Pedersen et al. 
(1994) y Sánchez-Sesma y Luzón (1994). 
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Difracción de Ondas Elásticas por un Estrato Irregular. 

Considérese una inclusión elástica R, en este caso un estrato irregular que en sus extremos 
es uniforme, que yace sobre un semiespacio E, también elástico, como lo muestra la fig. B.1. 
Se supone que esta estructura geológica está sometida a la incidencia de ondas planas. La 
superficie libre es llamada 81 11. La interfaz 02E = 82R es la frontera común entre ambos 

medios. 

fig. B.1.- Estrato irregular R sobre un semiespacio elástico E. la excitación está dada por ondas planas P y 
S con ángulos de incidencia y . La frontera libre se denota con 51R y la interfaz a2R=a2E. En esas fron-

'teras se define el vector normal n apuntando hacia el interior de la región R. 

El movimiento de la superficie en esta configuración irregular proviene de interferencias 
constructivas y destructivas de los campos de onda incidentes, reflejados, difractados y re-
fractados. 

El campo total en el semiespacio es la superposición del campo difractado con la solución de 
campo libre, i.e.: 

Ui
E 
 = 

(0)E 	(d) 	
(B.3) 

siendo urE  =campo libre en la región E, es decir, la solución en el semiespacio bajo el me-

dio estratificado uniforme, en ausencia de irregularidad. 

Este medio estratificado será también llamado modelo de referencia. Esta parte de la solu-
ción se calcula con el método matricial de Thomson-Haskell, ya abordado en el capítulo III 
(Haskell, 1953; Aki y Richards, 1980). Si se requiere calcular en un punto del dominio estra-
tificado que corresponde al modelo de referencia, el método es directo. Requerirá de una li-
gera modificación, que se denominará extensión analítica si se desea evaluar el campo libre 
en una parte del dominio fuera del modelo de referencia. En este trabajo se parte del vector 
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desplazamiento-esfuerzo en la cima de cada estrato para evaluar el campo de interés. El 
campo difractado puede escribirse, con los superíndices apropiados indicando la región de 
validez, como: 

el)(x)=LE (1)(1)G(x,I)ds1 	(B.4) 

En el estrato irregular R, para el campo de desplazamientos se tiene que: 

R 
= 

(0)R 	(r) 	
(B.5) 

Donde ur =campo libre en la región R, con o sin extensión analítica. De manera análoga, 
el campo refractado en el estrato irregular queda: 

u i (x) = faR  (/ )0x,Ws1 	(B.6) 

donde 8R=t2I R-ba2R. La condición de tracción nula en la superficie conduce a: 

t ())11 + t er)  = O 	en al  R 	(B.7) 

Utilizando la Ec. B.2 esta condición pueden expresarse mediante: 

—0.51/i1(X) + fan  (1)11; (x,1)ds = trR  (x) 

(B.8) 

En la interfaz a2 E=t92R, la continuidad de desplazamientos y tracciones implica: 

(d) 	(0)R 	(r) 
Ui 	= Ui 	ui 	 (B.9) 

t'3)E 	t(.d) 	t(.°)R + t(.r) 	 (B.10) I 

y estas condiciones pueden expresarse como: 

faE 0(4)G(x,g)ds4  
(ox 	0)R (511  (1)GN 1)dS = 	+ Ui

(  
Jaz 	 4 

(B.11) 
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0.5W (x) + (1)1+ faE ci) 	(x,)ds 

— f„(ki  ().1;; (x ,1)ds = — trE  + 

(B.12) 

Las Ecs. B.8, B.11 y B.12 constituyen un sistema de ecuaciones integrales de fuentes en las 
fronteras. Estas expresiones son discretizadas a lo largo de la frontera 8E, que es la frontera 
común entre ambas regiones y sobre 8R, de acuerdo a la definición de cada integral. 

Con el objeto de lograr una mejor comprensión de la técnica, a continuación se presentan las 
versiones discretizadas de las Ecs. B.1 y B.2: 

U z (X) =-7  E(1)/ ( 1 )4(x,1,) 	(B.13) 
/.1 

donde: 

Y: 

41+.11,02 
gy(X,li ) = iGu(X,)dS1  

41-L1s/2 

ti  (x) = 	(I) ty  ( x , ) 
1.1 

donde: 
411-U/2 

= f [csyss(x-11 )+ x,«15.1  
4/ -ds/2 

(B.16) 

Las integrales en la Ec. B.14 son calculadas numéricamente con integración gaussiana, ex- 
cepto en el caso en que x está en la vecindad de 	para la cual se obtuvieron expresiones 
analíticas a partir de series ascendentes de funciones de Bessel (Abramowitz y Stegun, 
1972). 

Las integrales en la Ec. B.16 también fueron calculadas numéricamente usando integración 
gaussiana, excepto cuando xn  = el En este caso tenemos que: 

tu  ( , 	= O. 58u 	 (B.17) 

Las Ecs, B.8, B,11 y B.12 una vez discretizadas forman un sistema de ecuaciones algebrai-
cas lineales que al ser resuelto permite obtener los valores de -(§) ' Los campos difracta- 

do y refractado son calculados utilizando una discretización apropiada de las Ecs. 13.4 y B.6. 

y 
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Apéndice C.- Breve Semblanza de Norman Abraham Haskell. 

Norman Abraham Haskell (fig. C.1) nace el 30 de junio de 1905 en Alton, Illinois; su fami-
lia es de profundas raíces inglesas y se cree que su apellido es el resultado de la evolución 
del original Herschell, que luego fué Heiskell y finalmente Haskell. Su árbol genealógico se 
remonta al S. XVII. Después de una infancia y adolescencia caracterizadas por numerosos 
viajes a Europa, ingresa a Harvard en 1923, donde es becado y se gradúa con honores en In-
geniería de Minas. 
En 1927, viaja a Europa y estudia en Alemania. En 1928 es miembro de la Sociedad Ameri-
cana de Física y de la S.E.G. 
En 1935 recibe el grado de maestro en Geología con honores de Harvard y publica su pri-
mer artículo sobre la viscosidad de la astenósfera. Ingresa al M.I.T. 
En 1936 obtiene el grado de Doctor en Filosofia de la Ciencia con honores de Harvard; pos-
doctorado ese mismo año. Ese mismo año inicia su desarrollo profesional en la Exploración 
Sísmica Petrolera en la Western Geophysical Company. 
De 1941 a 1946 ingresa al comité de Investigación de la Defensa Nacional y se dedica a la 
balística antisubmarina y a la localización magnetométrica aérea de submarinos, así como a 
la teoría del desplazamiento de torpedos, bombas y cohetes. 
De 1946 a 1947 es jefe geofisico de los laboratorios de la compañía U.S. Smelting Compa-
ny de Boston, donde desarrolla técnicas sísmicas para la prospección minera. 
En 1948 se une a los Air Force Cambrigde Research Laboratories como físico investigador. 
En 1949 desarrolla un método aproximado para calcular la refracción de ondas de choque en 
la atmósfera y los efectos en la altura óptima de estallido de bombas atómicas. Colaboró con 
la corrección de trabajos relacionados desarrollados en Los Alamos. 

,1950.—Investigador y profesor asociado al M.LT, donde desarrolla el programa académico 
de Geofisica. 
1953.- Corrige, extiende y formaliza el método de la matriz propagadora de Thompson para 
obtener relaciones de dispersión en medios estratificados. El algoritmo desarrollado por él 
(tema central de esta tesis) se conviertiria en una herramienta esencial en estudios de inver-
sión de la Corteza Terrestre en las décadas siguientes. 
1962.- Empleo de técnicas sísmicas para la identificación de explosiones nucleares en el sub-
suelo. Editor asociado del Jottrnal of Geophysical Research. 
1967.- Condecoración por Servicio Civil Excepcional de parte de la Fuerza Aérea Nortea-
mericana. 
1968.- Abre sus puertas el Haskell Geophysical Laboratory en la base Hanscom de la Fuer-
za Aérea en Massachussetts. 
1970.- Muere el 11 de Abril en Cape Cod, Massachussetts. 



fig. C.1.- Norman Abraham Flaskell en septiembre de 1968. Tomada de Ben-Menahem, Ari lerM,1880. 
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