FACULTAD DE CIENCIAS

TES I S CON

1

2

&8 UNIVERSIDAD  NACIONAL AUTONOMA DE  MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

DISPERSION Y ATENUACION DE ONDAS EN UNA
SUSPENSION DE VARIAS ESPECIES DE
S0LIDOS EN SOLIDOS

T E S I 8

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE

MATEMATICO

P R T 8 1] N T A:

-

i % :..'/"'w &

FACULTAD DE (1
8KCCION tho?m 6

oo i e ie

" FALLA'DE ORIGEN o



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



“,,me n-m, (N
. , al

""" s

vu» 1 i .m vy

I{‘
*;Cﬁbx D

VRIVIRIAD NAGONL),

LNPHOMA B
MIKIco

M. en C. Virginia Abrin Batule
Jefe de 1a Divisién de Estudios Profcsionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado ¢l trabajo de Tesis:
Dispersién y Atenuacién de Ondas cn una Suspensidn de Varias Especies
de S6lidos en Sdlidos

realizado por

Narcos Aureiio Capistrdn Ocampo

con nimero dc cuenta 9052418-1 , pasante de Ja carrera de Matemdticos

Dicho trabajo cuenta con nuestro volo aprobatorio.

Directr de Teals
Propictario

Propictario
Propictaria
Suplente

Suplenie

Atentamente

Dr, Federico Sabina Clscar, I.T.M.A.S., UNAM %

Dra, Ma. del Carmen Jorge y Jorge, 1.1.M.A.S., UNAM %‘-@‘—‘-ﬁ%

Dr. Luis Quintanar Robles, I. Geoflsica, UNAM
Dr. Arturo Olvera Chdvez, T.T.M.A.S., UNAM

Dra, Cristlna Pifin Barba, .1, Materlales, UNAM

Consgjo Depananental de Maicmdiicas
M. en C. ALEJANDRO BRAVO MOJICA

ryLTan CIENCIAS
0420 SEMATAVINAL

(14
‘ﬁ‘\flMlmHC"

AT e TR P i e o A AN e T 2




Dispersién y Atenuaciéon de Ondas en una
Suspensién de Varias Especies de Sélidos
en Sdlidos

Marcos Aurelio Capistrdn Ocampo




Dedicatoria:

A mis padres y mis hermanos...




Agradecimientos:

Deseo agradecer al Dr, Federico Sabina por
su valiosa direccidn en este trabajo.




Otros agradecimientos:

A los sinodales, Dra. Maria del Carmen Jorge y Jorge, Dra, Cristina Pifia
Barba, Dr. Arturo Olvera Chévez, y Dr. Luis Quintanar Robles por sus
oportunas correcciones y sugerencias al revisar la tesis, A fundacién UNAM
por la beca de tesis de licenciatura que me fue otorgada, Y a cada uno de
los miembros del departamento de Matemdticas y Mecdnica del IIMAS por
el respaldo que dan a los estudiantes y tesistas del mismo,

Asimismo agradezco a mi familia por el apoyo que me brindaron en todos
estos afios que estuve en la escuela,




Contenido

1 Fundamentos

1) Introduccidn . . v v v v v oo e e
1.2 Deformacidn . » v v v v v v v v e e s
1.3 Ecuaciones de Movimiento . . . ., ., . v v oo

1.3.1 ConservaciondeMasa . . ... ... ... v

1.3.2 BalancedeImpetu ............... v

1.3.3 Balance de Momento Angular . . .. ..........
1.3.4 BalancedeEnergia . ... ........ e
1.4 Relaciones Constitutivas . . .. ..... oo vvu v
1.5 FlujodeEnergia ........... ..oy
16 OndasPlanas .. ......... ¢ v nan

2 Dispersién de Ondas en una Dimensién

21 Imtroduccidén o, . o v v v o i v e e e
2.2 UpaBarra FinitadePlomo ... ...... ... o hy
23 UnaBarraconunDispersor . .. ........... ...,

3 Un Material Compuesto

31 Introduccitn . . v v v v v v e e e e e
3.2 Derivacién de los Médulos Efectivos . . . . . ..........

4 Propagacién de Ondas Elésticas

41 Introduccion . . . . ... oo v i i e
4.2 FEl método autoconsistente de Sabina y Willis

--------

4.3 ElProblemadeunDispersor. . . . v ..o v vv v v
4.4 Inclusiones Esféricas . .. .., Vs -




CONTENIDO

8 Dos Especies de Inclusiones
51 Introduccién . . v v v v v v v i i
5.2 Una Poblacién de Esferas de Pleinoen Epon 8282 . . . . . .,
5.3 Dos Poblaciones del Mismo Material . .............
53.1 Pb/Epon828Z ......... ... ..,
532 Fe/PMMA. ... ... . i
5.3.3 Vidrio/TraCast ... ...... ..o vvunuy
54 Dos Especies de Inclusiones de Diferente Material . ., . . ..
541 Epon828Z........ .00 v,
542 PMMA ..... s e
543 TraCast . ..o v v v v i i e

A La funcién de Green

49
49
50
55
55
58
60
61
62
63
64

a7




Resumen

El propéposito del presente trabajo es estudiar e] efecto de una onda plana
monocromdtica que se propaga en un material compuesto por una matriz
elstica en la cual se hallan suspendidas una o mds poblaciones de inclusiones
esféricas, para analizar Ja forma en que éstas dispersan y atendan la onda.
En cada uno de los compuyestos considerados la densidad de masa de las
inclusiones es mayor que la del material matriz. El estudio se basa en las
predicciones del modelo autoconsistente de [Sabina & Willis (1988)].

En el capitulo §1 se introduce el tensor de deformacién y una interpretacion
geométrica para sus componentes. Se da en una forma simple la derivacién de
las leyes locales de conservacidn de masa y de balance de fmpetu, momento
angular y energfa a partir de los axiomas de la mecénica en que se postu-
lan, en términos de la descripcién euleriana para la posicién de un punto
en el espacio, es decir, las coordenadas espaciales. Se define un elemento
apropiado para analizar las fuerzas aplicadas a través de la superficie de un
cuerpo: la traccién t = t(x,n,t), que representa la fuerza por unidad de
drea aplicada en un punto x relativo a un elemento de drea cuya normal
exterior apunta en la direccién de] vector normal unitario n y la forma en
que fluye la energia en una superficie, en términos del tensor del esfuerzo y la
traccién, También se da una breve discusién de la ecuacién constitutiva que
caracteriza a los sdlidos linealmente eldsticos cuando se trata de materiales
isétropos. Finalmente se discute la manera en que las ondas planas se polar-
izan en un medio homogéneo e isétropo, que son las ondas longitudinales o
P y las transversales o S.

En ¢l capitulo §2 se analiza la dispersion de una onda plana que se propaga
sobre un barra eldstica y heterogénea. Se motiva a partir de ese ejemplouna
explicacién de las curvas contra frecuencia para la rapidez de fase y atenua-
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cién en el caso de una onda longitudinal propagdndese en un compuesto.

En el capitulo §3 se presenta el método de energia de Budiansky para calcular,
en el caso estético, los médulos elsticos efectivos de una material compuesto
como el que se ha descrito antes,

En el capitulo §4 se presenta el metodo autoconsistente de Sabina y Willis
para calcular los médulos eldsticos efectivos de un material compuesto en el
caso dinamico (e.g. cuando se propaga una onda en el medio), planteando
un problema de dispersidén simple, También se presentan las ecuaciones de
punto fijo para la densidad y el tensor de mddulos eldsticos efectivos que
se obtienen con esta propuesta en el caso general en que sdlo se pide que
las inclusiones de una poblacidn tengan una misma forma y tamaio, y las
ecuaciones correspondientes al caso de inclusiones esféricas,

En el cépitulo §5 se dan las hipdtesis para este trabajo y se describe cémo se
contruyen las gréficas de la velocidad de fase y la atenuacién contra frecuen-
cia, en términos de cantidades adimensionales para facilitar la comparacién
entre diferentes resultados y materiales, a partir de las ecuaciones autocon-
sistentes del modelo de Sabina y Willis, En base a la interpretacion de las
grificas de una mezcla con una poblacién de esferas de Pb en Epon828x
(epoxy), se han conseguido explicar algunas observaciones de lo que ocurre
en el caso de dos poblacidnes de igual o diferente material,

Finalmente se muestra un apéndice donde aparecen algunos detalles de la
derivacion de las ecuaciones autoconsistentes,




Capitulo 1

Fundamentos de Elasticidad

1.1 Introduccién

"

Hay muchos aspectos del comportamiento de la materia que se pueden descri-
bir y predecir sin poner atencién a su estructura molecular, como la propiedad
que posecn los sélidos de deformarse cuando son sometidos a un esfuerzo, o
el modo en que se vacfa un tanque lleno de agua. La teoria que se ocupa de
estudiar los fenémenos macroscdpicos de la materia es la mecdnica del medio
continuo,

Intuitivamente es claro que tiempo y espacio se pueden identificar con un
continuo de cuatro dimensiones, Extendiendo esa idea a la materia se habla
de un material continuo como aquél en.que estdn bien definidas en el sentido
matematico, las densidades de masa, de impetu, de momento angular y de
energia, Es decir, que en cualquier punto existe el lfimite de esas cantidades
como funciones de la posicién. Entonces, con esta teorfa uno acepta la idea de
que un volumen infinitesimal es una particula de un continuo, y en cualquier
vecindad de una partfcula siempre hay particulas, aunque es equivocado jus-
tificar este enfoque por el mimero de moléculas que hay en un volumen dado,
puesto que en el limite un volumen infinitesimal no contiene moléculas. Por
tanto, el concepto de material continuo es una idealizacién del mundo real
aplicable a problemas en que la estructura discreta de 1a materia se puede
ignorar. Y se infiere que las cantidades que aparecen en la teorfa se deben
interpretar como ciertos promedios estadisticos.
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La mecdnica del medio continuo estudia la respuesta de la materia a dife-
rentes condiciones de esfuerzo en términos de los conceptos tiempo, espacio,
materia y energia, en dos partes. Primeramente los principios generales que
son comunes a todos los medios como la conservacién de masa y los balances
de {mpetu, de momento angular y de energia. Y en segundo lugar las rela-
ciones constitutivas que definen materiales idealizados. Por ejemplo, entre
los materiales que tienen la propiedad de recuperar su forma original cuando
el esfuerzo a que son sometidos se retira, es decir los materiales eldsticos, bajo
ciertas restricciones se dice que la deformacién es proporcional al esfuerzo.
Estos son los materiales linealmenteeldsticos. En el estudio de la propagacion
y dispersion de ondas elasticas, lo més apropiado es considerar al medio en
que las ondas se propagan como linealmente eldstico, porque las amplitudes
de las ondas en cuestidn son pequeiias. Alguna bibliografia sugerida para
este tema es [Lay, Rubin & Krempl (1993)] y [Lin & Segel (1988)].

1.2 Deformacion

Cominmente se usan dos tipos de coordenadas para describir la posicién de
un punto del medio continuo en el espacio. Las coordenadas materiales X
que corresponden a un tiempo inicial ¢ = 1o, y las espaciales x para otro
tiempo  # #y. Las deformaciones sufridas por el cuerpo llevan a los puntos
materiales a través del tiempo a varias posiciones espaciales, es decir

x = x(X,1). (1.1)

Se considera que para un punto material P y el punto espacial p que pasa
a ocupar después de un cierto intervalo de tiempo, existen vecindades B y b
respectivamentetales que x = x(X, t) es un difeomorfismode B en J; es decir,
x = x(X,?) es una funcidn diferenciable, biyectiva y su inversa también es
diferenciable. Fisicamente esto significa que los cambios que sufre la materia
en cuestion no incluyen rupturas o superposiciones, Tampoco sucede que la
materia se colapse en un punto,

Considérese una particula localizada al tiempo inicial g en P, un punto de
coordenadas X, véase Figura 1.1, Al tiempo ¢ > #; la particula se localiza
en p con coordenadas x(X,t). Cuando la posicidn relativa de la particula se
altera, el medio continuo se deforma. El vector desplazamiento u se define

i
|
!
|
|
|

o 8 E N A s wEaT AR RN I I AT K (AR R L s A R 0
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X =X(X,t)

La impenctrabilidad de la materia se establece requiriendo que las dos descripciones de la
posicién, material para t = to y espacial para ¢ > to, o culeriana y lagrangiana respectiva-
mente sean monovaluadas, y la suavidad del dezplasamiento u(x.? = X(X, t) ~ X se establece
requiriendo que ambas descripciones tengan tantas derivadas continuas como sea necesario,

Figura 1.1: Las dos descripciones de la posicién.

como

u(X,t) = x(X,t) - X. (1.2)
Considérese un segmento de recta dX que al tiempo ¢ = t; tiene coordenadas
iniciales y finales X y X + dX respectivamente, véase Figura 1.2, Si dX esta

en el material que se estd deformando, en un cierto tiempo ¢ sus extremos
ocuparan las posiciones x(X,t) y x(X + dX,1).

Es posible escribir, a primer orden

2i(X + dX, £) - z(X, 1) = 205X, 8)dX;, (1.3)

donde se usa la convencién de suma de indices repetidos, ! Entre mds
pequefio sca |dX| mds préxima a cero es la contribucién hecha por los
términos nolineales de la serie. Un modo conveniente de establecer este

1Esta notacién es para simplificar la escritura de sumas de tal maners que cuando
aparece un subindice repetido en un término se entiende que se suma sobre ese indice y
que va de uno a tres. La regla para esta notacién es que un subindice debe aparecer a
lo més dos veces en un término. Ademds, se usa la notacién de comas para denotar la
derivacién con respecto de una coordenada X, i.e. 82;/0X; = 2;;.
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x(X,)

.....
-----
.........
.....
Y

La deformacién cambia un elemento de lfnea infinitesimal dX en un nuevo elemento de linea
dx.

Figura 1.2; La deformacién de un elemento de linea.

hecho es decir que si dX es infinitesimal y
d-’?i=xi(x+dx7t) - zi(X,1), (1.4)
entonces
dz; = z;;(X, t)dX;. (1.5)

Si derivamos( 1.2) con respecto de X; se obtiene

zi,j = &ij + uij. (1.6)
Donde §;; es la delta de Kronecker. Una medida de deformacion local es el
cambio en el producto escalar dX - dX', donde dX y dX' son dos elementos
de linea que pasan por el punto P antes de la deformacién y que al tiempo
t se transforman en dx y dx, pasando por el punto p, véase Figura 1.3,
Usando( 1.6) podemos reescribir la diferencia de los productos escalares

deidz; —dXdX; = (8 +ui)(6n +uin)dX;dX, - dXidX;, (1.7)
= (uky+ uih + uiuip)dX;dXG (18)

La parte entre paréntesis es una medida de deformacion, el tensor de defor-
macién, y se denota por

205k = Wjp + Upj + Ui Ui (1.9)

T ]
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-------

-----------------------

Una medida de deformacién comimente utilizada es la variacién en el producto escalar entre
dos elementos de inea dX y ax’',

Figura 1.3: La variacién del producto escalar,

Asi que la diferencia de los productos escalares se escribird
dx - dx’ - dX - dX' = 2;d X;dX,. (1.10)

Frecuentemente la deformacién es muy pequeiia (i.e., |u;j| < 1). En tales

casos es natural reemplazar el tensor de esfuerzo por su aproximacion lineal,
escribiendo

1
w=§wm+m»- (1.11)

Es muy oportuno interpretar geomeétricamente la variacion de longitudes,
dngulos y volimenes en términos de los componentes de 7;3.

En el caso especial en que dos elementos de linea son paralelos al vector
coordenado e;: dX; = dX;, dX; = dX; = dX; = dX, = 0, véase Figura 1.4,
Se verifica que dzy = dz; y |dx|? - [dX|? = 29, |[dX[. Si se define
p = (dz; — dX1)/(dXy), s es el cambio por unidad original de longitud
paralelo al eje ). Asi, sustituyendo en la expresién anterior se encuentra
que

g0 = 2p+ 47, (112)

que tiene solucién u = (1 + 2q;;)"/2 — 1, pues sdlo la rafz con signo positivo
tiene sentido fisicamente, dado que 8i gy; = 0, p = 0y dx = dX (14 2nyy)Y/2.
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e
1

De analizar Ia variacién de dos elementos de fnea inicialmente paralclos concluimos que los
elementos dela diagonal my, 722 ¥ nas representan la variacién por unidad original de longitud
paralela a los ejes coordenados,

Figura 1.4: Dos elementos de Linea inicialmente paralelos.
Para esfuerzos infinitesimales |u; ;| < 1, consecuentemente |n;,| € 1y

| .
po= 1+§(2'In)+0('1?1)"1- (1.13)
N m. (1.14)

Asf que ny1, 122, y N33 representan la variacién por unidad original de longitud
paralela a los ejes coordenados, ey, e y e3 respectivamente.

Por otra parte, si tomamos flos elementos de linea inicialmente ortogonales,
por ejemplo dX; = dX, dX; = dX'y dX; = dXs = dX, = dX; = 0, véase
Figura 1.5 encontramos que

|dx||dx’| cos § = 215)dX [|dX]. (1.15)

Sea 112 = 1/2 — 0, entonces 73 es el decremento en el &ngulo recto origi-
nalmente formado por componentes en las direcciones de ey y e;. Es decir
cos = cos(7/2 — m3) = senyyy. Asf, dx = dX(1 +291)"? y

dx’ = dX'(1 + n23)"/%, consecuentemente

23

seniz = W ey, ey v (1.16)

&
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1

De andlizar la variacién entre dos elementos de linea inicialmente ortogonales, concluimos
que, 88 i # J, entonces ni; representa la mitad del decremento en el dngulo recto que estaba
originalmente formado por segmentos de linea paralelos a ¢; y ¢;. V-

Figura 1.5: Dos elementos de linea inicialmente ortogonales,

Para deformaciones infinitesimales esta expresion se reduce a 113 = 2p2. Por
lo que m; representa la mitad del decremento en el dngulo recto que estaba
originalmente formado por segmentos de linea paralelos a e, y e;.

Otra interpretacién importante se encuentra al considerar el jacobiano de
la deformacién J, el cual representa la razén entre un elemento de volumen
después de la deformacion y un elemento original de volumen. El jacobiano
estd definido por

0(z), 3, 23)

7= B X Koy (1)
= aqﬂégfﬁ (1.18)
= det [8;; + ui ). (1.19)

Expandiendo esta expresion para el caso que se ha consicerado de esfuerzos
infinitesimales se concluye que

J =14 (1.20)

Asi que la traza de 1;;, 7 representa la variacién de volumen después de la
deformacién por unidad original de volumen, '
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Es oportuno decir que los resultados expuestos corresponden a una teoria
lineal y que en principio deberian ser limitados, pero en el andlisis en que se
utilizan son muy adecuados porque las amplitudes de las ondas (y asimismo
los esfuerzos y deformaciones) son muy pequeiias,

1.3 Ecuaciones de Movimiento

Las ecuaciones de movimiento de la elasticidad lineal se derivan de las leyes
de conservacién de masa, impetu, momento angular y energia. Una forma
conveniente de describir el medio es considerar la distribucién de densidad,
el campo de velocidad, la distribucién de temperatura, etc., como funciones
de la posicién,

La implementacion de este esquema hace necesario que las leyes de conser-
vacién sean aplicables a materiales que se hallan en algin volumen arbitrario,
A menudo sucede que algunas cantidades aparecen en una integral de volu-
men o en una de superficie, La necesidad de transformar cantidades de este
tipo sugiere la utilizacidn del teorema de Gauss y un lema sobre la derivada

material de una integral de volumen, conocido como teorema de transporte
de Reynolds?,

Teorema 1 (Gauss) Sea V una regidn conveza con frontera S, que es una
superficie que consiste de un nimero finito de partes, cuyos vectores normales
constituyen un campo vectorial continuo por partes. Sea f(x) una funcidn
definida en V y en su frontera S. Sea f continuamente diferenciable en V, si
n = (n),n3,n3) es el vector unidad interno o ezterno normal a S, entonces

/v 5l = / fnidS. (1.21)

Otro célculo 1itil en la derivacién de las ecuaciones de movimiento es la razén
de cambio respecto del tiempo de una integral de volumen de una funcién
continuamente diferenciable,

Para una prueba del teorema de Gaums
se sugiere consultar [Marsden & Tromba (1988)), y [Eringen (1967)] para la prueba del
teorema de Reynolds,

SIS
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Teorema 2 (Transporte de Reynolds) Sea f(x,!) una funcidn escalar
continuamente diferenciable sobre un dominio V(x,1) con frontera S(x,t), si
n es el campo de vectores normales ezternos a S, entonces el cambio temporal
de la integral de f(x,t) en V es igual a la integral del cambio temporal de
f(x,t) en V mds el flujo a través de S, es decir

3fsav = [Zavs [ gaonas (1.22)

Nétese que si la frontera al tiempo t es S, al tiempo {4 At se habra movido
a otra frontera §', Este resultado ilustra que en general la derivada material
y la integracién espacial no conmutan,

1.3.1 Conservacién de Masa

El principio de conservacion de masa establece que la masa de un cuerpo es
constante con el tiempo. La masa m contenida en un volumen espacial a un
tiempo ¢ es

/v pdV =m, (1.23)

donde p = p(x,t) es la densidad del medio continuo en el punto x al tiempo

La conservacién de masa requiere que dm/dt = 0. Reemplazando p por
f en el teorema de Transporte de Reynolds, se concluye que el integrando
es idénticamente cero pues no se han impuesto condiciones al volumen de
integracién, Asi, es posible escribir al menos tres formas alternativas de la
ley de conservacidn de masa

/V v + / pu,n,ds 0 (1.24)
)
af 72 (#is) = 0 (1.25)
8p  Oi;
af+pa (1.26)

Estas son las llamadas ecuaciones de continuidad, Nétese que (1.24) es una
propiedad global, mientras que (1.25) y (1.26) son locales. La ecuacién (1.24)
la podemos interpretar de la siguiente manera, la razdn de cambio respecto

v B
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del tiempo de la masa contenida en un volumen dado es igual al flujo de masa
a través de la superficie de ese volumen.

Debido a que en este enfoque se estudian cuerpos en vez de particulas, se
define un elemento apropiado para analizar las fuerzas aplicadas a través de
la superficie de un cuerpo.

Definicion 1 La traccidn t = t(n,x,t) representa la fuerza por unidad de
drea en ¢l punto x relativo a un elemento de drea cuya normal exterior es n.

La traccidn t es una funcidén continua y antisimétrica respecto del vector
normal n, t(-n,x,t) = —t(n,x,t). Fisicamente significa que la accién exte-
rior sobre un elemento de drea es igual en magnitud y opuesta en direccién
a la accidn del interior dd material sobre el exterior en el mismo elemento
de superficie, cs decir, equivale a 1a ley de Newton de accién y reaccién. El
tensor de esfuerzo o se relaciona con la traccién t mediante el vector unidad
normal n a través del siguiente

Teorema 3 Sea ;; el jotaésimo componente del vector de esfuerzo que actiia
sobre el elemento de superficie cuya normal n apunta en la direccion de e;,
entonces

tj(n,x,t) = nioji(x,t). (1.27)

Una derivacién elemental de este resultado se puede hacer considerando un
tetrahedro infinitesimal con tres caras normales a los ejes coordenados y la
cuarta al vector n, como lo ilustra la Figura 1.6, Si el drea de esta dltima
cara es ds, entonces el drea de las otras caras es dscosn - e;, donde e; es
normal a la cara en cuestion. El volumen del tetrahedro es dV = Lhds y &
es la altura del tetrahedro por la cara normal a n.

Las fuerzas en la direccidn positiva de e; que actiian en las tres superficies
coordenadas se pueden escribir de la siguiente manera

(=03 + €:)dsi, (1.28)

donde o;; son los elementos del esfuerzo en el vértice P. Los ¢; significan
que el esfuerzo varfa un poco respecto del vértice y tienden a cero cuando A
lo hace. Por otra parte, la fuerza que actiia sobre el tridngulo normal a n
tiene una componente (¢, + ¢)ds en la direccion de e, y la fuerza de cuerpo
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e
1

Se considera un tetrahedro infinitesimal con tres caras paralelas a los ejes coordenados y la
cuarta al vector normal n,

Figura 1.6: El tetrahedro infinitesimal,

una componente (; + ¢ )dV mientras que la razén de cambio respecto del
tiempo del impetu tiene una componente pti;dV, Asi que es posible escribir
el balance de fuerzas en la direccién de e; como

01 .
(—on+e)mds+(—on+e)ngds+(—03+ea)nads+(fi+¢ )§hds = pu,%hds.

(1.29)
Si tomamos limite cuando A tiende a cero se obtiene

t1(n,x,t) = oyny + gny + oana. (1.30)

E igualmente para las otras dos direcciones de e; y ej, es decir (1.27). Esta
ecuacion establece que los elementos de o;; son necesarios y suficientes para
calcular la traccién a través de cualquier elemento de superficie, y dado que
t(n,x,t) es un vector y la formula es consistente para todo vector normal
n se concluye que o;; s un tensor de segundo orden, el llamado tensor de
esfuerzo.

1.3.2 Balance de Impetu

Las leyes del movimiento de Newton establecen que en un sistema de re-
ferencia inercial la razén de cambio con respecto del tiempo del momento
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lineal o impetu es igual a la resultante de todas las fuerzas aplicadas. En un
instante el momento lineal de todas las particulas contenidas en un volumen

arbitrario V es
P= /V pudv. (1.31)

- La resultante de todas las fuerzas que actiian sobre ese dominio V de frontera

Ses
F=[ts+ | fav, . (1.32)

donde t es la traccidén sobre S y f es la fuerza de cuerpo por unidad de
volumen en el material, Es necesario expresar [gtdS como una integral de
volumen y aplicar el teorema de Reynolds a P para obtener la ecuacién de
conservacién del impetu a partir de dP/dt = F. Primeramente tenemos

% [ ouav = [was+ [, (1.33)

La ecuacion( 1.33) la podemos interpretar como: :la fuerza total aplicada
instantaneamente sobre un volumen jo es igual a la razdn de cambio respecto
del tiempo del impetu dentro del volumen mds el flujo neto de impetu a través
de la superficie,

Por un lado escribimos

7]
/s tdS = /s ajinidi = /V 32,0, (1.34)
Yy por otra parte
d + 0 " * U
aLpu.-dV = Lﬁ(pu;)dv+/spu.‘u,‘n5d5, (1.35)
3, ... 0, ..
= [ gytei+ g-toisis)la. (1.36)

De aqui es posible escribir
Lot + S tpisiav = [ (ot V. (130)
viar T gyt v oz; ' ' '

No se han impuesto condiciones sobre V' y § asi que los integrandos deben
ser iguales, es decir,

a, . a,.. 9
FelPt) + E(’m‘"") =5z, fi (1.38)
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El lado izquierdo de la ecuacién (1.38) se puede reescribir como
dp 8 a, . 0,
“'(‘3}' + Et"f/’“:) +P(3t“' + “J'a_x:j“')- (1.39)

Por la ley de conservacién de masa la primera parte entre paréntesis es cero,
mientras que |a segunda es idénticamente di;/d?, y asf se obtiene la ecuacién
local de movimiento de un continuo

pli = o0 + i (1.40)

s

'1.3.3 Balance de Momento Angular

Sea H el momento angular del material, es decir, la integral del momento
angular de las particulas en V (por comodidad el origen se tomard en el
interior de V), La ley de conservacién del momento angular establece que la
razén de cambio de] momento angular respecto del tiempo es igual a la torca
resultante alrededor del origen. El momento angular es

H;= /V(x/\ pu)dV = '/Vc,‘jkszt'll,dV. (141)

Y si t es la traccién en la superficie y f la fuerza de cuerpo por unidad de
volumen la torca es

L= /Vc;,-k:c,'ﬁ,dV+/se,-y.zjt/,dS, (1.42)

donde ¢;;4 es el signo de permutacion que vale cero si hay indices repetidos,
1 si es una permutacion par de (123) y -1 en cualquier otro caso.

Entonces tenemos la ecuacién
d .
ai'/v(x/\pu);dv = /Vc‘,-kz,-f,.dv+/se.»,-.z,'t,.ds. (1.43)

Para poder usar la expresién dH/dt = L es necesario aplicar el teorema de
transporte de Reynolds al momento angular y transformar, usando el teorema
de Gauss, la segunda parte de la expresién para la torca en una integral de
volumen, La ecuacién (1.42) se reescribe

Li= ./v e fudV + ./v (einzion)dV. (144)

e WA A
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La ecuacién de balance dH/dt = L implica

J, . i} . .
./v [fijkzja(l’“k) + a;(‘ijk%l’"kW)]dV: ./v €ikZifx + /v(‘:'jkzjalk),ldvo

(1.45)
Nuevamente los integrandos de ambos lados deben ser iguales, es decir

a, . a , ‘
€ijkej (pik) + gx-‘(f-'jkwukw) = €@ fi + (€ijkTi0) 1y (1.46)
y el segundo término de la izquierda de (1.47) se puede reescribir
.. a, .. d
‘-’:‘k":’"k'l*ffjkz;‘g—(pukw)=€mz,a Pyt (1.47)
)

Puesto que el signo de permutacién es un tensor antisimétrico y t;iy es
simétrico respecto de j y k, entonces

€iik(Zi0h) 1 = €k0jk F €iikT 0,0, (1.48)

por lo que (1.48) se puede reescribir

9 a, ..
f-‘.ik['a‘;(l’ﬂ) + &’(P“kul) ~ fu = o] - €ijnoin = 0. (149)

Pero la parte entre corchetes es cero por la ley local de conservacién del
impetu, de donde

€ijnosh =0, . (1.50)
es decir, o;4 es un tensor simétrico
Ojh = Ok, , (1.51)

Que es la forma local de la ley de conservacion de momento angular.

1.3.4 Balance de Energfa

Igualmente el movimiento de un continuo obedece la ley de conservacién de
energia, es decir, la razén de cambio respecto del tiempo de la suma de las
energfas cinética K y potencial U es igual a la potencia P de las fuerzas
externas mas el resto de las energias Q que entran o salen del cuerpo por
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unidad de tiempo (aunque sélo se considera energfa no mecnica debida a un
efecto térmico),

%(K+U)= P+Q. (1.52)

P se escribe explicitamente
P= /V pFiikdV + /S bi(n, x, £)itdS. (1.53)
Sustituyendo en el segundo sumando del lado derecho ti(n,x,t) = gjin; y

aplicando enseguida el teorema de la divergencia y el principio de conser-
vacién del fmpetu y del momento angular, se obtiene

P

_/ [5i(pFs + 0i35) + 0155 gu']dv (1.54)
_: du; ou;
= /V[pu' dt + Uu)a ]dV (1'55)

La energia cinética por unidad de tiempo es

K=- / pitidV, (1.56)
y consecuentemente
I%K -/ pd.'(%d.'dV. (L57)
Similarmente, si E es la energfa interna por unidad de masa
U= /V pEWV, (1.58)
resulta
%“1 -/ PV, (1.59)

Si en el proceso no hay disipacién de energia y se denotan por Sy T' a la
entropfa por unidad de masa y la temperatura absoluta respectivamente

Q= / pT—--dV (1.60)
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (1.52) se obtiene

/ a,,g:'dV / (—— —T (1.61)

Esta ecuacién se puede interpretar como: la razdn de cambio respecto al
tiempo del trabajo hecho por las fuerzas de cuerpo y de superficie en un volu-
men fijo mds la razdn de cambio del calor que entra en el mismo, es igual a la
razén de cambio total de las energias interna y cinélica dentro del volumen,
mds el flujo de las energias cinética e interna a través de la superficie de ese
volumen,

Por otra parte este resultado es valido sin imponer condiciones al volumen
de integracidn, se puede escribir en forma equivalente
di; dS dE
g+ TS - )
Y gz; dt  dt
Més aiin, reescribiendo @1;/dz; como la suma de una parte simétrica e;; y
una antisimétrica w;;, esta ecuacién también es equivalente a

0. "(1.62)

ds a
ol -~ T'g;) = 0ij 3 (€5 = Wis)y (1.63)

donde la rotacion infinitesimal w; = (d1i;/0z;— 01;i/0z;)/2 es un tensor anti-
simétrico de segundo orden (en consecuencia o;;w;; = 0), asf que la ecuacién
general para la conservacién local de energia es

0e,,

1.4 Relaciones Constitutivas

La ecuacién mds importante para caracterizar a los sélidos linealmente elds-
ticos es Ja generalizacién de la ley de Hooke que establece que la deformacién
es proporcional al esfuerzo

0i; = Lijuen, (1.65)

donde L;ju es el tensor de modulos eldsticos, que es independiente del esfuerzo
y la deformacién. Es una caracteristica del material, Como tensor de cuarto
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orden tiene 3* = 81 elementas, si bien, como a; = oj; y e;; = e;i, entonces
L = Ljin y por tanto L se puede simetrizar

1
aij = 5(Ligws + Ljint) (1.66)
pero ademds existe la propiedad
Lijn = Lijins (1.67)

por lo que el nimero de entradas linealmente independientes se reduce a sélo
36 en el caso mds general de un medio anisétropo,

Sin embargo, en el caso isdtropo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4 Si Liji es un tensor isdtropo de cuarto orden con las simetrias
Lijw = Ljim = Lijn entonces Lijy se puede escribir en términos de dos
pardmetros

Lijin = 2580 + p(Subsi + 8i), (1.68)
donde &; es la delta de Kronecker®.,

Y consecuentemente

gi; = Aeu&.',' + 2[46,‘,’ (1.69)
Esta es la forma mds general para caracterizar a un sdlido eldstico e isétropo
en el cual las deformaciones son funciones lineales de los esfuerzos.

Asi que un sélido de este tipo estd caracterizado por dos pardmetros A y g
(constantes de Lamé),

Puesto que el médulo de compresibilidad « se escribe x = A + 3y, e tensor
de esfuerzo se puede escribir en términos de los médulos de compresibilidad
& y rigidez p,

1
0ij = Keudij + 2p(eij ~ 38ijen). (1.70)

SPara una prueba de este resultado se sugiere consultar [Jeffreys (1963)).

LS e A AT
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1.5 Flujo de Energia

El flujo de energia a través de un elemento de rea se puede hallar a partir
de la razén a que el trabajo es hecho de un lado al otro del drea, que es el
producto de la traccién t y la velocidad 1, es decir, la potencia por unidad
de drea

P=t-.0=ojn;4;, (1)

1.6 Ondas Planas

Entre las soluciones particulares de la ecuacién de onda, una de las mds
simples y titiles es la de onda plana. Una onda plana es una funcién escalar
o vectorial de la posicién x y el tiempo t que es constante en un plano que
asimismo se mueve en el espacio con velocidad fija en una direccion normal

w; = ui(kjzj — ct), (1.72)
Sustituyendo esta forma en la ecuacién de movimiento en notacion tensorial
pitigs + (A + plujsi = pii, (1.73)

se obtiene la expresién

(A + w)kskin; + pkkiu; = pctu;, (1.74)
donde la prima denota d/d(k - x — ct). |
Equivalentemente se escribe

[(A+ p)kski+ (1 ~ pc)8i5Juj =0, C (L)

en donde podemos convenientemente definir A = A+ p,0 = pc?~pu y u; = v;,
que determina un problema de valores propios

[Ak,'k,' - 05;,']!).' =0, (1.76)

El cual tiene solucién no trivial si det(Ak;k; — 06;;) = o*(c ~ A) = 0. Los
valores propios determinan la velocidad de propagacién de las ondas que
sélo son dos. Del polinomio caracteristico tenemos més informacién, pues al

e e e g b b AR A3kl AL A3 S B AT MR,
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valor propio con multiplicidad dos le corresponde un espacio de dimensién
dos puesto que k;v; = 0, asi que pc? — u = 0 implica

= ‘;f, (1.77)
que es ¢l cuadrado de la velocidad de la onda transversal, dado que los
eigenvectores estdn en el plano del frente de onda

k;z; — ¢t = constante, (1.78)

El desplazamiento correspondiente es paralelo al frente de onda. Es la lla-
mada onda transversal u onda S,

Mientras que con el otro valor propio ¢ = Ay ¢ = pc? — u hacen

s A+2  3k+4p

C =

179
p 3 (1.79)

Se tiene k;k;v; = v;, es decir, v es igual a su proyeccién a lo largo del vector
normal unitario K, o en otras palabras que v es paralelo a la normal al
frente de onda. Consecuentemente, existe una segunda onda que representa
un desplazamiento perpendicular al plano de la onda. Es la llamada onda
longitudinal u onda P.

Estas dos ondas son las tnicas ondas planas posibles en un cuerpo isétropo
linealmente eldstico. Nétese que la onda P es mds rdpida que la onda S,
puesto que

A+ 2u> (1.80)

R T I T e ey



Capitulo 2

Dispersion de Ondas en una
Dimension

2.1 Introduccién

Se estudia la propagacién de una onda plana monoctomética en una barra
eldstica, infinita y heterogénea porque es un problema simple que se puede
resolver totalmente e involucra aspectos que son comunes a} problema mucho
mds complicado de una onda plana propagdndose en una material compuesto
por una matriz eldstica con inclusiones esféricas, Se considera que el drea y
la forma de la seccion transversal de la barra son constantes y estd formada
longitudinalmente por tres partes, de tal manera que los extremos son de una
resina epéxica (Epon282z) y el componente de enmedio es de plomo. Nétese
que la densidad de la seccidn de enmedio es mucho mayor que la de las otras
dos regiones de la barra. Debido a que los médulos eldsticos y la densidad
de masa de la barra son constantes por pedazos y la seccién transversal de la
misma no depende de la posicién, entonces la ecuacién que modela las ondas
que se propagan sobre la barra es la de onda. Mds adn, como la barra es
recta el movimiento es puramente longitudinal,

Cuando la frecuencia radial de la onda incidente se aproxima 2 un modo
normal de vibracién de la barra de plomo, la norma de la amplitud de la onda
que se refleja en la primera interface, |R) (w)|[?, alcanza un valor méximoy la
norma de la amplitud de la onda que se transmite en la segunda interface,
[Ta(w)[?, alcanza un valor minimo. De hecho estas dos cantidades satisfacen

27
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la relacién

|Ryw) + |Ta(w)f =1, (2.1)

si 1 es el cuadrado de la amplitud de la onda que incide en la primera seccién,
Esta ecuacién expresa conservacion de la energfa,

Debido a que la geometria de una onda plana que se propaga en una di-
mensién es muy diferente a la del caso de una onda plana propagéindose en
una suspensién de particulas sélidas en un sélido, ain en el caso de una
sola esfera incrustada en un material homogéneo, no es claro si debemos es-
perar que una onda plana monocrématica, o con una sola frecuencia, que
se propaga en un medio compuesto por una matriz eldstica con inclusiones
esféricas tenga un comportamiento analogo al de la barra, es decir, que exis-
tan frecuencias caracteristicas que dependan del radio de las inclusiones, de
la concentracién de éstas y de los materiales que forman la mezcla, de tal
manera que cuando la frecuencia radial w de la onda que se propaga sea
préxima a una frecuencia critica, las inclusiones resuenen y ocasionen que la
atenuacién sea méxima. Sin embargo, el estudio en conjunto del modo en
que vibra la seccién de enmedio de la barra unidimensional y la forma en que
la energia se propaga a lo largo de las tres secciones de la misma motiva la
comprensién de lo que ocurre en el otro caso,

2.2 Una Barra Finita de Plomo

Para encontrar los modos normales de vibracién de una barra finita, en este
caso la barra de plomo, es necesario resolver la ecuacion

v
%‘#u +¢=0, (22)

sujeta a Jas condiciones de frontera

420)

¢(0)
Donde ¢ = ¢(z) es el desplazamiento vertical de la barra desde su posicién de
equilibrio, ¢(2a) = 0 significa que ese extremo de la barra estd ﬁjq, mientras

0, (2.3)
0. (2.4)
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que ¢'(0) = 0 nos dice que ninguna fuerza se aplica a la barra en ese extremo.
Es decir, es una condicién de extremo libre.

La solucién del problema que satisface la condicién de frontera (2.3) es

¢(z) = sen [‘:-;(:c - 2a)] ; (2.5)

y su derivada en cero
¢(0) = 2 cos [2(-20)] =0, (2.6)
c c
implica

Wy = z%(gn + ])7[, n=0,12.. (2'7)

cpo(2n + 1) /da

1.7357299e+00 | Se ha tomado ¢ cama Ia velocidad del sonida para andas P en
5.2071808e+00 Plomo, ¢pp = 2.21 x 10'm/s y Ia longitud de la barra a = im.

8.6786497e+00

O DO} |l I3

2.3 Una Barra con un Dispersor

Considérese una barra infinita compuesta longitudinalmente por tres sec-
ciones, de tal manera que los extremos son de un material epéxico y la seccién
de enmedio, de plomo, mide 2a (véase Figura 2.1).

Como la velocidad de fase de la onda se conoce en cada componente de la
barra, el problema queda planteado de la siguiente manera:

u 1 B
32 = ooy on’ (28)

con ¢(z) definida por
¢, <90,
c(z)=4 ¢, 0<z<2a,
a, a<uz,

con ¢, > ¢3, ¥ condiciones de frontera
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epoxy plomo epoxy

La barra estd compuesta longitudinalmente por tres secciones, la primera y la tercera son de
epoxy y la de enmedio es de plomo.

Figura 2.1: La barra heterogénea.

w(0,) = u*(0,t), (2.9)
u~(2a,t) = u*(2a,t), (2.10)
ou~ ou*
Ela'g;'(oat) = Eﬂ'aa—ﬁ(()»t)» (2.11)
E,-alz(za,t) = E,—a'iz-(za,t), (2.12)

donde E; y F; son los médulos de Young del epoxy y el plomo respectiva-
mente, u™(zo,t) indica un limite donde z se aproxima a un punto zo por la
izquierda pero siempre permanecede ese lado, similarmente u*(zo, t) significa
que Z se aproxima a un punto Z por la derecha pero siempre permanece de
ese lado, Las condiciones de frontera (2.9) y (2.10) equivalen a decir que el
desplazamiento es continuo en las interfaces, y las condiciones (2.11) y (2.12)
describen analiticamente que la traccidn que se aplica sobre 1a barra es con-
tinua en las fronteras,

Supongamos que incide sobre la barra de izquierda a derecha una onda plana
monocromdtica de amplitud uno,
u(z, t) = e*l=/e-), (2.13)

donde w es la frecuencia radial y c es la rapidez de fase. Debido a que las
caracteristicas de la barra son constantes por pedazos, el efecto que tiene el
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cambio de medio sobre la onda es que cuando ésta cruza la frontera se des-
compone en dos nuevas ondas, una que se refleja y otra mas que se transmite,

Por la forma de la onda incidente la solucién se escribe

e':w(z/cl-t) + eiw(-:-:/cl—t)Rl’ z <0,
u(z,t) = { /=0T 4 ¢-sla-ti Ry 0 <z < 2q,
eiw(x/q-!)Tz, 2 < z,

Donde R; y T;, i = 1,2 son las amplitudes de las ondas que se reflajan y
transmiten en la primera y segunda interfaces respectivamente. Aplicando
las condiciones de frontera a la solucién tentativa, el problema se reduce a
un sistema de ecuaciones lineales en las amplitudes Ry, Ry, 1 y T

1+R, = T+ Ry, (2.14)
E, E;
0= R) = =), (2.15)
eﬁwm’/cle + e-?wai/can = ezwm'/q TQ, (216)
E’_(eiwilézT] - e-!wni/c:Rz) = E_{eﬂwm'/csz. (2.17)
4

Nos interesa encontrar las amplitudes como funciones de la frecuencia de
la onda que se refleja en la primera seccién, Ry = Rj(w), y de la que se
transmite en la tercera seccidn de la barra, T; = T3(w); y comparar las
frecuencias donde |Ry(w)[* y |T3(w)[? toman sus valores maximos y minimos
con aquellas de los modos normales de vibracién de la barra de plomo, para
ver como es la energia que se propaga a lo largo de toda la barra cuando la
seccién de enmedio resuena.

Si resolvemos para .R;(w) y T3(w) en el sistema de ecuaciones lineales, obte-
nemos

_ 4E\E; /e c
R Py 1 oy g I G
T,(w) - (4E\ By /clq)e-nwai(l/n-}l/q) (2'19)

(Bx/cr + Eaf ca)te-tesiVfa) — (Er[fey — Eafes)?’
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En la Figura 2.2 se muestra una grafica de |R;(w)|? contra la frecuencia w
y una gréfica similar para |Ty(w)|* en la Figura 2.3, se ha tomado a = Im
y las velocidades del sonido en el plomo y en el epoxy, para ondas P, como
2.21 x 10°m/s y 2.64 x 10°m/s respectivamente,

gt ot wenteats: K1

1 [} 4 [} ? [ ] [] 0
Traenis ¥

La gréfica de |Ry(w)|® contra w muestra un comportamiento periddico, cerca de
las frecuendias en que Ia barra de plomo resuena, Is norma de ésta amplitud toma
valotes méximos como funcién de la frecuencia, es decir 1a mayor parte de la energfa
de la onda que se propaga forma parte de la onda que se reflejs en la primera seccién
para esos valores de frecuenda,

Figura 2.2: Una gréfica de |R;(w)|? contra w.

Las graficas de |Ry(w)[? y |Tz(w)|? contra frecuencia w muestran un com-
portamiento periédico, y como se ha dicho en la seccién (2.1), en las las
frecuencias donde la barra de plomo de la regién de enmedio resuena, el
cuadrado de la amplitud de la onda que se transmite en la tercera seccién
|T3(w)|? toma sus valores minimos como funcién de la frecuencia, asimismo
|Ry(w)[? toma valores maximos en esos puntos. Ademds, en las frecuencias
donde |T;(w)|? alcanza sus méximos |T;(w)* = 1, donde se ha tomado el
cuadrado de la amplitud de la onda que incide sobre la primera seccidn de
epoxy se ha tomado como 1. Es decir, toda la energfa de la onda incidente
se transmite a la tercera seccion,

Muchos de los aspectos considerados en el presente capitulo son prototipo de
aquellos que ocurren en un caso més general, con una geometria més com-
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La grifica de |T;(w)|? contra w, tambien tiene un comportamiento periédico, y toma
valores m{nimos en las frecuencias en que tesuena la barra de plomo, la energfa de.
Ia onda que #¢ transmite a la tercera seccién es minima para esas frecuencias,

Figura 2.3; Una gréfica de |T3(w)|? contra w.

plicada, como propagacién, reflexién, transmisién, atenuacién y dispersién
de ondas, asf como el efecto de una onda plana cuando cambia de un medio
homogéneo e isétropo a otro con las mismas caracteristicas, En el caso de
una onda plana monocromaética propagindose en un medio eldstico, coino
el epoxy, con una o mds poblaciénes de esferas de un material de densidad
grande comparada con la del epoxy, como el plomo, la reflexién y transmisién
de la onda son mucho mas complicadas debido a la dispersién miltiple oca-
sionada por las inclusiones y la forma esférica de las interfaces. Sin embargo,
como se verd mis adelante, el fendmeno de dispersién estudiado ahora mo-
tivard de alguna manera la explicacién de los fenémenos que ocurren en el
caso tridimensional.




Capitulo 3

Los Mdédulos Elasticos de un
Material Compuesto

3.1 Introduccidén

El método autoconsistente de energfa de Budiansky. En el analisis
para la derivacién de los médulos efectivos de un material compuesto por
varias especies de inclusiones eldsticas € isétropas en una matriz con las
mismas caracteristicas, la distribucién de cada componente se asume tal que
a la larga el compuesto se comporta como homogéneo e isétropo. Esta es
la hipétesis méds sencilla que se hace en ausencia de otra informacién sobre
la distribucién de las inclusiones. El material se imagina como una matriz
de material de tipo n + 1 en el cual se hallan dispersas de manera uniforme
esferas de n tipos diferent es de materiales, y el radio de cada tipo de inclusién
es el mismo.

En este capitulo se muestra la derivacién de los pardmetros efectivos de un
material equivalente pero homogéneo e isétropo, en el caso estético, haciendo
un balance de energia. Es un célculo relativamente sencillo que se generaliza
al caso dindmico por el método autoconsistente de [Hill (1963)} segun se verd
mas adelante en el modelo autoconsistente de [Sabina & Willis (1988)).

H

AR HE
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3.2 Derivacién de los Mddulos Efectivos

Sea C' un cubo del material compuesto, con sus aristas paralelas a los ejes
coordenados e; y apliquese un esfuerzo uniforme puro 02 = 0° a la superficie
del cubo. Aunque la deformacidn correspondiente €2 no es uniforme a través
del cubo, el médulo cortante efectivo se define como p* = o%/¢, donde  es
el valor medio de e, sobre el volumen V del cubo

i=y jv erndV. (3.1)

El valor medio de 0y, en V es precisamente o° y la energia de la deformacién
elastica E estd dada exactamente por

R S TIR O N ()
= 3 VO endV = 20 €= 2"‘ , (3.2)
Pero ademds en términos del médulo cortante p; (i = 1,...,n) de las varias

especies de inclusiones

_ 1 0%, o0 l‘leﬂ

E=3 V fintt W+ 2] 2 (33)
Pt P S
" +2)_;:(x M) Jj, endv (3.4)
_ (a 2 e.
= 7l el un+l NGk (53)

De comparar las dos ecuaciones para la energia (3.2) y (3.5) resulta que

Lol ivan- e (%) (36)

Esta relacidn es exacta, pero & serd aproximada por el esfuerzo cortante que
puede ocurrir en una inclusién de la iésima especie encajada en una matriz
infinita e isétropa, sometida a un esfuerzo cortante 0y3 = a° que tiene los
mddulos eldsticos efectivos hasta ahora desconocidos.

La solucidn exacta para este tipo de aproximacién autoconsistente demuestra,
segiin se puede ver en [Elsheby (1937)}, que el esfuerzo cortante en la iésima
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inclusién es uniforme y de magnitud

R (87
E= ——————— .
o+ B (pi ~ p)
donde §° es un pardmetro dado en términos del médulo de efectivo Poisson
v*® por

L 24=50)
7= w5y (3.8)
Entonces, el médulo de rigidez efectivo se escribe
1 1 L i i
et L - (39)

B et § g1 Bt 4 B (pi = )’

Esta relacién permite calcular el médulo de rigidez efectivo u* cuando se
conocen los médulos de rigidez de los materiales de las especies constitutivas
y la proporcién que ocupan éstas en el volumen total,

Un célculo similar para el médulo de compresibilidad «* = P?/d, donde §
es la contraccién volumétrica media producida por una presién uniforme P°
sobre la superficiede V, llevaa

11 & K o
K Keml +212(1 P o oy | (3.10)

donde o es un pardmetro en términos del médulo de Poisson

w:i?%%. (3.11)

El resultado es totalmente andlogo al del mddulo de rigidez, y se puede
consultar en [Budiansky (1965)).




Capitulo 4

Propagacién de Ondas
Elasticas

4,1 Introducciéon

En este capitulo se escribe la derivacién general de las ecuaciones autoconsis-
tentes del modelo de Sabina y Willis, y enseguida se escriben las ecuaciones
para el caso de varias especies de inclusiones esféricas, de acuerdo a como
aparecen en [Sabina & Willis (1988)]. Las ecuaciones autoconsistentes son
ecuaciones de punto fijo para el tensor de médulos eldsticos y la densidad
de masa. Sin embargo, cuando el compuesto es isotropo, el tensor de modu-
los eldsticos estd caracterizado por solamente dos médulos, los de rigidez u
y compresibilidad &, consecuentemente se obtienen ecuaciones de punto fijo
para los modulos y y x y la densidad pq.

4.2 El método autoconsistente de Sabina y
Willis

Se considera un material eldstico inhomogéneo con una microestructura tipica
de una suspensién de partfculas eldsticas, llamadas inclusiones, en un sélido
eldstico llamado matriz. Nos referimos a este medio como un compuesto.
Las inclusiones pueden ser de n tipos distintos; cada inclusién de tipo r =
1,2,...,n tiene densidad de masa p,, tensor de modulos elisticos L, y la

3
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misma forma, tamafio y orientacion, Asi, cada una de ellas ocupa un do-
minio X' + €, donde ), define el tamafio y la forma de la inclusién y X el
vector de posicidén de su centro de masa, el cual estd distribuido aleatoria-
mente de tal manera que no halla traslape entre las inclusiones, La matriz
cstd caracterizada por su densidad de masa pn41 ¥y su tensor de modulos
eldsticos Ln4. Suponemos que el dominio que ocupa el compuesto es lo
suficientemente grande para tener suspendidas una gran cantidad de inclu-
siones, Es de interés conocer la respuesta estdtica o dindmica del material
ante la accién de fuerzas externas o internas. Por ejemplo cual seria el campo
de desplazamiento u, cdmo se atemian las ondas, etc. Avin si conocieramos
con exactitud la configuracién de las inclusiones, no podria resolverse este
problema completamente. En el caso dindmico tendriamos un problema de
dispersidn multiple. Asi pues, en vez de plantear el problema de esta ma-
nera, se plantea el problema de calcular el campo promedio < u > de u al
considerar todas las posibleas configuraciones del compuesto mencionado.

A falta de mayor informacién sobre la posicion relativa de las inclusiones,
supondremos que la distribucion de sus centros de masa es uniforme e isétropa,
Es decir, la densidad de probabilidad de encontrar a una inclusién de tipo
r centrada en el punto X' es igual a n,, independiente de X', n, es la den-
sidad del nimero de dichas inclusiones. La probabilidad de que a un punto
x le corresponda el material del tipo r es igual a la fraccion volumétrica
¢ = n,|Q,|, donde |0, es el volumen que ocupa una inclusién de tipo r, La
fraccién volumétrica de la matriz es cq41 ¥ se satisface "1 ¢, = 1. Adn
con estas hipdtesis estadisticas, que son las més sencillas, es posible predecir
ciertos efectos importantes como se verd mds adelante,

En ausencia de fuerzas de cuerpo, la respuesta del compuesto esta regida por
la ecuacién de movimiento

dive =p, 4.1)

es decir la divergencia del tensor de esfuerzos es igual a la razon de cambio
respeclo del tiempo del impetu, la ecuacién se tomaré en un sentido débil, que
incluye la continuidad del desplazamiento y la traccién entre las interfaces
inclusién y matriz, donde p = dp/dt. El tensor de esfuerzo o y la densidad del
vector de impetu estdn relacionadas con el tensor de deformacién infinitesimal
y la velocidad 1 respectivamente, por las relaciones constitutivas
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c = Le, (42)
p = py (4.3)
donde L y p son el tensor de médulos eldsticos y la densidad de masa del
compuesto respectivamente, Recuérdese que el tensor L es de cuarto orden

y los tensores o y e de segundo orden. En notacién indicial o de indices
repetidos, estas ecuaciones tienen la forma

oij Lijuen, (4.4)
P o= pu; (4.5)

i

Eltensor Ly la densidad de masa p dependen de la posicién x; en particular
toman los valores L, y p, respectivamente cuando x esta en la inclusién de
tipo r, Asf, por medio de la funcién indicadora,

)1, xe$,
f(z).—-{ 0, otro caso

podemos escribir

L(x) = ni::erv(x)v (4.6)

n+l

plx) = Eﬂrfr(x)~ , “
ral
En vez de plantear completamente un problema de muchos cuerpos, se calcula
a partir de Jas ecuaciones los campos promedio< ¢ >, < e >, < p>, <>
y < u >. La ecuacién de movimiento es lineal y el promedio se obtiene
inmediatamente

div<oed>=<p>. (4.8)

Bajo este enfoque el nuevo problema quedarfa completamente planteado i
tuviéramos relaciones constitutivas entre < 0 >, < p>y<e >, < >
respectivamente, En otras palabras, s pudiéramos establecer que
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<o>
<p>

fo<u>, (4.10)

Entonces tendriamos las relaciones constitutivas de un material equivalente
que, en principio seria mds ficil de estudiar que el original, porque estos
pardmetros caracterizan a un material sin microestructura cuya respuesta se
espera sea la misma que la del material compuesto. A Lo y po los deno-
minaremos tensor de médulos eldsticos y densidad efectivos. Aunque ya no
tenemos planteado un problema de muchos cuerpos, a nuestro objetivo hay
que agregatle la bisqueda de las propiedades efectivas Lo y po.

Dado que

< fi(z) >=cp (4.11)
se sigue sin dificultad que
ntl
<e> = Y e <edy, (4.12)
rz)
n+l : .
<B> = Y ¢ <>y, (4.13)
r=l

donde < € >, y < U >, son, respectivamente, los valores esperados de e y u
en la posicién x condicionado a encontrar al material tipo r en x. Igualmente
tenemos

n+l

<o> = Y <o, , (4.14)
=l
nit

= Yol <e>,. (4.15)
rm)

De estas ecuaciones eliminamos < e >q4; para cotener

<o>= Loy <e>+Y cr(le—Lnp) <t >, (4.16)

r=]

Lo<e>, (4.9)
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De manera semejante obtenemos

n
<pP>=pp41 < >+Ecr(ﬂr"l)n+l)<ﬁ>r . (4.17)
r=1
Estas ecuaciones son exactas, asi que si tuviéramos una expresién de < ¢ >,
en términos de < e > y una relacidn similar entre < 1 >, y < 11 >, ob-
tendriamos las relaciones constitutivas del material equivalente.

Para poder encontrar los coeficientes de estas ecuaciones serfa necesario
conocer completamente la estructura del compuesto. Por una parte, esa
informacién no estd disponible y por otra, el problema serfa muy dificil de
resolver. En cambio, podemos obtener expresiones aproximadas que relacio-
nena<e>con<e>ya<u> con<u>por medio del método
autoconsistente. Para esto, suspendemos o insertamos una inclusion de tipo
r con centro de masa en el punto X' en una matriz homogénea de referen-
cia cuyas propiedades son precisamente las del material efectivo, que por el
momento son desconocidas, es decir, caracterizados por el tensor de médulos
eldsticos Lo y densidad de masa po. Planteamos el siguiente problema: cudl
es el estado de esfuerzo debido por ejemplo a la accién de una onda plana.
El campo de desplazamiento que incide sobre la inclusién es ug; tenemos un
problema de un sélo dispersor. La onda que se propaga en el material de
propiedades Ly y po debe ser la onda promedio < u > por autoconsistencia,
es decir, independiente del centro de masa x'. Nétese que ugy < u > depen-
den de Ly y po. Una vez resuelto el problema de un dispersor conocemos el
desplazamiento u(x, t; x'), la deformacién e(x, t; x'), etc. De ahf calculamos,
por ejemplo el promedio condicionado para < e >y, el cual estd dado por

<e>, (o,t) = Wf:—_ll l ex tix)ix, (4.18)

donde U, = {x' : x = x' € ,}. Aquf el conjunto de todas las posibles
configuraciones estd dado por todas las posibles configuraciones del centro
de masa x’ de una inclusién de tipo r en la matriz de propiedades efectivas
Loy po. Asi cualquier campo promedio esti referido a ese conjunto, Y el
campo promedio condicional es aquel que consiste en considerar sélo aquellos
elementos del conjunto de todas las posibles configuraciones tales que en la
posicién X se encuentra una inclusién de tipo r y ademéds x € x' + Q,. De
forma andloga se calcula la velocidad media condicional < i >,,
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Figura 1. El material heterogéneo se modela con un material compuesto por una matriz con
las propiedades efectivas del primero y una sola inclusidn de un material r. . -

Estos campos promedio condicionales dependen de los campos €o y Wo, y
por lo tanto de < e >y < U1 > una vez que se eligen Lo y po autocon-
sistentemente. Esto se aclara cuando se calculan explicitamente los campos
promedio condicionales,

4.3 El Problema de un Dispersor

Vamos a considerar un compuesto de extensién infinita y las ondas planas
promedio que se pueden propagar en él. Asf, el problema de un dispersor que
analizaremos es e] de una onda plana arménica monocromatica que incide
sobre una inclusién de tipo r, la onda tiene la forma

up(x, t) = mexpi(kn . x ~ wt), (4.19)

donde m es el vector de polarizacién, n el vector unidad que define la di-
reccién de incidencia y k es el mimero de onda del medio de referencia de
propiedades Ly y po que por el momento desconocemos,

Es conveniente escribir la relacién constitutiva entre el esfuerzo o y la defor-
macién e en todo e] compuesto por medio de la “polarizacién del esfuerzo”
7, 1a cual se anula en el exterior de la inclusién. Entonces para cualquier
compuesto se tiene

e e S AR Y Y
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o= Leet T, {4.20)

equivalentemente de (4.2) se escribe

T = (L, — Loe. ' (4.21)

En forma analoga, si 7 es la “polarizacion del impetu” que se anula en la
matriz, tenemos

T = —iw(p, — po)u. (4.22)

Al sustituir estas relaciones constitutivas en la ecuacién de movimiento, ve-
mos que u es el desplazamiento que se generaria en un material homogéneo
con tensor de médulos eldsticos Ly y densidad pg como si fuera producido por
la fuerza de cuerpo divr + iww, distribuida en la inclusién exclusivamente,
Entonces, por medio de la funcién de Green G(x,w) del medio de referencia,
podemos escribir una representacion integral de la solucién de este problema.
Asi, escribimos, para cada w

wlx) = (w)(x) + [Ingaly) + iwmlslx~y)dy.  (423)

La velocidad y la deformacién se obtienen en términos de la funcién de Green,
Ty 7 a partir de esta ecuacién por derivacion,

En lo que sigue conviene escribir esta ecuacion para u y las que se obtienen
para e y i = —iwu en la siguiente forma simbdlica pues resulta mds compacta
y fdcil de asimilar,

u = ug+Gr»(divr+iwr), (4.24)

= W-S»r—Musn, (4.28)

e = e—Serr—M:ur, (4.26)
—wu = —iwlp—Si*7— M»m, (4.21)

donde el simbolo # representa la operacion de convolucién espacial en el caso
reducido del tiempo, es decir, para las ondas armdnicas, en el que todos los
campos tienen un factor comin exp(iwt) que se puede suprimir sin que halla
lugar a confusion. La contribucién del campo incidente esté dada por uy, eo
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y o, respectivamente, Mientras que los operadores S, M, S, Mz, Siy M,
estdn dados en términos de G(x,w).

Con la sustitucién de las ecuaciones (4.21) y (4.22) en (4.26) y (4.27) se
obtiene un sistema de ecuaciones integrales acopladas para determinar las
polarizaciones 7 y 7

—iwlg (pr—po)'m = Sys7— M, (4.28)

(Le = Lo)™ 7 = Spw7 = Mg xm, (4.29)

Estas ecuaciones son dificiles de resolver en forma exacta, por tanto se busca
una solucién aproxnmada Se toma 7 y 7 constantes sobre la inclusi6n, pero
dependientes de la posicién de su centro de masa x' y que satisfagan en
promedio las ecuaciones (4.28) y (4.29). De esta manera

€o

~iwitl) = (pp=po)tr =8 w7~ M xm, (4.30)
&) = (Li—Lo) 't =80 a7 M ur, (4.31)

donde la barra representa el valor medio respecto a la inclusién y el su-
perindice indica que la inclusién es de tipo r. Por ejemplo,

_(r) - 1 U
& = 19r| eo(x )dx . (4.32)

De manera anéloga definimos ug ), ta.mblen

&(r) - o ‘
3= / /n g Selx = x)dnd, (4.39)
los otros promedios 3", M{") y M{") estén igualmente definidos.

Cuando la inclusidn tiene un centro de simetria, como es e] caso de las in-
clusiones esféricas, se puede comprobar que M = 37 = 0 puesto que los
operadores M; y S; son impares con respecto a X. Entonces las ecuaciones
(4.30) y (4.31) se desacoplan y podemos despejar a 7 y x,

(L, ~ Lo)™ + 8%, (4.34)
~iw((pr ~ po)™ + M.‘"l-'-a". (4.35)

Y
I
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De aqui podemos calcular la deformacidn e y el desplazamiento u asociados
a7y 7 en lainclusidn de tipo r usando (4.21) y (4.22), esto nos da

e = [I+50(L, - Lo)"'ed, (4.36)
u = [I+87p, - po)] a5, - (437)

donde I denota al tensor unidad de cuarto y segundo orden en el primero y
segundo casos respectivamente,

. ¥ 1
Para una inclusion con centro de masa X', se encuentra que

&) = eo(x)h,(k), (4.38)
i) = up(x')h,(k), (4.39)

donde
ho(K) = I_QLI [ dnrex, (4.40)

A partir de aqui es posible calcular las estimaciones de los valores condiciona-
dos de e y u, es decir,

]

he(k)he(=k)T + BEUL, - Lo))ea(x),  (4.41)
—iwhy (k)he ()T + MO (pr = po)]~'uo(x)(4.42)

Finalmente, identificamos la onda en el material equivalente con la onda

<e>, (x)
—~iw < u >, (x)

promedio en el compuesto, es decir, Uy =< u > y g =< u >, Al susti- -

tuir estos valores en las ecuaciones (4.41) y (4.42) tenemos las relaciones que
estabamos buscando cuando obtuvimos las ecuaciones (4.16) y (4.17). Susti-
tuyendo en éstas y cancelardo los factores multiplicativos < e > y < u >,
obtenemos las expresiones para las relaciones constitutivas del material equi-
valente, estas son las ecuaciones autoconsistentes,

Lo = Lupit 3o eoho (B (—B)(Le = Lol + 8L — Lo)l™, (443)
o = pun+ L (=)o = T+ H o = ™ (444

P 0 S T b B e A A L 8 0 o St A
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Estas ecuaciones de punto fijo constituyen una forma conveniente de calcular
Ly y po dada una onda plana.

4.4 Inclusiones Esféricas

La formulacién de las ecuaciones autoconsistentes es bastante general, no se
especifican las propiedades de la matriz ni las de las inclusiones, tampoco la
forma de éstas. En esta seccién se escriben las ecuaciones autoconsistentes
en el caso de que las inclusiones sean esferas de n diferentes tipos, cada
especie de radio a, y cada tipo de material caracterizado por propiedades
L, y pr. La matriz tiene propiedades Ln41 ¥ 1. Todos los materiales son
isotropos y sus tensores de médulos eldsticos estdn caracterizados por los
correspondientes médulos de compresibilidad &, y de rigidez g,.

Una vez resueltas las ecuaciones autoconsistentes, el ndmero de onda k debe
satisfacer el problema de valores propios

[(Lo)ijuk; ki — puw?bi3)m; = 0, (4.45)
de acuerdo a la discusidn sobre ondas planas del capitulo uno.

Al resolver las ecuaciones autoconsistentes se debe considerar la funcién de
Green adecuada !, debido a que entra en las ecuaciones a través de los prome-
dios 50 y M, los cuales hay que calcular a cada paso de la iteracién. Los
autores eligen la funcién de Green G(x,w) para un medio tridimensional ho-
mogéneo e isétropo con propiedades Lo y po, que representa ondas viajeras
que decaen a medida que |x| crece. Esta funcién tiene la forma

eulxlt! 1 8 cw|x]n - eulxlﬁ
47’!’06"5(") =& Bix] - ;1—’81.'81,' lxl ], (4.46)
donde §;; es la delta de Kronecker, a es la rapidez de la ondas P y 3 la de
las ondas S, y las rapideces estin dadas por

= (fetllyn, (w41)

VEn el apéndice se encuentra Ia discusién sobre Ia funcién de Green y el cilculo de Sg')
¥ M) en términos de la misma.
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g = (Eyn, (4.48)
Po
en términos de los médulos de compresibilidad xo, de rigidez po, y la den-
sidad de masa pp del medio. Dado que estamos considerando un material
equivalente, los pardmetros #g, fto y po pueden tomar valores complejos, en
tal caso las raices cuadradas en (4.47) y (4.48) se toman ambas con parte real
positiva y parte imaginaria negativa, para que cuando w sea real, la funcién
de Green dada por la ccuacién (4.46) corresponda a ondas que se alejan de
la fuente y decaen cuando [x| crece.

Con la notacién indicial se escribe

(Lo)isut = kobijbu + po(ikbin + ik — 26:;6u/3). (4.49)
En notacién simbélica?: -
Lo= (3K0a2110)7 (450)
de tal manera que
1
3o = E(Lo)a‘ikh (4.51)
3ko+ 10p0 = (Lo)ijije (4.52)

Esto permite calcular los términos correspondientes a 3xo y 2y de 8¢ por
medio de (Sﬁ')).‘.‘kl. y (Si'));,'e,'.

") € 1, 2¢ fg
8¢ = [3rc ™ 5[ S0t e Po]],donde (4.53)
Por medio de estas propiedades las ecuaciones autoconsistentes se escriben
n+l
crho(k)he(=F)(xe ""n+l)
= Ky 4.54
" nt ,z_:, 14 (K, — KoK (434)
ntl
ey (k)he(=k) (y — Bns1)
= pn41 m ' 4.58
o = o Z:, 14 (b — po)i (4.58)
w2 ¢ b, (k)R (—k)(pr —

ks 1+(pr—po)p '

3Ver apéndice A.

et e e e s = e et e e
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donde
Ro= 37%74770 (4.57)
i= 2[2#0;:‘;'5:'5: ;‘:)ﬂo)fﬁ] (4.58)
b= (4.59)
La funcidén h,(k) para inclusiones esféricas de radio a, esta dadas por
he(k) = 3[sen (ka,) — ka,cos(ka,))/(ka,)%. (4.60)

Las ecuaciones (4.87), (4.58) y (4.59) pueden resolverse por iteracion, A
frecuencia cero se calcula la solucién exacta para una inclusién en una matriz
eldstica, isétropa e infinita, Después se procede incrementando la frecuencia
y tomando como valor inicial de la nueva iteracion el que se obtuvo en la
frecuencia anterior. Este es el llamado método de continuacién, Para una
onda incidente P el nimero de onda se toma a partir de los valores de Lo y
po, es decir

3xo + 4o
k=k,= w(T)'/’, (4.61)
y para una onda incidente S,

k= kg = w(E)2, (4.62)
Po

& e eas SHthie 1k A 2 R 4 4 A e ROt b A e




Capitulo 5

Compuestos con Dos Especies
de Inclusiones

5.1 Introduccién

La meta de este trabajo es estudiar el efecto de una onda plana mono-
cromética que se propaga a través de una suspensién de particulas sdlidas
en un sdlido, y para ese fin se interpretan las predicciones del modelo de
[Sabina & Willis (1988)). Se considera que el material esta formado por una
matriz eldstica en la cual se hallan suspendidas varias especies de inclusiones
esféricas. Es decir, en la matriz estin distribuidas de manera aleatoria dos
o mas poblaciones de esferas tales que en cada poblacién las esferas son de
un mismo tamafio y material, De acuerdo a las hipdtesis del modelo auto-
consistente el compuesto macroscopicamente se comporta como homogéneo,
isétropo y dispersivo.

Dcbido a la cantidad de pardmetros en el problema que nos ocupa (e.g. la
concentracion volumétrica de los matcriales solutos, los médulos elésticos
y la densidad de masa de los componentes, el nimero de poblaciones de
esferas, etc.), es necesario restringir los casos a estudiar para poder explicar
los resultados que el modelo arroja. Esto se obvia si se recuerda que la
investigacion es solo numérica y que se conocen casos con una sola especie
de inclusiones en que las soluciones tedricas concuerdan muy bien con datos
experimentales. Mas especificamente, la eleccién de las cantidades de las
mezclas estudiadas se basa en el andlisis y 1a comparacién con datos expe-
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rimentales de las gréficas de rapidez de fase y atenuacién contra frecuencia
para ondas longitudinales, o P, en la resina epdxica Epon 828Z con una sola
especie de esferas de plomo a 5.4% de concentracion.

5.2 Una Poblacién de Esferas de Plomo en
Epon 8287

Para facilitar e} andlisis de los resultados mencionados se grafican cantidades
adimensionales, es decir, se grafica la rapidez de fase v de la onda P en el
material efectivo, dividida por la rapidez de fase v; dela onda P en el material
matriz, y la atenvacién a multiplicada por el radio a de las esferas de alguna
poblacién, ambas contra el nimero de onda normalizado k;a, donde k; es el
niimero de onda de la onda P relativo al material matriz y a el radio de las
esferas. La medida de atenuacién es Im [k), véase Figura (5.1).

ONDAP
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3 |
3 |
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w
09
0.08
% 08 <
: : : |
.7 ‘ : ‘ ,
0 0 0.8 1 18 2 00 0.5 1 18 2
FRECUENCIA: k2a FRECUENCIA: k2a

Grificas de rapides de fase (isquierda) v/va y atenuadén (derecha) as versus frecuenda k;s,
para ondas P, La curva continua es la prediccién tedrica y se compara con los valores experi-
mentales reportados por Kinra (83) +, y Kinra (87) : -+ para una sola poblacién de esferas de
plomo en Epon 2887 a 8.4% de concentracién,

Figura 5.1; Teoria y experimentos.

Es indistinto hablar de nimero de onda o frecuencia porque se trata de
cantidades adimensionales o numéricas. Por ejemplo, k;a = wa/v;, donde

)t g e eyt y A
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w es la frecuencia radial de la onda, El uso de cantidades adimensionales
permite comparar entre resultados de diferentes materiales y dimensiones
haciendo sélo un reescalamiento.

La comparacién de las soluciones del modelo con los datos experimentales
de [Kinra (1985)) y [Kinra (1987)] que se presenta, indica que los resultados
tedricos y prdcticos concuerdan muy bien con una sola especie de inclusiones,
Es notable que la relacion soluto/matriz entre las densidades es grande en
este caso de esferas de plomo en Epon 828Z, Ademds parece apropiado pensar
que si el radio de las inclusiones permanece constante, entonces a medida que
la concentracién volumétrica de las inclusiones es menor, éstas se encuentran
mis alejadas entre si, Esto sugiere que conforme la suspensién estd mds
diluida, menos fuentes de dispersion se estdn despreciando. Y dado que en
este caso se toma una solucién aproximada del problema de un solo dispersor,
la prediccién autoconsistente serd mas precisa,

Debido a que la prediccién tedrica estima de forma aproximada la solucién
del caso de un sélo dispersor, el rango de validez de los resultados se limita
a un intervalo de frecuencia k2a < 7/2, es decir, desde longitudes de onda
muy grandes hasta que la longitud de onda en la matriz es aproximadamente
el doble del didmetro de las esferas respecto a las cuales se normaliza. En
este intervalo de frecuencia se manifiesta una resonancia notable aiin con la
solucién aproximada que se usa. Esto se debe, segin hacen constar los au-
tores, a que se toman constantes las polarizaciones del esfuerzo v = (L, ~ Lo)e
y del impetu 7 = —iw(p, — po)u que se introducen para obtener una relacién
constitutiva entre los tensores de esfuerzo ¢ y de deformacién e, y entre la
densidad de momento p y la velocidad 1 a lo largo de todo el compuesto.
Por tanto, es un problema independiente averiguar cémo aumenta el rango
de validez del modelo usando polarizaciones no constantes !. Por otra parte,
para frecuencias muy bajas hay un factor adicional de precisién, porque para
frecuencia cero se calcula la solucién autoconsistente exacta para una sola es-
fera incrustada en una matriz infinita e isétropa, véase capitulo §3, y a partir
de esos datos usando un método de continuacion, se construyen los datos que
constituyen la prediccién teérica, El método de continuacién permite calcular

1Se debe mencionar que la aproximacién de la solucién de un solo dispersor puede
hacerse con tanta precisién como se desee. Sin embargo, las ecuaciones analiticas que ne
obtienen en el presente caso son ficiles de resolver,
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en forma aproximada la densidad y el tensor de médulos elasticos efectivos,
en base a las ccuaciones de punto fijo que son las ecuaciones autoconsis-
tentes del modelo de Sabina y Willis, bajo la hipétesis de que si se conocen
la densidad y el tensor de médulos eldsticos del compuesto para un valor de
frecuencia wy, entonces podemos aproximarlos en una pequeiia vecindad de
wy resolviendo por iteracion las ecuaciones autoconsistentes, tomando como
valores iniciales para la iteracién los correspondientes a wy. De esta manera,
se construye la prediccidn tedrica empezando por calcular la solucién cxacta
para frecuencia cero y después tomando pequefios incrementos de frecuencia
de acuerdo al método de continuacién.

Por otra parte, al analizar la grifica de rapidez de fase del Pb en Epon
8287 a 54% de concentracién podemos dividirla en tres partes, primero un
intervalo de baja frecuencia en que el cociente de las rapideces es decreciente,
desde el limite estatico hasta que el cociente toma un valor minimo, seguido
por un intervalo de mediana frecuencia en que dicho cociente aumenta muy
dramdticamente, excediendo a uno, para finalmente aproximarse a uno a alta
frecuenciasin oscilar mds, La explicacién de este comportamiento es que exis-
te una frecuencia caracteristica del compuesto tal que las esferas resuenan
en una forma tipica cuando la frecuencia radial de la onda que se propaga
iguala un valor critico, de hecho la curva de rapidez de fase tiene un punto
de inflexién en esa frecuencia. Asimismo, se observa que la atenuacién toma
un valor méximo en la misma frecuencia que el punto de inflexién la rapidez
de fase, véase Figura (5.1). La interpretacién de ese miximo de atenuacion
es que la energia de la onda queda casi atrapada en las inclusiones cuando la
frecuencia de la onda coincide con el valor critico, Para hacer més evidente
esta explicacion podemos establecer la siguiente analogia; Consideremos una
esfera incrustada en una matriz eléstica tal que la densidad de masa de la
esfera sea grande comparada con la de ]a matriz. Supongamos que a la esfera
se le desplaza desde su posicién de equilibrio sin rotacién alguna y luego se
le deja mover libremente, Parece apropiado pensar que la esfera se moverd
en una forma semejante a un sistema masa resorte amortiguado. Para ésto
podemos asociar el término masa con el hecho de que la densidad de masa
de la esfera es grande comparada con la de la matriz, el término resorte se
debe al carécter eldstico de la matriz y el término de amortiguamiento se
debe a la energia mecdnica que se irradia hacia afuera de la esfera debido
al movimiento. En un compuesto con muchas inclusiones la frecuencia de
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resonancia de una esfera se ve afectada por la presencia del resto de ellas,
sin embargo, es lo mds adecuado pensar a cada esfera como incrustada en
un material isétropo y homogéneo con propiedades efectivas iguales a las del
compuesto, de acuerdo con el modelo de autoconsistencia, Por otra parte,
se observa en la grifica de atenuacién un méximo relativo a alta frecuencia,
aunque a esa escala no se ve que corresponda a un punto de inflexién en la
rapidez de fase,

Al parecer la frecuencia de resonancia depende continuamente de la concen-
tracién y el radio de las esferas, es decir, al variar ligeramente la concentracién
la frecuencia de resonancia también varia ligeramente, véase Figura (5.2).
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La frecucncia de resonanda depende continuamente de la concentracién de las inclusiones, 4%
Unea continua, 5% linea de guiones y 6% lfnes de puntos y guiones.

Figura 5.2: La frecuencia de resonancia.
Asimisimo, si consideramos una mezcla con dos especies de inclusiones de ra-

dios diferentes pero del mismo material, cada especie a 2.5% de concentracién
y tal que los radios sean aproximadamente del mismo orden de magnitud, di-

gamos en una proporcion de a;/a; = 4/5, 8i normalizamos respecto del radio

mayor a = a3, la frecuencia adimensional de resonancia es comparable a la de
una mezcla con una sola poblacién de esferas a 3% de concentracién, véase
Figura (3.3). De aquf en adelante todas las grificas se normalizan respecto
del radio mayor cuando aparecen dos radios de inclusiones.
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Grificas de mezclas con una y dos poblaciones del mismo material tal que las frecuencias de
resonancia son comparables. La linea — corresponde a una poblacién a 5% de concentracidn,
1a linea —— corresponde a la mezcla can dos poblaciones a 2.5% de concentracién. El codente
entre los radios es a; /a2 = 4/5 y se normaliza respecto del radio mayor a = a5,

Figura 5.3: Frecuencias de resonancia comparables.

En base a estas observaciones, se han estudiado inicialmente compuestos con
dos especies de inclusiones del mismo material y radios muy diferentes. Se
analizaron mezclas de esferas de plomo en la resina epdxica Epon 828Z, es-
feras de fierro en polimetilacrilico (PMMA) y esferas de vidrio en la resina
epoxica TraCast 3012 El criterio de [Kinra (1985)] para escoger estos mate-
riales fue motivado para producir resultados experimentales con materiales
accesibles y que fueran representativos de los diferentes parametros que in-
tervienen. Asi, la relacién soluto/matriz entre las densidades de masa p, los
mdédulos de Young E, de rigidez u y de compresibilidad x es como se muestra
en la Tabla (5.1). Obsérvese que en el caso de Pb/Epon 8287 el cociente de
las densidades es grande, mientras que en el caso de Fe/PMMA el cociente
ente los médulos de Young es el grande. Y finalmente, en la combinacién
vidrio/TraCast el cociente de las densidades es de orden uno y el de los
médulos de Young es de un orden de magnitud mayor. Esta disparidad en-
tre las caracteristicas de las combinaciones de materiales es de utilidad para
interpretar las predicciones del modelo,

INCTRe—.
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ATENUACION

RAPIDEZ DE FASE: viv2
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Grificas de mezclas con una y dos poblaciones del mismo material tal que las frecuendias de
resonancia son comparables. Lalinea — corresponde a una pobladdn a 5% de concentracidn,
1a linea —— corresponde a 1a mezcla con dos poblaciones a 2.5% de concentracién, El cociente
entre los radios es ay fay = 4/5 y se normaliza respecto del radio mayor a = a;.

Figura 5.3: Frecuencias de resonancia comparables,

En base a estas observaciones, se han estudiado inicialmente compuestos con
dos especies de inclusiones del mismo material y radios muy diferentes. Se
analizaron mezclas de esferas de plomo en la resina epdxica Epon 8282, es-
feras de fierro en polimetilacrilico (PMMA) y esferas de vidrio en la resina
epdxica TraCast 3012. El criterio de [Kinra (1985)] para escoger estos mate-
riales fue motivado para producir resultados experimentales con materiales
accesibles y que fueran representativos de los diferentes pardmetros que in-
tervienen, Asi, la relacién soluto/matriz entre las densidades de masa p, los
mddulos de Young E, de rigidez y y de compresibilidad x es como se muestra
en la Tabla (5.1). Obsérvese que en el caso de Pb/Epon 828Z el cociente de
las densidades es grande, mientras que en el caso de Fe/PMMA el cociente
ente los médulos de Young es el grande. Y finalmente, en la combinacién
vidrio/TraCast €l cociente de las densidades es de orden uno y el de los
mdédulos de Young es de un orden de magnitud mayor. Esta disparidad en-
tre las caracterfsticas de las combinaciones de materiales es de utilidad para
interpretar las predicciones del modelo. '
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plo | EJE | wln | x]x
Pb/Epon 8287 | 0.4010 | 4.0553 | 7.0461 | 4.8284
Fe/PMMA | 6.6723 | 40.004 | 30.4367 | 41.4086
vidrio/ TraCast || 2.1121 | 149255 | 7.1887 | 16.9756

Los cocientes soluto/matriz de la densidad de masa y los médulos eldsticos de los compuestos.

Tabla 5.1: Cocientes de los médulos y densidades.

5.3 Dos Poblaciones del Mismo Material

Dada la frecuencia radial w de la onda incidente y los médulos elsticos «,,
pr ¥ la densidad de masa p, que caracterizan a cada uno de los materiales
componentes de la mezcla, se resuelven las ecuaciones autoconsistentes (4.54),
(4.53) y (4.56) para determinar los parametros efectivos &, yio Y po. Las tres
ecuaciones tienen la misma estructura: el pardmetro efectivo igualado al
pardmetro en la matriz méds un término por cada poblacién en el compuesto,
que depende del radio a, de las esferas y delas caracteristicas del material que
forma las inclusiones de esa poblacién. Cada término viene de la solucién
aproximada de un solo dispersor, el del material y radio correspondiente,
Por tanto en el caso de dos poblaciones de inclusiones de diferente radio, el
término que corresponde al radio mayor es vélido desde longitudes de onda
muy grandes hasta que el didmetro de las esferas 2a; es aproximadamente
igual a la semilongitud de onda, es decir kza; < 7/2, e igualmente el término
que corresponde a la otra poblacién de esferas es vélido en un intervalo
kyay < 7/2. La suma de los dos términos deberd ser vilida en el intervalo
comin de vélidez, es decir, el que corresponde al radio mayor, Por esa
razén todas las gréficas' de mezclas con dos poblaciones de diferente radio
consideradas estén normalizadas respecto del radio mayor.

5.3.1 Pb/Epon 828Z

Inicialmente se analizan las graficas de rapidez de fas¢ y atenuacién de
un compuesto con dos poblaciones de esferas de Pb de diferente radio en
Epon 828Z. Se consideran dos mezclas con dos poblaciones de esferas, cada
una a 2.5% de concentracién de tal manera que el cociente entre los ra-
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dios es a)/ag = 1/5 y a1/aa = 1/10 respectivamente, Nétese que se ha
tomado igual concentracién volumétrica y no igual nimero de esferas en
cada poblacién, Asi, si hay N, esferas grandes en un volumen dado, en-
tonces habrd Ny = (az/a;)°N; esferas pequeiias en promedio en ese mismo
volumen, Esta eleccién se debe a que los valores extremos en las graficas de-
penden de la concentracién volumétrica de esferas. Los resultados de los dos
compuestos mencionados se comparan con los que corresponden a mezclas
con una poblacién de inclusiones a 2.5% y 5% de concentracién, porque 5%
es la concentracion total en las mezclas con dos poblaciones, y por otra parte,
cada poblacién de esferas deberia resonar en forma independiente, es decir,
a frecuencia adimensional muy diferente porque tambien los radios difieren
por mucho, véase Figura (5.4).
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Se comparan dos mesclas con una sola poblacidn de Pb en Epon 8282, con dos mesclas de los
mismos materiales con dos poblaciénes a 2.8% de concentracidn, Lalinea ~ corresponde al caso
con dos poblaciones cuando el cociente entre Jos radios es 8y /a3 = 1/10, la Knea ~~ al casodel
cociente @3 /a3 m 1/5 la linea ~: a la mescla con una poblacién & 2.5% de concentracién y ha
Unea -+« corresponde a Ia mescla con una poblaciéa a 8% de concentracién. La normalisacién
es con respecto del radio mayor, El minimo de la rapides de fase es mayor en los compuestos
con dos poblaciones que en la mescla con una poblacién de concentracidn de 8% porque ea
esas frecuencias la onda “slente® la presencia de Jas esferas pequedias.

Figura 5.4: Cuatro mezclas de Pb en Epon 828Z, se normaliza respecto del
radio mayor.

Se observa que en cada caso aparece un méximo de atenuacién lproximﬂl-
mente a frecuencia adimensional 3.3 x 10~!, véase Tabla (3.2). En los com-
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a;/ay aay kqay AEpon828z concentracion
1:10 | 4.7784233¢-02 | 3.3500001e-01 | 1.8755777e+01 5%
1:5 | 4.7589410e-02 | 3.3500001e-01 | 1.8755777e401 5%
- | 5.8425996e-02 | 3.3000001e-01 | 1.9039935e+01 2.5%
- 1.158665%-01 | 3.6500001e-01 | 1.7214206e4-01 5% -

Se compara la frecuencia de la méxima atenuacién y la longitud de onda correspondiente entre
dos compuestos de dos poblaciones de Pb en Epon 828Z a 2.5% con la misma mezcla con una
sola poblacidn de inclusiones a 2.5% y a 3% de concentracién.
Tabla 5.2: Se compara entre cuatro mezclas de Pb en Epon 8287 el primer
pico de atenuacidn,

puestos con dos radios diferentes ese pico de atenuacién corresponde a las
esferas grandes.

Un hecho que hace mds evidente el resultado anterior es que para frecuen-
cias muy préximas a cero, 0 equivalentemente para longitudes de onda muy
grandes, la rapidez de fase en los compuestos con dos radios es muy préxima
a la del compuesto con una poblacidn a 5% de concentracién, porque las lon-
gitudes de onda correspondientes son muy grandes comparadas con ambos
radios, De esta manera, a medida que la frecuencia aumenta, la longitud de
onda disminuye hasta que resuenan las esferas grandes, Los valores extremos
en rapidez de fase y atenuacion aparecen casi en la misma frecuencia en to-
dos los casos, excepto en el de la mezcla con dos poblaciones con radios en
proporcién @, /a; = 1/5, caso en el que el modelo autoconsistente ademds
predice la resonancia de alguna poblacién de esferas a alta frecuencia. Por
otra parte, a pesar de que el pico de atenuacién que se manifiesta cerca de
kya; = 3.3 x 10~ difiere aproximadamenté por 10-? entze las mezclas con
dos poblaciones y el compuesto con una poblacién a 2.5% 2, las ondas P en
los compuestos con dos poblaciones son mds lentas, es decir, el cociente de las
rapideces se mantiene por abajo de uno. De hecho, en el caso de dos radios
en proporcién ay/a; = 1/10 €] medio casi no es dispersivo para frecuencias
adimensionales desde 0.4 hasta 2.0.

Este s un argumento muy fuerte para decir que en tales compuestos resuenan sélo
1as esferas grandes en esa frecuencia adimensional.
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En el caso de dos poblaciones con radios en proporcién a;/a; = 1/5 el mo-
delo autoconsistente predice la resonancia de alguna de las dos poblaciones
de esferas a alta frecuencia, que de acuerdo con los razonamientos anteriores
corresponde a las esferas de radio menor. M4s aiin, podemos ver que las
frecuencias en que el modelo predice los dos méximos de atenuacién estdn
casi en la misma proporcién que los radios, Dado que kya; = kyaz(a;/a;),
entonces kza; = (3.35 x 10~1)(5) ~ 1.60 x 10°, la frecuencia de resonancia
de alta frecuencia. Se observa en la grafica de atenuacién que el maximo
de atenuacion debido a la resonancia de las esferas pequerias es mayor que
el que corresponde a la resonancia de la otra poblacién de inclusiones. La
explicacién de este hecho es que en un volumen dado el nimero promedio de
esferas pequerias es mucho mayor que el nimero de esferas grandes, entonces
ain cuando la fraccién volumétrica de cada poblacién es la misma, la ate-
nuacién ocasionada por las esferas pequerias debe ser mayor cuando actian
como resonadores, es decir cuando atrapan energfa.

53.2 Fe/PMMA

El mismo analisis de los compuestos de Pb en Epon 8287 se ha hecho con
mezcles de Fe en PMMA y vidrio en TraCast. En el caso del Fe en PMMA el
comportamiento de la mezcla con una sola poblacién a 2.5% de concentracién
es similar al de la mezcla correspondiente de Pb en Epon 8287 para ke <
7/2; sin embargo, para frecuencias adimensionales k;a = 2 la atenuacién y
la rapidez de fase se vuelven crecientes. De hecho el modelo autoconsistente
predice un modo normal de vibracion para alguna frecuencia adimensional
apenas mayor que 2, véase Figura (5.5).

Por esa razén el andlisis para las mezclas de Fe en PMMA se hace para
un intervalo de frecuencia adimensional [0,3). A pesar de que se excede €}
intervalo donde la prediccién tedrica es més apropiada.

La descripcién de las graficas de rapidez de fase y atenuacién es similar a las
correspondientes de Pb en Epon 8287 para las cuatro mezclas consideradas,
excepto que el segundo méximode atenuacidn se aprecia con mis claridad que
en los compuestos de Pb en Epon 828Z. Para frecuencias préximas a cero la
rapidez de fase en las mezclas con dos poblaciones a 2.5% de concentracion es
muy préxima a la del compuesto con una poblacion a 5%, y para frecuencias
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Lal{nea ~ corresponde a dos poblaciones de Fe en PMMA a 2.5% de concentracidn, el cociente
entre los radios es ay faz = 1/10, la l{nca ~— corresponde al mismo tipo de mezcla cuando el
cacicnte entre los radios s a) /a3 = 1/5, la linea ~ corresponde a la mexcla con una especie
a 2.5% de concentracién y la lfnea . - - corresponde a la mezcla con una especie a 5% de
concentracién,

Figura 5.5: Fe en PMMA, se normaliza respecto del radio mayor.

mds altas aunque la atenuacién toma précticamente los mismos valores que
en el caso de una poblacién a 2.5% de concentracién, la rapidez de fase
es menor debido a la presencia de la otra poblacién de esferas, Por otra
parte, de la comparacidn entre las grificas de atenuacién de los casos con
una poblacion de esferas y las que corresponden al compuesto con dos radios
en proporcién a;/a; = 1/5 se observa en los primeros dos que las esferas
resuenan en dos frecuencias diferentes y en el tercero se ve que las esferas
pequeilas resuenan casi a la misma frecuencia adimensional que las grandes
en el pico de atenuacion que se manifiesta a mayor frecuencia, es decir, hay un
reforzamiento en el pico de atenuacién porque casi coinciden las frecuencias
criticas de los dos tipos de esferas. Ademés de que la medida de atenuacién
debida a las esferas pequefias es mayor que la que corresponde al otro radio
de esferas, como se explicé en los compuestos de Pb en Epon 828Z.
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a1/ay aag kqaq APMMA concentracion
1:10 | 3.6577161e-02 | 4.3500000e-01 | 1.4444104e+01 5%
1:5 { 3.6558345¢-02 | 4.3500000e-01 { 1.4444104e+-01 5%
- 14.1790921¢-02 | 4.1999999¢-01 | 1.4959965¢+01 2.5%
- 8.2670458¢-02 | 4.6000001e-01 | 1.3659098e+01 5%

Se compara la atenuacidn, frecuencia y nimero de onda entre dos compuestos con una sola
poblacién a 2.5% y 5% de concentracidn, con dos mezclas con dos poblaciones que los radios
estdn en proporcién ay Jaz = 1/5 y a1 /az = 1/10, de Fe en PMMA y se normaliza respecto del
radio mayor,
Tabla 5.3: Se compara entre cuatro mezclas de Fe en PMMA el primer pico
de atenuacion,

5.3.3 Vidrio/TraCast

Del andlisis de las combinaciones de esferas de vidrio en TraCast considera-
das se concluye que este tipo de mezclas es mas debilmente dispersivo que
los otros dos antes tratados, porque la variacién total en la rapidez de fase
asi lo indica. Al parecer qué tan dispersivo es un compuesto depende fuerte-
mente del cociente soluto/matriz de la densidad de masa, véase Tabla (5.1).
También merece destacarse que en los tres tipos de mezclas considerados,
donde se ha mantenido constante la fraccidn volumétrica de inclusiones, la
menor frecuencia de resonancia de las esferas es mayor conforme el material
de las inclusiones es menos denso respecto de la matriz. En el presente caso
el primer méximo de atenuacién se manifiesta a frecuencia kza ~ 1.9 x 1077,
Véase Figura (5.6) y Tabla (5.4).

Por otra parte, en los compuestos de esferas de vidrio en TraCast vemos
que el limite estdtico del cociente de las rapideces de fase es mayor que uno.
De hecho, en los compuestos con dos radios de inclusiones dicho cociente se
mantiene por arriba de uno para frecuencias adimensionales desde k;a = 0
hasta kja 2,75, Y al igual que en los compuestos de Pb en Epon 8287 y Fe
en PMMA cerca del limite estatico el cociente de las rapideces de fase en los
compuestos con dos radios es muy préximo al mismo cociente en la mezcla
con una poblacién a 5% de concentracién.

Cerca de la frecuencia kza = 0.7 la rapidez de fase es monétona creciente

S asa e
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La linea — corresponde a una mezcla con dos poblaciones vidrio al 2.5% de concentracién en
TraCast, la proporcién entre los radios es a3 faz = 1/10, la linea —~— corresponde al mismo
tipo de mezcla pero el cociente entre los radios es a3 /a; = 1/5, la linea — es de la mescla con
una poblacidn a 2.5% y a la de una poblacién a 5% de concentracién corresponde la linea .+,

Figura 5.6: Esferas de vidrio en TraCast,

y tiene un punto de inflexién en cada una de las cuatro mezclas, aunque
no corresponde propiamente a un maximo de atenuacién por lo que no se
considera que alguna poblacion de esferas resuene cerca de esa frecuencia,
Sin embargo, a una frecuencia mayor que en los dos casos anteriores, de
kza ~ 1.9 x 10° se manifiesta la resonancia o “atrapamiento” de energia por
las esferas grandes y nada més en ese intervalo de frecuencia,

- 8.4 Dos Especies de Inclusiones de Diferente
Material

En base a las conclusiones de la seccién anterior, parece apropiado com-
parar entre mezclas con dos tipos de inclusiones de diferente material para
utilizar lo que se sabe sobre compuestos con dos especies de inclusiones del
mismo material cuando los radios difieren por mucho. Para ese fin se han
considerado mezclas a 2.5% de concentracién de Pb/Epon 828Z, Fe/PMMA
y vidrio/traCast, afiadiendo en cada caso una segunda poblacién de esferas
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a1/a; aa; kqaq ATraCast concentracion |
1:10 | 2.9123399¢-02 | 1.9000000e+00 | 3.3069397e+-00 5%
1:5 |3.1292636¢-02 | 1.9000000¢+00 | 3.3069397¢4-00 5%
- 2.8231328¢-02 | 1.9000000e+00 | 3.3069397e+00 2.5%
- 5,1528648¢-02 | 1.9250000e4-00 | 3.2639924e+-00 5%

Se compara |a atenuacidn, frecuencia y nimero de onda entre dos poblaciones con dos pobla.
ciones de vidrio en TraCast, normalizando respecto del radio mayor, con las dos mezclas con
una poblacidn a 2.5% y 5% de concentracién,
Tabla §.4: Se compara entre mezclas de vidrio en TraCast el primer pico de
atenuacidn.

a 2.5% de concentracién, de cada uno de los materiales solutos, de radio diez
veces menor que el de la primera poblacién. Asi, por ejemplo en el PMMA
las esferas de Fe seridn siempre las de radio mayor.

5.4.1 Epon 828Z

Al comparar las frecuencias de resonancia de cada uno de los compuestos
que tienen como matriz Epon 828Z vemos que se manifiesta un pico de ate-
nuacién aproximadamente en el punto k;a = 3.3 x 10~? que segin sabemos
corresponde a las esferas de radio mayor que son de Pb, y es consecuente con
los resultados de la seccion (5.3.1), véase Figura (5.7),

Por otra parte, se tiene que Ja onda P en ¢l compuesto es mis rapida conforme
el material de las esferas pequefias es menos denso, Se observa en los casos
en que las esferas pequeias son de Fe o de Pb que el cociente de las rapideces
de fase se mantiene por abajo de uno para frecuencias desde k3a = 0 hasta
kza = 3, atn cuando cerca de kya = 3.3 x 10! el cociente de las rapideces
de fase es creciente como funcién de la frecuencia en la forma caracteristica
en que se describe cerca de un punto critico en que resuenan las esferas de
alguna poblacion. En el compuesto en que las esferas pequeiias son de vidrio
el efecto de éstas es negligible en el intervalo de frecuencia adimensional 0, 2,
por lo que en este caso las grificas de rapidez de fase y atenuacién tienen la
misma descripcién de las que corresponden a una poblacién de esferas de Pb
en Epon 8287 a 2.5% de concentracidn, véase Figura (5.4),
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En cada caso se trata de dos poblaciones de inclusiones con las esferas grandes de Pb y las
chicas de Pb en la linea -, de Fe en la linea —— y de vidrio en la linea - ++.
Figura 5.7: Diferentes materiales en las esferas pequefias en una matriz de
Epon 8282, las esferas grandes son de Pb.

Para frecuencias altas se tienen efectos diferentes en cada uno de los com-
puestos. Porque en las mezclas en que las esferas pequedias son de Fe o de
Pb el compuesto es dispersivo para frecuencias kza > 2. Se observa en las
grficas de atenuacion que el pico que corresponde a las esferas de radio menor
refuerza el segundo pico que el modelo predice en el caso de una poblacién
de csferas de Pb en Epon 828Z. Es decir el medio se vuelve mas dispersivo
cuando dos diferentes poblaciones de esferas resuenan a frecuencias préximas.

54.2 PMMA

Al igual que en los compuestos de la seccién anterior, en que las esferas
grandes son de Pb, en el presente caso se observa que a bajas frecuencias el
efecto de las esferas grandes que son de Fe hace que la mezcla sea dispersiva,
El modelo predice que resuenan las esferas grandes de Fe a una frecuencia
kja = 4.2 x 10-). La presencia de esferas de un orden de magnitud menor,
hace que el medio sea més lento conforme el material de las esferas pequefias
es mas denso para frecuencias desde k;a = 0 hasta k;a = 2. Y en el caso de
que las esferas pequeiias sean de vidrio el medio se comporta pricticamente
como una mezcla de una poblacién de esferas de Fe en PMMA a 2.5% de

S ert e e e 4 g, €S i b 8 e o AR AV s 2 K N B PSS
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concentracién, en que el modelo predice claramente un segundo modo normal
de vibracién de las esferas a frecuencia kqa ~ 2.1 x 10°, Es muy notable que
en este caso la frecuencia en que se manifiesta el segundo pico de atenuacién
sea un casi multiplo de la frecuencia que corresponde al primero de ellos,
véase Figura (5.8),
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En cada caso se trata de dos poblaciones de inclusiones con las esferas grandes de Fe y las
chicas de Pb en la linea —, de Fe en la linea ~~ y de vidrio en la linea -+,
Figura 5.8: Diferentes materiales en las esferas pequefias en una matriz de
PMMA, las esferas grandes son de Fe.

Asimismo, en altas frecuencias el efecto dominante es el de las esferas de
radio menor por lo que las tres mezclas de esta seccién tienen pricticamente
la misma descripcion que las que les corresponden en el caso en que las esferas
grandes son de Pb de la seccién anterior.

5.4.3 TraCast

Finalmente, al analizar los compuestos con esferas grandes de vidrio podemos
tomar como conclusiones las observaciones de las dos secciones precedentes.
Porque tambien aquf se tiene que la onda P en el compuesto se vuelve més
lenta conforme el material que compone las esferas de radio menor es més
denso, atin cuando las esferas grandes resuenan de acuerdo a las conclusiones

1 g AR A
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de las secciones en que se tienen inclusiones de un mismo material. Pues se
tiene un pico de atenuacién a frecuencia kza = 1.9 x 10° que corresponde
a la resonancia de las esferas grandes de vidrio, Asimismo, se tiene que en
el caso de que dos poblaciones de csferas resuenen en frecuencias cercanas,
entonces los picos de atenuacion correspondientes se refuerzan entre si, Véase
Figura (5.9).

Se observa que los compuestos con esferas de Fe o Pb de esta seccién son mas
dispersivos que el caso con esferas de vidrio para frecuencias desde kya = 0
hasta kja ~ 2, y para frecuencias kqa > 2 las gréficas tienen la misma de-
scripcién que las que les corresponden en las dos secciones precedentes, Lo
cual significa que la dispersién que pudiera ser ocasionada por propiedades
intrinsecas de los tres materiales matrices considerados es despreciable com-
parada con la que ocasionan las inclusiones, puesto que los materiales matri-
ces considerados tienen caracteristicas diferentes.
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En cada caso se trata de dos poblaciones de inclusiones con las esferas grandes de vidrio y las
chicas de Pb en la linea —, de Fe en la lines —— y de vidrio en la lines - -+,

Figura 5.9: Diferentes materiales en las esferas pequefias en una matriz de
TraCast, las esferas grandes son de vidrio,



Conclusiones

o En el andlisis de las curvas de dispersién presentadas se tiene que
dada una mezcla con dos poblaciones del mismo material y radio muy
diferente tal que el cociente soluto/matriz de la densidad de masa sea
grande, como es el caso de esferas de Pb en epoxy y Fe en PMMA,
la medida de atenuacion es mucho mayor en el maximo ocasioiiado
por la resonancia de las esferas pequeiias que el que corresponde a la
resonancia de las otras esferas.

o De la comparacién de los resultados para mezclas con dos poblaciones
de esferas de diferente radio tales que tengan el material matriz y una
poblacién de esferas de radio mayor fijos. El efecto observado es que
para bajas frecuencias, si la concentracién y la proporcién entre los
radios se mantiene constante, entonces la velocidad del sonido en el
compuesto y la medida de atenuacién son mayores a medida que el
material que forma las esferas de radio menor es menos denso.

o Otroresultado observado en todas las combinaciones de materiales con-
sideradas, es que a concentracién volumétrica constante la frecuencia de
resonancia de las esferas es menor conforme el cociente soluto/matriz
de la densidad de masa es mayor,
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Apéndice A
La funcion de Green

Debido a que la funcidn de Green del medio efectivo entra en el cdlculo de los
promedios S, y M; a cada paso de la iteracion al resolver las ecuaciones auto-
consistentes, se considera una funcién de Green G = G(x,w) y los operadores
M, y S: para un medio tridimensional homogéneo con propiedades Lo y go
que represente ondas viajeras que decaigan conforme x| crece, es decir, on-
das viajeras que decaen conforme se alejan de la fuente. La funcién de Green
utilizada es la solucién singular fundamental de la ecuacién reducida de la
elastodindmica ! en una regién infinita, con una fuerza de cuerpo concentrada
que actiia en un punto §, en una direccién fija ;. La funcién de Green em-
pleada tiene la forma (se sugiere consultar [Eringen & Juhubi (1975)) para
ver la derivacién de la funcién de Green)

e"’l"/ﬂ A 1
VBx] ~ wl 0z,03; |x} ! (A1)
donde § = 0 y a es la rapidez de las ondas P y §, la de las ondas S. Las
rapideces a y 3 estdn dadas por

A poGisix ) = & ewklid 1 & [ewl’ll/a..
ij\X,w) =

1Se pide que la solucidn tenga dependencia armédnica en el tiempo exp(—~iwt) y se omite
ese factor por comodidad.
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en funcién de Jos mddulos de compresibilidad xp, de rigidez pq y la densidad
de masa pg del medio, Los pardmetros w/ag y w/fBp pueden tomar valores
complejos, de tal manera que las raices cuadradas en (A.2) y (A.3) se toman
ambas con parte reales positivas y partes imaginarias negativas para que,
cuando w << 0 6 w >> 0 la funcién de Green dada por la ecuacién (A.1)
corresponda a ondas viajeras que se alejan de la fuente y decaen cuando |x|
crece,

La evaluacién del término M; para una inclusién esférica de radio a en
términos de la funcion de Green se efectua a partir de la relacién

M; = —wGij, (A'4)
y consecuentemente
(M)sj = —w*Gij. (A5)
Del primer sumando de la funcién de Green, es necesario calcular la integral
lhqlx-x |
A6
./x|<o ./lx o x—-x|’ (A6)

donde k, = w/y para v = a & f, segin sea el caso. La evaluacién de esta

integral da

1= ), (A7)

donde
o= 3““ A (o) - acoloae™. (A9

Del segundo sumando de la funcién de Green es necesario evaluar las inte-

grales
. e.k,olx-x |
i -/le<¢dx-/|i'l<0 83.3; |x x| .

Debido a que esta matriz es isétropa, entonces es igual al producto de un
tercio de su traza y la delta de Kronecker §;, lo cual da el siguiente resultado

1
J;,' = —5 .’,'[41’03 + k:]] . (A.IO)
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Por otra parte, lo que estd entre corchetes en (A.9) es 47 veces la solucién -

fundamental de la ecuacién de Helmholtz ( para la derivacién de esta solucién
se sugiere ver [Lin & Segel (1988)], por tanto

2,3
Ji = 5;‘,'&%:‘—6-,. (A.11)

Esto permite escribir (#,);; de la siguiente manera
- 1
(A’g),’j = 5——6,",' (3 — € — Cp)- (A12)
o

Para calcular (5‘, )ijki se procede dela siguiente manera, primero, la definicién
del operador es

(= )ikt = = Gsimn(is) iy (A13)
donde (3w significa que sélo se considera la parte simétrica del tensor, Y

por otra parte .
§) = — Nz -z !
S ] /n,xn' Sz — z')dxdx (A.14)

Este tensor es isétropo y tiene las mismas simetrias que Lg. Con la notacién
simbdlica Ly se escribe

(LoYisut = Kobij 6k + po(inbit + Subjn — 26;56m/3), (A.19)

y debido a que este tensor estd caracterizado por los médulos xy y o se
introduce la notacién simbdlica

Ly= (3&0,2#0), (A'lﬁ)
de tal manera que
1
g = a(Lo).w., (A.17)
30+ 100 = (Loijij. (A18)

Esto permite calcular los términos correspondientes para escribir S, en no-
tacién simbélica por medio de (S;)iixn ¥ (Se)ijij ¥ Ia funcién de Green. El

resultado es ) )
= €a 2 o 2
A uo])‘ 19

ESTA TESIS WO DERE

wl BE BN RPgYER)
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La notacién simbdlica permite escribir las ecuaciones tensoriales autoconsis-
tentes en términos de kg, ftg ¥ po como se presentan en el capitulo 4. Debido
a que la suma y el producto de dos tensores isotropos es un tensor isétropo,

se tienen las siguientes propiedades de la notacién simbdlica:
" 8i Ly y Lp dos tensores caracterizados por (3k4,2p4) y (3%5,2u5) respec-

tivamente, entonces

Lalp = ((3x4)(3xB),(214)(28)),
La+Ls = ((3k4)+ (3k8), (214) + (2u8)),
Ly' = ((3x4)7" (2047,
I = (1,1).

donde I es el tensor identidad de cuarto orden.

(A.20)
(A.21)
(A.22)
(A.23)
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