‘.\““mg IR 1 .“(“

-W i UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA

U

DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

UNA INTRODUCCION A LOS MODELOS
DE INVENTARIOS

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

A C T U A R I O
P R E S E N T A

MAURICIO GERARDO ARCINIEGA LECHUGA
g";\“m!og /’/) ‘
AAERY 0“;“/\

,.f‘.“ (Z':",
KR
N L
DIRECTOR DE Tg_liiS: MAT, 1JORGE: FRANCISCO DE tA VEGA GONGORA
S N ]

¥aCULTAD BE ClENCIAB
MEXiCO, D. ﬁtsmocon LSCOLAB 1986

o ]



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



TESIS

COMPLETA



VHIVTRADED N
AVBNOM L

Moo

M. en C. Virginia Abrin Batule

Jefe de la Divisi6n de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el rabajo de Tesis:

UNA INTRODUCCION A LOS MODELGS DE INVENTARIOS
reallu@o por  MARICIO GERARDO ARCINIEGA LECHUGA

con nimero de cuenta 87319%-5 , pasante de la carrera de  ACTUARIA

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio,

. Atentamente

Director de Tesls  MAT, JORGE FRANCISCO DE LA VEGA GONGORA
Propletario

Propletaro MAT. HUGD VILLASEROR HERNANDEZ
Propictario ACT. NOE MOACYR VALLEJO GINZALEZ
Suplente

Suplente




A mis padres, Eva y Mauricio.

Estudiante:
Nunca consideres el estudio como un deber sino
como una oportunidad para penetrar en el bello
y maravilloso mundo del saber.

Albert Einstein.



Agradecimientos

Agradezco al Mat. Jorge de o ‘Vega por haberme ayudado y apoyado en este
trabajo, quien a pesar de sus miltiples compromisos siempre me dedico el
tiempro que en ocasiones no tenfa disponible. También & agradezco el haberme
dado su amistad que valoro como fa de un hennano.

Agradezco al Mat. Hugo Villasesior Hemdndez y of Act. Noé Moacyr Vallejo
Gonzdlez, quienes fuerow mis profesores y a quienes debo ef camino que hie du
recorrer en mi vida profesional, el faberme dado parte de su tiempo y pante de
su conocimiento, AL Act. Francisco J, Asturiano Vera y a la Act. Gabriela
Martingz Fentanez di quicnes he aprendido como recorrer este camino,

Agradezco a la UNAM y en particular a la Facultad de Ciencias por darme la
formacion académica y ética necesania para lograr este importante paso 'y
sentar (as bases para alcanzar [os siguientes,

Agradezco a mis padies el fiaberme dado cuanto pudieron y es a ellos a quienes
les pertenece este trabajo. A mi abuela Hermila,a mis tios J. Gustavo y Toria, a
Paty y Gustavo A. por su comprension y ayuda. A ellos les dedico esta tesis,
ast como a mis abuelos Efrain y Marganita,

Agradezco a Lulii por su ayuda y comprension en los momentos mds dificiles.

Finalmente, agradezco a mis seis hermanos, en especial a Raul y Femando,
por fiaberme encontrado y safvado en el momento mas dificil de mi vida.



T that you touch
Al that you see
Al that you taste
Al you feel

AW that you fove
Al that you hate
Al you distrust
Allthat you save
Al that you give
Allthat you deal
Al that you buy
beg, bormow or steal
Allyou create
Al you destroy
Al that you do
Al that you say
Althat you eat
everyone you meet
Allthat you slight
everyone you fight
All that is now
Allthat is gone
Al that’s to come

and everything under the sun is in tune
but the sun is eclipsed by the moon

Roger Waters

Los fondmenos morales no existen, solo

existen interpretaciones morales de los fendmenos.
Frivdrich Nietsche, Mas alli del bien y el mal,
Miximas ¢ inermedios, 108,
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Introduccion

L presente tosis tuvo su origen en la necesidad de contar con un tra-
bajo monogrifico que recopilara diversos enfoques matenidticos para resolver
problentas de inventarios, y que pusiera de manifiesto las posibilidades y li-
mitaciones de tales enfoques.

La gama de posibilidades para resolver los modelos de inventarios es
nmy amplia, abarcando modelos discretos y continuos; delerministicos y es-
tocdsticos; estaticos y dindmicos, etc., pudiendo combinar estas calegorias
para resolver una situacion particular. En el presente trabajo se intentd dar
por lo menos nn modelo para cada caso, para mostrar ¢l tipo de ideas y
las hipotesis que se plantean segin ¢l enfoque. Sin embargo, los modelos
planteados evidentemente no son todos los que pueden plantearse, ademds
de que operativaniente, los inventarios se manejan como bases de datos y por
lo tanto, requieren més un enfoque de sistemas, ol cual no fue abordado en
este trabajo, pero puede ser motivo de un trabajo posterior.

Los enfoques matemdticos aplicados a los problemas de inventarios abar-
can desde los modelos de cilculo simple, donde se tiene una funcidn, nor-
malmente un costo, que hay que minimizar, hasta modelos de programacion
dindmica estocastica, que pueden ser tan complejos como se quiera. En este
trabajo, sin grandes pretensiones, se presentan el modelo mas simple, {la-
mado EOQ por sus siglas en inglés (Economic Order Quantity), junto con
sus variaciones, También se presenta un modelo de programacion lineal,
la demastracion de la politica éptima en programacién dinamica, una apli-
cacién de las cadenas de Markov y por iltiimo, un modelo de simulacién de
un inventario con algunas variaciones.



Capitulo 1

Planteamiento del Problema

Este capitulo es una introduccion a lo que se conoce como Control de lnven-
tarios. La existencia de un inventario se debe a dos actividades relacionadas
con unn mercado de productos: la oferta y la demanda. La diferencia entre
la tasa de oferta y la tasa de demanda es la razén por la que se necesitan
inventarios.

1.1 Definiciones

Entre los términos mas usados en el control de inventarios se ticnen:

Definicion 1.1

a) Un Inventario es una lista de bienes y/o maleriales que posee una orga-
nizacién. Se puede pensar en un inventario como una base de datos, en
donde los campos serian las caracteristicas del bien (¢l nombre, el con-
tenido, la cantidad en existencia, etc.), y en cada registro se integraria
la informacion de cada bien.

b) Un Item es un tipo particular de producto registrado en ¢l inventario. Un
ftem corresponde a un registro en la base de datos.

¢) Una Unidad cs el tamaiio o la cantidad estdndar en que se registra un
item en el inventario,



d) En Stock consiste en todas lis mercancias y los materiales almacenados
por una organizacion. s una provision de itemes gue se gnardan para

uso futuro.

Definicidn 1,2 Cuando se hable de un cliente nos referiretnos a cualguicr
persona o cosa que cree demanda para que sea satisfecha al retivar naidades
de wi stock. Un provecdor o abastecdor es aquél o aguello que surte u ofrece

stock.

En el siguiente cuadro se muestra un inventario como base de datos:

ftem Unidad | Cuntidad
Lata de {rijol 500 g 10
Bolsa de [rijol | kg 25
Bolsa de arroy L kg 15
Botella de leche Ll 13
Leche en polvo 4 kg 20
Lata de chiles 250 g 18
Salsa Catsup 940 g ]
Agua embotellada 151 16
Agua embotellada 3.785 1 12
Agua embotellada 500 ml 13
Cuaderno profesional | 100 hojas 8
Block t. carta 80 hojas 5
Timbres de $2.00 I timbre 20

Ahora que se han definido los términos basicos del control de inventarios,
se podra ver cdmo éstos estdn relacionados en operaciones reales. Regular-
mente, los stocks se encuentran en un punto intermedio entre abastecedores
y clientes. Las operaciones usuales siguen un ciclo, el cual comprende:

(]



La entrega de un item de parte de un proveedor.

Fsta entrega es de una cantidad relativamente grande, asi que se divide
en unidades menores.

Istas unidades se guardan en el almacén (stock) fasta qe se necesitan,

Mientras pasa el tiempo los clientes demandan el item en determinadas
cantidades.

Las unidades se sacan del stock para satisfacer estas demandas.

o Al cabo de un tiempo se establece una nueva orden {pedido).

Ejemplo:

En un supermercado los camiones hacen grandes entregas en puntos su-
ficientemente espaciados de ticmpo. Los itemes se sacan de las cajas en las
que fueron entregados para colocar las unidades individuales en anaqueles, de
donde la clientela retira estas unidades en pequenas cantidades. Después de
un determinadoe tiempo, los supervisores revisan el mimero de articulos que
aiin quedan, y en funcién de una regla de decision, solicitan a su proveedor
un nuevo pedido.

Ahora se puede definir qué es un control de inventarios:

Definicién 1.3 Un Control de Inventurios comprende las actividades y pro-
cesos que se utilicen para obtener el monto correcto de cada ftem que se
almacena en stock.

1.2 Razones para mantener un stock

Toda organizacion mantiene algin tipo de stock. Estos tienen costos asocia-
dos como son el almacenaje o costos de almacenamiento, costos por deterioro,
depreciacion, scguros e impuestos, mancjo del stock, ete, Incluso, algunos
stocks se cousideran como recursos no utilizados, por ejemplo, ¢l stock de
una tesorerfa, en donde el dinero que se guarda no se usa sino como reserva
para alguna emergencia; o una biblioteca que almacena libros que han dejado
de imprimirse. Este tipo de stock tiene costos y no se espera que disminuvan,
sino por el contrario, se espera que anmenten,



Considérese el stock de pan en una panaderia. Si la panaderia supiera
exactamente cuando ocurriran las demandas, se podria hacer pan al momento
de necesitarlo, Esto eliminaria fa necesidad de tener un stock y tendria las
ventajas de que cada cliente tendsia pan fresco y no se desperdiciaria pan.
Sin embargo, en la practica los panaderos no saben cuindo la clientela querrd
pan, asi que guardan algo en stock para la incertidumbre. Existe otro factor
importante en este ejemplo, la fortma mds eficiente de hacer pan es utilizar
¢l horno a su mixima capacidad, sin embarge, la mayoria de los chientes
quieren una cantidad pequena, por lo que existe un desequilibrio entre la
tasa de oferta y la tasa de demanda.

Por lo tanto, el propésito principal de los stocks es actuar como un margen
entre olerta y demanda. Permiten que las operaciones sean continuas cuando
la proporcién de oferta no concuerda con la proporcion de demanda,

Ademis de que la demanda es incierta, la oferta también puede serlo,
debido a retrasos de vehiculos de entrega, descompaosturas en equipos, des-
arganizacidn en la produceidn de los proveedores, rechazo de materiales de
poca calidad, etc.

Otra razon para mantener un stock surge cuando se desea aprovechar
descuentos en precios al mayorco, comprar itemes cuando el precio es bajo y
se espera que suba. También cuando se desea comprar {temes que se estan
dejando de producir o son dificiles de encontrar, por cjemplo, se estan con-
struyendo amplificadores con bulbos liechos a mano de hace 30 afos, ya que
se dice que ¢l sonido que producen es mas fiel que el de los amplificadores
de transistores; otro ejemplo es el de la biblioteca que se menciond anterior-
mente.

En resumen, las razones para mantener un stock son:

o para hacer cargas completas y reducir costos de transportacién,
® para prevenir emergencias,
¢ para mantener niveles estables de operacidn.

También hay razones para no mantener stock. Una opcidn para eliminar
stock de mercancfas acabadas serfa garantizar entregas dentro de un tiempo
especifica. Esta politica sirve cuando el tiempo de produccion es corta, ya
que asi se pueden hacer pedidos de los productes, o cuando alguien més



estd preparado para mantener stock (un fabricante, iayorista, importador o
distribuidor principal).

Fste enfoque puede reducir costos de ahnacenamiento, pero el nivel de
servicio, medido por tiempo de entrega, es reducido inevitablemente. La
conclusion es que se necesita un balance entre el servicio ofrecido y los costos
de almacenamiento.

1.3 Conocimientos basicos de control de in-
ventarios

El control de inventarios trata de hacer que los inventarios sean tan efi-
cienles como sca posible, pero hay varias maneras en las que esta eficiencia
puede medirse, Algunas de ellas son el monto de stock gnardado, el costo
de guardarlo, cudntas veces hay escasez cuando la demanda no puede ser
satisfecha, qué tan frecuentemente ¢l stock es trasladado, ete.

Una medida muy convin de eficiencia es el nivel de servicio que se da a
los clientes,

Definicién 1.4 El nivel de screicio de un {tem esti definido generalmente
como la proporcion de la demanda que se satisface por medio del stock, y
depende directamente del monto de stock guardado.

Si el stock de un item es pequefio, puede no ser suficiente para satisfacer
toda la demanda y Labrd escasez. Por el contrario, si el stock es grande es
dificil que haya escasez, pero los costos de almacenamiento son mds altos.
La finalidad mds comin del control de inventarios es lograr algin nivel de
servicio a clientes especifico a costo minimo.

En términos generales, un problema de inventarios puede resolverse como
un problema de optimizacién (minimizando costos o maximizando utilidad),
sujeto a un conjunto de restricciones (funciones de oferta y demanda, (re-
cuencia de pedidos, capacidad de almacenamiento, etc.).

Existen tres preguntas bdsicas a responder:

a) ;Qué itemes deben guardarse?

Como el costo de almacenar stock es alto, se necesitan controlar los niveles
para que éstos se mantengan tan bajos como sea posible,
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Esto significa que los stocks existentes se mantengan a niveles razonables,
que no se agreguen ilemes innecesarios al inventario y que los itemes que ya
no se usan se quiten del inventario,

Los stocks deben controlarse en relacion a su demanda. Se debe hacer
un analisis antes de afadir un item al inventario para comparar los costos y
heneficios de almacenarlo contra los de no hacerlo, Se debe revisar el uso de
los ftemes en stock para ver si es mds barato sacarlos del stock o dejarlos en
él.

b) {Cudndo se deben ordenar?

Hay tres diferentes caminos para resolver esta pregunta. El primero
es un sistema de revisidn periddica, el cual consiste en hacer los pedidos
periddicamente. Cualquier variacion en la demanda se satisface cambiando
el monto de la orden o pedido. Este sistema se usa con frecuencia en los
supermercados, donde los stocks se revisan al final del dia; si se vendieron
unidades, éstas son reemplazadas, (Ver Figura 1.1.)

El segundo sistema fija el monto de la orden. En éste los stocks se mo-
nitorean, es decir, se revisan continuamente. Como ¢l monto del pedido es
el mismo siempre, éste se hace cuando los stocks bajan a un nivel especifico.
Cualquier variacién en la demanda se satisface cambiando el tiempo cntre
cada pedido. (Ver Figura 1.2.)

El tercer sistema se fija mas directamnente en la demanda y ordena el stock
suficiente para satisfacer la demanda conocida. Asi el tiempo y la cantidad
a ordenar dependen directamente de la demanda. (Ver Figura 1.3.)

No importando qué sistema se use, la pregunta de cudndo se debe ordenar
depende de un mimero de factores, como son:

¢ Detalles del sistema de control de inventarios que se estd usando.
e Tipo de item (materiales, mercancias terminadas, etc.).

¢ Tipo de demanda (alta o baja, constante o irregular, conocida exacta-
mente o estimada),

o Valor del item y costos de almacenamiento.

¢ Costo de hacer el pedido,
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Figura 1.3: Se ordena lo suficiente para satisfacer la demanda conocida.

» El tiempo que toma hacer un pedido y recibirlo, conocido como tiempo
de espera.

¢ Proveedor (ubicacion, responsabilidad, etc.)

c) ;Cuénto se debe ordenar?

Cada vez que se hace un pedido hay costos de administracidn, entrega,
ete. Si se hacen pedidos grandes, poco frecuentes, los costos del pedido y
entrega se mantienen bajos, pero los niveles de stock y e valor promedio
de inventario son altos. Por el contrario, si se hacen pedidos pequeiios y
frecuentes, los costos de los pedidos y entrega son altos, pero el nivel promedio
del stock es bajo. (Ver Figura 1.4). Como se verd mds adelante, varios
andlisis consideran estos dos extremos y minimizan el costo total, pero se
puede sugerir intujtivamente que la mejor cantidad a ordenar depende de:

s Ei modelo de demanda

e precio del item, incluyendo descuentos por volumen, aumentos en pre-
cios imninentes, ctc.
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Figura 1.4: Efectos del monto del pedido. (a) Pedidos grandes poco fre-
cuentes dan un nivel de stock alto. (b) Pedidos pequeiios y frecuentes dan

un nivel de stock bajo.



o ¢l costo de ordenar y recibir
e ¢l costo de almacenar o mantener stock

e c] costo de escasez,

1.4 Propuestas para control de inventarios

Existen des propuestas fundamentales para el control de inventarios que se
basan en métodos de determinacidn de demanda. Las llamaremos sistemas
de demanda independiente y sistemas de demanda dependiente.

Sistemas de demanda independiente o cuantitativos

Istos se basan en el supuesto de que la demanda de un item es indepen-
diente de la demanda de cualquier otro item, es decir, la demanda agregada
para un item estd compuesta de muchas demandas independientes de clientes
distintos, En estas circunstancias la vinica forma de pronosticar la demanda
agregada futura es proyectar las tendencias histdricas. Para este sistema el
control de inventarios estd basado en modelos cuantitativos, que relacionan
la demanda, costos y otras variables, para encontrar valores dptimos para el
monto de los pedidos, el tiempo entre cada pedido, ete.

Los modclos de demanda independiente pueden usar dos de los sistemas
hablados anteriormente, revisiones periddicas y pedidos de cantidad o monto
fijo.

¢ Los sistemas de revision periddica se basan en ordenar una cantidad
variable en intervalos de tiempo regulares para aumentar los niveles de
stock a un valor especifico.

o Los sisteinas de pedidos de monto fijo consisten en ordenar una canti-
dad fija cada vez que el stock llega a un cierto nivel. Estos sistemas
necesitan monitorearse continuamente.
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Sistemas de demanda dependiente o cualitativos

La oferta y la demanda de algunos itemes estan relacionadas: por ejemplo,
la demanda de electricidad y la de gas estan relacionadas a través del clima,
las demandas de los componentes de un producto dependen de fa demanda
final del producty, ete. Ante estds sitnaciones, los sistemas de demanda
dependiente pueden tener ventijas,

Los sistemas de demanda dependiente generahnente usan: plimes de pro-
duccion para pronosticar la deimanda para cada item y despuds ordenar su-
ficientes unidades para satisfacer la demanda conocida,

Los sistemas de demanda dependiente son dificiles de administrar, por lo
que se usan mas los sistemas de demanda independiente,

Cuando la demanda de it item estd relacionada a la demanda de otros
flemes se puede usar esta relacion como informacion adicional en un sistema
de demanda independiente y asi saber qué modelo utilizar. En ¢l ¢jemplo
del gas, dependiendo del clima se podria ajustar el intervalo de tiempo si se
usa un sistema de tevision periédica o ajustar el monto a ordenar si os un
sistema de pedidos de monto fijo.

1.5 Componentes de los modelos de inven-
tarios

Las politicas de inventarios afectan las ganancias. Elegir entre una politica y
otra depende de su rentabilidad relativa. Bsta es determinada por los costos
de alinacenainiento, por lo que las organizaciones buscan minimizarlos.

A veces minimizar costos de almacenamiento es andlogo a minimizar
stock, Sin embargo, niveles bajos de stock ocasionan escasez que puede
generar costos que son relativamente mds allos que los de mantener nn nivel
de stock mayor.

Por tanto, debido a que los costos de almacenamiento se determinan por
varios factores, un ohjetivo mds apropiado es minimizar el costo total en
lugar del stock total.

La funcion de costo total s¢ compone de los costos de ordenar o fabricar,
los costos de almacenar o mantener el stock, los costos de penalizacion por
faltantes o por demanda no satisfecha, los costos de recuperacién o salva-
mento y las tasas de descuento.



15U eosto de ordenar o fabricar una cantidad 2 puede representarse por
una funcion e(z). La forma mis sencilla de esta funeidn es aguella que es
divectamente proporeional a la cantidad ordenada, es decir, ez en donde
¢ representa el costo unitarin, Orra Jorma commin es la que se compane
de dos partes, Ty anterior mds un costo fijo o de preparacion k, que puede
incluir los costos administrativos de colocar una orden (hacer un pedido), ol
trabaio preliminar v otros gastos necesarios para comenzar ana corrida de
produccon. La funcion estid dadicentonees, por e(z) = k4 ez A este costo
tambicn se le Hama costo de reorden,

Los costas de almacennr o mantener el slock representan los costos aso-
ciados con ol almacenamicento del inventario hasta que se vende o se nsa,
Pueden ineluir ol costo del capital invertido, del espacio, seguros, proteccion
¢ impuestos atribuibles al almacenaniiento. Estos costos pueden ser una
lmeion de la cantidad promedio en el almacén o del exceso acumulado de los
recursos adicionales (vferta) a los requeridos (demanda).

Los componenles anteriores son los mds basicos de un modelo de inven-
tarios. llay olros componentes que surgen cuando se incluyen supuestos o
restricciones adicionales, como son el costo de penalizacion o por demanda
no satisfecha, ¢f costo de recuperacion, el tiempo de espera, elc.

Lus modelos pueden suponer que toda la demanda se satisface o bien, que
la demanda es mayor que la olerta, en este caso se incluye en el modelo el
costo por demanda no satisfecha. Este costo dependerd del comporlamiento
del consumidor cuando no es posible satisfacer su demanda. El cliente tiene
dos posibles acciones cuando el producto no estd disponible: puede optar
por esperar a que llegue el producto o no esperar; si no espera, el costo
penalizado corresponde a la pérdida de {a ganancia también Hamada pérdida
de 1a oportunidad.  §i o cliente decide esperar, ocasiona un costo por cl

“ingreso retrasado ademds de la pérdida de la buena voluntad por parte del

clicite, la consiguiente mala disposicidn para volver a hacer negocios con la
empresa, cte.

Otro componente muy importante es el Liempo de espera entre el momento
de colocar una orden y recibirla, Bl tiempo de espera ocurre por varias
razones, como son:

o ¢ tiempo que toma en prepararse una orden;

o ¢l tiempo que le toma al proveedor para procesar la orden y prepararla;
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e ¢l tiempo que le toma al proveedor para enviar los itemes;
o cl tiempo para procesar la entrega.

il valor de recuperacién o salvamenio de un producto es el valor de un
articulo sobrante al término del perfodo del inventario. Si la politica de in-
ventarios se lleva a cabo durante un niimero indefinido de periodos, y no hay
obsolescencia entonces no hay sobrantes. Esto se debe a que los articulos so-
brantes de un perfodo son los articulos disponibles al principio del siguiente.
Por otra parte, si la politica se lleva a cabo durante un periodo, el valor de
recuperacion representa el valor de desecho de un articulo, como el precio de
venta, El negativo del valor de recuperacion se llama costo de recuperacién.
El hecho de poder deshacerse de un articulo puede tener un costo, haciendo
¢l costo de recuperacién positivo, Por ejemplo, si se tiene una fabrica de com-
putadoras que saca a la venta una PC mejor que cualquiera en el mercado,
decide tener un stock muy alto por sus expectativas de demanda en el afio en
curso. Pero, al cabo de un mes otra compaiia mejora su modelo y ademis a
un precio menor, la primer compaifa tiene que abaratar su producto, ademds
de que sus ventas bajardn ocasionando costos mds altos de lo esperado para
las computadoras que logre vender. Entonces el costo de recuperacion cor-
responderd al precio de venta de las computadoras que le queden al térniino
del periodo del inventario. Como casi siempre los costos de almacenamiento
son una funcién de exceso de demanda, los costos de recuperacién se pueden
combinar con este costo.

La tasa de descuenlo toma en cucnta el valor del dinero en el tiempo,
Cuando una empresa compromete capital para stock, no puede usar este
dinero para otros fines. Por ejemplo, podria invertirlo en CETES y oblener
un rendimiento sobre la inversion, como 45% anual. Entonces, un peso in-
vertido hoy valdrd 1.45 dentro de un afio; la ganancia anual dentro de un
afio de un peso es equivalente a a = 0.69 hoy. La cantidad a se conoce como
factor de descuento,

Al usar técnicas cuantitativas para buscar politicas dptimas de inventa-
rios, se utiliza el criterio para minimizar el costo descontado total. Este se
refiere al costo total de ciertos itemes que estdn afectados por la inflacién
en un periodo de tiempo y se traen a valor presente. Con los supuestos de
que el precio y la demanda del item no se encuentren bajo el control de la
compatiia, minimizar el costo es equivalente a maximizar el ingreso neto.
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1.6 Clasificacion de los modelos de inventa-
rios

Existen muchas clasificaciones de los modelos de inventarjos. Por lo general,
la clasificacién mds comin es aquella que se fija en el conocimicento de la
demanda. Si la demanda se supone conocida para el periodo se e Hama
demanda delerministica. Sise trata de una variable aleatori con distribucion
de probabilidad conocida se le llama demanda aleatoria.

De esta misma manera se clasifican los modelos de inventarios, Si, por
ejemplo, la demanda o tiempo de espera son conocidos, el modelo se Hama
delermintstico. Si son desconocidos, el modelo se llama aleatorio o proba-
bilistico. Aunque la demanda o tiempo de espera sean conocidos pueden o
no ocurrir a una tasa constante, Si es asi, se les llama modelos estdlticos, si
no dindmicos.
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Capitulo 2

Modelos Estaticos y
Deterministicos

2.1 Cantidad econémica a ordenar (EOQ)

[l modelo de Cantidad Econdmica a Ordenar (EQQ, por sus siglas en inglés,
Fconomic Order Quantity) calcula una cantidad a ordenar dptima mini-
mizando los costos totales. Este andlisis define una relacién entre la cantidad
a ordenar, la demanda de un item y sus costos asociados,

2.1.1 Anaélisis clasico

El modelo basico supone que se considera un sélo item, que todos los costos
se conocen y no varfan, que no se permiten {altantes y que el tiempo de
espera es cero, es decir, una entrega se hace tan pronto se haga un pedido.
Estos supuestos pueden climinarse cuando se consideran casos especificos.

El {tem se demanda constantemente a una tasa fija o, es decir, se necesitan
a unidades del ftem por unidad de tiempo. También se supone que el item se
produce {o se ordena) en cantidades iguales . Los tinicos costos considerados
son: el costo de preparacion o costo de reorden £, el costo de produccién o
de compra ¢ por unidad, y ¢l costo de almacenamiento unitario k por unidad
de tiempo.,

Un ciclo se puede ver como el tiempo entre lineas de produccién' o entre

*Una linea de produccién es el proceso de elaboracién de un producto. Por ejemplo, la
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IMigura 2.1: Nivel de stock para el modelo bisico del EOQ.

un reabastecimiento def inventario y otro. Entonces, la longitud del ciclo es
Q/a. Por lo tanto, depende de @, es decir, si los pedidos son grandes el
ciclo de ticmpo es mas largo. Si la funcién del nivel de stock es lineal, en la
Figura 2.1 se ilustra como el inventario varia con ¢l tiempo, 1.

El costo unitario es ¢l siguiente:

0 5iQ=0
k+Qc siQ>0

El costo de almacenamiento por ciclo se puede obtener ficilmente. El nivel
promedio de stock durante un ciclo es el drea bajo la curva de la funcion del
nivel de slock. Para encontrar esta funcidn hay que recordar que la longitud

(2.1)

produccién de un refresco consta de tres lineas de produccion: La finea de produccion de
una botella que consiste en tres procesos, lavado, {lenado y tapado. La linea de produccién
del lquido que consiste en mezclar el agua con azucar midiendo la dulzura en grados
baumé, después se mezcla con el concentrado del refresco y combina con gas, se reposa
24 hrs. a 4 grados celsius. Y por dltimo la linea de produccién del producto terminado,
primnero se revisa que el refresco esté Heno, es decir, que el nivel del lquido del refresco
sea e} correcto, se acomoda en cajas y se lleva al almacén de producto terminado.
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de un ciclo es §/a, siendo el i-ésimo ciclo (Qfa)i (1 =0,1,...), entonces en
general un ciclo es el intervalo

[%@—mgqieN

Suponiendo que la funcion del nivel de stock es lineal, ésta es de la forma

Qi - al

donde £ € [2 (i~ 1), 2],
Entonces el nivel promedio de stock durante un ciclo es:

Q
/ (Qi - ad)dt =

£(i~1)

gv
r ﬂtz ul

= Qit~-—]
L Qi-1)

r 242 2 )% aQ?
_.%M%W44{%4—j%*ﬂ
~@L@¥@}FL@W%W]

a a a 2u 20

Q’i Q% QM Q4
— v o—— + [ S, + —
a 2a 2a a  2a

Q?
20
Es decir, el costo total del almacenamiento por ciclo es:
2
hﬁ;

Por lo tanto, el costo total por ciclo es:

2
k+Qc+h-2%

El costo total por unidad de tiempo es:

18



k4 Qe+ hE

“r Qla
s 00
= uc+-Q~+ 3 (2.2)

La demanda y los costos son fijos, la inica variable es @, la cantidad a
ordenar. Si se grafica el costo total por unidad de tiempo se puede ver cémo
varfa con respecto a Q. La forma mds conveniente de ver esto es graficando
cada componente de la ecuacion contra @, y después sumarlos como en la
Figura 2.2. La componente del costo unitario ac es independiente de @, por
lo que se puede considerar fija. Las otras dos componentes varian con la
cantidad a ordenar, forman el costo variable Cv, entonces:

Cr=ac+Cy
con Cy = ak/Q + h@Q/2.

El componente del costo de alnacenamiento crece linealmente con ()
mientras que el del costo de reorden decrece cuando @ aumenta. Con esto
se confirma que drdenes grandes, poco frecuentes implican bajos costos de
reorden, pero altos costos de almacenamiento; drdenes pequedias y frecuentes
ocasionan costos altos de reorden pero bajos de almacenamiento.

Alsumar los tres componentes se obtiene el costo total, la curva asimétrica
Cy enla Figura 2.2 con un minimo que corresponde a la cantidad de reorden
optima, EOQ o Q*.

El problema se reduce a lo siguiente:

]

gﬁ-i'hQ

Min C =
in Cp ) 5

ac +

sujeto a

o, 0h,Q >
ko2

Derivando Cy con respecto a Q)
dCr ok h

Q- ety
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tgualande a cero

ak b
_52_ 5 = 0
h _ ak
2 T
Q" = -{ﬁ‘: (2.3)
h

Como @ > 1 entonces es necesario que & > 0.
Al evaluar la segunda derivada en Q° y suponiendo k > 0:

i _ o
d@? @)
ok

= 3
2ak
h

akvi?

;

St o
hvh
2V2ak
h [ h

= - *2';[ >0 (2.4)

S

no

por lo que se tienc un minimo.
Sustituyendo @* en Cr, obtenemos ¢l costo total por unidad de tiempo:

El tiempo que se toma cn retirar la cantidad dptima a ordenar Q°, es
decir, 1a longitud del ciclo es:

T' - Q.
Una sustitucion interesante de @*, es en ¢l costo variable:
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= (2.6)

il

i

lintotces, el costo Lotal dptimo es:
¥

Cy =ac+Cy = ac+ V2ahk (2.7)
Ejemplo:

Una compaiifa que fabrica partes para mdquinas, tiene una demanda
anual de 1250 unidades de un cierto producto. La compaiiia tiene 20 lineas
de montaje en las cuales se hacen diferentes productos en un total de 1500
lotes al afie. Cada vez que se empieza un lote nuevo, un equipo de tres
montadores necesita dos horas para preparar el equipo. Las lineas tienen dos
turnos de ocho horas cinco dias a la semana, pero 10% de este tiempo se
necesita para mantenimiento y entrenamiento, en el cual no hay produccion.
Cuando un lote se ha terminado, se prueba y se transfiere a nna bodega para
artfculos terminados. El departamento de contabilidad estima las siguientes
cifras anuales:

Valor total de salida 54,000,000
Valor total de materiales = 18,000,000
Coslos generales 12,000,000
Salatios de los empleados = 90,000

U

i

La compaiiia busca nn retorno de capital de 20% al ano.

El precio de venta del producto es 300, 60% del cual es material directo
y costos de produccion, ;Cual es la canlidad éptima a ordenar para este
producto?

Primero se deben encontrar los valores de las variables en la ecuacion

EOQ.



e La demanda anual os de 1250 unidades

o Como G0% del precio de venta estd hiecho de costos directos, el costo
por unidad es 0.6(300) = 180

o La vnica informacion acerca de costos de almacenamiento es que la

compaiia busca un retorno del 20% de capital al ano. Eutonces, ol
costo anual de almacenamiento es el restante 20%., pero del costo por

unidad, 0.2(180) = 36

s Il costo de reorden, o costo de preparacian en cste caso, es un puco
mas complicado. £f valor de una hora de produccién es el cociente del
valor de salida sin los gastos generales y sin of costo del material, entre
el mimero de lineas por horas-hombre de produccidn:

54,000,000 — 12,000,000 - 18,000,000
20)(2)(E)5)(52)(0.9)

valor de una hora

i

320.51

i

I divisor se obtuvo de la siguiente manera: 20 lincas por dos turnos de
acho horas cinco dias a la semana durante 52 semanas (en el ano) por uno
menos 10% de tiempo para mantenirmiento y entrenamiento.

ntonces dos horas de preparacion cuestan 641, Iay costos adicionales
de salarios para empleados de: (90 000)/1500 = 60 cada lote. Por tanto, el
costo de preparacion es; 641 + 60 = 701,

Las variables necesarias son:

a = 1250 unidades al aito
¢ = 180 por unidad

k = 701 por lote

h = 36 por unidad al ano.

Sustituyendo estos valores en la cantidad a ordenar dptima:

¢ k f
Q" = /é%_ = ,/.2.(_1.2.‘3.(5)_6)_(_7_0_1_) = 220 unidades

El tiempo dptimo entre pedidos es:
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= = = —— = (.176 alios = 9 semanas

La mejor politica es hacer un lote de 220 unidades del item cada 9 sema-
nas.

2.1.2 Modelos con demanda no satisfecha

Supdngase que se permiten faltantes, es decir, se permite que haya demanda
no satisfecha, entonces puede darse un ahorro en el costo de preparacion ya
que la longitud del ciclo se puede alargar haciendo menos pedidos. Por otro
lado, cuando se Liene poco espacio, el costo por demanda no satisfecha puede
ser menor que ¢l rentar un espacio mayor, o también puede ser menor cuando
¢l costo por hacer pedidos frecuentes es muy alto.

En este modelo con demanda no satisfecha se tiene el supuesto adicional
de que el cliente espera a que llegue el siguiente pedide para cubrir su de-
manda. En la Figura 2.3 se puede ver el problema graficamente.
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Siel costa por unidad de demanda no satisfecha por unidad de tiempo os
p v S es la cantidad que se tiene al priveipio de nu ciclo, ef costo por nnidad
de tienpo se obtiene de la signiente manera:

Il costo de produccidn estd dado por

0 §0 =0
b4 Qe 5iQ >0

El rosto de almacenamiento se compone exclusivamente de la cantidad
mantenida durante ef periodo 7y = Sfa . Entonces el costo total det alma-
cenamiento por ciclo es

h§?
2a
De forma similar, los faltantes ocurren durante el periodo Ty = (@~ S)/a.

De aqui, el costo total por faltantes en el tiempo en que éstos ocurren cs ¢l
costo por faltantes por ciclo dado por:

p(Q - S)?

2u

Por lo tanto, el costo tolal por ciclo es:

k—PQwF%;—PmQ*~L

A’Q

[

y el costo total por unidad de tiempo es:

Cr = Kt Qe+ hS2 + p(@ - 5)/2
T = Q/a
ak | kS pQ-9)
) ar aao” 9
wt Tty B (23)

In este modelo hay dos variables de decision (S y @). Los valores dptinios
se obtienen de las siguientes ecuaciones: :

il




acr kS MQ=S)

P A

s Q )
L hs? Q-5 n(@Q - S)? -0
Jo - oQr 20 Q 2€07

Que dan ligar a los valores extremos:

. fk [P .
5= b\ p+h (29)
Q0 = /2(1[: h) +h (2.10)
h P
La longitud del ciclo es:
9__,.:‘/3&1/&4“_’1 (2.11)
o ah p

La cantidad maxima de faltantes se expresa como:

N 2ak [ h
Q-5 = P —V p \p+h (212)

La fraccién de tiempo en la que no existen faltantes estd dada por:

71‘

Sfa_
Q*Ja pth (2.13)

que es independiente de k, el costo de reorden.
Ejemplo:

Usando el ejemplo anterior, pero ahora permitiendo faltantes, supongase
que el costo por unidad de demanda no satisfechaes de p = 156. Las variables
son:
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a = 1250

c = 180
k=701

h =306
Entonces,

. foak [T \/2(1250)(701) \/ 156 oo
S = e e T 156_*_36--198.88mndnd¢.a
._  [2k /p+la_~_\/2(1250)701\[156+36_ 1 N
Q = TV Pl T m = 244.77 unidades

T = %— = —2—4—5— = (.196 = 10.2 semanas

Por tanto, se deben ordenar 245 unidades cada 10 semanas y se permite
un faltante de hasta 46 unidades,

2.1.3 Niveles de reorden del modelo clasico

Hasta el momento sélo se ha visto el tiempo de espera con valor cero, es decir,
en el momento en el que se hace un pedido, éste llega y estd disponible en
stock. Esto no sucede en la realidad, asi que se aumenta el supuesto de que
el tiempo de espera, ¢, sea constante y finito. Si la demanda es constante,
los pedidos deben hacerse un tiempo £ antes de necesitarse, ver Figura 2.4,

La cantidad éptima a ordenar @* sigue siendo la misma, el momento en
el que se hace el pedido es el que cambia.

Hacer un pedido un tiempo £ antes de necesitarse es mas facil de decir
que de lograr ya que la demanda puede ser variable. Resulta conveniente
definir un nivel de reorden, L. Para esto se consideran dos casos: cuando
£<Tycuando > T.

Cuando el stock llegue al nivel de reorden especifico se debe hacer el
pedido, el stock restante en ese momento debe ser suficiente para cubrir
la demanda hasta que la orden llegue. Como la demanda y el tiempo de
espera son constantes, la cantidad de stock necesario para cubrir la demanda
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Figura 2.4; Tiempo de espera entre colocar una orden con su nivel de reorden
correspondiente,

durante el tiempo de espera también lo es. Entonces el nivel de reorden
(ROL, ReOrder Level ) s ignal ala demanda en el tiempo de espera, y estd
dado por:

L=t(a (2.14)
esteesel casoen que £ < T,

Para ¢l caso £ > T siempre hay una orden que se sale del ciclo como se
muestra en la Figura 2.5. Entonces la orden B debe colocarse cuando haya
suficiente stock en existencia o a ordenar, para asi satisfacer la demanda
durante e} tiempo de espera. Entonces, el nivel de reorden es

L=tla~@Q {2.15)

Cuando el tiempo de espera estd entre el n T y el (n + 1) T pedidos,

hay n pedidos (érdenes) que se saldran del ciclo cuando sea hora de hacer el
siguiente pedido. Entonces el nivel de reorden es:

L=ta-n@Q" (2.16)
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Figura 2.5: Tiempo de espera mds largo que el ciclo.

Ejemplo:

La demanda de un item de 1200 unidades al aiio es constante. El costo de
reorden es de 16 y el costo de almacenamiento se estima en 0.24 por unidad
al ano. Determinar una politica de inventarios éptima si el tiempo de espera
es constante y es de; a) 3 meses, b) 9 meses y ¢) 18 mneses.

Las variables son

a = 1200 unidades al afio
k =16 por orden
h = 0.24 por unidad al afio

Sustituyendo se obtiene la cantidad econdmica a ordenar:

f?ak _[?Q1200)(16) _ .
= 024 = 400 unidades
Q 1

T = == 200 = (.33 afios 0 4 meses.

Q.

]
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Cuando el tempo de espera esté entre n 7y (n 4 1) 1™ hay n pedidos
que se saldrdn del ciclo cnando se haga el siguiente pedido. Entonces el nivel
de reorden es

L=la~nQ’

a) £ = 3 meses
Como ef ciclo dura 4 meses, el tiempo de espera de 3 meses es menor. Ln-
tonces 1 = 0y el nivel de reorden cs
L = {a = 3(100) = 300 unidades

(ada vez que le nivel de stock baje a 300 unidades se debe hacer un pedido
de 400.
b) £ = 9 meses
Cuando el tiempo de espera es de 9 meses, la orden Hega entre los ciclos 2 y
3, asf que n =2 y el nivel de reorden es

L ={a—-nQ" =9(100) - 2(400) = 100 unidades
Cuando el nivel de stock baje a 100 unidades se debe colocar una orden de
400 unidades,
¢) £ = 18 meses
Si el tiempo de espera cs de 18 meses, el pedido se recibe entre los ciclos 4 y
5, Entonces n =4 y el nivel de reorden es

L =Cla-nQ" = 18(100) — 4(400) = 200 unidades

Cuando el nivel de stock baje a 200 unidades se debe colocar una orden de
400 unidades.

2.1.4 Costos variables

Un supuesto del andlisis cldsico cs que los costos son fijos, lo cual es dificil
il una economia como la nuestra (inflacion alta, tipo de cambjo inestable,
etc.). Ademds un proveedor hace descuentos para drdenes grandes.
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Figura 2.6: Decremento escalonado en costo unitario por cantidad de reorden.

El costo de reorden también puede variar con la cantidad a ordenar, A
veces, el costo de reorden aumenta, por ejemplo, el costo del transporte puede
tener un limite correspondiente a la capacidad del veliienlo de entrega, si la
orden es mayor a esta capacidad, se necesita otro vehiculo que duplica ¢l
costo de entrega,

Par dltimo, el costo de abnacenamiento también puede variar con la can-
tidad a ordenar. Si ésta es muy grande, el almacén puede no ser suficiente
para guardar una arden completa.

Curva de costo total valida

Frecuentemente, un proveedor ofrece reducir el precio de uin item si se com-
pra mds de un nimero especifico de unidades. A veces se hace mas de un
descuento para distintas cantidades a ordenar, por lo que el costo varia. {Ver
Figura 2.6.) Como se puede ver se tiene un decremento escalonado en el
costo unitario cuando aumenta la cantidad a ordenar.

Tomando el costo unitario ¢, sc puede trazar una curva de costo total
como se hace en el andlisis cldsico. Sin embargo, la curva sdla es valida en
un rango de cero a (), cantidades a ordenar, Esto se puede hacer para los
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Figura 2.7: Curva de costo total valida para cinco costos unitarios.

demds costos unitarios; en la Figura 2.7 la linea continva es la curva de costo
total vilida para los cinco costos unitarios de la Figura 2.6.

Como la posicion de las curvas depende del costo unitario, éstas nunca se
cruzan, ya que a iayor costo unitario las curvas se van mds arriba del ¢je de
costo.

Como siempre, se desea encontrar la cantidad a ordenar que minimice el
costo total, es decir, el valor dptimo de Q.

- Sesabe que @° = \/2ak/h. Regularmente se expresa al costo de almace-
namiento h como su equivalente en una tasa proporcional ¢ del costo unitario,
el punto minimo en cada curva estd dado por

para cada j =1,...,n.
Para cada curva el minimo puede ser “vdlido” o “no vilido".

Definicién 2.1 Un minimo vdlido en una curva de costo es el minimo de
désta que se encuentra en el rango de las cantidades a ordenar. Un minimo
no vdlido es aquel que cae fuera del rango vilido para ese costo unitario.
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Figura 2.8: Minimos vilidos y no validos para curvas de costo,

Todo conjunto de curvas de costo tiene al menos un minimo vilide ya
que las curvas no se intersectan; y un nimero variable de minimos no validos
(ver Figura 2.8). Como se puede ver, la curva de costo valida siempre es
mavor hacia la izquierda de] minimo vilide; esto significa que ¢l minimo
global se encuentra en el minimo valido o a su derecha. Pero, solo existen
dos posiciones para el costo minimo global, el minimo vélido o los puntos de
discontinuidad en donde se rompe la curva de costo vilida (ver Figura 2.9).

Lo anterior lleva a un algoritmo para encontrar el minimo global. Esto
s¢ Jogra encontrando el minimo vélido y compardndolo con el costo tatal en
cada punto de discontinuidad de la curva de costo vilida.

Algoritmo para encontrar el minimo global.

1. Se calcula la EOQ para la curva de costo mds baja, es decir, para el
costo unilario menor.

2. Sila EOQ calcualda NO se encuentra en el rango correspondiente al
costo unitatio, se Liene un minimo no vilido, Ira 3. Sila EGQ cal
culada esld en el rango correspondiente al costo, se tiene un minimo
vilido. Ir a 4.
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Figura 2.9: Posiciontes para costo minimo. (a) Costo minimo en punto de
discontinuidad. (b} Costo minimo en un minimo vilido.
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3 Se calewda el costo total en el punto de discontinuidad de la curva de
costo valida, es decir, en el limite inferior del rango vilido. Ira 1,

4. Se calcula el costo total en el minimo vilido,

5. Se comparan los costos totales calculados y se escoge ef menor.

Ejemplo:

Una compaiifa que trabaja 50 semanas al aio tiene la demanda de un
producto conslante en 10 unidades a la semana. Bl costo de hacer un pe-
dido, incluyendo cargos de entrega, se estima en 150. La compania busca un
retorno anual de 20% en activos utilizados. El proveedor del item cotiza a
un precio bisico de 250 por unidad, con descuentos del 10% en érdenes de
50 unidades o mds, 15% en drdenes de 150 unidades o mas y 20% en érdenes
de 500 unidades o mds, ;Cual es la cantidad éptima a ordenar para el ftem?

Las variables son:

a = 10(50) = 500 unidades al ano
k = 150 por orden

i = 20% del costo unitario al aiio
h = t¢ = 0.2c por unidad al afio

Tomando la curva de costo mas baja:
¢ = 200, vélido para @ 2 500

e [2k _ [2(150)(500)
=7 =\ oy -2
Este es un minimo no vilido ya que @* no es mayor que 500. Calculando

el costo en el punto de discontinuidad que es el limite inferior del rango vilido

(@=500):

ak  hQ
Cr = ac+—Q—+.5_
5 r
= 500(200) + 00‘;(0 50 (0-2)(220)(000)

110, 150 al afio (punto A en Ja Figura 2.10)
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Figura 2.10: Curva de costo total con costo unitario variable (ejemplo).

‘Tomando la siguiente curva de costo mits baja:

¢ = 212,50 vilido para @ entre 150 y 500

Q" = /2(150)(500)/(0.2)(212.50) = 59.4

Este es un minimo no valido, @* no esta entre 150 y 500. Calculando ¢
costo en el punto de discontinuidad a la izquierda (@=150):

Cr

i}

1)

500(212.5) -+ 500(150)/150 + (0.2)(212.5)(150)/2
109,938 al afio (punto B en la Figura 2.10)

Tomando la siguicnte curva de costo mds baja:

¢ = 225 vélido para Q entre 50 y 150

Q" = /2(150)(500)/(0.2)(225) = 57.7

Este es unt iminimo vélido, @° estd entre 50 y 150. Calculando el costo en

este minimo valido:
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Cr = ac+V2ahk
= 500(225) + /2(500)(0.2)(225)(150)
115,098 al ano (punto C en la Figura 2,10)

Como ya se encontré un minimo vilido, se comparan ahora las soluciones:

1l

o punto A Q=500 Cp = 110,150 al ano

o punto B Q=150 Cp = 109,938 al afo

It

o punto C Q =577 Cr = 115,098 al ano

La mejor opcién es ordenar 150 unidades con un costo de casi 110,000 al
ano.

Costo de entrega variable

Asi como el costo unitario se reduce cnando la cantidad a ordenar aumenta,
el costo de reorden puede auinentar debido a que se pueden necesitar mas
vehiculos de entrega al awmentar la cantidad a ordenar. [istos aumentos
también pueden ser escalonados como en el caso del costo unitario variable,
solo que los escalones van hacia arriba como se ve en la Figura 2.1,

De wanera similar que en el costo unitario con descuentos, se pueden
trazar curvas de costo tolal para cada costo de reorden. Cada curva es
vilida para un rango de cantidades a ordenar. La Figura 2.12 mucstra estas
curvas, la linea continua es la curva de costo total vilida. Esta curva s el
inverso de la curva de costo total valida para costos unitarios variables, es
mas baja cuando la cantidad a ordenar es pequeiia y crece con el amnento
en ¢l monto de las érdenes.

El punto minimo de la curva de costo vdlida también debe ser en un
minimo valido o un punto de discontinuidad, al igual que en el caso anterior,
Para encontrarlo se usa el mismo método que antes, pero como la curva de
costo valida estd invertida con respecto a la que se obliene para el costo
unitario variable, se buscan las cantidades dplimas a ordenar a la izquierda
del minimo vilido empezando por la curva de costo mds baja (la que tiene
el costo de reorden mnenor) y se calculan los costos en los puntos de discon-
tinuidad, es decir, en el limite superior de los rangos validos hasta legar al
minimo valido como se ve en la Figura 2.13,
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Figura 2.12: Curva de casto total vdlida para costo de reorden variable.
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Figura 2.13: Minimos vdlidos y no vilidos para curva de costo total con
costos de reorden variables. A, B, C y D son los costos éptimos para cada
costo de reorden, siendo D el minimo global.

Ejemplo:

Una compania usa 4 toneladas de arena fina industrial diario. Esta arena
cuesta 20 por tonelada, y ahmacenarla un dia 1.90. Las entregas se hacen
en caihiones que cargan hasta 15 toneladas; cada entrega con carga total o
parcial cuesta 200, Encontrar la forma mas barata de ascgurar un abasteci-
miento de arena continuo,

Solucidn

El costo unitario es constante, pero el costo de reorden es de 200 por
cada carga, de modo que drdenes de hasta 15 toneladas necesitan un camidn
con costo de reorden de 200, ordenes entre 15 y 30 toneladas necesitan dos
camiones con un costo de 400, y asi sucesivamente,

Otras variables son:

a = 4 toneladas al dia
¢ = 20 por tonelada
h = 1.90 por tonelada al dia
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Figura 2.14: Curva de costo total con costo de reorden variable {ejemplo).

Tomando la curva de costo mas baja:
k = 200, vilido para @ < 15 toneladas

Q" = V2ak/h = /2(1)(200)/(1.90) = 29.02 toncladas

Este es un minimo no vilido, pues @ > 15. Calculando ¢l costo en el
punto de discontinuidad (Q=15), en el limite superior de} rango:

Cr

ac+ak/Q+ hQ/?2
4(20) + 4(200)/15 + (1.9)(15)/2
147.58 al dia (punto A en la Figura 2.14)

i

Tomando la siguiente curva de costo mis baja:
k = 400, vilida para Q@ entre 15y 30

Q" = /2(4)(400)/(1.90) = 41.04 toneladas

Este es un minimo no valido, @° no esta entre 15 y 30 toncladas. Calcu-
lando el costo en el punto de discontinuidad a {a derecha del rango:
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i

Cpo= 4(20) 4 4(400)/30 4 (1.9)(30)/2

161,83 al dia (punto B on fa Figura 2.41)

I

‘Tomando la siguiente curva de costo mis baja:
k = 600 vilida para @ entre 30 y {5

Q" = 2(1)(600)/1.9 = 50.3 toneladas

Este es un minimo no vilido.
Calenlando el costo en ¢l punta de discontinuidad:

Cr

il

4(20) + 4(600)/45 + (1.9)(45)/2
176.08 al dia (punto C en la Figura 2.14)

il

Tomando la siguiente curva de costo mds haja:
k = 800, valida para @ entre 45 y 60

Q" = /2(4)(800)/1.9 = 58.04 toncladas

Este es un minimo valide. Calculando el costo en este minino vilido:

ac + V2ahk
4(20) + v/2(4)(1.9)(800)
190.27 al dia (punto D en la Figura 2.14)

Cr

]

Como ya se ha encontrado un minimoe valido, el proceso se deticne y se
comparan los costos calculados para seleccionar el minino.

o punto A Q =15 toncladas  Cp = 147.58 al dia
o punto B Q =130 toncladas  Cp = 161.83 al dia
o punto C  Q = 45 toneladas Cr = 176.08 al dia
e punto D Q = 58 toneladas  Cr = 190.27 al dia
La mejor opcidn es ordenar 15 toneladas a la vez, con entregas cada 15/4

= 3.75 dias.
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2.1.5 Miscelinea

Sistemas de produccion con tasas de reabastecimiento
finitas

lin el andlisis clasico se supone que se recibe una entrega que aumenta ius-
tantdneamente el stock para que gste se reduzca poco a poco a base de
demanda. Si se considera el caso al final de una linea de produccion donde
la tasa de produccién es mayor a la de demanda, los productos terminados
se acumulan en stock a una tasa finita mientras la linca opera, (5i la tasa de
produccidn es menor que la de demanda, no se acuinula stock.) El supuesto
de reabastecimiento instantdneo del andlisis clasico se reemplaza por nna tasa
de reabastecimiento finita.

Si la tasa de produccién es p, el nivel destock aumenta a una tasa que es la
diferencia entre la produccién y la demanda, p—n. El stock se acumnula hasta
que se detenga la produccion. El mejor mamento para detener la produccién
es e] prapdsito de este analisis, una manera de encontrarlo es obteniendo un
late de tamaiio Gptimo.

Los supuestos principales son:

o se considera sélo un ftem

¢ la demanda es conocida, constante y cantinua
¢ tados los costas se canacen y no varfan

¢ no se periniten faltantes

Supdngase que el ciclo T = @/« se divide en das partes: un tiempo
T, durante el cual el stack crece a una tasa p — o hasta que se detiene Ja
praduccidn, y un tiempo 7, en el que el stock baja para satisfacer la demanda
a una tasa a. Esta variacion del nivel de stock se puede ver en la Figura 2,15,

Cansiderando un cicla (ver Figura 2.16), si se hace un lote de tamaiio Q,
¢l nivel médximo de stack para reabastecimienta instantineo es Q. Pero, para
una tasa de rvabastecimiento finita, este nivel muica se alcanza, ya que al
satisfacer la demanda, el stock baja. El nivel médximo de stock, 4, se alcanza
cuanda la praduccidn se detiene, y es menar a Q.

La parte productiva del ciclo implica que A = (p — a)7}. La produccién
total durante el periado es Q = pT,, es decir, T, = Q/p.
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Figura 2.16: Un ciclo del nivel de stock con una tasa de produccién finita.
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Sustitnyendo T}, en la ccuacion de A:

RIES

Ll costo total por ciclo del anilisis clisico os

Q?
ket Qot by

comparandolo por componentes con el de este andlisis, ¢s decir, el costo
unitario, el costo de reorden (o de preparacidn para produccion) y ¢l costo
de almacenamicnto, éste iltimo es el inico que tiene diferencias. La razdn
es que el nivel maximo de stock ya no es @, alora es A.

Por tanto, el costo por almacenamiento es:

hAT _ hQT (,, - a)

2 T2 p

y el costo total por ciclo es
! RQT (p—a
k4 Qe+ 5 (-—p——)

Dividiendo entre T = @/« da el costo total por unidad de tiempo:

_ b, Qe MT (p-al
Cr = oRtgEte ( ; )'P

a7 (5) e

Si se compara este resultado con el del andlisis cldsico, la tinica diferencia
es el factor (p — @)/p. Para obtener el costo minimo se calcula la derivada
de Cp con respecto a () y se iguala a cero;

iigl=_3£+ﬁ(u>=0

1
34
|
4
|

Q- ¢TI\,
. [0k [
Q= P\ oa (2.18)



La dnica diferencia con la cantidad econdmica a ordenar (EOQ) es el
factor /p/(p = ).

La linea de produccion funciona durante T, = Q*/p.

Ejemplo:

La demanda de un producto es de 20 unidades al mes. Cada unidad
cuesta 100, Bl afo pasado el costo del manejo del departamento de compras
(que hizo 2000 pedidos) fue de 50000, Los costas de almacenamiento anual
son 20% del costo unitario por capital, 5% por espacio para almacenamiento,
3% por deterioro y obsolescencia y 2% por seguro. Todos los demas costos
asociados con akmacenar el ftem son de 2400 al ano y fijos. Calcular la
cantidad econdmica a ordenar para of item, el tienupo entre cada orden y el
costo total correspondiente.

Si la compaiifa hace el item evita el costo fijo anual de 2400. Con una
tasa de produccién de 40 unidades al mes, cada unidad cuesta 75 y los costos
por instalacién por lote son de 1000. ;Serd mejor para la compaiiia hacer el
ftem en lugar de comprarlo?

Las variables en unidades consistentes son:

a = 20(12) = 240 unidades al afio

¢ = 100 por unidad

k = 50000/2000 = 25 por orden

k = (0.240.05+0.03-+0.02)(100) = (0.3)(100) = 30 por unidad al ano

Sustituyendo:
. [k paes)
Q' = = T 20 unidades
T = @Q/a=20/240 = 0.083 afios == 1 mes
Cr = ac+ V2ahk = 240(100) + 1/2(240)(30)(25) = 24600 al a0

Sumando a Cr el costo fijo de 2400 al aiio se tiene un costo total de 27000
al aiio,
Si la compaiiia hace el item:

p = 40(12) = 480 unidades al aiio
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¢ = 75 por unidad
k = 1000 por lote
h = (0.3)(75) = 22.5 por unidad al ano

0 Jak )

b p—a

\/2(240)(1000) \/ 480
22.5 480 — 240
206.6 unidades

Cp = ac+95+f'3—(""“>

i

Q2 p
_ 240(1000)  22.5(206.6) (480 - 2.10)
= 240(75) + 206.6 9 4180

20324 al afio

Isto es menor al costo total que se obtiene cuando se compra el item.
Por lo que es mejor para la compaiifa hacer el item que comprarlo.
Por lo tanto,

]

T =Q"/a = 206.6/210 = 0.86 afios 15 semanas
T, =Q"/p=206.6/180 = 043 afios = 22.4 semanas

Ventas perdidas (demanda no satisfecha cuando el clien-
te se va';

Se vio ¢l caso en que si la demanda no se satisface el cliente espera a que
el producto llegue. La alternativa es que el cliente vaya con otro proveedor,
ocasionando venltas perdidas. Bl nivel de stock que signe este caso se inuestra
en la Figura 2.17.

Como se ve en la Figura 2.17, el stock inicial @) se acaba en un tiempo
Q/a y la demanda restante se pierde hasta que llega la siguiente orden. La

igualdad @ = a7 no es aplicable, pero la demanda no satisfecha en un ciclo
es:

al - @
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Figura 2.17: Nivel de stock con ventas perdidas.

Cuando se permiten faltantes los costos pueden minimizarse simplemente
no manteniendo stock, lo cual no es una solucién. Cuando esto sucede ¢s
necesario cambiar el objelivo a maximizar la utilidad.

Sea r el precjo de venta por unidad del item, cada unidad de ventas
perdidas liene un costo que considera dos partes:

o pérdida de la utilidad, que se define como r — ¢ por unidad de ventas
perdidas

o costos directos que comprenden los costos de oportunidad; se definen
como d por unidad de ventas perdidas,

Si se intentara minimizar costos, no se deberia incluir el costo por pérdida
de la utilidad pero los costos directos si, El costo por ciclo esta dado por

hQQ
2 a
que estd compuesto de las componentes del costo unitario, de reorden, de

almacenamiento {un costo promedio de Q/2 almacenado en el liempo @/a)
y el costo por ventas perdidas, respectivamente.

Qe+ k+ +d(aT - Q)
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Entonces, la utilidad neta por ciclo es la utilidad bruta (#Q) menos la
suma de estos cuatro costos:

hQ)?
10 = Qe = ML _ ot - @)
20
Dividiendo esto entre 1" da la utilidad neta por unidad de tiempo:

hO?
U= -;—, Qld+r—¢)—k- %Q—- ~daT
Sea v, el costo de cada unidad de ventas perdidas incluyendo la pérdida
de la utilidad:

p=d+r-c (2.19)
y 0 la proporcién de demanda satisfecha:
9
of’

Si se ignora el coslo fijo da, se obtiene:

U=0 (au,, ~ % ~ "—‘?> (2.20)

4

Derivando con respecto a @ e igualando a cero para encontrar el valor
méximo de utilidad neta:

dU ok
m = 0'672' - 05 =) N
que da
. 20k
=\ (2.21)

Este resultado es la cantidad econdmica a ordenar (EOQ) del andlisis

clasico. Sustituyendo @* en U:
ak  hQ"
(o= G- F)

0 (v, - VahE) (222)

U‘

i
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Bl término entre paréntesis pucede ser positivo, negativo o cero, micntras
que 0 es la proporcion de demanda satisfecha, por lo que se encuentra en ¢l
rango 0 < 0 < 1. Por lo tanto, para maximizar U* se tienen los siguientes
CASOS:

o Siav, > V2ahk entonees ¢ = 1. La utilidad es positiva y se satisface
toda la demanda,

e Siay, < V2ahkentonees § = 0. Lantilidad es negativa, no se satisface
la demanda, es decir, el item no se almacena.

¢ Si av, = V2ahk cntonces § puede tener cualquier valor, es deci,
cualquier proporcidn de demanda que convenga se puede satisfacer.

Ejemplo:

Una compaiia desea saber si almacena o no tres distintos itemes. Si exis-
ten {altantes la compaiiia supone que los clientes se iran con otro proveedor.
En la siguiente tabla se encuentran los costos y variables correspondientes:

Hemi o h| k|dir|ec
! 150180 [150{20{110] 90
2 [ 100200)400) 10200 170
3 | 50 |400) 500303507320

Para comparar av, con v2ahk se necesita calcular v, = d 4+ 7 ~ ¢y asi
saber si se almacena o no ¢l item.

Item 1;
v = d4r—c=20+110-90=40
av, = 50(40) = 2000
V2ahk = 4/2(50)(30)(150) = 1095.44
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Entonces av, > vV2ahk que indica que la utilidad es positiva, y se hace
0 = 1. Fs decir, se satisface toda la demanda y no hay ventas perdidas.

La utilidad neta y la cantidad econdmica a ordenar son:

i U = O(av, - VIahk) = 1(2000 - 1095) = 905
|
i QO = 2ak/h = /2(50)(150)/80 = 13.69
Item 2:
v, = d+r—c=10+200~170 =40
= 100(40) = 4000
V2ahk = /2(100)(200)(100) = 4000

La utilidad neta es cero, por lo que 0 puede tener cualquier valor,
es decir, se satisface cualquier proporcién de demanda que se desee,

|
|
|
% avy
.
i
;
!
|
’ siempre y cuando los pedidos sean de tamaiio

; Q" = \2ak/h = \/2(100)(100)/200 = 20

Item 3:
v, = d+r—c=30+350 320 =60
av, = 50(60) = 3000
| V2ahk = /2(50)(400)(500) = 4472.13
av, < V2ahk, es decir la utilidad es negativa, § = 0, asi que no se

almacena el ilem ni se satisface la demanda.

Oportunidad de compra antes de aumento de precio

Cuando un proveedor informa a una organizacion sobre un aumento de precio
para el siguiente pedido, existe una oportunidad para comprar antes de que
aumente el precio, pero jqué tan grande debe ser la orden?
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Figura 2.18: Una oportunidad de compra antes de un aumento de precio.

Sea ¢' el nuevo costo unitario del item que ocasiona una nueva cantidad
ccondmica a ordenar Q°. Si se compra una orden grande Q, suponiendo que
no hay en existencia, el nivel de stock se comporta como en la Figura 2.18.

Supdngase que se desca minimizar costos durante un tiempo 17, dste
consiste de un tiempo T correspondiente a la orden de tamaiio @, y a un
numero finito de ciclos que suman I — T' correspondiente a hiacer pedidos
de tamaiio @Q*, 1a demanda total para este periodo es (7" - T'), asi qne el
ntimera de érdenes es a(T' - T)/Q".

En la siguiente tabla se encuentran las tres componentes de costo para
los perfodos 7' y T, suponiendo que no se permiten faltantes. El costo de
almacenamiento es una proporcion 1 del costo unitario,

Companente Primer Ciclo | Ciclos Restantes
costo unitario aTc o' -T)
costo de reorden k a(T' - Tk/Q"
costo de almacenamiento | icQT/2 idQ (1" -T)/2




P et e S A A s .

Sustituyendo @ = o' y sumando las tres componentes da ef costo total
en of tiempo T

\ s , ol Qk  eQF  idQUr Q0
Cpo=Qc+al’d - Qc +k+ "‘Q‘:“ - 0 + R 9 o

Derivando con respecto a Q e igualando a cero:

dCr , ko de idQ
—JQ_‘ = oe Q‘+aQ 20 =0
. kEoid@\ a
Q= (““”z‘f z)“

/

(¢~-cla + ak ¢ o

B ic i@ 2
el
Dado que @* = 27‘},5 entonces 3o = (——Q‘,-);, por lo que

¢k ok b
ic ie@r @i
_ Woda ,ak
ie icQ)”

(¢~ c)a . 20k ¢
ic ic@* '

_{d=c)a o
= + CQ (2.23)
Este analisis supone que no queda stock al comprar la cantidad @, si

llegase a quedar stock se debe comprar @ menos la cantidad que hay en ¢l

stock.
Ejemplo:
La demanda de un jtem es de 400 unidades al afo. El costo de reorden es

50, el costo de almacenamiento es 20% del costo unitario al afio. Bl tiempo
de espera es cero. El costo unitario estd por aumentar de 9 a 10. ;Cuauto

[
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debe comprarse st todavia hay 50 unidades en existencia cuando se hace el
pedido?
Las variables son:

n = 400 unidades a) ano

¢ =Y por unidad

¢ = 10 por unidad
k = 50 por orden

i=02

L.a mmeva cantidad econdmica a ordenar es:

. 2ak
ey
_ [2(400)(50)
=\ o))
= 141.42
Entonces la orden grande es:
ald - ¢ d
Q = *L—‘———)- + _Q'
ic c
400(10 - 9) 10
0.20) + 3 (141.42)
= 3719.35

Si hay 50 unidades en existencia se deben ordenar 329 (o mds hien 330).

2.2 Modelos de programacion lineal

Como se sabe la programacién lincal tiene muchas aplicaciones dentro de
las cuales se encuentran los problemas de planeacién de la produccién e
inventarios, Como se ha visto anteriormente los modelos de inventarios tienen
una funcién abjetivo que minimizar (si se trata de costos) o maximizar (si se
trata de utilidad).
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Una compaiifa o fabrica tiene un Hmite mdximo de produecion durante
determinado tiempo, un limite maximo de costos que pnede tolerar sin que
afecte sn utilidad, espacio limitado para almacenamiento, ete. La demanda
variable puede tener wn minimo mayor que cero. Debido a esto un modelo
de inventarios se puede plantear y solucionar como un problema de progra-
macion, y las restricciones anteriores se pueden plantear como restricciones
lincales.

Para el planteamiento del problema se utiliza una nomenclatura un poco
distinta.

El plan se hard durante un ciclo total T que se divide en n periodos.
Para ¢l periodo ¢ la demanda esperada es . El planteamiento se basa en
igualar la produccidn total con la demanda esperada total durante un ciclo,
El inventario al inicio y al final del ciclo T se suponen iguales a cero y ¢l
problema es determinar la produccién en cada wno de los periodos tal que se
minimice el costo total de produccidn y almacenamiento.

Generalmente, la produccidn estd limitada a una cierta capacidad, por lo
que, puede haber varias plantas de produccion o varios turnos con diferentes
limites de capacidad y costos. Si se tienen k turnos o plantas de produccion
sea b; el limite de capacidad del turno o planta i, para 1 = 1,2,..., k.

Sca p;t las unidades producidas por el turno (o planta) i durante el periodo
t. Entonces se tiene que mininizar el costo variable sujeto a las restricciones:

k
Zﬂn

2 o
1=1
k
Lﬂn + Zprz 2 aptm
i=1 (=1
k k k
an + Zmz + oo+ Zﬂm-x 2 aptagt o
i=1 =1 i=1
k k k
an + ZP.‘2+'-' +Zpiu = aqptoagtta,
t=1 t=1 =)
me < b
pu < by



e < by
t=1,2,....n

Las primeras n restricciones expresan la no negatividad del inventario,
n — | se expresan de este modo para garantizar que no haya faltantes que
ocasionen demanda no satisfecha, y que el excedente que se produce en el
perfodo ¢ pueda utilizarse en el perfodo ¢ 4 1. La igualdad en la n-ésima
restriccion garantiza que no habrd sobrantes. Las otras & » n desigualdades
son las restricciones de capacidad.

Si se define p; (1 = 1,2,...,k) coma los costos de produccion de la planta
{0 turno) i, entonces el costo total de produccién esti dado por

n n n
C = PlZﬂll+P2ZP2l+"'+pkzpkt
t=1 t=1 t=]
k n
= ZZP;/’&:
i=] =}

Si el costo de almacenamiento por unidad en cada periodo es , el costo
de almacenamiento por periodo es igual a h por el nimero de unidades al-
macenadas durante el periodo.

El nimero de unidades almacenadas durante el periodo se puede aprox-
imar mediante el promedio del inventario al inicio y al término de cada
perfodo. Suponiendo que el inventario al inicio del primer periodo es cero, el
costo de almacenamiento por unidad en el primer periodo es

A 0+ (ZL;P(I "011)

para el segundo periodo

(Ef:; i a,) * [(ZL‘ pa ~ 0') + (Z:;l iz — 02)]
2

3

para el tercer perfodo



)

h [(me --“n)+(E'Iﬂ-w—nz)]+[(fom )4 (S an) o+ (23

v ast sueosivamente; linalimente para el n-ésimo periodo

(Shpa o) b (Ehapam ) 4 (B pocs = 0ra ) 40
2

h

Por lo que, el costo total de almacenamiento durante el ciclo os:

k
Cy o= h [(n - 1) (Z”“ - m) (n - (LP-? - 02) ot
1=l
k
2 (Z Pin-2 — an-»?) + (Z fin-1 — a""l)]
=1 1=l

n-l & ne
= h [ZZ (n~t)pu - Ej(n —-t)a,]

(=1 i=1 (=1

Por lo tanto, ¢l costo total durante ¢l ciclo es

n=1 k n-1
Cr=Cp+Cy = ZEW"‘ + h [ZZ(;:—-!)/),‘ - E(n-—t)m

t=1 i=1 t=l i= t=1
(2.24)
Resumiendo, la forma general de un modelo de inventarios planteado
como problema de programacién lineal queda como sigue

}

k n-1 & n-1
Min Cp = Zzp.p.‘ + h [ZZ (n=py ~ Z n-1 n,] (2.25)

=1 1=1 t= i=l t=1

sujeto a



a8t e ol

k t
i Zp‘, Za, para t=1,2,...,n (2.26)

r=1 i=i r=1

pi < biparai= 12 kt=12...n (2.27)

v

La solucidn dptima se puede caleular mediante ¢l método simplex.
Ejemplo:

Después de analizar las condiciones del mercado, una fibrica de tabaco ha
organizado un programa de ventas con duracion de un afio para una marca
de cigarros. Las ventas esperadas (en miles de cigarros) durante cada mes
estén dadas en la siguiente tabla:

t 1 ] 3 4 5 <] 7 8 9 10 | 1t 12 | Total

op {209 ) 164 ] 339 | 203 | 183 | 192 } 198 | 181 | 168 | 696 ) 518 | 102 | 3053

Se desea igualar la produccidn total con las ventas totales de todo el afio,
Los inventarios al inicio y al término del programa se suponen iguales a cero.
La compaiiia tiene tres turnos con capacidades mensuales de produccion de
183.5, 151.0, y 122.3 respectivamente (en miles de cigarros). Los costos de
produccién por 1000 cigarros son de 60.62 para el primer turno, 73.66 para el
segundo turno y 90.93 para el tercero. El costo por alinacenamiento es 0.01
por unidad por mes,

Sea pi; = unidades producidas (en miles) por el turno 7 en el mes ¢
P=1,2%t=12..12.

h = 0.01(1000) = 10 por il unidades por mes
El costo total por produccidn es

12 12 12
Cp = 60.62) " p1o+73.66)_ par+90.93 ) py
t=1

El costo total por almacenamiento es

1

C,,:l()z

(12— )pic — [11(209) + 10(164) +9(330) + - - - + (518)]

3
=1
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= iiw—tﬂu 14975

(=] i=l

Las restricciones de demanda esperada son

pu -t pa+ pu > 200
putputpn +patpatpn > I
Yie1 P + iy i 5 e 2 T2
Yot Lo i > 915
Vet Liet i > 1,098
o Sy Pir > 1,290
et Liet Pir > 1,488
pat Licy i > 1,669
Yoret Lie fir > 1,897
Vi) Lics i > 92,433
Zr—l u..xplr > 2,951
21 Ly i = 3,053

Las restricciones de capacidad son

pit < 1835
2t 151.0
pae < 1223 t=1,2,...,12

IN

La solucidn a este problema se calculé mediante un programa en GAMS
(General Algebraic Modeling System) que se muestra en ¢l Apéndice A, El
costo total calculado fue de 204,610, En la siguiente tabla se muestra la
produccién éptima de unidades mensuales por turno.
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Unidades Producidas

Tiempo Turno
1 2 3
| 183.5 | 25.5
2 183.5
3 183.5 | 136.0
4 183.5 { 19.5
5 183.5
6 1835 8.0
7 18351 14.5
8 183.5 | 314
9 183.5 | 151.0
10 [ 183.5 | 151.0 | 122.3
11 183.5 1 151.0 } 122.3
12 102.0
£




Capitulo 3

Modelos Estaticos y Aleatorios

El andlisis cldsico y sus variaciones estudiadas en el capitulo anterior suponen
que los costos, la demanda y el tiempo de espera son variables deterministicas.
Este capitulo introduce los modelos de control de inventarios que incluyen
incertidumbre en tales variables. Por ejemplo:

e lLos cambios en precios fluctian aleatoriamente debido a la inflacidn,
que es incierta.

o La demanda de un producto es una variable aleatoria que puede pre-
sentar componentes estacionales.

¢ El tiempo de espera estd constituido por varias partes: preparacion
del pedido, la ubicacidén y/o produccidn del item por los proveedores,
empaquetamiento, documentacién, embarque, transportacion, compro-
bacién de llegada, etc. Hay tantos pasos en esta cadena de actividades-
que la variabilidad es inevitable.

Otra variable es la cantidad proporcionada. Aunque los pedidos se hacen
por un cierto nimero de unidades, a veces no se recibe el nimero exacto.
Esto puede suceder por varias razones: devolver unidades por mala calidad,
por dafiarse o perderse durante el envio, y por equivocaciones.

Mucha de la incertidumbre que surge en un sistema de inventarios estd
relacionada con las variables que conforinan el escenario econdmico en el que
estd inmerso el sistema. Por cjemplo, si la inflacion es muy elevada, como
se presenta en el caso de México, la variacion de los costos es frecuente y
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aleatoria, provocando que la funeion ohjetivo cambic y conseeuentemente ke
solueion optima. Cuando esto sucede se deben usar modelos probabilisticos,
que tomen en cuenta, de alguna lora, la variabilidad,

La weertidumbre en la demanda durante el tiempo de espera, una vez que
se realiza el pedido, es particularmente importante en sistemas de nventarios,
Si la demanda antes de alcanzar ¢f nivel de reorden (ROL) es inds grande de
lo esperado, o tuico que sucede es que este nivel se alcanza mds pronto de
lo esperado; si 1a demanda después de alcanzar el ROL es mds grande de lo
esperado s demasiado tarde para hacer ajustes, ocasionando faltantes. Por
esta razoén, se hard énfasis en esta variable y se verdn a detalle los modelos
con demanda aleatoria.

3.1 Demanda aleatoria

La demanda agregada de un item estd compuesta generahinenle por pequeiias
demandas de muchos clientes. Por esto puede suponerse que la demanda
total tiene una distribucién normal, aunque también se puede trabajar con
la distribucién Poisson, ya que csta distribucién cuenta cventos que ocurren
en un intervalo de tiempo dado bajo el supuesio de que el tiempo total
se divide en periodos de longitud desconacida, de tal manera que en cada
periado la probabilidad de tener una demanda sea positiva y la probabilidad
de tener mas de una demanda sea casi cero,
El nivel de reorden, como se sabe, se calcula asi:

ROL = demanda x tiempo de espera

en donde los pardmetros son los valores esperados de la demanda y del tiemnpo
de cspera.

Sea « la demanda real durante el tiempo de espera, y E(a) = @ la
demanda esperada. De aqui pueden suceder cualquiera de tres casos:

o Si a =@ entonces el nivel de stock sigue el patron ideal que se muestya
en la Figura 3.1(a).

o Sio < @entonces el nivel de stock resulta mds alto de lo esperado reper-
cutiendo en costos de almacenamiento adicionales. Ver Figura 3.1(b).
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e Sia > & entonces resnlta en demanda no satisfecha que pucede ocasionar
costos may altos, Ver Figura 3.1{c).

La distribucion de la demanda se supone simétrica con respecto a si
media, es decir, Pla > @) = 0.5, en la mitad de los ciclos la demanda se
encuentra por arriba de la media haciendo que los costos por fallantes y
clientes insatisfechos sean inevitables, pero controlables.

3.1.1 Modelo de un sélo periodo

S se cousidera un modelo de inventarios de un ciclo, tnicamente puede or-
denarse al inicio de éste. La demanda es una variable aleatoria o con funcion
de densidad p(a) si es discreta o f(a) si es continua. Los costos que tienen
importancia son el almacenaje y el de demanda no satisfecha.

Este problema se asocia frecnentemente a la venta de periddico. El vende-
dor hace el pedido por anticipado y no puede hacer otro durante el dfa de
venta, El costo del periddico es ¢ y el precio de venta es r, 1 > ¢. Supongase
adentds que los periddicos no vendidos al final del «ia se venden a un precio
de desecho ¢, con g < c. ‘

Caso en el que la demanda es continua

El costo esperado por almacenamiento, £(C}), e

¢]
B = (e~ 1) [ (@ - alf(a)da
0
donde @ es la cantidad del ftemn que se compra y forma el inventario al

principio del periodo.
El costo esperado por demanda no satisfecha, £(Cy), estd dado por

E(C,) = (r~¢) /m(u - @)f(a)da

Q

Por lo que el costo variable total esperado, E(Cr), es:

B(Cr) = (e~ q) / a)f(a)da + (r—c) / - Q)f(a)da
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Para encontrar el valor dptimo de @, @°, se deriva con respecto a @), se
ignala a cero y se resuelve para Q°, sin embargo, una forma mds sencilla para
derivar £(Cy) os haciendo lo siguiente:

Q Q
(e~q) [Q/U f(n)da —/U ()-f(n)rln]

rio=o[[ ostoko - @ " flajdo]

(Cr)

e-nlor@ - [ Qaf(a)dn]

0

+o-o - | aflaa - QUi - (@l

o9

Donde F(a) s la funcion de distribucién de la demanda a.
Entonces,

B = - 0ir@ +011@) - ertQ)

+ (r = <)[-Qf(Q) - (L~ F(@)) +Q/(Q)]
(e=@F(Q) - (r=c)(1-F(Q) =0

Despejando F(Q)

(3.1)

Ejemplo:

Una tienda de tarjetas debe decidir con anticipacién de 6 meses el mimero
de tarjetas a almacenar para ¢l dia de las madres. Sélo se permite hacer un
pedido. Las tarjetas cuestan 5 y se venden por 12. Las tarjetas que uo se
vendan antes del dia de la madre, se venderin por 4. El duefio no sabe
cudntas tarjetas se pueden vender, pero cree que deben ser entre 200 y 400.

Si la demanda es uniforme, f{a) = 1/200, 200 < o < 400. Se tienen los
siguientes costos:

64



r == 12 por unidad
e = 5 por unidad
¢ == 1 por unidad

Usando la ecuacion 3.1,

Q 9 -5
/ L e = B0 s
2

'00200 12""1
a |9
— = 0.875
200]200 0.875

Q200 _

20 200 0.875

Entonces, el valor éptimo Q° = 375.
Caso en que la demanda es discreta

El caso en que la demanda es discreta se resuelve a partir de las utilidades
esperadas en lugar de los costos esperados.
Si el vendedor compra @ periddicos y la demanda s o, entonces:

o Sia > @, el vendedor obtiene una utilidad de Q(r —¢) (suponiendo que
no hay castigo por ventas perdidas) al vender la cantidad @ completa.

o Si o < @, ¢l vendedor obtiene una utilidad de ar + (@ — a)q - Qc’

La utilidad esperada E(Uqg) es:

qQ ] )
E(Uq) = Y lar+(Q-a)g~Qdple) + Y. QUr-c)p(a)
=0 a=Q+1
qQ ) Q )
= r [Eap(a)w Y, p(a)] +Y a(@—e)p(a) = Qe ple)
a=0 a=0Q4+1 a=0 a=0

q o q
" [Z are) +Q Y p(a)} +Y4(Q - a)pla) - Qe

a=Q+1 o=0
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o Si L(Uy)~E(l/g~y) > 0. significa que la utilidad esta amuent ando con
nnidades adicionales,

o Si, por el contrario, E(Uqg)~ E(Uqg-1) <0, la utilidad esti decreciendo
con unidades adicionales,

Por lo tanto, la cantidad éptima Q@ es el punto donde la ntilidad empieza
a decrecer si se compra otra unidad. Por lo que,

E(UQ'.H) - E(UQv) S 0 < I'JY(UQ') - E(UQO_.))

Pero,

E(Uq) - E(Ug-1) =

[Zap(a)-}—Q Z pla ]-}-Z ~a)gpla) -~ Q°c

a=Q'4) a=0

Q*~1 0
~Gh}mwww02mﬂ

a=0 oxQ*

Q-1
+ ) (@ ~1~a)gp(e) ~ (Q’—-l)C)

a=0

00 Q’-1
r [Q‘p(Q')-Q‘p(Q'H Y. ple) } + Y aple) - ¢

I

a=Q* a=0
0 Q-1
=r{2mw+32mm~ﬂ
o=@ a=l

E(Ugeyi) ~ E(Ug+) =
Q 41 Q*+1
[Z ap(a) +(Q° +1) Z pa J Z 7(Q° +1 - ajp(a)

o=0 a=Q*42
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Q N
—(Q" 4 e~ (r {Z ap(a) + Q" Z p(n)}

a=0 a=Q*+l1
Q
4 Zq(Q' - a)pa) - ()'c)
a=0
2, z
= [(Q' + Dp(Q + 1) + }_J pla) = Q' pQ" + l)} + Zq pla) - ¢
o=Q'+2 a=0
0 q Q" .
= [ Y pla) + 5 pte) = ]
o=@ +1 o=l

Por lo tanto,

© Q* = Q-1
q c - ] [o
1 ) - - < ) o4+ 4 (o) — =
Z pla) + TZp(a) - < 0< L p(a) + . >_, o) -
a=Q*+1 a=0 o=@’ a=0
x Q* c ] q Q-1
pla) + LY pla) S =< ) pla) + 1 ple)
a=Q*+1 az=0 as=Q* a=0

Plazq +1] + Plas@] < <Pla2@Q] + IPla<Q -]

L-Pla<qQ) + gl’[a <@ < 15 <

1-Pla<Q -1] + gp[agcp'—u

(f-)resisf-1<(f-1) s
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(L’-—F—I-) Plo <@t} < L—;:J— < (L’:-’—) Pla Q- 1]
(r=q)Pla<@}2r~c>(r~q)Pla Q" —1]

Pla<Q -1 < :-{—g < Pla< Q)

PQ" 1) < “25 < Q)

-
-

El valor dptimo Q° es aquél que hace vilida esta ccuacion, donde Fes la
funcion de distribucién. El costo total esperado para el caso de la demanda
discreta es;

Q )
E(Cr)=(c~q)Y_(Q-a)p(a) +(r~¢) Y (a=Q)p(a)
a=0 a=0Q+]

Ejemplo:

Una compaiia de paquetes de viajes estd por cerrar los registros de cuar-
tos de hotel para la préxima temporada. I2} nimero real de paquetes registra-
dos tiene distribucion uniforme discreta entre 0 y 99. Cada cuarto registrado
le cuesta a la compaiifa 250 y se puede vender por 350. ;Cudntos cuartos
debe registrar la compaiifa si los cuartos sin vender no tienen valor? ;Cuan-
tos cuartos debe registrar si los cuartos sin vender se pueden vender ailtimo
minuto por 100 cada uno?

¢ = 250, r = 350 por cuarto, entonces

r—c

— = 0,2857
r ;

p(a) = 0.01 para a entre 0 y 99
Cuando los cuartos sin vender no tienen valor;
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(7 —=1) <0.29 < 1(Q")
Esto ocurre para Q° = 29, nimero de cuartos a registrar,
Cuando se permite registrar ailtimo minuto por ¢ = 100, entonces

re—c

r—dgq

=04

FQ =1) <04 £ F(QY)

[isto sucede cuando @* = 40.

3.1.2 Revisién periddica con pedidos especiales

Definicién 3.1 Un pedido especial es un pedido complementario a un pedido
anterior cuando la demanda ha sido mayor a la esperada.

Fn la seccién anterior el modelo es de un sélo perfodo, pero, generalmente
se desca encontrar el nivel de stock dptimo, @°, simultineamente con cl
periodo de revision dptimo, T,

Supdngase que el sistema de inventarios tiene un costo de reorden fijo, k,
nn costo por pedido especial, p, grande en comparacion con los demds costos.
Esto ayuda a tener pocos pedidos especiales. El almacenaje se compone de
una proporcion, i, del costo unitario, ¢. El tiempo de espera, {, se supone
constante y la demanda es una variable aleatoria & con funcién de densi-
dad conocida. En la Figura 1.1 se muestra cl sistema de revision periddica
suponiendo que el tiempo de espera es cero, por lo que el stock alcanza el
nivel éptimo. En la realidad esto no sucede, antes de que llegue el pedido,
cl stock baja debido a la demanda durante el tiempo de espera, ya que el
tiempo de espera es positivo, por esta razon el nivel de stock nunca llega al
optimo, En la Figura 3.2 se muestra esta situacién. El tamaiio de la orden
() se calcula con el nivel de stock en el tiempo T}, pero llega en el tiempo T,
cuando el stock ha bajado. Esta orden debe satisfacer la demanda hasta que
la siguiente orden Hegue en el tiempo T, Por lo que, el nivel de stock optimo
debe satisfacer la demanda durante el periodo Ty a T3, el cual es T 4 L.
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Figura 3.2: Registro de tiempo para un sistema de revision periddica,

Por lo anlerior se define g como la demanda esperada durante ¢l tiempo
de espera y @ como la demanda promedio por periodo,
El costo variable total esperado por periodo estd dado por:

k
E(Cr) = T +ic(Q - = %—) + pE(s)

E(s) es el mimero esperado de pedidos especiales por periodo y se define
como

B(s) = %/;w(a - N f(e;l+T)da

E(s):—%/qaf(a;l+T)da + %/Qf(a;eu‘)da

o

Donde f(a;€+ T) es la funcidén de densidad de la demanda a a lo largo
del periodo de revision, T', més el tiempo de espera, £.
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Para encontrar ol valor optimo de @ ((0°) se deviva (Cp) con respecto
a @y seigualaa cero:

d I:(s)

"“;ﬁr =0 ‘{‘ [)“‘;l—(:)‘-“ ~“
donde
d I(s) } | Q
oo\ . —— \ " L )
- FONQ) =5 [ et 1o +31@)
= -,—I-I/ [0+ T)da
I'Jq
cntornces,

ic+p [—l/ f(a;t’+'[’)da] =0
T Jq
Por lo tanto, para una T' dada, el valor éptimo de @ (Q*) es la solucién a
o) voom
./ fa; 0+ T)da = tel
Q P

Usualmente, el método para determinar 7% requiere la tabulacién del
costo, E(Cr), como una funcion de T', usando @Q* para la 7' dada.

Ejemplo:

Una operacién minera ha decido controlar el inventario de tuberias de
alta presion mediante una politica de revision periégdica y pedidos méiximos
de Q. La tasa de demanda media para este item es 600 unidades al afio (una
unidad tiene 10 metros). El tiempo de espera es de 4 meses, casi constante.
La demanda en el tiempo (¢ + T') se puede representar por una distribucion
normal con media 600(¢ +7T') y varianza 800(¢ + 7). El costo de cada unidad
es 400, y el costo de almacenamiento es una proporcién del costo del ftem
anual de 0.25. El costo de hacer una revision y hacer un pedido es de 200, y
¢l costo de un pedido especial se estima en 500,

Se desea encontrar las optimas @ y 7. Si se especifica 7', Q* se puede
encontrar ficilmente. Suponiendo que el nivel de inventario sc revisa cada

7




2 meses, {4 T =4 4 2 meses = 0.5 afos, la demanda esperadia en C4 7 e
de 600(0.5) = 300 unidades, y la varianza de la demanda en este tempo es
800(0.5) = 400 nuidades®. Asi, Q" es la solucién a

_ ((J ~ 300) _0.25(400)(0.1667)
20 -

00 = 0.03333
donde @(z) es la Tuncion de distribucién de una normal estandar, Buscando
en tablas:
Q - 300
20
s decir, @ = 300 + 20(1.8333) = 337 unidades.

Si T no se especifica, el costo anual promedio es

= 1.8333

E(Cy) = 12-,(11,(-]- + (0.25)(400) [Q ~ 200 - @gﬂ-]
+3;;)-;9 (a—=@Q) f(a;l + T)da
Q

La densidad f(e;¢ + T) es una normal con media 600(0.3333 + T) y
varianza 800(0.3333 + 7).
Se puede mostrar que para X ~ N{,0?):

[ e-ase =) o[-0 (55)] 62

donde f(z) es la funcién de densidad de N(p,0?) y ¢(2) = 7—(\(1) (~2%/2),
~00 < 2 < 00,
Usando este resultado, el costo anual esperado se puede escribir como

E(Cy) = ?-2—,9+(100)(Q 200 ~ 3007T)

+ 20 0 SO0 T T ¢ | 2200008333 + 1)
800 (0.0333 + T)
+ [600(0.3333 + T) - Q] &' Q - 600(0.3333 + T)
800 (0.9333 + 7)
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Usando esta expresion, los valores de F(Cy) como funcion de T se calenlin
y dan un valor éptimo 7 para cada 7' Los resultados se muestran en la
signiente tabla:

T (Ados) | Q° Unidades | E(Cy)
0.0417 273 FLO24
0.0833 283 9,536
0.1667 337 10,652
0.2500 383 12,783
0.3333 430 15,182

La " éptima ocurre aproximadamente en 0.8333 arios (1 mes). Incremen-
tos mds pequedios sobre T' entre 0.0417 y 0.1667 darfan un resultado mds
exaclo si ese tiempo se pudicra garantizar,

3.1.3 Revision continua con pedidos especiales

Definicion 3.2 Cuando el inventario se monitorea después de cada venta
realizada es para revisar si cl nivel de reorden ha bajado a L unidades para
asi ordenar la cantidad @, a este proceso se le llama sistemae de revision
conlinua,

En este caso la demanda en cualquier intervalo de tiempo es una variable
aleatoria con media &, las unidades se demandan en cantidades tan pequerias
que cuando se pasa del nivel de reorden no es por mucho. El costo fijo
de reorden es k. El costo de un pedido especial es p por unidad faltante,
independiente del tamaiio del faltante. El tiempo de espera, €, se supone
constante.

El costo total esperado, Ii(Cr), esta dado por

+ic<£§+L—/¢) +%§E(s)

(8]



Los componentes representan el costo de reorden, el de almacenamiento
y el costo por faltantes, respectivamente. La media de la demanda durante
el tiempo de espera es . Bl ndmeyo esperado de pedidos especiales por ciclo,
I2(s). vsta dado por

L(s) = [m(tr - L) f(a)da (3.3)

donde o denota la demanda durante el tiempo de espera y fa) es su foncién
de densidad de probabilidad.
Derivando con respecto a @ e igualando a cero, se obtiene el valor dptimo

de @

dE(Cr) _ @k  ic  pak(s)

Q ~ gt T
—-'&k+%Q2—-pEE(s) = 0

ak +apl(s)

. _ [kt pEs) q,
Q =\ (3.4)

Derivando con respecto a L ¢ igualando a cero, se oblicne el valor dptimo
de I; para cl caso continuo es

d -~ p00
v%:ic—%[l fla)da =0

Sil-F(L) = f:° f(a)da entonces:

]
Q
i

z'c—-I—g(l—F(L)) =0
- (L) = iC (3.5)

pex

Para encontrar ¢} 6ptimo de ambos valores (Q°, L*) que minimiza (Cr),
se sigue el siguiente procedimiento iterativo:
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L. Suponer que £2(s) =0 y calenlar @ cou la cenacidn 3. Llamar i este
valor (7.

2. Usar la ecnacion 3.5 para cacontrar ¢l valor L que le corresponde i

Q = Q y lNamarlo L.
3. Usar la ccuacion 3.3 para encontrar L(s) en Ly,
4. Usar la ccunacidn 34 con L = Ly para calealar @y,

5. Regresar al paso 2 con @ = @, Continuar asi hasta que converja Q) o

L.

Ejemplo:

Una empresa usa gasolina a una tasa anual esperada de 12,000 litros.
La tasa esperada es constante a lo largo del afio. Sin embargo, la demanda
real puede variar aleatoriamente. La demanda durante el tiempo de espera
se distribuyc como una normal con media de 400 litros y una desviacion
estandar de 50 litros. Bl costo de reorden es 100 y ol de la gasolina es 1.60
por galon. El almacenaje cuesta 0.25 del costo unitario anual, Los faltantes
ocasionan reprogramar operaciones a un costo estimado de 1.00 por galdn.
Se desea usar un sistema de cantidad y reorden fijos.

En este caso

a = 12000

k =100
ic=0.25(1.60) = 0.40
i =400

g =050

p =1

E(s) =/ (o = L)N(a;400,2500)dx
L

Sustituyendo los valores conocidos en la ecuacion 3.4 da

_  [2(t000)(100+ E(s)) _ TP
0= \/ o = 245\/100 + E(s)

-3
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y en la ecuacion 3.5

L-d00) 040 Q
'|I — t — —
Fily= ( 50 ) 12000 ~ 30000

Para evaluar £ (s) se usa el resultado de la ecuacion 3.2, dado en el ejemplo
anterior:

(s) = /Lw(a — L)N(aj,0%)da = 04 (L_;_‘Ji> (L= ) (’__;_ﬁ)

(3.6)
Primero, se hace E(s) = 0, que da @Q; = 2450. Ll valor de reorden [,
correspondiente es el que hace que

" <Ll —400) U0 _ e

50/ " 30000
Entonces,

L[ - ‘100

= 1.39
P 1.394

ast que Ly = 4069.7 = 470,
Usando L; = 470 en la ecuacidn 3.6 da

40
E(s) = (50)4 (4—70—50-'—9> — (470 = 400)(0.0817) = 1.85

Entonces @; estd dada por

Q2 = 245v100 + 1.85 = 2473

El nive! de reorden resultante estd dado por

Ly - 400 2473
/ — — n
b ( 0 )—30000—-0.0821

Entonces,

142 - 400
50

= 1.390
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por lo que Ly = 169.5 = 470,

Yaque Ly = Ly, @ = 24713 8y L = 470 {. ILste sistema estima
una prohabilidad de faltantes durante cnalquier ciclo de 0.0824. Bl mitmerao
esperado de pedidos especiales es de 1.85 galones.

Generalmente, la convergencia ocurre rapidamente. Sin embargo, si en
algin momento del algoritmo, el valor de /(L) usando la ecuacidn 3.5, es
mayor que 1, ¢} costo por demanda no satisfecha es tan pequeiio que es
deseable fncurrir en un gran mimero de pedidos especiales, In ese caso se
necesita usar un modelo mas exacto,
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Capitulo 4

Modelos Dinamicos y
Aleatorios

4.1 Modelos de inventarios con programa-
cién dinamica

La programacion dindmica cs una técnica utilizada en situaciones donde ¢
necesario tomar decisiones por ctapas. Ll resultado de cada decisién no es
completamente predecible, pero puede observarse antes de que se tome la
siguiente decision, El objetivo es minimizar un cierto costo.

in los problemas de programacién dindmica las decisiones no pueden
considerarse aisladas entre si, ya que se debe observar que si la decision
actual se busca de tal modo que lenga un costo minimo, esto puede llevar a
que las decisiones futuras tengan inevitablemente un costo alto.

La idea general de utilizar programacion dindmica para modelos de inven-
tarios se debe a que en cada etapa se selecciona una decision que minimice la
suma del costo de la etapa actual y el mejor costo que puede ser esperado de
etapas futuras. De esta forma se revisa el nivel de stock en cada transaccién
o etapa, de tal manera que si se ha llegado al nivel de reorden especifico,
s¢ hace el pedido correspondiente para obtener el limite maximo de nivel de
stock descado,

~ -~
> O
w
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4.1.1 Planteamiento del problema

Considérese ¢l problema siguiente. Se ordena una cantidad de un item al
principio de cada uno de N periodos para satisfacer nna demanda aleatoria.

Sean
@, stock disponible al principio del k-ésimo periodo
ux  stock a ordenar al principio del k-ésitno periodo

oy demanda durante el k-ésimo periodo con distribucion de
probabilidad conocida

k indice del tiempo (discreto)

g, ..., aN-) 5¢ suponen variables aleatorias independientes. Se supone
ademads que la demanda que no se satisface inmediatamente serd satisfecha
tan pronto como se tenga inventario disponible. Asi, el stock se desarrolla
de acuerdo a la siguiente ecuacidn de tiempo discreto

Qi = Qi+ up — oy,

donde un stock negativo corresponde a demanda no satisfecha.
El costo del periodo k esti formado por dos componentes:

o ¢l def costo unitario cuy, donde c es el costo por unidad ordenada y,

o un costo H(Qrsr) que representa el costo por almacenamiento si
Qi+1 > 0o el costo por demanda no satisfecha si Q54 < 0.

Sustituyendo el valor de Qy1, se puede escribir e costo por periodo &
como

cuy + H(Qk + wx — o)

y ¢l costo total esperado en N periodos como

N~}
£ Z cug + H{Qr + 1y — o)
k=0

El objetivo es minimizar este costo seleccionando correctamente los pe-
didos ug,...,un-) sujelos a Jas restricciones u, 2 0, k=0,...,N - 1. Una



posibilidad ¢s escoger en el tiempo cero todas las Grdenes uy, ..oy se
puede decir que es o que se hace en el modelo EQQ con ug = -+ = uy_y,
Sin embargo, es obvio que es mejor hacer el pedido 1 hasta el tiempo &
cuando se conoce el nivel de stock Q.

Para hacerlo se requiere de reunir informacion y tomar decisiones basadas
en informacion que va siendo disponible. Esto implica que no es de jnterds
encontrar cantidades numéricas dptimas para pedidos, sine que realmente
interesa encontrar una regla dptima para escoger en cada periodo k una orden
uy para cada valor posible Qx que pueda ocurrir. Es decir, ¢l problema es
encontrar una sucesion de funciones i o politica 7 = {ux = ju(Qx)¢ k =
0,..., N -1}, para minimizar el costo total esperado.

Para cada politica 7 = {jtg, 11, .., tv-1}, el costo correspondiente de un
stock inicial fjo, Qo, es

Je(Qo) = IIZCM(Q )+ H(GQx + 1:(Q k)—-ﬂx)l
\= J

y ¢l objetivo es minimizar .J,(Qo) para Qo fija sobre el conjunto de todas las
posibles politicas. La politica éptima para ordenar es de la forma

N Qk si Qk < Sk
s1 @ 2

donde Si es un nivel midximo del inventario determinado por los datos del
problema, En otras palabras, cuando el stock cae por debijo del limite Sy,
se ordena lo suficiente para reabastecer el stock al nivel S;.

La demostracidn de que dicha politica es dptima se encuentra en la
Seccion 4.2,

1(Qx) =

4,1.2 El algoritmo de programaciéon dinamica

El siguiente procedimiento determina la politica dptima de inventarios a
ordenar, empezando por el Wltimo periodo y retrocediendo en el tiempo.
Supdngase que m* = {pg, jij, ..., ftN-y} €8 una politica dptima para el prob-
lema bésico.

Periodo N—1
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Si al principio del periodo N — 1 el stock disponible es @y, ol pedido
debe ser de uy_y = py_ (Qa-1), el cual minimiza la suma de los costos de
reorden, de almacenaniento y por faltantes del dltimo periodo, que es igual
i

’,éfl {cuyr 4+ H(Qnoy +uvey = anay))

St se eseribe el costo aptimo del dltimo periodo como Jyo(Qa-1), os

decir

Jna(@naa) = min £ {cunay + 1HQn-) + un —an-y)}

1
YN 200N~}

Lin el proceso de caleulo de Jy-y, va sca analiticamente o numéricamente,
se obtiene el pedido ptimo py_(@n-1) para el dltimo perfodo, donde
-1 (@n=1) 2 0 minimiza el lado derecho de la ecuacién anterior para cada
valor de Qy-1.

Periodo N -2,

Si al principio del periodo N — 2 el uivel del inventario es Qn-y, se debe
ordenar la cantidad uy_, = pij_,(@n-2), la cual no sélo minimiza el costo
esperado del periodo N ~2, sino que también minimiza el costo esperado del
periodo N — |, dado que se usard la politica dptima en el periado N — 1.
Entonces, esto es igual a

“[,'J_){CUN-:! +H(Qn-2+uy —anoy)} + n,{?_? {Inar(@n-1))
Sustituyendo Qn-y = Qy-2 + ux-2 — an-2, el costo Sptimo Jy-2(Qn-2)

para los tiltimos dos perfodos, dado que se estd en el estado Qu_y, esti dado
por

In-2(Qn-2) = uf,'li,'loaﬁ,{“"N" + H(Qn-2+ un-2 — an-2)

+In-1(QN-2 + unog — anoa)}
También Jy_2(Qn-2) se calcula para cada valor Qn -y, y de aqui se ob-

tiene también que el pedido dptimo es py_,(Qn-2).
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Periodo k.
Andlogamente se Liene que para ¢l periodo k y el stock al inicio Qx se
debe ordenar u} = p3(Qx) para minimizar

Costo esperado de los perfodos sub-
Costo esperado del perfodo b+ secuentes, dado que se utilizard una
politica dptitna para tales periodos.

El costo optimo Ji(Qx) estd dado por

Ju(@Qr) = }‘T:;%E {cug + H(Qk + ux — a) + Jean (Qr +ux —ar) ) (4.1)

que es la ecuacidn de programacion dindmica para este problema.

Las funciones J,(Qx) denotan el costo dptimo esperado para los perfodos
restantes cuando se empieza en el periodo & con un stock al inicio de Q4.
Estas funciones se calculan recursivamente retrocediendo en el tiempo, desde
el periodo N — 1 al periodo 0. El valor de Jo(Qo) es el costo dptimo esperado
para el praceso cuando el inventario al inicio del tiempo 0 es Q. Durante los
cdlculos la politica dptima de inventario {p3(Qo), #3(Q1):- .y -1 (QN-1)}
se calcula simultaneamente al minimizar el lado derecho de la ecuacion 4.1
para cada @ y k, ya sea numéricamente o en forma analitica.

La siguiente proposicidn justifica el algoritmo de programacion dindmica
aplicado al modelo de control de inventarios.

Proposicién. Algoritmo de Programacion dindmica.

Sea xx41 = filzg, ukywi), k =0,1,..., N -1 un sistema dindmico de tiempo
discreto, donde
k  indice de tiempo (discreto)
z; estado del sistema a) tiempo k que resume toda la infor-
macion pasada relevante para la futura optimizacion

u; variable de decisién o control que depende de z; y del
indice k

wg  pardmetro aleatorio independiente también Jlamado per-
turbacion

N orizonte, o niimero de veces que el control se aplica,
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La funcional de costo aditiva a mininizar es la siguicate:

N1
I {gn(an) + Y gk(@h uiy i) ),

w,
k=0

donde gi. es la funcién de costo en el tiempo k.
Sea J*(zp) el costo dplimo. Entonces

J‘(.L'o) = -IO(IO)v

donde la Tuncién Jy estd dada por el dltimo paso del siguiente algoritmo, el
enal empicza hacia atrds del periodo N — 1 al perfodo 0:

Jn(zn) = gn(en) (4.2)
Ji(ze) = win B {gu(ze, uk we) + Jei [ filow unwil) ) (4.3)

k=01,...,N=1
Ademds, si u} = pj(zx) minimiza el lado derecho de 4.3 para cada 24 y k, la
politica ©* = {y3,...,p1x_,} es optima.
Demostracion

Como wy es independiente de las perturbaciones pasadas wy,...,wyy,
dados zx y uy, se puede escribir J*(2y) como

J*(w0) = min [.52 {ﬂo[zml‘o(ﬂio)awo] + E { gilziy p(zn),wi] + -

Hope N =1

+ w,?_, {.‘}N—l[l'N-h/‘N~l(zN~l))wN-l] +9N(1L‘N) } }}] )

donde la esperanza sobre wg, k =0,1,...,N — 1, estd condicionada a z y
i (k). También se puede escribir asi

J'(z0) = min ['Po {golivo,/lo(xo),U)o]-{-n‘l‘iln [E {g,[zl,pl(m,),w,] 4o

Ho

+ min [wz{":-n {g,\u,[rN-,,/tN_l(xN_,),wN“,] + gn(zNn) }] }] }] .

HN=)
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Fu esta ceuacion los minimos se calenlan sobre todas las funciones jig
para toda i y k. Ademds, la minimizacién estd sujeta a la restriceidn del
sistema de ecuaciones

Trpr = Jelzr, pilze), wi (4.4)

y ademis se Lliene que

uk = pi(k) (4.5)
Sustituyendo la ecuaciones 4.2, 4.4 y 4.5 en J"(xg) se tiene

J'(.’I?o)

]

min [.{‘1 {go[mo,[lu(l‘o)»"’ol +m‘in [u{] {!Ix[fhlll(l‘t)»“’ll toe

+mm[ E {gN w1y iy -1y WN-1)

- + Inlf-rlenar, uy-r, v )] }] }]}]

= min [[, {Jo[r(,,;z(, Ta)y W) + mm [D {q,[u,;n Jyw) e

o

+ min [wn {gN 2N -2, pn-a{Tn-2) wn-2]

*vstnl] - )

= min ['ﬁ {go[%»PU(mcl)»onmin [,{,7 {gl{mhl‘l(ml),wl]“*""

o

+,’};‘_’: [.,,L {gN 2[‘7'N fUNg, WN- 2]
+ In-1[fn-2(EN -2, Un -2, WN-2)] }] }} }]

= min [L {90[1‘0“20 J‘u wgl +mm [L {g;[zhm(zl),wl] dee

vt In-a(en-a) }] }]}]

Y asi sucesivamente hasta liegar a
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J*(zq) = min [‘lﬂ3 { golwo, p1o( ), o] + -h(ﬁ))}

o

i

min [£ (!]D[.'L‘Q, g, N)n] + J; [fo(;lf(). Uy, llf(;)}}]
ug
= Jo{wn)
Ademds, esta claro que {pg,. .., py_y} o5 la politica dptima st p(ry)

inimiza el Jado derecho de 4.3 para cada x4 y £, y que tal politica alcanza
el costo aptimo. Q.E.D.

Ejemplo:

Supdngase que el inventatio y la demanda son vartables enteras no nega-
tivas, y ademds que hay un limite superior, S = (Qx + uz), que puede ser
almacenado en el stock, y también que la demanda no satisfecha (o~ Qg ~uy)
se pierde, entonces la ecuacién del inventario es la siguiente:

Qe = max (0, Qx + up — o)

Supéngase que la capacidad méxima (@ + ux) del stock es 2 unidades, el
tiempo N es de 3 periodos y el costo por ordenar una unidad es 1. Ademis el
costo por almacenamiento y por demanda no satjsfecha por ctapa estd dado

por
H(Qx + ug ~ o) = hmax (0, Qx + ux — o) + pmax (0, ax — Qk — uy)
conh=1lyp=3
El costo del dltimo estado es cero. Ll stock al inicio Qo esta dado y

la demanda oy tiene la misma distribucién de probabilidad para todos los
periodos, dada por

P(O’k = 0) = 01, .P((Y;; = l) = 0.7, P(Qk = 2) =0.2

Etapa 3

Como el costo de] dltimo estado es cero, Ja primer ecuacion del algoritmo
de programacion dindmica es
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Ja(@a) =

La ecuacién del algoritmo de programacion dindmica para el periodo b es

Ji(@Qk) = o] mm L E{ug + max(0, Qy + ux — ax) + 3 max(0, ax — Qp — uy)

k
+ JkH[max(O,Qk +u - ai)l}, k=0,1,2
donde Qy, ug, ax pueden tomar los valores 0, 1 y 2.
Etapa 2

Para cada uno de los tres estados se calcula Jo(@2).
Para @, = 0, se tiene

J(0) = m(;lll \ E{uy + max(0, uy — az) + 3max(0, ay - up)}
uz=0,1,
= min {uz+ 0.1{max(0,us) + 3 max(0, ~uz)]
1y =0,1,2
4 0.7[max(0, uz — 1) + 3max(0,1 — u3))
+ 0.2[max(0, u3 — 2) + Imax(0,2 - ua)]}

Para resolver J5(0) se calcula el valor esperado para cada valor de uy:
up=0: E{}=0+0.7{0-43(1)] +0.200 + 3(2)]

}=
13{}=l+0l[1+30]+0.2[o+31]=
wp=2: B{}=2+0.12430) +0.7[1 +3(0)) = 2

H

l

v se selecciona el vilor de uy que dé el costo minimo,
J(0) = 1.7, p3(0) = 1.

Para @, = 1, se Liene
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J(1) = mm B {ug + max(0,1 + 1y — ag) + 3max(0, 0, — 1 —wy)}
u;..

= ml(gll{llz 4 0.1[max(0, 1 + up) + 3max(0, -1 = uy)]
=),

+ 0.7[max(0, 1) + 3max(0, —uz)]
+ 0.2(max(0,uy = 1) + 3max(0,1 = uy)]}

wp =01 E{}=0+01(143(0)] +0.20+3(1)] = 0.7
wy=1: B} =1+0.1[243(0)] + 0.7l +3(0)] = 1.9

Por lo que,
L(1) =07, p(l)=0.

Para @, = 2, el iinico valor que pucde tomar u, cs cero, asi que se tiene

Jy(2) = I2{max(0,2 — a3) + 3Imax(0, oy — 2)}
= 0.1[2 4 3(0)] + 0.7]1 +3(0)]

J(2) =09, p(2)=0.

Etapa 1

Se calcula J;(Ql) para cada uno de los estados @, = 0, 1, 2 usando los
valores J;(0), Jo(1), J2(2) que se obtuvieron en la etapa 2:

Ji(0) = mu} E{uy + max(0,u; — ay) + Imax (0, — )

uy =0,
+ Jo[max(0,1; — )]}
= mm {ul +0.1[max(0, 1) + 3max(0, —uy) + Jo(max(0, u;))]

u1=0,1,2
+ 0.7[max(0, u; — 1) + Imax(0,1 — u;) + Jo(max(0,u; — 1))]
+ 0.2[max(0, uy = 2) + 3max(0,2 — uy) + Jy(max(0,u; — 2))]}
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wy =00 E{) = 040007 +0.70 +3(1) + 1.7

+0.200 + 3(2) + 1.7] = 5.0

wy= 1 B} = L 00[04+3(0) +0.7] 4 0.7 L.7]

+0.200 + 3(1) + 1.7} = 3.3

w=2: B{)= 24 0.2+ 3(0) 409 + 0.7(1 + 3(0) +0.7]

A

~—

+0.2[1.7) = 3.82

J{0) =33, w(0)=1

mi(;nl E{uy + max(0,1 + vy = a;) + dmax(0,ay = | = uy)

Uy =0,

+ Jo[max(0,1 + uy — ay)]}

mi(;xl{u, + 0.1[max(0, 1 +uy) + 3 max(0, ~1 — 1)

uy =0,

-+ Jg(max(o, 1+ u;))]

+ 0.7[max(0, uy) + 3max(0, —uy) + Jo(max(0, u,}))

+ 0.2[max(0, u; — 1) + 3max(0,1 — uy) + Jo(inax(0, v, - 1))]}

=0: B{}= 0+0.1[1+3(0)+0.7)+0.7[L.7)

+0.2(0 +3(1) +1.7) = 2.3

wp=1: B{:} = 1+0.1[2+3(0)+0.9) + 0.7]1 + 3(0) 4 0.7)

h(2)

i

il

+0.2[1.7) = 2.82

E{max(0,2 - ay) + Imax(0,a, - 2) + Jo[max(0,2 ~ ay)]}
0.1{2 4 3(0) + 0.9] + 0.7]1 +3(0) + 0.7] + 0.2(L.7) = 1.82

88



Etapa 0

Supdngase que el stock al inicio, (o, es cero, entonces sélo se necesita
caleular Jy(0).

Jo(0) = mixll ) I2{ug + max(0,up ~ ag) + Imax(0, g — uy)

ug=0,1,
+ Ji[max(0, up — ag)]}

mglll z{uo + 0.1[max(0, ug) + 3 max(0, ~ug) + J (max(0, ug))|
ug=by i,

+ 0.7[max(0, ug — 1) + 3max(0, | ~ ug) + Ji(max(0,ug ~ 1))]
+ 0.2[max(0, ug — 2) + 3 max(0,2 — ug) + Ji(max(0, uy ~ 2))]}

wg=0: E{} = 0+0.1[3.3] +0.7(0 + 3(1) +3.3)
+0.2(0 +3(2) + 3.3) = 6.6

wg=1: E{}= 14011+ 3(0) + 2.3] +0.7(3.3]
+0.2(0 +3(1) +3.3] = 4.9

wo=2: EB{-} = 2+0.1[2+ 3(0) + 1.82) + 0.7[1 + 3(0) + 2.3
+0.2[3.3) = 5.352

Jo(0) =4.9, pg(0) =1

Si el stock al inicio no se conociera a priord, se tendrian que calcular Jy(1)
v Ju(2) asf como ug. Los resultados son los siguientes

Jo(1) =39, (1) =0,
Jo(2) = 3.352, p3(2) =0.

La politica éptima es ordenar una unidad cuando el stock estd vacio, sino,
no ordenar.
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IMigura 4.1; Propiedad geométrica de una funcién convexa.

4.2 Politica 6ptima (s, S)

La demostracion de que la politica (s, S) es éptima se basa en convexidad de
funciones, por lo que, a continuacion se define qué es una funcién convexa:

Definicién 4.1 Sea [ : ] =+ R, | C R puede ser abierto, semi-abierto o
cerrado, finito o infinito. Una funcién f: ] — R se dice conveza si

Jz + (1= A)y) £ M)+ (1= N f(y)
para toda z,y € Iy A€ (0,1}
Se le llama estrictamente conveza si la desigualdad es estricta para z # 3.
Geométricamente, si P, @, R son tres puntos en la grafica de f con @ entre

Py R, entonces @ esta sobre o por debajo de PR. (Ver Figura 4.1.) En
términos de pendientes

Pendiente L@ < Pendiente PR < Pendiente QN
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Supdngase que la demanda no satisfecha en cada perfodo se satisface tan
promto se tenga mas stock disponible, s decir,

Qi1 =Qr+uy ~ax, k=0,1,...,.N=1

Las demandas aj estdn acotadas y son independientes, la demanda no
satislecha al final del N-ésiino periodo se pierde. Por lo tanto, ¢l costo total
esperado & minimizar es

N-l
!b: {Zcuk + pmax (Oy“QkH) + hmax (O,QH,)}

k=0

o sustituyendo @4y

N-1
L {chk + pmax (0,af ~ Qk ~ ug) + hmax (0, Q4 + up — ak)}
k::().

c>0 h20,p>c
Existen 2 casos, cuando el costo de preparacion K cs mayor que cero y
cuando es igual a cero.

Caso K =0,

El algoritmo de programacién dindmica implica

In(@n) = 0 (4.6)
J@e) = ll‘l:;r(}[cw + L(Qx + ) + E { Jrsr (@ +ux ~ k) })
k=N-1,N~2..10 (1.7)

con L{y) = pE{max (0, a4 ~ y)} + hE{max (0,y ~ ax)} (4.8)
Nétese que L depende de k cuando la funcion de distribucién de ag de-

pende de k. Para simplificar la notacion se asume que las demandas se
distribuyen tdénticamente.

Sea yi = @k + uy, sustituyendo en la ecuacion 4.7 se ticne

min leyk + L(ys) + B { S (ve — ax) }] — cay
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L es una funcién convexa ya que es una combinacion lineal de una funeién
convexa, Mis adelante se demostrara que la funcion Jegq es convexa, por
lo que, la funcion a minimizar también lo es. Si el minimo de esta funcidn
vs Sk, como se tiene la restriccion yx 2 Qy, sea y; el minimo que se busca,
entonces,

I Qr siQr 2 5k

Yk =
1 Sk 51 Qy < S

Como ux = pi(Qx) = yx — @k, la politica dptima se determina por la
sucesion {So,8),...,9n-1} ¥ es tal que

Sk — i 0 < St
i@y = 0@ S essh (1.9)
0 si Qk > Sk '

Para cada k, el escalar S; minimiza la funcién

Gi(y) = cy + L{y) + E{Jkni(y — @)} (4.10)
Por lo tanto, para probar que la politica de la ecuacién 4.9 es 6ptima cs

necesario demostrar el siguiente teoremna.

Teorema 4.1 Si las ccuaciones Ji, de 4.6 y 4.7 y Gy de 4.10 son convexas,
entonces la politica {So, S1,...,S¥-1} que cumple con la ecuacién 4.9:

Sk~ Qk siQx < Si

1i(Q) = ,
0 si Q> Sk

es optima, y ademds limyy.0 Gi(y) = 00, es decir, los escalares Sy existen.

Demostracion

Jy es convexa, (Ver ecuacion 4.6)

La derivada de L(y) tiende a —p cuando y — —oco; como ¢ < p, la
derivada de Gn-y(y) es negativa cuando y — ~co y positiva cuando y — oo.
Ver Figura 4.2,
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Entonces, linyyj—o, Gy-1{y) = 00. Una politica dptima en el tiempo N 1
esta dada por

Syt = Qn-1 st Qo < Sy

0 st Qnet 2 Sva

Il:\'-l(QN—l) =

De la ccuacién del algoritmo de programacion dindmica, 4.7, se obtiene

c(Sn-1 = Qn-r) + L(Sx-1) st Qu-y < Sy

Jn-(Q@n-1) = '
L(@Qn-1) st Qu-1 2 Sn-t

que es convexa por la convexidad de L y porque Sy, minimiza ey + L(y).
Ademds, limpy)o.oo Jn-1(y) = 0.
Andlogamente, para k= N~2,...,0, imyjweo Gx(y) = o0, yaque c < p,
' P 3 Uy Iyl A ]
finyjmco Jr41(y) = 00. La ecuacion del algoritmo de programacion dindmica

s
C(Sk - QL) + L(Sk) + E{JHl(Sk - u;;)} si Q;‘» < Sk

J(@) =
L(Qk) + E{Jit1 (O — )} st () 2 Sk

donde S minimiza cy + L{y) + E{/in1(y — a)}. V1 Ly Ji(y) = oo,
y la convexidad de Jiyy implica la convexidad de Ji. La demostracion de
optimalidad de la politica 4.9 esta completa. Q. E. D.

Caso K > 0.

El costo por ordenar u > 0 unidades es

K4ecu siu>0
(u) = ,
0 stu=0

El algoritmo de programacién dindmica toma la siguiente forma:

In(@Qn) = 0 (4.11)
J(@e) = l{?i)%[C(llk)JrL(Qk+Uk)+E{Jk+x(Qk+uk—m:)}]
k=N—-1,N-2...,1,0 (4.12)
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Figura 4.3: Forma de la funcién Gy si no fuera K-convexa.

con L, como se definié anteriormente. (Ver ecuacion 4.8)
Si se prucba que las funciones Gy de 4.10 son convexas, serfa ficil verificar
que una politica (s, S) tal que

AT R (1.13)
0 st Qk 2 sk

es optima, donde Sy es un valor de y que minimiza Gy (y) y sk es el valor mds
pequeiio de y tal que

Gi(s) = K + Gi(S)). (4.14)

Sin embargo, cuando K es mayor que cero Ji; y Gy no son necesariainente
convexas. Entonces, Gy puede ser como se muestra en Ja Figura 4.3. Para
este caso Ja politica dptima es ordenar (S — @) en el intervalo 1, cero en los
intervalos Hy IV, y (§' - Q) en el intervalo HI Entonces, en lugar de probar
que Gy y Jx son convexas, se probard que son I{-convexas, como se define a
continuacién.
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Definicion 4.2 Una funcidn g : R — R es K-convera con N >0, si

gy —b
K4g(z+y)29(y)+ 2 [Q—(y—)—“%(—”———)] (4.15)

para toda = 2 0, b >0, y.

Si (/) es K-convesa entonces (7 no puede ser de la forma que se muesira
en la Figura 4.3, ya que si yo es ¢l maximo local en el intervalo I, entonces
para una b > 0 suficientemente chica se tiene que

Gilyo) - Gilyo = b)
b

210

entorces,

K+GW(S") 2
K +Gi(S) = K +Gilyo+2) 2 Grlyo)
contradice la funcion de la Figura 4.3,

Al demostrar la parte (d) del siguiente Lema, si Gi es [{-convexa, en-
tonces la politica dptima es de la forma de la ecuacidn 4.13.

Lema 4.1 a) Una funcién convexa ¢ : ® — R es también 0-convexa y por
consiguiente K-convexa para toda K 2 0.

b) Si g:(y) y g2(y) son K-convexa y L-convexa (K > 0, L 2> 0), respec-
tivamente, entonces agy(y) + A92(y) es (aK + BL)-convexa para toda
a,f>0

c) Si g(y) es K-convexa, entonces E {g9(y—a)} es también K-convexa siempre
que g{g(y —a)} < oo para toda y.

d) Sig: R — R cs una funcién continua y K{-convexa, y g(y) — oo si
ly| = oo entonces existen escalares s y S con s < S tales que

i) 9(S) < y(y) para toda y € R.
i1) g(S)+ K = g(s) < g(y) paratoda y < s.
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i) ¢(y) es decreciente sobre (—oc. ).

iv) g(y) < glz) + K para toda g,z con s <y < =
La demostraciou de los incisos (a), (b) y (¢) se encuentra en o] Apéndice B.

Demostracion (d)

d) 1)
Como g(y) — oo cuando |y| = o0 y g ¢s continua, entonces existe un
punto minimo en g. Sea S este punto, entonces g(S) < g(y) para loda y € R.

d) ii)
Sea s =min{z < S : g(2) = g(S) + K} entonces, g(s) = g(5) + K.

Secay<s,sizts=S5b=s-y>0,8~s=z20por definicion de
K-convexidad se tiene que

75 105) - oly)

s=y

K +g(S) > g(s) +

Como f-“i =£>0y K+g(8) - g(s) =0 catonces,

9(8) < y(v),
ademds, s >y y s=min{z £ § : g(z) = g(S) + K} entonces,

g(s) < g(y).

d) tii)
Se debe demostrar que si y; < y2 < s, = gln) > g(y2).
Para y) < yy < s, se tiene que g — gy > 0y S — y2 > 0, entonces
, S' - Y
K +9(5) 2 gln) + Z—2lg(y2) - 9(01))
V2—
Como g{y2) > 9(S) + K = g(s) al sumar las desigualdades

S -y

2
0> a(y2) - 9(n)]
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Por lo tanto, g(y1) > g(y2).
d) i)
Existen varios casos, algunos son triviales:
Para y = 2,
g(n) S y(z)+ K
Paray=S8s<y<:

IN
Y

Paray=s,5=1y

gy =g(s)=g(S)+ K Sglz) +hKVzeR

Los mas interesantes son cuando S <y <zys<y < S.
Para S <y <z,

K +9(2) 2 o) + —lol0) - ()] 2 9(0)
Paras <y < S,

\

o) + == loty) = 9(s)

S-y
9(v) (1 e s)
entonces, g(s) > g(y).

Como g(z) + I 2 g(S) + K = g(s) 2 g(y).
Por lo tanto, g(y) < g{z) + K Vy,zcons <y < 2. QED.

a(s) = K +¢(5)

ot (1+222)

v

v

Sélo queda por probar que Gy es K-convexa para demostrar que Ji
también lo es,
Considérese la funcidn Gy.; de la ecuacion 4,10

Gr-1(y) =cy + Ly)

Is claro que G-y es una funcién convexa, y por la parte (a) del Lema 4.1
es K-convexa.
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Sustituyendo la ecuacion 4,13 en 112 se obtiene

K4 c(Sy-t —y)+ L(Sn=1) siy<sya

i

In-(y) .
L{y) sty 2 SN-)

K4 Gyoa(Svar) —cy sty <suo

il

Gyaaly)=cy Siy 2 sn-

Groalsyg)—cy sty <sn-
In-1{sna)—cy sty <én-g (1.16)

I

Gy-1(y) —cy sty 2 SN
donde Sy-; cs ¢f miimo de Gnoy(y) y sny-y = minfy : Gaa(y) =
Gy-(Sv-1) + K}

Cunando K > 0, sy-; # Sy-1 ¥ la pendicute de Gy e sy es negativa,
por lo que la pendiente por la izquierda de Jy.; en sy-y es mayor que Ia
pendiente por Ja derechia (ver Figura 4.4), ademds Jy-) no es convexa. Sin
embargo, se probard que Jy_y s K-convexa si se demuestra que Gpoy es
K -convexa. Entonces, se debe demostrar que la siguiente ecuacion es cierta:

In-a(y) = Inr(y— b

para toda z 2 0, b >0, y. (4.17)

Se tienen tres casos:

Caso 1 y2sn-y.

Siy—b> sy, la funcién Jy-; de fa ccuacion 4.16 es la suma de una
funicion A -convexa y una funcién lincal. Usando la parte (b) del Lema 4.1
Jx-1 es I(-convexa y la ecuacion 4.17 es cierta.

Siy — b < sy, sustituyendo la ecuacidn 4.16 en 4.17 se obticne

K+ Gr-r(y+2)~cly+2)
Gr-1(y) — cy = Gn-y(sn-1) + e(y = b)
b

2 Gnaly)-cy+z

99



 Gab)=er L)

;
I
’j‘ '\\\ N :/,
1‘ ~. \,\ e e ey ya
! N Tk
| Jeal) N ‘
NS ,
h ‘"‘\\_ L(y) =/G~ a)-ey
- e a
e T PO G- o e i et e
‘ R P Sy -1 Y
i ey

Figura 4.4: Estructura de la funcion de costo total con K > 0.

K+ Gyaly+:) 2 GN-,<y)+z[("‘""”)’(’“"'(5"")] (4.18)

b

Si y os tal que Gy (y) 2 Gn-1(sn-1), entonces por la K -convexidad de
G-y se liene

K+ Gyaly+z) 2 GN_‘(y)+2[GN-I(yJ:fNN_;I(SN-,)]
> Guar(y)+2 GN-!(!/)"bGN-l(sN_,)]

Entonces la ecuacién 4.18 es cierta y por consiguiente Ja 4.17,
Si y es tal que Gy-1(¥) < Gy-i(sn-1), se tiene
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K4 Gyaly+2) 2 KN4+ Guog(Svar) = Guoi(sn-1) > Gyai(y)
Ga-ily) = Gyoa(sn-r)
b

\'4

Gyxaly)+=

Por o tanto, como la ecnacion 4.18 se cumple, pata el Caso [ la ecuacion
4.17 vs cierta,
Caso 2 y2y+2z2sn-1.

En esta region, la ecuacion Jy-y de 1.16 es lineal por lo que la ecuacion
4.17 es cierla.
Caso3 y<syy<y+az

Sustituyendo la ecuacién 4.16 en la ecuacion 4.17

K+ Gnaly+z)-cly+2)
Gn-1(sy-1) = cy = CGnoy(sn-1) + e(y = b)
b

2 Gnailsn-r)—~cy+z

0 I\I+GN-1(3/+2) 2 GN-—I(sN—l)

L]

que es cierta por la definicién de sy

Por lo tanto, como G-y es continua y K-convexa, y ademds Gy-(y) —
oo cuando jy| — oo, entonces Jy_y es K-convexa y continua.

Usando el Lema 4.1, la ecnacién 4.10 implica que Gy-; es K-convexa.
Ademas, como ay.; es acotada, Gy es continua y Gy-2{y) — oo cuando
[yl = oo. Andlogamente Jy-, es I{-convexa y continna. De la misma forma
se prueha que Gy es K-convexa y continua para toda b y ademas Gy (y) — oo
cuando [y] — oo. Al misino tiempo, si se usa la parte (d) del Lema 4.1 se
prueba la optimalidad de la politica (s, 8) de la ccuacion 4.13,
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4.3 Cadenas de Markov aplicadas a modelos
de inventarios

Supdngase que se tiene un bien almacenado con el fin de satisfacer una de-
manda continua, E] reabastecimiento del stock se lleva a cabo al final de los
periodos & =0,1,2,..., y se supone que la demanda agregada total para ¢l
bien en el periodo & es una variable aleatoria ay con funeion de distribucion
independiente en el tiempo. Sea

Play =9 =ay paray = 0,1,2, ... (4.19)

donde ay, 20 y 37 a, =1

El nivel de stock se examina al final de cada periodo y se tiene una politica
(s5,95). Bl tiempo de espera es cero.

Sea Q4 el stock disponible al final del periodo k antes de ordenar y recibir.
Los estados del proceso {Q} son

S, 8=1,...,1,0, =1, =2, ...

donde un valor negativo es fa demanda no satisfecha que se satisface tan
pronto se reabastece el stock. El proceso {Qx} se puede ver en la Figura 4.5.
La ecuacién del nivel de stock es la siguiente

S - Qg si Qk <s
Qe = v (4.20)
Qr—arp siQr>s

Si las demandas {ax} (k =1,2,...) son variables alcatorias independien-
tes, entonces los niveles de stock Qo,@y,Q3,... constitnyen una cadena de
Markov, con matriz de probabilidad de transicién formada por

P,

PlQryr = jIQk = 1]
Ploggr =5—j] sit<s

Plagy =i—j] sii>s

Ejempio:
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Petlodo

Figura 4.5: Modelo de cadenas de Markov.

Considérese un inventario de refacciones en el cual se puede demandar 0,
I, 6 2 refacciones en cada perjodo con

Plag =0} = 05, Plog = 1) = 0.4, Ploy =2} =0.)

y s = 0,8 = 2. Los valores posibles de Q4 son § = 2,1,0,~1.

Para ilustrar el cdleulo de la matriz de probabitidad de transicidn, se cal-
culard Py = P|Qs41 = 0]Qx = 1). Cuando Q4 =1 no hay reabastecimiento
y ol estado Qiyy = 0 resulta de la demanda akyy = 1y esto ocurre con
probabilidad P = 0.4.

Para Poo = P[Qiss = 0|Q« = 0}, como Q = 0 hay un rebastecimiento
instantdneo de § = 2 y en ¢ siguiente periodo ¢ nivel Quyy = 0 resulta de
una demanda a4y = 2, entonces P = 0.1,

Por lo tanto, la matriz de probabilidad de transicidn es:
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4.4 Simulacion de un modelo de inventarios

Debido a las relaciones que tiene un sistema de control de inventarios con
otras drcas, cualquier cambio cu el sistema puede afectar el desempeiio de
cllas, asf como el desempedio de toda la organizacion. Por lo que, antes de
hacer cualquier canibio es bueno considerar sus efectos genevales, Para lograr
esto se podrian hacer experimentos con el sistema existente, pero resultaria
muy costoso. Por cjemplo, si una fabrica desea construir un anexo a una de
sus plantas, pero no sabe si la produccidn potencial justificaria el costo de la
construccion, definitivamente la solucion no cs construir el anexo y quitarlo
si éste no funciond como se deseaba. Lo que se puede hacer, en cambio, o5
una simulacidn de la operacion de la planta coino existe y una de la planta
modificada, y as{ comparar resultados,

Otra solucion serfa usar modelos cuantitativos. Desafortunadamente, es-
tos modelos’pueden legar a ser muy complejos analiticamente debido a la
naturaleza dinimica de los inventarios, como se vio en la seccién anterior,

La simulacion de un madelo de inventarios se basa en una representacion
dinamica de una situacién, duplicando la operacidn de un sistemna a lo largo
del tiempo en un lenguaje de programacion.

Los modelos de inventarios expuestos se han resuelto en forma analitica,
es decir, se han utilizado inétodos matemdticos para obtener una informacion
exacta durante un tiempo especifico. La simulacidn sigue la operacién de un
sistema numdéricamente durante un periodo de tiemnpo muy largo.
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4.4.1 Parametros a considerar

Los parametros a considerar de un modelo de simulacion son los datos de
entrada (o informacidn) que se necesitan para realizar la simulacion. Entre
cllos estd el tiempo que se desea simular o proyectar y la unidad de tiempo en
que se va a llevar a cabo, ¢l tiempo entre cada demanda asi como el tiempo
de espera. Como estos tiempos pueden variar, se les debe asignar alguna
variable aleatoria que simule a cada wuno.

Otros parimetros a considerar son los relacionados con ¢l item, la dis-
trubucidn de probabilidad de la demanda, el nivel del inventario al inicio de
la simulacién y los costos. Los costos deben estar bien definidos ya que lo que
se desea es comparar el costo total minimo que resuite de fa simulacién de
distintas politicas de ordenamiento. Los costos que se consideran son el de
reorden, que comprende el costo de preparacién y el costo unitario, el costo
por almacenamiento y el costo por faltantes o demanda no satisfecha,

Se puede decir que estos son los parimetros més basicos a considerar
en la simulacién de los modelos de inventarios. Otros pardmetros pueden
requerirse segin el sistema de inventarios que se modele.

4.4.2 Generacién de un programa de simulacién

A continuacion se hard un ejercicio de simulacion para ejemplificar el proceso
que debe seguirse.

Supdugase que una compaita quicre decidir qué cantidad de un item debe
almacenar en stock para cada uno de los proximos n meses. Los tiempos
entre cada demanda se distribuyen como variables alealorias exponenciales
independientes e idénticamente distribuidas con media 0.1 mes. Los montos
de las demandas, o, también son aleatorias independientes de cuando ocurren
las demandas, con

Pla=1]=1/6, Pla=2=1/3, Pla=3]=1/3, Pla=4]=1/6.

Al principio de cada mes la compaiia revisa el nivel de stock y decide
cuintas unidades ordenar. Si la compaiifa ordena @ unidades, incurre en un
costo de k + Qc, donde k = 32 es el costo de preparacion y ¢ = 3 es el costo
por unidad. El tiempo de espera es un variable aleatoria que se distribuye

- untformemente entre 0.5 y 1 mes.
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La compaiifa utiliza una politica (s,5) para decidir cudnto ordenar, es
decir,

AS"‘"(J Si (2<-”'
0 60> s

donde @ es el nivel de stock al principio del mes y u es la cantidad a ordenar.

Cuando una demanda ocurre se satislace inmediatamente si el nivel de
stock es al menos tan grande como la demanda. Si la demanda es mayor
que el nivel de stock, la demanda no satisfecha se satisface tan pronto como
llegue la siguiente orden.

Definicion 4.3
Sea Q(t) el nivel de stock en el tiempo £
Sea Q*(t) = max(Q(t),0) el stock disponible en el tiempa t.
Sea Q™ (t) = max(~Q(t),0) la demanda no satisfecha en el tiempo ¢.

Supéngase que el costo de almacenamiento es h = I por unidad por mes.
Aunque también existe un costo cuando el stock es cero (Q*(t) = 0), éste
se ignora ya que lo que sc desca es comparar politicas para ordenar y este
factor es independiente de la politica que se use. Como Q*(t) es el nimero
de unidades almacenadas en el tiempo ¢, el mimero de unidades promedio
por mes almacenadas en el periodo total de n meses es

o Qo
n

Por lo que, ¢l costo por meses h Q.

De la misma forma, supdngase que la compaiifa tiene un costo por de-
manda no satisfecha de p = § por unidad por mes. Ef mimero de unidades
promedio por mes de demanda no satisfecha es '

7 fr Q- (1)t

n

Asf que el costo promedio por demanda no satisfecha por mes es p@Q .
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Supdngase que se desea simular ef sistema de inventarios para n = 120
meses, que el nivel de stock al inicio es Q(0) = 60 y que ninguna orden esti
pendiente. Para comparar distintas politicas de inventarios se utiliza el costo
total promedio por mes (¢} cual s la suma del costo de rearden promedio por
mes, ¢ costo de almacenamiento promedio por mes, y el costo por demanda
no satisfecha promedio por mes). Se desean comparar las signientes nueve
politicas de inventarios:

120120120 ) 2040(40) 40160 | GO
S51{40160{80}100{60{801100¢80}100

Las variables de estado para unt modelo de simulacion de este sistema de
inventarios son el nivel de stock @(t}, el monto de una orden pendiente, y el
tiempo del Gitimo evento (el cual se necesita para calcular las dreas bajo las

funciones @Q*(t) y @~ (t).
Organizacién y légica del programa

El modelo del sistema de inventarios usa los siguientes tipos de eventos:

Descripcién del evento Tipo de evento
Orden entregada a la compaiia 1
Demanda del producto de un cliente 2
Fin de la simulacion después de n meses 3
Evaluacidn del inventario al principio del mes 4

Se escogid el tipo de evento 3 para terminar la simulacion en lugar del
tipa 4 porque en el tiempo {mes) 120 debe ocurrir primero el evento “fin de
la simulacion™ antes de “evaluacion del inventario” y asi no incurrir en ¢l
costo del evento tipo 4.

Hay tres tipos de variables aleatorias necesarias para simular este sistema,
para las cuales se usard un generador de niimeros aleatorios U/(0,1) con dis-
tribucion uniforine sobre [0,1], que se encuentra en el programa que se utilizé
para la simulacidn de este sistema de inventarios en el Apéndice C. El si-
guiente teorema demuestra cémo se pueden generar distribuciones continuas
y discretas a partir de una U(0, 1).
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Teorema 4.2 Teorema de la Transformade Inversa.
Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién continua ()
ysea Y = I(X) entonees ¥ se distribuye uniformemente sobre [0,1].

Demostraeion
Sesabe que 0 <Y <1 yaque0< F(z) 1 para toda z 2 R.
Supongase que y € [0,1]. Sea zq € R tal que F(zo) = y.
Sea G(y) la funcién de distribucién de Y entonces

Gly) = PIY <y) = PIF(X) <yl=PIX S I (y)) = F(F'(y)) =y

La propiedad G(y) = y pertenece a la funcion de distribucion U(0,1).

QED.

Los algoritmos para gencerar distribuciones continuas o discretas son los
siguientes:

Caso continuo

Para generar una v, a. X con funcién de distribucién continua F'(X);

1. Se genera U que tiene distribucién U(0,1)
2. Se toma X = F-1(V)

Caso discreto

Para generar una v. a. X con funcién de distribucidn discreta /7(X) =

Z:,g; plz;):

1. Se genera U que tiene distribucién U(0, 1)
2. Sea I € Ntalque U S F(X))y U 2 F(X1.,)
3. Se toma X = X|.
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Por cjemplo, la variable aleatoria para cl monto de demanda o debe ser
discreta y puede generarse como sigue:

Primero se divide el intervalo unitario en los subintervalos contiguos ¢ =
(0,1/6), ez = [1/6,1/2), cs = [1/2,5/6), y es = [5/6,1], y se obticne un valor
U det generador de ndmeros aleatorios. Entonces,

L silUel0,1/6)
2 siUell/6,1/2)
3 siUe(1/2,5/6)
4 siUe(5/6,1)

i

Comno U se distribuye uniformemente sobre {0, 1] las probabilidades de
cada una de las demandas se obticnen del ancho de cada ¢j, (j = 1,2,3,4)
dando las probabilidades deseadas. Estos subintervalos son {a distribucion
acumulativa de a.

Las demds simulaciones de variables aleatorias se pueden ver en los pro-
cedimientos del programa del Apéndice C, que sc utiliza para simular el
niodelo de inventarios niencionado en esta seccidn,

4.4.3 Andlisis de resultados

En la Figura 4.6 se puede ver ¢l reporte de la simulacion. En la primer
columna se tiene el costo total promedio (de cada politica) que es la suma
del costo de reorden promedio, costo de almacenaimiento promedio, y el costo
por demanda no satisfecha promedio.

La razén por la que se reportan los tres costos, es para saber como van
cambiando con respecto a movimientos en s 0 S. Por ejemplo, si se fija s = 20,
¢l movimiento de los costos cuando S auwmenta de 40 a 100 es el signiente:
el costo de reorden decrece de 99.26 a 81,37 ya que se hacen menos pedidos,
el costo por alinacenamiento aumenta de 9.25 a 36.0 porque se tienen mis
unidades en stock, mientras el costo por demanda no satisfecha disminuye,

Si se fija S = 100 y se incrementa s de 20 a 60 el costo por demanda no
satisfecha decrece mientras el costo por almacenamiento aumenta. La razén
es que al aumentar s no se permite que el stock baje demasiado.

Estos movimientos se podrian predecir pero no seria posible saber las can-
tidades exactas para determinar cual de todas Jas politicas es la mejor. La
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Sistema de Inventarios de un Solo Producto

Nivel del inventario al inicio 60 itemes

Numero de posibles montos de demanda 4

Funcion de distribucion de los montos de demanda 0.167 0.500 0.833 1!
Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente 0.10 meses

Rango de tiempo de espera 0.50 a 1.00 meses
Duracion de la simulacien 120 meses
Numero de politicas 9

K= 320 c= 30 h= 10 p= 5.0

Politica Costo Total Costo Por Ordenmar Almacenaje Costo Faltantes
Promedio Promedio Promedio Promedio
( 20, 40) 126.61 99.26 9.25 18.10
{ 20, 60) 122.74 90.52 17.39 14.83
( 20, 80) 123.86 87.36 26.24 10.26
( 20,100) 126.32 81.37 36,00 7.95
( 40, 60) 126.37 98.42 25.99 1.95
( 40, 80) 125.46 88.40 35,92 1.14
( 40,100) 132.34 . 84,62 46.42 1.30
( 60, 80) 160.02 105.69 44,02 0.31
( 60,100) 143.20 89.05 53.91 0.24

Figura 4.6: Reporie de la simulacion,

polilica (20,60) es la mejor con un costo total promedio de 122,74, ¢l menor
de todas. Pero, para poder asegurarlo lo que se necesita tener es ¢l costo
total promedio esperado por mes durante los 120 meses, de cada politica,
Los resuliados que sc han obtenido son valores estimados de estos costos es-
perados pero con una sola corrida de simulacién, es decir, con una muestra
de monto igual a 1. Sin embargo, es posible que estos valores estimados ten-
gan varianzas grandes, por lo que es recomendable correr varias sinlaciones
para tener una muestra de mayor monto y asi estimar los valores esperados
de los costos lotales de cada politica.

Por ejemplo, si se hacen 30 corridas de simulacién de cada una de las
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z= 196 Desviacidn Intervalo de
Mcdia | Estdndar | Confianza al 95 %
(20, 40) | 12655 |  3.01 | (12548, 127.63)
(20, 60) | 119.54 J.81 (118.18, 120.91)
(20,80) | 12037 354 | (120.10, 122.63)
(20, 100) | 125.88 |  3.32 | (124.69, 127.06)
(40, 60) | 125.89 3.26 (124.72, 127.05
(
(
(
(

)
(40, 80) | 125.69 | 223 124.89, 126.49)
(40, 100) | 130.93 |  1.93 130.24, 131.63)
(60, 80) | 14387 | 3.25 142.71, 145.09)
(60, 100) | 143.32 | 226 )

142,51, 144.13

Figura 4.7: Reporte de 30 corridas de simulacion,

politicas, la media muestral de cada politica es el costo total promedio cs-
perado de cada una.

El costo total promedio esperado mernor de las nueve politicas es el de
la (20,60) con 119.54. Como se puede ver cn la Figura 4.7, la desviacién
estindar de esta politica no es la menor, por lo que se hizo una estimacién
por intervalos de confianza al 95% de los costos totales promedio esperados
de cada politica, resultando el mejor el de la misma politica, (20,60).

Ordenes especiales

Supongase que el nivel del inventario Q(¢) al principio de un mes es negativo,
es decir, existe demnanda no satisfecha, entonces 1a compaiifa coloca una or-
den especial, con un costo de 48 + 4u si ordena u unidades, y con un tiempo
de espera que se distribuye uniformemente sobre {0.25, 0.50] meses. Si se
corre la simulacion para las nueve politicas, se pueden estimar la proporcion
del tiernpo durante el cual hay una orden especial, es decir, cuando Q(t) < 0,
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y ¢l wimero de drdenes especiales colocadas. En la Figura 4.8 ostidn los
resultados de esta simulacidn. Los costos totales promedio no disminuyen,
de liecho aumentan en casi todas las politicas, excepto en las que no son
necesarias las ordencs especiales. La razdén para esto es que la disminucién
en el costa por faltantes promedio que se da con las drdenes especiales no s
suficiente para contrarrestar los aumentos en los costos de reorden y de alma-
cenamiento pramedio, Los cambios requeridos en el prograina se muestran
en ¢l Apéndice D,

Itemes perecederos

Utilizando ¢l mismo ejemplo, supéngase que los itemes son perecederos, con
una distribucion uniforme entre 1.5 y 2.5 meses. Si un item tiene una duracidn
de ¢ meses, entonces después de ¢ meses de la entrega del item, éste se
descompane y ya no ticue valor para la compaiia, Para una misma orden
cada unidad tiene distinta duracion. Cada vez que hay demanda, la compaiifa
revisa si el item se ha descompuesto, de estarlo, se desperdicia y se revisa el
siguiente, Comno es de suponerse las unidades del itein en stock se revisan de
manera que el primero que entra es e primero que sale,

Los resultados de esta simulacién para las mismas nueve politicas se
pueden ver en la Figura 4.9, la dltima columna desplicga la proporcién de
unidades desperdiciadas entre el total de unidades alinacenadas durante los
120 meses. La politica con el menor costo total promedio es la misma, (20,60),
aunque no es la que tiene la proporcion menaor de unidades desperdiciadas.
El costo por ordenar promedio con respecto al del ejemplo original aumento
en todos los casos, ya que al desperdiciarse algunas unidades, se tuvo que
ordenar mds, Comio el stock disminuyd mds rdpido, el costo por faltantes
promedio también aumentd. Por el contrario, el costo por almacenamiento
promedio disminuyé debido a que los itemes permanecieron en stock menos
tiempo.

Los cambios del programa original a uno con itemes perecederos se en-
cuentran en el Apéndice L.

112



Sistema de Inventarios de un Solo Producto con Ordenes Especiales

Nivel del inventario al inicio 60 itemes

Numero de posibles montos de demanda 4

Funcion de distribucion de los montos de demanda 0.167 0.500 0.833 1
Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente  0.10 meses

Rango de tiempo de espera 0.50 a 1.00 meses
Duracion de la simulacion 120 meses
Numero de politicas 9

K= 320 c= 3.0 h= 1.0 p= 5.0

Para ordenes especiales:
Rango de tiempo de espera 0.25 a 0.50 meses
K= 48.0 i= 4.0

Costo Costo Por Costo Ordenes Especiales

Politica Total Ordenar Almacenaje Faltantes Prop.

Promedio Promedio Promedio Promedio No. Tiempo
( 20, 40) 131.93 - 110.68 10.94 10.32 22 7.01 Y%
( 20, 60) 131.46 102.49 19.87 9.09 17 5.28 Y%
( 20, 80) 130.40 95.10 28.19 7.11 9 2.96 Y
( 20 100) 131.36 88.64 38.01 4.81 7 2.46 Y
( 40, 60) 126.61 99.08 26.11 1.42 1 0.36 ¥
( 40, 80) 126.17 89.21 36.08 0.88 1 0.27 %
( 40,100) 132.34 84.62 46.42 1.30 0 0.00 %
( 60, 80) 150,02 105.69 44.02 0.31 0 0.00 %
( 60, 1oo) 143.20 89.05 53.91 0.24 0 0.00 %

Iligura 4.8: Reporte de la simulacion con drdenes especiales,
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Sistema de Inventarios de un Solo Producto Perecedero

Nivel del inventario al inicio 60 itemes

Numero de posibles montos de demanda 4

Funcion de distribucion de los montos de demanda 0.167 0.500 0.833 1
Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente 0.10 meses

Rango de tiempo de espera 0.50 a 1.00 meses
Rango de tiempo de duracion de perecedercs 1.50 a 2.50 meses
Duracion de la simulacion 120 meses

Numero de politicas 9

K= 320 c¢= 3.0 h= 10 p= 5.0

Costo Costo Por Almacenaje Costo Itemes

Politica Total Ordenar Faltantes Desperdiciados

Promedio Promedio Promedio Promedio No. Prop.
( 20, 40) 131,13 101.29 8.76 21.09 12 0.38/
( 20, 60) 124.39 91.38 17.06 16.95 120 3.85
( 20, 80) 136.53 94.44 24.81 16.28 408 12,07 Y
( 20,100) 160.00 107.01 35.56 17.44 804 20.43
( 40, 60) 131.50 104.40 24.70 2.40 165 5.09 4
( 40, 80) 137.52 101.61 31.58 4.33 468 13.39 Y}
( 40,100) 168.22 109.20 39.03 9.99 871 22.24 )
( 60, 80) 155.64 113.70 41.62 0.32 651 18.49 %
( 60,100) 163.27 114.99 47.63 0.65 1046  26.51 %

Figura 4.9: Reporte de la simulacion con un producto perecedero,
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Apéndice A

Programa en GAMS (Gencral Algebraic Modeling System) para resolver ol
cjemplo de la fdbrica de tabaco con programacion lineal,

sets 1 turnos /1%3/
t meses /1%12/
alias(t,t1)

parameter dem(t) demanda

/1=209
2=373
3=712
4=915
§=1098
6=1290
7=1488
8=1669
9=1837
10=2433
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11=2951
12=3053/

parameter cap(i) capacidad
; /1=183.5
3 2=151.0
3=122.3/

parameter costprod(i) costo de produccion
/1=60.62
2=73.66
3=90,93/

scalar h almacenaje /10/;

variables r(i,t1) unidades producidas
costot costo total;

positive variable r;

equations deman(t)

capac(i,t1)

ct;
deman(t).. sum(ti$(ord(t1) le ord(t)),sum(i,r(i,t1))) =g= dem(t);
capac(i,t1).. r(i,t1) =1= cap(i);

ct.. costot =e= sum((i,t),costprod(i)r(i,t)) +
hx(sum((i,t), (12-ord(t))*r(i,t))-14975);

model inv /all/;
solve inv using lp minimizing costot;

display r.1;
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Apéndice B

Demostracion del Lema 4.1 incisos a), b) y ¢).
a) Una funcién convexa g : R = R es también 0-convexa y por consiguiente
K-convexa para toda K 2 0.

Demostracidn

Sesabe quesiy = Mz +y)+ (1 = A)(y = b) con 220, b> 0, entonces,

a(y) < Aglz+y)+ (1= Agly - b)
l&y—) < 9(2+y)+1—§19(1’“b)
%2 < g(z+y)+(§—l>g(y—b)

g_(is_/)Jr(l_%),,(y_b) < g(z+)

Pero, y = Az + Ay +y — Ay — b+ Ab, implica que

b
A-—-z—+~—€(0,1).

Entonces,
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< g(z+y)

(5 + 1) gly) ~ -;;y(!/ —-b) < glz+y)

S
+
7=
!
R =g
SN
=
(=)
]
A

< glz+p+ K

=
—_—
<2
-
<4
2
fom—
o
[ SEE— )
A
=
=
¥
4+
=
-
A

con K > 0.

b) Si gi(y) y ga(y) son K-convexa y L-convexa (K 2 0, L > 0), respec-
tivamente, entonces agy(y) + fg2(y) es (aK + BL)-convexa para toda
o, >0

Demostracion

ol +ag(z4y) 2 ap(y)+= [“9’("’)“;’9'(” - b)]

[ﬂga(y) - fgz(y - h)}

BL + Bgs(z +y)

v

Bga(y) + =

Sumando ambas desigualdades
all +BL+agi(z+y)+ Bz +y) 2

agi(y) + Boaly) + 2 [agl(y) - :!Il(y ~ b)] +2 [ﬁgz(y) - fﬂ'z(y - b)]

Entonces,

(oK +BL) +(ap +Bga)(z +y) 2

(001 + Ban)(y) + 2 [(agx + Bya)(y) ~ I()am + Bga)y ~ b)}

¢) Si g(y) es K -convexa, entonces E, {g(y — @)} es también K -convexa dado
que E,{g(y ~ a)} < oo para toda y.

Demostracidn
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E{K +g(z +y - w)} >
Em {(/(l/ - UJ) + [g(y _ UJ) "'(](y | 1))]}

b
K+ Bu{g(z +y - w)} 2
Eulgly = w)} = Fulgly — w - b)}

Eu{gly —w)} + 2 [ .

Q.E.D.
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Apéndice C

Program Inventory;
Uses Crt;

{ Declaraciones globales para el sistema de inventarios. }

Type
DistribArray = Array [1..25] Of Real;

Var

Amount, Bigs, DemandIndex, InitiallnvLevel, InvLevel, NextEventType,
NumEvents, NumMonths, NumPolicies, NumValuesDemand, Policy, Smalls
: Integer;

AreaHolding, AreaShortage, HoldingCost, IncrementalCost, Maxlag,
MeanInterdemand, MinLag, SetupCost, ShortageCost, Time,
TimeLastEvent, TotalOrderingCost : Real;

ProbDistribDemand : DistribArray;

TimeNextEvent : Array [1..4] Of Real;
Lst,Ent : Text;
Corr : Char;

{ Las siguiente declaracion es para el generador de numeros
aleatorios. Note que el nombre Zrng no debe usarse para
cualquier otro proposito. }

Zrng : Array [1..100] Of Longlnt;

Procedure Initialize; Forward;
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Procedure Timing; Forward;

Procedure OrderArrival; Forward;
i Procedure Demand; Forward;
Procedurae Evaluate; Forward;
Procedure Report; Forward;
Procedure UpdateTimeAvgStats; Forward;
Function Expon(Mean : Real) : Real; Forward;
Function RandomInteger(ProbDistrib : DistribArray) : Integer; Forward;
Function Uniform(A, B : Real) : Real; Forward;

{Las siguientes cuatro declaraciones son para el generador de numeros
aleatorios. }

Procedure Randdf; Forward;
Function Rand(Stream : Integer) : Real; Forward;
Procedure Randst(Zset : Integer; Stream : Integer); Forward;
Function Randgt(Stream : Integer) : Integer; Forward;
Procedure Open_Files; Forward;
Procedure Close_Files; Forward;

Procedure Initialize; {Inicializacion}
Begin
{Inicializar el reloj de simulacion}
Time :3 0.0;
{Inicializar las variables de estado}

InvLevel := InitiallnvLevel;
TimeLastEvent := 0.0;

{Inicializar los contadores estadisticos}
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TotalOrderingcost :
AreaHolding
AreaShortage

H

H

b}
o O O
o O O

{Inicializar la lista de eventos. Ya que no hay ordenes
pendientes, el evento de orden entregada se elimina.}

TimeNextEvent[1] := 1.0E+30;
TimeNextEvent(2] := Time + Expon(MeanInterdemand);
TimeNextEvent([3] := NumMonths;
TimeNextEvent[4] := 0.0;

End; {Initialize}

Procedure Timing;

Var

I : Integer;

MinTimeNextEvent : Real;
Begin

MinTimeNextEvent := 1.0E+29;
NextEventType 1= 0

{Determinar el siguiente evente a ocurrir}

For I := 1 to NumEvents Do

Begin
If TimeNextEvent[I] < MinTimeNextEvent then
Begin
MinTimeNextEvent := TimeNextEvent[I];
NextEventType = I
End;
End;

{Revisar si la lista de eventos esta vacia}
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If NextEventType = 0 then
Begin {La lista de eventos esta vacia, parar simulacion}
Writeln('Lista de eventos vacia en el tiempo ', Time);
Halt;
End;
{La lista de eventos no esta vacia, avanzar el reloj de simulacion}
Time := MinTimeNextEvent;
End; {Timing}
Procedure OrderArrival; {Evento de orden entregada}
Begin
{incrementar el nivel de inventaric per el monto ordenado}

InvLaevel := Invlevel + Amount;

{como ya no hay orden pendierte, se elimina el evento
de orden entregada}

TimeNextEvent[1] := 1.0E+30;
End; {OrderArrival}
Procedure Demand; { Evento de Demanda }

Var
SizeDemand : Integer;

Begin

{Generar el tamao de la demanda}
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SizeDemand := RandomInteger(ProbDistribDemand);
{Decrementar el nivel de inventario por el tamao de la demanda}
InvLevel := InvLevel - SizeDemand;
{Fijar el tiempo para la siguiente demanda}
TimeNextEvent [2] := Time + Expon(MeanInterdemand)
End; {Demand}
Procedure Evaluate; {Evento de evaluacion de inventario}
Begin
{Revisar si el nivel de inventario es menor que Smalls}
If Invlievel < Smalls then
Begin
{Hacer el pedido por el monto apropiado}
Amount = Bigs - InvLevel;
TotalOrderingcost := TotalOrderingCost + Setupcost +
IncrementalCost * Amount;
{Fijar el tiempo de entrega de la orden}
TimeNextEvent[1] := Time + Uniform(Minlag, MaxLag);
End;
{No importando la decision, fijar el tiempo para evaluar

el inventario}
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TimeNextEvent(4] := Time + 1.0;
End; {Evaluate}

Procedure Report; {Generacion de reporte}

Var
AvgHoldingCost, AvgOrderingCost,
AvgShortageCost, AvgTotCost i Real,
Begin

{Calcular y escribir estimaciones de medidas deseadas
de desempeo}

AvgOrderingcost := TotalOrderingcost / NumMonths;

AvgHoldingCost := HoldingCost * AreaHolding / NumMonths;

AvgShortagecost := Shortagecost * AreaShortage / NumMonths;

AvgTotcost AvgOrderingCost + AvgHoldingCost +
AvgShortageCost;

Writeln(Lst);
Writeln(Lst,’(’, Smalls:3, ’,’, Bigs:3, ')’', AvgTotCost:15:2,
AvgOrderingCost:16:2, AvgHoldingCost:15:2,
AvgShortageCost:15:2);
End; {Report}
Procedure UpdateTimeAvgStats;
{Actualizar Acumuladores de area para

estadisticas de tiempo promedio}

Var
TimeSincelastEvent : Real;

Begin
{Calcular el tiempo desde el ultimo evento, y actualizar
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el marcador del tiempo del ultimo evento}

TimeSincelLastEvent := Time - TimelLastEvent;
TimeLastEvent .= Time;

{Determinar el status del nivel de inventario durante el
intervalo previo. Si fue negativo, actualizar AreaShortage.
Si fue positivo, actualizar Arealolding. Si fue cero, no
se necesita actualizar.}
If InvlLevel < 0 then
AreaShortage := AreaShortage - InvLevel * TimeSincelastEvent
Else

If invLevel > 0 then
Arealiolding := Arealolding + InvlLevel * TimeSincelastEvent;

End; {UpdateTimeAvgStats}
Function Expon; {Generacion de variable exponencial}

Var
U : Real;

Begin
{Generar una v.a. U(0,1)}
U := Rand(1);
{Regresar una v.a. exponencial con media Mean}
Expon := -Mean * Ln(U);
End; {Expon}

Function RandomInteger; {Generacion de numeros aleatorios}
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Var

I : Integer;
U : Real;
Begin

{Generar una v.a. U(0,1)}
U := Rand(1);
1 :=0;
Repeat
I:=1+14,
Until U < ProbDistrib({1];
RandomInteger:= I;
End; {RandomInteger}

Function Uniform; {Generacion de la variable uniforme}

Var
U : Real;

Begin
{Generar una v.a. U¢0,1)}
U := Rand(1);
{Regresar una v.a. U(A,B)}
Uniform := A+ U * (B = A);
End; {Uniform}

Procedure Randdf;
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Begin

{Fijar las semillas para todos

Zrngl 1]:21973272912;
Zrng{ 4]:=1280689831;
Zrngl 7):= 913566091;
2rng[10] := 604901985;

Zrng(13] := 824064364;
Zrng(16]:= 75253171;
2rngl19) := 233217322;
2rng(22) := 403498145;
2rng(25] = 762430696,
Zrng(28) := 76271663;
Zrng[311:= 336157058;
2rng(34] := 595778810;

Zrng[37):= 68911991;
Zrng[40]:= 622401386,
Zrngl(43) :=1774806513;
Zrng(46]:= 78130110;
Zrng(49] : =1351423507;
2rngl52) := 922510944;
Zrng(55] := 243649545;
Zrng[58) := 403188473;
Zrng[61]:= 498067494;

"

2rngl64) := 597104727;
2rng[67] := 536444882;
Zrngl70):= 67784357;

2rng[73):= 119025695;
Zrngl76] :=1116780070;
2rng[79) :=1142483975;
Zrng(82):= 786262391;
Zrng(85] :1923011392;
Zrng(88]:=1147297105;
Zrngl91]:= 190641742;
2rng(94]:= 620389263,
Zrng(97] := 364849192;

2rngl 2]
Zrng{ 6]
Zrng( 8]

2rngl11):
1= 150493284 ;
121964472944 ;
:=1911216000;
1= 993232223,

Zrng[14]
Zrng(17]
Zrng(20]
Zrng[23]

2rng{26]:
1= 413682397;
121432650381 ;
1= B77722830;
:=2088367019;
:=2122378830;
:=2132545692;
1= 852776735;
:=1645973084;
:=2045512870;
1=1004818771;
1= 372279877;
:=2087759558;
:=1530940798;
:=1663153668;
121432404475,
1= 880802310;
1= 277854671 ;
122026948561 ;
:21792203830;
:=1433700034;
1= 539712780,
121645390429 ;
:=1502074852;
1=2049676060;

Zrng[29]
2rng(32]
Zrng(35]
2rng(38]
Zragl41]
Zrngl44]
Zrngl47]
Zrng(60]
Zrng (53]
Zrng(56]
2rng[59]
Zrng[62]
Zrng(65]
Zrng[68]
Zrng(71]
Zrng[74]
Zrng(77]
Zrng(80]
Zrngl83]
Zrng(86]
Zrng[89]
Zrng(92]
Zrng(95]
Zeng[98]
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1= 281629770,
1=2096730329;
1= 246780520;

=1611192140;

1922803170;

2ragl 3)
Zrngl 6]
zrngl 9]
2rng(12]:
Zrng(16]
Zrng(18]
Zrngl21]
Zrngl24]
Zrng[27)
Zrng(30]:
2rng{33)]
Zrng[36]
Zrng[39]
Zrngla2]
Zrng[45]
Zrng{48]
Zrng(51]
Zrng(54]
2rng[57]
2rng[60]
Zrngl63]
Zrng[66]
Zrng [69)
Zrng(72]
2rng(75]
Zrng (78]
Zrng(81]
Zrng[84]
Zrng[87]
Zrng(90)
2rng[93]:
Zrngl96] :
Zrng(99]:

1= 20006270;
<=1933676050;
:=1363774876;

=1259851944;

1= 242708531;
121202299975
1= 726370533;
:=1103205531;
1=1385616923;

= 726466604,

:=1120463904;
:=1046574445;
;= 748545416,
1= 640630903;
:=2079249579;
1=1187867272;
121997049139,
1= B98585771;
= T73686062;
1=1901633463;
1= 493157915,
1=1814496276;
;= 855503735,
1= 619691088;
:= 176192644;
121366580350 ;
1=1053920743;
1=1494667770;
1=1244184613;
:=16545929719;

264907697;
= 927711160;
= 638580085;



2rng[100]:= 547070247,
End; {Randdf}

Function Rand; {Generar el siguiente numero aleatorio}

Const
B2E15 = 32768;
B2E16 = 65536;
Modlus = 2147483647 ;
Multl = 24112,
Mult2 = 26143;
Var

Hi15, Hi31, Lowi5, Lowprd, Ovflow, Zi : Longint;

Begin
21 1= Zrng[Strean] ;
Hils  := Zi Div B2E16;

Lowprd := (2i - Hi15 * B2E16) * Multl;
LowiS := Lowprd Div B2E16;

Hi3t ;= Hil5 » Multl + Lowi5;
Ovflow := Hi31 Div B2E1b;
2i := (((Lowprd - Lowi5 * B2E16) - Modlus) +

(Hi31 - Ovflow * B2E15) * B2E16) + Ovflow;
If Zi < 0 then Zi := Zi + Modlus;
Hi16 := Zi Div B2ElS;
Lowprd := (2i - Hi16 % B2E16) * Mult2;
Lowi§ := Lowprd Div B2E16;

Hi31  := Hii5 * Mult2 + Lowi5;
‘ Ovflow := Hi3l Div B2E15;
: Zi := (((Lowprd - Lowi5 * B2E16) ~ Modlus) +

(Hi31 - Ovflow * B2E15) * B2E16) + Ovflow;
If 21 < 0 then Z2i := Zi + Modlus;
Zrng{Stream] := Zi;
Rand := (2 * (2i Div 256) + 1) / 16777216.0;
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End; {Rand}
Procedure Randst;
Begin
Zrng[Stream] := Zset;
End; {Randst}
Function Randgt;
Begin
Randgt := ZrnglStream];
End; {Randgt}

Procedure Open_Files;

Begin
Assign(Lst,’invento.prn’);
ReWrite(Lst);
Assign(Ent,’Replicas.prn’);

Reset(Ent);
End; {open_files}

Procedure Close_Files;
Begin
Close(Lst);
Close(Ent);
End; {close_files}

BEGIN {Programa Princpal}
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Open_Files;

{Inicializar el generador de numeros aleatorios}

Randdf;

{Especificar el numero de eventos para el procedimiento de tiempo}
NumEvents := 4;

{Lectura de parametros de entrada}

corr:='N’;

While UpCase(corr)='N' Do Begin

Clrscr;

Writeln;

Writeln(’ Sistema de Inventarios de un Solo Producto’);
Writeln;

Write(’Nivel del inventario al inicio: ’);
Readln(InitialInvLevel);

Write(’Duracion de la simulacion (meses): ');
Readln(NumMonths) ;

Write('No, de politicas: ');
Readln(NumPolicies);

Write('No. de posibles montos de demanda: ');
Readln(NumValuesDemand);

Write('Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente: ');
Readln(MeanInterdemand);

Write('Costo de preparacion, K = ');

Readln(SetupCost) ;

Write('Costo unitario o de incremento, ¢ = ');
Readin(IncrementalCost);

Write(’'Costo de almacenamiento, h = ’);

Readln(HoldingCost);

Write(’'Costo por demanda no satisfecha, p = ');
Readln(ShortageCost) ;
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Write('Tiempo de espera minimo: ');
Readln(MinLag) ;
Write('Tiempo de espera maximo: ');
Readln(MaxLag) ;

For DemandIndex := 1 to NumValuesDemand do
Begin
Write(’'Funcion de distribucion para monto de demanda ',
DemandIndex,’: ’);
Readln(ProbDistribDemand [DemandIndex]) ;
End;
Writeln;
Write(’ Son correctos los datos [S/N]} ? ’);
Readln(corr);
End; {while}

{Escritura del titulo del reporte y parametros de entrada}

Writeln(lst,’ Sistema de Inventarios de un Solo Producto’);
Writeln(Lst):
Writeln(lst,’Nivel del inventario al inicio’, InitiallnvLevel:24,
' itemes’);
Writeln(lst);

Writeln(lst,’Numero de posibles montos de demanda’,
NumValuesDemand:17);

Writeln(lst);

Write (lst,’Funcion de distribucion de los montos de demanda ’);

For DemandIndex := 1 to NumValuesDemand do

Write(lst,ProbDistribDemand [DemandIndex]:7:3);

Writeln(lst);

Writeln(lst);

Writeln(lst, ' Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente’,
MeanInterdemand:8:2, ' meses’);

Writeln(lst);

Writeln(lst, 'Rango de tiempo de espera’, Minlag:31:2, ' a’,
MaxLag:5:2, ’ meses’);

Writeln(lst);
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Writeln(lst,'Duracion de la simulacion’, NumMonths:30, ’ meses’);

Writeln(lst);
Writeln(lst,'Numero de politicas’, NumPolicies:34);
Writeln(lst);
Writeln(lst,'K =’, SetupCost:6:1, ' ¢ =', IncrementalCost:6:1,
' h =", HoldingCost:6:1, ' p =', Shortagecost:6:1);
Writeln(lst);

Write (lst,’ Politica
Writeln(lst,’ Almacenaje

Write (lst,’
Writeln(lst,’

Promedio

Costo Total Costo Por Ordenar’);
Costo Faltantes’);

Promedio Promedio’);
Promedio’);

{ Correr la simulacion variando la politica de inventaries }

For Policy := 1 to NumPolicies Do

Begin

{Lectura de la politica de inventarios, e inicializacion
de la simulacion}

Readln(Ent,Smalls,Bigs);

gotoxy(20,22);

Write(’Politica # ’,Policy:5);

Initialize;

{Correr la simulacion hasta que termine despues de
ocurrir el evento 3}

Repeat

{Determinar el proximo evento}

Timing;

{Actualizar acumuladores estadisticos de tiempo promedio}
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UpdateTimeAvgStats;
{Llamar el procedimiento de evento apropiada}
Case NextEventType Of
: OrderArrival;

2: Demand;

4: Evaluate;

3: Report;
Until NextEventType = 3

End; {for}

Close_Files;
END. {Programa principal}

134




> ettt F e

Apéndice D

Program Inventory; {Version con ordenes especiales.}
Uses Crt;

{ Declaraciones globales para el sistema de inventarios. }

Type
DistribArray = Array [1..25] Of Real;

Var

Amount, Bigs, DemandIndex, InitiallnvLevel, InvLevel, NextEventType,
NumEvents, NumMonths, NumPolicies, NumValuesDemand, Policy, Smalls,
r, ExpressDrders : Integer;

Arealolding, AreaShortage, HoldingCost, IncrementalCost, MaxLag,
MeanInterdemand, Minlag, SetupCost, ShortageCost, Time,
TimeLastEvent, TotalOrderingCost, SetupCostExp, IncrementalCostExp,
TimeBacklog, TimeBackLogTot, MinLagExp, MaxLagExp : Real;

ProbDistribDemand : DistribArray;

TineNextEvent : Array [1..4] Of Real;
Lst,Ent : Text;
Corr : Char;

Procedure Initialize; {Inicializacion}
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Begin
{Inicializar el reloj de simulacion}

Time := 0.0;

TimeBacklog
TimeBacklogtot :
ExpressOrders

n
o O O

{Inicializar las variables de estado}

InvLevel
TimeLastEvent :

InitiallnvLevel;
0.0;

{Inicializar los contadores estadisticos}

O O O

TotalOrderingcost :
AreaHolding =
AreaShortage

0;
.0;
0

,
H

{Inicializar la lista de eventos. Ya que no hay ordenes
pendientes, el evento de orden entregada se elimina.}

TimeNextEvent [1] 1.0E+30;

TimeNextEvent[2] := Time + Expon{MeanInterdemand);
TimeNextEvent[3] := NumMonths;

TimeNextEvent[4] := 0.0;

End; {Initialize}

Procedure Evaluate; {Evento de evaluacion de inventario}

Begin
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{Revisar si el nivel de inventaric es menor que 0}
If Invlevel < Q then
Begin

{Hacer el pedido por el monto apropiado}

Amount 1='Bigs - InvLevel;
TotalOrderingCost := TotalQOrderingCost + SetupCostExp +
IncrementalCostExp * Amount;

{Fijar el tiempo de entrega de la orden}

TimeBacklog = Uniform(MinLagExp, MaxlLagExp) ;
TimeBacklogTot = TimeBacklogTot + TimeBackLog;
TimeNextEvent[1] := Time + TimeBacklog;
ExpressOrders := ExpressOrders + 1;

End

Else

{Revisar si el nivel de inventario es menor que Smalls}
If InvLevel < Smalls then
Begin
{Hacer el pedido por el monto apropiado}
Amount ‘= Bigs - InvLevel;
TotalOrderingCost := TotalOrderingCost + SetupCost +

IncrementalCost * Amount;

{Fijar el tiempo de entrega de la orden}
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TimeNextEvent[1] := Time + Uniform(MinLag, MaxLag);
End;

{No importando la decision, fijar el tiempo para evaluar
el inventario}

TimeNextEvent[4] := Time + 1.0;
End; {Evaluate}

Procedure Report; {Generacion de reporte}

Var
AvgHoldingCost, AvgOrderingCost,
AvgShortageCost, AvgTotCost : Real;
Begin

{Calcular y escribir estimaciones de medidas
deseadas de desempeo}

AvgOrderingcost := TotalOrderingcost / NumMonths;
AvgtoldingCost := HoldingCost * AreaHolding / NumMonths;
AvgShortagecost := Shortagecost * AreaShortage / NumMonths;
AvgTotcost 1= AvgOrderingCost + AvgHoldingCost

+ AvgShortageCost;

Writeln(Lst,’(’, Smalls:3, ’,’, Bigs:3, ')’', AvgTotCost:13:2,
AvgOrderingCost:11:2, AvgHoldingCost:11:2,
AvgShortageCost:12:2, ExpressOrders:9,

(TimeBackLogTot /TimeNextEvent[3])*100:11:2,’ %*);

Writeln(Lst);

End; {Report}
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BEGIN {Programa Princpal}

Open_Files;
{Inicializar el generador de numeros aleatorios}

Randdf;

{Especificar el numero de eventos para el procedimiento de tiempo}

NumEvents := 4;
{Lectura de parametros de entrada}

corr:='N';
While UpCase(corr)='N’' Do Begin

Clrscr;

Writeln;

Writeln(’' Sistema de Inventarios de un Solo Producto

con Ordenes Especiales’);

Writeln;

Write('Nivel del inventario al inicio: ');
Readln(InitiallnvLevel);

Write(’Duracion de la simulacion (meses): ’);
Readln(NumMonths) ;

Write('No. de politicas: ');
Readln(NumPolicies) ;

Write('No. de posibles montos de demanda: ’);
Readln(NumValuesDemand) ;

Write('Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente:

Readln(MeanInterdemand) ;

Write('Costo de preparacion, K = ’);
Readln(SetupCost);

Write(’Costo unitario o de incremento, ¢ = ');
Readln(IncrementalCost);

Write('Costo de almacenamiento, h = ');
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Readln(HoldingCost) ;

Write(’'Costo por demanda no satisfecha, p = ');
| Readln(ShortageCost) ;
] Write('Tiempo de espera minimo: ');
Readln(MinLag) ;
; Write('Tiempo de espera maximo: ');
| Readln(MaxLag);

Writeln('Para ordenes especiales:’');

Write(' Costo de preparacion, K = ’);
Readln(SetupCostExp) ;

Write(’ . Costo unitario o de incremento, c = ’);
Readln(IncrementalCostExp);

Write(’ Tiempo de espera minimo: ’);

Readln(MinLagExp) ;
Write(' Tiempo de espera maximo: ');
Readln(MaxLagExp) ;
For DemandIndex := 1 to NumValuesDemand do
Begin
Write(’'Funcion de distribucion para monto de demanda ',
DemandIndex,’: ');
Readln{ProbDistribDemand[DemandIndex]);
End;
Writeln;

Write(’ Son correctos los datos [S/N] 7 ');
Readln(corr);
End; {while}

{Escritura del titulo del reporte y parametros de entrada}

Writeln(lst,’ Sistema de Inventarios de un Solo Producto
con Ordenes Especiales’);
Writeln(Lst);
Writeln(lst,’Nivel del inventario al inicio’, InitiallnvLevel:24,

' itemes’);
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Writeln(lst);
Writeln(lst,’'Numero de posibles moentos de demanda’, NumValuesDemand:17);
Writeln(lst);
Write (1st,’'Funcion de distribucion de los montos de demanda ’);
For DemandIndex := | to NumValuesDemand do
' Write(lst,ProbDistribDemand [DemandIndex] :7:3);
Writeln(lst);
; Writeln(lst);
! Writeln(lst, 'Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente’,
MeanInterdemand:8:2, ' meses’);

Writeln(lst); .
Writeln(lst,’Rango de tiempo de espera’, MinLag:31:2, ' a’, MaxLag:5:2,
' meses’);

Writeln(lst);
Writeln(lst,’Duracion de la simulacion’, NumMonths:30,

’ meses’);
Writeln(lst);
Writeln(lst,’Numero de politicas’, NumPolicies:34);
Writeln(lst);
Writeln(lst,’K =', SetupCost:6:1, ' c =', IncrementalCost:6:1,
' h =', HoldingCost:6:1, ' p =', Shortagecost:6:1);
Writeln(lst);
i Writeln(lst,’Para ordenes especiales: ’);
Writeln(lst);

Writeln(lst,’ Rango de tiempo de espera’, MinlagExp:28:2, ' a’,
MaxLagExp:5:2, ' meses');
Writeln(lst);
Writeln(Lst,’ K =’, SetupCostExp:6:1, ' i =7,
IncrementalCostExp:6:1);

Writeln(Lst);

Write (Lst,’ Costo Costo Por’);
Writeln(Lst,’ Almacenaje Costo Ordenes Especiales’);
Write (Lst,'Politica Total Ordenar ');
Writeln(Lst,’ Faltantes Prop. ');
Write (Lst,’ Promedio  Promedio’);
Writeln(Lst,’ Promedio Promedio No. Tiempo');
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Writeln(Lst);

{ Correr la simulacion variando la politica de inventarios }
For Policy := 1 to NumPolicies Do

Begin

{Lectura de la politica de inventarios, e
inicializacion de la simulacion}

Readln(Ent,Smalls,Bigs);

GotoXY(1,24);

Write(! Politica # *,Policy:5);
Initialize;

{Correr la simulacion hasta que termine despues
de ocurrir el evento 3}

Repeat
{Determinar el proximo evento}
Timing;
{Actualizar acumuladores estadisticos de tiempo promedio}
UpdateTimeAvgStats;
{Llamar el procedimiento de evento apropiado}
Case NextEventType Of
: OrderArrival;
2: Demand;

4: Evaluate;
3: Report;
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% Until NextEventType = 3
{
: End; {for}
Close_Files;
END. {Programa principal}
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Apéndice E

Pro
Use

{D

Con

Typ

Var

gram Inventory; {Version con itemes perecederos}
s Crt;

eclaraciones globales para el sistema de inventarios. }

st
NumPerish = 10;

o
DistribArray = Array (1..25] Of Real;
PerishLevelArray = Array [1..NumPerish] Of Integer;
TimePerigshArray = Array [1..NumPerish] Of Real;

Amount, Bigs, DemandIndex, InitiallnvLevel, InvLevel, NextEventType,
NumEvents, NumMonths, NumPolicies, NumValuesDemand, Policy, Smalls,
InvTotal, PerishLevelOut : Integer;

AreaHolding, AreaShortage, HoldingCost, IncrementalCost, Maxlag,
MeanInterdemand, MinlLag, SetupCost, ShortageCost, Time,
TimeLastEvent, TotalOrderingCost, MinPerish, MaxPerish : Real;

ProbDistribDemand : DistribArray;

TimeNextEvent : Array [1..4] Of Real;
PerishLevel : PerishLevelArray;
TimePerish : TimePerishArray;

Lst, Ent . Text;

Corr : Char;
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Procedure Initialize; {Inicializacion}
Var
p : Integer;
Begin
{Inicializar el reloj de simulacion}

Time := 0.0;

{Inicializar las variables de estado}

InvLevel = InitiallnvLevel;
InvTotal = InitiallnvLevel;
PerishLevelOut := 0;
PerishLevel[1] := InitiallnvLevel;
TimePerish(1] := Time;

TimeLastEvent := 0.0;

For p := 2 to NumPerish Do Begin
PerishLevel[p] := 0;
TimePerish(p] := 0.0;

End;

{Inicializar los contadores estadisticos}

TotalOrderingcost := 0.0;
AreaHolding := 0.0;
AreaShortage = 0.0,

{Inicializar la lista de eventos. Ya que no hay ordenes
pendientes, el evento de orden entregada se elimina.}

TimeNextEvent[1] :
TimeNextEvent[2] :

1.0E+30;
Time + Expon(MeanInterdemand);

u
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TimeNextEvent[3] := NumMonths;
TimeNextEvent[4] := 0.0;

4

End; {Initialize}

Procedure OrderArrival; {Evento de orden entregada}
Var
p ¢ Integer;
Begin

If InvLevel <= 0 then
Begin
PerishLevel[1] := InvLevel + Amount;
TimePerish[1] := Time;
End
Else Begin
p:=0;
Repeat
pi:=ptl
If PerishLevel[p] = 0 then
Begin
PerishLevel(p] := Amount;
TimePerish(p] Time;
p := NumPerish;
) End;
§ Until p = NumPerish;
End;

{incrementar el nivel de inventario por el monto ordenade}

Invievel := InvLevel + Amount;
InvTotal := InvTotal + Amount;

{como ya no hay orden pendiente, se elimina el evento de
orden entregada}
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TimeNextEvent[1] := 1.0E+30;

End; {OrderArrival}

Procedure Demand; { Evento de Demanda }

Var
SizeDemand, d, p : Integer;
TimePerishAux : Real;
Salida : Boolean;
Begin

{Generar el tamao de la demanda}
SizeDemand := RandomInteger(ProbDistribDemand);

For d := 1 to SizeDemand Do Begin
If InvLevel > 0 then
Repeat
Salida := False;
If PerishLevel[i] > 0 then
Begin
TimePerishAux := TimePerish[1i] +
Uniform(MinPerish,MaxPerish);
InvLevel := InvLevel - 1;
PerishLevel[1] := PerishLevel[i] - 1;
If Time < TimePerishAux then Salida := True;
End;
If Not(Salida) then
PerishLevelOut ;= PerishLevelOut + 1;
If PerishLevel[i] = 0 then Begin
If (InvLevel <= 0) And Not(Salida) then
Begin
InvLevel := InvLevel - 1;
Salida := True;
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Else
Begin
For p := 1 to NumPerish-1 Do
Begin
PerishLevel[p] := PerishLevel[p+i];
TimePerish[p) := TimePerish(p+1];
End;
PerishLevel [NumPerish] := 0;
TimePerish[NumPerish] := 0.0;
End;
End;
Until Salida

Else
InvLevel := InvlLevel - 1;
End;
{Fijar el tiempo para la siguiente demanda}

TimeNextEvent[2] := Time + Expon(MeanInterdemand)

End; {Demand}

Procedure Report; {Generacion de reporte}

Var
AvgHoldingCost, AvgOrderingCost,
AvgShortageCost, AvgTotCost : Real;
Begin

{Calcular y escribir estimaciones de medidas
deseadas de desempeo}

AvgOrderingcost := TotalOrderingcost / NumMonths;
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AvgholdingCost HoldingCost * Arealolding / NumMonths;
AvgShortagecost := Shortagecost * AreaShortage / NumMonths;
AvgTotcost AvgOrderingCost + AvgHoldingCost

+ AvgShortageCost;

Writeln(Lst,’(’, Smalls:3, ’,’, Bigs:3, ')', AvgTotCost:13:2,
AvgOrderingCost:11:2, AvgHoldingCost:11:2,
AvgShortageCost:12:2, PerishLEvelOut:11,
(PerishLevelOut/InvTotal)*100:8:2,' %’);

Writeln(Lst);

End; {Report}

BEGIN  {Programa Princpal}
Open.Files;
{Inicializar el generador de numeros aleatorios}
Randdf;

{Especificar el numero de eventos para el procedimiento
de tiempo}

NumEvents := 4;

{Lectura de parametros de entrada}

corr:='N’;

While UpCase(corr)='N' Do Begin

Clrscr;

Writeln;

Writeln(’ Sistema de Inventarios de un Solo Producto
Perecedero’);

Writeln;

Write('Nivel del inventario al inicio: ');
Readln(InitialInvLevel);
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Write{'Duracion de la simulacion (meses): ');
Readln(NumMonths);

Write('No. de politicas: ');
Readln{NumPolicies);

Write(’'No. de posibles montos de demanda: ');
Readln{NumValuesDemand);

Write(’Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente:

Readln(MeanInterdemand);

Write(’Costo de preparacion, K = ’);
Readln(SetupCost);

Write(’Costo unitario o de incremento, ¢ = ');
Readln(IncrementalCost);

Write(’Costo de almacenamiento, h = ');
Readln(HoldingCost);

Write(’Coste por demanda no satisfecha, p = ');
Readln(ShortageCost);

Write(’Tiempo de espera minimo: ’);

Readln(MinLag);

Write('Tiempo de espera maximo: ');

Readln(MaxLag);

Writeln(’Tiempo de duracion de los itemes perecederos: ');
Write(’ Minimo: 7);

Readln(MinPerish);

Write(’ Maximo: ');

Readln(MaxPerish);

For DemandIndex := i1 to NumValuesDemand do
Begin

Write(’Funcion de distribucion para monto de demanda ',

DemandIndex,’: ');
Readln(ProbDistribDemand [DemandIndex]);
End;
Writeln;
Write(’ Son correctos los datos [S/N] ? ?);
Readln{corr);
End; {while}
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{Escritura del titulo del reporte y parametros de entrada}

Writeln(lst,' Sistema de Inventarios de un Solo Producto
Perecedero’);
Writeln(Lst);
Writeln(lst,'Nivel del inventario al inicio’, InitiallnvLevel:24,
' itemes’);
Writeln(lst);

Writeln(lst, 'Numero de posibles montos de demanda’,
NumValuesDemand:17);

Writeln(lst);

Write (lst,’Funcion de distribucion de los montos de demanda ');

For DemandIndex := { to NumValuesDemand do

Write(lst,ProbDistribDemand[DemandIndex]:7:3);

Writeln(lst);

Writeln(lst);

Writeln(lst,'Tiempo promedio entre una demanda y la siguiente’,
MeanInterdemand:8:2, ' meses’);

Writeln(lst);

Writeln(lst, 'Rango de tiempo de espera’, MinLag:31:2, ' a’,
MaxLag:5:2, ’ meses’);

Writeln(lst);

Writeln(lst,'Rango de tiempo de duracion de perecederos’,
MinPerish:14:2, ’ a’, MaxPerish:5:2, ’' meses’);

Writeln(lst);

Writeln(lst, 'Duracion de la simulacion’, NumMonths:30, ' meses’);

Writeln(lst);

Writeln(lst, 'Numero de politicas’, NumPolicies:34);

Writeln(lst);

Writeln(lst,’K =', SetupCost:6:1, ' <¢ =', IncrementalCost:6:1,
' h=', HoldingCost:6:1, ' p =', Shortagecost:6:1);

Writeln(lst);

Write (Lst,’ Costo Costo Por');
Writeln{Lst,' Almacenaje Costo Itemes Y
Write (Lst,'Politica Total Ordenar *);
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Writeln(Lst,’ Faltantes Desperdiciados ');

Write (Lst,’ Promedio Promedio’);
Writeln(Lst,’ Promedio Promedio No. Prop. ');
Writeln(Lst);

¢ { Correr la simulacion variando la politica de inventarios }
; For Policy := 1 to NumPolicies Do
Begin

{Lectura de la politica de inventarios, e inicializacion
de la simulacion}

Readln(Ent,Smalls,Bigs);
gotoxy(20,22);
Write('Politica # *',Policy:5);
Initialize;

{Correr la simulacion hasta que termine despues de ocurrir
el evento 3}

Repeat
{Determinar el proximo evento}
Timing;
{Actualizar acumuladores estadisticos de tiempo promedio}
UpdateTimeAvgStats;
{Llamar el procedimiento de evento apropiado}

Case NextEventType Of
1: OrderArrival:
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2: Demand;

4: Evaluate;

3: Report;
End;

Until NextEventType = 3

End; {for}

Close Files;

END.

{Programa principal}
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