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Introducción 

Desde hace más de doscientos años, cuando Daniel Bernoulli (1700-1782) publicara en 
1738 su obra "Hidrodinámica", la teoría matemática de la mecánica de fluidos ha sido 
campo fértil de investigación y sigue dando origen a vigorosos campos de estudio en física 
y en matemáticas. 

En este contexto y con espíritu menos ambicioso, el presente trabajo estudia un pro-
bleina que involucra a las ecuaciones fundamentales que describen el movimiento de fluidos 
viscosos, conocidas como las ecuaciones de Navier•Stokes. El problema a tratar, planteado 
originalmente por Manfred Kótter (cf. [Water, 19881), basándose a su vez en el trabajo 
de Solonnikov y Scadilov sobre flujos con frontera libre, consiste en encontrar soluciones 
estacionarias a las ecuaciones de Navier-Stokes en tres dimensiones en un dominio aco-
tado con frontera libre y satisfaciendo condiciones de frontera específicas. Sin embargo, el 
trabajo de Kótter adolece no sólo de la falta de claridad en la exposición, sino que incurre 
en errores de cálculo y conceptuales tan importantes como la comprensión incompleta del 
problema. 

Físicamente el problema se plantea de la siguiente manera: Considérese un fluido 
viscoso incompresible, que fluye de manera estacionaria sobre una superficie plana (que 
podemos identificar con el plano zy) y cuya frontera con el exterior es una superficie libre 
cuya forma depende del flujo mismo. Supóngase también que el fluido está rodeado por 
otro medio continuo, de manera que exista un gradiente de presión externo; pensemos, 
por ejemplo, en agua que fluye sobre una superficie plana y que el gradiente de presión se 
origina por el viento que sopla sobre la superficie Ubre. Nuestra intuición nos hace esperar 
que se formen olas sobre la superficie del agua si el viento sopla con suficiente fuerza. 
¿Podemos a través de la teoría predecir el tipo de soluciones que nuestra experiencia 
anticipa? ¿Qué clase de soluciones de las ecuaciones concuerdan con la realidad? 

A grandes rasgos el problema es determinar la existencia de ondas de forma permanente 
que sean para amplitud pequeña, perturbaciones de un flujo cortante, ¿Qué entendemos 
por flujo cortante? Cuando suponemos que la frontera libre es parte de un plano horizon-
tal, existe una solución trivial a las ecuaciones de movimiento, que corresponde a un flujo 
con perfil parabólico en dirección z, y que se conoce en la literatura como flujo cortante 
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de Poiseuille. Por lo tanto queremos estudiar soluciones que sean perturbaciones de este 
(lujo básico. 

Matemáticamente el problema se expresa, por un lado, a través de las ecuaciones 
fundamentales de movimiento 

	

v Au 4- grad p + (u • 	grad)u = fe.; 	 (0.1) 

y la condición de incompresibilidad del fluido 

	

div u = 0, 	 (0.2) 

y por el otro, a través de las condiciones de frontera. Aquí u representa la distribución de 
velocidades en sentido de Euler, p la presión hidrodinámica, fG  la densidad de la fuerza 
de gravedad y v el coeficiente de viscosidad. Sumaremos a las hipótesis anteriores la 
condición de periodicidad del flujo en x y en y, la cual nos permitirá acotar el dominio 
en el espacio. 

Las condiciones de frontera para el flujo son 

	

= —c 	 (0.3) 

	

u.njr=0 	 (0.4) 

	

r T(u)nlr = 	0 	 (0.5) 

n • T(u)nie = 	+ Dalt 	 (0.6) 

y las condiciones de periodicidad están dadas por 

0°'ulx=o = "13=4 } mal < 1. 
Oatilv=o = a'uiv=i 

(0.7) 

Aquí Ft, = {(x, y) : x E [0,41, y E (0, 1)} es la base de nuestro dominio acotado por 
la periodicidad en x y en y, I' es.la superficie libre, n y r son los vectores normal unitario 
y tangente a respectivamente, T es el vector de esfuerzos, H es la curvatura media de 
la superficie y pa  es la presión exterior. Adicionalmente los parámetros c y n: representan 
la velocidad constante del sistema de referencia, el primero, y el coeficiente de tensión 
superficial, el segundo. Una descripción más detallada de esto se presenta en la segunda 
sección del segundo capítulo. 
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Un esquema del flujo considerado se presenta en la siguiente figura. 

-Pa 

z=1 

1=0 	 
x=0 

• 
X=X„ 

-c 

Figura 0.1 s Flujo en tres dimensiones sobre una superficie plana y con frontera libre r. 

Llamemos D al dominio en IR3, acotado por r = 0, x --= zo, y = 0, = 1 y en z por rb  y 
r. 

La estrategia para abordar este problema consiste en estudiar, en primer lugar, la parte 
principal de las 'ecuaciones (0.1), y la ecuación (0.2) 

— /Su + grad p = f en ft, 	 (0.8) 
div u = 0 

más las condiciones de frontera (0.3)-(0.5), junto con las condiciones de periodicidad (0.7), 
conocido como problema de Stokes. 

Si se considera que el dominio es fijo (esto es muy importante y es la razón por la 
que se omite la condición (0.6)) y que f está en el espacio L2(0), entonces existe una 
función única u, solución al problema de Stokes en sentido fuerte, es decir, con tantas 
derivadas distribucionales como el orden del operador (en este caso u E (IP(n))3). De' 
esta forma podemos invertir el operador de Stokes y formular la solución del problema 
completo como un punto fijo de cierto operador. Esta aproximación constituye la parte 
medular de nuestro análisis y será detallado con más cuidado. 

Como mencionamos si la frontera libre es parte del plano {z = 1}, y que identificamos 



z 	z(1 	/(x, y)) 

) 	( 	xy  
(0.9) 

con el dominio f2 = {x E (0, 41, y E (0, 1), z E (0, IO, existe una solución trivial (U0. Pu) 
a las ecuaciones (0.1)-(0.7), correspondiente a un flujo básico. Fundamentalmente nos con-
centraremos en determinar si existen soluciones cuya frontera libre sea una perturbación 
de la frontera plana I'o  = {z = 1). Así supondremos que la frontera está definida por 
una función 1(x, y), de norma pequeña, de forma que 

{z = 1 + 1(x ,Y) 	(x,y) E F6 }. 

Surge entonces la pregunta natural ¿Existen soluciones de la forma (u + I/0 ,p + P0) 
en el dominio 9? Dado que (Uo, Po ) está definida en el dominio fijo 90, no queda claro 
lo que entendemos por (Uo, P0) en 9. La solución depende del dominio, así que no es 
evidente como vamos a perturbar. Es importante tener en cuenta que nuestro objetivo es 
encontrar u, p y el dominio 9 definido por la superficie libre 1. 

Si suponemos que la función es conocida, surge una transformación natural del do-
minio fi a 9o, dada por 

y su respectiva inversa 

( _ 
	41 	9 	) 

Y ) * 
Wekíjj 

x 

= Yz) 
(0.10) 

Por supuesto restringimos ¿ > —1. Es importante hacer notar que el flujo básico corres-
ponde al caso = 0. Con esta transformación • podemos definir un operador ir para 
"llevar" el campo de velocidades u en no  a fl, definido como 

= (7(1)u)(i) c-14f  iI(11.(r)u(40» 
	

(0.11) 

Este operador es de fundamental importancia ya que preserva la propiedad de que 
div u = 0, en fZ, lo cual es muy conveniente para la formulación débil, como se podrá 
percatar el lector más adelante, y por que la transformación de las ecuaciones depende de 
a. 

Ahora bien, en este punto se presentan dos alternativas : 
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1. Transformar las ecuaciones, por medio de 7r -1, al dominio fijo 90  y trabajar con un 
nuevo sistema de ecuaciones para (U, P,1). 

2. Transformar a fl la solución básica : 

Wo, Vio)- 	(uo, po), 

y establecer las ecuaciones para la perturbación (u,p,/) que surgen al considerar 
soluciones de la forma (u + uo, p + po) en a 

La primera alternativa tiene la ventaja de trabajar sobre un dominio conocido fijo. Sin 
embargo, al transformar el problema de Stokes a 90, obtenemos un sistema de ecuaciones 
de la forma : 

(div (G-'O 1-1--1
57 11 div G-1 	 + W(u) + J(§)-157p = fa, 	(0.12) 

div (G-I  V (ua + 41  (I. u. + I, ui))) 

donde G-1  es el inverso del tensor métrico asociado a la transformación (véase 2.23) y W 
es de primer orden en u. Se trata claramente de un sistema de ecuaciones con coeficientes 
variables, difícil de manejar en general. Obviamente las condiciones de frontera se trans-
forman también en ecuaciones con coeficientes variables, por lo tanto el probar unicidad, 
existencia, así como hacer estimaciones (véase por ejemplo, la prueba de la desigualdad 
de Korn, capítulo 4, pág. 4.11 ) y en especial demostrar resultados de regularidad de la 
solución, se convierten en tareas por demás incómodas, al tener que lidiar con loe coefi-
cientes variables y expresiones muy complicadas para las condiciones de frontera, aunque 
el dominio sea fijo. También presenta el inconveniente de que, a pesar de que la lineali-
zación del problema de Stokes es la misma en flo  que en fi, nos tenemos que restringir a 
perturbaciones suficientemente pequeñas para que el término "dominante" siga siendo el 
laplaciano (y se conserve la elipticidad del sistema, etc.). 

En virtud de loe comentarios anteriores se optó por seguir el segundo camino, en la 
inteligencia de que trabajamos en un dominio desconocido (o, bien, definido por una 
función e desconocida de antemano), y de que algunas estimaciones son un poco más 
complicadas. No obstante, el precio que se paga no es demasiado alto, en la medida que 
tenemos la ventaja de trabajar con las ecuaciones originales, que en la prueba de existencia 
y unicidad no requerimos por parte de la e más que ciertas condiciones de regularidad 
sin importar su norma (excepto por la restricción 1 + f >• 0) y que, por otro lado, es 
menos complicado probar la complementariedad de las condiciones de frontera para los 
resultados de regularidad de la solución fuerte. 
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De esta manera se demuestra que el problema (le Stokes en SI tiene una solución débil 
(o variacional) única en un subespacio de (111 (11))3. También se prueba que esta so-
lución es una solución fuerte (es decir, que está, en (IMO))') y se aplica la teoría general 
de regularidad para sistemas elípticos de S. Agmon, A. Douglis y L. Nirenberg (véase 
1Agm/Dou/Nirp, con el fin de obtener resultados de regularidad de la solución en espa 
cios Ir' 9 (11) y C"'."(51) si los datos son suficientemente regulares. 

A bora bien, el importantísimo resultado de existencia de la solución fuerte nos permite 
invertir el operador de Stokes y formular nuevamente el problema completo como un 
problema de punto fijo. Las ecuaciones para la perturbación en SI tienen la siguiente 
forma : 

L5u + grad p Lu + Bu = f 
div u = O 
	 en 12, 	 (0.13) 

es decir, tenemos el operador de Stokes más un término lineal Lu y otro no lineal Bu. El 
parámetro A es el número de Reynolds, que aparece tras haber escrito las ecuaciones en 
forma adimensional. 

Para ü dado (definido en 00  por u = 7f o), y considerando que la frontera está definida 
por una función q E c3..(r5), por el estudio del problema de Stokes se sabe que existe 
una solución única al problema 

e — —
1 

Ay + gradp = -Lu - Bu + f d=f  g(ii,y, A). 

Llamamos a esta solución 
de! 

V = 7,9 

y definimos O 1-1 rr-lTg en N. 

Ahora bien, la condición normal de frontera (0.6) para el esfuerzo superficial provee de 
una ecuación para la frontera que tiene la siguiente forma: 

div 	, 	 4.  A a, 	• A , 	
(0.14) 

donde A, a., pi son parámetros adimensionales (que dependen de a, Y, e). Esta condición se 
puede escribir como 

de — Lse 	
A 

F(1) — - fi-
A 

 (n • T(u)n) =f  h(ii, 1, A). 
o- a 

(0.15) 
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El problema — 	h(ü, q, A) tiene una solución única t (para n fijo ) suficientemente 
regular ( si h E CA-2." entonces 1E ('"), y podemos así definir el operador 

el cual se línealiza en u: n, y p. Su parte lineal es de la forma 1K(1.0 L pp Lu  

De esta manera liemos construído el siguiente rnapeo analítico : 

tr) 	e) = (ir -I  T 	,n,..),K 	n,..)). 
	 (0.16) 

Un punto fijo del rnapeo anterior es una solución del problema completo. 

También recalcamos que (0,0) es punto fijo por construcción, y corresponde al flujo de 
Poiseuille. 

Ahora, si linealizamos los operadores 	y K se obtiene un operador lineal del tipo 

( 10).(MQ  pL) ( :).A( n ) , 	 (0.17) 

Por lo tanto, para estudiar los posibles puntos fijos del problema es menester determinar 
la invertibilidad del operador I — A. El espectro de este operador, que depende de los 
parámetros a, A,Íti, decide la invertibilidad de 1-- A. Si éste es invertible entonces la 
única solución cerca de (0,0) es (0,0). 

En la primera sección del primer capítulo se ofrece una justificación física de las ecua-
ciones de Navier-Stokes. El lector familiarizado con este material puede omitir la lectura 
de esta sección y tomar en cuenta únicamente la notación usada y las definiciones perti-
nentes.El planteamiento del problema y la deducción de las condiciones de frontera son el 
contenido de la segunda sección. En particular, la condición normal de frontera para el 
esfuerzo superficial (que eventualmente provee la ecuación para determinar 1) resulta de 
considerar a la superficie corno una membrana elástica, en donde existe una discontinuidad 
en la presión debida a la fuerza de restitución de la tensión superficial. 

En el capítulo 2 se hace el cálculo de la solución básica (U0, Po) y se establecen las 
ecuaciones para la perturbación (u, p, ¿) en f2. Una corrección a uo debe hacerse para que 
la condición de frontera en la base (z = 0) sea homogénea. 

En el tercer capitulo se ofrece un compendio de los teoremas y definiciones de análisis 
funcional más relevantes para el desarrollo posterior del trabajo, los cuales se usan con 
relativa frecuencia. También se prueban aquí algunos resultados que son de gran utilidad 
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en capítulos posteriores, como es el caso del lema 3.36, que asegura la existencia de la 
presión, 

El capítulo 4 se aboca a formular débilmente el problema y a demostrar que el problema 
de Stokes tiene una solución débil única en ft. Para ello se define el espacio de trabajo 
.1, subespacio de wiffin3, en base a las condiciones de frontera homogéneas y se prueba 
que la forma !Alinea! 

E( tti v) = 	 (0.18) 

define en J un producto escalar cuya norma es equivalente a la norma II • ih. Así el 
problema de Stokes se transforma en el problema variacional 

¡E(u,/) = (.(14i)+ ir  ((d,  • 7(1))11 + (O. r(21)72) dS, 	(0.19) 

para toda en J. La existencia y unicidad es consecuencia del teorema de representación 
de Riesz. 

En el capítulo 5 se ofrece una prueba completa de la regularidad de la solución débil 
al problema de Stokes, que tiene como consecuencia más importante, la existencia de la 
solución fuerte al sistema elíptico. Esta demostración es probablemente la más técnica 
del trabajo y la idea de su implementación es del Dr. Jorge be, director de esta tesis. 
En la segunda sección se dan resultados de regularidad de esta solución fuerte en espacios 
Hm y C".°, basándonos en la teoría general de regularidad de sistemas elípticos de Ag-
mon, Douglis y Nirenberg (A.D.N.)(cf. (Agm/Dou/Niri). Para aplicar las estimaciones de 
A.D.N. se verifica que efectivamente el problema de Stokes es un sistema elíptico que sa-
tisface una condición de suplementariedad y cuyas condiciones de frontera complementan 
al sistema. Gran parte de esta sección está dedicada a comprobar estas hipótesis. 

Finalmente en el sexto y último capítulo se estudia la ínvertibilídad de la ecuación para 
la frontera e, se hace la formulación de punto fijo del problema y se dan resultados sobre 
condiciones para la existencia de soluciones no triviales en los casos más sencillos. 
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Capítulo 1 

Planteamiento del problema 

El objetivo principal de este capítulo es formular matemáticamente el problema que nos 
ocupa y para ello se ha dividido en dos partes. 

En la primera sección se deducen de manera breve las ecuaciones de movimiento para 
un fluido viscoso, conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes, a partir de las hipótesis 
que permean la teoría de mecánica de fluidos. Consideraciones sobre vorticidad, trans-
porte de energía y otros conceptos físicos importantes han sido omitidas, de manera que 
esta deducción, que sigue el camino propuesto en el libro de D. J. Acheson ([Acheson, 
capítulo 71), se limita a encontrar las ecuaciones de movimiento y a dar algunas defini-
ciones que son de utilidad a lo largo del trabajo. Para una revisión más profunda se 
recomienda al lector consultar los excelentes textos de L. D. Landau y E. M. Lifshitz 
(tLan/LifJ), G. K. Datchelor ([Datchelor]) y el propio libro de Acheson (fAchesonb. 

En la segunda sección se plantean las hipótesis físicas y la geometría que eventualmente 
definen nuestro problema particular, y se obtienen las condiciones de frontera del mismo. 
Mención especial merece la condición normal de frontera para el esfuerzo superficial, la 
cual constituye la ecuación para la frontera libre y cuya deducción se hace a partir de un 
principio variacional, suponiendo que el comportamiento mecánico de la frontera libre es 
como el de una membrana elástica. 

1.1 Las ecuaciones de Navier-Stokes 

La mecánica de fluidos parte de la hipótesis fundamental que la materia de los cuerpos 
que tratamos puede ser estudiada corno si fuera continua y homogénea en su estructura, 
es decir, asume que las propiedades de porciones pequeñas de materia en que concebimos 
se puede dividir el cuerpo son las mismas que las del cuerpo como un todo. Esto significa 

15 
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que el comportamiento macroscópico de un fluido es el mismo que si fuese perfectamente 
continuo, y que sus propiedades físicas como masa y momento asociadas a lo materia 
contenida en un pequeño elemento de volumen dado son funciones continuas de la posición. 
Esta hipótesis se conoce como hipótesis del continuo y es consistente con observaciones 
experimentales (ver (Batchelor, Cap. 1, pag.,1)). 

La propiedad fundamental de un fluido es que no puede estar en equilibrio si existen 
fuerzas tales que la interacción mutua entre dos elementos de fluido tiene una componente 
tangencia! a la superficie común entre ambos. Esta propiedad es la base de la hidrostática, 
que estudia el comportamiento de fluidos en reposo, y es verificada completamente por los 
experimentos. Sin embargo, una observación cuidadosa nos permite convencernos de que 
existen  componentes tangenciales de la fuerza debida a la interacción de elementos vecinos 
en la superficie de un elemento de fluido, cuando éste se encuentra en movimiento. Aquí 
asumiremos que dichas fuerzas existen y que, efectivamente, el fluido está en movimiento. 

Cuando hablamos de un elemento de volumen suponemos que el volumen es muy 
pequeño comparado con las dimensiones del cuerpo considerado, pero lo suficientemente 
grande como para contener un gran número de moléculas. Las expresiones partícula 
del f luido y punto del fluído deben entenderse en el mismo sentido. De esta forma, 
un elemento de volumen puede contener un gran número de moléculas y seguir siendo 
considerado un punto del fluído. 

Es importante observar que la hipótesis del continuo nos permite usar el sencillo y útil 
concepto de velocidad local del fluido y vamos a considerar el campo completo constituido 
por las velocidades locales. Este tipo de descripción se conoce como euleríana, y es similar 
a la especificación que se hace del campo electromagnético en la cual las cantidades del 
flujo se definen como funciones de la posición en el espacio x y del tiempo t. La cantidad 
principal asociada al flujo es la distribución de velocidades del fluido, que se denota u(x, t) y 
que representa la velocidad del fluido en cada punto x del espacio al tiempo t. Claramente, 
si concebirnos al espacio físico como un espacio euclideano de tres dimensiones, u tiene 
tres componentes. 

Esta descripción de tipo euleriano de la velocidad de un fluido puede entenderse como 
una representación espacial de la distribución de velocidades locales en cada instante 
durante el movimiento. De esta manera, el campo u(x, t) será la principal variable de-
pendiente en nuestro análisis, y análogamente otras cantidades asociadas al flujo, como la 
presión hidrodinámica p(x, t) y la densidad de masa p(x, t), pueden ser concebidas como 
funciones de x y de t. 

Existe otro tipo de especificación o descripción del movimiento de un fluido, conocida 
como de tipo lagrangiano, en la cual, como en la mecánica clásica de partículas, algunas de 
las cantidades dinámicas y físicas se refieren no sólo a posiciones específicas en el esPació, 
sino fundamentalmente a elementos de materia identificables. Posteriormente se hará un 
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análisis más detallado en este sentido, en virtud de su utilidad para demostrar algunos 
resultados de importancia. 

Finalmente, es importante hacer notar que para deducir las ecuaciones de movimiento, 
al igual que en los textos citados, nos basaremos en las leyes fundamentales de conservación 
de masa, energía, momento lineal y momento angular, así como en la ley de movimiento 
de Newton. 

1.1.1 La ecuación de continuidad 

Vamos a obtener, a partir de la ley de conservación de masa, la primera de las ecuaciones 
fundamentales conocida como la ecuación de continuidad. 

Sea V un elemento fijo de volumen en el espacio que ocupa nuestro fluido : V c 
es un dominio acotado, abierto con frontera regular 0V 	S, donde el teorema de la 
divergencia es aplicable (ver figura 1.1). 

Figura 1.1 i Elemento de volumen. 

La masa contenida en V al tiempo t es : 

jv p dV. 

Por la ley de conservación de masa, ante la ausencia de fuentes y sumideros en V, la 
derivada de la masa contenida por V con respecto al tiempo es igual a la masa que entra 
o sale por S en la unidad de tiempo. Si n es la normal exterior a S, la masa que fluye 
a través de un elemento de superficie dS en la unidad de tiempo es pu • n dS. Así, la 
derivada de la masa con respecto al tiempo es 
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- 	pu.n(IS, 

y como V es independiente del tiempo, podemos escribir, 

diiv pdv. Thiv pdV.IptdV=—Ipte,ridS. 

Por el teorema de la divergencia 

Jv 
p, r1V =—Iv  div(pu) dV, 

es decir, 

fv(p, div(pu)) dV = O. 

Esta relación es válida para cualquier elección del elemento de volumen V dentro del 
fluido. Dado que el integrando es continuo en (x, y, z), esta última igualdad es cierta si y 
sólo si 

	

pi + div(pu) = O 	 (1.1) 

La ecuación (1.1) se conoce corno ecuación de continuidad y describe el principio de 
conservación de masa. 

Expandiendo div(pu) = p divu tr• gradp, e identificando 	= p, + u • grad p, podernos 
escribir alternativamente la ecuación de continuidad de la siguiente forma 

(-12 	div u — O 
di 

(1.2) 

1.1.2 El tensor de esfuerzos 

Vamos a identificar las fuerzas que actúan sobre un elemento de fluido, de las cuales 
podemos distinguir dos tipos. 

Se llaman fuerzas externas o volumétricas aquéllas que como su nombre lo indica, son 
ejercidas por elementos externos a todo el fluido. Son fuerzas de largo alcance y actúan 
sobre todos los elementos del material en cuestión. La fuerza debida a la gravedad es el 
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ejemplo más evidente de una fuerza de este tipo, y es la única fuerza volumétrica que 
consideraremos en nuestro problema. Otras fuerzas de interés en mecánica de fluidos son 
las electromagnéticas, que actúan por ejemplo, cuando el fluido porta carga eléctrica, o 
la fuerza centrífuga, que aparenta actuar sobre elementos de masa cuando la descripción 
del movimiento se hace con. respecto a un conjunto acelerado de ejes. 

Se denominan fuerzas internas o superficiales sobre un elemento de fluido a aquéllas 
que actúan debido a la interacción de elemento con elementos vecinos. Son fuerzas de 
corto alcance y son ejercidas únicamente sobre una delgada superficie adyacente a la 
frontera del elemento de volumen. Dado que la superficie que encierra un elemento de 
volumen tiene varias orientaciones, no es útil especificar las fuerzas internas por su efecto 
total sobre el elemento finito de fluido; en cambio, se considera un elemento de superficie 
en la frontera y se especifica la densidad superficial de la suma total de fuerzas internas 
en dicho elemento. Supondremos que entre las fuerzas superficiales se incluyen la fuerza 
debida a la presión y la debida a la viscosidad. 

Sabemos de nuestra experiencia en hidrostática que la fuerza por unidad de área sobre 
la frontera de un elemento de volumen se debe a la presión hidrostática y que es ejercida en 
dirección normal a la superficie. En general, para un fluido en reposo las fuerzas internas 
son normales al elemento de volumen y la magnitud de su densidad superficial (que es 
independiente de la normal) es lo que llamamos presión hidrostática, p = p(x, y, z). 

En el caso de un fluido en movimiento, vamos a definir más adelante la presión hidro-
dinámica o presión en un punto de un fluido en movimiento, en términos de la densidad 
superficial de fuerzas sobre una esfera con centro en el punto considerado y cuyo volumen 
tiende a cero. Veremos que esta definición es consistente con el caso estático. 

La representación matemática de la densidad de fuerzas internas está dada en términos 
de una matriz o tensor de segundo rango conocido como tensor de esfuerzos. A la densidad 
superficial de fuerzas se le llama también esfuerzo superficial. 

Consideremos un elemento de volumen con frontera S. Sea SS un elemento de superficie 
y n la normal exterior unitaria en dicho elemento. Sobre SS existe una fuerza superficial 
neta, cuya densidad denotaremos por E. Por supuesto E no es necesariamente colineal a n. 

as 

Figura 1.2 : Elemento de superficie; n es la normal y E la densidad superficial de kuersas. 
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Definición 1.1 Sea 68 un elemento de superficie cuya normal ua en dirección j. Lla- 
maremas To a la componente i del esfuerzo t sobre dicho elemento de superficie, A la 
matriz 7' formada por los elementos 	se define como tensor de esfuerzos, 

Lema 1,2 El esfuerzo superficial en todo punto x y en todo tiempo t es t Tn. 

Prueba : 

Consideremos un elemento de volumen, en forma de tetraedro con vértice en x, cuyos 
lados valen L (véase la figura 1.3). La cara principal la denotamos SS, mientras que las 
caras laterales las denotamos como 1, 11 y 111. Llamemos i a todo punto que se encuentre 
en la superficie del tetraedro, es decir, en cualquiera de sus caras . 

y 
Figura 1.3 : Elemento de volumen tetraédrico, con vértice en x. 

La componente i del esfuerzo t sobre la cara principal es ti. Por lo tanto la componente 
i de la fuerza sobre la cara principal es 1,55. 

ti = nji  + n2  "e2  + n3é3, 

es el vector normal unitario sobre la cara principal. 

Claramente —T11  es la componente i de I.  sobre la cara 1, cuya normal es —él. El área 
de la cara 1 es nv5S por lo que la componente de la fuerza sobre la cara 1 es —2",ini6S. 
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De la misma manera, las componentes i de la fuerza sobre las caras 11 y III son —T 2 n2.55' 
y —Tan36S, respectivamente. 

Ahora bien, sumando estas contribuciones en la dirección i obtenemos que la compo-
nente i de la fuerza total sobre el elemento de volumen es 

(t, - E 71")5s, 

donde i,j = 1,2,3. 

Llamemos f  a la densidad de fuerzas externas al elemento de volumen, p la densidad 
de masa, 6V el volumen del tetraedro y u la velocidad promedio del mismo. Supondremos 
que dd, (pu) está acotada por una constante M; esta hipótesis se cumple si suponemos que 
la densidad de masa, así como u y ál , son finitas al tiempo t y a tiempos posteriores 
finitos acotados en la región del espacio que ocupa el tetraedro. 

Aplicando la ley de Newton al elemento de volumen tenemos : 

- E Tiini)65' fe6V1=17-1(pu)6V1 5_ M6V. 

El volumen del tetraedro es 6V = 11,3. El área de la cara principal es 6S = IqL2, 
mientras que cada cara tiene un área igual a m6S = L2/2. Claramente = *s, Vi. 

Así, 

Dividiendo entre L2  llegamos a : 

Rti — E 7on4 jelLi < IML. 	 (1.3) 

Tomando el límite cuando L O en la expresión (1.3) llegamos a que 

3 

ti  — 	 = 0, 	 (1.4) 
J=0 

en el punto x y para todo i = 1,2,3 ; al tender el volumen del tetraedro a O, len X 
tiende al valor de t en x, ya que suponernos que t es una función continua de la posición 
(hipótesis del continuo). 

- E Tiini))qe + mei < ImL3. 
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De esta forma, la ecuación (1.4) implica que 

Tn, 	 (1.5) 

para todo punto en el fluido y para todo tiempo t. 

o 

1.1.3 Hipótesis físicas 

Hasta el momento, la definición del tensor de esfuerzos se aplica a cualquier medio conti-
nuo, ¿Cómo obtenemos dicho tensor para el caso de un fluido viscoso? Para ello debemos 
partir de ciertas hipótesis de origen físico, las cuales serán expuestas a continuación, Para 
ello es preciso definir lo que se entiende por un medio isotrópico. 

Definición 1.3 Un material se denomina isotrópico si sus propiedades mecánicas pueden 
ser descritas sin referencia a una dirección particular, ea decir, si no existe una dirección 
preferencial de movimiento. 

Definición 1.4 Un tensor que tiene las mismas componentes con respecto a cada base 
ortogonal se conoce como un jensor isotrópico. 

Por ejemplo, si un tensor de cuarto rango II se expresa con respecto a la base ¿i como 
y con respecto a la base sil como Hliki  entonces 

Se puede probar que para un medio continuo isotrópico el tensor que relaciona al tensor 
de esfuerzos con otro tensor asociado al movimiento (en el caso de un fluido se trata del 
tensor de deformación, ver definición (1,11)) debe ser isotrópico, La demostración para el 
caso de un fluido viscoso se puede consultar en [Segel, pag. 821. 

Asumiremos que para un fluido viscoso se cumplen las siguientes hipótesis : 

1. Un fluido viscoso es un medio continuo isotrópico, ya que sus propiedades físicas 
son tales que no muestran una dirección preferencial de movimiento. 
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2. La contribución a la densidad de fuerza superficial en todo elemento de fluido, de-
bida a la viscosidad, es proporcional al gradiente de distribución de velocidades. 
Ésta es una condición física importante pues caracteriza a los fluidos newtonia-
nos. Su justificación se basa en observaciones experimentales (consultar referencias 
[Lan/Lif, pags. 44 • 4f1) y (Batchelor, pag. 143)). 

3. El tensor de esfuerzos T es continuo en la posición y en el tiempo. Esta condición 
es una extensión de la hipótesis del continuo a la densidad superficial de fuerzas. 

Las condiciones anteriores, junto con la hipótesis del continuo, constituyen las carac-
terísticas físicas fundamentales de un fluido viscoso newtoniano, a partir de las cuales es 
posible encontrar las ecuaciones de movimiento. 

Finalmente, dadas las propiedades conocidas para la presión de un fluido en reposo, 
vamos a definir la presión de un fluido en movimiento; veremos más adelante que esta 
definición es consistente con el caso estático. 

Definición 1.5 La presión de un fluido en movimiento en el punto x y a un tiempo fijo 
t se define corno 

1 

	

p(x) = ,. — I 	f • n dSy. 
4irr2  

Es decir, p es el límite cuando r O del promedio de la componente normal de la densidad 
superficial de fuerzas i, en dirección opuesta a la normal exterior sobre la esfera de radio 
r y centro en z. 

Ahora bien, dada la definición anterior y por el lema 1.2 podemos escribir p en función 
del tensor de esfuerzos T. Haciendo el cambio de variable y = x TI), tenernos que 
dS, = r2  dS„, 	= 1 y y es normal a la esfera unitaria. Así escribimos 

p(x) = —lió 
4T ini
1 

j 	II • T(x + rri)n dS„. 
•0 	=1 • 

• 

Como ahora el dominio de integración no depende de r y es acotado, y dada la hipótesis 
de que T es continuo, es posible incluir el límite bajo el signo de integración y de este 
modo obtener 

1 
p(x) =

4rr 	
lim(q • T(x + ry)y) 
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COMO y no depende de r• y por la continuidad de 7' liemos llegado a la siguiente expresión: 

P(x) 	 y • 7"'(27)7/ 
4s I,il,r 

Se observa que p está bien definida y que es continua en x. Esta ecuación nos será 

de utilidad para expresar p en términos de la traza de T. Aunque esta definición puede 

parecer un poco artificial, es adecuada para obtener las ecuaciones de movimiento, además 

de que es consistente con el caso estático como veremos más adelante. Esto es claro ya 

que T(x) = p(x)I. 

1.1.4 Formulación lagrangiana y el teorema del transporte de 
Reynolds 

Con el fin de encontrar las ecuaciones de movimiento hemos de demostrar un resultado 
básico en teoría de medios continuos conocido como el teorema del transporte de Reynolds, 
el cual servirá también para probar una propiedad muy importante del tensor de esfuerzos 
a partir del principio de conservación del momento angular, que es la de ser un tensor 
simétrico. Pero antes, es menester explicar en qué consiste la descripción lagrangiana del 

movimiento de un fluido. 

En contraste con la descripcion euleriana de movimiento, la lagrangiana consiste en 

definir la posición al tiempo t de cada una de las partículas del fluido considerado. A 
continuación veremos cómo se formula matemáticamente dicha descripción. 

Supongamos que el fluido está contenido para todo tiempo en un conjunto acotado y 

abierto fi C 113  del espacio físico, con frontera Sí/. Asumiremos también que el fluido es 

un medio continuo de partículas localizadas en puntos de fi. 

Definición 1.6 Un desplazamiento es una transformación s 	—1 I/ tal que : 

1. s es invertible y s(0) = fi. 

2. s, 3-1  E C1(il). 

De esta manera VA C St, s(A) C 

Llamemos S al conjunto de todos los desplazamientos en a. Como el mapeo 1: n 
1(z). x Vx E f2, pertenece a S, entonces S O. 

(1.6) 

Definición 1.7 Una traslación o f lujo es una función de 1, to  E IR —1 wso,1  E S, tal que 
Vx E ft : 
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(i) itoto,t1(5.2ii,t,(x)) 

9910,t(9t,t0(x))= 910,to(x) = x. 

(iii) soio,i  es continuamente diferenciable en 1 y to. 

Aquí (pt„,t (x) denota la posición al tiempo t de una partícula del f luido que en el tiempo 

10  estaba en x. 

Figura 1.4 t Desplazamiento. 

Notamos que las condiciones (i), (ii) y (iii) son propiedades razonables de regularidad, 
es decir, satisfacen las características que esperamos de la traslación de una partícula. 
La condición de que v)to  sea invertible significa que dos partículas no pueden ocupar la 
misma posición al mismo tiempo. 

Si una partícula ocupa la posición xo  al tiempo to, al tiempo t su posición es x = 

91.4(
der  

4) = X(xo, t). A la variable xo  se le denomina variable lagrangiana. 

Consideremos un conjunto de partículas que ocupan un volumen Vo  C f/ al tiempo 
to  = O, Definimos 

V(t) 
dar

(990,t(z)/ x E Va} . 	 (1.7) 

Dado que yot„,t  E S, (pio,t (x0) = X(xo,t) es una función en Cl(ft x IR), invertible en 
la variable xo. Esta propiedad de invertibilidad nos permitirá relacionar nuestra variable 
lagrangiana con la descripción euleriana de movimiento en términos de la distribución de 
velocidades. 
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Nuestra hipótesis es la siguiente : dados to  y t en IR, existe, para cada partícula del 
fluido una función sot„,t  E S que satisface las propiedades (i), (ii) y (iii), y que nos describe 
el movimiento de dicha partícula. En otras palabras, existe una función de traslación. 

Vo 	 V(t) 

Fisura 1.6 	Traslación. 

Ahora bien, por simplicidad tomemos to = O ; sabemos que la posición de cada partícula 
es 

X = 9904(4) a= X(xo, t), 

donde xo  es la posición al tiempo inicial. Por ser una función invertible es posible escribir 

xo  = (Po-1(z) alf  Xo(x, 1). 

Por lo tanto la velocidad de la partícula es 

dX(xo, e) = d ((po,i (xo )) 411  1e(zo, 1), dt 	dt 

ya que, 90,i  E C1(f1) y es continuamente diferenciable en t y to. Si dx/ dt es una función 
de xo, por invertibilidad tenemos 

dx 
-d7  = X'(X0(x, t), t)151  u(x, t), 

es decir, podemos escribir dx/ dt en función de x y de t, que es la distribución o campo 
de velocidades según la descripción euleriana. 



1.1. LIS ECUACIONES Dar NAVIER-STOKES 	 27 

Sea J(t)--121-1-1  el jacobiano de la transformación (i.703. La relación de Euler establece 
0Lx0) 

dJ 
J(t)divzu 
	

(1.8) 

Esta ecuación relaciona la descripción enleriana (le movimiento con la variable lagran- 
giana (ver [Cou/Joh, pag. 	La demostración se encuentra en el apéndice A. 

La hipótesis de la existencia de la función invertible tpo,i  nos permite justificar la existen- 
cia de la distribución de velocidades y por ende, la utilización de la ecuación de continuidad 
en la prueba del teorema del transporte, el cual se enuncia a continuación. 

Teorema 1.8 (Teorema del transporte de Reynolds) Consideremos un conjunto de 
partículas de un medio continuo que ocupa un volumen acotado Vo  C fZ C IR3  al tiempo 
to  = O. Entonces, para cualquier función escalar o vectorial G(x, t) E C'(íZ x le), se 
cumple que 

dG+ G divu) dV, (— eTtiv(t) G(x,t)dV = 
vo) di 

donde V(t) es el volumen ocupado por dichas partículas al tiempo t (definido en la ecuación 
(1.7)), y u(x,t)= 1X(X0(x, 1), 1) es la distribución de velocidades. 

Aquí, t tiene el mismo significado que en la ecuación de continuidad, es decir, para 
una función escalar sIL = f- + u grad G. 

Prueba : 

La transformación x = X(xo, t) es invertible en zo, por lo tanto podemos hacer un cambio 
de variable; la posición X0 en t = O es fija. Así, Vo = V(0) C fi C IR3  es un conjunto que 
no depende de t. 

Si llamamos J(t) = -911( )  al jacobiano de la transformación y hacemos el cambio de xo  
variable tenemos 

¿do)  G(x, t) dx = 
dt L(o) 

G(X(xo, 	dxo. 

Como V(0) no depende de t y es acotado 
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d J 	,„ 	, 	(1G , 	„, d./ 	, 

dt 
v(i)  ukx, ox 	iy,(0)  (-Tt-( 	+ 	uxo. 

Por la relación de Euler (ecuación (1.8)), podemos escribir 

G(x,1)dx = L( (--EdG  + G J div 	I cxo  
dt v,u) 	

0)  

t)Jv= 

	

= JV(o) 	+ Gdivu) J dxo  

 (—d  + divu) dx. 
( 

De esta forma hemos probado que 

--(11dt v 
0 G(x,t) dV = v(t) dt 

+ Gdivu) dV, 
(  

que es la relación que deseábamos demostrar. 
o 

En particular si G = p(x,t)F(x,t), donde p es la densidad y aplicando el teorema del 

transporte obtenemos 

dt 
fv(o pF dV = L(1)  (-d-id  (pF) pF divu) dV 

= 	(JF 4.  (do pdivu) F) dV. 
Iv(t) dt dt 

Por la ecuación de continuidad (1.2), la cual es válida puntualmente y para todo tiempo 

t, llegamos a la importante relación 

dF 

71t Lo) 
pF dV = 

L(t)
p , dt  

dV. 	 (1.10) 

1.1.5 Ecuaciones de movimiento 

Vamos a aplicar la ley de Newton a un elemento de fluido que ocupa un volumen V(t) al 

tiempo t, para obtener las ecuaciones de movimiento. 

(1.9) 
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liaremos la suposición de que la única fuerza volumétrica que actúa sobre cada elemento 
(le fluido es la fuerza de gravedad. Sabemos que pu es la densidad de momento lineal, 
es la densidad de fuerzas superficiales y pg es la densidad de fuerza debida a la gravedad. 
De esta manera, aplicando la ley de Newton a nuestro elemento de fluido 

dt f
v(o pu dV = /slo t dS 

v 
 pg dV, 

donde S(t) = aV(t) al tiempo t y suponemos es regular. 

Escribiendo la ecuación (1.11) por componentes, 

iTifv(t) pui dV = 
.5(1) 	v 

ti dS+ I
(i) 

 pgi dV, 	 (1.12) 

Vi = 1,2,3. Para el caso de la gravedad gi = g2  = O y g3  = —g. 

Por la ecuación (1.4) y por el teorema de la divergencia, escribimos 

hm  ti dS = 	E Tijni dS = 	( Tj2  • n dS 
s(0 • 

5(1)  Ti3  

	

= 	div T0  (11/ = 	E - 	V. 
Tía 	 i  (ni 

	

vo) 
	

1,(4)  

Sustituyendo este resultado en la ecuación de movimiento y aplicando el teorema del 
transporte (ecuación (1.10)) a la primera integral tenemos: 

j'yo)  d  

	

dut 	v-, i; 

	

i 	Err 

	

p— dV = 	 dV + 	pgi dV, 

	

v(n j  uxj 	V(1) 

es decir, 

dt0 

(t) 	dt 	TsT Pg( dV = 0 
fv 	

, (1.13) 

Vi = 1,2,3, VV(I) C S1 C IR'. La ecuación (1.13) se cumple para todo elemento de 
volumen en todo tiempo t. Dada la hipótesis de que el integrando es continuo, ésto es 
posible si y sólo si 

Ter 
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dui  

P  dt 57; P" 
= 0, 	 (1.14) 

V.r E II, Vt y con i = 1,2, 3. 

Las ecuaciones (1.14) constituyen las ecuaciones de movimiento del fluido. 

A continuación se demuestra, en base al principio de conservación del momento angular, 
que el tensor de esfuerzos está representado por una matriz simétrica. 

Proposición 1.9 El tensor de esfuerzos es simétrico. 

Prueba : 

Nuevamente sea V(t) un elemento de volumen con frontera S(t). El momento angular 
por unidad de volumen es x A pu; la densidad de torra debida al esfuerzo superficial 1 y a 
la fuerza de gravedad son zAiyxApg, respectivamente, siendo densidad superficial la 
primera y volumétrica la segunda. 

Así, por la conservación de momento angular en el elemento de volumen considerado, 

./111)  x A pu dV = /so)  x A dS + iv(i) x A pg dV. 

Dado que p es una función escalar y por el teorema del transporte (ecuación (1,10)), 
la integral del lado izquierdo se escribe como 

d 	 d 
d7  ivo)  x A pu dV = di Ivo)  p (x A u) dV 

= 
 I

d 
vm p-c-ti(x A u) dV 

dx 	
dt) 

 
= fv(1)  p (-d7  A u+ x A 	dV 

du 
= Ivo)  x A p c i dV, 

ya que (dx/ dt) A u E 0. Por lo tanto, 

du 

	

ivtn x Ap— 
	

so) dt 	 vto 
dV = 	x 	dS 	t.A pg dV. 	(1.15) 
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Sean él, .e3, ¿.3 los vectores unitarios de nuestra base ortogonal, Por ende, x = x1 1  + 
Xj2 	x3é3. Por la ecuación de movimiento (1.14) escribirnos, 

du, 	DTii  
P dt ei 2—• (2-4 ---Or 	Pui) éi 

 

Si n es la normal unitaria a S(t), también tenemos que 

t = Et;é; =E E To, ¿,. 

En consecuencia, es posible escribir la ecuación (1.15) de la siguiente forma 

07;i 

	

[Ek  rkék  A E 	+ pgi) ¿i — Mk A E Mi] dV = ax;  

= 

	

so) 	
xkék A E (E 7'1) 	dS, 

k 	i 	j 

es decir, 

oz• E (¿,, A é; (Zh E —1)) dV 	E (4 A é; (z, E Tiini)) dS, 
V(I) i,k 	 OZ • .1 	 .9(t) i.k 	 I 

ya que el término Eh  Tk¿h  A Eí  pgié;  se cancela. Por lo tanto, 

arru  E ik A ¿i 	xk E --,, dV — zk  E 	O. 
i,k 	V(g) 	(1Xj 	S(i) 

Por el teorema de la divergencia 

dV 

= 

ricliV 
v(s) 

(diV Sk 
v( i) 

Ti2 

Ti3 

Til 

Tig 
TiS 

dV 

dV 

fv(t)
xk  
	sax i 
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= 	.rk  1;2 	• rt dS — J 	Iik <IV 

f

s(t) 	Tia
V(I) 

t) sk 
E Tii rti  dS w(tl Tik d V, 

s( 

por lo que, 

E ((ék A éi)
V(1) 	

dV 
1,1;  

La base (¿i) es una base ortogonal derecha, por lo que él  A ¿I  = é3, e2  A e3  = él  y 
é'3  A é l  = "e2. De esta manera, 

ét 	(T23 — T32) dV + 1.2 	(T3I Tis) dV + é3/ (Ti2  — T21 ) dV = O. 

Esto implica que 

V(t) (Tu — 7%) dV = O, 	 (1.16) 

Vi y6 j. La ecuación (1.16) se cumple para todo elemento de volumen V(t) C S2 C IR3  en 
todo tiempo t. Como T es continuo, esto es posible si y sólo sí 

= Tiil 
	 (1.17) 

para todo a y t. 

o 

El siguiente resultado nos permite escribir explícitamente el tensor de esfuerzos. Para 
su demostración usamos fuertemente el hecho de que T es simétrica. 

Proposición 1.10 
p 	traza(T) = 	Tii, 

para todo x y t. 
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Prueba : 

Para todo tiempo fijo t. la presión está dada por la ecuación (1.6). Llamemos 11 a la 
esfera unitaria con centro en x, cuya normal unitaria es y. 

De esta manera 

1 
p(x) 	

4 
 íyrnx)ii 

dS,,. aB 

Como T es real y simétrica, y x está fijo, entonces existe una matriz M, tal que 

.. 	O 
MT TM=A(x)= : A2 : 

o .. A3 

con 	= Ai(x). La existencia de Al está asegurada por ser yTTil una forma hermiteana 
(ver (Couillil, pags. 13-14)). 

Sea f = MTq, la rotación de y dada por M. 4  es unitario ya que y y M son unitarios. 
De esta forma 

yTTri = riT(MA(x)MT)q = (Wy)TA(z)(/try) = 4T A(s)e. 

El jacobiano de la transformación f = MTy es 

J = det(W) = 1, 

por lo que p(z) se puede escribir como 

p(x) = —7- 
4>r l Ie1=1 (

T A(x)/ dSe, 

ahora 4  es la normal unitaria. Pasando a coordenadas esféricas escribimos 
/2  = senOsenO, = coso, por lo que 

= cos 8 seno, 

P(*) = 	1 lizi.1911(s)11 A2(x)d + A3(x)f3) 15( 

= 	DAI (x)cos20  setbb A3sen20 sen2q5 4cos2 )sert95 de dO 

= —1(Ai(x) A2(x) )13(x)) = 	traza(A(x)). 
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Dado que M es una matriz unitaria, sabemos que traza(A(x)) 	traza(T(x)). por lo que 

p(x) = 	traza(T(x)), 

es decir, 

p = 
	

(1.18) 

o 

1.1.6 El tensor de viscosidad 

liemos visto que una contribución importante a la componente normal de la densidad 
superficial de fuerzas internas 	= nTTn se debe a la presión, definida por la ecuación 
(1.6). En base a esta observación podemos escribir el tensor de esfuerzos como la suma 
de dos tensores, a saber, 

T 
 =(

—p 
O 
O 

0 
—p 
O 

0 
0) 

—p 
+ 

(Tu + p 	T12  
T12 	T22  
T13 	T23  

T13  
p 	7'23 	, 

T33  + p 

es decir, 

Tii 	gil. 	 (1.19) 

Al tensor (ni se le define como tensor de viscosidad y representa la contribución de 
las fuerzas de viscosidad, a la densidad superficial de fuerzas internas en cada elemento 
de fluido. Por nuestras hipótesis físicas (pag. 22), este tensor debe ser proporcional al 
gradiente de velocidades y esta relación de proporcionalidad debe ser isotrópica. Esto 
significa que la fuerza de viscosidad o arrastre depende directamente del cambio en la 
distribución de velocidades según la posición, por lo cual esperamos que para un fluido 
en reposo las fuerzas de viscosidad se anulen; veremos que en el caso estático (ni = 0. 

Definición 1.11 A la matriz formada por los elementos 

1 (Oui Ouj 
eíj 	 ) 

2 	Oz • Oz• 
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se le conoce corno tensor de deformaciórt. 

Notamos que el tensor de deformación es simétrico. Por otro lado, debido a la pro-
porcionalidad entre cada elemento del tensor de viscosidad y el gradiente de velocidades, 
cada <ni  es una función lineál de los elementos de 	Esa relación se expresa en términos 
de un tensor isotrópico' de rango cuatro 

Dij = E 	ekr. 
k,I 

La demostración de esta propiedad, para el caso de un fluido viscoso, se encuentra en 
(Segel, pag. 82). También es posible probar (para ello consultar (Jeff, pags. 24-25)), que 
todo tensor isotrópico de cuarto rango se escribe como 

Hipa = a 641 + fi Sik6i1 + 7 6irbik, 

donde a, /3 y 7 son constantes. De este modo la relación entre el tensor de viscosidad y 
el tensor de deformación se puede expresar como 

= E(a 46k1 +135ikóii + 7 4116.0)Cia 
k,I 

ü 6i3 E 4141 + (0 + 7) E briéit 
11 	 k,I 

= 	a vijV  ekk (19 7)eij. 
k 

Por la definición de eo notamos que Ek  ekk = div u, y si definimos v ti  (I3 + 7)/2 
obtenemos 

= a div u 8o 2veo. 

Por lo tanto el tensor de esfuerzos se escribe como 

= (—p + a div u)60 2veii. 

Por la ecuación (1.18), y sustituyendo la ecuación anterior se obtiene 
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—P = 
	 ((—p + o div 	+ 2vci i) 

1( —y -f. div u) E 	v 

—p + (a + 1v)div u, 

lo cual implica que o = —11), ya que div u no es idénticamente cero. De este' modo el 
tensor de viscosidad tiene la forma 

	

= 	div ti bij 	 (1.20) 

La constante v recibe el nombre de coeficiente de viscosidad cinemática, y su valor 

depende de las propiedades del material. Así mismo el tensor de esfuerzos queda comple- 
tamente definido por la expresión 

= —(p+ 	div 	+ beii(tz). 	 (1.21) 

	

Para el caso estático u a O, tenemos Tii = 	es decir, recobramos las ecuaciones 

para la fuerza superficial que depende únicamente de la presión hidrostática. 

Finalmente, escribimos el tensor de esfuerzos, 

	

—y + 2v( div u + uis, ) 	y(ull 	) 	1,(utis 	) 

T = 	 ) 	—p 21/(Idiv u + u2x2 ) 	u(tisx, ulz,) 

y(ui, uu,) 	y(u3,, uz,,) 	—P 2v(ldiv u + U3,3 ) 

cuya expresión nos permitirá formular completamente las ecuaciones de movimiento como 
veremos a continuación. 

1.1.7 Derivación de las ecuaciones de Navier-Stokes 

Una vez obtenida la expresión del tensor de esfuerzos (1.21), p ;demos sustituirla en las 
ecuaciones de movimiento (1.19) y obtener 

Otli 8u  11 
' dt 	Oxi 

	

- E 1- (-09 + v di v 	21,  (ri 	Pgi 
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ap 	2v 	, 	 a2 u; 	92  ui 
— - 	--(ti v u) -1- 	-1-  	pgi• ax, 	 , 

9.ri 	 0.ridx., 

identificando E;  8-2122--x = .57:9  (div u) y 	= Alti, 
) 

du; _0p v 
P 	—7-- + — 7  

d
---(div u) + 	+ pgi. 

dt 	0,r;  3 ie, 

Podernos escribir las anteriores ecuaciones en forma vectorial, esto es, 

du 
p 	= —grad p+ grad(div u) + v Au + pg. 

dt 

Expandiendo 

du 
71t- = ut  + ut u.„ + u2ti„ + u3u„ = ut  +,(u • grad)u, 

y sustituyendo obtenemos 

p(u, (u . grad)u) = —grad p + v grad (div u) + v Au + pg. 	(1.24) 

Las ecuaciones (1.24) son conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes, y describen 
el movimiento de un fluido viscoso. Si el fluido es además incompresible, esto es, si la 
densidad de masa es constante, por la ecuación de continuidad (1.2) tenemos que div u = O 
y las ecuaciones (1.24) se reducen a 

p(ut + (u • grad)u) = —grad p + v Au 	 (1.25) 

Si además de la incompresibilidad, suponemos que el flujo es estacionario, es decir, que 
u es sólo función de la posición y no del tiempo tenernos 

	

p(u • grad)u = —grad p v 	pg. 	 (1.26) 

Veremos que, por las hipótesis de nuestro problema particular y que serán expuestas 
en la siguiente sección, las ecuaciones (1.26) son las ecuaciones de movimiento del flujo 
considerado. 

37 

(1.22) 

(1.23) 
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1.2 El problema particular y las condiciones de fron-
tera 

En esta sección se plantea el problema de Navier•Stokes que deseamos estudiar, mediante 

la formulación de hipótesis con respecto a las características del flujo, como son, incom-
presibibdad e independencia con respecto al tiempo, entre otras, y a la geometría del 
espacio físico que ocupa. También se establecen las ecuaciones de las condiciones en la 
frontera que debe satisfacer la solución buscada. 

Las hipótesis que liaremos con respecto a nuestro flujo son las siguientes : 

1. Consideraremos un fluido viscoso, incompresible, que fluye en una región acotada 

en z de Ife y sobre el plano ; y. 

2. El flujo es estacionario, es decir, la distribución de velocidades y la presión no 
dependen del tiempo. 

3. Supondremos que la descripción del movimiento del fluido se hace desde un sistema 
de referencia que se mueve con velocidad constante e = (et, c2 , O), y además, que el 
flujo es periódico en las variables z y y. 

4. La frontera que limita al fluido con el resto del espacio en la variable z es una frontera 
libre, la cual denotamos por 1' y depende solamente de x y de y en el sistema de 
referencia escogido. 

5. En el exterior, es decir, en la región no acotada en z, existe un gradiente de presión 
constante Opa /8z = —a. 

6. La superficie libre, que sirve de interfase entre el fluido y el exterior, se comporta 
como una membrana elástica. 

Las condiciones (1) y (2) tienen un evidente origen físico: pensemos en un fluido viscoso, 
incompresible, por ejemplo, agua, que fluye de forma estacionaria sobre una superficie no 
acotada. Las condiciónes (3) y (4) nos permiten considerar que la frontera libre r se 
mantiene fija en el tiempo en nuestro sistema de referencia, y la condición (5) se explica si 
pensamos que existe otro fluido en el exterior corno aire, por ejemplo, y que el gradiente 
de presión constante se debe al viento. 

Observaciones experimentales de interfases entre fluidos de diferente naturaleza per-
miten justificar la hipótesis (6). Veremos que ésta es muy importante físicamente para 
formular una de las condiciones de frontera. 
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Una representación de nuestro problema se puede apreciar en la figura 0.1, págiva 8. 

Dado que el flujo es periódico, podemos acotar nuestro dominio y considerar soluciones 
en 

(1{(x,y,z) 	o < x < xo,o < y < 1, O < z < qi(x, y)) c IR3, 	(1.27) 

donde 1' = 	= 0(x, y)} es la superficie libre y el flujo es de periodo xo  en x y de periodo 
1 en y. 

Por la condición (1), la densidad de masa es constante y por simplicidad asumiremos 
que en las unidades físicas adecuadas p = 1. Por las condiciones (1) y (2), el flujo es 
estacionario e incompresible, y si suponemos que la densidad de la fuerza debida a a la 
gravedad es fa  = (0,0, —g), las ecuaciones (1.26) describen el movimiento del fluido: 

+ grad p + (u grad)u = fa 
divu =O en n. 	(1.28) 

La superficie libre es r = {z = 0(z, y)}, donde suponemos que q  ea una función de 
clase por lo menos C2; más adelante daremos condiciones específicas para F. 
Llamemos 

	

te--f  {(x,y,0) : O < x < 	< y < 1}, 	 (1.29) 

a la base del dominio 	Por la condición (3), la velocidad en rb  debe ser igual a —c, la 
cual es una condición de no resbalamiento. Así, nuestra primera condición de frontera es 

	

uir, = —c. 	 (1.30) 

Si tomamos un punto del fluido en 1" = {z = rb(x,y)) y tomamos la derivada con 
respecto al tiempo se obtiene 

' x d 	
. 

lir = cf t 4,(x,  y) ) 	
95srl OWYt 

El vector normal a I' es (—Os, —¢y,1), por lo que, si n denota al vector normal unitario 
en cualquier punto de I', nuestra segunda condición de frontera es 
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u • nic 	 (1.31) 

liemos supuesto que la frontera libre 1' es independiente del tiempo. ¿Que pasaría si 
la componente tangencial de la densidad de fuerza superficial sobre r fuese distinta de 
cero? La respuesta es una deformación en la frontera y por ende, una contradicción con 
la hipótesis de que E' no cambia en el tiempo. Sí llamamos Ti y Tu a los tensores de 
esfuerzos del fluido considerado y del exterior (aire), respectivamente, y si suponemos que 
el fluido exterior es ideal y no viscoso, entonces éste ejerce una fuerza normal sobre 
cuya componente tangencial es cero. Si r es cualquier vector tangencia! a la superficie, 
en las direcciones tangenciales tenemos 

r Tin = T Tun, 

ya que el punto sobre la superficie solo tiene desplazamientos normales. Esto es conse« 
cuencia de la hipótesis (6), ya que la aproximación de la superficie por una membrana 
implica que los desplazamientos tangenciales son de orden más alto. Como hemos su-
puesto que el fluido externo es ideal, entonces Tu = —p.,1 (donde pa  es el gradiente de 
presión exterior constante) y Tjjn es normal a r, y por ende, 

r • Tin = r •Tun = 0. 

De esta forma, nuestra condición tangencial de frontera es 

r • Tril • = O, 	 (1.32) 

para todo vector tangencial r. 

¿Que pasa con la componente normal de la densidad de fuerzas n • Tn ? Esperamos 
que haya una discontinuidad en la fuerza normal, debido al gradiente de presión externo. 
En este punto es necesario hacer un análisis más detallado, razón por la que el cálculo de 
dicha discontinuidad se hace en la siguiente sección. 

Una de nuestras hipótesis (3) es que el flujo es periódico en x y y; esto significa que u, 
y Oudax, son de periodo xo  en z y de periodo 1 en y. Si denotamos 

D'u = a Vj, con fa! .5 1, 
8x7 

entonces deben cumplirse, por periodicidad, las siguientes condiciones de frontera : 
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vi,k i 5 1. 	 (1.33) 
a"niu.0  = 0^I1ly=1 

Así, nuestro problema queda descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones : 

—v 	+ grad p 4- (u • grad)u = fa } en a 
div u = 0 

= aQ uiz=ze } 	1. O(' uly=o = D'u Iv=1 

UIFp  = —C. 

u • 	= 0. 

r • Tnle = 0, 

donde 

u = distribución de velocidades 
p = presión hidrodinámica 

= coeficiente de viscosidad cinemática 
fa = densidad de fuerza de gravedad 
e= (ei ,c2,0) es la velocidad constante 
7' = tensor de esfuerzos : Tíj = —p5;; v(uiri  
n = vector unitario normal a 
T = cualquier vector unitario tangente a r 

y 1/ está definido por (1.27) y = {z = «(x, y)). 

La última condición de frontera es la siguiente : 

n • Tnir = —p„ 2x1/, 	 (1.39) 

donde 

pa  = presión exterior 
tc = coeficiente de tensión superficial 

= curvatura media de la superficie. 

A continuación justificaremos la ecuación (1.39). 

(1.34) 

(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

(1.38) 
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1.2.1 La componente normal de la densidad de fuerzas en la 
frontera libre. 

Consideremos dos medios continuos como en nuestro problema, cuya interfase es una 
delgada capa de transición, la cual es tan delgada que podemos aproximarla por una 
superficie. Veremos que debido a que los medios son de diferente naturaleza, existe una 
discontinuidad en la componente normal de la fuerza superficial en cada punto de la 
interfase, que es proporcional a la tensión superficial de la misma. 

Supongamos que dicha interfase es una superficie de la forma {z = 0(x, y)}, en un 
dominio n c IR3, cuya intersección con el plano (x, y) denotamos por D C IR2. Llamemos 
(1) y (II) a los medios continuos, y tomemos la normal exterior a la superficie apuntando 
hacia (II). Un esquema del sistema considerado se muestra en la figura 1,7. 

Figura 1.6 : Frontera entre dos fluidos. 

Sea T1 el tensor de esfuerzos del medio (1) y Tu su equivalente para el medio (II). La 
fuerza superficial en un punto P de la superficie en dirección normal es 

n • (4 — 	n•(Tin — Tun). 

Por la hipótesis (6), el comportamiento mecánico de la interfase es como el dé una 
membrana elástica; esta condición es la característica física más importante de la interfase 
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entre los medios continuos que estamos considerando, ya que nos permite estimar su 
energía potencial, en términos de la deformación que sufre debido a la fuerza normal 
aplicada. Así, asumiremos que la energía potencial es proporcional a la diferencia en el 
área de la superficie suponiendo que parte del reposo, es decir, 

E = 	ic(V1 + rg+ Ot — 1) dx dy, 	 (1.40) 

donde PC es una constante conocida como coeficiente de tensión superficial y 13 es un 
dominio local tal que Bc D C IR', y lo suficientemente pequeño como para que ic se 
mantenga constante. Esta aproximación de la energía potencial es el equivalente en dos 
dimensiones a la ley de IIooke. 

Ahora tomemos una deformación de la membrana debida a las fuerzas normales que 
actúan sobre ella en la región B, que matemáticamente se expresa como una función 
y E C'(B), de manera que 01(3., y) = «x, y) +7(x, y), (y es pequeño). Véase la figura 
1.8. 

Figura 1.7 : Deformación de la membrana. 

La energía potencial de la superficie deformada es 

El = L„(,/1+0,1+0,2„_ 1) dx dy, 
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y definimos el funcional il.(0) : C'(B) 	IR como 

A(0) = 	✓ + 0,1 + 	dx dy, 	 (1.41) 
fl 

que es el área de la superficie. Por lo tanto el cambio en la energía potencial de la superficie 
tras haber sufrido la deformación es 

— E = K JB  Jl + 951s + 	— V1 + 161+ dx dy 

= X(it(01) — 

En otras palabras, el cambio en la energía potencial es proporcional al cambio en el 
área de la superficie en la región deformada. Por otro lado, sabemos que este cambio debe 
ser igual al trabajo realizado por la fuerza neta normal en la superficie, que se expresa 
como 

I 7(tfn — irtn) dx dy, 
e 

ya que el desplazamiento vertical es precisamente y y tomamos la normal exterior apun- 
tando hacia el medio (II). De esta forma obtenemos 

— /13  7 (1-1 — fir) n dx dy = N(A(01)— A(4))). 	 (1.42) 

Aquí n es la normal unitaria a {z = 0(x, y)} para todo (x, y) E B. 

Dado que A(0) es un funcional en r3(B) podemos aproximar A(01 ) — A(0) por 
DA(0)7, donde DA(0) es la derivada de Fréchet del funcional A(0), que en este caso 
es un funcional de la forma 

L F(r) y, (15, 4, 95y) dx dy. 

Se puede demostrar (véase [Ize 87, paga. 29-301) que la derivada de Fréchet en dirección 
^ j,  de un funcional de este tipo es 

DA(497 = ja(47 F017. F,4„7,,) dx dy, 	 (1.43) 
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razón por la cual, ya que en este caso 	 0',72 4791, podemos hacer la siguiente 
aproximación 

( 	) 	A(0) = 	 dy 
11 	ol+ 461 

(1.44) 

De la ecuación (1.43), sabiendo que Po  = O y aplicando el teorema de la divergencia se 
obtiene 

A(01 ) — A(0) = —18  ((F4s,). + (F,)„) dx dy + 	7 ( 	) • n dS, 
my 

para toda y E C°°(B), donde n es la normal exterior a OB C 1E2. 

Ahora bien, si en particular escogernos 'y E CI3(13), la segunda integral de línea del 
lado derecho es cero y por lo tanto 

A(01 )— A(0) = — ja ((4), (4.)„) dx dy. 

El hecho de que y = O en OB significa que la deformación es tal que = 03  en OB, es 
decir, 01  es una protuberancia en la membrana debida a las fuerzas normales que actúan 
sobre ella (véase figura 1.8). 

Haciendo los cálculos se obtiene 

= div 
( 711 	) 

(1 	
+ iV912)1/2 	

211,— 

donde H es la curvatura media de la superficie {z = 0(x, y, )) (véase apéndice B, página 
179). 

De esta forma, por la ecuación (1.42) y sustituyendo al tensor de esfuerzos, tenemos 

— I 7(n (Tin Trin) — 211) dx dy = O, 	 (1.45) 
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V7 E Co (13). Por el lema de llaar (consúltese [Ize 87, pag. 18]) podemos afirmar que 

o • l'pr — o • l'un = 2K11 

en B. 

Como 13 es una región pequeña y arbitraria, y 7' es evaluado en lz = w6 (.r, y)), podemos 
concluir que para todo punto en l se debe cumplir 

o • noir = • Tunk + 2K11. 	 (1.46) 

Para nuestro problema sabemos que el medio (II) es un fluido ideal y que el gradiente 
de presión es constante, por lo que o • Tullir = —Pa  y por ende 

n•Tnir = 	+241, 

que es la condición de frontera (1.39). 



Capítulo 2 

El problema perturbado 

Como vimos en el capítulo anterior, hemos definido un problema con frontera libre para 
las ecuaciones de Navier Stokes en el caso estacionario, con condiciones de frontera y 
de periodicidad para el flujo. Si suponemos que el dominio es conocido, fijando una 
condición para la frontera r, es posible encontrar una solución trivial al sistema que 
llamamos solución básica. 

Nuestra hipótesis más importante para plantear nuevamente el problema proviene de 
buscar soluciones que constituyan una perturbación del flujo dado por la solución básica 
en el dominio original, el cual suponemos es una ligera deformación del dominio conocido. 
El objetivo de este capitulo es encontrar las ecuaciones para dicha perturbación. 

Corno se ha visto anteriormente, el problema completo está definido por el ,siguiente 
conjunto de ecuaciones : 

—v 	grad p 	(u • grad)u = fa  
div u = O } 	en O. 	 (2,1) 

0"111,..o = "1..zo 	
1'Vial _5. 1. 	 (2.2) 

0"u15.0  = a'rrIv.1 

ulr, = —c. (2.3) 

u • nir = O. (2.4) 

r • Tnir = O, (2.5) 

u • Tni r  = —pc, 	2n11, (2.6) 

17 
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donde 

u = distribución de velocidades 
p = presión hidrodinámica 

= coeficiente de viscosidad cinemática 
fo = densidad de fuerza de gravedad 
c = (ch  c2,0) es la velocidad constante 
T = tensor de esfuerzos : 	= 	+ v(14;,, + 
n = vector unitario normal a r 
r = cualquier vector unitario tangente a 

= presión exterior 
N = coeficiente de tensión superficial 

= curvatura media de la superficie. 

y f2 está definido por (1.27) y r = (z = 0(x, y)}. 

La superficie libre I' y el dominio ft dependen claramente de la solución, y la ecuación 
(2.6) es una condición para la función 0(x, y) que define la frontera C. 

Las ecuaciones (2.1) son las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido viscoso, in-
compresible y estacionario en f2. Asimismo, las condiciones de periodicidad (2.2) para u 
deben satisfacerse en los extremos del dominio : x = O, z = xo y y = O, y = 1. Aquí 8N4 
denota cualquier derivada en x, y o z (x1, x2  o x3) de orden ial < 1. 

La ecuación (2.3) es la condición de no resbalamiento en el sistema móvil de referencia. 
Como se ha hecho notar, la condición (2.4) es consecuencia directa de la existencia de la 
frontera. 

Por último, las ecuaciones (2.5) y (2.6) son resultado del hecho de que para el flujo 
el esfuerzo superficial no tiene componente en dirección tangencial en la frontera, y de 
que existe una discontinuidad en la componente normal del mismo esfuerzo superficial, 
proporcional a la curvatura media de la superficie, respectivamente. 

2.1 La solución básica 

En el caso en que ít es un dominio conocido, para el cual r está contenida en un plano 
{z = cte.}, podemos hallar una solución trivial (U0, Po) y para ello haremos las siguientes 
hipótesis : 

1. Ces parte del plano {z = 1}. 



P. a •4C 

ro  

no  

r„ 
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2. U0  es sólo función de z. 

3. grad& = 	—y) con o = cte. y y = aceleración de la gravedad. 

4. = —az 

Llamemos 

{(xi z) O < < xo; O < y < 1 ; O < z < 1} 	 (2.7) 

{(x,y,z) : 	< x < xo  ;0<y<1;z.1}. 	 (2.8) 

Podernos hallar fácilmente una solución a las ecuaciones (2.1) - (2.6) en 110  y 1"0, que 
satisfaga las condiciones (1) - (4). Esta solución representa el caso de flujo uniforme en r 
y y con perfil parabólico en z (véase figura 2,1). 

c 

Figura 2.1 : Solución básica 14. 

A continuación haremos el cálculo de dicha solución (U0, P0). Por la condición (2) sabemos 
que 

U0 
 (

Ut(z) 
U2(z)). 
U3(z) 
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Por (2.1), div U0  = (13, = O en go, por lo que 113  = constante. Ahora, usando (2.3) resulta 
que 

--el  
Unge =( — (72 

O 

1/3 = constante = 0. (2.9) 

Por otro lado, por la hipótesis (3), 

grad& = 
—a 

( 0 
—9 

Po = —ax — gz 	ki , (2.10) 

con k1  constante. 

Dada la condición (2) y por la ecuación (2.9) escribimos 

(Uo  grad)Uo = 	U2Uoy UsUo, = O. 

También por (2) tenemos AU0  = Uo„, por lo que la ecuación (2.1) se puede escribir 

es decir, 

—vUo„ 4- grad Po  = fa en go, 

Ut„ —a 0 
—v U2„ = O 	. 

0 —9 —9 

De este modo obtenemos 

vUt„ + a = O 
vU2„ = 0. 

(2.11) 

Integrando las ecuaciones (2.11) se obtiene 



2.1 LA SIALUCióN HAS/CA 
	

51 

U r." 
2v

Z.2 + Z + d2 	 (2.12) 

	

112  = e 1 z + C2, 	 (2.13) 

donde d1 , (12, e l  y c 2  son constantes. Ahora, por la ecuación (2.3) y evualando en z = O 
tenemos que d2 	y c 2  = —e2; de esta forma 

di z — c i  
U0  = 	e1z — c2 	

(2.14) 

& = —ax — gz kl . 

Si ro  = 	= 1) la normal exterior es n = (0,0,1). Observamos que la condición de 
frontera (2.4) se satisface naturalmente si U0  tiene la forma de (2.14) 

(-
1„ + di  — ci  ) ( 0 

U0  • nir = 	e l  — c2 	• 0 	=0. 
O 	' 	1 

Veamos ahora que forma tiene el tensor de esfuerzos. Escribiendo T explícitamente 
(véase página 36) obtenemos 

( ax + gz — ki 	O 	—az + vdi  
O 	az — gz — ki 	ve1  

	

—az + vdi 	ve1 	az — gz — ki 

Así notamos que en ro (z = 1,n =. (0,0,1)) el esfuerzo superficial es 

( —a + vdi  
1= Trak', = 	ve1  

az — g — 

Ahora bien, como parte de nuestras condiciones de frontera pedimos que (2.5) se cumpla 
para cualquier vector r tangencial a l'o. Tomemos los vectores r1  = (1, 0,0) y .7.3  = (0,1,0); 
escribiendo (2.5) para ambos llegamos a 

(1 ) ( —a + vdi  ) 

	

71 •7'n = 0 . 	ve1 	= —a + vdi  = O 
O 	az — g — 11:1 
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( O 	
-a + vd, 

r2  . Tu = 	1 	• 	- ni 	= vei  = O, 
O 	li.r — y -- ki  

es decir, 

a 
di  = - y el  = O. 

Por la condición normal de frontera (2.6) podemos escribir 

	

1 	-a 

	

n • Tniro = 0 	ve r  
	

= as + g - k, 	+ ull, 

	

O 	g 
(2.15) 

Finalmente, dado que ro  es una parte del plano {z = 1) la curvatura media es cero 
= O) y por la hipótesis (4) la ecuación (2.15) implica que 

ex + g - ki  = -p„ = as = kr = g. 

De esta forma hemos calculado la solución básica en el dominio Da ; 

Ue = 	—e3 
	 (2.16) 

O 

Po = -az g(1 z). 	 (2.17) 

(U0, P0) es solución de (2.1) - (2.5) en no por construcción; las condiciones de periodi-
cidad (2.2) se satisfacen claramente pues Uo  no depende de x ni de y. 

2.2 Planteamiento del problema perturbado 

Hasta el momento hemos encontrado una solución trivial a nuestro problema cuando el 
dominio es conocido y la frontera es parte del plano {z = 1), que corresponde a un flujo 
con perfil parabólico en z. ¿Qué pasa si este flujo es perturbado?, es decir, ¿qué tipo de 
soluciones podernos encontrar si suponemos que la frontera libre P de nuestro problema 
original es una ligera deformación de la frontera plana? Para ello hemos de considerar que 
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I' es de la forma (z = 1 + ), donde /(x, y) es la perturbación de la frontera plana, función 
de x y y. Ahora bien, dado que I/ = (O < x < ro  , O < y < 1 ; 0 5, z < 1+ /(x, y)} .5¿ fio  , 
no es claro qué entendernos por soluciones del tipo (u + Uo, p Po), y por lo tanto es 
necesario, a partir de la perturbación 1, definir una transformación natural de Do  a 11 y 
considerar soluciones de la forma (u + uo, p + po), donde (uo,p0) resulta de transformar la 
solución básica al nuevo dominio. 

El propósito de este capítulo es precisamente plantear las ecuaciones para la pertur-
bación (u, p,1), en virtud de que la condición normal de frontera provee la ecuación para 
la frontera libre r. 

2.2.1 Las transformaciones y 

Denotemos cualquier punto de flo  por (x, y, z), y de fi por (í, fi, I). Supongamos que 
existe una transformación definida de manera natural como 

flo  

dada por 

x 	 x 
( o> 	Y 	

2 z 	z(1  + t(s a) ))= ( 
Y ---

11) 

Un esquema de la transformación se puede apreciar en la figura 2.2. 

r............... 
*. .. 	fr,y) ....... 

z=0 
Ix y)  

Figura 2.2 : La perturbación 1. 

La transformación así definida es tal que la frontera 	es la gráfica de la función 

(2.18) 

1.1 
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1 + ..,c(x, y). Asumiremos que la perturbación e(x, y) es una función al _menos de clase C2  
en el dominio r6, y que satisface condiciones de periodicidad en z y en y, es decir, 

a0/1..0 = 	Vir.Y1 5 1,  (niy=0  = (2.19) 

Conocida 4) podernos calcular la matriz jacobiana. y el tensor métrico asociados a la. 
transformación. La matriz jacobiana es 

J(4)) =( 
1 	0 
0 	1 

	

4, 4, 	1 

0 
0 	), 
+ / 

(2.20) 

la cual nos permite definir la matriz funcional como 

0 4, 
D(1) tr J(1)T = O 	1 

(1 
41, (2.21) 

O o 1 + 1 

Las componentes del tensor métrico se definen como Go tr  04 • Oil, donde A4) = 
e/tro Olx,$ 03:,), por lo que 

1+ (ze,)2 	2 21,4 	zU1+1) 
G= 	z 2  11, 	1 (4)2  z 4(1 + 1)). 

z(1+) 4(1+0 (1+02  

Claramente, el determinante es det G = (1 + 1)2. Por otro lado, el inverso del tensor 
métrico está dado por 

C,-1  = ( 
1 
0 

1-1-t 

0 
1 

:212. 
(2.23) 

I+E 

( 
1-142/,

ti  
y+13<o' 

14-Z (1+4)-1  

Notarnos que para cualquier función definida en n, P = P(k.  ,f1,1)tr  F(x, y, z) ese tiene 

(2.22) 

(F, 
57.,F = F 	= ./(1)Tv,Pkz,v,,) = D(1)v,F1,,,,,). 

F6  
(2.24) 
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La transformación inversa de 4), que denotamos por 

111 tr-1 : f2--s Doy  

es claramente 

L--1  ( 	 = ( Y 

De la misma forma la matriz jacobiana asociada es 

	

1 	0 	0 

	

j(ty). ( O 	1 	0 ), 

(7:412  ( +1: 	4 	i 2 	14-1 

y la matriz funcional se escribe de la siguiente manera 

(2.25) 

(2.26) 

( 1 O 
D(W) J( )T  = 0 1 

0 0 
(2.27) 

El tensor métrico de esta transformación (//i, =19itlf • Oxii) tiene la siguiente forma 

i , (i<12  

i 

	AA  
4.   

	

-4-  (1« 4 	0+04 	(1+e 
( 	

ri. 
X  4/ (A 	1 + 	11.14 ir.+1.11 

n,  =  

(1« r e J.I y  1  s (i«
l 

(1+4
r 

mientras que su inverso está dado por 

1 	0 
(

liz.  
1+4 

/1-1  = 	0 	1 	EL 

sit. 2.h. ine.'+14+(t+4)4  

	

1+4 1+4 	(1+4) 

Claramente el determinante del tensor métrico es detH = 1/(1 + 1)2. 

De la misma forma que en el caso de 1, notamos que para cualquier función definida 
en Do, F = F(x, y, z)=t- P(±, 9,1) se tiene 

(2.28) 

(2.29) 
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v,P = (F
i. 

1,',- 
1:'i  

=‘I('P)Tv,Pli, ) = D(W)V£F11,,ü,0. 	(2.30) 

Finalmente escribimos las matrices inversas de las jacobianas correspondientes en 11 y 90 : 

	

(1 
	0 	0 

J(0)-' = J(1)1(15,i)  = 	0 	1 	0 	, 

:;* zsi,. i  
i+e 1+( 

	

(1 

	O 	O 

J( 4 )-1 = J(1)1(2.11)= 	0 	1 	0 	. 

1  n i, 1  + „. 
i+e 	s 

2.2.2 Vectores normales y tangentes 

Para formular el problema perturbado nos será útil transformar, de 11 a fto  y viceversa, 
los vectores normales y tangentes en la superficie libre que intervienen en las condiciones 
de frontera en P. 

De fi a no 

El vector normal unitario en r es 

= 	1 	( :111 	V(i-1(2,0)  
7 -7- nR 1 9  - IV(2-041.  

Si denotamos P(5,1),,Z) :.=. t" —1(i, y) º F(x, y, z), y aplicando la fórmula (2.24), obte-
nemos el vector transformado a fio  

1 	 9 

1V112J(.7 

	

1 / ) L.1") 
1 	1 0 :Ir 0 1   

-    I 
1.71 +117113 k 0 0 1+1)k 1 

(2.31) 

(2.32) 



J.2 	VLAN I EA., itENIU DEI. PHOOLENIA l'Fli I 1 ,IiOADo 
	

57 

O 
( O 

IvW 	+.1 

que denotamos 

n   	 (2.33) 
VI + iVIP 	+1 

y es evidentemente un vector normal a la superficie l'o  . 

	

Tomemos ahora un vector hl en la superficie r y 	tangente a ella; es claro que 
Jll + hT(h) también es un vector sobre r. De esta forma el vector 

(11 (A! + hP(h)) 	(ATI)  
h • , 

es un vector en la superficie Po  . Placiendo una expansión en serie de Taylor de la expresión 
anterior se obtiene 

+ hT(h)) —  
J(T)i'(h)+ 0(h), 

por lo que 

timo 	
+ hi"(h)) 111 (lid) 	

J(1)1„ 

de donde se concluye que J(I/i)D es tangencial a re . Por lo tanto si tenemos un vector f 
tangente a r, su transformado es el vector Iii(f) = J(11)f, tangente a ro  

Consideremos los siguientes vectores ortogonales y tangentes unitarios a r 

—  1  

1k2  

1  

1/1  + 	157112 I +1:22  

(2.34) 

(2.35) 
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(le forma que Vi- tangente, Jai, o2  E IR tales que i• = o t t(1)  + (v2 t ('). 

Transformándolos a go  obtenemos 

1.(3) 

ro) 

gi(f(2)) 

49(l)) 	=J(v1i):1-(1)1(.,o,otro 

1  

1  ( ° 

1 	0 

0 	1 

1 0  
0 	1 
¡Tila 

171*115 4. 

 

00  

1+( 

o 

1.1( 

( 

) 

01 

1+42 

ro  

—14 

1. 

(2.36) 

o 

(2.37) 

+ Ss( 

— 	1 

VI +1 2  

J(*);r(2)1(z,v,i)Ero 

1 	1 — 
+1=21/1  + 

1 	1 

+ iV-112 

vectores claramente tangentes a ro . 

De flo  a fi : 

El vector normal unitario en ro  es 

O 
n = 	O = V(z — 1). 

1 

Al transformarlo a ft, via la ecuación (2.30) obtenemos el vector 

*(n) = 
( 1 0 	 

0 1 o 
t+t 	_ O 

O O 	 ) ir  1+{ 

1 	— 5°  
1 + E 	

f>a
1 

) 
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el cual es normal a f. 

Por otro lado, si Al es un vector en l'o  y T es tangente a l'o , entonces el vector 

(l (,11 	h't(h))— 4)(AI) 

está en r. Haciendo una expasión en serie de Taylor hacemos notar que 

	

h 	
= J(4))T(h)+ 0(h), 

por lo que, al tomar el límite cuando h --> O nos queda J(0)T, vector tangente a P. Así, 
si tenemos un vector r tangente a ro , su transformado será J(4)r, a su vez tangente a 
r. 

Considerando los siguientes vectores tangentes a ro , ortogonales y unitarios 

O 

	

r(1)  = 	0 	, r(2)  = ( 1 	, 
O 	 O 

y transformándolos a 

1 0 	0 	1 	( 1 
s(r(1)).J(§)rwir .( o 1 	o 	

0 	0 
 

e, eg  1+1 	o) k 

1 0 	0 ) ( ) ( 
;(r(2)) = J(§)rmir  = 0 1 	

0 
 

1, /9  1+1 ) o ) 	) 

obtenemos dos vectores evidentemente tangentes a la superficie 1' 

) 
r(r) = 4S(T(1)) = 	O 

Ir 

O 

	

T(2) 	1(7(2)) =( 1 

19 

1(Al + hT(h))— 1(AI) 

(2.39) 

(2.40) 
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2.2.3 Transformación de la solución básica 

Podemos ahora transformar la solución básica obtenida en la sección 2.1 para el dominio 
Sto  al nuevo dominio 0, y en consecuencia plantear las ecuaciones para tina eventual 
solución de la forma (u + uo, p + N) y en especial las condiciones de frontera para la 
perturbación (u, p). 

La presión Po  está dada por la ecuación (2.17) en 90, por lo que transformando 

ch(P0) 	 —(41-vg (i 	
1  + 4(:"1,1)/ 

Obtenemos así 

po = —a i-1-g 	) en 9. 
1 + «¡IP.) 

(2.41) 

Vamos a transformar la distribución de velocidades U0  a un campo fin  en fi; recordando 
el significado físico de la distribución de velocidades y aplicando la regla de la cadena se 
deduce que 

d 
dt 	

Y ) J(1) 
d 
dt 

de esta manera obtenemos 

1 0 0 —*;z2 + ei  

üo = J(1)Uolp,17,n = 	0 	1 	0 	 —e2  

1+ t 	 o 
11, tfr — 

2v 0+02 9 
	

)`el 12 +C219) 

Un cálculo sencillo convencerá al lector que, desafortunadamente, div 110 	O en 
Sin embargo, en vez de tomar üo, nos conviene definir la siguiente transformación para la 
solución básica, cuya importancia se revelará más adelante. 

Definición 2.1 Definimos la lransformacídn ir(1) como 

fi(x) (r(1)u)(i) d=r  1-1,1(t)u0.191». 

(s41,1) 



1 	0 

= ¿-17-  lit.0  
1+{ 1+e 

o Ui 

o U2 

1 -I- 	tr3  2 ( ULLLI 	ik 	_ 
1-1.(

fi  
+ (1+0 	

3

3 " 

1+( 
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Demostraremos que la t ransformación anterior preserva la propiedad de un campo 
vectorial u de ser solenoidal, es decir, que div o 

Proposición 2.2 

para lodo campo ti(x). 

, 
(II V, ir 	d tv.t.(7r(1)14)(r) 1

div zu 
 

Prueba : 

Sea ir i (x), 4 = 1, 2, 3 un campo vectorial definido en 120  , de manera que por la definición 

de a(e) sabernos que 

Basta con hacer el simple cálculo de las derivadas 142, y hacer la evaluación en las 
variables x para obtener el resultado : 

tris= 
( u, 	,,+( 	1 	_ ¿r (u. +zut,)) 
i+e), 	k+o

\ 
 , 	1+1 	1+1' 

U2 

+1 	1+1 	11- 1 -11-1 (1211- 11+11 
U21= ( 1 2

1 ) Y  + (—) z- 	 (u2 z u„)) 

131 
1.14 	lu  U2 	 Z 	 2.4 

— 	+1)2 + 	+ 03  + U31  Zx + 1-70111 + ITIV422 21/ 

= 1  í 
1+1 

ti3 +-1 
1+/

L- (111 + 
ZU"'+1+1 

(ti2 + Z 2424) • 

divo= 
1 	 divzu 

1 + 
ui. -r u2y u3.) 	1  +• 

Corolario 2.3 
divzu = O 	divz(r(1)u) = O. 
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Consecuentemente vamos a transformar la solución básica fu  a un campo vectorial 
solenoidal dado por 

u.(2) (wcouo)(k) 2-11  1 +¿ 

  

4(r)
U0(41(z)). (2.42) 

 

Por el corolario anterior divruo  = 0, ya que por construcción divsUo  = O. Calculando 
explícitamente 00  obtenemos 

1 	
1 	0 	0 	— pij  (2 — 	C( 

	

140 —1 	0 —c2  
1 .4- 

	

1+4 1 
,

+4 	 o 

es decir, 

uo = 
---1-0+01  (2  — —1-1-4 ) — '+4 

.:.-z. 
( 1+4  

all 
2 — —/—‘) — :y 1170.  ( 1+ 	ti.b(cdse +c2  4) 

(2.43) 

De esta manera hemos transformado Uo a un campo u°  cuya divergencia también es 
cero. Con esta transformación r(4) también notamos que, si n = (0,0,1) es normal 
unitario ea I p , entonces 

11(2) d = -
1 

-i--j(4.e  u 11.17.7.1-+ 	Jekrn 

= 	1 	uT J(41)TJ(11/)T 	1    u n, 
1 + IVO 	 I + IVO 

es decir, 

u(x) 
Nil IVO 

2.2.4 Las ecuaciones de la perturbación 

Hemos transformado la solución básica al dominio fl y ahora nuestra intención es conside-
rar soluciones de la forma (u + uo, p + po) para obtener las ecuaciones de la perturbación. 

u n 
(2.44) 
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Por simplicidad, a partir de ahora, llamareinos (.r, y, z) a los puntos de 

= 	 E 10,4), y E 10,11„ O 5. z 5:1+ 1(s,Y)}, 

y por lo tanto la solución básica se ha. transformado a 

Po  = —aX 	(1 	 (2.45) 

	

1 	l(l, y)) 

197;(1---á7 (2  — i+z< ) 	c+< 
(2.46) uo  = ( 	 14.< 

9£" iTftjr (2  —) ri7:—W(ct +e2  G) 

Si (u + uo,p + po) es solución de las ecuaciones (2.1) en 9, sustituyendo llegamos a 

A(u + uo) + grad (p + po) + ((u + uo) • grad)(u + uo) = fa 

Au + grad p + (u • grad)u + (u • grad)uo + (uo • grad)u = f, 

donde 

También, 

f 	fG — (—PAuo + grad Po + (uo • grad)uo). 

div (u + uo) = divu + dio = 0, 
=o 

por lo que podemos concluir que u debe satisfacer 

_I, Au + grad p + (u • grad)u + (u • grad)uo (uo grad)u = f } en  O. 	(2.47) 
divu = O 

Hemos pedido que y sus derivadas sean periódicas en x y en y, razón por la que, 
si Uo  satisface las condiciones de periodicidad, también u°  = ir(1)U0. De esta forma, las 

condiciones (2.2) para u + uo  

0"(u + 	= Oa(u + uo)lz.:0  } 	< 1, 
8°(u + 	= 0°'(u + uo)i r.i 

implican, por la periodicidad de tu, y sus derivadas, que 



(i1 
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(2.18) 

Vamos a pedir también condiciones de periodicidad para la presión, las cuales, como 
veremos más adelante, se satisfacen naturalmente si la presión es una función suficiente-
mente regular : 

Pir=o = Pir=ro 	Ply=0 = Ply=l• 	 (2.49) 

Pasemos ahora al cálculo de las condiciones de frontera. Sabernos que en rb = Z = 

n 

O 
= O O 1+e 	,  

1=0 	O O 1 

por lo que 

t-t< o o —c 
noi r, = 	o 

	

1-1-< o 	—c3  

	

0 o 1 	O 

La condición de frontera es (u + uo)ir, = —c. Consecuentemente la condición para la 
perturbación de convierte en 

	

"I"  = 1 + 	
—e 
tlef 
 90. 
	 (2.50) 

Por la ecuación (2.44) sabemos que tio • nir = 0. En virtud de la condición de frontera 
' (u + u0) • nlr = 0, 

u•nir = O. 	 (2.51) 

Las condiciones tangencial y normal de frontera en P. 

Deseamos que nuestra solución u + no  satisfaga 

r • 71u + tío)* = 0 

J(4)) 

1+f 
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n • 7'1u l• litdn 	= 	2K11, 

donde r es cualquier vector tangente a 1'. Por ende, es necesario calcular la condición (le 
frontera para u0  con el fin de encontrar su correspondiente para u. De esta forma, en 
tenemos 

T • T(uo)n = rT f—poi o(u0)P1 = —po  rT in +rTo(uo)n 
=o 

ti • T(110)71 = nT( 	a(u0))n = —poIr + nTa(u0)71. 

Dado que —poir = 	= ax, la condición de frontera se puede expresar de la siguiente 
forma, que involucra al tensor de viscosidad : 

U TT(u)n = —nTct(u0)71+ 
	

(2.52) 

	

rTT(u)n = —rTa(uo)n. 	 (2.53) 

En este punto es menester calcular las derivadas de primer orden de uo y de esta manera 
obtener el tensor de viscosidad dado por ay(u0) = vei1(u0), el cual es simétrico (véase 
definición 1.11). 

A partir de la ecuación (2.46) calculamos las primeras derivadas de uo, y al evaluarlas 
en C = (z = 1 + (x, y)) llegamos a 

Uls 	= :Fe; )2  Cave11 

ni2  ir — 	— 111 )2  Ga  4.1 y  c1) 

ui. Ir 

C2 1s 	 C2 ev  

	

U2r I = 	4. )2 	1121, I — (1  + e  )2 	uzo = O 

u3s 	— (1°4_ 02 	+ )1r, —2 	+ 4.c202  [21,4 —(1 + )1„j 

— cl) 
usi, = (211+ 	)2  [(1 + )1y 2 Gew l + (1+cie)2 [24 2  —(1 I-  1)evvi 

u3dr = (2v —el) 	c2ey  
(1 +1)2 r  (1+f)2. 
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Sustituyendo las derivadas en las componentes del tensor de viscosidad en r obtenemos 

—2 (1 — civ)er 2e2 vG 
(Tu= 

(I + 	
0.22 

)2 	 (1 +. 	)2 

2a 
'733 (1+f)2 [ \2 ell)) --c2u 

012 
( 1  '1-  1)2 11/2 	Lifr  ) 	—"I 41 

ala 	
( 
.1 	+ ) 2 [

(2 	C1V)(( 	)/, —2 1, 2 ) + C2V(21r 	"(I + )erlq) 

023= (I 4.1 	)2  R2  ci v)((l. +1)1r, —2 1,4) r2 v(21,, — (1 +1 )1 

Ahora bien, sabemos que el vector normal unitario en la superficie es 

n = 	 
+ is7112 k 1 

Calculando, 

013 — 1s Oil — ey 012 
Vt+iv/p(cr(uo)n) = 023 —Ir at2 — ¿y a22 	, 

033  — Ir  013 —S  ,, 033  • 

por lo que 

(1  + il7(12 ) 717a(uo)n (
013 ' Ir an — 11,012 

(= 	-- E:  -- ty 1 ) 023  — lz  cri2  -- ¿y  022  
0.33 — Ir 013 — ly 023 

= 011 a E +0' 	2érIE E 2o , 2a f Sr,r 2  + _ 22  ,y 2  	_ 33 + __ 1,, ,,,,.0  —__ 13  ,,,, —__ 23 ,,, . 

Así, sustituyendo las expresiones obtenidas para el tensor de viscosidad en 1', llegamos 
a que 

(1+03(t+iv(P)itTa(uo)n = 	— ctv) [(1 + 1)% In 4" lx ezr) 

+c2v I — (1 +1)(1v¿vv + Sx lzu) Iv(1 	iV1i2)11 

(2.54) 
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-2 	 . 	( 1  + 1)(1v Gy -I- 	/ 	6-(1 + IV(12 ) 
C 2 ' 	/ 	--( I + 	)((v 	.=v) 	1.v( 1  

Simplificando esta última expresión obtencums 

riTcr(uo)n
cIv (1-11571i4 

11 4  IV1I2 	r4 	1 + 	) 

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (2.53) encontramos la condición normal de 
frontera para la perturbación 

n•T(u)nfr = 
2v  

VI + ivet2  
V 	IV(12  + div 	) (2.55) 

1 + 	 \ + 

El plano tangente a la superficie 	en todo punto es el plano formado por los vectores 
unitarios 

1 1 
 7.01 _ ( (2.56) 

+ 1: 

r (21 = 
1 1 

1 +1$ 2  
( e 

(2.57) 
+ e + l57¿12  

Vamos a calcular dos condiciones tangenciales de frontera, una para r(1) y'otra para 
r(3), Sustituyendo el tensor de viscosidad en la condición para 1(1) se llega a que 

( 
0.13 — ¿z gil — ¿y 0712 

(1+02 NrK,2 5A+Iv112  er(IbTer(tio)n = ( 1 0 Ir ) 0'23 - lx (42 - lu  1727 
aaa - Ir Oís .-¿y 0.23 

= 0.13(1 - Ir  2) + assIr -atilx  -aulv -°"93exeu ' 

Sustituyendo aii valuada en 1' en la expresión anterior obtenemos 

1 
(r(1) )To(uo)n = (ufo, 5/1.4.inv,/i+1.21(1-ciu)[(1+<3(E..(1-<.'H.»GG)+4, 2 +2(.'0+1vtlall+ 

-1-21,  EU« 1(Zyvt.tv -In(i-<,'))+1.4 —2 <sey(1+117<12 )11 tei  --rt, 
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de manera que la condición tangencia' de frontera para la perturbación es 

7.(1)  • T(u)nir 	 (2.58) 

Aplicando la condición de frontera en el caso del vector 1.01  llegarnos a la siguiente 
expresión 

013 — eal' — 012 

	

N14.0(I+157(1') (*(2) )Ta(uo)n = 	1 +1: 2  (ri ) 	023 — ¿r 013— 4 ,722 
(43 — 013 — 

= —anG ¿v  + 1. 2  ly 	ex,  +0121x 1v 2  + (I + ez 2 )(c7 23 — 0.12 	"a22 ey) 

-h03.34 —0.131r /y —anly 21 

la cual, al sustituir nuevamente los valores de cr,i nos conduce a la condición de frontera 
restante 

(r(2) 	
1 

)Ta(uo)o — 	 t-elw)[(144)(exyll-ns a-ey7E" ev)+(s ty(i+IV(V)1 
(1+<?(I+IVe) Vi+e) 

der 
c21, [(1+e)(2by ea 	4,(1«, 3""ey 2 )— (<3 3+2 G3)(1+117411)11 

es decir, 

r(2)  T(u)nlr = 72. 	 (2.59) 

Ahora vamos a modificar ligeramente la condición de frontera (2.50) de manera que 
sea una condición homogénea para la perturbación u. El lector se dará cuenta en los 
capítulos posteriores la conveniencia de este cambio. Para tal efecto sumaremos a uo  un 
campo u1  tal que divul  = O y que sea cero en r. De cota forma ahora consideraremos 
soluciones de la forma u + tio donde tio  = uo + ui. Si queremos que la condición en r, sea 
homogénea entonces (u + 	= —c implica que fío Ir, = (uo + ni)IN = —c. 

	

Sea x(z) una función de clase 	con x(z) = 1 si Izi < 1/4, x(z) a-  O si 1z1 > 1/2 
y fj/ 3 x(z)az = O. Por ejemplo tómese la función a(z) de clase C°° tal que a(z) = z 
para 	< 1/4, a(z) > O y a(z) 	O si z > 1/2. Si se define x(z) 	a'(z), ésta tiene las 
propiedades deseadas. 

Sea entonces 
X(Z)Ci 

u1 der
( —21-1« X(Z)Ca 

(CI  (Mx 4'  C3  (My)(Ár X(i) dt) 



¿.2 	IF,IMIEN'10 l'El. 1'11,  )131 E.111 19.111 lit t.II 	 60 

	

Por construcción es claro que die 	0 en Si, Dado que 

puede escribir como 

	

111 = ( 	 — 71, X(Z)C2 

(
Ci 1s L.31t)j ft s 

1" ' 
MI ,11) 

E+0 7' 	l i° '1   

— 0+01, 01  también se 

(2.60) 

 

Como 1 y 0/ son periódicas, también u1  es periódica. Notamos así mismo que 1411„-...0  = 

I- 	• En 1' dado que x(z) 0 si 1z1 > 1/2 y por la propiedad de que fj/2  X(z)dz = 0, 

es obvio que ul  Ir = 0. Por lo tanto las condiciones de frontera en In calculadas con 

tanto trabajo hasta ahora no cambian si sustituímos uo  por uo  + u1. Como habíamos 

mencionado, definamos 

110 tí.  fb  + 

por lo cual 60  Ir, = 	+ 	= 	— 	= —c. De esta manera, consideremos 

soluciones de la forma u + fío, y se modificará la condición de frontera (2.50) por 

u Ir, = 0. 	 (2.61) 

La forma explícita de 60  es 

("bff—+ --07  (2  — 71r) — -ar(1  + 1X(z))  
tlo  = 	 i'---1(1 + 1x(z))  

5-1- ruft:z5y (2 — .r.1) + (1.:02(ió x(t) dt — z)(c1  Ir +c2  ey) 

(2.62) 

Para resumir los cálculos anteriores haremos algunas definiciones que serán de utilidad 

posteriormente. 

Definición 2.4 

def 
— 

def 

olf 	2v — cl 	v + 
(2.63) 

(2.64) 

(2.65) 

+ 

—1 
j—ciP)[(1+4)(ear(1-4: 3 ) —(sy 

1 +1 

tv)+Cto 2+2 es 2(1+iVei2)1 

-G 2 ))+1, fy —2(.4(t+IVCI2)11 

2 ) —(¿s 2+2  (y 2 )(1+IVeia)} 1 

(1+02  0+1%2  V1+(s2  

+c2i,[(1« )(eyw 	(1, - (Mi 

—1 ,/rjl_c,„)[(i+1)«.,,(1+G2-w)-2c..e.(,)+1.(,(1+Ivoi 

c2'[(1+()(21=v1. <10 	tvio(l+es 
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*Tit7 (2 	 ¡W(I  
. .lef ( 

= 	 dt(i (,\(Z)) 	 (2.66) 

2u7(1+W (2  — 	otio7C
¡ 

X(1) di 	:)(ci 	-1-c2 19) 

f `1-5! f — — v [Vio  +grad po  ( srad) ito) 	 (2.67) 

Notamos que /3 también se puede escribir como j3 = jil  + f32, donde 

fi  41( 	(1-civ) 	+ 	Gv +1: G.) -+1570 (1+0
2

1(1+157w) 

t-f -2e2v 	[(1+1)(1„¿» +1 ,,w - 4(1+ Ivo* 0+1)20 + iVti2) 

Así mismo definimos 

.(t1 tt  Gy +1.1.. 	G _ 1 (1 + IVEI2 )x 	ex 
1 / 	1 4. IVII2 	1+E 2 1 + IVII2 	+ 

,p2(1) 	Gy +lo evi• 	EY 	1(1+IVEI2 )y 	EY 

	

+ Ivo 	1+1 — 2 1+1%2 	I+/' 

por lo que podemos escribir 

_ 2( 1 — col) 	2c2 i) 

P — 	1+ e  9911) — 1-771-502(1). 	 (2.72) 

Finalmente, resumiendo los cálculos hechos en este capítulo, escribimos las ecuaciones 
para la perturbación (u, p, e). 

áu + gradp + (u • grad)u + (u • grad)110  +(iío  •grad)u 
en n 

div u = O 
(2.73) 

01141$.0 22  191'2114=10 

0°141,.o = Oaulpi 
V1(115 1, (2.74) 

Fix=e = Pia=40 	PliP0 P I 10=1 (2.75) 

u lra = 0, 

u • ujr 	o, 
(2.76) 

(2.77) 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 
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rik) . T( u)y k = 1,2 (2.78) 

n • T(u)nlr = /3 -1- 2K II, (2.79) 

donde f,üo,ryk, íi y 11 se definen en 2.1. 

2.2.5 Ecuaciones en forma adirnensional 

Más adelante será necesario considerar las ecuaciones en forma adimensional; por esta 
razón definiremos aquí los parámetros adimensionales y los valores de referencia respec-
tivos. Como veremos, es conveniente que los coeficientes de las ecuaciones no tengan 
dimensiones, Denotemos a las unidades de longitud y tiempo utilizadas como N y Pi, 
respectivamente. 

Definición 2.5 Los valores de referencia para la longitud, la velocidad y la presión se 
definen como 

IR  = 1 [II 
R 

ue I (ro, 	2v  

uá 	(1,2  r2i 
p 	EL' rii 

Notemos que a tiene unidades de (LT -2 ). Definimos también los siguientes parámetros 
adimensionales 

uRIR  
A 4d

— 

aIR 
 (número de Reynolds) 

vía 	21/2 ' 

vR 
def CiIR

, 	(i = 1,2) = 

def gil 
v2 ' 

def KIR 

v 2  

Consideremos la presión básica (2.41). Como a tiene unidades de [LT-21, si lo dividi-
mos entre a2111/41,2, con dimensiones [12-21, el coeficiente se vuelve adimensional. Del 
mismo modo al dividir g ILT-21 entre a211/40 el coeficiente ya no tiene dimensiones. 
Consideramos, pues, a la presión po  como 

uR = 

PR 
VR = 
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( po " — 1- 1-  i - f - !)-- • I 	--5,--- 
A 	12 	I -i-l(.r, y) 

( 2 . 	) 

Fi coeficiente del primer término de ir o , es lita/2v, con dimensiones iL2T-'1; al dividir 
entre 	= Ay el coeficiente se vuelve adimensional. El coeficiente /Re, [1,2T -1 del 
segundo término lo dividimos también entre Av, y hacemos lo mismo para los coeficientes 
de ¡ro  y iiO3  con ese propósito. Asi, podemos considerar que ñu  está dado por 

(1:(),  (2  4-4-) - 9T:7(1  -1-1.x(,)) 
fi°  = 	 - rL--(1 +1.\.(z)) 	 (2.8 I ) 

rPitis (2 - 1:17) 1,1 0.1-4a1(121 Cr +112 ly)(fj x(i) di - z) 

Por último los coeficientes (1 - co) y cp con dimensiones [131-21 se dividen entre 

a/h/2 11.3T-21, por lo que a y ryk cambian los coeficientes (2̀•1  - el e') y eo, por (1 •••• 9) y - 
"A  , respectivamente. 

De esta manera el problema (2.73) • (2.79) formulado adimensionalmente es 

-1Au-l-gradp+Lit+Bu=f } en f2, 
divu = 0 

donde 
L u ti (60  •grad)u (u • grad) ¡t'o, 

Bu di (u • grad)u, 

con condiciones de periodicidad (2.74), (2.75) y condiciones de frontera (2.76), (2.77) y 

T(k)  T(u)nir =1'k,  k = 1, 2 
	

(2.85) 

n • T(u)nIr = -I- 	N. 	 (2.86) 

Aquí fro y po  están determinadas por las ecuaciones (2.81) y (2.80), respectivamente, y 
, -y k , k = 1,2 están dadas por 

(2.82) 

(2.83) 

(2.84) 

(2.87) 
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DEL PROBLEMA PERTURBADO 

ki-L'il)[(111)(IssO-(:2)-1.1,1_,G111,24-21.'(i+mi2)1+ 

73 

= (1+0)2 

del 

+ 	[11§-1)(Gy(.fr, -6r,(1-(.'))+Gero -2 e. (11(1+1171i2 )11 r 

[(1-9.)1(1+0(Gy(1+(12  -(ir 2 )-2  (ss 	(y)+(s 	 -}- 40+1V4191 

(2.88) 

72 
=(1.+O(14-iVei2) 

[(1  f()(31.V (.11, 	Gii(1«: 	2)-(G 2+2 G 2)(1 41.7tP)1} • (2.89) 

De esta manera liemos formulado las ecuaciones para la perturbación en forma adi-
mensional. 
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Capítulo 3 

Elementos de análisis funcional 

Con el fin de formular débilmente el problema perturbado, esto es, para transformar el 
sistema de ecuaciones a una representación integral y buscar así soluciones en un espacio 
de funciones, es necesario hacer un compendio de las definiciones y elementos de análisis 
funcional que proporcionan la herramienta fundamental para dicha tarea. En la primera 
sección de este capítulo se enuncian los teoremas y definiciones más relevantes, omitiendo 
las demostraciones en virtud de que éstas pueden encontrarse en la literatura y de que 
algunas de ellas son demasiado técnicas o muy largas para ser incluidas aquí. La segunda 
sección se aboca a demostrar algunos lemas que serán de utilidad en el siguiente capítulo. 

3.1 Preliminares 

En esta sección se presentan algunos importantes teoremas y definiciones relacionados con 
espacios de Sobolev, espacios de 'Under, teoremas de traza y de encaje, entre otros. 

Se recomienda al lector consultar el excelente texto de R. Adams ([Adams, capítulos 
1-31), el libro de R. Temam ([Temam, capítulo 1, sección 11 y las notas de J. Ize ([Ize 78, 
capítulo 2]), así como los textos clásicos de ecuaciones en derivadas parciales (Wriedmanl, 
[John]) 

En lo que sigue supondremos que ft es un dominio acotado de IR", con frontera OIL 
Denotamos también el operador diferenciación como 

Da  tr 	0101  
rniP1 • • • 04°. 

donde 'al 	cq. El campo será IR. Denotamos como S) y ni"` a la cerradura y el 
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interior de 12, respectivamente. Si u es una bidón definida en 12 se denota también el 

soporte de u en f2 como suppu 	{x E SI : u(x) 0}. Llamarnos también distancia de F 
a O, con F,G E IR", como 

(list( f , G ) 	inf {jr 	y1}. 
VEO 
yeF 

A continuación enunciaremos dos resultados muy conocidos sobre espacios de Ililbert y 
que se pueden encontrar en el libro de N.I. Akhiezer e I.M. Glazman [Akh/Gla, capítulos 
1-21. 

Teorema 3.1 (Teorema de representación de Riesz) Sea 11 de Hilbert. Un funcio-
nal lineal I está en el dual de II si y sólo si 3s1  E 11 tal que 

1(x) = (x x) Vx E 11, 

y 11111 = 1141n. 

Definición 3,2 Sea 11 de Hilbert. Se dice que la sucesión {x„) E II converge débilmente 
a x 	si 

(x„,y)"-=1 (x, y) Vy E H, 

y se denota x fl  1L x. 

Lema 3.3 En un espacio de Hilbert H todo conjunto acotado es débilmente compacto, 
es decir, para toda sucesión {x„) en II acotada, existe una subsucesión {x„,} tal que 

Xn, 	x E H. 

El siguiente teorema es de importancia fundamental para probar los resultados de 
existencia de soluciones débiles o en sentido variacional. Su demostración, consecuencia 
del teorema de representación de Riesz, se puede consultar en Nektorys, pág 383], 

Teorema 3.4 (Lax-Milgram) Sea 11 un espacio de Hilbert con producto escalar (•,,). 
Sea B(u,v) una forma bilineal definida para v, u E H tal que existen constantes k,c1 > O, 
independientes de u,v, tales que para toda u, v E H se tiene que 

111(u, v)I 	KI5411114, 

B(u, u) k °Hun. 
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Entonas para cada funcional lineal f definido en II, existr u I E:-  11, daieo, tal que sf se 

puede expresar de la forma 

	

f(ro) 	u ¡ ), 

para lada v E II. Además st tiene la desigualdad 

IIu,1Ii 	11f11  

dondenfil es la norma, como operador, de f. 

3.1.1 Espacios de funciones 

Sea O < p < 1. Se denota LP(U) al espacio de funciones reales en f/ tales que 

= (10  Iu(x)IP dx) I/P < co. 

LP(0) es un espacio de llamad con esta norma. Si p = 2,L2(f/) es un espacio de Hilbert 
con el producto escalar 

def 

	

(u, u) = 	U(X)V(S) dx. 
u 

Sea u E C(ft), acotada y uniformemente continua en ft. Entonces u posee una única 
extensión acotada en ft. Se define el espacio Cm(f)) como aquellas funciones en 010) 
tales de D°u es acotada y uniformemente continua en fi para O < InI < ni. Clit) es un 
espacio de Banach en la norma 

de( 
= 0. max s SEO

up  I D'u(x)i. 
10 1..5."'  

Definición 3.5 (Espacios de Schauder) Sea O < p < 1. Se define CT,0(11) como el 
subespacio de Cm(0) de las funciones u cuyas derivadas Iru, con InI < in, satisfacen en 

	

f/ una condición de Holder de exponenle 	es decir, existe K tal que 

ill" u(x) — D"u(y)l Kix — yr Vxdi E fi. 

Cmlil) es un espacio de Banacli en la norma 

I IPu(s)  — Dau(y)I 
= 	max sup  

051,115nt :;deneya 10 
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Sea u E C151), com in E if U (0) y sea 1 < p < Do. Se define 

I/p 

11 411,p 14! ( E II DN') • 
051,115m 

Lema 3.6 II • IIm,p tiene las propiedades de una norma. Si p = 2 se denota únicamente 
• 11., y se define 

,),„ I E D"u D'o dít, 
1"1101 

	 (3.1) 

y tiene las propiedades de un producto escalar. 

Definimos los siguientes espacios de Sobolev 

Definición 3.7 (Espacios de Sobolev) 

fr'P(0) f  {u E Cm(9) : Hun" < oo) I II", 

W"(0) dAl  {u E L'(fl) : Dou E LP(n)0 < !al < m}0.11", 

wr(n) dar  cemII'lm°, 

donde !Pu es una derivada débil, es decir, 

Jn 
D'usodit = (-1)1°1 1 u D*9 	Vsl, E air(n). 

Los siguientes resultados se encuentran en [Aclame, págs. 45, 481. 

Teorema 3.8 Wm.P(0) es un espacio de Banach en la norma II. ii„„p • 

Teorema 3.9 (Meyers-Serrín) Hmo(a) = Wm,0(0) V I < p < co, m > O. 

Si p = 2 se denotan simplemente como Hm(fl) y Htr(n) y claramente son espacios 
de Hilbert con el producto escalar (3.1). El espacio dual de Hp(0) se denota N-1M 
y es el conjunto de funcionales lineales en Htr(fl). Si 1 E H-111), por el teorema de 
representación de Riesz 3g E Hr(fI) tal que l(u) = (g,u)„, Vu E HP (H), y además 

= 
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(9, u).- E ( D"g, D"u) z--- (-1)1"1 	(D' I)"g, u), 

Vt< E kr(9). Esto define un funcional lineal sobre le (1/) como Eic,1<„,(D.f.,, u), donde 

fa = (-1)"D"g E L2(9). Entonces 1 = 	D".f., Esto implica que el conjunto 
de derivadas débiles de orden < m de funciones en L2(f2) es el dual de /4"(2). Así, 
trabajaremos con fi-m(0) en la dualidad L2  

Definición 3.10 dí E II-m(9) si Va = (al ,. ..,a,,) 340, E v(f) tal que 

16(u) 	E (<4, D'u) = E I O. D'u dr/ Vu E 110(f2). 
la(<.rn 

Lema 3.11 II-1D) es un espacio de Banach con la norma negativa de Last : 

del 11011- m 
 = utivc  

sup
r(n) 

{Ru, Oí} = sup (10(U)1} 
.cur(111 

11.11.'9 	 11«11m51 

Comentario : Dado que cada u E L2(S1) define un funcional lineal continuo a través de 
la dualidad L2, entonces L2(D) C 1/-1(SI). 

Recordemos ahora que el dual de Cr (D) = D lo denotamos V', y es el espacio de 
distribuciones. El siguiente resultado se menciona en (Ize 78, pág. 23J. 

Lema 3.12 	1. Co (f2) C ff,r(D) y la inclusión es densa. 

2. D c fl Hzr(n) c 	c Hp(n) c 	c 11o(f2) c L2(0) C H-1(n) C 	C ..0 
00 

H`m(f1) C 	C U  f/-m(D) C D' y las inclusiones son densas. 
m=o 

3.1.2 Tipos de dominios 

Las siguientes definiciones pueden encontrarse principalmente en el libro de R. Adams 
((Adame, capitulo 3j) y en las notas de J. Ize ((Ize 78, sección 2j). 

Definición 3.13 Un dominio 11 C IR" acotado se dice que es de clase Ck para k E 7+ 
si existen abiertos Ui c IR" y mapeos : 	IR", i E 1 conjunto de índices, tales que 

TESIS rIO OF.BE 

BIBLIOTECA 
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1. U11,D12. 
tGl 

2. Cada in  : U, 1, IR" es una transformación 1 - 1 de clase e'. 

3. (Pi(U, fl D12) C {ir E IR" : xn  = 0}, para toda i. y con fin Uf2 	0. 

El par (lli,q5 i)iet es llamado una cubierta ek 

Definición 3.14 Sea fi C IR" acotado. Se dice que f2 es un dominio estrellado coa, 
respecto a un punto xo E fl sí para toda O < O < 1 

Oft tr  {so Ox : x E 9} C 

Definición 3.15 Sea SI c IR" acotado. Se dice que ÍI es un dominio Lipschitz si para 
toda vecindad O de un punto s E 011, entonces dit se puede representar como una hipe',  
superficie yn 	yn_i), donde w es una función Lipschitz y (1) son coordenadas 
rectangulares en IR" en una base que puede ser diferente de la base canónica. 

Observación : Si fl es de clase Cm, con in > O entonces R es Lipschitz. 

Definición 3.16 f2 es localmente estrellado si para toda x; E 00 existe una vecindad 
abierta O; tal que 11 n O;  es estrellado con respecto a alguno de sus puntos. 

Lema 3.17 Si II es Lipschitz entonces es localmente estrellado. 

Corolario 3.18 Si fi es de clase C" (en sentido de 115Ider, véase definición 3.131 en-
tonces SI es localmente estrellado. 

A continuación enunciaremos un lema que se encuentra demostrado,en thttec, capítulo, 
21 y que será de utilidad para demostrar el lema 3.34. 

Definición 3.19 X(SI)1-1 {u E H-1(A) ur, E H-1(11), i = 1,2,3} . 

Lema 3.20 Si fi es de clase C", entonces X(11). L2(10 
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3.1.3 Teoremas de compacidad 

Definición 3.21 Se dice que un espacio X está compactamente incluído en Y si el ope- 
rador inclusión I : X 	Y, definido corno Ix = x, Vx E X es compacto, es decir, I(A) es 
compacto en Y para todo A.c X acotado en X. La compacidad de la inclusión se denota 
X c.--+ Y . 

Corolario 3.22 X 	Y si y sólo si para toda sucesión {x„} en X acotada iirniix 
M,Vri, existe una subsucesión {x„,} convergente en Y. 

 

El siguiente teorema se encuentra en [Ize 78, pág. 33]. 

Teorema 3.23 (Rellich) Sea fi acotado, Lipschítz. Sí m > k > O, entonces la inclusión 
Ilk(f1) es compacta. Lo mismo se aplica a 4(11) 1-4 ig(n), 

Corolario 9.24 En particular se tiene que 111(11) ,-4 L2(11). 

La generalización del teorema anterior se puede encontrar en el libro de Adams ((Aclamo, 
pág. 144]) 

Teorema 3.25 (Rellich-Kondrachov) Sea It acotado. Sea m E Z ,m > O, y 1 < p < 
oo , j E Z tal que O < j < m. Sea q E Z tal que = — 

I. Si j es tal que O < q < 1 entonces la inclusión W"' 4 (11) C Wi.1(11) es continua. La 
inclusión Wmo(11) <-4 Wi,91(fl) es compacta sí q' < q. 

2. C"µ(A) cm' .0' (A) compactamente sí mi < m y mi 	< m µ. 

3. Sea p = m 	j. Si O < p < 1 entonces la inclusión Wflu(11) <-4 0,11) es 
compacta. 

A continuación daremos algunas propiedades muy conocidas del alisador o molificador 
de Friedrichs, y que se pueden consultar, por ejemplo, en el libro de O.A. Ladyzhenskaya 
[Lad 76, pág. 17]. Sea p E (Cr(fi))3  una función p > O tal que 

(i) p = O si Ixt 
(ii) fur p dx 1, 

Es fácil construir una función con tales características (para ello consultar [Lad 76, pág. 
17]). 
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Definición 3.26 Sea u E L 2 (12) con o a O fuera de 12 acotado. Sea 	O. S. define 

Jeu(x) = 	ÁR„ P 	) 11(0 dy, 

romo el alisador o moliJicador de Friedrichs. 

Lema 3.27 El alisado,' de Priedriehs definido anteriormente tiene las siguientes propie-
dades: 

I. Je u es de clase 

3. Je u ----) u puntualmente en O" si e 	O. 

.?. Si u E C1(9) entonces Jiu 2-1 u Vx E D. 

4. J, visto como un operador J. : L2(9) 1-4 L2(11), es lineal y continuo con norma 

5. Si u E L2(0) entonces J,u L-Z ) u cuando e --+ O. 

6. Si u E 111(A) entonces J,u 121)  u cuando e 	O. 

3.1.4 Teoremas de traza 

A continuación expondremos algunos resultados muy conocidos con respecto a la traza de 
una función en la frontera del dominio. Para esta parte se recomienda consultar el libro 
de R. Adams ((Aclaras]) y el texto de R. Temam ([Temarn1). 

Sea ft acotado, de clase C2  (ver (Twain, pág 9j). 

Lema 3.28 Existe un operador lineal continuo 70  : H1(f2) f--+ L2(012) tal que 14100 = 
70(u), para toda u E HI(a)nc2(1)) y con ker.» = REO). Se denomina operador de traza. 

Lema 3.29 La imagen de 111(0) bajo yo, ^ro(H1(fl)), es un subespacio denso de L2(051). 
Se denota HI/2(11). 

Lema 3.30 Si ft es acotado, Lipschitz, entonces existe c > O tal que 

illo(u)ii2  

para toda u E 111(ft). 
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Teorema 3.31 (Compacidad de la traza) El operador-f a : 111(9) 	L 2(09) es com- 
pacto (es decir, para toda sucesión acolada fu„) en 111(9) existe una subsucesión u„, tal 
que ryo(un,) converge ea 12(09)). 

Observaciones : 

Si u E /Mg) entonces el rango de ryo  se define como 1.1"1-112. Es decir, si 	< in -1, 

y en general, 

m-111 
Ovn- I r, E II (012) 

Se puede definir una traza generalizada Po(u) 

roful 	 au 	am-lu 
u —4  (1:9(u),-/o(—) 	7o(--)) E ir-1/3(an) x iim-3/ 2(an) x x Hoon). 

On ' 	n-  In 

Se puede probar que Po(u) es sobre y que ker ro  = /Io (fl). Como operador de //,r(0) 

a ilm-1(011) x 	x L2(a8), el teorema de compacidad de Rellich implica que ro es 

compacto. 

3.2 Algunos lemas útiles 

Se probarán en esta sección algunos resultados que aunque se pueden encontrar en la 

literatura, son relevantes para la formulación débil del problema y cuyas demostraciones 
contienen elementos útiles para razonamientos posteriores. 

Vamos a suponer que 11 C IR3  es un dominio acotado. Si u E II' (fi) , C/u está definido 

en sentido débil, es decir, Vn es una fuhción en (L1,(1.1))3, tal que 

Jn 
Vu • (1) c112 = 	u div dít VO E (.14(0))3. 
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Definimos por lo tanto el siguiente funcional 

1,.(0)ti_L u di v (ISL 	 (3.2) 

para ¢ E (//0(11))3, claramente lineal en 0. Notamos que /„(01 < Hull11i (0)114,11(www, 
por lo que es continuo y su norma negativa de Lax, es decir, su norma en (11-1(n))3, 
es acotada : 

111.11-1 5 Ilulb < lluiit• 	 (3.3) 

Observamos que si u E M(l) el funcional 1. también está definido y tiene las mismas 
propiedades. Podemos resumir lo anterior en la siguiente 

Definición 3,32 Sean c 1121  acotado. Si u E 1.2(12) definimos el funcional en (.11-1(11))3, 
: 14(0) 	IR y dado por la ecuación (5.2), Vs6 E (Hil(ft))3. 

En consecuencia se puede construir de manera natural el siguiente operador. 

Definición 3.33 Sea u E L2(1l), Se define el operadorV : 	---> (H-1(12))3 , como 

Vut1,4  E (il-1(12))3. 

Observamos que V es lineal pues 4(56) es lineal en u para toda 41 y continuo, por la 
ecuación (3.3). El siguiente lema será de utilidad más adelante. 

Lema 3.34 Sea t de clase C". El operadorV tiene rango cerrado en (11-1(S1))3. 

Prueba : 

Sea una sucesión {un} en L2(12) tal que Vu„ •1-111 u E (1/-1(12))3, es decir, 

sup (I(Vu,,, O) — (y, 4')I} = sup 	— fn  u,, diva dri — (u, 0)i} 	O, 
11v11151 	 11111151 

si n —> oo. Queremos probar que 3u E L2(n), tal que Vu = u. Primero demostraremos 
que la sucesión (u„} debe ser acotada. 
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Supongamos que {u„} no es acotada; por lo tanto existe una subsucesión que también 
denotaremos por {un} con la propiedad de que Ilu n Il L2 —› co, si n —, 03. Claramente 
podernos suponer que u„ E (ker S7)1  Vn. Sea 

del' 	Un 
l'n = 

por lo que 	= 1. Ahora, 

1 	 (Vun, 45)  — 	v„ div0 dí1 = — li 
	

u„ div 
17 	 tirdiv 	 hal7 

para toda E (llEf2))3. Sabemos que Vun  LI:21 y 	(Vun, O) 	(v,¢) V E (11,1(11))3, 
por lo tanto (Vu„,ó) está acotado Vn. De esta manera 

(V v„,0) — (Visn,0) —+ 0, 

n-i si n —+ oo, dado que llun il L2 	Ce. Esto implica que Vv„ 	0. 

Pero Ilv„liv = 1Vn, así que por el lema 3.3 existe una subsucesión Iv„,) tal que 

v„, 	v E (L2(0))3  C (11-1(51))3 . Por lo tanto tenemos que 

(Vv„,, = —(v.„ div —t —(v, div = (Vv, 

Sabíamos que (Vv„,, O) --1 0, por lo que (Vv, = 0, para toda E (fiEn))3, o bien, 
E ker V. Como un  E (ker V)1, cerrado, entonces v E (ker V)i, de donde se concluye 

que 	= 0. 

Por otro lado sabemos que v„, -1> O y por la compacidad de la inclusión (L2(0))1  

(11-1(11))3, entonces existe una subsucesión (v„,} tal que v„,, 	0. Tenemos, pues, que 
111 

--> Vn 	o y Vv„„ — O. Por el lema 3.20, concluimos que v„,, 	0, contradiciendo 
1iv„„II L2 = 1 Vnk. 

Por lo tanto la sucesión (un) debe ser acotada. 

De esta manera 31/ > O tal que litin ilv < M. Así existe una subsucesión que denota- 

mos nuevamente (un) tal que un  --u E P(D), y en consecuencia, 

(u„, v) 	(u, v) Vv E P(fl). 
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Sí tb E (U1(1-4)3,  entonces di v ¢ E L2(9), por lo que 

Vu„, O)= - (un, di v —4 41, diV411) = (VU, O), 

para toda 0, es decir V u n 	Vu. Por unicidad del límite 

Vu=v.  

o 

A continuación se demostrará un lema a partir del cual se prueba, a su vez, el teorema 
que justifica la existencia de la presión p si se cumplen algunas condiciones sobre el dominio 
y sobre los datos f. 

Lema 3.35 Sea f2 C IR' de clase C", y f E (// -1(f2))2  Supóngase que (f,u) = O Vu E 
(14(0))3) y con divu = O. Entonces 3p E L2(l1) tal que f = Vp. 

Prueba : 

Sea 
Rt f  rango(V) = {f E (fr i (n))3  f Vp, p E L2(11)} , 

el cual es cerrado por el lema 3.34. Sea también 

M d=r  {u E (102))3  : divu = . 

Consideramos Ri en la dualidad L2, esto es si u E (H (n))3, 

u E Rl  .4=1. ip(u) = (17p, u) = O Vp E L2(D) , 

Si tomamos u E Ri y para toda 95 E C(r(fl) C H,j(f2) , entonces (VO, u) =,-(divu, :4 
O. Esto es cierto si y sólo si divu = O a.c. en O. 

De esta forma /V. = M. Por lo tanto M1  = Rl1 = fi = R, pues R es cerrado. Allí, al 
f E Mi entonces f E (11-1(f1))3  y (f,u) = O Vu E M, es decir, f E Mi  R, por lo que 
3p E L2(0) tal que f = Vp. 

A continuación enunciaremos el teorema que garantiza la existencia de la presión, cuya 
demostración se basa en las propiedades del alisador de Friedrichs. 
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Lema 3.36 Sea fl de clase C" y f E (II '(9))3  tal que ( f, 0) = O VO E (C(519))3  y 
con diva = O. Entonces 3p E P(51) tal que f = Vp. 

Prueba: 

Casod : í es estrellado con respecto a un punto ro. Sin pérdida de generalidad supon-

gamos que xo  = O. Entonces dado O < O < 1, 

	

00 = 	: x El]} C 

por ser Sl estrellado. Sea u E (//,1(9))3  con div u = O, y extendemos u 	O fuera de D. 

Definimos 

Ug(X def (X  
) = u

U 

por lo que divue = 0-Idiv u = O. uo tiene soporte compacto en 12 y puede ser aproximada 

por funciones en (Cr (9))3  (véase (Schwartz, pág. 721). Sea p E (C,f(9))3  una función 
p > O tal que 

(i)p=0 si ixl 
(ii) fiR$ p dx =1 , 

como en la definición del alisador de Friedrichs. Definamos ahora 

Ps(z) di (!) 

con e > O, y tomamos el alisador de Friedrichs de la función u. : 

	

J.(uo)(x) = 
	Jn 

p (Y  2-e  ) uo(y) dy. 

Con el cambio de variable y = x ez tenemos 

J.(u9)(x) = 
18151 

p(z)uo(x ez) dz 	
3151 

p(z)uo(x) dz = 14(4 
1  

pues p es C°° y el dominio de integración acotado. Por lo tanto tenemos que, puntual- 
mente, ,/,(t40)(x) --> uo(x) si e --> O. Por el lema 3.27 sabemos también que 



88 
	

III 1.:1,E1IEN ro:-; 1)b: 

.2 

	

( U 	uo,  

y .1e(uo )-Y-1> 119. 

Por otro lado si escogernos e tal que E < dist(supp us, 09), entonces ./,.( no) E (GISI))3. 
De esta forma usando también la continuidad y la convergencia en // 1  del alisador tenernos 
que 

( f, uo) = Hm( f , ../c(u0 )) = O, 

ya que (f, J,(u0)) = O por hipótesis sobre f y que por 

div,/,(140) =p(z)div uo dz = O. 
1415t 

Por otra parte, como f E (11-1(fl))3, es un funcional lineal continuo en (//,j(9))3, y 

por la convergencia uo -1-14 u, entonces 

	

(f,u) = 	,u0) = O, 

Vu E (/.12(9))3  con divu = 0. Por el lema 3.35 3p E L2(0) tal que f = Vp. 

Caso 2 : fi no es estrellado. Como 9 es de clase C", para toda x E 9, existe 0 vecindad 
abierta de clase C°" estrellada. Aplicando el caso 1 en 0, tenemos que existe q E L2(0) 
tal que f = Vq en 0. 

Si lo hacemos para xi, x2 E 09, 3q1  E L2(01 ) y 3q2  E L2(02) tales que f = Vqi  en 
01  y f = Vq2  en 02, por lo quel qi,chno, — q2lotoo, = constante. 

Es decir, todas las q's difieren por una constante. Así, 3p E L2(n), con peo — q = 
constante, tal que 

f = Vp en 9. 

o 

Para finalizar probaremos un lema muy sencillo que será utilizado más adelante para 
un caso particular. 
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Lema 3.37 Sean 91 , 91 	IR' tatr <pu itr (114" (1) (véase figura 3.1). Scan 
E 111 (91 ), sa2 E W(122 ) taIrs que sp i lautroth  v 902bot n002• Definimos  9  = 91 U 91 y 

p rn ficono 

— 	¿(x) 	c E II I  
S4,1(X) : X E fi, 

Entonces 5,  está en 11111). 

Figura 3.1 : Dominios con frontera común. 

Prueba: 

Claramente fn  dx = fn  91  dx fa, (p2  dx < oo, por lo que tp E L2(n). 

Sea th E Cl°(f1). Entonces 

h for 	= ja,  51)(Pi. ds 	0 tin 	 1P2r dx 

Ahora, sobre an, n as12, la normal exterior a 121, ni = —n2, la normal exterior a ni. 
Por lo tanto 

tbSai 	 1iAP2 

() 
	 () 

 

( sbGal — 42) 
O 	111  dS--1 	O 	.n2  dS = 

Jn 	
O  .n1  dS = 0, 

aninso, 	O 	 ani nan2O 	 a i nan, 
 

O 

tig  faninao2  

0502 
0 
o  

• 71  . 	dS 



III. ELEMENTOS DE ANÁLISIS FUNCIONAL 

ya que (pi  100,nalb = 771iati,naur  

Así, fo  1/Yr di = ffiOrti,  dx, para toda tit E Gr,'(9). Es decir, la función 

def 91, : x E S21  
: s E 92 

es la derivada distribucional de tp en Si. También vemos que fa  bp,12  dr = fa, 	+ 

fa, 192:12  dx < ea, y por ende, yo E Hi(n). 



Capítulo 4 

La formulación débil 

A continuación se expondrán dos resultados de gran importancia en el estudio del pro-
blema que son, primero, la definición de solución débil y la prueba de su equivalencia 
con una solución en sentido distribucional, y segundo, la existencia y unicidad de dicha 
solución para el problema lincalizado conocido como problema de Stokes. 

Para ello vamos a suponer que el dominio a es conocido, definido por una función 
1(x,y) de clase al menos C2  que representa la perturbación del dominio con frontera 
plana, y en consecuencia asumiremos que la condición normal para el esfuerzo superficial 
se satisface de manera natural razón por la que nos olvidaremos de ella por el momento. 
El sistema restante con condiciones de frontera puede ser transformado a una ecuación 
integral equivalente, definida en un espacio de trabajo que es subespacio de (.111(0))", y 
cuya norma es equivalente a la norma ll • II I . En la definición de dicho espacio se incluyen 
las condiciones de frontera homogéneas y las condiciones de periodicidad. , 

Posteriormente se probará la existencia y unicidad de una solución u para este problema 
corno consecuencia del teorema de representación de Riesz. 

4.1 El espacio de trabajo J 

Definiremos un subespacio de (111 (9))3  que incluya las condiciones de frontera homogéneas 
y a las funciones tales que div u = O en fl, pero antes recurriremos a la siguiente 

Definición 4.1 Sea el conjunto 

W tr  {u E (C19))3  : 	= o; u • nir = O; 	= 	; 0aulv=0  = 
(4,1) 

91 
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con 	< 1. Definimos el siguiente subespacio dr, (111 (11)r como la cr 	de II 
con respecto a la norma 

(1.2) 

En base al espacio V definirnos ahora lo que será el espacio de trabajo para la formu-
lación débil del problema. 

Definición 4.2 
J(R) <ti {u E V : div u = 01 . 	 (4.3) 

Cabe mencionar que las condicionesde frontera se conservan al completar el espacio, 
lo cual es una consecuencia de la continuidad de la traza, excepto por las condiciones de 
periodicidad para las derivadas de u. Por esa razón definimos el siguiente subespacio de 
(C2(11))3. 

1311 {u E (c2(n))3  : ulr, = o; 	= O; "1..0 = aaul.... ; Yuly.0 = 	 1} 

(4.4) 

con las mismas condiciones homogéneas de frontera y de periodicidad. Claramente 13 es 
denso en V, por lo que B n J es denso en J. 

4.1.1 Normas en los espacios V y J 

Demostraremos que la norma del gradiente en (L2(D))3  vista como una norma en (H 1(fl))3  
es equivalente a la norma ll • II I  en el espacio V, y por lo tanto, también en el espacio J. 

Definición 4.3 Si u, v E (ill(n))3  se denota 

(u, v)v dAr  (V u,V e) = E I D'u • D'y d(2. 
1a1=1 

Definimos también 1141 List: (u, ti)v = ha, . 

Lema 4.4 ti • Ilv define una norma en V. 
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Prueba : 

Es obvio que 	> 0 Vu E V. Sean u, e en V. 	= O =1» 	= O a.e. Vloi 5 1, por 
lo que u = constante a.e., y cuino 	= O, entonces u = O. Claramente VA E IR, Pul = 
A' El„1<, fri(EPu)" dll = 	por lo cual IlAub = 	Vu. Finalmente aplicando 
Cauchy-Schwarz en L2(9) tenemos 

(u + e, u v)v = 114 + 11/111 + 2(57 /4, Vv) < Hug + Ilv1117+ 21114 11vIlvIlv 

	

= 	(111illv + 

Esto implica que 	vilp 	Ilul!v 

o 

Sabemos que ji • III  •••, • ils7  en V, si y sólo si 3 co,c1  > O constantes tales que 

Vu E V. Es evidente que 

Hug = 	+ Hug, Hug, Vu E V, 

y si probarnos que 3co > O tal que Ijull12 < caliug, entonces 

Hug = 	+Hun (co +1)11uill Vu E V. 

Esto es, hasta con probar la desigualdad de Poincaré en el espacio V para poder concluir 
la equivalencia de ambas normas. 

Lema 4.5 (Desigualdad de Poincaré) 3r0  > O y sea u E V, entonces 

Prueba: 

Sea u E 13, definido en (dA). Tomamos x E D y consideramos el segmento que une a x 

con su proyección en FI, : 	1 er t , x2, tx3 ) : O < t < 1}. Podemos escribir 

r3 

U, ( X 	
O 

= 	Ilix3( XI  x2, 1) d t 
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para toda /. Por Cauchy-Schwarz 

Ly ) 

5 	( 	 u,(xi , x2 , 1) dt) 
o o 

13  j u, 	, r2 , t) di. 
o 

Llamemos zr(x t , £2) a la coordenada £3 tal que (ri, x2, zr) E 1', es decir, zr(r t ,r2 ) 
1 -I- /(x l , £2 ). Por lo tanto x3 < 	V(xi, £3) E rb, Y así 

21. 

jj,(S)2 5_ X310 Uir2 3 (SI, X2,1) lit. 

Ahora, integrando en St y aplicando el teorema de Fubini llegamos a 

ir

Jtl 

	„ 
u? (LSI 5 in (x3 	1 0 tii13 ( i , x 2, 0 dt) dít 

/Ni: (x3 /
ir 

142,3(x l , x2, t) di dx3) dst dxa 
o 

jSI 	 +r 

z= J(J
Uu43(Xt, X2, i) di) (I £3 di) dZi (112. 

I', O 

Pero 1' es acotada en 13, por lo que 3c > O tal que c > sup (zr(xi,x2)}. De esta 
(st.:3)erb 

manera 

51 f r 
2 	r 	

u?" (xl, x2, t) dt dxj dx2) 
, o  

,.3 
•Cl 
2 o 	2 

dSl < «1.-1 157u;13 
—   

para toda i. Sumando las desigualdades obtenemos 

2 3 

ln 
t13 di! ~ 2 — El l'Qul2 c111, 

es decir, 

114 5 coiluil 

Vu E B. 

u2 hi 
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Si u E V, 3{u„} en li tul que u„ ii ~ u. Por lo que u„ 	u y liu„Ily --I Hully cuando 
n 	°o.. Consecuentemente, la desigualdad se preserva para u E V. Notamos también 
que la constante co = c2 /2 depende de 12. 

o 

Corolario 4.8 Las normasilly 	son equivalentes en los espacios V y J. 

A continuación se definirá una forma bilineal que resulta ser un producto escalar en J 
y que aparece con frecuencia en teoría de elasticidad. 

Definición 4.7 Si u, v E V se define. 

E(u, u) dAr 	 k eik(u)eik(v) d9. 	(4.5) 

donde ep, es el tensor de deformación (véase definición 1,11, pág. 34). 

Lema 9.8 E(.,.) es un producto escalar en J, 

Prueba: 

Sean u, y, w E J. Es claro que E(u,v). E(v, u). también si A E IR 

E(Au , y) = 4A E j eik(u)e,,(v) dn = A E(u, y). 
i,k 

También es evidente que 

E(u + v, w) = 4 E j eik(u + v)eik(tv) df 
i,k n 

= 4 El eik(u)etk(w) (19 -I- 4 E eik(y)eik(w) 	= E(u, w) + E(v, w), 
i,k 	 i,k n 

Vu, u, w E J. 

Obviamente si u = 0 entonces E(u, u) = 0. Basta demostrar que E(u, u) = 0 = u = O 
para concluir la demostración. Supongamos que u E Bn J (denso en J) y que E(u, u) = 0, 
es decir, 



IV 1.1 b7iumi'2 11'1,2\ ni:2111. 

E(u, u) 
	

J (uir, 	liir,)2 	O, 

de donde se deduce que 	— ukr, a.e. en 12, Vi, k. De esta forma obtenemos 

= 	112 r  

141, 	— 1132. 

— 114 

illr  = 	= 1/3, = O, 

Vs E 9. Por lo tanto concluimos que uly  = G1, ul, = G2  y u3, = —G3, con constante. Al 

integrar se obtiene 

b2 z 

= 	b3 z + al, 

= —635 — b32/ + (13, 

con A = (ai,a2, a3) constante. Es decir, u debe ser de la forma u=BAs+ A, con A,13 
constantes. Como u E J, deben cumplirse las condiciones de periodicidad, por lo cual, 

u31,.0  = 	624 = O r 62  = O 

U2ir.0 = ti3 lx=r0 	614 = O 	bi = O 

u31,„0  = 	63  = O. 

De esta manera B = O y u = A constante. Finalmente, por la condición de frontera 
= O, concluimos que u = O. Por un argumento de densidad podemos determinar que 

si u E J, E(u, u) = O 	u = O. Así, henos probado que E(•,.) define un producto escalar 

en J. 

Corolario 4.9 El producto escalar E(.,.) induce una norma en J duda por 

E(u,u), 	 (4.6) 

que se denomina norma de la energía. 

Se probará, que la norma 11 • IIE  es equivalente a la norma 11 • Ilv en el espacio J, y por 

consiguiente, equivalente también a la norma II • 111. 
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4.1.2 La desigualdad de Korn 

La siguiente desigualdad 

y: 	oi,„ )2 (u/ e, E I 	+ ukr,),  
i,k 	

tt 	 1,k 	41 

con ci  > O, es conocida como la desigualdad de korn y es ampliamente utilizada en teoría 
de elasticidad (véase [Ilektorys, pag. 2811). En este caso, vamos a demostrarla para u en 
el espacio .1, haciendo hincapié en que la constante ci  depende del dominio 11 considerado. 
Pero antes probaremos el siguiente lema. 

Lema 4.10 3co  > O tal que Vu E .1 entonces, Hun < 

Prueba 

Hun d5/ 
' 

= 2E1 uir  dll +2E1 Hix, ujt  dSl< 4IIuII'v. 
iá  

o 

Lema 9.11 (Desigualdad de Korn) Be1  > O tal que do E J entonces, ha < 	. 

Prueba: 

Consideremos u E B (1J. Calculando, 

	

= E f 	+ 	I/ =21141 +2E/ u,,, uis  a11.
i.i n 	 i„; 

Pero 

E I u ujx,  dr/ = hdiv (ti jui ,) (15/ E/ .14-07  

 

   

ridiv u=0 

Zf div(«iu.,) dn, 
n 
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Así, por el teorema de la divergencia 

E I 	E I 	• n dS 	tik r, nk
, 	 ,10 

Definimos ahora 

I'r Vann ({x =o}u {x = xo })  
tylan ({y o} u {y = 1)) 

(4.7) 

De esta forma, 

ukr, ttk dS-4-(•)dS+1 OdS+.1 (•)(1,9-1-/ (•)dS. 
bn• r 	 r, 	r„ 

141.) 

Vi, k. Como uir,, = O, entonces f rb  (.) dS = O. También, dado que u E 13n J, u, y ukr, 
son periódicas en x y en y. Por otro lado notamos que nkix,..0 = 	Vk, por lo cual 

Jr, (.) dS = 	0 dS 4- 	(.) dS = 
ionnfr.o)

(.) dS -- 	(.) dS = O. 
fann{x.-.:0) Jonn(x=o) 	 fonn(i=o) 

El mismo razonamiento aplicado a la integral en 1‘,, conduce a que fr.. (.) dS = O. Así, 
Vu E Bn J, tenemos que 

Hun = 2114 + 2E1 u;  ukz, nk  dS. 
i.k  r 

Definimos 

1(F) d=' E 	nk dS. 

Para continuar con la demostración hemos de suponer que rps suficientemente regular, 
por ejemplo, que está en C2(1‘k) por lo menos. Esto nos permitirá hacer una estimación 
de ii(r)i en el espacio B fl J y posteriormente, usando un argumento de densidad, extra-
polar a J el resultado del siguiente 

Lema 4.12 3co > O tal que Vu E J entonces, i(r)I 5 collulln• 

(4.8) 

(4.9) 
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Prueba : 

Sea u E /311J. Dado que la frontera l' está definida por la gráfica de 23  — {(x1, x 2) = O 

y que el vector normal unitario es (2.`51),

¡

entonces 

1(1') = E I ukr: n k  dS E 	uo) uk„,,(r) 71, 	+ iv¿p dx, 
ik r 	 ik Ft' 

3 2 	 3 

E E 

rb 	 rb 
u¡(1')(11 /„ dxi  dx2  + 	,,(nu3,;(r) 

1=1  

donde ui(r) =l  udr = iii(x1,x2,1 	«xi,x2)), y lo mismo para las derivadas ukx,(r). 
Calculando 

___(uk(r)),_ 
os;

(uk(xl,22, 1 + «21, 22))) = uhr,(r) + ukr,(r) ax i   
Vi = 1,2, k = 1,2,3. Por lo tanto, 

1(r) 	- E
rb 

u,(1') (—„xi  oi,;(n) - u,,„1,;) 	dx, 
i,k=1  
1 

- E I u3(r)uhr,(r)¿„ dx, as, 
k=i  

1 

+ E r, 
uo)

o
(u3(r))— u3„ /r;) dxi  dx2  

i=, 	uxi  

+ u3(r) u3„(r) dx2  dx2, 
Cb 

es decir, 

= 	E
r, 	uxi 

uo) J-(uk(r))1,„ dx2 dx2 
i‘k=1   

+ E I uk.3(1 )1.„(- u3(r) 	tii(r) 	i42(r)) dxi dx2 
k=l rb 

2 

+ 	E  I, ui(r) 7,9-(u3(11) dx2  dz2 r 

+ t12,3(r)(u3(r) —1/1  ut(r) — 	u2(1')) dzt  dx2. 

La condición de frontera u•nir = O implica que u3(1s) — ut(r) —1,2 u2(1') = O, V(xi, x2) E 



I1)0 	 nl..(i rdilfl't AcIrr: 1)1.111.1 

1',, 	1)0V (t) ,11.11 

1(I') 	ir  nal') 7-- (uk (1.  )) 	ihr d.r 	}- 	
la 

 u,(1")
i)
--(u1(1' )) 11.1. 1  11 r, 

r, 

	

fre 
	uk(r) 	u1(r) 2-)---( uk(u) ,)) d.Y1  d r 

2 
• j 	

a2: 
— '(11.3(1‘)) dX, (1.1'i 

¡ 

2 

11.(r) lik( 	ex,„ drj drj = 
bk.1 ra 

+ Hal') —
a 

(wity) — zr t u t (r) — 	(I')) 	dx. ari 	 7 2 	I 2, 

.0 

i(r) 	E j 	dX2. 	 (4.10) 

	

Como E C2(1'6  ), 	I está acotada, por lo que 3M > () tal que 

l l( r)I 	E 1, 1 a i(r) uk(r) 1   177-1V112 dX t .dX2  
i,k.i •‘1, 	 + I57/12  

2 

Al E 	I ui(r),,,(r)hp + i9el2  dxidx2 
'h 

= 
 ME/

1 ti‘(r)Uk(r)1 dei 5 co i/ dS 411111112n, 
r 

ya que 

2 
E jiui(r) uk(r) I dS j(ul .141) (1.9 + 2 I ¡u l u21 dS 2 f u1  dS, 
kcl r 	 r 	 r 

Como M depende de 1, hacemos notar que la constante 4, depende del dominio [2. 
Así, 34, > O tal que Vu E DnJ se tiene que ii(r)i < 

Finalmente, para concluir la demostración, haremos Uso del siguiente resultado. 

Lema 4.13 Dada 45 > O, 3M5  tal que Vu E 13 n J se tiene que, 
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1 Maliun• 

Aplicando el lema 4.13 tomando ó 	»2- 0  y M0  'Ir  cuAts tal que enhila < 	+ 

Por lo tanto 

1/(1 )1 	caull120') 	+ bfollulle 

liemos visto que 	2Ilullt +21(1), por lo cual 

IluIí 5- gua +11(1')I 5- (12.  + Mo) Hun + 

es decir, 	
(1 + 

Vu E 8 n J. Sólo resta probar el lema 4.13. 

Prueba del lema 4.13 : 
Es suficiente probar la desigualdad en la esfera unitaria puesto que si definimos v 

del 

11711:7(7), entonces 

= 	5» 5IIUIIv + 	tri 	(6114111 

ya que llulior) es constante y II. ltv y II • IIE 
son homogéneas de grado 1, con lo cual se 

cumple la desigualdad también para u. 

Sea 60  > O y supongamos que no existe M > O tal que la desigualdad sea cierta. 

Entonces Vn E IN existe un  ELinJ tal que IIutIv(r) = 1 y 

1 > 5011unill + 

Como 11'4,111 < libo y II .1157 ^ II • II I , entonces {un} es una sucesión acotada en 

(//1(n))3. Por el teorema de compacidad de la traza (véase teorema 3.31)), la restricción 

: (1/1(9))3 	(L1(r))3 es compacta, por lo que 3{u} subsucesión convergente en 

(or))3 que denotamos nuevamente corno {u„} : 	(L/-2-1)  ü y litnn_..11unii(L2(1)1' 

1= 11ü11(1,2(n)4. 

Por otro lada, sabemos que 	< ñ Vn, de manera que ljun tlE, 	O cuando n •—> oo. 

> O Si u, E J, entonces E(u — o, u — u) 	, por lo cual 
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E(un,u,,) 	E(u, u) > 2E(u„, u) Vu E .1. 

Pero  E(u,„ u„) 111/41 	0 cuando u 	oo, por lo tanto 

E( u„, tí„) + E( u, u) --) E( u, u) si n—+ oo. 

Ahora bien, sabemos que {un} es acotada en (//1 (12))3, por lo que existe una subsit- 

cesión que denotamos nuevamente por (un ) tal que un 	ü E (/ri(n))3. De esta forma 
o(r) 

tenemos que un 	ü y además converge débilmente en (//1 (0))3. 

Por otro lado si v E (//1(Q))3  es fijo, entonces E(•,v) es un funcional lineal continuo 
en (lli(0))3  puesto que ¡E(u, v)1 	 = /Cu bil!. Así, 

E(u„, un) E(u, u) ?_ 2E(u,,, 	11:---*? 2E(u, u), 

Viz E J. Tomando u = ü tenemos que 

E(0, ü) = h m E(un , u„) E(u, u) n-.00 

lo cual implica que Will& = 0 y por ende ü = 0. Esto es una contradicción con el hecho 
de que 11ii11(L2(r)p = 1. Por lo tanto la desigualdad debe ser cierta. 

De esta forma hemos probado que existe ci  > O tal que Vu E En .1, entonces 

Hun cilluill• 

Junto con el lema 4.10, esto implica que 11.11E  ,-••• II  .110  en li n J, denso en J, así que 
la desigualdad se preserva en J. 

Podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente 

Teorema 4.14 E(.,•) define un producto escalar en J, cuya norma inducida II • 	es 
equivalente a la norma 11• 111  en J. 
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4.2 La formulación débil del problema linealizado 

En esta sección definiremos lo que entendemos por una solución débil del problema, es 
decir, transformaremos el sistema de ecuaciones con valores a la frontera a una ecuación 
integral, probaremos la equivalencia entre una solución débil y una solución en sentido 
distribucional y verificaremos que las condiciones de periodicidad que exigimos para la 
presión p y para aau deben cumplirse si u y p son suficientemente regulares. Esto justifica 
la elección de dichas condiciones para p impuestas en el capítulo 2. Así mismo veremos 
que la condición tangencial de frontera para el esfuerzo superficial se cumple en casi 
todo punto si consideramos una solución en sentido distribucional que sea suficientemente 
regular. 

Para formular el problema en sentido débil consideraremos el conocido problema de 
Stokes, que representa la parte linealizada y principal de las ecuaciones de Navier-Stokes 
completas en el caso estacionario. 

Nuevamente asumiremos que el dominio f1 es conocido, de clase al menos C°" y definido 
por una funión E C2(1'6 ), razón por la cual en esta parte del estudio nos olvidaremos <le 
la condición normal de frontera para el esfuerzo superficial, que supondremos se satisface 
naturalmente. 

El problema de Stokes que consideraremos, con condiciones homogéneas de frontera, 
es el siguiente : 

—v /Su gradp = f 1 en 
st divu = O 

aUI 	= ac'ulz=zo } Vial _5_ 1. 
= EPuly-.1 

PI r=o = Plx,r0 	= Plu=1 
ulr,, = O, 

u • nir = O, 

7(k) • T(u)nlr =1'k, k = 1,2 

Vamos a suponer que (u, p) es solución de (4.12)-(4.17). Además, asumiremos que 
u E B fl J (denso en J y definido en la sección anterior) y que f E (L2(11))3. Tornemos 
una función 4>  E 13nJ. Multiplicando (4.12) por 4>  e integrando se obtiene 

(-1/ Au Vp,  0) = (f, 4>). 	 (4.18) 

El tensor de esfuerzos se expresa como Ta = 	 Definimos 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 
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como el renglón i de T. Calculamos 

E (-p,,,slk F v7114---( uir, 	itk r  )) 

a 
+ V au,(E uk.r.) 

ax, 

Así, div7; 	sui. Definimos también 

divTi 
div T 	div T 
	

(4.19) 
div 

por lo cual divT = —Vp+ v Au. Se definen a su vez, 

T. grad ¢ dar E Tk•VOk = E Tkiokx. , 	 (4.20) 
k 	 i,k 

V(T .0) 
ckr

E(Tkiok)., = E div(471). 
	 (4.21) 

i,k 

Por lo tanto 

V(T • 91) 	ti  E Tm:, 0, TkiOkri  
i,k 

E q5kdivn E niok., 
k 	 i,k 

= 	divT T • graxiO. 

De esta manera obtenemos 

(—u Au Vp,16) = (—divT,O) 

T. gradli) c151 
o 

E(Tk, grad 91k) — 

k 

o 
V(T. 0) dít

V(T • q5) (111. 	(4.22). 

aTk  
az k 	k 
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Ahora bien, usando (1.21) podemos expresar 

57(1' .  (b) 	= E f zyrk,00.. (19  = 	J 
div(okro 

k u , 

y aplicando el teorema de la divergencia obtener 

in   V(1' . O) dl = E I OkTk  • n d.9 = jan 0 • Tu dS. 	(4.21) 
k 011 	 D 

Sustituyendo la expresión de Tik  en la ecuación anterior se llega a que 

O. Tu dS = 	f OkTkini dS 
i,k " 

= E I (—POknifiik + vOkrii(uirk  + uk.,) dS 
ik 

= 	jan  PO • 11, dS + v E Ok rii(uix, + uk„,) dS. 
i,k 

Al sustituir la ecuación anterior en (4.23) obtenemos la siguiente relación 

V(T 	= — 	pck • n dS uE Okni(ui,+ ukii ) dS, 	(4.25) 
an 	 i,k 

VO E 811J. Sabernos también que 0,0'u son periódicas Vial < 1, pues u, E Bn J. 
Notando que 

(-1 
111{:=0}non = 	O 	= — n1{z.so)nOn) 

0 

tenemos que 

	

Jr,
chni(u,, + uk„) dS = 	(.) dS + 	dS 

	

= 	j{:=0)  (.) dS — 	(.) dS = 0. 
{r=o) 

Por un razonamiento análogo 

(fi kn (u + uk ) dS = 0, Vi, k. jr, 	 r, 

En rb , 0= u S. 0, por lo cual la integral sobre tK se reduce únicamente a la integral 
sobre 	Como p también es periódica y oir, = O, concluimos que 

V 	ck)  drz = E I OkTk,rii dS f • Tu dS, Vq5 E Bn J. 
1,k r 

105 

(4.23) 

fan 

In 
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Por otra parte la condición de frontera (4.16) implica que ¿t en l' se puede expresar 
como 

Ir = (11-r1" + e2r(4)  = ((,5 • r (1) )rifi + (o • TM)1-12) , 

donde recordamos que ro) y r121  son los vectores tangentes a 1', y 01 ,(5,1  son funciones 
reales en F. De este modo, 

0 .7'74 = (.1,-") + 0,2 7-(") . TnIr = a171 +02-x2, 

por la condición de frontera (4.17) en u. Por lo tanto, regresando a la ecuación (4.22) y 
sustituyendo obtenemos 

(--v 	+ vp, = E(7k, grad Ok)— f n17t+aº72 dS. 
	(4.26) 

Finalmente vamos a calcular el primer término de lado derecho de la ecuación (4.26) 

E(71, grad 46k) = > f (—pbik + 	+ «kr,» x , d1Z 
i,k 

= 	j 	+ E 	uki, )4,, da 
i,k 

Dado que Ei  (in ri  = diva = O, y por el hecho de que podemos escribir 

E I (u,„ + ukx, )0k,, da = 1 E(u;„ + uks,)(4x, Oix,) c112, 
i,k 	 2 fe  i,k  

concluimos que 
E(Tk, grad Ok) = 1E(u, 0). 	 (4.27) 

Por lo tanto, resumiendo los cálculos anteriores y por ser B n J denso en J hemos 
probado el siguiente lema. 

Lema 4.15 Si (u, p) es solución en sentido distribucional de (4.12)-(4.17) entonces u 
satisface 

1E(u, O) = f (1)) +
t• 
 ((4 • T(1))71 + (4) • T (2)),72) dS, 	(4.28) 

para toda E J. 

Estamos en condiciones de definir lo que entendemos por solución débil del problema 
de Stokes. 
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Definición 4.10 u E J es llamada solución  débil  del problema de Stokes si satisface 
(4.28) para toda 46 E J. 

Inversamente, ahora supongamos que tenemos una solución débil u E J del problema 
de Stokes. Sea el espacio 

V 1-4-r  (u E (cr(o))'' : (bu. O} 	 (4.29) 

Si tomamos tb E V, al invertir los pasos en los cálculos anteriores y sin preocuparnos por 
los términos de frontera, puesto que cl) E (C,r(9))3, llegamos a que (—I) Au, 	= (f, O), 
es decir, 

(—vAu LO) = O VO E V. 

Sabernos que f E (L2(12))3  C (H-1(12))3, y como u E J C (H(n))3 implica que 
Au E (f/-1(f4)3, podemos entonces aplicar el lema 3.36 y asegurar que existe p E 1;2(f2) 
tal que 

gradp = —v Au +f. 

De esta forma el par (u,p) E J x L2(f2) es solución en sentido distribucional de (4.12), 
(4.15) y (4.16). 

A continuación probaremos que si u es solución débil del problema de Stokes (y conse-
cuentemente por el comentario anterior, existe p tal que (u,p) solución distribucional de 
(4.12), (4.15) y (4.16) ) y si u y p son suficientemente regulares, entonces las condiciones 
de periodicidad para Ou y p, así como la condición tangencial de frontera para el esfuerzo 
superficial deben satisfacerse. Es decir, vamos a completar el resultado del lema 4.15 y de 
esta manera enunciar la equivalencia entre la solución débil y una solución distribudonal 
que satisface también la condición de frontera restante y las condiciones de periodicidad. 

Para ello recurriremos a un lema debido a O.A. Ladyzhenskaya, cuya demostración es 
constructiva y puede hallarse en (Ud 69, págs. 24-17). En el Apéndice C se enuncia dicho 
lema y se da un esbozo de la prueba. 

4.2.1 La condición tangencial de frontera para el esfuerzo su-
perficial 

Supongamos que u E J es solución débil del problema de Stokes que estamos considerando. 
Por los resultados anteriores sabemos que Jp E L2(1/) tal que 

grad p = 	u + f, 
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y por ende, (u, p) es solución distribucional de (1.12), (1.15) y (1.16). Además supondre-
mos que u y p son regulares, u E (112 (9))3, p E fi l  (52) y por lo tanto que f E 

Tomemos x E Pu. Corno asumimos que e3 una variedad de clase C2, por lo menos. 

entonces existe una vecindad O de clase C 2  tal que .r E O. Sea fi' C 11 un dominio de 

clase C2  tal que 011' Cl 	= O (véase figura 1.1). 

z.I 

z.0 	 r  
x.0 
	 x.„ 

Figura 4.1 : Vecindad O de clase C2  alrededor de cualquier punto de r, de forma que O C 0111. 

Defínase J0(01) (1-4t  (4) E J : 	= O) C J, y tómese ¢ en este espacio. Notarnos 
que en los cálculos realizados para la formulación débil, desde la suposición de que ( u, p) es 
solución hasta la deducción de la ecuación (4.24) no se utilizaron la condición tangencia' de 
frontera ni la periodicidad de u ni de la de p. Del mismo modo para encontrar la relación 
(4.27) no se utilizaron estas propiedades. Así que, tomando esta función E J0(0'), por 
los cálculos anteriores de las ecuaciones (4.22), (4.23), (4.24) y (4,27), sabemos que 

E(u, = (f, 	jon  T(u)n dS, 

Dado que 010_0, 	O, entonces la integral sobre lif/ se reduce a una integral sobre O. 
Ahora bien, como la solución u es débil, entonces también tenemos que, 

1E(u:45) 	4)) 	((0' r(11)/: 	(0 • r(2) )12) dS. 

Por lo cual deducimos que 

L o.  T(u)n dS = Jr 
((d) • r(1))/t (0 • r(2))72) dS, 

para toda ¢ E ./0(9'). Sabernos, por la condición de frontera O« 	= O, que podernos 
escribir Oir  = (4) . T O))T(11 + (o. r(21) r (2). Por lo tanto 
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10 (0 • rW)(1-(1)  • l'(u)n 	7 ) ) 	(¢1 • 1 11) )(r(1)  • 	u)n —12 ) dS = 0. 	(4.30) 

Sea bk 14.‘ (ri k)  • T(u)n 	7k)r(1), para k = 1,2. Si u E (IP (11))3  , entonces '1 (n) E 
/11 (11), Vi, k, por lo que T(u)n E 1/ 1 / 2(D9). Así bk  E (HP/'(0))3. Tenernos de esta forma 
que 

£(0 • bi r1')  + 95 • b2 ) (1S = 0, V E J0(ft'). 	 (4.31) 

Sea una función escalar no trivial y no negativa E gong, tal que ti.) 1.--  O en Of2'—O.  

Definimos ak 	Obk  E (111/2(0f/1 ))3. Claramente ak  es tangente a F y ah  = O fuera de O. 

En consecuencia 
	

•13(1' 
ah  • n dS = 0. 	 (4.32) 

Así, el lema C.1 (véase Apéndice C) es aplicable a ak, puesto que ft' es de clase C2. Por 
lo tanto, existe Ok E (//1(1/1)3  tal que div q5k  = O y Ok lan, = ak. Si extendemos q5k  = O 
fuera de Sr tenemos Ok definida en todo D y divOk  = O en fi. De este modo Ok in_an, = O. 

Obviamente Ok  y 00k son periódicas en x y en y; también es claro que Okir,, = 0. Por 
otro lado, como Ok iew = ak  es tangente a l' y Ok :€7-1  O en — (ownr), entonces sbk •nlr = O. 

Notamos también que Ok E (Hl (11))3f1(//1(f1-1))3  y la traza de #k  ea cero en 13121 —(9. 
Por el lema 3.37 deducimos que Ok E Jo(D1) y sustituyendo en (4.31) obtenemos 

lo Ok bk dS = 10 016,1 2 dS = 0. 	 (4.33) 

Como 1,1) es una función escalar no negativa, no trivial y arbitraria en ose) de la 
ecuación anterior se sigue que 

bk  = O a.e. en O, 

esto es, 
r(k)  • T(u)nie ryk = O a.e. en O. 

Por ser O una vecindad C2  de todo punto de r concluimos que la condición de frontera 
sobre l' debe cumplirse en casi todo punto : 

r(k)  • T(u)nlr — ryk = O a.e. 	 (4.34) 
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4.2.2 Periodicidad de p y au 

Nuevamente sea u E J solución débil y por ende (u, p) E J x /,'(9) es solución en sentido 
distribucional de (4.12), (4.15) y (4.16). Atas aún, asumiremos que ti E (// 2(14)3  ,p 

111(9). Consideremos un dominio 11' C 9 (le clase C2  tal que 09' n 89 = Si  U E2, donde 

El  C 	= 	()DO y Es C 	= ¿o ) fl (99 son dos vecindades arbitrarias de fx = 0) y 
.r0 }, respectivamente. Véase figura 4,2, 

a' 

z=0 	 
x:X 

Figura 4.2 s Dominio Si' de clase C2  tal que MI  n 8f2 = Et  U E2. 

Definamos JE,uE,(119 i1= {4) E J : 	O} C J, y tomemos una función (1) en este 
espacio. Por ser una solución distribucional sabernos (al igual que en la prueba para la 
condición tangencia( de frontera) que se cumple la siguiente relación : 

E(u,O) = (f, 0) + f. o• T(u)n dS. 

Por ser u solución débil, satisface (4.28). Igualando con la ecuación anterior se obtiene 

Ir ((46 ' r(1))1t + (0 ' 7(2))12) dS = Jan • Tn dS. 

Como ¢ O en 1.‘ y en l'a, la relación anterior implica que 

1000,TridS 	
riuE2

95.Tn dS =O, 

Vq1,  E Jritz,(99 . Ahora bien, si u E J 11 (//9(1/))3, entonces ni. E 1/1 /2(09), Vi, j, y 
las derivadas tangenciales en Ei y E2 son periódicas. Sobre E1, n = (-1,0,0) y sobre E2. 
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u = (1, 0, 0). Por lo tanto 

• Ta dS 	 (Ehk  vOk n,(rt,r , ukx.,) ̀ E  0,n, dS 
kur., 

Jzi 	vOk(u i, 	Hl ) (IS 

-f- 	(12 vOk(ii ir , 	ukr1 )- p0i ) dS. 
12 	k  

Las derivadas tangenciales (14, con i = 1,2,3, k = 2,3 ) son periódicas y como 

div u = O, tenemos también que uir, = -112, - u3r, es periódica. De esta forma uiv, es 

periódica para toda k. Así 

JE,UE,  
It• • Tn dS = J 

(142  (aul.,=o - 32x1x=x0) inPs (aszit=o - U3six.ro) 

+01 (1)1r=0 Pix=x0)) dS = 0, 	 (4.36) 

VO E JE,uE,(fr). Tomemos ahora, para cada i, una función o; E Mil') tal que: 1. 

Vnion•-(EioE,) = 0, 2. 1/%1E, = 0,1E, , y 3. O; 	O y no trivial. Consideremos ahora 

a E (//1/2(ang)3, dada por 

(Plx=u Pix=x0) 
a = 	(142x1x=0 - uzcir.ro) 

3 (ti3six=0 U3slx.x0) 

por lo cual 611E, = alE, y a O en' as),  — (El  U E2). De esta manera podemos afirmar que 

fon,a•ndS=1 a•ndS=0, 	 (4.37) 
EiuE2  

por la periodicidad de a. Por ende, a E (H1/2(0119)3  cumple con las condiciones de lema 

C.1 (véase Apéndice C), puesto que hemos tomado 1/1  de clase C2. Por el lema C.1 existe 

16 E (1/1(09)3  con diva = O y tal que Olan• = a. Sabemos que aions..(E,um = 0, por lo 

cual la extensión de 5 O fuera de O' está en (H1(0))1  y además div = O en Si. Por el 
mismo argumento que en la prueba de la condición tangencial de frontera es fácil verificar 

que efectivamente (/) E JEtuE,(111), por lo que, sustituyendo en (4.36) obtenemos 

(142 (112,1z=0 tkrix.ro )2  + 103 ("321=0 — 143: s=ro )2  + 01 (14=0  — Pix..ro)2) dS O, 
JE1 
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para toda ri; no negativa y no trivial. Esto implica que 

a•V ',  

U3, i r=0 = U3x  

Pr 1/.0 = P 	o  a•e., 

es decir, la periodicidad de p y de las derivadas de u que faltaban se cumple. Lo mismo 
puede hacerse para la periodicidad en y. 

Como consecuencia de los últimos resultados estarnos en posición de formular el siguiente 

Teorema 4.17 Sea C de clase C" y f E (L1(12))3. Entonces las siguientes afirmaciones 
son equivalcalcs: 

1. Existe p E L2(11) tal que (tz,p) E J x Oft) es solución en sentido distribucional 
de (4.12), (4.15) y (4.16), Mas adra, si (u,p) E ((1P(9))3  ni) x (111(n))3  entonces 
las condiciones de periodicidad para 0u y p también se satisfacen. 

2. u E J es solución débil del problema de Stokes, es decir, 

1E(u,cb) = (f, 14) + 	((tb 	(0 • r(2))72) dS, 

para toda ck E J. 

4.3 	Existencia y unicidad de la solución al problema 
de Stokes 

En esta sección se probará que el problema de Stokes (4.12)-(4.17) tiene una solución 
débil única en J. Para esto primero debemos demostrar que el funcional 

	

1(0 111  (f> O) + Ir  ((cb' r(1l)7i + (0 • r(2))72) as, vo E J, 	(4.38) 

es un funcional lineal continuo en J. Con esto obtendremos existencia y unicidad como 
consecuencia del teorema de representación de Riesz. 

Lema 4.18 Si r es un vector tangente en r y I 	c 	IR es una función en L2(r), 
entonces el funcional 

445) 1f  j(45  • r)/ dS 

es lineal y continuo en J. 
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Prueba: 

El operador de traza -)o  ( WM1)3 	(1,2 (11))3  es continuo y compacto (véase lema 3.31). 
Por lo tanto existe una constante e l  > (1 tal que 

(1)2  dS = 1170(0112 = 110111,2(a) 

para toda 91 E .1. Por el teorema 4.14 existe ro  > O tal que 

1101(00)  5 c1110111 	co11011 

Por lo tanto existe e2  > O tal que 

11(4))1 < 1,10. 7.1111 dS 5 (jIdl1  (1S)1/2 	dS)14  

bilL2(80)11711v(r) S c2i14511E, 

para toda E J. Es decir, i es un funcional continuo en J. La linealidad es obvia. 

De esta forma el funcional definido en (4.38) es lineal y continuo en J, en virtud de 
que (f,.) también lo es si f E (L2(0))3. Hacemos la observación de que si f E (ii-1(íZ))3  

por definición (f, tP) es también lineal y continuo. 

Corolario 4.19 El funcional 1 definido en (4.30  es lineal y continuo en J. 

A continuación demostraremos el importante teorema que nos garantiza la existencia 
y la unicidad de la solución débil al problema de Stokes. Veremos que el resultado es 
consecuencia inmediata del teorema de representación de Riesz. 

Teorema 9.20 (Existencia y unicidad) Sean í de clase C", f E (L2(íl))3  y 'yk E 
L2(ro, Vk = 1,2. Entonces existe en J una solución débil única al problema de Stokes. 

Prueba : 

Por el corolario 4.19, sabemos que 1 es un funcional lineal continuo en J. Por otro 
lado, también sabemos que E(., , ) es un producto escalar en ./ cuya norma inducida es 
equivalente a la norma 	lb (véase teorema 4.14). Así, por el teorema de representación 
de Riesz existe una única u E J tal que 
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E(1.1, //) = 

Es decir, 	

1E04 	= (I, (4) + jr ((0 • r(1))-11 	(0 • 1-(2) )12) (18, 

para toda 4) E J. Por lo tanto existe una solución débil única. Por el teorema de 
equivalencia 4.17 sabemos que existe p E 1.2(0) tal que (u, p) es solución distribucional al 
problema de Stokes. Además sabemos que 

liiug 	 Ilullv11111vm. 

Por lo tanto existe c > 0 tal que 

c(11.1.11L3 + 	 (4.39) 

o 



Capítulo 5 

Regularidad de la solución al 
problema de Stokes 

En el capítulo anterior se formuló débilmente el problema de Stokes y se probó que existe 
una solución débil única en el espacio J. Este capítulo se aboca a estudiar la regularidad 
de dicha solución. 

En primer lugar se prueba que la solución débil encontrada (u, p) E J x L2(12) es también 
una solución fuerte, es decir, que (u, p) E (112(51))3 	x HI(f1). La demostración se hace 
por partes, esto es, primero se prueba que u E (111(a))3  o la regularidad en el interior. 
Acto seguido, siguiendo el mismo esquema de la prueba de la regularidad en el interior 
y haciendo estimaciones se demuestra también la regularidad en la frontera de ft. Cabe 
decir que estas demostraciones contienen detalles muy técnicos y se recomienda al lector 
consultar las ideas centrales en los libros de A. Friedman ([Friedman)) y en las notas de 
J. Ize ((lze 78)). 

Una vez probada la existencia de la solución fuerte se estudia la regularidad de la misma, 
en base a la regularidad de los datos. Para tal efecto aplicaremos la teoría general de 
regularidad para sistemas elípticos de S. Agmon, A. Douglis y L. Nirenberg, en particular 
las estimaciones de Schauder y en espacios LP para eventuales soluciones fuertes. Estas 
estimaciones se publicaron en el artículo de 1964 de la revista "Communications on Pure 
and Applied Mathematics", volumen 17 (cf. [Agm/Dou/Nir)), y haremos constantemente 
referencias a dicho artículo en el presente capítulo. Sin embargo reproduciremos aquí las 
definiciones y los resultados más importantes para la ubicación del lector. Básicamente 
demostraremos que el problema de Stokes planteado es un sistema elíptico que satisface 
una condición de suplementariedad, y que las condiciones de frontera complementan a 
dicho sistema ([Agm/Dou/Nir, págs. 39, 42-44)), para de este modo poder aplicar las 
estimaciones de Schauder y La a la solución fuerte del problema de Stokea. 
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De esta forma el problema se puede formular variacionalmente como 

B(0,0 = 1(0), 
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5.! Existencia de la solución fuerte 

Sabernos que existe una solución débil única u E .1 al problema de Stokes (012)-(-1.17). 
En esta sección nos abocarentos a demostrar que esta solución es también fuerte. El 
primer paso consiste en probar la regularidad en el interior del dominio. 

5.1.1 Regularidad en el interior 

Gran parte de la demostración (y de la demostración para la regularidad en la frontera) 
está basada en el resultado del siguiente lema. 

Lema 5.1 Sea w E (1l(11))3, w periódico y tal que w nit,  0, wjr„ = 0. Entonces 
(liste /5 E 112(12), D('0 periódica para toda Ial < 1, 11, = O en l'Urb, tal que div w = L50, 

ilt,6112  < 	y con V —v—u, E J, donde v E (111 (11))3  es una función periódica, 
divo = O y supp v C (0 < z < e) para cierto e > 0, con °IN  = Vi*„ y  Hvil l  < cHwili. 

Prueba : 

Consideremos el problema : 
bak 	div w en O, 

-n

O en r, u r, 

56 periódico. 

Suponiendo que tenemos una solución. Si E 11i(f2) , periódica. Entonces 

	

V. VIP —1 Vidivw 	dS, an On 
=o 

puesto que 1 = O en 1' U rb, periódica en ri,p,„; y t1) también. Sean 



	

XISTENCIA DE LA SOL14 L(SN 1.4 ?EME 	 I 17 

para toda 	E ¡PM q-lf  {41 E ( /I I  (U)) I  : 	periódica). 

Nótese que B(0,0) = O sólo si es constante. También si a y b son constantes entonces 
13(4' -h a, ¢ -I- 	= 	0) para toda 0, 	así como 1(b 	1(0); en efecto, 

1(b) = 	div w 	
an 

w • = O, 
11 

ya que w • n = O en Pb U 1' y por periodicidad. En otras palabras, divw es ortogonal a las 
constantes. 

Por lo tanto el problema variacional anterior se puede reducir a encontrar (1) E I11 (12), 
con J'o  (j) = O, tal que 13(440) = 1(0 para todo E /PM con jo 	o , que es el 
suhespacio II de /II(U) ortogonal a las constantes. Usando la desigualdad generalizada 
de Poincaré : 

	

1141 c 	(hu)2) , 

para toda u E (111(“))3, vemos que ci  bit? < B(u, u) < ca nte,. Por lo tanto la forma 
bilineal B(•,.) satisface las hipótesis de Lax-Milgrarn en el espacio H (véase lema 3.4). 

Así, existe una única 41  E II que satisface B(0,0) = 1(0) para todo IP E 11. La 
ortogonalidad de divw a las constantes permite extender esta igualdad a E /11(0). 

Para probar la desigualdad anterior, se reduce primero, por homogeneidad, al caso 
donde llulir = 1. Suponiendo que no existe la constante c, esto implica que existen 
{u„} con 1114,111  = 1 > giVun 11 2  (fa  u„)2). Esto implica que Vu„ tiende a O. Por 
la compacidad del encaje HI(9) 	Mg, podemos tomar una subsucesión {u„} que 
converge en L2(11) a u, con Vit = O, es decir, u es constante, Pero también fn  u = O 
y u = O. Dado que Hun'', = 1 y por ende, llulil = 1, tenernos una contradicción y la 
desigualdad es, por lo tanto, cierta. 

Usando los teoremas de regularidad para una ecuación (el lector cuidadoso podrá ver 
que los argumentos que veremos más adelante para el caso del operador de Stokes se 
aplican fácilmente a este caso), vemos que 41  E f12(11), con 

1101b < clidivwilu  5. 	 (5.1) 

Así 

11 11:2  fon --On 	V° V°  = Jan °On + n °dIvw' 
t t 	 .,  

para toda 4' E 111(9). Tomando ti) E Co (f2) C I-11(9) se obtiene que 

Jn 
	= in  1,bdiv w 	divw en I/ 
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Tomando ti,  arbitraria en F U Ft., con soporte en U 1), U SI se obtiene que 	= O en 

I' U l'b. 

Finalmente tomando arbitraria, pero periódica, entonces PA es periódico y por ende ox 
irq5 periódico Vial < 1. 

Así, hemos probado que existe un único ¢ E H 2(9), con 0'0 periódico, con fu  (j) = O, 

= O en 	r, tal que divw AO, • 

Sea ahora u `14! Ñ(z)(57 — w)-}- G con X(z) función Gc`-' tal que £(0) = 1, V(0) = O y 

,y(z) = O si .7. > e, y con G = (gby243), donde 

gt = 
dcf X(2) j(1 

Ez)(Ihr ter) dz, 
o 

92 41(  Ñ'(2) je 5i(2)(01' W2) dz, 

de( 
= (1 — Ñ(z))

o 6  £'(z)(0, w3) dz — 	Ñi(z)(4), — 103) dz. 
o 

Claramente Glx.0  = O. Como 5¿(0) = 1,X'(0) = O entonces triz..0  = 	— w. En I', 5¿ a O, 

pues z >eyk' '(z) 5 O si z > e, por lo tanto gi = g3  = O en P; g3  , flz)(0,—tv 3) O. 

Consecuentemente Glr = O. 

Por otro lado, como 570,w son periódicas, entonces G también es periódico. Ahora, 
calculando, 

divo = £(z) (A45  divw) + Ñ'(z)(0, w3) + divG, 

f  

dz—Ñ'( z)ju
. 
 £'(z)(56.—tu3) dz— ii'(z)(95.— w3 

Integrando por partes obtenemos 

jai  i¿i(z)(45: — ws) dz = — jo'Ñ(z)(451z — toas) Ñ(z)(0. — W3)10. 

Sabemos que Ñ(e) = O. w3(0) = O pues 	= O; cb,(0) = O, pues ó  =o. Por lo tanto 

j¿(z)(4), — w3)ro  = O y de esta forma 

div G = Ñ'(z)f c  jj(z) (A — div) dz — 511(z)(0, — w3). 
=o 

Así, divo = 0 en R. 
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Finalmente hacemos la estimación de 111,11, : Corno v Ñ(z)(570 w) G, tenemos que 

iivik2  5_ ci(ii(Alb 	litvilo) 

pues G también depende de VO, w. Como VG, VI) dependen de d>z,z,, Vw, entonces 

iiVvik,  5 ("2(110112 + 

y por lo tanto Ilvlll 5 c(110112 +1140 5 

Ahora si w E J 'W {u E (I11 (12))3  : uirt, = 0,u • rilr = 0, periódica }, se define el 

'operador K corno Ktutf V — v = (1 — (z))57 + Ñ(z)w G, definidas según el lema 
anterior. Como u es lineal en y te, K es lineal en U/1 WD3. 

Es fácil verificar que el operador (I — K) : J 1—> J tiene rango en J, donde claramente 
(1— K)w = (1 —1(z))(tu — Vd>) G w (V — y). 

Sabernos (véase teorema 4.20) que el problema 

E ( u , O) = (LO+ Á,((c • r(11)71 + 	r(2))12) dS, 

para toda lb E J, tiene solución única u E J, si f E (ll-1(0))3  y "ik E 1/1/2(F), con 

C (11/11-t + 

Para (s, y) e Pb, y con z tal que e < z <1+1 —e, con ¡hl < e, se define 

h d=  ef 1 U 	—
h 
(u(x he;) u(x)). (5.2) 

De esta forma si u E J, div uk = 0. Sea x(x) E C°°(f2) con suppx contenido en 
{2e < z < I + —e) n fl, y Oax periódico Vial < oo. De esta manera XUh, (xu)h  están 
definidas en fi (aunque su divergencia no es necesariamente cero). Sabemos que / — K 
inapea a (I — K) : J 1-1 J, por tanto tomemos 

tpo  tr  (I — K)(xu)1  E J. 	 (5.3) 

Hay que ver que (xu)h  E J. pero esto es claro ya que u E J," periódico Vial y 
(xu)h  • nir = O pues el soporte de x es tal que x = O en r. También (xu)hin, = O, pues 

X = O si z = 0. La periodicidad resulta de la periodicidad de x y u. 
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Ahora es claro que f(x)gh(z) = ( f (. )9(!))11 — fh(!)g(x h 	+ h. Por lo tanto 

si y e .1 	

Ehti)4,(P) = E(X(i)11h (x),5-') 	EKh GrPi(d'h ),(1.2 ). 

Los términos de esta expresión son de la forma (xul),.,y jx,. Llamemos, para simplificar, 
u a u k  y p a yi. Por lo tanto 

(X 11%,(Pxy = X zjUh9T h XUr;Pli 

= 	Xxiti49x4 	((lLx)Wri,)h  — (X9:4)4  (X)IsPh )) 

= 	X s jUh(P2" — (X9,r4)h(X)14 4.,(X4 ) + 	) (VP)rh)h 	(Ur)Xxx(12 )11 * 

Si g es una función con soporte en (e < z < 1 + —e) n12, periódica, entonces 

In  g(x) 	= 	g(x h) dx = I g(x h) dx, 

por lo que fp  gh dx = 0. Si hei es de la forma (0, h, 0) o (h,0,0) se cancela por periodicidad. 
Si es de la forma (0,0,h) se cancela por el soporte de g. Por lo tanto como ux,(x5o)„, 
us,xx„tp son periódicas y 

¡

con soporte como se indica, tenemos que 

n(usi (X9)rk )h  = 0, I (uxiXrk(P)h  = 0. 

Así, basta considerar 

tih`Pik (X92x4)h(z)liz, (xh) = Xx,uh(Prk (X=0,9)h(s)ux)(sh ) — (XW)sx(x)ux,(xl• 

Las integrales de los dos primeros términos (xr,trhy9„ y (xr,,(p)h(x)u,i (xh)) están aco- 
tados por iiXxitlh l IV I l(PZI. I La  Y i I( Xxh(P)4  it2 luz/ 	respectivamente. Por el lema 15.2 
del libro de Friedrnan ((Friedman, pág. 47j), 	< 	por lo cual existe c > O tal 
que 

h iXxitP)h(x)ut,(x1 )1 <_ eIlPll► IluIIt. 

También se tiene que 

E(Xh(r)u(xh), 90) 5 chhull1119111 5 

ya que lxhici < IXICa. Falta estimar el término (xl,o)h,,(s)u,,(xh). Haciendo un cambio 
de variables 

in  (X 1P)hz,,(x)ur,(xh) = 	tvi-h(X50)1k(x h)ux,(x) 

= h(X9)xhi,(x h)ux,(x) 	L(X49);:khur,, 
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por la periodicidad y el soporte de (xy),. Por lo tanto 

E((xaP,49) = — E(11,(W) h ) + 

— E(a,(VPr h  — K(XSPrh ) E(u,K(X(Prh)+ a, 

donde lal < 	Notarnos que (I — K)(xy)'h E J y por ser u solución débil 
obtenemos 

IE((Xu)h,99) = —(f,(1  — E)(X'19)-4) — 	J((1—  K)(XSo)_h  • T (k1)7k + 
11=1 

—1E(u,K(bo)-h )-1- a. 

Por lo tanto 

1E(90149) = SE((xu)hisa)— sE(K(xu)",,p) 

= —(f,(1 — K)00,9)-h)— 	J((1—  K)(x90)-' • r(k))11, 
k.l r 

—5E(u, K(yor" ) + a — sE(K(xu)4,,P)• 

para toda y,  E J. Nótese que Kw (1 — X)Vq5 — G 	w es tal que I10113 clidivwlis 
e¡Iwil l  (por el lema 5.1). Aquí Xx = O puesto que X = O si z>eyx tiene soporte para 
z > 2e. Tomemos w = xu E J. Notamos que divw = Vx • u + xdiv u = Vx • u, pues 
divu = O. Por lo tanto 

114112 < cildivtolla < élluilL2. 	 (5.4) 

De hecho, para toda w = xso, con divrp = O tiene la estimación 110112  < 

Ahora, si el soporte de w está a una distancia mayor que e de I'6, entonces X(z)w = O, 
pues X = O si z> e, y además los términos que dependen de w1,w2,w3  en la expresión de 
y; no aparecen. Como y = j(57q5 — w) G, lo anterior implica que 

= ii)((570 — w) + Gni < cii41112, 

Tomando w = xu, su soporte está a una distancia mayor que e de 1'6. Por ende, 

liKXulit = iiVO — vil, < lifrfiii2 

por la desigualdad (5.4). Corno « es lineal, entonces K(xu)" = k(K(xu(x h))—K(xu)); 
en consecuencia 

IIK(x0111 < elluhilv 
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Aquí hemos usado el lema 15.2 de (Friedniam, pág. 171. De esta forma tenemos que 

'21E(YrPa)i 5 	 — 	 117111?(- )11(/ 1)(vp)-11/.20.)  

-F111/LIIIIIK(xso)-"Ili -F.(11111111152111, 

ya que 1111 5_ 	 y también lik(yu)hlii  5 ella'' '. 

Probaremos ahora que IiK(xyo)'"1li < cHsolb. Si w es de la forma x.,o, donde divso = 

entonces E(xip) 	—EVO—x igo)+G, con AqS = div(vp) = Vx•cp, y ihn2  5 44,2. 

El soporte de w = yp está a una distancia de Vi, mayor que e y además X = O. De esta 

manera tenemos que 

111,111= IIÑ(vo — te) + 	elloil2 5 ¿hilo, 

si lhl < e; lo mismo pasa para KCysorh  = k(K(xso)(s — h) 	K(x99)). Por lo tanto, 

usando nuevamente el lema 15.2 de Piedman, pág. 47], tenemos 

IIK(w)-hlli cii(P-hiio 

Para el término sobre 1', notarnos que x(p = O en 1' pues el soporte de x está a más de 

e de r, Fijémonos en K(xso) = (1— jaVO j'ay) — G, sabiendo que j¿x agy G = 0 en 

r por construcción. Así, por el teorema de traza tenemos 

liK(xyo)ilm(r) 	cliK(X1P)iill1(0,) 	¿I195113 

con 0, = (z > e) n a Por lo tanto : 

IMP,W0)1 5 	+ 	+ 

para toda so E J. Recordando que wo  E J, tomamos so = (pu  y hacemos la estimación 

11E(90,1P0)1 5 	+ 	+ lierilm(r))119o11i, 

que implica 
iiSoaill < 2c(lifiim + 

Ya que 11 . 11E N 11 '111 Y 1114111 .5- 	117ilL2(1))). 

Como c,00 = — K)(Xu)h  Y 11K(Xu)h111  <eilulit obtenemos 

11(Xu)hil1 	3e(Iifilw + 117110n), 
	 (5.5) 
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si ¡hl < E. Por el lema 15.3 de [Friedniati, pág. .18] esto implica que 

xu E // 2(9) 	 (5.6) 

Recordamos que x E C111), con 0"x periódica Va, con soporte en {2E < z < 
1 +{ —e} (111. e > O es arbitraria. Por lo tanto 

yu E /12 W) 	u E /P(!2'), 

para todo subdominio 521  C 1l tal que dist(91,Pb U IP) > e' > O y además 

1 1 /111 / 7(w) 	C(E%11/11L2 + IbilL2(n)• 
	 (5.7) 

Se ha probado que u E [M1/9, donde, por la construcción de x y las estimaciones 
subsecuentes, fi' admite que Px, 	c 00'. Es decir, se ha probado regularidad en el 
interior y en las partes laterales. 

Ahora, si tomamos cp con soporte en Di y si se extiende ip como O en el complemento, 
entonces tendremos que para toda (p. en J(111) se cumple 

liE(11, 1))= (f, 	= (-v L u +vP,;()). 

Por lo tanto — 	+ Vp = f se cumple en L2 (111). De esta manera 

Vp = f /Su E L2(01) = p E Ki(S2'). 

A partir de la estimación anterior (5.7) se tiene que 

1157Pi imMi) 	c(e)(1 [fi ir? + 117110r)). 

Por el resultado del lema 4.17, p y Ou son periódicas. Falta probar la regularidad en 
rs y r. 

5.1.2 Regularidad en rb  
Si seguimos la construcción anterior, tendremos K(xip) = (1 — X')V4+ 	— G, donde 
Qr es la función de lema 5.1 (que depende de yp), y además, VO y el correspondiente 
término en G, se pueden estimar en Fli por 110112  < cllypilL2. 
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Sin embargo el término Yxyo (y su correspondiente en (1) tiene norma en //' parecida 
a la de Nso (en particular si el soporte de Ny está donde N = 1) y por lo tanto no se puede 
estimar como una perturbación en L2(0) : recordemos que en el caso anterior ' x = O; 
aquí el soporte de x será diferente para tomar en cuenta a l'b . 

A hora, 

(—vt:sv Vg,9) Lo  9 • T(v)n dS, 

para toda u E (1/2(1/))3, periódica, 9 E (IP(9))3  ,divy, = 0,9 • lilao = O, 9 periódica y 
q E W(9), periódica. 

Por la periodicidad el término de frontera se reduce a integrales sobre 1' y Pb, donde, 
debido a la condición so • lilao = O y a que en T(v)n = -pn + a(v)n, sólo cuenta (p. a(v)n. 

Por la definición de J, existe u E u12(8))3  ru tal que Ilu -0111  < e. También sabemos 
que V : L2(8) 	(II-1(8))3  es continuo. Podemos tomar q E 1/1(9), denso en L2(1 , 
tal que Iln  - qika 	y IIV(p - q)11...1  5 e. Es decir 

-vb,v+57q 	-vAu+Vp=f, 

y 	u, por lo que E(v,(p)--> E(u,so). 

Por lo tanto fan  ,p • a(v)n dS converge a 

1-E(u,(p)- (f,(p)= fr (p . dS fis. (p a(u)n dS, 

ya que so • nir = O implica que 9 = (p1r(11  lio3T121. Tomando (p con soporte en z > e, 
tendremos que 

Ir so .T(v)n dS —+ cp 
. 7 

 dS. 

Por lo tanto 
5-E(u,(p) = (f,(p)+ jr (p 	dS 	rbtí) • a(u)n dS, 

para toda 9 E J tr  {9 E J Lin la condición (pr, = 0). La integral sobre r, se entiende 
como cr(u)n. E H-vvo y soirb  E H1/3(1'b). 

Consideremos h un desplazamiento horizontal : 

uh  = -1  (u(x h) - u(x)), 
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Sera x(z) tina función C con x(z) = 1 si O < z < 1, También x(z) O para z > 
Hemos visto que 	

E((Xu)hi 59) 	-E(u, (ti'P)-h) 

con In' 	 Así • 

E((Xu)h  - 570(Ctu)h),49) = -E(12, (Vio)-h  - 570((X9)-h)) -1- 

-E(V(15((Xu)h),9)-  E(uiV0((Xti)-h)) 4.  a. 

Recordemos que 0(w) está ciado, por el lema 5.1, si w es tal que w • flan = O y w = 0 
en I. Además sabemos que 2:50 = div tv en 9, ilirbur = O, periódica, fa  = O y 

110112  S clldivwllo 

si w = x(p y div(p = O. En particular 11570((xu)h)111  < ciluilt• 

Como (pi  tt  (xso)-h - 570((x(p)-h) E J por construcción, tenemos que 

ikaillm < c(1192111+ h(()CP)-h)111 < 1119111. 

De esta manera podemos acotar 

5•E((xu)h  - VO((Xii)h),(P) = -(fiSot) - Jr  49t • / dS- Jr`(pi • cf(u)n dS 

-E(V16((Xu)4),49) E(u, VO((X50)-4)) 4' a. 

	

El primer término está acotado por 11 filmilyvilim 5 clif 	I. El término E(V15((Xu)h), So) 
está acotado por 119911111V4)(xti)hilt < cll(P11111uliti y lo mismo para E(uiV95((X9)-h )). 

Sobre 1', x = O, por lo cual 

Jr 91 • I dS = J.VO(Morh •7dS, 

está acotado por chiit2(r)llVO(X(P)-4111 5. ¿Ibilopli(plii, por el teorema de la traza. 

En la integral fr. vi  • a(u)n dS, el término 

jr.V16((X50)-h) • a(u) 

es acotado por 

Ilv4((x,P)-111Irtn(rb)  1 la(xu)11n-tinrot 
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notando que xu a u en r6, y que (15 E 113 (0), pues A‹6 = die (w) = OX • E W(1/). 

Así, VOir„ E //3 /2 (rb). 

Por el teorema de traza tenemos la cota 

Consideremos wo 	(xu)6  — Vq5((,YuY'). Corno u E--  Q en r6, sólo queda el término 

(X570«Xu)h»-hirb  = (510(X1 )h)-h, 

y tiene una cota 

11\746(Xu)hiiii3/2(rolia(Xu)ilii-1/2(ro 

Por lo tanto 

cIIVO(Xu)h11211u111 

5. ¿I10(Xu)h llu3(ntliullt 

eoli(VX • u)h ibliuilt. 

IE(90,90)1 < e(Ilf111.2 + Iluilt + 111'11)1150011i +Illu11111(VX • u)h111. 

Ahora bien, por la desigualdad de Korn, que también es válida en J, obtenemos 

E(1',(P)= 1190111+ E 	„(Pinksok., dS = 	+ 499), 
i.k ✓lbUi 

con 1/((p)I < co frbur so' dS < 1119111+ M11991 1b. Por lo tanto 

E(9,41)).?. (1— 	— MII911C2 > (1  — e)11V)iii — (M + 1 — €)iiSoii2t,2. 

Ahora 

1199011 5. cilullt 	IIPOII1 S 0(90,90) + 

(XU)h  = (PO + VO((XU)h) = II(Xu)hll C  Wollt + hitt. 

Por lo tanto 

11(Xu)h111 < e(E(S00,90) + 

2(11fIlL2 + Ilullt +11/11)(11(Xu)hIll + Ilulit) + 	u)hlit• 
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Como x E O en z < 5/2, entonces V \ • u = \i(z)u3  tiene soporte en E/2 < z < 5, y se 

ha probado, por la regularidad en el interior, que 

11x1(z)113111 s ellulliit((e/2<,.<e)). 

Por lo tanto 

	

ii(VX • 	cliniiro(c/2<z<e). 

Llegarnos así a la desigualdad 

	

li(Xu)hiii < calfilt2 	 uP111 

+ 111,111+ 117111,2m + Hullip(spo<o). 
	

(5.8) 

Obtenemos de esta manera A2 < eit+D con A ii(Xu)hiir y por ende A < Ao, donde Ao 
es la raíz positiva de esta ecuación de segundo grado. Tomando el límite cuando h 	O 

obtenemos que u tiene derivadas u:, u„ en //1 ({0 < z < 1 + E  —e}) (recordemos que el 

incremento h era horizontal). 

Por la relación div u = O tenemos también que u3, = —uiz  — u2, E /P({0 < z < 
1 +{ —e}). También están en este espacio las derivadas horizontales de u3, por lo que 

u3  E 112({0 < z < 1 + e —0). De la relación — L5143 p, = h E L3(n), se obtiene que 

p, E L2(9). 

Como (— áu — f,t,p)= (V p, (p) para toda fp con divtp = O y 	O en z> e, entonces 

((VP)h,  50) = ((U)h  ih, = (A+f,9-h), 

Y 

	

l((VP)h,v))1 	(II 

ya que áu tiene derivada en la dirección h. en 1.1-1  ( Dux  = u,=, + uzin, + uz„ y uz  E 

H1(9)). Tomando el supremo para 11141  se obtiene 

	

II(VP)h ii-i 5 e 	Vph E 	Vp E L2(n) 

De las ecuaciones para u se obtiene que u„ E L2(1Z), que es la derivada que faltaba. 

Por lo tanto 

u E 112((z < e)). 	 (5.9) 
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5.1.3 Regularidad en F 

Sea 	una función 	con soporte en 	> 3e} n 	+ 	< 1 .1. }, de forma que 

x a 1 para I + --a < z < 	. Sí definimos e `1.1 xu, sea el incremento 

h, y, z -1-1(x 	h,I1) — 1(x, 	— v(x, 	z)), 

es decir, se torna un incremento en dirección paralela a 1'. De esta forma 

	

noh liv 	+ G nillm 	ciluilt• 	 (5.10) 

Cuando h 	0, la expresión anterior tiende a ur  + Sr  ua . Corno el vector normal es 
(— 	—4,1), el vector (1,0,4} es tangente a I'. Ahora, 

di v vh 	(div v)h  + 4 h u i, + 4 hu2, 

	

= 	(VX • u)h  Ir hui* 4 51123, 

por lo cual 

iidivvh lk2 < CIIVX • uíit + Il  Izz 	 ilh2litzbilt,2 5 

Si definimos tk(v) dado por el lema 5.1, tenemos que 1}0112  < cIIuIII . Sea K como en la 
prueba de la regularidad interior : Kw = (1 — .k.)57t/,+ X w— G Para w = xv tendremos 

= 0, Ñ'X = O Y 

K w = (1  — )()V 	(Ñi  1: 	14: IP , (I — )() 	 g) 

con 	< cliv11},2, donde el último término tiene soporte en z < e. Así E(vh ,9) = 
E(xeth 	E(xhu(xh),(p), donde el segundo término es estimado por 
Para E(xuh, (p) se tienen las mismas diferencias que en la regularidad interior, ahora con 

(uh)r = (ux)h  + h  u ,(x h), 
(uh),  = z)h 

También se tiene que 

(Xuh)zYtk = 	+ X(ux,)h9=k + (1.,)hu.(zh)49.k 

= 	Xxiuhso„ + (ur,(X49)..h)h  (11,,Xrk9)4  — (VP.,,)hu,(xh) + (G,)"uz(xh  )49,k. 
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Además 

ju g(s 	h, y, 2 + Al) (19 =q(37',  y', 2') dSlh  = 
ft 

g(s', y, z') dn, 
111, • 

si y 
es periódica (le soporte adecuado y el jacohiano de la transformación es 1. Por lo tanto 

el único término cuya norma en /,' no está acotada por 11911dlulli es el que corresponde a 

L((.XP)rh)h us,(xl = Oh((X91)r1,)h(X — 11 )11 Z j( X ) 

= 	((X9)zkrhUZI 
1-1h 

= ((vprh).„11., J„(1.„)-h(x9).(x5i,,. 
th, 

El último término está acotado por clluil i llsollt. Por lo tanto E((xu)h, 9) = —E(u,(x(pr h  )+ 

a, con lal < eljuli i119111. Si definirnos 

490 
Jef 

(XII)
h 
 — 1004)h,  

Pf (1f  (X(Prh  K(X9)-h,  

entonces, 

SE (9 o  , 9) = —( f ,91 ) — (pi 	SE(u,K(xprh) l'E(K(xu)ht(P), 

E(y,  o 9)1 5 c(lifIlvil(P111+ 	
+ 

pues x O en P. También, por el lema 5.1, 

liK(X(P)"hilv(r) 	cilE(Xsa)'h ili _5 clIdiv(X49)—hliv 

1E(po, cp)l < c(111.11 z? -1-11/110r)+ ljulit)H9111. 

Tomando 9 	t 	iit2  +iilii9(r)+1112111), y tendremos el mismo resultado 

que antes : 11(xu)hili < c y cuando h —› O, 

u„ 	/, u, y u, /,,, us  E (H1(11))3  

De divu = O se obtiene que • 

u31 	 u2, e H1  (a) 

Por lo tanto 
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anibi én . dado (pie 

1((vP)h , ,P)I 	(11(Au)h11-1 i Ilfh11-1)11y111 

c(11.(sun11-1 -{- 11/11-1)11Pili. 

donde bu,;  es la derivada de ¿u en dirección h, en el espacio // -I (mismo argumento), 
entonces 

+ 	/4 Y Pi, + P3 E L2( 9 ) • 

Ahora consideremos la transformación 

(
x = x 

¡ . 	9 	1--+ x = 	y = Y 
¿ 	z = i' -1-1(i, y) 

Se definen ú =r  u(.r, 0,1" +/), P  tí  p(5,i),Así 

= ur  /x  u, E H I (9), 

út;  = + u, E HI(n), 

új=uz  , 

= ux.+21, 	+1:2u„ Gx  u, E L2(S1), 

= flzu + 25711. Vzu, 157:112ti„ 

Sea 

Ad=r(

1 0 /. 
0 1 ly 

lz 1Y 1  

Notamos que b.ru = 157rP — f, y 

Px -I-  Ir Pa 
AVP = 	Py + Pi 	• 

— 	— ¿y Py + 

Las (los primeras componentes de la expresión anterior están en L2(1/). Ahora bien, 

eruii, uty: 2113ri Sr U3yz 
A Arü = —AV — .1—Af +2 	 U2x; 	U2y$ + lyU3rz + ev 2U3, 

V 	 V 
"" 	2142ys 111Y( ulyz u2rx) 	U3sz + Sy U3yz 

+1V112 AU34 Ar4Atiz, 
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El tercer renglón se escribe 

— 	 — 	zz — ULI É rt2  u2„) —112zz ( z3/3 — ti3„) U3zz • 

Los términos en paréntesis están en L'(11), y los otros son derivadas de algo que está 
en /P. Por ende, el lado izquierdo está en /)(0). Lo mismo sucede para el término 

1 571121" 	Z.5 U2sz 	14 3zz), 

es decir, está en L2(9), y el siguiente término se puede escribir como 

2 u1,, + ¿y 22 112yz Isly(Ulyz 	+ 	U3st 	u35. = 

- 	u11  - u25)x + Mu3, 	u1, - u21+ términos en primeras derivadas , 

por lo tanto está en L2(9). 

De esto tenemos que la tercera componente de AVr p también está en L2(n) , y por lo 
tanto concluimos que Vrp está en L2(f2) . 

El primer renglón se escribe, del lado izquierdo, como 

	

(A.tül 	(ba)  + ex(rii3 	1.13:z) 	Ul iz 	Uazz 

donde los términos entre paréntesis están en L2(fl). Los otros términos son la primera 
componente de Aura. Ahora uir  + fr '14, está en 111(9), por lo tanto sus derivadas están 
en L2(11). De esta forma tenemos que el lado derecho es —157112(uizz  +e, u3„)+ términos 
en L2(9) . Por lo tanto, ?lb, +yr unr, está en L2(n) y lo mismo para u2„ + u3„. 

	

En consecuencia tenemos que A 	está en L2(n) (ya probamos que la tercera com- 
ponente también está en L2(n) ). Así uzz  está en .L2(0), al igual que AA, y por ende 
Vre • Vru z. Del hecho que u, + ¿r  u, está en Hi(D) y u,, E L2(9) tenemos que 
u,,, u„, E L2(0). Pero entonces (u, + 1x u,), 	uri  + ur, + 	uz  E 00), y por 
lo tanto urr  E L2(0) ( y del mismo modo n„ y u, ). 

Con esto hemos visto que u E (112(0))3. Podemos enunciar el siguiente teorema. 

Teorema 5.2 Sí f E (1,3(9))3, la solución débil (u,p) del problema de Stokes está en 
(1.12(f1))3  x 111 (f1), es decir, es también una solución fuerte. Además 

	

+ IlvpllL2  5- c(iif ito 	t2). 
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5.2 Regularidad de la solución fuerte 

Recordamos que nuestro problema de Stolies está definido por el siguiente conjunto de 
ecuaciones : 

Ltt + grad p f 
en 12 div 	O 

ron condiciones de frontera 

idos = 

o • 	O, 

r(k)  • T(u)nlr 	k = 1,2. 

Como liemos visto las condiciones de periodicidad para p y Ou deben satisfacerse na-
turalmente sí la solución es suficientemente regular. Además, si la solución está en .1 
entonces se cumplen las condiciones de periodicidad para u. Por esta razón estas condi-
ciones no serán consideradas. 

5.2,1 Elipticidad del sistema y la condición suplementaria 

Cualquier sistema elíptico de ecuaciones, y en particular el problema de Stokes, puede 
representarse de la siguiente forma (véase (Agm/Dou/Nir, pág. 38)) 

Eiii(PAui(P)= fi(P), 
	

(5.15) 

donde P es cualquier punto en f/ C 	(Os, , • • • , ax„+, ) es el 'operador diferenCiación 
y las funciones Fi son los datos del problema. El orden de los operadoreS li; polinomioi 
en O, dependen de dos sistemas de índices enteros {si} y {ti}, 'asociados a 13 ecuación i y a 
la variable dependiente ui, respectivamente. Esta dependencia está dada por la ecuación 

deg fii(P, y) < 	+ li, Vi, j, 	 (5.16) 

donde y es cualquier vector en IR"" y el grado se refiere por supuesto al grado en.q Se 
asume que = O si si  + ti < O. 

Definimos la matriz 1,i  como la parte principal de 	esto es, los términos de 	P, y) 
que son exactamente de orden si +1i.  

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 
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Definición 5.3 Ifp 81,kata t 41145) lit la forma (5.15) tir tit fine coy,' tiquél sistema para 

11 CIII/1 SI cuptplt 

1(0 d.1-: f 	j ( 	vi) -71 

para toda 11 F IR"", q 1; 0. 

Para el problema de Stokes que queremos estudiar definimos 

/ti 	p, 	 (5.17) 

y vamos a tomar un sistema para n j  con j = 1, ... 	De esta forma las ecuaciones (5.11) 
se pueden escribir como 

ts 
O 

iii(")"  = 	O 
az, 

o 
A 
O 

o 
O 
A 

0t3 

(fi —0., )(ui 
—8 
— 0 „ 

0 ar 2  

11 2 
03 
14 

= ff: 
O 

(5.18) 

Por lo tanto tenemos que (P, y) = 10.60  si i, j < 3. Definimos los sistemas de indices 
si = O, ti  = 2 para i, j < 3, de forma que si -I- ti = 2 es el orden principal del operador 
para i, j < 3, lo cual coincide con el orden de diferenciación de A. 

Igualmente escogemos t 4  = 1,34  = — 1, y vemos que si 1;4  = —y, con i < 3, 14j = gj 
para j < 3 y L, = 0, entonces .9¡ t4 = 1 para toda i < 3 y s4  + ti = 1 para toda j < 3, 
lo cual coincide con el orden del operador 

1, 	(J'',11) = 

div 

17112  

o 
(o 

111 

y V. De esta forma si y E IR"+1  

o o 	--y, 
17712 	° 	—1)i 	 (5.19) 0 	11,12 	—713  
112 	713 	0  

es la matriz asociada al sistema. Notamos que deg (y) = si +ti, por lo cual lii(y) = 
Esto se debe al hecho que el problema de Stokes es precisamente la parte principal lineal 
del problema de Navier-Stokes completo. 

Calculando el determinante notamos que 

detlii(//) 	1CW/19 + 1111' 71) — Thinl'(-7111 7112) = 1711' # o, 	(5.20) 

para toda y .$ O en 111"4-1. Esto asegura la elipticidad del sistema. 

Veremos ahora que el sistema también satisface la condición suplementaria : 
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Definición 5.4 (Condición suplementaria) Sra del l'u ty) = 	P) dr grado 12,in con 

o to a p E IR"+1  . Para nula par de vedares 0,ot 	IR"'' lineabrunlc independientes 

el polinomio 1(n 4 	P) en ta variable compleja z tirar exactamente ni laícis ron parte 

imaginaria positiva. 

Aquí tenemos que 1(y) = detl:.,(y) = lyrs  = lyr" es de orden 21a con en 	1. De- 

bemos verificar la condición suplementaria, así que consideremos a, 3 E IR' dos vectores 
linealmente independientes y el polinomio 

l(a + 213) = 	+ (31'. 

Para estudiar sus raíces vemos que 

1(a + zfi) = (la + 43113  = O •4==> la + 412  = O, 

es decir, 

+ 2z(a • fi) + z21/31 2  = O, 

cuyas raíces son 

zi 	(—(a • /3) ± \Acy , 0)2 	'ario 

Como a y fl son linealmente independientes lal, lpi # O y (a • 13)2  — 	< O, por 
lo que la raíz con parte imaginaria positiva es 

de, 1 ( 
z+ 	

1,312 
—(a • P)+Wla121)312  — 	/3)2 ) • (5.21) 

De esta forma el polinomio la + 416  tiene exactamente m = 3 raíces (iguales) con 
parte imaginaria positiva 

la + zpi6 = (1,912(z — z+)(z zly , 

por lo que la condición suplementaria sobre el sistema de ecuaciones se satisface. 

5.2.2 Condiciones de frontera complementarias 

Las condiciones de frontera consideradas se refieren a una porción regular r de Oil, y se 
expresan, en general, de la siguiente forma 
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(P ) 	oh(P), en U, 	 (5.22) 

en términos de operadores /3,,,(P, 0), polinomios en D, y los (latos, representados por 
funciones Oh. El orden de los operadores th, )  dependen también de dos sistemas de índices 
enteros, en este caso, de {t, ), asociado a las variables dependientes 	como habíamos 
visto, y de un nuevo sistema de índices { rh) asociados a la condición h de frontera en 1'. 
La dependencia exacta se expresa cuino 

ileg131,i( I', y) 5 rh 	 (5.23) 

para cualquier vector y E IR"-r1. Se entiende que Bhj = O si rh  + ti < O. También 
denotamos 4,,(P, y) a la parte principal de Bhi (P,7/), esto es, con los términos de orden 
exactamente rh  1.1 . 

Para aplicar los teoremas de regularidad, las condiciones de frontera deben "comple- 
mentar" en cierto sentido al sistema de ecuaciones, acorde a un criterio algebraico que 
involucra a las partes principales 	q) y Ini(P,q), el cual detallaremos a continuación. 

Sea P cualquier punto sobre r E Dfl, regular. Sea n el vector normal en r y r 
O cualquier vector tangente a 1: en P. Por la condición suplementaria del sistema el 
polinomio 

l(r + zn) = dete,i(r zn) 	 (5.24) 

tiene exactamente ni raíces con parte imaginaria positiva : 4 con k = 1,...,m. Defínase 
el polinomio 

rn 

:114 (P, z, r, n.) 	11(z — 4). 	 (5.25) 
ic=1 

Sea Lik(P, 	zn) la matriz adjunta a 	+ zn). Recordemos que la matriz adjunta 
de A es (detA)A-1  

Definición 5.5 (Condición complementaria) Para todo P E 1' y cualquier vector 
real r 14. O tangente a 1' en P, los renglones de la matriz 

E B;,;(P,r zn)Ljk(P,r + va), 	 (5.26) 
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corno polinonuos 7)7 	son 11 altor oh: indr 	ndit ntts !nódulo 	r, a), 	dt 

Ch 	D'h., L" E O mod hl 	 1-5.27) 

sólo si las conslanles Ch son todas iguales a erro. Aquí k = 1, ...,111, donde 21,1 es el 
grado de I(0 ,P). 

Probaremos que las condiciones de frontera del problema de nuestro problema comple-
mentan el sistema, de acuerdo a la definición anterior. En nuestro caso, corno m = 3, se 
necesitan 3 condiciones en cada punto P de la porción regular de la frontera. 

La condición de frontera uk, = O. 

Tomemos f'1, una porción regular de Oíl. Tenemos tres condiciones de frontera, una para 
cada ni, j < 3, que son, a saber 

= O, u2  = O, u3  = O, en rb. 

Así mismo escogemos los índices rh  = —2, Vh < 3, de manera que rh + ti = O, Vh y si 
j < 3, lo cual coincide con el orden de diferenciación de la condición de frontera. Como 
rh 	i4 < 0, entonces Bh4 = O. La matriz asociada a la condición de frontera, que coincide 
con la parte principal, es 

Si hacemos los cálculos, la adjunta 

1,(0= Inr 

1 	0 	0 	0 

	

B=B'= 	0 1 0 0 
0 	0 	1 	0 

de la matriz Ili(q) es 

	

(

ill +n] 	—71012 	—1103 

	

:17110123 	
7)1 + 	— II2713 11112,12 

—712723 	71? + 

	

—17112/71 	—1q1'7/2 	—11112773 

11112771 

O1 In12 /13 
17/14  

(5.28) 

(5.29) 

Por definición de la adjunta tenemos que Ei  L)k = 8,h(detIli), es decir, 1'(71)1,(71) = 
17716 /. Calculamos ahora la matriz 1311, 

(B1 L)(n) = 17/12  

	

(
id +7/1 	--n1g2 

	

—7)11)2 	id + 7)a 

	

—VI 113 	—712173 

—7117)3 

—712713 
1)? +171 

InI27)i 
17112112 
I7)120 

(5.30) 
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Si tomamos o = r 	tangente en l'b v 	n el vector normal correspondiente y 
sustituimos en (5.21), como o • r = O entonces 

(5.31) 

el polinomio Al+ es 

(5.32) 

Definimos por lo tanto los polinomios 

3 

13k(Z) 	ch E mij (), T zn)Li4(P,7* + 2/1), (5.33) 

con k < 4. Notamos que Ir + znI2  = Ir12  .zzini2  ya que n • r = O. También observarnos 

	

que en 1'6, r es de la forma (ri , r2, O) con r? 	o, y que n = (0,0,n), con n O, es 
decir, 

T 	211 = 	T2  
nz 

Queremos probar que si Pk O mod M+ entonces las constantes Ch = O. Dado que las 
constantes son las mismas para todos los polinomios Ph(z) ( ya que resultan de multiplicar 
cada renglón h de En por Ch), basta con analizar algunos de los polinomios. Fijémonos, 
por ejemplo, en 

P3(z) = (IT 2 4-z2 in12)(-tiz(ctr1l-co.2)-f.193ir12) 

= ini2  (z — 	(z + 	(—nz(Ciri + C2r2)+ Csiri2), 

que resulta de considerar la tercera columna de 131L. Si P3  a O mod m+, entonces 
APII/3(z), y por ser ambos de grado 3, tenemos que existe d E C tal que 

P3(z) = dM+(z). 

Pero el único cero de M+ es in  mientras que P3 tiene como ceros a fi In. Esto implica 
que d = O y por lo tanto 
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C3  = O , 	 (5,31) 

C111 + CIT2 r-='• O. 	 (5.35) 

Ahora nos fijamos VII el polinomio 

Pi (z) = (1r12 -1- z 21711 2 )(72(Cl r1  — C2 r1 ) — C3ri nz -1- Ci n2 2,2 ) 

( 

	

r•-- ri2  z — i 1-111 	z + it1-1  (z2Cin2  4- r2(Ci r2  — CA )) , 

	

Int 	liil 

ya que C3  = O. Si P3 	O mod 14/ 4', entonces por ser P1  de grado 4 y .11+ de grado 3, 
existe Qi (z) h(z zo ) de grado 1 tal que P1  = Q t Alf. Al observar que —í es raíz de 

PI , tenemos que zo  = —41 y por lo tanto 

•Irl 2  n2(z2Cirt2 + 72(C1rz Czri )) = b (z t riii) • 

Igualando los coeficientes de grado 2 y 1 se obtiene que 

n4C1  — = O , 

2i
r'b = O , 

Inl 

lo cual implica que 

= 0. 	 (5.38) 

Finalmente tomamos el polinomio 

P2(z) 	(id' + :21,112)(C2n2z2  C3r2nz + ri(C271 Cir2)) 

(z
int 	

+ 
In'  
111) (C2 n2z3  + ri!C2), 

ya que C3 = Ci = 0. Nuevamente al suponer que P2  7-.1 O mod M+, existe 92  = c(z — zi ) 
tal que P2  = Q2A/f, de donde se deduce que 

(5.36) 

(5.37) 

1 	1 2  n (C2n z + 62 7-1 ) = c z 
Int 
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y al igualar los coeficientes de orden 2 y 1, llegamos que 

n 46'2  — 	= 0 , 

O. 
In! 
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(5.39) 

(5.40) 

De aquí se obtiene que C2 = 0. De esta manera hemos probado que Pk(z) -2. 0 mod 
M+ implica 

= C3 = 0. 	 (5.41) 

La condición de frontera uII.6  = 0 es complementaria. 

Las condiciones de frontera en 

En este caso tenemos en porción regular de an, tres condiciones de frontera, a saber, 

r(k)  • T(u)nlr = 1.(4)  . (—pn) Ir + r (k)  • a(u)nir = 1k, k = 1,2, 	(5.42) 

=0 

u • nir = 0, 	 (5.43) 

donde aij = 2ei1(u) = 	4-ujx,) y 

3 

T(k)  • Q(U)71 = E ri(k)njeii(u) 
ij 

3 
= 4k)rii(uir, uiri ) 

Ei(niTi k)  ni  rik))8,1  u l 
Ei(ni.4k)  usTik))ax,. "2  = 7k•
Ei(nirlk)  + n3rr))0, 

O 

Si definimos la matriz Kij(k) d=r nirr)  nir,lk)  para toda i,j < 3, K,1) 4-2.-f  O, esta 
condición de frontera se puede escribir 

ij 



140 	 v. 01,, 	1,11/111.1 	A ti/ )1.I • '/ I:),N/ Al. I >/tHFILEMA 1-/E 

	

(

i  1-.): 	

T 

K 	: 	= (K V )' u - "i k . 

Ora 

La matriz de las condiciones de frontera será, por lo tanto, 

(5.11) 

(E, K1V 0,, Ei  KV a, , Ei  E190 f ) O 	"I 	Y/ 

B U = 	r 1 , K(2)t)li 	1 E. Km¿.) 	Ei 13  r( 	l/3 4 9 o u' = `72 • 
ti 	x) 	( z/  

n i 	7/ 5 	03 	0 O 
1/.1   

Aquí tenernos t i  = 2, si j < 3, 14  = 1, y rh + 1, = 1, para h 5 2, j < 3, rh  + t.1  = O para 

Ir < 2, y r3  + ti = O, si j < 4; por lo tanto, rh  = —1, si h < 2, y r3 = —1. Esto implica 

que ti = B' . 

Nótese que 

(h) t  

phi(11) = E Kii,min =E( nirio o;  ))+ n„, 

T 1h)11 	+ ni-r(h)  • y, 

para h = 1,2, i < 3. También podemos escribir la matriz L(y), dada en (5.29), como 

Lik 
	

= 17112  (6.iki7112 	1)7k), si j, k < 3, 

1711471.i, 	si j 5 3, 

= —111147k, si k < 3 

L44 = 

Por lo tanto la matriz B L(y) (que en nuestro caso es de 3 x 4) es de la forma 

(BL)hh  = 17112  I E(4h)72 • 7  + 71;T(')  • 77)(6A17/12  — 77;77k) 

= 	17I 4  (rilh)n , 7  + tzhr(h)  • 7) — 27k(n • 7)(r(h)  • 7 )17 1 2  , 	si h 5 2, k 5 3, 

(BL)3k = 1712 E ni(6jkl712 	yiyk) = 1714 71k — 77k7i • 7/17712, 	si k 5 3 

(BL)h,s  = 	E(r.r )n • 17  + itiT(h) • 7)11i = 211114 (r(h) • y)(n y), 	si h < 2 

(BL)34 = 11/14/1-1/• 
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Sea ( el vector (('t ,( ' 2 	))' . 1^V11(111(, que analizar los polinomios 

	

Pk (1 	 r 	ft), 
h.' 

con k = 1, 	, 4, y donde ñ y r 	son vectores normal y tangencial a 	respectivamente. 
Para k = 4 tendremos 

PA) = lyPrt q(2(11 r(1) 	2C2 r12)  • q + C3). 

Por lo que, al sustituir q = r 	z ir, con 1.912  = Irla 	z2 1 	rt • y = zJ fa 1, se obtiene 

P4(z) = 1 fi 	— i 	(z 21.9 z(2Cir(1) • r + 2C2r(2) • r + C3), 

Si suponemos que Pr  a O mod Al+, entonces tenemos que existen d, zr , .7.2  E ie tales 
que 

P4(z) = d(z — zi )(z — z2)A1+(z). 

Pero el único cero de M÷ es jII, mientras que P4  tiene como ceros a d i y a O. Esto 
implica que d = O y por lo tanto que 

2Ci r(1)  • T 2C2r(2)  • r + C3 = O. 

Para k < 3 tenernos  

Pk(7/) = PIN • 	+ C242)) + I1Nk((Cir(1)  + C2r0)) • q + C3). 

Por lo tanto 

Pk(z) = 1 13 	 [21 4 12(6'0'V + C2r12)) nk 	4" C127(2)) TI • 

Si suponemos que Pk Ei O mod M+, entonces, como antes, 

4(2).4(2 - 21)(2 21)M÷(2). ;  

De nuevo, considerando los ceros de ambos polimonios, esto es posible sólo si z1 = .22  = 
y 

(1) 	(2 
i(Cirk 	- 

c 
 2+k )) 	lot(Cir(1)-1-  C2r (9)) r 	z 
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es decir, en notación vectorial con 1)7 	(di  , 	, 	: 

ñ 	1(11  C2r12 ) = 

n(6'1 1- 01 + C2 r(2)) • r = 
Itil 

El primer vector es tangencia(, mientras que el segundo es normal, por lo tanto D = 0, y 
TO)+C2 r(2) = 0. Como 7(') y ro)  son linealmente independientes tenemos Ci  = C2 = O 

y por ende, C3  = 0. 

Hemos probado que las condiciones de frontera sobre son complementarias. 

5.2.3 Estimaciones LP y de Schauder 

Hemos probado que las condiciones de frontera de nuestro problema de Stokes complemen-
tan, separadamente, al sistema elíptico en el sentido de la definición 5.5. Esta condición 
de complementariedad se cumple en porciones regulares de la frontera 011, por lo que 
podemos ahora aplicar el teorema 10.5, página 78 de [Agm/Dou/Nirj. 

Sea Ir  = max{0, rh + 1) (véase (Agin/Dournir, pág. 76j) para una porción 1' de 09. 
Por la elección de rh < —1 en cada porción de la frontera, vemos que 11  = 0. Tomemos 
un entero fijo rn > li  = 0, y sea 1' = max{t1}, es decir, el orden máximo del operador, 
que en este caso es t' = 2. Supóngase además que P es de clase Cmo' en el sentido 
siguiente l' se puede cubrir por abiertos (U1) tales que Uj n A es la imagen, bajo un 
mapeo 1-1 que denotamos Oil, de la cerradura de un hemisferio (y E B : 	> 0} con 
/3 = {y E Ifir}1  lyi < Rj) y con radios Rj < 1. Cada 071  y su inversa sbj tiene derivadas 
continuas de orden m t', acotadas por una constante K. El lector se convencerá de que 
ésta es la definición de un dominio de clase C"' (véase Mamo, pág. 631), si r = on, 

Como en este caso t' = 2, sí suponemos que I' ea de clase Cm" podemos aplicar el 
teorema 10.5, pág 78 de [Agm/Dou/Nirj que enunciamos a continuación : 

Teorema 5.6 Sea 1' de clase Cm+ii  y 1 < p < co. Sea Al  C A tal que ni  n OH C r". 
Entonces existe una constante co  > O tal que si u es solución del sistema elíptico (5.15) 
en 1-1 con condiciones de frontera (5.20 en C , y 	< co, 111;1l ,_,; . p  < co,  

< oo para toda j,i, h entonces 	< eo y 

( billilm+S.P(no < CO E liFilln._.,,,(n)  + E tiohnir".s./p(r)  + E II ,,.; nu,(0)  
i 	 h 	 i 

donde co  depende de fi,111 ,m, ii, K y del módulo de continuidad de Iii. 
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De esta forma tornemos ni entero positivo y 1 < y < cc. Si II14,11„,+1,, < oo para j 5 3 

Y IIPIIm,t < oo entonces se cumple que 	}t, _2,q < DO y 	< oo. Aplicando el 
teorema anterior podemos enunciar el siguiente resultado : 

Teorema 5.7 Sea In un ¿Itero no negativo, 1 < q < oc y ft un dominio con C 1111 
de clase Cm+2. Si u E (114(11))" n J(11) , p E 111.9(9) es una solución al problema de 
Stokes (5.11)-(5.1,x) en donde f E (1/"(9))3  Y 7k E 11'" 1-1-1/glil, entonces 

u E (11 n+4(511 )), p E 11"1+1' 9 (111 ) 

y existe una constante c(511 ,q,tn)> 1) tal que 

	

H41/0,-124(p4) + 	 5.e (11J  lim,9  + E 117kIl m+1_149  + 11111104  + 	, 
k 

donde ni  C i2 es tal que 12i fl aSl c 1'1" U 

Al tomar q = 2 tenemos el siguiente 

Corolario 5.8 Sea m un entero no negativo y 1' de clase Cm+2. Si u E (H2(n))3(1 J(0), 
p E Hi(S1) es solución del problema de Stokes (5.11)-(5.14) en donde f E (Hm(11))3  y 
lk E Ilm+1-1/2(rb) entonces 

u E (H"'"(111))3, p E Wn+1(01) 

y existe una constante c(111,n2)> O tal que 

	

ljulill.+2(11) 	liplin.+1(no 5 e I IIfiIm + 	 + Hulla + ligo) , 

donde II I  C S1 es tal que f21  n Oft C 11:" U r'.". 

Figura 5.1 s Dominio lb, y n2. 
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Prueba : 

Notemos primero que el orden de las condiciones de fronteia es diferente en l's  y l'. 
Tomemos por lo tanto 12b y 122  contenidos en ti y tales que fió  n dli c rr, D rl i)S1 C. I .  
y f15  U 92  = Si ) . Véase figura. 

Por el teorema 5.6 tenemos 

bliii,,,timob ) 	cb (11.1. 	+ 	I 

111111H-+,,o-h) + 	 5. es (11.1.11»,,, + 	 + 	+ 111110.,) • 

C01110 litiliwnft,041 	Il11t11.42,00  +1101111.+2,(n,), tenernos el resultado. 

o 

Del mismo :nodo podernos aplicar las estimaciones de Schauder, para concluir un resul-
tado análogo de regularidad en dichos espacios (consúltese (Agm/Dou/Nir, cap. 3, secc. 
7-9[). 

Sea 1' una porción de 00 donde 1/ es un dominio general en Ifr+1 , incluso no acotado 
(véase (Agm/Dou/Nir, pág. 721 ). Sea O < a < 1 fijo y ni un entero fijo tal que 

> lo  = mu{o, rh}. Se asume que existe un número positivo d tal que cada punto. 
x E 111  C 11 a una distancia d de OQ tiene una vecindad 11:  tal que : 1. C7, f14911 C 

, 2. Ux  contiene una esfera de radio d/2 con centro en x, y 3. el conjunto. U (1 
n es la imagen bajo un homomeorfismo T„ de la cerradura del hemisferio (y E B : 
yh+1  > O) con B = (y E 111"+1 	lyl < .14), RP < 1 ; n y su inversa son de clase 

C'n+A.", donde 	max{ —si, —rh, ti}. Es decir, se asume que r es de clase Cm+A.* 
(véase (Agm/Dou/Nir, págs. 72-731), y que ni n Ü7 i C PI'. Supondremos también que 

11Filic",-.0r,  Y ikbniic.-rh.o(r) son finitas. 

Bajo estas hipótesis enunciaremos a continuación el teorema 9.3 ((Agin/Dou/Nir, pág. 
7,11) 

Teorema 5.9 Sea uj solución a (5.11) en l y a (5.12) - (5.14) en r. Si ni E Ci°-"P° 
en 1/ U 1', podemos concluir que u, E Cm+i),a(5)1) y que existe una constante c1  tal que 

lukiico)  ci 	 + E 	+ 

para toda j, y donde ci  depende de nt, n, a, d, tn. 

En nuestro caso lo  = max{o,rh} = O por la elección de las rh. También tenemos 
que A = max( —si, --rh , ti) = 2. Sea escogemos ni un entero positivo; en particular 
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nr > lo. Si 1' es de clase C'' '" podemos aplicar el teorema anterior. Notemos que rb 
es suficientemente regular (es de clase C ). Aquí se usa también el argumento anterior 
sobre 111  = 96 U 92 , corno en la prueba del teorema 5.7. 

Teorema 5.10 Sea l' de clase C'"",", con m entero no negativo y O < cr < 1. Sean 
u E (C24(9))3, p E CI:"(9), solución al problema de Stokes (5.11) en 9 con condiciones 
de frontera (5.12)-(5.14). Si f E (C"'(9))3 -i(k)  E cra+1.(ro entonces 

u E  u:Ti-2191 W, p E  cm+1,c,(01),  

y existe una constante ei (91 ,a,m) tanque 

	

+ 	 el  ( iifi 	E 	( 	+ lul ico + Ilpl  

donde 91  C ft es tal que 91  11 012 C ribl" U Pin'. 

Los teoremas 5.7, 5.10 garantizan la regularidad de la solución fuerte al problema de 
Stokes si los datos son suficientemente regulares, y dan una estimación para las normas 

en los espacios correspondientes. 

Sin embargo todavía no se pueden extender a Si, debido al hecho que OS1 no es de clase 
Cm+2  (por las partes verticales) y las condiciones de frontera en las paredes no son de la 

forma (5.22) ni del mismo orden que (5.12)-(5.14). 

No obstante la observación anterior, a continuación se demostrará, haciendo una co-
rreción del dominio, que dichas estimaciones son aplicables a 2, con lo que los teoremas de 

regularidad para la solución fuerte al problema de Stokes quedarán totalmente probados. 

5.2.4 Regularidad de la solución en SI 

Sabemos (por los teoremas 4.20 y 5.2) que existe una solución (u, p) E (H2(2))3N x 

1/1(W al problema de Stokes. Por ser solución fuerte, las condiciones de periodicidad 
para p y Ou se satisfacen (véase teorema 4.17). 

Por periodicidad, tómese una copia de f2 adyacente a ella que denotamos fin (véase 

figura 5.2). 

Si u E H2(1/) y es periódica se puede extender a ft, por periodicidad. Llamarnos a esta 

extensión tre. Nótese que u, u, son periódicas en I', y F. Integrando +ler, se obtiene 

uev 	 141,0 

Oue„=1(')+1 (') = 	0 ) • u dS + 	( 0 ) • n dS 
/Clon, 	n O 	

Jan; 
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/if.tt;I'(,1h/i/ Il• 	h()I,IVIiiN Ar. PI f( MI 1...111 14; Sr(11,1:ti 

1

. 	- ri,u .  

I?, 

( d.) 	— 

• 7l i$' 	J Orlity• 
Lln,911, 	 nun 

O 

para toda '9 E C„ (11U 	). 

Figura 5.2 : Copia 	adyacente a fi en una cara lateral. 

Como u., es periódica entonces ue t-r  u(x—xo, y, z) en fij. Por lo tanto u„ X=SO 4' liy Z=0 
implica que %hl  = ue,10, en 012 fl 012i. De esta forma 

hun  Otiery 	nuni OrUcy, 

para toda (P E C(73(12 U 12j). Es decir, tiezi, es la derivada distribucional de ue,, en D U Di. 
Además 

/riniou 
12  = 	114" 12 + Jn 

 luon12  < oo, 
" 	n 

por lo que u, E 11201 U 12j). 

Por lo tanto, tomemos 8 copias de fi j1=, ílj adyacentes a 12 en las caras laterales y 
extendemos u y pa estos dominios por periodicidad. 

Sea fie  un dominio suficientemente suave (por ejemplo, de clase C'n+2, es decir, tanto 
como I') tal que f2e  c fi U 1,11=, fij, r C Ofie  y r6 c df1e. Llamemos r, 	r u 
(012, n 	rj), donde pi es la copia de r en cada Di, como se muestra en la figura 
5.3. 
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Sea 	'tí  09, n 	o}, porción regular de 	Las partes curvas se denotan 

'tí 	— (I', U 	). 

Figura 5.3 : Dominio 9. suave. 

Si ye es una función extendida de g a O, por periodicidad, es claro que 

= 1,1+ 
Jct 	f(urij)nil. 

Ige I 511 i
n  IgI, 

y por lo tanto, 

Igelc...(0.) < 9191comm• 

Por construcción (u„pc ) E (.112(1/ U Ul„„1ni))3  X 	(Si U U8„..11/i) es solución al problema 

—l,tle  - gradpe = Je } 
div u, = O 	

en S1U LP S/ 

1‘,14.0 = 01 

tie 	= 

r(k) ' nue)nkuul. t r, = 71k), 

El sistema de ecuaciones satisface la condición suplementaria y de elipticidad, eviden-
temente. También las condiciones de frontera son complementarias. 

Por lo tanto podemos aplicar el teorema 5.6 a la solución (14, p,) 
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Si f, E (1/""(St U U)8.1 9)))3,  "t11)  E H"'""1 /111', U U8.1,1 1',) y u, E (iP" L'I(12 

p, E //"`.9 (n U U7,49,), entonces 

11' E (11'n+2.1(9 	t-ii8=1(1))1, /4 E /1"'414 ( 9  U U).i51)), 

y además 

( lilielim+24(0) + i IN 11. 	< +1.v(a.) — t: iife iim.1(9.) + E IllkIlm+i-ii.ird + 
k 

+IluiiL,(0.) + 111,4,(4)), 

Por lo tanto, 

+ 	< 	 + 

	

9(1) (ii.fiim,q + 	 + Iluiio,9 + iiPlio,q) 

ya que 	

ilutiim+t,g(E,) 	Iluell.+1,(n.) 	9111111,11, 

tiPeilL911.1 5 9117)49 5 

iluellbqn.) 5. giluilLo 5. 9114,„+1,9, 

Y 	
117(k)iim+1-1/9(r.) < 91hIlim+1-1/9([1. 

Además se tiene que u E (1Pn+2.9(fi))3, p E Hm+1.9 (11). 

El siguiente teorema será de utilidad. 

Teorema 5.11 Para el problema con condiciones periódicas, si DA{ es periódica para 

1/3i < 	+ 2, entonces los teoremas 5.6 y .5.9 valen con n = 

Usaremos la siguiente versión de estos resultados 

Teorema 5.12 Sea r dado por una función e de clase Cm+2.°(ri,) y con 8f 3e periódica 

para 1/31 < m + 2, ni > O, a > O. 
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1) Si f E ii""(52), (k 	/I"' ti -1/ 911'), 2 	q < cx., t.»10141» rl problunin 	Slokts 

	

(5,11)-(3.14) tiene uno duira solución u 	1P-1-2'1( 1 ¿))',1) E  IP" 	(.1) titileo salvo 
constantrs), tal que 

• 

2 Si f E Cm., (9), lk E C' +"(r), U > O, entonces u E (C' "(“))3 , p E Cm+110) y 

	

5 ¿«, 111,) 	 ihkiic"«.1..) • 

Las constantes e y é pueden ser tornadas uniformes en e. 

Prueba 

Bajos las condiciones del teorema, hemos probado que u no es solamente una solución 
única débil del problema de Stokes, sino que además u pertenece a (1/2(11))3  y es solución 
fuerte del problema, con 

	

114 + 115:7Pilo 	+ 

En la aplicación del teorema 5.11 podernos tomar p+ cualquier constante po, Tornemos 
entonces po  tal que lo  p+po  = O. Por la desigualdad 1142  < c(11Vv112 + (fri  02), tenemos 
que 

IIP + Poli 5 cliV(P 	P0)11 	clIVPII 5 	1114111/2). 

Esto da el resultado para q = 2. 

Para probar el teorema, es por lo tanto suficiente demostrar que esa única solución 
(u, Vp) está en (112.9(R))3  x Lq(11) o en (C2.°(fi))3  x C°'°(C2) : en efecto, si éste es el 
caso, tendremos las estimaciones de los teoremas 5.7 y 5.10. Por el teorema de encaje 
de Sobolev (véase [Adams, Leo. 5.41)), tenemos que 1/2(11) C C°(11), con ¡Mico < clitr112. 
Corno 

IhillLa 5 clitílico 

podemos usar la desigualdad anterior para acotar por c(11f110  + 111111/2). Tomanúo la 
constante en p como se indica, tenemos lip + pollas < c(Ilf 	111111 /2) . Si 2 5 q 5 6 
entonces 1/2(2) c 1/14(f2) (véase [Adatas)), y 

11,1111a < cli«112. 
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Si q > 6 entonces 

5 	(110111,6 < c(11/11,0 

Usando el resultado para q = 6 : 

11'1112,6 5: c(111110 -1-111111/2), 

tendremos el resultado para toda q y para C. 

Es importante hacer notar que todas las constantes usadas en las estimaciones, así como 
las dadas por Agmon, Douglis y Nirenberg, dependen solamente de la diferenciabilidad 
de r. 

Una manera directa (y que nos será de utilidad más adelante) de ver esto es regresar el 
problema a flo. Sea u(a) la solución al problema de Stokes en f2. Para 2: E 120  definimos, 
u(i) = u(2, 5,2(1 +¿)). Tanto ü como fi son tan periódicas como u, p y e. Es imnédiato 
ver que : 

vAr ii+57 2 15. f + 	 (5.45) 

diva  il = g 	 (5.46) 

41 Il=o = 0 	 (.47) 

3 	
O 	 (5.48) 

u13(ü) = 11 + 91 	 (5.49) 

(723(11) = 52 	 (5.50) 

son las ecuaciones que ü satisface en 00, donde h depende de 1, u y de sus derivadas 
hasta orden 2, de p„ y g, g1, g2  dependen de e, u y sus derivadas hasta orden' 1. Tarribién 
por la regla de la cadena 

11811m 

donde e depende de Inc.. Si E Cm+2, u E (11"1""(n))3, p E trn+1(n), 
está en Ilm (no), g E Hm+1(no),I,92 E 1Pn+1/2({2 = 1}) Además 

/1+2 c(1)(illill.I 	IIPII m+I  ),  

11911.+1 < c(1)1112111+1, 

11:1411m+1/2 < c(fi11211lm+2, 

entonces ft 
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con e(f,) 	()(K1c,„. + 2). ;1 ;Airando el resultado para tt,, tenemos tple 

1 11111.4-2 + 	1) 11,„ + , 	(d11111,,, -1 	 bil„, f , 	ily,11„,„ /,) 

¿(IIín. +11-1k11.+1/2) 1 c(1)(111111.1.2 

Por lo tanto si ieletrtf2 	E., de tal forma que (.11) < 1/2, entonces se tiene que 

	

II 11 	1- III 11,0+1 5. ¿(1)(II.flitt, 	Ihkilt.+1/3), 

con e dependiendo de 11111,,,nt¿ si éste es pequeno. 

Para 11 ,12  vecinas en la norma de Cm 1-2 , se puede hacer lo mismo con la transfor-
mación u(i, 41+ V( +12 )) para (±, tj, z) en Sh, obteniendo en este caso ¿(11,12 ) con 

¿(11,1-2) = 0(111 — 12IC""). 

Obviamente estos resultados valen en L9  y en Cm.a. Por lo tanto para terminar la 
prueba del teorema, podemos suponer que 1' es C°°, al aproximar 1'(1) por una superficie 
en C°°. La corrección de orden Cm+2.°(I'b) cambiará los datos por una pequeña constante 
c(e) multiplicando a II 	 p 	o su equivalente 	 en el 
espacio C'n+24̀  x Cm+1,°, donde c(1) = 0(111 — 

También podemos suponer que f y ryk son C°°, ya que son aproximables por funciones 
en Cc' y obtener así, para la solución única, las cotas en Lq o en C°4  y al tomar el límite 
en los espacios correspondientes se obtienen las desigualdades del teorema. 

	

De este modo, tendremos una sucesión (u„,p,i ) en (llk(11))3  x 	(0) con k arbitra- 
riamente grande, solución del problema aproximado (es decir, con los datos aproximados). 

Tomando k tan grande que los teoremas de Sobolev (consúltese [Adarns]) impliquen 
que I/ k(D) C Hm+2.9(0) en el primer caso y I-14(8) C C'''"'"(1/) en el segundo, ten-
dremos que (un,pn) E (//'n+2.9(0))3  X Hm+14(9) y (un,pn) E (Cm+2.°(n))3  X Cm-114(8) 
respectivamente. 

Aplicando el resultado del teorema 5.11 a (ts,,,p,,) tendremos, usando los argumentos 
anteriores, que 

liunlim+24 	c(11fIlm, 	11)1,11,n+i-1h,q) • 

Corno 

tendremos que u„ es acotada en 1/1"+24(9) (y respectivamente en C'"+21. Como toda 
subsucesión debe converger a la solución única del problema, en el límite se conserva la 
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desigualdad y el límite pertenece al espacio requerido. También se puede tomar n„ 

y dado que el problema es lineal 

1114, 	c(11/.— 	+ 
_5_ 	 +117. 

Por lo tanto {un ) es una sucesión de Cauchy en f/m1-24(9) ( o en C"'"."(9) ) y debe 

converger a u en ese espacio, única solución débil de la ecuación. 

o 



Capítulo 6 

Estudio del problema completo 

Durante los anteriores capítulos hemos considerado que la frontera libre está definida por 
una función conocida definida en ish , de clase al menos C2. En este capítulo tomaremos 
en cuenta el problema completo, es decir, con la condición normal de frontera para el 
esfuerzo superficial. 

6.1 El operador para la frontera 

La condición normal de frontera para el esfuerzo superficial provee una ecuación para 
encontrar la función que eventualemnte define la frontera libre. Así queremos encontrar 

que satisfaga 

div 	 +?1,(3~(—p+n a(u)ra), 
+ 157112 
	 (6.1) 

donde 

= 
( 	2,4 	v 	+ 151112 

+ I571121 	1+1 	' 

)
A  

Podernos escribir 

v (Vi +1v117) (91(e) 
\ 94(1) J 1+1 	

) 

t 11+ V/V, 
2 	1 +111 V

,7
) 

1 21+17
4y 
) 2 	1 	
r 

1 1+1 1 +1 1 +1 

153 



154 
	

ES'I l,1)10 f/El. l'It0131.EMA 'oNll'1.1. o 

Notemos cine 

I div    dx dy = O, 

	

r. 	

v/  

' 	V 1 + I\7 

por la periodicidad de y de VI en arb. Igualmente vemos que 

1  
	 dx dy = 

frt, (1 +1 )2 	fo 1+ l  

 

r=f, 

dy O. 

 

Pero en general, 
1 +1 ( (11  -1-4.115;111.114), 

dx d
Fb 	

y 

1  log(1 + ri7112)1x=x0 
= 	 dy + 	+ )3  log(1 + 1N7412) dx dy O. 

o 	
1  +  

liemos visto en capítulos anteriores que la presión es única salvo constantes, por lo 

cual podernos escoger dicha constante de manera que 

¡2A 	) 	(5/1 	+ 1Vt12) jr.p dy = dx dy frb n • o(u)n dx dy. (6.2) 
Jr, 
	1  + i57412 	

1 + 

Ahora bien, podemos descomponer de forma conveniente la expresión para la curvatura 

de la superficie 

( 	 N/1 + 157412  ) 	

V(v/1 + 1V412) 
div  	 • 

	

VI  + iVei2 	5 	1 + IVO 

= A 
2  

	

l 
	1 	 1) A 	V¿ V(VI  1V41) 

V 	+ 17112 	e 	1 4- 157112 	• (13) 

Como ál = div 574, los últimos términos son la divergencia de vectores cuyo promedio 

en rb es cero. 

Vamos a buscar una solución de este problema de la forma siguiente: Sea n  una función 

en c3,-(r6), periódica, con derivadas periódicas, y con la propiedad de que 

dx dy = O. 

_ 
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El problema es encontrar f, con las mismas condiciones tal que 

57(1-1  1-  i57 /11 2 ) 
Al 	= 	 )(-7-

1
-- 1 AII - V ti •• 

1 -1- IVO \/1 -1- IV/112  

A 	A do( 
2— 	, 	 V 

VI--+ 1\71  A 
)- 	(p 	o • a(u)n) = y. 	(6.1) 

a y I -I- IVO 	1+ ri 	a 

Notamos que los dos primeros términos son div ( 	) — bah y por lo tanto integran 
1+17
v

,11,  
a O. Escogiendo la constante en p como antes tenemos que la integral de g sobre rb es O. 

Definición 6.1 

d-1` ni (ro n In periódica, con fr,  dz dy = O). 

Observaciones : Sr, es un espacio de Hilbert. Podemos entonces formular débilmente el 
problema de la siguiente forma : 

B(1,9) tlfrb ve • Vy; ds dy = (g,(p)L2(r,), 	 (6.5) 

para toda y, E Sr,. B(e,(p) es bilineal y simétrica en e y en (p. También notamos que 

2 

B(111) = 	Vele ds dy 	— 	9 , 

.0 

por la. desigualdad de Friedrichs, o de Poincaré generalizada usada en el capítulo anterior. 

Así, por el teorema de Lax-Milgram existe una solución única E H1(rb). En conse- 

cuencia podemos definir el siguiente operador Kog 	¿, con IlKoll < c. 

Para demostrar que f E Sr, n112(rb ) y que aal, Ial < 1 son periódicas se pueden 
usar los argumentos anteriores (es más sencillo, pues no hay término de divergencia y es 
una sola ecuación), o bien razonar de la siguiente manera : como F1, es un cuadrado, las 
funciones cos 	cos 2kiry, sen 2'Z cos 2kry, cos 	sen2kiry, sen21-'-̀ -zot sen2kry, son base 
del espacio Hi(ro con condiciones periódicas (son basede L2, y la periodicidad implica 
que sean también base de Hl). 
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r ,:,s"i (1)114 	 4•4).N.til,i, 44) 

Si 	f 	L'ir r ), entonces f(r, y) -,, 	f,,,k (t, 	 ), expandiendo 4 ,11 svriv, 
Fourier. Aquí 	 para que f sea real y ademas >211„,k li < a.. Tamlii("1 
sabemos que f (,r, y) están en //1(P) si r(n2  t ka)t lf„,k 1 2  < a. 

Ahora bien, el problema -- 	9 es equivalente a 

11:3(1; 	= 

para toda u, k. Si n' + k5 	0, entonces e„,k  = 	 Para o = k 0, necesitamos 
+ A:2  ) .53  

g dx dy, 
rb 

que es equivalente a la condición h., e = 0. g debe cumplir esta condición. 

Nótese también que si n2  + k5  > 1, entonces 	> da, (lo cual da la desigualdad 
de Friedrichs). Por lo tanto 11111 < 442. 

Para probar la regularidad de esta solución en Cko se usan los resultados de Agmon, 
Douglis y Nirenberg (véase capítulo anterior), en un dominio r„ 1', donde se extienden 
g y e por periodicidad y se resuelve el siguiente problema de manera única 

— 	go  en I', 
 Ce 	

} 
= 

Tenemos, por lo tanto, que el problema 

— 	= 9 

e periódica en Orb 

= O, 

(6.6) 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

tiene única solución en Ck4(1'6 ) si g E ck-9.-(r6), con k > O (tornaremos en nuestro caso 
k = 3). Definimos así 

tf Kg, 	 (6.10) 

con, 

Nótese que si q E CID(rt,),u E (C24(n))3,p E C1111), con las condiciones de perio 
 correspondientes y jr., q = O, y además escogiendo la constante en p tal que (6.2) 

q114.  
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se cumpla, entonces y E C'1'"(1'6 ), es periódica y fr, y0. Ilaceinos notar también que si 
, y E 	entonces f y E C111),), V f E C"'''(U) y a(u) E C 111'0. 

El malteo  K y (y,p,u): 	x 	 Cl'a, es Fréchet diferenciable dado 

que N/1 + IVO y 1 9 son E y la dependencia en u y p es lineal (la única restricción 
es que ti > —1). 

Ahora hie 1, 

= K y = 
k(( 1 

	IVgfl 
‘11 +TV!' 1) 
	

1 
Ay — vn • v(

N». + 

1 + 57111 2  

A 
2

0' 

A 	v  + IVrir 

) 
-(p
J.. 

cr IP  
„ 0.(u)n)) ,  

N/1 + 15791.2 1 	-1- 

tiene como parte lineal 

E[
—X14  V ( 1  ) 

a 	1 + y 

 

A 	 A 
+ 

A  
—p — —n • a(u)n j = —K (-2A. Vq p n • o(u)n) 
a a n.o 

= —K (Lo + Li,p+ Luu), 
o 

donde L,, y L„ son las linealizaciones de p y n • o(u)n con respecto a q  y u (véase siguiente 
sección), y L,, = —2A • Vq. Por lo tanto : 

	

Ky(y, u, p) = q 
a 
— (K(Lori + Lo p + L,,u)+ K(0(11y1113,..))) 	(6.11) 

\ 

Nótese que si 	< M es una sucesión acotada en c30(r6), entonces existe una 
subsucesión, que llamamos también q„, tal que 157%12  es convergente en cha(rb) (ya que 
la inclusión C3."(1'6) 	CI,a(l'h) es compacta - véase (Minn, teo. 1.31, pág. 11) -). Por 
lo tanto KL,,q„ converge en C3,0 (1'6 ), y el operador K L„ es compacto. 

En general los operadores 4, y L. no son compactos de C1,° 	Cla  y 	C3.", 
respectivamente, pero sí lo son de C'd 	C3,' y C2,°' 	C3.°, si o' > o. 

6.2 El problema completo 

Sean 

q E Sr,,nc'a(r6) (71 E c'(rb),Yq Periódicas 1101 5 3, 



Iría 	 VI 	I..., I 	1111) 	 •()NIPII,  I 

u E ./(120)n(!'''(11„) , 	(,."(1!„), 	perVlic,, . L.31 ‘: 

--, O, É, 	O, 	O) 

Dado ti con 1 + q > O, está definido un dominio 11 y un par (Ñ u , pu ), solución básica. 

	

Sea la transformación (definida en 2.1) tr : J(90)110190 ) 	./(9)nc2,"(s2), dada 
por 

(4))  
= 	ti = 

1 + 
(6,12) 

Como liemos visto r es un operador lineal continuo. Recordamos que tj define 	= 
n„ + 411, pu  definidos en l2 tales que 

jiu  = A(ito  + 	= 
( 

( 

(2 - - -) 	 1 	 0 

o U _ 112 

¡Si  4)  _ 1 + tl 	'9a 	I + rl 	521  

) 

1+n \ 	 14,1 

i+n 
+ ( 

X(t) do ((µ1>7r +112/1v) 
t+n, 

	

„ 	f 1 , Izi < 1/4 

	

X(z) = 	o , izi > 1/2 ' 

/
1/2 

	

0 	
x(t) dt = O, 

Apo  = —2x + 1(1— rh)• 

Por lo tanto tlo  = uo + ni E (C31f2))3, (de hecho las dos primeras componentes están en 

C3'"(9)). 

Sea (y, p) la única solución al problema: 

— iu + 57(),p) = aj — ALu — ),Bu 

	

= Afa - xvp0+ 	+ ni) - A(ita ni  +u) • 57(uo 	u)19 

divo = O , en ft 

donde 

pu  está dado por 
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C011 Cl)111lieil)11('S de fiont 

u • 'd r = 

e~i e =0 

r(k) • a( o)Itir = 7k, Vk = 1,2. 

Para u E (C2''(D))3, el lado derecho está en Cu."(D) (el término de menor regularidad 
es 4110 +u,)). Llamamos a la solución 	Ty. Por los resultados del capítulo 5, sabemos 
T. 

= 	r(Ilgilco,,, + 	ifrYkliC ,,o)• 

Observación : Si u = u, entonces (n + uo + u1,p+po) es solución del problema completo. 

Definamos 

w-ITg E J(110)11C2'"(90 ) 

= ir-IT(Afa 4140 +14) - VApo (A(uo + u1) • V)u 	57)A(us + ut) 

—A((uo + 	V)(uo iii) — Mis • V)u) 	 (6.13) 

Nótese que el lado derecho, g, para y fijo, es de clase Ch" como función de u, por lo 
que si y es de clase C3."', entonces el término en b(uo + rri) es de clase C°4' y por los 
resultados de regularidad 

fr E (C2d)3. 

Si a' > a entonces a-17' f es un mapeo compacto. 

Recordemos también que p es único, ya que hemos fijado la constante de manera que 
frb p sea fija. Además, por los resultados de regularidad p E C1151). 

En este caso el rnapeo S = 13(y, u) es un mapeo Fréchet diferenciable de J(S10) n(c2..(n))3 
en él mismo. 

Hacemos notar también que 	u) es no lineal en varios términos, además de la parte 
(u • V)u : en efecto, están también l;as condiciones de frontera, que, para y fijo, no son 
homgéneas y por lo tanto no son lineales. 

Observación : el mapeo (ii, y) 	(ü,l) es analítico. 
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6.2.1 Linealización de las ecuaciones 

Podemos linealizar 7r-'1' con respecto ay ya u, cerca de (0,0), descartando los términos 

no lineales. Esta linealización corresponde a 

U(0,0) = rr-iT(Afr;  4u0  + 	— v(.\po) — )((4 + u() ) • v)(ii, + uo)) 

f 	+ ISÚ o  —V (40 ) — A(ii 0  •V) 110), 

donde hemos usado que 

A(uo 	tr1)in,„:0  = A tio  I,,.0 	 uo¡n=o, 

Apolg=i)  = —2x 	1(1 — z). 

Por lo tanto 
0(0,0) = 0, 

1(0,0) = 0. 

Vamos ahora a linealizar en q los términos de ii0. Sabemos que 

(so 	Uo + Ut = + 	+ • • • términos de orden más alto. 

Az(2 — z) — y t  

donde Aug = A(ü0)1q=0 = 	—µ2 	, Y 

) 
( 

( 	
—4zq + 3z2r) + 2A•L(q — XV) 

flo +tii = 	 1(n — vi)  
2z2%  — z3nx  — Eg x(t) dt — z)(pitis  + /4%) 

ztir
( 	

) 	( —2 
Ap0  = —2x + 1(1 — z) + by+ ... V(Apo) = l• 	zrh, 	O 

71 — I 	0 

El término 

\(ü0.57) 	= A(ug • V)ug + (Aug • V) ii0  +(lo  •V)Aug + 

a' 
= A ( 	, 

Az(2 	— p i  ) 

O 

o 
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donde 
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a' 	(z(2 — z) 	(3» — ,1z + 111-f- 

T 	T.(1 _ y)) + (2 — 2z) iz 2(2 z)y 
-A 	

r 
1(IttW 	11 2 11v)(.1 x(I) di - z)i, 

( 	 _  ) A  Fir(1 	) (7)2  %v(1 — Y), 

c 
= (z(2 - z) - 	[(z.(2 z) - 	zeux  E/zeix,,I  + 

7[(z(2- z)-Ljzw,- L,--12 z71„1 

Por otro lado 

la linealización de 

4'0 - V(Apo) + baio  -(), 00  •V) iio  -(A feo  •V)u - (u . 57)(A 0o) - A(u • V)u, 

( 	00 	) + ( ba ) _. _. : ( ab  ) , 

UG+1) G) c) 

a = (6-  1LxIgy + (3z 2  - 4z + 21:‘  (1 x))L59 + 
+Arlrf- 	z 2(2 - z)(2z - 3) + 51, ( - 4z - 2z2  -(2x - z2)x + +2(1 - z  )foz  x dt) - (11)2(1 x)] + poh,[2z - x2  + 2(1 - z)f: xdt - 9.(1 - y)I + -A((2z - z2  - eÁk)ul, 

= 

—1((2z+ pz2
2t x'17/ + (1 — x)/lu + (2z - z2  - 9-)(1 x)9, - :LN1(1 X)9131- - 9..)e4 2, - 	tehl 

4Uo + lli) = ( 	
-2 + 6,1 - 52, x"ei + (3z2  - 4z + 9-(1 - x))&) 

)

(.2(2„)+11(f;x(g) dt-,))á,,+exa(fo* x(r) de-a) ága+(4-6.)n.+(9.%+1,1%)x' 
-1,\IX"r/ + 51(1 - X) bai • 

es 

donde, 
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1 I 	II 1,10 P1.1. 19(()Ii1J, \ 1.1 ( .0.111'1.F I 

= 	+ - + 	 L't)211.,,  

-2111 2(z(2-- 	--• 1,,k)tlry -t (7: 2(2- z) 	1 \1 (10.' 	( t) 	L))¿-•/h. t.  

+1:1L(1; x(1) dt - 	- A ((z(2 	 u.3y). 

Altora, ir depende también (10 q 

D( 	 .1(4)) 	
7/

) (o) y.  .1( (5 )1 	„, ir 	)(0, 0)(/), u) = D„ 	+ 	I. 

es decir, 110 tenemos que preocuparnos por la derivada de r. 

	

.11040 - ti(0,(1) = ir(ü,n)ü = rr(0,0) 	„ 

Del mismo modo 

- 	=>< ,r1)T(ü,q)f(t-i,n) 
a 

= ir-101,07"(tl,ri) 	b) + 

a 

ya que a, 6, c son lineales en u y y. Ahora T(0,0) corresponde a resolver el problema de 
Stokes en 110, es decir, 

)

- V(Np)= b 

div = O 

1J31,1 = O 

= O 

T(1) • cr(v)nls=1  = cris = 1.(121, + v3r) = Ítln=o = 

T(2) . a(0)ni,=1  = (43  = 1?-,(v2, vh) = 721,.=0  = O. 

e 
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Nótese que este problema puede resolverse mediante series de Fourier. Aquí 7/ t.: 
(Eh), u E (C2,'(9))1., con o, b E  C1,"(1'1,), e E 	) (debido a los términos 
ILh,). Por lo tanto e E (C2112))3  ((z = 1) es de clase C. "). Y además 

+ 	+ 	effigibo.- + 

Esto se debe a que sólo aparecen printe.ras derivadas de u. 

En otras palabras, aún para la linealización, no se tiene un mapeo lineal compacto de 
C34  x C2." —7 C". Si fuese de C:3,"" 	—› C.20  sí sería compacto (con o' > a). 

p también depende de q y de u, pero como p está dado de manera única (salvo cons- 
tantes) por el operador  

p(0, O) + solución del problema para T(0,0). 

Es decir, p E C" con Mplict, < clit71102„, y p es lineal en y, y por ende también lo es 
en u y y. 

Por la ecuación para : 

( 1 — 25,1 	) 	In(u) y) — — . 
2
— 
a 	r/v 

ya que n • cr(v)Aino  = t)3,4- términos cuadráticos en / y v. 

Para (11,0 E (C"(9))3  x Ca'a(Pb), el lado derecho está en Cr'" y la solución ¿ está en 
C34(1)6). La condición de que la constante en p se ajuste de forma que el promedio del 
lado derecho sea cero es muy sencilla : 

Dado que el término de 14., q, integra a O por periodicidad tenemos 

O 
frb  p 2 I v3, . 2 (5:-?:  fr,  v3) 

haciendo notar que v31,...1  = O. 

Escribiendo 
a 

T 	 Mu 
	

(6.14) 

	

p Pg Qu 
	

(6.15) 
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1 I 1.;5'i I DIO 1.,1'I. 11(1)M.V k 	coA 11 '1.1. 

donde '1' = 1(0, 0), Pti es lit soluciMi p para e l  = IJ / y Qu es la soluciMi para r2  = :1111, y 

	

K(-2 (
1 	

Vri) der  //9. 

Si definimos 
2 

014 tlf  Q — 	It )3, , 
A 

pri  — —(1,71)3,, 

entonces la linealización del problema es 

q) = (110 1-(K iL 11)) (r;) 'II( A  ( 11) 

	
(6.16) 

sobre (C2.a(110))3  x C3I16), con las condiciones descritas. 

Cl operador A depende de 04  O, pi , µ2, ti A. Si para algún A, / — A(A) es invertible, 
entonces la única solución al problema es (u, ri) = (0,0) y para el problema completo, es 
decir, con los términos de orden superior, la solución es aislada : en este caso no hay olas. 

	

(1— A) ( u ) = G(u, n) 	( u  = (1— A) iG(u, n), 

con G(u, 	5 c(Ilutil U11112), por lo tanto la única solución para 

11u112  + Will' 5 IR/ 	_ A)-111' 

corresponde a (u, n) = (0,0). 

Por lo tanto hay que determinar los valores de A para los cuales 1 — A(A) no es 
invertible. 

6.2,2 Invertibilidad de / — A(A) 

Sabemos que M es tal que los datos del lado derecho del problema de Stokes son (le 
clase C',", por lo que la solución correspondiente está en C3" En otras palabras M es 
compacto. 
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Lo mismo pasa con el problema completo : si fijamos E 

T(1)(g) 	T(/)(Afil  - Mito  •Vp, - A(u • V) 	-A(u • '17)u) . 

Para fijo, .\J'o es fijo y la dependencia en u es CL". Por lo tanto si Ilu„lic2, 5.; M, 
tenemos que T(1)(g„ - Afo) está en C3.' y esto encaja de manera compacta en 	T 
como operador C1,) 	C''" es un malteo compacto (para fijo, de hecho basta con que 
/ E C2'"' con a' > a, pues en ese caso T(/)(g„ - Afo) estaría en Cl d). Pero 'I' no es 
compacto de C'4  x C3," 

Al nivel de la linealización, esto se traduce en que L es un operador continuo de C3." 
en C2•", pero no es compacto. 

Ahora bien, dado que M es compacto, Q también lo es : 	< C 	Mu, tiene 
una subsucesión convergente y esto implica, siendo Q continuo, que Qu„ converge en Cl.°. 

El operador (Mu)3, es compacto de C20  en Clo ( como hemos visto Mu E C3"), por 
lo tanto Q : C2'°  1-4 C1,4  es compacto y KO : 	C34  tatnbien es compacto. 

En el problema no lineal no podemos hacer una descomposición de y y de p: lo único 
que se tiene es que para fijo, e E C2.°', entonces p n • a(u)n está en 	y que 
K(p - n • a(u)n) es compacto como mapeo de C2," 1-t C3.". Al hacer variar ¿, para 
encontrar el punto fijo, en general se pierde la compacidad. 

Para E C3.", L1 E C2." (y L no es compacto), PC E Ct.°, por lo tanto Pe E C14  y 
K/5/ E C3." ( y no hay compacidad). 

Como ve E C2.", sabemos que C2." está contenido compactamente en Ct.*, de aquí se 
deduce que fi es compacto. 

Estudiaremos el caso más sencillo, que corresponde cuando a es muy grande, de forma 
tal que el operador 1- -1(KP + R) 41 S es invertible, Entonces la ecuación completa se 
escribe 

u Mu 	Gt (u,{), 

A,9-1  —K° u + S-1  G2(u, e), 
a 

(G1,G2) es la parte no lineal, con 'Gil = 0(11412  + 102) para (u,C) cerca de (0,0). 
La segunda ecuación es Frechét diferenciable en una vecindad de (0,0) y vale O cuando 
(u, 	= (0,0). 

Además, G2(u,l) depende de u a través de .1p - á (n • o(v)n) .10v,, donde ve-- 
Mu 	L/ Gi (u,C) es la solución al problema de Stokes. Podemos por lo tanto; usar 
el teorema de función implícita y resolver la ecuación para = ¿(u, A), una función C1 
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diferenciable (la dependencia en A (para A > O) es analític a, con 111(u, A)11c3, 5 :2- I I u 
para u pequeño). 

El problema se reduce entonces a 

(1 — 	— LS-' KO)ti = 	«u)) + LS-IG2(u, 1(u)). 

Ahora M es un operador compacto de la forma 

M = —To (Az(2 — z)ut  + pi ut Pzuy) = AAfou III  Mi u µ2 M2 u. 

	

leí 	 t.f 

	

Con To entendernos el operador de Stokes en 110. Tomando Po 
<
= 	

d
= ó Y 

M3u = L5-1It'Qu (operador compacto), tenemos 

(1—  poMo — 14M — µ2Al2 µ3A13)u = G(u, A) = (/ /171)u. 

Aquí G(u, A) S, cllullacz., si 114 es pequeña y G es Fréchet diferenciable. Nótese que 
M3  depende de A, pi, µ2  y O, de manera lineal en O. Aquí vemos otra vez que si /— E pi  M, 
es invertible, entonces la única solución, de norma suficientemente pequeña, es u = O y 
por lo tanto e = O. 

Sea Ao  = 	4,14, p5,00) tal que 1 — M no sea invertible. Entonces, 

/ 	M(A) = / — M(A0) 117/(A) — M(A0) = A N(Á), 

donde Á = A — Ao = (111,— , ,ü) Y 

N(Á) = 110M1 µ1M2 +113A13(A0) +143(A13(A0 + A) •-• M3(Ao). 

Además N(0) = O. Como A = 1— Al(A0), con M(A0) compacto, A es un operador de 
Fredholm de índice cero y Be tiene una descomposición de C2'° de la siguiente forma : 

C12.° = X = ker A 0) 

X = X2  IED RangoA, 

donde dim X2  = dim ker A. X1, RangoA son cerrados. Sea P la proyección sobre ker A, 
que define X1, y Q la proyección (definiendo a X2), sobre X2  (no confundir con la otra 

Q). 
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El método de Lyapunov-Schmidt, generalizado en [Ize 93, pág. 6), permite probar que, 
si escribirnos u = yo  tfi y t , con yo  Pu, x1  = (I P)u, la ecuación 

(A - N( Á))u = G(u, A), 

es equivalente al sistema 

st  = (1- KQN(Á))-1 11,-Q(N(Á).ro  G(xo  xi , Á) 

B(Á)xo +11(Á,x0  x1) = O, 

donde K es el inverso de A),„ y es operador continuo de RangoA a X1. 

La primera ecuación, de dimensión infinita, se resuelve de manera única para si  = 

z i (zo, A) por el teorema de la función implícita, con x i(xo, A) Préchet diferenciable y 

lisikz. < cffixolliiikli 	Uxo))2)• 

Como xo  está en ker A, de dimensión finita, todas las normas son equivalentes. Por lo 
tanto el problema se reduce a la ecuación de bifurcación ; 

B(Á)ro + (Á, xo  + zi (ro, A)) = O, 
	

(6.17) 

donde B(A) es la matriz de d x d (d = dimker A): 

13(Á) = (1- (2)N(Á)(1 - KQN(Á))-1P 
	

(6.18) 

G.(Á,u) = (1- (j)(1 N(Á)KQ)-1G(u,Á). 	 (6.19) 

Por lo tanto G( Á, xo si  (xo  + Á)) es Cl en A y xo y es acotado por elkoll' para hall 
pequeño. 

Como ésta es una formulación abstracta poniendo G O, la ecuación detB( Á) = O, 
para A O, dará todos los puntos donde I - M(A) no es invertible. 

Ahora B(Á) es analítica en Á cerca de O, por lo tanto detB(Á) = O como función de 
IR' a IR es idénticamente cero, o bien, el conjunto de puntos donde el determinante es O es 
un número finito de superficies analíticas de dimensión 3 en IR' (una manera de ver esto 
es fijar 3 de las variables en O y extender la cuarta variable z a los complejos; entonces el 
determinante es una función analítica compleja, lo que implica que o es idénticamente cero, 
o z = O es un cero aislado. Al variar las otras variables, tendremos que ese cero aislado 
se convierte en un número finito de ceros (para cada valor fijo de las otras variables). 
Éstos ceros dependen analíticamente de las otras variables y por lo tanto no pueden tener 
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contactos de orden infinito, a menos que coincidan. Una demostración rigurosa requiere 
de geometría analítica. Nótese que si 

iOdetB(A)\ 
I- o 

el teorema de la función implícita da una sola superficie. 

det B(A) .0 	 det B(A) .0 

Figura 6.1 : Superficies tales que detB = O. 

El teorema de bifurcación (Ize 93, teo. II  dice que si detB(Á) cambia de signo cuando,  
z pasa de negativo a positivo, entonces hay una bifurcación de una hipersuperficie de 
soluciones no triviales, partiendo de por lo menos una de las hipersuperficies donde hay 
cambio de signo. 

Usando la teoría de 0-epi (generalización de mapeos compactos) se debería poder 
probar que esa hipersuperficie es o no acotada en el espacio 	x X o que regresa al 
espacio IR' x {O} es un punto diferente de Ao. 

Un caso particular del anterior es el siguiente. Si 

1 — M = 1 — µo Ms — 	— A121 

no es invertible para (µ1, p?, o?), como M es compacto, el espectro de Al es aislado. Si 
ponernos µ, = r II?, con i = 0, 1,2, entonces / rM(µ3,i4,14) es invertible para r.  
pero vecino a 1. Es un hecho conocido que en ese caso detB(roo, rtit, ri13, 0) cambia de,  
signo cuando r atraviesa 1, si y solo si la multiplicidad algebraica de 1, como valor propio 
de 1 — rM(pg, '4,14), es impar. 
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En ese caso, para 	pequeño, tendremos bifurcación en las condiciones anteriores. 

Figura 6.2 : Rama de bifurcación si la multiplicidad algebraica de 1 corno valor propio es impar. 

Sin embargo, este bello caso no es de utilidad porque / M es siempre invertible 
(M tiene espectro con todos sus valores propios no reales). En efecto (1 M)u = O 
corresponde a resolver el problema de Stokes en 00  con e = o 

— Au Vp = —A(2z — z2 )ua  — piar — Nºres 

divu = O, 

y el resto de las ecuaciones. 

Tomando la ecuación, multiplicando por u e integrando (recordando que Vp 1 u) se 
tiene 

J 
IV ull 	

o 	o o 	 o o 
( (2 z 	11  r  . u dx dy dz — pi ji  f i  I u, u dx dy dz 

pi  I: fi u, u dx dy dz. 

Notamos que 
iq 

2u1„ u dx = luI2 Ió = 

por la periodicidad. Por lo tanto 

Vul2  = O 	u = 
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por el hecho de que ulx.0  = 0. Esto quiere decir que / — M(Ao) no es invertible. depende 
de que p3 gE O (o dicho en términos físicos, que k 	< no, es decir, que la membrana, 

o la superficie libre, no sea rígida). 

En ese caso para 113  tan pequeño que se puede resolver / en función de u y que 
ii3LS-IKO sea pequeño, con respecto a (1-11!)'', entonces no hay soluciones no triviales. 

Por lo tanto, aprovechando el hecho de que / — 41 es siempre invertible, se puede 
plantear el problema de la siguiente forma : Resolver 

u = (1 — A1)-14, 

y exponer el problema como 

= µs(10(1— Af)' I L + (KP + R)Je. 

En otras palabras, estudiar el espectro del operador continuo 

A(A,0 1,µ 2,0) di  KO(1 — M) -U+ 	+ R. 

Notamos que para µ3  chica, la única solución será e = O y u = O. Ahora , recordamos 
que Q y R son compactos. Sin embargo 

PF = PI..i(L4) 1-k(Le)., 

y como hemos visto, si e E c3-, Pe es Cl," y Kise es del mismo orden de diferenciabilidad 
que e : excepto cuando p3  es pequeño, KP es un operador de la misma "importancia" 
que la identidad. 

Si probamos que / — 14KP es un operador de Fredholm de índice cero para cierto µS, 
entonces / — µ3A lo será también para µ3  cercano a µ4 (ya que 1— µ3KP lo será también 
para p3 vecino a 14 y si B es Fredholm y K es compacto entonces B + K es Fredholm 
del mismo índice). 

Si / AA(A0) tiene a ps,  como valor propio aislado, entonces se puede usar la misma 
descomposición de Lyapunov-Schmidt y por lo tanto si ps)  es un valor propio de A(A0 ) de 

multiplicidad algebraica impar, tendremos bifurcación local. 

El estudio espectral del operador KO(/ M)''L+KP+R está fuera del alcance de 
este trabajo y, aparentemente, no existen resultados rigurosos sobre el tema. 
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El estudio numérico se puede hacer con series de Fourier. El hecho que este operador 
tenga espectro se puede interpretar físicamente de la manera siguiente ; 

La parte — 	— µ(P + fig corresponde a efectos puramente superficiales, su espectro 
(las p's para las cuales este operador no es invertible) comprende a ondas capilares o 
superficiales. La parte Cj(/ 	/, comprende al efecto en Do  del campo de velocidades, 
es decir, a ondas de gravedad. Intuitivamente el que / —µ3A no sea invertible corresponde 
a tener un balance entre estos dos efectos. 

6.3 Comentarios finales 

Como acotamos en la introducción, el problema consiste en determinar si existen ondas de 
forma permanente que sean, para amplitud pequeña, perturbaciones a un flujo cortante. 
En el problema hemos considerado dos fuerzas : la de gravedad y la de tensión superficial. 
Hay también una fuerza externa sobrepuesta que es un gradiente de presión. De este 
modo, se buscan ondas con velocidad constante y cuyas crestas tengan un ángulo dado 
con respecto al gradiente de presión. La interpretación física de nuestros resultados y de 
lo que falta todavía por hacer es la siguiente : 

En el caso no viscoso el problema es simple, ya que el flujo es potencial y el problema 
involucra solamente a dos funciones, el potencial de velocidad y la superficie libre. En este 
caso es posible probar la existencia de varios tipos de onda permanente. Éstas bifurcan 
a partir de soluciones del problema linealizado. Los puntos de bifurcación son aquellos 
en loe que la velocidad v coincide con la velocidad c(k), donde la velocidad de fase de un 
fluido de profundidad I y tensión superficial II está dada por 

c(k)  = 	= 	ik 
w(k) 	tanhat 
	Hlki 
kil) 	\ 1/2 

) (6.20) 

donde k = (p, q) con p y q enteros, Ikl = (k 2  + <13)1 /2. 

En este caso todos los valores de v que coinciden con la velocidad de fase de la onda 
lineal son puntos de bifurcación para ondas de pequeña amplitud. En este caso si lki es 
grande predomina la componente capilar. Si IkI es pequeño predomina la componente de 
gravedad. En general las ondas de gravedad y las capilares se combinan. 

En el caso viscoso, al incluir viscosidad de Rayleigh, que es proporcional a la velocidad, 
ya no hay ondas linealizadas que se propaguen, todas decaen. Es decir, ya no hay valores 
reales de y que den la velocidad de fase, ahora compleja. Esto lo probamos al ver que el 
operador / M es siempre invertible. 
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velocidad y la superficie libre. El problema es el de determinar la existencia de onda3 
débilmente no lineales que perturben a un flujo cortante en presencia de un gradiente de 
presión dado. 

El problema linealizado puede pensarse en dos partes. La primera es recordar que 
el flujo cortante (o de Poiseuille) con paredes rígidas es inestable para un gradiente de 
presión suficientemente grande. Es decir, la relación de dispersión para las ondas de forma 

es 
w(k) ^ wr(k,o)+iwi(k,(1). 	 (01) 

coi crece si el gradiente de presión o crece. La wi(k) es la rapidez con la que la energía 
se transfiere del flujo básico U()  a las ondas. Por otra parte un cálculo clásico de Larnb 
encuentra la relación de dispersión para ondas en un fluido viscoso sin flujo cortante. Esta 
es: 

w(k) = —2uk2i + wr(k), 	 (6.22) 

Con, 	
= (gk tanh(k1) 110)1 /2. 

La razón —2vk2  es la rapidez de pérdida de energía. Para poder tener una onda 
permanente, la energía suministrada por el flujo tiene que compensar lo que pierden las 
ondas. Es precisamente éste mecanismo el que hace posible la aparición de ondas en l'orina 
permanente. 

La ecuación de dispersión para ondas de gravedad y capilares en presencia de viscosidad 
tiene la forma 

(i(io — c. k)-1- 2;42)2  +9k + 110 = 4v2k3Vk2  + 1(w —c. k), 	(6.23) 

donde k = (kt,k2), k = ik¡ y c es la velocidad del flujo constante superpuesto. 
flujo cortante introduce términos nuevos a la ecuación de dispersión. Estos términos son 
complejos ya que el flujo cortante es inestable y provienen de la linealización del esfuerzo 
del flujo cortante sobre la superficie libre. Así la nueva ecuación de dispersión queda de 
la siguiente forma: 

(i(o./ — e • k)+ 21/0)2  + gk+.110 4vak2  Vk2 + 1(w— e • k)+G(k,a)tv, 	(6.24) 

donde la función G(k,a) es el efecto del flujo cortante sobre la superficie libre. Es preci-
samente el término que proviene de linealizar la condición r Tole = O. 
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La solución w= O da una onda de l'orina permanente con velocidad e. Estos puntos 

corresponden a los valores de la velocidad donde el operador lineal no es invertible. Se tiene 

una ecuación compleja con dos parámetros : a es gradiente de presión y e la velocidad. 

El argumento de balance de energía sugiere que puede ajustarse a para que la parte 

imaginaria de la ecuación de dispersión para ondas libres compense la parte imaginaria 

de C. Luego puede ajustarse e para que la frecuencia de las ondas libres coincida con la 

frecuencia de las ondas inestables. 

Este argumento sugiere la posibilidad de obtener ramas locales donde la velocidad sea 

función de la amplitud. Si bay soluciones en forma de onda permanente al problema 

lineal, éstas pueden extenderse al caso no lineal de pequeña amplitud. Queda por deter-
minar la región de parámetros en la cual esto sucede realmente. Los resultados numéricos 

encuentran esta región para el primer modo. 

Evidentemente el formalizar estas consideraciones requiere de una investigación a fondo 

del problema linealizado. 

Hay poco que agregar en este momento que no haya sido comentado en su oportunidad. 

Sin embargo, la impresión general es que queda mucho por hacer. El estudio del espectro 

(le los operadores involucrados en la solución de este problema es en si mismo punto de 

partida para la investigación en otras direcciones. 

Con respecto al trabajo aquí presentado, debemos comentar que el problema de Stokes 

es útil en virtud de que nos brinda la oportunidad de introducir numerosas herramientas 

necesarias para el tratamiento del problema de Navier•Stokes completo, además de ser 

muy interesante incluso si se estudia aisladamente. Se justifica por lo tanto el trabajo 

realizado a su alrededor. 

Para finalizar y de paso contestar parcialmente las preguntas planteadas en la intro-

ducción, podemos decir que el tipo de soluciones encontradas (flujo básico, ramas de 

bifurcación de soluciones no triviales) reflejan indirectamente que nuestra intuición y los 

modelos matemáticos para la comprensión de los fenómenos naturales van por el mismo 

camino. 

Éste es el principio del camino, estimulante e infinito. 
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Apéndice A 

Relación de Euler 

Vamos a demostrar la conocida relación de Euler, que conecta las descripciones euferiana 
y lagrangiana del movimiento de un fluido : 

dJ 
d7 J(t)div,u (A.1) 

Supongamos que y es un punto fijo del espacio y que x = x(y, t) es la posición de una 
partícula al tiempo t, que al tiempo to  = O se encontraba ea y. Supongamos también que 
la transformación es invertible en y, es decir, que podemos escribir y = y(x, t) y que el 
jacobiano es distinto de cero. De esta forma 

dx 
d7  = 	 u(x,t), 

esto es, existe una distribución de velocidades. 

Sea J(t) = 12  111 el jacobiano de la transformación D 

J(I) = det 
(livi 

521,, 
X3y, 

ziw 
x2,, 
53y, 

143 
x2y, 	• 
53»  

Definamos M, E.--. Vyx,; entonces claramente J(t) = detA, si A es la matriz que tiene 
como columnas a los vectores M, 
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(M1  M3; M3) 
(M2, Ma, MI) + 
(M3, 413$ MI) 

0 
(MI,M3,M3)' 

0 

111,1,31 315N 111.: 1,1 Y.1 11 176 A. 

.112  ,11.3  
A ( 

Calculando el determinante tenemos 

J=detA =1V11  (M2  A M3) r•-• (Mi, M2, Mi), 

un producto mixto antisimétrico. Por lo tanto, si se calcula la derivada se tiene 

J1(1) 	(M'A/12,1111)-f (Mb 	1113) +(df1,M2, 114) 

(Mi, Mi, 1143) + 	1113, Mt) + (A14, Mi, M2). 

Notamos que M: = 	= AVrui, por lo que la derivada es 

J'(1) = AV tul  • (M3  A M3) + A5702  • (M3  A Mi ) + AV,u3 • (MI  A M2) 
= (57,ui )TAT(M2  A M3) + (57,u2)T AT(M3 A M1)-1- (57.1QT AT(Mi A M3). 

Dado que A es la traspuesta de la matriz jacobiana, es claro que para todo vector V, 

411  • V 
AT  V = ( M2  ' V ) 

M3  V 

por lo que, 

f(t) 	= 

+ 

"--= 

(VSUI)T  

(Vrtt3)T  

(Vrui)T  

(Mb M21 M3) 
(Mi ", M3) 

( (M3, M2, M3) 

((MI, Mi, M2 ) 
(A f2, Mi , 412) 
(M3i Mi, Al2) 
(Mi i Mb MI) 

0 ( 	
0 

+ ( Vx142)T  

= 

+ (Vrul)T  



( 	
0 

4 (Vxu3 )T 	o 	, 
(Mi , M2, A13) 

ya que (Mi, M,, Mk )1.--_--  O si se repite algún índice. Finalmente tenemos 

ii(1) = 	4112, Al:1 y ,uit, 

es decir, la relación de Euler 

d./ 
dt 	J(t)divxu. 
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Apéndice B 

Curvatura media de 

Consideremos una superficie regular de la forma 

x(u, v) 
(u, v) 	X(11, v) = 	y(u,v) 

z(u,v) 

Es posible demostrar (para ello consultar EStoker, pag. 561) que la curvatura media de 
una superficie de este tipo está dada por 

= 1 NE  + — 2M F  
2 	EG — F2  

(13.1) 

donde E = IX.12  F = 	• 	G = 1X.12  L = X,» •n, /11 = Xuy. n, N = X„„ • n y 

n 	
Xu  A XU  

1.Y„ A 

es la normal unitaria a la superficie. Claramente si ésta es regular entonces BO — F2  =- 
IX, A X„I2  O. 

Por lo tanto para una superficie de la forma 

(

x 

	

( r,Y) -› nr, Y) = 	I/ 	, 
(Mir, Y) 
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es claro que, 

1 	 0 	 —0, 

	

X, = 	o , X, = 	1 	, y X, A X, = 	gIv  , 
Ox 	Oy 	 1 

y por ende 

E = 1 sb!, 

F 

G = 1 + 0;2p  

L 	Oxr  
sil+g+n, 

M — 	v 	, 
1/1-1- 5q+01, 

011V N 

y EG — F 2  = I + 02. + 
Por lo tanto, sustituyendo en la ecuación (B.1), y simplificando obtenemos 

	

H 	44(1 + 01) + Shrs(1 +151)-20„0.01, 
2(1+ 	+ 951)3/2  Ad, 	eo..+95,2,0„+20..95.4,, 

2(1+ 	+ 91)1/2 	2(1  + 561+ 0:)3,2 

12 	+ 1954512)1 /2  + ((
1 
 + 11/1 12)14) 1716) 

Y como div(aVek) = a á0+ Va • VO, podemos escribir 

1/ = div 	795  
2 	(1 + T012)1 /2) 

(11.2) 

Claramente, para el caso en que la superficie es de la forma {z = cte.}, VO = O y por 
supuesto II = O. 



Apéndice C 

Lema de Ladyzhenskaya 

Vamos a enunciar un resultado debido a O.A. Ladyzhenskaya, cuya demostración se puede 
encontrar en [Lad 69, pags. 24-271. Aquí se presenta un esbozo de la prueba de este 
resultado, resaltando principalmente el método constructivo de la misma, y se enuncia un 
lema que es de utilidad para demostrar el teorema 4.17. 

El problema que se plantea es construir un campo a(x) en un dominio fi C IR3, acotado 
con frontera suficientemente regular, de manera que diva = O en fi y con aloa = a dado 
en la frontera. Si diva = O, entonces 

h diva dfi = 	a • n dS = O. 	 (C.1) 
&o 

Por esta razón a debe satisfacer la condición anterior. Supongamos que a satisface 
(C.1), es decir, j90  a • n dS = O. Descomponemos a = ann + a,, con an  = a • n y 
a, = a— (a • n)n. Procuraremos encontrar un campo b(z) tal que b = grad95 y bt, Ion = an. 
Pediremos que div b = div (grad = LSO = O y que bnion = grad • flan = Mien = an. 
Así que el problema se reduce a encontrar 95 tal que 

0q5 = O en fi 

30 

es decir, en resolver un problema de Neumann. Ya que fan  a n dS O, sabemos que 
este problema tiene solución única salvo constantes (véase [John, pag. 951), que fijamos 
en O. Igualmente sabemos por regularidad del problema de Neumann que si E 112(Q), 
entonces b E (//i(fI))3. El método consiste en definir 	• 
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def a(x) = b(x) 	c(x), 

donde b = grad q, con solución única de Neurnann, y construir c(x) tal que div c. = O 

en 11 y clan = (a — b)laa ti p. Si b E (111(11))3, entonces blat)  E (111/2(O1/))3  (teorema 
de traza), y como a E (HI/2(011))3, entonces /3 E (11112(an))3. Notamos que /3 • ohm = 
(a • o— b • n)lan = O. 

Sea Ok E Cr (1113), sucesión de funciones tal que 1 = Ek t  shk(x), Vx E 8 (partición de 
unidad). Es posible (para ello véase (Lad 69, pag. 251) escoger las 4o tales que : 

1. Se pueden hallar coordenadas curvilíneas 	g) suficientemente suaves ortogo- 
nales a la superficie 

Sk  ton n {x E ft : rkk(x) 0}. 

2. Y además, que en Sk, y3 = O. 

Figura C.1 r Sistema de coordenadas regulares (yl, yl,y1) sobre Sk. 

Es decir, escogemos para cada k un sistema de coordenadas orientado de manera que 
sea perpendicular a Sh. Véase figura C.1. 

Sean fik d=r d419, por lo que EN Pk(x) = P(x) en Of2. Se construye cik(x) en fl tal que 

rot dk ion = ,3k, y se define ck tf rotdk. De esta forma si 
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N 	N 

e(X) t=t 	e
k 
 (X) = 	rot (dk  (2)) en 9, 

se tiene que, 

	

diV e = E dív (rot 	= O en SI, 

y además, 

N 	 N 

C(i)lan = E rottik lan   = E i9k  = fi en 011. 

Veremos cómo, según el método de Ladyzhenskaya, se puede construir dicho campo 
dk(z) en a y Vk, tal que rot d'Ion  = Ph(s). 

Sea zo  E Ofi. Tenemos dos casos 

1. Si zo  E Ofl Sk, entonces 954(zo) = O. Como Ok  E- O en 011 — Sk, entonces 
fik  = Okfi = O y podemos tomar dk = d:, 	o, vi = 1,2,3 en zo. Por lo tanto 
dk 	O, y 4, az. 	= 1,2,3 en 80 — SI, es el campo buscado. 

2. Si zo E Sk, tomemos una vecindad O de zo. 

Figura C.2 : Vecindad O alrededor de xo, con coordenadas curvilíneas 4,4,4) sobre Sk. 
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Sean (z1,z1,z1) coordenadascurvilíneas con centro en r

o  y ,lineados con (0,!A,!».< 1)

coordenadas

(véase liad 69, pag. 26D; es decir, 
4, 

O en X. En estas coordenadas 

dko„ 

	

rot dk Pk 	11'1 	- 
„ - 	= 

En xo  se escoge dt 	
O, excepto (11.31,, —1 y dLlso PI. También se escoge 

(11,51 r, 	O Vi 	
1,2,3. be esta forma tenemos dh(x) tal que rot d'I

zo  = Pk. 

Después pasamos de las coordenadas (z) a las coordenadas (x), Al tener dk y 

0,,,dk  en 

z = O, también están determinadas de manera única 
dk  y 0,,d4  en xo. Es decir, 

l
adk 

dki,...., 
adk 

, az,\,...0 
dados 	dkl, 	

determinados de manera única. 
0 , asi xo 

Llamemos (Xj, Zk) 

a los ángulos entre los elementos de la base. Cl cambio de coorde-

nadas es 
3 

Xi 	
coo,,z02, 

k.i 

. Asi que dk  = O en z = O, 	dk (x0) 
= O. Como dkl,,, = O, entonces 

adk 	1.0dk 	 ad 	
adk 

= 	,---- cos(x„„ 4) + --
, cos(x„„ z2) + ,— cos (x, zo).\ \ 

ax,,,L 	azt 	
erzl 	

OZ3 	tp 

d1,314.0 	
fil 

4,313.0 ) COS(Xyn, Z3) = 

 

	

0 	
O 

y está determinado de manera única. Debe cumplirse, 
Vxo E S, que dk y dll 

 calculados 

de esta manera sean compatibles. Para esto la única condición es que las derivadas 

tangenciales sean cero : Vdk  . T = O. 

Se escogieron dk,„, = OVIn = 1,2 y zt,z1 tienen dirección tangente a S

k  (ya que 

(zt, zt,z1) tienen la misma dirección que las coordenadas (tit,y1,y1)), por lo cual son 

compatibles las elecciones de d
1 /4  y (11,. 
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La regularidad de dk  y drk depende de la regularidad de las coordenadas (0) y de jik, 

	

que a su vez depende de la regularidad de i)12 y de 	Así se construye dk (x) tal que 

dk 	O en MI, 

dk,,„ = ti en 012 — S'k, 

Y dk, dado en Sk , 

de manera que rotdk = j3k(x), en 09. 

De estos valores se puede encontrar (véase (Lad 69, pág. 261) dk(x) en todo 0, asu-
miendo que es suficientemente suave en Din' y que es de soporte compacto en D. Por 
ejemplo, si /34  E (H I12(011))3, entonces adk/Oxi E 1/1/2(011), si el cambio de variables es 
de clase C°". Como las derivadas tangenciales son cero, entonces 

adk 
Vdk  = —n. 

an 

Por el teorema de la traza dk E (H2(D))3. Así definimos 

N 
C(X) chf E rot (dk(x)), 

k=1 
(C.2) 

que es el campo deseado, y por ende tenemos 

a(x) = b(s) c(s) 
N 

= grad + 	rot (dk(x)), 
k=1 

con las propiedades deseadas. 

Observaciones : Si OD es suficientemente suave y a es continua en 811, a(x) así cons- 

truida es continua en f2 y tan suave como queramos en 11". Por ejemplo si S/ es de clase 
C2  y a E (H1/2(01/))3, entonces a E (W(n))3  y 

= grad + rot d, 

con AO = O, E 1/2(0) por regularidad de Neumann y d E (1-12(9))3, por los comentarios 
hechos anteriormente. De esta manera podemos enunciar el siguiente lema 
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C. LEMA DE LADYZIIENSKAYA 

Lema C.1 Sea f2 de clase C' y a E (110(011))3  tal que 

Jan a • n d5 = O. 

Entonces 3 a E (11'(f1))3  con diva = O y alon = a. 
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