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Introduccion

Desde hace mas de doscientos afios, cuando Daniel Bernoulli (1700-1782) publicara en
1738 su obra “Hidrodinimica®, la teoria matematica de la mecanica de fluidos ha sido
campo fértil de investigacién y sigue dando origen a vigorosos campos de estudio en fisica
y en matematicas,

En este contexto y con espiritu menos ambicioso, el presente trabajo estudia un pro-
bleina que involucra a las ecuaciones fundamentales que describen el movimientode fluidos
viscosos, conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes. El problema a tratar, planteado
originalmente por Manfred Kétter (cf. [Kétter, 1988]), basandose a su vez en el trabajo
de Solonnikov y Scadilov sobre flujos con frontera libre, consiste en encontrar soluciones
estacionarias a las ecuaciones de Navier-Stokes en tres dimensiones en un dominio aco-
tado con frontera libre y satisfaciendo condiciones de frontera especificas, Sin embargo, el
trabajo de Kotter adolece no sdlo de la falta de claridad en la exposicién, sino que incurre
en errores de cdlculo y conceptuales tan importantes como la comprension incompleta del
problema.

Fisicamente el problema se plantea de la siguiente manera: Considérese un fluido
viscoso incompresible, que fluye de manera estacionaria sobre una superficie plana (que
podemos identificar con el plano zy) y cuya frontera con el exterior es una superficie libre
cuya forma depende del flujo mismo. Supéngase también que el fluido estd rodeado por
otro medio continuo, de manera que exista un gradiente de presidn externo; pensemos,
por ejemplo, en agua que fluye sobre una superficie plana y que el gradiente de presién se
origina por el viento que sopla sobre la superficie libre. Nuestra intuicién nos hace esperar
que ge formen olas sobre la superficie del agua si el viento sopla con suficiente fuerza.
;Podemos a través de la teoria predecir el tipo de soluciones que nuestra experiencia
anticipa? }Qué clase de soluciones de las ecuaciones concuerdan con la realidad?

A grandes rasgos el problema es determinar la existencia de ondas de forma permanente
que sean para amplitud pequeiia, perturbaciones de un flujo cortante. Qué entendemos
por flujo cortante? Cuando suponemos que la frontera libre es parte de un plano. horizon-
tal, existe una solucién trivial a las ecuaciones de movimiento, que corresponde a un flujo
con perfil parabélico en direccién z, y que se conoce en la literatura como flujo cortante



de Poisenille. Por lo tanto queremos estudiar soluciones que sean perturbaciones de este
fhijo basico.

Matematicamente el problema se expresa, por un lado, a través de las ecuaciones
fundarmentales de moviniiento

— v Autgradp+ (u- grad)u = fg (0.1

y la condicion de incorpresibilidad del fluido

divu =0, (0.2)

y por el otro, a través de las condiciones de frontera. Aqui u representa la distribucion de
velocidades en sentido de Euler, p la presién hidrodindmica, fg la densidad de la fuerza
de gravedad y v el coeficiente de viscosidad. Sumaremos a las hip6tesis anteriores la
condicién de periodicidad del flujo en z y en y, la cual nos permitird acotar el dominio
en ¢l espacio.

Las condiciones de frontera para el flujo son

tp, = —¢ (0.3)
u-njr=0 (0.4)

- T(unlr=0 (0.5)

ne P(ule = —pa + 260, (06)

y las condieiones de periodicidad estan dadas por

aaul,zo = aau|:=:° } < '
1. .
aauly=o = 6"#'“:1 Vlal - (0 7) )

Aquily = {(z,y) : z €[0,20), y € [0,1]} es la base de nuestro dominio acotado por
la periodicidad en z y en y, I' ¢s la superficie libre, n y 7 son los vectores normal unitario
y tangente a I' respectivamente, T es el vector de esfuerzos, H es la curvatura media de
la superficie y p, es la presién exterior. Adicionalmente los pardmetros ¢ y & representan
la velocidad constante del sistema de referencia, el primero, y el coeficiente de tension
superficial, el segundo. Una descripcién mds detallada de esto se presenta en la segunda
seccién del segundo capitulo.




Un esquema del tlyjo cousiderado se presenta en la signiente figura.

x=0 X=Xy

-
Figura 0.1: Flujo en tres dimensiones sobre una superficie plana y con frontera libre I'.

Llamemos  al dominio en IR, acotado por ¢ =0, z = 29, y =0, = 1 yen z por [y y
I .

La estrategia para abordar este problema consiste en estudiar, en primer lugar, la parte
principal de las ecuaciones (0.1), y la ecuacién (0.2) :

—y Du + gradp =
o sner=t } endl, (08)
mas las condiciones de frontera (0.3)-(0.5), junto con las condiciones de periodicidad (0.7),
conocido como problema de Stokes.

Si se considera que el dominio es fijo (esto es muy importante y es la razén por la
que se omite la condicién {0.6)) y que f estd en el espacio L}((), entonces existe una
funcién dnica u, solucién al problema de Stokes en séntido fuerte, es decir, con tantas
derivadas distribucionales como el orden del operador (en este caso u € (H*(2))%). De'
esta forma podemos invertir el operador do Stokes y formular la solucién del problema
completo como un punto fijo de cierto operador. Esta aproximacién constituye la parte
medular de nuestro andlisis y serd detallado con mds cuidado.

Como nencionamos si la [rontera libre es parte del plano {z = 1}, y que identificamos



con el dominio % = {x € {0, ro}, y € [0, 1], 2 € [0, 1]}, existe una solucién trivial ({1, Fy)
a las ccuaciones (0.1)-(0.7), correspondiente a un flnjo basico. Fundamentalmente nos con-
centraremos en determinar si existen soluciones cuya frontera libre sca una perturbacion
de la frontera plana I'y = {z = 1}. Asi supondremos que la frontera I' esta definida por
una funcion £(z,y), de norma pequeiia, de forma que

I'={z=1+&z,y) : (z,y) € Ts}.

Surge entonces la pregunta natural jExisten soluciones de la forma (u + Uy, p + Fy)
en ¢l dominio 7 Dado que (U, Fy) esta definida en el dominio fijo §y, no queda claro
lo que entendemos por (U, ) en 2. La solucién depende del dominio, asi que no es
evidente como vamos a perturbar. Es importante tener en cuenta que nuestro objetivo es
encontrar u, p y el dominio 2 definido por la superficie libre €.

Si suponemos que la funcion € es conocida, surge una transformacion natural del do-
minio 2 a {y, dada por

T . z &
yj— Yy =17, (0'9)
: A+l )\
y su respectiva inversa
z yet-! z z .
gl o=tV (0.10)
z T+Em Z

Por supuesto restringimos § > —1. Es importante hacer notar que el flujo bdsico corres-
ponde al caso £ = 0. Con esta transformacién ¢ podemos definir un operador # para
“llevar” el campo de velocidades u en g a Q, definido como

2(5) = () (2) & J(B)
i(e) = (rie)E) ¥ 1 v

(¥(2)) (0.11)

Este operador es de fundamental importancia ya que preserva la propiedéd de Qué,
divu = 0, en 0, lo cual es muy conveniente para la formulacidn débil, como se podri
percatar el lector mds adelante, y por que la transformacidn de las ecuaciones depende de
.

Ahora bien, en este punto se presentan dos alternativas :



1. Transformar las ecuaciones, por niedio de #7', al dominio fijo Qg y trabajar con un
nuevo sistema de ecuaciones para (U, I, §).

2. Transforinar a §} la solucidn basica :
(Uo, Po) = 28 (4o, po),

y establecer las ecuaciones para la perturbacién (u,p,€) que surgen al considerar
soluciones de la forma (u + tig, p + po) en 1.

La primera alternativa ticne la ventaja de trabajar sobre un dominio conocido fijo. Sin
embargo, al transformar el problema de Stokes a €}, obtenemos un sistema de ecuaciones
de la forma :

div (G'V (% H‘ ,
div (G (2 +W) + @) Vp=fo,  (0.12)

div (G (us + 37 (e w + & )

donde G~! es el inverso del tensor métrico asociado a la transformacién (véase 2.23) y W
es de primer orden en u, Se trata claramente de un sistema de ecuaciones con coeficientes
variables, dificil de manejar en general, Obviamente las condiciones de frontera se trans-
forman también en ecuaciones con coeficientes variables, por lo tanto el probar unicidad,
existencia, asi como hacer estimaciones (véase por ejemplo, la prueba de la desigualdad
de Korn, capitulo 4, pag. 4.11 ) y en especial demostrar resultados de regularidad de la
solucidn, se convierten en tareas por demds incémodas, al tener que lidiar con los coefi-
cientes variables y expresiones muy complicadas para las condiciones de frontera, aunque
el dominio sea fijo. También presenta el inconveniente de que, a pesar de que la lineali-
zacion del problema de Stokes es la misma en g que en {2, nos tenemos que restringir a
perturbaciones suficientemente pequefias para que el término “dominante” siga snendo el
laplaciano (y se conserve la elipticidad del sistema, etc.).

En virtud de los comentarios anteriores se optd por seguir el segundo camino, en la
inteligencia de que trabajamos en un dominio desconocido (o, bien, definido por una
funcion £ desconocida de antemano), y de que algunas estimaciones son un poco maés
complicadas, No obstante, el precio que se paga no es demasiado alto, en la medida que
tenemos la ventaja de trabajar con las ecuaciones originales, que en la prueba de existencia
y unicidad no requerimos por parte de la £ méds que ciertas condiciones de regularidad
sin importar su nonna (excepto por la restriccién | 4 & > 0) y que, por otro lado, es
menos complicado probar la complementariedad de las condiciones de frontera para los
resultados de regularidad de la solucién fuerte.
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De esta manera se demuestra que el problema de Stokes en § tieve una solucidn débil
(o variacional) tnica en un subespacio de (H'(£2))®. También se prueba que esta so-
lucién es una solucién fuerte (es decir, que estd en (H3(§2))*) y se aplica la teorfa general
de regularidad para sistemas elipticos de S. Agmon, A. Douglis y L. Nirenherg (véase
[Agm/Dou/Nit}), con el fin de obtener resultados de regularidad de la solucién en espa-
cios H™9(§) y C™*(€)) si los datos son suficientemente regulares.

Aliora bien, el importantisimo resnltado de existencia de la solucién fuerte nos permite
invertir cl operador de Stokes y formular nuevamente el problema completo como un
problema de punto fijo. Las ecuaciones para la perturbacion en {) tienen la siguiente
forma :

(0.13)

1 =

—-XAu+gra'dp+Lu+Bu—f en Q)
divu=0

es decir, tenemos el operador de Stokes mds un térinino lineal Lu y otro no lineal Bu. Ll

parametro A es el ndmero de Reynolds, que aparece tras haber escrito las ecuaciones en

forma adimensional.

Para i dado (definido en g por u = r @), y considerando que la frontera esta definida
por una funcién n € C*([}), por el estudio del problema de Stokes se sabe que existe
una solucién iinica al problema

1

3 Av 4 gradp = ~Lu— Bu+ f '-’:‘-'g(ﬂ,n, A

Llamamos a esta solucién .
v =E( ]vg
y definimos & & 7~1Tg en Qq.

Ahora bien, la condicién normal de frontera (0.6) para el esfuerzo superficial provee de
una ecuacion para la frontera £ que tiene la siguiente forma: '

V¢

\ .
e V4256, ) =
v ( Tt IV{I’) +Uﬁ(£, # )

donde A, o, i; son pardmetros adimensionales (que dependen de a, v, ¢). Esta condicién se
puede escribir corno

%(n +T(u)n), (0.14)

- 8= F(©) - 202 Tlun) ¥ hia 6, X). (015)
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£l problema — A€ = I{u, 5, A) tiene una solucion wnica € (para y fijo } suficientemente
regular ( si b € C*~2 entonces € € (54}, y podemos asi definir el operndor

:lef

=
el cual se linealiza cu u)y, ¥ p. Su parte lincal es de la forma 2K (Lyn + Lop + Ly ).

De esta manera hemos construido el siguiente mapeo analitico :

(i,n) — (0,€) = (x"'Tg(t,n,..), Kh(it,n,..)). . (0.16)

Un punto fijo del mapeo antcrior es una solucidn del problema completo.

También recalcamos que {0,0) es punto fijo por construccidn, y corresponde al flujo de
Poiseuille.

Ahora, si linealizamos los operadores 7~'T'y K se obtiene un operador lineal del tipo

By M L it i
= =A . (017
(6)-(2 7)(5)-4(3) o2
Por lo tanto, para estudiar los posibles puntos fijos del problema es menester determinar
la invertibilidad del operador [~ A. El espectro de este operador, que depende de los

pardmetros o, A, i, decide la invertibilidad de I — A, Si éste es invertible entonces la
iinica solucién cerca de (0,0) es (0,0).

En la primera seccidn del primer capitulo se ofrece una justificacion fisica de las ecua-
ciones de Navier-Stokes. E] lector familiarizado con este material puede omitir la lectura
de esta seccién y tomar en cuenta dnicamente la notacién usada y las definiciones perti-
nentes.El planteamiento del problema y la deduccién de las condiciones de frontera son el
contenido de la segunda seccién. En particular, la condicién normal de frontera para el
esfuerzo superficial (que eventualmente provee la ecuacidn para determinar £) resulta de
considerar a la superficie como una membrana eldstica, en donde existe una discontinuidad
en la presién debida a la [uerza de restitucion de la tension superficial,

En el capitulo 2 se hace el cilculo de Ja solucién bdsica (U, Po) y se establecen las
ecuaciones para la perturbacidn (x, p,£) en . Una correccidn a ug debe hacerse para que
la condicién de frontera en la base (z = 0) sea homogénea.

En el tercer capitulo se ofrece un compendio de los teoremas y definiciones de analisis
funcional mas relevantes para el desarrollo posterior del trabajo, los cuales se usan con
relativa frecuencia. También se prueban aqui algunos resultados que sou de gran utilidad



en capitulos posteriores, como es el caso del lema 3.36, que asegura la existencia de la
presion,

El capitulo 4 se aboca a lormular débilmente el problema y a demostrar que el problema
de Stokes tiene una solucion débil nica en 1. Para ello se define ¢l espacio de trabajo
J, subespacio de (#1'(f1))?, en base a las condiciones de frontera homogéneas y se prueba
que la forma bilineal

E(t,9) = 3 [ (i + ke 01y + 11} 40, (0.18)
ik
define en J un producto escalar cuya norma es equivalente a la norma || - ||;. Asf el

probleina de Stokes se transforina en el prohlema variacional

5B, 8= o)+ [ (6 7%)m + (6 7%)) oS, (6.19)

para toda ¢ en J. La existencia y unicidad es consecuencia del teorema de representacion
de Riesz.

Eu el capftulo § se ofrece una prueba completa de la regularidad de la solucién débil
a! problema de Stokes, que tiene como consecuencia mas importante, la existencia de la
solucién fuerte al sistema eliptico. Esta demostracion es probablemente la mas técnica
del trabajo y la idea de su implementacion es del Dr. Jorge Ize, director de esta tcsis.
En la segunda seccién se dan resultados de regularidad de esta solucién fuerte en espacios
H™ y C™2, baskndonos en la teorfa general de regularidad de sistemas ehpuwu de Ag-
mon, Douglm y Nirenberg (A.D.N.){(cl. [Agm/Dou/Nir}). Para aplicar las estimaciones de
A.D.N. se verifica que efectivamente el problema de Stokes es un sistema eliptico que sa-
tisface una condicién de suplementariedad y cuyas condiciones de frontera complementan
al sistema. Gran parte de esta seccion estd dedicada & comprobar estas hipélesis. .

Finalmente en el sexto y tltimo capitulo se estudia la invertibilidad de la ecuacion para\
la frontera €, se hace la formulacién de punto fijo del problema y se dan resultadas. sobre ,
condiciones para la existencia de wluclones no triviales en los casos mis senclllos ;
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Capitulo 1
Planteamiento del problema

Bl objetivo principal de este capitulo es formular matematicamente el problema que nos
ocupa y para ello se ha dividido en dos partes.

En la primera seccién se deducen de manera breve las ecuaciones de movimiento para
un fluido viscoso, conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes, a partir de las hipStesis
que permean la teoria de mecdnica de fluidos. Consideraciones sobre vorticidad, trans-
porte de energia y otros conceptos fisicos importantes han sido omitidas, de manera que
esta deduccion, que sigue el camino propuesto en el libro de D, J. Acheson ([Acheson,
capitulo 7]}, se limita a encontrar las ecuaciones de movimiento y a dar slgunas defini-
ciones que son de utilidad a lo largo del trabajo. Para una revisién més profunda se .
recomienda al lector consultar los excelentes textos de L. D. Landau y E. M, Lifshitz
{{Lan/Lif]}, G. K. Batchelor {[Batchelor]) y el propio libro de Acheson ([Acheson])

En la segunda seccion se plantean las hipétesis fisicas y 1a geometr{a que eventualmente
definen nuestro problema particular, y se obtienen las condiciones de frontera del mismo.
Mencidn especial merece la condicidn normal de frontera para el esfueszo superficial, la
cual constituye la ecuacién para la frontera libre y cuya deduccién se hace a partir de un
principio variacional, supaniendo que el comporeamlento mecénico de la frontera libre es
como el de una membmna elastica.

1.1 Las ecuaciones de Navier-Stokes

La mecdnica de Ruidos parte de la hlpotesm fundamental que la materia de los cuerpos
que tratamos puede ser estudiada como si fuera continua y homogénea en su estructura, .
es decir, asume que las propiedades de porciones pequeiias de materia en que concehimos.
se puede dividir el cuerpo son las mismas que las del cuerpo como un todo. Esto significa

15.
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que el comportamiento macroseipico de un fluido es el mismo que si fuese perfectamente
vontinuo, y que sus propiedades fisicas commo masa y momento asociadas a la materia
contenida eu un pequedio elemento de volumen dado son funciones continuas de la posicion.
Ista hipdtesis se conoce como hipdtesis del continuo y es consistente con observaciones
experimentales (ver [Batchelor, Cap. 1, pag.4}).

La propiedad fundamental de un fluido es que no puede estar en equilibrio si existen
fuerzas tales que la interaccién mutua entre dos elementos de fluido tiene nua componente
tangencial a la superficie comiin entre ambos, Esla propiedad es la base de la hidrostatica,
gue estudia el comportamiento de fluidos en reposo, y es verificada completamente por los
experimentos. Sin embargo, una observacidn cuidadosa nos permite convencernos de que
existen componentes langeuciales de la fuerza debida a la interaccion de elementos vecinos
en la superficie de un elemento de fluido, cuando éste se encuentra en movimiento. Aqui
asumiremos que dichas fuerzas existen y que, efectivamente, el fluido estd en movimiento,

Cuando hablamos de un elemento de volumen suponemos que el volumen es muy
pequeiio comparado con las dimensiones del cuerpo considerado, pero lo suficientemente
grande como para contener un gran nimero de moléculas. Las expresiones particula
del fluido y punto del fluido deben eutenderse en el mismo sentido. De esta forma,
un elemento de volumen puede contener un gran nimero de moléculas y seguir siendo
considerado un punto del fluido.

Es importante observar que la hipdtesis del continuo nos permite usar el sencillo y dtil
concepto de velocidad local del fluido y vamos a considerar e} campo completo constituido
por las velocidades locales. Este tipo de descripcidn se conoce como euleriana, y es similar
a la especificacién que se hace del campo electromagnético en la cual las cantidades del
flujo se definen como funciones de la posicién en el espacio z y del tiempo . La cantidad
principal asociada al flujo es la distribucidn de velocidades del fluido, quese denota u(zx, t) y
que representa la velocidad del fluido en cada punto = del espacio al tiempot. Claramente,
si concebimos al espacio fisico como un espacio euclideano de tres dimensiones, u tiene
tres componentes.

Esta descripcidn de tipo euleriano de la velocidad de un fluido puede entenderse como
una representacion espacial de la distribucién de velocidades locales en cada instante
durante el movimiento, De esta manera, el campo u(z,t) serd la principal variable de-
pendiente en nuestro andlisis, y andlogarnente otras cantidades asociadas al flujo, como la
presién hidrodindmica p(z,¢) y la densidad de masa p(z, t), pueden ser concebidas como
funciones de z y de 2. ' o

Existe otro tipo de especificacion o descripcidn del movimiento de un {luido, conocida
como de tipo lagrangiano, en la cual, como en la mecénica cldsica de particulas, algunas de
las cantidades dindinicas y fisicas se refieren no sélo a posiciones especificas en el espacio,
sino fundamentalmente a elementos de materia identificables. Posteriormente se hard un
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andhsis mas detallado en este sentido, en virtud de su utilidad para demostrar algunos
resultados de importancia.

F'inalmente, es importante hacer notar que para deducir las ecuaciones de movimiento,
al igual que en los textos citados, nos basaremos en las leyes fundamentales de conservacidn
de masa, energfa, momento lineal y momento angular, asf como en la ley de movimiento
de Newton.

1.1.1 La ecuacién de continuidad

Vamos a obtener, a partir de la ley de conservacién de masa, la primera de las ecuaciones
fundamentales conocida como la ecuacidn de continuidad.

Sea V un elemento fijo de volumen en el espacio que ocupa nuestro fluido : V ¢ IR
es un dominio acotado, abierto con frontera regular 9V = S, donde el teorema de la
divergencia es aplicable (ver figura 1.1).

Figura 1.1 1 Elemento de volumen.

La masa contenida en V al tiempo ¢ es :

/VpdV.

Por la ley de conservacion de masa, ante la ausencia de fuentes y sumideros en V, la
derivada de la masa contenida por V con respecto al tiempo es igual a la masa que entra
o sale por S en la unidad de tiempo. Si n es la normal exterior a §, la masa que fluye
a través de un elemento de superficie dS en la unidad de tlempo es pu-ndS. Asf, la
derivada de la masa con respecto al tiempo es



18 I PLANTEAMIENTO DEL PPROBLEMA

- ‘ndS
/Spu n .o,

y como V es independiente del tiempo, podernos escribir,

(-%/;pdv.-:%j;/;dV:/;pulV:u‘/;pu-ndS.

Por el teorema de la divergencia

fv pdV = ~ fv div(pu) 4V,

es decir,

[ oo+ divtau) av =0,

Esta relacidn es valida para cualquier eleccién del elemento de volumen V dentro del
fluido. Dado que el integrando es continuo en (z,y, 2), esta dltima igualdad es cierta si y
sélo si .

pet div(pu) =0 (1.1)
La ecuacién (1.1) se conoce como ecuacidn de continuidad y describe el principio de
conservacién de masa,

Expandiendo div(pu) = g divu + u- gradp, e identificando %‘} = p + u - grad p, podemos
escribir alternativamente la ecuacion de continuidad de la signiente forma

dg )
a—l-+pd1vu~0. (1.2)

1.1.2 FEl tensor de esfuerzos

Vamos a identificar las fuerzas que actian sobre un elemento de fluido, de las cuales
podemos distinguir dos tipos.

Se llaman fuerzas ezternas o volumétricas aquéllas que como su nombre lo indica, son
ejercidas por elementos externos a todo el fluido. Son fuerzas de largo alcance y actdan
sobre todos los elementos del material en cuestién. La fuerza debida a la gravedad es el
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cjemiplo mas evidente de una fuerza de este tipo, y es la unica fuerza volumétrica que
consideraremos en nuestro problema. Otras fuerzas de interés en mecinica de fluidos son
las electromagnéticas, que actdan por ejemplo, cuando el fluido porta carga eléctrica, o
la fuerza centrifuga, que aparenta actuar sobre elementos de masa cuando la descripcion
del movimiento se hace con respecto a un conjunto acelerado de ejes.

Se denorninan fuerzas internas o superficiales sobre un elemento de fluido a aquéllas
que actdan debido a la interaccién de clemento con elementos vecinos, Son fuerzas de
corto alcance y son ejercidas dnicamente sobre una delgada superficie adyacente a la
frontera del elemento de volumen. Dado que la superficie que encierra un elemento de
volumen tiene varias orientaciones, no es ttil especificar las fuerzas internas por su cfecto
total sobre el elemento finito de fluido; en cambio, se considera un elemento de superficie
en la frontera y se especifica la densidad superficial de la suma total de fuerzas internas
en dicho elemento. Supondremos que entre las fuerzas superficiales se incluyen la fuerza
debida a la presion y la debida a la viscosidad.

Sabemos de nuestra experiencia en hidrostitica que la fuerza por unidad de drea sobre
la frontera de un elemento de volumen se debe a la presién hidrostatica y que es ejercida en
direccién normal a la superficie, En general, para un fluido en reposo las fuerzas internas
son normales al elemento de volumen y la magnitud de su densidad superficial (que es
independiente de la normal) es lo que llamamos presién hidrostatica, p = p(z,y, 2).

En el caso de un fluido en movimiento, vamos a definir més adelante la presién hidro-
dindmica o presion en un punto de un fluido en movimiento, en términos de la densidad
superficial de fuerzas sobre una esfera con centro en el punto considerado y cuyo volumen
tiende a cero. Veremos que esta definicidn es consistente con el caso estatico,

La representacién matematica de la densidad de fuerzas internas estd dada en términos
de una matriz o tensor de segundo rango conocido como tensor de esfuerzos. A la densidad
superficial de fuerzas se le lama también esfuerzo superficial.

Consideremos un elemento de volumen con frontera S. Sea §S un elemento de superficie
y n la normal exterior unitaria en dicho elemento. Sobre 85 existe una fuerza superficial
neta, cuya densidad denotaremos por f. Por supuesto £ no es necesariamente colineal a n.

&

Figura 1.2 : Elemento de supetficie; n cs la normal y f la densidad superficial de fuersas.
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Definicidn 1.1 Sea 65 un elemento de superficie cuya normal va en direccion j. Liu-
maremas Ty; a lu componenle i del esfuerzo t sobre dicho clemento de superficic. A lu

matriz T formada por los elementos Tj; se define como fensor de ¢sfuerzos,

Lema 1,2 FEl esfuerzo superficial en lodo punte z y en todo tiempo ¢ es { = 'n.

Prueba :

Consideremos un elemento de volumen, en forma de tetraedro con vértice en x, cuyos
lados valen L (véase la figura 1.3). La cara principal {a denotamos §5, mientras que las
caras laterales las denotamos como I, H y UL Llamemos & a todo punto que se encuentre
en la superficie del tetraedro, es decir, en cualquiera de sus caras .

?

n

y
Figura 1.3 : Elemento de volumeu tetraédrico, con vértice en ,

La componente i del esfuerzo { sobre la cara principal es ;. Pot lo tanto la componente
t de la fuerza sobre la cara principal es 1,65,
n = nyé; + 126y + nyéy,

es el vector normal unitario sobre la cara priacipal,

Claramente —T}y es la componente i de § sobre la cara I, cuya normal cs —¢é,. El drea
de Ja cara I es ny8S por lo que la componente de la fuerza sobre la cara I es —Tjyn,68.
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De la misma manera, las componentes i de la fuerza sobre las caras Il y Hl son —~Tin,65
—Ti3n36S, respectivamente.

Alora bien, sumando estas contribuciones en la direccién i obtenemos que la compo-
nente i de la fuerza total sobre el elemento de volumen es

(i.‘ - Z’F.-,-n,-)és,
j

donde i,j = 1,2,3.

Llamenios f. a la densidad de fuerzas externas al elemento de volumen, p la densidad
de masa, 6§V el volumen del tetraedro y u la velocidad promedio del mismo. Supondremos
que d,(pu) estd acotada por una coustante M esta hipdtesis se cumple si suponemos que
la densidad de masa, asf como u y d‘, son finitas al tiempo t y a tiempos posteriores
finitos acotados en la region del espacio que ocupa el tetraedro.

Aplicando la ley de Newton al elemento de volumen tenemos :
(t~ 32 Tyns)88 + £,6V] = | 5w 6V1 < MV.
3

El volumen del tetraedro es §V = LI3. El 4rea de la cara principal es §5 = ﬁL‘
mientras que cada cara tiene un irea ngual a n;8S = L*/2. Claramente n; = ;}- Va. '

Asi,
I(t: — Y2 Ton )R L? + £AL°] < AML2.
i

Dividiendo entre L? llegamos a :
(i ~ X Tijn;) %2 + LALI < SML. (13)
i

Tomando el limite cuando L — 0 en la expresién (1.3) llegamos a que

3
t,—ET.',-n,- =10, ’ (1.4)

J=0

en el punto r y para todo ¢ = 1,2,3 ; al tender el volumen de! tetraedro a 0, f en #
tiende al valor de £ en =, ya que suponeinos que [ es una funcién contmua de la posnuén
(hipétesis del continuo), : ,
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De esta forma, la ecuacion (1.4) implica que

i=Tn, (1.5)

para todo punto en el fluido y para todo tiempo ¢,

1.1.3 Hipétesis fisicas

Hasta et momento, la definicién del tensor de esfuerzos se aplica a cualquier medio conti-
nuo, ;Cémo obtenemos dicho tensor para el caso de un fluido viscoso? Para ello debemos
partir de ciertas hipétesis de arigen fisico, las cuales seran expuestas a continuacién. Para
ello es preciso definir lo que se entiende por un medio isolrdpico.

Definicidn 1.3 Un material se denomina jsolrdpico si sus propiedades mecdnicas pueden
ser descritas sin referencia a una direccidn particular, es decir, si no eziste una direccidn
preferencial de movimiento.

Definicién 1.4 Un tensor que tienc las mismas componentes con respecto a cada base.

orlogonal se conoce como un fensor isotrdpica.

Por ejemplo, si un tensor de cuarto rango H se expresa con respecto a la base é; como
Hiju y con respecto a Ia base &/ como Hjj;,; entonces

Hiju = Hiyy.

Se puede probar que para un medio continuo isotrépico el tensor que relaciona al tensor
de esfuerzos con otro tensor asociado al movimiento (en el caso de un fluido se trata del .+
tensor de deformacin, ver definicién (1.11)) debe ser isotrépico. La demostracion para el
caso de un fluido viscoso se puede consuitar en [Segel, pag. 82).

Asumiremos que para un fluido viscoso se cumplen las siguientes hipdtesis :

1. Un fluido viscoso es un medio continuo isotrépico, ya yue sus propiedades fisicas .
son tales que no muestran una direccidn preferencial de movimiento.
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2. La contribucién a la densidad de fuerza superficial en todo elemento de fluido, de-
bida a la viscosidad, es proporcional al gradiente de distribucién de velocidades.
Esta es una condicion fisica importante pues caracteriza a los fluidos newtonia-
nos. Su justificacion se basa en observaciones experimentales (consultar referencias
(Lan/Lif, pags. 44 - 46} y [Batchelor, pag. 143}).

3. El tensor de esfuerzos T es continuo en la posicién y en el tiempo. Esta condicion
es una extension de la hipdtesis del continuo a la densidad superficial de fuerzas,

Las condiciones anteriores, junto con la hipétesis del continuo, constituyen las carac-
terfsticas fisicas fundamentales de un fluido viscoso newtoniano, a partir de las cuales es
posible encontrar las ecuaciones de movimiento,

Finalmente, dadas las propiedades conocidas para la presién de un fluido en reposo,
vamos a definir la presién de un fluido en movimiento; veremos més adelante que esta
definicion es consistente con el caso estdtico.

Definicidn 1.5 La presidn de un fluido en movimiento en el punto z y a un tiempo fijo
t se define como

1
p(z) = ~lim — /IHIM I ds,

r—0 471

Es decir, p es el limite cuando r — 0 del promedio de la componente normal de la densidad
superficial de fuerzas T, en direccién opuesta a la normal ezlerior sobre la esfera de radio
r y cenlro en T.

Ahora bien, dada la definicién anterior y por el lema 1.2 podemos escribir p en funcién
del tensor de esfuerzos T'. Haciendo el cambio de variable y = z + rn, tenemos que
dS, = r1dS,, In} = 1 y n es normal a la esfera unitaria. Asf escribimos

p(z) = ~lim 1/“ AR T(z+rr])r) dS,.

r=0 41
Como ahora el dominio de integracion no depende de r y es acotado, y dada la hipétesis

de que T' es continuo, es posible incluir el limite bajo el signo de mtegmmon y de este
modo obtener :

1
= im(n - q
p(z) P /Inl=l !”r(l)(" T(z + rq)y) dS,
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Conto 5 no depende de 1 y por Ja continuidad de T hemos Hegado a fa siguiente expresion:

plz) = ——L/l‘”'- y-T{x)y d5,. (1.6)

ix
Se observa que p estd bien definida y que es continua en z. Fsta ecuacion nos serd
de utilidad para cxpresar p en términos de la traza de T'. Aunque esta definicién puede
parecer un poco artificial, es adecuada para obtener las ecuaciones de movimiento, ademas
de que es consistente con el caso estitico como veremos mis adelante. Esto es claro ya

que T(z) = p(z}].

1.1.4 Formulacién lagrangiana y el teorema del transporte de
Reynolds

Con el fin de encontrar las ecuaciones de movimiento hemos de demostrar un resultade
basico en teoria de medios continuos conocido como el teorema del Lransporte de Reynolds,
el cual servird también para probar una propiedad muy importante del tensor de esfuerzos
a partir del principio de consesrvacion del momento angular, que es la de ser un tensor
simétrico. Pero antes, es menester explicar en qué consiste la descripcién lagrangiana del
movimiento de un fluido.

En contraste con la descripcion eulerianae de movimiento, la lagrangiana consiste en
definir la posicidn al tiemnpo ¢ de cada una de las particulas del fluido considerada. A
continuacion veremos como se formula mateindticamente dicha descripcion.

Supongamos que el fluido estd contenido para todo tiempo en un conjunto acotado y
abierto ) C IR® del espacio fisico, con frontera 8. Asumiremos también que el fluido es
un medio continuo de particulas localizadas en puntos de Q.

Definicidn 1.6 Un desplozamiento es una transformacidn s:  — Q tal que :
1. 8 es invertible y s(Q) =
2 5,871 e CYQ).

De esta manera YA C R, 5(A) C .

Llamemos S al conjunto de todos los desplazamientos en . Como el mapeo I : § ~ £,
Kz) = z Vz € (, pertencce & S, entonces § # §.

Definicion 1.7 Una traslacidn o flujo es una funcion de 6,1y € R — @4 € S, tal que
Veell:
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(i) P (P01 (2)) = P10, (7).
(1) Proa(pet(2)) = r(z) = 1.
(ii) pi €s continuamente diferenciable en t yto.

Aqui py () denola la posicidn al tiempo | de una particula del fluido que en el tiempo
lg eslaba en z.

3{A)

Figura 1.4 ¢ Desplazamiento.

Notamos que las condiciones (i), (i¢) y (iif) son propiedades razonables de regularidad,
es decir, satisfacen las caracterfsticas que esperamos de la traslacidn de una particula.
La condicién de que ¢y, ¢ sea invertible significa que dos particulas no pueden ocupar la
misma posicién al mismo tiempo,

Si una particula ocupa la posicidn zo al tiempo to, al tiempo ¢ su posicién es ¢ =

Pt (Z0) & X(zo, t). A la variable g se le denomina variable lagrangiana.

Consideremos un conjunto de particulas que ocupan un volumen Vp C Q al tiempo
to = 0, Definimos

Vit) € {poulz) [ 2 € Va} . (1.7

Dado que @y € S, wrga{zo) = X(zy,t) es una funcién en C*(Q x R), invertible en
la variable zg. Esta propicdad de invertibilidad nos permitira relacionar nuestra variable
lagrangiana con la descripcién euleriana de movimiento en términos de la distribucién de
velocidades.
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Nuestra hipotesis es la siguiente @ dados ty y ¢ en IR, existe, para cada particula del

fluido una funcidn g € S que satisface las propiedades (i), (12) y (iii), y que nos describe
el movimiento de dicha particula. Ln otras palabras, existe una funcion de traslacion.

Y Vi)

Figura 1.6 ¢ Traslacién.

Alora bien, por simplicidad tomemos tg = 0 ; sabemos que la posicién de cada particula
cs

T= %c(-’fo) X(l‘o, ))

donde z; es la posicién al tiempo inicial, Por ser una funcién invertible es posible escribir

Zo= Vot(z) xo(-" t).

Por lo tanto la velocidad de la particula es

dxii?'t) = }%(Wt(l‘o)) o X'(z0,t),

ya que, g, € C(S1) y es continuamente diferenciable en ¢ y ¢o. Sidz/dt es utrl‘ai funcidn
de 2o, por invertibilidad tenemos

= X(Xofa 1) (2, ),

es decir, podemos escribir dz/ d¢ en funcién de z y de t, que es la distribucion 0 campo
de velocidades segiin la descripcion euleriana.
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Sea J(t) = % el jacobiano de la transforinacién ;. La relacién de Euler establece
que

dJ ,
T J(t) divyu (1.8)

[sta ecuacién relaciona la descripcién enleriana de movimiento con la variable lagran-
giana (ver {Cou/Joh, pag. 74]). La demostracion se encuentra en el apéndice A.

La hipétesis de laexistencia de a funcién invertible po ; nos permite justificar la existen-
cia de la distribucion de velocidades y por ende, la utilizacion de la ecuacién de continuidad
en la prueba del teorema del transporte, el cual se enuncia a continuacién,

Teorema 1.8 (Teorema del transporte de Reynolds) Consideremos un conjunto de
particulas de un medio continuo que ocupa un volumen acotado Vo C Q C IR? al tiempo
to = 0. Enlonces, para cualquier funcidn escalar o vectorial G(z,1) € C(Q x IRY), se
cumple que

d G .
- L RCOLE L " ('J +deu) av,

donde V(t) es el volumen ocupado por dichas purticulas al tiempo ¢ (definido en la ecuacidn
(1.7), y ulz,t) = $X(Xo(z,1),!) es la distribucion de velocidades.

Aqui, ﬁ%’- tiene el mismo significado que en la ecuacién de continuidad, es decir, para
una funcién escalar 4 = 42 + u - grad G. '

Prueba :

La transformacién = = X(2o, ) es invertible en 2o, por lo tanto podemos hacer un cambio
de variable; la posicién zq en ¢ = 0 es fija. Asi, Vo = V(0) C f C R* es un conjunto que
no depende de ¢, ‘ ' :

Si ltamamos J(t) = -g(%); al jacobiano de la transformacion y hacemos el cambio de
variable tenemos

d

d 1]
Ty Ot 42 = /V o Gt dzo.

Como V(0) no depende de t y es acotado
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d da dJ
il Gz, Hdr = /;,(0)((1 J+G —T’—) dzo.

Por la relacion de Euler (ecuacion (1.8)), podenios escribir

d
—_— i(x,t
aha Gz, t)dr

]

W

/ (i(-]- l+Gdeu) dzy
J

(—'— + ('(hvu) dzyg
V(0)

/ (ﬂﬁi deu) dur.
V()

it

De esta forma hemos probado que

d

dG
— = —_— li .
Gy G20V jv m( o +G(1vu) av, (1.9)

que es la relacion que desedbamos demostrar.
0
En particular 8i G = p(z,t)F(z,t), donde p es {a densidad y aplicando el teorema del
transporte obtenemos

d

d .
T PPV = jv Y (a-t-(pF)+dewu) v

B dF  (dp
= L(t)(p - +( +pdwu) F) av.

Por la ecuacién de continuidad (1.2), la cual es vélida puntualmente y para todo tiempo
t, llegamos a la importante relacion

d

d
dt V(t)PF V= iart (1.10)

1.1.5 Ecuaciones de movimiento

Vamos a aplicar la ley de Newton a un elemento de fluido que ocupa un volumen V/(t) al
tiempo ¢, para obtener las ecuaciones de movimiento.
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Hareinos la suposicién de que la dnica fuerza volumétrica que actiia sobre cada elemento
de fluido ¢s la fuerza de gravedad. Sabemos que pu es la densidad de momento lineal, {
es la densidad de fuerzas superficiales y pg es la densidad de fuerza debida a la gravedad.
De esta manera, aplicando [a ley de Newton a nuestro elemento de fluido

d
0t fy P4V = /b” ds+/vmpg av, (1.11)

donde S(t) = dV(t) al tiempo { y suponemos es regular.

Escribiendo la ecuacién (1.11) por componentes,

d
3 Joy P dV-/smt; dS+/Vmpg.~ av, C(L12)

Vi=1,2,3. Parael caso de la gravedad g; = g, =0y ga = —g.

Por la ecuacién (1.4) y por el teorema de la divergencia, escribimos

: T
) - o 4G = | on do
/s NS /s Y 5; Tyn; dS /s Y ;’s n ds
' Ta OT.,
B /V(c)dw( g::; /V(:) E 0:,

Sustituyendo este resultado en la ecuacién de movimiento y aplicando el teorema del
transporte (ecuacion (1.10)) a la primera integral tenemos

du.
Vi) dt /V(:)ZO V+/ pgi dV,

es decir,

du. 6T., _ _ .
/Vm( Lo pg.) dv =0, (1.13)

Vi = 1,2,3, VV(t) € @ C IR®. La ecuacién (1.13) se cumple para todo elemento de
volumen en todo tiempo t. Dada la hipotesis de que el integrando es continuo, ésto es
posible si y sélo si
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ar,
p L d, ;'0_—‘;’"/- =0, (1.14)

Veef,Viyconi=123.
Las ecuaciones {1.14) constituyen las ecuaciones de movimiento del {luido.

A continuacién se demuestra, en base al principio de conservacién del momento angular,
que el tensor de esfuerzos estd representado por una matriz simétrica.

Proposicién 1.8 El tensor de esfuerzos es simétrico.

Prueba :

Nuevamente sea V(t) un elemento de volumen con frontera S(t). E! momento angular
por unidad de volumen es z A pu; la densidad de torca debida a! esfuerzo superficial f y a
la furrza de gravedad son z ATy z A pg, respectivamente, siendo dcnsndad superﬁcnal la
primera y volumétrica la segunda.

Asi, por la conservacién de momento angular en el elemento de volumen considerado,
4 ehpdv= [ fodS+/ 2 A pg dV.
dt Jvgy (1) v

Dado que p es una funcién escalar y por el teorema del transporte (ecuacién (1.10)),
la integral del lado izquierdo se escribe como

zApudV plzAu)dV 3

d

dt Jvy
/ p—(i(:c/\u) dv
v(Y)

dz du
/VM (thu+:c/\dt)dV

du
L(()xAp-aT dv,

4
dt Jvgy

[}

i

[}

ya que (dz/ dt) A u = 0. Por lo tanto,

du . : |
iy rom V= [ znids+ [ snogdV. (L15)
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Sean é, €3, €3 los veclores unitarios de nuestra base ortogonal. Por ende, z = 7,6, +
Z763 + z3€3. Por la ecuacidn de movimicnto (1.14) escribimos,

du

du; aT;; R
ZP L e~E Z—*-'-_’-eryé £i.
i\ j dz;
Si n es la normal unitaria a S(t), también tenemos que
E=Y tig; = Z (ZT.,n,) &
1

En consecuencia, es posible cscribir la ecuacién (1.15) de la siguiente forma

/vu[zm"e"/\z (2 *”g') &~ Emm/\ng.e.] v =

- [ s (£m) ) s

es decir,

oT;
L(‘)Z(ebAe, (z;.): ’)) /()Z(é),/\e. (zhET.,n;))
ya que el término T, ziéx A T; pgié; se cancela. Por lo tanto,
.. aT; -
%__;e;./\ é [/v(l):vk%: 52, dv —/s(‘)z‘,},:T.,n, d.S’] =0,

Por el teorema de la divergencia

T
8T;, B il
/V(f) Zkz 5z, dV = '/V(f) x;,dlv( dv

Ta

T
-/V(t) diva, ;‘{: ~Tul dV
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Txl
/ al Ty | onds- / Ty AV
St {41
(t) Ty {t)

/s FESNATTCE /V T

1

i}

W

por lo que,

) ((é* A o T dv) =0,

i
La hase {¢,} es una base ortogonal derecha, por lo que é; Aé; = é3, é3Aé3 = é; y
€3 A € = €;. De esta manera,
bf Tn-Ta)dV+e | (Tu-To)dV+e [ (Fa~Tu)dv=0.
70 Vi)

v

Esto implica que
Jy T~ T dv =0, (1.16)

Vi# j. La ecuacién (1.16) se cumple para‘ todo eleinenio de volumen V{t) C O C R en
todo tiempo ¢. Como T' es continuo, esto es posible si y sdlo si

Ty =Ty, (117)

para todo z y ¢,
0

El siguiente resultado nos permite escribir explicitamente el tensor de esfuerzos. Para:

su demostracién usamos fuertemente el hecho de que T es simétrica.

Proposicién 1.10 '
p=~}traza(T) = -1 Y Ty,

[

paratodoz yt.
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Prueba :

Para todo tiempo fijo ¢. la presion estd dada por la ecuacién (1.6). Llamemos B a la
esfera unitaria con centro en r, cuya normal unitaria es 1.

De esta manera

———~j 7 T(z)y dS,.

Como T es real y simétrica, y = esta fijo, entonces existe una matriz M, tal que

M .0
MTM=Az)=}| : M : |,
0 . X

con A = Mi(z). La existencia de M estd asegurada por ser 7Ty una forma hermiteana
(ver [Cou/Hil, pags. 13-14]).

Sea £ = M™), la rotacidén de 1) dada por M. £ es unitario ya que n y M son unitarios,
De esta forma

"I = 0" (MA)M" )y = (M™n)"A(z)(M"n) = £ A(z)é.

El jacobiano de la transformacién £ = M™ es

J = de{M™) =1,
por lo que p(x) se puede escribir como
pz) = ‘-4—1; - £"A ()¢ dS

ahora £ es la normal unitaria. Pasando a coordenadas esféricas escnblmoo & = cosﬁ sen¢.
&, = senfsend, {3 = cos ¢, por lo que ‘

He) = —g [ )+ )] 4 (o)) as

_—1;; 'L /0 (M (z)cos?0serPd + AgserfOser?d + Aycos’¢) send d0dg
—%(Al(-r) + AQ(I) + Ag(.’t)) = —-% traza(A(a:)).
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Dado que M es nna matriz upitaria, sabemos que traza{A(z)) = traza{T(x)). por lo que

p(z) = -} traza(T(z)),

es decir,

p=-} Z-T«'«w {1.18)
1)

1.1.6 El tensor de viscosidad

Hemos visto que una contribucién importante a la componente normal de la densidad
superficial de fuerzas internas ¢, = n™T'n se debe a la presidn, definida por la ecuacion
(1.6). En base a esta observacidn podemos escribir el tensor de esfuerzos como la suma
de dos tensores, a saber, :

~-p 0 0 Tu+p Tn Tia
T=] 6 ~p 0 {+] T Tun+p Tn |,
0 0 ~p Tis T Tun+p

es decir,

Tj = -pbij + 0. (1.19)

Al tensor ay; se le define como tensor de viscosided y representa la contribucién de
las fuerzas de viscosidad, a la densidad superficial de fuerzas internas en cada elemento
de fluido. Por nuestras hipétesis fisicas (pag. 22), este tensor debe ser proporcional al
gradiente de velocidades y esta relacién de proporcionalidad debe ser isotrdpica. Esto
significa que la fuerza de viscosidad o atrastre depende directamente del cambio en la
distribucién de velocidades segiin la posicidn, por lo cual esperamos que para un fluido
en reposo las fuerzas de viscosidad se anulen; veremos que en el caso esttico 05 = 0.

Definicién 1.11 /A la mairiz formada por los elemenios

L (P iy
=3 (83:,' * 8::;)_'
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se le conoce como tensor de deformacion.

Notamos que el tensor de deformacién es simétrico. Por otro lado, debido a la pro-
porcionalidad entre cada elemento del tensor de viscosidad y e gradiente de velocidades,
cada 0, es una funcién lineal de los elementos de e;;. Esa relacién se expresa en términos
de un tensor isotrépico de rango cuatro

aij =Y Hijuent.
Y

La dermostracién de esta propiedad, para el caso de un fluido viscoso, se encuentra en

[Segel, pag. 82). También es posible probar (para ello consultar [Jeff, pags. 24-25]), que
todo tensor isotrépico de cuarto rango se escribe como

Hiju = abijbu + B &bt + 7y Subjx,

donde a,8 y « son constantes. De este modo la relacién entre el tensor de viscosidad y
el tensor de deformacién se puede expresar como

S
il

3 (a bijdui + B8udi + ¥ Subj)en

*

abiy Y buew +(8+74) Y budjien
Y Y

abi; Y ew + (B + e,
*

]

Por la definicién de e;; notamos que ¥, ey = divu, y si definimos v ®(8+9)2
obtenemos ' o

g;j = QdiVUJ.'j + 2ve;;.
Por lo tanto el tensor de esfuerzos se escribe como
Ti; = (~p+ adivu)b; + 2ve;;.

Por la ecuacién (1.18), y sustituyendo la ecuacién anterior se obtiene
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i
1
i
P
™
~
i
e

: Z ((=p-+ adivu)d + ey)

= Y-p+adive) S hitivy
¢ [

= —-p+(a+ %u)(liv u,

lo cual implica que a = ~3y, ya que divu no es idénticamente cero. De cste'modo el
tensor de viscosidad tiene la forma
oij = —dvdivud; + we;(u). (1.20)

La constante v recibe el nombre de coeficiente de viscosidad cinemdlica, y su valor
depende de las propiedades del material. Asi mismo el tensor de esfuerzos queda comple-
tamente definido por la expresidn

T = ~(p+ dvdivu)di; + we;j(u). (1.21)

Para el caso estético u = 0, tenemos Tj; = —pbij, €8 decir, recobramos las ecuaciones
para la fuerza superficial que depende tnicamente de la presion hidrostética.

Finalmente, escribimos el tensor de esfuerzos,

-p + 2V(§div u + uh.) V(ulsz + uﬂq) i V(ul::; + u3:|)
T= v(uyz, + az,) —p+2v(3divu + uz,,) v(uag, + taz) .
v(urg, + U3s,) (U, + taz,) —p + 2v(Ldivu + ug,,)

cuya expresion nos permitird formular completamente las ecuaciones de movimiento como
veremos a continuacién.

1.1.7 Derivacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Una vez obtenida la expresion del tensor de esfuerzos (1.21), p=demos sustituirla en las
ecuaciones de movimiento (1.14) y obtener

du; d du; | Oy
2V = - 1,di Loyl — 2 . : i
P 2;, oz, ( (p+ Judivu)by; +2v (ﬁz,- + 61:-)) + pg; :
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()211A l')lluj

= .—-5; - ‘(-;‘ {) (ll\ ll -+ z (()l 0[,(‘)-51) + Y-

ldentificando T; aij;; (dw uyy L, & 0: = A,
du, dp v (')
hahad S e 22
T o, + (dwu) + v D + pyg;. (1.22)

Podemos escribir las anteriores ecuaciones en forma vectorial, esto es,

p— d“ = —grad p + Jv grad(divu) + v Au+ pg. (1.23)
Expandiendo

d
;ilt{ = Uy 4 Uty + Ugliz, + gy, = ty + (u - grad)u,

y sustituyendo obtenemos

p (e + (u- grad)u) = —gradp + dv grad (divu) + v Au + pg. (1.24)

Las ecuaciones (1.24) son conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes, y describen
¢l movimiento de un fluido viscoso. Si el fluido es ademas incompresible, esto es, si la
densidad de masa es constante, por la ecuacion de continuidad (1.2) tenemos que divu =0
y las ecuaciones (1.24) se reducen a

p(ug+ (u - grad)u) = —~grad p + v Au + pg. (1.25)

Si ademas de la incomnpresibilidad, suponemos que el flujo es estacionario, es decir, que
u es 86lo funcién de la posicién y no del tiempo tenemos

plu-grad)u = —grad p + v Au + pg. (1.26)

Veremos que, por las hipdtesis de nuestro problema particular y que serdn expuestas
en la siguiente seccién, las ecuaciones (1.26) son las ecuaciones de movimiento del ﬂujo
considerado.
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1.2 El problema particular y las condiciones de fron-
tera

En esta seccidn se plantea el problema de Navier-Stokes que deseamos estudiar, mediante
la formulacidn de hipdtesis con respecto a las caracteristicas del flujo, como son, incom-
presibilidad e independencia con respecto al tiempo, entre otras, y a la geometria del
espacio fisico que ocupa, También se establecen las ecuaciones de las condiciones en la
frontera que debe satisfacer la solucién buscada.

Lias hipdtesis que hiaremos con respecto a nuestro flujo son las siguientes :

1. Consideraremos un fluido viscoso, incompresible, que fluye en una regién acotada
en z de IR® y sobre el plano z,y.

2, El flujo es estacionario, es decir, la distribueidn de velocidades y la presion no
dependen del tiempo.

3. Supondremos que la descripcién del movimiento del fluido se hace desde un sistema
de referencia que se mueve con velocidad constante ¢ = (¢, ¢;,0), y ademds, que el
flujo es periddico en las variables z y y. :

4. La frontera que limitaal fluido con el resto del espacio en la variable z €3 una frontera
libre, 1a cual denotamos por I' y depende solamente de z y de y en el sistema de
referencia escogido.

5. En el exterior, es decir, en la regién no acotada en 2, existe un gradiente de presion
constante 8p, [0z = —a.

6. La superficie libre, que sirve de interfase entre el fluido y el exterior, se comporta
como una membrana elastica,

Las condiciones (1) y (2) tienen un evidente origen fisico: pensemos en un fluido viscoso,
incompresible, por ejemplo, agua, que fluye de forma estacionaria sobre una superficie no
acotada. Las condiciénes (3) y (4) nos permiten considerar que’la frontera libre T' se
mantiene fija en el tiempo en nuestro sistema de referencia, y la condicion (5) se explica si
pensamos que existe otro fluido en el exterior corno aire, por ejemplo, y que el gradiente
de presién constante se debe al viento,

Observaciones experimentales de interfases entre fluidos de diferente naturaleza per-

miten justificar la hipdtesis (6). Veremos que ésta es muy importante fisicamente para .

formular una de las condiciones de frontera.
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Una representacién de nuestro problema se puede apreciar en la figura 0.1, pagina 8.

Dado que el flujo es periédico, podemos acotar nuestro dominio y considerar soluciones
en

Q% ((z,4,2) : 0< 1<, 0€y<1,0<2< ¢z, y)} C R, (1.27)

donde I' = {z = ¢(z,y)} es la superficie libre y el flujo es de periodo zp en z y de periodo
l eny.

Por la condicidn (1), la densidad de masa es constante y por simplicidad asumiremos
que en las unidades fisicas adecuadas p = 1. Por las condiciones (1) y (2), el flujo es
estacionario e incompresible, y si suponemos que la densidad de la fuerza debida a a la
gravedad es fg = (0,0, ~g), las ccuaciones (1.26) describen el movimiento del fluido:

(1.28)

—v Ou+ gradp + (u- grad)u = fg en
divu =0 '

La superficie libre es T' = {z = ¢(z,y)}, donde suponemos que ¢ es una funcién de
clase por lo menog C?; més adelante daremos condiciones especificas para I,

Liamemos
N {(2,5,0) : 0< 2 <20,0<y <1}, (1.29)

a la base del dominio Q2. Por la condicién (3), la velocidad en T debe ser igual a —¢, 1a
cual es una condicién de no resbalamiento. Asf, nuestra primera condicién de frontera es

ulr, = —c. o ~ (130)

Si tomamos un punto del fluido en I' = {z = ¢(z,y)} y tomamos la derivada con
respecto al tiempo se obtiene

!

d z T
ue=m7| v = '
#(z,y) ¢z’ + Gy’

El vector normal a I' es (— 4., ~¢,, 1), por lo que, si n denota al vector normal unitario
en cualquier punto de T', nuestra segunda condicién de frontera es
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u-nlp =0 (1.31)

Hemos supuesto que la frontera libre I' es independiente del tiempo. ;Que pasaria si
la componente tangencial de la densidad de fuerza superficial sobre I' fuese distinta de
cera? La respuesta es una deformacién en la frontera y por ende, una coutradiccidn con
la hipdtesis de que I' no cambia en el tiempo. Si Hamamos 17 y Ty a los tensores de
esfuerzos del fluido considerado y del exterior (aire), respectivamente, y si suponemos que
el fluido exterior es ideal y no viscoso, entonces éste cjerce una fuerza normal sobre T
cuya componente tangencial es cero. Si 7 es cualquier vector tangencial a la superficie,
en las direcciones tangencial?s tenemos

T Tm =T T”n,

ya que el punto sobre la superficie solo tiene desplazamicntos normales, Esto es conse-
cuencia de la hipotesis (6), ya que la aproximacién de la superficie por una membrana
implica que los desplazamientos tangenciales son de orden mds alto. Como hemos su-
puesta que el fluido externo es ideal, entonces Ty = —p,! (donde p, es el gradiente de
presién exterior constante) y Tyn es normal a [, y por ende,

7 Tm=1-Tyn =0,

De esta forma, nuestra condicién tangencial de frontera es

T Tnlp =0, (1.32)

para todo vector tangencial 7,

:Que pasa con la componente normal de la densidad de fuerzas n - Tn 7 Esperamos
que haya una discontinuidad en la fuerza normal, debido al gradiente de presion externo.
En este punto es necesario hacer un analisis mds detallado, razdn por la que el cdlculo de
dicha discontinuidad se hace en la siguiente seccidn.

Una de nuestras hipétesis (3) es que el flujo es periddico en z y y; esto significa que y;
y Ou;/8z; son de periodo 2o en z y de periodo 1 en y. Si denotamos

*u
Fu= 5;-;; Vi, conla| <1,

entonces deben cumplirse, por periodicidad, las siguientes condiciones de frontera :
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0" t)ep = 07U pmry
P ufyzo = 0™ufy=y

} Yia| < 1.

Asi; nuestro problema queda deserito por el siguiente conjunto de ecuaciones :

—vAu+gradp+ (u- grad)u = fq en 0
divu=0 o

a0"‘|‘v:=0 = aa"'rzro } V|€!| <1,

07t)y=0 = 0"ty

u|r° = —C,

uonlp =0

T Tﬂl[‘ = 0»

donde

u = distribucién de velocidades
p = presion hidrodindmica
v = coeficiente de viscosidad cinemdtica
fa = densidad de fuerza de gravedad
¢ = (c1,¢9,0) es la velocidad constante
T = tensor de esfuerzos : Tij = ~p&ij + v(uiz; +uj,,)
n = vector unitario normal a [
7 = cualquier vector unitario tangente a I'

y Q est definido por (1.27) y I' = {z = ¢(z,¥)).

La dltima condicién de frontera es la siguicnte :

n-Tnlp = —p, +2cH,
donde

p. = presién exterior
= coeficiente de tensién superficial
H = curvatura media de la superficie,

A continuacidn justificaremos la ecuacién (1.39).

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)
(1.37)
(1.38)

(1.39)
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1.2.1 La componente normal de la densidad de fuerzas en la
frontera libre.

Consideremos dos medios continuos como en nuestro problema, cuya interfase es una
delgada capa de transicién, la cual es tan delgada que podemos aproximarla por una
superficie. Veremos que debido a que los medios son de diferente naturaleza, existe una
discontinuidad en la componente normnal de la fuerza superficial en cada punto de la
interfase, que es proporcional a la tensién superficial de la misma.

Supongamos que dicha interfase cs una superficie de la forma {z = ¢(z,y)}, en un
dominio Q C IR, cuya interseccién con el plano (z,y) denotamos por D C R?. Llamemos
(1) y (1) a los medios continuos, y tomemos la normal exterior a la superficie apuntando
hacia (I1). Un esquema del sistema considerado se muestra en la figura 1,7,

Z

an

z=dh(x.y)

)

Figura 1.6 : Frontera entre dos fluidos.

Sea Ty el tensor de esfuerzos del medio (1) y T’y su equivalente para el medio (II). La
fuerza superficial en un punto P de [a superficie en direccién normal es :

n- (l[ - t”) =n. (Tm - Tyn).

Por [a hipétesis (6), el comportamiento mecdnico de [a interfase es como el de una
membrana cldstica; esta condicion es la caracteristica fisica mas importante de la interfase
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entre los medios continuos que estamos considerando, ya que nos permite estimar su
energia potencial, en términos de la deformacién que sufre debido a la fuerza normal
aplicada. Asi, asumniremos que la energfa potencial es proporcional a la diferencia en el
area de la superficie suponivn(lo que parte del reposo, es decir,

E= / JIF o8- 1) dedy, (1.40)

donde & es una constante conocida como coeficiente de tensidn superficial y B es un
dominio local tal que B ¢ D ¢ IR?, y lo suficientemente pequefio como para que « se
mantenga constante. Esta aproximacién de la energia potencial es el equivalente en dos
dimensiones a la ley de Hooke.

Ahora tomemos una deformacion de la membrana debida a las fuerzas normales que
actian sobre ella en la regién B, que matemdticamente se expresa como una funcién

v € C*(B), de manera que ¢(r,y) = ¢(x,y) + 7(z,y), (7 es pequeiio). Véase la figura
1.8.

Figura 1.7 : Deformacién de la membrana.

La energia potencial de la superficie deformada es

E =/B~(,/1 +o2+ it 1) dedy,
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y definimos el funcional A(4) : C'(B) —+ R como

AW = [ T+ 6T+ dzay, (141)

que es el drea de la superficie. Por lo tanto el cambio en la energia potencial de la superficie
tras haber sufrido la deformacion es

1

Bi-F = x[ Jlaoltod-\irarededy

(A1) - A(¢)).

il

En otras palabras, el cambio en la energia potencial es proporcional al cambio en el
drea de la superficie en la region deformada. Por otro lado, sabemos que este cambio debe
ser igual al trabajo realizado por la fuerza neta normal en la superficie, que se expresa
como

"‘/B'Y(Iln "t_”n) dx dy,

ya que el desplazamiento vertical es precisamente vy y tomamos la normal exterior apun-
tando hacia el medio (II). De esta forma obtenemos

= [ 7= n dzdy = s(A) - A9). (1.42)

Aqui n es la normal unitaria a {z = ¢(z,y)} para todo (z,y) € B.

Dado que A($) es un funcional en C*(B) podemos aproximar A(¢;) — A(4) por
DA(g), donde DA($) es la derivada de Fréchet del funcional A(¢), que en este caso
es un funcional de la forma

./B F(z,y,9, ¢s, ¢y) dz dy.

Se puede demostrar (véase [lze 87, pags. 29-30}) que la derivada de Fréchet en direccidén
4 de un funcional de este tipo es

DAYy = [[(Fer+ Foure + Fa) de (143)
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razon paor la cual, ya que en este caso F o= \/l + @1+ ¢}, podemos hacer la siguiente

aproximacion

Aloy) ~ Alg) = /B bete £ 90y, dedy. {1.44)

1+ 83+

De la ecuacién {1.43), sabiendo que Fy = 0 y aplicando e} teorema de la divergencia se
ohtiene

A8 = A9 = - [ ((Fode+ () v adyt [ () onas,

para toda y € C®(B), donde n es la normal exterior a 85 C R

Ahora hien, si en particular escogemos v € C§°(B), la segunda integral de linea del
lado derecho es cero y por lo tanto

Ag) = 4(8) = = [ ((Fo)e+ (Fa)y) 7 dod.

El hecho de que v = 0 en 38 significa que la deformacidn es tal que ¢ = ¢, en B, es
decir, ¢, es una protuberancia en la membrana debida a las fuerzas normales que actian
sobre ella (véase figura 1.8).

Haciendo los calculos se obtiene

ot b Wededy t S + $idee
(F¢.)x + (Fﬂ’u)!l = \/;ﬁ_’, ¢£¢i+.w¢3 B - (1 ':"»3' ':' ';5)3,2

Y Y

- UHV«M’)"’+V((1+IV¢I’)”’) vé.
ST S A S O

= div ((1 +|V¢|’)‘/2) = 2H,

donde H es la curvatura media de la superficie {z = ¢(z,y,)} (véase apéndice B, pigina
179). ,

De esta forma, por la ecuacién (1.42) y sustituyendo al tensor de esfuerzos, tenemos

- /B yn- (Tyn - Tym) — 2H) dz dy =0, (1.45)
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Yy € C(B). Por ¢l lema de aar (vonsiltese {Ize 87, pag. 48]) podenwos afiemar que

neTm—n-Tyn = 2H

en B,

Como B es una region pequeia y arbitraria, y T es evaluado en {z = ¢(, y)}, podemos
concluir que para todo punto en T se debe cumplir

ne-Tinle =n-Tynjp + 2511 (1.46)

Para nuestro problema sabemos que el medio (11) es un fluido ideal y que el gradiente
de presion es constante, por lo que n- Tyn|r = —p, y por ende

neTnlp = —-p, + 2H,

que es la condicidn de frontera (1.39).



Capitulo 2

El problema perturbado

Como vimos en el capitulo anterior, hemos definido un problema con frontera libre para
las ecuaciones de Navier-Stokes en el caso estacionario, con condiciones de frontera y
de periodicidad para el flujo. Si suponemos que el dominio es conocido, fijando una
condicidn para la frontera T', es posible encontrar una solucién trivial al sistema que
llamamos solucidn bdsica.

Nuestra hipdtesis mds importante para plantear nuevamente e! problema proviene de
buscar soluciones que constituyan una perturbacién del flujo dado por la solucién bésica
en el dominio original, el cual suponemos es una ligera deformacién del dominio conocido.
El objetivo de este capitulo es encontrar las ecuaciones para dicha perturbacion,

Como se ha visto anteriormente, el problema completo estd definido por el'éiguiente
conjunto de ecuaciones :

~vAu+gradp + (v grad)u = fg : : |
divu =0 | foen Q. (21)
0" =0 = 0%t p2sg ' .

D uly=o = Ouly= VIQI s 1 , - (22)

ulp, = —c. (23)

‘wenfp=0. ' S (24

T Thjr =0, (2.5)

neTnlr = —p, + 28 H, (2.6)
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donde
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u = distribucién de velocidades

p = presion hidrodindmica

v = cocficiente de viscosidad cinemdtica
Jo = densidad de fuerza de gravedad

¢ = (¢1,62,0) es la velocidad constante

T = tensor de esfuerzos : Tjj = ~pbi; + v(uir, +u;, )
n = vector unitario normal a I'

T = cualquier vector unitario tangente a I'
Pa = presion exterior

& = cocficiente de tension superficial

H = curvatura media de la superficic.

y © estd definido por (1.27) y I' = {z = ¢(z,y)}.

La superficie libre I' y el dominio §2 dependen claramente de la solucidn, y la ecuacidn
(2.6) es una condicién para la funcién ¢(z,y) que define la frontera [,

Las ecuaciones (2.1) son las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido viscoso, in-
compresible y estacionario en ). Asimismo, las condiciones de periodicidad (2.2) para u
deben satisfacerse en los extremos del dominio: z =0,z =20y y =0, y = L. Aquf 8%u
denota cualquier derivada en z, y 0 z (21, 73 0 23) de orden |a} < 1.

La ecuacidn (2.3) es la condicién de no resbalamiento en el sistema moévil de referencia.
Como se ha hecho notar, la condicién (2.4) es consecuencia directa de la existencia de la

frontera.

Por iltimo, las ecuaciones (2.5} y (2.6) son resultado del hecho de que para el flujo

el esfuerzo superficial no tiene componente en direccidn tangencial en la frontera, y de
que existe una discontinuidad en la componente normal de! mismo esfuerzo superficial,
proporcional a la curvatura media de la superficie, respectivamente,

2.1 La solucion bésica

En el caso en que © es un dominio conocido, para el cual I' estd contenida en un plano
{z = cte.}, podemos hallar una solucién trivial (Ug, Py) y para ello haremos las siguientes
hipétesis :

1. T es parte del plano {z = 1}.
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2. Uy es s6lo funcidn de z.
3. grad Py = (—a,0,~y) con a = cte. y g = aceleracion de la gravedad.

4. py = -azx
Llametnos

Qo= {{z,p2) 1 0SeSm; 0<y <0821} (2.7)

Poz{(e,y,2) 1 0S2<2;0Sy<Sz=1} (2.8)

Podemos hallar facilmente una solucién a las ecuaciones (2.1) - (2.6) en Qg y I'y, que
satisfaga las condiciones (1) - (4). Esta solucién representa el caso de flujo uniforme en
y ¥ con perfil parabélico en z (véase figura 2.1).

Py B -ax
=l L, ;
| 71
2,
e ——— )
I
120 e mn

€

Figura 2,1 Solucién bisica Up.

A continuacién haremos el célculo de dicha solucién (Up, Py). Por la condicién (2) sabemos
que
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Por (2.1), divly = Uy, = 0 en L, por lo que Uy = constante. Ahora, usando (2.3) resulta

que
—¢
Uy =1 ~c
0

= U; = constante = (. (2.9

Por otro lado, por la hipdtesis (3),

—a
gl ( ; )
-9

5 Py=-az-gz+k, (2.10)

con k; constante.

Dada la condicién (2) y por la ecuacién (2.9) escribimos

(Uo » grad)Up = DUy, + UzUov + Uy, = 0.

También por (2) tenemos AUy = Uy,,, por lo que la ecuacién (2.1) se puede escribir

—vlUps, +grad Py = fg  en o,

(30)+(o)(8)

De este modo obtenemos

es decir,

UU],, +a= 0 b
vl = 0. (211)

Integrando las ecuaciones (2.11) se obtiene

T

7
5
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U = ez b dyz 4 d (2.12)
v

Uy = ey2 + ey, (2.13)
donde dy,dy, ey y € son constantes. Ahora, por la ecuacién (2.3) y evualando en z = 0

tenemos que dz = —¢; ¥ €) = —¢y; de esta forma

-ttt diz-c
U= €z —¢;

0 (2.14)

Py=—ar~gz+h.

Sily = {z = 1} la normal exterior es n = (0,0,1). Observamos que la condicién de
frontera (2.4) se satisface naturalmente si Up tiene la forma de (2.14) :

—%'*'(II—C] 0
Uy nlp = e~ ¢, 1o}f=0
0 ’ 1

Veamos ahora que forma tiene el tensor de esfuerzos. Escribiendo T' explicitamente
(véase pagina 36) obtenemos

ar +gz ~ky 0 —az 4+ vd)
T= 0 az — gz —ky ve, .
—az + vd) ve Car—-gz—k

* Asi notamos que en I'g (z = 1,n =(0,0,1)) el esfuerzo superficial es

~a + vd,
t-= Tnlro = ve) .
az—g-k

Ahora bien, como parte de nuestras condiciones de frontera pedimos que (2.5) se cumpla"
para cualquier vector T tangencial a['s. Tomemos los vectores 7y = (1,0,0) y 13 = (0,1,0);
escribiendo (2.5) para ambos llegamos a ‘ ‘

1 —(1+le ‘
nIn=|0] ve, =-—-a+vd =0
0 ar —g -k
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0 —at + vd,
rn-Tn=)1]- Ve = pey = (),
0 ar —g -k

(11=9' Y el=0.
v

es decir,

Por la condicion normal de frontera (2.6) podemos escribir
1 ~a + vd,
n-Tnlp, =101 vey =ar+g -k = —p, + 2kl (2.15)
0 ar—-g -k

Finalmente, dado que [y es una parte de! plano {z = 1} la curvatura media es cero
(H = 0) y por la hipdtesis (4) la ecuacién (2.15) implica que

az+g~-h=~p=az = k=g

De esta forma hemos calculado la solucién bésica en el dominio € :

-l 420
U= ) ‘ (2.16)
, 0
Py = ~az +g(l - 2). » (2.17)°

(Uo, Py) es solucién de (2.1) - (2.5) en Qg por construccién; las condiciones de periodi-
cidad (2.2) se satisfacen claramente pues Uy no depende de z ni de y.

2.2 Planteamiento del problema perturbado

Hasta el momento hemos encontrado una solucién trivial a nuestro problema cuando el
dominio es conocido y la frontera es parte del plano {z = 1}, que corresponde a un flujo
con perfil parabdlico en z. ;Qué pasa si este flujo es perturbado?, es decir, jqué tipo de
soluciones podemos encontrar si suponemos que la frontera libre I' de nuestro problema
original es una ligera deformacién de la frontera plana? Para ello hemos de considerar que
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['esdelaforma {z =1 + ¢ }, donde £, y) es la perturbacién de la frontera plana, funcién
dex yy. Ahora bien, dadoque = {0 < r <2y, 0<y <l 0<2 < 1+€(2,y)} # o,
no es claro qué entendemos por soluciones del tipo (¢ + Uy, p + Fo), ¥ por lo tanto es
necesario, a partir de la perturbacién £, definir una transformacion natural de Qg a2 Qy
considerar soluciones de ta forma (u + ug, p+ po}, donde (up, po) resulta de transformar la
solucién basica al nuevo dominio.

El propésito de este capitulo es precisamente plantear las ecuaciones para la pertur-
bacién (u, p,£), en virtud de que la condicién normal de frontera provee la ecuacién para
la frontera libre I',

2.2.1 Las transformaciones & y ¥

Denotemos cualquier punto de g por (z,y,2), y de  por (,§,%). Supongamos que
existe una transformacién definida de manera natural como

$:0— Q,
dada por .
z R z z
y | y = I (2.18)
2 z(1 +£(z,y)) H

Un esquema de la transformacién se puede apreciar en la figura 2.2.

o
_____
.+

*
0 ~,
o N
f .

=0

(xy)
Figura 2.2 : La perturbacién £,

La transformacion asi definida es tal que la frontera I’ eqy la grifica de la funcién
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I+ £(e,y). Asumiremos que la perturbacién £(z, y) es una funcidn al menos de clase 72
en el dominio Ty, y que satisface condiciones de periodicidad en z y en y, es decir,

Pllo = Plher, |y |
(I)"fiy:o = 9°€ly=n } Vlﬂl <1, (2.19)

Conocida ¢ podemos calcular la matriz jacobiana y el tensor métrico asociados a la
transformacidn. La matriz jacobiana es

L 0 0
J(«b):( 0 1 0 ) (2.20)
2y 1+¢

la cual sios permite definir la matriz funcional como

P 0 2
D(®)‘3-5'J(¢)T=(0 1z, | (2.21)
00 1+¢

Las componentes del tensor métrico se definen como Gy def 89 - 8;4, donde 89 =
($ir, D2s,1 B34, ), por lo que

266 1+ (26 26(1+€) (2.22)

) (1+(zex)’ 26,8 'z£=(1+€))
dG+E) 26(146) (1467 )

Claramente, el determinante es det G = (1 + €)%, Por otro lado, el inverso del tensor
métrico estd dado por

! = : (2.23)

Notamos que para cualquier funcién definida en ©, F = F(z,,2) & F(z,y,z) se tiene

Fe
V. F = ( o ) = J(‘D)TV,?FI(,'V',) = D(‘D)V;Fl(,'y‘;). N (2.24)

T
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La transformacidn inversa de ¢, que denotamos por
def -1
W=7 Q- (O,

z
(l+€£i£.0))

De la misma forma la matriz jacobiana asociada es

es claramente

L-{I -1

) . (2.25)

[N
N R

1 0 0
J¥) = 0 l1 o |, (2.26)
o | - 1
Trer (l+¢f" T+

y la matriz funcional se escribe de la siguiente manera

0 ek
L el |- (2.27)
0

¢

- 9P -3
H=| ik 1»2#3);, e | (2.28)

(1+¢ (14¢ 14¢

H'= ,lf;t . (2.29)
Claramente el determinante del tensor métrico es detH =1/(1+¢)

De la misma forma que en el caso de @, notamos quc pam cualquier funcidn definida
en o, F = F(z,y,2) L F(z,,3) se tieric
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1‘:‘
Vel = ( F ) = J(U)'VeFlwgn = DY)V Feg.0)- (2.30)
£

Finalmeute escribimos las matrices inversas de las jacobianas correspondientes en 1y (O :

] 0 0
J@) = J(¥Neyp=] 0 L 0 | 2.31
T+ TH T+
1 0 0
J(¥) = J(d o) = 0 1 0 . (2.32
(¥) ()2 (m A )
1+ TH¢

2.2.2 Vectores normales y tangentes

Para formular el problema perturbado nos serd iitil transformar, de Q a Qg y viceversa,
los vectores normales y tangentes en la superficie libre que intervienen en las condiciones
de frontera en I'.

Deﬂaﬂg:

El vector normal unitarioen [" es

im0 ve-tea)
Jirwer\ ) VGG

Si denotamos F(%,§,%) = 7 —£(3,§) 3 F(z,y,2), y aplicando la férmula (2.24), obte-
nemos el vector transformado a {1y

...E’
1
Y(h) = —~==—==J(®)"
() = o) ( lfv)
. 10 26 \[-&)
= | 01 2, |{.-€
\/1+IV£I’(0 0 1z+c)( 1")

(ﬂv-‘)
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| 0
L S ST .
JUriver ( g

que denotamaos

n= () = ——

0
1
=~ 0 |, 2.33
W+WW(w5) )

y ¢s evidentemente un vector normal a la superficie Iy .

_ Tomemos ahora un vector M en la superficie ' y T tangente a ella; es claro que
M + hT(k) también es un vecior sobre I'. De esta forma el vector

Y(A + KT(h)) ~ W(MT)
h N b

es un vector en fa superficie I'g . Haciendo una expansion en serie de Taylor de la expresién
anterior se obtiene

V(M + hT(h)) - V(A1)
h

‘

= J(U)T(h) + O(h),

por lo que

- V(M + hT(:)) - W(m - I,

de donde se concluye que J(¥)T es tangencial a I'y. Por lo tanto si tenemos un vector 7
tangente a I, su transformado es el vector ¥(7) = J(W)F, tangente a [y.

Consideremos los siguicnies vectores ortogonales y tangentes unitarios a I'

' 1
o L 01, » 2,34
: ,*.._W(&) | @)

PO SRR T oA (2.35)
JU+ e I4VEPY ¢

sp
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de forma que V7 tangente, Ja;, a3 € R tales que 7 = a7 + a, 74,

Transformandolos a §}; obtenemos

M = g(#)

i

J(lp)?“”(:.y.z)ero

1
- 0 (2.36)
m 0

@ = g7 ) =
L0 o0 )( ~-&:8,
= 0 1 0 1+£,’)
\/1+£,\/1+IV€ (l—}; ﬁ? iy 3
~&séy
= 1462 2,37
;71+£.71+IV£( ) (20

vectores claramente tangentes a I'y.

i
—
Ll
S’
~
—
)
=
=
Ea
=
=
m
=

De 1), nﬂ;

El vector normal unitasio en Iy es

0
n=(0)=V(z—l).
1

Al transformarlo a 2, via la ecuacién (2.30) obtenemos el vector |

1o »(E+'¢ 0
L
0 14¢

1 "'f!
THe "169 ) (2.38)

-1}
1]
-
—
&
-~
]
—_

r

o

it
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el cual es norinal a I,

Por otro lado, st M es un vector en I'y y T' es tangente a I'y, entonces el vector

G(M + LT (h)) - (M)
h !

estd en I'. Haciendo una expasion en serie de Taylor hacemos notar que

(M + hT(h)) - ¢(M)
h

= J(O)T(h) + O(h),

por lo que, al tomar e} limite cuando & — 0 nos queda J(®)T, vector tangente a . Asi,

si tenemos un vector 7 tangente a I, su transformado sera J($)r, a su vez tangente a
I

Considerando los siguientes vectores tangentes a I'y, ortogonales y unitarios

. 1 0
M=lo], MM=|1],
0 0
y transformandolos a 2,

1 0 0 1 1
0(1“))=J(¢)r(')|p=(o 1 0 )(0):(0),
§r & 14¢ 0 &
10 0 0 0
0(r<’))=J(¢)r“)|p=(o 1 0 )(1):(1),
€ & 14+€ 0 £y

obtenemos dos vectores evidentemente tangentes a la superficie I

1 )
f(l) o 0(1'(‘)) = ( 0 ) ’ ‘ (2'39)
§e

. .
7 = ¢(r0) = ( 1 ) (2.40)
& '
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2.2.3 Transformacion de la solucion basica

Podemos ahora transformar la solucién bisica obtenida en la seccidn 2.1 para el dominio
Qo al nuevo dominio €}, y en consecuencia plantear lag ccuaciones para una eventual
solucidn de la forma (u + ug,p + po) y en especial las condiciones de frontera para la
perturbacién (u, p).

La presion Py estd dada por la ecuacidn (2.17) en g, por lo que transformando

O(Fy) = Fo(2(%,§,2), ... ‘l_gf])o(l',f, ) =—af+y (] - '1—1—;(-{:7—)) .

Obtenemos asi i ,
F;
= —-qf4g{l - ———<] enfl 2.41
P ”( 1+E(m,y)> @

Vamos a transformar la distribucién de velocidades Uy a un campo iiq en §; récordando
el significado fisico de la distribucion de velocidades y aplicando la regla de la cadena se
deduce que

df® df?
T A LT ( i |
3 o
de esta manera obtenemos
10 0 e viat A LA
tig = J(®)Uol(z,5.0) 12& 1}1 0 —
e i 1+ 0 (26:8)

i
I
o
3

2
bty (2- ) - @b tak)

Un cdlculo sencillo couvencerd al lector que, desafortunadamente, div iip # 0 en Q.
Sin embargo, en vez de tomar iy, hios conviene definir la siguiente transformacion para la
solucién bésica, cuya importancia se revelard mas adelante.

Definicién 2.1 Definimos la transformacidn x(£) como

@ JO @),

() = (x(EJu)(2) = 5 +& v
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Demostraremos que {a transformacion anterior preserva la propiedad de un carpo
vectorial 1 de ser solenoidal, s decir, que divi = 0.

Proposicién 2.2 ’
divyu = diva(n(€)u)(#) = ‘l'lé‘

para lodo campo u(r).

Prueba

Sea u;(z), 1 = 1,2, 3 un campo vectorial definido en {, de manera que por la definicion
de m(€) sabernos que

| ( (1) 0 0 Uy 13-(
ii(i‘):-————- 1 0 Us = —L”
1+ s u
R PACYANIY. 2N

Basta con hacer el simple calculo de las derivadas t;z, y hacer la evaluacién en las
variables z para obtener el resultado :

the = (th?) e (11l<> e ("“—li:f ("’“"“))
iy = (1+£) J’?+(1+£) = lif (u"’—livf (“°+z“"))

. - €zul E
(T+&7 "+ 6)

= ——I—E[ ~-—-—£—-€(u,+zu|,)+

-+

+ ug, 21+ £(u1,21)+ Ef(uhzi)

1'6:5 (ug+zug,)],

div.u
1+¢°

. 1
= divsit = T3E (Uu+"2y +u3,) =

Corolario 2.3
divyu=0 = divpii =dive(m(£)u) =0,
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Consecuentemente vamos a transformar la solucidn bdsica {4y a un campo vectorial
solenoidal dado por

to(E) 4 (x(&)Ua}(2) = il-g-)z)-L(r)Uo(\’/(x)). (2.42)

Por ¢l corolario anterior diveup = 0, ya que por construccién div,Uy = 0. Calculando
explicitamente up obtenemos

p (P00 ~sie(2-) — e
M= ——] 0 1 0 ey ,
LHE 16 24 1 %
it 1ae L 0

es decir,

Em lm'(z:" 'ﬁ'?) -

=1 T : (2.43)
i (2 - ri-z) - m'th(Cl bt dy)
De esta manera hemos transformado Up a un campo uo cuya divergencia también es

cero, Con esta transformacién 7(£) también notamos que, si n = (0,0,1) es normal
unitario en I'g, entonces

zh

a@).n = S, 1+ .
4(3) . T4 ) m\’(‘y)ﬂ

L, 1

u J(TJ(¥)n = u-n,
;;l + (WP ‘-—)T—L \;1 + Ve
es decir,

() = et

= s 2.44
V1 +1vep (244)

2.2.4 Las ecuaciones de la perturbacién

Hemos transformado la solucién basica al dominio 2 y ahora nuestra intencion es conside-
rar soluciones de la forma (u + ug, p+ po) para obtener las ecuaciones de la perturbacion.
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Por simplicidad, a partir de ahora, Hamareinos (x,y, 2} o los puntos de

Q={(e,5,2) : r€(0,2], y €[0,1],,0 <2 S L+ {(xy)}s

y por lo tanto lo solucidu bisica se hia transformado a

= —ar+g(l- -—~——-) 2.45

b ! ( T4 £(z,9) (243)
i“?(wxeﬁ(z - Tz‘f) - T%F

Up = l:fl (246)

¢
wi? z £
$abr (2 - de) - wiplabtat)

Si (u + tig, p + po) es solucién de las ecuaciones (2.1) en §, sustituyendo llegamos a

~v A(u + uo) + grad (p + po) + (6 + wo) - grad)(u + wo) = fu
= —vAu+gradp+ (u- grad)u + (4 grad)up + (uo - grad)u = f,

donde wt
f = fa — (v Aug + grad po + (uo * grad)uo).

También,
div(u + ug) = divu + divouo = (),

por lo que podemos concluir que « debe satisfacer

~vAu+ gradp + (u - grad)u + (u - grad)ue + (ug- grad)u = f enfl.  (247)
dive =10 ’ )

Hemos pedido que £ y sus derivadas sean periédicas en z y en y, razén por la que,
st U satisface las condiciones de periodicidad, también ug = x(§)Us. De esta forma, las
condiciones (2.2) para u + ug

aa(u + uo)'t=0 = 60(“ + Uo)',,-_-,o .
0°(u + uO)Iv:O = a“(u + u°)|V=l V'a' <L

implican, por la periodicidad de uo y sus derivadas, que
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"0 = 0%y )
Pl = Bl Ly <, (2.05)
A uly=0 = 0%ulya
Vamos a pedir también condiciones de periodicidad para la presion, las cuales, como

veremos mds adelante, se satisfacen naturalmente si la presion es una funcién suficiente-
mente regular

PI::O = p]r::o ) PIy:O = Ply:l- (24())

Pasemos ahora al calenlo de las condiciones de frontera. Sabemos que en Iy = {z =
0jnQ,

= 0 0
[i) Y
I A
ol \ 0 0 1
por lo que
or 0 0\ /[-q
uole, =] 0 ﬁLE_ 0 - | = T:EE
0 0 1/\ o0 + )
La condicién de frontera es (u + p)|r, = —¢. Consecuentemente la condicién para la
perturbacidn de convierte en
ulp, = 1156 ¢ 4. (2.50)

Por la ecuacién (2.44) sabemos que uo - nlr = 0. En virtud de la condicién de frontera
(u +uo) - me =0,

+

wnlp =0 i

51)
Las condiciones tangencial y normal de frontera en I,

Deseamos que nuestra solucidn u + ug satisfaga

. 7 T(u+ugnlr =0
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e T(u 4 uphn|p = —pg + 2511,

donde 7 es cualquier vector tangente a I'. Por ende, es necesario calcular la condicién de
frontera para ug con el fin de encontrar su correspondiente para u. De esta forma, en ['
tenemos

7 T(ug)n = r7(—pol + a{ug))n = —po 77 In 4770 (ug)n
=0

- T(ug)n = n"(—pol + o(uo))n = —por + no(ug)n.

Dado que —py|r = —p, = az, la condicidn de frontera se puede expresar de la siguiente
forma, que involucra al tensor de viscosidad ;

T (u)n = ~n"o(ug)n + 26 H (2.52)
" T(u)n = ~1o{ug)n. (2.53)
En este punto es menester calcular las derivadas de primer orden de uy y de esta manera

obtener el tensor de viscosidad dado por o;;(uo) = vei;{ug), el cual es simétrico (véase
definicion 1.11).

A partir de la ecuacién (2.46) calculamos las primeras derivadas de ug, y al evaluarlas
enl={z=1+¢£(z,y)} llegamos a

e lo = (l-f;),(;’ c]) .

ty lr = 1165" i (;u c‘)

ulxlr -

aé; ¢
Uz:lr’—‘(Ti—f-); ) u2"|r=(—li—%7 y Uger =0

uz | = g_'"—[(l + &) 26 2] +

aTep 66 -(146)¢)

(l+£)’
3
uavll‘ ﬁ('ﬁ‘f')‘)[l’*'f)fzv 2frfv]+ l+£7[2EV l+f)fw]

( )f 6263!
(L+ER > (14 &7

U3, lr
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Sustituyendo las derivadas en las componentes del tensor de viscosidad en " obtencmos

-2 (‘; -~ 1'1‘/) €: 20 €,
T T e
2 a
033 == (T*FE)_[(E - t‘n") £ —oqv s‘y}
ou=rgr|(3 o) 6 -ow ]
1 a ng 2
7= L5 — o) (04 €6 226%) b eaw(2ec b =(1+€) )]
o= gl (5 - o0) (04 6 ~26c) +ewlzg, = (14.€)6)]

Ahora bien, sabemos que el vector normal unitario en la superficie es

1 "? ©(254)
e\ ) o

Calculando,
o —Eron— &0
Vvei(o(ug)n) = | o3 =013~ 00 |,
ogg =€ —&on /-
por lo que

i

oy ~€ron—-§0
(1 ++ |VE?) n"o(uo)n 13 n=syon )

( ~b: —& 1 ) ( o =€ 01— & on
oy =013 § 0m
on bt +oné P +om + 20036, 6 20136 ~200 6,

i

Asi, sustituyendo las expresiones obtenidas para el tensor de viscosidad en I, llegatos
a que '

(4 Ve N o (ug)n = ~2[ (% ~ cw) (L4 )6 by + & ber) — &1+ IVEIQ)] +

e = (14 €66+ + 601+ 1960
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- _2( (3-av) ) , ( 4 )6 oy + 62 600) = 61 + | VEY) )
(2 “ + ( )(fv fw + f: fw) + {v“ + 'V{P) '

Simplificando esta tiltima expresion obtenemos

nfo(ug)n = “:),‘L__:( o=y ).V L———[ FIver .
VIHIVERN a 1+¢

Sustituyendo esta expresion en la ecuacidn (2.53) encontramos la condicion normal de
frontera para la perturbacion

et (mea) (VY. v
n I(u)nlr._\/l__ﬁ‘;é_lg(?_c2 )V( TTé +xdiv —————«-—m . (2.55)

El plano tangente a la superficic I' en todo punto es el plano formado por los vectores
unitarios ’

. 1 1
T(l) =" m ? y . (256)

SO ! f fcfv’ . (2.57)
e ) T

Vamos a calcular dos condiciones tangenciales de frontera, una para 7(!) y otra para
73, Sustituyendo el tensor de viscosidad en la condicién para (" se llega a que
. g q B

ay-€zan~§on \ -
wer Vi yiawer () o(udn = (1 0 & )| on~-&on={on |
Non—~&an—E
= 013(1 - 2) + 0336 ~a1 & ""U'l'l/fv “'C').’i{»‘{y»- )
Sustituyendo ¢;; valuada en I' en la expresién auterior obtenemos

1
m[(%f‘l") [(H‘f Wera(l=br?)=bayés fv)+(u2+2(: z(H‘W(P)] +

def
+CIV[(H’()(fwﬁzfv"(xv(\-fx’)H'fxEv""(:(y(”‘lvfm]] = Ty

(r" o (ue)n =
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de manera que la condicion tangencial de frontera para la perturbacidn es

P (unfp = 4. (2.58)

Aplicando la condicion de frontera en el caso del vector (¥ [legamos a la siguiente
expresion

) =€ =€ 012
Viveinsio (19 o(uon = ( ~ 66, 1462 & )| on—beon-Eon

o~ €03~ €02
= =0l bt G on b +0nb 6 + (14600 ~ 0126~ &)

touéy —o13é: €, —ont,

la cual, al sustituir nuevamente los valores de ¢;; nos conduce a la condicién de frontera
restante
(1) o(up)n =

1
W[U—nv) [(Ht)(m(lﬂ.‘—t,’)-?tu [ cv)+¢.t.(l+|v¢|')]

m[(ut)(?cuc-c, - tv.(ucx’-t.’)-(c.’m,')(ulvu’)” Yo,

es decir, '

@ Plu)nfp = ;. (2.59)

Ahora vamos a modificar ligeramente la condicién de frontera (2.50) de manera que
sea una condicion homogénea para la perturbacién u. El lector se dard cuenta en los
capitulos posteriores la conveniencia de este cambio. Para tal efecto sumaremos a u; un
campo u; tal que divu; = 0 y que u; sea cero en I'. De esta forma ahora consideraremos
soluciones de la forma u + io donde g = ug + ;. Si queremos que la condicién en [ sea
homogénen entonces (4 + tio)|r, = —c implica que o |, = (uo + wi)|r, = ~¢.

Sea x(z) una funcién de clase €, con x(z) = 1 8i |2] < 1/4, x(2) = 0si |2z] > 1/2
¥ JaP x(z)az = 0. Por ejemplo témese la funcién a(z) de clase C* tal que a(z) = 2
para Jz| < 1/4,a(z) 20y a(z) = 08i z 2 1/2. Si se define x(z) & d'(2), ésta tiene las
propiedades deseadas.

Sea entonces
~mex(2)es
U wf “1HE x(z)e
(Cl (Ti?), +e (rh')v)(fo' x(t) dt)
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Por mnstrflclcién es claro que divey = U en 2. Dado gue (Té‘{)f £ (T&V’ uy también se
puede escribir como
- T&{ x(2)
wy = ~rerx(2)es . (2.60)
Z

(s ) x () A

Cq

Coumo £ y 0 son periddicas, también ) es periddica. Notamos asi mlsmo quc =0 =
lHc En I' dado que x(z) = U si {z] > 1/2 y por la propiedad de que fo x(z)az =0,
es obvio que up]r = 0. Por lo tanto las condiciones de frontera en I' calculadas con
tanto trabajo hasta ahora no cambian si sustituimos u por ug + uy. Como habiamos
mencionado, definamos
< el
Uy = g+ Uy,

por lo cual fig|r, = uol:=0 + w1]e=0 = 1+¢ Ti,% = ~¢ De esta manera, consideremos
soluciones de la forma 1 + fig, y se modificard la condicién de frontera (2.50) por

ulp, = 0. (2.61)
La forma explicita de i es
o (2~ i) — the(1 4 &)
o = 2 (1 +x(2)) . e
as? q : :
o b (2 o) + e U x(1) de = 2)(er € +eay)

Para resumir los cdlculos anteriores haremos algunas definiciones que serén de utilidad
posteriormente.

Definicién 2.4

o W L ¢ 14+ [V¢P S
) o

def 1
-erv) (4 2x(1-6:2)-¢s 6y 2 +28: 2(4HIVER) | +
nE— |+|V¢|1\/T+7T[ ) [t 1-8 =y 6 614y P26 204198 )]

sean (L e by = an1-62 )10 by 36 G HTER)] | (264)

def -1
M=
(LHEP (+VER V146

cau[um(ze,ye,e,—e,,um'-<,')-(e.‘m,’)(ulvel’)]] (2.65)

[(3-) [0+t 4626212600 et e 0190
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i =4 (z) ) (2.66)

sy (2 o7) + (e X dU- s (e ke k)
f= df Jo ~ (—v Qdig +grad pg -+ (itg -grad) go) (2.67)
Notamos que S también se puede escribir como g = 3, 4 f;, donde

2(2 - )

A o (6 b+ be) = &el1 +1961Y) (2:68)
Y e 0+ Ol -6+ DEY). (260

Asi mismo definimos

‘r”l(f) def fv £8U+CI€SS . fs _l_(l + lvﬂz)t Er

L+IVER TT+E "3 THVER T4E (210
def § f:y +§ f:_py_ Ev = _l_ 1+ |VEP) - &
WSS T Tee T TV T4E 2.1
por lo que podemos escribir
_ At -av) 26y
B= 00 - el (212

Finalmente, resumiendo los cdlculos hechos en este capliulo, escribimos las ecuaciones
para la perturbacién (u, p, §).

~v Ou 4+ gradp + (u - grad)u + (u - gead) d +(iip grad)u = f all  (27)
divu=0 '
Fulszo = U3z, <
8°u|.=o = 8011":] V‘a‘ - 1' (2.74)
Ple=o = Plszsy 5 Ply=o = Ply=s (2.73)
ulp, =0, {2.76)

u-njp =0, (2.77)
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T Tunle =y, k=1,2 (2.78)
n-Thnlr = g+ 25 H, (2.79)

donde f,fig, 7k, B y H se delinen en 2.4,

2.2.5 Ecuaciones en forma adimensional

Mis adelante serd necesario considerar las ecuaciones en forma adimensional; por esta
razén definiremos aqui los pardmetros adimensionales y los valores de referencia respec-
tivos. Como veremos, es conveniente que los coeficientes de las ecuaciones no tengan
dimensiones. Denotemos a las unidades de longitud y tiempo utilizadas como [L] y [T,
respectivamente.

Definicién 3.5 Los valores de referencia para la longitud, la velocidad y la presidn se
definen como

ho= 1 [

UR = uc|(r = =g-l}-!- [LT-']
ne=0} = %9,

pr = uj [T

e = v [T

Notemos que a tiene unidades de [LT™*). Definimos también los siguientes pardmetros
adimensionales

) o urlp _ alg

vp Wt
e c,-l .
1 o __V;R.’ (i=12)
def gl?!
0 = T
dr Kl
= =

Consideremos la presién basica (2.41). Como a tiene unidades de [LT™?), si lo dividi-
mos entre al}/4v%, con dimensiones {LT™?, el coeficiente se vuelve adimensional, Del
mismo modo al dividir g [LT™*] entre a?[3/41* ¢l coeficiente ya no tiene dimensiones.
Consideramos, pues, a la presion py como
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UL P 280
P -t i) (2.80)

| - . N N 1 . . i R
L'l caeficiente del primer término de tigy es Fa/2v, con dimensiones [LT'}: al dividir
entre (ha/2v = Av el coeficiente se vuelve adimensional. El cocficiente (ge, {L¥T7"] del

segundo término lo dividimos también entre Ay, y hacemos lo inismo para los coeficientes
de 1igy y ity con ese propasito. Asi, podemos considerar que tig esta dado por

i (2 - 1) - Sl + 64(2) |
fo=| =B+ 6x(2)) L (281)
(2= 127) + Al €+ &)U5 x(8) dt = 2)
Por iiltimo los coeficientes (% —c,u) y cav con dimensiones [[.3’1“’] se dividen entre
alk/2 [L*T7?), por lo que § y % cambian los cocficientes (% - clu) y €V por (l - ‘f\L) ¥
B, respectivamente,

De esta manera el problema (2.73) - (2.79) formulado adimensionalmente es

~1Au+gradp+ Lut+ Bu=f .
N dive = 0 en §, (2.82)
donde
Lu < (g -grad)u + (u - grad) i, (2.83)
Bu'e (u- grad)u, L(2.84)

con condiciones de periodicidad (2.74), (2.75) y condiciones de frontera (2.76), (2.77) y

™ Plunfp =3, k=12 (2.85)
n-Tlu)nle = f + %‘iu. (2.86)

Aqui fip ¥ po estdn determinadas por las ecuaciones (2.81) y (2.80), respectivamente, y
By 1 k = 1,2 estin dadas por

2(1-u g1 S
g B em
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ll(" .
VREMEss(1-€o )= €sy €2 €046 T4 26 (14 19EP )+
u+<)’\/“|vcv\/1"+7[ ) [0 6y 606 126 019

#8200 e - -6 b & 26 0T |, (2.88)

del
T I e (LHENEp (1485 =64 1) =2 655 &4 Eg) +Ee (L HTEP)| -+
= (l+€)’(l+|‘7€|’)\/1+e,[ )[ Mew v G0 l)]

+L3[(1+<)(2<w€x€u-tw(lm’—e,,’)—(e,’+u,’)(1+|ve|7)”. (2.89)

De esta manera hemos forinulado las ecuaciones para la perturbacién en forma adi-
mensional.
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Capitulo 3
Elementos de andlisis funcional

Con el fin de formular débilmente el problema perturbado, esto es, para transformar el
sistema de ecuaciones a una representacién integral y buscar asi soluciones en un espacio
de funciones, es necesario hacer un compendio de las definiciones y elementos de analisis
funcional que proporcionan la herramienta fundamental para dicha tarea. En la primera
seccidn de este capftulo se enuncian los teoremas y definiciones inds relevantes, omitiendo
las demostraciones en virtud de que éstas pueden encontrarse en la literatura y de que
algunas de ellas son demasiado técnicas o muy largas para ser incluidas aqui, La segunda
geccion se aboca a demostrar algunos lemas que seran de utilidad en el siguiente capitulo.

3.1 Preliminares

En esta seccién se presentan algunos importantes teoremas y definiciones relacionados con
espacios de Sobolev, espacios de Holder, teoremas de traza y de encaje, entre otros,

Se recomienda al lector consultar el excelente texto de R, Adams ([Adams, capitulos
1-3]), et libro de R. Temam ([Temam, cupitulo'l, seccién 1] y las notas de J. Ize ([lze 78,
capitulo 2]), asf como los textos cldsicos de ecuaciones en denva.das parcmlea ([Friedman],
{John})

En lo que sigue supondremos que € es un dominio acotado de IR", con frontera Q.
Denotamos también el operador diferenciacién como ‘

pote O
Bai e Bzgen’

donde |a| = £, ai. El campo serd IR, Denotamos como  y 2™ a ia cerradura y €l

-3
(24
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interior de €1, respectivamente. Si u es una {ucion delinida en @ se denota también el

ief , Lo . .
soporte de 1 en § como suppu = {r € Q0 : u(x) # 0}. Llamamos también distaneia de }
a @, con F,G € IR", como

dist(£,G)* inf {jz - y1}.

yeF

A continuacién enunciaremos dos resultados muy conocidos sobre espacios de Hilbert y
que se pueden encontrar en el libro de N.1. Akhiezer e M. Glazman [Akh/Gla, capitulos
1-2).

Teorema 3.1 (Teorema de representacién de Riesz) Sea I de Hilberl. Un funcio-
nal lineal | estd en el dual de H siy sélo si Iz; € H tal que

l(z) = (z;,2) Vzell,

y = il

Definicidn 3.2 Sea H de Hilbert. Se dice que la sucesidn {z,} € If converge débilmente
azenH si .
(2ny) = (z,y) Vy € H,

y se denola A ..

Lema 3.3 En un espacio de Hilbert H todo conjunto acotado es débilmente compacto,
es decir, para toda sucesidn {z,} en Il acotads, existe una subsucesion {za,} tal que

Ty, Koenm.

El siguiente teorema es de importancia fundamental para probar los resultados de
existencia de soluciones débiles o en sentido variacional. Su demostracién, consecuencia
del teorema de representacién de Riesz, sc puede consultar en [Rektorys, pag 383).

Teorema 3.4 (Lax-Milgram) Ses H un espacio de Hilbert con producto escalar (-,°).
Sea B(u,v) una forma bilineal definida para v,u € H lal que ezisten conslantes k,a > 0,
independientes de u,v, tales que para toda u,v € H se tiene que

|B(u,v)| < Kllullllll,

B(u,u) 2 allull
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Entonces para cade funcronal leal f definedo en H, existe up € 1, dnico, tal que f se
puede ezpresar de la forma

fle) = Bleoug),

para loda v € I, Adends sc tiene la destpualdad

o 121,

donde ||f|| es la norma, como operedor, de f.

3.1.1 Espacios de funciones

Sea 0 < p < 1. Se denota LP(2) al espacio de funciones reales en {2 tales que

], = ( /n lu(z)P dz)‘/p < 0.

LP(R2) es un espacio de Banach con esta norma, Si p = 2, L(2) es un espacio de Hilbert
con el producto escalar

(u,v) & /ﬂu(z)v(z) dz.

Sea u € C(2), acotada y uniformemente continua en 2. Entonces « posee una tnica
extension acotada en Q. Se define el espacio C™(f2) como aquellas funciones en C™(12)
tales de D*u es acotada y uniformemente continua en 2 para 0 < ja| < m. C™({) es un
espacio de Banach en la norma

2 a
el lomgey = Og\fllg sup | D°u(z)|

Definicién 3.5 (Espacios de Schauder) Sea 0 < p < 1. Se define C"‘"‘(Q) como el
subespacio de C™({}) de las funciones u cuyas derivadas D®u, con la| < m, salisfacen en
Q una condicion de Holder de cxpmzente 1 s decir, existe K tal que

| D*u(z) - Du(y)] < 1\|J:—-J|“ Vm,JGQ
C™#({1) es un espacio de Banach en la norma

{ |0°u(e) - D“u(y')yl}' . e

lullgmn = |Ja|lcm + i sup Py

<lal€m x.en
Ity
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Sea u€ C™(§1), comm € Z* U {0} y sea | < p < co. S define

1/p
def
HUHm,p:( > ||D°"||'in) :

0glalgm

Lema 3.8 || - ||m,p tiene las propiedades de una norma. Sip = 2 sc denota énicamente
I e y se define

(1, 0)n, "-_"-'/n 3. DuD®v dQ, (3.1

ol Sm

y tiene las propiedades de un producto escalar.
Definimos los siguientes espacios de Sobolev :

Definicién 3.7 (Espacios de Sobolev)

H™*(f2) ! {ue Cn{0) : Mullmp < oo}ii “m,p,

w0 % Tue IP([1) : Dou € LA (M0 < Ja] < m}ii lms.
()] dof m‘)'ll-llm.,,

donde D% es una derivada débil, es decir,

/n Douyp dQ = (~1)k /n uD% dQ, Vy e C2(Q).
Los siguientes resultados se encuentran en [Adams, pigs. 45, 48],
Teorema 3.8 W™(() es un espacio de Banach en la norma ||+ |jm.p .
Teorema 3.9 (Meyers-Serrin) H™?(f}) = W™P(Q) V1< p<oo,m>0.

§i p = 2 se denotan simplemente como H™(Q) y H*(Q) y claramente son espacios
de Hilbert con el producto cscalar (3.1). El espacio dual de HT(Q) se denota H-"™(f2)
y es el conjunto de funcionales lineales en HZ*(). Sil € H™™(Q), por el teorema de
representacion de Riesz 3g € HP*(Q) tal que l(u) = (g9,u)m Yu € HP(D), y ademds
Al = llglm.



3.1. PHRELIMINARES 79

(gou)n = Y. (D¢, D"u) = (1)L 3~ (D2 Dg,u),

falsm fal<m
Vu € HY'(RQ). Esto define un funcional lineal sobre H* () como Ljyj¢m(D? fo, 1), donde
fa = (-1)*D°g € LYQ). Entonces | = Tjyjem D*fo. Esto implica que el conjunto

de derivadas débiles de orden < m de funciones en L3({1) es el dual de HJ'(R). Asi,
trabajaremos con H="({1) en la dualidad L?:

Definicién 3.10 ¢ € H™"(Q) si Ya = (a1,...,an) 3¢, € LR} tal que

du)= T (4o D°u)= T / d2 D7u d Vu € HMQ).

[afgm |a|<m

Lema 3.11 H~"(S1) es un espacio de Banach con la norma negativa de Laz :

- & e w9} = 2P REONE

llul)m Sl II“I)m 5‘

Comentario : Dado que cada u € L*(§}) define un funcional lineal continuo a través de
la dualidad L?, entonces L*(Q) ¢ H™}(Q).

Recordemos ahora que el dual de C() = D lo denotamos T, y es el espacio de
distribuciones. El siguiente resultado se menciona en [lze 78, pag. 23],

Lema 3.12 1. CP(Q) C HPQ) y la inclusidn es densa,

2.Dc ﬁou:,"(n) C..CHMY) C...CHN®) C @) CHIYC...C
ms
H™Q)C...cC Go H="(Q) C D' y lus inclusiones son densas.

3.1.2 Tipos de dominios

Las siguientes definiciones pueden encontratse prmcmaimente en el libro de R. Adams
(Adams, capftulo 3]) y en las notas de J. lze ([Ize 78, seccién 2}).

Definicién 3.13 Un dominio Q@ C IR acotado se dice que es de clase C* para k € Z¥
si ezigten abiertos U; C R™ y mapeos ¢;: Uy =+ IR®, i € I conjunto de indices, tales que

A "'!”’Si M DEBE
LA BIBLIOTECK
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Lyl
1€

(21

. Cada ¢; : Ui IR ¢5 una transformacion 1 - 1 de clase (%,

di(U: ﬂaﬂj C{z €R" : 2, =0}, para toda i, y con [; N I # 0.

s

El par {U;, $:)ic: es llamado una cubierta C*.

Definicién 3,14 Sea 8 C R™ acolado. Se dice que ) es un dominio estrellado con,
respecto a un punio xg € § si para toda 0 <0 < |

0E (20402 : zeQ)C O

Definicién 3.15 Sea  C IR" acotado. Se dice que Q es un dominio Lipschilz si para
toda vecindad O de un punto z € 09, entonces d) se puede representar como una hiper-
superficie yn = p(y1,. .. Yn-1), donde @ es una funcién Lipschitz y (y;) son coordenadas
rectangulares en R" en una base que puede ser diferente de la base candnica,

Observacidn : Si  es de clase C™, con m > 0 entonces §} es Lipschitz. R

Definicién 3.16 0 es localmente estrellado si para toda z; € O eziste una vecmdad
abierta O; tal que XN O; es esirellado con respecto a alguno de sus puntos, - - .+ 1~

Lema 3.17 Si 1 es Lipschilz enlonces es localmenie esirellado.

Corolario 3.18 Si Q2 es de clase C% (en sentido de Holder, véase defmcw’n 3 13} en-
tonces ) es localmente estrellado.

A continuacién enunciaremos un lema que se encuentra demostrado en [Kotter, apitulo:;
2] y que serd de utilidad para demostrar el lema 3.34.

Definicién 3.19 X(0) % (uc H'(Q) : u;, € HY(Q), i=1,2,3}.

Lema 3.20 i Q es de clase C%, entonces X(Q) = L*(Q).
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3.1.3 Teoremas de compacidad

Definicién 3.21 Se dice que un espacio X esld compactamente incfuido en Y si el ope-

rador inclusidn 1 : X — Y, definido como Iz = z, Yz € X es compacto, es decir, [(A) es
compacto en Y para todo A'C X acolado en X. La compacidad de la inclusién se denota
XY,

Corolario 3.22 X — Y si y sdlo si para toda sucesion {z,} en X acotadn ||za|lx <
M, ¥, existe una subsucesion {za,} convergente en Y.

El siguiente teorema se encuentra en [lze 78, pag. 33).

Teorema 3.33 (Rellich) Sea O acotado, Lipschitz. Sim > k 2> 0, entonces la inclusidn
H™(Q) <+ HY(Q) es compacta. Lo mismo se aplica a H(R) — HE(R).

Corolario 3,24 En particular se tiene que H'(Q) «— L*(0).

La generalizacién del teorema anterior se puede encontrar en el libro de Adams ([Adams,
pag. 144)) :

Teorema 3.25 (Rellich-Kondrachov) Sea Q acotado, Seam € Z ,m20,y1<p <
co,je tal que0<j<m Seagqge talque1~1—""

"

1, 8ij es tal que 0 < g < 1 entonces la inclusidn W‘""(ﬂ) C Wit(Q) es continua. La
inclusidn W™ () — Wiv'(Q) es compacta si ¢ < .

2. C™({1) « C™#(QY) compactamente sim' < m ym' + 4’ < m + .
8. Seap=m~2—j. Si0<p<! entonces la inclusin W™?(Q) Cin(fR) es

compacta.

A continuacién daremos algunas propiedades muy conocidas del alisador o molificador
de Friedrichs, y que se pueden consultar, por ejemplo, en el libro de 0.A, Ladyzhenskaya
{Lad 76, pag. 17]. Sea p € {C°(1))? una funcién p 2 0 tal que -

(i)p=0si|z| 2L
(i) jgrpdz = L.

Es facil construir una funcidn con tales caracteristicas (para ello consultar [Lad 76, pag.
17)). ‘
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Definicidn 3.26 Sea u € L*(§)) con u =0 fuera de Q acolado. Sea s > 0. St define

- L -'1:.£>
Jeu(z) = — /IR"p( ) uly) dy,

como el alisador o molificador de Friedrichs.

Lema 3.27 Ll alisador de Friedrichs definido anteriormente liene las siguientes propie-
dades:

1. J.u es de clase C™,

2. Jou — u puntualmente en Q™ sie — 0.

3. Siu € CHQ) entonces Jou Luvsen

{. J. visto como un operador J, : L}(Q) = L3(Q), es lineal y continuo con norma

(I el] < 1.

5. Siu € [}NQ) entonces J,u 2@ cuando € — 0.

(2

1
6. Siue H'(Q) entonces Jou "L 4 cuando e — 0.

3.1.4 Teoremas de traza

A continuacion expondremos algunos resultados muy conocidos con respecto a la traza de
una funcion en la frontera del dominio. Para esta parte se recomienda consultar el libro
de R. Adams ([Adams]) y cl texto de R. Temam {{Temarn]).

Sea Q acotado, de clase C? (ver [Temam, pag 9)).

Lema 3.28 [ziste un operador lineal continuo yo : H'(Q) — L*(90) tal que ulpg =
70(u), para todau € H'(Q)NC? () y con keryy = HY(Q). Se denomina aperador de traza.

Lema 3.29 La imagen de H'(Q) bajo 7o, yo(H (), 5 un subesﬁacio denso de L3(990).
Se denota H'3(Q).

Lema 3.30 Si Q es acolado, Lipschilz, entonces ezisle ¢ > 0 tal que

o ()ll” < ellulli,
para toda u € H'(Q).
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Teorema 3.31 (Compacidad de la traza) Ll operador o : HY(S2) = L}H(0Q) ¢s com-
paclo (es decir, para loda sucesidn acolada {u,) en M) criste una subsucesidn uy,, lal
que yo(un,) converge en L*(00)).

Observaciones :

Si u € H™(Q) entonces el rango de 7y se define como H™-\2, Eg decir, si o] <m ~ 1,

D L2 11380,

y en geueral,

0 -

o € Hman)
0 .

5—,% € 1m™53(a0)

™ty
om-tn

€ 1'(a0)

Se puede definir una traza generalizada 'o(u)

m=1
u Y (70(.‘),»,0(%'—‘:), » ,70(%;31—3)) € H™112(0) x H™-93(a0) x ... x HY(30).

Se puede probar que I'y(u) es sobre y que ker I'g = H* (). Como operador de H*(f)
a H™'(89) x ... x L3(89), el teorema de compacidad de Rellich imiplica que T es
compacto.

3.2 Algunos lemas iitiles

Se probardn en esta seccién algunos reswultados que aunque se pueden encontrar en la
literatura, son relevantes para la formulacién débil del problema y cuyas demostraciones
contienen elementos titiles para razonamientos posteriores.

Vamos a suponer que  C IR? es un dominio acotado. Si u € H'(§), Vu estd definido
en sentido débil, es decir, Vu es una fuhicidn en (L (2))?, tal que

/nVu- $d0 = —/ﬂudivqs o Vée (H ()P,
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Definimos por lo tanto el siguiente funcional
def .
L(#)E —/ udivg d), (3.2)

para ¢ € (II}(M)?, claramente lineal en ¢. Notamos que I (¢)] < ||u||"x(m||¢||(”xm”1
por lo que !, es continuo y su norma negativa de Lax, es decir, su norma en {H~1§))},
es acotada :

Hall-v < Nullie < Yulle (3.3)

Observamos que si u € L({1) el funcional /, también estd definido y tiene las mismas
propiedades, Podemos resumir fo anterior eu la siguicnte

Definicidn 3.32 Sea ) C IR? acotado. Siu € LYQ) definimos el funcional en (H~{)))?,
HYQ) — R y dado por la ecuacidn (9.2}, V¢ € (HI{Q))®.

En consecuencia se puede construir de manera natural el siguiente operador.
Definicién 3.83 Seau € L3(Q). Se define ¢! operador V : L}(Q) — (H~Y(Q))*, como
vu¥ i, e (HYQ))P,

QObservamos que V es lineal pues /() es lineal en u para toda ¢, y continuo, por la
ecuacion (3.3), Fl siguiente lema serd de utilidad mds adelante. ,

Lema 8.34 Sea Q de clase C*. El operador V tiene rango cerrado en (H}{(Q))3.

Prueba :
Sea una sucesidn {u,} en L3(f1) tal que Vu, e (H(R))?, es decir,

sup (|(Vua, ) - (v,¢)l}— Jup {I-Jaundivg 422 - (v, 9)l} = 0,
el <t .

si n —~ 0o, Queremos probar que Ju € L’ 1), tal que Vu = v, Primero demostratemos
1 q
que la sucesién {u,,} debe ser acotada.
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Supongamos que {u,} no es acotada; por lo tanto existe una subsucesion que también
denotaretos por {u,} con la propiedad de que [|u,lj2 — oo, si n — oo, Claramente
podemos suponer que u, € (ker V) Vi, Sea

, def Iy
© fualle
por lo que [jva||za = 1. Ahora,
1 . Vu,
—/ v, dive d§) = —-———/ u, divg dQ) = —( u,,qﬁ)‘
" llenllia Jo Hunllr2

para toda ¢ € (HJ(f2))*. Sabemos que Vu, LU (Vuq, @) = (v,4) Vo € (HI (D)),

por lo tanto (Vuy, @) estd acotado Yn. De esta manera

_ _(_VUm"s)
(an1¢) - “un“L’

- 0,

, Syt i-!
si n — 00, dado que ||u,|jz2 — oo. Esto implica que Vv, 250.

Pero ||vallz2 = 1Vn, asi que por ¢l lema 3.3 existe una subsucesidn {v,,} tal que
Uy, B v e (L(0)) c (H1(R))*. Por lo tanto tenemos que

(Vonjy 6) = — (v, divg) — —(v,divg) = (Vv, ¢).

Sabiamos que (Vu,,, ¢) — 0, por lo que (Vv, ¢) = 0, para toda ¢ € (H}(R))?, o bien,
v € ker V. Como v, € (ker V)4, cerrado, entonces v € (ker V)4, de donde se concluye
que v =0,

Por otro lado sabemos que vy, LN y por la compacidad de la inclusién (L’(Q))
(H-Y ()3, entonces exxste una subsucesién {v,,} tal que v,, Ly Tenemos, pues, que
Upy L 0y Vv, ~—-+ 0. Por el lema 3.20, concluimos que v,, Z, 0, contradlclendo
[fonllzs = 1 V.

Por lo tanto la sucesién {u,} debe ser acotada,

De csta manera 3M > 0 tal que j|u,|jz € M. Asf existe una subsucesién que denota-
2
mos nuevamente {u,} tal que u, Kue L*(Q), y en consecuencia,

(tnyv) = (u,v) Yo e L3(9Q).
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Si & (HI0))?, entonces dive € L3(R), por lo que

(Vun,¢) = —{un, divg) — —(u,divg) = (Vu, ¢},

. -1 .+ ’ .
para toda ¢, es decir Vu, H2' 9u. Por unicidad del Limite

Vu=wv,
G

A continuacidn se demostrard un lema a partir del cual se prueba, a su vez, ¢l teorema
que justifica la existencia de la presion p si se cumplen algunas condiciones sobre ef dominio
y sobre los datos f.

Lema 3.35 Sea 2 C IR® de clase C™, y f € (H™Y(Q))*. Supdngase que (f,u) =0Vu €
(), y con divu = 0. Entonces Ip € L*(Q) tal que f = Vp.
Prueba :

Sea

R rango(V) = {f € () : [ = Uy, pe LX)},

el cual es cerrado por el lema 3.34. Sea también

M {u € (Hy(M)P @ divu = 0}.

Consideramos R* en la dualidad L?, esto es si u € (H}(f2))%,

u€RY &= Lu) ~(Vp, u)=0 VpelLXD).

Si tomamos u € R* y para toda ¢ € CP() C HA(RY), entonces ( VqS,u) = -(dwu ¢) =
0. Esto es cierto si y sdlo si divu = 0 ae, en {, ,

De esta forma R* = M. Por lo tanto M+ = R+ = R = R, pues Res cerra.do Asl’ 8l
fe€M!entonces f € (H Q)P y(fiu)=0VueM, es decir, f € M* = R, por lo que.
Ip € L) tal que f = Vp

‘o

A continuacién enunciaremos el teorema que garantiza la existencia de la presién, cuya
demostracién se basa en las propicdades del alisador de [riedrichs.
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Lema 3.36 Sea Q de clasc €' y f € (M1 (V) tal que (f,4) = 0 V4 € (CC(Q))* y
con divg = 0. Entonces 3p € L*(8) tal que f = Vp.

Prueba :

Caso 1: Q es estrellado con respecto a un punto zo. Sin pérdida de generalidad supon-
gamos que 7o = 0. Entonces dado 0 < 4 < I,

M ={0: 20},

por ser Q estrellado. Sea u € (H}M))? con divu = 0, y extendemos u = 0 fuera de (2.
Definimos

(),

por lo que divug = 0-'divu = 0. uy tiene soporte compacto en € y puede ser aproximada
por funciones en (C°())* (véase [Schwartz, pag. 72]). Sea p € (C5°(R))® una funcién
p 2 0 tal que

(i) p=0si|z| 2 L.
(i) fgepdz =1,

como en la definicion del alisador de Friedrichs. Definamos ahora

pela) & ko (£),

con € > 0, y tomamos e] alisador de Friedrichs de la funcién Ug *

p (y — z) ug(y) dy.

£

Lu)e) = [

[}

Con el cambio de variable y = z + £z tenemos

Jo(ug)(z) = /m« pl2)ug(z +e2) dz =3 /m« pl2)us(z) dz = ug(z),

pues p es C® y el dominio de integracion acotado. Por lo tanto tenemos que, puntual-
mente, J,(us)(z) — ug(x) si € — 0. Por el lema 3.27 sabemos también que '



88 1 ELEMENTOS DE ANALISIS FUNCIONAL

J(itg) %5 ug,
y Je(ig) LN ug.

Por otro lado si escogemos £ tal que & < dist(supp ug, 99), entonces J,(ug) € (Cg* (M)
De esta forma usando también la continuidad y la convergencia en H' del alisador tenemos
que

(f,w) = lim(f, Jo(ug)) =

ya que (f, J.(ug)) = 0 por hipétesis sobre f y que por
divJy(ug) = /Mg p(z)divug dz = 0.

Por otta parte, como f € (H™'(2))*, es un funciona! lineal continuo en (H}(f))%, y
por la convergencia ug <5 u, entonces

() = lim(f,us) =0,

Yu € ([}(2))® con divu = 0. Por el lema 3.35 3p € L*(Q) tal que f = Vp.

Caso 2 : ) no es estrellado. Como ) es de clase C™, para toda z € §, existe O vecindad
abierta de clase C° estrellada. Aplicando el caso 1 en O, tenemos que existe g € £,3(0)
tal que f =Vgen O.

Si lo hacemos para z;,z; € 99, 3q, € L*(O1) y g2 € L*(O;) tales que f = Vg, en
Oy f = Vg en Oy, por lo que gijo,n0, — @aloino, = constante,

Es decir, todas las ¢'s dificren por una constante. Asf, Ip € L*(Q), con plo — ¢ =
constante, tal que

f=Vpenll
u}

Para finalizar probaremos un lema muy seucillo que sera utilizado mas adelante para
un caso particular,
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Lema 3.37 Sean Qy, 1) dowminios en R tales que 80" = § (véase figura 3.1). Sean
o € 1), g € HY(IY) tales que ¢rlonnion, = wilonnon,. Definimos @ = QUL y

Pt como
def ei(r) sz e
v wafz)  r €y

Entonces ¢ estid en H'Y(§)).

ny

Figura 3.1 : Dominios con frontera comiin.

Prueba :

Claramente [y ¢ dz = o, @1 dz + fo, @2 dz < 00, por lo que ¢ € L¥(().
Sea ¥ € C(9) . Entonces

fveede = [ vordast [ b de

e )
/ 0 |-ndS+ 0 |:ndS
80100, 0 I RatiIe 0

.../0‘ Peipy do /(h e dz.

[

Ahora, sabre 8 N 3y, la normal exterior a {4y, ny = ~ny, la normal exterior a {13,
Por lo tanto

Ul thipg Y{er ~ 92)
/ 0 |m dS+ 0 |ndS= 0 iy 48 52 0,
3 NdQ, 0 8,10, 0 oM, 0
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ya que vnlon,non, = #zlan,nan,-

Asly fo s axr = = [q ¥op az, para toda 1 € CF(8) . s decir, la funcidn

def | P1s ¢ L€y
Pr Vi, reQ; !
l’l

es la derivada distribucional de ¢ en . También vemos que fp Joof* dr = f @i [* dz +

Ju, lva.f? de < oo, y por ende, p € ().



Capitulo 4

La formulacion débil

A continuacién se expoudrin dos resultados de gran importancia en el estudio det pro-
blema que son, primero, la definicién de solucién débil y la prueba de su equivalencia
con una solucién en sentido distribucional, y segundo, la existencia y unicidad de dicha
solucion para el problema linealizado conocido como problema de Stokes.

Para ello vamos a suponer que el dominio  es conocide, definide por una funcién
£(z,y) de clase al menos C? que representa la perturbacién del dominio con frontera
plana, y en consecuencia asumiremos que la condicién normal para el esfuerzo superficial
se satisface de manera natural razon por la que nos olvidaremos de ella por el momento.
E! sistema restante con condiciones de frontera puede ser transformado a una ecuacién
integral equivalente, definida en un espacio de trabajo que es subespacio de (H'(2))*, v
cuya norma es equivalente a la norma || ||;. En la definicién de dicho espacio se incluyen
las condiciones de frontera homogéneas y las condiciones de periodicidad.

Postericrmente se probaré la existencia y unicidad de una solucién u para este problema
como consecuencia del teorema de representacion de Riesz.

4.1 El espacio de trabajo J

Definiremos un subespacio de ( H'(£2))? que incluya las condiciones de frontera homogéneas
y a las funciones tales que divu = 0 en {1, pero antes recurriremos a la siguiente

Definicién 4.1 Sea el conjunto

W% (ue (Co() : ulr, =0; u-nlp = 0; 8ulemo = 0 Uloezy ) 97ulyeo = Pulym },
S CR)

91
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con |a| < 1. Definimos el siquiente subespacio de (H'(S1) como lo corradura de W
con respecto a la norma ||+ || :

v i, (4.2)

En base al espacio V definimos ahora lo que serd el espacio de trabajo para la formu-
lacién débil del problemna.

Definicién 4.2
JOO)E(ueV : divu=0}. (4.3)

Cabe mencionar que las condicionesde frontera sc conservan al completar ¢l espacio,
lo cual es una consecuencia de la continuidad de la traza, excepto por las condiciones de
periodicidad para las derivadas de u. Por esa razdn definimos el siguiente subespacio de

(CHM)*.

Y {u € (CHMP ¢ ulp, = 0; t-nlr =0} 8°U|em0 = 8" smze 1 O"uly=0 = 0uly=1 Via] £ 1} ,

(4.4)

con las mismas condiciones homogéneas de frontera y de periodicidad, Claramente B es
denso en V, por lo que BN J es denso en J.

4.1.1 Normas en los espacios V' y J

Demostraremos que la norma del gradiente en (L?(€))? vista como una norma en (H*($2))?
es equivalente a la norma || ||; en ¢l espacio V, y por lo tanto, también en el espacio J.

Definicién 4.3 Si u,v € (H'())* se denota

(u,0)0 & (Vu, Vo) = T /0 D - D% dQ.

lal=1

Definimos también ||ully % (u, u)o = |jull2..

Lema 4.4 ||+ ||v define una norma en V.
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Prueba :

Es obvio que [Jullv 2 0 Vu € V. Sean v,ven V. flulle =0 = D*u=0a.c. V]a| < 1, por
lo que u = constante a.e., y como uly, = U, entonces u = ). Claramente VA € R, |[Auffg =
A? Lol fa(Du)* d = N|[ul[%, porlo cual |[Aulle = [Mifulle Vu. Finalmente aplicando
Cauchy-Schwarz en L2(2) tenemos

fa

et vl = (u+v,ut v)e = |[ulf + [I0][6 + 2V, Vo) < Null} + lolf§ + 2ullellvlle
(lulle +[lvllo).

H

Esto implica que

utolle < llulle + l[vlle.

Sabemos que )|+ i ~ || || en V, si y sdlo si 3¢p,e; > 0 constantes tales que

cllells < llulle < collulls,

Yu € V. Es evidente que

Nullf = lullis + lull% 2 Jully VueV,

y 81 probamos que Jcy > 0 tal que |[ul}}: < col|ulf}, entonces

lully = NullZa + ulle < (co + Dlully Vue V.

Esto es, basta con probar la desigualdad de Poincaré en el espacio V para poder concluir
la equivalencia de ambas normas.

Lema 4.5 (Desigualdad de Poincaré) 3cy > 0 y sca u € V, enlonces
llullZs < collully.
Prueba :

Sea u € B, definido en (4.4). Tomamos r € Q2 y consideramos el segmento que une a «
con su proyeccionen [y : ¢ & {{x),z3,ta3) 1 0 <t < 1}. Podemos escribir

UI(I) ’:./0 Juixs(ll)xhl) dtv
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para toda ¢. Por Cauchy-Schwarz

u(r) < (/Um dt) (/U“ u.ij(rl,wq,t) (U)

Iy
13/0 U,ij(l‘[,.{‘q.l) dt.

ti

Liamemos zp(z),£3) a la coordenada z;3 tal que {ry,2q,2r) € T, es decir, zp(ay,12) =
L+ £(z), 22). Por lo tanto x5 < zpV{xy,23) € Ty, y asl

, v
THEILES 1‘3[) it (zr,2,0) dL.

Aliora, integrando en (1 y aplicando el teorema de Fubiui llegamos a

/‘; uld /0(13/(;"’ w2 (21,23, t) dt) an
/n /olr (13 /(;1:- 11;:;‘(1..3:2, t) di d:vg) dz, dz,

/n (/o'r w (51,72, 8) dt) (Llr s dt) dr, de,.

Pero I' es acotada en z3, por lo que 3¢ > 0 tal que ¢ 2 ( su;)) {2r(z1,22)}. De esta
51.52)€0y

2 1
3 < & ( £ )
/n“' d0 < ) /I‘s/O U3, (21, 29, t) dt dzy day

[y ¢ 12
< Q/Qu'“ dn< 2/‘:,IVu.l dQ. |

IN

i

i

manera

para toda i. Sumando las desigualdAdes obtenemos
140 < Sy [ [u o
fywaasSL [ 1our an
es decir,

ullzs < collull?,

Vu € B.
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TR - " . L

StueV, Hup} en B8 tal que uy =+ 1. Por lo que u, =2 wy jjulle ~ [Jufly cuando
n — co. Consecuentemente, la designaldad se preserva para w € V. Notames también
que la constante ¢g = ¢2/2 depende de Q.

Corolario 4.8 Las normas || ||v y || {|1 son equivalentes en los espacios V y J.

A continuacidn se definird una fornwa bilineal que resulta ser un producto escalar en J
y que aparece con frecuencia en teoria de elasticidad.

Definicién 4.7 Siu,v € V se define
B(,0) ¥ Y [ (Ui, + 00 ) (v, 082, A = 4T [entwenv) 4. (43)
k0 o 0
donde e es el tensor de deformacidn (véase definicidn 1.11, pdg. 84).

Lema 4.8 E(-,*) es un produclo escalar en J,

Prueba :

Sean u,v,w € J. Es claro que E(u,v) = E(v,u). tambiénsi A € R
E(Au,v) =AY /n eix(u)ei(v) A = AE(u,v).
ik

También es evidente que

E(u+v,u) = 4}; /n e.»,:(g + v)ea(w) d0
= 4};; /n cir(t)eir(w) A + 4 2:‘ /ﬂ ear(v)ea(w) dO = E(u,w) + E(v,w),
Vu,v,wé J.

Obviamente si u = 0 entonces E(1, u) = 0. Basta demostrar que E(u,u) =0=>u=0
para concluir la demostracion. Supongamos que u € BNJ (denso en J) y que E(u,u) =0,
es decir,
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5 =3 it Ldf) =0,
Eu,u) %L(u n Fttng, )" d

de donde se deduce que 1, = -y, a.e. en (2, Yi k. De esta forma obtenemos
uy, = —ug,
Uy, = —Uy,
g, = — “;;v
Uy = Uy, = Uy, =0,

Yz € (1. Por lo tanto concluimos que wy, = by,uy, = by y ug, = ~by, con b; constante. Al
integrar sc obtiene

w = byt+bz+a,
u, = b+ bz +ay,
uy = —br— by + ay,

con A = (1,43, a3) constante. Es decir, u debe ser de la formau= B Az + A, con A, B
constantes. Como u € J, deben cumplirse las condiciones de periodicidad, por lo cual,
u3|,,—,o = “3'::10 by =0=b0=0
uz',,—,o = u2|,=,0 = bm, =0= b] =)
u3!y=0 = us|y=] = b:) = 0.

De esta manera B = 0 y u = A constante. Finalmente, por la condicién de frontera
u|r, =0, concluimos que u = 0. Por un argumento de densidad podemos determinar que
siu€J, E(u,u) = 0= u=0. Asi, henos probado que E(:,") define un producto escalar
enJ. :

o

Corolario 4.9 FEl producto escalar E(-,) induce una norma en J dada por

llulle £ V/E(w,u), (46)

que se denomina norma de la cnergia.

Se probara que la norma || - || es equivalente a la norma || - [|v en el espacio J, y por
consiguiente, equivalente también a la norma || - |[;.
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4,1.2 La desigualdad de Korn

La siguiente desigualdad

2?/(:4,“‘)2 df) < ¢y Z/(u,“ +ug,, ) dQ,
ok (K3 i

con ¢, 2 0, es conocida como la desigualdad de Koro y es ampliamente utilizada en teoria
de elasticidad (véase [Rektorys, pag. 251]). En este caso, vamos a demostrarla para u en
el espacio J, haciendo hineapié en que la constante ¢p depende del dominio Q considerado.
Pero antes probaretuos el siguiente lewma.

Lema 4.10 Jeg > 0 tal que Yu € J cntonces, ||u

1% < collully.

Prueba :

lull:

#

y | (g, + 1y, ) dQ
X o o,

2}:/(;u.~,,2 c1&1+2§;/‘111;,, uj,, Q'S Alullb.
W 1}

i

a

Lema 4.11 (Desigualdad de Korn) ¢, > 0 tal que Vu € J entonces, ||ull} < a|ul

2
£

Prueba :

Consideremos « € B N J. Calculando,

ol = X [ G, 5, 40 = 2jully +2 5 [ i s, 00
i) [8)

Pero

. TN
'Z.j:/nu,',l uj,, 40 = z‘:/{;dw (uiug,) 402 -z‘:/nui—é; (Ej:u“,) Q.
’ =diyu=0 ‘

i

D fn div(uiu,,) 40,
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Asi. por el teorema de la divergencia

Z/nu,,, W, dQl = Z/a g, o ndS = Z/ i kg, g S,
1 ' i 1,k o8

Definimos ahora

I, &a0n({z =0} U {z=1))

=00y =0} {y = 1) o

De esta forma,

/mu,'uk,'m, dS=/r(-) dS+/n ) dS+/F, (')dS+/rv () dS.
L8}

Vi, k. Como ulp, = 0, entonces [, (-) dS = 0. También, dado que u € BN J, u; y us,,
son periddicas en z y en y. Por otro lado notamos que ngls=n = —1ngls=z, YK, por lo cual

v/l‘, (.) ds = ‘/Oﬂr\(rzo} () dS+v/8l'ln{:=zo} () d5 = v/8l'lr\(x=0} (') ds- /onn(::o) (.) d5=0.

El mismo razonamiento aplicado a la integral en I'y conduce a que fi, () dS = 0. Asf,
Yu € BN J, tenemos que ,

Ml = 2l + 2.3 [ e S, (48)
ik 7T
Definimos
def
)= 2/ Ui Uy, Mk S, (4.9)
Tl

Para continuar con la demostracién hemos de suponer que I es suficientemente regular,
por ejemplo, que £ estd en C3(T,) por lo menos. Esto nos permitird hacer una estimacion
de |I(I)] en el espacio BN J y posteriormente, usando un argumento de densidad, extra-
polar a J el resultado del siguiente

Lema 4.12 dcp > 0 tal que Vue J entonces, I(I')] < coflullfsry-
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Prueba :

Seau € BNJ. Dado que la frontera 1 estd definida por la grifica de 23 - £(z1,£2) = 0
y que e} vector normal unitario es (2.54), entonces

I = E[ u‘ gy, Ng dS =Z/ “i(r)uk,;-,(r)ﬂkih+|Vf|2 dz,dz,
2
- -%Y [ (1) e (1) oy oy 437 / (1) gy, (F) day dea,
i=1 k=1 i=1

donde u;(I") df wlr = wilzy, 23,1 + £(z1,22)), y lo mismo para las derivadas uy,(I').
Calculando

5%(""(1‘)) = 5%(“*(1'171’77 1+ ﬁ(xhxl))) = “k:,(r) +Ukn([‘) €,

+

Vi=1,2, k=1,2,3. Por lo tanto,

I(r)= z / w(T) ( ‘zi(u,‘(r))—uk,,g,i) &, dzy dz

sk—

= 3 [ ) (D) oy s
k=100

+ i;/;. ui(I) (;;;(us(l‘)) - Uy, {,i) dey dz;
ua(r) uliz,(r) dIl dzq,

+
S i

Ty

es decir,

I(r)

il

3 [ wll) ()6, dov

ik=1

Z«/l‘ uk:;(l‘) 5:.("’ uﬂ([‘) + {:, ul(I‘) +E:z u,([‘)) dz:1 dzg
k=1vte

+

+

'2::"/[:‘ ui(l) 52‘;("3([‘)) dz, dz; |
-/r., gz, () (a(F) =&, (1) = &, ug(T)) day dzs.

+

La condicién de frontera u-n|p = Oimplica que ug(T') — €z, 81 (I') = £z, us(I') = 0, Y(zy,29) € ‘
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', por o cual

Hry = ~Z/ u(l uk(l Vr llJI(lll}L/ w; (1) ~j~(lt;(l))llr.:lzz

k=1

Ao 7
I L A (( ( )ltk )E,.“'* ,( );}]’ (tk( )f,' ) (!.T\ll.’[g

k=) e

+>:/ i u, (1) daydr,
= L/ w(DYuk(l) &5, day diy

k=l
+ z i) 5;@3“‘) —anulz(:') el s e
i) = Z[ (T u(T) sy iy di. (4.10)
ik=1

Como € € CYLs ), 1€:,z, | estd acotada, por lo que IM > 0 tal que

. : ) . [£eis | 1
) < gj /[ i) k() | mﬁ?wg dzy iy
<M E/ L D) u( D) |1+ [VE[R day d
sk=1
= M:L_,—: /lu‘([’)w Oyds <Co/r"2d5=foﬂuili*(r)*

ya que

i,k=1

E /[u u(l) ] dS = /r(uf +uz) dS + 2./1‘ luyitg) d}S < 2/ru’ ds.

Como A depende de £, hacemos notar que la constante ¢y depende del dominio £2.
Asi, Jeg > 0 tal que Yu € BN J se tiene que {(T')] < cu“ullum

Finalmente, para conchuir la demostracidn, haremos uso del sxguxente resultado.

- Lema 4.13 Dada 6 > 0, 3M; tal que Yu € BV J se tiene gue,
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el By < Dllull + Msllulli-

Aplicando el lema 4.13 tomando 6 = 7= ¥ Mo del Mg tal que collullis £ Ml +

Mo|lu)[}. Por lo tanto

() collulliagy € Hlullg + Mo|ullk-

Hemos visto que [|ull% = 2{lully + 21("), por lo cual
lall® < Ml + 1O < (3 + Mo) lulle + Hlelle,

es decir,

lully < (1 +20Mo)llullz (4.11)

vu € BN J. Sélo resta probar el lema 413,
Prueba del lema 4.13 ¢ '

n . . I . . def
Es suficiente probar la desigualdad en la esfera unitaria puesto que sl definimos v =

—T-’——"u ‘170‘)' entonces
1= Jolleae < Sllolfl + Mol = s (Sl1ully + MilullE),

ya que {jul|zar) es constante y I+ llw v I - g son homogéneas de grado 1, con lo cual se
cumple la desigualdad también para u.

Sea §; > 0 y supongamos que no existe M > 0 tal que la desigualdad sca cierta.
Entonces Va € N existe u, € BN J tal que [y =1y ‘

1> dolfaally + nllul:

Como [junlly < 1/do y H-llv ~ I |1, entonces {ua} es una sucesion acotada en
(H'(Q))*. Por el teorema de compacidad de la traza (véase teorema 3.31)), la restriccién
v o (HHQ) = (L3(T'))* es compacta, por lo que 3{un,} subsucesién convergente en

2 J ' o
(L*(I"))® que denotamos nuevainente como {ua} ¢ ta oy v Jimyao lluall2on: =
1= Hﬂ“(m(rnl.

Por otro lado, sabemos que |jua|l} < 1¥n, de manera que llualls = 0 cuar{dq 1 — 00,
Si u,v € J, entonces E(u—v,u—v)20, por lo cual
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Elup,u,) + Blu,u) 2 2F(u,, u) Yu € J.

Pero E(un, us) = [[ua]l} — 0 cuando n - oo, por lo tanto

E(tupyun) + E(u,u) — E(1,1) sin > oo.

Ahora bien, sabemos que {u,} es acotada en (1/*(2))%, por lo que existe una subsu-
1
cesion que denotamos nuevamente por {u,} tal que u, Lae (I1'{())". De esta forma

2
tenemos que i, By y ademds converge débilmente en (H'(1))*,

Por otro lado si v € (JI*{Q))? es fijo, entonces £(-,v) es un funcional lineal continuo
en (H'(Q))® puesto que | E(u,v)| < Mjulli|lvll: = K.lJulls. Asi,

B(tn, un) + E(u,u) > 2E(un, u) =3 2E(u, u), ”

Vu € J. Tomando u = i tenemos que

B(@, ) = lim E(u,u,) + E(u,u) 2 25(z, ),
lo cual implica que ||&|g = 0 y por ende & = 0. Esto es una contradiccién con el hecho

de que |[illzaryp = 1. Por lo tanto la desigualdad debe ser cierta.

De esta forma hemos probado que existe ¢; > 0 tal que Yu € BN J, entonces
lully < cillullE

Junto con el lema 4.10, esto implica que || |lg ~ || [|v en BN J, denso en J, asi que
la desigualdad se preserva en J,

o

Podemos resumnir los resultados anteriores en el siguiente

Teorema 4.14 E(:,-) define un producto escalar en J, cuya norma inducida || - ||5 es
equivalente a la norma || ||; en J. '
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4.2 La formulacion débil del problema linealizado

Fn esta seccion definiremos lo que entendemos por una solucidn débil del problema, es
decir, transformaremos el sistema de ecuaciones con valores a la frontera a una ecuacion
integral, probaremos la equivalencia entre una solucién débil y una solucién en sentido
distribucional y verificaremos que las condiciones de periodicidad que exigimos para la
presion p y para 3*u deben cumplirse si u y p son suficientemente regulares. Esto justifica
la eleccién de dichas condiciones para p impuestas en el capitulo 2. As{ mismo veremos
que la condicién tangencial de frontera para el esfuerzo superficial se cumple en casi
todo punto si consideramos una solucidn en sentido distribucional que sea suficientemente
regular.

Para forinular el problema en sentido débil consideraremos el conocido problema de
Stokes, que representa la parte linealizada y principal de las ecuaciones de Navier-Stokes
completas en el caso estacionario.

Nuevamente asumiremos que el dominio § es conocido, de clase al menos C%* y definido
por una funidn £ € C*(['}), razén por la cual en esta parte del estudio nos olvidarernos de
la condicién normal de frontera para el esfuerzo superficial, que supondremos se satisface
naturalmente. '

[}l problema de Stokes que consideraremos, con condiciones homogéneas de frontera,
es el siguiente ;

_”A:ijug:(:]p =f } en (1 (4.12)
I pwest
Pls=0 = Plezzy » Plymo = ply= (4.14)

=0, (4.15)
wenlp =0, (4.16)
8 Plunlp =y, k=1,2 (4.17)

Vamos a suponer que (u,p) es solucién de (4.12)-(4.17). Ademds, asumiremos que
u € BN J (denso en J y definido en la seccién anterior) y que f € (L*(2))°. Tomemos
una funcién ¢ € BN J. Multiplicando (4.12) por ¢ e integrando se obtiene

("V AV + Vpa ¢) = (fa ¢)' (418)

El tensor de esfuerzos se expresa como Tix = —pix + v(uiy, +tiky,). Definimos
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como ol renglén ¢ de T'. Caleulanios

dT
vl =) ——
div 2.,: o

i

U

Z*: ("pﬂ ik + U;")T;;(”iru + “kr.))
a

~pe, + v D1+ ub—;‘ (SE: uk“) .

e
=divu=0

it

Asi, &ivT; = —py, +v At;. Definimos también
divly
divT 4| divny |, (4.19)
diV T)

por lo cual divT = —~Vp+ v Au. Se definen a su vez,

T gradd & Y T Voi = ¥ Tt (4.20)
k ik
YT ) E S (Tudi)s, = 3 div(duT). (4.21)
ik k

Por lo tanto
VT4 = ¥ };Tk-’nf/’h + Tkiths,
= Yy ‘;kdiVTk + Z'I'kﬂﬁk,,.
= ¢k- divl+T- ;:ad:ﬁ.

De esta manera oblenemos : A 'ik o
(v AusVp,g) = (~divT,s)

Af-gmdédﬂ-—/ﬂV(’[’-(ﬁ) BTy

S(Tgad) - [ V(T g a0 (2

k

"

it

i
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Ahora bien, usando (1.21) podemos expresar
/“ V(T h) d = Z/ﬂ S (T, 402 = ):/n div(geTy) d4Y, (1.23)
k ‘ k
y aplicando el teorema de la divergencia obtener

T. =z ¥ 9 = B S. 4.2
/nvu 6) A2 ;/‘m@u nd$ ./‘;nt,h Tn S (4.24)

Sustituyendo la expresion de Tjx en la ecuacidn anterior se llega a que
foomuds = %[ gl ds
on % Joa

)y /m(-Prﬁkni&'k + vdeni(ttiz, + ks, ) dS
ik

i

il

- /an pé-ndS+ uzmn.-(u,-,. + ity ) dS.
ik

Al sustituir la ecuacion anterior en (4.23) obtenemos la siguiente relacion
/ V(T ¢)d0 = ~ / pé-n dS+v Y $eni(tiy, +uks,) dS, (4.25)
a an T

V¢ € BnJ. Sabemos también que ¢, 8*u son periddicas Vla| < 1, pues u,¢ € BN J.

Notando que
-1

"|(z=0)nan = ( 0 ) = —n|(x=x.,}nan,
0

tenemos que

fl

/(m)(-) s+ [ ()ds

{x=z¢} .

[ denituie, +uez) 0
: /( ROLEE /{ )85 =0

[

Por un razonamiento analogo

fr drni(uiz, +uks) dS =0, Vi,k.
]

En [}, ¢ = u =0, por lo cual la integral sobre 99 se reduce unicamente a la integral
sobre I'. Comio p también es periddica y ¢y, = 0, concluimos que

/nV(T~¢) dQ:%kj/erm; dS=/r¢-Tn d4s, Vée BnJ.
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Por otra parte la condicion de frontera (4.16) implica que ¢ en 1 se puede expresar
como
ol = mT“) -+ agr(‘) = ((,b~r“))7'“) + (¢ T“))T“),

donde recordamos que 7!y 7 sou los vectores tangentes a I, y ay,a, son funciones
reales en I'. De este modo,

¢-Tnle = (0,7 + gt Talp = ayyy + gy,

por la condicién de frontera (4.17) en u. Por lo tanto, regresando a la ecuacidn (4.22) y
sustituyendo obtenemos

(-vDu+Vp,¢) = T(Th, grad ) - ﬁ oy + agm dS. (4.26)
k
Finalmente vamos a calcular el primer término de lado derecho de la ecuacion (4.26) :
v /n (=pbis + iz, + k) iz, A
ik
_ E /ﬂ phis, 40+ u%; A (thiz, + ks, ), L.

i

S (Th,grad ¢y)
N

i

Dado que T, i, = divg = 0, y por el hecho de que podemos escribir
d 1
2; A (i 1, )i, 40 = 5 A ;(u,-,,  tgy) (B, + iz, ) 40,

concluimos que

Z(Tk; grad ¢y) = %E(“; $). (4.27)
k

Por lo tanto, resumiendo los cdlculos anteriores y por ser BN J denso en J hemos
probado el siguiente lema.

Lema 4.15 Si (u,p) es solucidn en sentido distribucional de (§.12)-(4.17) entonces u
salisface

£E(w9) = (1, 8)+ [ (¢ 79)m + (6 7)) 4, (428)
para tode p € J..

Estamos en condiciones de definir lo que cntcndemos por solucién débil del problema
de Stokes.
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(4 "8) para loda $E I.

Inversamente, ahora suponganios que tenemos una solucion débil u € J del problema
de Stokes. Sea el espacio

VE (ue (CR)) : dive =0} . (4.29)

Si tomamos ¢ € V, al invertir los pasos en los cdlculos anteriores y sin preocuparnos por
los términos de frontera, puesto que ¢ € (C3(§2))°, llegamos a que (-v Au,¢) = (f, 4)
es decir,

(~vAu+ f,¢)=0 Voe.

Sabemos que f € (L3(Q))® ¢ (H7Y(N))?, y como u € J  (H'(Q))? implica que
Au € (H(§))%, podemos entonces aplicar ¢l lema 3.36 y asegurar que existe p € L2(12)
tal que

gradp= —vQu+ f.

De esta forma el par (u,p) € J x L*(f2) cs solucién en sentido distribucional de (4.12),
(4.15) y (4.16).

A continuacién probaremos que si u es solucién débil del problema de Stokes (y conse-
cuentemente por el comentario anterior, existe p tal que (u, p) solucién distribucional de
(4.12), (4.15) y (4.16) ) y si u y p son suficientemente regulares, entonces las condiciones
de periodicidad para Qu y p, asi como la condicion tangencial de frontera para el esfuerzo
superficial deben satisfacerse. Es decir, vamos a completar el resultado del lema4.15 y de
esta manera enunciar la equivalencia entre la solucién débil y una selucién distribucional
que satisface también la condicion de frontera restante y las condiciones de periodicidad.

Para ello recurriremos a un lema debido a O.A. Ladyzhenskaya, cuya demostracién es
constructiva y puede hallarse en [Lad 69, pigs. 24-17]. Enel Apéndlce C se enuncia dicho
lema y se da un eshozo de la prueba.

4.2.1 La condicién tangencial de frontera para el esfuerzo su-
perficial

Supongamos que u € J es solucion débil del problema de Stokes que estamos considerando,
Por los resultados anteriores sabemos que 3p € L*(1) tal que

gradp=-vAu+ f,
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y por ende, (1, p) es solucion distribucional de (1.12), (1L15) y (4.16). Ademads supondre:
mos que u y pson regulares, u € ()Y, p € HY(Q) y por lo tanto que [ € L3,

Tometuos £ € ', Como asumimos que 1 es una variedad de clase C2, por lo menos,
entorices existe una vecindad O de clase €7 tal que g € O. Sea (' ¢  un dominio de
clase C? tal que X' N IN = O (véase figura L1),

= N

=0
x=0 X=X,

Figura 4.1 ¢ Vecindad O de clase C? alrededor de cualquier punto de T, de forma que O C 90V

Definase Jo(§)') o {ped : dlg_g =0} C J,ytémese ¢ en este espacio. Notamos
que en los calculos realizados para la formulacion débil, desde la suposicion de que (u, p) es
golucion hasta la deduccién de la ccuacién (4.24) no se utilizaron la condicién tangencial de
frontera ni la periodicidad de u ni de la de p. Del mismo modo para encontrar la relacién
(4.27) no se utilizaron estas propiedades. Asi que, tomando esta funcion ¢ € Jo(Q'), por
los calculos anteriores de las ecuaciones (4.22), (4.23), (4.24) y (4,27), sabemos que

LE(u,4) = (f, )+ ja 6T dS,

Dado que ¢lg-qr = 0, entonces la integral sobre J{} se reduce a una integral sobre O.
Aliora bien, como la solucién u es débil, entonces también tenemos que, -

£ 6) = (f,0)+ [ (670 + (¢ 7)) 5.

Por lo cual deducimos que

‘ /;@5"1'(11)71 dS:/I" ((‘15'7'“))’11 +(¢.T(?))7’) ds,

para toda ¢ € Jo(f¥). Sabemos, por la condicidn de frontera ¢ - nfr = 0, que podemoé
escribir ¢le = (¢ TN 4 (§- 7)), Por lo tanto
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[)(([)- rNEO T =) 4 (¢ 1) Tldn ~ 1) S =0, (4.30)

Sea b % (19 . Plu)n ~ )™, para k = 1,2, Si u € (HHQ)), entonces Tiu{n) €
HYR), Vi, k, por lo que T(w)n € HYON). Asi by € (IP3(O)). Tenemos de esta forma

que
/o(¢.b,r“>+¢-b,) 4§ =0, Voe Jo(t). (4.31)

Sea una funcién escalar no trivial y no negativa ¢ € C3(AY), tal que i =0 en IV - 0.
Defininos a; = by € (HM3(O)). Claramente ai es tangente a I’ y a; = 0 fuera de O,
En consccuencia

/ ax-ndS = 0. (4.92)
oy

Asi, el lema C.1 {véase Apéndice C) es aplicable a ax, puesto que ' ¢s de clase C2. Por
lo tanto, existe ¢ € (H' (1)) tal que div g = 0 y dijorr = ax. Si extendemos ¢y =0
fuera de €V tenemos ¢y definida en todo Q y divés = 0 en Q. De este modo ¢ijn-an = 0.

Obviamente ¢; y 84y son periddicas en z y en y; también es claro que ¢yjr, = 0. Por
otro lado, como gyfery = ax es tangente a I'y ¢ = 0 en '~ (3Y'NT'), entonces ¢y -njp = 0.

Notamos también que ¢ € (H'(Q)*N(HY(Q~N"))° y la traza de ¢ es ceroen 8Q'~0.
Par el lema 3.37 deducimos que ¢4 € Jo(§) y sustituyendo en (4.31) obtenemos

[ #-beds = [yln ds=0. (4.33)

Como  es una funcién escalar no negativa, no trivial y arbitraria ea C3(€') de la
ecuacidn anterior se sigue que ‘
by=0 ae enO,

esto es,
@ Tlunfp -y =0 ae. en O.

Por ser O una vecindad C? de todo punto de T' concluimos que la condicién de frontera
sobre T’ debe cumplirse en casi todo punto :

T Tuhnp~1 =0 ae. L (A34)
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4,2.2 Periodicidad de p y du

Nucvamenle sea u € J soluciou débil y por eude (u. p) € J x L3(§2) es solucion en seutido
distribucional de (1.12), (4.15) y (£.16). Mas ain, asumiremos que u € (H*(Q))°.p €
HY(Q). Consideremos nn dominio (' C Q2 de clase €2 tal que Q' NIN = £, U X, donde
5 C{r=0}n0Ry Y C {r =z} NN son dos vecindades arbitrarias de {2 = 0} y
{2 = ro}, respeclivamente, Véase figura 4.2,

x=0 X=X,
Figura 4.2 ¢ Dominio {' de clase C? tal que ' NN = £, U ¥y,

Definamos Jy,ug,(§') -4 {$€J : dlg-qr =0} CJ, y tomemos una funcién ¢ en este
espacio. Por ser una solucién distribucional sabemos (al igual que en la prueba para la
condicién tangencial de frontera) que se cumple la siguiente relacion :

$E(u,¢) = ([, ¢) + /an ¢ T(u)n dS.

Por ser u solucidn débil, satisface (4.28). Ignalando con la ecuacién anterior se obtiene

/r((dw W)y + (g 7)) dS = /8 4 Tnds.

Como¢p=0cnT yen I;b, la relacidn anterior implica que

'

[ #rnas= [ 4mmds=o, W)

V¢ € Jg,ur,(f). Ahora bien, si u € J N(H*(R)P, entonces u;, € H'}AN), Viij, y

las derivadas tangenciales en L, y ¥y son periddicas. Sobre £y, n = (~1,0,0) y sobre .
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n = (1,0,0). Porlo tanto

[, Tnds = Lo (}:um(u.t. +-uh.)—§i:p¢.n,) ds

1k
= /L (X‘V‘ﬁk(“u,‘ + g, )+ pqﬁl) ds
AN
+ [ (Z vu(uy,, + k) - pqh) ds.
u\g

Las derivadas tangenciales (uiy, con i = 1,2,3, k = 2,3 ) son periddicas y como
divu = 0, tenemos también que 1y, = —Uy,, — Wy, es periddica. De esta forma uy,, es
1 | Iy £2 3 Ty
periddica para toda k. Asi
/ ¢ Tnd§ = / (véa (“2;'::0 - u‘h:'z:zo) + vy (“3:'1:0 - “3;'::10)
E|UE] E|
+y (Ple=o ~ I"-r:xo)) ds =0, (4-36)

V¢ € Jyug, (). Tomemos alora, para cada i, una funcién ; € cHY) tal que: 1.
biloa-(mumy) = 0, 2. Wil = dile, ¥y 3 i 20yno trivial. Consideremos aliora

a € (H'Y3(09))%, dada por
Y1 (plz=0 = ple=z,)
a= '1['1 (erx:ﬂ - “2;':::9) y
s ("3:'::-—-.0 - "Srl.t:xo)

por lo cual alg, = alg, y a = 0 en 0 ~ (£, U L3). De esta manera podemos afirmar que

/0“'a-nd5=/zluma'nd5=0, (447)

por la periodicidad de a. Por ende, a € (/[*/*(8%'))° cumple con las condiciones de lema
C.1 (véase Apéndice C), puesto que hemos tomado €' de clase C?. Por el lema C.1 existe
¢ € (H\())? con divé =0 y tal que dlag: = a. Sabemos que alsr~(z,ury) = 0, por lo
cual la extensién de ¢ = 0 fuera de ' estd en (H'(R2))? y ademds divg = 0 en 9. Por el
mismo argumento que en la prueba de la condicién tangencial de frontera es facil verificar
que efectivamente ¢ € Jx,ug, (), por lo que, sustituyendo en (4.36) obtenemos

/n (2 (zalemo = walemso)’ + V0 (azlomo = taslemzo) + 1 (plomo = Plrsro)’) dS =0,
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para toda ¥; no negativa y no trivial. Esto implica que
“hlz:!) = ”'2:]:::0 8.ty
“l!:l.r:() = US:I::L’Q a0,
px'::() = I’rlr:ro a.e.,
es decir, la periodicidad de p y de las derivadas de w que faltaban se cumple. Lo misnio
piiede hacerse para la periodicidad en y.
Como consccuencia de los dltimos resultados estamos en posicion de formular el siguiente

Teorema 4.17 Sea Q de clase C' y f € {L}())*. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe p € L(Q) tal que {u,p) € J x L}{§) es solucidn en sentido distribucional
de (4.12), (4.15) y (4.16). Mas aiin, si (u,p) € ((H}Q))*NJ) x (I1{Q))* entonces
las condiciones de periadicidad pare Gu y p tambiéu se satisfacen.

2. u € J es solucién débil del problema de Stokes, es decir,
§E(w,4) = (f,4)+ /[ (- P + (¢ 7)) d,
para toda ¢ € J.

4.3 Existencia y unicidad de la solucién al problema
de Stokes

En esta seccidn se probard que el problema de Stokes (4.12)-(4.17) tiene una solucién
débil vinica en J. Para esto primero debemos demostrar que el funcional

OV (1.9 + (67 + (4 7¥)m) a5, Véed, (4.38)

¢s un funcional lineal continuo en J. Con esto obtendremos existencia y unicidad como
consecuencia dej teorema de representacion de Riesz. ~
Lema 4.18 Si 7 es un vector tangente en ' y 4 : Ty C IR? -+ R eg una funcidn en L¥(T),
entonces el funcional

IO [(6-ry s

es lineal y continuo en J,
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Prueba ;

Bl operador de traza 44 0 (P () v (L2(0))* es continue y compacto (véase lema 3.31).
Por lo tanto existe una constante ¢, > 0 tal que

[ 848 = el ity = NollEaony < allel?
para toda ¢ € J. Por ¢l teorema .14 existe ¢g > 0 tal que

16]E210m) < erligll} < col 411

Por lo tanto existe ¢; > 0 tal que

/[|‘15 r|ly] 45 < (/r |¢|g (18)1/2 (/r [7|7 dS) 12

léHe2amliv]le2 ey S calldlle,

IN

lig)|

IA

para toda ¢ € J. Es decir, [ es un funcional continuo en J. La linealidad es obvia.

a

De esta forma el funcional definido en (4.38) es lineal y continuo en J, en virtud de
que (f,-) también lo es si f € (L*())°. Hacemos la observacién de que si f € (H™}(2))*
por definicién (f, ¢) es también lineal y continuo.

Corolario 4.19 El funcional | definido en (4.98) es lineal y continuo en J,

A continuacién demostraremos el importante teorema que nos garantiza la existencia
y la unicidad de la solucién débil al problema de Stokes. Veremos que el resultado es
consecuencia inmediata del teorema de representacion de Riesz.

Teorema 4.20 (Existencia y unicidad) Sean Q de clase €%, f € (L3(Q))?® y % €
L3(T3), Vk=1,2. Entonces existe en J una solucién débil tinica al problema de Stokes.

Prueba :

Por el corolario 4.19, sabemos que [ es un funcional lincal continuo en J. Por otro
lado, también sabemos que E(:,) es un producto escalar en J cuya norma inducida es
equivalente a la norma || - ||; (véase teorema 4.14). Asi, por el teorema de representacion
de Riesz existe una tinica u € J tal que
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E(u,8) = H(4).

s decir,

£B(d) = (£,8)+ [ (6 ™+ (8 7P)) 45,

para toda ¢ € J. Por lo tanto existe una solucién débil dnica. Por el leorema de
equivalencia 4.17 sabemos que existe p € L*(§2) tal que (u, p) es solucién distribucional al
problema de Stokes. Ademds sabemos que

$luallt < M eallullen + Nullealivioaey.

Por lo tanto existe ¢ > 0 tal que

llulh < <(llflles + I1llamy)- (4.39)




Capitulo 5

Regularidad de la solucion al
problema de Stokes

En el capitulo anterior se formuld débilmente el problema de Stokes y se probé que existe
una solucién débil iinica en el espacio J. Lste capitulo s aboca a estudiar la regularidad
de dicha solucién.

En primer tugar se prucba que la solucién débil encontrada (u, p) € J x L*({2) es también
una solucion fuerte, es decir, que (4,p) € (H*(R))*NJ x H'(N). La demostracién se hace
por partes, esto es, primeto se prueba que u € (H2.(2))? o la regularidad en el interior.
Acto seguido, siguiendo el mismo esquema de la prueba de la regularidad en el interior
y haciendo estimaciones se demuestra también la regularidad en la frontera de (. Cabe
decir que estas demostraciones conticnen detalles muy técnicos y se recomienda al lector
consultar las ideas centrales en los libros de A. Friedman ([Friedman]) y en las notas de
J. lze ([1ze 78]).

Una vez probada la existencia de la solucién fuerte se estudia la regularidad de la misma,
en base a la regularidad de los datos. Para tal efecto aplicaremos la teorfa general de
regularidad para sisternas elipticos de S. Agmon, A, Douglis y L. Nirenberg, en particular
las estimaciones de Schauder y en espacios LP para eventuales soluciones fuertes. Estas
estimaciones se publicaron en el articulo de 1964 de la revista “Communications on Pure
and Applicd Mathematics”, volumen 17 {cf. [Agm/Dou/Nir}), y haremos constantemente
referencias a dicho artfculo en el presente capitulo, Sin embargo reproduciremos aquf las
definiciones y los resultados mds importantes para la ubicacién del lector, Basicamente
demostraremos que el problema de Stokes planteado s un sistema eliptico que satisface
una condicién de suplementariedad, y que las condiciones de frontera complementan a
dicho sistema {[Agm/Dou/Nir, pigs, 39, 42-44]), para de este modo poder aplicar las
estimaciones de Schauder y L? a 1a solucién fuerte del problema de Stokes.

115
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5.1 Existencia de la solucién fuerte

Sabenos que existe una solucion débil tinica « € J al prablema de Stokes (1.12)-(1.17).
Fin esta seccién nos abocaremos a demostrar que esta solucidn es también fuerte. Fl
priter paso consiste en probar la regularidad en el interior det dominio.

5.1.1 Regularidad en el interior

Gran parle de la demostracion (y de la demostracion para la regularidad en la frontera)
esta basada on el resultado del siguiente lema.

Lewa 5.1 Sea w € ({'(1))?, w periddico y tal que w - nfp = 0, wi, = 0. Enfonces
criste ¢ € HYR), 8°¢ periddica para toda o] < 1, %ﬁ =0 en I'UTy, tal que divw = g,
Holls < ellwll y con V¢ ~v—we J, donde v € (H(W))® es una funcidn periddica,
divv = 0 ysuppy C {0 < z < €} para cierto € > 0, con vlr, = Vv, yilvlh < cllwlh,

Prueba :

Consideremos el problema :
Dd =divw en ),
?2 =0en[LUT,
an
¢ periddico.

Suponiendo que tenemos una solucion, Siy € H(R), periddica. Entonces

/ﬂv¢~v¢=—/ﬂ¢davw+/mip-g%ds,'
=0

puesto que %ﬁ =0 en I'UTy, ¢ periddica en I';, I'y; v b también. Sean S
B(g,v) ¥ [ V¢ Vy,
(6.9)% [ V4. V9

I($) ¥ ~ [ wdive
De esta forma el problema se puede {ormular variacionaimcritebcdmp -

B($,4) = 1(¥),
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para toda y € HMNQ) ¥ (4 € (H'(Q))* : & periddica).

Nétese que B(¢,¥) = 0sdlo si i es constante. También si a y bson constantes entonces

B(# + a, ¢ + b) = B(xp, ¢) para toda ¢, 1, asi como [(b+ ) = {(¥); en efecto,

by = —-b/n divie = ——l)/m]w-ru =0,

yaque w-n=0en LUy por periodicidad. En otras palabras, divw es ortogonal a las
constantes,

Por lo tanto el problema variacional anterior s¢ puede reducir a encontrar ¢ € (),
con Jod = 0, tal que B(¢,¢) = I(4) para todo ¢\ € ') con fop =0, que es el
subespacio /I de f1'(Q) ortogonal a las coustantes. Usando la desigualdad generalizada
de Poincaré :

o (9l + () )

para toda u € ({I'(N)), vemos que ¢ |jul]} < B(u, u) < e;}jull}s. Por lo tanto la forma
bilineal B(:,-) satisface las hipétesis de Lax-Milgram en el espacio H (véase lema 3.4).

Asi, existe una tnica ¢ € H que satisface B(,9) = () para todo ¢ € H. La
ortogonalidad de divw a las constantes perinite extender csta igualdad a ¢ € A1(Q).

Para probar la desigualdad anterior, se reduce primero, por homogeneidad, al caso
donde ||ul}; = 1. Suponiendo que no existe la constante ¢, esto implica que existen
{ta} con Jlually = 1 2 2(||Vuall® + (Jaun)?). Esto implica que Vu, tiende a 0. Por
la compacidad del enca]e HYQ) = L*(Q), podemos tomar una subsucesién {u,} que
converge en L2(Q}) a u, con Vu = 0, es decir, u es constante, Pero también [ju =0
y u = 0. Dado que ||us||y = 1 y por ende, ||u)l; = 1, tenemos una contradiccién y la
desigualdad es, por lo tauto, cierta.

Usando los teoremas de regularidad para una ecuacidn (el lector cuidadoso podrd ver
que los argumentos que veremos mas adelante para el caso del operador de Stokes se
aplican facilmente a este caso), vemos que ¢ € H*({1), con

||¢||;a < elidivullo £ elfwlh- 6

fasw=[ 432 [9g.9p= [ y2ts [ paive,

para toda 3 € A'(Q). Tomando ¢ € C2(Q) ¢ f1Y(Q) se obticne que
[woe= [ pdve = 2¢=divw e
n n ,

Asi
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‘Tomando ¥ arhitraria en I'U T, con soporte en 'U T, U Q se obtiene gue -}f = (1l en
roty.

Finalmente tomanrlo t arbitraria, pero periddica, entonces %f es periddico y por ende
J%¢ periddico V]a| < 1.
Asi, hemos probado que existe un dnico ¢ € H*(Q), con J'¢ periddico, con fo¢ = 0,
gf =0en 'U L} tal que divw = Ag.

Sea ahora v % {2)(V¢ ~ w) + G con x(z) funcién &> tal que Y(0) = L, x'(0) =0y
X(z) =030z 2 ¢,y con G = (91,492,095, donde

9 X [ 7 - ) de,

92 ¥ XG) [ 50, - w) da,
w0 =56 [ X6 w) dz = [ H(2)(a =) e

Claramente Gl,=0 = 0. Como %(0) = 1, ¥'(0) = 0 entonces v|s=o = V¢—w. En I, x =0,
puesz 2 ey ¥'(z) = 0siz 2 ¢, porlotantogy = ga=0enl; gy = ~ [ ¥'(2)($,~us) = 0.
Consccuentemente Gjp = 0.

Por otro lado, como V¢, w son periédicas, entonces G también es periddico. Ahora,
calculando,

dive = 3(2) (A¢ - divw) + ¥/ (z (¢ — w3) + divG,
=0

@ivG = R(2) [ o) Boet by =wra—wny) dz=X(5) [ %(a)(um0) de=¥(2)(8s- o).

v
Integrando por partes obtenemos

&
.

[0~ ) de = = [ 1(a)er = w0 + )6~ wl,

Sabemos QU'e %(e) = 0. w3(0) = 0 pues wly, = Q; ¢,(0) = 0, pues %ﬁz = 0. Por lo tanto
x(2)(4s - wa)lo = 0 y de esta forma '

VG = ¥(6) [ (2) (= divu) dz = X(a)(# - ws).

=0

Asi, divo=0en Q.
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Finalmente hacemos la estimacion de {jo]}y : Comp v = X(2)(V¢— w) + G, tenemos que

[Ioller < erllglh + Hlwll) < @iy,

pues G también depende dé Vi, w. Como V7, Vv dependen de ¢s,.,, Vw, entonces

1Vollia < ea(llélla + lwlh) < élfwih,

y por o tauto [Jvlly < e({léll2 + [fwlly) < éllwll.
v}
Ahorasiw € J & {ue () : ulp, =0,u.n|r =0, periddica }, se define cl

‘operador K como Kw %' V¢ —v=(1- X(2))Vé + %(z)w — G, definidas segiin el lema
anterior. Como v es lineal en ¢ y w, I es lineal en (H'(Q))*.

Es facil verificar que el operador (I = K): J + J tiene rango en J, donde claramente

(I-Kw=(1~-x(z))(w=-V¢)+G=w~(Vé-v).

Sabemos (véase teoremA 4.20) que el problema

$Eud)= () + [ (-7 + (¢ 7)) aS,

para toda ¢ € J, tiene solucion vnica u € J, si f € (HY(Q))® y w € HY3(T), con
Sulh <C (“f”-l + ”'7“-1/2)-

Para (z,y) € Iy, y con z tal que e < z <1 4 € —¢, con |B] < ¢, se define

uh & %(u(x + he;) — u(z)). (5.2)

De esta forma si u € J, divub = 0. Sea x(z) € C*(f}) con suppy contenido en
{26 <2< 14+& —€}NQ, y 8% periddico V|a| < oo. De esta manera xu*, (xu)* estdn
definidas en  (aunque su divergencia no es necesariamente cero). Sabemos que [ — K
mapea a (f — K): J + J, por tanto tomemos

o & (1 K)(xu)* € J. (5.3)

Hay que ver que (xu)* € J. pero esto es claro ya que u € J,8x periédico V|a| y
(xu)" - n|r = 0 pues el soporte de x es tal que x = 0 en I'. También (xu)*|r, = 0, pues
x = 0 si 2 = 0. La periodicidad resulta de la periodicidad de x y u.
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Ahora es claro que f(x)g" () = (J(2)g(r)* = fA{e)gla -+ k). o* ' r b ke Por o tanto
st et
E((xu),9) = E(x(z)u(2),0) + B(" (2)u(at), ).

L()S t.ér"linos (lC esta ex rCSi(’)l\ son (l(: lﬂ. f()rnlﬂ- ) ’u’f - s l;l('l.ln“"\l)s ara sim )liﬁ(:al‘,
kI1Ey Y Iz )
waugyy ap;. Porlotanto

i

Xr,uh‘p’r,, + X“:,Sot.
Xr,“hs"r:. + ((“xp\'wrk)h - (X‘f’tk)h(ﬁ)“r,('th))
Xr,“h¢u - (X‘r’r.)h(m)ur,("’h) + (u,,(xgo)“)h - (ut,X:;,¢)h-

(xu")s, @z,

f

Si g es una funcién con soporte en { < z < | + £ —€} N, periddica, entonces

/ng(w) de = /ﬂ_hg(x +h)dz = /ng(.'z +h) dz,

por lo que f ¢* dz = 0. Si he; es dela forma (0, h,0) o (k,0,0) se cancela por periodicidad.
Si es de la forma (0,0,h) se cancela por el soporte de g. Por lo tanto como ug,(x¥)s
Uz, Xz, s0n periddicas y con soporte como se indica, tenemos que

/rl(“z;(XﬁP)n)h =0, /n(u,,_x“¢)" =0.

Asi, basta considerar
Xey 103, = (00, ) ()1t (%) = Xe, 800, + (X ) (2D (%) = (00}, (), ().

Las integrales de los dos primeros términos (x;u"¢z, ¥ (Xz4%)"(@)us,(z*)) estén aco-
tados por ||xz,uM||z2ll@s e ¥ 1(x9) lliallus |2, respectivamente. Por el lema 15.2
del libro de Friedman ([Friedman, pdg. 47)), |Ju®|r2 < cfjulli, por lo cual existe ¢ > 0 tal
que

[l + [ I (@), ()] < ellelllull

También se ticne que

E(xMz)u(e*),0) S cllx ullllell < Elulhilell, R

ya que |xP|er € |xler. Falta estimar el término (x@)?, (¢)us, (z*). Haciendo un cambio
de variables

JACACINES

]

MCCHCEUIVOR
ot = Bus, () = = [ (xe)itus,y

]
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por la periodicidad y el soporte de (x¢)e,. or lo tanto

E((xu)'p) = ~1¢'(ln(w)"“J+u
= —E(u,(xp) ™ = K(xp)™) = E(u, K(xp)™) +a,

donde |a} < &lullillell,. Notamos que (I - K){(xp)™ € J y por ser u solucién débil
obtenernos

SE((u)e) = ~(, (1= K) z / ((7 = K)xo)™ - 7) 3y +
~%E(u, K(xp)” "> ta.

Por lo tanto

%E(‘Pol(p)

it

LE((xu)* ) ~ $E(K (xu)*, ¢)
= =(f,(1 - K)(xe)™ Z/ (1~ K)xe) ™ 7®) 3 +
~£E(u, K(xp)™) +a - §E(K (xu)*,p).
para toda ¢ € J. Nétese que Kw = (1 - ¥)Vé— G + X w es tal que ||¢]l; < cf|divulle <
&lwlly (por el lema 5.1). Aqui x x =0 puesto que ¥ =08i z > ¢ y x tiene soporte para

z > 2%. Tomemos w = yu € J. Notamos que divw = Vx - u + xdivu = Vyx - u, pues
divu = 0. Por lo tanto

ligllz < elldivello < &fullza. , (5.4)

De hecho, para toda w = yyp, con divyp = 0 tiene la estimacién ||@|lz < &||p]|z2.

Ahora, si el soporte de w est4 a una distancia mayor que € de I'y, entonces §(z)w = 0,
pues x = 0 si 2 > €, y ademas los términos que dependen de w,, 13,105 en la expresién de
¢ no aparecen, Como v = X(V¢ — w) + G, lo anterior inplica que

lolly = 1%V = w) + Gl < ellgl
Tomandoe w = yu, su soporle estd a una distancia mayor que ¢ de I'y. Por ende,
K xulli = |IVé vl < &lgllz < Clluflea,
por la desigualdad (5.4). Como K es lineal, entonces K (xu)* = (K (xu(z+h)) - K(xu));

en consecuencia
11 (xu)Plle < ellubfies < elfulls.



122 Vo HEGELANDAD DE LA SOLUCION AL IROBLEMA DE STOKES

Aqui hemos usado el lema 15.2 de {Friedman, pag. 17]. De esta forma tenenios que

B0l < Nl = K)xe) ™ e+ syl = B)0e) ™y
5 Ml 1K Crp) ™+ el

ya que Ja| < @lulli|lell y también |[K(q)*|l < elfufh.

Probaremos ahora que [[K(xe) ™l < ellelh. Si wes de la forma \ @, donde divy = 0,
entonces K(xy) = Vo~ (V6 v¢) 4G, con A = div(xp) = V-, (4]l < cllpll.
El soporte de w = xip estda a una distancia de I'y mayor que ¢ y ademas x y = 0. De esta
manera Lenemos que

Ilolhy = [1$(V = w) + Gl < eIl < Elpl 12,

si |h] < & lo mismo pasa para K(yp)™ = HK(xp)(z - k) — K(xp)). Por lo tanto,
usando nuevamente el lema 15.2 de [[riediman, pig. 47], tenemos

K (xe) ™l < elle™llo < llell.

Para el término sobre I', notamos que xyp =0 en ' pues el soporte de x estd a mas de
¢ de . Fijémonos en K(x¢) = (1 - x)Vé+ X xp — G, sabiendo que xx =0y (/=0 en
[ por construccién, Asi, por el teorema de traza tenemos

K (xe)lzar) £ K (xelllm,y < ldlla < collpllea,

con Q, = {z>¢e}NQ. Por lo tanto :

§1E(p o)l < clllfllza + lulls + Nrlla)llelh,

para toda ¢ € J. Recordando que py € J, tomamos ¢ = py y hacemos la estimacién

£1E(po, o)l < e(|If 1l + Hully + |1l

rry)llwollss

que implica
llolls < 2e(llflz2 + ltvlleagr)s

yaque|l-lle~ - [l y llulls € (Nl + [17le2e))-
Como g = (1 - K)(xu)" y [} (xu)*|h < cful: obtenemos

xu)lh < 3e(l1lles + 1 eacey)s  (55)
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si |h] < e. Por el lema 15.3 de [Friedman, pdg. 18] esto implica que

€ Q). (5.6)

Recordamos que \ € C*{{)), con §"y periddica Ve, con soporte en {2 < z <
1+ € —e} N € > 0 es arbitraria. Por lo tanto

yue HA() = ue H{WY),

para todo subdominio (¥ C 0 tal que dist(Q, T UT) > €' > 0y ademds

Hullwzay < CEYNS ez + Hleagry)- (8.7

Se ha probado que u € [*(§)'), donde, por la construccién de x y las estimaciones
subsecuentes, €V admite que I';,[", C 9. Es decir, se ha probado regularidad en el
interior y en las partes laterales.

Ahora, si tomamos ¢ con soporte en § y si se extiende ¢ como 0 en el complemento,
entonces tendremos que para toda ¢ en J(§¥') se cumple

LE(up) = (fip) = (-v Du+Vp, ).

Por lo tanto — Au 4 Vp = f se cumple en L¥(§'). De esta manera

Up=f+0ue L)) = pe H'(Q).
A partir de la estimacién anterior (5.7) se tiene que

H¥pllzaay < ee)(flles + I eaqry)-

Por el resultado del lema 4.17, p y 8u son periddicas. Falta probar la regularidad en
Ty Yy I.

5.1.2 Regularidad en T

Si seguimos la construccién anterior, tendremos K (xy) = (1 — x)V@+ X xp — G, donde
¢ es la funcidn de lema 5.1 (que depende de yy), y ademds, V¢ y el correspondiente
término en G, se pueden estimar en H* por ||¢lls < |lxepllza.
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Sin embargo el término x xy (y su correspondiente en ) tiene norma en [f? parecida
a la de x¢ (en particular si el soporte de yp esta donde Y 2 1) y por lo tanto no se pucde
estimar como una perturbacién en L3(Q) : recordemos que en el caso anterior { \ = 0,
aqui el soporte de x serd diferente para tomar en cuenta a [’y

Aliora,
SE(v,9) = (~v Do+ Ve, p) + /mt,a ~T'(w)n dS,

para toda v € (H2(Q)), periddica, p € (JI'(Q))? ,dive = 0,¢ - 1tfag = 0, ¢ periddica y
q € I1'(1Y), periddica.

Por la periodicidad el término de frontera se reduce a integrales sobre I' y I'y, donde,
debido a la condicién - njaq =0y a que en T(v)n = —pn 4 o(v)n, sélo cuenta - a(v)n.

Por 1a definicion de J, existe v € (H*(Q))* NJ tal que |[v — ||, < &. También sabemas
que V1 LH(Q) = (II71(Q))? es continuo. Podemos tomar g € H'($), denso en L3({)),
tal que ||p - qllz2 < €y [IV(p— q)|l-1 € £. Es decir

v+ Ve N v At Vp =,

yuv LN u, por lo que E(v,¢) — E(u,p).

Por lo tanto foq¢ - o(v)n dS converge a

$B(e) = (i) = [0 745+ [ - ol ds,

ya que @ n|r = 0 implica que ¢ = @7 4 7, Tomando ¢ con soporte en z > ¢,
tendremos que

/tp ndS——o/tp'de

Por lo tanto
Ly = + . S + . S,
3 (u,tp) (f,(p) /I‘(P “/d /rbtp a(u)nd f

para toda p € J & {tp € J : sin la condicién pp, =0}, La mtegml sobre [‘b se entxende
como o(u)n € H-13(Ty) y wlr, € HY*(IW). I

Consideremos h un desplazamicento horizontal :

W=

(u(e + ) - u(a)). I

\l'_‘
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Sera y(z) una funcidn €™ con \(z) = 1si0 <z < %’ También y(z) = 0 para z > ¢',
Hemos visto que
E((xw)yp) = =~ b, (xp) ™) + 4,

con fal < elfullillplh. Asi -

E((xu)* = V((xw)')p) = ~E(u, (x¢)™ = Ve((xe) ™)) +
~E(V9((xu)"),¢) = E(u, Ve((xu)™) + o.

Recordemos que ¢(w) estd dado, por el lema 5.1, si wes tal que w-nfsp=0y w=10
en [y, Ademas sabemos que A¢ = divw en {1, %ﬁlrbup =0, ¢ periddica, [d=0y

lill2 < elldivuwllo < €lllLs,

siw= xp y dive = 0. En particular ||[Vé((xu)")|}i < cllull:.
Como ¢, & (x¢)™" = Ve((xe)™) € J por construccién, tenemos que

lleslles < elliell + li#((xe) ™ < Elplh.
De esta manera podemos acotar

(= Ve = ()= 1745 [ -olun dS
~E(Vé((xu)*),9) — E(u, V$((xp) ™) + a.

El primer término estd acotado por || fl|zllealles < cllflicallells. Eltérmino E(V4((xu)*),#)
estd acotado por [lellil|Vé(xu)*l < eliellillulli, ¥ lo mismo para E(u, V4((xp)™))-

Sobre I, x = 0, por lo cual

o148 =~ [ Volxe)™ 75,

estd acotado por cllylliam)|IVé(xe) ™M € Ellicayllelh, por el teorema de la traza.
En la integral [, ¢1 - a(u)n dS, el término

[ V(o)™ - otu) S,

es acotado por
”V‘r”((/\‘ﬁf’)—h)”ml?(n)||U(X")“1!-U=(r.)r

I
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notando que xu = wen Iy, y que ¢ € 1P, pues Ad = div(yyp) = Vy v € I11(1).
Asi, Volr, € 137YTy).

Por ¢l teorema de traza tenemos la cota

IV8((xe) ™l llo (x)lles < ellellillulls.

Counsideremnos @g e {xu)* = V@({xu)*). Como u = 0 en [, sélo queda el término

(Vo) = (0™,

y tiene una cota

oV gxu)|falfell;
&lloCen) ey fulls
call(Vx - w)P | lxla.

WV é(xu)* i gllo(xullli-1ngy)

INIA A

Por lo tanto

(o, o)l < e(llflle2 + llelly + TIDlgolls + lullli(Vx - u)*l.
Ahora bien, por la desigualdad de Korn, que también es vilida en J, obtenemos

E(p,0)= ol + X2 [ imns, dS = lll} + 1(0),
ik Fyul’

con | ()| < co frur#® 45 < élloliy + Ml|pllZa. Por lo tanto

E(p,p) 2 (1= e)llpliy - Mllpllzz = (1 = e)llell} — (M +1 = e)llpllZe.

Ahora
lipoll < elfully = lollt < e(E(po, o) +Ilull}),

(xu)* = w0 + V8((xw)") = HHxw)*ll < llpolls + [lulls-
Por lo tanto

c(E(po,p0) + Hlull})
&(11lea + Mulla + HFvINGIGc)M + Hlull) + ellallall(9x - w)* le

l10xu) 11

IA A
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Como y =0 en z < £f2, entonces Vy - u = x'(z)uy tiene soporte en gf2 < z < g,y se
ha probado, por la regularidad en el interior, que

IV (sl < ellulli((eracacey)-

Por lo tanto

(Vx- w) < ellullnaesacsce)-
Llegamos asi a la desigualdad

o) |2 < el llea + sl -+ rlloayCTx - w)?y
+ellullo(1fllzs + lully + rleaey + Bulliageacace)- (5.8)

Obtenemos de esta manera A? < cA+D con A % liew)® |l y por ende A < Aq, donde Ao
es la raiz positiva de esta ecuacién de segundo grado. Tomando el limite cuando b — 0
obtenemos que u tiene derivadas uz,uy en H'({0 < z < 1 + £ ~¢}) (recordemos que el
incremento h era horizontal),

Por la relacién divu = 0 tenemos también que ug, = —~uy; ~ug, € H({0 < 2 <
1 4 ¢ ~¢}). También estin en este espacio las derivadas horizontales de us, por lo que
ug € IP({0 € z < 14 ¢ —¢}). De larelacion ~ Aug +p, = f € L3(Q), se obtiene que
m € LAQ).

Como (— Au — f,) = (Vp, ) para toda ¢ con divp = 0y ¢ = 0 en 2z > ¢, entonces

(V9 0) = ~((Bu) + *,9) = (Dt frp™),

(V)™ @)l < (1l Auall- + 1l )il

ya que Au tiene derivada en la direccion h en H™' ( Dtz = tgpe + gy + Uzes ¥ Uz €
H'(1) ). Tomando el supremo para ||ip||, se obtiene

N(VpYlls S e => Vpn € H™' = Vpe LA(D).

De las ecuaciones para u se obtiene que u,, € L*(Q), que es la derivada que faltaba,
Por lo tanto

we M({z <e)).  (5.9)
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5.1.3 Regularidad en I’

Sea y una funcidn O con soporte en {z > 3} N {1+ £ ~2e <z < 14 €}, de forma gue

. . . 1of .
= lparal +€ —¢ <z <1+ £ Sidefinitos v = yu, sea el incremento

= ol s 6 ) € )  o00,2)),

es decir, se toma un incremento en direccién paralela a I De esta forma

ol < cllus + & wllee < cllulls. (5.10)

Cuando h —» 0, la expresién antetior ticnde a u, + € u,. Como el vector normal es
(= £y~ £ 1), el vector (1,0,€;) es tangente a I'. Ahora,
divoh = (dive)® + £, uy, + 6 uy,
(VX w)* + & e 4 & My

Hi

por lo cual

fidiveorllos < ellVx - ulls + 11 es Hoallusslle + 1 6oy llealfuzalice < elfufls.

Si definimos ¥(v) dado por el lema 5.1, tenemos que {{9ll; < cllulls. Sea K comoen la
prucba de la regularidad interior : Kw = (1~ %)V¢+ x w~G. Para w = xv tendremos

Xxx=0,x'x=0y
Ku=(=x0V+ (¥ [ 1 ¥ [ 5ntt =50 [ %= [ 292),

con {|Kwlfy < cfjullzs, donde el dltimo término tiene soporte en z < €. Asf E(v%,p) =
E(xut, ) + E(x"u(z*),¢), donde el segundo término es estimado por ||x{laljullillells.
Para E{xu", ) se tienen las mismas diferencias que en la regularidad interior, shora con

¢

(1) = (u,)’I + f;"u,(:é + h), |

() = ()"
También se tiene que

(th)z,‘Pn = Xz,"h‘P:x + X(“z,)h‘f’n + (f:;)h“s(zh)‘i’xn )
X 60ey + (102, (X0)a ) = (102, Xeu )" = (X011, (%) + (G, Ve Yo

4
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Ademas

| ~ = ! l:,I - ,’I t 1 .
/ﬂg(x b hyy, b D) dil /”hg(.r,y. ) d€ /ﬂg(l,y,z)dﬂ

si g os periddica de soporte adecuado y el jacobiano de la transformacion es 1. Por lo tanto
ol tinico término cuya norma en L? no estd acotada por Tl ull es el que corresponde a

[(Opleaun ) = [, (xpleal’e = Hea @
- [ (pha) s
= [ et = [ fe) ™ xP)la

Qn

]

it

£l ditimo término estd acotado por cllulli}llls. Porlotanto E((xu) @) = - E(u, (xp)™")+
«, con |a] € &lullilleth- Si definimos

o & (xu)* - K (),
o ¥ (xe)™ - Klxe)™

entonces,

¢ Bpng) = ~Usor) = [ 177 = $E Kep)™) — §BUK G 9),
= | E(wo,¢)] < clllflliallelh + 11 Gee) Mol ey + lulhllellss
pues x=0en I También, por el lema 5.1,

1K ()Ml < el (xe) ™Il < lldivixe) e < elfelh.

Por lo tanto
\E(go, @) € el fllia + Illaey + Hlull)llells.

Tomando ¢ = @o, [lgolli < e(llflla+ ”"1“1)(‘1‘)'{" |lulls), ¥ tendremos el mismo resultado
que antes : HOocullh Sey cuando h = 0, o

et etie ¥ Uy +&,u, € (HH(O))*.

De divu = 0 se obtiene que - :

g, = €z thz ~&yuyy € HI(Q) .
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También. dado que

(AW -+ Nl
c(it Augll-y + 111Dzl

((Vp)*, 2|

IA A

donde Au, es la derivada de Au en direccion h, en el espacio 1177 (inismo argumento),
entonces

Pet&el ¥y Pyt € Ll)(Q) .

Aliora consideremos la transformacion

Se definen @ % u(z, 3, 7 +€), p o PE, 5,2 +E). Asi

i =u +&u, € HY(D),
ig=u, +&u, € H'(Q),
ﬁl = Ug
Uzz = Upe + 26: Uzy + E: 2uu + fr: u, € LZ(Q) ’
Agﬁ = A,u + 2V¢£ * V;u; + IV:£I1uu + A:E“x-

def b0 &
A¥l 0 1o |
) - f: - Eu 1

Notamos que Agu = %V,p - ‘!;f' y

Pet &by
AVp = Py + &y ps .

~Eepo—bypytps

Sea

Las dos primeras componentes de la expresién anterior estdn en L*(Q). Ahora bien,

1 1 f: Upg; + fy Uny: + 61' 2“3:: -+ et fv Ugys
At = ;AV:p - ;Af +2 é: Uze, + &y tiays + € &y Uagy + & Muiays
- fz 2“1:: - fy ‘ulyz - E: ev(uly: + uhx) + E: Uges + Eu Usy:
+HVE Aug, + A§Au,.
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El tercer renglon se escribe

_gz(Ai'ul - 'il ::) - {r ‘il:: - Ev(Ai‘”I - “-22:) - {y 'iln + (Ax‘ﬁll - 'Zﬂzz) + [RPP

L.os Ltérminos en paréntesis estan en L¥(Q1), y los otros son derivadas de algo que esta
en I, Por ende, el lado izquierdo estd en 12(Q). Lo mismo sucede para el término
) | !

Ivﬂi(__ {r Uy, — ‘fy Uy, + ”'Jzz))

es decir, esta en L}(0), y el siguiente término se puede escribir como
~(&: 2“11: + &y 2“23,: +&: ‘fy(ulyz + Uag,)) + & ttaa + ¢, Uy, =
= Ep(tegy — &o try — & Moy )r + & (us, — €2 1y, — & uay), + términos en primeras derivadas ,

por lo tanto estd en L*(Q2).

De esto tenemos que la tercera componente de AV, p también estd en L3(f), y por lo
tanto concluimos que V,p estd en L*(12).

El primer renglon se escribe, del lado izquierdo, como

(Afﬁl - u.ln) + €I(A2ﬁ3 - u.(hz) + Uy, + £$ U3szy

donde los términos entre paréntesis estin en L*(f)). Los otros términos son la primera
componente de Au,,. Ahora u;, + ;- u;, estd en H'(), por lo tanto sus derivadas estin
en L*(0). Deesta forma tenemos que el lado derecho es ~|V£|?(ty e + £ U3, )+ términos
en L¥}(Q). Por lo tanto, uy,, + & ua,, estd en L*(R) y lo mismo para ug,, + &, us,,.

En consecuencia tenemos que A At estd en L}(Q) (ya probamos que la tercera com-
ponente también estd en L*(Q)). Asi u., estd en L¥(f), al igual que Az, y por ende
Vi€« Vou,. Del hecho que u; + & u, esti en H'(Q) y u,, € L*(Q) tenemos que
Uzyyttys € L3(Q). Pero entonces (uy + €zuy)s = ttzy + € sy + €xsus € L), y por
lo tanto ., € L}(Q) (y del mismo modo uy, y u,, ).

Con esto hemos visto que « € (H*(2))2. Podemos enunciar el siguiente teorema,

Teorema 5.2 Si f € (L*(1))?, la solucidn débil (u,p) del problema de Stokes estd en
(HY(?))3 x H'(Q1), es decir, es también una solucidn fuerle. Ademds

Ilulta + 19pllze < el fllo + [I7lli7a)-
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5.2 Regularidad de la solucién fuerte

Recordamios que nuestro problema de Stokes estd definido por el siguiente conjunto de
ecuaciones :

~ Ot gradp = f .
divi =0 en fl (5.11)
cou condiciones de frontera :
ulg, =0, (5.12)
u-nfy =0, (5.13}
Pl = 5, k=12 {5.14)

Cumo hemos visto las condiciones de periodicidad para p y du deben satisfacerse na-
turalmente si la solucion cs suficientemente regular. Ademds, st la solucion estd en J
entonces se cumplen las condiciones de periodicidad para u. Por esta razén estas condi-
ciones no seriin consideradas,

5.2,1 Elipticidad del sistema y la condicién suplementaria

Cualquier sistema eliptico de ecuaciones, y en particular el problema de Stokes, puede
representarse de la siguiente forma (véase [Agm/Dou/Nir, pig. 38]) :

TPy (P) = F(P),  (s.19)

y : ‘
donde P es cualquier puntoen C IR"‘+l 0= (0pyy...,0;,, ) esel operador dlferenctacxon
y las funciones F; son los datos del problema El orden de los opetadores L, pohnonnos

en 8, dependen de dos sistemas de indices enteros {s;} y {¢;}, asociados a la ecuacion i y a
la variable dependiente uj, respectivamente. Esta dependencxa estd dada por la ecuamon

degl;j(1’7/)<s;+tj, Vi, j, B AT}

donde % es cualquier vector en IR"“ y el grado se refiere por supuesto al grado en. 71 Se
) P
asume que fy; = 0 si 8; +-¢; < 0, 4 =

Definimos la matriz f; como la parte principal de I, esto es, las términos de (P, 5)
que soi exactamente de orden s; + £,



St KEGULAKIDAD DE LA SOLUCION § RN 133

Defiuicion 6.3 /s swstema chptico de b forma (5051 se define corvn aquél sistema para
ol cual se cumpl

) et (1) # U,

pura toda g € R*F 0y £ 0.

Para el problena de Stokes que queremos estudiar definimos

uy =, (5.17)

y vamos a tomar un sisteisa para u; con j = 1,... 4. Deesta forma lag ecuaciones (5.11)
se prieden escribir como

A 0 0 -0y Uy h

) . 0 A 0 ”'(I)x Uy . f)

L;(P Oy = 0 0 A - :: wl=| % (5.18)
Oy 0, O, 0 m 0

Por lo tanto tenemos que {;;(P,n) = |n]*6; 81 4,5 < 3. Definimos los sistemas de indices
3i = 0,¢; = 2 para i,j < 3, de forma que s; + t; = 2 es el orden principal del operador
para i,j <3, lo cual coincide con el orden de diferenciacién de A.

Ignalmente escogemos ¢4 = 1,34 = —1, y vemos que si liy = —n; con 1 < 3, i = y;
para j <3y lyy =0, entonces 3; + ty = | parn toda § S3y 84+ tj = 1 para toda j < 3,
lo cual coincide con el orden del operador div y V. De esta forma si 5 € R™!

WP 0 0 -y
0 [P 0 -m
0 0 [nff -m
m om w0

(P = (5.19)

es la matriz asociada al sistema. Notamoslque deg lij(n) = si+t;, por lo cual () = l;(n).
Esto se debe al hecho que el problema de Stokes es precisamente la parte principal lineal
del problema de Navier-Stokes completo.

Calculando el determinante notamos que

detlis(n) = [nl*(Inl*n3 + Wl*n3) = mlnl? (=mal®) = Inl® # 0, (5.20)
para toda 7 # 0 en R™*', Fsto ascgura la dlipticidad del sistema.

Veremos ahora que el sisterna taimbién satisface la condicién suplementaria :
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Definicién 5.4 (Condicién suplementaria) Sea detl; (y) = . P) de grado 2 rvon
respreto ayp € R Para enda par de vectores a, 3 € R lovealmate indepondientes
el polimowio {4 =3, P) en la variable compleja = tene cractamente m raices eon parle
buaginaria pasiliva.

2m

Aqui tenemos que I(y) = detl (n) = fp|* = [g*" es de orden 2n con m o= 3. De-

hemos verilicar la condicién suplementaria, asi que considereinos o, 4 € R* dos vectores
linealmente independientes y el polinomio

a4 28) = la + 28"
Para estudiar sus raices vemos que

ot 28) = (la+ 281")° = 0 &= o+ 2 = 0,

es decir,

lal® +22(a- B) + 24" = 0,

= g (-t Al B =TT ).

Como a y f son linealmente independientes |af, [8] # 0 y (a - B)* - |af*|81* < 0, por
lo que la raiz con parte imaginaria positiva cs

¥ 12 (~ta- 9+ iyIaIBF - a- A1 ). (521

De esta forma el polinomio |o + z8|° ticne exactamnente m = J raices (iguales) con
parte imaginaria positiva

cuyas rajces son

3
o + 2B = (Iﬂl’(z —zt)(z - z')) )
por lo que la condicidn suplementaria sobre el sisteina de ecuaciones se satisface.

5.2.2 Condiciones de frontera complementarias

Las condiciones de frontera consideradas se refieren & una porcidn regular T' de 89, y se
expresan, en general, de la siguiente forma



"~

REGULARIDAD DE LA SOLUCION PUEKR{E 115

N B (P (P) = on(P), en [, (5.22)
J

en términos de operadores I, (P, i), polinomios en d, y los datos, representados por
{unciones ¢5. Bl orden de los operadores 3y; dependen también de dos sistemas de indices
enteros, en este caso, de {1,}, asociado a las variables dependientes u; como habiamos
visto, y de nn nuevo sistema de indices {ry} asociados a la condicién h de frontera en I'.
La dependencia exacta se expresa como

(h‘g th( ["v 7]) S T -+ t;y (523)

para cualquier vector 7 € IR™'. Se entiende que By; = 0 si ry +t; < 0. También
denotamos Bf (P, n) a la parte principal de Bag( P, ), esto cs, con los términos de orden
exactamente ry - {5,

Para aplicar los teoremas de regularidad, las condiciones de frontera deben “comple-
mentar” en cierto sentido al sisteina de ecuaciones, acorde a un criterio algebraico que
involucra a las partes principales [[;(P,n) y B};(P,7), el cual detallaremos a continuacion.

Sea P cualquier punto sobre I' € 94, regular. Sea n el vector normal en I' y 7 #
0 cualquier vector tangente a I' en P. Por la condicién suplementaria de! sistema el
polinomio

[r + 2n) = detliy(r + zn) (5.24)

tiene exactamente m rafces con parte imaginaria positiva : 2§ con k = 1,...,m. Definase
el polinomio

m
MH(P,z,7,n) & II(z - 2). {5.25)
k=i

Sca L#*(P, 7 + zn) la matriz adjunta a l};(P,7 + zn). Recordemos que la matriz adjunta
de A es (det4)AL,

Definicién 5.5 (Condicién complementaria) Pura todo P € I' y cunlqu‘iér veclor
real T # 0 tangente a I en P, los renglones de la matriz

Y. By Pyt + 2n) (P 1 4 am), (5.26)
i
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eomo polinomios en = son hincalme nte talependientes mddulo MIY(P, 2 o0, o8 decir,
I )y

STCRS By, L =0 med MY (5.27)
h )

solo si las constanles Cy son todas iguddes a cero. Aqui k = 1,...,m, donde 2m es ¢l
grado de l(n, P).

Probaremos que las condiciones de frontera del problema de nuestro problema comple-
mentan el sistema, de acuerdo a la definicion anterior. En nuestro caso, como m = 3, se
necesitan 3 condiciones en cada punto P de la porcidn regitlar de la frontera.

La condicién de frontera ufy, = 0.
Townemos Ty, una porcion regular de 9. Tenemos tres condiciones de frontera, una para
cada uj, j <3, que son, a saber
=0, uy=0, u3=0, enT,
Asi mismo escogemos los indices ry = ~2, VA < 3, de manera que ry +t; =0, Vhy i
j €3, lo cual coincide con el orden de diferenciacién de la condicién de frontera. Como

ra +t4 <0, entonces By = 0. La matriz asociada a la condicién de frontera, que coincide
con la parte principal, es

10
B=B=]|01
00

—_o o

0
0 (5.28)
0

Si hacemos los célculos, la adjunta de la matriz I{;(n) es

17§+f)§ —;mm7 ~mnNs- m:ﬂl
Lin) = [gi2] —MM ntn ~mihs M0 5.99
() = ~-mis =M ni+ng o (5:29)
~iPm =P~ ol

Por definicion de la adjunta tenemos que Y, I}, L* = §i(detll;), es decir, l’(‘n’)L(q) -
[n|81. Calculamos ahora la matriz B'L ‘

) . n+m -mm ~mm |l’n
(BLm =1} -mm ai+nd —nns lof'm (6.30)
L i A L
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Sitomamos a = 7 # 0 tangente en 'y v o == 1 el vector normal correspondiente v
sustituimos en (5.21), como n - 7 = 0 eutonces

y el polinomio M* es

VAN iTI ’ (5.32)
MP =2 ‘|"| . 532
Definimos por lo tanto los polinomios
a3
IAOEDY }:n,u (P4 2n)LX(P7 + 2n), (5.33)
h=1 J=1

con k < 4. Notamos que |7 + 2n)? = |7]* + 2%|n|* ya que n - 7 = 0. También observamos
que en I'y, 7 es de la forma (7;,72,0) con 7 4 77 # 0, ¥ que n = (0,0,n), con n # 0, es
decir,
n
rT+zn=1 1 |[.
nz

Queremos probar que si Py = 0 mod M+ entonces las constantes C, = 0. Dado que las
constantes son las mismas para todos los polinomios Py(2) ( ya que resultan de multiplicar
cada renglén h de B'L por C4), basta con analizar algunos de los polinomios. Fijémonos,
por ejemplo, en

Py(z) (Ir]* + 2*|n[*)(=nz(Cimy + Cama) + Calr?)

Inl’( : :)( +1|' :)(—-nz(Cm+Cz'rg)+‘Cal-r|7),

que resulta de considerar la tercera columna de B’L. Si P3 = 0 mod M*, entonces
M +IP3(2), y port ser ambos de grado 3, tenemos que existe d € € tal que

Py(z) = dM*(2).

Pero el dnico cero de M7t es zL{ mientras que Py tiene como ceros a :!:iH. Esto implica
que d = 0 y por lo tanto
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(,'_-, =} ' (!r)v“)
(',T] + (")T) = (). (5-"))

Ahora nes fijamos en el polinomio

Wzy o= (P ) nlC m~Cm)~( yrnz + U 2%)

ol ) oo

yique Cy = 0. Si Py = 0 mod M*, entonces por ser Py de grado 4 y M+ de grado 3,
existe Qi(2) = Iz — zg) de grado 1 tal que Py == Q MY, Al observar que —~iH es raiz de

Py, tenemos que zp = -iH y por lo tanto
2 [7[\?
(20 + 1Oy ~ Cemy)) = by 2 ~ im .
lgualando los coeficientes de grado 2 y 1 se obtiene que

G —~b=0, {5.36)

oilly -
2ipb= (5.37)

lo cual implica que
L =0 (5.38)

Finalmente tomamos ¢l polinomio

Py(z) (ITP + z“lnl’)(an’ ?~ Cymnz + 1i{Cyry =~ Cim))
(- ify) (i st 4o,

ya que C3 = C, = 0. Nuevamente al suponer que P; = 0 mod M, existe (3 = c(z — z,)
tal que P; = Q,M*, de donde se deduce que

Ll

H

n}(Cyn?2? + Cyrd) -c("»l%z}l)z )
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y al igualar los coeficientes de orden 2 y 1, Hegamos que

Wiy -c=0, (5.39)

T AP .
..zlnlc 0 (5.40)

De aqui se obtiene que Cy = 0. De esta manera hemos probado que Py(z) = 0 mod
M* implica

C) = Cy=Cy =0, (5.41)

La condicién de frontera ulr, = 0 es complementaria,

Las condiciones de frontera en I'

En este caso tenemos en [' porcién regular de 89, tres condiciones de frontera, a saber,

8 Tl = /W ()l +r® ok =, k=12 (542)
=0
wenlp =0, (5.43)

donde oy; = 2¢;;(u) = (uig, +1j,.) y
3
™ o(u)n = 3 njei(u)
ij

3
3 (i, +uj,,)
ij
Zln; ™+ "1T,!:))3=, uy
it ngra, | | w

il

= = Yk-
Zj(n,"ra(k) + n;r}k))az, u3
0 U4
Si definimos la matriz K;;\¥ & n;’r}” +n,r,»(") para toda 1,j < 3, 1(4(;5) % 0, esta

condicién de frontera se puede escribir
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. T
s,

K| ., = (WYY e = e (v 1)
s,

La matriz de las condiciones de frontera serd, por lo tanto.

e ; 1
Bu= Zi [\'{2)0‘) ZJ 1\"3)")1'; ZJ [(:(lj)()x; 0 = Y2
0

W3
n ny ny 1y

(1) ¢ - 1) u
%, ke, ©; Ko, ¥ Ko, 0 ! ( n )

Aqui tenemos t; = 2,81 j 3, 4 = Lyr+t=1Lpurah<2,j<dmtl= () para
h<2, yrs+t;=0,8j <4 por Jotanlo, 7y = =, st h £ 2,y r3 = —1L. Esto implica
que B=5B.

Noétese que

i

th(’l) Z I\’,’l(h) m= Z(n,-‘r,(") + nrr}"’)m
i

7
™y 4 ngr® o,

i

para h = 1,2, i < 3. También podemos escribir la matriz L(n), dada en (5.29), como

Liv = WGl =)y sidk <3
Liv = Inf'n, sij <3

Ly = -—Ir)|4m¢, si k<3

L = Inl*

Por lo tanto la matriz BL(y) (que en nuestro caso es de 3 X 4} es de la forma

(BL)w = Inf? (z(r}"’n sy ® )@l - w))
- !
= Dol (Pn b mr® ) = 2™ minlhs st b S 2k S,
(BDw = |l L ns(@lnl = i) = lol'me—men - nlnl’s st k<3
J
(BLws = Wl S0+ ngr® n)ny = 2l e - a)nom), stk 2

It

(BL)as l*n - n.
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Sea el vector (Cy, (5 O, Tenemos que analizar os polinormios

3
Pel=) 8 ST CWB LY P 4 2 1),
hz=t

conk=1,...,4, ydoudesyr # 0son vectores normal y tangenciala I', respectivamente,
Para k = 4 tendremos

Piy) = Inftny200M 4 20,70y 4 ).
Por o que, al sustituir iy = 7+ 271, can [y} = |r + 24 |4, no = 2} i), se obtienc

LAY LAY {1 @)
) e b 18y s r 2 T Tl R ‘vTQ s 1
Py(z) = | n| (.. llﬁl) ( +l'ﬁl> 2(2C, T+ 20; 7+ ().

Si suponemos que £4 = 0 mod M*, entonces tenemos que existen d, 23,27 € € tales
que

Py(2) = d(z — 21)(z — 2)M*(2).
Pero el inico cero de Mt es i[‘%, mientras que £y tiene como ceros a :i:i‘l;’,J, y 2 0. Esto
implica que d = 0 y por lo tanto que

20,7 5 42057 1 4 Cy = 0.

Para k < 3 tenemos

Pu(n) = It'n - (07 + Corf) + Iy me((Crr) + Cur®) o + Cs),.
Por lo tanto

p] 2
Piz) =|af (2 - ill'-> (z + ;-]Tl> e PG + o) = nblCrtV + Cr®) -]

i} |
Si suponemos que Py, = 0 mod M*, entonces, como antes,

Py(2) = diz — 21)(z = 2 ) M*(2).

De nuevo, considerando los ceros de ambos polimonios, esto es posible sélo st 2y = 27 =
s .

i

Il

A YO + Cor) ~ (G 4 Gy r = (z - im) '
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es decir, en notacion vectorial con D% = (dy, dz, dy) :
tfvl [(C‘T(” -*' CzT(?)) = /)

n(Cirh 4 Cr) 7 = i;”l;ﬂ“n,
3

I primer vector es tangencial, mientras que el segundo es normal, por lo tanto D) = 0,y
Cyr04-Cyr® = 0, Como 1My 7 son linealmente independientes tenemos ¢ = € = 0
y por ende, (5 = (.,

Hemos probado que las condiciones de {rontera sobre T' son complenientarias,

5.2.3 Estimaciones L? y de Schauder

Hemos probado que las condiciones de frontera de nuestro problema de Stokes complemen-
tan, separadamente, al sistema eliptico en el sentido de la definicién 5.5. Esta condicidn
de complementariedad se cumple en porciones regulares de la frontera 99, por lo que
podemos ahora aplicar el teorema 10.5, pagina 78 de {Agm/Dou/Nis}.

Sea Iy = max{0,ry + 1} (véase [Agm/Dou/Nir, pag. 76]) para una porciéa I' de 0%
Por la eleccién de ry < —~1 en cada porcién de la frontera, vemos que {; = 0. Tomemos
un entero fijo m > Iy = 0, y sea ¢ = max{¢;}, es decir, el orden méximo del operador,
que en este caso es ' = 2. Supéngase ademas que I' es de clase C™t" en el sentido
siguiente : ' se puede cubrir por abiertos {U;} tales que U; N § es la imagen, bajo un
mapeo 1-1 que denotamos ¢;*, de la cerradura de un hemisferio {y € B : yny1 > 0} con
B={ye R : |y| < R;} y conradios R; < 1. Cada ¢]" y su inversa ¢; tiene derivadas
continuas de orden m + ¢', acotadas por una constante I{. El lector se convencerd de que
ésta es 1a definicién de un dominio de clase C™* (véase [Adams, pag. 63]), si I = 990,

Como en este caso ¢! = 2, si suponemos que I' es de clase C"™? podemos aplicar el
teorema 10.5, pég 78 de [Agm/Dou/Nir] que enunciamos a continuacién ;

Teorema 5.8 Sea I' de clase C™*' y | < p < 00, Sea 0 C 9 tal que 4y N OSL C [,
Entonces eziste una constante cg > 0 tal que si u es solucidn del sistema eliptico (5.15)
en Q con condiciones de frontera (5.22) en I' , y llulliyer,p < 00, Fillmesip < 00,
[{@nllmerr-~1/p < 00 para toda j.i,h entonces |fujllmsr,p < 0 ¥

”“J‘”H"‘“J‘"(n‘) <& (Z ”Fz’”u""'vv(n) + 5; ll¢h||}l'"-'n~‘/v(r) + Z ”“j”LP(n)) )
1 2

donde co depende de Q,Qq,m,n, K y del mddulo de continuidad de l;;.
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De esta forma tomemos m entero positivo y 1 < ¢ < oc. Si ||y ]lm41,4 < 00 para j <3

¥ 1pllng < 00 entonces se eumple que [fu]ly 4o,=24 < 00 ¥ plly 4414 < 00. Aplicando el
teorema anterior podemos enunciar el siguicate resultado :

.

Teorema 5.7 Sea m wn enlero no negalivo, 1 < q < oo y {1 un dominio con ' C 90
de cluse C™3, Siu e (H(Q)PnJ() , p e H'9(Q) es una solucidn al problema de
Stokes (5.11)-(5.14) en donde f € (1I™3(Y)® y 1 € H™H-Y4(T), entonces

w € (H™(Q))°, pe H™HM(Q)
y exisle una constante ¢(y,q,m) > 0 tal que

Ilullgm+asiy) + |PllHotro@y < ¢ <||f||m.q + 3 Iellmsr-170q + llullog + “P“O‘v) )
k

donde Q; C N es tal que Q, NN C Tt U™,

Al tomar ¢ = 2 tenemos el siguiente

Corolario 5.8 Seam un entero no negativo y I' de clase C™+2, Siu € (H}())2nJ(Q),
p € HY () es solucidn del problema de Stokes (5.11)-(5.14) en donde f € (H™(Q))? v
Y € H™ 1 -Y3(Ty) entonces

u € (H™3()), p € H™H ()

y exniste una constante c({Y,m) > 0 lal que

Hullzmeagay) + Hpllamerag < ¢ (||f||m + 3 IMllmar-172 + lullo + ||P”0) )
k

donde 1y C Q es tal que Q; NON C Iint iy pint,

Figura 5.1 ¢ Dominio §y y .
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Prueba :

Notemos priniero que el orden de las condiciones de frontera es diferente en 1y vy 1.
Tomemos por lo tanto € y {1, contenidos en 1y tales que @y NIQ C ™, G, na ¢l
y Uil = Q. Véase figura.

Por el teorema 5.6 tenemos

Hielfarmeaagay) A Hpllaovagny < 6 (1 g 4 ullog -+ Hptlos)

||“||umw-v(n,) + ||Pi|um+'-'t(n;) Sa <“f“nw + Z “7k“m+l-l/w + ”“HU,q + HPHO.q) .
k

Como [[uflimiragay) S lJuflimeraga, + [Jullipntraqns), tenemos o resultado.
]

Del misino modo podemos aplicar las estimaciones de Schander, para concluir un resul-
tado andlogo de regnlaridad en dichos espacios (consiltese [Agm/Dou/Nir, cap. 3, secc.
7-9)).

Sea I' una porcién de 39 donde Q2 es un dominio general en [R™*!, incluso no acotado
(véase [Agm/Dou/Nir, pdg. 72] ). Sea 0 < a < 1 fijo y m un entero fijo tal que
m 2 ly = max{o,ry}. Se asume que existe un nimero positivo d tal que-cada punto:
z €0y C O auna distancia d de 90 tienc una vecindad U tal que : 1.- U; N80 C
I', 2. U, contiene una csfera de radio d/2 con centro en z, y 3. el conjunto Uy N
{1 es la imagen bajo un homomeorfismo T, de la cerradura del hemisferio {y € B :
Unt1 > 0} con B = {y € R™ « |y| < Ry}, R, < 1; T, y su inversa son de clase
c™ha donde A % max{—si,—ri,t;}. Es decir, se asume que T es de clase O™+
(véase [Agm/Dou/Nir, pigs. 72-73]), y que {; N 8Q C '™, Supondremos también que
”F‘I'”C"""it“ Yy “‘ﬁh”C’"""hn“(l‘) son finitas,

Bajo estas hiptesis enunciaremos a continuacién el teorema 9.3 ([Agm/Dou/Nir, pdg.
)

Teorema 5.9 Sea u; solucidn a (5.11) en Qy a (5.12) - (5.14) en T. Siuj € Clottie
en QUT, podemos concluir que u; € C™4*(§Y;) y que existe una constante ¢ tal que

usllgmesa,) S €1 | L llEllem-sa + 32 [@llom-maqey + 3 lludlleo | »
) i h k

para toda j, y donde ¢, depende de Qy,n,a,d,m.

En nuestro caso ly = max{e,r4} = 0 por la eleccion de las ry. También tenemos
que A = max{—3;,—ru,t;} = 2. Sea escogemos m un entero positivo, en particular
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m > ly. Si I es de clase O podemos aplicar el teorema anterior. Notemos que [y
es suficientemente regular (es de clase (" ). Aqui se usa también el arguinento anterior
sobre 1) = O Uy, como et {a prueba del teorema 5.7.

Teorema 5.10 Sea I' de clase (¥, con m entero no negativo y 0 < a < 1. Sean
u € (C* ()3, p € CH(), solucidn ol problema de Stokes (5.11) en Q con condiciones
de frontera (5.12)-(5.14). Si f € (C™(Q))? y 4% € O™ (Ty) entonces

WE (O™ ()Y, p e O (R,

y eriste una constanle ¢(§y, a,m) tal que

[|ullemszagny) + Hpllemera) < @ (||f||c"--u + 3 ellemesaqry + elleo + ||I'||c°) ,
%

donde Q C 0 es tal que Ql noslc [‘ibnt U [‘im..

Los teoremas 5.7, 5.10 garantizan la regularidad de la solucién fuerte al problema de
Stokes si los datos son suficientemente regulares, y dan una estimacién para las normas
en los espacios correspondientes.

Sin embargo todavia no se pueden extender a €, debido al heclko que 91 no es de clase
C™4? (por las partes verticales) y las condiciones de frontera en las paredes no son de la
forma (5.22) ni del mismo orden que (5.12)-(5.14).

No obstante la observacién anterior, a continuacién se demostrara, haciendo una co-
rrecién del dominio, que dichas estimaciones son aplicables a €1, con lo que los teoremas de
regularidad para la solucién fuerte al problema de Stokes quedaran totalmente probados.

5.2.4 Regularidad de la solucién en 2

Sabemos (por los teoremas 4.20 y 5.2) que existe una solucién (u,p) € (H}())*NJ x
H'(Q) al problema de Stokes. Por ser solucién fuerte, las condiciones de periodicidad
para p y du se satisfacen (véase teorema 4.17).

Por periodicidad, témese una copia de 2 adyacente a ella que denotamos §); (véase
figura 5.2).

Si u € H() y es periddica se puede extender a §); por periodicidad. Llamamos a esta
extensién u.. Ndtese que u, u, son periédicas en I'; y T'y. Integrando u.., se obtiene

Uey d TP

by = [0+ [0 = [ {0 |-wase [ o Jonds

aun, 0
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- | o, / Oplt,
/n ol v

!
@ ('h,,,h’) - "cyln,)

/ 0 Sy - / Prlte,.
A0as, fusl,

0

para toda ¢ € (- (QUQ, )

L e

1

j

T
ey
|

a ~ Q,

|
|

Figura 5.2 : Copia §}; adyncente a {) en una cara lateral.

Como u,, es periddica entonces uB & u(:c z0,y,2) en ;. Porlo tanto u,,l,m,o = uv =0
inplica que u jg = Ueyln, en Q2N 0Q;. De esta forma :

pu = - Y
-/ﬂuﬂ,'¢ a4 ) aun; & v

para toda ¢ € C°(R1U &;). Es decir, u,,, es la derivada distribucional de u,, en QU ;.
Ademds ‘ o n

2 2 2
.[]uﬂ, |¢“csy| = /nl“rv' + /ﬂ, I“ervl <o,

por lo que u. € I2(QU ).

Por lo tanto, tomemos 8 copias de 0 : U, ; adyacentes a {1 en las caras laterales y -
extendemos 4 y p a estos dominios por periodicidad. ‘

Sea {2, un dominio suficientemente suave (por ejemplo, de clase C"*?, es decir, tanto
como I') tal que @, ¢ QU UL, Q;, € 30, y Ty € 80, Llamemos T, & 'y
((?Q nUL T ), donde I'; es la copia de T en cada Q;, como se muestra en la figura

[t
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C et ; ., ,
Sea Iy, = QN {z = 0}, poreion regalar de @), Las partes curvas se denatan
yv def

Y= 0, - (DUl

Figura 6.3 : Dominio {2, suave.

Si g. es una funcién extendida de g a . por periodicidad, es claro que

= +/ < 9/ ;
. ‘.qt:| A |g| ()N, |!]¢| o |J‘v

y por lo tanto,

|gelcoain,y S 9lglev.aa).

Por construccién (ue, pe) € (HH(QUUL,04))* x H'(QUUY, Q) es solucién al problema

- D, + gradp, = [,

divu, =0 } en U, 8,

)20 = 0,
e o r, =0,
k N — Sk
T( ) ' ,[ (ue)"lt‘,uu;n‘[‘, e 75 ))

El sisteina de ecuaciones satisface la condicion suplementaria y de elipticidad, eviden-
temente. También las condiciones de frontera son complementarias,

Por lo tanto podemos aplicar el teorema 5.6 a la solucidn (u,, p.) !
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Si f. € (H™9( UU’;=‘QJ))“, 'i“ € I[mvH—l/'lv*l([" U Ut]i:l[‘]) you, € (“mm(Q 1)
UL Q)% pe € 12 (QU UL, Q) entonces

u, € (IIMH(QULS,, Q)% po e UMY w8,

y ademas

lfttellms2qt0e) + IPellnsramg S C(Ilf:”m.q(n.)'*‘Z“'Ykllmu-l/q.qu;) +
x

Hlullzana + |iP||m(m))~

Por lo tanto,

I

”““nw)‘v + ”PHMH.q = ““¢”m+2.q(ﬂ.) + “P”m+l.q(ﬂ.)

oe) (II!HM + 3 lim /e + llillog + ||P||0.q) ,
k

IA

ya que
uellmttaee € Hellmiragae S Hllullnss,
I1pellzsaa < Sllptlze < llplmas
uellzs@a) < OMlullee < Hlullmrgs
y

¥ Nt 1=1/0tca) S Hhllmti-1/acr)-

Ademds se tiene que u € (H™39(Q)), p € H™*19(Q).

El siguiente teorema serd de utilidad.

Teorema 5.11 Para el problema con condiciones periddicas, si 8°€ es periddica para
|8] € m + 2, entonces los teoremas 5.6 y 5.9 valen con Q0 = Q4.

Usaremos la siguiente version de estos resultados

Teorema 5.12 Sea T dado por una funcidn € de clase C™+22(Ty) y con OP€ periddica
para|flEm+2, m20,a20.
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1) S f e B, & B0l 2 ooy <0 oo, entaners el problena de Stokes

(5. 01)-(5. 14} tiene una ainica solucidn w & (U380 p & H™19(8), (p rimea salvo
constantes), tal que

“““'"\H"l —\: “\fl ”Lv‘” (“f“m.q + }: “"k”mi—l"\/'«)ﬂ) *
k

8) §i f e (™), 3 € ¢, a > 0, entonces u € (C™H2(Q)), p € C™H(Q) y

[lcmen < é(6m,0) (nmcm.n 59 uwuw) :

k

Las constantes ¢ y ¢ pucden ser tomndus uniformes en €.

Prueba :

Bajos las condiciones del teorema, hemos probade que u no es solamente una solucién
\inica débil del problema de Stokes, sino que adems u pertenece a (#%(11))° y es solucidn
{uerte del problema, con

Helta + 19pllo < el fllo + hellisa).

En {a aplicacidn del teorema 5.11 podemos tomar p+ cualquier constante po. Tormemos
entonces py tal que fy p+po = 0. Por la desigualdad {|o|* < c(|Vo)* + (fg ¥)*), tenemos
que '

llp + poll < liV(p + po)ll < el Vit < AL limdhiga)-

Esto da el resultado para ¢ = 2.

Para probar el teorema, es por lo tanto suficiente demostrar que esa dnica solucién
(u, Vp) estd en (H*(0))* x L) o en (C*())® x C%*(Q) : en efecto, si éste eg el
caso, tendremos las estimaciones de los teoremas 5.7 y 5.10. Por ¢] teorema de encaje
de Sobolev (véase [Adams, teo. 5.4]), tenemos que H}(Q) C C%R), con [jullce < cllulla
Como

felee € elfulles < &llullay

podemios usar la desigualdad anterior para acotar por c(j|fllo + [1¥{li/2). Tomando la
constante en p como se indica, tenemos ||p + pollce S <{jifflo+ Wvilip2) . Si2< g <6
entonces H*({l) € H'9{(Q) (véase [Adams]), y

o < el
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Sig > 6 entonces

Pl < ellplice < éllpllue < el o + 131hya).

Usando el resultado para g =6

ullzs < CUU Mo + Hally2),

tendrenios el resnltado para toda ¢ y para C°.

Iis importante hacer notar que todas las constantes usadas en las estimaciones, asi como
las dadas por Agmon, Douglis y Nirenberg, dependen solamente de la diferenciabilidad
de I'.

Una manera directa (y que nos serd de utilidad mds adelante) de ver esto es regresar ¢l
problema a (). Sea u(z) la solucién al problema de Stokes en (1, Para & € (Y definimos,
u(z) = u(z,§, 2(1 +£)). Tanto i como f son tan periGdicas como u,p y €. Es inmediato’
ver que :

vt 4Vap=f+ i (5.45)

diveii =g (5.46)

fi]g=0 = 0 (5.47)

il =0 (5.48)

on(d) =4 + 5 (5.49)
on(i) =% + (8.

son las ecuaciones que @ satisface en {1, donde fi depende de ¢, u y de sus derivadag
hasta orden 2, de p,, y g, g1, g2 dependen de €, u y sus derivadas hasta orden 1. También
por la regla de la cadena s

[ llm < C”“”mv

donde ¢ depende de ||¢||gm. Si € € C™2, u e (H™(Q)P, p € H™(Q), entonces fi
estd en H™(), § € H™" (o), G152 € H™3({z = 1}) Ademis

[ltllon < c(@)((ftllnez + lpllma),

Hallm et € C(f)”u”mﬂv
(Gl 4172 < ()6l |ms2s
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con (€)= O{|€lemea ). Aplicando el resultado para §y, tenemaos que

Wit e+ o Meer < el 4 ikl e+ A 4 N0l er + Haalloig2)
((H”lm + HWH!MH/?) + "(E)(H”“m” + “l’”mﬂ)'

Por lo tanto si [Elemes < 2, de tal forma que ¢(§) < 1/2, entonces se tiene que

ez 4 10 s < G o+ Wilbngra)s

con ¢ dependicndo de ||€]|emsa st Cste es pequerio.

Para £&;,& vecinas en la nornia de C™*?) se puede hacer lo mismo con la transfor-
macion u(F, i, (1 +£,)/(1 + &)) para (&, §, 2) en )3, obteniendo en este caso (¢, &) con

&€, €)= O(&; = &|C™ ),

Obviamente estos resultados valen en L? y en C™@, Por lo tanto para terminar la
prucha del teorema, podemos suponer que [' es €%, al aproximar I'(€) por una superficie
en 0. La correccién de orden C™1%%(J',) cambiard los datos por una pequefia constante
¢(€) multiplicando a || ||m42q+ || B ||n+14 0 su equivalente |ullgmeza + ||p|lemsra en el
espacio C™+3e x C™m¥he donde c(€) = O(]|€ — éoolimsa,a)-

Tainbién podemos suponer que f y 4% son C*, ya que son aproximables por funciones
en C*® y obtener asi, para la solucién tnica, las cotas en L% o en C%® y al tomar el limite
en los espacios correspondientes se obtienen las desigualdades del teorema.

De este modo, tendrenios una sucesion (ua, pa) en (H*(R))* x H¥H(Q) con k arbitra-
riamente grande, solucién del problema aproximado (es decir, con los datos aproximados).

Tomando k tan grande que los teorentas de Sobolev (consiltese [Adams]) impliquen
que H¥(Q) ¢ H™9(Q) en el primer caso y H*(Q) € C™2%(Q) en el segundo, ten-
dremos que (un, pe) € (H™39(Q))% x H™H9(Q) y (tn, pa) € (C™H2(Q))® x Cmha()
respectivamente.

Aplicando el resultado del teorema 8.11 & (u,,ps) tendremos, usando los argumentos
anteriores, que

l|“n”m+2,q S c(“f”"hq + “""‘“"‘*""/V-q) .

Como
HmaA "mn-l/q.v

fn""f| Yo 1

tendremos que u,, es acotada en H™9(Q) (y respectivamente en ¢™*2¢), Como toda
subsueesidn debe converger a la solucion tinica del problema, en el limite se conserva la
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designaldad y ol limite pertenece al espacio requerido. También se puede tomar u, ~u 1.
y dado que el problema es lineal

T un’“mﬂ.q <eliifn - fﬂ‘”m.'{ + “7" - 7’"’”m+l*l/rm)v
i~ llcmsne < &L = ullome + o = llcmer )

Por lo tanto {u,} es una sucesién de Cauchy en H"™29(€)) (0 en C™+4<((1) ) y debe
converger a u en ese espacio, dnica solucién débil de la ecuacion,

0



Capitulo 6

Estudio del problema completo

Durante los anteriores capitulos hemos considerado que la frontera libre estd definida por
una funcién conocida ¢ definida en Iy, de clase al menos C?. En esle capitulo tomaremos
en cuenta el problema conipleto, es decir, con la condicién normal de frontera para el
esfnerzo superficial,

6.1 El operador para la frontera

La condicién normal de frontera para el esfuerzo superficial provee una ecuacién para
encontrar la funcién £ que eventualemnte define la frontera libre. Asi queremos encontrar
£ que satisfaga

Q>

(=p+n-a(u)n), (6.1)

, (___&__) Dy
JiHivep) o

24 Vit [VE?
v} ,
VI Ive? L+¢

donde

Podemos escribir

1 V(\/I—-HGEF) 1 <‘Pl(f)):~!_(%n:‘;(‘,—i§#)‘
H

1 +¢ 1+¢
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Notemos que

/ div (— Ve ) dady =0,
o\ Ve

por la periodicidad de € y de VE en 9T, Igualmente vemos que

dy = 0.

I
=0

b eay= [
/“ it )Qduly—/u Y

Pero en general,
/ 1 ((l + IVEIJ)I) dl‘(ll/ -
o l+E\ L+|VeEp "

__/‘ log(1 + |V¢}?)
o 144

RN f} 7 log(1 + |9¢") de dy # 0.

Hemos visto en capitulos anteriores que la presién es tinica salvo constantes, por lo
cual podemos escoger dicha constante de manera que

/F.dedy=/n( 24 2)~V(Vl+‘vﬁ|2) dxdy--/nn-a(u)n dzdy. (6.2)

V1I+1VE 1+

Ahora bien, podemos descomponer de forma conveniente la expresién para la curvatura

de la superficie
aiv [T ) B¢ gp VYLHIVER)
ViI+|vep V1+|Vep 1+{v¢P

AE+ (_._‘.__._ 1) AE - VE- ViyL+1ver) (6.3)

U+ (e L+{VEf

Como A¢ = divV4, los tltinos términos son la divergencia de vectores cuyo promedio
en [y es cero.

Vainos a buscar una solucidn de este problema de la forma siguiente: Sea n una funcién
en C*¢(T';), periddica, con derivadas periédicas, y con la propicdad de que ‘

/ ndzdy=90.
%Y
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6.0. EL OPERADOR PARA LA FRONTERA [

Il problema es encontrar £ con las mismas condiciones tal que

R
v (“J_‘_-_I)A” o, WA 'Il

T4 lVr;l‘

+ |Vn|?
—2é A f [val p —n-o(un) Eyg  (6.4)
U\/l N IV!]P L+ 7

Notamos que los dos primeros términos son div ( IZIV I') ~ Ay, y por lo tanto integran
n

a ). Escogiendo la constante en p coino antes tenemos que la integral de g sobre I'y es 0.

Definicién 6.1

St &0 511 (Ty) N {y periddica, con ./r n dedy = 0}.
b

Observaciones : St, es un espacio de Hilbert. Podemos entonces formular débilmente el
problema de la siguiente forma :

Biey) ¥ /n Ve Vo dody = (9,9)me), (6:5)
para toda ¢ € Sr,. B(€,) es bilineal y simétricaen € y en . También notamos que

Ble,6) = [ Ve dedy 2 - ([ €)'
S et

=0

por la desigualdad de Friedrichs, o de Poincaré generalizada usada en el capitulo anterior,

Asi, por el teorema de Lax-Milgram existe una solucxon unica £ G HY(['s). En conse-
cuencia podemos definir el siguiente operador Kog % E, con || Kol| < e.

Para demostrar que £ € S, VH?(I'y) y que 8¢, |a| < 1 son periddicas se pueden
usar los argumentos anteriores (es mds sencillo, pues no hay término de divergencia y es
una sola ecuacién), o bien razonar de la siguiente manera : como I'y es un cuadrado, las
funciones cos 22%% cos 2kmy, sen?2E2 cog 2ky, cos 222 gen2kry, sen22X% sen2kry, son base
del espacio H!(I';) con condxcnonw periddicas (son base de L?, y la periodicidad |mphca
que sean también base de H?).
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Si f ¢ LA, entonees f(a,y) = 30 f,hk(c"’)".?t' 4 ey espandiendo en series de

Fourter,  Aqui fo, —p = fax para que [ sea real v ademas S 1f el < >0 También
sabemos que f(a,y) estan en HU(D,) 81 (0t 4+ B fusl? < o

Ahora bien, ¢} problema - A¢ = g es equivalente a

2 n? .
iw (ﬂ’f + I‘J)En,k = Gn iy
%o

para toda n, k. Sin®+ k% # 0, entonces £, = ~—~“i';"45-,~2—. Para n = k = (), necesitatmos
b + k)
que

gt =0 = / g dady,
[

que es equivalente a la condicion fi, € = 0. g debe cumplir esta condicion.

Notese también que si n? + £ > 1, entouces ||€]JF > ¢||€]12, (lo cual da la desigualdad
de Friedrichs), Por lo tanto {[¢]13 < cllg]l2.

Para probar la regularidad de esta solucién en C** se usan los resultados de Agmon,
Douglis y Nirenberg (véase capitulo anterior), en un dominio I'; D I', donde se extienden
gy & por periodicidad y se resuelve el siguiente problema de manera tinica :

~QDp=g, enle
6.6
lor, = ¢ } (66)

Tenemos, por lo tanto, que el problema
~QDb=g (6.7)
& periddica en 90y (6.8)
=0, 6.9
K (69)

tiene dnica solucién en C*2(I'y) si g € C¥~2*(T'y), con k > 0 (tomaremos en nuestro caso
k = 3). Definimos asi
¢ kg, C(6.10)

con,
Hellka < cllgllk-2,0-

Nétese que si g € C*(I%),u € (C*(Q))P,p € C'(Q), con las condiciones de perio-
dicidad correspondientes y [, n = 0, y ademds escogiendo la constante en p tal que (6.2)
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se cumpla, entonces g & ('), es periddica y I, 4 = 0. Hacemos notar también que si
I,y € C1*(Ly), entonces fg € C1o(1y), V€ CV (D) y alu) € C1o(ly).

Fl mapeo Kg(nyp, u) : C2 5 C8 5 (O3 - £ € (09 es Fréchet diferenciable dado

que /14 [Vt y 145 son €~ y la dependencia en  y p es lineal {la dnica restriccion
es que 5 > —1).

Ahara bien,
¢ = K /\'( ! AP \/1+|v,,|t
=N[ng = eI, . l/ y-
! NPT R
) / Y1+ [V
—2-\- : V( l r]l) (p n- a(u)n)),

o\l U2 Lty

tiene como parte lineal :

S 1 Ao
K [»—)\-;- -V(l +") |n=0+ ot et a(u)n]

[

%I{( 24-Vn+p-n-aun]

]

%K (Lon + Lgp + Lyu),

donde Ly y L, son las linealizaciones de p y n- o(u)n con respecto a n y u (véase siguiente
seccién), y Ly = =24 Vy. Por lo tanto

’ Arp
n = Ko(nu,p) =1 == (K(Lyn + Lyp+ Law) + KO(Inllsa))) . (61)

Nétese que 8i {[nal|2:o < M es una sucesién acotada en C**(I',), entonces existe una
subsucesidn, que llamamos también n,, tal que |Vn,|? es convergente en C(T'y) (ya que
la inclusién C3o(ly) = C12(T},) es compacta - véase [Adams, teo. 1.31, pdg. 11]-). Por
Io tanto K L,n, converge en C3*([), y el operador I L, es compacto.

En general los operadoros Ly y Ly no son compactos de Cle —y 030y O3 oy O34,
respectivamente, pero sf fo son de C'' — %@ y C3@' 4 0% gi ¢/ > . :

6.2 El problema completo

Sean

7€ S, NCY(TL) = {n € Co(T), &y periodicas 18] <3, [ n =0},
b
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w € J() N O () = {,- C O (8, 6 periodica , 3]0 2

venlizy = 0, 0 im0 = 0, divee =0}

Dado 1 con 1+ 5 > 0, estd definido un dominio 0y un par (i, jiy), solucion bhisica.

Sea la transformacion (definida en 2.1) 7 @ J(Qo) N CP (o) w0 J(Q)NC2(Q), duda
por

¢
TES TR I{%_—’l’il(\ll(,r)). (6.12)

(‘omo hemos visto 1 es un operador lineal continuo. Recordamos que y define iy =
1, -+ ty, po definidos en § tales que

\ (2~ %) " " ?
Mig = Mug +1y) = ——z 0 SN ALS I ) B S A
(1 + ’1)2 2 4 2 l + Ui ;. 1 + n 1),
(- ) G
—-gx(zh
+ =&z )

o (o x(8) dt) (uuns + peamy)

donde <1/
R ERHESYL
X(Z)={0 el > 172

12
/ x(t) dt =0,
]

po estd dado por

,\p0=—-2m+§(l—ﬁ;).

Por lo tanto iip = ug + 1y € (C*())°, (de hecho las dos primeras componentes estin en
C3e()).

Sea (v, p) la dnica solucidn al problema :

M = ALu - ABu
Ma = AVpo + Nug + 1)) = Maug + uy + 1) - V(ug + g + u) ‘lﬁfg

~Av + V(i)

it

divo=0,cn
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con condiciones de frontera
venlp =0
vlp, =0

(k) o(v)nlp = %, Vh=1,2.

Para u € (C(01)), el lada derecho estd en CO*(0) (¢} término de menor regularidad
es Nug+uy)). Llamamos a la solucion v = Tg. Por los resultados del capitulo 8, sabeuios
que

follcra = || Tglleae < F(||9Hc:0.a + ; Il7k|,cl.o).

Observacién : Si u = v, entonces (u+ uo+uy, p-+ py) es solucién del problema completo.

Definamos

def

<

W”lT‘(] € J(Qg)ﬂC”"'(Qo)
= 7717 (Ma + Ao+ 1) — VA = (Muo + 1) - V) = (u+ V)A(uo + wa)
= M(uo + ur) - V)(uo -+ ur) ~ Mu+ V)u) (6.13)

Ndtese que el lado derecho, g, para 7 fijo, es de clase C'® como funcidn de u, por lo
que si 1 es de clase C*', entonces el término en &ug + ;) es de clase C®' y por los
resultados de regularidad

3 e (Ch).

§i @' > aentonces 7~!T f es un mapeo compacto.

Recordemos también que p es tinico, ya que hemos fijado la constante de manera que
Jr, p sea fija. Ademds, por los resultados de regularidad p € C**(Q).

En este caso el mapeo # = #(n, u) ¢s un mapeo Fréchet diferenciable de J{Q) N(C**(R))?
en él rnismo.

Hacemos notar también que #(7, u) es no lincal en varios términos, ademas de la parte
(u- V)u: en efecto, estin también l;as condiciones de [rontera, que, para 7 fijo, no son
homgéneas y por lo tanto no son lincales.

Observacidén ¢ el mapeo (it,5) — (9,€) es analitico.
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6.2.1 Linealizacidn de las ecuaciones

Podemos linealizar 771" con respecto a 11 y a u, cerca de (0,0}, descartando los términos
no lineales. Esta linealizacién corresponde a

60,00 = 7 P(Mfar+ o+ 1) = V() = A + o) V)t + )
= 17 P (Me + Dio =V (Apo) = Mttg V) ita),

donde hemos usado que

A(2-z) =
Mg + tty)|p=o = Mg [p=0 = —H3 = “g‘n=0,
0
Molg=o = =22 + 4(1 = 2).

Por lo tanto

Vamos ahora a linealizar en 5 los términos de dg. Sabemos que

fig = o + t = ud + fig+uy + ... términos de orden més alto,

/\2(2 - z) bl 131
donde M = AMiig)|y=0 = —ih )Y

0
~dzn + 320 + 8(n - xn)
do 4w = B(n-xn) '
2220, - 2% — (g x(t) dt = 2)(pmne + pany

) -2
Ap0=—2x+%(l—z)+§-zq+...=>V(Apo)=%( zr),,l)+( g )
n-

El término

Miio-V) i Mud - VYud + (M - V)i +{iio V)M + ...

al
A(,,:),
d
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donde .
U S ) Ay, B
N CERNAIA o)
«iil (3:’ R T(l - ) ) + (2~ [z‘(" =2+
1 :
TR ) (6 x(1) de - 3],
Y TN AV TR AL
=l R B (B 0y,
! = 2 — ) /_l_l z(2 — - -lil. - /—l.?.
¢ = (2(2 z) /\)[(..(2 2) /\)zr)“ 3 zr),v]+
; ’ J
[l 2)
Por otro lado
=24 6n — ey N+ (322 ~ 4z 4 B(1-x) Ay
HNuo+w) = iy ”n+“‘(l—x)Av
(.’(2-:)#;‘-(]0 x(t) (h-x))An.#‘}(] x(1) di~ ~3) Any (4= sx)q.+(lj\ln.+ y)x’

la linealizacién de

Ma = V0mw) + Qi ~(Aiy W)ty — (A, VU= (4 V)(Aiig) = Au - W),

(h§§)+(§)=(§)

= (6-4 X"+ (322 ~42+“~(l-,\/))Ar]+
+¢\r],[-—72+ (2—-2)(22—3)+‘ﬂ( —-4z-2;? = (22 -2y +

€3

donde,

161

AL =25 ) = (80 x)] 4 sy - FH2Al = 2)ff xat - (1 ) 4

‘*/\[(22 - Z2 - ‘f\l)u;r - ullly]

b = ”zny+/tz(—.”v+(l- X) Ay (22— 22—y X)1e = 81~ y)n,] -+
-A(2z - 22 —-“)ug,—“uzy]
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¢ = »~%71 (4= 6k By b B b Az (a2 ) - ‘-‘—\*)21; G b
i N .
2z (22 ) = By b By, b 2= 2) b B D) AL 2)) D
FE( 5\ dt = z) Ly = ((:(‘.’, - ) = By, - ‘é\‘u;;y) .

Ahora, 7 depende también de

Ll

J(d J(®
D(xi)(0,0)(,u) = 1 (—lll'ﬁr)]) n(0) -+ T(r%lﬂzu

es decir, 1o tenenos que preocuparnos por la derivada de .

w(it,n) -~ u(0,9) = w(d,n)i = x(0,0) i +.., =i +...

Del mismo modo

il

(i, )~ 6(0,0) = =~ (& n)T(&n)f(,7)

a
»Ya,n)T(i,n) ( b ) ...

C

a
nmm(b)+””
[

ya que a, b, ¢ son lineales en u y 1. Ahora T'(0,0) corresponde a resolver el problema de
Stokes en {1o, es decir,

it

It

- Qv+ V()= ( (l: )
¢
dive=10
Vg1 = 0
V}pmo =0

TU) . o(v)nl,ﬂ = gy = f\-(vl, + U;),) = ‘hln-_-o =0

7@ . o(v)nlsar = 03 = H(vg, +v3y) = Taly=o = 0.
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Notese que este problema puede resolverse mediante series de Fourier. Agui 5 €
() e € (CP()Y con ah € (P (1), ¢ € CU(1) (debido a los términes
Ay, Apy). Por lo tanto v e (CH{) ({z = 1} es de clase €)Y ademds

olless < clllalleon 4 Mlcos + Hlelleos) < ellinflesa + hullera).

Esto se debe a que sdlo aparecen primeras devivadas de u.

En otras palabras, ain para la lincalizacion, no se tiene un mapeo lineal compacto de
(3 x O OB, i fuese de O % O3 — (3 sf serfa compacto (con o > a).

p también depende de y v de u, pero como p estd dado de manera iinica (salvo cons-
tantes) por el operador T':

plit,y) = p(0,0) + solucion del problema para 7'(0,0).

Ls decir, p € C* con ||pllore < ¢l|vl|am, ¥ p es tineal en v, y por ende también lo cs
enuyr.

Por la ecuacion para € :

._.Ac = _2_'\. ( l;ﬁg,'\"' ) . ( e ) 4 :\;ll(uﬂl) - %U;,.

o \ My

ya que n - o(v)Ala, = va, 1 términos cuadrdticos en ¢ y v.

Para (ii,) € (C*(Q))* x C34(T}), el lado derecho estd en C1* y la solucién £ estd en
C*(T}). La condicién de que la constante en p se ajuste de forma que el promedio del
lado derecho sea cero es muy sencilla :

Dado que el término de 5,5, integra a 0 por periodicidad tenemos

AAh])=2/v3,=2(§;Abvg)I,zl,

haciendo notar que vg),=; = 0.
Escribiendo

Ty b | =Ly+ Mu (6.14)

p=Pn+Qu (6.15)
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donde T = T(0,0), Py es la solucion p para vy = Ly y Qu es la solucion para vy = Mu, v
Y
K (——'.. ( l g ) . Vl)) = .
Y

Out Qu - -i—(Mu)s,,,

Si definimos

s 2
Py el Py - T(L”):,"

entonces la linealizacién del problema es

¢ M L uYae ,f 6
(ﬂ)z(flf@ 3(1{P+n))(.,)=4(,,), (6.16)

sobre (C*9()))* x C>*(I}), con las condiciones descritas.

El operador A depende de (), 0, uy, pa,0) A S para algin A, J = A(A) es invertible,
entonces la tinica solucién al problema es (u,n) = (0,0) y para el problema completo, es
decir, con {os términos de orden superior, la solucidn es aislada ; en este caso no hay olas.

(I-A)( ] ) = Glu,n) = (',;)= (1 = A" Glu, ),

con G(u,n) < ¢(|jul|* + In||*), por lo tanto la unica solucién para

u 2+ : < _____ﬁ_____,
=

corresponde a (u, ) = (0,0).

Por lo tanto hay que determinar los valores de A para los cuales / — A(A) no es
invertible,

6.2.2 Invertibilidad de I — A(A)

Sabemos que M es tal que los datos del lado derecho del problema de Stokes son de
clase C', por lo que la solucién correspondiente estd en C*. Bn otras palabras M es
compacto.
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Lo misine pasa con el problema completo : si fijamos € € O (1),

TE)g) = TE (Mo = M -Viu = Mu-V)ig —AMu- Vu).

Para ¢ fijo, Afy es fijo y la dependencia en w es €' Por lo tanto si |Juuflcie € M,
tenemos que T(€)(gn — Afo) esta en C** y esto encaja de manera compacta en €%, T
como operador C7* — (/% es un mapeo compacto (para £ fijo, de hiecho basta con que
£ € C% cona > a, pues en ese caso T(E)(g, — Afo) estarfa en C**'). Pero T no es
compacto de C*® x OV — (e,

Al nivel de la linealizacién, esto se traduce en que L es un operador continuo de C%
en %@, pero no es conpacto.

Ahora bien, dado que M es compacto, @ también lo es ¢ |Juqljcra < C = Mu, tiene
una subsucesion convergente y esto implica, siende @ continuo, que Qu, converge en C',

El operador (Mu)s, es compacto de C** en ' ( como hemos visto Mu € C%), por
lo tanto @ : C** +» C" es compacto y K@ : C** -+ C3* tambien es compacto.

En el problema no lineal no podemos hacer una descomposicién de v y de p : lo tinico
que se tiene es que para £ fijo, ¢ € C*®, entonces p ~ ni+ o(u)n estd en C1', y que
K(p — n - o(u)n) es compacto como mapeo de 0% - (%, Al hacer variar {, para
encontrar el punto fijo, en general se pierde la compacidad.

Para £ € C*°, L§ € C** (y L no es compacto), PE € C, por lo tanto PE € C' y
KP¢ € C* (y no hay compacidad).

Como V¢ € C¥*, sabemos que C* est4 contenido compactamente en C1, de aquf se
deduce que R es compacto.

Estudiaremos el caso mds scncillo, que corresponde cuando ¢ es muy grande, de forma
tal que el operador / - (K P+ R) %' S es invertible, Entonces la ecuacién completa se
escribe

u = Mu + [lf + Gl(“'ﬁ)'

€= A.S"'%Q-u + 571Gy (u,6).

(G1,G3) es la parte no lineal, con |Gi| = O([uf* + |¢[*) para (u,€) cerca de (0,0).
L.a segunda ecuacion es Frechét diferenciable en una vecindad de (0,0) y vale 0 cuando

(u,§) = (0,0).

Ademds, Ga(u,£) depende de u a través de 1p — L(n - o(v)n) — LQu, donde v =
Mu + LE 4+ Gyi(u, €) es la solucién al problema de Stokes, Podemos por lo tanto, usar
el teorema de funcién implicita y resolver la ecuacién para € = (i, A), una funcién C!
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diferenciable (la dependenciaen A (para A > 0) es analitica, con |[€(u, A)|lesa < =(|ufiZa..
para u pequeno).

El problema se reduce entonces a

(I =M = 2LS™ KQ)u = Gi (1, E(u)) + LS Ga(u, €(u)).
Ahora M es un operador compacto de la forma

M = =Ty (A2(2 = 2)uy + s + pauy) = AMou + gy Myu + poMyu.

Con Ty entendemos el operador de Stokes en (). Tomando uo df Xo, Ha dof 2y

Mau = LS~V K Qu (operador compacto), tenemos
(I - oMo = My = paMy = paMa)u = G(u, A) = (I - M)u.
Aqui G(u,A) < clulldas, 8i l|u]l cs pequeiia y G es Fréchet diferenciable. Nétese que
M; depende de A, ), pi2 y 0, de manera linealen §. Aqui vemos otra vez que si I -1y M;

es invertible, entonces la dnica solucién, de norma suficientemente pequeiia, es u = 0 y
por lo tanto £ = 0,

Sea Ao = (43, 43, 43, 13, 6o) tal que I — M no sea invertible. Entonces,

I~ M(A) =1 = M(Ao) + M(A) — M(Ao) = A~ N(R), -

donde A = A= Ag = (fr,....0) y

N(R) = fioM; + ju My + fiaMs(Ao) + ps(Ms(Ao + A) = Ms(Ao).

Ademis N(0) = 0. Como A = I - M(Aq), con M(Aq) compacto, A es un operador de
Fredholm de fndice cero y se tiene una descomposicion de C** de la siguiente forma :

Co=X=kerAd X,
X = X; @ RangoA,

donde dim X; = dimker A. X;, RangoA son cerrados. Sea P la prayeccién sobre ker A,
que define X, y Q la proyeccién (definiendo a X;), sobre X3 (no confundir con'la otra

Q)
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El método de Lyapunov-Schmidt, generalizado en (Ize 93, pig. 6], permite probar que,
si eseribimos u = zq (b xy, con zg = Pu, 2y = (I = P)u, la ecuaciin

(A - N(A))u = G(u,A),

es equivalente al sistema
= (J = KQN(A)) ' KQ(N(A)xo + G{zo -+ £1, )
B(A)eo 4+ G(A, 20+ 21) = 0,

donde K es el inverso de Al,,, y es operadar continuo de RangoA a Xi.

La primera ecuacion, de dimensién infinita, se resuelve de manera dnica para z; =
21(zo, A) por el teorema de la funcién implicita, con zy (o, A A) Fréchet diferenciable y

llasflcaa < elllzolllfAl] + lizolf).

Como zp estd en ker A, de dimensién finita, todas las normas son equivalentes. Por lo
tanto el problema se reduce a la ecuacién de bifurcacion :

B(A)zo + G(A, 20 + z1(z0, A)) = 0, (6.17)

donde B(A) es la matriz de d x d (d = dimker A) :
B(A) = (I - QN(AY(I ~ KQN(A))™'P (6.18)
G(A, u) = (I - Q)(I ~ N(WHKQ)™G(u, A). (6.19)

Por lo tanto G(A, 2o + z1(zo + A)) es C' en Ay zo y es acotado por ¢f[zo|? para ||zof|
pequeiio.

Como ésta es una formulacién abstracta poniendo G = 0, la ecuacién detB(A) = 0,
para A ~ 0, dard todos los puntos donde [ — M(A) no es invertible.

Ahora B(A) es analitica en A cerca de 0, por lo tanto detB(A) = 0 como funcién de
R* a R es idénticamente cero, o bien, el conjunto de puntos donde el determinante es 0 es
un nimero finito de superficies analiticas de dimensién 3 en R* (una manera de ver esto
es fijar 3 de las variables en 0 y extender la cuarta variable z a los complejos; entonces el
determinante es una funcidn analitica compleja, lo que implica que o es idénticamente cero,
o0 z = 0 es un cero aislado. Al variar las otras variables; tendremos que ese cero aislado
se convierte en un nimero finito de ceros (para cada valor fijo de las otras variables).
Estos ceros dependen analiticamente de las otras variables y por lo tanto no pueden tener
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contactos de orden infinito, a menos que coincidan. Una demostracion rigurosis requiere
de geometifa analitica, Nétese que si

(r)(l('tB(A)
( ()~ ) li\.:U # 0)

¢l teorema de la funcidn implicita da una sola superficie.

det B(A) =0 - det B(A) =0

Figura 6.1 ¢ Superficies tales que det B =0,

El teorema de bifurcacién [lze 93, teo. 1] dice que si detB(A) cambia de signo cuando
z pasa de negativo a positivo, entonces hay una bifurcacién de una hipersuperficie de
soluciones no triviales, partiendo de por lo menos una de las hipersuperficies donde hay
cambio de signo.

Usando la teoria de O-epi (generalizacion de mapecos compactos) se deberfa poder
probar que esa hipersuperficie es o no acotada en el espacio R x X o que regresa al
espacio R* x {0} es un punto diferente de A,. .

Un caso particular del anterior es el siguiente. Si : » Lo

I-M=[;[40Mo—[llhf1~[lezr, ' ‘
no es invertible para (3, pu, 43), como M es compacto, el espectro de M es aislado,. §i
poneinos ; = T, con i = 0,1,2, entonces J —  M(d, uf, 43) es invertible para .# 1,
pero vecino a 1. Es un hecho conocido que en ese caso detB(r o, Ty, 73, 0) cambia de,
signo cuando 7 atraviesa 1, si y solo si la multiplicidad algebraica de 1,.como valo; propxo
de I — TM(pl, 13, 43), es immpar. co L
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En ese caso, para g, pequenio, tendremos bifurcacion en las condiciones anteriores.

.M

Figura 6.2 : Rama de bifurcacién si la multiplicidad algebraica de 1 como valor propio es impar.

Sin embargo, este bello caso no es de utilidad porque I — M es siempre invertible
(M tiene espectro con todos sus valores propios no reales). En efecto (/ - M)u = 0
corresponde a resolver el problema de Stokes en {lg con £ =0

—Au4 Vp = =M22 - 2*)uz — itz — pauy
divu =0,

y ¢l resto de las ecuaciones.

Tomando la ecuacién, multiplicando por u e integrando (recordando que Vp L u) se
tiene

_/i;IVul’ = —-/Ol(A(Q.z--::’)/ol /:a u,cku do:dydzi-pi/: /ol/:nu,udzdydz

.../Olp,/:?/:u,,-udxdydz.

Notamos que
g
[ 20w do =ty =0,
0 ) .

por la periodicidad. Por lo tanto

/n Vi’ =0 = u=0,
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por el hecho de que ul;=0 = 0. Esto quiere decir que I — M{Ay) no es invertible, depende
de que piy # 0 (o dicho en términos fisicos, que k = “‘—) < 00, es decir, que la membrana,
o la superficie libre, no sca rigida).

En ese caso para g3 tan pequeiio que se puede resolver £ en funcion de u y que
3L 5~V KQ sea pequeiio, con respecto a (- M)™!, entonces no hay soluciones no triviales.

Por lo tanto, aprovechando el hecho de que [ —~ A es siempre invertible, se puede
plantear el problema de la siguiente forma : Resolver

w=(I- M) LE,

y exponer ¢l problema como

£ = mlKQU - M)™L + (KB + R)E.

En otras palabras, estudiar el espectro del operador continuo

A\, 8) ¥ KQU-M)"'L+ KP4+ R.

Notamos que para fi3 chica, la dnica solucién serd § =0 y u = 0. Ahora , recordamos
que Q y R son compactos. Sin embargo

P¢ = Pleai(L8) - 32 (LE)s,

¥ como hemos visto, si £ € C3®, P¢ es C! yK P¢ es del mismoorden de diferenciabilidad
que £ : excepto cuando y3 es pequeiio, K P es un operador de la misma “importancia”
que la identidad.

Si probamos que I — yy K P es un operador de ﬁedholm de indice cero para cierto 43,
entonces [ — u3A lo ser también para yiy cercano a 43 (ya que I — paK P lo serd también
para 3 vecino a 4 y si B es Fredholm y K es compacto entonces B + K es Fredholm
del mismo {ndice).

Si I — u3A(Ao) tiene a 4 como valor propio aislado, entonces se puede usar la misma
descomposicidn de Lyapunov-Schmidt y por lo tanto si pJ es un valor propio de A( Ao) de
multiplicidad algebraica impar, tendremos bifurcacién local.

El estudio espectral del operador KQ(I ~ M)='L + KP + R esté fuera del alcance de
este trabajo y, aparentemente, no existen resultados rigurosos sobre el tema.
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El estudio numérico se puede hacer con series de Fourier. El hecho que este operador
tenga espectro se puede interpretar fisicamente de la manera siguiente :

La parte — A — p(P + R)E corresponde a efectos puramente superficiales, su espectro
(las p's para las cuales este operador no es invertible) comprende a ondas capilares o
superficiales. La parte Q(I = M)™'L comprende al efecto en {3 del campo de velocidades,
es decir, a ondas de gravedad. Intuitivamenteel que [ — pi3A no sea invertible corresponde
a tener un balance entre estos dos efectos.

6.3 Comentarios finales

Como acotamos en la introduccidn, el problema consiste en determinar sj existen ondas de
forma permanente que sean, para amplitud pequeiia, perturbaciones a un flujo cortante.
En el problema hemos considerado dos fuerzas : la de gravedad y la de tensidn superficial.
Hay también una fuerza externa sobrepuesta que es un gradiente de presién. De este
modo, se buscan ondas con velocidad constante y cuyas crestas tengan un dngulo dado
con respecto al gradiente de presion. La interpretacién fisica de nuestros resultados y de
lo que falta todavia por hacer es la siguiente :

En el caso no viscoso el problema es simple, ya que el flujo es potencial y el problema
involucra solamente a dos funciones, el potencial de velocidad y la superficie libre, En este
caso es posible probar la existencia de varios tipos de onda permanente. Estas bifurcan
a partir de soluciones del problema linealizado, Los puntos de blfurcacién son aquellos
en los que la velocidad v coincide con la velocidad ¢(k), donde la velocidad de fase de un
fluido de profundidad ! y tensién superficial H estd dada por

X 1/3
(k) = i‘il%’;-) = (g‘—“—‘l'l‘—lg—:m + Hlkl) , (6.20)

donde k = (p,q) con p y g enteros, |k| = (k* + ¢%)V/3.

En este caso todos los valores de v que coinciden con la velocidad de fase de la onda
lineal son puntos de bifurcacidn para ondas de pequeiia amplitud. En este caso si |k| es
grande predomina la componente capilar. Si |k| es pequeiio predomina la componente de
gravedad. En general las ondas de gravedad y las capilares se combinan,

En el caso viscoso, al incluir viscosidad de Rayleigh, que es proporcional a la velocidad,
ya no hay ondas linealizadas que se propaguen, todas decaen. Es decir, ya no hay valores
reales de v que den la velocidad de fase, aliora compleja, Esto lo probamos al ver que el
operador [ — M es siempre invertible,
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velocidad y la superficie libre. El problema es el de determinar la existencia de ondas
débilmeute no lineales que perturben a un flujo cortante en presencia de un gradiente de
presion dado.

El problema linealizado puede pensarse en dos partes. La primera es recordar que
el flujo cortante (o de Puiseuille) con paredes rigidas es inestable para un gradiente de
presion suficientemente grande. Es decir, la relacién de dispersion para las ondas de forma

el(k:-w(k).t)vk(z),

cs

w(k) = w(k, a) +iw(k, ). (6.21)

w; crece si el gradiente de presién o crece. La wi(k) es la rapidez con la que la energia
se transfiere del flujo bésico Uy a las ondas. Por otra parte un célculo cldsico de Lamb
encuentra la relacién de dnspcrsnon para ondas en un fluido viscoso sin flujo cortante. lusta
es:

w(k) = =20k + we(k), ‘ : ; {6.22)

con, '
w, = (gktanh(kl) + Hk?)'?, y

La razén ~2vk? es la rapidez de perdxda de energia. Para poder tener una onda
permanente, la energia suministrada por el flujo tiene que compensar lo que pierden las
ondas. Es precisamente éste mecanismo e} que hace posible la aparicion de ondas en forma
permanente.

La ecuacion de dispersién para ondas de gravedad y capilares en presencia de viscosidad
tiene la forma

(H{w =+ k) + k)2 + gk + HE = 42K + Lw —c - k), (6.23)
v

donde k = (ki, k2), k = {k| y c es la velocidad del flujo constante superpuesto. - El
flujo cortante introduce términos nuevos a la ecuacién de dispersion, Estos términos son
complejos ya que el flujo cortante es inestable y provienen de la linealizacion del esfuerzo
del flujo cortante sobre la superﬁcxe libre. Asi la nueva ecuacnon de dnsperslon’ queda de
la siguiente forma : SR

(iw —c- k) + 20k") 4 gk + HE = 4283\ [k + Hw — ¢ - k) + G(k, a)w‘,» 4 ((}.24)

donde la funcién G(k «) es el efecto del flujo cortante sobre la superﬁcie hbre Ls preci-
samente el término que proviene de linealizar la condicién v - Tnjp = 0. o
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La solucion w = 0 da une onda de forina permanente con velocidad ¢. Fstos puntos
corresponden a los valores de la velocidad donde el operador lineal no es invertible. Se tiene
una ecuacion compleja con dos pardmetros : a es gradiente de presion y ¢ la velocidad.
Il argumento de balance de energia sugiere que puede ajustarse o para que la parte
iimaginaria de la ecuacion de dispersion para ondas libres compense la parte imaginaria
de (7. Luego puede ajustarse ¢ para que la frecuencia de las ondas libres coincida con la
frecuencia de las ondas inestables,

Este argumento sugiere la posibilidad de obtener ramas locales donde la velocidad sea
funcidn de la amplitud, Si hay soluciones en forma de onda permanente al problema
lineal, éstas pueden extenderse al caso no lineal de pequeiia amplitud. Queda por deter-
minar la regidn de parametros en la cual esto sucede realmente. Los resultados numéricos
encuentran esta region para el primer modo.

Evidentemente el formalizar estas consideraciones requiere de una investigacion a fondo
del problena linealizado.

Hay poco que agregar en este momento que no haya sido comentado en su oportunidad.
Sin embargo, la impresion general es que queda mucho por hacer. El estudio del espectro
de los operadores involucrados en la solucién de este problema es en sf mismo punto de
partida para la investigacion en otras direcciones.

Con respecto al trabajo aqui presentado, debemos comentar que el problema de Stokes
es ttil en virtud de que nos brinda la oportunidad de introducir numerosas herramientas
necesarias para el tratamiento del problemna de Navier-Stokes completo, ademds de ser
muy interesante incluso si se estudia aisladamente, Se justifica por lo tanto el trabajo
realizado a su alrededor.

Para finalizar y de paso contestar parcialmente las preguntas planteadas en la intro-
duccién, podemos decir que el tipo de soluciones encontradas (flujo bdsico, ramas de
bifurcacion de soluciones no triviales) reflejan indirectamente que nuestra intuicidn y los
modelos matemdticos para la comprensién de los fendmenos naturales van por el mismo
camino,

Este es el principio del camino, estimulante e infinito.
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Apéndice A
Relacion de Euler

Vamos a demostrar la conocida relacion de Euler, que conecta las descripciones euleriana
y lagrangiana del movimiento de un fluido :

dJ .
T J(t)divsu (A1)

Supongamos que y es un punto fijo del espacio y que z = z(y, t) es la posicidn de una
particula al tiempo ¢, que al tiempo ¢5 = 0 se encontraba en y. Supongamos también que
la transformacion es invertible en y, es decir, que podemos escribir y = y(z,t) y que el
jacobiano es distinto de cero. De esta forma

& o ulat) ) = e,

esto es, existe una distribucion de velocidades.

Sea J(t) = % el jacobiano de la transformacién

T Ty Ty
J(t) =det | z3,, 3, =2y

Ty Tay, T3y,

Definanios M; = V,z;; entonces claramente J(t) = detA, si A es la matriz que tiene
como columnas a los vectores M; : ’
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My My My
A=z [ 1t
Calculando el determinante tenemos

J = detd = l‘/l] . (/”) A [”3) = (A[[, ALy, 1”3),

un producto mixto antisimétrico. Por lo tanto, si se calcula la derivada se tiene

J(t)

(M, Ma, Ay) + (M, M3, M) + (My, My, M)
(M}, My, Ms) + (M3, My, My) + (Mg, My, My).

Notamos que M] = V,,‘f—f,* = AV 1y, por lo que la derivada es

J’(t) AV;ul . (Ma A MJ) + AV;“Q . (A{a A A’ll) + AV:U:, , (ﬂl] A ﬂ/!g)

(Vo )TAT(Ma A My) + (Vsug)"AT(Ma A My ) + (Vsua)" AT(My A Ma).

i

Dado que A es la traspuesta de la matriz jacobiana, es claro que para ﬁodo vector V,
M.V
ATV = MQ Vv 1
M-V
por lo que,

(A{hA'IhMJ) (M;,Mg;M,)
J(O) = (Vau)"| (May My, Ma) | 4 (Voua)' | (Mo, May M) | +
(A'I%M?)A/IJ) (Ma,M;,,Ml)
(Mlth/u?)
+ (Vr“rs)T {(My My M) | =
(Ms, My, M)
(M, M3, M) i ;
= (Vtul)'r 0 +(V,HQ)T (MI,MQ,M;;)Y Ao
0 -0 . P R
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0
+ (Vt“«'i)’r 0 )
(A'{[, A[‘g, A!’;)

ya que (M;, M, M) = 0 si se repite algin indice. Finalmente tenemos

Jl(l) = (Ml, A\h,Mg)(u;,, + Ugg, + u;l“),
es decir, la relacion de Euler :

W _ 1) divau.

i
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Apéndice B
Curvatura media de T’

Consideremos una superficie regular de la forma
z(u,v)
{uyv) = X(u,v) = | y(w,v) {.
2(u,v)

Es posible demostrar (para ello consultar [Stoker, pag. 56]) que la curvatura media de
una superficie de este tipo estd dada por

NE+GL-2MF

!
f=y~Fa-m | (81

donde & = lXuP? F=X,-X,,G= IX\:P) =Xy na, M=Xy 0, N=Xy 0 y

o XA X
TlX. A X

es la normal unitaria a la superficie. Claramente si ésta es regular entonces EG — F? =
1 Xu A X|P # 0. ' o

Por lo tanto para una superficie de la forma

T
(l“y) had X'(.’l',y) = ( y ) )
A\ $leyy)

179
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es claro que,

y por ende
E=1+¢l,
F =¢:¢y,
G=1 + ¢:)
- ¢I:
Jrre+d
M= ..____?}.V____,
JIta+d
¢WI

T

yEG-F'=1+4¢1+4.

Por lo tanto, sustituyendo en la ecuacién (B.1), y simplificando obtenemos

¢w(1 + ¢:) + ¢:x(l + ¢:) - 2¢sv¢:¢v
2T+ 4L+ S
A ~ $2des +ﬂ¢w + 24y 424,
AL+ aNP T AL+ AT EPT

o ((1 ot ((1 n léqu'“) | W) '

Y como div(aV¢) = a A + Va - V¢, podemos escribir

1 V4 i
H= '2-le (mw) B (BQ) -

H

[

Claramente, para el caso en que la superficie es de la forma {z =cte.}, Vé = 0 y por
supuesto H = 0.




Apéndice C
Lema de Ladyzhenskaya

Vamos a enunciar un resultado debido a Q.A. Ladyzhenskaya, cuya demostracién se puede
encontrar en {Lad 69, pags. 24-27]. Aqui se presenta un esbozo de la prucba de este
resultado, resaltando principalmente el método constructivo de la misma, y se enuncia un
lema que es de utilidad para demostrar el teorema 4.17. '

E! problema que se plantea es construir un campo a(z) en un dominio ©2 C IR®, acotado
con frontera suficientemente regular, de manera que diva = 0 en 2 y con asgq = a dado
en la frontera. Si diva = 0, entonces

/ndlva an = /ana.n 4§ =0, (C.1)

Por esta razén a debe satisfacer la condicién anterior. Supongamos que o satisface
(C.1), es decir, fyga'n dS = 0. Descomponemos & = anf + @y, COD @y = @' N Y
a, = a—(a-n)n. Procuraremos encontrar un campo b(z) tal que b = grad¢ y balog = an.
Pediremos que divb = div(grad ¢) = A¢ = 0 y que bylon = grad ¢ - njon = %f[gn = q,
Asi que el problema se reduce a encontrar ¢ tal que

Ap=0 enfl
on

es decir, en resolver un problema de Neumann. Ya que fyga - n dS = 0, sabemos que
este problema tiene solucién vinica salvo constantes (véase [John, pag, 95}), que fijamios
en 0. Igualmente sabemos por regularidad del problema de Neumann que si ¢ € H?(92),
entonces b € (H'(R))%. El método consiste en definir

181
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a(z) & b(x) + c(x),

donde b = grad ¢, con ¢ solucién inica de Neumann, y construir ¢(z) tal que dive = 0

en Ry clog = (a - b)lan &' B. Si be (HY))?, entonces blag € (H'/3H())® (teorema
de traza), y como a € (HY/?(0Q))?, entonces 3 € (H'3(892))°, Notamos que B nlsn =
(a-n—=b-n)sg =0.

Sea ¢k € C5°(IR%), sucesion de funciones tal que | = LIV, ¢x(z), Yz € Q (particidn de
unidad). Es posible (para ello véase [Lad 69, pag. 25}) cacoger las ¢y tales que :

I. Se pueden hallar coordenadas curvilineas (y¥, y%, y%) suficientemente suaves ortogo-
nales a la superficie

S 00N {z e dalz) #0).

2. Y ademas, que en Sy, y¥ = 0.

Figura C.1 1 Sistema de coordenadas regulares (y¥, y%, y%) sobre S.

Es decir, escogemos para cada k un sistema de coordenadas orientado de manera que
y4 sea perpendicular a Sj. Véase figura C.1.

Sean g+ % ¢;.ﬂ, por lo que ):N B*(z) = B(z) en 8N. Se construye d*(z) en Q) tal que
rotd|sq = B, y se define c* % rot d*. De esta forma si
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e(z) “.ﬁ‘}N:c*(x) = fjmz(dk(;)) en (),
1 1

se tiene que,

N
dive= Zdiv(mtd") =0 enfl,
1

y ademds,

N N
e{z)|an = Zrot,d"lm =Y f*=p endQ
1 1
Veremos c6mo, segin el método de Ladyzhenskaya, se puede construir dicho campo
d*(z) en 0 y Vk, tal que rotd*|sq = g*(z).
Sea x4 € 0. Tenemos dos casos :
1. 8i 2o € 80 ~ Sy, entonces ga(zo) = 0. Como ¢, = 0 en N — S, entonces

f* = ¢uB = 0 y podemos tomar d* = d* = 0,VI = 1,2,3 en zo. Por lo tanto
d* =0,y d} =0Vi=1,2,3 en O — S es el campo buscado.

2. Si zo € S, tomemos una vecindad O de xo.

J

-

Vo

Figura C.2 : Vecindad O alrededor de Zp, con coordenadas cuevilineas (z§, 25, 25) sobre Si.
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das con (o, 05:03)

alined

| centro €8 oy
denadas

as curvilineas €Ol
Fu estas coor

k =0 cn Yo

k) coordenad
6)); ¢s deifs Zm

Gean (5,75,55)
(véase {Lad 69, pag: 2
&, - b= P
otd* = gE = di" —d%n = ;;
d')x\ - dlxg = ﬁﬁ
=Py dile = 3k, También s¢ €5COEE
) tal que rotd¥lss = k.
z). Al tener &y Oy,
Es decir,

= . k
= 0, excepto AP
enemos d*(z

alas coordenadas (

je las coordenadas (2)
Je manera unica dk y 0;,d" en Zo:

En zo 5¢ €3COge d¥ ‘)\,o
1,2, De esta forma t
& en

dflee B 0Vi=

Después pasamos ¢
z=0, también estdn determinadas

X ad" " ad* . -

d*ls=0r 750 dados =¥ Heor 70 determinados de manera unica
32; =0 8;1:.- 20

angulos entre los elementos de la base. £l cambio de coorde-

Llamemos (zirzs) @ los
nadas s
3
2= 3, cos(2in )%
k=21
(zo) = 0. Como d*),, = 0, entonces

. Asfqued":()enz:().:}d"

ad* ad* a*
‘ cos(Lm 7))+ B cos(Zms )+ %—z; co8(Tmy 23)\ \

ar| %
Bimls, 0%
d:”‘::() ‘6:
= | d§, las0 cos(Zmy23) = ar
0 0

&5 calculados

V20 € 55 qué dhy d3,
derivadas

ica. Debe cumplirse,
n es que las

minado de maners uni
n compatibles. Para esto la tmica condicio
dkor=0

y esté deter
de esta manerd seal

tangenciales scan cero
e o S (ya que

ccién tangent
por lo cual son

~ o¥m = L,2Y 2,2} tienen dire
ma direccion queé las coordenadas (y',‘,y',‘,y’;)),

dydty

Se escogieron d* 1
(5, 24,23) tienen la mis
compatibles 1as elecciones de
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La regularidad de d* y (lﬁ} depende de la regularidad de las coordenadas (y¥) y de 3%,
que a su vez depende de la regularidad de 92 y de 4. Asi se construye d*(z) tal que

d* = 0en &9,
d* .. =0en 90 - Sy,
y d*., dado en Sy,
de manera que rotd* = g%z}, en 90

De estos valores se puede encontrar (véase [Lad 69, pdg. 26]) d*(z) en todo €2, asu-
miendo que es suficiententente suave en @™ y que es de soporte compacto en €. Por
cjemplo, si A% € (H'*(90))%, entonces dd¥/dz; € HY*(OQ), si el cambio de variables es
de clase C%!. Como las derivadas tangenciales son cero, entonces

ad*
Ll
Vd* = B n.

Por el teorema de la traza d* € (H?(€))*. As{ definimos

f(e) € 3~ rot (), (c2)
k=1

que es el campo deseado, y por ende tenemos

a(c)

il

b(z) + c()

grad ¢ + i rot (d"(x)),
k=1

con las propiedades deseadas.

Observaciones : Si 91 es suficientemente suave y « es continua en 89, a(z) asf cons-
truida es continua en Q1 y tan suave como queramos en Q™. Por ejemplo si Q) es de clase
C*y a e (H'/(80)) entonces a € (H'(Q))* y

o = gradé + rot d,

con A =0, ¢ € H}(R) por regularidad de Neumann y d € (H*(R2))?, por los comentarios
hechos anteriormente. De esta manera podemos enunciar el siguiente lema :
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Lema C.1 Sea Q de clase C* y a & (H'*(0Q)) tal que

/ma-n ds =0.

Entonces 3a € (H'())® con diva =0 y ajpq = a.
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