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Introducción 

Entre los vagos recuerdos de la noble infancia, cuando enfrentados por primera vez el 
mundo de la experiencia, la mejor de las motivaciones, uno saborea el gusto del asombro 
y el abismo de la duda, vislumbro el placer que yo sentía frente a las oscilaciones regulares 
de cuerdas: mi hermana jugaba con sus amigas a saltar la cuerda, a mí sólo me era permi-
tido observar. En aquel entonces sus amigas me importaban poco, así, sin distracciones 
(quizá aún no llegaban mis amigos con un balón, unas monedas u obsoletas estampillas) 
disfrutaba de la regularidad de movimiento que alcanzaban la niña saltarina y la cuerda. 
También recuerdo mis juegos con la manguera que no siempre buscaban mojar al enemigo, 
usualmente mi perro. En fin, esto no es un amable relato de mis motivaciones de infancia, 
sino parte de mis motivaciones actuales: las matemáticas aplicadas. 

Para aclarar las ideas, pensemos por ejemplo en un charro y su riata. Si observamos 
con cuidado, cuando éste empieza a excitarla mediante movimientos circulares del brazo 
que sujeta un extremo, ésta apenas se mueve o altera su posición natural (vertical). Sin 
embargo, conforme va ganando energía, la cuerda alcanza súbitamente un estado regular 
que se caracteriza por el perfil que observamos. De hecho, un buen charro con habili-
dad puede conseguir diferentes perfiles regulares ajustando particularmente la velocidad 
de giro. Ahora, aquí hay varios puntos que deben mencionarse. Una cuerda real, tridi-
mensional, tiene espesor. Una primera proximación para la descripción de su dinámica, 
consiste en considerar una cuerda pesada unidimensional. Esto simplifica el problema 
original ya que al no tener espesor, ignoramos efectos de torsión, lo que reduce el sistema 
de ecuaciones, pues de golpe eliminamos la relación que iguala a las torcas externas con 
el cambio de momento angular (i.e. ley de Newton). 

Por otro lado, cuando ponemos en movimiento a una cuerda, su longitud varía. De 
manera que su longitud es función de variables dinámicas. Un caso particular de cuerdas 
unidimensionales, no uniformes, son aquellas para las cuales su longitud sólo depende de 
la tensión al tiempo t en el punto material s y del punto material mismo. Estás son 
conocidas como cuerdas elásticas. En este trabajo estudiamos los estados estacionarios 
(le una cuerda elástica, pesada, no uniforme, que gira con velocidad angular w alrededor 
del eje vertical en el cual está sujeta en sólo un extremo, y sobre la cual únicamente actúa 
la fuerza de gravedad. 

En el primer capítulo se ofrece una derivación del modelo matemático que describe al 
problema, estudiando con cierto cuidado, la cinemática de la deformación, la física del 
problema y las propiedades materiales. En este enfoque, resulta claro que los primeros 



dos puntos son generales: se aplican a todo objeto que tenga la geometría de una cuerda. 
En tanto que el tercero depende de la respuesta material: se refiere a las propiedades que 
resultan de la constricción interna de una cuerda. Mencionamos por completez, varias 
clases de cuerdas que son estudiadas comúnmente: cuerdas viscoelásticas, termoelásticas, 
materiales con memoria, etc. En estos casos, uno debe completar el sistema de ecuaciones 
con otras que resulten al estudiar la física de la respuesta. Todo nuestro análisis está 
contenido en el texto de Antman [Antl, cap.2]. 

En el segundo capítulo, entramos más en detalle en el estudio de nuestro problema 
particular, observando el hecho importante, de que para cuerdas elásticas unidimension-
ales, las soluciones estacionarias son planas. Además vemos que el problema de la cuerda 
elástica que gira alrededor de un eje vertical con un extremo libre sin peso, es singular; 
mientras que el problema análogo en donde cuelga un peso µ > O en el extremo libre 
no lo es. Esto nos sugiere dos estrategias de ataque para el problema singular (sin peso 
en el extremo libre). La primera: estudiar directamente el problema singular, pasando 
a la formulación integral. Y la segunda consiste en estudiar un conjunto numerable de 
problemas regulares (donde un peso 	-4 O cuelga del extremo libre) a partir del cual 
podarnos concluir sobre el problema singular. 

En el capítulo tres estudiamos con cuidado, la estructura de los mapeos que resultan 
de la formulación integral, probando finalmente que nuestro problema se puede considerar 
como un problema de punto fijo de un mapeo F que tiene la forma 

F[X](s) = L(w) • X + IX, . 

Donde g, L son operadores compactos y continuos; L es lineal, y g es o(IX1). 

En el capítulo cuatro estudiamos el problema linealizado X = LX que es de tipo 
Sturm-Liouville singular. Probamos la existencia y la unicidad de las soluciones, así 
como sus propiedades nodales. También damos un estudio de la forma variacional del 
problema, obteniendo una formulación alternativa tipo Fredholm a partir de la cual se 
pueden deducir muchos resultados más. Explotando la estructura de la ecuación 1  y de su 
linealización tipo Fredholm, nos avocamos ya en el capítulo cinco al estudio completo del 
problema singular. Usando los métodos tradicionales de la teoría de bifurcación, como la 
reducción de Liapunov-Schmidt, que nos permite proyectar la ecuación en dos espacios 
complementarios (en este caso, puesto que los valores propios son simples, son kerA y 
R(A) donde A = I coi. es  el operador de Fredholm previamente obtenido). Obteniendo 
así dos ecuaciones: una de dimensión infinita y otra de dimensión finita. En la primera, 
el método de contracción nos permite despejar a X1  (X = cXo  + X1  V XEX donde 
X es el espacio de trabajo que es Banach), en términos de A=w—g, y e. Sustituyendo 

En realidad reescribimos varias veces el problema usando formulaciones equivalentes más simétricas, 
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ese valor en la segunda ecuación, obtenemos la ecuación de bifurcación (ecuación en A y 
(:). Finalmente, usando el teorema de contracción, despejamos a J1 como función de c y 
estudiamos algunas de sus propiedades. 

Con argumentos similares, estudiamos los casos no singulares (p„ > O), y damos una. 
prueba de la convergencia de espectro y de las ramas de soluciones no triviales (por lo 
menos localmente), de los problemas penalizados al problema singular. Posteriormente, 
mencionamos algunos resultados globales usando los teoremas de bifurcación global de 
Itabinowitz (que no probamos). También hacemos un estudio, para Una clase particular 
de cuerdas elásticas,no uniformes, para la cuales tenemos bifurcación subcrítica para todas 
las ramas en cada punto de bifurcación. 

Finalmente en el capítulo seis, explotando el hecho de los valores propios del problema 
lineal son simples, probamos que la estructura nodal se preserva para el problema com-
pleto (nolineal) a lo largo de las ramas de bifurcación. El resultado global (alternativa 
de Itabinowitz) implica que las ramas son no acotadas. Por otra parte, ofrecemos una 
clasificación para cuerdas elásticas, en base a la forma funcional de su relación constitu-
tiva. Esto nos permite, usando los teoremas de comparación clásicos para ecuaciones de 
tipo Sturm-Liouville, establecer cotas para el espectro y las ramas, indicando las regiones 
en el espacio de bifurcación donde pueden o no localizarse las ramas. Vemos como para 
las llamadas cuerdas muy débiles (ii(N,$)IN --> oo cuando N oo) obtenemos un com-
portamiento estrictamente distinto al correspondiente para cuerdas inextensibles (i) E 1). 
En efecto, probamos que para cuerdas inextensibles y uniformes, problema estudiado por 
Kolodner; para valores de la frecuencia w en (wk,who), existe para cada j = 1,2, ... , k 
una sóla solución ui que tiene exactamente j ceros en el intervalo [0,1]. Físicamente, 
ésto significa que para una cuerda uniforme inextensible que gira alrededor del eje z con 
una velocidad angular w E (wk,wk+1) donde wk  = velocidad propia o modo normal del 
problema lineal, entonces podemos tener para el caso nolineal, todos los modos nominales 
anteriores (correspondientes a velocidades propias wk < w). Sin embargo, para cuerdas 
elásticas no uniformes muy débiles vemos que ésto ya no se cumple, probando que en 
la proyección del espacio de bifurcación en la representación (iuk  ,wZ), wk ---> O con-
forme lu/sl i  --> oo. Se ofrece un ejemplo de bifurcación subcrítica para cuerdas elásticas 
no uniformes, dando una primera aproximación para la forma funcional que conlleva a 
este comportamiento. Finalmente ofrecemos una prueba del resultado de Kolodner[Ko], 
basandonos en gran medida en lo sutil de su argumento. 

Finalmente, en las conclusiones mencionamos otros problemas relacionados con el prob- 
lema de Kolodner. 

Enrique Loubet Fernández 
1.I.M.A.S., U.N.A.M., Cuidad Universitaria, México D.F. 1996 
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Capítulo 1 

Ecuaciones de movimiento para 
cuerdas elásticas 

1.1 Introducción 

En este capítulo se ofrece una derivación matemáticamente precisa, físicamente intuitiva y 
conceptualmente simple, del sistema cuasi-lineal de ecuaciones diferenciales parciales que 
gobiernan el comportamiento de cuerdas elásticas nolineales sujetas a grandes deforma-
ciones. Parte de este análisis es el uso del principio de poder virtual y la ley equivalente 
de impulso-momento que juegan un papel importante desde un punto de vista físico y 
matemático, pues representan generalizaciones de las ecuaciones de movimiento. El prin-
cipio de poder virtual está intimamente ligado al estudio de condiciones de salto (condi-
ciones naturales de Weierstrass desde una óptica variacional), formulaciones variacionales 
y métodos de aproximación. 
Por otra parte, las relaciones constitutivas juegan un papel crucial en nuestro análisis. Es-
tas restricciones, que deben reflejar la respuesta del material en estudio, permiten justificar 
, de manera consistente, el análisis nolineal de las ecuaciones, así como el estudio de esta-
dos de equilibrio y el uso de métodos perturbativos. Además , este tipo de formulaciones 
son la esencia del tratamiento de problemas concretos que abarcan modelación de cuerpos 
más complicados, como cuerdas con espesor, membranas y cuerpos 3-dimensionales. 

Las ecuaciones exactas, para el movimiento plano debido a grandes deformaciones de 
una cuerda, fueron establecidas por Euler (1744) y las correspondientes al movimiento 
espacial por Lagrange (1762). Sin embargo, la derivación simple y elegante que propuso 
Euler - basada en una combinación de geometría y principios mecánicos- fue sustituida por 
derivaciones basadas en suposiciones geométricas y mecánicas ad-hoc como por ejemplo, el 
suponer que el movimiento de cada punto material está confinado al plano transversal a su 
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posición de equilibrio y perpendicular a la linea que une los extremos de la cuerda. A ntman 
[Alai, 1-71 muestra que practicamente ninguna cuerda elástica ejecuta ese movimiento. 
Por otra parte, muchas derivaciones hacen caso omiso de las propiedades del material; 
incluso de la extensibilidad de la cuerda pues suponen que la tensión es practicamente 
constante para movimientos pequeños. Si fuese estrictamente constante, entonces ningún 
segmento de una cuerda uniforme podría cambiar de longitud y si los extremos de la 
cuerda estuviesen fijos, entonces ésta no podría moverse. 

1.2 Las ecuaciones de movimiento clásicas 

En esta sección derivamos la forma clásica de las ecuaciones de movimiento que describen 
la dinámica de una cuerda que sufre grandes deformaciones. Una solución clásica se 
define como una solución para la cual todas las derivadas, que aparecen en la ecuación 
diferencial, son continuas en el interior de su dominio de definición. Así, para la derivación, 
impondremos restricciones de regularidad para las variables geométricas y mecánicas. 
Más adelante y puesto que tanto física como matemáticamente las soluciones a dichos 
probletnas no resultan necesariamente clásicas, adoptaremos un estudio más riguroso que 
no asuma -a priori- regularidad de las soluciones. 

La derivación de las ecuaciones de movimiento para la cuerda se divide en la descripción 
de: 

(i) La cinemática de la deformación. 

(ii) Leyes fundamentales de la mecánica (como la generalización de la segunda ley de 
Newton para medios continuos). 

(iii) Propiedades del material mediante ecuaciones constitutivas. 

Este esquema separa el análisis geométrico y mecánico en los puntos (i) y (ii), que son 
considerados universalmente válidos, del tratamiento de las ecuaciones constitutivas que 
dependen del material en estudio. 

1.2.1 Cinemática de la deformación 

Sea {i, j, k} una base ortonormal directa del espacio euclidiano E de dimensión 3 . Defin-
imos configuraciones de la cuerda como curvas en C. Una cuerda se define como un con-
junto de puntos materiales (o partículas) que tienen la propiedad geométrica de ocupar 
curvas en E y la propiedad mecánica de ser perfectamente flexible. (ver significado más 
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adelante). Distinguimos la configuración [0, 1] 9 s 	sk como configuración de refer- 
encia e identificamos a cada punto material de la cuerda por su coordenada s (longitud 
de arco en esta configuración) vease figura (1.1). Más adelante, supondremos que esta 
configuración corresponde a una configuración natural en la cual la fuerza total y la torea 
total en cada parte de la cuerda es cero.' 

      

k 

    

      

O 	s 	1 

figura 1.1: s = Longitud de arco con respecto a la configuración de referencia (natural). 

Supongamos que la cuerda está en movimiento. Sea r(s, t) la posición de la partícula 
s al tiempo t. Con el objeto de estudiar problemas de valores iniciales y de frontera, 
tomaremos como dominio de r a [0,1] x [O, oo). 

La función r(•, t) determina la configuración de la cuerda al tiempo t, ver figura (:1.2). 

figura 1.2: Configuración de la cuerda al tiempo t. 

El estiramiento v(s, t) de la cuerda en el punto (s, t) se define como: 

lEs decir la cuerda está en equilibrio, 
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him 	
f;1' I r.(3,1)Ids 	v(s, t) así v(s, t) 	r,(s, 

81,82 -•5 	82 - Si 

donde la integral es la longitud de la curva, al tiempo t, del segmento cuya longitud en 
el estado natural (de referencia) es S2 - 

Una característica del movimiento regular está dada por la condición v(8,1) > 0 V (s, 1) E 
[0, 	x (0, oo) (i.e. la razón de longitudes nunca se anula). 

Si v(s,1) > 1 se dice que la cuerda se ha elongado o estirado. 
Si v(8,1) < 1 se dice que la cuerda ha sufrido compresión.' 

Suponiendo que la cuerda se encuentre inicialmente en una configuración s 	u(s) con 
un campo de velocidades a 1-4 v(s) al tiempo t = O y que en los extremos a=Oys=1 
de la cuerda, ésta se encuentre fija en los puntos k y O, entonces dadas las hipótesis de 
continuidad 3  sobre r tendríamos, (s longitud de arco al tiempo inicial, que corresponde 
a la configuración de referencia.) 

r(0, t) = k ; r(s, O) = u(s) 

r(1,t) = O 	; rt(s,0) = v(s) 

u(0) = k, u(1) = O, v(0) = O, v(1) = O. 

Esta situación, corresponde a un problema más sencillo que el que estudiaremos en 
este trabajo: ver [Antl, VI-3 pág. 189) y la conclusión de esta tésis. Otro problema del 
mismo genero, es el pedir que en el extremo correspondiente al valor del parámetro .9 = 0, 
permanezca constreñido al eje vertical: ver (Antl, VI-3 pág.1851 y la conclusión de este 
trabajo para unos breves comentarios alrededor de estos problemas. 

El problema que estudiaremos es para el cual el extremo correspondiente al valor a = 0, 
está libre sujeto únicamente a un balance de fuerzas, como veremos con detalle en el 
capítulo siguiente. 

Hasta aquí, hemos completado el estudio cinemático de la deformación de la cuerda. 
Pasemos entonces al análisis mecánico. 

214 dificultad que uno encuentra al querer comprimir una cuerda real, es consecuencia de la inesta- 
bilidad debido a su gran flexibilidad. 

3Considera,nos que r(', t) es continua hasta [0,1]V t. 
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1.2.2 Análisis mecánico 

Asumimos que las fuerzas que actuan en el material (a, s) C [0, 11 en la configuración 
t) consisten en (ver figura (1.3)): 

Una fuerza de contacto n(s, t) ejercida en (a, s) por el segmento material (s, 11 y que 
consideramos puntual. 

Una fuerza de contacto —n(a, t) ejercida en (a, s) por el segmento material [0, a) y 
que consideramos puntual. 

Una fuerza de cuerpo ejercida en el segmento (a, s) por el resto (le los agentes (fuerzas 
externas como la fuerza de gravedad). Consideramos que esta fuerza cle cuerpo tiene 
la siguiente forma, E f (s, t)ds. 

I e 

	-n(a,t) 

A(e) 

oree tranaveral 

deneldad volumetdee 

n(s,t) 

s 
1 

figura 1.3: Origen de la notación para la densidad de masa por unidad de longitud y 
representación de las fuerzas externas. 

Ahora, usando la 2da ley de Newton, i.e. igualando la resultante de fuerzas en un 
segmento cualesquiera (a, s) de la cuerda, con la derivada respecto al tiempo del mo-
mento lineal, f:(pA)(1)rt(1, t)dl, del segmento, obtenemos la siguiente forma integral de 
la ecuación de movimiento, 

n(s, t) — n(a,t)+ ja  f t)de = di  ja  (pA)(e)rt(1, t)(11 = r(pA)(/)rtt(1, t)dl. (1.1) 

lista ecuación es válida V (a, s) C (0, 1) y V t > 0. Suponiendo mayor regularidad de 
las funciones que intervienen en la ecuación de movimiento (1.1) tenemos al derivar con 
respecto a s, 

n„(s,t)+ f(s,t) = (pA)(s)rit (s,t) con ,9 e (0,1) ; t > 0. 	(1.2) 
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Estas ecuaciones representan la culminación de los principios mecánicos básicos para la 
descripción de cuerdas. 

1.2.3 Propiedades materiales 

Ahora describiremos aquellas propiedades materiales de la cuerda que son relevantes para 
la mecánica, especificando la relación entre la fuerza de contacto n, con el cambio de 
forma sufrido en cada configuración r(s, 2). Llamaremos a esta especificación, relación 
constitutiva, y sirve para distinguir la respuesta que se obtiene para distintos materiales. El 
sistema formado por (1.2) y la relación constitutiva queda así formalmente determinado, 
pues contiene igual número de ecuaciones que de incógnitas. Una propiedad característica 
de una cuerda es su llamada perfecta flexibilidad. Matemáticamente se refleja en en hecho 
de que n(s,t) sea tangente a la curva r(., t) en r(s, I) para cada (8,1) ver figura (1.3), 

( 
r,(s,t) x n(s, 1) 	 <#. O V s,t 	n(s,t) = N(8,1) r8 

1 ra(8

s, t)

,1)1' 
(1.3) 

Es importante señalar, que este hecho proviene de la teoría de cuerdas reales (i.e. 
3-dimensionales), en donde además de la ecuación (1.2), se necesita una ecuación que 
exprese la igualdad, para cada segmento, entre la torta resultante, y la derivada respecto 
al tiempo del momento angular. En el caso degenerado de la cuerda 3-dimensional, en 
el cual ésta no ofrece resistencia alguna al doblarse, esta segunda relación se reduce a la 
constricción (1.3). 

la componente de fuerza N(s,t) es la tensión en el punto (s, t). Cuando N > O, 
tenemos una fuerza tensil y decimos que la cuerda está bajo tensión, mientras que N < O 
corresponde a una fuerza compresiva y se dice que la cuerda está bajo compresión. 

En base a experimentos sencillos, podemos concluir que la tensión N(s, t) depende sólo 
del estrés (estiramiento) v(s, t) en (s, t) y del punto material s. Dichos experimentos, 
no sugieren dependencia con respecto a la velocidad de cambio de la deformación o a la 
historia del material deformado. Por lo tanto, podemos representar a un material elástico 
asumiendo la existencia de una función, 

(O, oo) x [0, 11 3 (v, s) 	Ñ(v, s) E R tal que N(s, t) = Ñ(v(s,t), s). 	(1.4) 

Notemos que (1.4) no refleja dependencia explícita de N(s, t) en r(s, t), en la dirección 
r,(s, 1) o en el tiempo absoluto, lo que expresa el hecho físico de que la respuesta del 
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material, no depende de movimientos rígidos en el espacio y translaciones en el tiempo. 
Esto es reflejo de considerar al espacio como homogeneo e isotrópico. En varios casos, esta 
invarianza permite reducir sistemáticamente la forma de la ecuación constitutiva.4  Entre 
materiales más complejos, podemos citar las llamadas cuerdas termoeldsticas. Cualquiera 
que deforme rápidamente una liga, se percata de un aumento de la temperatura O. Para 
tomar en cuenta este fenómeno, sustituimos el lado derecho de la ecuación (1.4), por 
Noo(b(s, t), 0(s, t), s). En este caso requeriríamos una relación complementaria de energía 
cuyas nuevas variables deben relacionarse Mediante restricciones constitutivas. Por otra 
parte, es común observar amortigüamiento en el movimiento de una cuerda elástica, de-
bido a fricciones internas que están íntimamente relacionadas con efectos térmicos. tino 
de los modelos más simples que describen el fenómeno, ignorando efectos térmicos, se ob-
tiene al considerar que la tensión N dependa del estrés v(s, 1), de su velocidad de Cambio 
vi(s, t) y del punto material s, i.e. que 5  

	

N (s, t) = Ni(v(s,t), vt(s,t), s). 	 (1.5) 

En este caso hablamos de cuerdas viscoelásticas. Uno podría pensar en materiales más 
caprichosos para los cuales N dependa de derivadas de orden más alto de v. Materiales 
para.los cuales N depende de la historia de v(s, .) y de s, representan una generalización de 
los anteriores. Se define la historia de v(s, .) hasta el tiempo t E [O, oo) como v(s, t—r) para 
'r > O. Así, la relación constitutiva más general, para la clase de materiales viscoelásticos 
está dada por, 

N (s, t) = N„,„(v(s, t — r), s). 	 (1.6) 

Notemos que (1.5), (1.6), se reducen a (1.4) cuando la cuerda está en equilibrio 
y cuando ha permanecido en equilibrio durante todos los tiempos t — r para los cuales 
v(s,t—r) influencía Noo. Esto implica que -desde un punto de vista puramente mecánico-
la respuesta a un estado de equilibrio para todas las cuerdas es elástica. En nuestro análisis 
nos avocaremos unicamente al estudio de materiales elásticos. 

Ahora bien, no nos sirve cualquier función constitutiva. Su expresión debe ser físicamente 
plausible. No esperamos que una cuerda reduzca su longitud cuando la jalamos y tampoco 
esperamos que la fricción acelere su movimiento. Podemos asegurar que un incremento en 

4 Ffsicamente no hay razón alguna para suponer que N no pueda depender de derivadas en s de 
orden más alto. Este tipo de dependencia ocurre en el estudio de efectos de tensión superficial que son 
significativos para problemas de estructuras de choque y cambios de fase (ver Hagan Slemrod 1983 Carr 
Gurtin Slemrod 1984). 

5Como en multiples modelos mecánicos, dependencia en la velocidad sugiere fricción. (ej. Resortes, 
Fluidos viscosos, etc...). 

1 
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la tensión se acompañe de un incremento en el estrés para una cuerda elástica si asumimos 
que: 

y 1--) Ñ(y,t) sea estrictamente creciente. 

Por otra parte, para una cuerda elástica, los hechos de que una fuerza tensil infinita 
conlleve a un estrés infinito y que una fuerza compresiva infinita conlleve a una compresión 
total de la cuerda con estrés igual a cero, se traducen como: 

Ñ( 	s) 	oo si y —+ oo , Ñ(y, s) --> —oo si y —› O 

La configuración de referencia es natural si no hay tensión. Entonces para cuerdas 
elásticas requerimos de la siguiente restricción constitutiva, 

/11(1,$) = O. 	 (1.7) 

Notemos que las hipótesis sobre Ñ(v, t) y la continuidad de Ñ, nos permiten asegurar, 
por el teorema de valor intermedio, que 

V s E [O, 11 ,N E R ,3v tal que Ñ(v, s) = N. 

Las hipótesis sobre la monotonía de la función Ñ, implican que esta solución -que 
denotaremos por i)(N, s)- es única. Más aún, si pedimos que Ári, sea positiva, entonces 
usando el teorema clásico de la función implícita, tendríamos que ti es continuamente 
di ferenciable. 
Estos resultados, costituyen un ejemplo simple del teorema global de la función implícita. 
Así (1.4) es equivalente a, 

148, t) = ii(N(8,1),$). 	 (1.8) 



Capítulo 2 

Ecuaciones para la rotación 
estacionaria de cuerdas 

2.1 Introducción 

En este capítulo, derivaremos las ecuaciones para la rotación estacionaria de cuerdas. 
Supongamos entonces que la cuerda gira alrededor del eje vertical con velocidad angular 
0.). Consideremos el siguiente vector, 

e(t) = cos wl i sin cot j 	 (2.1) 

Estudiamos rotaciones estacionarias de la cuerda alrededor de k, para las cuales r tiene 
la forma, ver figura (2.1), 

r(s, t) = xi(s)e(t)+ x2(s)k x e(t) + z(s)k 
	

(2.2) 

x1(1) = x2(1) = O , z(1) = O (i.e. cuerda fija en el origen). 	(2.3) 

Supondremos que [0,11 	s 	r(s, 1) es absolutamente continua para todo t y defin- 
imos, 

v(s) 	r,(s, t)I. 	 (2.4) 

Notemos que el estrés no depende explícitamente del tiempo; esto es consecuencia 
de estudiar el caso estacionario (ver expresión para la tensión más adelante (2.19)). 
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CV 

figura 2.1: Representación de los sistemas de referencia inercia! {i, j, k} y sinódico 
{e, k x e, k}. 

Supongamos que un punto material de pesoµ se une al extremo s = O de la cuerda. 
la  única fuerza de cuerpo sobre ésta es la fuerza debida a la gravedad que actúa en la 
dirección k. Aquí haremos una pequeña digresión para hablar un poco sobre la física 
cuando el sistema de referencia es sinódico, i.e. no-inercial. 

2.2 Sistemas de referencia sinódicos 

Sea r(s, t) el vector posición del punto material s al tiempo t, visto desde el sistema de 
referencia inercial {i, j, k} y sea 1(s, t) el vector posición de la misma partícula pero visto 
desde el sistema de referencia sinódico (no-inercial) {e(t), k x e(t), k}. Entonces de la 
figura (2.2), vemos que, al escribir r(s, t) sobre la base sinódica 

r(s, I) = (r • e(t))e(t).4- (r • (k x e))k x e + (r • k)k 

Por lo tanto, si i(s, t) es el vector con componentes (r • e(t),r • (k x e),r • k) es claro 
que, 



.... ,. ............................ ...... 

..... • ' ..................................... 

• , 

(131. • da--codt 1.) 

•:. ............... I.  .. . . 17:  ' 	 ..•••• 

r 	k  

r 
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dr  _ (dr 	dr 	dr 	de 	de 
71 — -41i  .e, 717, •(kxe),-cri—k) 	(r•--d7 ,r•kx 

dr _dr 
(71 	wr x k 

dt 

figura 2.2: ilustración de rotación infinitesimal. 

Se ve claramente que el primer vector es dr/dt escrito en las coordenadas sinodales 
y, corno de/dt = cok x e, usando las propiedades del producto mixto, es inmediato ver 
que el segundo vector es wr x k descrito en la misma base. También se puede derivar 
directamente r(s,1). 

Si definimos W 	k entonces por la ecuación anterior tendríamos que, 

í \ 	í d\ 
0i)sitió +

w x 
 

(2.5) 

Aquí los subindices iner y sinó indican que las derivadas deben calcularse, en las vari-
ables observadas desde los sistemas de referencia inercal y sinódico respectivamente. La 
ecuación (2.5) es la ley básica de la cinemática en la cual estan fundadas las ecua-
ciones de la dinámica para un cuerpo rígido. Su validez no está restringida únicamente al 
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movimiento de cuerpos rígidos, Es correcta aún en la descripción de una partícula o de 
un sistema de partículas. Ahora las ecuaciones de Newton son válidas bajo un marco de 
referencia inercial. Así, aplicando el operador (2.5) al radio vector r tenemos, 

Viner = Vsinó (1) X yl  

( (Nine,. 	dViner  iner   

dt 	 dt iner 	 sino 
+ID X viner = aeinó + 2(1.4) x vsíncs) c,) x 	x r). 

Donde vin„ y vsi,,6  son las velocidades de una partícula respecto a los sistemas inercial 
y sinódico respectivamente y am,„3, ai,„„ sus aceleraciones. Así, la ecuación de movimiento, 
que con respecto a un sistema inercial es simplemente F = mai„„, toma la forma, 

F 	2m(Ci) x N/3;nd) — nrc7) x (a) x r) = maúnó• 

Por lo que un observador en el sistema rotante (sinódico), juzgaría que la partícula se 
mueve bajo la acción de una fuerza efectiva, 

Fe1  = F — 2m(G) x ;f a ja) — rrul) x (Ci.) x r). 	 (2.6) 

Examinemos el origen de los términos de la ecuación (2.6). El último término es un 
vector normal a C.) = wk que apunta hacia afuera. Se trata de la fuerza centrífuga. Cuando 
la partícula es estacionaria con respecto al sistema de referencia sinódico (rotante), es decir 
dildt = 0, como expresa (2.2). Ésta es el único término que se suma a la fuerza efectiva. 
Mientras que, cuando la partícula se encuentra en movimiento respecto al sistema de 
referencia en movimiento, el segundo término de (2.6) conocido como fuerza de Coriolis 
entra en juego. 

Para una descripción más detallada desde el punto de vista físico, referirnos al lector 
al texto [Gold, 4-101 en el cual nos basamos para la discusión anterior. 

En nuestro caso estamos interesados en estudiar estados estacionarios por lo que sólo 
esperamos términos centrífugos al calcular la expresión de la aceleración. 

Adémás, puesto que estamos interesados en el caso elástico, de ahora en adelante 
supondremos que v(s, t) = P(N(s,t),$): Integrando la ecuación de movimiento (1,1) 
respecto a t obtenemos la ley de momento lineal, 

jor (n(s, t) — n(a,t)) dt + fol  fos  f(1,t) dIdt = 
JOs(pA)(1)(ri(e,r) — v(e)1 (11. 	(2.7) 
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Por otra parte es inmediato ver que, 

é  = —w2e de donde 	rt(8,1). xié x2(k x e)* 

(k x 	—w2(k x e), ru(s,t) = —w2[xie x2(k x e)] = —w2[r — (r • k)kJ. 

A partir de las ecuaciones (1.1) y (1.3) tenemos, 

N(s)[xle x'.2(k x e) -I- z'k] 
n(0, t)+1:  

b(N(s), s) 	
(pA)(1)9k d1= —w2  jos  (pA)(1)[x i (¿)e-Ex 2(e)(kxe)] 

que proyectando en las componentes e, k x e, k se escribe respectivamente como, 

P(
N(8)x(

s) 	o
8)  w2 [la (pA)(0x,,(1)(14. faa(0)

1=  O, con a = 1,2 	(2.8) 
N(3)  

pArull(s().9z)(:98) = 	fos(pA)(1) de + µJ E —[87(s)+ sí]. 	(2.9) 

El valor de n(0, r) se calcula a partir de la ley de Newton (tomando en cuenta los 
términos centrífugos), ver la ilustración (2.3), 

E F = mr 	= 	n(0, r) 	= 	r) 
	

(2.10) 

n(0, r) = —14w2(xi(0)e(r)+ x2(0)k x e(r)] µk. 	(2.11) 

En lo sucesivo, supondremos que pA > O, continua para todo .9; y que i es continua 
para todo s y que P(•, s) es estrictamente creciente y tiene la forma de la figura (2.4). 

2.3 Estudio de la solución plana 

Hasta ahora no hemos explotado el hecho de haber escogido un sistema de referencia que 
gira con la cuerda. Un primer resultado se encuentra en el enunciado de la siguiente, 



Prueba Sea 

N(s)xio(s) 
u,„ 

v(N(s), s).  

Por (2.8) tenemos que uo, son continuamente diferenciables. Las condiciones (2.3) 
y 	(2.4), implican que (u1 , x1 ) y (u2, x2) satisfacen cada uno el problema de • valores de 
frontera: 

(2.12) 
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j,./.  
k 

n(0, t) 

µ =in(0)1 

µk 

...... .......... 

.. al
...... 	 .... 

wgr„(0,t) 

figura 2.3: Estado natural en t O y configuración en I = r. 

0(N, 

ta o 
Ocu, o 11(04 1) =1„•—•• 

   

N'. 
, 	Ley de 11 ooke 

 

	.N 

    

   

N=Max(MA2 + yo 12)AI/2 

 

      

figura 2,4: Dependencia cualitativa de la función P(N, s). Notemos que para valores 
pequeños de N esperamos una respuesta lineal, i.e. la ley de Hooke. 

Proposición 2.1 Sean r y N soluciones de (2.4), (2.3), (2.8), (2.9) con r(., t) abso-
lutamente continua y con N continua. Entonces V t, re, 0 es una curva plana. 
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x
,
(s) = 

u(s)P(N(s),$)  
N(s) 

9u(0) = —w2µx(0); x(1) = O. 

Ahora como estamos suponiendo que (2.4), (2.3), (2.8), (2.9) tiene solución, la. 
función s t--+ i.,(NN1:?,i)  puede suponerse conocida y así el problema (2.13), (2.14) puede 
considerarse lineal en (u, x). Por otra parte la segunda ecuación del sistema (2.14), es 
singular siempre que N se anule. Elevando al cuadrado ambos miembros del sistema 
(2.8), (2.9) y'suma.ndo término a término obtenemos, 

N2(s) = ul(s)-1- tila) 	[sry(s) +1112. 	 (2.16) 

De manera que N no se anula si µ # O 	> O). Si µ = O, entonces a partir las 
ecuaciones (2.8), (2.9) vemos que N sólo puede anularse para a = O. De aquí que el 
problema correspondiente a j1 = O sea singular. 

El sistema de segundo orden, lineal, dado por las ecuaciones (2.13), (2.14), tiene 
dos soluciones independientes y una sola solución independiente satisfaciendo la ecuación 
(2.15). Fijemos una de estas soluciones independientes y denotemosla por (u, x). Puesto 
que (ua, xa) cada una satisface el sistema (2.13), (2.14), se sigue que existen constantes 
ft y 132  tales que: 

(u,„ xa) = #„,(u, x) con a = 1,2. 

Si )? + p2 = O entonces r se reduce a zk, que es una curva plana (i.e.una solución 
trivial de equilibrio). 

Si no, entonces r tiene la siguiente forma, 

r(s, 	Ole x)32k x e + zk = x(s) z(s)1(2.17) 
/31 

N/f3? 	[Ple(i) + /32k x e(t)1 

r(s, t) = Vfil /31x(s)é(i) z(s)k, 	 (2.18) 

lo que muestra que r(e, t) está confinada al plano generado por (i(t), k }. Ajustando 
d origen del tiempo adecuadamente, podemos identificar a é con e y entonces fijar x1  = 
x, 111  =u, x2  = O y u2  = O. 

(2.11) 

(2.15) 
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En efecto de la expresión para é, definiendo a r mediante, 

tenernos que, 

COS CUT = 
Nl 	 /32  sin wr 

O? P1 

é(t) = e(t 	r). 

Así, el problema (2.4), (2.3), (2.8), (2.9) es equivalente a (2.3), (2.9), (2.13), (2.14) 
Y 

N(s) = ±Vu2(8) [87(8) 4. pp. 	 (2.19) 

Combinando (2.19) y (2.13), (2.14) obtenemos, 

d 	te(s) 
 ll 

 ±w2u(s)i)(±Vu2(s) [87(3) +  ¡IP, s) 

ds k(pA)(8)) 	vui(s) 4. [87(3)+1412 

sujeta a las condiciones de frontera, 

g(pA)(0)u(0) = pu1(0) 

rii(1) = O. 

0, 	(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

Si pA no es diferenciable, entonces el significado de (120) está dado por (2.13), (2.14) 
y (2.19). A continuación, resolveremos la ambigüedad de signo de (2.19). 

Puesto que 87(s) Es' g fj(pA)(1) 	> o d a, (2.9) implica que z'N(s) < O (i.e. z' y N 
tienen signos opuestos). Una consecuencia física es que la cuerda sólo puede encontrarse, 
sea completamente arriba del soporte en el origen si N < O o bien completamente por 
abajo de éste si N > 0. Veremos que el primer caso es de poco interés, como lo muestra 
la siguiente, 

Proposición 2.2 La cínica solución clásica de (2.13), (2.14), (235), (2.19) -con el signo 
menos- es la solución trivial en la cual, en vista de (2.9), la cuerda está balanceada 
verticalmente por encima del soporte. 



2.3. ESTUDIO DE LA SOLUCIÓN PLANA 	 27 

Prueba Si w = O, entonces por (2.13), (2.14) tenemos u' = O -------> u = (Si(: = u(0) ----- 

APA)M
ul(0) = O 	u(s) = O V s lo que por (2.12) 	= O 	x = este = x(1) = O así 

r(3,1). z(s)k, i.e. solución trivial. 

Supongamos ahora w # O 	w2  > O. 

Probaremos primero que u < O. Supongamos que no es así, i.e. supongamos que u > O 
para algún s. Por la continuidad de u, tendríamos que u admite un máximo u(a) > O 
en [O, 	1  Ahora, a no puede ser O pues en ese caso, la primera condición de (2.15) 
implicaría ,r(0) < O, y (2.13) implicaría entonces que u'(0) > 0, lo que es incompatible 
con el carácter máximal de u(a). Si a E (0,1) entonces u'((y) = O por cálculo elemental. 
Si a = I entonces (2.13) y (2.15) nos dirían que u'(1) = 0. Entonces, para a E (O, II, por 
(2.13), (2.11) y (2.19) (usando el signo menos), tendríamos que x(a) = O y x' (a) < 0. 
La continuidad de x nos diría que x(e) > O, V e E [a — (:,a). Así (2.13) implica que 
u'(fi < O y 	E [a — a), lo cual es contradictorio con el supuesto de que u(a) era 
un máximo (i.e. a es un punto donde u' cambia de signo de valores positivos a valores 
negativos); notemos que si u fuera dos veces continuamente diferenciable esta última 
aseveración se reduce a la conocida condición necesaria para la existencia de un máximo 
dada por u"(a) < O). Por lo tanto u < O. 

Observando que si (u, x) es solución, también lo es (—u, —x) tenernos por el resultado 
¿ulterior que u > O, de manera que u = 0 i.e. una solución trivial. Completando así la 
prueha. 

La ecuación (2.20) con el signo (+) es un problema de valores propios nolineal. Es 
evidente que u = O representa una solución trivial. Sin embargo, no resulta obvio que 
existan soluciones no triviales para valores arbitrarios del parámetro w. Además - como lo 
hicimos notar - es claro que si u es solución del problema, entonces cu es solución sólo para 
e = —1. De ahora en adelante, nos referiremos al par (u, x) y —(u, x) respectivamente 
coino a una sola solución. 

Escribiendo (pA)(s) = p(s), para simplificar la notación, el problema (2.8) (2.9) se 
rrduct a 

u(s) 

,v(s) 

C011 	N(s) 

N; u 	(I2"u 2:(:»  

= VU2(8) (8^/(8) p)2 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

'l'oda función continua alcanza sus extremos en un compacto. 
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Y 	3/(3) = 9.10  P(e) 
	

(2.26) 

En efecto, si (u, x) es solución de estas ecuaciones, entonces la solución, z(s), de (2.9) 
se obtiene por simple integración. Esta formulación, derivada de la física, es equivalente 
a la formulación (2.13)- (2.15) y, para At > O o para s > O, es equivalente a (2.20)-
(2.22), con el signo positivo. Definiendo a y(s) wx(s), se obtiene también la forma más 
simétrica, la cual usaremos más adelante, 

*C4)  jo3  P(1)Y(1) dC — COILY? 

t1) 
1 15(N 	(1) )1)14(1)  

I  3 	N(1) 
	de , 

(2.27) 

(2.28) 

El objetivo de este trabajo es el estudiar la soluciones no triviales de estas ecuaciones 
para II, > O, y en particular para it = O. Hay por lo tanto dos posibles estrategias: 

(1) Estudiar el caso p > O, un problema nolineal de Sturm-Liouville clásico para el cual 
uno puede aplicar sin problemas loe resultados de bifurcación local y global de 
[C-R 71) [R-71a). Tomar el "limite" de estos resultados cuando 11 tiende a O: esto 
conlleva a dificultades al pasar al problema singular ya que en los puntos de bifur-
cación no hay unicidad de la solución y uno podría, en principio, obtener varios 
limites para el caso II = O, al menos que se tenga un control fino sobre la conver-
gencia. 

(ii) Analizar directamente el caso it = O y, a partir de los resultados para ese caso, 
deducir sin dificultades las propiedades para el caso o > O y su convergencia cuando 
it tiende a O. En este caso la dificultad técnica es el estudio del caso singular, es 
decir la formulación integral en lugar de la formulación diferencial. 

En este trabajo escogimos la segunda estrategia. 



Capítulo 3 

El problema de Kolodner 

3.1 Introducción 

En este capítulo, estudiaremos el problema singular de valores en la frontera de Kolod-
ner. Kólodner[Ko] estudió el problema nolineal de valores propios, que describe estados 
estacionarios planos de una cuerda pesada, inextensible, que gira con un extremo libre. 
En acuerdo con la teoría lineal, una cuerda de longitud.dada, sólo puede rotar a ciertas 
velocidades propias th,„ que constituyen un espectro discreto. Kolodner probó mediante la 
teoría más exacta del análisis nolineal, que ésta puede rotar a cualquier velocidad angular 
w > coi  y que para cada w en el rango co„ < w < w„4.1  existen exactamente n modos 
distintos de rotación. Su trabajo - basado en una combinación del método de shooting y 
de la teoría de Sturm-Liouville - es justificadamente considerado un clásico de la entonces 
naciente teoría de Bifurcación. 

En lo sucesivo, reescribiremos las ecuaciones con el objeto de que su forma final satisfaga 
las hipótesis del teorema de bifurcación. Pasemos entonces al problema de Kolodner. 

3.2 	Las ecuaciones de movimiento para el problema 
de Kolodner 

Como mencionamos en la introducción de este capítulo, Kolodner estudió el problema 
de una cuerda uniforme, inelástica (es decir con P(N(s), s) 	1) que gira alrededor del 
eje vertical y que está sujeta en uno de sus extremos. Así, además de las ecuaciones 
resultantes para la rotación estacionaria de cuerdas (2,13), (2.14), (2.15), tomaremos, 
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N(s) = 1 (s) + [87(s) + p12. 	 (3.1) 

Para simplificar la notación, escribiremos de ahora en adelante (pA)(s) = p(s) 

3.3 Problema singular 

En esta sección estudiaremos el problema singular i.e. cuando µ = 0. Físicamente esto 
representa que no hay ningún peso suspendido en el extremo libre de la cuerda. Así, 
fijando el valor it = 0 tenemos el siguiente problema singular: 

3  u(s) = —w2  jo  P(e) X(1) (11.  , 	 (3.2) 

x( s )  — 	 3.3 
f i u(e)íi (Vu2(¿) + /272(11 1) 

, 
S 	V142  V) + 1272(1) 	

( ) 
 

o en la' forma tnás simétrica (2.27), (2.28) con y(s) = wx(s). 

El problema anterior se puede considerar, como un problema de punto fijo del mapeo 
F dado por, 

• 
—0.12  f px dg 

F[(u , a;)] 
i t iu)(Vu2+01,2 ,e) 

u2.5/7772 

También se puede pensar en un punto fijo del mapeo 

V 	V py <11 
o 

p ni) vii2+129,1  
,i2.5/-7.72 611 

has propiedades de F se pueden deducir facilmente de las propiedades de F. La función 
F será. de utilidad más adelante, por lo tanto, aquí nos limitaremos al estudio de F, dejando 
al lector la tarea de traducir los resultados correspondientes a É. 

Y)] 

—w 

(3.4) 

(3.5) 
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A continuación veremos que F es un mapeo, 

F: 	1] x C°[0,1] --> C°[0,1] x C°[0,1] 

(u(s), x(s)) 	FRu(1), x(e))1(s), 

pero antes mencionaremos un teorema importante que nos será de utilidad. 

Teorema 3,1 (Arzelá - Ascoli) Sea {gk } una sucesión (le funciones uniformemente 
acotadas (i) y equicontinuas (ii), i.e. gk  : K C 	—› R", K compacto 

(i) 3N independiente de k, tal que 	Max,{Ifik (s)1: s E K } 5 N 

(ii) V e> O 3 5(e) > O tal que Ifik(si) - fik(83)1 < e si 
K, Vk 

{gk } admite una subsucesión convergente. 

Definición: 

191 — 321 < a, VS1,82 E 

Sean X y Y, dos espacios métricos y F : X 	Y un mapeo entre estos dos espacios. 
F es un mapeo compacto, si toda sucesión acotada en X, tiene como imágen en y a un 
precompacto, es decir, a un subconjunto de y del cual se puede extraer una subsucesión 
convergente. 

i.e. V {xk } tal que I xk lx 5M,3y EY tal que F(4,) 	yE y. 

Veremos que F es un mapeo compacto de C° x C° en C° x C°. 

3.4 Compacidad del mapeo F 

Sea entonces {(uk(s), sk(s)}} E C°[0,1] X C10,1] tal que 1  iuk  lo  , 1410  < M. Si F[(u, x)] 
Ch[x], f2[u] ), entonces, 

ifirxki(s)io 5 (4'2  ixkio iPio s 5 102  1P10 

if2[uk1(8)10 5 n(1  — 	5 V. 

1 1 l  denota la norma del supremo. 
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Donde usamos el hecho de que ju/Vu2  e2,21 < 1 y I) continuo por lo que lid < y, ver 

figura (2.4). Así tenemos que 

in(uk, xk)1(8)10 = Ifilo + 1f210 < 11 +w2  1P10 M. 
	 (3.6) 

Por lo tanto, 
FRuk,xk )1(s) son uniformemente acotadas. 

Por otra parte, 

I fi[xkl(s) - (xkJ(so)lo  C w2 M ls - so l, 

1f2fuk1(8)— f2Euk1(80)10 5 18 — sol , 

Así, probamos que F[(uk, xk )1(s) son equicontinuas. Por el teorema de Arzelá-Ascoli, 
tenemos que existe una subsucesión uniformemente convergente y puesto que el limite 
uniforme de funciones continuas, es una función continua tenemos el resultado. 

Ahora estudiaremos la continuidad del mapeo F. 

3.5 Continuidad del mapeo F 

3.5.1 Continuidad del mapeo fl  : 010,11 —+ C(10,11 

Ifi[xl(s) - fifyl(8)10 = 	2 P(r - y) dtt S (02  Iplo Ix - ylo 

Así, fi  es Lipschitz continuo de C10,11 a C°[0,11, 

3.5.2 Continuidad del mapeo f2 

Definiendo las expresiones A ,B ,C , como : 

A E ih[uls) — 1254(8)1 
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1 	 ) 
B E. 	l u 	

P(u 	
(1 vi    1 

a 	s/U2  + 1272  

	

1 	P(u) 	ú(v)
C  a: I ¡vi 

	

, 	‘,/u2  + 1272 	Ve2  + ¿272 

donde P(u) E P(/u2  -1- 1272,1) y análogamente para r)(v), es fácil ver que, 

A<'134-C. 	 (3.10) 

Observando que, 

(3.8) 

(3.9) 

   

11 	< Log 

J. s/u2 + 127 2 — gpmin 

I(8) 5 8 j a  p(e) d¿ 	gPmin o 

 

Vu2 4. ¿272i  1,y(1) 

(3.11) 

tenemos las siguientes estimaciones para los términos B y C definidos por las expre-
siones (3.8), (3.9), respectivamente ; 

B < iu 	o 115(u)lo 	
Log 

 s) 
 

f1 	P(11) — b(v)gPinin  
C = 	ivi Vu2 	+ 1272 + Vu2 	1272Vu2 	+ /272 (VV2 + 1212  — Vu2 1272)  

< D 	E . 

Donde 1) y E denotan los términos siguientes: 

D E-_- J vv21:11272 1P(u) P(v)I 	, 	 (3.14) 
a
►  	 ivi t)(u) Iv2  — u2 i  

(3.15) E "==. 	v112 	4. 1272 542 	1272(Vu2 	+ /272 4. Vul 	+ 1272) 

Ahora, usando el teorema fundamental del cálculo, escribimos, 
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1 	(y + T(L -y))(u - y)  
P(u)- i)(v) =1

1 
—
d

1)(\/(y -hr(u- v))2  +1272,1) dr 	= 	PN 	 dT 

J0 dr 	 Vct, r(u - v)).2 

5_ IPNI0 I2G — vio 

D 5 I, 1 IP(u) - b(y)I de 5. 115N lo 	- vio  (1 - s) . 	 (3.16) 

Por otra parte, 

E 5 L1  ijs(/  )2 1:  -2,1;21  (5/v214-V11272)  Gu2 ¿217121 +4. is/V .v1 2 	e/2) 

IP(u)in iu - vi° (3.17) ( 	gPmin) 

por las desigualdades 	(3.16), (3.17), tenemos por 	(3.13); 

C 	- vio 
ILog si 

iu - vio (1  - s) (3.18) ili(u)io 	 • 
gPmin 

A partir de las expresiones (3.18), (3.12), recordando el significado de A y su relación 

con B y C -ver (3.10)- no podemos concluir sobre la continuidad de f2  cuando s ---> 0. 

1)e hecho, no insistiremos más en esta dirección ya que al calcular la derivada de Gateaux 

[Ize 87, def. 3.1, 11.3 pág. 28] de F en la solución trivial (u, x) 	(O, O) , obtenemos, 

d 
R 	 (Dh —

de
Fh, k)1()1,.0 	D(1,,k)F[(0,0)1(s)= Dkfht[0] 

[((88) 
))  

l

-1.02  jos  P(1)k(1) (11 

_ il  h(1)P(f7(1),1)  de  
h Hl) 

Ahora tomando como dirección a h(s) = (Log s/2)-1  para la segunda componente, 

tenemos que, 
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15(1111) dp 

J 4yLog 

> 	e  de  

Iy(o .13 ¿Log 

>""•"Log Log —¿ 
2 — 2  hilo 

 

  

 

00 cuando .5 ---> O. 

  

Es decir, no tenernos derivada de Gáteaux de f2  en todas las direcciones, por lo que ,r2  
no es Fréchet [Ize 87, prop. 3.2,3.3, 11.3 pág. 31]diferenciable en u = O. 

Nota: 

f 2[1t](s) es Gátcaux diferenciable en u = O, en todas las direcciones h tales que 	< c 
cona > O. En efecto, 

lphf21€18)1 = 
ji h(W(17(1),1) 

 dC L 

  

c 
, cuando s --> O. 

Esta limitación es consecuencia de haber fijado el valor = O. Una manera de atacar 
el problema, sería considerar un conjunto numerable de problemas con p„ > O tales que 
11„ —› O, conforme n --> oo. Para estos problemas (no singulares) se satisfacen las hipótesis 
del teorema de bifurcación global[Antl, V-4-19 pág. 1561. Finalmente se podría usar el 
teorema [Antl, V-4-21 pág. 157] para probar que el problema límite preserva las mismas 
propiedades en las ramas de soluciones bifurcadas que las correspondientes a los problemas 
penalizados. Veremos más adelante, en el capítulo 5, una prueba alternativa. Ver también 
los comentarios relativos en las conclusiones. 

3.6 Cambio de variables 

Para este problema contarnos con la siguiente alternativa. 

Sean, 

u(s) 	j.iw(s) , 	 (3.19) 



(4)111  (1/1w2 	+ /272,1) 	I) (V/102 	4. 12,72,  /) 
wh,„(w, e) = w2  

w2 4. /72 	 (w2 + 1.72)3/2 (3.25) 
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h(w(s), s) = 
1)(5/8w2(8) 	8272(8), 3) 

V
w2(8) 8.72(8) 

(3.20) 

entonces (3.2), (3.3), se escriben como: 2  

W(8) = -t- 
I; 
Q1.  13  P(1)X(e) (11 	fi[x ](s) o 

(3.21) 

x(s) = — f w(¿)h(w(1), (11 = f2[w](s) . 
	 (3.22) 

Definiendo así un nuevo mapeo que también denotaremos por F[w, x]. Ahora, 

f 	k](s) — fi [x](s) = 
f
-(4123 p(e)k(1) (11 = D fi [s](s)k . 	(3.23) 

Donde D fi [x](s) : Cq0 , 1] —› R, es un operador lineal acotado por w2 	i.e. D fi [x] 
es la derivada de Fréchet [Ize 87, def. 3.2, 11.3 pág 29] de fi , por lo que fi  es continuo de 
C90,1] en C°[0,1]. 

Por otra parte, 

D,, f2[w](s) = — J  1  (h(w, e) + whw(w, e)) de , 	(3.24) 

donde, 

Ahora usando las estimaciones siguientes, 

(102 4. 8.72)1-e - 1 

Hemos usando los mismos nombres para el lado derecho de la expresión.Veremos más adelante la 
conveniencia cuando estudiemos la continuidad de estos nuevos mapeos. 

w2(1-0 
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itvi2 	 Iw12ciw1 

	

2(1—e) 	
< 	IWI

2c 

, 	 (3.26) 
(w2 	so2)3/ 2 	(w2 + 512 	(w2 8,y2)14( 	(w2 3,72)1+e 

querernos probar que el segundo término del lado derecho de la ecuación (3.24) es 

°(Irujo). A partir de la expresión (3.26), tenemos, 

iw12¿ 
1.,f1 

(11,2
IV)
+

v2 2¡i
) /2 

dl 	14010 go 	(w2 	1.72)1+' 

< 19910 Irlo ludo`  1—  81—` 5 K 	199 10 
g 1+2tpinin1+2c 	c 

jst  19w1V22+1111 N2 	< 219910 I tV10 1152NIO  (1 — 55) 5.  R' 11.4(2)  1,10  

• g Pmin 

donde hicimos uso de la desigualdad (w2  ¿ry2 )-1  < (1/2 )-'. Tomando O < e < 

	

K Itve 19910  , K jul02 19910 	O uniformemente, 

V s E [0,1]y V tp E C°[0,1] , 19910  < M cuando lwlo -4 0 , 

i.e, lo que se quería probar. Entonces, evaluando la expresión (3.24) en w 

obtenemos, 

D,p f2[0](s) = — 1 9h(0, f) d. 

Claramente D„,f 2[0](s) es un funcional lineal y continuo pues, 

ID,pf2[0](s)1 5_ 2191°1111) (1 	Nfs") < M jcplo  • 
gPmin 

Veremos que de hecho In,f 2[0](s) = Df 2[0](8)9, i.e. f 2  es Fréchet diferenciable en 

w = O. Para esto, probarnos que f2  se escribe como, 

f212UI(s) = f2[0](8) + Df2[0](8)w + 0(1w10) 
	

(3.27) 
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es decir, puesto que f2[0](s) = O, hay que probar que, If2[1v](s) — D,, f 2[0](8)10  = a(holo) 
para toda w E C°[0,1]; o bien que f2  es C', i.e. f2  continuamente Fréchet diferenciable 
en w = 0. 3  

En este caso, de la relación (3.24), es claro que D,f 2 [zn] es lineal en yo y 

iDsoh[w]Mio i(Pio K(1  — 4 + K koloiwe k I1p1014i 

D,,f2[w](8) es un operador lineal continuo de C°  --> 

 

— f 1  sowh,„ 

  

Además 
o 5 l(Plo (K 	 --I O , (3.28) 

   

conforme lo/ -4 O Vy9 tales que lyplo  < M i.e. tiende a O en norma. 

Finalmente, la otra parte del residuo, que denotaremos por II, 

H 	
j.

1  
(p(h(w,1)— h(0,1)) 

8 

f i 	ii(w) — P(0) 4.  P(w)(117 - N/w2  +hl)  
117 	5/175/w2  +112  

< 2 	
YPmin 

1491°  11)(w) — 15(0)10(1 4+ 	ii
,
(w)io fa

1 
 srlIvw2 + 112

w
(VI

2  de 
 + itv2 + 172) 

2 
 < C jWio itvio + C l(Plo115(w)lo Iwló —> 0 conforme lwlo —> 0. 	 (3.29) 

Donde usamos la relación; 2ab < a2  62  con, 

a2 

62  = ‘/w2  + /72  , 

las siguientes implicaciones, donde J representa el término integral del lado derecho de 
la desigualdad anterior a (3.29), 

'i.e. Df 2[11)](s) existe en una vencindad de w = O y Df2(tolis) 	Df2[0)(s) en la norma del operador, 
aquí I lo. 
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(\f¿Ww2  +172  (V¿7+ Vw2  +112)) 
-1 

 5 
 (213/4y3/2 

 (w2  +17 3/1-1  

414/2  (1  — 8114) 
J < — 2g3/2pmin3/2 

< 141/2 , 

y el hecho de que es Cr implica que Iti(w) — 1)(0)10 < C lwlo• 

Así por (3.28), (3.29), tenemos que 1/.412[48) — D„,f 2[0](s)10  tiende a O conforme 
Iwio  se aproxima a O para toda cp E C°[0,1] tal que iyolo  < M, i.e. f2  es continuamente 
Fréchet diferenciable en w = 0, lo que concluye la prueba de (3.27). 

Habiendo probado que es continuamente Fréchet 4  diferenciable en (w, s) = (O, O), 
podernos desarrollar F a primer orden. 

F[(w, s)1(3) = F[(0, 0)](s) + DIVO, 0)1(w) x)(8) + 0(1x10 + 1w10) 

L(w2) [(w, x)1(8) + 14)2, (w, s)1(8) 
	

(3.30) 

Así el sistema formado por (3.21), (3.22), se descompone como (3.30), donde 

L((..)2) • [(w, x)] 	DF[(0, 0)] • (w, x) = 

p(¿)x(1) (11) 

— f 1  w( ) h (O , ) d 

(3.31) 

   

110)2,  (w, x)] 
f  i 

— 	w(¿)(h(w(1),e) — h(0,1)) (11 

 

   

   

Por lo tanto, podemos pensar el problema original, como una perturbación nolineal del 
problema linealizado en una vecindad de la solución trivial (w, x) = (0,0). A continuación, 
estudiaremos la compacidad y la continuidad de estos mapeos. 

4Por lo tanto F es continua en (0,0) 
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Notemos que para la forma simétrica (2.27), (2.28), con y(s) = wx(s), podernos 
escribir 

con 

ÉU1v,Y)1 = —w (Lb? 	+ 13[(114 Y)I) 

jos  P(1)Y 	) 

IRWI O] 

18 1  W(e)h(0,1) 

k[(111,  O] = 	1 
woh(ww , o - h(0, 0)  

3.7 Compacidad y continuidad del mapeo F 

5 

En esta sección probaremos que F es un mapeo continuo de C°  x 	en ("1 /2  x C"i2. 

Para s > O 

Es inmediato ver que fi  y h son Cl con, 

fi
w2 a  

= 283/2 
j  
o  P(1)X(1) dC — V.-9 —P(8)X(3) 

= tu(s)h(w(s), s) . 

Para .s 	O 

Utilizando el mismo razonamiento que en secciones anteriores, es claro que, 

511 título de esta sección, no debe causar confusión con su homólogo (3.5), pues no hay que olvidar 

que se efectuó un cambio de variables después del cual adoptamos los mismos nombres que en secciones 

anteriores para no saturar la notación, y porque determinaremos y justificaremos varias cotas para las 
desigualdades basados en estimaciones previas. 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 
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w2 

Ihl 	 a 5 (.02  IP10 1x10 

If21 	- 	donde 77 sólo depende de So. 

De aquí que 'hl af21 < A/.  V s E [O, 1]. Claramente de la,  desigualdad paraIfpl tal, se 

tiene que este último tiende a cero cuando s lo hace. De hecho, p dl la regla de l' 

lim fi(s) = —w2 him  P40)  
3.0 	3.0 

por lo tanto fi  (0) = (3.36) 

Por otra parte, 1f21 5_ 11.// en [0, 1], de manera que 12(0) existe por el teorema de 

convergencia dominada de Lebesgue [Roy, 4-16 pág. 91] y 

lf2(3) — ,f2(0)1 5_ 103 	h(w,t) < 2 	121-1°11—LVs" 
gPmin 

Y 	f2 E C°10,11 V (w, x) E C°  x C°. 

3.7.1 Hólder continuidad de fi como función de s 

Sin pérdida de generalidad, sea s > so > 0. De las siguientes relaciones: 

NÍ; — so 	_ (8 — 8o)5/790 	 so 	8 — so 
— 	, 	s0 Níi7:7797) (3.38) 

Nrs 	vskvs -r vs0) 	S + so s + so 

8— so 
= Nrr S O 	5-  S° , 

N/1  

se infiere que, 

ho(s) h( so) = --w2 	jaa  o  PI fg 	Tsh 	 Pa' dS 

Os) — fi(80)1 w2 	14 ---;"/ "r-  'Wso IPlo 

2102  lPio lx lo srs--  so 

0 rt 
 , 
	(3.37) 

Así, fi  

3 — So (3.39) 

(3.40) 
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!hl S ¿-11plo IXI0 8 w2 ¡MOHO 

f21 5 7/(1  — 8) 5 7j donde 71 sólo depende de Itolo. 

De aquí que ihl 1f21 <Ñ V s E [0,1). Claramente de la desigualdad para if t  I, se 
tiene que este último tiende a cero cuando s lo hace. De hecho, por la regla (le 1' lióspital, 

liM 	(S) = —C1.12 hirll 	i  P(s)(s)  = O 	por lo tanto 	fi  (0) = 0 . 	(3.36) 8-so  
57; 

Por otra parte, 1f21 < Ñ en [0,1], de manera que f2(0) existe por el teorema de 
convergencia dominada de Lebesgue [Roy, 4-16 pág. 91] y 

1f2(8)— f2(0)I S io 1.3  IWI kW, e) de < 2 1W10 11110‘5 
gPmin 

Así, fl Y f2 E C°[0,1] V (w, x) E C°  x C°, 

--+ O n  , 	(3.37) 

3.7.1 Hólder continuidad de fi como función de s 

Sin pérdida de generalidad, sea s > so  > O. De las siguientes relaciones: 

07; 80)5/787) 	 So 	s — So so 	smvi  	5 	 va — so  (3.38) 
8 -r SO S -r so — 

s — so .55--871  — so  
717go 

Nrº 

se infiere que, 

	

h(s) h(so) = —472 {-58: .1 as  o  px + 	— 	px 
30 0 

Ih(8) — fi(so)I 	co2 [IPioix 10 1-7:7? 	solP10 1211 

2w2 ipio ixio 	, 

(3.39) 

 

(3.40) 
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así como fi  es C°[0, 1], por (3.40) tenemos que, 

ifil0,1/2 	3w2  IPIo ixio 

s) — h(  
If 110,112 	+ Max ,030 

I f i(v 
 — 

s80)1 
 

Es decir fi  es C", ' / 2. 

(3.41) 

(3.42) 

3.7.2 Lipschitz continuidad de fi como mapeo de C° ---> 6'3/2  

A partir (le la relación (3.21), que define a fi  es claro que f1 [x](s) es un mapeo lineal, 
por lo que usando (3.41) de la sección anterior, podemos escribir, 

IfiEs1(8) — fifyl(s)10,1,2 5 3w2  Iplo lx — y10 
	 (3.43) 

lo que muestra que fi  es Lipschitz continuo como operador de C° 	cojo. 

3.7.3 Hólder continuidad de 12  como función de s 

Utilizando el mismo camino que seguirnos al principio de la sección, tenemos directamente 
que, 

1.1.2[1v](8) 	.f2Ewi(80)i  < 	2,1 , 
.5/71---- so 	— 

y puesto que f'2  es C°, se concluye que 	< 3q,  i.e. f2  es C°3/2. 

(3.44) 

3.7.4 Lipschitz continuidad de /2  como mapeo de C° 	C° 

Sean entonces w y wo  dos funciones continuas en [0,1]. Así, definiendo a h(w) 
h(W(S), s), es inmediato que, 

R = f Ito — wol h(w) 	, (3.45) 

 



< T + V 

T 
 E I

ItOo 
3 

donde T y V están dados por , 	 (3.49) 

(11 	 (3.50) 
ú(w) — b(wo)  

Vwo2  ¿y2  
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S 	j Iwo lih(w)— h(w0 )1 (11 , 	 (3.46) 

ih[wi(s) — .1.2[tuoi(8)1 C R+ S . 
	 (3.47) 

Usando el mismo razonamiento que en la derivación de las expresiones (3.12), (3.13), (3.16), (3.17), 
encontramos sin mayor dificultad, 

R < 
2  itv — woio I i)(w)lo  (1 	‘rs) 

gPmin 
(3.48) 

(3.51) V E f 1  jtvo i b(w) 

análogamente, 

Vw02  + ¿y' — N/W2  +172  
0,02 .4.11,1v,,,2 4.172 

I 	1 (wo + r(w — wo)) (w — wo)  
b(w) — Ntvo) = j vN , 	 dr 	(3.52) 

Ji VI (wo + r(w — wo))2  + 1272  

I&(w) — b(wo)i 5 ii)N lo 11-  lw — wolo 

Donde usamos la desigualdad ((wor(w — wo)) (wo + r(w — WO))
2 

+ 1
2
7

2]-1/2 

1. Así, 

1' 5 2/3 Vinilo itV WOlo  (1 — 93/2) 	 (3.54) 

< 2 	lw woio (1  — 
	 (3.55) 

donde claramente usamos 1— (s1/2)3  = (1— s1/2)(1 s1/2 -1- < 3(1 — V.-s) en el último 
paso de la expresión anterior. 

(3.53) 
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Por otra parte, 

y 	(      jw wo j 	lwl    df 
N/Ivo2  + C72  Vw2  +172 	N/1112  +1-y2  + Vw02  +17 2 1 --' 

2 lw woio li)(w)loci  _ 	 (3.56) 
gpm in 

Juntando los resultados (3.48), (3.55), (3.56), por (3.49) y la desigualdad (3.47), 
tenernos finalmente: 

i)  
if2[111(8) 	f2[wol(s)i 5- 2  iw — wolo (1—

(2I  (w)lo 	IvNIo)  
gPrnin 

< 	111) — Wolo  (1 — '5M 1151h  , 	 (3.57) 

donde hi1n 	iriN  lo. Así, f2  es un mapeo Lipschitz continuo de C°  en C°. De 
hecho, veremos que f2  es un mapeo Lipschitz de C°  en C°3/2. 

3.7.5 Lipschitz continuidad de 12  como mapeo de C° 	C°,1/2  

En efecto si s > so  > O escribiendo, 

U E  1(12[48) f2[W01(8)) (.1.2[W130) h[WORSOM 
	

(3.58) 

U  5 j
o itvh(w) — woh(w0)1 d¿ 

s 
	 (3.59) 

y usando la derivación que siguió de (3.47) -lo único que cambia son los límites de 
integración l por so- se tiene que (ver (3.57)), 

U 5 é ¡Pin  jw wolo  (Vi — 

< 'é pin 	— wo lo 	, 	 (3.60) 

i.e. lo que queríamos probar. 
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3.7.6 Inclusión compacta de C°,1 /2  en C° i.e. c°,1/2  CC C°  

En efecto, consideremos una sucesión {N} acotada de C°'112. Escribiendo la definición de 
la norma usual de este espacio vemos que -yr, satisfacen las hipótesis del teorema de Arzelh-
Ascoli. Puesto que -y„ E C°'1/2 c  C° y que el límite uniforme de funciones continuas es 
una función continua, se tiene que 67 E C°  i.e. c0,1/2  está compactamente contenido en 
C° 

Estarnos listos para completar la prueba sobre la compacidad del mapeo F. 

Compacidad del mapeo F 

En la siguiente sección probaremos finalmente que F define un mapeo compacto de 
C90,1] x C10,1] en sí mismo. 

En efecto por los resultados de la sección precedente, tenemos que F es continuo de 
x C° en C"/2  x C°.I/2; y que este último espacio está contenido compactamente en 

le anterior. Así, para probar que F es un mapeo compacto de C°  x C° en C° x C°, basta 
verificar que F manda toda sucesión acotada de C°  x C°, a una sucesión acotada de 
C°.112. De las estimaciones para f I i.,1I,0,1/2 Y ihio,1/2, que resultan de las relaciones (3.41) y 
(3.57) respectivamente y tomando (wk, 4) E C°[0, 1) x C90,11 tal que Ixk[o , IwkIo < M 
tenemos el resultado. 7  

3.8 Compacidad y continuidad de L 

En esta sección probaremos que el mapeo L es compacto de C°  x C°en C° x C°exhibiendo 
que es Lipschitz continuo como mapeo de C° x C°en C°'112  x C°"/2. En efecto, llamando 
/[w](3) a la segunda componente de (3.31) que define a la parte lineal L tenemos que, 

11[49)— ifw01(8)1 5. /1  fui — wol 	4 

2 itv — wolo 11)10 (1  4 
9Prnin 

fi 	ti —.o N) 7„/ uniformemente. 
7Para un estudio detallado sobre relaciones entre espacios, se recomienda consultar el texto de Aclama 

[A d tu] 
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G 
 5 I

3 

o 
lw — woi h(0,1) (11 

s 

2 1w — wolo  
1vlo (V; -- so) 

gPmin 

2 lw — wolo lblo  so-  , 
gPmin 

G = 1(1[4s) — l['wo](s)) — (1[4.50 ) — 1[wo](so))1 

Usando resultados anteriores tenemos que, 

IlpoRs) -< 4P(11(1), I)  1w  
12  - 	gpmin 	"I° ' 

i.e. 1 es un mapeo Lipschitz continuo de C° en C°'112. Por estar este último compacta-
mente contenido en C°  tenemos el resultados  

Ahora falta probar que la nolinealidad g es también un mapeo compacto y continuo. 

3.9 Compacidad y continuidad de g 

Despejando el término nolineal en la ecuación integral (3.30) i.e. 

g[w2 , (w, x)] = F[(w, x)] — L(w2) [(w, x)] , 	 (3.62) 

vemos que el lado derecho de (3.62) es la diferencia de dos inapeos Lipschitz continuos 
de C° x C° —› C°3/2  x C°312  CC C°  x C°  y compactos de C° x C°en C° x C°por lo que 
g cumple con las mismas propiedades. De hecho estudiando directamente g, se puede 
probar que: 

Ig[w](s) — g[w](s0)1 < C 	is — 81:1142  , 

Fijando el valor t = 1, resulta que g es continua de C°10,11 en C°3/2[0,1) satisface 

1g[w](s)lu,i/2 < K 1w10,1,2. Si en cambio tomamos e < 1, entonces se tiene que 11042  < 

(3.61) 

1 

estudio para la primera componente de 114 se efectuó en la (3.7.1). 
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C  1w12 ' En este caso L es la derivada de Fréchet de F como milpeo de C° x C°en 42.  
C°42  x C°42, como ya habíamos visto. 

Nota 

Analicemos un poco más de cerca el tipo de regularidad que tendrían. las soluciones 
suponiendo por el momento su existencia. Sea entonces (w, x) un punto fijo 9  del mapeo 
F, es decir (w, x) = 1[(w, x)]. Por lo anterior, (w, x) E C°  x C°  sería también elemento 
de C°312  x C°.112. Ahora puesto que fill(0) = O -ver (3.36)- la componente w del punto 
fijo debe satisfacer w(0) = O. Por los cálculos (3.34), (3.35), tendríamos que tanto u) 
corno x son funciones C' para s > O. Quisieramos saber si lo siguen siendo aún en s = O. 
Para esto recordando (2.13) y puesto que u(0) = 0 1°  tenemos que, 

hm u(s — 21(0) 	....0)2 p(0)s  (0) = u'(0) 
3-40 

u es C1 	 (3.63) 

Por "otro lado de (2.14) y (3.1) -con µ = O- , vemos que x'(s) es tan diferenciable 
corno la P. Como u(s) es C1[0,1], podemos expanderla primer orden, 

u(s) = —w2p(0)x(0)s o(s). 	 (3.64) 

Sustituyendo a u(s) por el valor de su expansión (3.64), en la expresión de x'(s) se 
obtiene, 

x'(s) — 
w2p(0)x(0)P  

(w4P2(0)x2(0) 72(8))1/2 O(s)
.  

SI(S) -->
20)  

Así 	
--to 

(co4x2(0) g2)1/2 

puesto que 	'(s) = 
S 	

p 	gp(0) y 1)(0, 1) = 1 . 
O 

(3.65) 

Este argumento prueba que si (u, x) es un punto fijo de (3.2), (3,3), entonces (u, x) son 
C1  en [0, 11, en particular u' / p = —co2x es Ci en [0,1I, y (w = u/ Nrs., x) es un punto fijo 

°A traves del cambio de variables esto es equivalente a tener un punto fijo (u, z) del correspondiente 

"Ver ecuación (3.2). 
"y satisface la ecuación (12), (3.3),junto con (3.19). 
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de 	(3,21), (3.22). Inversamente, si (w,x) es un punto fijo de F, entonces (u = f w, x) 
será un punto fijo para (3.2), (3.3). Es decir, las formulaciones son equivalentes, así 
como para los puntos fijos de F de la forma (w, y) con y = cvx. 

Por la equivalencia entre las dos formulaciones 12  del problema, lo mismo ocurre para 
la solución via (w, x). También se cumplen las mismas condiciones de regularidad para las 
soluciones del problema linealizado (3.31). Así, tenernos equivalencia entre la formulación 
integral (débil) y la formulación (fuerte) del problema nolineal y de su linealización (ver 
(2.13) a (2.15)). Esto nos permite estudiar el problema integral mediante la siguiente 
formulación de tipo singular nolineal de Sturm-Liouville. 

(uy 	co2uP ( N,/ u2  32720) 
— 

510 + 3272 	
0 

 
(3.66) 

u(0) = 0 , u'(1) = O . 	 (3.67) 

Por su parte al problema linealizado le corresponde el equivalente problema singular 
de Sturm-Liouville: 

(y 

	

	w2u1) 

 87(8) 

(sy(s),$) 	o  , 
— 	 (3.68) 

u(o) = 0 , u1(1) = 0 . 	 (3.69) 

Nota 

Por la simetría ante reflexiones de las ecuaciones (3,66) y (3.68), vemos que si u es 
solución también —u lo será. Más adelante, probaremos que existe una única curva que 
bifurca a partir de (A2, (O, O)), donde )42 es valor propio del problema linealizado. La 
unicidad de la rama de bifurcación y el hecho de que tanto u como —u sean soluciones, 
implica que la bifurcación es vertical, como quedará rigurosamente probado el la sección 
correspondiente a la bifurcación local. 

A continuación pasaremos al estudio de los valores propios del problema linealizado. 
La compacidad de L(w2) implica que estos son de multiplicidad finita [Hz.] [C-1,], Ahora 
del problema (3.68), (3.69), que podemos descomponer corno (2.13) - (2.15) escribiendo 
N(s) = 87(s) y µ = 0, resulta, multiplicando la primera ecuación por x e integrando por 
partes cpie, 

12Coli w, x) o (ti, ;11 puntos fijos de sus mapeos respectivos. 
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1 	 1 w2px2 	= 

— 	
tliT cl¿ 

o 

1  un) 

fo 

i.e. los valores críticos de L son reales y positivos. 
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.idl 	1441  1114111kU` 



Capítulo 4 

El problema linealizado 

4.0.1 Estudio de los valores propios 

Con el fin de estudiar los valores críticos del problema linealizado así como los vec-
tores propios correspondientes, consideramos la siguiente transformación de Prizfer, que 
geométricamente corresponde a utilizar coordenadas polares en el espacio fase. Sean en-
tonces dos funciones 0(s) y r(s) tales que, 

u = rsin 
	

(4.1) 

— wx 	rcos4. 	 (4.2) 

Sustituyendo (u, .r) en términos de las nuevas variables (r, 0) en las ecuaciones (2.13), (2.14) 
y simplificando un poco, se obtienen,3  

= w (pcos20 ti  -- sin2  
57 

(4.3) 

H(0(s), s) , 

Aquí vale la pena aclarar que se trata en realidad de valores críticos del mapeo L(w2). Sin embargo 
veremos más adelante, que estos corresponden efectivamente a valores propios de otro mapeo, por lo que 
no haremos distinción entre estos términos. 

2  Después de simplificar, la primera ecuación (4.3) queda multiplicada en ambos lados por r. El haber 
tomado r O para la simplificación ulterior se justificará más adelante. 
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= w pr cos O 	(1) (1 — 	. 
sy 

(4.4) 

Salta a la vista el hecho de que la ecuación para no depende de r, por lo que una vez 
resuelta podemos determinar la solución para r. En efecto, suponiendo conocida, por 

integración elemental tendríamos: 3  

1 	P(¿Af(e),e)\  sin 20(1) (11  

P(¿) ¿7(1) ) o 

Puesto que cos' (1) y sin' (/) son uniformemente acotadas, hay solución para si wp y 1'2  

son integrables [C-L, pág. 43 Teo1.1 Carathéodory]. Sin embargo en este caso, 

iv a__ il  wi)(11'(¿), 1)  d/  

is 	17(1) 

N > —ca iiiind.Log s ,_,0  
00 , 

91Plo 	
—4  

—W 'PI -4 et < 	O 	e0 
Al 	 ---1 oo , 

.9Pmin 

por lo que 	es integrable en [a,11 con a > O. Así el estudio para la existencia y 

unicidad de la función ¢ dada por (4.3), no se puede determinar usando la teoría estandar 
de ecuaciones diferenciales ordinarias, Por lo que buscamos un camino alternativo. 

4.0.2 Existencia y unicidad de la solución en (i) 

4 

Si (/) fuera C110, 11, entonces desarrollando a primer orden, 

0(s) = 41(0)s o(s) con 0(0) = 0 .5 	 (4.6) 

aDe ésta relación queda claro que si hay unicidad por parte de do entonces r(0) = O implica r(s) E O, 

lo que en parte justifica la simplificación de la ecuación para 4ti antes mencionada. 
'Para una demostración distinta ver [C-L, cap. 81 

5 fle (4.1) y la primera condición (3.67) se sigue que 0(0) mg' O. Como la ecuación (4.3) e» Ir- 

(4.5) 
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Así, tomando en cuenta los desarrollos, cos x = 1 + 0(x2 ); sin x = x + O(x 3) y (4.3) 
tendríamos que, 

15  lirn 01(s) E ihrl (w[p(s)+ 
8y
— s

2/2 
 (0)1+ o(s)) = wp(0) 

3—o  
(4.7) 

Ahora 

  

 

111( s) — II ( , 8)1 = 
15' 

w (--
s 	

p) — y o ) 	sin2(y + r((/)— y)) dr 
-y  

  

Esta última expresión tiene una singularidad en s = O. En consecuencia f/(V), s) no es 
Lipschitz continua en q  uniformemente para E [0,11. 6  

De manera que para probar existencia y unicidad, dentro de una subclase de funciones, 
a saber, las que son C1[0,1) con 0(0) = O, usaremos la siguiente alternativa: 

Sea q5(s) = s' (s) con O < a < 1. Entonces la función ti, satisface la siguiente ecuación 
integral: 

OH = -̀± s j e  Pcos2e0 + 1)(17 ' 1)sin2rtk dl 
l'Y 

8 	 ( = 	712  I oa  p ( I 1 + 1 I 01  1 — p si n2/"Iii (I¿ 

a A[01(s) . 	 (4.8) 

Claramente, directamente del cálculo A[l,](3) es Cl para s > O; además viendo que, 

	

p) sin2r0 dl 5_ 8-±-1. £ [91175,  TI:)in ¿k".1  + 1411 	dl 

U) 
lim — 

sa o 
p 

(K sa  + 1Cs*+1)1010  

wfl(s) 
lim 

0 , 

O < a < 1 
a =1 	, 

(4.9) 

(4.10) 
O 

00(0) 

si 

si 
= 	, 

1-4 asa-. — 

periódica en 0, si rb es solución, también lo será 4 + kr; por lo que -sin pérdida de generalidad- podemos 
fijar el valor 0(0) = O. 

(Sí para s E [cr, 1] , a > O. 

w 1'3  
se' io 
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entonces definiendo el valor de A en O como: 

APP1(0) { 	
O si O < < 1 

p(0) si a = 1 , resulta que A[ &](s) E C°[0,1] . 

Obteniendo una nueva formulación del problema dada por: 

0(8) = ARI(s) 

4/1(0) 	top(0)  

con A[0](s) E C°[0,1] 

si O < a < 1 
si a = 1 

(4.12) 

Ahora si X„, representa el espacio de funciones: 7  

{0/ ri) E C°[0, e] tal que 0(0) = 	O} 	si O < a < 1 
X„ 

{0/ tli E C90, e] tal que 0(0) = wp(0)} si a = 1 

Entonces X, es un espacio de Banach 8  y además: 

A : Ap --+ Xa  
A[(1(s) 

De manera que hemos reformulado nuestro problema en una vecindad de S = 0, como 
otro problema de punto fijo. Tendremos el resultado, probando que el mapeo anterior es 
una contracción en una vecindad de la función th(.9) definida por, 

00(3) 15 (811308 P(1) 
	

(4.14) 

En efecto, por el teorema fundamental del cálculo, podemos escribir: 

sin2e — sin2r = 	— tp2) .10  sin 2¿° (0 + 7(01  — 02 )) dr , 

7'Fornando 1 u.. 
'Convergencia uniforme de funciones continuas tiene como límite a una función continua. 

(4.13) 
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de aquí que, 

w/  
/1,[011 — 	— —Sa Io3  ( -

17 
— P) Icv  (01 — 1p2) 	1 Sin 2r (02 + T(01 — 02)) dr 

o 

y por lo tanto, 

IA[011 — A[0211 	—swc, Ith — 021018  ,(1 -  + k)12' (10110 + 10210) (k 

-5 Lo 101 — 11)210 (10110 + 10210) (K1 Scl  + K2 8" 1) 

	

5 RO (Ol io  + 	0210 , 10210)10 —   

donde K es una constante independiente de e y de las funciones argumento Oh  02 . 

Por la desigualdad anterior, recordando los significados de .4[0] (4.8) y de 00  (4.14), 
tenemos directamente, 

1A[0](8)— 00(8)1 S K 1010 
	 (4.15) 

Ahora, tomando ti, en la bola B( 00(s), R), i.e geométricamente escogiendo a tal que 

1010 5. 10010  + R, se infiere que: 

IA[01(8) — 00(3)1 5 A' .9"(R + 10010) < R 

R  
si s < e < — 	(K +(0010)2  1 

y por otra parte que, 

	

iA[01](.9) — «21(8)1 	2Kaa(R + 10010)101 — P210 

k itki —1P210 

con 	k < 1 si a 5 e < (2K (R +10010))-1/a  

(4.16) 

(4.17) 
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Fijando entonces el valor de la constante e, 

Ea < min 	 
K(R + 10010 ) 

	

R 	
, 	(2K (R Dolo))-1 J 

se tiene que A manda la bola en su interior, i.e. 

A 	: B(00(s), .11) ---> .131"` (00(s) , R) , 

es una contracción [C-J]; de aquí la existencia de un único punto fijo del mapeo A 
en B". En efecto, 
sean 0,i+1  = A[0,,] con 00  = 00(s), para toda n E N. Por las relaciones (4.16), (4.17) y 
la desigualdad del triángulo, 

	

lon+p — onio  G iOn+p — On+p-lio+ — + 	Onio 

k" 1th 	tPoio  (1 + 	k2 	k9-1) 

k" 
5 	_ k 	— Ocio , 

111)p — 0010  5 R. 

Puesto 9  que k < 1 el lado derecho de la primera desigualdad tiende a cero conforme 
n --) oo. Así, la sucesión {0„} es de Cauchy en Rim(00(8), R) C X„, espacio de Banach 
cerrado bajo la norma del supremo. Puesto que toda sucesión de Cauchy es convergente 
y que el mapeo A es continuo, tenemos el resultado. Para probar la unicidad, basta notar 
que de existir dos puntos fijos t/) = A[0] y tí) = A[ i)] entonces, por (4.17), it/) 1110  

1A[P] — o < k — 1110, lo cual no es posible pues k < 1. Por lo tanto t ) 1G.  

De ahora en adelante, fijaremos el valor del parámetro a = 1. Hemos probado que en 
una vecindad de s = O, existe una única solución i  que satisface «O) = O y 4)10) = wp(0). 

Por otra parte para a = e, la ecuación (4.3) admite una única solución 10  que satisface 

'Ver (4.15). 
"'Fuera de una vecindad del punto a = O vimos que wp y 15/87 eran integrables o bien que 1/(0(s), a) 

era uniformemente Lipschitz en y continua en a. Entonces aplicando directamente el teorema antes 
mencionado o el clásico teorema de Picard de existencia y unicidad para las soluciones de ecuaciones 
diferenciales ordinarias, tendríamos el resultado. 
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las condiciones en s = O antes mencionadas, así como el pertenecer a ó1[0, 1], ver figura 
(4.1). 

EVE) 

s) 
-------- 

cop(0) 

O 	 e 

figura 4.1: Representación de la solución en la vecindad de s = O. 

Sean 02, 01, las soluciones correspondientes para dos valores w = w2 , coi  del parámetro. 
Entonces si w2  > wi, visto que 01(0) = p(0)wi < p(0)w2  = 1/)2(0) y dado que'; , i = 1, 2 
son continuas, se deriva que 02(s) > 01(s) para s N 0; lo que conlleva -por definición de 
la función 0- a la desigualdad 02(s) > 01(s) para O < s < so, ver figura (4.2). Aquí 
es razonable preguntarse si esta desigualdad se mantiene para todo s E (0,1] o bien si 
existen valores de s para los cuales tenemos intersecciones entre las curvas definidas por 
(s, 0i(s)) con i = 1, 2. 

Proposición 4.1 Si w2  > wi  entonces fh(s)> c1(s) V s E (0,1] 

En efecto, consideremos el siguiente subintervalo 11-7, (.5 / 42(e) > 01(1) V e E 
(0, sil C [0,1]. Por la discusión anterior, es claro que so E I por lo que 1 # O. Además 
la continuidad de las funciones 01  y 02 implica que 1 es abierto. En efecto, sea fi(s) 
02(s) — 951(s). Claramente fi es continua y si s E 1, entonces ft(e) > 0 , V E (0, .91; en 
particular f2(s) = 6. Además tomando 1 > µ > O es claro que fi(s -Fp) > fl(s)— e = 6—e. 
Así, tomando e << 1 suficientemente chico para que b — e > O, tendríamos que existe ti > O 
con 1/(s + 	> 0, de aquí que s p E 1, i.e. lo que se quería probar. 

Por otra parte veremos que I es cerrado en R+. 

Consideremos una sucesión {an} C / convergente i.e. n 1:241►3  > 0. Por la definición de 
este conjunto, el único caso de interés corresponde a {s.} 	> 0 y 02(8.) = 01(5), 
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ver figura (4.2). Ahora s„ E / Vn E N con {s,i } estrictamente creciente implica que 
sv, — 3 < 0, por lo que, 

02Ni) 02(5)  < 961(sn) 01(1)  
— 	9n - 9  

En el límite cuando n 	oo esta última expresión indica que, 

02'(.1) < 011(9) = w2 < wi 

lo cual es contradictorio con la hipótesis inicial. Por lo tanto / es conexo, i.e. / 
R+  n [o, 	(0,1]. Es decir, 02(s) > (14(s) V s > 0. En otras palabras las curvas 
correspondientes a la gráfica de (b que resultan al variar el parámetro co, no se intersectan 
salvo en el origen. 

a 

figura '1.2; Curvas definidas por las funciones correspondientes a distintos valores del 
parúrrattco co e ilustración de lo que no puede ocurrir. 

Más aún dados i E [0, 11 y k, existe una única t;',) tal que 1.;) 7r/2 + kr pues: 

• 
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sry 161= w (pcos29 + —sin- ip) > w I Pinincos20 	
g IPlo 
	sin20) 

GG > wa  

con 	a = Min (N'in , min 
M 

!Pio 

0(s) > ecos . 

Tomando law < r/2 + kr q w < (7r/2 1c7r)/(d) se tiene el resultado ver figura 
(4.3), ya que 0(i) cubre, como función creciente de w, el intervalo [0,r/2 + kr). 

%.41)) (s) 

n/2+ k 	 

4(0)/ „ 

1,' 

figura 4.3: Representación del hecho que todo punto en el espacio es alcanzable por una y 
una sola curva. 

Así, existe una relación biunívoca entre puntos (s, T) E (0,1) x le y los valores 
de w. Geométricamente, esto nos dice que todo punto en el espacio (0,1) x R+, es 
alcanzado por una sola caracterizada por (.7), i.e el valor de la pendiente en el punto 
s = O excepto por un factor constante p(0). En particular dado k, existe una única wk tal 
que qk(1) = ir/2 (k —1)r. Recordando la forma de u en términos de 0, (4.1), queda 
claro que la función correspondiente uk(s) E rk(s) sin 4k(s), tiene exactamente k ceros 
en el intervalo [0,1), en los puntos s=Oys= si donde Ok(si) = 	, 0<1<k-1. 
Análogamente, sea repitiendo el razonamiento anterior para z, o bien usando directamente 
el teorema de Rolle, llobtenemos que —wxk(s) = rk(s) cos Ok(s), tiene exactamente k ceros 
en [0,1] en los puntos s=1 ys= si con 44(si) = r/2 jr , 0<j<k-1,. 

Ya vimos que alcanza los valores T = r/2 + kr en los ceros de x. También es 
claro que dos ceros positivos y consecutivos de ti corresponden exactamente a los valores 

aux 

t1Ya que x es esencialmente la derivada de u, ver (2.13). 
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T i = kr y T2 = (k + 1)7r que toma correspondiente a w = Co digamos en si y 82; 
i.e. ?i(si ) = Ti con i = 1,2. Ahora sea u.) > C.) y 0, la solución correspondiente a ese 
valor. Entonces si fi E sin q no admitiera ceros en [si, 82], i.e. si sin q5 no tuviera ceros 
en ese intervalo, existiría un entero 1 > O tal que (k 1)7r < F1)(8) < (k + 1 + 1)7r 	4 
klr < G(s) — /7r < (k 1)7r V s E (31,32]. Ahora, claramente q5(s) 	ks) — 17r, satisface 
la misma ecuación que el) y además 181) = («(si ) — lr > kr = «si ). Utilizando el 
mismo argumento que siguió a la definición del conjunto 1, pero en este caso aplicado a 
1' 	{s I (1)(0 > Y5(1) V E [si,s2]}, tendríamos que 18) > cb(s) V s 	s1, Pero, 
182 ) = (75(82 ) — lir < (k 1)7r = 182 ); es decir una contradicción. 

Hemos probado que entre dos ceros consecutivos de fi, debe de existir al menos un cero 
de 	donde ú es la solución corespondiente al valor w = C..1 y fi su similar para w = Cu. , 
con C.) > Z. En otras palabras, si G.52 > C./2, las funciones propias (ü, i) asociadas al valor 
propio ci.? = ci)2, se anulan al menos una vez entre ceros consecutivos de las funciones 
propias (ü, ,t) con la obvia correspondencia w2 = C)2, ver figura (4.4). 

El único resultado que no se puede justificar a partir del análisis de la geometría de la 
transformación de Priifer, es que uk y xk no puedan anularse simultaneamente en s = O. 
En efecto recordando la forma de la solución (4.5), es claro que si r(0) # 0, entonces 
r(s) # O para todo s E [0,1]. Esto último nos daría el resultado de que los ceros de uk 
son simples (no coinciden con los ceros de x, ver (4.1), (4.2)). El lema siguiente, indica 
que el caso r(0) = O corresponde a la solución trivial, i.e. (w,x) 	(0, 0). Pero antes 
necesitamos el siguiente resultado; 

Proposición 4.2 Sea x absolutamente continua en (0,1), 	es también absolutamente 
continua entonces Ix(s)11 < jx1(8)1 p.p. 

Prueba 

Usando el hecho de que x y ixi son absolutamente continuas en el intervalo (0,1), 
tenemos inmediatamente para .8 > a que, 

lx(s)I 5. lx(a)i 	
L1 

lx1(1)1 

ix(s)i = lx(a)I 	ix(1)1' 

Ine mor 	j: 	£11 , 	1>s>a>0. 

Ahora, si Ixr > Ix'l en un subconjunto J de medida no nula, entonces f: Oxis lx1) 	> 
O para todo (a, s) C [0,1]. Puesto que todo subconjunto de [0,1] está contenido en una 
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unión finita de intervalos /i , entonces por las características antes mencionadas, J debe 
contener al menos un intervalo de la forma (a, s) E 1i. De manera que, 

1731.  (14 
—Ix'I) 	> 1, (1x11  —1x'1) 	, 

lo cual nos dá una contradicción con una desigualdad más arriba. Por lo tanto tenemos 
el resultado. 

Lema 4.3 Sea (w2, (w, x)) solución del sistema dado por (3.21), (3,22) y la condición 
adicional x(0) = 0. Entonces (w,x) = (0,0). 

Prueba 

Por la relación (3.19), (u, x) satisface (3.2) y (3.3) y consecuentemente las condiciones 
x(0) = u(0) = u'(0) = 0. Ahora directamente de estas ecuaciones y de la proposición 
anterior tenernos que, 

lul' 5 11411 5_ 0./2  Iplo  Ixl 	c Ixl , 

1x11 	
Ix,l  < Irlo fui _ K  fui 

gPinins 	s 

(4.18) 

(4.19) 

Recordando (3.64) y por la condición extra x(0) = O es evidente que el lado derecho de 
la desigualdad (4.19) tiende a cero cuando s —› O, lo que implica en este caso particular, 
que x'(0) = 0. Definiendo las funciones x 2Ky y y = lul lyi y teniendo en mente las 
relaciones (4.18), (4.19), tenemos, 

= lul' + —14 5. 2CK 	131 

2K 	Y ign 

<2s 
"F.  III 2cK(Iyi + lul) 

< 2s +2C Kv 

Sea 11= e-2Ctis I 513 > 0 un factor integrante. Entonces no es difícil ver que, 



(e-20K., 

rs 
	v(s))< O 
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e-20Ko C2KCaV(a) 
v(s) lim V, 

s a•-+0 

Por las condiciones en s = 0, el limite del lado derecho de esta última desigualdad 
tiende a cero, de donde determinamos que v(s) = 0, i.e. (w, x) = (0,0). 

4.1 Completez de las funciones propias u„ 

En la sección anterior, vimos que el problema linearizado (3.68), (3.69), admite una única 
solución linealmente independiente; y que ésta es Cl. Ahora para probar la completez 
(le las funciones propias un  podrían usarse los resultados de la teoría de Sturm-Liouville 
[C-L, cap.7) o bien pasar al contexto de espacios de Sobolev [13r, cap. VIII). A contin-
uación proponemos una prueba más cercana en espíritu al segundo caso. Consideremos 
el siguiente espacio: 

H = {u/ u E 111 [0,1] /u(0) = O) , 	 (4.20) 

con producto escalar definido por, 

I
v 

 I u 
(u,v)i  = o — u{ p 

(4.21) 

4.1.1 	Hl [O, 1] = {u absolutamente continuas con u' E L2[0,1]} 

A)// E C'(0,1) 	u2(s) 5 klui 2H, 

Por el teorema fundamental del cálculo, 

o )2 

so 	 so 	

] 
u(s)2  = (u(so) + 	ull)c11) < 2 [u2(so) 	u'd1 
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2u2(so) + 2 IS 801 13  Ul2(11 

80 

< 2u2(so) + 2  iu11211  • 

Integrando respecto aso  en [0,11, 

u2(s) < 211.i1 + 2 I 1 u2(so)dso  _< k 	. 	 (4.22) 

B) Prueba de 

Sea u E H1[0,11 = 3 {un} E C'10, 1] tal que u„ -1-11-+ u (por densidad). En particular 
{u„} es una sucesión de Cauchy en H1 , por (4.22) tenemos 

lun(s) - u m(s)12  < k 	- u, 1  < e 	si n,m > N(e). 

Lo que indica que {u„(s)} es una sucesión de Cauchy en C°[0,1) espacio de Banach 
bajo la norma del supremo. Por lo tanto u. --+ u en lo. Puesto que u„ —› u en 
1 l ih ; se tiene por un lado, una cota uniforme para (un' IL2  pero además, 

1/2 

11411(9) — Un(S0)1 /80  lu'l  dl 	N/Is — sol (1880 14/2ndl) 

< M ls — sol'/2  . 

Tomando el límite de esta expresión se tiene que: 

lu(s) - u(so)I < M Is - 802 	u E C"12  y us  E 

C) Prueba de 

Sea u absolutamente continua con u' E L2. Entonces 

u(s) - u(so) = 	u'de < ls - sol° Iu'IL 2  J o  
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por lo que u E C°'112  = u E L2. De aquí que u E il l[0,11 como se quería probar. 
Para una prueba distinta ver 113r, pág. 1251. 

Nota 

Si u E /II  (9), 	C R", n > 2 entonces no se verifica necesariamente que u sea con- 
tinua (Ej. u = 2, I2 = {x / Ixl < 	con u(r, O) = Log ILog rl , no es continua en el origen). 

D) Desigualdad de Poincaré 

Sea u E II, entonces por (4.1.1), 

U2(S) = 	Uld1)
2 
 5. sJ' Ua 
	

O 1 1/12d1 
O 	 O  

integrando respecto a .9 en [0, 1] se obtiene 

lui2L2  < 2  1u12£2  . 	 (4.23) 

Para casos más generales se recomienda el libro [Relc]. 

E) Equivalencia entre la norma inducida por el producto escalar del espacio 
H y la norma usual de Hl 

En efecto, usando (4.23) en la primera desigualdad; claramente 

2  U 
C Mi/  < 	11,ad¿ j 	5 	< 1  11  uack 	i u.2 

IPlo °1 	o p 	 s  cl 
Pniivi O 

Por lo tanto 

	

1 lr « 1 IH, • 
	 (4.24) 

F) u E II = u E C"2[0,1) 

u E II 	u E Hl  y u(0) = O. Por (4.1.1)-(B) es claro que 

,1 	1 /2 

lu(s) — 11(80)1 5. Is — sol°  (.1o  u'2  d4) 	< is — so11/2 lui111 ' 
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Finalmente por (4.24), 

lu(s) — u(so)I < k is 	801112 lulo  , 
	 (4.25) 

lo que se quería probar. 

4.2 	Formulación variacional del problema linearizado 

Consideremos el siguiente funcional: 

J : 	---> R 
1  —ua 	(.7215 

u 	J[u] — 1E(u u) = 1  — —u2  (18 . - 2 	- 2 p 	sy 

Una condición necesaria para la existencia de punto crítico está dada por 

(A) 
Dv J[u] = ¡1 —usvi p + 87  uy ds = O 	V y en el espacio de trabajo. 

o

Ahora tomando y E C110, 1] y usando el lema de Meyers-Serrin ( que es una general- 
ización del lema de Dubois Reymond )12  se infiere que, 

—u'' 
— es 
p 

Cl  y 
(—uy . = w2  vu 5  

p 	sry 

i.e. la ecuación de Euler- Lagrange coincide con el problema linearizado (3.68) que 
denotaremos por A[u]. Para y E H y puesto que el punto crítico satisface —u'/p E C1  
podemos integrar por partes; 

o = D,,J[u] = o 1 
	 11 
(A[uDvds — — lo ul(1) = O . 

Esta es una condición que debe satisfacer el punto crítico de manera natural. Se trata 
de una condición natural de Weierstrasá.[Ize 87, pág. 81] 13  

"Para ver los detalles de estos resultados se recomienda [he 87, pág. 45]. 
13Notemos que en la definición del espacio H no podíamos incluir esta condición ya que carecería de 

sentido. Sin embargo vemos que ésta se recupera, como era de esperarse, pues una formulación no es 
-matemáticamente- mejor que otra. 
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Ahora analicemos un poco más de cerca la estructura de los funcionales que intervienen 
en este nuevo enfoque. 

E : II xII —►  R 
(u,v) 	E(u, v) 

Claramente por su definición (4.26), E es una forma bilineal simétrica. Recordando 
la definición (4.21) del producto interno del espacio II, podernos escribir, 

E(u, y) = —(u, u)1  w2 E0(u, y) , 	 (4.26) 

donde; 

Ep : 11 x II ---> R 
ij 

(U, V) 1-1 
o 

—1d1) ds 
sy 

Ahora , usando en el último paso de la siguiente relación el resultado (4.25), es in-
mediato que 

1E0040)1 < 	
 fi u 	

d < klul lul • 
gpmin fo Vi 

y

va 

.8 	
(4,27) 

Fijando cualquiera de las funciones u o y, E0  resulta un funcional lineal acotado de 
II ---> R. Por el teorema de representación de Riesz, existe un único elemento K[u] E II 
tal que 

Eo(u,v) (1041, v)i 	con IK < , 	 (4.28) 

i.e. K : // 	11 es un operador continuo. Puesto que Eo(u, y) es una forma bilineal 
simétrica, nos convencemos fácilmente de que, 

(K[u], y) i  = (u, K[v])i  i.e. K es autoadjunto. 	(4.29) 

Además dado que (K[u], u) i  = fol(Pu2)/(sry)ds > O se tiene que el operador K es 
también positivo. Ahora escribiendo explícitamente, 
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Eo(u, y) = (K 	y )1  St,  

y tomando y E Ca [0,1] deducimos que, 

(K[u
Jo 	

])'v' 
 

buz) 
ds 	O , 

S'y 

(K [u])'E 
 Cr y 	

P 

((K[u]ry  
= —u 	(K[u])1(1) = O . 

Así vemos que un valor crítico de J debe satisfacer la condición O = D„J[u] = E(u, = 
(—u + w2K[u], v)i  V y E H. Por ser denso este último espacio en IP, de esta relación 
se infiere que K[u] = Au p.p.". Pero el análisis anterior reveló que el valor crítico debe 
satisfacer cierta regularidad ( ser miembro de Cl ) por lo que de hecho: 

	

K[u] = Au , con A 11 12w 
	 (4.30) 

Es decir, los puntos críticos de J coinciden con las funciones propias del operador 
K : II --> H y los valores propios correspondientes A„ = w,72, son iguales a los inversos 

	

de los valores críticos del operador L(w2) : C° x C° 	x C°, como se vió en 
(3.68), (3.69), donde la función propia de L(w2) es (w, x) con w = uhji y x = —u'/pw2. 
Lo mismo pasa con la versión simétrica L con función propia (w, y) donde y = 

A continuación, probaremos que K es un operador compacto. 

K operador compacto de H en H 

Sea entonces una sucesión {un} E H acotada lun i i  < M. Escribiendo co„ = K[un] se 
cumple que, 

(u:1) = — 	un  para s > O y 	w",(1) = O 
P 

con 

87  

E C2'1 /2  para s > O ya que 	un  E H un  E C°3/2  

Además " 

"Presque partout, es decir en casi todo punto. 
15Ver (4.25). 
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wn(s)  wn(so)  

P(8) 	P(So) 

 

3 
ho 	ey  un  de k lunl i  

gPmin 

f3 (11 

Lo 71 
1 < C 	— sol1/2  . 

      

Por otra parte, 

   

 

Is
3 I') 	 9 1) 

--un de — --u„de 
o 	o 17 

 

f80 ii 
--17  Un  dl 

80-41 
<

„ 
Cfrio 	U . 

     

Así, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos que, 

3 15. 	so—o is 
--> --u„ , 

iso u„ 
	

o 17 

y por lo tanto para s fijo, u/ni (s0)/p(so) tiene un límite, lo cual nos indica que, 

21  E C°3/2[0, 1] y 

 

< Te 114„11  < /CM . 
0,1/2 

  

De manera que K es un operador continuo de 1/ 	c1,1/2 cc  H .  

Finalmente probaremos un resultado de tipo Sturm, para el operador linealizado. 

4.3 Espectro del problema 

Teorema 4.4 (Sturm) Los valores propios w2  = 	Á2, ... de (2.13), (3.31), son 
simples y pueden ordenarse de la siguiente forma O < 	< a2  < 	con Ak 	oo. Las 
funciones uk  y xk  constituyen el vector propio correspondiente al valor propio .\k , tienen 
exactamente k-ceros en [0,1]. Los ceros de uk son distintos de los correspondientes a xk. 
Además las funciones uk  son una base ortogonal de H con la norma definida en (4.21). 

Prueba 

Por la equivalencia. con el problema integral, las funciones propias de K son simples, es 
decir ker(K — M) tiene dimensión 1. Dado que K es compacto, autoadjunto y positivo, 
su espectro es discreto, positivo con un solo punto de acumulación en O (por lo tanto 
w„ 	oo) y las funciones propias un  son una base ortogonal, en la norma 1 lo, de II. Sea 
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w + '‘.103 pxd1 

A ( wx ) E (I—L(w2))(:) = 	
1 

x wh(0,1) d¿ 
3 

Acabamos de probar que si u0  es la única función en II tal que K[tio] = Atto, con 
A = w-2, i.e.  (uloiP)' = —w2u0/87, con uo(0) = O, u10(1) = O, entonces A(w, x) = O si y 
solo si w = wo  = uohrs, x = xo  = —u'o/pw2. Por lo tanto ker A tiene dimensión 1 y A es 
un operador de Fredholni. Ahora bien, si (w, x) es un elemento de ker A2, entonces, por 
lo anterior, A(w, x) = c(wo, x0). Definiendo u(s) = Ifs'w(s), entonces 

3 
u(s) = CUO(S) CO2

o 
 px 

x(s) = cx0(s) — 	u(1) 	  d/ 
¿^/ 

De la primera ecuación, se tiene que w(0) = O, u(0) = O, u'(s) = cu0(s) — w2 p(s)x(s), 
es decir que u está en C1[0,1] y en H. Usando la expresión para x(s) y de la definición 
de xo, se obtiene 

1 	P(Z1,1)  te 	1 i
l
t‘ = 2c 	(1/2 
	

tiki P 	P 

Como u(e) es C1  y u(0) = O, la parte derecha es Cl y se tiene 

Cu,), 
= 2c 

(u0)1 	P(
&7 

s) 
u(s) (A?  

sry 

MultipliCando esta expresión por u0  e integrando por partes, obtenemos 

( uttp4  + w2 v(11' 
'1)uuo) de = —2cio 

u2 	
. 

Se usó aquí el hecho que uo(0) = ual) = O y us(1) = cual) — w2p(1)x(1) = 2cua1). 
Esta expresión es E(uo, u) = —2c 	Pero E(uo, y) = O para todo y en H, en particular 
para u. Por lo tanto c = O lo que nos dice que ker A2  = ker A. En otras palabras, (w,x) 
es función propia simple de A. Lo mismo vale para la forma simétrica con L. 
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A 

figura 4.4: Representación de las funciones (14,£) , 	correspondientes a los valores 
del parámetro C.12  = W1 y (D2  = “4. Nótese que estas funciones admiten exactamente 
cuatro y tres ceros en el intervalo [0,11. 

• :2. 	.1.. 



Capítulo 5 

Bifurcación 

5.1 Bifurcación local 

Sea É dada por (3.32), (3.33), es decir, 

ÉRw,Y)1 = -w(L[(to,Y))+1(to,Y)1) • 
	 (5.1) 

Tenemos que estudiar los puntos fijos del mapeo }` (ya que estos coinciden con los 
puntos fijos del mapeo F, que es lo que queremos determinar) es decir, 

(1  + wils) • (w, Y) + wE(w, y)1 = 0 , con w > 0 , 	 (5.2) 

donde L es un operador compacto de C° x C° en C° x C° (dejamos al lector que se 
convenza inspirado por los resultados de la sección (3.8)) y con valores propios simples por 
lo que si kerA ker(I wi) es no trivial, entonces tiene dimensión = 1 y ker 	= kerA, 

Si kerA = (0), entonces tendríamos que A (que depende de w) es invertible por lo que 
(5.2) sería equivalente a: 

(tv,Y)= -wA-16[(w,01 con th(w, 	= ofiwio + (5.3) 

la cual tiene como única solución al par (w, y) = (O, O). En otras palabras si w no es un 
valor crítico de A, entonces (0,0) es una solución aislada. Notemos además que la única 
solución correspondiente al caso w = O es (w, y) = (0,0). Así, una condición necesaria 
para la existencia de soluciones no triviales, pequeñas en norma, es que w N  A2, donde 
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Al representa un valor crítico del operador A (es decir, Al tal que A no sea invertible o 
equivalentemente tal que kerA # {0}). 

En este caso podríamos escribir la ecuación (5.2) de la siguiente forma que resulta 
conveniente para su estudio 

Ah, Y)] + AIRw, 	+ (go + Miii(w, = O 
	

(5.4) 

A = I+ )41),L 	 (5.5) 

= w — 	 (5.6) 

Ahora, sea Xo  = (Wo, yo) E C°  x C°  77.7. X un generador de kerA, i.e. kerA =< X0  >. 
Dado que en este caso kerA1  = kerA, (A operador de Fredholm) el [Ize76, lema 3.1 pág. 
131 nos da una descomposición del espacio de Banach X de la forma, 

X = kerA e R(A) 	 (5.7) 

Esto implica que 

VXE X = X= cX0  ED X1  , con c E R , X1  E R(A) . 	(5.8) 

Además, podemos definir una proyección (kerA subespacio cerrado de X) 1  de X en 
kerA 

P : X 	kerA 
X PX= cXo .  

Por lo tanto (I — P)X = X1, i.e. cI — P) = Q es una proyección de X en el rango 
R(A). Por otra parte, LA E 	+ )2L) = (I + 	= AL, es decir A y L conmutan. 
Lo mismo ocurre para L y P; por lo que 2  

L : kerA --o kerA 
R(A) 	R(A) . 

1 Dado un subespacio cerrado M de un espacio de Banach B ,existe una proyección de B en M. 
2 Esta es la ventaja de haber reformulado el problema con É en lugar de F. 
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Descomponiendo la ecuación (5.4) mediante sus proyecciones respectivas en kerA y 
en R(A), resulta que 

	

P [(A + AL) X + (A2 + 	(I — P) [(A + AL) X + (A2 + A)g} =o, 

se satisface si sólo si, cada una de las componentes es identicainente 0, es decir 

AX + A(I P)LX + (A2 + A)(I — P)g = 0 	 (5.9) 

APLX + (Al + A)Plt = O . 	 (5.10) 

Puesto que AX0  = O <4. LX0  = —X0/A2, entonces si en (5.9), (5.10), sustituimos 
el valor de X en términos de sus proyecciones (5.8), obtenemos después de simplificar 
(recordar que A2 valor crítico de A es necesariamente positivo) 

(A + AL)Xi  + 	+ 	P)ÉteXo  X1J = 0 	 (5.11) 

AcX0  — A2(A2 + A)Pjt(c,X0  + XI) = 	 (5.12) 

Como R(A) es cerrado y que A IR(A)  es uno a uno y sobre, existe un inverso de 
A restringido a R(A). Para lAi « 1, (A + AI) IR(A)  sigue siendo invertible. (Pues 
podemos considerar a AI como una pequeña perturbación del operador A que como 
vimos es invertible en R(A). También podríamos justificar este resultado observando 
(5.5). En efecto, la invertibilidad de A restringido a R(A) nos diría que —(A2)-1  es-
taría en el conjunto resolvente p(L) del operador compacto L. La teoría de operadores 
compactos nos dice que este último es abierto. Tomando IAI < 1 tendríamos que 
(—(A2)-1  — 1A1 /A2, —(A2)-1  + 1A1 /A2) C p(L), i.e. A + AI invertible.) 

Entonces si jAl < 1, tenemos que (5.11) es equivalente a 

XI  = M(A,e, XI ) 	 (5.13) 

M( 	c, Xi ) 	—(A + AL)-1(A2 + A)(I — 	. 	 (5.14) 

Ahora, así como se probó en la sección (3.6) que F era C1  en (0,0), no es difícil 
convencerse de que lo mismo ocurre para É. De aquí que g sea a su vez C' en (0,0). 
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Directamente del cálculo DIO] = O; por lo que el teorema de la función implícita para 
espacios de Banach nos permite despejar de forma única en (5.13) a X1  como función de 
A y c. Además Xi(A, c) satisface X1(,\, O) = O y X1  es tan diferenciable con respecto a c 
cómo M, i.e. como É (la diferenciabilidad respecto a A es obvia). 

Teorema 5.1 (Hilderbrandt-Graves) Sean X, y, Z, espacios de Banach y sea E una 
vecindad de (O, O) en X x y. Sea E (x, y) 1--> g[(x, y)] E Z continua, tal que g[(0, O)] = 
O, con derivada de Fréchet Dg[.]x continua en E, y Dg[(0, 0)]x con inverso acotado. 
Entonces, existe una vecindad g de O en y donde g[(x, y)] = O admite una única solución 
para x dada por un operador continuo h : g 	X con 11[0] = O y tal que g[(h[y], y)] = 
O 	V y EG. Si además g es k veces continuamente diferenciable en E, k > 1, entonces 
h también lo será. 

Otra manera de convencerse, es mostrando que el mapeo M definido por (5.14) es, 
para A y c fijos y suficientemente pequeños, una contracción en una vecindad del punto 
XI  NO. 

A continuación, veremos que si IAI < p, I cI < R, 1X11 < R, entonces IM1 < R, i.e. 
M : B(0; R) --> Bin1(0; R), donde B(O;R) denota la bola o vecindad alrededor del 
origen. En efecto, por (3.34), 

la[eXo + Xi]i = IZI (cwo + wO[h(cwo + 	— h(0)] <11 

Claramente (5.15) tiene la forma de II (3.29) por lo que identificando adecuadamente 
los términos en juego, tenemos usando el lema (5.2) en la penúltima desigualdad, 

11 5 Cfr.% + w1102  + C  Mcwo + wi)loicwo + wil03  

< Kicwo  wi l03/2  

< KicXo + XiiO3/2  

k(Ic13/2  +140  2). 

Lema 5.2 V a, b > 0, a > 0, 3 e tal que (a + b)° < c(a° + 	. 

(5.16) 

Prueba 

(5.15) 
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Si b = O entonces basta tomar c > 1, 

Si b # O entonces definiendo x E -.2 a/b, tenemos que probar que g(x) < O, para alguna c 
donde 

g(x) = (1+ x)" — c(1 + x") . 

Observarnos que g(0) = 1 — c < O por lo que c > 1. Además para x > 1, g(x) 
x"(1 — c), es negativo para c > 1. Analizando con más cuidado la expresión de g; 

g'(x) = a[(1 x)"-1  — csa-11. 

De aquí que g'(xo) = O <=> so  = (d — 1)-1  donde d = czri--r. Distinguimos así dos 
casos: 

Si a < 1 entonces puesto que c > 1, tenemos que d < 1, es decir, en este caso g' no 
tiene ceros positivos por lo que mantiene un mismo signo para toda x > O. Puesto que 
g'(0) = a(1— c) < O, g es decreciente en R+, lo que implica que g(x) < g(0) = 1 — e < O. 

Si a > 1 entonces d > 1, así g' admite un cero positivo en el punto xo. Además es 
inmediato ver que g'(x) < 0 <4,  x > xo  y g'(x) > 0 <4,  x < so, Por lo tanto g 
tiene un valor máximo en xo. Basta entonces escoger c de forma tal que g(x0) < O. 

<1'1  
g(x0) = (d 1).-1 [1  (d — 1)a-1j 

Ahora, g(so) 5 O b (d — 1)a-1  — 1 > O q d > 2. En consecuencia, la 
desigualdad es válida si e > 

Finalmente, recordando la forma explícita de la expresión que define al mapeo M 
(5.14) y puesto que 	< p 	1, es claro que M permanece acotado digamos por O, i.e. 
1M! 5 a Tomando por ejemplo R = R y R < (9021.0)-1  (5.16) implica que 

I M(a, c, X1)1 5. I1Ñ(Ic13/2  + 02) < 

Por otra parte, no es difícil (ya lo hemos repetido en varias ocasiones) ver que 

l8[cX0 + X1] — jt[cXo  + X2)1 5 	R 
	

(5.17) 
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S E- f i  lavo + w311h(cwo + w1) — h(cwo  w2)I 45.18) 

H 	Li 	— tv21Ih(cwo+wt) —  h(0)I 	. 	(5.19) 

Ahora si a l  = cwo  + wi, i = 1,2, tenemos además que 

< + 	 (5.20) 

T 
Ja1 Va22(1+172 

1 21  
E   Iv"(a i) — P(a2 )I dC (5.21) 

V  

1 

 

11)(a1)110211022  — 0121 de (5.22) 
s/012  + /12 	 va22 4.1/2(N/012  +1/2  + N/022  +1'72 ) 

Siguiendo razonamiento de (3.16) y usando la primera estimación de (3.11) tenemos 
que 

dt 11  < 	— 0210  la2ioli)N10 J, 1(1) 

< k1  Iwi — w2)0 lavo + W2I0 • 
	 (5.23) 

Para estimar (5.22), basándose en las expresiones (3.15), (3.17) es claro que 

17  5- f i  la2111a2 ail 	ii(a1)1 	ViV2 
N/ai2  + 4.77(a22 	+1/2)1 	dy  

Vi 
= ((0221a4.21  11/2) i) 

V2 	
lall 1021  

vai2 + /1,2 + s/a22 /77) 

Ahora, los términos entre paréntesis son evidentemente menores que 1, mientras que 
el tercer término está acotado por Iii(cii )10  /131473/2, así 
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V 5. 4 ¡a l  — a2101a2lo 	 l 	s1)  
7min 2  

	

k2 iwi — w210  lavo + w210 2 
	

(5.24) 

A partir de (5.23), (5.24) se infiere de (5.20) que 

S < Iwi — w2I0  Icwo + w2101(ki Icwo + 11120 + k2) 

< Kt  lw, W210 	+ Rt) . 	 (5.25) 

Del mismo modo, o bien usando (3.29) encontramos que 11 (5.19) está acotado por 

Ñ < itot — w2 I0  lcwo + 	+ k, lavo + wilo3 ,  

	

IW1 — W210 (10 + Ri) . 
	 (5.26) 

Finalmente usando (5.17), (5.25), (5.26) y recordando (5.14) tenemos que 

	

IM(A, c, XI ) — M(A, c, X2)io 	+ Ri) Iw, — w21 0  

	

< k IX, X2 I0  , 	 (5.27) 

con k < 1 para c y R suficientemente pequeños, lo que muestra que M es una con-
tracción. Existe pues una única Xl(A,c) que satisface (5.13), Xi(A, 0) = O. 3  

Además por (5.27) es inmediato ver que 

1X,(\ )1 5 1M(A, c, XI ) — M(A, c, 0)10  1M(A, c, 0)10  

3Si en (5.14) tomamos X1  = O, la única forma de que M se anule es tomando c = 0. Así, si c = 0, 
(5.13) se satisface si y sólo si XI(A,0) = O. 
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5 klX110  + IAINeMlo 

5 1 	1 
k 

1111(A' c'°)I° 

	 (5.28) 

Para estimar el lado derecho de (5.28), basta estimar lIcX0110. Siguiendo el razon-
amiento implícito en (5.17) - (5.25), tenemos que 

1 	11)(mo) — 	dC ve,wo, + 1,2  	+ 	v-1,7,/,2,002 
	 11)(0)1  

1,y2( vb + ve2..2 + e7'2) 
 

Usando (5.21), (5.23) para estimar el primer término del lado derecho de esta última 
desigualdad; observando que el denominador del segundo término es mayor que k13/2  y 
puesto que So l < kie1 /2  (se puede probar, como lo hicimos para L en la sección (3.8), 
que L es Lipschitz continuo como mapéo de C°  x 	en C°.112  x C°,1/2) claramente 

IÉ[cX011 	K(c21w0102  + c3 11)(0)10 1: (11) 

< 

1M(A, c, 0)10  < Ac3 	 (5.29) 

Así juntando los resultados (5.28), (5.29) obtenemos una estimación para 1X11 0  en 
función de c. 

IX1(A9C)10 < - 1 

A  
k 

2 
 

Por otra parte, por la desigualdad del triángulo 

I8[cx0 + x11— itEcixo + x211 5_ lSfcXo + X11— É[cx0 + x211+ iCao X21 —  [clo X211 
(5.31) 

El primer término del lado derecho de (5.31) está acotado por k1X1  — X21 0  Al (Ver 
expresiones (5.17) - (5.27).) Para el segundo término, llamando az = dwo w2, es claro 
que 

(5.30) 
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+ x2] — fl[dx0  + x211 < + fL 	 (5.32) 

1a 211h(a2) — h(a2')1 dC 	(5.33) 

H 	1.1  Iwol 1c — 	1h(a2') 	h(0)1 	(5.34) 

Como antes descomponemos todavía (5.33) mediante 

< `11 	1/ 	 (5.35) 

7-1:  131  Va2124+21 	INa2I) P(a2)1 de 	 (5.36) 

1wol    	1a 21 	1a2'1  
V E 	1a211P(a291 ic ci l 	 114 3 7 ) 

3 	 va22 	+11,2,Va2,2 +12 va27 e 	 .Va2/2 +1,72 

Ahora (5.36) no es más que (5.21) tomando a2' en lugar de a1, por lo que tendremos 
una cota análoga a (5.23). De igual manera la misma correspondencia relaciona a (5.34) 
con (5.19), por lo cual tendremos, haciendo los cambios pertinentes, para (5.34) la cota 
(5.26). Claramente el término entre paréntesis de (5.37) es menor que 1, mientras que el 
término Iwol (a22+172 )-1/2(a212 +172)-1/2  < kt-1/27-1  Recordar que Itvol < ke/2), lo que 
indica que es integrable; obteniendo así una cota para V de la forma k le — jcwo  + w21 0. 
Todos estos resultados por (5.35) y (5.32) implican que 

lilao +X2] — it[ao +X2110  S K Ic — cil(Icwo  + W210 ICIWO tV210) 

K le — di (lel +10 +1w210) • 
	(5.38) 

Es decir, É es Lipschitz continua ( (5.31), (5.27), (5.38)). 

Directamente del análisis anterior, y recordando (5.30) 

c) — X1(A, c')10 	kiXi(A,c) — Xi(A,d)10  + *Á:1c — 	+ 	+ 1  
A 

 kci) 

k Ic — cl(Ic' +14) , 	 (5.39) 

	

ISMr:IT1 	FUE 
11 0111110TECA 
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probando así que X1 (A, c) es Lipschitz continuo en c. El mismo tipo de argumento, 
examinando la integrabilidad de cada expresión, da que de hecho X1  es Cl como función 
del parámetro c. 

Por otra parte, de la definición de É (334) es inmediato ver que É[—cX0  X1] = 
—É[cX0 I-Xi] lo que conlleva por (5.13), (5.14), y la unicidad del teorema de contracción, 
al resultado X1(A, —c) = —X1(A, c) i.e. X1  es una función impar de c. Sustituyendo el 
valor de X t  = X1(A, c) en (5.12) obtenemos la ecuación de bifurcación, 

AcX0  Al(A2 A)Pk[cX0  X1(A, c)] = 0 . 	 (5.40) 

Ahora Pg[cXo  X1 (A, c)] = d(A, c)X0  i.e. la proyección en kerA de cX0  XI  (A, c) es 
una función de A y e. Usando la linealidad de P y una relación análoga a (5.38), (5.39), 
vemos que 

Rd(A, c) — d(A, ci))X01 = IP(WcX0  + XI  (A, c)] É[clo  Xi  (A, c')])1 

l[cX0  Xi(A, c)] ÉVX0 X1(A,  cgli 

< 
fi
-1X1(A,c) — Xt(A, 	k ic c' I fiel + 10) 

k je — fiel + 	, 

por lo que d(A, c) es Lipschitz continua en c y [d(A, c)i < Kc2. Además, por su definición 
d(A, c) es también una función impar en e. Dividiendo (5.40) por c y factorizando X0  
obtenemos 

A — A:(Al A)d(A, = , 	 (5.41) 

donde d(A, c) T d(A, c)/c. Sin pérdida de generalidad, si tel > ic'1, escribiendo 

d(A,")— d(A,e')= 
d(A, c) d(A, ci) 	d(A,

)
(c e'),  cc' 

y tornando valor absoluto en esta última expresión, es inmediato ver que id.(A, c) — d(A, 

ole — c'l, por lo que a es Lipschitz continua en c y satisface Pi < kc. Además, directa- 

mente de la definición, tenemos que ci es C1  en A. Así, vemos que podernos aplicar 
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el teorema de contracción en la ecuación de bifurcación (5.41), 4obtenienclo una única 
solución A = A(e) que satisface A(0) = O, A Cr tan diferenciable como d. Puesto que (.1 
es par en c, la unicidad de la solución implica que A(—c) = A(e), i.e. A resulta una función 
par en c. Geométricamente, tenemos que en el espacio (w, c) existe, en cada vecindad de 
un valor crítico n  de A, una curva que bifurca verticalmente, ver figura (5.1.). 

figura 5.1: Bifurcación vertical. Aún no sabemos cual es la concavidad de la rama. 

Nota 

Otra manera de probar estos resultados es utilizando los métodos de [C-R 71] o Kra-
noselskii basados en la teoría de grado topológico [Ize76], [Ize93). 

Ahora, como vimos en (3.64) la solución cX0  + X1  (c, A(c)) es tal que su componente 
w satisface Iwio  < IcN/i por lo tanto: 

Teorema 5.3 A partir de A2 valor crítico de A hay una única rama S(Al(c)) que bifurca 
verticalmente de la forma w(c) 	A(c), X(c) = cXo  Xi (A(c),c) con A y X1 
funciones Cl que satisfacen A(—c) = A(c), A'(0) = O, X,(—c) = —Xl(c), IX, (c)10 5
Ííc2

_ 
. 

Probando más diferenciabilidad, tendríamos que 6  

A(c) = ac2  + 0(c4) 	 (5.42) 

Xl(A(c), c) = c3X1  + 0(c5 ) . 	 (5.43) 

4Estrictamente el teorema de la función implícita requiere que las funciones sean Cl en una vecindad, 
lo cual no se probó. 

5 En general, para problemas de bifurcación a partir de valores críticos simples, la componente c es un 
parámetro natural en una vecindad de la rama. 

'En el trabajo de Antman [Ant2J no están justificadas las expresiones (5.42), (5.43). 

e 4  

O 
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Hasta ahora, no hemos determinado la concavidad de la rama bifurcada, ni tampoco 
liemos establecido algunas de sus propiedades globales: 

no sabemos si la rama se detiene en algún punto, continua indefinidamente, si se 
intersecta con otra rama o bien, si regresa al eje de las soluciones triviales. (Ver figura 
(5.2)). 

c 

  

c 

 

  

	u 

 

(;) o 

 

o n 

e 

o 

e 

figura 5.2: Ilustración de situaciones que uno podría imaginar. Más adelante veremos 
cuáles son realizables. 

Varios de estos cuestionamientos encuentran respuestas en el teorema de bifurcación 
global (alternativa de Rabinowitz) (R-71a]. 

Teorema 5.4 (Alternativa de Rabinowitz [R-71a1) Cada rama que bifurca a partir 
de (gc , O) E Sk(A2), donde Ak es un valor propio de la linearización del problema nolineal, 
es una componente conexa (máximo conjunto conexo) cerradura del conjunto S de pares de 
soluciones (w,X) E R x X no triviales. Además Sk (A2) satisface alguna de las siguientes 
alternativas: 

(i) Sk(n) es no acotada en el espacio R x X. 

(ii) Sk(.\) regresa al eje de soluciones triviales en (,\?,0), donde A° es otro valor propio 
del problema linearizado. 

En el siguiente capítulo (6.1) veremos que Sk(X) fl si(n) = 0 para k j por lo que 
el teorema anterior (5.4), nos dice que Sk(.) es no acotada. 
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Nota? 

La forma esencial del teorema fue probada por Rabinowitz (R-71a]. Representa una 
generalización tanto de la teoría local de Kranoselski (1956) como de los resultados globales 
de Crandall-Rabinowitz [C-R. 71] para problemas nolineales de Sturm-Liouville. Muchas 
aplicaciones de estos resultodos, así como distintas exposiciones se pueden encontrar en 
los trabajos de Rabinowitz [11.-71b]-(11-73aHR-75], Niremberg [N741 e Ize [Ize76, V.4, 
V.81-[Ize93]. 

Muchos problemas singulares, no pueden estudiarse directamente usando los teoremas 
estándar de bifurcación (5.4)( No se cumple alguna de las hipótesis). Una manera, como 
acabamos de ver, es pensar en un cambio de variables astuto que nos permita deshacernos 
de la singularidad. Otro camino sería considerar un conjunto de problemas "cercanos" al 
problema singular, para los cuales se satisfagan las hipótesis de los teoremas de bifurcación 
global. Ahora, convergen las ramas individuales de los problemas penalizados a conjuntos 
conexos; y de ser así, corresponden estos últimos a las ramas no triviales del problema 
original (singular)? Despejaremos la. conjetura en la siguiente sección,8  

5.2 	Bifurcación local (caso > O) 

En esta sección estudiaremos el problema no singular que resulta al considerar un peso 
> O suspendido en el extremo libre de la cuerda. Nuestro análisis se concentrará 

fuertemente en determinar hasta que punto podernos atacar el problema singular 	= O), 
mediante el estudio riguroso de la dependencia, que heredan las soluciones del problema 
penalizado, con respecto al parámetro p. Procuraremos no entrar nuevamente en los 
detalles de las derivaciones de varios resultados que dependan de relaciones similares a 
las ,ya. estudiadas. 

Por las ecuaciones (2.27), (2.28) es claro que buscamos determinar las soluciones del 
problema 

X(8) = wF[X](s) E ( flEY1(8) 

/2[1i](8) 

.11[11](8) 	
Jo 
f i  p(4)J(1)"(°) 

"Estas referencias fueron copiadas del texto de Antman [Antlpág. 1571. 
8Antrnan basa estos métodos en el teorema [Antl, 4.21 pag 157] 

(5.44) 

(5.45) 
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acabamos de ver, es pensar en un cambio de variables astuto que nos permita deshacernos 
(le la singularidad. Otro camino sería considerar un conjunto (le problemas "cercanos" al 
problema singular, para los cuales se satisfagan las hipótesis de los teoremas (le bifurcación 
global. Ahora, convergen las ramas individuales de los problemas penalizados a conjuntos 
conexos; y de ser así, corresponden estos últimos a las ramas no triviales del problema 
original (singular)? Despejaremos la conjetura en la siguiente sección,' 

5.2 Bifurcación local (caso µ > O) 

En esta sección estudiaremos el problema no singular que resulta al considerar un peso 
p > O suspendido en el extremo libre de la cuerda. Nuestro análisis se concentrará 
fuertemente en determinar hasta que punto podemos atacar el problema singular (p = O), 
mediante el estudio riguroso (le la dependencia, que heredan las soluciones del problema 
penalizado, con respecto al parámetro p. Procuraremos no entrar nuevamente en los 
detalles (le las derivaciones (le varios resultados que dependan de relaciones similares a 
las ya estudiadas. 

Por las ecuaciones (2.27), (2.28) es claro que buscarnos determinar las soluciones del 
problema 

hEY1(8)) 
X(8) = cá[X1(8) 

fa [ui(s) 

íill(8) = — Jo 
 s  p(1)y(1) 	+ "(°) 

'Estas referencias fueron copiadas del texto de Antman (Antl][pág. 157]. 
sAntrnan basa estos métodos en el teorema [And., 4.21 pag 157] 

(5.44) 

(5.45) 
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h[u](8) 	___ 1.1  P(N(1),e)u(1)  (5.46) 
J3 	N(1) 

	

N(e) 	\//12(1') 	11)2 	 (5.'17) 

donde X(s) E (u(s),y(s)). Siguiendo la pauta de secciones anteriores, es fácil ver 
que F : Cu x C0  —› CI x C1 . Claramente, jdy1(s) es lineal en y, además de verificar 

VIIo , Ifi l
o 
 < e lylo, (ver (5.45)). Es decir, ,11  es un operador lineal y continuo de 

(.-"() en CI, por lo que y, : co ___› C°  es un operador compacto. Para la segunda 
componente, basándose en los resultados contenidos en (3.7) - (3.18) y recordando que 

en este caso N > 11 > 0, no es difícil convencerse (le que 1/21 o 
 , 1/211 o < c2 inlo  /µ y que 

1 /2[u] — h[v]l
1 
 < K(l + 1/1t) lu — vio. Esto nos muestra que F es un mapeo Lipschitz 

continuo de CO x CO  en Ci x C1 . De hecho tenemos que F es continuamente diferenciable 
de ('0  x (..'" en C° x C9  con (ver resultados (3.27) - (3.29)). 

) (5.48) 

py 	4.  PY(0) 

%1 	 P(N 	(U0)) ¿MI + 14 )2  + PN(N(110),1)1/1 
N(110)2 	

N(11°) 
N( „o) = 	(17 4.")2 

Directamente de (5.48), estimando cada término de cada componente, se determina 
una cota para la norma del operador DÉ[110], dada por 9  

1/4[X0]1 5  K(1 + + ) para IX01 M M . 	 (5.49) 

Mientras que para el caso particular X0  = O, es inmediato ver que 

IDÉ[011 5. K(1 + 	. 	 (5.50) 

Emulando a (3.30) podemos descomponer (5.44) como (É[0] = O) 

"Para 110 recargar la notación usaremos también 1 para la norma de operadores. 
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X = coDlIOIX + wit[X] 

jaj

g de  + ig( 0 ) 

DilOPC :-=. — fi ub(lry +141)  (11 
J. 	(17 + P) 

o 

A estas alturas, es claro que un primer paso para determinar la existencia de soluciones 
a la ecuación (5.51), consiste en estudiar con cuidado su linearización: 

X — coDÉ[O]X = 0 . 	 (5.54) 

Como antes, una condición necesaria para la existencia de soluciones no triviales de 
(5.54) es que w-1  pertenezca al espectro del operador compacto DÉ[0]. Siguiendo nuestros 
pasos (5.54) resulta equivalente a la siguiente ecuación (no singular) de Sturm-Liouville. 

ly 	t4  )2 15(8  877((88))++/414, S)  u  o  (  

u/(1) = O ; u(0)-1- 1-4V(0) = O . 

Por los resultados estándar de la teoría de Sturm-Liouville [C-L] o bien, basándose en 
el análisis de la sección (4) (en este caso es más sencillo, pues no tenemos singularidades), 
tenemos que las funciones propias son simples, constituyen una base de L2  y se pueden 
ordenar los valores propios de forma tal que uk  asociada a A2(µ) se anule exactamente k 
veces en el intervalo [0,1], (ver (4.4)) 

Usando el teorema de bifurcación 1° encontramos que a partir de cada valor propio 
A2(µ), existe una rama de soluciones no triviales que bifurcan verticalmente de la forma 
(ver (5.42), (5.43) y (5.6)) 

1°Invitamos al lector escrupuloso a que se aburra con loa detalles que justifiquen que (5.51) cumple 
con las hipótesis que exige el enunciado del teorema. En realidad este trabajo está esencialmente cubierto 
en las entrañas de las secciones (3.7), (3.8) y (3.9). 

i g[X] E' -- 	f1 rú(N(¿) 1) 	Ne'Y -I-  Pl¿)]  //. 
J 
, u  [ MI; 	17 + IL i ( 

(5.51) 

(5.52) 

(5.53) 

(5.55) 

(5.56) 
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w(c, 11) = A2(12) + A(ji, c) 

u(c, p) = cuk(p) ui(c, p) , 

con )5(11, —c) = 	c); A(0, 1i) = Y(0, 	= O; ui (—c, p) = —u1 (c, p) Y A 
tan diferenciables como P. En particular si P es C°° (o mejor analítica), entonces 

A(p, e) = ao(p)c2  0(c4 ) 

ui(c, p) = c3u1(p) 0(c5) 

Sin embargo, las estimaciones para ao.(µ) y ui(µ), derivadas de las anteriores, contienen 
términos de la forma k/µ por lo que este método no nos permite establecer la comparación 
deseada entre los casosµ >O yp=0 (no hay convergencia). 

Reformularernos el problema para p > O en una forma que permita el análisis del caso 
límite p = 0. 11  

Definamos entonces, 

v(s) u(s) w"(0)  . 	 (5.61) 

Así, un punto fijo del problema (5.44) corresponde a un punto fijo de 

(5.57) 

(5.58) 

y 	u 1  

(5.59) 

(5.60) 

v( s) 

y(s )  

Ñ(C) 

"Como era de esperarse, hay que pagar el precio de alguna u otra manera. 

los  py dC 

_to  fi P(Ñ,(1),  [ v(1) wi4.1"1 
S 	N (e) 	 g 

E a \I — W 011) 2  + (/.7  

9  

(5.62) 

(5.63) 

(5.64) 



(5.69) 

1 
py dC 

1(11:74.  iii:Z) bre-tv w isy(0)1 
a 
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Corno v(0) = O, no generamos mayores dificultades si consideramos el siguiente cambio 
de variable /w(s) = v(s), obteniendo una formulación equivalente a (5.62), (5.63) y 
(5.64). 12  

w(s) = — (¿----; s  jo  py de 	 (5.65) 

y(s) = —w  ja i 15(T(1)) 1)  ir 	(  
v lw 0.) p( 0) 

  I ti¿ 	(5.66) 
y 

N(1) a \l(f¿to  _ wislg0)) 2  + (1,7 4. // )2 , 	 (5.67) 

que escribiendo como (en este caso X = (w, y) obviamente) 

X = wP[xj = w (L(11)X  ÉP1 Ei,XI) 

	
(5.68) 

donde claramente, 

(w) y)) = 	
jai( \rito wiLtn) P(11(1),  e) «e/ + /411)1  d, 

g I N(1) 

Descomponiendo todavía a L(µ) en términos de la linearización del problema singular 
(3.33), es claro que L(0) -L por lo que 

L(µ) = -L + R(µ) 
	

(5.71) 

°Notemos que en el fondo estamos calcando el razonamiento perpetrado para el caso singular, por lo 
cual es lógico pensar que en esta nueva formulación podamos establecer la convergencia cuando µ —+ 0. 

5.70) 



IR(I,(w,Y))i 	+114111 

< 	̀L--L° o 
	

(5.76) 

Es decir, R(µ) es una perturbación compacta (ejercicio) del operador —L. Puesto que 
tanto —L como L(µ) tienen valores propios simples, es un resultado clásico (Kato) que 

A2(14) 	VI, conforme µ ----> 0 . 	 (5.77) 
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RIP, (w, = — 

o 

( 1 15(17 P,1)  

+ Pw L'"?)] 

. (5.72) 

Basándonos en el razonamiento alrededor de (3.48) - (3.57), no es difícil ver que 

	

(w, 011 5. 11 +12+ 13 
	 (5.73) 

i t 	I W I 1)(1.7 + II  )0  de 

3  \ 1177(h li) 

12 — 	( 
VS 	

joi  PN(17 Tic) dr) (1C 

13 = 11(---"jg  IY(0)1 j i 15(117+4.114;1) 	. 

Usando las siguientes estimaciones 

ft pcle 	fl í p )1—' <  
KIµ11— `, si e > 0 	(5.74) 

la 17 + it 	ke7 + ti 

	) s fa 
 II  

eh, 1 .5 A21111 
1 

si e> —
2 

(5.75) 

encontramos finalmente que para e > 1/2, 
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Otra manera de probar esta convergencia de espectro, sin recurrir a un resultado ab-
stracto, es la siguiente: 

consideremos el problema lineal 

X = wL(ji)X —wLX ¿AV/2)X , 	 (5.78) 

y tornemos w N Al, valor crítico de A = I + wt, entonces (5.78) se escribe como (5.2) 

(I + ¿út)X caR(p)X = O , 	 (5.79) 

que a su vez, con la proyección de Liapunov-Schmid1,13  escribiendo X = cX0  
(5.79) se parte en (ver (5.11), (5.12)) 

(A + AL)Xi — 	))(I — P)R(1)(ao + X1 ) = 0 	(5.80) 

AcX0  + A2(A2 + ))P11(4)(cX0  +X1 ) = 0 . 	(5.81) 

La primera ecuación, siendo lineal, se resuelve de manera única para X1 , 

X1 	c [A + AL — (A2 + A)(I — P)R(µ)] 
-1

(A2 + A)(I P)R(p)X0  

cXi(A,µ) , 	 (5.82) 

ya que para (A, p) pequeños, tenemos una perturbación del operador invertible A in 
(A). Además usando (5.76) es inmediato ver que IX1  lo  < k Ici 	Sustituyendo el 
valor de X1  (5.82) en (5.81), la ecuación de "bifurcación" se vuelve, ver (5.41) 14  

13En los problema de bifurcación, uno se enfrenta a operadores cuya linearización puede no satisfacer 
las hipótesis del teorema de la función implícita (5.1). El método de Liapunov- Schmidt, representa 
una alternativa, proyectando la ecuación en dos espacios complementarios, en uno de los cuales, podemos 
aplicar el teorema de la función implícita (o más generalmente el teorema de contracción), en tanto que 
en el otro, el problema se reduce a un sistema de ecuaciones en un espacio de dimensión finita. Esto ea 
lo que sucede con operadores de Fredholm. 

14Es importante aclarar que no estamos estudiando por ahora bifurcación alguna, Unicamente ex-
plotamos las ideas que se utilizan en los casos nolineales, i.e. cuando si puede haber bifurcación, (5.11), 
(5.12); para determinar la convergencia de problemas lineales (5.80), (5.81). 
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+ A2(Al A)PR(12)(X0  X-1 (A, ji)) = 0 . 	 (5.83) 

Es fácil convencerse que, para ji fijo, 31.i ( A, µ) es C1  en A y por (5,76) que para ji 
suficientemente chico, tenemos una contracción, obteniendo una única solución A(p) 
0, De hecho, 15  vernos que, A(11) es 1-1111der continua en ti. Para esto basta ver que R(It)X 
lo es. En efecto, directamente de (5.72) 

l(R(E ) — R(i19)XI < M1 + M2  

   

(5.84) 

de (5.85) 

(5.86) 

1  P(17 P,C) 	P(1-y +  
= 	+ 	l'y 4- te 

 

v¿u, w pg(o) 

    

u 	g(0)15(17 +  M2 

= o 	 w 	+ pos 

   

     

Usando el teorema fundamental del cálculo en (5.85), es claro que 

	

1 	1
M1 

 
< 	jo (f iwl +1.4) 1,1, 	+ (4), 4. ( )2 

de 

¡1 	
(11 

	

M2 	k2 IP 	
o 	+ /ti 

Ahora, puesto que (VES' 	i.1)(17 + 14)-1  < Iwi (.11-y)-1  4- 1 integrable; usando 
lit - 	— 	in) (recordar el lema (5.2)), (5.74) y (5.75), tenernos que 
Mi  en (5.87) es acotado por términos de la forma a l 	, a21µ - 41' con c > 0, 
y a311/ - 1.1'(1 ' con e > 1/2 o bien, con e > O si Itoi < kd (este es el caso para X0). De 
igual manera tenemos que M2 (5.88) es acotado por a.41µ - µir' para e > O. Así, por 
(5.84) tenemos que R(1.1)X es Hólder continua en AL Finalmente, usando (5.83) llegamos 
a 

1A(11) - A(Pli 5- 	- 
1, 

para e > O (o e> 
2
-) (5.89) 

Nótese que las propiedades nodales (k-ceros de X(A, e) en [0,1)) también se conservan 
en el paso límite ji --> O. Por lo tanto, si w(µ) es vecino a wic(µ) necesariamente w(p) es 

'Es decir, hay convergencia de espectro. 

(5.87) 

(5.88) 

WA'ilgi"\-11411. 
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wk(µ): todo el espectro para µ > O converge al espectro para 

También podernos escribir la ecuación completa 17  y usar la misma descomposición de 
Liapunov-Schmidt obteniendo, 

(A +) )X1 — (A2 \)(I — p)[R(,)(ex. +11,) -g[w, cXo  + )(di = 0 (5.90) 

cAX0  + Al(A2 + A)P [R(ji)(cXo + X1) + g[w,1, cXo XII) = O . (5.91) 

Para poder aplicar el razonamiento anterior, se necesita probar que g tiene las mismas 
propiedades para µ pequeño que para µ = O. Es necesario entonces, estudiar g[.,), x) — 
g[w, o, X] (ya que la parte lineal R(µ) ya fue estudiada). 

Ahora, si fijamos w, claramente por (5.70) 

  

, 
tb[h(µ1)— ii01, 	 (5.92) 

 

Ig[m, X11= 

donde 

  

4119(0) 
9 

1(")  N(14 
ii(N(14, ID))  

,1)) 

N(14,1) = 1,112  + (11 + 0)2  

Entonces mediante una descomposición tipo (3.16), (3.17) es claro que 

(5.93) 

(5.94) 

(5.95) 

lit(P, ti)) — 74(1401 5 Pi + P2 	 (5.96) 

Pl 	1  PN(N(p,rtD))711,2  
= 	 dr 	 (5.97) 

Jo N(µ,1)N(µ,r1h) 

16A priori, uno podría esperar algo semejante a lo que ocurre con los ceros de ecuaciones algebraicas 
que dependen de un parámetro que al variar, puede cambiar su multiplicidad. Aquí, la estructura nodal 
se mantiene invariante bajo la perturbación 11(p). 

17—(R(0) + gfw,  O, XJ) E g. 



h(µ, w) 

N(µ,iti) 

_ P(N (141))  
N(µ, tí)) 

= 1112  + (17 + P)2  

(5.93) 

(5.94) 

(5.95) 

19(0) ‘fiw — w 
9 
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wk (p): todo el espectro paraµ > O converge al espectro para p = 0." 

También podemos escribir la ecuación completa 17  y usar la misma descomposición de 
Liapunov-Schmidt obteniendo, 

(A +Aís-)X, -(n+A)(I- P)[R(µ)(eXo + X1) + gico,p,eXo + X 11] = 0 (5.90) 

cÁX0  + AVA1  \)P ER(P)(ao  + X1) + Rico, 12, cXo  X I )] = 0 , (5.91) 

Para poder aplicar el razonamiento anterior, se necesita probar que g tiene las mismas 
propiedades para µ pequeño que para 14 = O. Es necesario entonces, estudiar g[co, Xj 

0, X] (ya que la parte lineal R(µ) ya fue estudiada). 

Ahora, si fijamos w, claramente por (5.70) 

tiilla(µ, ti)) — h(µ, 0)) 	, 	 (5.92) 

donde 

Entonces mediante una descomposición tipo (3.16), (3.17) es claro que 

Iii(m,t7))- 41401 5 P1 + P2 

P1 1  = PN(N(0,71))rti5 2  
N(µ,1)N04,71) dr  

16A priori, uno podría esperar algo semejante a lo que ocurre con los ceros de ecuaciones algebraicas 
que dependen de un parámetro que al variar, puede cambiar su multiplicidad. Aquí, la estructura nodal 
se mantiene invariante bajo la perturbación R(p). 

17_(R(0) + ¡[u,  O,  XJ)  Es g. 

X)1= 

(5.96) 

(5.97) 
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P2 
N(11,0)N(11,t7))[N(p,O) N(it,t-v)] 

Como Irtiii(N(p,rti5))-1  < 1, P1  es acotado por K fol  Kui(N(It,11)))-1dr < 

ya que Itiir(N(ii,ú)))-1  < 1/¿1-'. Por otro lado, P2 es claramente acotado por 

ti)))`-1(N(p,0))-1 	c.21111'(N(µ,0))'2 . Así, por (5.96) y (5.92) obten- 

emos una estimación para g, 

111-1,Xli 5 ci Li 1'742; 	 2-'  (11 + c2 (4 (11 

5 K(1112' + iy(0)12-c) 

< kiX12-` ; (5.99) 

es decir, g es efectivamente la parte nolineal. Por otra parte, 

Xii - X211 5 G1 + G2 (5.100) 

G1 11.-" 181 11111 (1)2111(14 ,11) 	ii(P10)1 (5.101) 

G2 -S. 181 111)2114µ, IN) - it(µ,tb2)1 A . 	(5.102) 

Razonando como en (5.96), (5.97), (5.98) para estimar a G1, tenemos después de 

una primera simplificación, 

	

Gi  < k J 1  Iw1  - t7)2111715  N (P,tv- 	(1 + 	) A . 
N(11,0) 

Mediante criterios similares a (5.74), (5.75) no es difícil determinar 

-121 5 	- wi 	lYi(0) -- y2(0)1) 

(5.103) 

(5.104) 

ii(N(µ,0))1v2  (5.98) 
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c2(11:Iwil + µ lYi(0)1) 

lwil 	141' 

(5.105) 

(5.106) N(12,11,i)  C3--5-7-1+ 	lYi(0)1 

N/1 < 1 (5.107) 
N(µ,0) cì  

1-c 
(5.108) C5 

ni, 0) ¿1-1  

Claramente (5.107) y (5.108) nos permiten estimar términos de la forma ¡lb'  — tb2 1 (IV (1E, 0))-1 ; 

ilbj (N(Ei, 0))-1;  jugando un poco con estas expresiones no es difícil convencerse 18  

711   (11 < ki(lt — w2lo + 	— Y2( 0)1)(Iw1ló-' + ( IiIIII(0 )1)1 (1• 109) 

fi lwl - w211111 	< k2(1101 - L 	N(µ, ti) i)N (12 , 0) 
lo + 111-e  IY1( 0) Y2( 0)1)(1w 1110-e  + (1L IY (0)01)0) 

Es inmediato repetir el razonamiento anterior para estimar el término G2 y encontrar 

G2 < J1 + J2 

Ji  1 	1121 	( 	Kb' + r(12—ti501112—tbili),,,  
f. 	N(µ, w2) kio 	N(ti a  r(ti 2  — la)) 	

dr) d 

1 
,12 = 

N(µ, ON(µ,ti 2 )(N(µ,tia )-1- N(µ, w2)) 

G2 	< k (11 1'1211'11 2  tl‘ 11  (11 4- 11  ar ílih211121117:1111 dl) • 
a 	N(µ, w2 	4,  kP Wi I" ‘141 11)2  

El primer término del lado derecho de (5.111) está acotado por el lado derecho de 
(5.109) (intercambiando los papeles de t.7)1  y tlia) mientras que el segundo término de 
(5.111), notando que N(µ, w1 ) > 17 14) = N(0, µ), es acotado por el lado derecho de 
(5.110) usando la misma substitución. Juntando los resultados obtenemos para (5.100) 

"l'ambién usamos el lema (5.2). 
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(5.105) 

(5.106) 

(5.107) 

(5.108) 

5.2. 	> 0  

c2(ii iwii+ Ply;(0)1) 

livil 

N (11, 14) e37( + 

\TE  < 1 
N(µ, 0) — c4-7-() 

N (p,0) 	¿l-c 
P 	 < e  P 1-e 

Claramente (5.107) y (5.108) nos permiten estimar términos de la forma kit 	'11-,21(N(p., 0))-I  ; 

0))-1, jugando un poco con estas expresiones no es difícil convencerse 18  

• 11  11b1-17v2111bil 	< 	— w210+ PlY1(0) — Y2(0)1)(iwil li e  + (Piyi(0 )1) 11.109) 
J3 	N(p,tb 1) 	S — 

1,1  III/fili,—:) 21,11/11,10) d¿  5_ k2(iwi — T210+ P 1-e  iYi( 0) 	 (ti iYi(0)101)0) 

Es inmediato repetir el razonamiento anterior para estimar el término G2 y encontrar 

G2 <J1+ J2  

./1  = 1
1 	»21(  i I i + 7(12 — li)1112 — tbi i PN  dr) dl  

la N( .4,12) Vo 	N(tbi + T(19 — w1)) 

.12  . 
i. 	 it121 ig — 141  dl 

li 	N(14, 11)N (P, 17)2)(111(P,tb1) + N(µ, w2)) 

G2  5_ k(i: itilrii2  tz—  21) 11«  + LI NI„ri)2N--(:,,,,1 2) de) . 	(5.111) 

El primer término del lado derecho de (5.111) está acotado por el lado derecho de 
(5.109) (intercambiando los papeles de li  y 12) mientras que el segundo término de 

(5.111), notando que N(p,tíit) > (17 + µ) :-..-- N(0,11), es acotado por el lado derecho de 
(5.110) usando la misma substitución. Juntando los resultados obtenemos para (5.100) 

"También usamos el lema (5.2). 
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ig[p,Xi j — g[ti, X2II < KTT 

k IXn — x2I0 	1 10  + 1X2110-`) 

	

T = 	w210 	(1•4 	1/1-`) lY1(0) 	Y2(0)Io 

	

= 	+ 11021) + 1211 iYi(0)i10-e 	iY2(0)110 e ) 

(5.112) 

Es decir, g es Lipschitz continua con constante de Lipschitz teniendo a O cuando 
X1  , X2 --I O. Podemos entonces usar el argumento de bifurcación local para la ecuación 
de bifurcación con 1c > 0 19, obteniendo una rama local Sk(A2(µ),c). Falta probar que 

Sk (A2(p), c) .i  l--4° Sk (A2, c) (rama correspondiente al problema singular p = 0). Para esto, 

se podría probar que g[p,xj 12-7-11 —g (lo cual ya se probó). La unicidad de la solución 

local nos daría el resultado Sk (A1(µ), c) 11 S k (A2, e) con la misma tasa de convergencia 
de p. (Es decir, IX(A, µ) — XA, 0)1 < cµ1-' si 11µ, A] — 6[0, Afi 5 gil'', para c > 1/2 ya 
que como vimos it(p) — L(0) < cµ17`.) 

IF[Í‘, — 	= 
pw1w2 + ¿272)  b(NOÁ, 

1 	
sr¿w 	12/1 N(P,) 

< A B 	 (5.113) 

1 r: 	P(N(p, ti))) 	b(N(0,w)) 
A = k 	

lwl N(µ, w) 
	

N(0, w) 

B 	k f 1  PiY(0)1 1)(NN((m14::)))  (11 • 

dl 	(5.114) 

(5.115) 

Claramente de (5.115), puesto que N(µ, tu) > N(µ,0) y usando (5.108) obtenemos 

B < k, ly(0)1121' . (5.116) 

Ahora, para estimar el término A (5.114), usaremos una descomposición similar a las 
antes ejecutadas (pedimos al lector que no pierde la calina, en ocasiones hay que ensuciarse 
las manos). Entonces, 

l 'Ecuación que se deriva de (5.90) y (5.91). 
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A< Ai+A2+A3+A4 	 (5.117) 

Al  = ft: 
VS  
 i wi 115 (N(11,1')51)(14—,11K)N(1, w))I  (11 	 (5.118) 

A2 = k 101  NfilwIl"(14'  w
i)v) wt) ()N (0, w))I  

(5.119) 

A3  = k 11  ‘ f 	IN2(14'11) 
N 2(µ, w)1 	de 	(5.120) 

o N(µ,1)N(p,w)(N(p,1)-1- N(µ, w)) 

1  r; 	11512(p,w)— N 2(0,w)  
A4  = k 	vl1w1 	 (1¿* . 	(5.121) 

o N(p,w)N(0,w)(N(p,w)+ N(0,w)) 

Escribiendo 

Q 	PN(N(p,w +T(1  — w)))(w r(1  — w))  

N(p,w r(ti) — w)) 

IP(N(p,1)) — ti(N(p,w))1= 	Q 	— wl 

¡w -- w¡ , 

tenemos que 

N  Al  < k 
o 

1  /E1w1  fy(0)1« 	IY(0)1 Itolo — 	N(µ, w) 

El mismo argumento con A3  dará 

(5.122) 

A3  5 ka pitolo  • 	 (5.123) 

Como f iwi /N(µ, w) 5 1, tenemos 

A < k 11 1±1111-- 1111 < kaly(0)101' . 
— o 

Finalmente, como ¿y + t'y + µ 5 N(0, w) + N(0, to), tenemos 

(5.124) 



96 	 CAPÍTULO 5. BIFURCACIÓN 

11  1101 

N(0
1-C 2 	__nde 

1 	VZ Mil \ de k 	,w)l-e 	111)' 
A4 5 k 10 NG4, 10)N(0, w) 	o 

< K Iwl l
0 pl." f i  11:11-241+9   

o 

Tomando y > 1/2 > e > O, tenemos que 

A4 < k4 110101-c  (5.125) 

Así, un simple vistazo a (5.122)- (5.125), (5.116), (5.117) y (5.113) nos convence de 
que, con e > 1/2, 

IF[p, X] — F[0, XII 5 k(iwio  Iy(0)1)(µ pi-117-4cl 0 . 	(5.126) 

Ya vimos que (5.126) implica que Sk(n(µ)) 	Sk(n) para IXI pequeño w N 4 
como µ1-e con e > 1/2. 

Ahora para IXI y w arbitrarios pero acotados por M, sean Xn  , wn  soluciones de los 
problemas 

Xn  = WnF[Prif Xn] C011 pn  n---4°  0 . 	 (5.127) 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que con  n-121 wo y reescribir (5.127) como 

X„ 	(F[14,,, Xn] — F[0, Xn]) (wn  — wo)F[0, Xn] woF[0, Xn] . 	(5.128) 

Ahora claramente por (5.126), (5.99) o (5.16), (de donde podemos fácilmente deter-
minar una cota para F[0, X] EE —É[X]), i.e. F manda conjuntos acotados en conjuntos 
acotados, 

Pg[144(n]--P[0,,Ln]i < k(iwnio -flYn(0)D(141 -4947')1121  0 	(5.129) 

Iwn 	 K Icon  — Ivo) 	O O. 	 (5.130) 
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Corno P[O, Xn] es acotado, la compacidad del rnapeo nos dice que existe una sub-
sucesión convergente. Así, ra()PEO,Xnj] n?:---"la  Y. Entonces de (5.130), (5.129) y (5.128) 

inferiríamos que Xnj  712.-1-1°  Y y por la continuidad del rnapeo F, tendríamos 110, X„j] 
P[0, Y]. Es decir, Y = coonO,Y] (i.e. un punto fijo del mapeo F con wo  ver (5.1)). 

Ahora bien, escogiendo los elementos de la sucesión que tengan exactamente k ceros 
en el intervalo [0,1], entonces el mismo argumento y la convergencia nos daría que Y 
también goza de esa propiedad. Finalmente, se puede probar con resultados de topología 
general, que si X,, E Sk(A2(pn )) entonces, Y E Sk(A2) (límite uniforme de continuos es 
continuo). 

Teorema 5.5 Si /I --> O y X„ E Sk(A2(µ)), entonces existe una subsucesión Xn, que 
converge a Y E Sk(n). 

Finalmente tenemos el siguiente resultado global, adelantandonos a los resultados del 
siguiente capítulo 

Teorema 5.6 Para ,u > O tenemos una "superficie" de dimensión local al menos 2, 
que bifurca a partir de (40), con las propiedades nodales (k ceros de las funciones que 
constituyen al par de soluciones no triviales) y que no es acotada en el espacio (Aduli ) 
para cada p. 

En general uno podría estudiar directamente el problema de bifurcación con la p 
como un problema de bifurcación con dos parámetros en juego, A y 	en vez de un 
sólo parámetro. Nos encontraríamos entonces en el contexto de problemas de bifurcación 
multiparamétrica.(Ver [Ize931.) 

5.3 Convexidad local 

Podernos analizar todavía más la curva de bifurcación local, estudiando su concavidad 
por ejemplo que, como sabemos, está relacionada con su estabilidad. Nos concentraremos 
en un caso particular para el cual observaremos un comportamiento radicalmente distinto 
al correspondiente para cuerdas inextensibles y uniformes, pues probaremos que nuestra 
clase particular de cuerdas elásticas, genera bifurcación subcrítica. 

De (5.41), la curva de soluciones no triviales, está dada por: 

A = Aoh(n+A)co,c), 	 (5.131) 
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donde cd(A, c)X0  = PÉ(cX0  XI  (A, c)), y a(A,c) es una función par en c, que sat-
isface Ia(A, c)I < K icj. Por lo tanto, el signo de j(A, c), para valores del parámetro c, 
suficientemente pequeños, nos dirá si tenemos una bifurcación supercrítica ( i.e. una bi-
furcación que en el diagrama de bifurcación se ve como una curva que inicialmente se 
carga a la derecha) si cl(A,c) > O o bien una bifurcación subcrítica (para la cual las ramas 
se desplazan inicialmente a la izquierda) si j(A,c) < O. 

Para determinar el signo de ci, se podría determinar P (a partir del núcleo del operador 
adjunto) o regresarse a la formulación diferencial del problema, lo que está bien justificado, 
ya que sabemos que u es solución y por lo tanto C1[0,11 con lu(s)1 < ks. Consideremos 
entonces, 

(y:Y 
p 
 4. co2 f)(u),8)u 0  , 

(5.132) 
) 	(u) 

con N(u) 	(u2  -I- 82/ 2)1 /2, u(0) = O, u'(1) = O, donde sabemos que u = c(uo  c2tr i ), 
u)2  = Auk  c2 A1, dados por el teorema de bifurcación local. Recordemos que uo  es la 
solución de la ecuación con N(0) = sy, (única solución propia linealmente independiente 
del problema lineal). Efectuando los siguientes desarrollos de Taylor 20  

i'( 
 N(u)) 
	P(No) (1)N 	15 

N 	— 	No  + N - N2) (N — N(0)) + 0((N — N(0))2 X5.133) 
No  

1 
y N(u) — N(0) = 	0(u4) , 

2sy 
(5.134) 

vernos que la expansión para P/N alrededor de N(0) en términos de u está dada por 

ii(N(u)) 
P(  ó°)  (15N 	u2  

0(u4) . 	(5.135) 
N(u) 7-2  No 	k-iNT - 	2,9/  

Ahora, dividiendo la ecuación por c y usando el hecho de que uo  es solución de (5.132) 
con N = N(0), tenernos que 

u03  

r.2 R---) 	A 
,0  NO) 	, 

1  P(0) u° -r" k 	N3 2y 
Ao 	_ 	+ 0(c4) = , 	(5.136) 

	

T(iFikul  N(0) 	A  

l'Estamos ahusando un poco de la notación, como por ejemplo tomar u(0) uo. Sin embargo son, en 
cierto sentido notaciones estándar para un matemático, por lo que pedimos al lector que tenga esto en 
mente. 
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debe satisfacerse, para todo c (recordar que u1  depende de e). Así, cancelando el 
factor c2  y tomando el límite cuando c tiende a cero, entonces si 

	
u i (c) 	u t , 

(c) 	ui (0) = O, u1(0) = O, ocurre que: 

(
u1 	 ON 	\ 2 41 

) 	-I- A2 	= 	a u° A42 	2  ) 2s-y 
(5.137) 

Por la alternativa de Fredholm, la ecuación (5.137) admite solución para 	sólo si 
el lado derecho de (5.137) es ortogonal (en el sentido L2) al generador del núcleo del 
operador que actúa del lado izquierdo sobre la u1 . Entonces, 

Nota 

1  P(0) 	, 	 ) 	4 

	

Aj
o 87 
-1/02  (1 

	
8 = )1Ck! 	

N 
- - /5N 

2(8
7)2 ds . 

o 
(5.138) 

Aquí, el lector puede estar confundido por el hecho de que, habiendo tomado el límite 
cuando e tiende a O, no sustituyamos el valor de N por N(0) = 37. Ilay dos razones, 
la primera para que el lector pueda ver con claridad de donde salen los cálculos, y la 
segunda, muy importante porque no hay que perder de vista que buscamos establecer 
resultados relativos a la concavidad de las ramas, en una vecindad de los puntos de 
bifurcación. Veremos que tal como está escrita, (5.138) nos llevará a la condición sobre 
la forma funcional de A en términos de N que se necesita para observar uno u otro 
comportamiento. Más adelante veremos que efectivamente uno puede clasificar algunos 
materiales mediante las propiedades que dependen crucialmente de la forma funcional de 
su constricción constitutiva. 

La relación (5.138), muestra que el signo de Al  s. 20(0), está dado por el signo del 
término integral del lado derecho, donde N = .37. Tenemos entonces el resultado, 

Teorema 5.7 Si para O < N < 1110, v(N)/N > PN(N), entonces, todas las ramas 
bifurcan supercríticamente. Este es el caso cuando A = 1, (i.e. el caso inextensible y 
uniforme). 

Sin embargo, podemos tener bifurcación subcrítica si A crece rápidamente cerca de O 
(PN < t'/N para O < N < a implica que P(N) < 1+ kN para ese intervalo). Por ejemplo 
si A(N) = 1 + MNP, para O 5 N 5. bio, entonces A/N — DN  = (1 — M(p — 1)N"), es 
negativo en parte del intervalo si p > 1 y M es suficientemente grande. Como u0  depende 
de M, tenemos que seguir el siguiente razonamiento. Supondremos para fijar las ideas, 
que p es constante, y g = 1 por lo que ry = p. En este caso tenemos entonces que N = s. 
Sea 
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uo  = sy = —w2 px <1/, con w2  = 
o 

x(s) = — 3 p 1)(1)  y de 

Tomaremos solamente el caso correspondiente a la primera rama, donde uo(s) > 0. 
Por lo tanto, 

sy(s) = —w 3  510  x(1)(11 

= w 2  J08  111  P(r)y(T) drd¿ 

=w2 (Ja IY(01)(1) df + s I Y(0)(1) (1¿) 
3 

donde evidentemente se usó el teorema de Fubini. Así, es claro que 

y(s) = 11 yv „ 	1 la 
. 

w• 	 s o 

En particular, derivando (5.139) tenemos 

918)  

1 t 
W2 	S O

a 
 

(5.139) 

(5.140) 

Como la función correspondiente a la primera rama no se anula en el intervalo [0,1], 
podemos tomar sin perder generalidad, y(s) > 0. Esto implica (ver (5.140)) que y(s) es 
una función estrictamente decreciente. En particular tendremos 

Y(1) ==Jo 1YP d > Y(1))(01¿/ (11 

y(0) 	f l  o  d¿ < y(0)1
1 	

. 
(3.12 	Jo 	— 	o 

(5.141) 

(5.142) 

Por lo tanto tenemos que, 
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lo 
1 	1 

2
j'i 

¿i) </I < 
co
— < 	v 

— o 
(5.143) 

y(0) y(1)  = fi 

	

(1 — 1)0 de < y(0)1 (1 — 	de . 
w2 	o 	 o 	

(5.144) 

Es decir 

1 	fit 	
w2 
	 (5.145) 

Ahora usando las relaciones (5.143) resulta inmediato 

	

y(0)10  (21 1)í) </I < y(1) lo  1  i de , 	 (5.146) 

desigualdad válida para la primera rama de una cuerda homogenea. Tomando la sigu-
iente forma funcional para la elongación, v(N) = 1 + MNP, con N(1) =. e, tenemos 

y(0)I1(21— 
o 

MYM  

1)(1 + MNP) (11 5 y(1)10  

2 	1 	\ 

(1 + MNP) 

y(1)  

(5.147) 

(5.148) 

(5.149) 

(5.150) 

p 	i) 5 Y(1)  

< p+ 2 y(0)  

(1  + p 7-1- 1) 

1\ 
(p+1 

 + 

Y(1 ) 5 Y(0) 

P ) 

Ahora puesto que en este caso N = s, y = p, uo  = sy el término integral del lado 
derecho de (5.138), definiendo soP = [M(p — 1)1-1, se ve como 

Á: (1 — M(p — 1)sP)sy4  ds = 
O 	S

so 
+ 

ji 

o 

E11— 12 • 
	 (5.151) 

La primera integral /1  es positiva en tanto que la segunda —hes negativa. Así, para 
encontrarnos el el caso subcrítico, basta escoger adecuadamente los parámetros para forzar 
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que, en valor absoluto, la segunda sea mayor. Analizando un poco más cada término 
tenemos 

1 
II 5 f 

So 
 ( 1 — M(p — 1)sP)sy4(0) ds = y4(0)802 (

2 
M(p 1) 

p
SoP 

-I- 2 

< Y 4(0) 	1902  2(p + 2) 

/2 =
so 	 p 

(M(p — 1)sP — 1) sy4(1) ds ? 0 	
p 

+ 2 	- 
(1) (M 

— 1 1 
2 	2(p 

+ 802 	P  
+ 2) 

Por lo tanto tendremos 12 > Il si podemos escoger a M tal que 

p 	p  	1 	2 	p  y ,t(  > 	4(0\  p  
(5.152) 

+ 8 

° + 2 	2 	2(p+ 2)) ) 	2)8°2 2(p+ 

Esto será cierto si (usar las relaciones 	(5.149), 	(5.150)) 

(p+ 2 (p+i
4 
( kf p 	1 	1 	p 	\ + 302  > 	p 802  

(5.153) 
p 	M 	)) p+2 	2 	2(p + 2)) 2(p + 2) 

Finalmente, juntando los términmos en so  a la derecha, tendremos un número negativo 
por lo que es suficiente que 

p— 1 1 	 lp+ 2 
AP

p + 2 2 
>— a M> (5.154) 

Teorema 5.8 Si la cuerda es homogenea, i.e. (p una constante), si en una vecindad de 
N = O la elongación tiene la forma v(N) = 1 + M NI' , con M y p > 1, tales que satisfacen 
Al > (p + 2)/(2(p — 1)1, entonces la primera rama bifurca a la izquierda. 



Capítulo 6 

Bifurcación global 

6.1 	Estructura nodal de las ramas de bifurcación 

Hemos visto que las soluciones correspondientes al problema linearizado, gozan de una 
estructura muy particular como lo expresa el teorema (4.4). Uno se preguntaría entonces 
hasta que punto podemos esperar resultados análogos para las soluciones no triviales 
del problema completo. En la siguiente sección veremos que la estructura nodal de las 
soluciones se conserva aún en el caso nolineal producto de la topología del espacio de 
trabajo. Este es uno de los multiples aspectos que nos revelan indirectamente las posibles 
estructuras que resultan de la naturaleza de los operadores en juego, con el carácter 
topológico de los espacios sobre los cuáles operan. Como consecuencia del lema (4.3), 
tenemos que una condición que debe cumplir una solución no trivial es que x(0) # O. 
Geométricamente - recordar (3.64) - esto expresa el hecho de que las gráficas de las 
soluciones no triviales, sean transversales en el origen s = O. Por otra parte, si u(r) = 
ri 1(r) = O para algún valor r E (0, 11, entonces , como mencionamos páginas atrás, la 
teoría estándar de existencia y unicidad de ecuaciones ordinarias, nos daría u O i.e. una 
solución trivial. Esto implica que las soluciones no triviales no admiten ceros dobles.1  
De aquí que las curvas representativas de las soluciones notriviales sean transversales al 
eje u = O en todo punto de contacto (ver figura (4.4)). Ahora definamos a E como el 
subconjunto de C° x C° de todas las funciones 	x C' que satisfacen (3.66), (3.67) 
para un valor de w2. 2  Como quedo manifiesto, éstas coinciden con los puntos fijos del 
nxapeo F. Por la regularidad de estos últimos, tenemos que 2 es cerrado y localmente 
compacto en la topología de C1  x C1  inducida por la norma I 	Consideremos 	C 2 

'A partir de (4.5) y por la definición de la transformación de Prüfer (4.1), (4.2), esta última 
aseveración resulta más que evidente. 

2Como vimos 2 no es otra cosa que en conjunto de soluciones no triviales. 
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un subconjunto cuyos elementos w 3  tienen exactamente j — 1 ceros en (0,1). Es claro 
que podemos caracterizar a Zi  como el subconjunto de elementos de Z para los cuales x 
tiene exactamente j — 1 ceros en (0,1). 

Sean E Z y cp E Z. Por la regularidad de los elementos de Zi  es inmediato, a partir 
de la definición de la norma (le este espacio, que si ko — 111  < e, entonces por un lado, los 
valores de cp deben encontrarse en una vecindad de los correspondientes a 	— 	< e). 
Geométricamente esto se refleja en el hecho de que la gráfica de la función (j) se restringa 
a permanecer en un tubo alrededor de la gráfica que representa a 1. De aquí que, fijando 
el valor (le e adecuadamente, tp sólo pueda anularse en cada vecindad de un cero de 1. Por 
otro lado se cumple la desigualdad W — 	< e. Dado que los ceros de son simples, 
tenemos que la curva correspondiente a (p debe encontrarse dentro de un cono en cada 
una de las vecindades de los ceros de e. Es decir y también resulta transversal al eje. 
Hemos demostrado que toda vecindad de puntos de Zi por puntos de 2 está contenida 
en Z. En otras palabras Zi es abierto en la topología inducida por lo norma I I . "Ver 
ilustración (6.1). 

figura 6.1: 2 espacio abierto de funciones en la norma II I  

La frontera de Z pertenece al subconjunto de elementos (w,x) E C°  x C° para los 
cuales (w, x) se anulan para un mismo valor de s E [0,1] que como vimos conlleva a solu-
ciones triviales. Ahora por el teorema de bifurcación global, el par no trivial (ti./2 , (w, x)) 
de la rama S(A2) tiene las mismas propiedades nodales que (A2, (0,0)) E S(A2), i.e.que la 
función propia correspondiente al valor propio A2. En efecto, dado (0, (i,D,i)) E s(n)  
existe un compacto E en el espacio R x C° x C° que contiene a (0, (C), 4) E 8(.12). Pode-
mos entonces cubrir a S(A2) n E con un número finito de vecindades. Por la conexidad de 

3E1 cambio de u a la función w no debe causar confusión ya que como vimos resultan de formulaciones 
equivalentes. 

4 No así en la topología inducida por la norma 1 lo. 



ntdinn»nh'(n),n)  
9 tu2(n)+n-r'(n) 

...5 7(7)) si 

nwl(n)+07'1,0,0 5/-3-7(s) si 
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S(A2), cada bola debe contener al menos un punto límite de una bola adjacente. Además 
visto que las propiedades nodales se preservan en vecindades Cu, éstas deben mantenerse 
a lo largo de S(A2). Finalmente un argumento similar conlleva a que S(A2) fl s(A?) = 0 
si k 	1 pues de lo contrario S(A?) alcanzaría un punto en la frontera de S(A2) es decir 
un punto con al menos un cero doble, lo cual no es posible. 

Así cada rama S(A2) está globalmente caracterizada por las propiedades nodales, i.e. 
cada solución no trivial u E S(n) tiene exactamente k- ceros simples en [0,1]. Esta 
propiedad se hereda de la función propia correspondiente al problema linearizado. Además 
puesto que 2k fl 	= O para k # 1, la rama S(A2) no puede regresar al eje de soluciones 
triviales. Así por la alternativa de Rabinowitz, cada rama S(Al) es no acotada en el 
espacio (A, (w, x)), 

6.2 Una primera cota 

De acuerdo con la teoría lineal, la cuerda sólo puede rotar a ciertas velocidades angulares 
propias. Sin embargo, como se puede apreciar en experimentos con cadenas, la deflexión 
de una cuerda pesada, con un extremo libre, no puede considerarse pequeña en relación 
a su elongación. Por ello, los resultados del tratamiento lineal, no pueden considerarse 
indicativos para el caso nolineal. En efecto, experimentalmente se observa, que una cuerda 
puede rotar prácticamente, a cualquier velocidad angular con tal de que ésta no sea muy 
pequeña. Veremos en efecto, que existe un umbral a vencer. Para esto, sustituyendo 
(3.22) en (3.21) y usando el teorema de Fubini, encontramos que 

w(s) = w2 .10  K(y, s)w(y) dn 

h(, o (9,0),,m)  _ 
s/ 

con K(y,$) = 

low‘h9187(7) 

entonces, 

Iw(s)I 5. (0210
ti 
 K(9,8) itv(V)i 

O < y < 

< < 1 
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w2  (101  iw(q)12  (19) 1  (I'  K 24)1  
o 

1 

	

. 	2 
w2 l„„112  (1 

O ¡
( 2d1]) 

 

Ahora puesto que 

15( s/ztv++7/7/2 8.y 2  ( ,9 ) (11/ 

	

1 	
1.8  ( 1)W71211 	11272 ) 71)  2 77212 (v)  dn  

fo K2 
chi = 	

gNw + 7772  / 
< 

...20  32 
+ li  .12

ulo  8
,72 isN 	

di  
292s 	g2 	 a  117 2(y ) 

< 

11)102 
" 

[ 8  

2 

I 
1 1512 

92  

10 

92 [

1  
2 

I 	 

8,2( 8) 
Log 

s1 

9219min2  

(IP-19-)2 Log 
Pmin 

Así, 

1149)12 	i.”12 ./1 7(2,41  
1 51/10 o  '5  `• 

W4 14 11511 8  (1  (.1919 2 ) Log 
92 	2 	\ Prnin 

Integrando esta última expresión con respecto a s en [0,11 tenemos que, 

1 2 	 a 	3 2 
— (-1/21.°) sLog s ds = y — (191Q) 1-(Log a — 1)1 

Jo (z t Pm jn  J 	 4 	\Pmin 1 2 	2 

1(

1 + (.1112.V) 

‘Pminj 

Por lo que resulta claro que 
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1,12  joi 1149)12 ds 5_ U'  sil? 'PI 	bolo )1 
4g2 	Pmin 

Esta última desigualdad tiene sentido si SIL, = 0, lo que nos lleva al caso trivial, o 
bien si 

	

(.4)2 	iPio ) 2  

29 
	(Pmin1  

<z> 	CV 2 > 	
2y  

	

lelo \11+ (-p-11--iin  )2 	1 15 10 
(6.1) 

El lado derecho de la desigualdad (6.1) representa el umbral que hay que vencer 
(velocidad crítica). A continuación estudiaremos con cuidado cotas para los valores del 
parámetro col a lo largo de las ramas de bifurcación en base a distintas respuestas elásticas. 

6.3 	Cotas a priori 

Hasta ahora, no hemos explorado los efectos particulares que resultarían al considerar 
clases de materiales elásticos, caracterizados por la forma funcional de la constricción 
constitutiva. En lo que sigue, echaremos un vistazo a las propiedades cualitativas que 
heredan, significativamente, las soluciones a partir de la respuesta material. Veremos que 
incluso en los casos más sencillos, nos enfrentamos a la riqueza fenomenológica de los 
modelos nolineales. Nuestro objetivo es obtener cotas para el valor del parámetro 0.,2  a 
lo largo de la rama no trivial correspondiente, en términos de propiedades de funciones 
conocidas, como las funciones de Bessel. 5  Para facilitar nuestro análisis, trabajaremos 
con la función y dada por 

sy(s) 	u(s) . 	 (6.2) 

Examinaremos soluciones que satisfagan lyfo  < R o equivalentemente luf slo  < R. 
Como u(0) = O entonces u(s)/s = lis lo' W(1)(11 	iti/s1 < lulo, i.e. podemos 
considerar aquellas soluciones tales que juji  = R. Entonces a partir de la expresión 
(3.20) que define a h, tenemos que 

5Podríamos establecer estas relaciones directamente de la forma integral de las ecuaciones y de la 
correspondiente representación para las funciones de Bessel. 



va 	\42  + 72, s)  >  	1  
r) ,s/y2 + 72 	v/R2  + 171(5  (6.3) 
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donde usamos el hecho de que ú es una funicón creciente de N y que ú(0, s) = 1. 
Así escribiendo (3.66) en términos de y y una ecuación análoga cuyos coeficientes man-
tengan las relaciones adecuadas con el fin de satisfacer las hipótesis de los teoremas de 
comparación [C-L, cap. 8] obtenemos 

(

( J-" 

	

	+ o.,2(VA)y = O 
P 

(sY)" co2 	= 0 
Pinin 

con las condiciones de frontera (3.67), que en términos de la función y se escriben 
corno 

sy(s) = O 
	

(6.6) 

y(1)+ yl(1) = 0 . 	 (6.7) 

Aquí haremos una breve digresión para determinar las soluciones correspondientes a 
ecuaciones de la forma 

32y" + 2sy' -1-Cvsy = O , con ci = µc05„,;„ 	(6.8) 

	

sy 	, y1(1) + y(1) = . 	 (6.9) 

Lema 6.1 (fórmula de Lommel) [Wat, pág. 97] 

Z 2
d2u 

 + (2a — 2fiv + 1)z
du  
— + (1327 2  z2 fi + a(a — 2Pv)) u = 

	

dz 2 	 dz 

tiene solución dada por u = zPu-"C,,(1z0), donde C,, denota una función cilíndrica. 

(6.4) 

(6.5) 



z 
Ji(z) 

2 
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Si fi = O, la solución general degenera en u = z-"(ei  + c2 Logz). 

Si 'y = O, la solución tiene la forma u = 	+ c2 z20v). 

Prueba Ejercicio (hint regla de la cadena). 

Identificando coeficientes en (6.8), encontramos (a, , , v) = (0, 1/2, 	, —1) o 

bien, (a, y, v) = (1, 1/2,140 , 1). Ahora, puesto que Ji  = —J-1 y Y1 = —Y_I, donde 
J y Y son las funciones de Bessel de primera y segunda especie, tenemos que la solución 
de (6.8) está dada por, 

y(s) = 	[a.11(24si) + W1(24-  ,9 1)] , 	 (6.10) 

Para determinar el valor de las constantes a y 6, basta observar la forma de las soluciones 
independientes 	J1  y s-IYI  cerca de s = O. Como lAbr, pág. 360] 

cuando z 	O 
	

(6.11) 

111(z) 
2 
rz 

(6.12) 

entonces la condición sy(s) 0 (6.9) implica riJ1(24si) N j¿ist-1 0, mientras 
que .9-1Y1 (2.1/5"si) N  1/(11.4) # 0. Por lo tanto, en (6.10) debemos tomar b = 0. 
Falta ver a que condiciones conlleva la segunda condición de frontera de (6.9). Para esto 
haremos uso del siguiente 

Lema 6.2 [Wat, pág. 83] Cv(z) satisface las fórmulas de recurrencia 

ze,;(z) + ve, (z) = 	(z) 

ze,i(z) va(z) = -444(z) 

Directamente del cálculo, (recordar que y(s) = as-4.71(24si)), 

y(1) + y1(1) = [Ji(24) + 24J1(24)} = a%/«,10(24) = 0 . 	(6.13) 

Es decir, hay 3 posibilidades. La primera, a = O conlleva a y(s) O, i.e. una solución 
trivial. Si ¿i = 0, resolviendo (6.8) mediante dos integraciones, encontramos que y(s) 
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s — Logs. Finalmente, si á O (este es nuestro caso general), entonces los valores propios 

4 de (6.5) deben satisfacer 4(R) = jk R2  + 1712 /4p.i„ donde jk  es el k-ésimo cero de 
Jo. Así, ya sea usando los teoremas de comparación o bien, recordando el análisis que 
siguió a la transformación de Prüfer en el estudio del problema linealizado, tendríamos 
de inmediato que 

Át(R) 	
VR2  + 17120 

 Wk  
2 
► (6.14) 

donde 0.),2, y 4(R) son los k-ésimos valores propios de (6.4) y (6.5) respectivamente. 
En particular, para luli = R = 0, wi = Ak < 	/4pminy i.e. obtenemos una cota 
superior para el k-ésimo punto de bifurcación. (Ver figura (6.2).) 

El teorema de comparación que se usó 6es [C-L, cap.8 ] es el siguiente: 

Teorema 6.3 Si (m')' giy = O con O < p2  < pi , g2  > gi, con las mismas condiciones 
de frontera separadas. Entonces si Alk  y AZ son los k-ésimos valores propios para i = 1,2, 
se tiene que A2 < Al. 

11,1) ‘‘= 
	

4nn¡ri  

1710  
1010  

figura 6.2: S(n) tiende a infinito en w2  y en 	al menos linealmente. 

Otra manera de probar el resultado sería usar el método Minimax de Courant [C-H, 
cap. 7] para la caracterización de los valores propios de los problemas lineales. En efecto, 
considerando que el coeficiente h/ N7i es conocido, tendríamos,' 

6 De hecho los resultados que se probaron para la prueba de la existencia y unicidad de la solución 
cerca de la singularidad i.e. s N  O, contiene entre otros, estos resultados. 

7Donde (u, v)t E V u'vVpde y (u, tr)2  E- fo 411//pm‘nde, 

4P,m, 
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h 
Ku = u•-.}2-u donde (Ku,v)i  = j —uv A , 

o V-E 

iku = lu donde (Ku, v}2  fuv . 

El espacio de trabajo II es I/1[0,1] con cualquiera de estas normas y la condición 
u(0) = O. En efecto, 

1u12 =1

1 
 2±--

i2 	I /2 

 dl 	
p 	

11/1,
2 

2 — 
O Pniin dS 

 
	O p 	 Pi n;tion  1°1 -d 	 2  

por lo que 111  N 112. Usando las estimaciones previas, si Vk-i denota cualquier sube-
spacio de I/ de dimensión k — 1, s 

1 	 (Ku, u)i 	 (Éu, u)2   
= 	 2 	 MaXvi 	 4. 2 Wk 	 18-1 	 3 	1U1

2 
Ah 

recobrando así el resultado (6.14). 

Ahora, puesto que la rama S(n) es no acotada, lull  = R y (6.14) nos muestran que 1u11  
es no acotado en cada una de las ramas. En efecto, (6.14) nos indica que en el diagrama 
de bifurcación en el espacio (w2,1u11 ), la imagen  de la k-ésima rama se encuentra a la 

izquierda de la curva dada por w2  = A/R2  1711/4p,„i„. Claramente, la función At(R) 
es asintóticamente lineal para valores grandes de 14. Así, (6.14) restringe el espacio 
donde se localizan las ramas. 

Teorema 6.4 S(.\) tiende a infinito tanto en w2  corno en luir,  por lo menos linealmente 
y 

w2 > — > O 
G o  

A continuación caracterizaremos, para algunos casos simples, a las cuerdas elásticas 
por medio del tipo de respuesta que uno observa cuando por ejemplo el valor de la tensión 
crece indefinidamente, es decir el orden de estiramiento con respecto a la magnitud de la 
fuerza tensil. 

sCuidado u 1 v en la normal I I , no implica u .1. y en la norma 112. 
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6.3.1 Cuerdas muy fuertes en tensión 

Diremos que una cuerda es muy fuerte en tensión si 

P(N, s) 
—› O cuando N --> oo . 

N 

Lema 8.5 Si (w2, u) es solución de (3,21) y (3.22), entonces 

ilull+1111 	 + 1711,8) + 1/10 

Prueba 

A partir de las expresiones (3.21) y (3.22) es inmediato ver que 

11210 5 w2 1P101x10 5 (.02  IP10 max.(Viuló + 1718) , 

ya que x/1u12  s2 y2  < 	+1,7120  y if es una función creciente de la tensión N. 
Además, directamente de (2.13), tenemos que 

lulo 5 w2 1Plomax,,(V lult +1710,8). 
	 (6.18) 

finalmente, observando que (lull 	luil20 	171)1/2  < lulo +lu'lo+  lylo, las relaciones 
(6.17) y (6.18) nos dan el resultado (6.16). Esta desigualdad muestra que u./ 2  no puede 
permanecer acotado. En efecto, si  w2  fuera acotado, (6.16) conllevaría a la desigual- 

dad 1 < M(MaxP 1)/ 	+171. Ahora, puesto que forzozamente la rama diverge, 
tendríamos en este caso que 1u11 —› oo, lo que genera una contradicción junto con esa 
última desigualdad. Hemos probado que para cuerdas muy fuertes en tensión (6.15), 
necesariamente w2 	oo y satisface w2A(Ñ) c/Ñ > 1 donde A(Ñ) 	f/(Ñ)/Ñ y 

Ñ ✓ 	+ 17120. Así, tenemos el 

Teorema 8.6 Supongamos que (6.15), se cumpla. Entonces, para cada w2  en (.12,)424.1) 
y para cada j = 1, 2, ... , k, existe al menos una u tal que (w2,±u) E S(\?). Además, en 
cada rama S(A2), w2  está acotado inferiormente y tanto w2  como 1u11  son no acotados. 

En su análisis sobre cuerdas uniformes e inextensibles (i.e. donde i) = 1 por lo que 
claramente se verifica (6.15)), Kolodner probó un resultado más fuerte, en el cual el 

(6.15) 

(6,16) 

(6.17) 



tul, 
I ull.(c+ od 

o 1.2  
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término "al menos" del teorema (6.6) es remplazado por "exactamente". Más adelante, 
veremos un ejemplo donde esto no necesariamente es cierto para cuerdas elásticas no 
uniformes. 

figura 6.3: Diagrama cualitativo para cuerdas inextensibles y uniformes. En nuestro prob-
lema, hasta ahora no sabemos si las ramas admiten o no puntos de inflexión. 

El teorema (6.6), muestra que las cuerdas muy fuertes en tensión tiene un compor-
tamiento similar al correspondiente para cuerdas inextensibles y uniformes. 

6.3.2 Cuerdas fuertes en tensión 

Si consideramos que esta clase de cuerdas está caracterizada por el hecho de que exista 
una constante M tal que 

b(N,$) 5. M(1+ N) para N>0, V s E [0,1] 	(6.19) 

de donde obtenemos una cota superior para 

1 	 1  
h<MW79+ 	) M(V.; + 	) 

NitD7  871 	 v 37min 

, 
< M(1+ -- 

1  
--) 

7min 
(6.20) 

Repitiendo el razonamiento que siguió (6.8), (6.9); pero en esta ocasión tomando 
k Iplo  M(1 + 1/-y„,;„), se infiere que , por un lado, los valores propios k son tales 

que 
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Ak 
4 iplo  M(1 + 1/ry„,i„) ; 

además dado que 1/p > 1/ Iplo  > 0, obtenemos comparando (6.4) y (6.21) 

()" 	w2m(1 	y = 
Iplo 

una cota inferior positiva para los valores del parámetro 

.2 
W2  > 	  

k  - 4 (plo M(1 1171;7 

Nota 

Oservemos que para que exista wi que satisfaga (6.14) y (6.22) es necesario que 

EIP10 M(1 + 1/1min))-1  5• 1710 iPmin 	a 	(iPio /Prnin)2  k. 1/M(1 + 1/7min) lo cual es 
cierto si M > 1. Puesto que NO, s) -E-. 1, esto se cumple. Así, cada rama S(142) está 
acotada inferior y superiormente, (Ver figura (6.4) 

1141
j¡(Iusimo) 

s(7l) 	annin  

O g 	 •iblo 
4100(1+M. PI 	4Pni„ 

figura 6.4: restringen la localización de la rama. 

6.3.3 Cuerdas débiles en tensión 

Llamaremos a una cuerda débil en tensión si: 

(6.21) 

(6.22) 

P(N, s) > mN para N k, O Vs E [0, . 	 (6.23) 
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Como antes, (6.23) nos da una cota para h > 	Así, en este caso hay que 
comparar, 9  

(11 _L to  2 h 
Cu 

—u = o 

U
n 

W2 /7/3/ = O , 
Pmin 

con las condiciones de frontera (3.67) equivalentes a (6.6), (6.7). Como O < l/p < 
1/p,„;„ y h > in f, los teoremas de comparación implican que (tenemos un caso análogo 
a (6.14)) 

, ,2 	12 
wk '`k 

donde nmp,ni„ 	es el k-ésimo valor propio de u" -I- µ2u = O, con condiciones 
u(0) = u'(l) = O. Es inmediato convencerse de que µ = (2k — 1)7r/2. Además los ceros 
de las soluciones uk(s) = a sin[(2k — 1)/rs/2] a esta última ecuación son si = 21/(2k — 1), 
donde 1 = O, 1, 2, 	, k — 1. 

De manera que, para este tipo de cuerdas, cada rama S(4) se encuentra en una banda 
alrededor de A2, al menos localmente (i.e. 1u11  •••• O) y a la izquierda de un valor fijo para 
toda 14, como representa la figura (6.5). 

k — rnpmn 	2 	1)kk  

Teorema 0.7 Si la cuerda es débil en tensión, i.e. si se tiene (6.23), entonces los valores 
del parámetro wk están acotados por arriba (6.26). 

6.3.4 Cuerdas asintóticamente lineales 

Es importante recalcar, que una cuerda uniforme no debe satisfacer necesariamente alguna 
de las condiciones (6.19), (6.23). También es posible que verifique ambas constricciones 
(si M > ni). En ese caso, w2  estaría acotado por arriba y por abajo en cada rama 
bifurcada. Entre esta clase de materiales se encuentran los llamados asintóticamente 

(6.24) 

(6.25) 

< 	1 	((2k — 1)/r)  2  
(6.26) 

9  (6.24) no es más que (6.4) en términos de u ;.--. sy. 
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lull 

figura 6.5: Cuerdas débiles en tensión. 

lineales, i.e. aquellos para los cuales P(., s) es asintóticamente lineal, o en otras palabras 
tales que exista una función p(s) definida positiva, tal que t)(N,$)/N 	µ(s) conforme 
N --> oo. En particular, si definimos v(s) 	u/ luio2  es claro que (6.4) implica que 
(y' 1 p)' (.4.12titi(N(u),$)1N(u) = O con v(0) = v'(1) = O, de manera que si luto 	oo, 
entonces III —+ O. Puesto que i)(N (u), 8)1 N (u) --> 14(s); es fácil ver que la linealización 
de este problema es (v1/ p)1  +w2  p(s)v = O, si P(N(u), s)/N(u) = 1.4(8)4- o(v). En este caso 
w2  --> Ak, donde Ak  denotan a los valores propios del problema lineal que resulta cuando 
N --> oo. 1° 

6.3.5 Cuerdas muy débiles en tensión 

Este es el caso de cuerdas para las cuales 

P(N, s) 
--• oo , conforme N --+ oo 	 (6.27) 

N 

Es lógico pensar que este tipo de cuerdas conlleve a comportamientos radicalmente 
distintos de los estudiados previamente como por ejemplo los relativos a las cuerdas muy 
fuertes en tensión (6.3.1), las cuales vimos, guardan una estructura cercana a las cuerdas 
inextensibles y uniformes (6.6). Quisieramos pues, localizar las ramas de bifurcación para 
esta nueva clase de respuesta material. Empezaremos con un estudio particular para 
la primera rama. Finalmente, veremos por medio de varios resultados el caso general, 
probando así el siguiente 

10Existen numerosos trabajos y teoría sobre este tipo de problemas .(Dancer (74), Kranoselddi (58), 
Pimbley (62-83), Kabinowits (73), Stuart y Tolland entre otros). Sin embargo, la riqueza de los resultados 
que uno puede determinar para esta clase particular de problemas esta coatrarestada por lo inusual que 
resultan las funciones linealmente asintóticas para casos físicos concretos. 
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Teorema 6.8 Sea u(s) = Nísw(s) = sy(s). Si (6.27) se satisface, entonces sobre la 
rama S(A2) se tiene que 

(.42/2, -4 , 	y luio 	,M0  ,12:10  ---> oo en SPID para k. 1,2,... 

Probaremos que Itvio 	oo y lulo  --+ oo conforme iylo  ---> oo. 

Prueba 

Escribiendo (3.66) y (3.67) en términos de las funciones x y y, y sustituyendo el valor 
de x dado por (3.67) en (3.66); obtenemos, usando el teorema de Fubini, ver (6.6), una 
ecuación integral para y. 

figura 6.6: Dominio de integración. 

99(23) 	

JO 	
¡1 9(71)b(VVY2(9) 72(V), V)  

dti) dt 
w 	./¿ 	VY3(9) 72(0 

y f fa yb(fh/y2 + 72, 71)  ( 	 11  iiil(b 	0 /Y2  + 72, 	/ 3 	1 
= 	N/y2 4. 72 	kh P(1)4\ 

 
) 	,/y2 +13 	L'o  p(o(k)(4+) 

recordando que sy(s) g foa pd¿ tenemos que (6.28) se escribe como, 

1 

gY(8) = 1(3) ji YP(WY' +  
W2 	 VY2  +12  

99(0) = gp(o) 	91)(WY2 -1121t)  
VY2  + ry 

1 is Z7o(wy2  + 72,) 	(6.29)  
%/VI+ 72  

cuando .9 -I O . 	 (6.30) 
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6.3.6 Un ejemplo particular para la primera rama 

En la primera rama, w no se anula en el intervalo (0,1]. Supongamos, sin pérdida de 
generalidad, que sea positiva a lo largo de ésta. claramente de (6.29) se obtiene la 
estimación 

7nan As) < 5 <1,1c,f(s) 

f,,,1 yi5(wy2+ 72, e)  de + 1 r  ¿o(1,42 + 7 2 ,1)  de. 
Vy2  + 72 	.10 	Vy 2 + 1,2 

Ahora, tomando el límite cuando 	O en (6.32) (el segundo término del lado derecho 
de (6.32) tiende a O pues recordemos que y(0) = —u.)2p(0)x(0) # O ver (3.64) y 7(0) = 
gp(0) 0) usando (6.29) 

1 0(1W - 7 2 

	

)1) 	_ 9Y(0) 	Y(0) 	 (6.33) f (o) = jo 	vy2 	+ 	W27(0) w2P(0) 

	

Análogamente, tomando el limite cuando s 	1, obtenemos sin mayor dificultad (ver 
(6.32) y (6.29) o (6.31)) 

gY(1) 	1 	IV)   de  <  91/(1)  
W21710

< f(1) —
J  Vy2 + 	w2Imin  

Derivando (6.32), f(s) 	fj lyPh/y2  + 72d1 < o. 11  Así, f es decreciente, por 
lo tanto f(1) < f (s) 5 f (0). Finalmente usando (6.31), (6.33) y (6.34), es fácil obtener 

Y(1)Pniin < Y(1)7min < 
Y 	— 
(8)  < Y(0) Filo < Y(0) lPIo  

lPlo 	1710 	9P(0) — P(0) 
(6.35) 

Directamente (le (6.35), usando la propiedad característica de cuerdas muy débiles en 
tensión (6.27)12  

1/(8)1)(3  42  + 72, a)  
WY2  + 72  

conforme y(1) —0 oo para s > O 

111lecordemos que y es positiva a lo largo de la primera rama. 
12Itecordar que t", es una función creciente de N. 

(6.31) 

(6.32) 

(6.34) 



6,3. COTAS A PRIORI 	 119 

Sin embargo, esta divergencia no tiene por que ser uniforme: no podemos afirmar que 
exista a tal que li(N,$)IN > a con a --> oo,ver figura (6.7). 

0(N)  
N 

a 

o 	N(s) 

figura 6.7: Existe s (dependiente de y(1)) tal que P/N alcanza un valor mínimo; que no 
necesariamente es una función creciente de y(1). 

Así, tal como están las cosas, no es claro como podríamos aplicar los teoremas de 
comparación para probar que w? 0 conforme y(1) oo, lo que se probará más adelante 
cuando probemos el caso general, usando un método alternativo. 

Ahora lulo  Max, lu(s)1 > u(1) = y(1) por lo que y(1) --> oo 	lulo 	oo. 

Por otra parte (6.29) es equivalente a 

gu(s) = 
37(8)

1  uv- 
" 11° 	df + u)2 Vy2 .4. 72 o Vy3 	1-7 

< 1710 (11 	8111 	dl 
1/142  + /2  O VY2  + 72  

!lin 11
+ 
	(I( 

142  "12  

Claramente el lado derecho de esta última desigualdad es lrylo  f(1) por lo que (6.34) 
nos da, despues de una obvia simplificación, u(s) < 	y(1)/ry,ni„. Es decir y(1) 	oo si 
lulo  -4 oo. Hemos probado entonces que en la primera rama: 

IuIo 	oo .1> y(1) ---s oo 	 (6.36) 

Ahora usando que v es creciente como función de N, usando (3.3) obtenemos Ix10  

s)ds, de donde claramente por un argumento de contradicción tenemos 
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que irlo  --> oo 	= 	lulo  ---> oo. Además, la relación (2.13) implica que si lulo 	00 
entonces 1r10  --> oo. Así, tenemos que 1x10 	oo = luli  --+ oo. 

Supongamos ahora que lylo  --> oo en la primera rama. Entonces de (6.35) se infiere 
que y(0) --> oo. Por otro lado, la relación (3.64) nos permite concluir que Pilo  --> 
oo 	lulo  ---> oo, que juntando con el argumento anterior y (6.36) nos dice que 
lylo  --> oo = y(1) ---> oo. Recapitulando, hemos probado que en la primera rama: 

00 <==> lulo —4 00 

00 (6.37) .' jull  --> oo 

00 IU lo  -4 C0 lylo  --> oo lylo —4 00 

Así, puesto que sobre la primera rama S()), w2  está acotado (ver (6.30)), necesari-
amente 13  itil i  --+ 00, lo que como vimos (6.37) implica que cada una de las cantidades 

lylo, 	11410  , 	lulo  diverge. 

Usando los teoremas de comparación, es posible obtener una función cp tal que w(y) —' O 
conforme y --> oo, y tal que w? < (19(y(1)) en la primera rama; si existen constantes m > O, 
p > 1 tales que b(N,a) > 1 +mNP para N > O; contando así con una estimación para la 
tasa con la cual se alcanza el límite w? ---> O cuando ly10 	oo. En efecto, en este caso 

h > (N"' + mNP-')f 

N = sx/y2  +12  

8 1710 (21)2 + 1 N > 87min(12)2 
+1, 

 

obteniendo así la siguiente cota para el término h, 

h >  	

I710  \ + (9)2  

t'A 2 	2 

MSP17MinP-1 1
t1) 
2-1) 

1710 

13Recordernos que la rama ea no acotada. 
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n 	

2_71 

isP-IlminP-1  (Y141  
(„

) 
1110

2 
+ 1 (6.38) 

Repitiendo el razonamiento (6.3)- (6.14), tomando en este caso á = w2 p„,i,i7„,i„1'-IRy(1)/ blo )21- 
1. 1] 2  queremos comparar (6.4) con 

(s0 " + as"y = O , 	 (6.39) 

que en términos del lema (6.1), se escribe como 

82y" + 2sy' ásP+ly = O . 	 (6.40) 

Sin mayor dificultad, identificando coeficientes, encontramos que en este caso (a, /3, 7, y) =-- 

(O, (p 1)/2, 241/(p + 1), —1/(p -I- 1)) o bien (a, 9,7, 	= (1,(p+ 1)/2,2M/(p 
1),1/(p 1)). Así la solución de (6.40) 14  

y(s) 
s_icir4T  (2p 4II:jr.:1  /41) 	

(6.41) 

Puesto que Ji, N  (z/2)9F(v + 1), la condición (6.6) se satisface sólo para el signo +. 
Por otro lado, imponiendo la condición (6.7) tenemos usando el lema (6.2), 

[ 
y(1) + yi(1) = 

p + 1 	1 
 

2 	p+1 '1.41 p+1 

2b1 
= ±VIóTIC9T p 	 = . 

4. 2\ffl 	(2rj1)1 

p + 	

e *

P+1 p 1 

Como antes el caso á conlleva a soluciones triviales. Así, para garantizar la existencia 
de soluciones no triviales, es suficiente que 2Viiii/(p + 1) sea un cero de Ly/(p+1). La 

solución es y(s) = s-lev(p+1)(201311:1/(p + 1)). Estamos buscando una cota para 44)i 
en términos de una función de y(1). Basta entonces escoger como valor propio de (6.40) 
a III  tal que 

"Recordar que C denota una función cilíndrica. 



(6.46) 
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(p 1)2C? 
e:  

	

11Plit I m lin in P-1  {1 	(11)21 2  

Finalmente, aplicando los teoremas de comparación a las ecuaciones 
vemos que 

lZ t  > wi . 

Así, (6.42) nos muestra que 91  :E- cp(y(1)), con las propiedades antes mencionadas, por 
lo que si lylo 	00, (6.43) nos da el resultado: 

Si 1/4, 	 , 

6.3.7 Caso general 

Para probar el teorema (6.8), basta aplicar la transfomación de Prüfer (4.1), (4.2) al 
sistema de ecuaciones (3.2), (3.3); expresando cos y sin en términos de u y x. Así, 
recordando (4.3), (4.5) 

	

4 	to 	 P(s/u2 	+ 12/2, )14 21 dl , 

	

22 4. 	 (6.44) 0(3) = 
Jo, 

	

u2 4. (02x2 [s.' ." ' 	VIO 4. 12,.yí 

Ahora, imponiendo la condición que garantiza que la función uk tenga exactamente k 
ceros en [0,11, i.e. 0(1) = (2k — 1)/r/2, usando (6.44) y puesto que el primer término del 
lado derecho es es positivo, resulta que 

nt = donde donde (1  = primer cero de J__e_ . 
n+1 

(6.42) 

(6.4) y (6.39) 

(6.43) 

(2k — 1)r 
 > 	

si( s/u2  1212,1)u2  
2o., 	Jo (u2 w2x2)5/u2 	+ 121,2 

Recordando (2.13) y usando (6.26) no es difícil ver que 15  

(2k — 1)7  > 1272,1)14  
214 	[77kul (ufk/p)215/4 1272 

150e ahora en adelante escribiremos los distintos términos con el subíndice k. 

(6.45) 



iPlo Iuk(s)I 	Pmin luk(tri)i 
AL:2
Ei -0i 

si 	s E ki-i,crii 

si 	a E [65+6] 
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Querernos probar que cuando lylo  —, oo (lo cual es implicado por lulo  ----> oo, la integral 
del lado derecho de (6.46) diverge. Para ello requerimos (6.27), además de cerciorarnos 
de que el crecimiento puntual de u (o y), no está confinado a intervalos tan pequeños 
como para evitar que el término integral diverja aún cuando lulo 	oo. En lo que sigue, 
examinaremos con cuidado la forma de las soluciones entre sus ceros, probando una serie 
de lemas que nos llevarán al resultado. 

Lema 6.9 uk tiene exactamente k ceros 01,a2,... ,ak  en [0, 1] simples que satisfacen 

O = 	< <tl  < < 	< 	< ak  = 1 

donde 1j, y j = 0, 	, k — 1 denotan los k ceros de uk  en [0,1]. 

Prueba 

El teorema de Sturrn (4.4) nos dice que uk, teje  tienen exactamente k ceros en [0, 1] que 
no coinciden. El ordenamiento se sigue del teorema de Rolle. 

Lema 6.10 

figura 6.8: el resultado del lema implica que luk(s)i es esencialmente cóncava en cada 

IJ = 

Prueba 
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Consideremos la función yk  tal que (y;,/p)i  = O para todo .9 en (ej_i  ,cri) U (ui,ei) con 
yk(6-1) = Yk(li) = 0 y yk(ai)-- uk(ai). Es inmediato ver que 

a k(3) = Uk( 	) 

ei71 p 
si 

si 

8  E 

E (a;, 

.) 	p f 

r, p 

,7711 

Supongamos, sin pérdida de generalidad que uk  es positiva en /j 	(1j_1 ,1j), entonces 
por (3.66) y la definición de yk, es claro que 

111)1  = 	k 	'Y  (9 1  
V k 	<0 	SE J. 	(6.48) 

k p I 	
j

I  

La función (k  E• uk  yk, tiene 3 ceros en /j  en los puntos s = 	 El teorema de 
Rolle, nos garantiza la existencia de al menos un cero de (1 en cada subintervalo /7, a = 
1, 2. De hecho, veremos que sólo hay un cero de en cada /7, Daremos la prueba para 
/I, la prueba correspondiente a /1 es igual. Supongamos entonces que (1k(a) = 1(0 = O 
con a, b en /I. La desigualdad (6.48) nos dice que (1k /p es estrictamente decreciente en /j 
y por lo tanto, en 	Así,si a < b tendríamos que CC(a)/p(a) > (1(s)/ p(s) > S1(b)/p(b) 
para todo s en (a, bj C n, lo cual evidentemente no es posible. Además sabernos que 1.1 
tiene un sólo signo en cada uno de los subintervalos 17, o = 1,2. Directamente de (6.47) 
y recordando que hemos supuesto que uk  > O (uk(o:;) > O pues si fuera cero, entonces dado 
que riik (cri) = 0, entonces ti k a 0, i.e. una solución trivial). Encontramos que (1(0.7) < 0 
y (1(a') > 0, por lo que (k  > O en I. En otras palabras, uk(s) > yk(s) para todo s en 
/j. Usando (6.47) tenernos finalmente el resultado. 

Corolario 6.11 

lua•--1)1 —4 00 y  lusk(MI —4  cc conforme luk(65)I 

Nota 

Geométricamente se intuye el resultado (ver figura (6.8)), conforme uk (ai) = valor 
extremo de uk  en ./j aumenta, las pendientes en 	y deben aumentar. 

Prueba 

	

Vimos que uk(s) > yk(s) para toda .s en /j. Así puesto que uk(eJ_1) = 	= O 
esta última relación se puede escribir corno 

11 

(6.47) 
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iik(s) 	 Yk(3) - 	 (6.,19) 

dividiendo (6.49) por (3 - 6_1 ) > O para todo a en 4 y tomando el límite cuando 
a ---> 6...1  obtenemos (ver (6.47)) 

?.1i ) 	
ai)p

(l 1-_, 	it 	
uk( 

P 
	

iPio 

min 	(6.50) 

lo que nos da el resultado. La prueba para 6 es exactamente igual. 

Lema 6.12 Supongamos que la cuerda sea débil. Si juk l i  -› oo, entonces luk(ai)1 	c>o 
para j = 1, 	k. 

Nota 

Este es el resultado trascendente. Nos dice que (uk11  -+ oo implica que en cada subin-
tervalo Ii , uk  crece indefinidamente.. Esto implica también que 

1Ukil --9  °° 4=1' 11410 -4 
	

(6.51) 

Además, puesto que u(s) = sy(s) 	julo < 1y10, por lo que luk lo  -+ oo implica que 
lylo 	00 y, por el corolario (6.11) que lullo 	oo. Puesto que u' = -w2 px, también 
tendríamos que ixio 	oo. Por otra parte, usando la desigualdad del triángulo 

y(s) = '1jL9)8  = ui(0) + jo  (te (t) - (0)) dt 

'IY(.9)1 5 2 lug(0)1+ lulo  5- 3  lulo 

de donde se infiere que lulo  --> oo si fylo  --+ oo. De hecho (6.51), nos daría que 

iY10 -4  °O = !tilo 	00. Por lo anterior tendríamos que 

tylo  ---> oo 	lulo 	oo e=*. 	oo . 	(6.52) 

Pasemos entonces a la prueba del lema (6.12). 

Prueba 
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uk(s) — 	Yk(s) — 	 (6.49) 

dividiendo (6.49) por (s — 	> o para todo s en Li y tomando el límite cuando 
s 	obtenemos (ver (6.47)) 

ukkkj-1 I 	Yk(Si-1) = 	 > Uk(TiI P1)Pinin  0 
	 (6.50) 

lo que nos da el resultado. La prueba para 1j  es exactamente igual. 

Lema 6.12 Supongamos que la cuerda sea débil. Si luk l i 	oo, entonces luk(o.i )1 	00 
para j =1,...,k. 

Nota 

Este es el resultado trascendente. Nos dice que juk l i 	oo implica que en cada subin. 
tervalo /i, uk  crece indefinidamente.. Esto implica también que 

00 	*4=4' luk lo  —4 00 . 	 (6.51) 

Además, puesto que u(s) = sy(s) 	iuio< Mol Por lo que luk lo  —› co implica que 
fylo  -4 oo y, por el corolario (6.11) que 140 	oo. Puesto que u' = —co2 px, también 
tendríamos que 's'o 	oo. Por otra parte, usando la desigualdad del triángulo 

y(s) = .1(2--918  = u1(0) +18 
 j
'(u'(t) — ul(0)) dt 

iY(8)1 5. 2 lus(0)1 + 14 5 3  lulo I 

de donde se infiere que lu'lo 	oo si 1y10 	co. De hecho (6.51), nos daría que 
1y10  ---> 00 	Itilo  -4 00. Por lo anterior tendríamos que 

MO —4 00 	lujo —4 00 <=1. 	 (6.52) 

Pasemos entonces a la prueba del lema (6.12). 

Prueba 



a 
de = wi5(8) 14(8) = coi5(8) 

(6.57) 

1441) (Jul  + 1212,  8) 

sigc ¿272 
 

jai uk(1)1) (Vul + 	8)  

siu2k  +129 
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Si luki i  -4 ce entonces existe j tal que luk(ai)1 -4 oo o bien, lu'k le, --4 oo. Esto nos 
permite probar el resultado, empezando por demostrar que 

jtlkjo  ---+ oo 	aj tal que luk(cri)1 	oo . 	(6.53) 

Entonces, por lo que afirma el corolario (6.11) probaríamos finalmente que 

—› 00 
	

ink(cri_ i )1 —4 oo y luk(ai)1 --4 oo 	(6.54) 

Ahora, para probar (6.53) y (6.54) basta escribir (2.13) sustituyendo el valor de x 
ciado por (3.3) para ver que 

) ja i 	+ 12'72,1)  
Uk(a) = WkP(S 

	

	 , 	 (6.55) 
Vu12, ¿2)2 

de donde por (6.26) y el hecho de que ú es función creciente de la tensión, se infiere 
que 

1141(8)1 	nk 	 + 1711,1) 
	

(6.56) 

De aquí que, si tullo  --+ oo necesariamente julo 	oo i.e. (6.53). 

Ahora, puesto que 14(oi) E: O = wlp(cri) fji uki,1\14 + e724, y que 14((ii-1) ° = 
colp(a j_i) 	I N. 	+ t2 y2d1, usando (6.55) tenemos que 

A partir de (6.58) es claro que 18  

/ 	_ 
114(1i-1)} 	 v(Vut(ai) + 72(1),1) dS 

16Una vez más usamos el hecho de que v es una función creciente de N y que uk  alcanza sus valores 

extremos en los puntos cri_ L , cri en el intervalo 4_1, 4, respectivamente. 

111:,74411401,144.<,34 	- - 
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Itil(6-1)1 5 ¿JIP( j-1)
¿ 

P(Vul(a))+ /2(0,0 dl • 
,-, 

Estas expresiones nos permiten escribir 

l'1il(li-1)1 	rlk iplo A , 	respectivamente 	itiik(¿;_ i )l < iik iplo 13 

1. 
A = Jo1 P(Vul((7.i-1) 	i7i20,1) (11 

/3 =
o 

P(VuUerj) 1111,1)d1 

El mismo argumento que siguió de (6.56) nos da el resultado (6.54). Finalmente, 
veremos como todos estos resultados nos permiten estimar los valores de uk y u'k en cada 
vecindad de aj, en términos de uk(ai). 

Lema 6.13 Sea a 	p,„;„11p10 < 1. Entonces, para toda s en (n;_ i ,ni), donde 1b 
ci)/2 y ni-1 	+ (C7i el-1)/2 

y Iuk(s)l >— 	2 
luk(c5)1cv, 

= 
Gj — aj  

< 2 iuk(a ji)1  
Pmininj 

si 	yi-a, 5. s 5 ai 

si 	< < 11j . 

uk(9) 

p(s) 

Por el lema (6.10) tenemos que 

iPioluk(3)1 	Pniin luk(17i)IMin[49(11:7-1), 99(ni)1 

donde cp(s) = (s 	 (cp(s) = (ti — 	—crj)) si pertenece a (13_1 , 
respectivamente 	Por su definición, w(nj...1 ) = r,o(nj) = 1/2, lo que junto con la 
desigualdad anterior nos da uno de los resultados. 

Para probar la desigualdad relativa a uso una vez más supondremos, sin pérdida de 
generalidad, que uk > O en 	Así puesto que 	> O y uk(En) < O (ver 
corolario (6.11)) y ciado que ul(cri) = O, tenemos que 
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k( )l 

tut(9)I 

29,11u1(csdi 

figura 6,9: Visualización de los resultados de los lemas. 

ul(s) > 0 si s E (1.7 _ 1 , a;) 	 (6.58) 

tilk(s) < O si .9 E (ai,li) . 	 (6.59) 

Por otra parte, (6.48) implica que ulip es decreciente en 	por lo que 

tilk(s) 	ul(t) 
para ej_i  < t < s < 

P(8) 	P(t) 
(6.60) 

Tomando .s en 	;) e integrando con respecto a t entre ¿j_i , 	esta desigualdad, 
tenemos que (en este caso ul > O por (6.58)) 

uik(s) dt < 	
ul(t)di  < uk(ni_ i )  

P(8) 	P(t) 	Prnin 

Así, recordando la definición de 	tenernos 

< 
u(a.) 

Pmin 

 

 

  

   

ulk(s) < 	2uk(ai)  
p(s) 	(cri — 

para s E 	 . 	 (6.61) 

Análogamente, si ahora tomarnos t en (o i,qi) e integramos (6.60) con respecto a s 

entre lb y 	recordando la definición de yi y (6.59) 
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ul(s)ds < 	!!1̀-()d.9 
Jr7) P( 8) 	lb P(t) 

uk(ai) 	uk(tii) >  — 
 jei tila)

ds > 
til1, (1)1  —  a 	

para t E (a , 	.(6.62) 
Pmin 	Pmin 	ni p(8) — p(t) 2 

Finalmente de las relaciones (6.61) y (6.62) es claro que 1141(s)/ p(s)I < 2uk(cri)/(p„,;„Mi). 

Contamos ya con los elementos necesarios para concluir la prueba del teorema (6.8). 

En efecto, puesto que el integrando del término del lado derecho de (6.46) es positivo, 
podemos acotar el término (2k — 1)7r/(24), por la integral alrededor del punto ai  ( pues 

C 	1D, con el mismo integrando. 

(2k — 1)ir 
3 	‘. 

Wk  

donde cada integral tiene por integrando a 

J n  

u1(1)P (1,/u,(1) + ¿14(1), 8) 

itikul(o+ (%)15/41)+1,2(e)  

Ahora, como tik  tiene exactamente k ceros aislados en [0,11, existe j tal que ( donde 
k> 1) 

- 

o I1— 4..11 >  
k 

pues de lo contrario 17  1 = El-1(6 — 	+ 1— 	< 1 lo cual es absurdo. 

Para esa j, tendremos además que alguno de los términos (oi 	(ni — c i) es mayor 
o igual a (2k)-1  con k > 1. Sin pérdida de generalidad, supondremos que (ai  — 
(2k)-1 . Entonces, por el lema (6.13), es claro que 114(s)/p(s)i 5 4k luk(aj)i /p„,in, por 
lo que estimando adecuadamente el integrando de (6.46) ( también usamos el resultado 
Iuk(s)I > a luk(ai)1/2, ver lema (6.13)) 

17Ver lema (8.9) 
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(2k — 1)ir 	P(uk(ci)1, 	uk(cri)1 	a2u2k(cri)14  

— 	uk(cf j)1 	 i711 u1(°..i)frik 

> 	(P(uk(cri)1, e)) 	a3  
MinE 	 / luk(ai) 	) 16 [71k p

16k2
insn 

(6.63) 

si uk (ai) es tal que 1-y120  < 3u2k(ai). Por lo tanto, si P(N,$)IN —› oo 18  cuando N —› oo, 

(6.63) nos dice que: 19  

col --> O si luk  --00 , 

ya que todos los valores extremos de la solución uk  tienden a ce. Si (yi — crj) > (2k)-1, 

es claro que el mismo argumento funciona. 

Notemos que para el caso k = 1, entonces al  = 1, yo  = 1/2 y se aplica la estimación 
en el subintervalo [1/2,1]. 

6.4 Comportamiento global de las ramas 

Recordemos que nuestro problema se puede plantear en la forma dada por (3.32), (3.33). 
Usando los mismos argumentos que para la linealización en w = O, es fácil ver que F[(w, y)] 
es un mapeo Fréchet diferenciable y compacto de C° x C°en el mismo. Definiendo la 
función f."9ii E h, es decir 

h(w) 	N(w e)), 

N(w, = (1w2  + e2 2)' 

entonces la derivada de Fréchet es 

Joa 
P(1)Y(1) dl 

DiTwo,Yo)1(w Y) = ( 

fal  (h(wo)✓ in + ¿I 4(1111) N — P)w) 

18i.e. si  la cuerda es débil. 
"'Ver lema (6.12). 

(6.64) 

(6.65) 

(6.66) 
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corno se determinó en el capítulo tres (ver . (3.23) y (3.24)). Notemos que la segunda 
componente se escribe 

r 

1 (WW0)2 '11W 771)  + 12721) 	) 

Si incluirnos la dependencia en w, entonces el mapeo 

(w, y) + wi'[(w, y)] tiene como diferencial de Fréchet en (wo, yo, wo) a (6.67) 

(I + woDii(wo, Yo)i)(w, Y) + AMwo, yo)] en la dirección (w, y, A) . (6.68) 

Notemos que si (wo, yo) + wo  Mwo, yo)] = O, entonces el segundo término se puede 
sustituir por —(A/wo)(too, yo). Ahora bien, si I + woDF[(wo, Yo)] es invertible, entonces 
podemos usar el teorema de la función implícita y probar que la solución de (w, y) + 
wil(w,y)1 = 0, cerca de (wo, Yo, wo) es única y es una curva (w, y) en función de u.), que 
será Cr  y tal que 

1 
(1443), yi(wo)) = 	+ woDfi 	

-1 
(wo, yo))) (wo, yo) • (6.69) 

Notemos que si ese operador es invertible para todo (wo, yo, wo) en Sk, entonces se 
tiene una curva pararnetrizada globalmente por A, y por lo tanto sin retornos. En par-
ticular Sk  siempre deberá encontrarse a la derecha, o hien a la izquierda del punto de 
bifurcación. Así, de contar con una cota inferior para el valor del parámetro w que tienda 
a infito conforme lul i  diverge a infinito, entonces Sk estaría obligada a bifurcar hacia la 
derecha, y para cada valor de A entre Ak  y 4+1  20  hay exactamente k soluciones notriviales 
caracterizadas por su estructura nodal. 

Ahora, exactamente como se probó para wo = yo = O, el operador DÉ[(tvo, yo)] es un 
operador compacto, con valores propios simples y sus funciones propias están caracteri-
zadas por su estructura nodal (en todos los argumentos que hemos desarrollado a lo largo 
de este trabajo, es suficiente cambiar s212  por ut + s212). Como vimos, a estos valores 
propios, les corresponden unas funciones propias que satisfacen la ecuación diferencial 

V 1  
w2 (9212 114111_0 + v?i,N(N0))  v  = o  , 

Nj 	° Nj 
(6.70) 

20Donde al  son precisamente los valores propios de la linealización, a partir de los cuales bifurcan las 
ramas de soluciones no triviales. 



132 	 CAPÍTULO 6. BIFURCACIÓN GLOBAL 

donde v = 1,-9W, satisface las condiciones de frontera, v(0) = v'(1) = O, No  = 	-1- 
.9272 )21  y uo  = i.itvo  denota la solución correspondiente a 

(Vioy 	2  fl(No)  
No  

con las mismas condiciones de frontera. Entonces, si queremos probar que el operador 
I + w/M(Ivo, yo)] en una vecindad del punto tu = wo, necesitarnos probar que la única 
solución del problema (6.70) correspondiente al valor w = wo  del parámetro es la trivial, 
i.e. v Es 0. Para esto, usaremos una vez más los métodos de comparación: 

Si queremos 

1272_ +14° 
 

2LN < 
Ño No 	No — 

(6.72) 

o equivalentemente, que uN < P/Aro para todo u0, esto quiere decir (integrando de O a 
N) que P(N) < kN + e, es decir la cuerda debe ser fuerte en tensión. 

Nótese que multiplicando la primera ecuación (6.70) por uo, la segunda (6.71)por y, 
restándolas e integrando de a a b, tenemos que 

	

I 

(V I 	U f  ti o  .b 	2  uo  
no  (2) Vd9 —140 — V— 1 = 

	

a 
W -

N2 	
— N noV ds 	(6.73) 

	

p 	 a 

Por lo tanto, si a y b son dos ceros consecutivos de y, y suponernos, que no y > O en 
[a,b], si uo  es positivo en [a, b], como vi (b) < O y v'(a) > 0, tendríamos una contradicción: 
este es el teorema de comparación. 

Entre dos ceros consecutivos de v, hay un cero de uo. Por lo tanto v (si no es identi-
enmonte O), tiene a lo más k ceros, cuando uo  tiene k ceros ). Si ahora uno fija el valor 
de b = 1, y el valor complementario a al último cero de v y suponiendo que v > O en 
[a, 11, entonces si además uo  > O en [a, 	dado que v'(a) > 0, llegamos otra vez a una 
contradicción: Por lo tanto v tiene a lo más k —1 ceros (incluyendo el cero en el origen 
s = O). 

Para probar que tenemos invertibilidad, es decir, que la única solución de (6.68) 
corresponde a la solución trivial y E O, basta probar que la situación anterior no puede 
suceder. 

(6.71) 



6.4, COMPORTAMIENTO GLOBAL DE LAS RAMAS 	 133 

Teorema 6.14 Si p es constante (cuerda uniforme, u homogenea) y v a-  1 (cuerda inex-
tensible), entonces las ramas Sk  son parametrizadas por A > Ak  y Sk(w) es una curva Ci  
en w, para la cual iuli 	oo cuando u) —› oo. 

Prueba 

De los casos de cuerdas muy fuertes en tensión y de la discusión anterior , basta 
probar que u :=_. 0, es decir llegar a la contradicción basando nuestro argumento sobre el 
número de ceros (i.e. la estructura nodal). Supongamos entonces que y no es una solución 
trivial. Sean ao  = O, 	, a„, ... sus ceros. Sean O = yo < yl  < 	< yn  < ... los 
ceros de 1 ), O < fl < f32  < 	< fi„ < ... los ceros de y' y finalmente denotemos por 
O < zl  < z2  < 	< 	< ... a los ceros de u'o. 

Lema 6.15 Si y $ O entonces O = yo = ao  < zt < pl  < yl  < 	< < an < zn+1 < 

/3n+1 < • . 

figura 6.10: Representación de la estructura nodal que determina el resultado. 

A partir del lema es fácil ver que si pedimos que u'o(1) = 0, es decir que zis  = 1, para 
u0  en Sk , entonces en el intervalo (0,1(, y tiene exactamente k ceros, en tanto que y' sólo 
tiene k — 1 ceros, lo cual da la contradicción deseada. 

Prueba 

Para simplificar los cálculos, podemos sin pérdida de generalidad, suponer que 'Yo = 1 
y w = 1. Sabemos que no  es solución de (6.71) 

uo 
u//
° N 
+ , O 	con u0(0) = 0, u1(1) = 1 . 	 (6.74) 
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Podernos suponer que u'o(0) > 0. Por otra parte la función v satisface, 

2 
21"+

3
v = o 	con v(0) = O, v'(1) = 1 , 	 (6.75) 

también podernos suponer que v1(0) > 0. Ahora 1410  es solución de la ecuación, 

82 	8 
(14)-„  + —U”

, 
 — —U0  = 0 . 

N3  N3  

Sea re = (s + a„)u'o  — 2tro, entonces, con tv" = (s + ,)uo' 

92 U0 
wil 	

3 	N3  
—W + 9(.9 an)—  = • 

como se puede verificar directamente. Ahora multiplicando (6.74) por v, (6.75) por 
uo, restando e integrando de a a /3, tenemos: 

uZ 
vulo  — vi  uv 11, + 	vtiv— ds = 0 . 

N3  
(6.78) 

Haciendo lo mismo con las expresiones (6.76) y (6.75); (6.77) y (6.75) encontramos 

P 	ItZ 
VU0 V u f , 	_ 

a 
vuo — da = O O IP  a 	N3 

VU0 
VW1  — 	+ —9(8 — ds = 0 . 

N3  

Tomando (a, fi) como uno cualquiera de los intervalos de la forma (an, zn+i ) en (6.78), 
uno de la forma (yn, zn+1) en (6.79), y finalmente un último de la forma (y., y„.+1) en 
(6.80) se obtiene 

4.4.1 	u8 
vi(z,i+i)uo(z,i+1 ) = vi(a,t )tro(an) + 

a 	
vu

o3 	
da 

n  

zn+1 	2 

V(Zn+L)U0(Zn+1) Vibn)Uichn) — 	V2/0-
3 	

da = O 
N Yn 

VUO 
(11(Y11+1) (Yn+l an)1/(Yn+1)W0(Yn+1)) = 	8(8 — an)—N3 ds  + (v(h) + (ha + an)v'(h)) 440) 

(6.76) 

(6.77) 

(6.79) 

(6.80) 

(6.81) 

(6.82) 
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Notando por las ecuaciones, que 40), td(y„) = —u'o(y„). Notemos también que, 
debido a que v'(0),u'o(0) > O entonces 

signo de no  = (_1.)n 
	

Yn < 3  < Yn+1, signo de n'o  = (-1)" 	si z,, < s < zn-hi 

signo de y = (-1)" si a„ < s < a„.4.1 , signo de y' = (-1)" si f3„ < < fin+i 
(6.84) 

Para probar el lema, se usa inducción, así, si suponemos que es válido para un entero 
m cualesquiera, y que 

(y (y„) 	+ a„)Y1(y„)) u'o(y„) > O si n < m . 	(6.85) 

Para m = 1, el primer cero de 'un, al, debe encontrarse antes del primer cero de y: 

Y1 < a1 y vuo > O en O < x < yl . 	 (6.86) 

Por (6.81) con n = O, vemos v'(zi)uo(zi) > O. Por (6.83) con n = O, (v(yi) 
yiyhi))ulyi) > O, entonces yivi(yOu'o(Yi) > —v(yi)ulyi) > O, ya que v(y1) > O y 
u'o(yi) < O. Por lo tanto, v'(y1) < O, es decir /31  < yi. De la misma forma (v(yi) + (y, + 
ai )y'(yi))ulo(yt ) > O, completando el paso de inducción para m = 1. 

De seguir siendo cierta para un entero m cualesquiera, por la separación de los ceros 
sabemos que a„, > y., por lo tanto se sigue de las hipótesis de inducción que v(y.) = 
(-1)m-1  y v(y.)u'o(y.) < O. las mismas relaciones y la hipótesis nos dictan que (y. + 
an)i/(yrjulo(y.) > —v(y.)ul(y.) > O. Por otro lado vi(y.)ulo(y.) > O. Para probar que 
y. < am  < z.+1, razonaremos por contradicción. Si y 96 O en (y„„ z„,4.1), entonces el 
signo de y es el signo en y,„, es decir 	Por lo tanto vuo  < O en ese intervalo y 
v(z„,.4.1)4(z,„4.1) > O. Usando esa información en (6.82) se llega a un absurdo. 

Dado que am  < 444, el signo de v'(am) es (-1)m y vs(a.)uo(a.) > O. Por el ar- 
reglo que mantienen los ceros z.4.1 < Yrn+i < 	Por lo tanto, el signo v = (-1)m, 
en el intervalo (a., z.+1) y vuo > O. Usando esta información en (6.81), se tiene 
y'(z.4.1)uo(z.4.1) > O y, como el signo de uo(z.+1) = (-1)m, entonces el signo de 
y'(43+1) = (-1)m = signo de 1/(a.). Así, z..1.1  < 

Dado que y. < a. < y.+1  < a.+1, el signo de v(s — am) = (-1)m > O en el 
intervalo (y., y.+1). Usando esto y la hipótesis de inducción en (6.83) se tiene que 
(thni+i) + (Y.1+1 + a.4.1 )Y1(y.+1))uay.+1) > O. Pero v(y..§.1) tiene el signo de (-1)m, 
por lo tanto v(y..1.1)vs(y.+1) < O, por lo cual t/(y.i.1)uso(y.4.1) > O, es decir el signo de 
yi(y,,,+i ) = (-1)m+1  = — signo de y'(z.4.1 ). Esto implica que 13.4.1  < 
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Finalmente, por todo lo anterior (arn4.1 —cx„,)vi(y,„+i )uly,,i.1 ) > O, por lo que (v(y,7,4.1)-1-
(Ym+1 + CInt+1 )VI(Yrn+1))1tio(Ym+1) > 0, lo que al concluir la inducción, términa la prueba 
del teorema (6.14). 
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Finalmente, por todo lo anterior (am+i—cn)vs(u 	)u1,.(n 	> O, por lo que (v(Ym+i)+ 

(1/m+1 	ani.1.1 )1)1(y„,+1))14(y,,,,+i) > O, lo que al concluir la inducción, térrnina la prueba 

del teorema (6.14). 
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Conclusiones 

Este trabajo muestra que incluso para el modelo más simple que uno podría pensar en 
cuanto a la dependencia de la constricción constitutiva, i.e. la constricción elástica, uno 
puede encontrar comportamientos radicalmente alejados de los correspondientes a cuerdas 
inextensibles. En nuestro análisis vimos que el problema singular (sin peso en el extremo 
libre), se puede atacar mediante un estudio riguroso de la convergencia de problemas 
penalizados regulares (i.e. en los cuales se encuentran suspendidos pesos 14, cada vez más 
pequeños). Sin embargo, un par de intentos con un hilo, nos sugieren comportamientos 
alejados para los problemas correspondientes a los casos de tener un extremo libre y el 
correspondiente a colgar un peso en el mismo. Pero no hay que olvidar, por un lado que 
nuestro modelo es una primera aproximación (caso unidimensional) para la descripción 
de los estados estacionarios de una cuerda que gira alrededor del eje vertical, y por el 
otro, algo sumamente importante: la condición u'(1) = O. En efecto, esta última nos 
dice desde un punto de vista físico, que en el extremo libre de la cuerda, ésta permanece 
vertical, haya o no un peso suspendido. Así, vemos que uno podría haber anticipado 
la efectividad de los métodos empleados para las dos resoluciones: directa (problema 
singular) e indirecta (problemas penalizados regulares). Sin embargo, pienso que no hay 
mucho más que decir para estos problemas: uno podría jugar con relaciones funcionales 
más complicadas para la respuesta material, buscando descubrir otras características de 
las soluciones. Sin embargo, esto nos alejaría del problema físico concreto que se pretendía 
describir. 

De mayor interés sería, imponer otro tipo de condiciones de frontera o constricciones que 
sí tengan un significado físico concreto, como por ejemplo estudiar estados estacionarios 
de una cuerda elástica cuyos extremos permanezcan fijos al eje de rotación. Este problema 
fue estudiado por Reeken para el caso inextensible. Antman, muestra que el problema 
se puede escribir en una formulación similar a la correspondiente al análisis de Kolodner. 
Para este problema cambia ligeramente la forma de la tensión N, lo que da origen a tina 
posible singularidad en el interior del dominio de las soluciones. 

En el caso regular, considerando una fuerza tensil (N > O) uno puede mostrar por un 
lado que el estudio de la solución trivial se reduce al problema particular de la catenaria, 
donde uno de los extremos se encuentra por encima del otro. Las condiciones de regu-
laridad, muestran que existen tres casos: un estado vertical (que siempre es posible), un 
estado con un sólo doblez en el punto más bajo que alcanza la cuerda y un correspondi-
ente estado a un sólo doblez en su punto más alto. También se puede ver que dada una 
distancia de separación de los extremos fijos, existe una única solución correspondiente 
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al caso N > O. Estas configuraciones, corresponden a las únicas ramas triviales a partir 
de las cuales puede haber bifurcación. El problema más complicado, en el cual N = O 
en b E (0, 1), i.e. problema con una singularidad interior al dominio, conviene considerar 
a b como un parámetro libre ya que físicamente el hecho de que N(b) = O = u(b) nos 
dice que el problema de Reeken no es más que dos problemas de Kolodner de uno y otro 
lado de la singularidad. También es claro que los métodos variacionales, concretamente 
cuando el funcional tiene una singularidad no localizada, se pueden utilizar asumiendo 
la singularidad como un nuevo parámetro. Para más detalles recomendamos al lector el 
texto de [Ize 871. En esta formulación, se encuentra que el extremo debe satisfacer condi-
ciones de regularidad (condiciones naturales de Weierstrass). Para obtener las soluciones 
no triviales, se construyen las familias de superficies no triviales para los dos problemas 
de Kolodner con w2  y b como parámetros. Estas se intersectan en un número numerable 
de continuos que son curvas en el espacio (w2, b, w). Es notable, dice Antman, que los 
valores propios para los cuales hay bifurcación tienen todos ellos multiplicidad igual a 2. 

Otro problema cercano, sería considerar un extremo fijo mientras que el otro per-
manezca constreñido al eje vertical. Por ejemplo, sujetando este último a un anillo de 
peso Fi  cuyo centro se encuentra en el eje vertical y pueda deslizarse a lo largo de éste 
sin fricción. No es difícil llegar a resultados prácticamente idénticos para los establecidos 
para el problema de Kolodner usando herramientas muy similares. 

Finalmente, Stuart estudió un problema similar en el cual ambos extremos yacen fijos 
en el eje vertical de rotación con el valor de la tensión fijo en el extremo inferior pero sin 
especificar la longitud. Estas condiciones de frontera aparentemente artificiales se utilizan 
para un modelo primitivo que describe el proceso mediante el cual se elaboran las cuerdas 
en la industria. En este caso, la constricción mantiene acotado el valor de la tensión N, 
por lo que se puede probar para este caso particular, que cada rama es acotada por arriba 
y por abajo sin importar la forma funcional de la relación constitutiva. Cabe mencionar 
que el trabajo de Stuart (que en realidad estudió el problema correspondiente al caso 
inextensible) representó una de las primeras aplicaciones de los resultados de la teoría de 
bifurcación global de liabinowitz. 
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