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Introduccion

Entre los vagos recuerdos de la noble infancia, cuando enfrentados por primera vez el
mundo de la experiencia, la mejor de las motivaciones, uno saborea el gusto del asombro
y el abismo de la duda, vislumbro el placer que yo sentia frente a las oscilaciones regulares
de cuerdas: mi hermana jugaba con sus amigas a saltar la cuerda, a mf{ sélo me cra permi-
tido observar., En aquel entonces sus amigas me importaban poco, asi, sin distracciones
(quiza atn no llegaban mis amigos con un balén, unas monedas u obsoletas estampillas)
disfrutaba de la regularidad de movimiento que alcanzaban la niiia saltarina y la cuerda.
También recuerdo mis juegos con la manguera que no siempre buscaban mojar al enemigo,
usualmente mi perro. En fin, esto no es un amable relato de mis motivaciones de infancia,
sino parte de mis motivaciones actuales: las matematicas aplicadas.

Para aclarar las ideas, pensemos por ejemplo en un charro y su riata. Si observamos
con cuidado, cuando éste empieza a excitarla mediante movimientos circulares del brazo
que sujeta un extremo, ésta apenas se mueve o altera su posicién natural (vertical). Sin
embargo, conforme va ganando energia, la cuerda alcanza sibitamente un estado regular
que se caracteriza por el perfil que observamos. De hecho, un buen charro con habili-
dad puede conseguir diferentes perfiles regulares ajustando particularmente la velocidad
de giro. Ahora, aqui hay varios puntos que deben mencionarse. Una cuerda real, tridi-
mensional, tiene espesor. Una primera proximacién para la descripcién de su dindmica,
consiste en considerar una cuerda pesada unidimensional. Esto simplifica el problema
original ya que al no tener espesor, ignoramos efectos de torsion, lo que reduce el sistema
de ecuaciones, pues de golpe eliminamos la relacién que iguala a las torcas externas con
el cambio de momento angular (i.e. ley de Newton).

Por otro lado, cuando ponemos en movimiento a una cuerda, su longitud varia. De
manera que su longitud es funcion de variables dindmicas. Un caso particular de cuerdas
unidimensionales, no uniformes, son aquellas para las cuales su longitud sélo depende de
la tensién al tiempo ¢ en el punto material s y del punto material mismo. Estds son
conocidas como cuerdas elasticas. En este trabajo estudiamos los estados estacionarios
de una cuerda eldstica, pesada, no uniforme, que gira con velocidad angular w alrededor
del eje vertical en el cual estd sujeta en sélo un extremo, y sobre la cual inicamente actiia
la fuerza de gravedad. ‘

En el primer capitulo se ofrece una derivacién del modelo matematico que describe al
problema, estudiando con cierto cuidado, la cinematica de la deformacion, la fisica del
problema y las propiedades materiales. En este enfoque, resulta claro que los primeros
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dos puntos son generales: se aplican a todo objeto que tenga la geometria de una cuerda.
' tanto que el tercero depende de la respuesta material: se refiere a las propiedades que
resultan de la constriccion interna de una cuerda. Mencionamos por completez, varias
clases de cuerdas que son estudiadas cominmente: cuerdas viscoelasticas, termoeldsticas,
malteriales con memoria, etc. En estos casos, uno debe completar el sistema de ecuaciones
con otras que resulten al estudiar la fisica de la respuesta. Todo nuestro andlisis estd
contenido en el texto de Antman [Antl, cap.2).

En el segundo capitulo, entramos mas en detalle en el estudio de nuestro problema
particular, observando el hecho importante, de que para cuerdas elasticas unidimension-
ales, las soluciones estacionarias son planas. Ademas vemos que el problema de la cuerda
eldstica que gira alrededor de un eje vertical con un extremo libre sin peso, es singular;
mientras que cl problema andlogo en donde cuelga un peso p > 0 en el extremo libre
no lo es. Esto nos sugiere dos estrategias de ataque para el problema singular (sin peso
en el extremo libre). La primera: estudiar directamente el problema singular, pasando
a la formulacion integral. Y la segunda consiste en estudiar un conjunto numerable de
probleinas regulares (donde un peso p;, — 0 cuelga del extremo libre) a partir del cual
podamos concluir sobre el problema singular.

En el capitulo tres estudiamos con cuidado, la estructura de los mapeos que resultan
de la formulacion integral, probando finalmente que nuestro probleina se puede considerar
como un problema de punto fijo de un mapeo F que tiene la forma

F(X](s) = L(w) - X +g[X, ] .
Donde g, L son operadores compactos y continuos; L es lineal, y g es o(|X|).

En el capitulo cuatro estudiamos el problema linealizado X = LX que es de tipo
Sturm-Liouville singular. Probamos la existencia y la unicidad de las soluciones, asi
cono sus propicdades nodales. También damos un estudio de la forma variacional del
problema, obteniendo una formulacién alternativa tipo Fredholm a partir de la cual se
pueden deducir nuchos resultados mas. Explotando la estructura de la ecuacion ! y de su
linealizacion tipo Fredliolm, nos avocamos ya en el capitulo cinco al estudio completo del
problema singular. Usaudo los métodos tradicionales de la teoria de bifurcacién, como la
reduccion de Liapunov-Schmidt, que nos permite proyectar la ecuacion en dos espacioy
coruplementarios {en este caso, puesto que los valores propios son simples, son kerA y
R(A) donde A = I+wl es cl operador de Frédholm previamente obtenido). Obteniendo
asi dos ccuaciones: una de dimension infinita y otra de dimension finita. En la primera,
¢l método de contraccion nos permite despejar a Xy (X = cXo+ X; V X € 4" donde
X o3 el espacio de trabajo que es Banach), en términos de A = w — A} y ¢. Sustituyendo

TEn realidad reescribimos varias veces el problema usando formulaciones equivalentes inds simétricas,
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ese valor en la segunda ecuacién, obtenemos la ecuacion de bifurcacion (ecuacidn en Ay
¢). Finalmente, usando el teorema de contraccion, despejamos a A como funcién de ¢ y
estudiamos algunas de sus propiedades.

Con argumentos similares, estudiamos los casos no singulares (1, > 0), y damos una
prucha de la convergencia de espectro y de las ramas de soluciones no triviales (por lo
menos localmente), de los probleinas penalizados al problema singular. Posteriormente,
mencionamos algunos resultados globales usando los teoremas de bifurcacién global de
Rabinowitz (que no probamos). También hacemos un estudio, para una clase particular
de cuerdas eldsticas,no uniformes, para la cuales tenemos bifurcacién subcritica para todas
las ramas en cada punto de bifurcacidén.

IYinalmente en el capitulo seis, explotando el hecho de los valores propios del problema
lincal son simples, probaimos que la estructura nodal se preserva para el problema coni-
pleto (nolineal) a lo largo de las ramas de bifurcacién. El resultado global (alternativa
de Rabinowitz) implica que las ramas son no acotadas. Por otra parte, ofreccinos una
clasificacion para cuerdas eldsticas, en base a la forma funcional de su relacion constitu-
tiva. Esto nos permite, usando los teoremas de comparacion clasicos para ecuaciones de
tipo Sturm-Liouville, establecer cotas para el espectro y las ramas, indicando las regiones
en el espacio de bifurcacion donde pueden o no localizarse las ramas. Vemos como para
las llainadas cuerdas muy débiles (9(N,s)/N — oo cuando N — 0o) obtenemos un com-
portamiento estrictamente distinto al correspondiente para cuerdas inextensibles (¥ = 1).
En efecto, probamos que para cuerdas inextensibles y uniformes, problema estudiado por
Kolodner; para valores de la frecuencia w en (wy,wa41), existe para cada j = 1,2,...,k
una sola solucién u; que tiene exactamente j ceros en el intervalo [0,1]. Fisicamente,
ésto significa que para una cuerda uniforme inextensible que gira alrededor del eje z con
una velocidad angular w € (wy,wk41) donde wy = velocidad propia o modo normal del
problema lineal, entonces podemos tener para el caso nolineal, todos los modos normales
anteriores (correspondientes a velocidades propias wy < w). Sin embargo, para cuerdas
clasticas no uniformes muy débiles vemos que ésto ya no se cumple, probando que en
la proyeccién del espacio de bifurcacién en la representacion (|ul, ,w?), wi — 0 con-
forme |u/s|; — o0o. Se ofrece un ejemplo de bifurcacién subcritica para cuerdas elasticas
no uniformes, dando una primera aproximacion para la forma funcional que conlleva a
este comportamiento. Finalmente ofrecemos una prueba del resultado de Kolodner{Ko),
basandonos en gran medida en lo sutil de su argumento.

I"inalmente, en las conclusiones mencionamos otros problemas relacionados con el prob-
leina de Kolodner. _
Enrique Loubet Fernandez
LLM.AS., UN.AM., Cuidad Universitaria, México D.F. 1996
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Capitulo 1

Ecuaciones de movimiento para
cuerdas elasticas

1.1 Introduccién

En este capitulo se ofrece una derivacién matematicamente precisa, fisicamente intuitiva y
conceptualmente simple, del sistema cuasi-lineal de ecuaciones diferenciales parciales que
gobiernan el comportamiento de cuerdas elasticas nolineales sujetas a grandes deforma-
ciones, Parte de este analisis es el uso del principio de poder virtual y la ley equivalente
de impulso-momento que juegan un papel importante desde un punto de vista fisico y
matematico, pues representan generalizaciones de las ecuaciones de movimiento, El prin-
cipio de poder virtual estd intimamente ligado al estudio de condiciones de salto (condi-
ciones naturales de Weierstrass desde una 6ptica variacional), formulaciones variacionales
y métodos de aproximacion.

Por otra parte, las relaciones constitutivas juegan un papel crucial en nuestro analisis. Es-
tas restricciones, que deben reflejar la respuesta del material en estudio, permiten justificar
, de manera consistente, el analisis nolineal de las ecuaciones, asi como el estudio de esta-
dos de equilibrio y el uso de métodos perturbativos. Ademads , este tipo de formulaciones
son la esencia del tratamiento de problemas concretos que abarcan modelacion de cuerpos
mas complicados, como cuerdas con espesor, membranas y cuerpos 3-dimensionales,

Las ecuaciones exactas, para el movimiento plano debido a grandes deformaciones de
una cuerda, fueron establecidas por Euler (1744) y las correspondientes al movimiento
espacial por Lagrange (1762). Sin embargo, la derivacion simple y elegante que propuso
Euler - basada en una combinacién de geometria y principios mecanicos- fue sustituida por
derivaciones basadas en suposiciones geométricas y mecanicas ad-hoc como por ejemplo, el
suponer que el movimiento de cada punto material esta confinado al plano transversal a su



12 CAPITULO 1. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

posicién de equilibrio y perpendicular a la linea que une los extremos de la cuerda. Antman
[Antl, I-7) muestra que practicamente ninguna cuerda cldstica ejecuta ese movimiento,
Por otra parte, muchas derivaciones hacen caso omiso de las propiedades del material;
incluso de la extensibilidad de la cuerda pues suponen que la tensién es practicamente
constante para movimientos pequeiios. Si fuese estrictamente constante, entonces ningin
segmento de una cuerda uniforme podria cambiar de longitud y si los extremos de la
cuerda estuviesen fijos, cutonces ésta no podria moverse,

1.2 Las ecuaciones de movimiento clasicas

Iin esta seccidn derivamos la forma clasica de las ecuaciones de movimiento que describen
Ja dindmica de una cuerda que sufre grandes deformaciones, Una solucidn clisica se
define como una solucion para la cual todas las derivadas, que aparecen en la ecuacion
diferencial, son continuas en el interior de su dominio de definicién. Asi, para la derivacion,
impondremos restricciones de regularidad para lag variables geométricas y inecanicas,
Mis adelante y puesto que tanto fisica como matematicamente las soluciones a dichos
problemas no resultan necesariamente cldsicas, adoptaremos un estudio mas riguroso que
no asuma -a priori- regularidad de las soluciones.

L.a derivacién de las ecuaciones de movimiento para la cuerda se divide en la descripcion
de:
(i) La cinematica de la deformacién.

(ii) Leyes fundamentales de la mecdnica (como la generalizacion de la segunda ley de
Newton para medios continuos).

(iii) Propiedades del material mediante ecuaciones constitutivas,

Este esquema separa el analisis geométrico y mecanico en los puntos (i) y (ii), que son
considerados universalmente validos, del tratamiento de las ecuaciones constitutivas que
dependen del material en estudio.

1.2.1 Cinemaitica de la deformacién

Sea {i, j, k} una base ortonormal directa del espacio euclidiano £ de dimensién 3 . Defin-
imos configuraciones de la cuerda como curvas en €. Una cuerda se define como un con-
junto de puntos materiales (o particulas) que tienen la propiedad geométrica de ocupar
curvas en £ y la propiedad mecanica de ser perfectamente flexible, (ver significado mas
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1.2. LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO CLASICAS ' 13

adelante). Distinguimos la configuracién [0,1] 3 s — sk como configuracién de refer-
encia e identificamos a cada punto material de la cuerda por su coordenada s (longitud
de arco en esta configuracién) vease figura (1.1). Mas adelante, supondremos que esta
configuracién corresponde a una configuracion natural en la cual la fuerza total y la torca
total en cada parte de la cuerda es cero.!

.,
"
‘a,
v,
......
]
Y,

figura 1.1: s = Longitud de arco con respecto a la configuracion de referencia (natural).

Supongamos que la cuerda estd en movimiento. Sea r(s,t) la posicién de la particula
s al tiempo t. Con el objeto de estudiar problemas de valores iniciales y de frontera,
tomaremos como dominio de r a [0, 1] x [0, 00).

La funcién r(-,¢) determina la configuracién de la cuerda al tiempo ¢, ver figura (1.2).

(s,

/
figura 1.2: Configuracion de la cuerda al tiempo t.

El estiramiento v(s,¢) de la cuerda en el punto (s,t) se define como:

1Es decir la cuerda esta en equilibrio,
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o Jor 1 Ts(s,1)|ds ,
Jim ~ﬂ—s-2—’_-_—-;l—— =v(s,t) asi v(s,t) =|r,(s,t),

donde la integral es la longitud de la curva, al tiempo t, del segmento cuya longitud en
¢l estado natural (de referencia) es 33 — s;.

Una caracteristica del movimientoregular esta dada por la condicion v(s,t) >0 V (s,1) €

[0,1} x (0,00) (i.c. la razon de longitudes nunca se anula),

Si v(s,1) > 1 se dice que la cuerda se ha elongado o estirado.
Si w(s,t) < 1 se dice que la cuerda ha sufrido compresién.?

Suponiendo que la cuerda se encuentre inicialmente en una configuracion s — u(s) con
nt campo de velocidades s — v(s) al tiempo ¢ = 0 y que en los cxtremos s =0y s =1
de la cuerda, ésta se encuentre fija en los puntos k y 0, entonces dadas las hipotesis de
continuidad 3 sobre r tendrfamos, (s longitud de arco al tiempo inicial, que corresponde
a la configuracién de referencia.)

(0,8 =k ; r(s,0)=u(s)
r(l,t) =0 ; rs,0)=v(s)

= u(0) =k, u(l) =0, v(0) =0, v(1) =0.

Esta situacion, corresponde a un problema mas sencillo que el que estudiaremos en
este trabajo: ver [Antl, VI-3 pag. 189] y la conclusion de esta tésis. Otro problema del
mismo genero, es ¢l pedir que en el extremo correspondiente al valor del parametro s = 0,
permanezca constrefiido al eje vertical: ver [Antl, VI-3 pag.185] y la conclusidn de este
trabajo para unos breves comentarios alrededor de estos problemas.

El problema que estudiaremos es para el cual el extremo correspondiente al valor s = 0,
esta libre sujeto inicamente a un balance de fuerzas, como veremos con detalle en el
capitulo siguiente.

Hasta aqui, hemos completado ¢l estudio cinematico de la deformacion de la cuerda.
Pasemos entonces al analisis mecénico. '

La dificultad que uno encuentra al querer comprlmlr una cuerda real, es consecuencia de la inesta-
bilidad debido a su gran flexibilidad.
3Consideramos que r(-,t) es continua hasta [0,1]V ¢.
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1.2. LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO CLASICAS 15

1.2.2 Analisis mecdnico

Asuinimos que las fuerzas que actuan en el material (a,s) C [0,1] en la conliguracién
r(-,t) consisten en (ver figura (1.3)):

Una fuerza de contacto n(s,t) ejercida en (e, s) por el segiento material (s, 1] y que
consideramos puntual.

Una fuerza de contacto —n(a,t) ejercida en (a,s) por el segmento material (0,a) y
que consideramos puntual,

Una fuerza de cuerpo ejercida en el segmento (a, s) por el resto de los agentes (fuerzas
externas como la fuerza de gravedad). Consideramos que esta fuerza de cuerpo ticne
la siguiente forma, [} f(s,t)ds.

A(®)

area transveral

densidad volumetrica

oy . e
v ] T
_n(a'l)/__._ 1
k '

{

figura 1.3: Origen de la notacion para la densidad de masa por unidad dc longitud y
representacion de las fuerzas externas.

0

Ahora, usando la 2% ley de Newton, i.e. igualando la resultante de fuerzas en un
segmento cualesquiera (a,s) de la cuerda, con la derivada respecto al tiempo del mo-
mento lineal, [’(pA)(€)re(£,t)d¢, del segmento, obtenemos la siguiente forma integral de
la ecuacidn de movimiento, '

o) = n(en )+ [ 16,04 = 3 [ oANORE0dE = [ (oA IulE, 046 (L)

Esta ecuacion es valida V (a,s) C (0,1) y V¢t > 0. Suponiendo mayor regularidad de
las funciones que intervienen en la ecuacién de movimiento (1.1) tenemos al derivar con
respecto a s, ' ’

n,(s,t) +f(s,t) = (pA)(s)ru(s,t) cons € (0, 1) yt> 0 (1.2)
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listas ecuaciones representan la culminacion de los principios mecanicos basicos para la
descripcion de cuerdas,

1.2.3 Propiedades materiales

Ahora describiremos aquellas propiedades materiales de la cuerda que son relevantes para
la mecdnica, especificando la relacién entre la fuerza de contacto n, con el cambio de
forma sufrido en cada configuracién r(s,t). Llamaremos a esta especificacion, relacidn
constitutiva, y sirve para distinguir la respuesta que se obtiene para distintos materiales, 14l
sistema formado por (1.2) y la relacién constitutiva queda asi formalmente determinado,
pues contiene igual nimero de ccuaciones que de incognitas. Una propiedad caracteristica
de una cuerda es su llamada perfecta flezibilidad. Matematicamente se refleja en en hecho
de que n(s, t) sea tangente a la curva r(-,t) en r(s,t) para cada (s, t) ver fignra (1.3),

rs(s,t)

nlat)xn(s) =0 ¥ st & 0t =Nt

: (1.3)

Es importante sefialar, que este hecho proviene de la teoria de cuerdas reales (i.c.
3-dimensionales), en donde ademds de la ecuacidn (1.2), se necesita una ecuacién que
exprese la igualdad, para cada segmento, entre la torca resultante, y la derivada respecto
al tiempo del momento angular. En el caso degenerado de la cuerda 3-dimensional, en
¢l cual ésta no ofrece resistencia alguna al doblarse, esta segunda relacion se reduce a la
constriccion (1.3).

La componente de fuerza N(s,t) es la tension en el punto (s,t). Cuando N > 0,
tenemos una fuerza tensil y decimos que la cuerda esta bajo tension, mientras que N < 0
corresponde a una fuerza compresiva y se dice que la cuerda esta bajo compresion.

Iin base a experimentos sencillos, podemos concluir que la tensién N(s,t) depende sélo
del estrés (estiramiento) v(s,t) en (s,t) y del punto material s. Dichos experimentos,
no sugieren dependencia con respecto a la velocidad de cambio de la deformacién o a la
historia del material deformado. Por lo tanto, podemos representar a un material eldstico
asumiendo la existencia de una funcion,

(0,00) % [0,1] 3 (v,8) — N(v, ) € R tal que N(s,t) = N(v(s,1), ). (1.4)

Notemos que (1.4) no refleja dependencia explicita de N(s,t) en r(s,t), en la direccién
rs(s,¢) o en el tienipo absoluto, lo que expresa el hecho fisico de que la respuesta del
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material, no depende de movimientos rigidos en el espacio y translaciones en el tiempo.
Esto es reflejo de considerar al espacio como homogeneo e isotrépico. En varios casos, esta
invarianza permite reducir sistematicamente la forma de la ecuacién constitutiva.! Entre
materiales mas complejos, podemos citar las llamadas cuerdas termoeldsticas. Cualquiera
que deforme rapidamente una liga, se percata de un aumento de la temperatura 0. Para
lomar en cuenta este fenémeno, sustituimos el lado derecho de la ecuacién (1.4), por
Noo(P(s,t),0(s,t),3). En este caso requeririamos una relacion complementaria de energfa
cuyas nuevas variables deben relacionarse mediante restricciones constitutivas, Por otra
parte, es comin observar amortigliamiento en el movimiento de una cuerda eldstica, de-
bido a fricciones internas que estan intimamente relacionadas con efectos térmicos. Uno
de los modelos mas simples que describen el fenémeno, ignorando efectos térmicos, se ob-
tiene al considerar que la tensién N dependa del estrés v(s,t), de su velocidad de cambio
u(s,t) y del punto material s, i.e. que ®

N(s,t) = Ny(v(s,t), (s, ), 8). (1.5)

En este caso hablamos de cuerdas viscoeldsticas. Uno podria pensar en materiales inds
caprichosos para los cuales N dependa de derivadas de orden mas alto de v. Materiales
para‘los cuales N depende de la historia de v(s, ) y de s, representan una generalizacidn de
los anteriores. Sedefine la historia de v(s, -) hasta el tiempo t € [0, 00) como v(s, t~7) para
7 > 0. Asi, la relacion constitutiva mas general, para la clase de materiales viscoelasticos
estd dada por,

N(syt) = No(v(syt —7),3). (1.6)

Notemos que (1.5), (1.6), se reducen a (1.4) cuando la cuerda esti en equilibrio
y cuando ha permanecido en equilibrio durante todos los tiempos ¢t — 7 para los cuales
v(s,t—7) influencia No. Esto implica que -desde un punto de vista puramente mecénico-
la respuesta a un estado de equilibrio para todas las cuerdas es elastica. En nuestro andlisis
nos avocaremnos unicamente al estudio de materiales elasticos.

Ahora bien, no nos sirve cualquier funcién constitutiva. Su expresion debe ser fisicamente

plausible. No esperamos que una cuerda reduzca su longitud cuando la jalamos y tampoco
esperamos que la friccion acelere su movimiento. Podemos asegurar que un incremento en

Fisicamente no hay razén alguna para suponer que N no pueda depender de derivadas en 5 de
orden mds alto, Este tipo de dependencia ocurre en el estudio de efectos de tensién superficial que son
significativos para problemas de estructuras de choque y cambios de fase (ver Hagan Slemrod 1983 Carr
Gurtin Slemrod 1984).

8Como en multiples modelos mecanicos, dependencia en la velocidad sugiere friccién. (ej. Resortes,
Fluidos viscosos, etc...).
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la tension se acompaiie de un incremento en el estrés para una cuerda eldstica si asumimos
que:

A

v — N(v,t) sea estrictamente creciente.

Por otra parte, para una cuerda elastica, los hechos de que una fuerza tensil infinita
conlleve a un estrés infinito y que una fuerza compresiva infinita conlleve a una compresion
total de la cuerda con estrés igual a cero, se traducen como:

N(y,s) — o s v—o0o , N(s)— —00 si v—0

La configuracién de referencia es natural si no hay tension. Entonces para cuerdas
elasticas requerimos de la siguicnte restriccion constitutiva,

N(1,s) =0. (1.7)

Notemos que las hipétesis sobre N(,t) y la continuidad de N, nos permiten asegurar,
por el teorema de valor intermedio, que

Vse [0,1),NeR ,3v tal que N(,s) = N.

" Las hipétesis sobre la monotonfa de la funcién N, implican que esta solucién -que
tlenotaremos por #(N,s)- es tnica. Mas aiin, si pedimos que N, sea positiva, entonces
usando el teorema cldsico de la funcién implicita, tendriamos que ¥ es continuamente
diferenciable.

Estos resultados, costituyen un ejemplo simple del teorema global de la funcion implicita.
Asi (1.4) es equivalente a,

(s, t) = f/(N(s,t),s)‘ (1.8)

S 35 e i




Capitulo 2

Ecuaciones para la rotacion
estacionaria de cuerdas

2.1 Introduccién

En este capitulo, derivaremos las ecuaciones para la rotacion estacionaria de cuerdas.
Supongamos entonces que la cuerda gira alrededor del eje vertical con velocidad angular
w. Consideremos el siguiente vector,

e(t) = coswt i+ sinwt j . (2.1)

Estudiamos rotaciones estacionarias de la cuerda alrededor de k, para las cuales r tiene
la forma, ver figura (2.1),

r(s,t) = z3(s)e(t) + za(s)k x e(t) + z(s)k (2.2)

21(1) =22(1) = 0, 2(1) = 0 (i.e. cuerda fija en el origen). (2.3)

Supondremos que [0,1] 3 s +— r(s,t) es absolutamente continua para todo t y defin-
inos,

v(s) =| ry(s,t)]. (24)

Notemos que el estrés no depende explicitamente del tiempo; esto es consecuencia
de estudiar el caso estacionario (ver expresion para la tension més adelante (2.19)).
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J ,l.'.“ kN ‘-/!’ ........ > C(l)
g %, /
; Hl ;.(s.’_t):.\.".. //:
200, X
" khe(t)
k

figura 2.1: Representacion de los sistemas de referencia inercial {i, §, k} y sinddico
{e, k x e, k}. '

Supongamos que un punto material de peso p se une al extremo s = 0 de la cuerda.
la tinica fuerza de cuerpo sobre ésta es la fuerza debida a la gravedad que actia en la
direccion k. Aqui haremos una pequena digresion para hablar un poco sobre la fisica
cuando el sistema de referencia es sinddico, i.e. no-inercial.

2.2 Sistemas de referencia sinddicos

Sea r(s,t) el vector posicion del punto material s al tiempo ¢, visto desde el sistema de
referencia inercial {i, j, k} y sea #(s,t) el vector posicién de la misina particula pero visto
desde el sistema de referencia sinddico (no-inercial) {e(t), k x e(t), k}. Entonces de la
figura (2.2), vemos que, al escribir r(s,t) sobre la base sinddica

r(s,t) = (r-e(t))e(t)+ (r-(k x e))k x e+ (r-k)k

Por lo tanto, si #(s,t) es el vector con componentes (r - e(t),r- (k x e),r - k) es claro
que,
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dt vdt e dt
E{f‘_ dr

dr dr dr dr de de
;E—(—e,a-(kxe) k)+(r ,r~kx——,0).

\

.............
.....
.......
s,
v,
.
.
.
,

o
o
»
*
.
.
or?
""""""
vese
..............

figura 2.2: ilustracién de rotacion infinitesimal.

Se ve claramente que el primer vector es dr/dt escrito en las coordenadas sinodales
¥, como de/dt = wk x e, usando las propiedades del producto mixto, es inmediato ver
que el segundo vector es wr x k descrito en la misma base. También se puede derivar
directamente r(s, t).

Si definimos @ = wk entonces por la ecuacién anterior tendriamos que,

d d . |
(;i;) iner'= (E)lind Twx (2'5)

Aqui los subindices iner y sind indican que las derivadas deben calcularse, en las vari-
ables observadas desde los sistemas de referencia inercal y sinédico respectivamente. La
ecuacion (2.5) es la ley basica de la cinematica en la cual estan fundadas las. ecua-
ciones de la dindmica para un cuerpo rigido. Su validez no esta restringida inicamente al
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movimiento de cuerpos rigidos, Es correcta adn en la descripcion de una particula o de
un sistema de particulas, Ahora las ecuaciones de Newton son vélidas bajo un marco de
referencia inercial. Asi, aplicando el operador (2.5) al radio vector r tenemos,

Viner = Vsing + w X r,

_ ‘lvincr dviner - N A
Biner = === +@ X Viner = 8yins + 2w X Vying) + @ x (@ x 1),
dt /. dt )
iner sind
Donde Viner ¥ Ving 500 las velocidades de una particula respecto a los sistemas inercial
y sinddico respectivamnente y aging, ainer Sus aceleraciones. Asi, la ecuacion de movimiento,
que con respecto a un sistema inercial es simplemente F = ma,,,, toma la forma,

F = 2m(@ X Vying) — m@ X (& X r) = Maying.

Por lo que un observador en el sistema rotante (sinddico), juzgaria que la particula se
mueve bajo la accion de una fuerza efectiva,

Fef =F- 2m(¢b X V,,'m;) - mw X (L:) X l‘). (2.6)

Examinemos el origen de los términos de la ecuacién (2.6). El dltimo término es un
vector normal a @ = wk que apunta hacia afuera. Se trata de la fuerza centrifuga. Cuando
la particula es estacionaria con respecto al sistema de referencia sinddico (rotante), es decir
dit/dL = 0, como expresa (2.2). Esta es el inico término que se suma a la fuerza efectiva,
Mientras que, cuando la particula se encuentra en movimiento respecto al sistema de
referencia en movimiento, el segundo término de (2.6) conocido como fuerza de Coriolis
entra en juego. .

Para una descripcién mas detallada desde el punto de vista fisico, referimos al lector
al texto [Gold, 4-10] en el cual nos basamos para la discusién anterior.

in nuestro caso estamos interesados en estudiar estados estacionarios por lo que sdlo
esperamos términos centrifugos al calcular la expresion de la aceleracién.

Ademas, puesto que estamos interesados en el caso elastico, de ahora en adelante
supondremos que v(s,t) = P(N(s,t),s): Integrando la ecuacién de movimiento (1.1)
respecto a t obtenemos la ley de momento lineal,

[ nis,) = nia,0) dt+ [ [ 66,0 dedt = ["oA)OIrEr) - v de.  (27)

LUNGAE
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Por otra parte es inmediato ver que,

é=-w'e dedonde ry(s,t)=z,6+z5(k x €)
(k x e] = —w'(k x e), ru(s,t) = —w[zre + z(k x )] = —w[r — (r- k)k].

A partir de las ecuaciones (1.1) y (1.3) tenemos,

Mol kD LMo, [ (o) Ehk b = o [ (oM@l eun( @)k de

que proyectando en las componentes e, k x e, k se escribe respectivamente como,

N(s)z! (s

(N(s), [/ (pA)(€)za(€) dé + ﬂma(O)] ~ 0, cona=12 28)

V(f(}’fﬁ—— -l / (pA)(E) d§ + u] = —[s7(s) + ). (2.9) .

El valor de n(0,7) se calcula a partir de la ley de Newton (tomando en cuenta los
términos centrifugos), ver la ilustracién (2.3),

ZF =mF = n(0,7) + pk = gru(O ,T) (‘2.10)
n(0,7) = -§w2[z,(0)e(f) +z2(0)k x e(r)] — pk. (2.11)

En lo sucesivo, supondremos que pA > 0, continua para todo s; y que ¥ es continua
para todo s y que (:,3) es estrictamente creciente y tiene la forma de la figura (2.4).

2.3 Estudio de la solucién plana

lHasta ahora no hemos explotado el hecho de haber escogido un sistema de referencia que
gira con la cuerda. Un primer resultado se encuentra en el enunciado de la siguiente,

S
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wer, (0.9

%  =In(O) e
uk

figura 2.3: Lstado natural en t =0 y configuracion en t = 7.

Bov, 9
n 0( N=® o ©
R N —*
Bogat ot On 9 "2 :
{ ~ 5
T /" LeydeHooke
Sedao’ N !
N=Max(M"2 + £9(&) "DA1/2

figura 2.4; Dependencia cualitativa de la funcion &(N,s). Notemos que para valores
pequeiios de N esperamos una respuesta lineal, i.e. la ley de Hooke.

Proposicién 2.1 Sean v y N soluciones de (2.4), (2.8), (2.8), (2.9) con r(-,t) abso- i
lutamente continua y con N continua. Entonces Vi, v(:,t) es una curva plana. i

Prueba Seca

(2.12)

Uy =

(N(s),9)
Por (2.8) tenemos que u, son continuamente diferenciables. Las condiciones (2.3)

y (2.4), implican que (1,21) y (u2,22) satisfacen cada uno el problema de valores de
frontera: ’

W(s) + w¥(pA)(s)z(s) =0, (2.13)

P e T
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<X

i = MEPN(s), ) 9 1.
z'(s) N(s) ) (2.11)
gu(0) = —wiuz(0); z(1)=0. (2.15)

Ahora como estamos suponiendo que (2.4), (23), (2.8), (2.9) tiene solucién, la
funcién s ;(%%5)17) puede suponerse conocida y asi el problema (2.13), (2.14) puede
considerarse lineal en (u,z). Por otra parte la segunda ecuacion del sisterna (2.14), es
singular siempre que N se anule, Elevando al cuadrado ambos miembros del sistema
(2.8), (2.9) y'sumando término a término obtenemos,

N2(s) = u?(s) + ud(s) + [sy(s) + p)*. (2.16)

De manera que N no se anula si p 3£ 0 (u > 0). Si p = 0, entonces a partir las
ecuaciones (2.8), (2.9) vemos que N sélo puede anularse para s = 0. De aqui que el
problema correspondiente a y = 0 sea singular.

El sistema de segundo orden, lineal, dado por las ecuaciones (2.13), (2.14), tiene
dos soluciones independientes y una sola solucién independiente satisfaciendo la ecuacién
(2.15). Fijemos una de estas soluciones independientes y denotemosla por (u,z). Puesto
que (u4,T4) cada una satisface el sistema (2.13), (2. 14) se sigue que existen constantes

B y B tales que:
(UayZa) = Pa(th2) con a =1,2.

Si B + B2 = 0 entonces r se reduce a zk, que es una curva plana (i.e.una solucién
trivial de equilibrio).

Si no, entonces r tiene la siguiente forma,

r(s,t) = zfre + zfk x e +zk = NCEY [ﬂne(t\/; ﬂ2kﬁ’: e(t)} z(s) + 2(s)2.17)
it

— x(s,t) = VA + As(e)e(t) + o)k (2.18)

lo que muestra que r(,t) estd confinada al plano generado por {&(t), k }. Ajustando
¢l origen del tiempo adecuadamente, podemos identificar a & con e y entonces fijar z, =
s,y =u, ra=0yu; =0,

B T Ty
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En efecto de la expresion para &, definiendo a 7 mediante,

B . B

COSWT = —p—=—===== SINWT =

g+p g+p

tenemos (ue,

&(t) = e(t + 7).

Asi, el problema (2.4), (2.3), (2.8), (2.9) es equivalente a (2.3), (2.9), (2.13), (2.14)
y

N(s) = :i:\/tﬂ(s) + [37(s) + p)* (2.19)

Combinando (2.19) y (2.13), (2.14) obtenemos,

d [ u(s) i\/“ +[s7(s) + u]*,8) .
ds ((PA)(3)) * \/u’ + [s7(s) + u)? =0 (2.20)
sujeta a las condiciones de frontera,
9(pA)0)u(0) = wu/(0) (2.21)
u'(1) = 0. (2.22)

Si pA no es diferenciable, entonces el significado de (2.20) esta dado por (2.13), (2.14)
y (2.19). A continuacién, resolveremos la ambigiiedad de signo de (2.19).

Puesto que sy(s) = g [; (pA)(€) d¢ > 0V s, (2.9) implica que 2’N(s) <0 (i.e. 2’y N
ticnen signos opuestos). Una consecuencia fisica es que la cuerda solo puede encontrarse,
sea complctamente arriba del soporte en el origen si N < 0 o bien completamente por
abajo de éste si N > 0. Veremos que el pnmer caso es de poco interés, como lo muestra
la siguiente,

Proposicion 2.2 La iinica solucidn cldsica de (2.13), (2.14), (2.15), (2.19) -con el signo
menos- o3 la solucidn trivial en la cual, en vista de (2.9), la cuerda estd balanceada
verticalmente por encima del soporte.
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Prueba 5i w = 0, entonces por (2.13), (2.14) tenemos v’ =0 = u = csle = u(0) =
o' (0) =0 = u(s)=0Vs loquepor (2.12) = 2' =0 =z = csle = (1) = 0 asi
r(s,!) = z(s)k, i.c. solucién trivial.

Supongamos ahora w # 0 = w? > 0.

Probaremos primero que 1 < 0. Supongamos que no es asi, i.e. supongamos que it > 0
para algin s. Por la continuidad de u, tendriamos que u admite un maximo u(a) > 0
en [0,1). ' Alora, o no puede ser 0 pues en ese caso, la primera condicidn de  (2.15)
implicaria +(0) < 0, y {2.13) implicaria entonces que u'(0) > 0, lo que es incompatible
con el cardeter maximal de u(a). Sia € (0,1) entonees w/(a) = 0 por calculo elemental,
Sto =1 entonees (2.13) y (2.15) nos dirfan que /(1) = 0. Entonces, para o € (0, 1], por
(2.13), (2U) y (2.19) (usando el signo menos), tendriamos que a(o) = 0y 2'(0) < 0.
La continuidad de @ nos dirfa que w(€) >0, V€ € [0 —¢,0). Asi (2.13) implica que
W(€) <0V E € {o—¢0a), locual es contradictorio con el supuiesto de que u(a) era
un maximo (i.e. o es un punto donde u’ cambia de signo de valores positivos a valores
negativos); notemos que st u luera dos veces continuamente difereneiable esta dltima
aseveracion se reduce a la conocida condicidn necesaria para la existencia de un miximo
dada por ©”(a) < 0). Por lo tanto u < 0.

Observando que si (u,2) es solucién, también lo es (—u, —x) tenemos por el resultado
anterior que u > 0, de manera que v = 0 i.e. una solucién trivial. Completando asi la
prueba,

La ecuacidén (2.20) con el signo (+) es un problema de valores propios nolineal. Es
evidente que e = 0 representa una solucion trivial. Sin embargo, no resulta obvio que
existan soluciones no triviales para valores arbitrarios del parametro w. Ademds - como lo
hicimos notar - es claro que si u es solucion del problema, entonces cu es solucion sélo para
¢ = —|. De ahora en adelante, nos referiremos al par (u,2) y —(u,2) respectivamente
como a una sola solucion,

scribiendo (pA)(s) = p(s), para sinplificar la notacién, el problema (2.8) (2.9) se
reduce a

uls) =~ [ l€)o(e) de —w’u“"T“) (2.23)

P AN.EuE)
O

con  N(s) = \ﬁ'z(s) + (8y(s) + p)?, (2.25)

de (2.24)

"loda funcion continua alcanza sus extrenos en un compacto.

L B S ARy a4t s e
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y s =g WO (226)

En efecto, si (u,z) es solucion de estas ecuaciones, entonces la solucién, z(s), de (2.9)
se obtiene por simple integracion. Esta formulacién, derivada de la fisica, es equivalente
a la formulacion (2.13)- (2.15) y, para ¢ > 0 o para s > 0, es equivalentc a (2.20)-
(2.22), con el signo positivo, Definiendo a y(s) = wz(s), se obtiene también la forma mas
simétrica, la cual usaremos mas adelante,

u(s) = —w /0 T p(E)(e) de ~ w,t%g-)- (2.27)
1) = - | AR g (229)

El objetivo de este trabajo es el estudiar la soluciones no triviales de estas ecuaciones
para u > 0, y en particular para u = 0. Hay por lo tanto dos posibles estrategias:

(1) Estudiar el caso g > 0, un problema nolineal de Sturm-Liouville clasico para el cual
uno puede aplicar sin problemas los resultados de bifurcacién local y global de
[C-R 71} [R-T1a]. Tomar el “limite” de estos resultados cuando p tiende a 0: esto
conlleva a dificultades al pasar al problema singular ya que en los puntos de bifur-
cacién no hay unicidad de la solucién y uno podria, en principio, obtener varios
limites para el caso g = 0, al menos que se tenga un control fino sobre la conver-
gencia.

(ii) Analizar directamente el caso 4 = 0 y, a partir de los resultados para ese caso,
deducir sin dificultades las propiedades para el caso 4 > 0 y su convergencia cuando
jt tiende a 0. En este caso la dificultad técnica es el estudio del caso singular, es
decir la formulacion integral en lugar de la formulacion diferencial.

En este trabajo escogimos la segunda estrategia.

£ R R




Capitulo 3

El problema de Kolodner

3.1 Introduccion

En este capitulo, estudiaremos el problema singular de valores en la frontera de Kolod-
ner. Koloduer[Ko] estudié el problema nolineal de valores propios, que describe estados
estacionarios planos de una cuerda pesada, inextensible, que gira con un extremo libre.
Fin acuerdo con la teoria lineal, una cuerda de longitud. dada, sdlo puede rotar a ciertas
velocidades propias w, que constituyen un espectro discreto. Kolodner probé mediante la
teorfa mas exacta del analisis nolineal, que ésta puede rotar a cualquier velocidad angular
w > wy y que para cada w en el rango w, < w < wyy1 existen exactamente n modos
distintos de rotacion. Su trabajo - basado en una combinacion del método de shooting y
de la teoria de Stunin-Liouville - es justificadamente considerado un clasico de la entonces
naciente teoria de Bifurcacion.

Fn lo sucesivo, reescribiremos las ecuaciones con el objeto de que su forma final satisfaga
las hipétesis del teorema de bifurcacion. Pasemos entonces al probleina de Kolodner.

3.2 Las ecuaciones de movimiento para el problema
de Kolodner

Como niencionamos en la introduccién de este capitulo, Kolodner estudié el problema
de una euerda uuiforme, inelastica (es decir con #(N(s),s) = 1) que gira alrededor del
cje vertical v que cstd sujeta en uno de sus extremos. Asi, ademas de las ecuaciones
resultantes para la rotacion estacionaria de cuerdas (2.13), (2.14), (2.15), tomaremos,
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N(s) = \/u3(s) + [s7(s) + u]2. (3.1)

Para simplificar la notacion, escribiremos de aliora en adelante (pA)(s) = p(s)

3.3 Problema singular

Iin esta scecidn estudiaremos el problema singular i.e. cuando g = 0. Fisicamente esto
representa que no hay ningin peso suspendido en el extremo libre de la cunerda.  Asi,
fijando el valor 1 = 0 tenemos el siguiente problema singular:

uls) = = [ pE)e(€) e (3:2)

o) = - | Q2 (JuE) + E€90E) (3.3)

Vo) + &y (£)

o en la forma mnds simétrica (2.27), (2.28) con y(s) = wz(s).

Fl problema anterior se puede considerar, como un problema de punto fijo del mapeo
F dado por,

]

~w? / pr dé
Fl(u,z)] = (3.4)

1 ub| Jud4£343.¢

- )
‘Tambicn se puede pensar en un punto fijo del mapeo
~w / oy d
0

F( ,y)] = (3.5)

1 up L‘-{-E"y’
v / uZ 4542
Las propicdades de F se pueden deducir facilmente de las propiedades de F. La funcién

F serd de utilidad mas adelante, por lo tanto, aqui nos limitaremos al estudio de F, dejando
al lector la tarea de traducir los resultados correspondientes a F.
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A continuacion veremos que F es un mapeo,

F: C0,1) x C°[0,1) = €0, 1] x C°[0, 1]
(u(s), 2(s)) — F[(u(§), z(£)](s),

pero antes mencionaremos un teorema importante que nos sera de utilidad.

Teorema 3.1 (Arzela - Ascoli) Sea {gx} una sucesidn de funciones uniformemente
acotadas (1) y equicontinuas (ii), i.e. g, : K C R®* — R", K compacto

(i) 3N independiente de k, tal que Maz,{|gi(s)]: s€ K} <N

(i) Ve>036(e) >0 talque |gi(s1)—gu(s)] <€ si sy —82] <8 Vsp,8 €
K, Vk

=> {gx} admite una subsucesion convergente.

Definicién:

Sean X'y ), dos espacios métricosy F : ¥ — ) un mapeo entre estos dos espacios.
F es un mapeo compacto, si toda sucesion acotada en X, tiene como imagen en Y a un

precompacto, es decir, a un subconjunto de Y del cual se puede extraer una subsucesion
convergente,

ie V {z:} tal que |z|ly <M,y e Ytal que F(zy,) - y€ ).
Veremos que F ¢s un mapeo compacto de C° x C° en C° x C°.

3.4 Compacidad del mapeo F

Sea entonces {(uk(s), z4(s))} € C°10,1] x C°[0,1] tal que' |urly, |zily < M. SiF((u,z)] =
(filz), fa[u]), entonces,

frlze)(9)lo < @ [zalo lplo 5 < w?[plo M,

| falual(s)lp < (1 ~38) <.

' |o denota la norma del supremo.
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Donde usamos el hecho de que Iu/ Vvul+ f"y’l <1y ¥ continuo por lo que |#| < 7, ver
figura (2.4). Asi tenemos que

lF[(uksmk)](s)lo = |fl|0 + |f2|o < n +w2 |p|o M. (36)

Por lo tanto,
F((uk,zk)](s) son uniformemente acotadas.

Por otra parte,

[flzxl(s) = filarl(so)l < w*M s =sol,
aluel(s) - faluel(s0)lg < nls — 5ol

Asi, probamos que F[(uy,z,)](s) son equicontinuas. Por el teorema de Arzela-Ascoli,
tenemos que existe una subsucesion uniformemente convergente y puesto que el limite
uniforme de funciones continuas, es una funcién continua tenemos el resultado.

Ahora estudiaremos la continuidad del mapeo F.

3.5 Continuidad del mapeo F
3.5.1 Continuidad del mapeo f,: C°0,1] — C[0,1]

1))~ Al = |- [ e ~ ) de]| < llg e~y

Asi, f, es Lipschitz continuo de C°[0,1] a C°[0, 1}.

3.5.2 Continuidad del mapeo f;

Definiendo las expresiones A ,B,C , como :

A = | fa[u](s) - falv)(s)] , (3.7)

BRI

s S

S,




3.5. CONTINUIDAD DEL MAPEO F 33

Bs[|u—v|\/-—u%‘__%;:ﬁdg, (3.8)
¢ = [ ol -2 i)

Vo N R 2
donde &(u) = #(Vu? + €242, £) y andlogamente para i(v), es facil ver que,

de (3.9)

A<B+C. (3.10)
Observando que,
EFET 260 > [ Logs
v u’ + 6 ’7’ 9Pmin
10y =2 [ p(e) dt 2 gomin, (3.11)

tenemos las siguientes estimaciones para los términos B y C definidos por las expre-
siones (3.8), (3.9), respectivamente ;

) L
B < Ju ~ tly5(u)ly (~g§j'j) , (.12
P(u) (u) B
¢ - [ WG G T OT V)
<D + E. (3.13)

Donde D y E denotan los términos siguientes:

D= / = 19(u) ~ o(v)| dE, O (3.14)

1;—.:/ ________l‘_’LM'_’_:_'_‘_I_____..____ _ (3.15)
Tl NIRRT T + T+ )

Alora, usando el teorema fundamental del calculo, escribimos,
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V' d

o) = 9(0) = [ oyl ol o)+ B dr = [ o wtru-ou-b) 4

\ﬂv + 7(u —v))t + €29

< |DN|u |“—v|u )
1
= D < [ Iofw) = o)) dg S Jowlofu = vly (1=3). (3.16)

Por otra parte,

IO k] || Ju| + [v]
be /s Vit + ¢ (\/5’+€’7”) (\/u’+£27’+\/v’+£’7”) *

. L ‘
< (Wl - vlo (—g:g?) , )

por las desigualdades (3.16), (3.17), tenemos por (3.13);

C<lu—vly

. Log s .
)l 2L 1 ol u =l (1 - 8) - (3.18)
9Pmin

A partir de las expresiones (3.18), (3.12), recordando el significado de A y su relacion
con By C -ver (3.10)- no podemos concluir sobre la continuidad de f; cuando s — 0.
De hecho, no insistiremos mds en esta direccién ya que al calcular la derivada de Giteauax:
[Tzc 87, def. 3.1, 11.3 pag. 28] de F en la solucién trivial (u, ) = (0,0) , obtenemos,

v e oo (1)
~ [ pe)k(6) d¢

_ /' h(E)5(61(6),€)
s év(€)

i

dé

Ahora tomando como direccién a h(s) = (Log 8/2)~" para la segunda componente,
{enemos que, : '

e o AN YU i

LR
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l / 67’ l |V|mln/
éyLog § Wy /o €Log

5 17
mmLOg
% 2,

s decir, no tenemos derivada de Gateaux de f; en todas las direcciones, por lo que f,
no es Fréchet [Ize 87, prop. 3.2,3.3, IL.3 pdg. 31]diferenciable en u = 0.

s — 0.

Log

Nota:

f2[1](3) es Gateaux diferenciableen u = 0, en todas las direcciones h tales que [hf < £
con a > 0. En efecto,

\Dafl01(5) l/ h f)u df’
. ! d{
sé Cl-a
2—(1—3 ) - g,cuandos - 0.

Esta limitacion es consecuencia de haber fijado el valor y = 0. Una manera de atacar
el problema, seria considerar un conjunto numerable de problemas con y, > 0 tales que
ftn — 0, conforme n — oo. Para estos problemas (no singulares) se satisfacen las hip6tesis
del teorema de bifurcacion global[Antl, V-4-19 pig. 156]. Finalmente se podria usar el
teorema [Antl, V-4-21 pag. 157) para probar que el problema limite preserva las mismas
propiedades en las ramas de soluciones bifurcadas que las correspondientes a los problemas
penalizados. Veremos mas adelante, en el capitulo 5, una prueba alternativa. Ver también
los comentarios relativos en las conclusiones.

3.6 Cambio de variables

Para este problema contamos con la siguiente alternativa.

Sean,

u(s) = vsw(s), (3.19)
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h(tw(s), s) = oy 3u(s) 1 81, o , (3.20)

Ywi(s) + s73(s)

entonces (3.2), (3.3), se escriben como: 2

w(s) = / £) dé = fi[z](s) (3.21)

a(s) = —/3 w(é)h(w(€),€) d€ = fo[w](s) . (13.22)

Definiendo asi un nuevo mapeo que también denotaremos por F[w,z]. Ahora,

file + () = Alells) = / Ok(e) de = DAlel()e.  (33)
Donde Dfy[z](s) : C°[0,1] = R, es un operador lineal acotado por w? |p|,, i.e. D fy[z]

es la derivada de Frechet. (Ize 87, def. 3.2, IL.3 pag 29] de f1, por lo que fi es continuo de
C°[0,1] en C[0, 1].

Por otra parte,

Dfilul(s) = = [ o (hw,€) + who(w,6)) d (324

donde,

Ven (VETTETE) o (VETFER ’5)) (3:25)

whiy(w,€) = 0 ( W 4 £y T (w4 &)

Ahora usando las estimaciones siguientes,

w‘)(l-c)

—_— <
(w? + sy2)1=¢ = i

*lfemos usando los mismos nombres para el lado derecho de la expresion.Vercmos mis adelante la
conveniencia cuando estudiemos la continuidad de estos nuevos mapeos.

L YN g R R R R A
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|w|2 ~ lwlh |w|2(l—¢) < le')c

(wh 872V (w? + oy?)(w + )it T (w4 sy?)ate’

(3.26)

queremos probar que el segundo término del lado derecho de la ecuacién (3.24) ¢s
O(lwl,). A partir de la expresion (3.26), tenemos,

F ol [l
M T dE< —_—
[ G < Wb | G

. L
|l 9] lwlg 1 =827 2
- gl+2cpm‘.nl+'h _;__ p < Klwlg |l

pw? VEIN

lplo lwlo 19w -
w? + €72 dé < 2"'9"—_9—'2-—2(1 -Vs) <K |wlg lely »

: Q’Pm.'n

[

donde hicimos uso de la desigualdad (w? + €4%)7! < (€4*)~". Tomando 0 <€ < :

K w3 ely » Klwplel, — 0 uniformemente
Vsel0,]yVeeC,1], lpl< M cuando |wl, — 0,

i.e. lo que se queria probar. Entonces, evaluando la expresion (3.24) en w = 0,
obtencmos,

D ilo(s) = - [ #h(0,6) dt

Claramente D, f2(0](s) es un funcional lineal y continuo pues,

(D, f0l(s)] € 2‘1%%(1 _VB) < M1l

Veremos que de hecho Dy f3[0)(s) = D f20](s)p, ie. faes Fréchet diferenciable en
w = 0. Para esto, probamos que f; se escribe como,

falls) = faldl(s) + DAlol(s)w + ollwlo) » (3.27)
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es decir, puesto que f5{0](s) = 0, hay que probar que, | f2[w](s) = D, f2[0](s), = o(Jwl,)
para toda w € C9(0,1]; o bien que f; es C', i.e. f; continuamente Fréchet diferenciable
enw =03

En este caso, de la relacion (3.24), es claro que D, fo[w] es lineal en ¢ y

Do falwl(s)ly < Il K(1 = V3) + K [l fwly* + & lply oy
= D, fo{w](s) es un operador lineal continuo de C° — C°.

1 ~ .
Adeinds [- [ ewh dﬁl < folo (K [l + i fwff) — 0, (3.28)
L] 0

conforme |wly = 0 V¢ talesque |pl, <M ie. tiende a 0 en norma.

Finalmente, la otra parte del residuo, que denotaremos por H,

H= ‘f / ' p(h(w,€) — k(0,€)) dﬁl ,

L (pw) = 0(0) | o(w)yEy ~ VITTER) { ]

ws W S e |4
el () = 5Oy, _ 1 sl [ w? dg

S Vi) + Tel Iu(w)IO/: VEWuT + 62 (VEy + VT +67)
< Clelg ol + C lelg ()l luly* = 0 conforme  fuly = o. (3.29)

Donde usamos la relacién; 2ab < a® + b? con,

o =\,

¥ = VT ER,

las siguientes implicaciones, donde J representa el término integral del lado derecho de
la desigualdad anterior a (3.29),

Y.e. Dfofw](s) existe en una vencindad de w = 0y Dfy[w](s) — Df2[0](s) en la norma del operador,
aqui | o : ‘

R S S R R Bl
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(\/Z7m<\/z7 N m))—x < (253/4’73/2 (wz + 472):1/4)—-1

4wl (1= s'1)
293/2Pmin3/2

< Clwl?

J <

y el hecho de que # es C' implica que |§(w) — #(0)], < C |w),.

Asi por (3.28), (3.29), tenemos que |D,, fo{w](s) — Dy f2[0](s)], tiende a 0 conforme
|wl, se aproxima a 0 para toda ¢ € C°[0,1] tal que |p|, < M, ie. f; es continuanente
Fréchet diferenciable en w = 0, lo que concluye la prueba de (3.27).

Habiendo probado que es continuamente Fréchet * diferenciable en (w,z) = (0,0),
podemos desarrollar F a primer orden.

Fl(w,)i(s) = F((0,0)](s) + DF((0, 0))(w,z)(s) + o(Jlo + [wly)

= L) - (w,2))(s) + glu*, (w, 2)|(s) . (3.30)

Asi el sistema formado por (3.21), (3.22), se descompone como (3.30), donde

-2 [ o@)ate) de
L(w?) - ((w,2)] = DF[(0,0)] - (w,z) = . , (3.31)
- [ w©)h0,) de
0
g[wz,(w,m)] = 1
= [ wl€)(h(u(e),) - h(0,6)) d¢

Por lo tanto, podemos pensar el problema original, como una perturbacién nolineal del
problema linealizado en una vecindad de la solucién trivial (w, z) = (0,0). A continuacion,
estudiaremos la compacidad y la continuidad de estos mapeos.

4Por lo tanto F es continua en (0,0)
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Notemos que para la forma simétrica (2.27), (2.28), con y(s) = wu(s), podemos

escribir

Fl(w,y)] = —w (L[(w, )] + &l(w,y)]) (3.32)

con  Li(w,y)] = (3.33)

[ wl€)h(w(e), ) - h0,6) de

3.7 Compacidad y continuidad del mapeo F

2

In esta seccién probaremos que F es un mapeo continuo de €0 x C° en COV/?% x C01/2,
Para s > 0

Es inmediato ver que f; y f; son C! con,

, Wl w?

fi= o | #€0=(€) e~ 2alo)e(s), (3.34)
f2 = w(s)h(w(s),s) . (3.35)

Paras — 0

Utilizando ¢l mismo razonamiento que en secciones anteriores, es claro que,

5E1 titulo de esta seceidn, no debe causar confusién con su homélogo (3.5), pues no hay que olvidar

que se efectud un cambio de variables después del cual adoptamos los mismos nombres que en seccioiies
anteriores para no saturar la notacion, y porque determinaremos y justificaremos varias cotas para las
desigualdades basados en estimaciones previas.

a‘n-,.-,w.i.\l-,u;-*«-,;mw«-‘,\u;xtu;',i,;,;,-wj.x";vggi.:g,jtu-gis,‘;mi_x5;_:-:11_ N}
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i < o llely s S 6?6l el

Nz

Ifol S m(l=8) < donde n s6lo depende de

w,-

| <M Vselol). Claramente de la desigualdad para | fil, se

De aqui que |il » |f2
e hecho, por la regla de I [ospital,

tiene que este dltimo tiende a cero cuando $ lo hace. D

lim fi(s) = —w? 1iml-)£s—)$—(—ﬂ =0  por lotanto f1(0)=0. (3.36)
a—0 5—0 m

Por otra patte, [fo| < M en [0,1], de manera que f2(0)
gencia dominada de Lebesgue [Roy, 4-16 pag. 91] y

existe por el teorema de

couver

| fa(8) — f2(0) |</ |w|h (w,€) d€ < 2‘9;:1“‘0\/‘ =00, (3.37)

Asi, fi Y fa € ¢°)0,1) Y (w,2) € C® x C°.

3.7.1 Holder continuidad de f; como funcién de s

Sin pérdida de generalidad, sea 8 2 so > 0. De las siguientes relaciones:

\/3—\/— (s~ s0)y/30 __8\/—?0‘ W
v e NIV Svem s+SoVs+so< ° (3.'38)

=i STH ¢ 5T (3.39)
se infiere que,
H(s) - fi(s0) = L/— A px d§ + (—\}: - —\/l-g_;> L,o pr d{}
100~ e <7 oo =7 Lo, ]

< 2ol lelo V550 (3.40)
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2
() .
lfll < ﬁlplo Imlo 3 Sw Iplo |m|0

|l < n(l—s)<n donden sélo depende de [w],.

De aqui que |fi| , |f2] <M Vs €[0,1). Claramente de la desigualdad para |f,], s

tiene que este tiltimo tiende a cero cuando s lo hace. De hecho, por la regla de " Héspital,

lim fi(s) = —w? limﬂs—)lm(s—) =0 porlotanto  f1(0)=0. (3.36)
3—0 s—0
i
Por otra parte, || < M en [0,1), de manera que f5(0) existe por el teorema de

convergencia dominada de Lebesgue [Roy, 4-16 pag. 91] y

158) = HO) < [Tl b 8) g < 2ol 502 (3.31)

min

Asi, fi 'y fa €C0,1] V(w,z) € C°xC°

3.7.1 Holder continuidad de f; como funcién de s

Sin pérdida de generalidad, sea s > sy > 0. De las siguientes relacicnes:

V3 -5 _(8—50)y/50_ S8 o s
AV R SV e e S veTe (339)

3;;(]:\/.9—30 8;305 $—380 (3.39)

se infiere que,

B0 = i) = [ [ i+ (= =) [ pxdc]

|fi(s) - fi(so)| £ W? [Iplolxlo \/- \/‘;—f\/-—_sﬂll’lolzlo]

< W? Iplo Izlo V8 —3$, (3.40)
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asi como f; es C°[0,1], por (3.40) tenemos que,

Ifllo,l/z < 3w lely |l (3.41)
[l = Ll + M o 1L (3.42)

s decir f; es COU/2,

3.7.2 Lipschitz continuidad de f; como mapeo de C? — C%}/?

A partir de la relacion (3.21), que define a f; es claro que fi[z](s) es un mapeo lineal,
por lo que usando (3.41) de la seccion anterior, podemos escribir,

filel(s) = ilb)(loja < 3 ol 2 =yl 5 (3.43)

lo que muestra que f) es Lipschitz continuo como operador de C© —» C%1/2,

3.7.3 Holder continuidad de f, como fﬁncién de s

Utilizando el mismo camino que seguimos al principio de la seccién, tenemos directamente
que,

|f2[w](3)s*'_f:([)w](30)| <VE=s< M, (3.44)

y puesto que f; es C°, se concluye que |faly,,/; < 31, ie. f2es co3,

3.7.4 Lipschitz continuidad de f, como mapeo de C° — C°

Scan entonces w y wg dos funciones continuas en [0,1]. Asi, definiendo a h(w) =
h(w(s),s), es inmediato que,

.
R= / |w — wo| h(w) dé , (3.45)

T B e U T A e aad L
S R S RO R S ST Wty

U A A RSB
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1
S = / |wo [h(w) — h(wo)| dé , (3.46)
| falw](s) ~ falwol(s)] < R+ S. (3.47)

Usando el mismo razonamiento que en la derivacion de las expresiones (3.12), (3.13), (3.16), (3.17),
encontramos sin mayor dificultad,

R< 2 [w — wgl, |1/(w)|0(1 ~ Vi), (3.18)
JPmin
S<T+V dondeTy V estan dados por, (3.49)
1= [ ool |2l g (3.50)
wo* + €7
L | Ve + 69— vl + &y .
V= 3.51 5
/. ol o(u) Vun? + 7Vl +§77 @) ..
|
analogamente, :
1
i
- b(wp) / (o + 7w — wo)) (w - wo) dr (3.52) {
\/{ (wo + 7(w — wo)) +£4y? ~
6(w) = 9(un)| < lowly V& ho = wl, - (3.59)
Donde usamos la desigualdad [(wo + 7(w — wp)) \/E] [( (wo + T(w — o))’ + {272]-1/2 <
l. Asi,
T < 2/3|0nlo w — woly (1 — %% (3.54)
< 2oy [w - wolo (1~ v/3) (3.55)

donde claramente usamos 1 — (s/3)? = (1 —s¥/3)(1+ 8"+ s) < 3(1 - /3) en el iltimo
paso de la expresion anterior.
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Por otra parte,

V=/l( |wol ) b(w) Iw__wl( |w] + Jwo| )d{
s \Vwo* +£7*) V'l +&y? P \VT 6T + Vel + 672

< 2|U) "wolo |’)(w)|0(1 _ \/g) ) (3.56)

4Pmin

Juntando los resultados (3.48), (3.55), (3.56), por (3.49) y la desigualdad (3.47),
tenemos finalmente:

2 p(w)ll) +I‘>N|0)

9Pmin

lmwm~hmmmszw-%ma—ﬁw

< clw — woly (1 = v/8) |Dly (3.57)

donde |#|,, = V], + |Pn]y. Asi, fa es un mapeo Lipschitz continuo de C° en C°. De
H 0 0 1 J2 P
hecho, veremos que f; es un mapeo Lipschitz de C° en C%V/3,

3.7.5 Lipschitz continuidad de f, como mapeo de C° — C%!/2

En efecto si 8 > 3¢ > 0 escribiendo,

U = |(f2(w](s) — falwo](s)) — (f2{w](s0) = fa[wo](s0))] (3.58)
U< /9; lwh(w) — woh(we)| dé (3.59)

y usando la derivacidn que siguié de (3.47) -lo iinico que cambia son los limites de
integracion | por so- se tiene que (ver (3.57)),

U < ol 1w = woly (V5 = y&0)
< éD]yy lw — woly v/3 80, (3.60)

i.e. lo que queriamos probar.
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3.7.6 Inclusién compacta de C%'/2 en C? i.e, COV/2 cc C"

En efecto, consideremos una sucesion {v,} acotada de C%'/% Escribiendo la definicién de
la norma usual de este espacio vemos que v, satisfacen las hipotesis del teorema de Arzela-
Ascoli. Puesto que 7, € C%/? ¢ C° y que el limite uniforme de funciones continuas es
una funcién continua, se tiene que 8y € C° i.e. C%'/? esta compactamente contenido en

C°.

Iistamos listos para completar la prueba sobre la compacidad del mapeo F.

Compacidad del mapeo F

En la siguiente seccion probaremos finalmente que F define un mapeo compacto de
C°[0,1] x C[0,1] en si mismo.

En efecto por los resultados de la seccién precedente, tenemos que F es continuo de
C°® x C° en C™/2 x CO'% y que este iiltimo espacio esta contenido compactamente en
le anterior. Asi, para probar que F es un mapeo compacto de C° x C° en C° x C°, basta
verificar que F manda toda sucesién acotada de C° x C° a una sucesién acotada de
C*'/%. De las estimaciones para |filg1/3 ¥ 1falo 1/, que resultan de las relaciones (3.41)y
(3.57) respectivamente y tomando (wx,zx) € C°[0,1] x C°[0,1] tal que |zil, , jwilg < M
tenemos el resultado. 7 .

3.8 Compacidad y continuidad de L

En esta seccién probaremos que el mapeo L es compacto de C° x C%n C° x C%xhibiendo
que es Lipschitz continuo como mapeo de C° x C%n C%'/3 x C%/3, En efecto, llamando
l[w](s) a la segunda componente de (3.31) que define a la parte lineal L tenemos que,

ol = () < ' o - 28D

< 2 'w — wU'o l‘)lo
9Pmin

(1-v9)

f4n "= 4 uniformemente.
"Para un estudio detallado sobre relaciones entre espacios, se recomienda consultar el texto de Adams
[Adm]
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< /30 |w - wo] h(0,€) dé

< 2 |w — wo, r
9Pmin

o(\/-;’\/‘_“a)

_ 20—l il
GPmin

L = |([fw](s) — lwol(s)) = (Hw](s0) — w0l (s0))] -

8$— 8,

Usando resultados anteriores tenemos que,

wls) =ty S 20D (361

i.e. | es un mapeo Lipschitz continuo de C° en C®'/2, Por estar este iltimo compacta-
mente contenido en C° tenemos el resultado.®

Ahora falta probar que la nolinealidad g es también un mapeo compacto y continuo.

3.9 Compacidad y continuidad de g

Despejando el ténino nolineal en la ecuacion integral (3.30) i.e.

glw?, (w,2)] = Fl(w, z)] - L(w?) - [(w, )], (3.62)
vemos que el lado derecho de (3.62) es la diferencia de dos mapeos Lipschitz continuos
de 00 x G0 — (03 x 002 cc C° x C° y compactos de C° x C%n C° x Cpor lo que

g cumple con las mismas propiedades. De hecho estudiando directamente g, se puede
probar quc:

8lul(s) - glul(so)l S C i Js = so* , 0<e<1.

Iijando el valor € = 1, resulta que g es continua de C°[0,1] en C%'/3[0, 1] satisface
|g[w](s)ly, /2 S K w5 Si en cambio tomamos e < 1, entonces se tiene que [g],,/; <

8FI estudio para la primera componente de L se cfectud en la (3.7.1).

R e
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C |w|(2,;;2. En este caso L es la derivada de Fréchet de F como mapeo de C° x C%en
CO/? x (94 como ya habfamos visto.

Nota

Analicemos un poco mas de cerca el tipo de regularidad que tendrian las soluciones
suponiendo por el momento su existencia. Sea entonces (w,z) un punto fijo * del mapeo
F, es decir (w,z) = F[(w,z)]. Por lo anterior, (w,z) € C° x CY seria también elenento
de OV x CO1/%, Ahora puesto que f1[-](0) = 0 -ver (3.36)- la compouente w del punto
fijo debe satisfacer w(0) = 0. Por los cilculos (3.34), (3.35), tendriamos que tanto w
como x son funciones C' para s > 0. Quisieramos saber si lo siguen siendo adn en s = 0.
Para esto recordando (2.13) y puesto que u(0) = 0 '° tenemos que,

lim'———‘l——~— = —w*p(0)z(0) = v'(0)
= u e C' (3.63)

Por "otro lado de (2.14) y (3.1) -con u = 0- , vemos que z'(s) es tan diferenciable
como la &, Como u(s) es C'[0, 1}, podemos expanderla primer orden,

u(s) = —w?p(0)z(0)s + ofs). (3.64)

Sustituyendo a u(s) por el valor de su expansion (3.64), en la expresién de z'(s) se
obtiene,

w?p(0)2(0)
(whp3(0)a3(0) + 73(s))*/?

z'(s) = —

4+ 0(s) .

wg;L‘(O)
(w'a1(0) 47"

a |
puesto que  7(s) = %/0 pdt =2 gp0) y b(0,1)=1,

Asi a'(s) =8 ~ (3.65)

Fste argumento prueba que si (u, ) es un punto fijo de (3.2), (3.3), entonces (u,z) son
C' en [0, 1], en particular u'/p = —w¥z es C' en (0,1}, y (w = u/+/s,z) es un punto fijo

A traves del cambio de variables esto es equivalente a tener un punto fijo (u,z) del correspondiente
mapeo,

0Ver ecuacién (3.2).

Hy satisface la ecuacion (3.2), (3.3),junto con (3.19).
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de (3.21), (3.22). Inversamente, si (w,z) es un punto fijo de F, entonces (u = /sw, z)
serd un punto fijo para (3.2), (3.3). Es decir, las formulaciones son equivalentes, asi
como para los puntos fijos de F de la forma (w, y) con y = wa.

Por la equivalencia entre las dos formulaciones '? del problema, lo mismo ocurre para
la solucién via (w,z). También se cumplen las mismas condiciones de regularidad para las
soluciones del problema linealizado (3.31). Asi, tenemas equivalencia entre la formulacién
integral (débil) y la formulacién (fuerte) del problema nolineal y de su linealizacion (ver
(2.13) a (2.15)). Esto nos permite estudiar el problema integral mediante la siguiente
formulacién de tipo singular nolineal de Sturm-Liouville.

N whud (Vu? + 88978
u + ( i ) =0, (366)
p Vu? 4 siy?
u(0) =0, J(1)=0. (3.67)

Por su parte al problema linealizado le corresponde el equivalente problema singular
de Sturm-Liouville:

W\ Wi (s1(s), ) _
w(0)=0,u'(1)=0. (3.69)

Nota

Por la simetria ante reflexiones de las ecuaciones (3.66) y (3.68), vemos que si u es
solucién tamnbién —u lo serd. Mas adelante, probaremos que existe una tnica curva que
bifurca a partir de (A2, (0,0)), donde A es valor propio del problema linealizado. lLa
unicidad de la rama de bifurcacion y el hecho de que tanto u como —u sean soluciones,
implica que la bifurcacién es vertical, como quedaré rigurosamente probado el la seccion
correspondiente a la bifurcacion local,

A continuacién pasaremos al estudio de los valores propios del problema linealizado.
La compacidad de L{w?) implica que estos son de multiplicidad finita [Br] [C-L]. Ahora
del problema (3.68), (3.69), que podemos descomponer como (2.13) - (2.15) escribiendo
N(s) = sy(s) y p = 0, resulta, multiplicando la primera ecuacién por = e integrando por
partes que,

Con (w, ) o {u, ) puntos fijos de sus mapeos respectivos.

g S P S TR L K gt e
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1 1
/ wipz? df = —-/ u'z dE
0 0
Lulp
o &y

i.c. los valores criticos de L son reales y positivos.
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Capitulo 4

El problema linealizado

4.0.1 Estudio de los valores propios
1

Con el fin de estudiar los valores criticos del problema linealizado asi como los vec-
tores propios correspondientes, consideramos la siguiente transformacion de Priifer, que
geométricamente corresponde a utilizar coordenadas polares en el espacio fase. Sean en-
tonces dos funciones ¢(s) y r(s) tales que,

u = rsing (4.1)
' —wm=rcqs¢. (4.2)

Sustituyendo (u, ) en términos de las nuevas variables (r, ¢) en las ecuaciones (2.13), (2.14)
y simplificando un poco, se obtienen,’? »

¢ =w (pcos’cé + s—l;-sinzcﬁ) , (4.3)

= H(4(s),9)

YAqui vale la pena aclarar que se trata en realidad de valores criticos del mapeo L(w?). Sin embargo
vererios mas adelante, que estos corresponden efectivamente a valores propios de otro mapeo, por lo que
no haremos distincion entre estos términos, ‘

*Después de simplificar, la primera ecuacion (4.3) queda multiplicada en ambos lados por r. El haber
tomado r # 0 para la simplificacién ulterior se justificard mds adelante. :
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1 = wpr cos $sin ¢ (1 - ;l:—/) . (4.4)

Salta a la vista el hecho de que la ecuacién para ¢ no depende de r, por lo que una vez
resuelta podemos determinar la solucién para r. En efecto, suponiendo ¢ conocida, por
integracion elemental tendriamos: >

2 [ (o0 - 280 e

r(s)=r(0)e” £1(€) (4.5)

Puesto que cos? ¢ y sin? ¢ son uniformemente acotadas, hay solucidn para ¢ siwp y ‘3—’%
son integrables [C-L, pag. 43 Teol.l Carathéodory]. Sin embargo en este caso,

_ [ruser.8)
Y it

N> ~w |, 108 8 -8

9 lPIo

)

—wlp -
N < ___‘i.‘_LOLOg ) .'.._.2 00,
9Pmin

por lo que —“é—'ﬁ es integrable cn [0,1] con ¢ > 0. Asi el estudio para la existencia y

unicidad de la funcién ¢ dada por (4.3), no se puede determinar usando la teoria estandar
de ccuaciones diferenciales ordinarias, Por lo que buscamos un camino alternativo.

4.0.2 Existencia y unicidad de la solucién en ¢
4

Si ¢ fuera C1{0, 1], entonces desarrollando a primer orden,
8(s) = ¢'(0)s+o(s) con ¢(0)=07 (4.6)

3De dsta relacion queda claro que si hay unicidad por parte de ¢ entonces r(0) = 0 implica r(s) =0,
lo que en parte justifica la simplificacién de la ecuacion para ¢ antes mencionada. '
Apara una demostracion distinta ver [C-L, cap. 8]

5De (4.1) y la primera condicién (3.87) se sigue que #(0) med® o Como la ecuacién (4.3) es -

S A S AL S e N S T A




Asi, tomando en cuenta los desarrollos, cosz = 1 + O(z?); sinz = 2 + O(2") y (4.3)
tendriamos que,

'y

lim ¢'(s) = liny (wlp(s) s 0] + o(s)) = wp(0). (47)

Ahora

|1[(¢13) ~1 (7)73)| =

v (—; - ,,) (6 =) [ sin2n 4 76 =) ]

Ista iltima expresion tiene una singularidad en s = 0. En consecuencia fI($, s) no es
Lipschitz continua en ¢ uniformemente para s € [0,1]. ©

De manera que para probar existencia y unicidad, dentro de una subclase de funciones,
a saber, las que son C[0,1] con $(0) = 0, usaremos la siguiente alternativa:

Sea ¢(s) = s*¢(s) con 0 < a < 1. Entonces la funcién 1 satisface la siguiente ecuacién
integral:

W) = = [ pooste™y + sinéoy de

sl (Gr)urese

= Aly](s). (4.8)

Claramente, directamente del cilculo A[)](s) es C! para s > 0; ademas viendo que,

2(€7,€)
€y

w os (_- 3 )s]n2€a¢ d{ < = [ |V|0 £2a-—l +|pI0€20} I¢|0 d§

8° €y 9Pmin
< (Ks* + Ks°*)|y), 230, (4.9)
s o we(s) 0 st 0<ax<l
limy wlh? dg = lim asel {wp(O) s a=1 » (410)

periodica en ¢, si ¢ es solucién, también lo sera ¢ + k#; por lo que -sin perdlda de generalidad- podemos
fijar el valor ¢(0) = :
8Si para s € [o, 1] , 0> 0,
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entonces definiendo el valor de A en 0 como:

0 si 0<axl

Alpl(0) = {wp(O) si a=1,resulta que A[p](s)€ C[0,1]. (4.12)

Obteniendo una nueva formulacion del problema dada por:

P(s) = A[p)(s),  con Af)(s) € C0, 1]

A[¢1(0)={wp(0‘§ B 0cact, (4.12)

Ahora si X,, representa el espacio de funciones: 7

{¢/ Y €C0,¢] talque #(0)= 0} si O<a<l
Ao = { (4.13)

{1/ ¥ € C°0,¢] tal que ¥(0)=wp(0)} si a=1
Entonces X, es un espacio de Banach ® y ademas:
A X, — X,
¢ — A[CJ(s).
De manera que hemos reformulado nuestro problema en una vecindad de s = 0, como
otro problema de punto fijo. Tendremos el resultado, probando que el mapeo anterior es

una contraccién en una vecindad de la funcién y(s) definida por,

W

(o) = 2= [ ) dt (4.4)

En efecto, por el teorema fundamental del calculo, podemos escribir:

Sinzfa'l/)] - sin’&"% = fa(lﬁl - ‘ﬁa) /: sin 26“ (¢2 + T(¢l "'pﬂ)) dr )

"Tomando | la, =l
8Convergencia uniforme de funciones continuas tiene como limite a una funcién continua.
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de aqui que,

Alp) - Al = /0 ’ (6_"7. _ >§a(¢, ) ( /0 " in 26 (s -+ Ty — h2) m) ¢

y por lo tanto,

[Al] = Alall S = s = el /0"(% +R)E (Wbl + ialy)
< whpy = Balo (ko + Waly) (K1s° + Kzs™H)

< K s (l'/’llo + W"llo) 11 = ¥aly

donde K es una constante independiente de € y de las funciones argumento 1y, ;.

Por la desigualdad anterior, recordando los significados de A[)] (4.8) y de ¢ (4.14),
tenemos directamente,

|A[$](s) — Yo(s)] < Ks* [l - (4.15)

Ahora, tomando % en la bola B((s), R), i.e geométricamente escogiendo a 3 tal que
[#ly < |¥ol, + R, se infiere que:

|A[¥](3) — do(s)] < Ks*(R + [¢olg) < R - (4.16)

. R Ya
oeses (K(R""+ mw) ’
y por otra parte que, |
Al (5) = Algal(s)] < 2K5*(R + Igaly) 91 ~ vl
<k 9y alg » (4.17)

con k<l si s<e< (2K(R+ o))" .
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Fijando entonces el valor de la constante e,

N . R , -1
¢ < min (m ’ (21‘(R+|¢0|0)) ) y

se tiene que A manda la bola en su interior, i.e.

A : Bo(s), B) — B™(tfo(s), R) ,
cs una contraccidn [C-J]; de aqui la existencia de un tinico punto fijo 3 del mapeo A

en B, En efecto,
sean P41 = Afih,] con g = 1hy(s), para toda n € N. Por las relaciones (4.16), (4.17)y

la desigualdad del triangulo,

W)n-fp - "l’nlg S ld’n+p - ‘l’n-fp—l'o +...+ l"l’m}-l - "l’ulo

s kn"pl“‘11’0|0(1+k+]c2+”_+kp—1)

- "I’DIO )

[thy = Yoly < R

Puesto ¥ que k < | el lado derecho de la primera desigualdad tiende a cero conforme
n — 00, Asi, lasucesion {1} es de Cauchy en B™(yu(s), R) C X,, espacio de Banach i.e.
cerrado bajo la norma del supremo. Puesto que toda sucesion de Cauchy es convergente
y que el mapeo A es continuo, tenemos el resultado. Para probar la unicidad, basta notar
que de existir dos puntos fijos = A[)] y ¥ = A[¢] entonces, por (4.17), |¢ qbl

|A[¢] A[¢] <k Itl) ¢| lo cual no es posible pues k < 1. Por lo tanto ¥ = 9.
De ahora en adelante, fijaremos el valor del parametro a = 1. Hemos probado que en
una vecindad de s = 0, existe una unica solucién ¢ que satisface ¢(0) = 0y ¢/(0) = wp(0).

Por otra parte para s = ¢, la ecuacion (4.3) admite una inica solucién ' que satisface

Wer (4.15).

Puera de 3116 vecindad del punto 8 = 0 vimos que wp y /sy eran integrables o bien que H(¢(s),s)
era uniformemente Lipschitz en ¢ y continua en 5. Entonces aplicando directamente el teorema antes
mencionado o el cldsico teorema de Picard de existencia y unicidad para las soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias, tendriamos el resultado.

Tt b g bl A S S L SR A e T R R T S s ey

oo ~
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las condiciones en s = 0 antes mencionadas, asi como el pertenecer a C'[0, 1], ver figura

(4.1).

>

0 . £ ls

figura 4.1: Representacion de la solucidn en la vecindad de s = 0.

Sean 1),, 11, las soluciones correspondientes para dos valores w = w;,w, del parametro,
Entonces si wy > wy, visto que $,(0) = p(0)w < p(0)wz = 13(0) y dado que 9; , i = 1,2
son continuas, se deriva que 13(s) > ¢1(s) para s ~ 0; lo que conlleva -por definicidn de
la funcidn #- a la desigualdad ¢;(s) > ¢y(s) para 0 < s < sq, ver figura (4.2). Aqui
es razonable preguntarse si esta desigualdad se mantiene para todo s € (0,1] o bien si
existen valores de s para los cuales tenemos intersecciones entre las curvas definidas por
(8,i(s)) con i = 1,2

Proposicién 4.1 Si w; > w,; entonces ¢a(s) > ¢1(s) Vs €(0,1)

En efecto, consideremos el siguiente subintervalo I = {s / @3(€) > #1(§) V £ €
(0,s]} C [0,1). Por la discusién anterior, es claro que 3o € I por lo que I # 0. Ademas
la continuidad de las funciones ¢, y ¢; implica que I es abierto. En efecto, sea §}(s) =
$a(s) — ¢1(s). Claramente ) es continua y si s € I, entonces R(§) >0, V¢ € (0,3);en
particular ©(s) = 6. Ademas tomando 1 3> p > 0 es claro que Q(s+p) > Q(s) —e = b—e.
Asi, tomando € < | suficientemente chico para que § —¢ > 0, tendrfamos que existe . > 0
con s+ pt) > 0, de aqui que s + p € I, i.e. lo que se queria probar.

Por otra parte veremos que I es cerrado en R*.

Consideremos una sucesién {s,} C I convergentei.e. s, = 3 > 0. Por la definicién de
este conjunto, el nico caso de interés corresponde a {s,} / = 3> 0y ¢4(3) = ¢4(3),
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ver figura (4.2). Ahora s, € I Vn € N con {s,} estrictamente creciente implica que
3y — § <0, por lo que,

d’?(sn) - 4’2(5) < d’l(sn) - d’l(E) )

$p— 8 8, — 8

Fn el limite cuando n — oo esta ltima expresion indica que,

$'(3)<H'(B) = wLw,

lo cual es contradictorio con la hipdtesis inicial. Por lo tanto I es conexo, ie. [ =
R* N [0,1] = (0,1]. Es decir, ¢3(s) > ¢1(s) Vs > 0. En otras palabras las curvas
correspondientes a la grafica de ¢ que resultan al variar el parametro w, no se intersectan
salvo en el origen.

figura 4.2; Curvas definidas por las funciones correspondientes a distintos valores del
pardmelro w e tlustracién de lo que no puede ocurrir,

Més atn dados 3 € [0,1] y k, existe una tnica & tal que §(3) = 7/2 + kx pues:

SR e a VZ,“’I"‘"“."-","""‘“"’-‘";‘i;;i&ké}&?“ﬂl{ l&‘”‘"; R i
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¢ =w (pcos2¢ + ;‘%sin’rﬁ) >w (pm;ncosz¢+ min lylsinzcﬁ)

glelg
¢ > wa
con a = Min (p ; ml—X-l-l*u—l)
- ™Y g lplo

= ¢(s) 2 aws.

Tomando daw < 7/2+kr & w < (7/24 kn)/(a3) se tiene el resultado ver figura
(4.3), ya que ¢(3) cubre, como funcién creciente de w, el intervalo [0,7/2 + kx].

:)3}(8)

w2+ kn

0 | 8

figura 4.3: Representacién del hecho que todo punto en el espacio es alcanzable por una y
una sola curva.

Asi, existe una relacién biunivoca entre puntos (s,T) € (0,1] x R* y los valores
de w. Geométricamente, esto nos dice que todo punto en el espacio (0,1} x Rt, es
alcanzado por una sola ¢ caracterizada por @, i.e el valor de la pendiente en el punto
8 = 0 excepto por un factor constante p(0). En particular dado k, existe una tnica w; tal
que ¢¢(1) = #/2 + (k — 1)x. Recordando la forma de u en términos de ¢, (4.1), queda
claro que la funcién correspondiente uy(s) = ry(s)sin ¢i(s), tiene exactamente k ceros
en el intervalo [0,1), en los puntos s =0y s = s; donde ¢y(s)) = Ir, O0<I<k-1.
Anélogamente, sea repitiendo el razonamiento anterior para z, o bien usando directamente
el teorema de Rolle, ' obtenemos que —wzx(s) = ry(s) cos $x(s), tiene exactamente k ceros
en (0,1} en los puntos s =1y s =3; con gs(s;) =n/2+jxr, 0<j<k-1,.

Ya vimos que ¢ alcanza los valores T = 7/2 + kr en los ceros de z. También es
claro que dos ceros positivos y consecutivos de i corresponden exactamente a los valores

'1Ya que z es esencialmente la derivada de u, ver (2.13).
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T, = kr y Ty = (k+ 1)7 que toma ¢ correspondiente a w = @ digamos en 8; y 3;;
e ¢(si) = Ticoni =12 Ahorasea®d >y é, la solucién correspondiente a ese
valor. Entonces si it =7 sm¢ no admitiera ceros en (s, 8y}, i.e. si sin ¢ no tuviera ceros
en ese intervalo, existirfa un entero [ > 0 tal que (k + l)7 < d)( )< (k414D &
kr < d(s) — Ir < (k+ I)r Vs € [s1,9)]. Ahora, claramente 3(s) = ¢(s) — Ir, satisface
la misma ecuacion que ¢ y ademas qﬁ(sl) = qS( 1) = Im > kr = ¢(s;). Utilizando el
mismo argumento que siguié a la definicién del conjunto I, pero en este caso aplicado a
I'={s] d(E) > d(¢) Vee [81,82]}, tendriamos que #(s) > §(s) Vs > sy, Pero,

B(s2) = d(sy) — I < (k + 1)7 = @(s2); es decir una contradiccion.

Hemos probado que entre dos ceros consecutivos de &, debe de existir al menos un cero
de @ donde @ es la solucién corespondiente al valor w = @ y @ su similar para w = w,
con @ > @. En otras palabras, si @* > @?, las funciones propias (i, ) asociadas al valor
propio w? = &%, se anulan al menos una vez entre ceros consecutivos de las funciones

propias (ii,Z) con la obvia correspondencia w? = @?, ver figura (4.4).

El dnico resultado que no se puede justificar a partir del anélisis de la geometria de la
transformacion de Prifer, es que uy y zx no puedan anularse simultaneamente en s = 0.
En efecto recordando la forma de la solucién (4.5), es claro que si 7(0) # 0, entonces
1(s) # 0 para todo s € {0,1]. Esto tltimo nos daria el resultado de que los ceros de uy
son simples (no coinciden con los ceros de z, ver (4.1), (4.2)). El lema siguiente, indica
que el caso r(0) = 0 corresponde a la solucién trivial, i.e. (w,z) = (0,0). Pero antes
necesitamos el siguiente resultado;

Proposicién 4.2 Sea v absolutamente continua en (0,1), |z| es también absolutamente
continua entonces |z(s)|' < |2'(s)| p.p.

Prueba

Usando el hecho de que z y |z| son absolutamente continuas en el intervalo (0,1),
tenemos inmediatamente para s > a que,

2(s)] < la(a) + [ 1o'(6)] dg
(o)l = la(a) + [ la(e)l dg
— '/nalm(é)l’dfs/:h’(f)ldf, 1252420,

Ahora, si Jx|' > |2/| en un subconjunto J de medida no nula, entonces [ (I.zl' - Im'l) d¢ >
0 pata todo (a,s) C [0,1). Puesto que todo subconjunto de [0, 1] esta contenido en una

A2 P i e ' 4

Dix e Sk
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unién finita de intervalos [;, entonces por las caracteristicas antes mencionadas, J debe
contener al menos un intervalo de la forma (a, s) = I;. De manera que,

[, (et =1a) de > [ (ol - 121) e,

lo cual nos déa una contradiccién con una desigualdad mas arriba. Por lo tanto tenemos
el resultado.

Lema 4.3 Sea (w?, (w,x)) solucidn del sistema dado por (3.21), (3.22) y la condicidn
adicional 2(0) = 0. Entonces (w,z) = (0,0).

Prueba

Por la relacién (3.19), (u,z) satisface (3.2) y (3.3) y consecuentemente las condiciones
2(0) = u(0) = w'(0) = 0. Ahora directamente de estas ecuaciones y de la proposicién
anterior tenernos que,

lu)' < ' Sw?lplylel =Clal (4.18)
|a:| < Izll < |V|0 I"I Klul _ (4.19)
9Pmin8 3

Recordando (3.64) y por la condicién extra z(0) = 0 es evidente que el lado derecho de
la designaldad (4.19) tiende a cero cuando s — 0, lo que implica en este caso particular,
que 2'(0) = 0. Definiendo las funciones z = 2Ky y v = |u| + |y| y teniendo en mente las
relaciones (4.18), (4.19), tenemos,

= luf + b lef < 20Kyl opeke
uf +
< MWL 50 g1 4 o
= v < —-+2CKv
28

Sea = ¢~2¢K2/ /5 > 0 un factor integrante. Entonces no es dificil ver que,

N e @R D An AT AR 1 0 TR AS LAY R R
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Por las condiciones en s = 0, el limite del lado derecho de esta iiltima desigualdad
tiende a cero, de donde determinamos que v(s) = 0, i.e. (w,z) = (0,0).

4.1 Completez de las funciones propias u,

I la seccidn anterior, vimos que el problema linearizado (3.68), (3.69), admite una tnica
solucion linealiente independiente; y que ésta es C'. Ahora para probar la completez
de las funciones propias u, podrian usarse los resultados de la teorfa de Sturm-Liouville
[C-L, cap.7] o bien pasar al contexto de espacios de Sobolev [Br, cap. VIII]. A contin-
uacién proponemos una prueba mdis cercana en espiritu al segundo caso. Consideremos
el siguiente espacio:

H = {u/ u € H'[0,1] /u(0) = 0}, (4.20)
con producto escalar definido por,

L yly!

(u,0), = /0 - (4.21)

4.1.1 H'[0,1] = {u absolutamente continuas con v' € L*[0,1]}
AueCo,1] = ud(s) < kluf}y

Por el teorema fundamental del cilculo,

o = (o + [ 16 "6)2 <? [“’<so> +(/; u'dc)g}

Tuk »_‘[;Z-;;i'\‘:‘y{';Lfyv}:‘,"ﬁ}b:,“"‘;}i’f}if‘;ﬁt‘i"’;l’::“.g‘-’;’rf‘}:ii;f{i;& o b

% 4,.«. TR



4.1. COMPLETEZ DE LAS FUNCIONES PROPIAS Uy
< 2u®(s0) + 2|8 — sof ‘A; u'*d¢
< 2u(s0) +21ull
Integrando respecto a sg en [0,1],

1 .
ul(s) < 2|u|§,l + 2/ u(sg)dso < k Iulf,,l .
0

B) Prueba de =>

63

(4.22)

Seauw e H'0,1] = 3 {u,} € C™[0,1] tal que uy, H, u (por densidad), En particular

{un} es una sucesion de Cauchy en H', por (4.22) tenemos

|tun(8) = tm(8)|* < k [thg - umﬂ,l <e si n,m> N(e).

Lo que indica que {un(s)} es una sucesion de Cauchy en C°[0, 1] espacio de Banach
bajo la norma del supremo. Por lo tanto u, — u en ||, Puesto que u, — wuen

[ |5,; se tiene por un lado, una cota uniforme para fuy|;, pero ademis,

s . 1/2
o) = wnCol < [ 1 < sl ( [ uSat)
< Mls—sof'*.

Tomando el limite de esta expresion se tiene que:

lu(s) — u(so)| < Ms—so'/? = weC™? y wel?

C) Prueba de <=

Sea u absolutamente continua con «' € L3. Entonces

u(8) — u(so) = /; wdf < |s— o' lW']pa
0
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por loqueu € CO* = we L% Deaqui queu € H'[0,1] como se queria probar.
Para una prucba distinta ver [Br, pig. 125].

Nota

Siue H'(Q), QCR", n>2entonces no se verifica necesariamente que u sea con-

tinwa (Bj. n=2, Q= {e/ || < %}, con u(r,0)=Log|Logr|, no es continuaen el origen).

D) Desigualdad de Poincaré

Sea u € I, entonces por (4.1.1),
u¥(s) = ( /0 | u’d§)2 <s /0 W< /0 Lutde |
integrando respecto a s en [0, 1] se obtiene
ol < 3 (429

Para casos mas generales se recomienda el libro [Rek].

E) Equivalencia entre la norma inducida por el producto escalar del espacio
H y la norma usual de H!

En efecto, usando (4.23) en la primera desigualdad; claramente

|"|Hl - | I / ﬂd{ / —d€ = |u|l

Por lo tanto

1
]0 udé < é|u|§,l .

"H"

[ ~1 lH: . (4.24)

F)ue H = ue C%/3p,1)

well = uéeH yu0)=0. Por (4.1.1)-(B) es claro que

1 1/2
ule) = o) < =l ([ )" <o sl Pluy,

Rl oy S A R D e Ay
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Finalmente por (4.24),

[u(s) — u(so)| < ks = sof"/*Ju], (4.25)

lo que se querfa probar.

4.2 Formulacion variacional del problema linearizado

Consideremos el siguiente funcional:
J:H — R
V-t Wt
u +— Ju] = 1E(u,u) = l/ — 4+ —utds .
0
Una condicién necesaria para la existencia de punto critico esta dada por

1 ety 25
D,J(u] = %Y 4% %wds=0 VYo enel espacio de trabajo.
() sy

Ahora tomando v € C{°[0,1] y usando el lema de Meyeis-Serrin ( que es una general-
izacién del lema de Dubois Reymond )!? se infiere que,

—u" ~u'\  Wwiu
— e C!' y (——-) =
p P s’

i.e. la ecuacion de Euler- Lagrange coincide con el problema linearizado (3.68) que
denotaremos por A[u]. Parav € H y puesto que el punto critico satisface ~u'/p € C*
podemos integrar por partes;

0=DuJlu] = [ (Alul)ods - ‘-‘;'i b= w)=0

Esta es una condicién que debe satisfacer el punto critico de manera natural. Se trata
de una condicidn natural de Weierstrass.(Ize 87, pag. 81] 12

'2Para ver los detalles de estos resultados se recomienda [lze 87, pag. 45).

3Notemos que en la definicién del espacio H no podiamos incluir esta condicién ya que careceria de
sentido. Sin embargo vemos que ésta se recupera, como era de esperarse, pues una formulacién no es
-inatematicamente- mejor que otra.
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Ahora analicemos un poco mas de cerca la estructura de los funcionales que intervienen
en este nuevo enfoque.

E:HxH — R

(u,v) — E(u,v).

Claramente por su definicion (4.26), E es una forma bilineal simétrica. Recordando
la definicion (4.21) del producto interno del espacio H, podemos escribir,

E(u,v) = —(u,v); +w?Eg(u,v), (4.26)

donde;

Lo : HxH — R

(u,v) +— / Zw ds.
0 8y

Ahora , usando en el tltimo paso de la siguiente relacién el resultado (4.25), es in-
mediato que ©g

S ds <k ful, v, - (4.27)

Fijando cualquiera de las funciones u o v, Ey resulta un funcional lineal acotado de

H — R. Por el teorema de representacion de Riesz, existe un dnico elemento K] € H "
tal que . :
q

. :

Eofu,v) = (K[u)yo)i  con [K|, <F, (4.28) i

i.e. K : Il — H es un operador continuo. Puesto que Eg(u,v) es una forma bilineal
simétrica, nos convencemos ficilmente de que,

(K[u],v)) = (u,K[v])1 ie. K es autoadjunto. (4.29)

Ademas dado que (K[u),u); = fy(Pu?)/(s7)ds > 0 se tiene que el operador K es

también positivo. Ahora escribiendo explicitamente,

s A A R
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puv

Eo(u,v) = (K[u],v); < /: -(—IS—[-;M p ds=0,
y tomando v € C§°[0, 1] deducimos que,
(KLY _ ((K[ul)’)’_ = e
. €0y s ) = (Klul)(1)= 0.

Asi vemos que un valor critico de J debe satisfacer la condicién 0 = D,J[u| = E(u,v) =
(—u+w?K[u},v); Vv € H. Por ser denso este iltimo espacio en H*, de esta relacion
se infiere que K[u] = Au p.p."%. Pero el andlisis anterior reveld que el valor critico debe
satisfacer cierta regularidad ( ser miembro de C! ) por lo que de hecho:

Kluj=M, con A= !

w?’

(4.30)

Es decir, los puntos criticos de J coinciden con las funciones propias del operador
K : H — H y los valores propios correspondientes A, = w;?, son iguales a los inversos
de los valores criticos del operador L(w?) : C°x C® — (C%x C como se vié en
(3.68), (3.69), donde la funcién propia de L(w?) es (w, ) con w = u/\/3 y = ~u'/pw?.
Lo mismo pasa con la versién simétrica L con funcién propia (w,y) donde y = wz.

A continuacion, probaremos que K es un operador compacto.

K operador compacto de H en H

Sea entonces una sucesién {u,} € H acotada |u,|, < M. Escribiendo w, = K[u,] se
cumple que,

! Iy
w) o _ 2 /(1) =
(p) = s'yu" para s>0 y wi(1)=0

= Wy E 02)1/2 para 8> 0 ya que Uy e H = U, e 00.1/2 .

Ademas 1%

14Presque partout, es decir en casi todo punto.
1Ver (4.25).
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s p |Plo & |unl, | o dE 1/2
— - ——u, df] < 120 / —=|<cls—4 .
/)(3) p(So) -/:90 f’)‘ " 9Pmin 3o \/E | 0'
Por otra parte,
s p 5 p S0 ) Sp—0
U ._/ ——u,df] = / —udf| < e/s 9 0.
/so A s lo gy ] S oo T

Asi, por ¢l teorema de convergencia dominada de Lebesgue tencmos que,

s 1 S9—0 [* v
1ty df -y, df,
/80 €y o &y ¢

y por lo tanto para s fijo, w},(s0)/p(s0) tiene un limite, lo cual nos indica que,

!
wﬂ

< i"“nh < Z’M .

/
e o R
P 0,1/2

De manera que K es un operador continuo de H — CY/2 cc H.

Finalmente probaremos un resultado de tipo Sturm, para el operador linealizado.

4.3 [Espectro del problema

Teorema 4.4 (Sturm) Los valores propios w* = Ay, Ay, ... de (2.18), (3.81), son
simples y pueden ordenarse de la siguiente forma 0 < N\ < Ay < ... con g 2% 00, Las
Junciones uy y x constituyen el veclor propio correspondiente al valor propio A, tienen
cxactamente k-ceros en [0,1]. Los ceros de uy son distintos de los correspondientes a wy.
Ademds las funciones uy son una base ortogonal de H con la norma definida en (4.21).

Prueba

Por la equivalencia con el problema integral, las funciones propias de K son simples, es
decir ker(K — M) tiene dimensién 1. Dado que K es compacto, autoadjunto y positivo,
su espectro es discreto, positivo con un solo punto de acumulacién en 0 (por lo tanto
wy — 00) y las funciones propias u, son una base ortogonal, en la norma | |;, de H. Sea

RIS R AAR TSI
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w+ ;“’7%/0’ px d€
z+ / " wh(0,€) d

Acabamos de probar que si ug es la dnica funcién en H tal que K[ug] = Mug, con
A =w? ie (up/p) = —wiug/sy, con ug(0) = 0, uj(1) = 0, entonces A(w,z) = 0siy
solo si w = wp = wo/\/3, T = xo = ~u/pw?. Por lo tanto ker A tiene dimension | y A es
un operador de Fredholm. Ahora bien, si (w,z) es un elemento de ker A%, entonces, por
lo anterior, A(w,z) = ¢(wo, zo). Definiendo u(s) = y/sw(s), entonces

u(s) = cug(s) —w? /0’ pz df
= cx SA _ ‘u ﬁ((')’&f)
o(s) = cao(s) = [ u(E) =5 e

De la primera ecuacién, se tiene que w(0) = 0, u(0) = 0, u'(s) = cuo(s) — w?p(s)z(s),
es decir que u estd en C'[0,1] y en H. Usando la expresién para z(s) y de la definicion
de z,, se obtiene

wo_, U v iéné)
— =22 +w? [ u(f)—1"de.
P P -/ © &y ‘
Como u(£) es C' y u(0) = 0, la parte derecha es C? y se tiene
N N s
(1) =% (ﬁ) G e
p p s

Multiplicando esta expresion por ug € integrando por partes, obtenemos

! ulu:) 2{’(&7’{) ! “:)2
—— [} e ———— d .
/0 ( P +w ¢ ' uto | d 2c/0 X 3

Se us6 aqui el hecho que ug(0) = uh(1) = 0y w'(1) = cuf(1) — w?p(1)z(1) = 2cup(1).
Esta expresion es E(ug, u) = —2¢ |uo|3. Pero E(ug,v) = 0 para todo v en H, en particular
para u. Por lo tanto ¢ = 0 lo que nos dice que ker A? = ker A. En otras palabras, (w,z)
eg funcion propia simple de A. Lo mismo vale para la forma simétrica con L.
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figura 4.4: Representacion de lus funciones (i,%) , (4,%) correspondientes a los valores

del pardmetro &* = w? y &? = wi. Ndtese que estas funciones admiten exactamente

cuatro y tres ceros en el intervalo [0,1].




Capitulo 5

Bifurcacion

5.1 Bifurcacion local |

Sea I dada por (3.32), (3.33), es decir,

Fl(w,y)] = ~w(L{(w,y)] + &l(w, ) - (8.1)

‘Tenemos que estudiar los puntos fijos del mapeo I (ya que estos coinciden con los
puntos fijos del mapeo F, que es lo que queremos determinar) es decir,

(I+wl~4)'(w,y)+w§[(w,y)]=0 , con w>0, (5.2)

donde L es un operador compacto de C° x C® en C° x C° (dejamos al lector que se
convenza inspirado por los resultados de la seccién (3.8)) y con valores propios simples por
lo que si kerA = ker(I+wL) es no trivial, entonces tiene dimension = 1 y ker A? = kerA.,

Si kerA = {0}, entonces tendriamos que A (que depende de w) es invertible por lo que
(5.2) seria equivalente a:

(w,y) = ~wA™'g[(w,y)] con §l(w,y)] = o(jwly + lylo) , (5.3)

la cual tiene como tinica solucién al par (w,y) = (0,0). En otras palabras si w no es un
valor critico de A, entonces (0,0) es una solucion aislada. Notemos ademas que la tnica
solucién correspondiente al caso w = 0 es (w,y) = (0,0). Asi, una condicién necesaria
para la existencia de soluciones no triviales, pequeiias en norma, es que w ~ A}, donde




72 CAPITULO 5. BIFURCACION

A} representa un valor critico del operador A (es decir, A} tal que A no sea invertible o
equivalentemente tal que kerA # {0}).

En este caso podriamos escribir la ecuacion (5.2) de la siguiente forma que resulta
conveniente para su estudio

Al(w,y)] + M{(w, )] + (A + Ng[(w,y)] =0 (5.4)
A =1+ )L (5.5)
d=w- A, (5.6)

Ahora, sea Xo = (wg, o) € C° x C° = X un gencrador de kerA, i.e. kerA =< X >.
Dado que en este caso ker A* = kerA, (A operador de Fredholm) el [I2¢76, lema 3.1 pag,
3] nos da una descomposicién del espacio de Banach X de la forma,

X =kerA®R(A). (5.7)

Esto implica que

YXed = X=cXo®X;, con ceR, X,€R(A). (5.8)

Ademds, podemos definir una proyeccion (kerA subespacio cerrado de X) ! de X en
kerA

P: X — kerA
X — PX=¢cXp.

Por lo tanto (I - P)X = X, i.e. (I-P) = Q es una proyeccién de X en el rango
R(A). Por otra parte, LA = L(I+ A}L) = (I+ M\)L)L = AL, es decir A y L conmutan.
Lo mismo ocurre para L y P; por lo que ?

L : kerA — kerA
R(A) — R(A).

1Dado un subespacio cerrado M de un espacio de Banach B ,existe una proyeccion de Ben M.
IEsta es la ventaja de haber reformulado el problema con F en lugar de F.
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Descomponiendo la ecuacién (5.4) mediante sus proyecciones respectivas en kerA y
en R(A), resulta que

P [(A+ML) X+ (0 + N @ (1-P) [(A+X0) X+ (A + Ng] =

se satisface si sdlo si, cada una de las componentes es identicamente 0, es decir

AX+MI-P)EX+ (XN +N)I-P)g=0 (5.9)

ll

APLX + (A} + \)Pg (5.10)

Puesto que AXo = 0 & LX, = —X,/)Q, entonces si en (5.9), (5.10), sustituimos
el valor de X en términos de sus proyecciones (5.8), obtenemos después de simplificar
(recordar que A) valor critico de A es necesariamente positivo)

(A + D)X, + (A + NI - P)g[cXo+ X4 = 0 (5.11)

AeXo = M(A} + NP[cXo +Xy] = 0. - (5.12)

Como R(A) es cerrado y que A ln( A) € uno a unoy sobre, existe un inverso de
A restringido a R(A). Para [\ < 1, (A + AI) | A sigue siendo invertible. (Pues
podemos considerar a Al como una pequeiia petturbacnou del operador A que como
vimos es invertible en R(A). También podriamos justificar este resultado observando
(5.5). En efecto, la invertibilidad de A restringido a R(A) nos dirfa que —(A})™" es-
tarfa en el conjunto resolvente p(L) del operador compacto L. La teoria de operadores
compactos nos dice que este dltimo es abierto. Tomando |A\| < 1 tendriamos que

(=1 = A /A, =(A0)~ 4+ N /X)) € p(L), i.e. A + M invertible.)
Entonces si [A| € 1, tenemos que (5.11) es equivalente a
X, = M(A,C,Xx) (5'13)
M() e, Xy) = —(A4 M)A + \N)(I-P)g. (5.14)

Ahora, asi como se probé en la seccion (3.6) que F era C! en (0,0), no es dificil
convencerse de que lo mismo ocurre para F. De aqui que § sea a su vez C' en (0,0).
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Directamente del calculo Dg[0] = 0; por lo que el teorema de la funcidn implicita para
espacios de Banach nos permite despejar de forma tnica en (5.13) a X; como funcidn de
Ay c. Ademds X (), ¢) satisface X;(),0) = 0 y X, es tan diferenciable con respecto a ¢
como M, i.e. como g (la diferenciabilidad respecto a ) es obvia).

Teorema 5.1 (Hilderbrandt-Graves) Sean X, ), Z, espacios de Banach y sea € una
vecindad de (0,0) en X x Y. Sea € 3 (x,y) — g[(X,y)] € Z continua, tal que g{(0,0)] =
0, con derivada de Fréchet Dg[-]x continua en €, y Dg[(0,0)]x con inverso acotado.
Entonces, existe una vecindad G de 0 en Y donde g[(x,y)] = 0 admite una tinica solucidn
para x dada por un operador continuo h : § — X con h[0] = 0 y tal que g[(hly],y)] =
0 V ye€q. Siademdsg esk veces continuamente diferenciableen € k 2> 1, entonces
h también lo serd.

Otra manera de convencerse, es mostrando que el mapeo M definido por (5.14) es,
para A y c fijos y suficientemente pequefios, una contraccion en una vecindad del punto
X1 ~ 0 '

A continuacién, veremos que si |A| < p, || € R, |Xi] € R, entonces |M| < R, i.e.
M : B(0;R) — B™(0;R), donde B(0;R) denota la bola o vecindad alrededor del
origen. En efecto, por (3.34),

16X+ X1 = | [ (cu-+ wn)lh(ewo + wr) ~ hio)) d| (5.15)

Claramente (5.15) tiene la formade H (3.29) por lo que identificando adecuadamente
los términos en juego, tenemos usando el lema (5.2) en la peniltima desigualdad,

&l < Clewo + wilo® + 1o (cwo + wn)l lewo + wi o
< Klewo + wy|?
< K|eXo + x1|0“/"
< R + Xely ). (5.16)
Lema 52 Veq 620, a>0, 3c tal que (a+Db)*<cla®+b).

Prueba

e B R SR A R AR



5.1. BIFURCACION LOCAL 75

Si b = 0 entonces basta tomar ¢ > 1,

Si b# 0 entonces definiendo = = a/b, tenemos que probar que g(z) < 0, para alguna ¢
donde

g(z) = (1+2)" — (1 +2%).

Observamos que g(0) = 1 — ¢ £ 0 por lo que ¢ 2 1. Ademds para & > 1, g(z) ~
2%(1 - ¢), es negativo para ¢ > 1. Analizando con mas cuidado la expresion de g;

g(z) = of(1 +2)*7" = 2],
De aqui que g'(2o) =0 & =zo=(d—1)"! donde d = @1, Distinguimos asf dos
casos:

Si o < 1 entonces puesto que ¢ 2> 1, tenemos que d < 1, es decir, en este caso ¢’ no
tiene ceros positivos por lo que mantiene un mismo signo para toda z > 0. Puesto que
¢'(0) = a(l — ¢) £ 0, g es decreciente en R*, lo que implica que g(z) < ¢(0) =1-¢c < 0.

Si @ > 1 entonces d > 1, asi ¢’ admite un cero positivo en el punto zo. Ademds es
inmediato ver que g'(z) <0 & x>z y ¢'(z)20 & =z <o Porlotantog
tiene un valor maximo en z,. Basta entonces escoger ¢ de forma tal que g(zo) < 0.

o(zo) = G—f‘_—"{)f;:;u —(d=1pY).

Ahora, g(zo) 0 & (d-1)*1'-120 & d 22 En consecuencia, la
desigualdad es valida si ¢ > 2*-1,

Finalmente, recordando la forma explicita de la expresion que define al mapeo M
(5.14) y puesto que |A| < p < 1, es claro que M permanece acotado digamos por {1, i.e.
[M| < Q. Tomando por ejemplo R= Ry R < (9Q3K?)™! (5.16) implica que

IM(\ ¢, X)) S QK (|* + ) < R.

Por otra parte, no es dificil (ya lo hemos repetido en varias ocasiones) ver que

|&[cXo + Xi] - g[cXo + X3)| < S+ H (5.17)



6 CAPITULO 5. BIFURCACION

. 1
§= f lewo + wa [h(cwo + w1) — h(cwo + w3)] dg5.18)
” 1
i= / |y — wy] [h(cwo + wy) ~ h(0)] dé . (5.19)

Ahora si a; = cwp + w;, 1 = 1,2, tenemos ademas que
S<T+V (5.20)

T = / 70—2_‘2—?————3}57 [6(a1) = #(as)| dt (5.21)

|9(a1)] laz] jag? — ay?| df

. 1
V= /s Vet + &7 Ve  + 8P (Val + 647+ Vet + 67)

(5.22)

Siguiendo razonamiento de (3.16) y usando la primera estimacién de (3.11) tenemos
que

. . 1 d
T < - allallonly |

< ky fwy — wsly Jewo + waly (5.23)

Para estimar (5.22), basindose en las expresiones (3.15), (3.17) es claro que

Y VT S |9(a1)|
1% S/. |aq)? Ja “"\/m(a,ucqz)év‘v‘“
Ja |}
Vo= [ —t4l
1 ((0224'67’)*)

V, = ( la1] + |aa] )
PE\VaTT e+ Vel + 61

Ahora, los términos entre paréntesis son evidentemente menores que 1, mientras que
el tercer término estd acotado por |P(a;)l, /€344, asi

R AR N R L B s B e
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V< 4|a; - agl, |(12|0*|—V—('a—1)19(1 - s%)

3
Tmin?
< ky jwy — walg |ewo + leo% . (5.24)
A partir de (5.23), (5.24) se infiere de (5.20) que
§ < Jwy = wyly|ewo + w?l()%(kl]ch + wnlo% + k)
< Ky lwy — wylg (|c|% + RY). (5.25)

Del mismo modo, o bien usando (3.29) encontramos que H (5.19) estd acotado por

i < |wy ~ wylg lewo + wllo%(*;Z + 51 lewo + w1|0%)
< Kalwy - waly (et + RY). (5.26)

Finalmente usando (5.17), (5.25), (5.26) y recordando (5.14) tenemos que

IM(X\ ¢, X1) = M\ ¢, Xa)lo < k(ct + RY) jwy — wy,

< kX - X2|0 ) (5.27)

con k < 1 para ¢y R suficientemente pequeiios, lo que muestra que M es una con-
traccion. Existe pues una tinica X;(), c) que satisface (5.13), X,(A,0)=0. ?

Ademas por (5.27) es inmediato ver que

1X:(A,0)lg S IM(A ¢, Xi) — M(A,¢,0)|, + [M(), ¢, 0),

3Si en (5.14) tomamoa X, = 0, la tnica forma de que M se anule es tomando ¢ = 0. Asi, si c = 0,
~ (5.13) se satisface si y sdlo si X;(A,0) =0.
/

B e e et e i e ¢ i a4 e i
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< k|Xilg +|M(A,¢,0)],

< T MO, 0)) (5.28)

Para estimar el lado derecho de (5.28), basta estimar |g[cXo]|,. Siguiendo el razon-
amiento implicitoen (5.17) - (5.25), tenemos que

. *Jewo] [i(cwo) ~ 5(0 , _lewsl’2(0)] d¢

Usando (5.21), (5.23) para estimar el primer término del lado derecho de esta iiltima
desigualdad; observando que el denominador del segundo término es mayor que k¢%/2 y
puesto que Jwo| < A'¢!/? (se puede probar, como lo hicimos para L en la seccién (3.8),
que L es Lipschitz continuo como mapeo de C° x C° en C%/% x COV/?) claramente

|&[cXo]| < K(*|woly’ + ¢

5Ol | de) |

< Kd
= |M()\c0)|, < A (5.29)

Asi juntando los resultados (5.28), (5.29) obtenemos una estimacién para |X,|, en
funcion de c.

R

Kbl S et 65:30)

Por otra parte, por la desigualdad del tridngulo

|8[cXo + Xi] - g[¢'Xo + X3]| < |§[eXo + Xi] — §[cXo + Xa|+|@[cXo + X3] — §[c'Xo + X3]| .
(5.31)

El primer término del lado derecho de (5.31) esta acotado por k|X; — X, /9. (Ver
expresiones (5.17) - (5.27).) Para el segundo término, llamando a} = c'wo + w;, es claro
que '
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|&[cXo + Xa] — g[¢Xo+ Xa]| < S+ H (5.32)
1
5= [ lool Ih(as) ~ h(a)| dg (5.33)

1
= / lwal e = ¢| |h(a) — h(O)] dE . (5.34)

Como antes descomponemos todavia (5.33) mediante

S<T+V (5.35)

v 1

i \/(:;lﬂﬁil—ﬁ'" o) — b{ag)] de (5.36)

v 1 !

o () p— ( o 1Al )@537)
. Ve F e ai® + 64 \VaT £ 677 + \fus + €7

Ahora (5.36) no es mds que (5.21) tomando ay’ en lugar de ay, por lo que tendremos
una cota analoga a (5.23). De igual manera la misma correspondencia relaciona a (5.34)
con (5.19), por lo cual tendremos, haciendo los cambios pertinentes, para (5.34) la cota
(5.26). Claramente el término entre paréntesis de (5.37) es menor que 1, mientras que el
término [wo| (a3 +€642) "3 (ay? +£647)~ V3 < kg1 /341 (Recordar que |wo| < k€Y/?), lo que
indica que es integrable; obteniendo asi una cota para V de la forma k ¢ — ¢'[ |cw + w2,
Todos estos resultados por (5.35) y (5.32) implican que

|8[cXo + X2] - &[c¢Xo + Xallp < K |c— | (|ewo + waly + |c'wo + wal)

< Kle—d|(le + 1] + fwaly) - (5.38)

Es decir, g es Lipschitz continua ( (5.31), (5.27), (5.38)).

Directamente del anélisis anterior, y recordando (5.30)

A )

X1 ¢) = XA, ¢l < K IXa(A€) = Xa(h, €l + kle = €| (Jel + I¢| + T

< Ele=¢| (Il + 1) (5.39)

?S T S"J ﬂBHE
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probando asi que X;(),¢) es Lipschitz continuo en ¢. El mismo tipo de argumento,
examinando la integrabilidad de cada expresion, da que de hecho X, es C' como funcién
del parametro c.

Por otra parte, de la definicion de § (3.34) es inmediato ver que g[—~cXp - X,] =
—g[cXo+X,] lo que conlleva por (5.13), (5.14), y la unicidad del teorema de contraccion,
al vesultado X (A, —c) = =X;(\, ¢) i.e. X, es una funcién impar de ¢. Sustituyendo el
valor de X; = X;(A,¢) en (5.12) obtenemos la ecuacion de bifurcacidn,

AcXo — X(A2 + NPg[cXo + Xy (A e)] = 0. (5.40)

Ahora PglcXo + X (A, ¢)] = d(},¢)Xp i.e. la proyeccion en kerA de ¢Xg + X (A, ¢) es
una funcién de A y ¢, Usando la linealidad de P y una relacién andloga a (5.38), (5.39),
vemos que

(A0 6) ~ 00, ))Xol = IPEIXo + Xu(A,)] - &Ko + Xu(A, )
< JleXo + Xs (A, )] — &¢Xo + Xi (A, )]
< X0, = X\ &)l + Fle= €1 (e +1e)
< Kle—¢l(ld +1e),

por lo que d(), c) es Lipschitz continuaen cy |d(A, ¢)] < K. Ademas, por su definicién
d(X,¢) es también una funcién impar en ¢. Dividiendo (5.40) por ¢ y factorizando X,
obtenemos

A= XA + N)d(M¢) =0, (5.41)

donde d(), ¢) = d(),¢)/c. Sin pérdida de generalidad, si |c| > |¢/|, escribiendo

i0 - dn,¢) = Q= dhe) A0y,

y tomando valor absoluto en esta ltima expresion, es inmediato ver que lJ(A, ¢) —d(\,¢)
e = ¢'|, por lo que d es Lipschitz continua en ¢ y satisface lJl < kec. Ademas, directa-
mente de la definicién, tenemos que d es C' en . Asi, vemos que podemos aplicar

<
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el teorema de contraccion en la ecuacién de bifurcacién (5.41), *obtenicndo una tnica
solucion A = A(c) que satisface A(0) =0, A C" tan diferenciable como d. Puesto que d
es par en ¢, la unicidad de la solucién implica que A(~c) = Mc), i.e. A resulta una funcién
par en ¢. Geométricamente, tenemos que en el espacio (w, ¢) existe, en cada vecindad de
un valor critico Ay de A, una curva que bifurca verticalmente, ver figura (5.1).

Y c

AMc) Mc)

< -

o
23
e
=
2
e

figura 5.1: Bifurcacion vertical. Ain no sabemos cual es la concavidad de la rama.

Nota

Otra manera de probar estos resultados es utilizando los métodos de [C-R 71] o Kra-
noselskii basados en la teoria de grado topoldgico [Ize76), (I2€93).

Ahora, como vimos en (3.64) la solucién cXg + X;(c, A(c)) es tal que su componente
w satisface jw|, < kv/s por lo tanto;

verticalmente de la forma w(c) = A} + A(c), X(c) = cXo + Xi(Mc),¢) con A y X,
funciones C" que satisfacen A(—c) = Mc), N(0) =0, Xi(—¢)=-Xi(c), |Xi(c)}, <

Kc*. ®

Teorema 5.3 A partir de X} valor critico de A hay una unica rama S(A}(c)) que bifurca :
k k ‘
c ,

Probando mds diferenciabilidad, tendriamos que ® . !

Mc) = acd® + 0(c') (5.42)
Xl()\(c),c) = 3x1 + 0(65) N (543)

4Estrictamente el teorema de la funcién implicita requiere que las funciones sean C! en una vecindad,
lo cual no se probé. :

SEn general, para problemas de bifurcacién a partir de valores criticos simples, la componente ¢ es un
pardmetro natural en una vecindad de la rama.

®En el trabajo de Antman [Ant2] no estén justificadas las expresiones (5.42), (5.43).




82 CAP{TULO 5. BIFURCACION

Hasta ahora, no hemos determinado la concavidad de la rama bifurcada, ni tampoco
hemos establecido algunas de sus propiedades globales:

no sabemos si la rama se detiene en algin punto, continua indefinidamente, si se
intersecta con otra rama o bien, si regresa al eje de las soluciones triviales. (Ver figura

(5.2)).

[ Y c
U w U ) o 0 3 0]
¢ ¢

0 A ® 0 N ‘}.‘} (]

figura 5.2: [lustracion de situaciones que uno podria imaginar, Mds adelante veremos
cudles son realizables.

Varios de estos cuestionamientos encuentran respuestas en el teorema de bifurcacion
global (alternativa de Rabinowitz) [R-71a}.

Teorema 5.4 (Alternativa de Rabinowitz [R-71a)) Cada rama que bifurca a partir
de (AF,0) € Sk(A}), donde X} es un valor propio de la linearizacidn del problema nolineal,
es una componenle coneza (mdzimo conjunto conezo) cerradura del conjunto S de pares de
soluciones (w,X) € R x X no triviales. Ademds Si()\]) satisface alguna de las siguientes
alternativas:

(1) Sk(A)) es no acotada en el espacio R x X.
(i1) Sk(X0) regresa al eje de soluciones iriviales en (A%,0), donde )Y es otro valor propio

del problema linearizado.

En el siguiente capitulo (6.1) veremos que Sy(A}) N S;(A?) = @ para k # j por lo que
el teorema anterior (5.4), nos dice que S(A}) es no acotada.

A RS b
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Nota”

La forma esencial del teorema fue probada por Rabinowitz [R-71a]. Representa una
generalizacion tanto de la teorfa local de Kranoselski (1956) como de los resultados globales
de Crandall-Rabinowitz [C-R 71] para problemas nolineales de Sturm-Liouville. Muchas
aplicaciones de estos resultodos, asi como distintas exposiciones se pueden encontrar en
los trabajos de Rabinowitz [R-71b]-[R-73a]-[R-75], Niremberg [N74] e lze {I2¢76, V.4,
V.8]-[lzc93].

Muchos problemas singulares, no pueden estudiarse directamente usando los teoremas
estandar de bifurcacion (5.4)( No se cumple alguna de las hipotesis). Una manera, como
acabaimos de ver, es pensar en un cambio de variables astuto que nos permita deshacernos
de la singularidad. Otro camino seria considerar un conjunto de problemas “cercanos” al
problema singular, para los cuales se satisfagan las hipdtesis de los teorenas de bifurcacion
global, Ahora, convergen las ramas individuales de los problemas penalizados a conjuntos
conexos; y de ser asi, corresponden estos dltimos a las ramas no triviales del problema
original (singular)? Despejaremos la conjetura en la siguiente seccidn.®

5.2 Bifurcacion local (caso > 0)

P esta seccion estudiaremos el problema no singular que resulta al considerar un peso
gt > 0 suspendido en el extremo libre de la cuerda. Nuestro anilisis se concentrara
fuerlemente en determinar hasta que punto podemos atacar el problema singular (i = 0),
mediante el estudio riguroso de la dependencia, que heredan las soluciones del problema
pemalizado, con respecto al pardmetro p. Procuraremos no entrar nuevamente en los
detalles de las derivaciones de varios resultados que dependan de relaciones similares a
las ya estudiadas,

Por las ecuaciones (2.27), (2.28) es claro que buscamos determinar las soluciones del
problema

. f 1[y)(s)
X(s) = wF[X](s) = (5.44)

Falu)(s)

- [ pente) e + 112 (5.)

i

filvl(s)

TEstas referencias fueron copiadas del texto de Antman [Ant1][pag. 157).
#Antman basa estos niétodos en ¢l teorema [Antl, 4.21 pag 157]

e 3 3 e G 60 e A 0 A ST 01 o R BRI Y A o AR 7 e e
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Nota’

La forma csencial del teorema fue probada por Rabinowitz [R-7la]. Representa una
generalizacion tanto de la teoria local de Kranoselski (1956) como de los resultacos globales
de Crandall-Rabinowitz [C-R 71] para problemas nolineales de Sturm-Liouville. Muchas
aplicaciones de estos resultodos, asi como distintas exposiciones se pueden encontrar en
los trabajos de Rabinowitz [R-71Dh)-[R-73a)-[R-75], Niremberg [N74] e lze [Iz¢76, V.4,
V.8]-[1z¢93].

Muchos problemas singulares, no pueden estudiarse directarente usando los teoremas
estandar de bifureacion (5.4)( No se cumple algnna de las hipotesis). Una mancera, como
acabamos de ver, es pensar en nn cambio de variables astuto que nos permita deshacernos
de la singularidad. Otro camino seria considerar un conjunto de problemas “cercanos” al
problema singular, para los cuales se satislagan las hipdtesis de los teoremas de bifurcacion
global. Ahora, convergen las ramas individuales de los problemas penalizados a conjuntos
conexos; y de ser asi, corresponden estos iltimos a las ranas no triviales del problema
original (singular)? Despejaremos la conjetura en la siguiente seccién.®

5.2 Bifurcacion local (caso p > 0)

Fin esta scecion estudiaremos el problema no singular que resulta al considerar un peso
p > 0 suspendido en el extremo libre de la cuerda. Nuestro analisis se concentrara
fuertemente en determinar hasta que punto podemos atacar el problema singular (p = 0),
mediante el estudio riguroso de la dependencia, que heredan las soluciones del problema
penalizado, con respecto al parametro p.  Procuraremos no entrar nuevamente en los
detalles de las derivaciones de varios resultados que dependan de relaciones similares a
las ya estudiadas,

Por las ecuaciones (2.27), (2.28) es claro que huscamos determinar las soluciones del
problema

.fl(?l](s)

X(s) = wFX}s) = | (5.44)
Falul(s)
Fiole) = = [ aute) g + L2 (5.45)

T¥stas referencias fueron copiadas del texto de Antman [Ant1)[pag. 157).
fAntman basa estos métodos en el teorema [Antl, 4.21 pag 157)
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ls) = - [ AR (5.46)
N(E) = \u2(6) + (v + p)?, (5.47)

donde X(38) = (u(s),y(s)). Siguiendo la pauta de secciones anteriores, es facil ver
que F @ 0 x (% — C' x C'. Claramente, fi[y](s) es lineal en y, ademas de verificar
¥ ! . : :
}j.l , !]1 l < clylys (ver (5.45)). Es decir, Ji es un operador lineal y continuo de
(% en CY, por lo que f; ¢ C° — C° es un operador compacto. Para la segunda
) 1 1% &
componente, basdndose en los resultados contenidos en (3.7) - (3.18) y recordando que
en este caso N > p > 0, no es dificil convencerse de que !fq’ !fg! < e luly/py que
|Iz{u] - u]‘ < K(1+ 1/p) Ju = v, Esto nos muestra que F es un mapeo Lipschitz

continmo de € x G0 en €' x €. De hecho tenemos que F es continuamente diferenciable
de (0 x (" en CY x C° con (ver resultados (3.27) - (3.29)).

/0 . py d€ + EJ—g@—)
DF[Xo)X = - (5.48)

N(uo), )6y + 1) .
/N‘Ug [ ( + IN(N(uo),§)ug| d€

N uo)
N(ug) = Ju§ + (€v+p)?.

Dircctamente de (5.48), estimando cada término de cada componente, se determina
una cota para la norina del operador DF[Xo}, dada por °

[DEXol] < K(1 47 4+5) para (Kol <M. (549

Mientras que para el caso particular X = 0, es ininediato ver que
v 1
|DFlo]] < K(1+ /7) : (5.50)

Enmlando a (3.30) podemos descomponer (5.44) como (F[0] = 0)

YPara no recargar la notacion usaremos también || para ln norma de operadores.
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X = wDF(O]X + w[X] (5.51)
fw&+%@
DF[0)X = - (5.52)
/‘ ub(€y + u,§) e
s (Ev+m)
0
BiX] = - [[00 _tsn) (5.5

N(¢) v+ p

A estas alturas, es claro que un primer paso para determinar la existencia de soluciones
a la ecuacién (5.51), consiste en estudiar con cuidado su linearizacién:

X - wDF(0]X = 0. (5.54)

Como antes, una condicién necesaria para la existencia de soluciones no triviales de
(5.54) es que w™! pertenezca al espectro del operador compacto Di‘{ﬂ]. Siguiendo nuestros
pasos (5.54) resulta equivalente a la siguiente ecuacidn (no singular) de Sturm-Liouville.

CANNRTIC ORI
(P) KA Y (5.85)
W(1)=0 ; u(0)+ su’(O) =0. (5.56)

Por los resultados estandar de la teoria de Sturm-Liouville [C-L] o bien, basdndose en
el andlisis de la seccidon (4) (en este caso es mas sencillo, pues no tenemos singularidades),
tenemos que las funciones propias son simples, constituyen una base de L? y se pueden
ordenar los valores propios de forma tal que u) asociada a A (i) se anule exactamente k
veces en el intervalo [0,1). (ver (4.4))

10

Usando el teorema de bifurcacién '° encontramos que a partir de cada valor propio

A2(H), existe una rama de soluciones ne triviales que bifurcan verticalmente de la forma

(ver (5.42), (543)y (5.6))

YInvitamos al lector escrupuloso a que se aburra con los detalles que justifiquen que (5.51) cumple
con las hipdtesis que exige el enunciado del teorema. En realidad este trabajo estd esencialmente cubierto
el las entranias de las secciones (3.7), (3.8)y (3.9). :
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w(e, 1) = N(p) + Mp, ) (5.57)
u(c, ) = cur(p) + ul(c’ /‘) ) (5.58)

con A(p, —¢) = A(pyc); A0, p) = N(0,p) =05 wy(—c,p) = —wi(e,pr) y Ay w
tan diferenciables como . En particular si & es C* (o mejor analitica), entonces

Mp, ©) = ao(p)e + O(c') (5.59)
w(e, 1) = Cuy(p) + O(). (5.60)

Sin embargo, las estimaciones para ao(pt) y ui(p), derivadas de las anteriores, contienen
términos de la forma k/p por lo que este método no nos permite establecer la comparacion
deseada entre los casos g > 0 y p = 0 (no hay convergencia).

Reformularemos el problema para p > 0 en una forma que permita el analisis del caso
limite p = 0, !

Definamos entonces,

v(s) = u(s) +w£‘-ygﬂ)-)~ . (5.61)
Asi, un punto fijo del problema (5.44) corresponde a un punto fijo de
os) = ~w [ py dg (5.62)
[ .0 -] ;
v(o) = - [ S5 fole) oM de (5.69)
2
N(E) = J(—w’—‘-’fb‘—"—’) + (14w, (5.64)

1 Como era de esperarse, hay que pagar el precio de alguna u otra manera.

S S R VSV st W KA e st |
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Como v(0) = 0, no generamos mayores dificultades si consideramos el siguiente cambio
de variable \/sw(s) = v(s), obteniendo una formulacién equivalente a (5.62), (5.63) y
(5.64). 12

= ——/ py d§ (5.65)

y(s) = —-w‘/al z-(ivﬁ((—%)-)’-—ﬁ-)- [\/Ew —wﬁz—/'(—fg)-] d¢ (5.66)
2

N(E) = J(\/Ew—wﬂ’f’-)) FEr+al, (5.67)

que escribiendo como (en este caso X = (w, y) obviamente)

X = wF[X] = w (E(W)X +glo, 1, X]) | (5.68)

donde claramente,

( —1\/3 /0' py d§
LwX = - (5.69)
(e + mé) [ Jew- L0 ]
. Thrtu
( 0
Blovi ()] = =1 w0, [9(N©,8) ser+me)] .| ©7
VAR )[ NG ]

Descomponiendo todavia aj‘(p) en términos de la linearizacion del problema singular
(3.33), es claro que L(0) = —L por lo que

L(w) = -L+R(p) . (571)

?Notemos que en el fondo estamos calcando el rasonamiento perpetrado para el caso singular, por lo -
cual es logico pensar que en esta nueva formulacién podamos utablecer la convergencia cuando u — 0.
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0
(5.72)

Rle, (0, 9) = = |1 5y 4 1 g) wO)] _ (1,8
/ AL RS st A7 {w - W ~— ! w (lf
1+ u [\[ g } vy

Basandonos en el razonamiento alrededor de (3.48) - (3.57), no es dificil ver que

IRl (W]l £ L+ 12+ Iy (5.73)

/ plol 56y +m€)
VEY(Ey + 1)

I = -’—:/I—_—|</ IN(Ey + i) dT) d¢

g_ Lo(6y + wé)
I/ IZETD

Usando las siguientes estimaciones

L pdg v\ 1
—-——</ (—-——-) dE < Klp['"™, si €>0 (5.74)

s Ey+u T s \Ertu
udf l/l g 1 '
S—d <K, >, 5.75

encontramos finalmente que para € > 1/2,

IR{u, (w,y)]| < e(lu] + 1u'™)
<=0, (5.76)

Fs decir, R(p) es una perturbacién compacta (ejercicio) del operador ~L.. Puesto que
tanto —L como L(u) tienen valores propios simples, es un resultado clasico [Kato] que

A(u) — A}, conforme u— 0. ' (5.17)

TR er Bk S e LR SR
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Otra manera de probar esta convergencia de espectro, sin recurrir a un resultado ab-
stracto, es la siguiente:

consideremos el problema lineal

X = wL(p)X = ~wLX + wR(p)X (5.78)

y tomemos w ~ A}, valor critico de A = I+wL, entonces (5.78) se cscribe como (5.2)

(I+wh)X -wR(p)X =0, (5.79)

que a su vez, con la proyeccién de Liapunov-Schmid,' escribiendo X = ¢Xy + X,
(5.79) se parte en (ver (5.11), (5.12))

(A + L)X, — (AL + 2T -P)R()(cXo + X;) = 0 (5.80)
MeXo + .A2(A2 +\)PR(4)(Xo +X1) = 0. (5.81)

La primera ecuacion, siendo lineal, se resuelve de manera tnica para X;,

X1 = ¢[A+3E - ¢+ NI -PIR()]™ (O + )T - P)R() X

~

cX1(Mp), (5.82)

i

ya que para (), p) pequeiios, tenemos una perturbacion del operador invertible A |p
(A). Ademds usando (5.76) es inmediato ver que [X;|, < k|c||u|'™*. Sustituyendo el
valor de X; (5.82) en (5.81), la ecuacién de “bifurcacién” se vuelve, ver (5.41) !4

3Bn los problema de bifurcacion, uno se enfrenta a operadores cuya linearizacidn puede no satisfacer
las hipdtesis del teorema de la funcidn implicita (5.1). El método de Liapunov- Schmidt, representa
una alternativa, proyectando la ecuacion en dos espacios complementarios, en uno de los cuales, podemos
aplicar el teorema de la funcién implicita (o més generalmente el teorema de contraccion), en tanto que
en el otro, el problema se reduce a un sistema de ecuaciones en un espacio de dimension finita. Esto es
lo que sucede con operadores de Fredholm,

14Es importante aclarar que no estamos estudiando por ahora bifurcacién alguna, Unicamente ex-
plotamos las ideas que se utilizan en los casos nolineales, i.e. cuando si puede haber bifurcacién, (5.11),
(6.12); para determinaz la convergencia de problemas lineales (5.80), (5.81).
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N ROU+ NPR((Xg + KM ) =0, (5.83)

Es facil convencerse que, para jt fijo, X;(), p) es C' en Ay por (5.76) que para p
suficientemente chico, tenemos una contraccion, obteniendo una tnica solucion A(p) |
0. De heclio, !® vernos que, A(jt) es Holder continua en p. Para esto basta ver que R{(;1)X

lo es. Eu efecto, directamente de (5.72)

(R() = R(1))X| < M, + M, (5.84)
RS R B (T ) /u

M /0 €y +p £y + 4 H‘[ l « (5.89)

y(0)o(€y + ) \

M, = / - ul‘ CETOr ‘ dt . (5.86)

Usando el teorema fundamental del calculo en (5.85), es claro que

1
My < =i [ R+ (b ) € 680
Mzﬁkzlﬂ“‘#’ljt;la%- (5.88)

Ahora, puesto que (V& |w| + p)(&y + 1)™' < |w|(VEy)™! + 1 integrable; usando
=) < elp— @l 4 1)) (recordar el lema (5.2)), (5.74) y (5.75), tenentos que
M en (5.87) es acotado por términos de la forma a |p — '], aglp — /'™ con € > 0,
¥ asli — 1')' "¢ con € > 1/2 o bien, con € > 0 si |w| < kyv/E (este es el caso para Xgp). De
igual manera tenemos que M; (5.88) es acotado por aglp — p'|'™* para ¢ > 0. Asi, por
(5.84) tenemos que R(p)X es Holder continua en p. Finalmente, usando (5.83) llegamos
a

M) = A S =™ para €30 (o €>3). (5.89)

Nétese que las propiedades nodales (k-ceros de X(), ) en [0,1]) también se conservan
en el paso limite ¢ — 0. Por lo tanto, si w(p) es vecino a wi(p) necesariamente w(p) es

1Es decir, hay convergencia de espectro.

S i o Al B L R e h
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wk(p): todo el espectro para y > 0 converge al espectro para = 0.'

También podemos escribir la ecuacién completa !7 y usar la misma descomposicidn de
Liapunov-Schmidt obteniendo,

(A +A8)X1 — (X0 + AT = P)[R(u)(cXo + Xu) + &lus by Xo + Xu]] = 0 (5.90)

cAXo + A3 (A + VP [R(p)(cXo + X)) + &lw, gy Xo + Xy)] = 0. (5.91)

Para poder aplicar el razonamiento anterior, se necesita probar que g tiene las mismas
propiedades para u pequefio que para g = 0. Es necesario entonces, estudiar glw, pt, X} —
glw,0,X] (va que la parte lineal R(y) ya fue estudiada).

Ahora, si fijamos w, claramente por (5.70)

8l X1 = | ol 8) - B, 0)) ] (592
donde
D= w - M_)-
b= fow-w p (5.93)
o ) = )
b ) = “grls (594

N(p, @) = /o3 +(§y + ). - (5.99)

Entonces mediante una descomposicién tipo (3.16), (3.17) es claro que

li'(l‘, W) - ;‘(ﬂ’o)l <Sh+h (5.96)

. ll‘>N(N(I"""I’))"":"’2 r
h "/o N(p, W)N (p, T0)

ISA priori, uno podria esperar algo semejante a lo que ocurre con los ceros de ecuaciones algebraicas
que dependen de un parametro que al variar, puede cambiar su multiplicidad. Aqui, la estructura nodal
se mantiene invariante bajo la perturbacién R(yu).

"—(R(0) + &lw,0,X]) = &.
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wi(p): todo el espectro para pu > 0 converge al espectro para y = 0.

También podemos escribir la ecuacién completa 17 y usar la misma descomposicion de
Liapunov-Schmidt obteniendo,

(A +A2)X1 — (X + A)(T = P) [R(p)(cXo + X1) + glw, #, Xo + X)) = 0 (5.90)

XXo + (N + NP [R()(eXo + X1) + o, 4, Xo + Xal] = 0. (591)

Para poder aplicar el razonamiento anterior, se necesita probar que g tiene las mismas
propiedades para p pequeiio que para x = 0. Es necesario entonces, estudiar glw, yt, X] —
glw,0,X] (ya que la parte lineal R(x) ya fue estudiada).

Ahora, si fijamos w, claramente por (5.70)

8l X1 = | [ i 2) - i, 0) ] (592

donde
= \few- w”—y;—()-)- (5.93)
) = L) (5.94)

N(pyw) = J? + (§y+p)? . (5.95)

Entonces mediante una descomposicién tipo (3.16), (3.17) es claro que

| ) = h(u,0)| < P+ Py (5.96)

_ P on(N 7 )ri?
b= /o N(p, %)N(p,7b) &

A priori, uno podria esperar algo semejante a lo que ocurre con los ceros de ecuaciones algebraicas
que dependen de un parametro que al variar, puede cambiar su multiplicidad. Aqui, la estructura nodal
se mantiene invariante bajo la perturbacién R(u).

~(R(0) + &lw,0,X]) = &.
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= (N (p,0))w? ;
P = N([I,O)N(/"d))[N(N,O) + N(p, )] ’ ( 98)

Como |r| (N(py 7®))™* £ 1, Py es acotado por K S (N (g, w))"Mdr < ¢ ol et
ya que [|*(N(p, @) 1 /61"‘ Por otro lado, P, es claramente acotado por
k| (N (g, )~ (N(,0)) € bl (N (,0))72. Asi, por (5.96) y (5.92) obten-
n

-1
emos una estlmacié para g,

[

) 1 1 2-e
Bl Xl < 1 | =y d~f+C2/ (N(p,O)) d¢

< K(jw™ + ly(0)1™)

< KX, (5.99)

es decir, § es efectivamente la parte nolineal. Por otra parte,

|8ls, Xa] — B[#, Xa]| < G1+Ga (5.100)
1 Y . -
Gy E/' |y —w2||h(y,w1)-—h(u,0)| d¢ (5.101)
e R ) = Rl |
G = [l [, ) = B )| (5.102)

Razonando como en (5.96), (5.97), (5.98) para estimar a Gy, tenemos después de
una primera simplificacion,

1 1
<k | b -l 5] 4 e
G, < k/s |ty — W || N (1)~ (1 + N3 0)

Mediante criterios similares a (5.74), (5.75) no es dificil determinar

) de . (5.103)

by~ ] < e hor = wal + 4 1(0) -~ 13(0)) (5.104)
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|if < 02(\/Z|w-‘| + p1y:(0))) (5.105)
N(IZ),L,) s 03@:3' - = lwO)l (5.106)
Ve 1 r
N(a0) S “7E (5.107)

1-¢
N(Z,O) s 652‘1-6 ' (5.108)

Claramente (5.107) y (5.108) nos permiten estimar términos de la forma [, — 1| (N(x,0))™";

|| (N (,0))™", jugando un poco con estas expresiones no es dificil convencerse '*

/le w2||w1|d£<lc1(|wl ~waly + # [91(0) — ya(O)) (Jorle™ + (1 [52(0)])' €5.109)

N(p, o)

Ul — g [y

s N(g, b )N(,;,O)d“’“’('“’l walo + 47 [51(0) = y2(0))(Jnlg™ + (132 (0)(3:T))

Es inmediato repetir el razonamiento anterior para estimar el término G, y encontrar

Gy £ h+

|4b,| 1|y + 7(tg — )| |©; — O] Onv

s N(p,;) / N (@ + (g — 1)) dr) d¢
|| |15 — ]

Jy = - - ~ —d

’ /a N #»wl)N(I‘,Wz)(N(#,M) + N(u, ) ‘

1 {ady |wz"w1| |a| |wa Wy _
7, < k dé . 11
Gy sk (/ N(u,w,;) Naoy kT s N(u,i)N(p, ) ¢ (5.111)

El primer ténnino del lado derecho de (5.111) estd acotada por el lado derecho de
(5.109) (intercambiando los papeles de i@ y ;) mientras que el segundo término de
(5.111), notanda que N(p, ;) > (éy + p) = N(0, ), es acotado por el lado derecho de
(5.110) usando la misma substitucién. Juntando los resultados obtenemas para (5.100)

¥ También usamos el lema (5.2).
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[ < ealy/& il + {0} (5.105)
] |wi| | p'
— < == + — |vi(0)] , 5.106
Wy = *vE T e MO (5100
VE 1 v
< i 5.107
N(w,0) = " VE’ (8.107)
B B ~
< ¢ . 5.108
N 0) = “g (5-108)
Claramente (5 107) y (5.108) nos permiten estimar términos de la forma [ty — o] (N(p, (1,00)7Y
o] (N(g,0))~", jugando un poco con estas expresiones no es dificil convencerse '8

[ w=“wl'd¢_ b~ waly + 13 (0) = 1)) (wrlg ™ + (s )])'9.109)

l‘ wl

[ b0~ B L < =l + 1 4(0) = O™+ 1 O

Es inmediato repetir el razonamiento anterior para estimar el término Gz y encontrar

Gy < h+

J = b iy (/‘ |ty + (i — )| [tha — 1] In dr) de

] N([l,‘lf)z) N(ﬂ)]‘f’f(ﬂ)g"‘ﬁ)]))
|i0s] |03 —
Jy = - - - — d
= wl)N(l‘,wn)(N(#,wl)+N(I"w2)) ¢

|w2| |w2 w1| |y lwz )| )
Gy <k — dé | . 5.111
: ( s f‘a 7 N l‘awl /‘vwz) ¢ (0 )

El primer término del lado derecho de (5.111) esté acotado por el lado derecho de
(5.109) (intercambiando los papeles de i, y ;) mientras que el segundo término de
(5.111), notando que N(u, ;) > (€7 + p) = N(0, 1), es acotado por el lado derecho de
(5.110) usando la misma substitucién. Juntando los resultados obtenemos para (5.100)

8También usamos el lema (5.2).
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lg[/‘)xll - g[/‘aXQ]I S KTV
< KX = Xalg (X lg™ + Xalg™) (5.112)
= Jwy —waly + (s + 1) [11(0) = 92(0)],

= fwilp™ o fwaly™ i (a0l + [y2(0)]s™)

Es decir, g es Lipschitz continua con constante de Lipschitz teniendo a 0 cuando
X, X; — 0. Podeinos entonces usar el argumento de bifurcacion local para la ecuacion
de bifurcacién con p > 0 !9, obteniendo una rama local Sk(Aj(x),c). Falta probar que

S(M}(p), ) = 3 = Si(M, ¢) (rama correspondiente al problema singular 1 = 0). Para esto,
se podria probar que gu, X] ks —g (lo cual ya se probé). La unicidad de la solucién

local nos daria el resultado Sk(z\‘,’,(y),c) £ Sk(A}y c) con la misma tasa de convergencia
de p. (Es decir, |[X(A, p) — X(),0)] < cu~ si |g[u, ] — &[0, A]] < cp¢, para € > 1/2 ya
que como vimos lL(u) L(0)| < cu'~t.)

AN i) _ e HETTET)

[F{i X) - F(0,X]| = ’ [o N/ de‘

N(p, )
<A+B (5.113)
N(F‘: _ ﬁ(N(O,w))
Nwo) ~ Now | C G
- L/ uly(0) N("’"’)) d . (5.115)

Claramente de (5.115), puesto que N(u, @) > N(p,0) y usando (5.108) obtenemos

B< ki [y(0)u'. (5.116)

Ahora, para estimar el término A (5.114), usaremos una descomposicion similar a las

antes ejecutadas (pedimos al lector que no pierde la calma, en ocasiones hay que ensuciarse

las manos). Entonces,

¥Ecuacién que se deriva de (5.90) y (5.91).

AR A AR PR
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A< A+ A+ As + Aq (5.117)
N () = (N () :

A=k [ Vel D dé (5.118)
N(p,w)) ~ (N(O w))| EC

Ag—k/ \[|w| N;;, - de (5.119)
N?(p, %) = N*(p, w)| “ 1o

b= [ Vel N, w)(Nw ) + NG 20
|N°( ,w) = N*(0,w)) ;

o= k[ VRl i G Ny € 2

Escribiendo

Q

m

o (N(pyw + (5 — w)))(w + 78 — w))
N(ww +7(0 - w))

[ - ul

f(N ) = SN )] = [ Qur

<|ob-w|,

tenenlos que

mk ! MEL 1 < kv (5122

El mismo argumento con A, dara

Ao < bapluly . (5.123)

Como /& |w| /N(p,w) < 1, tenemos

A<k ‘E""J(ro)'dc < ky |y(0)| p*¢ . (5.124)

Finalmente, como £y + £y + p < N(p,w) + N(0,w), tenemos
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Vel -
<kl —X L de<k
s k/° N(/"“’)N(O,w)df B k/o N(0,w)*~¢ N(p,w)i-n dt

1.
< K fuly o [

Tomando 5 > 1/2 > € 2> 0, tenemos que

Ag Sy wly ™ pt (5.125)

Asi, un simple vistazo a (5.122)- (5.125), (5.116), (5.117) y (5.113) nos convence de
que, con € > 1/2,

[Pl X] - Fl0,X)| < K(July +ly(O)) (s + 4~) =5 0. (5.126)

u—0

Ya vimos que (5.126) implica que Sk(\)(p4)) — Sk(A}) para |X| pequefio w ~ A,
como p'~¢ con e > 1/2,

Ahora para |X| y w arbitrarios pero acotados por M, sean X, , w, soluciones de los i
problemas

Xo = woFlpn, Xs] con g, =30. (5.127)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que w, == wy y reescribir (5.127) como

X, = wy (Fln, Xn) = FI0, Xu]) + (wn ~ w0)F[0, Xu] + woF[0,X,] . (5.128)

Ahora claramente por (5.126), (5.99) o (5.16), (de donde podemos facilinente deter-
ninar ina cota para F[0,X] = —F[X]), i.e. F manda conjuntos acotados en conjuntos
acotados,

‘F[I‘mxn] - F[0,X,]| < R(I“’nlo + |yn(0))(n + 1a™) =3 0 (5.129)

Jwn ~ wol |F[0,Xa]

S K|wn—wo] =30. ~(5.130)

R T T  R T E T E
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Como F[0,X;] es acotado, la compacidad del mapeo F nos dice que existe una sub-
sucesion convergente Asn woF [0, X, — "3 Y. Entonces de (5.130), (5.129) y (5.128)
inferirfamos que X,,J 22 Y y por la continuidad del mapeo F, tendriamos F[0, X, = iy

F[0,Y]. Es decir, Y = woF[0, Y] (i.e. un punto fijo del mapeo F con wy ver (5.1)).

Ahora bien, escogiendo los elementos de la sucesion que tengan exactamente k ceros
en el intervalo [0, 1], entonces el mismo argumento y la convergencia nos daria que Y
también goza de esa propiedad. Finalmente, se puede probar con resultados de topologia
general, que si X, € Sk(A)(4,)) entonces, Y € Si(A}) (Iimite uniforme de continuos es
continuo).

Teorema 5.5 Si p — 0 y X, € Sk(M(n)), entonces existe una subsucesidn X, que
converge a'Y € Si(\}).

Finalmente tenemos el siguiente resultado global, adelantandonos a los resultados del
signiente capitulo

Teorema 5.6 Para u > 0 tenemos una “superficie” de dimensién local al menos 2,
que bifurca a partir de (/\k, 0), con las propiedades nodales (k ceros de las funciones que
constituyen al par de soluciones no triviales) y que no es acotada en el espacio (), |ul,)
para cada p.

En general uno podria estudiar directamente el problema de bifurcacién con la g
como un problema de bifurcacion con dos parimetros en juego, A y p, en vez de un
solo parametro. Nos encontrariamos entonces en el contexto de problemas de bifurcacion
multiparamétrica.(Ver [1ze93)].)

5.3 Convexidad local

Podemos analizar todavia mas la curva de bifurcacién local, estudiando su concavidad
por ejemplo que, como sabemos, esta relacionada con su estabilidad. Nos concentraremos
en un caso particular para el cual observaremos un comportamiento radicalmente distinto
al correspondiente para cuerdas inextensibles y uniformes, pues probaremos que nuestra
clase particular de cuerdas elasticas, genera bifurcacion subcritica.

De (5.41), la curva de soluciones no triviales, esta dada por:

A= 20 +Nd()¢), (5.131)
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donde cd()\,c)Xo = Pg(cXo + Xy(M¢)), y d()\c) es una funcién par en ¢, que sat-
isface |J(A,c)| < K |¢|. Por lo tanto, el signo de d(),c), para valores del pardmetro c,
suficientemente pequeiios, nos dira si tenemos una bifurcacién supercritica ( i.e. una bi-
furcacién que en el diagrama de bifurcacién se ve como una curva que inicialmente se
carga a la derecha) si d(A,c) > 0 o bien una bifurcacién subcritica (para la cual las ramas
se desplazan inicialmente a la izquierda) si d(),¢c) <0.

Para determinar el signo de d, se podria determinar P (a partir del niicleo del operador
adjunto) o regresarse a la formulacién diferencial del problema, lo que esta bien justificado,
ya que sabemos que u es solucién y por lo tanto C*[0,1] con |u(s)| < ks. Consideremos
entonces,

W\, aPN@),s)
(ﬂ) +w 0, (5.132)

con N(u) = (u? + s%4%)'2, u(0) = 0, w'(1) = 0, donde sabemos que u = ¢(ug + c*u,),
w? = M + ¢\, dados por el teorema de bifurcacidn local. Recordemos que wg es la
solucién de la ecuacién con N(0) = sv, (tinica solucién propia linealmente independiente
del problema lineal). Efectuando los siguientes desarrollos de Taylor %°

B(N(u)) _ H(No) L (ZLV_ _ _”_) (N = N(0)) + O((N — N(0))*)5.133)
No

N TN N N:
_l g o
y N - NO) = gt + 0, (5.134)

vermos quc la expansion para /N alrededor de N(0) en términos de u estid dada por

b(N(u)) _ #MNo) | (ﬂv. 4 ) L owY). (5.135)

N(u) N N~ Ni) 2y

Ahora, dividiendo la ecuacién por ¢ y usando el hecho de que ug es solucién de (5.132)
con N = N(0), tenemos que

2 E’L’ 0 ¥(0) »0) o_"ﬁ__".__u_%_ o .
¢ [(p) +Ak——(0)ul+A1N(0)uo+/\k N~ N1 2sy +0(c') =0, (5.136)

Estumos abusando un poco de la notacién, como por ejemplo tomar u(0) = up. Sin embargo son, en
cierto sentido notaciones estdndar para un matematico, por lo que pedimos al lector que tenga esto en
mente.
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debe satisfacerse, para todo c¢ (recordar que u; depende de ¢). Asi, cancelando el
factor ¢* y tomando el limite cuando ¢ tiende a cero, entonces si lim,gui(c) = w,
litme—o A (c) = Ar, 9 (0) =0, uj(0) = 0, ocurre que:

W\ B0 k0 ofiw D\ .
(/)) +AkN(0)U1——')\1N(0)u0—)\k N - N? 237. (l)-ll;7)

Por la alternativa de Fredholm, la ecuacién (5.137) admite solucion para uy, sélo si
el lado derecho de (5.137) es ortogonal (en el sentido L?) al generador del micleo del
operador que actia del lado izquierdo sobre la u,;. Entonces,

l_‘)(_o)z_o";~ ug | T
)\1/(; = ug ds = )\k/(; NN 2o7)? ds. (5.138)

Nota

Aqui, el lector puede estar confundido por el hecho de que, habiendo toinado el limite
cuando ¢ tiende a 0, no sustituyamos el valor de N por N(0) = sy. Hay dos razones,
la primera para que el lector pueda ver con claridad de donde salen los célculos, y la
segunda, muy importante porque no hay que perder de vista que buscamos establecer
resultados relativos a la concavidad de las ramas, en una vecindad de los puntos de
bifurcacion. Veremos que tal como esta escrita, (5.138) nos llevara a la condicién sobre
la forma funcional de # en términos de N que se necesita para observar uno u otro
comportamiento. Mas adelante veremos que efectivamente uno puede clasificar algunos
materiales mediante las propiedades que dependen crucialmente de la forma funcional de
su constriccién constitutiva.

La relacién (5.138), muestra que el signo de A\, = 2)"(0), esta dado por el signo del
término integral del lado derecho, donde N = sv. Tenemos entonces el resultado,

Teorema 5.7 Si para 0 < N < |v}y, #(N)/N 2 n(N), entonces, todas las ramas
bifurcan supercriticamente. Este es el caso cuando ¥ = 1, (i.e. el caso inestensible y
uniforme).

Sin embargo, podemos tener bifurcacién subcritica si # crece rapidamente cerca de 0
(/n < b/N para0 < N < aimplica que #(N) < 1+ kN para ese intervalo). Por ejemplo
si B(N) = 1 + MN?, para 0 < N < |y|,, entonces #/N — iy = (1 — M(p — 1)N?), es
negativo en parte del intervalo si p > 1 y M es suficientemente grande. Como 1o depende
de M, tenemos que seguir el siguiente razonamiento. Supondremos para fijar las ideas,
que p es constante, y ¢ = 1 por lo que ¥ = p. En este caso tenemos entonces que N = s.
Sca
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]
u0=sy=—w2/0 pr df, con w?=)\?

w(8)=—/l£]~(§yd£

3

Tomaremos solamente el caso correspondiente a la primera rama, donde wugy(s) > 0.
] 0 =

Por lo tanto,

1
s

_ (/0‘5_,,(5);,(5) d£+s/ y(§)2(¢) df) )

donde evidentemente se usé el teorema de Fubini. Asi, es claro que

M) [yvder; [ ewde.

En particular, derivando (5.139) tenemos

' 1 .
V) o [ o de.

w

(5.139)

(5.140)

Como la funcién correspondiente a la primera rama no se anula en el intervalo [0, 1],
podemos lomar sin perder generalidad, y(s) > 0. Esto implica (ver (5.140)) que y(s) es

una funcién estrictamente decreciente. En particular tendremos

Por lo tanto tenemos que,

(5.141)

(5.142)

RN el i S B
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0) —
y'(—);;w = /01(1 = {)yrdE < y(O)/Ol(l ~ &) dE . (5.144)
Es decir
! o
y(0) (;; —/01(1 - 6)17616) < % (5.145)

Ahora usando las relaciones (5.143) resulta inmediato

v(0) [ (2 - 1 e <) [ 0 e, (5140)

desigualdad valida para la primera rama de una cuerda homogenea, Tomando la sigu-
iente forma funcional para la elongacién, #(N) =1+ MN?, con N(£) = £, tenemos

v [ (2 = 1)(1+ MN?) d€ < y(1) | "1+ MN?) de (5.147)
My(0) (;{—5 - ;%) < y(1) (1 + ;’l—‘;) (5.148)

y0) < ’-’-ﬁ—?— (B +1)u) (5.149)

y(1) < y(0). (5.150)

Ahora puesto que en este caso N = 8, ¥ = p, uo = sy el término integral del lado
derecho de (5.138), definiendo so? = [M(p —1)]™!, se ve como

1

/l(l—M( —l)s”)s‘ds—/so-*-
0 P v - 0 L)
= I] - Iz . (5151)

La primera integral I; es positiva en tanto que la segunda —I;es negativa. Asi, para
encontrarnos el el caso subcritico, basta escoger adecuadamente los parametros para forzar
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que, en valor absoluto, la segunda sea mayor. Analizando un poco mads cada término
tenemos

So 5 1 so?
< _ ~ 1)sP) st — gt 2|2 - 0
< [0 M= D)) ds= 00t (5 - - )25
2
< 40 Pso

b= [ M- 1= 1)) 20 (MBS - Dt L)
Sp - p+2 2 2(P+2)

Por lo tanto tendremos I, > I; si podemos escoger a M tal que

‘ -1 1 P p
() (ME= — o i) 2 g ’ 152
”()( pr2 2zt 2(p+2))-”(°)2(p+2)"’° (5.152)

Esto serd cierto si (usar las relaciones (5.149), (5.150))

p+2(p+1 ))‘( p=1 1, , p P .
L ST | ME— — - > . 5.153
( p U T pre 2T+ T (5.158)

Finalmente, juntando los términmos en s, a la derecha, tendremos un nimero negativo
por lo que es suficiente que

[ -]

+
p-

=

& M> (5.154)

|

8] —

-1
ME_ 5
4

oo
N —
—

Teorema 5.8 Si la cuerda es homogenea, i.e. (p una constante), si en una vecindad de
N =0 la elongacidn tiene la forma O(N) =1+ MNP, con M y p > 1, tales que satisfacen
M > (p+2)/{2(p — 1)], entonces la primera rama bifurca a la izquierda. :

A M A R



Capitulo 6

Bifurcacion global

6.1 Estructura nodal de las ramas de bifurcacién

Hemos visto que las soluciones correspondientes al problema linearizado, gozan de una
estructura muy particular como lo expresa el teorema (4.4). Uno se preguntaria entonces
hasta que punto podemos esperar resultados analogos para las soluciones no triviales
del problema completo. En la siguiente seccidn veremos que la estructura nodal de las
soluciones se conserva atin en el caso nolineal producto de la topologia del espacio de
trabajo. Este es uno de los multiples aspectos que nos revelan indirectamente las posibles
estructuras que resultan de la naturaleza de los operadores en juego, con el caracter
topoldgico de los espacios sobre los cuales operan. Como consecuencia del lema (4.3),
tenemos que una condicidn que debe cumplir una solucién no trivial es que z(0) # 0.
Geométricamente - recordar (3.64) - esto expresa el hecho de que las graficas de las
soluciones no triviales, sean transversales en el origen s = 0. Por otra parte, si u(r) =
w'(r) = 0 para algin valor 7 € (0,1], entonces , como mencionamos paginas atrds, la
teoria estandar de existencia y unicidad de ecuaciones ordinarias, nos daria u = 0 i.e. una
solucién trivial. Esto implica que las soluciones no triviales no admiten ceros dobles.!
- De aqui que las curvas representativas de las soluciones notriviales sean transversales al
cje u = 0 en todo punto de contacto (ver figura (4.4)). Ahora definamos a Z como el
subconjunto de C® x C°® de todas las funciones C' x C' que satisfacen (3.66), (3.67)
para un valor de w?. ? Como quedo manifiesto, éstas coinciden con los puntos fijos del
mapeo F. Por la regularidad de estos 1ltimos, tenemos que Z es cerrado y localmente
compacto en la topologia de C* x C! inducida por la norma | |,. Consideremos 2; C 2

YA partir de (4. 5) y por la definicién de la transformacién de Priifer (4.1), (4 2), esta iiltima
aseveracion resulta mds que evidente.
2Como viinos Z no es otra cosa que en conjunto de soluciones no triviales.
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un subconjunto cuyos elementos w ® tienen exactamente j — 1 ceros en (0,1). Es claro
que podemos caracterizar a Z; como el subconjunto de elementos de Z para los cuales «
tiene exactamente j — 1 ceros en (0,1).

Scan £ € 2; y ¢ € Z. Por la regularidad de los elementos de Z; es inmediato, a partir
de la definicién de la norma de este espacio, que si |p — €|, < ¢, entonces por un lado, los
valores de ¢ deben encontrarse en una vecindad de los correspondientes a ¢ (Jp — €], < ¢€).
Geotnétricamente esto se refleja en el hecho de que la grafica de la funcién ¢ se restringa
a permanecer en un tubo alrededor de la grafica que representa a ¢, De aqui que, fijando
el valor de € adecuadamente,  sélo pueda anularse en cada vecindad de un cero de £. Por
otro lado se cumple la desigualdad |¢' — §'|; < €. Dado que los ceros de ¢ son simples,
tencmos que la curva correspondiente a ¢ debe encontrarse dentro de un cono en cada
una de las vecindades de los ceros de €. Es decir ¢ también resulta transversal al eje.
Hemos demostrado que toda vecindad de puntos de Z; por puntos de Z estd contenida
en Z;. En otras palabras Z; es abierto en la topologia inducida por lo norma | |,. *Ver
ilustracion (6.1).

1§(s)

figura 6.1: Z; espacio abierto de funciones en la norma ||,

La frontera de Z; pertenece al subconjunto de elementos (w,z) € C° x C° para los
cuales (w, ) se anulan para un mismo valor de s € [0, 1] que como vimos conlieva a solu-
ciones triviales. Ahora por el teorema de bifurcacion global, el par no trivial (w?, (w,))
de la rama S()}) tiene las mismas propiedades nodales que (A}, (0,0)) € S(A}), i.e.que la
funcién propia correspondiente al valor propio A}. En efecto, dado (&?,(w,&)) € S(\D)
existe un compacto E en el espacio RxC® x C° que contiene a (&%, (@, &)) € S(A2). Pode-
nos entonces cubrir a S(A})N E con un nimero finito de vecindades. Por la conexidad de

3E] cambio de u a la funcién w no debe causar confusion ya que como vimos resultan de formulaciones
equivalentes.
*No asi en la topologia inducida por la norma | |,.

£ P IR T e

3T AL it
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$(2}), cada bola debe contener al menos un punto limite de una bola adjacente. Ademas
visto que las propiedades nodales se preservan en vecindades C!, éstas deben mantenerse
a lo largo de S(M}). Finalmente un argumento similar conlleva a que S(AY) N S(AP) = ¢
si k # [ pues de lo contrario S()]) alcanzaria un punto en la frontera de S(A)) es decir
un punto con al menos un cero doble, lo cual no es posible.

Asi cada rama S())) esta globalmente caracterizada por las propiedades nodales, i.e.
cada solucién no trivial u € S()}) tiene exactamente k- ceros simples en [0,1]. Esta
propiedad se hereda de la funcidn propia correspondiente al problema linearizado. Ademds
puesto que 2, N 2, = § para k # [, larama S()}) no puede regresar al cje de soluciones
triviales. Asi por la alternativa de Rabinowitz, cada rama S()A}) es no acotada en el
espacio (A, (w,2)).

6.2 Una primera cota

De acuerdo con la teoria lineal, la cuerda sélo puede rotar a ciertas velocidades angulares
propias. Sin embargo, como se puede apreciar en experimentos con cadenas, la deflexion
de una cuerda pesada, con un extremo libre, no puede considerarse pequefia en relacion
a su elongacion. Por ello, los resultados del tratamiento lineal, no pueden considerarse
indicativos para el caso nolineal. En efecto, experimentalmentese observa, que una cuerda
puede rotar practicamente, a cualquier velocidad angular con tal de que ésta no sea muy
pequefia. Veremos en efecto, que existe un umbral a vencer. Para esto, sustituyendo
(3.22) en (3.21) y usando el teorema de Fubini, encontramos que

w(s) = [ K(r,5)u(n) dn

n =2 nw3(n)+n'7? (n)n) T/'L;'y(n) si 0<y<s

) g/ Wi {n)4n7?(n)

con K(n,s) =
huw _ 9(3{W’(ﬂ)+»’~’(n)m) Ca<n<
/s $(n) = 2y W3 (n)+nv3(n) \/57(8) $ossysl

entonces,

wie)l < w* [ Ki,s)bon)l dn
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1 toon 4
<& (| wen)fdn)” ([ #n)
< ([ wmPn) ([ Koan
1 4
<ol (| Kdn)

Alora puesto que

Lo s (o(vmo T )\’ wPr( sVt rrm\"
= d + ‘
/0 Koy /0 gvw+ny 8 / W+ i) dy

< o olsr*(s) [

= 2P g Jo nv¥(n)
Ik [8 $7%(s) ]

< =P |z = ——=logs)

- gt |2 gzl’minz ¢

INYT 2
s [1 NEARS ]
/) 2 Pmin

’
Asi,

1
(o) < wtuf} [ K

o Wlulp 1o (2 (lpl ) Log,).

92 Pmin

Integrando esta dltima expresién con respecto a s en [0, 1] tenemos que,

s (Lo _8 () S L
/0(2-—(,)"“_" slogs]ds = 1 pavy 2(Log.s )|0

Por lo que resulta claro que

roac
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41,12 1212 2
lmbs[mmfwsﬁ¥%¢®0+(ﬂg).

Pmin

Ilsta dltima desigualdad tiene sentido si jw|;, = 0, lo que nos lleva al caso trivial, o
bien si

Y

A 2
NPT

29 Pmin
29 k

> — I—f’i—; (6.1)
) 0
|u|0 \/1 t (pmin)

El lado derecho de la desigualdad (6.1) representa el umbral que hay que vencer

(velocidad critica). A continuacidn estudiaremos con cuidado cotas para los valores del
parametro w* a lo largo de las ramas de bifurcacién en base a distintas respuestas elasticas.

& w

6.3 Cotas a priori

Hasta ahora, no hemos explorado los efectos particulares que resultarian al considerar
clases de materiales elasticos, caracterizados por la forma funcional de la constriccion
constitutiva. En lo que sigue, echaremos un vistazo a las propiedades cualitativas que
heredan, significativamente, las soluciones a partir de la respuesta material. Veremos que
incluso en los casos mds sencillos, nos enfrentamos a la riqueza fenomenoldgica de los
modelos nolineales. Nuestro objetivo es obtener cotas para el valor del pardmetro w? a
lo largo de la rama no trivial correspondiente, en términos de propiedades de funciones
conocidas, como las funciones de Bessel, ® Para facilitar nuestro andlisis, trabajaremos
con la funcién y dada por

sy(s) = us). (6.2)

Examinaremos soluciones que satisfagan Jyl, < R o equivalentemente u/s|, < R.
Como u(0) = 0 entonces u(s)/s = 1/s [gu'(é)df = |u/s| < |u'},, i.e. podemos
considerar aquellas soluciones tales que ju], = R. Entonces a partir de la expresion
(3.20) que define a h, tenemos que

SPodriamos establecer estas relaciones directamente de la forma integral de las ecuaciones y de la
correspondiente representacion para las funciones de Bessel.
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Y(svyT+ 7% 9) 1 ,
she YL o0 > =g, 6.3
v VUit R + g ’ (04)

donde usamos el hecho de que ' es una funicén creciente de N y que £(0,s) = 1.
Asi escribiendo (3.66) en términos de y y una ecuacién andloga cuyos coeficientes man-
tengan las relaciones adecuadas con el fin de satisfacer las hipdtesis de los teoremas de
comnparacioén [C-L, cap. 8] obtenemos

M ’ w Sy = )
(2 st = 0 (6.4
%+w2/1y=0, (6.5)

con las condiciones de frontera (3.67), que en términos de la funcién y se escriben
como

iy sy(s) = 0 (66)
TORFIORIE (6.7

Aquf haremos una breve digresién para determinar las soluciones correspondientes a
ecuaciones de la forma

szy" + 28?/' + asy=0 , con a= I‘w2pnti71 (6'8)
30, Y1) +y(1) =0, (69)

Lema 6.1 (férmula de Lommel) [Wat, pag. 97

d*u

du
2 . 2.,2,20 _ -
z d:2+(2a—2ﬂv+l)zdz+(ﬂ7z + afa 2ﬁu))u—-0

tiene solucidn dada por u = z*=2C,(yz"), donde C, denota una funcion cilindrica.
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Si f =0, la solucion general degenera en u = 27%(¢; + c;Logz).

Siy =0, la solucidn tiene la forma u = z7%(¢; + c2*%).

Prueba Ejercicio (hint regla de la cadena).

Identificando coeficientes en (6.8), encontramos (e, f,7,v) = (0, l/2,|46¢|%,—l) 0
bien, (a, 8,7,v) = (1, 1/2,|46:|% ,1). Ahora, puesto que J; = —J_1 y Y| = =Y.y, donde
J y Y son las funciones de Bessel de primera y segunda especie, tenemos que la solucion
de (6.8) esta dada por,

y(s) = 5% [ai(2Vas?) + bYi(2Vas?))] . (6.10)

Para determinar el valor de las constantes a y b, basta observar laforma de las soluciones
independientes Pt i y s~}Y, cerca de s = 0. Como [Abr, pég. 360]

Ji(z) ~ -;— cuando z— 0 (6.11)
Yi(2) -—2- (6 12)
1 — .

entonces la condicién sy(s) — 0 (6.9) implica s~4J,(2v@s}) ~ v/as £=3 0, mientras
que s~3Y;(2V@s?) ~ 1/(xv/a) # 0. Por lo tanto, en (6.10) debemos tomar b = 0.
Falta ver a que condiciones conlleva la segunda condicion de frontera de (6.9). Para esto
haremos uso del siguiente

Lema 6.2 [Wat, pag. 83] C,(z) satisface las formulas de recurrencia
2C,(2) + vCy(2) = 2C,—(2)
2C)(2) = vC,(2) = —2Cypa(2) .
Directamente del calculo, (recordar que y(s) = as~1J,(2V/ast)),
y(1)+y(1) = 5 [A(2VE) +2VaJ(2VE)] = aVah(2VE) =0.  (6.13)

Es decir, hay 3 posibilidades. La primera, a = 0 conlleva a y(s) = 0, i.e. una solucién
trivial. Si @ = 0, resolviendo (6.8) mediante dos integraciones, encontramos que y(s) =
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s — Logs. Finalente, si @ # 0 (este es nuestro caso general), entonces los valores propios
A}t de (6.5) deben satisfacer A} (R) = j3\/R? + |7|2/4pmin donde ji es el k-ésimo cero de
Jo. Asi, ya sea usando los teoremas de comparacion o bien, recordando el andlisis que
siguié a la transformacion de Priifer en el estudio del problema linealizado, tendriamos
de inmediato que

2 [m 7
= WEHG (6.14)

4/’miu

donde w? y M (R) son los k-ésimos valores propios de (6.4) y (6.5) respectivamente.
En particular, para |u|, = R = 0, w} = A} < j}lylo/4Pmin, i.e. obtenemos una cota
superior para el k-ésimo punto de bifurcacion. (Ver figura (6.2).)

El teorema de comparacion que se usé ®es [C-L, cap.8 ] es el siguiente:

Teorema 6.3 Si (piy')' + giy =0 con 0 < p; < py, 92 2 g1, con las mismas condiciones
de frontera separadas. Entonces si A} y A} son los k-ésimos valores propios parai = 1,2,
se tiene que Ay < A;.

luky, i (i)

S - P

0 k A g, o
01, 4P,

figura 6.2: S(X}) tiende a infinito en w? y en |u), al menos linealmente.

Otra manera de probar el resultado serfa usar el método Minimaz de Courant [C-H,
cap. 7] para la caracterizacion de los valores propios de los problemas lineales. En efecto,
considerando que el coeficiente h//3 es conocido, tendriamos,’

$De hecho los resultados que se probaron para la prucba de la existencia y unicidad de la solucién
cerca de la singularidad i.e. s ~ 0, contiene entre otros, estos resultados.

"Donde (u,v), = fol w'v'/pdf y (u,v)3 = fol W'’/ pmindé.
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1
Ku=1u donde (Ku,v)l's/ —I\/%uv d¢ |
0

. . o
Ku = iu donde (Ku,v)'g:/o ?—‘/—zuv d€ .

Ll espacio de trabajo H es H'[0,1] con cualquicra dc estas normas y la condicion
u(0) = 0. En efecto,

”
2 __/ Pmin u /)mm
= [ s / el > / =
| |2 0 Pmin é | Il 'Plo 0 /’mm l IO I |2

por lo que ||; ~ | |,. Usando las estimaciones previas, si Vi_; denota cualquier sube-
spacio de H de dimension k —1, 8

—15 = Miny,_,Maxy. (Ku, u)y > Miny,_,Maxy. (Ku,u)p _ L

o T 2 e T
recobrando asi el resultado (6.14).

Ahora, puesto que la rama S()}) es no acotada, |u|, = Ry (6.14) nos muestran que |u|,
es no acotado en cada una de las ramas. En efecto, (6.14) nos indica que en el diagrama
de bifurcacién en el espacio (w?, |u|,), la imagen de la k-ésima rama se encuentra a la
izquierda de la curva dada por w? = ji\/R? + |7)2/4pmin- Claramente, la funcién /\+(R)

es asintdticamente lineal para valores grandes de |u,. Asi, (6.14) restrmge el espacio
donde se localizan las ramas.

Teorema 6.4 S()\]) tiende a infinito tanto en w? como en |u|,, por lo menos linealmente
Y

L)
&l

A continuacién caracterizaremos, para algunos casos simples, a las cuerdas elasticas
por medio del tipo de respuesta que uno.observa cuando por ejemplo el valor de la tension

crece indefinidamente, es decir el orden de estiramiento con respecto a la magnitud de la
fuerza tensil.

8Cuidado u L v en la norma | |;, no implica u L v en la norma | |,.
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6.3.1 Cuerdas muy fuertes en tension

Diremos que una cuerda es muy fuerte en tensidn si

b(N, 3)
N

—+ 0 cuando N — 0. (6.15)

Lema 6.5 Si (w?,u) es solucidn de (3.21) y (3.22), entonces

Viult + vl < w™ax,d(y/[ul? + 715, 8) + Il (6.16)

Prueba

A partir de las expresiones (3.21) y (3.22) es inmediato ver que

luly < w? [ply [2ly < w? [olo Maxy(y/ul? + 112, 9) , (6.17)

ya que \/ lul? + 5397 < \/|u|(2,+ I7]3 y # es una funcién creciente de la tension N.
Ademds, directamente de (2.13), tenemos que

I“'|0 <w ll"o Maxn(V I“I?) + |7|?n3) ] (6.18)

finalmente, observando que (|uf3 + |w'|3 + |72)/? < lu|y + [u']y + ]y, las relaciones
(6.17) y (6.18) nos dan el resultado (6.16). Esta desigualdad muestra que w? no puede
permanecer acotado. En efecto, si w? fuera acotado, (6.16) conllevaria a la desigual-

dad 1 < M(Maxd + 1)/y/|ul} + |7]5. Ahora, puesto que forzozamente la rama diverge,
tendriamos en este caso que |u|, — 00, lo que genera una contradiccién junto con esa
ltima desigualdad. Hemos probado que para cuerdas muy fuertes en tension (6.15),

M

necesariamente w? — oo y satisface w3A(N) +¢/N > 1 donde A(N) = #(N)/N y

N = \/Iulf + |7]3. Asi, tenemos el

Teorema 6.8 Supongamos que (6.15), se cumpla. Entonces, para cada w? en (A}, A}, ;)
y para cada j =1,2,...,k, existe al menos una u tal que (W?, tu) € S(A)). Ademds, en
cada rama S(A}), w? estd acotado inferiormente y tanto w? como |u|; son no acotados.

En su andlisis sobre cuerdas uniformes e inextensibles (i.e. donde ¥ = 1 por lo que
claramente se verifica (6.15)), Kolodner probé un resultado mas fuerte, en el cual el

e it s e e
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término “al menos” del teorema (6.6) es remplazado por “exactamente”. Mas adclante,
veremos un ejemplo donde esto no necesariamente es cierto para cuerdas eldsticas no
uniformes.

ful,

lul=e+ 1) |

0 ho.z Nﬂ-l }\2 ; mz (:fl w

fignra 6.3: Diagrama cualitativo para cuerdas inextensibles y uniformes. Lin nuestro prob-
lema, hasta ahora no sabemos si las ramas admiten o no puntos de inflexion.

El teorema (6.6), muestra que las cuerdas muy fuertes en tensién tiene un compor-
tamiento similar al correspondiente para cuerdas inextensibles y uniformes.

6.3.2 Cuerdas fuertes en tensiéon

Si consideramos que esta clase de cuerdas esta caracterizada por el hecho de que exista
una constante M tal que

5(N,s) S M(1+N) para N30, Vse[0,1], (6.19)

de donde obtenemos una cota superior para

h< M(J5 + ﬁ———r‘-ﬁ?—) < M(ﬁ+-\73§m7")

= /3h < M(1 +

) , (6.20)

Tmin

Repitiendo el razonamiento que siguié6 (6.8), (6.9); pero en esta ocasién tomando
@ = A |plg M(1 + 1/4min), se infiere que , por un lado, los valores propios A son tales
que
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M = Ji ;
4|P|0 M(l + 1/'7mt'n)

ademds dado que 1/p > 1/|p|, > 0, obtenemos comparando (6.4) y (6.21)

-(-‘?l)— + WML+ 1/Ymin)y =0, (6.21)

el

una cota inferior positiva para los valores del parametro

'3
Wi > Jk . 6.22
F2 M T 75) (6:2)

Nota

Oservemos que para que exista w? que satisfaga (6.14) y (6.22) es necesario que

[lplo M(1 + I/Wmin)]—l < h’lo [Pmin & (|p'o/Pmin)2 2 1/M(1 + 1/9min) lo cual es
cierto si M > 1. Puesto que 9(0,5) = 1, esto se cumple. Asi, cada rama S(\}) estd
acotada inferior y superiormente, (Ver figura (6.4)

lul,

: e (1w4iM,)
S(A) ¢ an..
0§ VA "
A1+ 0 ‘R‘gﬂ;ﬂ

figura 6.4: restringen la localizacidn de la rama.

6.3.3 Cuerdas débiles en tension

Llamaremos a una cuerda débil en tension si:

p(N,s) >mN para N20 Vsel0,1]. (6.23)

T
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Como antes, (6.23) nos da una cota para b > my/s. Asi, en cste caso hay que
comparar, °

u'\’ g h
-] +w—=u=10 6.24
(p) Vs (6:24)
n
pu. +wimu =0, (6.25)

con lasg condiciones de frontera (3.67) equivalentes a (6.6), (6.7). Como 0 < 1/p <
L/ i ¥ b > m/3, los teoremas de comparacién implican que (tenemos un caso andlogo
a (6.14))

2 2
wkSAki

donde Ampmin = pi, es el k-ésimo valor propio de u” + p*u = 0, con condiciones
u(0) = uw'(1) = 0. Es inmediato convencerse de que p = (2k — 1)7/2. Ademas los ceros
de las soluciones ui(s) = asin[(2k — 1)x3/2] a esta ltima ecuacién son & = 2{/(2k — 1),
donde [=0,1,2,...,k— L

De manera que, para este tipo de cuerdas, cada rama S()]) se encuentra en una banda
alrededor de A}, al menos localmente (i.e. |u|, ~ 0) y a la izquierda de un valor fijo para
toda |u|,, como representa la figura (6.5).

1 (2 -1r\?
v (( 2 ) ) = (6.26)

Teorema 6.7 Sila cuerda es débil en tension, i.e. si se tiene (6.23), entonces los valores
del pardmetro w? estdn acotados por arriba (6.26).

6.3.4 Cuerdas asintéticamente lineales .

I's importante recalcar, que una cuerda uniforme no debe satisfacer necesariamente alguna
de las condiciones (6.19), (6.23). También es posible que verifique ambas constricciones
(si M > m). En ese caso, w? estarfa acotado por arriba y por abajo en cada rama
bifurcada. Entre esta clase de materiales se encuentran los llamados asintéticamente

% (6.24) no es mas que (6.4) en términos de u = sy.
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fui,

S(l) N, @) W)’
A

0

figura 6.5: Cuerdas débiles en tensidn.

lineales, i.e. aquellos para los cuales ¥(:, s) es asintéticamente lineal, o en otras palabras
tales que exista una funcién p(s) definida positiva, tal que J(N, s)/N — p(8) conforme
N — oo. En particular, si definimos v(s) = u/|ul} es claro que (6.4) implica que
(v'/p) + wvi(N(u),s)/N(u) = 0 con v(0) = v'(1) = 0, de manera que si [uf, — oo,
entonces |vf, — 0. Puesto que #(N(u),s)/N(u) — pu(s); es facil ver que la linealizacién
de este problema es (v'/p)’ + w?p(s)v = 0, si #(N(u), s)/N(u) = p(s) +o(v). En este caso
w? — A, donde A denotan a los valores propios del problema lineal que resulta cuando
N — 00. 10

6.3.5 Cuerdas muy débiles en tension

Iiste es el caso de cuerdas para las cuales

¥(N, )
N

Es logico pensar que este tipo de cuerdas conlleve a comportamientos radicalmente
distintos de los estudiados previamente como por ejemplo los relativos a las cuerdas muy
fuertes en tensién (6.3.1), las cuales vimoc, guardan una estructura cercana a las cuerdas
inextensibles y uniformes (6.6). Quisieramos pues, localizar las ramas de bifurcacion para
esta nueva clase de respuesta material. Empezaremos con un estudio particular para
la primera rama. Finalmente, veremos por medio de varios resultados el caso general,
probando asi el siguiente

—+ 00, conforme N — o0. (6.27)

10E xisten numeroscs trabajos y teoria sobre este tipo de problemas .(Dancer (74), Kranoselskii (56),
Pimbley (62-63), Rabinowits (73), Stuart y Tolland entre otros). Sin embazgo, Ia riquesa de los resultados
que uno puede determinar para esta clase particular de problemas esta contrarestada por lo inusual que
resultan las funciones linealmente asintGticas para casos fisicos concretos.

:
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Teorema 6.8 Sea u(s) = /sw(s) = sy(s). Si (6.27) se satisface, entonces sobre lu
rama S())) se tiene que

wp =0, y Julg,luly 1yl ]zl — 00 en SO pare k=1,2,...

Probaremos que jw], — 00 y |u}, —+ oo conforme |y}, — oo.
Prueba

Escribiendo (3.66) y (3.67) en términos de las funciones z y y, y sustituyendo ¢l valor
de z dado por (3.67) en (3.66); obtenemos, usando el teorema de Fubini, ver (6.6), una
ecuacién integral para y.

n
n=5 .-
1 '-----“;s!'
o
0 5 ‘l 3

figura 6.6: Dominio de integracion.

y(s) g / ( /ﬁ () (ny/y*(n) +7*(n), n) dn) &

Vi(n) +73(n)
= ¢ [ [ ([ g an+ [ LR ()i

recordando que sv(s) = g f; pd€ tenemos que (6.28) se escribe como,

yV(Ny’ +75,§) s by (§VyT + 7, C)
/ Vi +92 H s Jo Viil+ 9! (6.29)

/ yi € .yy _:77 : ) cuando s—0. - (6.30)
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6.3.6 Un ejemplo particular para la primera rama

En la primera rama, w no se anula en el intervalo (0,1]. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que sea positiva a lo largo de ésta. claramente de (6.29) se obtienc la
estimnacion

minf(8) < B < 1 ) (6:)
/ eV T+ 16 / SyoEvy + 748 (6.42)
ViE 2 Vit + ! )

Ahora, tomando el limite cuando s — 0 en (6.32) (el segundo término del lado derecho
de (6.32) tiende a 0 pues recordemos que y(0) = —w?p(0)z(0) # 0 ver (3.64) y 4(0) =
p(0) # 0) usando (6.29)

/ yvy +140 4 9v©0) _ v(0) (6.33)
VT2 Wi (0) T whp(0) '

Analogamente, tomando el limite cuando s — 1, obtenemos sin mayor dificultad (ver
(6.32) y (6.29) o (6.31))

Eyv < 9y(1)
w’ l'Ylo / Vit + 7 w’%m'n ' (6:34)

Derivando (6.32), f'(s) = —s™2 3 Ey/Vy? + 73dE < 0. ' Asi, f es decreciente, por
lo tanto f(1) < f(s) < f(0). Finalmente usando (6.31), (6.33) y (6.34), es facil obtener
Y(Domin _ (1) Ymin y(0) 17l . ¥(0) lel -
< Sy@s) S < . 6.35)
b = He 'Y g0 S a0 (

Directamente de (6.35), usando la propiedad caracteristica de cuerdas muy débiles en
tensién (6.27)'?

y(8)o(svyT+ %, 9)
syt v

— 00 conforme y(1) — oo para s>0.

URecordemos que y es positiva a lo largo de la primera rama.
2Recordar que & ¢s una funcidn creciente de N
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Sin embargo, esta divergencia no tiene por que ser uniforme: no podemos afirmar que
exista a tal que ¥(N, s)/N > a con a — oo,ver figura (6.7).

o

0 Nks) N

figura 6.7: Eriste s (dependiente de y(1)) tal que 0/N alcanza un valor minimo; que no
necesariamente es una funcion creciente de y(1).

Asi, tal como estan las cosas, no es claro como podriamos aplicar los teoremas de
comparacién para probar que w? — 0 conforme y(1) — 00, lo que se probara mis adelante
cuando probemos el caso general, usando un método alternativo.

Ahora |ul, = Max, |u(s)| > u(1) = y(1) por lo que y(1) = c0. = |ul; — oo

Por otra parte (6.29) es equivalente a

gu(s) _ §vyd

o = [ g [ g
< bl ([ Sty de+ [ A )
<ol [ s -

Claramente el lado derecho de esta dltima desigualdad es |y|, f(1) por lo que (6.34)
nos da, despues de una obvia simplificacién, u(s) < |yl ¥(1)/Ymin. Es decir y(1) — oo si
|ul, — 00. Hemos probado entonces que en la primera rama:

julp — o0 & y(1)— 0. : (6.36)

Ahora usando que ¥ es creciente como funcién de N, usando (3.3) obtenemos |z, <
Jo oy [ul3 + |7)3, 3)ds, de donde claramente por un argumento de contradiccién tenemos
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que |g|, » o0 = |ul, = 0o. Ademds, la relacién (2.13) implica que si |u'|y — oo
entonces |z|, — oo, Asi, tenemos que [z|;, 00 = |u|, = o0,

Supongamos ahora que |y|, — oo en la primera rama. Entonces de (6.35) se infiere
que y(0) — oo. Por otro lado, la relacién (3.64) nos permite concluir que |y|, —
o0 = |u|, - o0, que juntando con el argumento anterior y (6.36) nos dice que
lyl, 20 = y(l) = oo. Recapitulando, hemos probado que en la primera rama:

lyly — 00 = |ulg — 00
&lzly— o0 &= |u, — oo (6.37)

lylg— 00 = |zg|,—m00 =2 Jupooo . |y, 00,

Asi, puesto que sobre la primera rama S(A?), w? estd acotado (ver (6.30)), necesari-
amente '3 Ju|, — 00, lo que como vimos (6.37) implica que cada una de las cantidades
IzIO! Iyloy I“Im Iullo diverge.

Usando los teoremas de comparacion, es posible obtener una funcién ¢ tal que p(y) — 0
conforme y — 00, y tal que w? < ¢(y(1)) en la primera rama; si existen constantes m > 0,
p > | tales que #(N,s) > 1+ mNP para N > 0; contando asi con una estimacién para la
tasa con la cual se alcanza el limite w} — 0 cuando |y|, — co. En efecto, en este caso

h > (N +mNPY)3

N = s\/y? +4°

silo (%)('(%)—))Q'HZNZS'M;» (%l%)zu,

obteniendo asi la siguiente cota para el término h,

3 2
h > \/3 + msp_%')’minp—l [(yl-’%)) + 1}
0

) 17l \/1 + ('91}(%)2

3Recordemos que la rama es no acotada.
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=l

> n'ts""%ymm P [(|(|)) + 1} 2 . (6.38)

Repiticndo el razonamiento (6.3)- (6.14), tomando en este caso & = wpyinYmin” ™ [(y(1)/ 7ly)*+
1]%" queremos comparar (6.4) con
(sy)' +asy=0, (6.39)
que en términos del lema (6.1), se escribe como
s*y" +2sy’ + @asttly = 0. (6.40)

Sin mayor dificultad, identificando coeficientes, encontramos que en este caso (a, 3,7, v) =

(0, (v + 1)/2,2/al/(p + 1),~1/(p + 1)) 0 bien (a,,7,v) = (L, (p + 1)/2,2/al/(p +
1),1/(p +1)). Asf la solucién de (6.40) 14

0=ty () (640

Puesto que J, ~ (2/2) /(v + 1), la condicién (6.6) se satisface solo para el signo +.
Por otro lado, imponiendo la condicién (6.7) tenemos usando el lema (6.2),

o ‘““[‘ o (5] 3 (5

2 {p+1 |\ pt1 p+1* p+1

(-

Como antes el caso @ conlleva a soluciones triviales. Asi, para garantizar la existencia

||;-§-—

de soluciones no triviales, es suficiente que 2y/|al/(p + 1) sea un cero de J_p/p41). La

solucién es y(s) = 571, 1) (2 |a|s™*/(p +1)). Estamos buscando una cota para w?
cn términos de una funcién de y(1). Basta entonces escoger como valor propio de (6.40)
a  tal que

MRecordar que € denota una funcién cilindrica.

i .
e i e
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1 22
0 = (p+ 1) = donde (; = primer cero de J‘FET . (6.42)

4[’1111'11""7"“"’)_1 [1 + (%’%3) ]

Finalmente, aplicando los teoremas de comparacion a las ecuaciones (6.4) y (6.39)
vemos que
0 >l (6.43)

Asi, (6.42) nos muestra que Q; = ¢(y(1)), con las propiedades antes mencionadas, por
lo que si |y, — 00, (6.43) nos da el resultado:

Si |ylp—o0 == wi-—0.

6.3.7 Caso general

Para probar el teorema (6.8), basta aplicar la transfomacion de Prifer (4.1), (4.2) al
sistema de ecuaciones (3.2), (3.3); expresando cos ¢ y sin¢ en términos de u y x. Asi,
recordando (4.3), (4.5)

’ o(ul 743
(}5(8) =/(; _'_‘?_4-__"“:‘)_2; [pw212+ V( \;:‘2166;’77.;6)“2 d{ . (6.44)

Ahora, imponiendo la condicién que garantiza que la funcion uy tenga exactamente k
ceros en [0, 1], i.e. ¢(1) = (2k — 1)x/2, usando (6.44) y puesto que el primer término del
lado derecho es es positivo, resulta que

2w Tl (u? +wia?)Vul 8 '
Recordando (2.13) y usando (6.26) no es dificil ver que '
2%-Dr Pyl + 9% ,
: %W} ! 2 / Jd (6.46)

0 [muf + (uh/p)lyui + €242

15De ahora en adelante escribiremos los distintos términos con el subindice k.

S

%l
i

Vo
34
i
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Queremos probar que cuando [y|, — oo (lo cual es implicado por |u|y — o0, la integral
del lado derecho de (6.46) diverge. Para ello requerimos (6.27), ademds de cerciorarnos
de que el crecimiento puntual de u (o y), no estad confinado a intervalos tan pequefios
como para evitar que el término integral diverja atin cuando [u|, — oo. En lo que sigue,
examinaremos con cuidado la forma de las soluciones entre sus ceros, probando una serie

de lemas que nos llevaran al resultado.

123

Lema 6.9 u) tiene eractamente k ceros 01,03, ...,0% en [0,1] simples que satisfacen
k IR 1} ) ]

0=6<0 <6< <ok <1 < o =1

donde &, yj =0,...,k—1 denotan los k ceros de uj en [0,1].

Prueba

El teorema de Sturm (4.4) nos dice que uy, u}, tienen exactamente k ceros en [0, 1] que

no coinciden. El ordenamiento se sigue del teorema de Rolle.

Lema 6.10

a',——t,:-lT i € [§j-1,04)
|ly [uk(8)] 2 pmin |un(e;)l -

i 3 € [0;,&5]

£j—o;

|Pldw)]

f 9 g

figura 6.8: el resultado del lema implica que |ux(s)| es esencialmente cincava en cada

I = (§-1,65).
Prueba

S e MU AR AT G ey S
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Consideremos la funcion y; tal que (yi/p)' = 0 para todo s en (¢;-1,0;) U (a;,£;) con
yk(€i-1) = yr(é;) = 0y yk(o;) = uk(o;). Es inmediato ver que

Jo_ pdt .
:;-1 pdE 81 S€ (fj-laa'j) = []1
wla) = wales) -y, (6.47)
L pdf . .
P e si s€ (o) =1

Supongamos, sin pérdida de generalidad que w, es positiva en I; = (€;-1,¢;), entonces
por (3.66) y la definicion de yx, es claro que

w N (- w)\ '
(7”:) = (T) = (7’)‘-) <0 V sel;. (6.48)

lia funcion (i = ug —yx, tiene 3 ceros en I; en los puntos s = §;-1,0;,§;. El teorema de
Rolle, nos garantiza la existencia de al menos un cero de {} en cada subintervalo I, « =
1,2. De hecho, veremos que sélo hay un cero de (; en cada I{'. Daremos la prueba para
1}, la prueba correspondiente a I? es igual. Supongamos entonces que ({(a) = ({(b) =0
con a,ben I}, La desigualdad (6.48) nos dice que {;/p es estrictamente decreciente en I;
y por lo tanto, en I!. Asi, si a < b tendriamos que ((a)/p(a) > Ci(3)/p(s) > ¢4 (b)/p(b)
para todo s en (a,b§ C I}, lo cual evidentemente no es posible. Ademds sabemos que (i
tiene un sdlo signo en cada uno de los subintervalos If, @ = 1,2, Directamentede (6.47)
y tecordando que hemos supuesto que ug > 0 (ux(a;) > 0 pues si fuera cero, entonces dado
que uj(0;) = 0, entonces uy = 0, i.e. una solucién trivial). Encontramos que i(o7) < 0
y Ci(oF) > 0, por lo que ¢, > 0 en I;. En otras palabras, ui(s) > yx(s) para todo s en
I;. Usando (6.47) tenemos finalmente el resultado.

Corolario 6.11

uh(§-1)l — 00y [ui(§)l — 00 conforme  |uk(a;)| — oo

Nota

Geométricamente se intuye el resultado (ver figura (6.8)), conforme uk(o;) = valor
extremo de uy en I; aumenta, las pendientes en §;-) y {; deben aumentar,

Prueba

Vimos que wi(s) > yr(s) para toda s en Ij. Asi puesto que up(§j-1) = yu(éj-1) =0
esta dltima relacion se puede escribir como
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uk(8) = we(€j-1) = ya(8) — yr(§j-1) (6.49)

dividiendo (6.49) por (s — €;-1) > 0 para todo s en [; y tomando el limite cuando
3 — £;-, obtenemos (ver (6.47))

W) > Uh(Eim) uk};‘;j)pp(iij?) > ‘ltk(T;?:min , (6.50)

lo que nos da el resultado. La prueba para ¢; es exactamente igual.

Lema 6.12 Supongamos que la cucrda sea débil. Si |ux|, — oo, entonces |ui(aj)| — oo
para j=1,...,k.

Nota

Este es el resultado trascendente. Nos dice que |ux|, — oo implica que en cada subin-
tervalo [;, uy crece indefinidamente. Esto implica también que

|uh|1 — 00 > Iuk|o — 00, (651)
Ademads, puesto que u(s) = sy(s) = |ul, < lylo, por lo que |uk|, — oo implicaque

lyl, = oo y, por el corolario (6.11) que fu}j, — oco. Puesto que u' = —w?pz, también
tendrfamos que |z, — 0o. Por otra parte, usando la desigualdad del triangulo

) =2 = wo) 41 [0~ wlo)) a

= ly(s) < 21w (0)] + Ju'ly < 3wl

de donde se infiere que Ju'}, — oo si — 00. De hecho (6.51), nos daria que
q 0 Ylo
lylp 200 = |u|, — oo. Por lo anterior tendriamos que

[yl — 00 = |up— o0 = |,— . (6.52)

Pasemos entonces a la prueba del lema (6.12).

Prueba
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uk(8) — ur(§i-1) 2 ya(s) — (€51 (6.49)

dividiendo (6.49) por (s — £;-1) > 0 para todo s en [; y tomando el limite cuando
s — €1 obtenemos (ver (6.47))

uk(UJ) (Ej—l) > uk(”j)/’nu'n

u(§i-1) 2 yi(€j-1) ff;—n p d¢ lolo

, (6.50)
lo que nos da el resultado. La prueba para §; es exactamente igual.

Lema 6.12 Supongamos que la cuerda sea débil. Si lui|, — oo, entonces |ui(a;)| — oo
para j =1,... k.

Nota

Este es el resultado trascendente. Nos dice que |ui|, — oo implica que en cada subin-
tervalo I;, uy crece indefinidamente. Esto implica también que

lug), — 00 &= July— 0. (6.51)
Ademds, puesto que u(s) = sy(s) = |uly < |yl,, por lo que |“k|o — oo implica que

lyly = o0y, por el corolario (6.11) que |ujl, — oo. Puesto que u' = ~w?pz, también
tendriamos que |z|, — oo. Por otra parte, usando la desigualdad del triangulo

y(s) = () w'(0) + - /(u - u'(0)) dt
= ly(s)] < 2W(0)] + ]y <3, ,

de donde se infiere que |u'|, — oo si |y|, = oo. De hecho (6.51), nos daria que
lyly = 00 = |u|, = 0o. Por lo anterior tendriamos que

lyly— 00 &= |ulp— 00 &= |u)j— 0. (6.52)

Pasemos entonces a la prueba del lema (6.12).

Prueba
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Si — oo entonces existe j tal que |ug(aj)] — oo o bien, |u}|, — oo. Esto nos
permite probar el resultado, empezando por demostrar que

luglo — 00 => 3Jj tal que |uk(oj)] — o0. (6.53)

Fntonces, por lo que afirma el corolario (6.11) probariamos finalmente que

[k (i-) — 00 == |u(gj-1)] — 00y |ur(oj)f — o0 (6.54)

Ahora, para probar (6.53) y (6.54) basta escribir (2.13) sustituyendo el valor de
dado por (3.3) para ver que '

vugd(yfuf + €242 { (6.55)

.’ \/u'l + 62

de donde por (6.26) y el hecho de que  es funcién creciente de la tension, se infiere
que

wy(s) = wio(s

(o) < el [ 9Tl + ) d (6.56)

De aquf que, si Ju}|, — oo necesariamente |u|, — oo i.e. (6.53).

Ahora, puesto que ui(o;) =0 = w,fp(aj)f;j urb/y/ul + &3 dE, y que uj(oj-1) =0 =
wip(aj-1) ];,')_l ugl [ful + £343dE, usando (6.55) tenemos que

os €0 (u +89%9) = itn) [ w(€)p (v/ul +€4%,9) ‘.

e Joi+ e

uy(s) = whn(s) |
(6.57)
A partir de (6.58) es claro que '

i (&i-0)] < wﬁﬁ(fi—l)/::l oy uiloj) +77():€) d

18Una vez mds usamos el hecho de que ¥ es una funcion creciente de N y que u, aIcanza sus valores
extremos en los puntos o5y, o en el intervalo I;y, [, respectivamente.

S b 8t S e e R R AR i P O] "@w&%mﬁfﬁﬁ%m%mww

e oA R A b1t i o, R e A
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k(6] < wbp(Eior) [ S(fulo) +(€0,6)

Estas expresiones nos permiten escribir

6501 S ello - eespestivamente[v(61) S e ol
1
A= [ o ubloio0) + 1l €) e
0
1
B = [ (/o) +1l¢) dt

El misimo argumento que siguié de (6.56) nos da el resultado (6.54). Finalmente,
veremos como todos estos resultados nos permiten estimar los valores de ux y uj, en cada
vecindad de ¢}, en términos de ux(a;).

Lema 6.13 Sea a = ppin/ |pl, < 1. Entonces, para toda s en (nj-1,;), donde n; =
&~ (&~ 0i)/2 ymj-1 =& + (05— §-1) /2

l“k(s)l > Iuk(ai)la

uk(8)| o olunlos)l
2 1

p(s) - pmian
oj =1 Si M- S350
M; =

§—0; si 0;<s<y;.

Por el lema (6.10) tenemos que

|plg |uk(8)] 2 pmin [uk(a;)| Minlv(nj-n),v(m)]

donde p(8) = (s—¢-1)/(0;—&;-1), (() = (&~ )/ (§;—;)) 5i s pertenecea (¢;-1,0;),
respectivamente (o;,¢;). Por su definicién, ¢(n;-1) = ¢(n;) = 1/2, lo que junto con la
desigualdad anterior 110s da uno de los resultados. '

Para probar la desigualdad relativa a u},, una vez mas supondremos, sin pérdida de

generalidad, que ux > 0 en (§-1,&;). Asi puesto que uj(€i-1) > 0 y ui(€;) < 0 (ver
corolario (6.11)) y dado que u}(o;) = 0, tenemos que
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figura 6.9: Visualizacidn de los resultados de los lemas.

w(s) >0 si s€(£-1,05) (6.58)
u(s) <0 si s€(o;¢). (6.59)

Por otra parte, (6.48) implica que u}/p es decreciente en ({;-1,¢;) por lo que

1:);‘((;)) < 9{-:5(%2 para §o) St<s <, _ (6.60)

Tomando s en (1;-1,0;) e integrando con respecto a ¢ entre §;_,, ;-1 esta desigualdad,
tenemos que (en este caso uf > 0 por (6.58))

/ru-n uj‘(s)dt < /ru-l u;‘(t)dt < uk(n;-1) < u(a;) )
€)1 p(S) - it P(t) - Pmin - Pmin

Asi, recordando la definicion de 5;-, tenemos

‘:)'k((:)) < e 3‘2(:‘:‘))[)"“‘“ para 8 € (j-1,0;) . (6.61)

Andlogamente, si ahora tomamos t en (o;,7;) e integramos (6.60) con respecto a s
entre 1; y &;, recordando la definicién de n; y (6.59)

s S e SR e A R
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& ul(s) G u(t)
|, e s L

uk(0;) > ua(n;) > f’ tﬁ‘((ss))ds > _tﬁ‘((tt)) 3 -;a,- para t € (aj,7;) (6.62)

Pmin Pmin

Finalmente de las relaciones (6.61) y (6.62) es claro que |u}(s)/p(s)] < 2ur(0;)/(pminM;)

Contamos ya con los elementos necesarios para concluir la prueba del teorema (6.8).
En efecto, puesto que el integrando del término del lado derecho de (6.46) es positivo,

podemos acotar el ténnino (2k — 1)7/(2w}), por la integral alrededor del punto o; ( pues
[nj=1,m;] € [0,1}), con el mismo integrando.

w2 Nj=1

() — . .
(2k = 1)m > [7 + /m ,
9
donde cada integral tiene por integr%mdo a

O (VO +E05)
[0+ (9] Vit + et

Ahora, como uy tiene exactamente k ceros aislados en [0, 1], existe j tal que ( donde
k>1)

1€ — €5-1) 2

1= ] -

o |l =&l 2 P

pues de lo contrario 17 1 = S¥1(& — §;-1) + 1 = éx-1 < 1 lo cual es absurdo.

Para esa j, tendremos ademés que alguno de los términos (¢; —n;-1), (n; —0;) es mayor
o igual a (2k)™! con k > 1. Sin pérdida de generalidad, supondremos que (o; — ;1) >
(2k)~'. Entonces, por el lema (6.13), es claro que |u}(s)/p(s)] < 4k |us(o;)] /Pmin, por

lo que estimando adecuadamente el integrando de (6.46) ( también usamos el resultado
luk(3)] 2 a|ur(o;)| /2, ver lema (6.13))

7Ver lema (6.9)
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(2 — 1) >/0: V(Uk( ')% §)  uk(o;)g o*ui(a;)/4 dt
Wi g o) \Jul( +I7 ul(;) [ne + P
> 4 % -
2 Mmg( au(a5) ) 16 [’7 + wk? ’ (6.63)

si uy(o;) es tal que |7[> < 3ub(o;). Por lo tanto, si #(N,s)/N — oo '® cuando N — oo,
(6.63) nos dice que: '°

wi — 0 si |uf, — o0,

ya que todos los valores extremos de la solucién uj tienden a 0o. Si (1; — a;) > (2k)~!
es claro que el mismo argumento funciona.

Notemos que para el caso k = 1, entonces o) = 1, 5 = 1/2 y se aplica la estimacién
en el subintervalo [1/2, 1).

6.4 Comportamiento global de las ramas

Recordemos que nuestro problema se puede plantear en la forma dada por (3.32), (3.33).
Usando los mismos argumentos que para la linealizacién en w = 0, es facil ver que F[(w, y)]

es un mapeo Fréchet diferenciable y compacto de C° x C%n el mismo. Defunendo la
funcién \/sh = h, es decir

h(w) = 2(—1%@?—)—)-)- (6.64)

N(w,§) = (6w® + €)1, (6.65)

entonces la derivada de Fréchet es

&= [ oterwte) e

DF[(wo, yo)| (0, y) = , (6.66)
1 (h(wo)vEw + €4 3 (Noy — b)w) dg

18; ¢. si la cuerda es débil,
19Ver lema (6.12).

s S At 8 A S AN, o as s
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como se determind en el capitulo tres (ver . (3.23) y (3.24)). Notemos que la scgunda
componente se escribe

[ ((\/Ew PR 4 €y “*—ff——) &

Si incluimos la dependencia en w, entonces el mapeo

(w,y) + wF[(w,y)] tiene como diferencial de Fréchet en (wy,y0,w0) a (6.67)

(I + wo DF{(wo, y0)])(w,y) + ANF{(wo, %0)] en la diveccion (w,y, ). (6.68)

Notemos que si (wo,%0) + woF{(wo, 30)] = 0, entonces el segundo término se puede
sustituir por —(A/wo)(wo,yo). Ahora bien, si I +woDF[(wo, Yo)] es invertible, entonces
podemos usar el teorema de la funcién implicita y probar que la solucién de (w,y) +
wF((w,y)) = 0, cerca de (wo,yo,wo) s nica y es una curva (w,y) en funcién de w, que
sera C! y tal que

(w'(wo), y'(wo)) = wio (T + woDF{(wo, yo)])_l (w01 o) - (6.69)

Notemos que si ese operador es invertible para todo (wo,yo,wo) en Sk, entonces se
tiene una curva parametrizada globalmente por A, y por lo tanto sin retornos. En par-
ticular Si siempre deberd encontrarse a la derecha, o bien a la izquierda del punto de
bifurcacién. Asi, de contar con una cota inferior para el valor del parametro w que tienda
a infito conforme |ul, diverge a infinito, entonces Sy estaria obligada a bifurcar hacia la
derecha, y para cada valor de A entre Ay y k41 2 hay exactamente k soluciones notriviales
caracterizadas por su estructura nodal.

Ahora, exactamente como se probé para wp = yo = 0, el operador DF{(wo,yo)] es un
operador compacto, con valores propios simples y sus funciones propias estin caracteri-
zadas por su estructura nodal (en todos los argumentos que hemos desarrollado a lo largo
de este trabajo, es suficiente cambiar s?y? por u) + s?4?). Como vimos, a estos valores
propios, les corresponden unas funciones propias que satisfacen la ecuacion diferencial

Goelertitotiese om

2Donde A; son precisamente los valores propios de la linealizacion, a partir de los cuales bifurcan las
ramas de soluciones no triviales.
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donde v = \/sw, satisface las condiciones de frontera, v(0) = v'(1) = 0, Ny = (u? +
s)¥ y uy = \/swq denota la solucién correspondiente a

I\ SN,
(%) +oa =0, (6.71)

con las mismas condiciones de {rontera. Entonces, si queremos probar que el operador
I + wDF|[(wy,y0)] en una vecindad del punto w = wyp, necesitamos probar que la dnica
solueion del problema (6.70) correspondiente al valor w = wy del parametro es la trivial,
i.e. v = 0. Para esto, usaremos una vez mas los métodos de eomparacion:

"
St queremos

2'2__‘_;_ Q_I)_N_<_9_
e+ S (6.72

o equivalentemente, que ¥y < i7/Np para todo ug, esto quiere decir (integrando de 0 a
N) que #(N) < kN + ¢, es decir la cuerda debe ser fuerte en tensidn.

Nétese que multiplicando la primera ecuacién (6.70) por uo, la segunda (6.71)por v,
restandolas e integrando de @ a b, tenemos que

LAY uh\’ v ug boup [P
b — 2] vds = —ug — v-2 |'= (el By LA ds. (6.73
/a (p) Ug (p)vs puo vpl“ awN2 N Oy |uguds. (6.73)

Por lo tanto, si @ y b son dos ceros consecutivos de v, y suponemos, que uov > 0 en
[, 0], 8i ug es positivo en [a, b}, como v'(b) < 0 y v'(a) > 0, tendriamos una contradiccion:
este es el teorema de comparacion.

Entre dos ceros consecutivos de v, hay un cero de up. Por lo tanto v (si no es identi-
camente 0), tiene a lo més k ceros, cuando up tiene k ceros ). Si ahora uno fija el valor
de b = 1, y el valor complementario a al ltimo cero de v y suponiendo que v > 0 en
[a,1], entonces si ademas up > 0 en [a, 1], dado que v'(a) > 0, llegamos otra vez a una
contradiccion: Por lo tanto v tiene a lo mas k — 1 ceros (incluyendo el cero en el origen

¢ = 0).

Para probar que tenemos invertibilidad, es decir, que la tnica solucién de (6.68)
corresponde a la solucion trivial v = 0, basta probar que la situacién anterior no puede
suceder.
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Teorema 6.14 Si p es constante (cuerda uniforme, u homogenea) y o =1 (cuerda inez-
tensible), entonces las ramas Sy son parametrizadas por A > A y Sk(w) es una curva C!
en w, para la cual |u|, — oo cuando w — oco.

Prueba

De los casos de cuerdas muy fuertes en tensién y de la discusién anterior , basta
probar que v = 0, es decir llegar a la contradiccion basando nuestro argumento sobre ¢l
nimero de ceros (i.e. la estructura nodal). Supongamos entonces que v no es una solucion
trivial. Sean ag = 0,a4,...,a;,,... sus ceros. Sean 0 = yo < y; < ... < Yy < ... los
ceros de ug, 0 < By < B2 < ... < B, < ... los ceros de v' y finalmente denotemos por
0<2<2<...<2, <...alos ceros de u,

Lema6.18 Siv#Qentonces 0 =yo=ap <21 < i <y1 <... <Yn < @y < Zppy <
Batr <...

figura 6.10: Representacidn de la estructura nodal que determina el resultado.

A partir del lema es facil ver que si pedimos que uf(1) = 0, es decir que z, = 1, para
ug en Sk, entonces en el intervalo [0, 1], v tiene exactamente k ceros, en tanto que v’ sélo
tiene k — 1 ceros, lo cual da la contradiccion deseada.

Prueba
Para simplificar los calculos, podemds sin pérdida de generalidad, suponer que 7o = |

yw =1, Sabemos que u, es solucion de (6.71)

ul + ';_V‘Z =0 con up(0)=0, w(l)=1. (6.74)
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Podemos suponer que up(0) > 0. Por otra parte la funcién v satisface,

V'+—v=0 con v(0)=0, v()=1, (6.75)
también podemos suponer que v'(0) > 0. Ahora uj, es solucién de la ecuacién,

[AY/} _:9_?_ [ _8_ —
(up)" + 3l ~ yato =0. (6.76)

Sea w = (s + an)uy — 2uy, entonces, con w"” = (3 + ay, July

2

w’ + 2w + 3(s — ay)

7 0. (6.77)

Ug
—N—.'; =

como se puede verificar directamente. Ahora multiplicando (6.74) por v, (6.75) por
g, restando e integrando de a a §, tenemos:

ug

N ds=0. (6.78)

{4
vup — v'yp | +/ Vil
o

Haciendo lo mismo con las expresiones (6.76) y (6.75); (6.77) y (6.75) encontramos

" AT g “(2)
vug — v'ugly —-/a Vo s ds=0 (6.79)
/ 118 ﬂvuo ds =0
w' —v'wl] +/‘; —N-a-s(s— 8n)ds=0. (6.80)

Tomando (&, #) como uno cualquiera de los intervalos de la forma (ay, za41) en (6.78),
uno de la forma (ya, 2541) en (6.79), y finalmente un dltimo de la forma (yn,yn41) €n
(6.80) se obtiene ‘

n 3 ’
V' (2ng1)t0(2041) = V(v )uo(an) + -/:v.. " vuo-[l-\t(% ds (6.81)
Int L
V(zn41)ug(zn41) + V' (Yn)ug(yn) = -/;.. ‘ vuo-l% ds=0 (6.82)

(0(¥n41) + (Yns + an)”’(ynﬂ)“a(ynﬂ)) = /y"“ s(s - a,.)?)-\%q-ds + (v(yn) + (yn + aa)v'(yn)) “:(08,) .

¥n
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Notando por las ecuaciones, que ug(0), w'(yn) = —ug(ys). Notemos también que,
debido a que v'(0),uy(0) > 0 entonces

signo de wug= (~1)" 8i Y, <8 <yn41, signode ug=(-1)" si 2, <8< znp

signode v=(=1)" si a,<s<aup, signode v =(-1)" si f,<s<fup
(6.84)

Para probar el lema, se usa induccién, asi, si suponcmos que es valido para un entero
m cualesquiera, y que

(9(¥n) + (¥n + @n)v'(Yn)) up(yn) >0 si n<m. (6.85)

Para m = 1, el primer cero de ug, a), debe encontrarse antes del primer cero de v:

he<a vy vy20 en 0<2<y. (6.86)

Por (6.81) con n = 0, vemos v'(z1)ug(z1) > 0. Por (6.83) con n = 0, (v(y1) +
y1v'(3))ub (1) > 0, entonces yv'(y1)ug(y1) > —v()ug(y1) > 0, ya que v(yr) > Oy
ul(y1) < 0. Por lo tanto, v'(y1) < 0, es decir By < y1. De la misma forma (v(y1) + (1 +
a1)v'(y1))ub(y) > 0, completando el paso de induccion para m = 1.

De seguir siendo cierta para un entero m cualesquiera, por la separacion de los ceros
sabemos que ap > Ym, por lo tanto se sigue de las hipétesis de induccion que v(yn) =
(=1)™! y v(ym)uh(ym) < 0. las mismas relaciones y la hipotesis nos dictan que (yn +
0 )0 (Y JUb(Ym) > —0(Ym)ul(ym) > 0. Por otro lado v'(ym )ug(ym) > 0. Para probar que
Ym < Om < Zm41, Tazonaremos por contradiccion. Si v # 0 en (Ym, 2m41), entonces el
signo de v es el signo en ym, es decir (—1)™1. Por lo tanto vug < 0 en ese intervalo y
V(Zm41)u(2ms1) > 0. Usando esa informacion en (6.82) se llega a un absurdo.

Dado que ap < P41, €l signo de v'(an) es (~1)™ y v'(am)uo(am) > 0. Por el ar-
reglo que mantienen los ceros 241 < Ym41 < ams1. Por lo tanto, cl signo v = (=1,
en el intervalo (am,Zm41) y vuo > 0. Usando esta informacion en (6.81), se tiene
V'(Zm41)40(2ms1) > 0y, como el signo de uo(2m41) = (—1)™, entonces el signo de
V'(2m41) = (—=1)™ = signo de v'(ap). Asi, zmn41 < Bmsr.

Dado que ym < am < Ymit < Gmy1, €l signo de v(s —ap) = (-1)™ > O en el
intervalo (4m,Yms+1). Usando esto y la hipétesis de induccion en (6.83) se tiene que
(V(¥mt1) + Uma1 + A1)V (Yms1) ) ub(Ym41) > 0. Pero v(ymys) tiene el signo de (~1)™,
por lo tanto v(ym+1)v'(yms1) < 0, por lo cual v'(ym41)uh(ym+1) > 0, es decir el signo de
V'(ym41) = (=1)™* = — signo de v'(zm41). Esto implica que Bmi1 < Ym41.

i
E S U SR
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Finalmente, por todo lo anterior (am41—0m )0'(Ym+1 )uh(Ym+1) > 0, por lo que (v(Ym+1)+
(Y1 + @t 1)V (Ym+1))40(¥m+1) > 0, lo que al concluir la induccién, términa la prueba
del teorema (6.14).
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Finalmente, por todo lo anterior (ap41—am )V (Ym+1)46(¥m+1) > 0, por lo que (v(ym41)+
(Y41 + A1)V (Ym41))6(Yms1) > 0, lo que al concluir la induccidén, términa la prueba
del teorema (6.14).

{
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Conclusiones

Este trabajo muestra que incluso para el modelo mas simple que uno podria pensar en
cuanto a la dependencia de la constriccién constitutiva, i.e. la constriccién eldstica, uno
puede encontrar comportamientos radicalmente alejados de los correspondientes a cuerdas
inextensibles. in nuestro analisis vimos que el problema singular (sin peso en el extremo
libre), se puede atacar mediante un estudio riguroso de la convergencia de problemas
penalizados regulares (i.e. en los cuales se encuentran suspendidos pesos i, cada vez mds
pequefios). Sin embargo, un par de intentos con un hilo, nos sugieren comportamientos
alejados para los problemas correspondientes a los casos de tener un extremo libre y el
correspondiente a colgar un peso en el mismo. Pero no hay que olvidar, por un lado que
nuestro modelo es una primera aproximacion (caso unidimensional) para la descripcion
de los estados estacionarios de una cuerda que gira alrededor del eje vertical, y por el
otro, algo sumamente importante: la condicion u'(1) = 0. En efecto, esta ltima nos
dice desde un punto de vista fisico, que en el extremo libre de la cuerda, ésta permanece
vertical, haya o no un peso suspendido. Asi, vemos que uno podria haber anticipado
la efectividad de los métodos empleados para las dos resoluciones: directa (problema
singular) e indirecta (problemas penalizados regulares). Sin embargo, pienso que no hay
mucho mas que decir para estos problemas: uno podria jugar con relaciones funcionales
mas complicadas para la respuesta material, buscando descubrir otras caracteristicas de
las soluciones. Sin embargo, esto nos alejaria del problema fisico concreto que se pretendia
describir,

De mayor interés seria, imponer otro tipo de condiciones de frontera o constricciones que
si tengan un significado fisico concreto, como por ejemplo estudiar estados estacionarios
de una cuerda elastica cuyos extremos permanezcan fijos al eje de rotacién, Este problema
fue estudiado por Reeken para el caso inextensible. Antman, muestra que el problema
se puede escribir en una formulacién similar a la correspondiente al analisis de Kolodner.
Para este problema cambia ligeramente la forma de la tension N, lo que da origen a una
posible singularidad en el interior del dominio de las soluciones.

En el caso regular, considerando una fuerza tensil (N > 0) uno puede mostrar por un
lado que el estudio de la solucién trivial se reduce al problema particular de la catenaria,
donde uno de los extremos se encuentra por encima del otro. Las condiciones de regu-
laridad, inuestran que existen tres casos: un estado vertical (que siempre es posible), un
estado con un sélo doblez en el punto mas bajo que alcanza la cuerda y un correspondi-
ente estado a un sélo doblez en su punto mas alto. También se puede ver que dada una
distancia de separacién de los extremos fijos, existe una tnica solucién correspondiente
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al caso N > 0. Estas configuraciones, corresponden a las tinicas ramas triviales a partir
de las cuales puede haber bifurcacién. El problema mds complicado, en el cual N = 0
en b € (0,1), i.e. problema con una singularidad interior al dominio, conviene considerar
a b como un pardmetro libre ya que fisicamente el hecho de que N(b) = 0 = u(b) nos
dice que el problema de Reeken no es mas que dos problemas de Kolodner de uno y otro
lado de la singularidad. También es claro que los métodos variacionales, concretamente
cuando el funcional tiene una singularidad no localizada, se pueden utilizar asumiendo
la singularidad como un nuevo pardmetro. Para mds detalles recomendamos al lector el
texto de [Ize 87]. En esta formulacidn, se encuentra que el extremo debe satisfacer condi-
ciones de regularidad (condiciones naturales de Weierstrass). Para obtener las soluciones
no triviales, se construyen las familias de superficies no triviales para los dos problemas
de Kolodner con w? y b como pardmetros. Estas se intersectan en un mimero numerable
de continuos que son curvas en el espacio (w?,b,w). Es notable, dice Antman, que los
valores propios para los cuales hay bifurcacion tienen todos ellos multiplicidad igual a 2.

Otro problema cercano, seria considerar un extremo fijo mientras que el otro per-
manezca constreiiido al eje vertical. Por ejemplo, sujetando este wltimo a un anillo de
peso  cuyo centro se encuentra en el eje vertical y pueda deslizarse a lo largo de éste
sin friccidn. No es dificil llegar a resultados practicamente idénticos para los establecidos
para el problema de Kolodner usando herramientas muy similares.

Finalmente, Stuart estudié un problema similar en el cual ambos extremos yacen fijos
en el eje vertical de rotacion con el valor de la tension fijo en el extremo inferior pero sin
especificar la longitud. Estas condiciones de frontera aparentemente artificiales se utilizan
para un modelo primitivo que describe el proceso mediante el cual se elaboran las cuerdas
en la industria. En este caso, la constriccidn mantiene acotado el valor de la tension N,
por lo que se puede probar para este caso particular, que cada rama es acotada por arriba
y por abajo sin importar la forma funcional de la relacién constitutiva. Cabe mencionar
que el trabajo de Stuart (que en realidad estudié el problema correspondiente al easo
inextensible) represento una de las primeras aplicaciones de los resultados de la teorfa de
bifurcacién global de Rabinowitz. ‘
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