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Introduccién

En la teoria moderna de inversidn financiera, ¢l concepto de cobertura de
riesgo juega un papel preponderante. La intermediacion financiera consiste
en captar el dinero del piblico inversionista y prestarlo o invertirlo en algin
tipo de instrumento financicro.

El negocio consiste en asumir cierto riesgo y obtener una ganancia del
diferencial entre la tasa a la cual se captan los recursos y la tasa a Ja que se
prestan los mismos.  Desde luego el mejor negocio es aquel en ¢l que no hay
riesgo y se puede conservar dicho diferencial de tasas.  Es de esperarse que
en un mercado de competencia perfecta, tal probabilidad sea muy remota,
por lo que en general se pretende construir carteras de activos que repliquen
las de los pasivos con cierta aproximacion para disminuir el riesgo y obtener
asf, la maxima ganancia posible.  Este es precisamente el problema tratado
en el articulo “Optimal Replication” del Dr. Ron Dembo, en el cual se basa
esta tesis.  El enfoque del Dr. Dembo es diferente de otros enfoques tales
como la teorfa de opciones basada en los modelos propuestos por Black y
Scholes. A decir de! Dr. Dembo su enfoque pucde ser mas practico en
ciertas circunstancias, debido a que sus supuestos son menos restrictivos que
los cldsicos de Black y Scholes.

En el primer capitulo se presentan los conceptos bisicos, tales como
cartera de inversion, incertidumbre, riesgo, ete.  Se comenta sobre dife-
rentes tipos de riesgos y se ve la importancia de modelos matemdticos como
auxiliares en el diseiio de carteras de inversidn para los intermediarios fi-

nancieros,



Introduccién

En el segundo capitulo se desarrolla el modelo general para replicar car-
teras de inversidn, definiendo las variables, las funciones que sirven como
objetivo para encontrar la cartera de inversion de replicacion optima y la
restriccidn que permite garantizar alguna utilidad. También se introducen
los conceptos de mercado completo y arbitraje. Asi mismo, se dan algunos
ejemplos de mercados con y sin arbitraje, cdmpletos e incompletos.

En el tercer capitulo se definen los vectores de ponderadores de mercado
y los vectores de ponderadores “meta”. Despuds se desarrolla el modelo de
replicacion de carteras de inversidn, utilizando la norma £,, viendo los resul-
tados que se pueden obtener por medio de los problemas Primal\Dual tales
como la obtencidn de vectores de ponderadores y su relacion con el arbitraje.
A continuacidn se utiliza este modelo para ver si los valores estan cotizados
por debajo, por arriba o equitativamente. Y finalmente, se demuestra el teo-
rema principal de esta teoria.

En ¢l cuarto capitulo se analiza e} caso de un mercado completo y sin ar-
bitraje. Utilizando el resultado de] teorema del capitulo anterior, se obtiene
un método para encogtrar vectores de probabilidades de mercado con riesgo
neutral y una tasa libre de riesgo,”

La tesis cuenta con tres apéndices. E} primero es un glosario con los
términos utilizados en la tesis, En el scgundo, se desarrolla brevemente el
modelo de Markowitz para la scleccidn de una cartera de inversion. Y en
el tercero se hace una demostracién que no se incluyd en el capitulo 2 para
no perder la secuencia del modelo expuesto en dicho capitulo,



Capitulo 1
Conceptos basicos

En este capitulo se plantean dos enfoques diferentes acerca de la inversion
financiera. Uno de ellos conduce a modelos matematicos de seleccion éptima
de carteras de inversion, mientras que el otro resulta en modelos de repli-
cacidn de carteras de inversion. En ambos casos la incertidumbre juega un
papel central,

La incertidumbre implica ¢l riesgo en una inversion. Si no existiera el
riesgo ni la incertidumbre, el problema de encoutrar carteras ptimas cstaria
resuelto.

La incertidumbre tiene dos facetas: En primer lugar, las apreciaciones
subjetivas, es decir juicios y valoraciones que dependen de gustos, experien-
cias, estilo, intuicidn, etc., pero que en el fondo es inposible apoyar racional-
mente con logica rigurosa en todos sus aspectos. En segundo lugar, ¢l medio
o dmbito dentro del cual se realiza la eleccidn, debido a que en él operan
gran cantidad de factores fuera del control del sujeto que hace la eleccidn.
Asi, el inversionista estd expuesto a incertidumbre en cuanto a los precios de
los distintos activos en los mercados, a las disposiciones gubernamentales en
cuanto a requisitos legales y fiscales, a sus necesidades de liquidez, ya que
es imposible predecir con exactitud, nuevas oportunidades de inversion mds
redituables que las existentes, o siimplemente la ocurrencia de una desgracia
coino una enfermedad, que le obligue a hacer un gasto no previsto.



Capltulo 1
Conceptos bdsicos

En problemas con carteras de inversién existen varios tipos de ricsgos,
entre los cuales se pueden mencionar los siguientes:

1. Riesgos de mercado: Son los riesgos inherentes del mercado financiero
en el que se estd invirtiendo, tales como:

a) Riesgo en el poder de compra: Este riesgo cs la posibilidad
de que la ganancia de una inversién sea peor que la esperada
exclusivamente a consecuencia de la inflacidn,

b) Riesgo de tipo de cambio. Esta es la posibilidad de que las
ganancias sean afectadas por las variaciones en el tipo de
cambio debido a que las inversiones han sido hechas en otra
moteda.

c) Riesgo de tasa de rendimiento. Esta es la posibilidad de que
por ¢l cambio en las tasas de rendimiento, el valor de los
titulos comprados se reduzca.

2. Riesgo politico: Es la posibilidad de que las ganancias sean afectadas
por la politica y estabilidad de los paises,

3. Riesgo de crédito; Es el riesgo de que la contraparte no cumpla el
contrato de inversion por insolvencia.

4. Riesgo de eleccion de la inversidn: Es decir, asignar recursos a ciertos
activos menos redituables que otros,

5. Riesgo de liguidez Es decir, comprometer recursos en activos dificiles
de convertir en dinero, provocando una pérdida en e! momentocn que
se liace necesario efectuar un pago imprevisto.



Capltulo 1
Conceplos bdsicos

Para este analisis, se considerardn dos tipos de inversionistas:

¢ Inversionistas puros

Son aquellas personas o instituciones que tienen cierta cantidad de
dinero, ya sca que se trate de sus ahorros, sus remanentes de operacidn,
alguna herencia, etc, y desean invertir este dinero para obtener rendi-
mientos.

Estos inversionistas desean obtener el mejor rendimiento posible por
su inversién asumiendo el menor riesgo posible, por o que tienen un
problema de seleccidn de cartera de inversidn,

Este tipo de inversionistas sélo pueden evitar el riesgo invirtiendo en
instrumentos que no tengan riesgo.  En general, deben hacer frente al
riesgo y para tal proposito, usan modelos en los cuales e riesgo se trata
de minimizar aunque no pueda anularse,

Para resolver el problema de seleccion de cartera existen muchos mode-
los matematicos. Como ejemplo, en el apéndice B se presenta el modelo
de Markowitz por ser uno de los mds conocidos.

o Intermediarios financieros.

Los intermediarios financieros son instituciones coino los hancos o las
compaiifas aseguradoras que captan recursos del pablico inversionista.
Estos recursos deben ser invertidos por estas instituciones para obtener
ganancias y asi cumplir con sus compromisos,

A diferencia de los inversionistas puros, los intermediarios financieros
ticnen como pasivo los recursos captados del piblico y como activo los
instrumentos en los que han invertido y los préstamos que han hecho.

Dada su cartera de pasivos, desean constituir una cartera de activos
que se comporte similarmente a la otra en cuanto a riesgo pero con un
costo inenor, A este proceso lo llamaremos replicacion de una cartera
de inversion, Cuando se logra que la nueva cariera se comporte de
forma idéntica a la original, se dice que se ha lograde una replicacidn
perfecta, aunque en general esto no es posible y lo que se procura, es
obtener una cartera lo mas parccida a la original,

o
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Capftulo 1
Conceptos bdsicos

En cuanto a los préstamos que hacen, los intermediarios financieros
obtienen su ganancia por el diferencial de la tasa con la que prestan y
la tasa que pagan al ptiblico inversionista; el riesgo que corren es el de
que no se les paguen los préstamos hechos, por lo que deben hacer un
analisis de la solvencia de las personas o instituciones a las que prestan.

Asi, para la plancacion de una inversién deben fijarse los objetivos de-
scados en términos de los principales pardinetros, que son el rendimiento,
el riesgo, la liquidez y el plazo. Las decisiones se tomaran de acuerdo al
tipo de inversionista, de sus necesidades al invertir y definiendo los niveles
de riesgo aceptables por el inversionista,

También debe hacerse un andlisis sobre la economia del pafs, los diferentes
instrumentos de inversion, cuales son de renta fija, cudles de renta variable,
cudles son inversiones de proteccidn, etc.; para que con todo este analisis
se forme la cartera de inversidn deseada. Una cartera de inversién se
entenderd como un vector cuyas entradas representan ¢l monto invertido en
cada uno de los instrumentos,

En esta tesis, se expondrd un modelo para resolver el problema de repli-
cacion de una cartera de inversion propuesto por cl Dr, Ron Deinboy;. Dada
una cartera de inversién “meta”, el objetivo serd constituir otra que se com-
porte similarmente a la carlera “meta” dada, en ¢ sentido de que se tenga
aproximadamente el mismo ricsgo en ambas carteras, en todos los posibles
escenarios del sistema, Claramente, una replicacidn perfecta producird una
cobertura perfecta para la cartera de inversion “mneta”.  Suponiendo que
dada una cartera “meta”, exista una replicacidn perfecta “mds barata" que
la “meta”, se obtiene una situacién de arbitraje pues con una posicién en
corto en la cartera de inversion de replicacidn junto con una posicién en
largo de la cartera de inversidn “meta”, se obtendrd una ganancia sin riesgo.

6



Capltulo 1
Conceptos bdsicos

Encontrar replicaciones perfectas con costo menor al de la cartera “meta”
es indudablemente buen negocio, pues suponiendo que la cartera de pasivos
de un banco se pudiera replicar perfectamente a un costo menor, entonces
el banco obtendria una ganancia sin riesgo por el solo hecho de su interme-
diacidn.

Ejemplo ].

Un banco vende una aceptacidn bancaria a plazo de 28 dfas por un millén
de pesos a la tasa de rendimientodel Cetea 28 dfas.  Porotra parte, el banco
compra Cetes del mismo plazo a vencimiento a un precio mas bajo en la su-
basta primaria o en el mercado primario, con lo cual tiene una ganancia sin
riesgo. Este ejemplo es trivial pues la cartera “meta” y la replicacidn per-
fecta constan de un solo instrumento libre de ricsgo,  El caso interesante es
cuando hay mayor diversidad e incertidumbre,



Capitulo 2
Un modelo general para resolver el
problema de replicacién de carteras de
inversion.

En este capitulo se desarrolla el modelo general para replicar carteras
de inversién, definiendo las variables, funciones y restricciones del mismo,
También se definen conceptos como mercados completos y arbitraje.

La modelacidn se hace a través de la técnica de optimizacion de escenarios
expuesta en el articulo “Scenario Optimization” del Dr. Ron Demboyy. Un
escenario esta constituido por los precios de cada uno-de los instrumentos al
final del periodo.

Primeramente se supondra que se opera en un mercado en el que existen
un nuinero finito, N, de instrumentos de inversién disponibles, con algunos
de los cuales, estd constituida la cartera “meta” y que también servirdn
para constituir la cartera de replicacidn. Los instrumentos se negociardn
por montos finitos sin afectar su precio, es decir tienen liquidez finita. El
analisis consiste de un solo periodo y se supondra que hay un nimero fijo y
finito, S, de escenarios posibles que pueden ocurrir en este periodo.  Exacta-
mente uno de estos escenarios se realizard al final de! periodo, pero el andlisis
se hard al inicio, donde hay incertidumbre de cudl de estos escenarios ocurrira,

En este mercado, el inversionista esta caracterizado por sus expectativas,
que se rejiresentan por el vector de probabilidades i en R* , cuyas compo-
neutes son las probabilidades (estimadas) de que ocurra cada uno de los §
escenarios en el futuro.

- e —aea a—



Capltulo 2
Un moadelo general para resolver el problema
de replicacién de carteras de inversidn

Se utilizard la siguiente notacidn:

qN

es ¢l vector colurna de dimension N, de precios de los
instrumentos de replicacidn al inicio del periodo; estos precios
se supondrdn conocidos,

.
8l
I

aiN

es el vector columna de dimensién N, cuyas componentes
son los valores de los instrumentos de replicacidn al final del
periodo si el escenatio ¢ (f = 1,2,...,5) ocurriese.

ay G ‘v 8s

- Mz asz

o A=(a,a@,...,85)={ ) )
QN v e SN

es la matriz de dimensién N por § que tiene como columnas
los vectores @; (i =1,2,...,5).

es el vector columna de dimensién N que representard la
cartera de inversidn de replicacidn.

—— e —— ———
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Capitulo 2

Un modelo general para resolver el problema
de replicacidn de carteras de inversion

es | precio con el que la cartera de inversidn “meta”es com-
prada al principio de! periodo.
o = (tyty,...,t5)

es el vector colummna de dimensién S con los precios ¢; al
que serd vendida la cartera de inversion “meta”; donde i
(i=1,2,...,5) indica el escenario que ocurre al final del
periodo,

E} superindice 7' serd utilizado para denotar la trasposicién de un vector
o de una matriz,

En el siguiente cuadro se ve grdficamente un periodo de replicacion:

) INICIO DEL PERIODO  FINAL DEL PERIODO
replicacién mela
L}
t eaconario 1
am
a3
‘ t2 escenario 2
A
qI
Cartera de inversién
"Meta® q
)
c :47]
as5s
. ts eacenatio §
asn
!
Figura 1
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Capitulo 2
Un modelo general para resolver el problema
de replicacidn de carteras de inversién

Utilizando la notacidn anterior y dadoa los supuestos del modelo, la
situacidn de obtener una replicacion perfecta consistird en buscar una cartera
de inversion Z, que satisfaga la siguiente ecuacidn:

Yaizi=ti (i=1,2,...,5) (1)
j
o escrito en forma matricial:

ATz =1 (2)

Sin embargo, no siempre existe esta cartera de inversion que replique
perfectamente, por lo que en lugar de buscar una solucién a ATZ = T 3), se
buscard una cartera ¥ que minimice . ATz -1 l pata alguna norma sobre
todas los escenarios.  Puesto que los escenarios ocurren con cierta probabi-
lidad es conveniente introducir 1a funcidn de arrepentimiento R, definiéndola
como:

R=E (| Az-1|) @)
donde E () es ¢l operador de esperanza matematica con respecto a los esce-
narios y || . || es una norma arbitraria.

La funcién de arrepentimiento R, mide la esperanza de la diferencia en-
tre el valor de una cartera de replicaciin dada, %, y la cartera de inversién
“meta” tomadas al vencimiento. Esto mide lo que se obtiene con una de-
cision tomada el dia de hoy en comparacién con lo que se pudiera obtener
teniendo la informacién perfecta de los posibles escenarios y sus distribu:
ciones de probabilidad correspondientes, conocidas al inicio del periodo.

Una cartera de inversion de replicacidn con funcion de arrepentimiento
R, igual a cero, corresponderd a una replicacién perfecta de la cartera de
inversion “meta” en todos los posibles escenarios. Otra interpretacién de la
funcion de arrepentiiiento R, es como el valor residual o conocido del riesgo
en la cartera de inversién de replicacidn.

11
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Capitulo 2
Un imodelo general para resolver el problema
de replicacion de carteras de inversidn

Se introducirdn algunos conceptos necesarios para continuar este trabajo:

Un mercado complelo es aquél en el que siempre existe una cartera de
inversion Z que replica perfectamente una cartera de inversion “meta” arbi-
traria. En otras palabras, siempre existe una T que satisfaga la condicidn
ATE = T(3) para cualquier 7 arbitraria, Esto sucede cuando el mercado
es suficientemente rico en nimero y tipo de instrumentos. Desafortunada-
mente los mercados reales son incompletos.  Es decir, no siempre es posible
encontrar una cartera de replicacion T que satisfaga A7Z = I (3 para una
carlera de inversion “meta" 7 arbitraria.

En los mercados completos siempte es posible encontrar una cartera de
inversion Z, tal que su funcién de arrepentimiento sea igual a cero para una
cartera de inversion “meta” arbitraria dada y su distribucién de escenarios;
yaque en 164 trercados completos siempre se puede encontrar una cartera de

inversidn Z, tal que ATZ =T 3) y por lotanto R = E ( I ATz -1 “ )(3) =0.

En los casos donde la funcién de arrepentimiento no puede tomar el valor
de cero es natural intentar obtener una cartera de inversion de replicacion
que tenga el menor valor en la funcidn de arrepentimiento.  Esto lleva a la
definicién de la funcidn de arrepentimiento ménimo MR, como:

MR = Minimizars B (| A2 -1 ) (4)

Similarmente se definird la funcién de arrepentimiento negativo DR como:

bmsg (] (#5-1) 1) 8
en la cual solo son consideradas las desviaciones negativas y la funcidn de
" arrepentimiento wncga!ivo minimo MDRcomo:

MDR = Minimizarz E ( || (A"2-1) |) (6)



Capltulo 2
Un modelo general para resolver el problema
de replicacion de carteras de tnversidn

Una cartera de inversion con arrepentimiento negativo minimo puede ser
vista como aquélla con la mds pequeiia y posible pérdida esperada bajo los
escenarios supuestos,

Por lo tanto, los mercados completos son caracterizados por
MR =0 paratodal. En los mercadosincompletos se cumple que MR > 0.
De ecsta forma, se interpretard la carlera de inversidn con arrepentimiento
mtnimo, *, como la cartera de inversion con el mas pequeito riesgo residual
posible que se puede obtener bajo incertidumbre. En el caso de la funcién
de arrepentimiento R, Z° es la cartera de replicaciin 6ptima, ya que minimiza
el riesgo residual. Recordando que en ¢l caso de los mercados discretos e
incompletos, rara vez se obtiene una cobertura perfecta, se tiene que una
posicién en largo en la cartera de inversion “meta” y una posicién en corto
en T* (o viceversa) es la mejor cobertura que se puede obtener en un ambiente
de incertidumbre,

13
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Capitulo 2

Un mmodelo general para resolver el problema
de replicacién de carteras de inversidn

El costo de una replicacidn puede ser determinado de diferentes maneras,
Por ejemplo, se podria calcular como el costo inicial de compra de la cartera
de replicacidn, §7%. Sin embargo no se consideraria el valor de la cartera
en ¢l futuro, Por lo que una mejor medida estd en tomar las ganancias o
pérdidas esperadas a lo largo del tiempo que dura la cobertura. Esto se
calculard como sigue.

Considérese un inversionista que vende en corto la cartera de inversién
“meta” al inicio del perfodo y cubre su posicidn con una cobertura mul-
tiescenarios obtenida por la replicacidn. Esta es, por lo tanto, liquidada al
final del periodo. El resultado de esta transaccidn serd:

Al inicio del periodo:

o c por la venta de la cartera de inversién “meta”
o ~47Z por la compra de la cartera de replicacidn,

Al final del periodo:
o F (ATE) el pago esperado por la ventade la cartera de repli-
cacion
o —E(1) ¢! costo esperado por la compra de la cartera de in-
version “meta” al liquidar el convenio,

El valor presente de la ganancia esperada del convenio es, por tanto,
r B (ATE - 't') + (c - ¢7TE), donde r es la tasa de descuento del periodo,

Puesto que se desea obtener la mejor replicacidn sujeta a que se obtenga
una cierta ganancia, en el modelo se utilizara la siguiente formula de opti-
mizacion paramétrica:

MDR(k) = Minimizars v~ E ( | (A"2 -1)] .) (7)

sujeto a

P E(ATE 1) + (c-7"E) 2k (8)



Capitulo 2

Un modelo general para resolver el problema
de replicacién de corteras de inversién

La variable Z, que representa la cartera de replicacion, no tiene restric-
ciones en cuanto a signo, entendiendo que cuando z; < 0 significa que en el
instrumento ¢, se tiene una posicion en corto,

La desigualdad r-1E (AT:'E- f) + (c -ETE) 2 kg, establece que se
espera obtener al menos k pesos (donde k puede ser positiva o negativa).
MDR (k) es una funcion implicitaen k por ser el valor de k dado, el que de-
termina Ja regidn de factibilidad en la que se encuentre ¢l valor minimo de la
funcién r'E (" (ATE - i)| . ) . Por otra parte, analizando la restriccién

r\E (ATE - i) + (c - 'q'T'z') 2 k, que desarrollindola es igual a:

A3 B )

=

oy dopgazd.. taNIN -0
s tansnt..taNsN =
g . +(¢-(ﬂl|§nlz+--»4!NlN))Z*

a515) tagag 4. dagNsN —is
=

rp (“ll'l +ay3s34 . baynay -u) +p (ln'; +a335 4. toyNaN —l,) 4.4
+ps (ls,q taginp 4. dagnIy -CS)N (:- (“ll tnt .»-+QNIN)) 2k

=

(r"nnu + r"n-;. .4 r"'ps-ﬂ -") né (r""-u $r-ipyegy 4.t "'Ps“n "ﬁ) nt..+
+ (r'lmu,N + r'lmn1N L P "'PS'SN "N) xN#(c- (r"pllg +r-lpn 4 Qr"psls)) 2k

=

(r'F@ — ) o+t (paEn —aw) on + (c-rTE) 2 6 (9)
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Capftulo 2

Un modelo general para resolver el problema
de replicacidn de carteras de inversién

se observa que se trata de una restriccion lineal, que puede ser interpretada
como un semiespacio en R, Por lo que la funcion MDR(k) es una funcién
mondtona no decreciente ya que al aumentar un valor de kg a ky, la regidn
de factibilidad se reduce y el valor de la funcion M DR (k;) serd mayor que
MDR(k) si T, (que es el valor que minimiza el problema
r'E ( “ (ATE - i) " . )con ko) ya no se encuentra en la regién de factibili-
dad, o tomar el mismo valor que MDR (ko) en el caso de que T3 esté en la
regién de factibilidad.

ko

'Figura 2

.Porlo que a mayor ganancia esperada, se requiere un contrato con mayor
riesgo residual (es decir con un valor de la funcién de minimo arrepentimiento
negativo mayor). .
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Capfiulo 2
Un modelo general para resolver el problema
de replicacidn de carteras de inversidn

Ahora, se desea obtener el valor dptimo de k. El inversionista obtiene
una ganancia esperada &, asumiendo el riesgo de arrepentimiento negativo
minimo MDR (k). Por lo tanto una estimacion de su ganancia esperada
ajustada al riesgo serd:

k- MDR(k) (10)

Un criterio natural para maximizar la ganancia ajustada al riesgo serd:

max (k- MDR(K)) (11)

Sedemostrard que el problema max (k — MDR (k)),,) alcanzasu dptimo
en k*, que ocurre cuando A = 1, donde A s la vanab‘e del prohlema dual
asociada a la restriccion r E (Arz - l? + (c Tz) 2 kg); por lo que se
harin algunas demostraciones que resuelvan estc problema.

Primeramente se considerard el siguiente problema. Sca f(k): R — R
una funcién mondtona no decrcciente, [ diferenciable, entonces la funcién
h(k) = k- [ (), k € R, tiene su maximo cuando:

dh . df (k)
ax= T =0
= h (k) tiene su mdximo si df}:') =1 (12)

y es méximo ya que ‘;Z: = ::c{ < 0 por ser f(k) una funcién mondtona

no decreciente,
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Capltulo 2
Un modelo general para resolver el problema
de replicacién de carteras de inversidn

-

Figura 3

Por otra parte considérese el siguiente problema de optimizacién I (k):

I'(k) = miny (%)
sujeto a
ca(F) 2k
keR,ze RV

donde I'(k) : R — R, 7(%): R¥ — R, a(z) : R¥ — R son funciones
diferenciables.
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Capitulo 2

Un modelo general para resolver el problema
de replicacidn de carteras de inversidn

Entonces la funcion de Lagrange asaciada a este problema es:
L(z,A) =7(%) ~ Ma(Z) - &)

por lo que para encontrar los dptimos de este problema, se igualan las
derivadas a cero obteniendo:

?ﬁ%ﬂ=0=¢» a(f)—-k=0
Vel (£,A) =02 Vy(2) ~ AVza(F) =0
5 Vir(8) = AVza(3) (13)

Para este problema, I'(k) = 4 (Z}) donde T} es ¢l valor que minimiza la
funcién « (Z) para una k dada, por lo que se puede ver a ; como una funcién
de k, por ejemplo T} = £ (k) (£(k) : R — RN), quedando I' (k) = 7 (¢ (k)),
y utilizando la regla de la cadena se obtiene:

dr (k)

k= VT ) DE(k) (14)

pero si sc observa como se definié a €(k); primeramente se tiene que
a(é(k)) = k ya que £(k) = £}, que cumple que a(Z}) = k y por otro
lado, ¢ (a (£})) = 7} restringiendo la funcién a a aquellos valores de 7} que
optimicen [' (k) para cada &; por lo que para estos valores, las funciones o
y € son funciones inversas y por lo tanto, aplicando el teorema de la funcién
inversa, se deduce que:

Vea({(k)- DE(k) =1
y como se ha visto anteriormente que Vzy(Z) = AVza(Z)yy y que
drk
(k) Vv (€ (k) - D (k);yq) entonces:

dk
dr'(k)

d = AVea(§ (k) DE(k) = A[Vza € (k) DE(R)] = A(1) = A
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Capitulo 2
Un modelo general para resolver el problemna
de replicacion de carteras de inversidn

Finalmente, haciendo I'(k) = MDR(k), 7(z) = r'E (| (472 ~17)| ),
a(z) =r'E (ATE—- ?) +-(c - q"":':‘) y por lo deinostrado en los resultados
 de los parrafos anteriores y ademas, sabiendo que MDR (k) es una funcién
mondtona no decreciente (como también ya se dcmostré),(sv; deduce que la
DR(k

M
— i =M=l

funcién k — MDR (k) alcanza su maximo cuando

Esto se muestra grificamente en las Figuras 4, 5,6 y 7. La tangente de
la curva MDR (k) en k* cs el precio sombra de la restriccion de la ganancia
esperada () y tienc una pendiente igual a 1. Viéndolo grficamente es facil
determinar que éste es el punto cn el cual la diferencia k — MDR (k) es
maxima.

En el caso de la norma £y, la funcién MDR (k) es lineal por partes y,
por tanto, no es diferenciable en los puntos de ruptura.  En este caso la
condicién necesaria de optimalidad es que la subdiferencial de MDR (k*)
sea 1. Esta demostracion se hard en el Apéndice C.

En ciertos casos podrfa usarse MR (k) en lugar de MDR {k), como por
¢jemplo, cuando la replicacion es utilizada como el precio de la cartera de
inversién “meta”. Para cstos casos, ambas desviaciones de la cartera de
inversion “meta” se consideran como “costos”, En adelante MDR (k) y
M R (k) se utilizardn indistintamente,
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Capftulo 2

Un modelo general para resolver el prablel_na
de replicacidn de carteras de inversidn

Se definird la nocidn de arbitraje en este contexto, para interpretar al-
gunos casos interesantes.

Un arbilraje es una cartera de inversidn , tal que:
(c-7"2) >0y (ATz-1) 20
0 (c-?"‘:i) 20y (A"':E-—? >0

Esto es, hay arbitraje si se puede vender la cartera de inversidn “meta”
y comprar una cobertura para oblener una ganancia presente considerando
cada uno de todos los posibles escenarios en el futuro y ademds se puede
liquidar la cartera de inversién sin tener pérdida alguna.

Por lo tanto, un sistema de |§| restricciones que pudiera evitar el arbitraje
es;

r (A2 -1) +1(c-7"%) =0 (15)

ya que si se cumple que r-! (AT'x‘ - ?) + I(c - ET’:E) ={entonces

) <0

i) <
) 0.

Un arbitraje esperado s una cartera de inversion 7 qué cumple con:

i (c - a"i) > 0 isnplicana que (A"E -
y 8 (c - ?j"i) > 0 implicaria que (A":’:’—

(c-3"z) >0y E (AT2-1) 20
o(c-3"z) 20y E (A"z-1) > 0.
Esto es, existe arbitraje eaperado si se puede vender la cartera de inversidn

“meta” y comprar una cobertura de la misma para obtener una ganancia pre-
sente y ademds, se espera liquidar 1a cartera de inversion sin tener pérdidas,
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Capftulo 2

Un modelo general para resolver el groble:.na
de replicacién de carteras de inversidn

Una sola restriccion podria evitar el arbitraje esperado y es:

rE (A2 -1) + (c-7'7) = 0 (16)

Claramente no tener arbitraje implica no tener arbitraje esperado. A
la condicidén r~'E (ATE—-? + zc - ETE) = 0 se le llamard la condicidn de
ganancia cero (por ser la condicion en MDR (0)).

Para ejemplificar el agbitraje y los mercados completos, se veran 4 distin-
tos casos:

Caso I: MR (0)=0, MR (k) >0 paratoda k>0

Este es el caso que se pudicra observar en un mercado completo y sin
arbitraje. Esto es, una replicacion perfecta bajo la restriccion de no arbi-
traje en la que se quiere obtener una ganancia mayor a cero, forzosamente
se debe asumir algin riesgo.  En esta situacidn, se podria esperar que los
inversionistas busquen una cartera de inversidn con un pago esperado de &*,
asumiendo un riesgo (mayor que 0) de MR (k*).

Siendo un mercado completo (por lo qu¢.: siempre ocurre que ATT =I)
y sin arbitraje; y utilizando la ecuacién r-! (ATE—- E) + (c - ETE) = 0sc
tiene que:

=gz (17)

donde Z* ¢s la cartera de inversidn con funcidn de arrepentimiento minimo y
obviamente igual a cero, por ser el mercado completo.  Esto es, el costo de
la cartera de inversidn “meta” ser igual al precio de la cartera de replicacicn
(que es perfecta),
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Capltulo 2
Un madelo general para resolver el problema
de replicacidn de carteras de inversion

Riesgo
Residual MR(k)
MR(k)
k
Utilidad
k'
Figura 4
Caso2: MR(0) >0
Riesgo
Residual k
MR(k)
5 Utitidad
ki
Figura b

Este caso surge en situaciones en las que no hay arbitraje y e! mercado
es incompleto,
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Capltulo 2
Un madelo general para resolver el problema
de replicacidn de carteras de inversidn

Caso 3: MR (k) > k para toda &,

En este caso no hay arbitraje y el contrato siempre producird una pérdida
ajustada al riesgo, es decir, k — MR (k) < 0 para toda k. Un inversionista
racional jamds levard a cabo este contrato.

. [
Riesgo
Residual
MR(k)
MR (k) k
- :
I » Utilidad
ki
Figura 6
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Capltulo 2
Un mnodelo general para resolver el problema
de replicacién de carteras de inversidn

Caso4: MR (k)=0Oparak=0hastak=k >0

Esto ocurre en un mercado (posiblemente completo) donde el arbitraje es
posible.

Es interesante que aiin en este caso que es 6ptimo, el inversionista de-
sea maximizar su ganancia ajustada al riesgo para buscar una ganancia de
k* > ky, que conlleva a un riesgo de MR (k*) > 0 en Ingar de tomar la
ganancia sin riesgo de ky,

Riesgo
Residual
MR(k) MR (k)

Utilidad
k*

Figura 7




Capitulo 3
Un modelo de programacion lineal para
encontrar carteras de replicacion

Este capitulo iniciard definiendo los vectores de ponderadores de mercado.
y los vectores de ponderadores “meta™, Después se desarrollard el modelo
de replicacidn de carteras de inversion utilizando la norma £,, viendo los
resultados que se pueden obtener por medio de los problemas Primal\Dual
tales como la obtencién de vectores de ponderadores y su relacidn con el ar-
bitraje. A continuacidn se utiliza este modelo para ver si los valores estin
cotizados por debajo, por arriba o equitativamente, Y finalmente se obtiene
el teorema principal de la tesis,

Primeramente se define como un vector de ponderadores de mercado a
un vector no negativo ¢, Y€ RS que satisface:

Ap=7 (18)
P=c (19)

para un vector arbitrario fijo, fe RS,

Y un vector de ponderadores “meta” serd un vector ¢ que satisface:
p

AV =3
To=c

para algin vector “meta” f€ R dado,
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Capitulo 3
Un modelo de programacién lineal
para encontrar carteras de replicacidn

Esto es, un vector de ponderadores de mercado o un vector de pondera-
dores “meta” ¥, es un vector que transforma los precios inciertos al final del
periodo, en precios conocidos en el inicio del periodo, de una manera consis-
tente, haciendo que ¥ sea independiente de las preferencias del inversionista,
es decir que no depende del valor del vector de probabilidades p.

Ahora se definird a p = ¢y + ¥z +... + ¥s y al vector = ¥/p, que podria
ser visto como un vector de probabilidades ya que @ ticne componentes no
negativos que suman 1, Como estas probabilidades también son indepen-
dientes de p, las preferencias del inversionista, se llamaran a wy,ws,...,ws
las probabilidades de riesgo neutral.

Haciendo esta transformacion, las ecuaciones A = Tus) ¥ Ty = <o)
podrian ser reescritas como:

(o) A
()"

]

(20)
(21)

€l
o =l

que dicen que el valor presente de los pagos futuros con riesgo neutral serd
igual a los precios de hoy, si p es interpretado como el factor de descuento
libre de riesgo para el periodo y & como el vector de probabilidades con riesgo
neutral,

Las siguientes preguntas serdn: jcudndo existe el vector de ponderado-
res de mercado o el vector de ponderadores “meta”?, jcuando este veclor es
uinico? y si hay relacidn entre la existencia de este vector y el arbitraje,
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Capltulo 3
Un modelo de programacisn lineal
para enconlrar carteras de replicacién

Para esto se tomard el modelo de Ja funcidn de minimo arrepentimiento
utilizando la norma £y, es decir ||(z1,za,..., 2wl = 2] + |za] + .. 4 |2w),
- transformando el problema: -

MR(k) = minr=B( (472-1)] ) w
sujeto a
B (AT~ 1) + (c~77) 2 ko

en:

MR(k) = mfinr"E[IEl‘f- tl 4.0 on o+ 3SF - tsf) (22)

sujeto a

rtE(ATE 1)+ (c—-7"2) 24 (23)

¥, haciendo el cambio de variables por 7+, 5~ € RS, g+, = 20, tales que
gt-g- =r"! (ATE - ?) (ec. 24), €8 decir, todos los valores @T ~ t; que resul-
ten positivos se tomaran en cuenta en §t, mientras que los valores §;7 ~ {;
que resulten negativos, se considerardn en §-; por lo que finalmente se ob-
tendra el siguiente par de problemas Primal/Dual de programacién lineal:

Primal:

| MR (k).= min 5" (7+ +7~ ) (25)
sujeto a
-7t 47 4+ ATE= M (F) (26)
P -r) - k=g () (@)
7y 20 (28)

donde P es el vector de probabilidades de ocurrencia de los escenarios,
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Capitulo 3
Un modelo de programacién lineal
para encontrar carteras de replicacién

Dual:
max r 77 4 (k- ¢) A
sujeto a
rol AT - Mg =0 (%)
-T+ A< B 7t
T-ApSPi v
A0
=
Dual:
-15T=
max rolU R4 (k—c)A (29)
sujeto a
r AT - A5 =10; (%) (30)
-p<T-<E (7)) (31)
A20 (32)
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Capitulo 3
Un modelo de programacién lineal
para encontrar carteras de replicacion

Se examinaran algunos resultados interesantes obtenidos de este par de
problemas Primal/Dual

Para una % finita y una  finita arbitraria fija, el problema Primal es
factible ya que la restriccion ~gt + §~ + r'ATE = r'py se
satisface por definicién de las variables §+, §~; y la restriccidn
BT (gt —§°) —q"F 2 k ~ c(z7), que estd asociada con la restriccidn original
r-\E (ATE - 't') + (c - ETi) 2 kis), s podraé satisfacer para una k suficien-
temente pequeiia (quizd una k negativa) por tratarse, como se ha dicho an-
teriormente, de una restriccién lineal en un problema de minimizacién con 2.
Ademds el problema Primal estd acotado por la restriccion
B (ATE - 't') + (c - qTi) 2 k(s para alguna & suficientemente pequeiia.
Por lo tanto, dada la teoria de dualidad de programacidn lineal, el problema
Dual es factible y acotado, alcanzando el éptimo en el mismo valor,

. ” , a7
A continuacién se demostrard que para A > 1, el veclor r '(-) es un

vector de ponderadores de mercado o de ponderadores “meta”, ya que cumple
con las siguientes condiciones:

)l

Esto es cierto despejando la restriccién r=' A% ~ g = O(a)
del problema Dual y suponiendo que A #0.

i) ro1T G): ¢

Como en el dptimo, el problema Primal y el problema Dual
alcanzan el mismo valor, entonces:

P (7 +7)

suponiendo que A # 0, entonces

w7 (7 + 5~ o
il R4 T

13T »
an =" 07+ (k=) Ay
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(7 +77)
Ao

P (;—:—) =c

por lo que eligiendo k = , 8¢ obtiene que:

i) r“'(§)2 0

Tomando la restriccién —~F < %~ AP(3;), y 8i A > 0, entonces:

>1"t
A

bd i
I

S~~~ i
b

> [
—
Sl 3

>4}

ii...

(1-5) <

Sabiendo que 2 0, ysip1 ~ ——) 2 0 entonces — 2 0, por

A
lo que haciendo A > 1, se obtiene (l - -;—) 2 0y porlo

m

T i - (T
tanto (A) 2 0 (al iguat que r (A))

L:a dependencia de ¥ con P (las preferencias estimadas del inversionista)
s¢ observa en la restriccion del problema Dual ~f < ¥ = Ap < Py, Si
estas restricciones son redundantes como podrian serlo en el caso de que
§t, = 0 (este es el caso en que la funcién de arrepentimiento sea igual a
cero), entonces T seria independiente de estas preferencias,

Porlotanto,para A 2 1, (r"' l;-) podria ser utilizado para obtener el vec-

tor de probabilidades con riesgo neutral w, haciendo w = p (r" —:—), donde

p=r} ”—XL +r If— Foro et lf. serd la tasa libre de riesgo para o mercado.

Como las restricciones del problema Dual son independientes de , éste
podra ser resuelto para diferentes vectores “meta”, lo que representa una
gran ventaja, comparandolo con resolver el problema para cada vector.
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Un modelo de programacién lineal
para encontrar carteras de replicacidn

Sin embargo, se desea encontrar una condicidn menos estricta que
A 2 1 que garantice la existencia de un vector de ponderadores de mer-
cado o de ponderadores “meta”; para ello se tomard el modelo con la funcidn
de minimo arrepentimiento negativo utilizando nuevamente la norma £y; por
lo que este problema Primal se transformard de

MDR(K) = minr=' B ( [(A"2~1) | )
sujeto a
rE (A2 - 1) + (e~ 7'T) 2 kg

en:

MDR (k) = minr~* £[m (1) 6T - o] + ...+ m(S)[asT ~ tsl) (33)
sujeto a
rIE(ATE - 1) + (c-372) 2 b (34)

donde se define temporalmente a la funcién

m(i) ={1 i (@z— 1) < 0
0

en cualquier otro caso.

y haciendo una transformacion semejante a la que se hizo anteriormente con
1a funcién de minimo arrepentimiento, se consideraran en la variable§~, sélo
los valores negativos @;Z — t;, obieniendo as, el siguiente par de problemas
Primal/Dual:

Primal:

MDR (k) = min 5~ (35)
sujeto a

-7+ ATz =7 (7)) (36)

p-7) -3z zk-q (N (@)

g 20 (38)
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Un modelo de programacién lineal
para encontrar carteras de replicacidn

Dual:
max r 7 + (k- ¢) A (39)
sujeto a
rYAT -2 =0; {z) (40)
VP ST 7 (41)
LA 2 v (42)
A0 (43)

En este problema se tiene la ventaja que 720 para todas las soluciones
del problema Dual, como se deduce delas restricciones Ap < Tay, A 2 Oag) ¥
suponiendo que F>0, ya que de no ser asi, simplemente se borraran los esce-
narios con probabilidad cero y se normalizard p, haciendo cierto el supucsto

de p>0. Ademds de que ¥>0si A > 0 y por lo tanto (r“-’-r-) es un vector
de ponderadores de mercado para todas las soluciones factibles del probleina

i, Sy}

Dual con A > 0, haciendo A ~ p ;’_

Probablemente en la mayoria de situaciones de cobertura, minimizar la
funcidn de arrepentimiento negativo es de mayor interds que minimizar la
funcién de arrepentimiento ya que frecuentemente sélo se debe tener cuidado
en climinar los errores que podrian hacer dafio a la posicidn que se desea
cubrir y no en los factores que podrfan incrementarlo,

La cotizacidn de valores y la habilidad para generar ponderadores de
mercado con riesgo neutral que sean independientes de las preferencias del
inversionista son muy importantes y solamente puede garantizarse utilizando
las funciones de minimo arrepentimiento. Para ver esto, obsérvesc que la
ecuacién AP < Fuy) estd activa si §+ >0; y asi, por los resultados de holguras
complementarias de prograinacidn lineal ¥= Ap y por lo tanto es depen-
diente de P, las preferencias estimadas del inversionista. Esto resulta (til
en los casos de cobertura ya que ésta es la compra de seguridad basada en la
evaluacion del futuro.
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Un modelo de programacidn lineal
para encontrar corteras de replicacidn

ARREPENTIMIENTO MINIMO Y VALORES COTIZADOS POR DEBAJO DE
SU PRECIO

Ahora, se desea examinar si un instrumento o una cartera de inversidn
estd o no por debajo de su precio en un mercado dado y para algin perfodo.
Supongase que el conjunto de escenarios esta dado y que un conjunio de
instrumentos con precios conocidos y correctos estin disponibles,

Tdmese el instrumento o la cartera de inversidn “meta” que se desca eva-
luar y como antes sea ¢ su valor de mercado y las componentes del vector
T serdn el valor de esta cartera al final del periodo bajo cada uno de los §
escenarios, Sera interesante saber s cste instrumento o cartera de inversidn
estd por encima, por debajo o tiene un precio equitativo con relacidn al mer-
cado,

En lo que sigue, se podrd remplazar MR (k) con MDR (k) en todas las
férmulas dependiendo de que en el problema Primal se esté utilizando el cri-

terio de minimo arrepentimiento o ¢l de minimo arrepentimiento negativo,

Como consecuencia de las relaciones de optimalidad entre los problemas
Primal y Dual que alcanzan e} mismo valor en el éptimo, se deduce que:

MR(K) = r 7% 4 (k- c) A" = MDR () (44)

y despejando c se obtiene:

em vt (T) 4 MW (45)

Por una parie se tiene que, si no hiay arbitraje, es decir, k = 0, y la cartera
de inversion “meta” estd valuada equitativamente, entonces
k=MR(k)=MDR(k)=0.
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Un nodelo de programacién lineal
para encontrar carleras de replicacidn

Por otra parte, si se elige A* = 1 para que, como se demostré ante-
riormente la utilidad esperada ajustada al riesgo del inversionista, es decir,
k* — MDR (k*),q) sea mixima, entonces:

c=ri (;) + [k* = MDR (k")) (46)

Asi, dados los escenarios futuros bajo incertidumbre, una manera para ver
si un instrumento o una cartera de inversion estdn valuados por debajo de su
precio es examinar la utilidad esperada ajustada al riesgo iméxima obtenida al
tratar de replicarlos. Como k* = MDR (k")) puede ser positivo, negativo
o cero, entonces la cartera de inversion puede estar por arriba, por abajo o
estar equitativamente valuada segin sca el caso.

Es posible tener instrumentos valuados por debajo de su precio en un
mercado completo. Esto no podria persistir por largos perfodos sin arbi-
traje en el mercado; sin embargo, podria suceder por un instante. Si esto
sucede, es natural preguntarse cudl es el verdadero precio de equilibrio.

En un mercado completo, existe una solucion dptima con funcién de arre-
pentimiento en el Primnal igual a cero que satisface:

ATz =1, g5 =0 (47)

Esto significa que para este caso el problema Primal se reduce a:

MR (0) = min0 (48)
sujeto a

rATE = (% (49)

7E2k-c (A) (60)

35
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y ¢l Dual se reduce a:

max r=17F 4 (k - ¢) A (51)
sujeto a .

rilAT =g =0; (@) (52)

A20 (53)

Un caso cspecial es en el cual no hay arbitraje, es decicr k = 0.  En
este caso, A es estrictamente positivo porque al no haber arbitraje, para
k > 0, la funcién de arrepentimiento no puede valer cero y ademds, en ¢l
optimno, el problema Primal y el Dual alcanzan el mismo valor y, por lo tanto,
r i 4 (k—c) Msiy =0y k=0, lo que implica que 0 <r=17°7* = c)*.

@
Como los problemas Primal y Dual reducidos tienen el mismo valor en el
4plimo, se sigue;
rTE 4 (k-c) A =0 (54)

Cuando la restriccion del Dual A > 055) esta activa en e} ptimo, A es

positiva, por lo que:
r-'if(’;-j) =c—k (55)

y, por lo tanto, si #>0, lo cual esta garantizado si se.utiliza el modelo con
MDR, se tiene que el precio de la cartera de inversion “meta” fué ajustado
porc—k. Por lo tanto, una cartera de inversidn con funcién de arrepenti-
miento igual a cero, k puede ser interpretado como el grado de bajo precio
en ¢) mercado.  Si k > 0 entonces la cartera de inversion “meta” estd
sobrevalorada; k = 0 corresponde a un precio equitativo de la cartera de
inversion “meta” y k < 0 implica que la cartera de inversion estd cotizada
por debajo de su precio.
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Cuando no hay arbitraje, k= 0; A > 0; y

1T G-') = (56)

lo que indica que el precio de la cartera de inversién “ineta” es uno justo y
T
que (r"— es un vector de ponderadores “meta”. Por lo tanto, la subva.

luacion solamente puede ocurrir en presencia de arbitraje. Esto implica el
siguiente resultado;

TEOREMA

Suponiendo como funcién del inversionista, el criterio de Minimo Arre-
pentimiento Negativo y que el mercado es completo, entonces:

Un vector de ponderadores de mercado o de ponderadores “mela” eziste
st y solo si no hay arbilraje.
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Capitulo 4
Caso con un mercado completo sin
arbitraje

En este capitulo se desarrolla el caso de que el mercado es completo y sin
arbitraje debido al resultado del teorema del capitulo anterior, obteniendo
un método para encontrar vectores de probabilidades de mercado con riesgo
neutral y una tasa libre de riesgo.

Suponiendo que no hay arbitraje, es decir & = 0 y organizando el pro-
blema primal de una manera diferente se tiene que:

Primal:

MR (0) = minp"g* + p'y" (57)
sujeto a
—rgt 41§ + ATz = ($) (58)
Fpt-v)-1z2-a () (9
ghy 20 (60)
Dual:
maxi’§ — Ac (61)
sujeto a

AP -7 =10; (z) (62)
~p<rp =X <E (77) (63)
220 (64)
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Como se estd suponiendo que el mercado es completo y no hay arbitraje,
entonces MR (0) =0 y por lo tanto:

o 7t =7 = 0; haciendo la ecuacién —p < r¢p — Ap < P(ea) redundante.
¢ 1 es por lo tauto, independiente de las preferencias del inversionista, p.

¢ cualquier solucién factible del problema dual con A > 1 puede ser
utilizado para construir un vector de precios de mercado, correspon-
diéndole un vector de probabilidades con riesgo neutral y una tasa
libre de riesgo para el periodo.

o A > | corresponde a una cartera de inversion "meta” cotizada por
debajo de su precio, A < | corresponde a una sobrevaloracion de la
cartera de inversion "meta” y A = 1 corresponde a una cartera de
inversion "meta” cotizada eficientemente,

¢ es posible seleccionar ¢ tal que A = 1 ya que incrementando ¢ se incre-
mentard A

Esto sugiere el siguiente algoritmo para el uso de M R (0) como una herra-
mienta de valuacion en un mercado completo y libre de arbitraje.

Elija A = 1 y resuelva el problema dual para " (de las ecuaciones (61)
a la (64)); observando que el valor de ¥~ es independiente de ¢ ya que no
aparece en las restricciones.

Ya que cl mercado es completo, si se eligec = i, y dada la dualidad en
los  problemas de  programacion  lineal, se  tiene  que
(F) =F")" =0y ¢ esindependicnte de .

Por lo tanto, las probabilidades de mercado con riesgo neutral son:

o= Vil L0, (65)

Y la tasa libre de ricsgo es:

=Y (66)
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Conclusiones

En esta tesis, se expuso la teoria desarrollada por ¢l Dr. Ron Dembo
para resolver el problema de replicacidn de carteras de inversion.  Para
tal exposicidn, fue necesario estudiar diversos conceptos de la Programacion
Matemaitica,

Con el desarrollo del modelo, se obtuvo un método para encotitrar vec-
tores de ponderadores de mercado con riesgo neutral y una tasa libre de
riesgo, Con este mecanismo, se obtuvieron ademds, criterios de decisién y
condiciones para generar carteras de replicacidn.

El modelo presentado tienc la ventaja sobre otros modelos de que éste se
puede aplicar mis facilinente a un mercado financiero como el mexicano, en
el cual no se cumplen las hipotesis de las otras teorfas,

Considero que la aplicacidn de modelos matematicos como el presentado
en este trabajo en problemas econdmicos y financieros, permitiran el tomar
mejores decisiones y por lo tanto, lograr un mayor desarrollo.

El presente trabajo, pudiera extenderse en dos direcciones mds, La
primera, serfa el desarrollar la teoria cuando se incluyen restricciones de
no negatividad en las variables de constitucidn de la carlera que no fueron
incluidas en este trabajo. L. segunda, seria el tratar de aplicar e} modelo
tle esta teorfa en problemas reales, viendo las dificultades que presente su
aplicacidn,
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Apéndice A
Glosario de Términos

o Arbitraje; Se refiere a

1. La compra venta del mismo valor en mercados distintos que per-
mite obtener una utilidad en virtud de las diferencias en los pre-
cios,

2. la compra de un valor seguida de una venta a corto plazo del
mismo valor con objeto de obtener una utilidad en virtud de la
diferencia de precio.

o Cartera de inversign: Conjunto de inversiones financieras que cumple
con los objetivos de liquidez, rendimiento, plazo y riesgo fijados por el
inversionista, ya sea una persona fisica o moral. La cartera de inversién
puede contener bonos y acciones comunes o preferenciales de diversas
empresas, pero normalemente no se reficre a bienes concretos, tales
como oro, plata u obras de arte,

o Cobertyra: Este término se utiliza para indicar que se tiene parcial
o totalmente cubicrto el riesgo inherente en una transaccion. Limita
la posible pérdida de una inversion al neutralizar la posicién de los
valores, Se dice que una cobertura limite que elimina completamente
la posibilidad de pérdida o ganancia es una cobertura perfecta,

¢ Cobertura en corto: Estrategia que limita parcial o totalmente el riesgo

de la titularidad de valores Se mantiene la inversién con posiciones en
corto y en largo con el fin de reducir el impacto de la caida del precio
del valor respectivo.
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Glosario de Términos

Emisora: Entidad que capta fondos por medio de la emisién de valores.

Especulacion: Inversién a corto plazo, con alto riesgo y la expectativa
de alto rendimiento.

o Inflacidn: Aumento sostenido del nivel general de precios, normalmente
medido por el indice de precios al consumidor,

Instrumento Bursdtil Término genérico con el cual se denomina &
los diversos titulos que documentan emisiones de valores. Se refiere
a los documentos mismos que prueban la existencia de los respectivos
valores.

e Inversign: Aportacion de recursos para obtener un bheneficio futuro.

Liquidez

1. Cualidad que ticne un bien o valor para convertirse en efectivo sin
una pérdida significativa de su valor. Es la facilidad de vender o
comprar una inversion.

2, Capacidad de la empresa para hacer frente a sns pasivos a corto
plazo,

3. Capacidad del mercado en general o en relacion a un valor es-
pecifico para absorber una cantidad razonable de compra o venta
sin cambio importante de precio.

o Mercado de Valores: Un mercado organizado (es decir, un mercado que
reiine los requistos de tener un lugar fisico, intermediarios, autoridades
y reglas de inscripcion, operacidn e informacion) para la compraventa
de valores. Normalmente, consiste en varios mercados subsidiarios: un
mercado de capitales (para inversiones a largo plazo), un mercado de
dinero (para inversiones a corto plazo), un mercado primario (para
la nueva emisidn de valores) y un mercado secundario (para la com-
praventa de valores ya emitidos).

 Plazo. Periodo que transcurre entre la realizacion (o compra} de una
inversién y su venta o vencimiento.
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Glosario de Términos

o Posicidn en corlo: Ténnino bursatil que describe la cuenta de un cliente
que, para completar una venta, ha recibido valores en préstamo. La
cuenta del cliente ocupa una posicién en corto ya que el cliente debe
tftulos al intermediario bursdtil. Este término también describe la
cuenta de un cliente que ha pedido una opcién de compra o venta,
pero que no la ha ejercido o que no ha cerrado la operacidn.

e Posicidn en largo: Expresidn financiera que indica la propiedad de un
activo y el derecho a transferirlo y que implica el riesgo de pérdida si
el precio del valor declina en el mercado. Por ejemplo, se usa para
indicar que un intermediario bursatil o un agente de valores posee mds
acciones o bonos de los que se ha comprometido a entregar. También
puede aplicarse a valores de propiedad de un cliente que en un momento
dado se hallan en poder de su agente bursatil.

o Rendimiento: Beneficio obtenido de la inversidn financiera, general-
mente expresado por medio de un porcentaje. Hay varias formas de
expresar las tasas de rendimiento, puede ser anual, simple, compuesto,
nominal, bruta, neta, etc.

Se pueden obtener rendimientos por los siguientes conceptas:

(a) Ganancias de capital
Estas sc obtienen al comprar un titulo a determinado precio y al
vendetlo, tiempo después, a otro precio mis alto. La diferencia
entre los dos precios se conoce como ganancia de capital {por
supuesto, también puede haber pérdidas de capital).

(b} Pagode interés
Algunos valores pagan intereses de acuerdo a una tasa convenida

desde la emision, Esta tasa se expresa generalinente como por-
centaje,

{c) Pago de dividendos.
Son las cantidades que las sociedades andnimas entregan a los

propietarios de sus acciones, por concepto de utilidades, cuando
las hay.
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» Riesgo: Posibilidad de que e} rendimiento esperado de una inversion no
se realice,

o Venla en corto: Una operacién en un mercado de valores que implica
la venta de un valor que no se posee, la cual se cubre por la compra del
mismo valor en una fecha posterior, con la expectativa de conseguirl
en un precio menor al precio de venta,

&
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Apéndice B
El Modelo de Markowitz

Markowitz propuso de manera especifica que se utilice la varianza de los
rendimientos esperados como medida de riesgo, y que el criterio de seleccién
fuese minimizar la varianza del rendimiento de la cartera con lo cual se mi-
nimiza el riesgo.

La idea de utilizar la varianza surge en forma muy natural del hecho de
que si la varianza fuese cero no habria incertidumbre.  Asi mientras menor
sea Ja varianza menor seré el posible rango de variacién de los rendimientos,
menor la incertidumbre y por lo tanto el riesgo.  En este sentido, la varianza
es una medida indirecta del riesgo ya que lo que mide en realidad es el grado
de incertiduinbre,

Las variables de decision en este modelo, son los porcentajes del pre-
supuesto que se deben invertir en cada instrumento. Supdngase que hay N
instrumentos y sea

T; = porcentaje del presupuesto que se debe invertir en el instrumento ¢
tal que

N
Zx.-:l

=1

z; 20 patai=12,...,N

Es decir, estas son las variables que cstdn bajo e} control del inversionista
¥y que proporcionan la composicidn de la cartera, una vez que se han fijado.
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De cada instrumento i se supone conocido:
i) Su rendimiento esperado
wi = E(n)
ii) La varianza de sus rendimientos
ot =0y =Var (m)
iii) La covarianza entre los rendimientos de cada pareja de instrumentos
a5 = Cov (s ;)

donde 7 es la variable aleatoria que representa ¢l rendimiento de
cada tipo de instrumento i = 1,2,.. ¢4 N

Por lo tanto, el rendimiento de la cartera serd:

N

y= Y, T
=1

su rendimiento esperado sera:

N

b= E Ziphi
i=1

y su varianza sera:

N
o =YY wizioij
j=1

M=

-
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Se dird que una cartera con rendimiento esperado p es eficiente si la
varianza asociada a ella es la minima entre todas las posibles carteras que
proporcionan el mismo rendimiento esperade, De manera alternativa, una
cartera con varianza o2 es eficiente si el rendimiento esperado s es el maximo
entre todas las posibles carteras que propocionan la misma varianza,

Lo ideal seria conocer todas las carteras eficientes para que fuera posible
tener un panorama completo de las posibilidades de inversion.  Entonces se
tendria que resolver e} problema siguiente para todos los valores posibles de u:

N
mino? =YY" zizj0y;
i=1 j=}
sujeto a

N
YTt =

()]

M=
R
i

1
-

;20 i= ]|2a"'aN

Resolver este problema para un valor de p implica obtener una cartera
eficiente asociada a este rendimiento esperado. Al resolverlo para todo el
rango de valores posibles de y se obtendria la frontera de carteras eficientes.
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Alternativamente se podria resolver el siguiente problema buscando la
cartera con mayor rendimiento esperado:

N
max p =) T

sujeto a

r20i=12,..,N

para todos los valores de o?.
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Apéndice C

En este apéndice se hard Ja demostracidn de que la funcién
h(k) = k-~ MDR (k) , alcanza su méximo en &°, siendo * el punto donde
la subdiferencial es igual a 1.

Obsérvese que la funcién £ ( " ATz -1 " ) : R¥ — R es una funcion
convexa, ya que si se toman Z;, %, € RV y g1, q2 2 0, tales que i+ 3 = 1,
entonces

E( | ATz +am)-1])

=E (| AT (qm) + AT (@) - “ )

<E ( AT (q:il)g + "AT(‘hTz)” ~h )

=E€ AT @m)|) + E (A7 (03)]) - E (1 T1)
SE (| AT (qi71) ) +E ( AT (q:%2)

Zas 4 ot (1)

B e A

Ahora se demostrara que la funcién

MDR(k) = Minimizars T B (472 -1)| ) )
sujeto a

O E(ATE-1) 4 (c-7"E) 2k (2)
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Apéndice C
Demostracién

es una funcidn convexa. Para ello se definird la siguiente funcién auxiliar
como sigue:

o k= E (] A::‘—Z“ ) sirB(ATE-1)+(c-75) 2k

en otro caso

por lo que

MDR (k) = Minimizarz ¢ (%, k) (3)

Para demostrar que M DR (k) es una funcién convexa, se demostrard que
el epigrafo de MDR (k), que s el conjunto
P(MDR) ={ (k,a) | MDR (k) € a }, es un conjunto convexo.

Sean (ky,a), (ks,a2) € P(MDR). Para cada ¢ > 0, se puede encontrar
vectores £y, T3 € RV tales que

& (%1, k) < Minimizars @ (5, k) + ¢ = MDR (ki) + ¢
(22, ka) < Minimizars ®(z, k) + ¢ = MDR(ks) + ¢

y por ser @ (Z, k) una funcién convexa como ya se demostré anteriormente,
se deduce que Ygy, ¢, tal que ¢ + g2 = 1y € > 0, se tiene que
MDR gk, + g2kz) = Minimizars & (3, q0ky + @:k2)
<O (0% + @Fs Gk + q2ks)
Sqm+ qo

y por lo tanto, la funcidn MDR (k) es convexa,

50
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A continuacidn se demostrard que f(k) : R — R si es una funcién
convexa y no decreciente { como ya se ha demostrado que lo es la funcion
MDR (k) ), entonces la funcién h(k) = k — f (k) , alcanza su méaximo en
k*, siendo k* el punto donde la recta y = f (k") + (k — k*) es tangente a la
grifica de f,

Para ello, se hard la siguiente definicion de tangencia:

I !gﬁnigig‘ul

Larecta R:y =mz + bes tangente a la curva C: y = f(x) en el punto
g 5i existe € > 0 tal que
fymz+b6< f(z) Yz €V (zo,€)
0

i)mz+b2 f(z) Yz €V (z0,€)

Ahora se demostraran dos lemas que permitirin demostrar que la funcién
h(k) =k~ f(k) alcanza su maximo en el punto k*.

Lema 1

Si f(z) es una funcion convexa y la recta R : y = mz + b es tangente
alacurvaC : y = f(z) en el punto zq, entonces se cumple la condicidn
i)mz+b< f(z) VzeV(zoe)

Dem.
Supdngase que se cumple la condicidn if) mz + 6 2> f(z) Vz € V(zo,¢)
Sean z),z; € V (2q,¢) tales que zp = Azy + (1 — A) 23, 0< A< 1y

mz) +b> f(21)
mzy + 0> f(23)

Se podran encontrar siempre estos puntos, ya que si éstos no estin en
V (2q,€), se puede una € > ¢ tal que z},z4 € V (2o,¢') cumplan las condi-
ciones anteriores suponiendo que la funcidn no es completamente lineal,
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Entonces

Alma, + ) > Af (1)
(1= A)(mzz + b) > (1 - A) f (z2)

mzo+b=m(Az + (1 - A) 22} + b
> A (2} + (1= A) f(z2)
2/ Az + (1 - A) z2)
= [ (20)

= mzo+b> flxg)

Lo que resulta contradictario, ya que zg era el punto de langencia. Por
lo tanto, se cumple la condicidn i} mz + b < f(z}) Vz € V(zoe).

Lema 2

Sea f(z):DCRY — R unafuncién convexa y larecta
R:y=mz+bos tangente a la curva C : y = f (z} en cl punto zo, entonces
sc cumple la condicion §) me + 6 < f(z) Ve D,

Dem.

Supdngase que 3z3 € D tal que no cumple la condicidn, es decir
mzz + b > f(z3) Por el lema anterior tal que se cumple la
condicion

i mz+b< flz) Yz & V(zoe) Sea z; € V(zo,¢) entonces mz; + b <
f (z1).

Por la convexidad de la funcidn se tienc que con 0 < A < 1 tal que
= l\.‘l‘o-{-(l —A)Ia

f (1) = f (Azo + (1 = A) 23) S Af (20) + (1= 4) f (=a)

pero f (2o} = mzo+b por ser 2o el punto de tangencia y como se supuso que
f (z3) < mzy + b, se tiene que
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Demostracidn

f(z1) = (Azo + (1 = A)zq)
S Af(zo) + (1 = A} [ (23)
<m(Azo+ (1 - M) z3)+ b
<mz;+b

lo que resulta contradictorio, ya que se habia supuesto que z; cumplia con la

condicidn mz; + & < f(z). Por o tanto se cumple la
condicién i) mz +b6< f(z) VzeD.

Finalmente la funcién & (k) = k— f(k) alcanzasu mdximo en el punto
k*, que es el punto de tangencia de la recta y = f(k*) 4 (k — &*), ya que
por lo demostrado en el lema anterior se tiene que:

J)+(k=k") S f(K) Vze D
k—f(k) sk ~f(k) VzeD
h(k) < h(k*) VzeD
La condicion de que k"sca el punto de tangenciade la recta:

y = f (k*)+(k —~ k*), es equivalente a que 1 sea el subgradiente de la funcién
f{z) en el punto k",
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