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Capitulo 1

Introduccion

1.1 FEl problema inverso

Iis posible afirmar, a un nivel muy elemental, que los diversos trabajos que realizan
como norma los fisicos son muy similares en el plano heuristico, es decir, en lo que
se refiere al método deductivo (o inductivo) empleado. Tal vez se trate de efectuar
predicciones sobre las trayectorias de un sistema de particulas, basindose en un
conocimiento de las fuerzas que sobre éste actuan, o de describir la propagacién
de radiacién emitida por un cuerpo cuya constitucién es conocida. Hay una gran
variedad de ejemplos similares; en general, se intenta obtener un estado final del
sistemna estudiado a partir de un conocimiento de los factores que lo afectan, y de
la manera en que lo hacen. En cuanto a los ejemplos anteriores, un acercamiento
radicalmente distinto consistiria en intentar concluir cudles son las fuerzas que han
dado lugar al movimiento que observamos, o cudl es la constitucién de la materia que
ge requiere para que ésta irradie de una manera particular. A este planteamiento,
por razones obvias, se le conoce como el problema inverso. Aunque es posible que
en principio parezca un tanto rebuscado, se trata en realidad de un planteamiento
muy natural, pues una buena parte de nuestro contacto sensorial con el medio que
nos rodea requiere que seamos capaces de dar soluciones intuitivas a este tipo de
problemas: inferimos las formas, tamafos, colores y texturas de los objetos por
medio de la dispersién y absorcién de luz detectadas por nuestros ojos.

3



1 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Naturalmente, este tipo de problemas tiene un interés matematico ademas del
puraniente fisico; sin embargo, como es comiin en la historia, la rapidez con que los
aspectos matematicos de estos problemas se fueron clarificando estuvo ineludible-
mente ligada en un principio al interés existente en problemas fisicos relacionados.
No es extraiio que la primera persona en atacar un problema de este tipo haya sido
Newton, quien en los famosos Principia ya plantea el problema de la recuperacién de
las fuerzas que actiian sobre un sistema a partir del movimiento observado en éste.
El primero en plantear un problema de esta manera en el campo de la mecinica
ondulatoria, el drea de principal interés que se estudia en este trabajo, fue - esto
tampoco resulta sorprendente- Lord Rayleigh. En 1877, al describir las vibracio-
nes de una cuerda de densidad variable, discutio brevemente ya las posibilidades
de obtener la distribucién de densidad sobre la cuerda a partir de las frecuencias

de vibracion. Es este el primer precursor de la teoria moderna de los problemas
espectrales inversos.

A principios del siglo veinte, la aparicion de la ecuacién de Schrodinger actud
como un catalizador que sirvié para ampliar tremendamente la gama de aplicaciones
fisicas de los conocimientos mateméticos sobre el espectro de las ecuaciones diferen-
ciales con condiciones de frontera preestablecidas. Las ecuaciones que hasta ese mo-
mento habian descrito unicamente vibraciones mecanicas ahora adquirian un papel
fundamental en el estudio de dtomos y moléculas. Adn asi, el problema. especifico de
reconstruir las funciones, o condiciones de frontera, de un sistema Sturm-Liouville
a partir de un conocimiento de su espectro se comenzo a estudiar sistematicamente
hasta la década de los cuarentas.

Un desarrollo especialmente importante en este campo ocurrié cuando, al es-
tudiar la construccién de potenciales con base en el espectro molecular observado,
usando una aproximacién semicldsica de la mecdnica cudntica, surgié la idea de
emplear la informacién experimental sobre el espectro continuo para inferir las fuer-
zas involucradas, Para los cincuentas, el problema de dispersién ya se habia es-
tudiado ampliamente, y se sabia que toda la informacién relativa a este fendmeno
estaba contenida en la llamada matriz-$, que describe el comportamiento asintdtico
de las soluciones; en particular, era posible obtener los estados ligados (solucio-
nes cuadrado-integrables, o cuadratico~integrables) del sistema, que constituyen un
espectro discreto, conociendo linicamente esta matriz. Fue posible entonces imple-
mentar un procedimiento para reconstruir un potencial a partir del cambio de fase y
los estados ligados que ocurren con un determinado momento angular, disponiendo



1.2. ECUACIONES BASICAS Y SUS TRANSFORMACIONES H

de esta informacion para todas las energias. Las herramientas esenciales que se
han utilizado desde entonces para la solucion de este problema son las ecuaciones
integrales de Marchenko y Gelfand-Levitan. Estas ecuaciones son ¢l corazén de un
par de métodos equivalentes en cuanto a que llevan al mismo resultado, pero que
contienen al menos una diferencia esencial en el procedimiento.

En el presente trabajo se presentan, entre otras cosas, las formulaciones de Mar-
chenko y Gelfand-Levitan unidimensionales en un contexto distinto a aquél en el que
aparecieron por vez primera; esto es, nuestras derivaciones no ocurren en el dominio
espectral, sino en el temporal. Bajo esta perspectiva, es tal vez mas adecuado situar
este tipo de problemas en el campo de propagacién de ondas; se trata, en realidad,
de problemas de medicién en mecéanica de continuos. El ejemplo mejor conocido de
un problema inverso en propagacién de ondas es el de la bisqueda de petréleo por
medios sismicos. En un principio, se estimula movimiento sobre la corteza terrestre
por medio de grandes fuentes de energia (como puede ser la dinamita, por ejemplo),
y s¢ miden cuidadosamente las respuestas de la roca debajo por medio de sensores de
movimiento distribuidos sobre la superficie. De esta gran cantidad de informacion
se puede inferir, por medio de procesadores de datos sismicos, la estructura de la
capa externa y, por lo tanto, la presencia de formaciones rocosas que probablementc
contengan petroleo. Esta inferencia es posible, hasta cierto punto, debido a que
en cstas regiones el movimiento de la tierra consiste, aproximadamente, de ondas
elasticas lineales. La ecuacién de movimiento de dichas ondas est4 relacionada de
una manera sorprendente con la ecuacién de Schrédinger., Comenzamos nuestro tra-
bajo con una exposicién de dicha relacién, gradualmente estableciendo las bases de

-nuestra obtencion de las ecuaciones integrales de Marchenko y Gelfand-Levitan.

1.2 Ecuaciones basicas y sus transformaciones

Sea R(z,y,2z,t) = Ui+ Vj+ Wk el vector de desplazamiento de un punto (z,y,z) en
un medio elastico a un tiempo ¢, Asumimos que se trata de un medio isétropo; esto es,
no hay direcciones preferenciales en el material y las constantes elasticas permanecen
invariantes ante rotaciones del sistema coordenado cartesiano en el que evaluamos
las componentes de los tensores de esfuerzo y de deformacién. Por otro lado, tenemos
que en un medio isotropo bastan dos constantes eldsticas para describir el sistema;
se les denomina A y g, y son los llamados pardmetros de Lamé. En estos términos,
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y restringiéndonos al problema en una dimension, la ecuacion de movimiento que
rige a R(2,1) es

PR D aU). 9 ( ORY _
or " B [“ Waﬂ ' (/zr) =0 (-1

en donde p = p(z) es la densidad del medio, Iista ecuacién es bien conocida como
la ecuacion de Navier, o en ocasiones también como la ecuacidn de Lamé - Navier,
A partir de ésta podemos ahora desacoplar tres ecuaciones segin las coordenadas
cartesianas de U y obtener de este modo el siguiente sistema:

ol 0 au

P57 " 5 [(/\+2#)'5;] =0,
v o (v _,
P5ir ~ ox Foz ) =Y
W0 (oW _,
Por “ae\Faz ) ="

['s facil ahora ver que las distintas componentes de R satisfacen ecuaciones de
onda cn una dimensién. Sin embargo, la velocidad de propagacién de onda varia
en cada caso: para U ésta es [(A +2u)/p]'/?, mientras que para V y W se trata
de (1/p)'/*. Queda claro que las ondas asociadas con la componente U son tales
que el desplazamiento ocurre en la direccién de la propagacion de ondas; por eso es
que se les llama ondas longitudinales, En cambio, para V' y W observamos que los
desplazamientos ocurren en un plano perpendicular a la direccion de propagacion
de ondas, por lo que en este caso nos referimos a ondas transversales. Como A,
py p son todas positivas, es facil ver que las ondas longitudinales viajan a mayor
velocidad que las transversales.

Es posible, pues, escribir (1.1) como la ecuacién de onda de un sistema eldstico
en una dimension, como sigue:

oU 8 [ L0U
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donde { es el tiempo y z es ahora la coordenada espacial. U(z,1) es el desplazamiento
clastico, p(z) es la densidad del medio, y c(z) es la velocidad de la onda. Esta
velocidad estd dada por

3 g para desplazamiento transversal
PEZAN+ 2u para desplazamiento longitudinal,

Para establecer la relacion entre esta ecuacion y la ecuacion de Schrodinger, como
se ha mencionado en la Seccién 1.1, es necesario realizar una serie de transforma-
ciones de las funciones y variables involucradas. Comenzamos la transformacion de
la ecuacion (1.2) efectuando el siguiente cambio de variable,

o(2),

gl&
0

de tal modo que podemos escribir z(z) del siguiente modo:

a(z) = .[ c—(lgjds. (1.3)

Ahora, utilizando esta relacién queda claro que

g dzd 10

9z 920z clz’

con lo que podemos reescribir el segundo término de (1.2), utilizando subindices
para denotar derivacion parcial :

(pcUs )z (1.4)

o~

(pczUz)z = (pcls), =

Sustituyendo en la ecuacién (1.2) obtenemos la ecuacidn de Webster, donde ahora
la variable espacial es z:

U a9 au
/)c—aﬁ' - 5‘5 (pc~5;> =), (1.5)
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Para el problema en una dimension, con condiciones dadas para @ = 0, esta
claro que no serd posible recuperar por separado tanto p como ¢; solo podremos
obtener la combinacidn pc. Eista cantidad se conoce como impedancia caracteristica
del material y estd asociada con el esfuerzo necesario en el medio para generar
moviniento, por lo que también se le llama resislencia de onda. En base a esta
cantidad definimos una nueva variable

n(w) = \/p(z)e(2), (L6)
donde la relacién entre @ y z estd dada por (1.3). Reescribimos la ecuacion (1.5) en

térniinos de esta nueva variable

2 s
00U (gau 0 wn

V=T '7_3?

att  da
El siguiente paso es definir una nueva variable de desplazamiento elastico,
u(x,t) = n(z)U(x,t), (L.8)
con la que reescribimos ambos términos de la ecuacion (1.7):
2 .
n Uu = NUqge,y (lg)
y también

o), = o ()

Ui

Nelly + Nllge — UNgg = Yol

i

Ny ~ Wgy. (1.10)

i

Ahora sustituimos estas expresiones en la ecuacion (1.7), y dividimos la ecuacién
resultante entre 7 para obtener
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0
57~ g Ta@u=0, (1.11)

donde hemos definido ¢(z) = 7;:/n. De hecho, es interesante apuntar la similitud
existente entre esta ltima relacion, que podemos escribir

62
’6,77;’ - (m)ﬂ =0,

y la forma sin dependencia temporal de la ecuacion (1.11), que es

0*u
'5‘3}'5 el (m)u = 0.

Lo que nos iuteresa ahora es estudiar el problema planteado por la ecuacion
(1.11), con condiciones de frontera dadas sobre z = 0. En el contexto de problemas
de propagacién de ondas en medios eldsticos es comiin que la condicién que se espe-
cifique en z = 0 sea el esfuerzo, —pc®U,(0,t). Ahora bien, utilizando sucesivamente

(1.4), (1.6) y (1.10) tendremos

0U __ U _ 00 w9y

1’_3—.:; Oz

1 = T g

Si ahora suponemos que no existe esfuerzo alguno en el extremo z = 0 (nétese
que coincide con & = 0), obtenemos condiciones de frontera homogéneas

—n(0)uz(0,t) + n,(0)u(0,t) = 0.
Dividiendo ahora esta ecuacion entre 5(0) obtenemos

- uz(0,t) + hu(0,t) =0, (1.12)

nz(o)
n{0)”

donde hemos definido h =
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I3l sistema descrito por la ecuacion (1.11) junto con condiciones de frontera (1.12)
os, en efecto, de importancia central para desarrollos posteriores de este trabajo, pues
¢l problema inverso que nos plantearemos consiste precisamente en reconstrnir el
polencial g(2) y la constante de resorte h. Analizando en este momento nn sistema
elastico que da lugar a este problema, intentamos dar un sentido fisico a nnestra
derivacién de las ecuaciones de Marchenko y Gelfand-Levitan, contrastando con su
derivacion a partir de la ecuacién de Schrodinger, cuya interpretacion fisica es muy
conocida,

1.3 Ecuacidn de la cuerda elasticamente amorti-
guada

Consideramos la ecuacién de movimiento transversal de una cuerda contenida en
un edio eldstico, sujeta a una fuerza por unidad de longitud F'(a,t), donde hemos
escogido unidades de tiempo y longitud tales que tanto la densidad de la cuerda
cono la tension en ésta estan normalizadas a 1:

(1.13)

donde evidentermente u(x,t) es el desplazamiento transversal. Suponemos que es
de hecho el medio eldstico el que proporciona la fuerza I, de tal modo que ésta
se opone al movimiento, actuando de manera restitutiva, y que I es proporcional
en magnitud al desplazamiento u. Tendremos entonces que F'(z,t) = —q(x)u(a, 1),
sefialando que ¢ es un parametro de proporcionalidad que depende nicamente de
la posicion. Nos interesan las situaciones en que g(x) estd localizada; esto es, ¢ es
cero o decrece exponencialmente al alejarse suficientemente de una fuente central.
Hablamos entonces de ¢ cominmente como coeficiente eldstico distribuido. Adicio-
nalmente pedimos por argumentos fisicos que q sea positiva o cero, pues se trata
de una densidad de fuerza restitutiva. Vemos entonces de esta manera que u(x,!)
satisface nada menos que la ecuacién (1.11),

Observamos alora que la fuerza Fy = F'(0,1) que se ejerce sobre el extremo 2 = ()
estd dada por
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Fo = —ug(0,t). (1.14)
Llamemos al coeficiente elastico en este caso h = ¢(0), de tal manera que, bajo

el mismo supuesto previamente establecido Io = —hu; h es la constante concentrada
de resorte. Escribimos, pues, (1.14) del siguiente modo:

—ug(0,t) + hu(0,t) = 0, (1.15)

que, por supuesto, coincide con (1.12), Este sistema es el de una cuerda eldstica-
mente amortiguada,

impulso

I

resorte

0

igura 1.1: Cuerda eldsticamente amortiguada por un resorte en el extremo 2 = 0,
a la que se introduce un impulso en este extremo.

Existe una particular condicién de frontera de especial interés que serd necesario
considerar. Supongamos que en el extremo z = 0 la cuerda es amortiguada por un
simple resorte, con constante de resorte h; referimos al lector a la Figura 1.1. La
condicién (1.15) describe una situacién en que la tensién en el extremo de la cuerda
y la fuerza ejercida por el resorte se hallan en equilibrio. En el caso ¢n que el resorte
diera un repentino empujén a la cuerda a un tiempo ¢t = 0, la condicién (1.15) seria
reemplazada por
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— ug(0,8) + hu(0,t) = 8(2). (1.16)

Una situacion similar dara lugar al problema que finalmente nos sera de utilidad.
Supongamos que el resorte da un sdbito jaldn a la cuerda, seguido de nn empujon
igualmente repentino; puede pensarse que seria equivalente a tomar el extremno con
la mano y moverlo rapidamente de abajo a arriba, y de nuevo hacia abajo. Ver, de
nuevo, la Figura 1.1. Esta condicién de frontera se escribe de la siguiente forma (ver
la descripcién de é'(t) en el Apéndice A, particularmente la Figura A.3):

—u,(0,8) + hu(0,1) = &(t). (1.17)

Bajo estas condiciones, la cuerda se halla inmévil antes de que ocurra el impulso
(u(z,t) = 0 para t < 0).

Como ya hemos mencionado, en este caso, el problema inverso cousiste en re-
cuperar no solo el potencial ¢(z) que aparece en la ecuacidn (1.11), sino también
la constante de resorte h. Antes de continuar, conviene setialar la diferencia prin-
cipal entre las formulaciones de Marchenko y Gelfand-Levitan. Mientras que en la
formulacién de Marchenko se considera como dominio espacial la recta completa,
Gelfand y Levitan consideran en su trabajo Unicamente la semirecta z > 0, intro-
duciendo precisamente la condicién (1.17) sobre la {rontera. En la formulacién de
Marchenko no aparece la constante h, y el problema inverso consiste solamente de
la recuperacién del potencial g(z).

En los siguientes dos capitulos mostraremos como, a partir de (1.11) y (1.17),
podemos construir las ecuaciones de Marchenko y Gelfand-Levitan, que nos permi-
ten resolver los problemas inversos en cuestion. En un principio estas ecuaciones
fueron obtenidas en el contexto de la ecuacidn de Schrédinger, que resulta de aplicar
una transformada de Fourier en tiempo a la ecuacién (1.11). Supongamos que

Imw = limu=0.
t—too t

-5 00

Tenemos, entonces, integrando por partes y denotando la transformada de Fou-
rier en tiempo de u por i
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i

ﬁtt($,w)

o« .
/ Uit e""‘dt

-0

Rl : ‘
= —w2/ uetdt = —wi(r,w).
-0
El resultado de transformar (1.11) es pues, en efecto, la ecuacidn de Schrédinger,

tigz + (A = q(2))i =0, (1.18)

con A = w?, donde, como se ha visto, w es la variable conjugada de ¢ en la transfor-
macion,

Los detalles de la solucion al problema inverso en discusién han sido estudiados
con mucho cuidado para la ecuacién de Schrédinger, por lo que es comiin que se
transforme la ecuacién (1.2) en (1.18), como hemos mostrado que se puede hacer,
para resolver el problema. En el siguiente capitulo comenzamos por trabajar sobre
(1.18) para obtener las ecuaciones de Marchenko de la manera clsica, en el dominio
espectral, Sin embargo, en algunos casos no es ésta la manera mds natural de dar
solucién al problema, ni tampoco la més practica, por razones que discutirernos mas
tarde; en varias ocasiones, la derivacidn en el dominio temporal resulta mas ade-
cuada, Acto seguido, presentaremos también esta ultima derivacion, lo que servird
para ilustrar las miltiples diferencias que existen entre estos dos planteamientos.
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Capitulo 2

Formulacion de Marchenko

Lia ccuacion de Marchenko no es solamente utilizada ampliamente para resolver
problemas Sturm-Liouville inversos, sino que es fundamental en la solucién de al-
gunas ecuaciones de evolucion, como la ecuacidn Kortweg-De Vries, por medio de
la técnica de dispersidn inversa. Su derivacién en este caso estd planteada de ma-
nera natural en el dominio de frecuencias. Presentamos en las siguientes secciones
esta formulacién, que no sélo es importante desde el punto de vista histérico, como
catalizador de los estudios en este campo, sino que sirve muy bien para ilustrar el
significado fisico de varios elementos que apareceran en la derivacion temporal de la
Seccion 2.3,

Antes de continuar, hay un detalle formal que vale la pena aclarar. A lo largo
de este trabajo, debido al énfasis que colocamos en la dispersién de impulsos, ma-
nejamos en forma extensa varias “funciones” delta. Como es bien sabido, estos
objetos no residen en realidad en el mundo de las funciones, sino en el de las distri-
buciones, o funciones generalizadas. Por simplicidad, adoptamos en este texto una
notacidn simplificada que nos permite escribir distribuciones en el misimo contexto
ue funciones. En el Apéndice A se puede encontrar una discusion mas detallada
de estas disposiciones, asi como una breve introduccién a las funciones de Green y
al concepto de soluciones débiles de ecuaciones diferenciales.

15
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2.1 Ecuacion de Schrodinger: dispersion

La motivacion mdas comin de la ecuacion de Schrodinger ocurre en la mecanica
cuntica. En el marco de esta teoria, escribimos la ecuacién, a un tiempo ¢ fijo,
como

_ ;___;,_ +V(2)p = By, (2.1)

donde h es la constante de Planck dividida sobre 27, m es la masa de una particula, I/
es la energia total de la particula, y V(z) es el campo de potencial para la particula
en la posicion z. En dicho contexto, esta ecuacién describe de alguna forma el
movimiento de una particula elemental. La manera precisa en que lo hace, de la
que depende la interpretacién de la funcion ¥(z, ty), fue propuesta por Max Born.
Born sugirié que la cantidad |¢(z,t)|%dz representa la probabilidad de encontrar
la particula entre z y = + dz, a un tiempo to. Esto es, en lo relativo a particulas
elementales no se debe pensar en la posicién exacta que ocupan, sino en una posicién
descerita en términos de una densidad de probabilidad. Para que esta interpretacién
sca vilida, requerinios que

/_ (e, to)[2da = 1, (2.2)

ya que la particula se debe de encontrar en algin lugar del espacio. La solucién
ih(z,to) es entonces una funcion de onda para esta particula, y se pide que ¥(z,to) €
L*(—00,00). Esta es la curiosa naturaleza de la mecanica cuantica: que el compor-
tamiento de una particula sea descrito por una funcién de onda.

Ya establecido, aunque de manera muy rudimentaria, el significado de la ecuacién
de Schrodinger, efectuamos un par de cambios para facilitar la escritura de esta
ecuacion; ponemos k* = (2mE)/h* y q(z) = (2mV)/h% Ademas, reemplazamos
i por y. En la forma resultante analizaremos la ecuacién de Schrodinger con un
potencial localizado ¢(z), para z € (—o0,00):

y"'+ [k~ q(z)ly = 0. (2.3)



2.1, BCUACION DE SCHRODINGER: DISPERSION 17

Para potenciales localizados, cuando z — 100 el potencial se anula o se hace expo-
nencialmente pequefio; en este caso pediremos adicionalmente que

/:oo q(z)dz < o0, (2.4)

ey decir, que sea localmente integrable, y también requerimos que satisfaga lo que
se conoee como Ja condicién de Faddeev (Faddeev, 1958):

[+ leblate)lde < oo, (25)

Tanto (2.4) como (2.5) son necesarias para exhibir existencia y analiticidad de so-
luciones; no trataremos este problema en profundidad. Dadas las condiciones ante-
riores, cuando z tomara valores muy grandes, tendriamos:

Y + Ky =0,

cuya solucién general es bien conocida. Cualquier solucion de la ecuacion (2.3) se
reduciria en esta regidn a una combinacién lineal de las funciones ¢**%, Como con-
gecuencia vemos que es uatural cscribic toda solucidn de la ecuacion de Schrddinger
como una combinacién lineal de una solucién f(z, k) que se reduzca a ¢** cuando
@ — +o0 y otra solucién fa(z, k) tal que ésta se reduzca a e™** cuando z — —oo0.
De este modo, el comportamiento asintdtico de estas soluciones, que llamaremos

soluciones fundamentales, estd dado por:

Jim [e™* fi(z, k)] = 1, (2.6)
;E@w[e"‘”fz(x,k)] = 1. (2.7)

No es posible encontrar de manera explicita estas soluciones fundamentales para
un potencial ¢(z) arbitrario; sin embargo, podemos determinar algunas de sus pro-
piedades a partir de ciertas ecuaciones integrales que satisfacen. Tomamos ¢(2)y
como un término inhomogéneo del lado derecho de la ecuacién (2.3), y usamos cl
método de variacidn de pardmetros. Proponemos una solucién de la forma
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Wla, k) = g (2)e 4 gy(a)ethe, (2.8)

donde por variacién de parametros hemos determinado m(x) y na():

n(e) = ﬁ /orq(f) W& k) e M dg 4 ¢, (2.9)
(e) = ‘ﬁ (,xq(f) W(E, k) M dE + ¢y, (2.10)

donde ¢y y ¢; son constantes de integracién, que pueden depender de k. En el caso
de fi(w, k), buscamos una solucion con comportamiento asintético como se ve en
(2.6); examinando la solucién general (2.8) es claro que se requiere my =1y 5, =0
cuando v — co. Esto se logra facilmente disponiendo ¢; y ¢, de la siguiente manera:

o= =g [T e wie e,

R ) ik
o= g [ @) wie by eae
Milizando dstas en las ecnaciones (29) y (2.10), y despuds sustituyendo en la so-
hicion general (2.8) con W(a, k) = fi(z, k) obtenemos:
k) = 4t g [ 6) e by e
' ' 2tk x ' )
N b ) e=iHE-2)
5t | 1O N6 ) eHeslgg
= % b [ 00€) e, b (60 _ ke
2k Je '
1

=t :’ a(8) f1(€, k) sen k(z — £)de. (2.11)
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De manera completamente andloga se llega a la representacion que corresponde a

Ja, k);

Pk = -1 [ @ hleksen ke - (212

Las soluciones fundamentales de la ecuacién (2.3) con comportamiento asinté-
tico como el descrito por (2.6) y (2.7) son, por lo tanto, tnicas. Este hecho serd
de gran importancia mas adelante. Ahora, supongamos que tanto q(z) como k son
reales. En este caso, comparando fi(z,—k) y fi(z,k) (denotaremos conjugacién
compleja por medio de un asterisco) observamos que ambas son soluciones de la
misma ecuacion integral, la ecuacién (2.11), y que ademds tienen la misma forma
asinlotica; se sigue pues que f(z,—k) = f}(z, k), y también, aduciendo las mismas
razones, que fo(z, —k) = f3(z, k).

I's esencial tener en cuenta que las ecuaciones integrales que hemos obtenido no
indican que efectivamente existan las funciones fy (z, k) y f2(z, k), sino solamente que
si existen, entonces se pueden representar de esta forma. En el caso en que si existan,
nos interesa averiguar en que regién del plano complejo son analiticas. Ambas
incégnilas se pueden intentar resolver obteniendo las soluciones de las ecuaciones
integrales (2.11) y (2.12) por un método de iteracion. Debido a que se trata, en
ambhos casos, de ecuaciones integrales de Volterra, es posible asegurar que las series
que resultan de iterar son convergentes siempre para Im & > 0. No entraremos en los
detalles de la teoria de ecuaciones integrales; el desarrollo se puede leer en los libros
de Lovitt y Keener (13, 9]. Aseguramos que las funciones fi(z,k) y fa(z, k) existen y
son analiticas en el semiplano complejo superior (Im & > 0), y que satisfacen (2.11)
y (2.12) respectivamente en esta region.

Jontinuamos con nuestro andlisis de la ecuacion de Schrodinger examinando el
Wronskiano de dos soluciones arbitrarias de esta ecuacién,

W (y1;92) = 1192 — Y1,

que difiere de la definicidon usual en los signos, que estarian invertidos. Realizamos
esta variante inicamente por conveniencia futura. Recordemos ahora que si y(z) y
ya(2) son soluciones de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden
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y"(z) + ple)y' () + q(2)y(z) = 0,

entonces el Wronskiano satisface la siguiente ccuacién (nuestra variante en la defi-
nicién del mismo no altera este conocido resultado):

W'+ p(z)W = 0. (2.13)

En el caso de la ecuacién de Schrodinger, una ecuacion lineal de segundo orden, no
hay término con primera derivada, por lo que, segiin (2.13), el Wronskiano es tal que
W' = 0. Concluimos que el Wronskiano de cualesquiera dos soluciones linealmente
independicntes es tnicamente funcién de k. Las soluciones fundamentales tienen
formas muy simples en los limites cuando x — o0, por lo que calcularemos los
Wronskianos para |z| muy grande, y aprovecharemos el hecho de que sean solamente
funciones de k, y no de z. En particular, evaluando f; cuando & — ooy f, cuando
T — —00,

)] = 2ik, (2.14)

W[fl(m,k), fi(z, —k)] =
fa(z,—k)) = —2ik. (2.15)

”’[f)(d:,k),

Por lo tanto, hemos establecido la independencia lineal de los pares de soluciones
[fi(z,k), fi(z, k)] y [fa(zy k), folx, —k)], con lo que sera posible escribir cualquier
solucién en términos de éstos, ya que cualquier solucién se puede dar como combi-
nacién lineal de soluciones linealmente independientes. Aprovechamos para escribir:

oz, k) = en(k) fi(z, k) + crak) fi(z, =), (2.16)
fl(.'L', k) = Cﬂ(k)f')(.’l), —k) + ng(k)fg(m,k). (2[7)

Refiriéndonos a las formas asintéticas de las soluciones fundamentales cuando
x — o0, dadas por (2.6) y (2.7), la primera de las anteriores relaciones, (2.16),
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* representa una solucién de la ecuacién de Schrodinger que se reduce a e~** cuando

z — —00 ¥ a la combinacién ¢;1e* 4 ¢)3e%*% cuando & — 0. Corresponde pues, a
un problema de dispersién en el que una onda de amplitud ¢; que viene desde z = oo
incide en el potencial de dispersién. Esta onda se refleja, y viaja con amplitud ¢;;
hacia la derecha, hasta 2 = 0o. Por otra parte, una parte de la energia de la onda
se transmite a través del potencial, con amplitud unitaria, viajando hacia r = —o0.
Una interpretacion similar se puede aplicar también a (2.17). Ver la Figura 2.1,

u{x)
,,,,,, . regidn
s, de dispersion
» X
- ¢, (k) o™
D ¢y (k) 6 e
{a)
u(x)
.k regidn
/| de dispersion
"l \‘\ x
Mo
Gk e o
c,, (k™ —_—

(b)

Figura 2.1: Dispersién de ondas (a) incidentes por la derecha y (b) incidentes por
la izquierda.

La manera mas natural de tratar la ecuacién (2.16) como una situacién dispersiva
es normalizandola de modo que sea la onda incidente la que tenga amplitud unitaria,
y no la transmitida. Asi es mds ficil visualizar el efecto que el potencial tiene sobre
la onda incidente. Definimos, pues,

Rt =2 T =

(2.18)
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donde usamos el subindice d para indicar que se trata de ondas incidentes por la
derecha. Llamaremos a Ry coeficiente de reflecciony a Ty coeficiente de transmision.
Del mismo modo,

. _sz(k) PLLY 1
Rik) = 2 T = =

(2.19)

denotan ondas incidentes por la izquierda, con amplitud unitaria.

[Hay un ndmero de relaciones entre los coeficientes c¢j; que se pueden encon-
trar sustituyendo la relacién (2.16) en (2.17) e igualando coeficientes de fy(2,k) y
f2(z, —k). Otras se encuentran sustituyendo al revés, (2.17) en (2.16). Usando estas
relaciones en conjunto con (2.14) y (2.15) se encuentra, en particular, que

1
Cla =0 = ﬂwlfl(-'c,k))f’)(m,k)], (220)

lo que tiene como consecuencia inmediata que Ty(k) = Ti(k). Denotaremos, en
adelante, al coeficiente de transmisién simplemente por 7'(k). Hemos omitido los
cilculos anteriores ya que, aunque son sumamente sencillos, resulta incémodo in-
cluirlos por su extensién, Se encuentran también relaciones que describen a ¢;; y
¢22 en términos de Wronskianos, pero teniendo como meta la obtencién de las ecua-
ciones de Marchenko, sélamente se requiere la ecuacién (2.20). Un resultado que se
obtiene a partir de las relaciones entre coeficientes ¢;;, que vale la pena mencionar
es el siguiente, vdlido para q y k reales:

TR + | Ra(k)? = |T(R) + |R(K)P = 1. (2.21)
Ll lector perspicaz inmediatamente se dard cuenta que esta Gltima ecuacién no es
mas que una manifestacion de la conservacién de energia.

Nos interesa ahora examinar el comportamiento de T'(k) - es decir, de ¢jp(k) -

cuando & es muy grande. De las representaciones (2.11) y (2.12) veremos que para
valores muy grandes de k,

fula, k) ~ e y jﬁ(msk) ~ e, (2.22)
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Sabemos ya que W(e*; e=**] = 2ik. Por lo tanto, utilizando la relacion (2.20),
lim ¢)p(k) = 1. (2.23)
[k|~+c0

Isto significa que el coeficiente de transinision se aproxima a la unidad a medida que
2 ’ L » . .

k crece. Esta es la motivacién detrds de nuestra definicion de la siguiente integral

de Fourier:

I(e) = % [ e ) - 1)ak. (2.24)

-00

En la siguiente seccién, como en varias otras aplicaciones, serd 1til contar con ex-
presiones de este tipo, que de algin modo actuaran como transformadas de Fourier,
y, como tales, son invertibles. En el caso de los coeficientes de refleccion, definimos,

1 .
rile) = 5= / M Ry(k)dk, (2.25)
— _1__ ~tkz p (1,
n(z) = o / ~ R (k)dk (2.26)

La utilidad de escribir las anteriores integrales de Fourier en estas fomas parti-
culares, y no como transformadas de Fourier usuales, se hard patente en la siguiente
seccién. Bn particular, la integral (2.24) conduce a un resultado interesante cuando
z < 0. Consideremos la integral §; e~*# [T'(k) - 1] dk sobre el contorno C' = C,UCr
que se muestra en la Figura 2.2,

Es oportuno en este momento recordar el lema de Jordan de la teorfa de variable
compleja,

Teorema (lema de Jordan)
Sea I(R) = [g(p) €**g(2)dz, donde @ € R, a > 0, y C(R) es el arco z = Re®?,
() < 0 < 7. Supongamos que existe ® (R) tal que

1. ®(R) — 0 cuando R — oo.



2 CAPITULO 2. FORMULACION DE MARCHENKQ

Figura 2.2: Contorno de integracién C.
2. |g(Re’%)| < O(R).

Fntonces,
lim I(R) = 0.
R—c0
Clomo un sencillo resultado de la aplicacién de este lema, obtenemos que

lim [ e % [T(k)—1)dk =0 paraz <0, (2.27)

R-o0 JCp
ya que hemos visto en (2.23) que [T'(k) — 1] — 0 cuando || = R — co. Si ahora
suponeimos que T'(k) es analitica en todo el semiplano k superior, podemos usar este

tltimo resultado junto con el teorema de Cauchy-Goursat para afirmar que cuando
R — 00, con z <0,

fc &% [T (k) — 1) dk = /_ " ek [T(k) — 1] dk = 0. (2.28)

Esto es, para z < 0, I'(z) = 0, si el coeficiente de transmisidn no tiene punlos
singulares en el semiplano k superior. Este resultado serd de gran importancia en
la fase final de la obtencidn de las ecuaciones de Marchenko; es un buen ejemplo

para resaltar la conveniencia de alterar las definiciones usuales de las integrales de
Fouricr.

llemos concluido una breve formulacién matemética de los fenémenos involucra-
dos en un proceso de dispersién. Es especialmente importante la ecuacién (2.16), no
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sélo porque contiene en buena medida la informacidn fisica relevante del problema,
sino porque serd la piedra angular sobre la que basaremos nuestra construccién de
las ecnaciones de Marchenko en la siguiente seccion.

2.2 Derivacidon en el dominio de frecuencias: dis-
persion de pulsos

Nuestro punto de partida es la ecuacion de la cuerda eldsticamente amortiguada,
que escribimos de nuevo para facilitar las referencias:

= te(z)y =0 (2.29)

como antes, heimos escogido unidades de modo que la velocidad de propagacién c sea
uno. El dominio es, como antes, el plano zt entero. Hemos visto ya en la seccién an-
terior que (2.29) es la transformada de Fourier de la ecuacion de Schrédinger, (1.18),
y que esta tltima tiene soluciones linealmente independientes fy(z, k) y fo(z, k),
analiticas en el semiplano & superior. Tomando una transformada inversa de Fou-
vier a fi(z, k), y usando (2.11), tendremos una solucion de (2.29) de la siguiente

forma;

(e, t) = §(t — z) + H(t — z)As(z, 1), (2.30)

donde H(z) es la funcién escalén de Heaviside, y A,(z,1) es una cémoda abreviacién
del resultado de invertir el segundo término de la derecha de (2.11). Esta solucién
consiste de un pulso que deja detrds de si una estela de forma A;(z,t). No es extrafio
que hayamos obtenido una solucion con esta forma: debido a su interaccién con un
potencial eldstico, anticipamos que parte del pulso serd dispersado, y que dejard una
especie de estela detras de un pronunciado borde. Se trata evidentemente de una
onda que se propaga hacia la derecha. La idea de escribir una solucién de este modo
se debe originalmente a Balanis [2]. Ver la Figura 2.3.

Denotamos la transformada de Fourier en tiempo de y(z,t) por §(z,w). Toma-
mos ahora la transformada de Fourier en tiempo de la solucién (2.30):
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y A, (xY)
(estela) pulso

t

Figura 2.3: Propagacion hacia la derecha de un pulso seguido por una estela de
forma A(z,t). El soporte de A,(z,t) se muestra sombreado.

gl(m,w) =/ yl(ﬁ,t)emdt

-0

- [ " 8t - z) etdt + / " Ao, t) e, (2.31)

Iin este caso, como ¢ = 1, tenemos que w = k, por lo que §;(z,w) = y(z, k). Lsta
es una solucién de la ecuacién (2.29) transformada, que como ya hemos visto en cl
capitulo anterior, es la ecuacién de Schrodinger,

oz + [w? - g(2)]F = 0. (2.32)
Inmediatamente se puede ver de (2.31) que §j;(z,w) también tiene la propiedad
Jlim [e™*5(z,w)] = 1. (2.33)

La solucién fundamental de la ecuacién (2.32) que tienc el comportamiento descrito
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por la propiedad (2.33) es tnica; por lo tanto, la expresién (2.31) debe coincidir con
la solucién fundamental (2.11) que hemos introducido en la Seccién 2.1:

fil@,k) = fu(e,w) = e + / " Ao, t)e™dt. (2.34)

z

Del mismo modo podemos escribir una solucién que representa un pulso viajando
hacia la izquierda como

ya(@,1) = 8(t + @) + H(t + z) As(w, —1); (2.35)

la forma de la estela que sigue al pulso ahora estd dada por A;(x,—t). La transfor-
mada de Fourier de esta expresién nos lleva a un resultado anélogo a (2.34):

ful, k) = falz,w) = €% 4 /_ ; Agle, t)em ML, (2.36)

Nos interesa también considerar la solucién y;(z,—t) de la ecuacién (2.29), es decir
una solucién con el sentido del tiempo invertido. A partir de (2.30) se le puede
escribir,

yi(z, 1) = §(t + ) + H(—t — x) As(z, —1); (2.37)

se trata ahora de un pulso que viaja hacia la izquierda con una estela por delante.
Esta funcién y la solucién fundamental fi(z, k) estan relacionadas por la siguiente
ecuacion integral, que resulta de aplicar una transformada inversa de Fourier a

fi(z, —k):

yi(z,—t) = 51; [° e hile,—u)do. (2.38)

-0

Contamos ya en este momento con los elementos necesarios para finalmente ob-
tener la ecuacién de Marchenko en el dominio de frecuencias. En la seccién si-
guiente, el primer objetivo serd establecer una representacién integral en términos
de una respuesta causal conocida en « = 0. Mientras tanto, en esta formulacion,
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la ecuacion que eventualmente se convierte en la de Marchenko es (2.16), que con-
tiene la informacién del comportamiento de las ondas después de la interaccién de
la onda incidente con el potencial de dispersion, para valores de |z| muy grandes.
La diferencia conceptual entre ambos acercamientos es clara, pues en el primero nos
interesa conocer un comportamiento localizado, mientras que en el segundo necesi-
Lamos las formas asint6ticas de las ondas dispersadas. Continuamos con estailtima
formulacion repitiendo la multicitada ecuacion (2.16), pero dividiendo entre ¢ja(k)
y utilizando las relaciones (2.18) para reescribirla como

T(k) fale, k) = Ra(k) fula, k) + file, ~k). (2.39)

También repetimos, por comodidad, las relaciones integrales (2.24) y (2.25), pues
nos seran muy ttiles, como lo serd igualmente el recordar algunas de sus propiedades,
examinadas en la seccién anterior;

ra(z) = -21? /_0:0 e™*2 Ry(k)dk, (2.40)
I'(z) = -217 /Z e ([T (k) — 1]dk. (241)

I'alta solamente introducir una representacion de la delta, que utilizaremos varias
veces en el desarollo que sigue:

§(z —~a') = 1 /00 e~ =) gy (2.42)
2r J- l '
La relacién equivalente a (2.39) en el dominio temporal se obtiene tomando una

transformada inversa de Fourier precisamente a esta ecuacién. Comenzaremos por
el lado derecho, L.D., usando (2.38):

1 oo _.

L.D. = yi(z, ~t) + — / e Ry(w) filz,w) duw. (2.43)
2r J-w

Llamaremos Ip a la integral que aparece en (2.43). Ya que la ecuacién (2.40)

representa efectivamente una transformada de Fourier, podemos escribir Ry{w) como

sigue, invirtiendo esta ecuacién:
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1

Ry(w) = o

/ " e Why(2)dz. (2.44)

Sustituyendo este resultado y la forma de fy(z,w) dada por (2.34) en la integral Ip:

Ip 51; [_: et [/_: e ry(2) dz] [[: Wiy (z,7) dr| dw

i

= -2-17}- / / /e"“"(”" Vra(2) yi(z, 7) dw dz dr (2.45)
7 76 24t —71)rg(2)yi(z, 7)dzdr (2.46)

= /:: ra(r =)y (z,7)dr

= [" rir = 1)8(r = 2) + H(r - 2) As(a, 7)) dr

=ry(z —7)+ /oo ra(t — t) Ar(z,7) dr. (2.47)

IHemos utilizado cl teorema de Fubini para escribir (2.45), y la representacion
(2.42) para obtener (2.46) a partir de la anterior. Para lo que sigue, no hemos hecho
més que sustituir la forma (2.30) de la solucién y(z,7). Utilizando (2.37) para
reescribir gy (2, —t), y la expresion final (2.47) de Ip, el lado derecho de la ecuacion
queda como sigue:

LD, =§(t+z)+ H(~t —z)A(z,—t)

+ ro(z —71) +/ ra(r —t) Ay(z, 7) dr. (2.48)

x

Para transformar el lado izquierdo de modo similar es necesario invertir la ecua-
cién (2.41), y de este modo obtener una representacion integral de T'(k):
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T(k) -1 = / " T (2)dz. (2.49)

-0

Continuamos ahora con la transformacion en el lado izquierdo, L.1.:

LI = -23; ]_‘:e-"w' [ ]:e"wyz(m,r)ds] U_: ¢ I(2)dz + 1] dw

N 0 &

=§13F / / [ ey, 1) De)doo dz dr

~00 =00 =00

0

+ 5 / /e““’(‘"’)yg(w,r)dwdr

-0 =0

/ ]ygm 7) t—-'r-—z)d,,dr-{- J)(IB T)6(t—7)dr

-y —OQ

= yp(a,t) {-/ L(t = 7)[6(r + 2) + H(r + z) Ay(z,~7)}dr

=iz, t) +I(t + ) + Ag( ~7)I(t - 7)dr
=6(t+x)+ H(t+7) Ag(m, ~t)+T(t + )
+ Ag( —7)I(t ~7)d7. (2.50)

Para llegar a la expresion (2.50) hemos seguido exactamente los mismos pasos que
realizamos al transformar el lado derecho de la ecuacion; no es necesario ahondar en
los detalles de nuevo.

En esta ocasién nos restringimos a la region = +t < 0. Observamos inmediata-
mente que §(t + ) = H(t + ) = 0, y por el otro lado, H(~t ~ ) = 1; también
es posible eliminar los términos que contienen I' en la ecuacion (2.50). Hemos visto
ya en la seccién pasada, precisamente en (2.28), que para z < 0, si no hay polos
del coeficiente de transmisién en el semiplano k superior, I'(2) = 0. En este caso
tendremos, por lo tanto, que I'(t +z) = 0, yaque t + = < 0. No sélo eliminamos este
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término; una breve inspeccion de la ultima integral en (2.50) revela que el intervalo
de integracion contiene solamente valores para los cuales I'(t — 7) es cero, ya que
t—-1 <t+a <0. Estaintegral también es cero. Con esto observamos que todos los
términos del lado izquierdo se hacen cero en esta region, al igual que la delta que
aparece en el lado derecho.

Para hacer notar claramente la equivalencia de la forma de la ecuacion de Mar-
chenko, que acto seguido escribiremos, con aquella que obtendremos en la Sec-
cién 2.3, [ecuacidn (2.72)], realizamos un cambio de variable, { — —s. De este
modo, la transformada inversa de la ecuacién (2.39) queda

Ai(z,8) +rq(z+ 8) + /w ra(T +8) Ay(2,7)dr =0, con z < s. (2.51)

I'sta es la ecuacidn integral de Marchenko. Solamente hemos considerado el caso
en que el coeficiente de transmision T'(k) no tiene polos en el semiplano & superior.
En el supuesto de que hubiera polos en el semiplano superior, no seria muy cornpli-
cado establecer que se trata de polos simples ubicados sobre el eje imaginario. Estos
polos estarfan asociados con los llamados estados ligados, que no son sino soluciones
cuadrado integrables (obviamente en el sentido de Lebesgue), correspondientes a un
espectro discreto. Dichas soluciones juegan un papel en extremo importante en la
teorfa de dispersidn inversa, y contribuyen términos adicionales a la ecuacion (2.51);
sin embargo, éstos se pueden combinar, junto con 4, en una funcién que juegue el
papel de la misma ry y deje la ecuacion (2.51) formalmente intacta. Este analisis
queda fuera del alcance de este texto, que no tiene como objeto presentar un estudio
detallado de la teoria de dispersion inversa. El lector interesado se podra referir a
alguno de los varios textos sobre este tema citados en la bibliografia (5, 10, 9].

Nuestro punto de partida para llegar a la ecuacién (2.51) ha sido la ecuacién
(2.16) de la Seccién 2.1, Partiendo, en su lugar, de la ecuacién (2.1), que describe
la dispersion de un pulso incidente por la izquierda, e imitando punto a punto
el desarrollo de esta seccidn, nos encontramos con otra forma de la ecuacién de

Marchenko:

Ag(z,8) +ri(z +3) + ./z ri(T + s)Aq(z, 7)dr, conz > s. (2.52)
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Con esto concluimos la derivacién de las ecuaciones de Marchenko en el dominio de
frecucticias. '

2.3 Derivacion en el dominio temporal

Para obtener la ecuacién integral de Marchenko en el dominio temporal, nuestro
punto de partida es, nuevamente, la ecuacién de la cuerda eldsticamente amorti-
guada, (1.11), que estudiaremos sobre el plano zt completo; repetimos esta ecuacién
por comodidad:

v 0%u
-6-{2- - '5;'2' + q(m)u = 0, (2'53)
pero tal que
g(z) = 0 para z < 0. (2.54)

"Tenemos entonces que, en la regién z < 0, la funcién u(z,t) es simplemente una
solucion de la ecuacién de onda homogénea con velocidad de propagacion igual a
uno. En este caso, la solucidn general es '

u(e,t) = f(t — z) +g(t + 2), (2.55)
que representa, como es bien sabido, una onda que se propaga a la derecha y otra

que se propaga a la izquierda. Consideramos una solucién que consista dnicamente
de ondas con propagacion a la izquierda en z <0,

u(z,t) = g(t +2),

de modo que

ug(z,t) = wyz,t) = %%txi)l para z < 0. (2.56)
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Incluimos la recta ¢ = 0 debido a que se supone que ¢{ir) es un potencial localizado,
continuo y suave. Fs muy importante enfatizar que sdlo en el caso en que ¢(z) es
continua y suficientemente suave sera posible atacar el problema en la manera en
que lo haremos a continuacién. En este caso, ¢(z) seria derivable de una impedancia
pc(ir) continua y suave, por medio de las transformaciones de la Seccién 1,2.

Hemos mencionado ya que en la formulacion de Marchenko no se requiere la
condicién de frontera (1.17); sin embargo, se puede utilizar (2.56) para dar otras
condiciones de frontera sobre ¢ = 0:

u(0,) — uz(0,2) = 0. (2.57)

Usando la misma idea de Balanis que aparecio en la seccion anterior, proponemos
ahora una solucién fundamental de la ecuacidn (2.53) con condiciones (2.57):

G(z,t) = 6(t — z) + K(z,t), (2.58)

en la cual K(z,t) es acotada en la regién dada por:

soporte [K(z,1)] = {(e,1) e R* [0 < 1| < =}. (2.59)

Se trata de una solucién no-causal, o acausal; esto es, la solueion en un tiempo 1
no queda completamente determinada por lo que ha ocurrido en tiempos anteriores.
Para @ < 0 consiste solamente de un impulso que se propaga hacia la derecha; hemos
mencionado ya que §(¢ £ ) es una solucién débil de la ecuacién de onda homogénea.
Ver la Figura 2.4,

Ahora es posible obtener una solucién cuya tnica direccion de propagacion
cuando 2 < 0 sea hacia la izquierda, utilizando esta misma funcién K'(z,?). Defini-
mos esta nueva solucién invirtiendo el signo de ¢ en (2.58):

Gz,1) = Gz, ~1) = 6(t + z) + K (z,—1). (2.60)

En cuanto a esta funcidn, es evidente que también es una solucién de la ecuacion
(2.58), ya que
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G, (04)-G, (0 =0

aon=5

I'igura 2.4: Soporte de G(z,t) = é(t —z) + K(z,t) en el plano z — ¢, con condiciones
de frontera indicadas. La zona sombreada es el soporte de K(z,t) y la linea gruesa
¢l soporte de 6(t — z).

9'G  9'G

Ademds, hereda de G(x,t) el satisfacer también las condiciones de frontera (2.57),

A A

Gi(0,t) — G4(0,t) = 0. (2.61)
No es todo; de la ecuacion (2.58) podemos inferir que

A

G(0,1) = 8(t). (2.62)

Ahora, consideramos una solucién cualquiera u(z, t) del problema (2.53), (2.57),
y damos una representacion integral de dicha solucién en términos de G(z, ), nuestra
solucion fundamental no-causal. Esta representacién aparecera como punto medular
en nuestra obtencion de la ecuacién de Marchenko.

M@0=/m6@mme—ﬂM. (2.63)
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Sustituimos (2.60) en esta iiltima ecuacién:

u(x,t) = /Oo [6(r + )+ K(z,~7)u(0,t - r)dr
= u(0,t +z) + ’ K(z,—~7)u(0,t —71)dr (2.64)
= u(0,t +2) + ’ K(z,7)u(0,t + 1) dr. (2.65)
-z

En (2.64) hemos utilizado el hecho de que el soporte de K(z,—t) es obviamente
igual a aquél de K(xz,t) (el lector podra referirse a la Figura 2.4 o a la ecuacién
(2.59) para confirmarlo). Para pasar a (2.65), no hemos hecho mas que efectuar el
cambio de variable 7 +— —7'. Iista es la representacion que resultara de utilidad
para nosotros,

Para obtener la ecnacién de Marchenko, no basta con estudiar soluciones no-
causales; es necesario considerar también una solucién causal del problema (2.53),

(2.57):

Gi(z,1) = 6(t — ) + Ki(x, 1), (2.66)

donde, para g(x) continua y suficientemente suave, K;(z,1) estd acotada y

soporte [K;(z,t)] = {(z,t) € R*|0 < |2| < t}. (2.67)

Por causalidad, esta solucién debe anularse para t < 0, en donde suponemos que
efectivamente la fuente se halla en t = 0. En este caso, la respuesta K(0,t) es un
dato que se conoce; de hecho, digamos que K(0,t) = r(¢). En la siguiente seccion
daremos una interpretacion fisica a esta funcién. Ver la Figura 2.5.

Sea F'(z,t) = Gi(z,t) — G(z,t). Es muy facil comprobar que F(x,1) satislace
(2.53) y (2.57); es posible entonces utilizar la representacién (2.65) con u = I,
Restando la ecuacién (2.58) de (2.66) obtenemos:

F(x,t) = Ki(2,1) — K(z,1). (2.68)



36 CAPITULO 2. FORMULACION DE MARCHENKO

KOY=r@) .
(conocida)

8 (t-x)

Figura 2.5: Soporte de Gi(z,t) = 6(t — «) + Ki(z,t) en el plano ¢ —¢. La zona
sombreada es el soporte de Ki(x,t) y la linea gruesa el soporte de 8(t — z). K;(0,¢)
es un dato conocido.

Ahora, por (2.65) podemos escribir F'(z,t) como:

r

Pz, t)=FO,t+z)+ | K(z,7)F(0,t+7)dr. (2.60)

lan el dominio ¢ < x, sin embargo, podemos simplificar bastante algunos términos
de la cenacién anterior. En esta region la funcidn K;(z,t) es cero, como se puede
ver en (2.67). Por lo tanto,

F(z,t) = —K(z,t) para t < . (2.70)

Por ofra parte, un examen somero del soporte de K(z,t), descrito en (2.59), es
suficiente para determinar que K(0,¢) = 0. Tendremos entonces:

F(0,t) = K;(0,t) = r(t); (2.71)

esto es, el problema estd planteado dnicamente en términos de la respuesta causal
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de impulso en & = 0, que en esta ocasion es r(t). Sustituyendo ahora (2.70) y (2.71)
en la cenacion (2.69) obtenemos

K{z, ) +r(t+z)+ /i K(z,r)r(t+7)dr =0, cont <, (2.72)

que es la ecuacidn integral de Marchenko. La ecuacion (2.52), que obtuvimos en
la Seccidn 2.2, es equivalente a (2.72) con un par de diferencias. Los limites de
integracidn varfan de una a otra, pues en el caso de la segunda integramos sobre una
region acotada en el plano zt (estamos en el dominio del tiempo), mientras que en
(2.52) es necesario integrar sobre todo el espectro de k, de —o00 a co. En Ja ecuacion
que hemos obtenido en esta seccion se conoce la respuesta causal de impulso sobre
la recta z = 0; en la ecuacion (2.52), lo que se da es el coeficiente de refleccion de
la onda dispersada. Esta tltima diferencia, en especial, nos habla de las diferentes
aplicaciones para lag que fueron concebidas estas formulaciones, y de las situaciones
en las que cada una resulta til,

A pesar de estas ligeras diferencias a nivel formal, ambas permiten, al resolverse,
recuperar ¢l potencial g(z) que da origen a las respuestas medidas. Este cs, final-
mente, todo el objeto de plantear estas ecuaciones. Queda, sin embargo, la incégnita
de cémo, a partir de la solucién de las ecuaciones de Marchenko, se reconstruye en
la préctica el potencial g(z). En el Capitulo 5 mostraremos como se resuelve el
problema inverso a partir de las soluciones de estas ecuaciones integrales.
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Capitulo 3

Formulacion de Gelfand-Levitan

3.1 Preliminares

En este capitulo presentaremos una derivacion estrictamente en el dominio temporal
de las ecuaciones integrales de Gelfand y Levitan, Partiremos - como ya parece
haberse hecho costumbre - de la ecuacién de la cuerda eldsticamente amortiguada,
(1.11). En este caso, sin embargo, consideramos el problema sobre la semirecta
z 2 0, con la condicién (1.17) dada sobre la frontera z = 0:

o O
il +q(z)u =0, (3.1)
~ ug(0,1) + hu(0, 1) = 8(2), (32)

Serd necesario obtener soluciones fundamentales causales y no-causales andlogas
a (2.66) y (2.58) del capitulo anterior, pero primero hay que justificar de algin
modo la existencia de soluciones dedicha forma, pues no sabemos de que manera la
condicién (3.2) pueda afectar la forma de las soluciones. Para este efecto, considera-
remos un ejemplo particular, en el que consideramos la ecuacion de onda homogénea,

39
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u  0*u 13
ot 0g2 (3:3)
con condiciones de frontera tales que en un determinado limite se aproximen a (3.2).
En el Apéndice A se incluyen resultados sobre la convergencia débil de sucesiones de
derivadas que nos serin extremadamente ttiles. Para aproximar é'(t) sencillamente
consideramos una sucesién que tenga a 6(t) como su limite, y la derivamos. Los
resultados mencionados aseguran que la sucesion resultante es convergente en el
sentido débil, y que su limite es, de hecho, §'(¢). Por lo tanto, consideramos la
siguiente aproximacion :

0 = 5 {21 - He- a1}, (3.4)

La sucesién con la que aproximamos §(t) aparece como (A.20) en el Apéndice A.
Ahora, nos es posible escribir las condiciones de frontera como sigue:

~ 0 0,8) + hu0,8) = 3 {2 [HG) - (- 9]}, (35)

Hemos usado el subindice ¢ para denotar que se trata de soluciones exactas del
problema para una determinadae. A medida que € tiende a cero, 8!(t) tiende a 8'(t),

y las soluciones u.(z,t) tienden a la solucién exacta del problema con condiciones
(3.2), u(z,t).

Veremos que eliminar el término g(z)u de la ecuaciéon (3.1) no alterara la forma
general de la solucidn, siempre y cuando ¢(z) sea suficientemente suave.

Examinaremos este problema unicamente para t > 0, por lo que introducimos
un par de condiciones iniciales,

u(z,0) = u(z,0) =0, (3.6)

y tomamos transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién (3.3), que de este
modo queda:
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s2U(z,8) = Use(z,8) = 0, 3.7)

donde hemos usado mayusculas para denotar transformacién de Laplace. Ya que
estaremos trabajando continuamente con transformadas de Laplace en las préximas
paginas, es conveniente aqui escribir explicitamente algunas transformadas que usa-

remos.

L{u™(t)} = s"U(s) — " 1u(0) - - — u=(0), (3.8)
2 1
L{e*} = T paas>a, (3.9)
3. -Cy
L{H(E -} = —, (3.10)
4,
L{H(t = c)u(t — c)} = e~ U(s). (3.11)

Para transformar (3.3) hemos usado (3.8) junto con las condiciones iniciales (3.6).
La solucién general de la ecuacion resultante, (3.7), conocida por todos, es

U(z,s) = A(s)e™* + B(s)e™. (3.12)
Sin embargo, debido a que buscamos soluciones acotadas, se debe cumplir que
al_i_'rg.}}U(m, 8) =0, (3.13)

por lo que es necesario que B(s) = 0. La solucién (3.12) queda entonces

U(z,s) = A(s)e™*. (3.14)
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Falta, evidentemente, determinar A(s); para obtener esta funcién, tomamos
transformada de Laplace a ambos lados de (3.5), y sustituimos la solucién (3.14).
Retomamos aqui la notacién en la que un subindice € se refiere a una solucion co-
rrespondiente a una ¢ particular en la condicién (3.5):

L{~1e,(0,1) + hue(0,8)} = ~U,,(0,8) + hU,(0,5)
= (s + k) A(s)

e{sim)- - )

1 e ®
(; - T) ! (3.19)

donde hemos utilizado (3.8) y (3.10). Por lo tanto,

A9 = (i(lm’ (3.16)

con lo que sélo hace falta invertir (3.14) para obtener la solucion u,(z,t). Invertimos
primero (3.16), usando (3.9) y (3.11):

ou(t) = L7 Ads)) = -

[e"“ — H({t—¢) e""("‘)] : (3.17)

Con este resultado, la inversion de (3.14) es muy sencilla, de nuevo usando (3.11):

~h(t~z) _ H(t —_r — 6) e—h(t—x—e)]
€

— ¢~hit-2) [H(t—2) = H(t -z — ¢} €¥]

€

ue(z,t) = H(t — z) le

(3.18)

Contamos ya con la solucion parcial a nuestro problema. Queda claro que u,(z,1)
es la solucion exacta de la ecuacién de onda homogénea. (3.3) con condiciones iniciales



3.1. PRELIMINARES 43

(3.6), y condiciones de frontera (3.5). Sin embargo, para obtener una solucion que
mar el limite cuando € — 0

cumpla condiciones de frontera (3.2), e necesario aun to
de la solucion (3.18). Para ¢ muy pequefia, utilizamos un desarrollo de Taylor para

escribir:

gy [H( - ) - H(t—2z—¢) (1 + he+O())]

€

ue(z,t) = e hlt

- e-h(t—z){[H(t ~z)-H{t—2z—¢)

€

~ hH(t-z—€)+ O(e)}. (3.19)

1 lado derecho de (3.19). Las distribuciones
cial como por la funcién escalon son regulares

de la distribucion descrita por T, es:

Llamaremos Ty al primer término de
inducidas tanto por la funcion exponen

(ver Apéndice A), por lo que la accidén

i) = e 2= g

+
_ L[ ehea) gty e
€ Jz

(3.20)

¢ — 0 empleando primero la

¢ ahora calcular el limite de (T1,4) cuando
a obtener (3.22):

Podemo
y después la de Leibnitz par

regla de 1’Hépital para obtener (3.21)

zte

iy (T, 60 = iy [ 0
i O[T -2 gt) dt (3.21)

-0 g€ Ve
= lim et d(z +¢€) (3.22)

= (), (3.23)
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con lo que verificamos que

i b=y Lt —2) = H(t —2 ~ ]

0 €

= §(t - ), (3.24)

en el sentido débil, por supuesto. Entonces, tomando finalmente el limite de (3.19)
cuando ¢ tiende a cero, tendremos:

u(z,t) = 11_13 ue(z,t)

= §(t — ) — H(t — &) he M%), (3.25)

que es la solucién que satisface las condiciones de frontera (3.2). Esta solucién con-
siste, como esperdbamos que ocurriera, de un pulso que se propaga hacia la derecha
sobre la caracteristica t = z, seguido por una estela que decrece exponencialmente
en amplitud mientras se aleja del pulso. Es muy importante, sin embargo, sefialar
que para que el segundo término de esta solucién decrezca exponencialmente y sea
acotado, es necesario que h > 0; en el caso contrario, este término creceria exponen-
cialmente, lo cual no tiene sentido. En la Seccion 1.3 hemos dado una interpretacion
de este problema en términos de la dispersion efectuada sobre una cuerda por un
resorte; para que ¢l resorte se comporte como tal, es decir, proporcionando energia
al sistema, b debe ser una constante positiva.

Puede resultar curioso para el lector que en la solucion (3.25) aparezca una §
cuando en la condicién (3.2) se tiene una singularidad de orden mayor, &'. Esto
se explica sin dificultad debido a la presencia en dicha condicién del término u,.
Como se ve en el desarrollo anterior, los términos que determinan el comportamiento
general de la solucién son los de mayor orden. De hecho, ya que el término qu es
de orden menor, la forma general de la solucién no se verd alterada atin cuando
consideremos la ecuacién (3.1) con el potencial ¢ distinto de cero. Por lo tanto,
mientras la q sea una funcion suave, la solucidén general de la ecuacion (3.1), con
condiciones de frontera (3.2), se puede escribir como

u(z,t) = 6(t—2z) - H(t — 2)K(t,z), (3.26)
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en la que qu dnicamente contribuye a determinar K(z,t), que debe ser una funcién
acotada. Este argumento, aunque intuitivo y no formal, es una de las principales
bases sobre las que trabajamos en la siguiente seccion para obtener las ecuaciones
de Gelfand-Levitan, No hemos presentado una demostracién formal del resultado
anterior, sino que lo aceptamos sin prueba, dando solamente una nocién intuitiva
de porqué es cierto en general.

3.2 Soluciones causales y no—causales

Respuesta causal

Como se ha mencionado previamente, la formulacion de Gelfand-Levitan se usa con
frecuencia en algunas aplicaciones geofisicas, La condicién (3.2), cuya introduccién
caracteriza a esta formulacidn, se interpreta como un impulso localizado que ocasiona
una respuesta del medio bajo estudio. Esta respuesta es un dato conocido, En
particular, entonces, consideramos una funcién Gj(z,t) tal que satisface las siguien-
tes condiciones:

1. Gi(z,1) es solucién de (3.1).
2. Gi(z,t) satisface condiciones de frontera impulsivas (3.2) en el extremo z = 0,
= G, (0,8) + hGi(0,1) = 82). (3:27)

3. Gi(z,t) = 0 para t < 0 (condiciones iniciales).

4. Gi(0,1) es una cantidad conocida. En algunas aplicaciones, como en sismo-
logia, es posible medir esta wltima.

Esta es la solucién causal del problema, ya que G;(z,t) no siente la influencia
de tiempos anteriores a ty = 0. FEsta funcién serd de fundamental importancia
para nuestro analisis, como la respuesta de impulso causal; nétese que no es una
funcién de Green definida en el sentido convencional, La conveniencia de introducir
Gi(z,t) como lo hemos hecho se hara patente cuando la utilicemos para obtener una
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representacién integral que serd basica en la presente derivacion de las ecuaciones
de Gelfand-Levitan.

Nos referimos a los resultados de la seccién anterior para escribir esta solucién
de la siguiente forma:

G’,-(m,t) = §(t — 2) - Kz, t). (3.28)

Definimos K;(x,t) de tal modo que sea acotada en la regién 0 < ¢ < ¢, y cero en
cualquier otro lugar. Es decir,

soporte [Ki(z,t)] = {(z,1) € R*|0 < z < t} (3.29)

Ki(x,t) aparece como la funcién Kj(z,t) en el articulo de Gelfand y Levitan [8].
Ver la Figura 3.1.

& (t-x)

ol
G, (01) +hG, (04)= &' (1)

Figura 3.1: Soporte de la funcién Gi(z,t) = 6(t ~ 2) — K;(z,t) en el plano z ~ t,
con condiciones iniciales y de frontera indicadas, La zona sombreada es el soporte

de Ki(z,t) y la linea gruesa es el soporte de é(t —~ z).

Introducimos ahora una solucién arbitraria u(z,t) de (3.1), con condiciones de
frontera homogéneas, como en (1.15),

— g(0,t) + hu(0,t) = 0, (3.30)
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tal que, ademds,

u(z,0) =0, (3.31)
Con miras a dar una representacion integral para esta solucion, en términos de

Gi(z,t), definimos una nueva funcidn G;(z,t) que sea solucién de (3.1), con las
condiciones de frontera (1.16),

~ G, (0,8) + hGi(0,) = §(2), (3.32)
y condiciones iniciales iguales a las anteriores,

Gi(z,t) = 0 para t < 0, (3.33)

También esta funcidn debe tener el mismo soporte en el plano que Gi(z,t), que
especificamos previamente en (3.29). Podemos comprobar que también G, (z,1) es,
de hecho, una solucién de (3.1), pues

(Gh)tt - (Gir)-’rr + Q(Gh) = (G"n - él'u + qu')l =0,

ya que G; es, por definicién, solucién de (3.1). Ademds, derivando con respecto a ¢
ambos lados de (3.32) observamos que

"'ét'u (0’ t) + hGh(O) t) = 5’(t)’
lo que coincide exactamente con la condicion (3.27) impuesta para G;(0,t). Esta

visto que también las condiciones iniciales para estas dos funciones son las mismas,
por lo que nos encontramos ahora con la libertad de escribir

Gin(z,t) = Gi(z,1). (3.34)

Utilizando la segunda identidad de Green, es ahora posible valernos de G;(m, t)
para dar una representacion integral de la solucion arbitraria u(z,t) sobre el eje ¢
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en términos de la respuesta causal Gi(z,t). Los detalles de la obtencion de esta
representacion resultan muy intrincados, por lo que referimos al lector interesado en
ellos al Apéndice B, Escribimos aqui inicamente el resultado final:

u(0,t) = [o Gi(z,t) u(z,0)dz. (3.35)

Sustituimos ahora la forma (3.28) de la funcién G;(z,t) en esta ecuacion:

u(0,4) = [) I8(t - 2) - Ki(z, )] u(z,0) de
= u(,0)- [ " Ki(e, ) u(s, 0) de, (3.36)

donde hemos utilizado en (3.36) el hecho de que Kj(z,t) = 0 para t < z. A partir
de estos resultados es posible ya derivar las ecuaciones no-lineales de Gelfand-
Levitan. Sin embargo, serd necesario tainbién considerar una respuesta no-causal y
una representacion analoga a (3.36) relacionada con ésta para finalmente dar como
resultado también las ecuaciones lineales de Gelfand-Levitan,

Respuesta no—causal

Llamaremos simplemente G(z,t) a la respuesta de impulso no-causal, a la que im-
ponermnos las siguientes condiciones:

1. G(z,t) es solucién de (3.1).

2. G(x,t) satisface condiciones de frontera (1.15) sobre z = 0,

- Gg(z,t) + hG(z,t) = 0, (3.37)

y también

G(0,t) = 26(2). (3.38)
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3. Es fdcil comprobar que G(z,—t) satisface también (3.1), (1.15), y (3.38), lo
que nos permite escribir

G(z,t) = G(z, -1); (3.39)

esto es, G(z,1) es una funcion par de t.

En este caso se pueden modificar los resultados de la seccion anterior para tomar
en cuenta no solo que el dominio es ahora el semiplano = > 0, sino también la
paridad en ¢ de la respuesta no-causal. Se puede entonces comprobar ficilmente
que la forma andloga a (3.28) es, para esta solucion,

Glz,t) = 8(t + ) + 6(t — ) + K (2, 1), (3.40)

donde K;(z,t) coincide con la funcidn K(z,t) en el trabajo de Gelfand y Levitan,
Como sucedid en el caso causal con K;(z,t), veremos aqui que Kj(z,t) tiene un
soporte en el plano z — ¢, dado por

soporte [K;(z,t)] = {(z,t) € R?|0 < || < z}. (3.41)

Adem$, K;(z,1) es acotada en esta region, como en el caso anterior, Nétese también
que la condicién (3.39) implica también que K;(z,t) es una funcién par de ¢. Verla
Figura 3.2.

Como hicimos antes, tomamos una solucién u(z,t) del problema (3.1), (3.30),
pero ahora pedimos de manera explicita que se trate de una funcién par de t; como
consecuencia inmediata de este hecho se sigue que u(z,t) también satisface la con-
dicién (3.31). En el caso de la respuesta causal no tendria sentido pedir que u(z,t)
fuera par en t, pues el dominio se restringfa al cuadrante z > 0, ¢ > 0. Sin embargo,
en ambos casos tratamos con soluciones de (3.1), (3.30), con la condicién adicional
(3.31).

La representacion andloga a (3.36) se obtiene en este caso formando la convo-
lucién de 3 G(z,t) en ¢ con u(0,t), recordando (3.37) y (3.38), y es:

u(z,t) = % [: G(z,t - 7)u(0,7)d7. (3.42)
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-G, (0) + hG (0,) = 0

GOY=28() G ~ X

B (t+x)
Figura 3.2: Soporte de G(z,t) = é(t +z) + 8(t — &) - I(;(z, 1) en el plano z -1, con

condiciones de frontera indicadas. La zona sombreada es el soporte de K;(z,t) y las
lineas gruesas el soporte de é(¢ + ).

Falta ahora sustituir (3.40) en esta ultima y poner ¢ = 0, para obtener

u(z,0) = —;- /_0;[6(1- —z)+68(r + z) + Kj(z,-7)]u(0,7) dr

(w(0, 2) + u(0, —z) + / :K,-(m, —r)u(0,7)dr} (3.43)

oo —

Recordemos, sin embargo, que tanto u(z,t) como Kj(z,t) son funciones pares de t, y
que ademds podemos restringir el intervalo de integracion en (3.43) utilizando (3.41).
Tenemos entonces la forma final de la representacion (3.42), que es completamente
analoga a la representacién (3.36) del caso causal:

u(z,0) = u(0,2) + [ * K;(e, r)u(0, 7)dr. (3.44)

Teniendo ya (3.44) y (3.36), la obtencién de las forinas lineales y no-lineales de
las ecuaciones de Gelfand-Levitan procede de manera muy similar para cada caso.
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Por eso es que hemos preferido esperar a tener ambas representaciones integrales
para finalmente dar estos resultados.

3.3 Ecuaciones lineales y no-lineales
de Gelfand-Levitan

Comenzamos por definir una extensioén par de la respuesta de impulso causal Gi(z, )
al semiplano z > 0, —oo <t < 00, como sigue:

F(z,t) = Gi(z,1) + Gi(z, ~1). (3.45)

Es evidente, por construccion, que F(z,t) es solucion de la ecuacién (3.1). Buscamos
también que satisfaga las condiciones de frontera (3.30), pero esto hay que revisarlo
con mas cuidado, Sabemos que G;(z,t) satisface condiciones de frontera impulsivas
(3.27) en = = 0. Escribimos, entonces,

F(0,t) + hF(0,t) = —[G;,(0,t) + Gi,(0, —1)] + A[Gi(0, )
+ Gi(0,—t)] = [-Gi,(0,t) + hG;(0,1)]
+ [~Gi, (0, —t) + hG;(0, - t)]
= §'(t) + &'(—t).
Haciendo referencia a la definicién de la distribucién delta en el Apéndice A, no
resulta dificil establecer que se puede entender a §(t) como un funcional par, por lo

que su derivada, §'(t), seria una distribucién impar. Sea ¢(t) una funcién de prueba.
Usando la definicién (A.10) de este apéndice, encontramos que

(6(2), (1)) = (6(—1), é(2)).

Por lo tanto, tenemos que §'(t) + §'(—t) = 8'(t) — §'(t) = 0 y entonces en efecto
F(z,t) estd sujeta a condiciones de frontera (3.2). Lo que es mas, podemos utilizar
la forma (3.28) de Gi(z,t) para dar el valor de F(z,t) sobre el eje z =0
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F0,8) = () — Ki(0, ) + (1) — Ki(0, ~)
= 98(t) — (Ki(0,1) + Ki(0, 1)) (3.46)
= 98(t) — K;(0, |1, (3.47)

donde hemos utilizado la paridad de §(t) en (3.46). Para establecer la igualdad
(3.47) basta tinicamente notar que, como se vio en la Figura 3.1, K;(z,t) = 0 para
t < 0. Es claro también para este punto que

soporte [F(z,1)] = {(z,t) € R2|0 < |t| < 2}, (3.48)

y que F(z,t) es, en efecto, una funcién par de t, Ver Figura 3.3.

¢

8 (t-x)
-F, (0O) + hF (Ot) « 0

Foy=251)-K(0]t]) 3

3 (t+x)

Figura 3.3: Soporte de F(x,t) = Gi(z, t)+Gi(z, —t) en el plano 21, con condiciones
de frontera indicadas. La zona sombreada es el soporte de K;(z,t) y las lineas gruesas
el soporte de §(t £ z).

A continuacion construfmos una variante de la solucién F(z,1) con dependencia
sobre un pardmetro T', y tal que sea par en &:
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P(z,t;T) = = [F(z,t - T) + F(z,t + T)). (3.49)

a2 —

La paridad con respectoa t de f“(m, t; T') es heredada de la propiedad correspondiente
de la F(z,t) a partir de la cual estd definida:

P(e,—;T) = = [F(z,-t—T) + F(z, -t + T)]

Mlb—d

[F(z,t+T) + F(z,t - T)) = F(e,t; T).

MID—‘

Es claro que 2F (2,t; T es la superposicién de una F(z,t) adelantada por un tiempo
Ty otra F(z,t) retrasada el mismotiempoT'. Por esto mismotenemos que F(m t;T)
es una solucion par en ¢ de (3.1), con condiciones de frontera (3.30), al igual que
F(z,t). Alser par en t, afirmamos también que Fy(2,0;T) = 0. Veremos entonces
que F(m t;T) cumple todas las condiciones necesarias para que podamos emplear
la representacién integral (3.36) con u(z,t) = F(z, 4 T).

Sera necesario calcular (0, t;T') para este efecto:

FO,6T) = -;- [F(0,t—T) + F(0,t + T)]
=§(t-T)+6(t+T)

= U0t =)+ Ki(0, )+ 7)) (3.0
=§(t-T)+6(t+ 1)+ f(t,T), (3.51)

con
$0,T) = ~5 KO, [t = T+ Ki(0, e + 7). (1.5)

Habra que notar que para obtener (3.50) hemos utilizado el valor de frontera de
F(0,t) dado por (3.47).
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De la mayor importancia es el hecho de que f(¢,T) esta dada unicamente en
términos de la respuesta de impulso causal K;(0,t) medida en la frontera, que es
la cantidad que consideramos como conocida en el planteamiento del problema. En
problemas de sismologia, como el que hemos descrito en la Seccion 1.1, se disefian
experimentos precisamente para medir esta cantidad. Gelfand y Levitan consideran
en su derivacién la funcidn espectral p(A) como un dato conocido.

Finalmente sustituimos (3.52) y (3.51) en la ecuacién (3.36), usando, como ya
hemos mencionado, u(z,t) = F(z,t;T') para la region 0 <t < T:
FO,4T) = 8(t=T)+ 6t +T) + f(t,T)
1 ; )
= 'Z'[F(t’“F)+ F(t,T))
L F(z,~T)+ F(z,T))K;(x,t)d
- 5 [[(F(@, =)+ F(a, 1) Ki(a, )iz

= F(,T)~ [ Kie,OF(z,T)ds, (3.5

ya que hermos visto que F(z,t) es una funcién par de ¢. Por otra parte, tenemos
que 6(t £T) = 0 en este caso, ya que hemos especificado que t < T', y en particular,
t # T. Es posible entonces escribir (3.53) como sigue:

J(6T)= F(,T) - [ Kife,OF ()i (3.54)

Examinemos ahora F(¢,T) y F(z,T):
F(t,T) = 8(t +T) + 6(t— T) - Ki(t, T) - Ki(t,~T), (3.55)
F(z,T) = §(z+T)+ b(z — T) - Ki(z, T) - K(z,~T). (3.56)

Resulta de gran utilidad confirmar que en la regién 0 < t < T varios de los términos
de estas dos ecuaciones son idénticamente cero, Por ejemplo, ya hemos visto que
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§(t£T)=0para0 <t <T,Iloqueelimina los dos primeros términos de (3.55).
Ademas, §(z +T) = 0, yaquez >0y T > 0,y §(zx — T) = 0, debido a que
z < T. Con esto anulamos ambas funciones delta de la ecuacion (3.56). El soporte
de K;(z,t) esta indicado en (3.29); veremos en esta forma que Ki(z,t) = 0 para
1 < 0, Como T > 0, tendremos que K;(t, -T) = K;(z,-T) = 0.

Como hemos venido haciendo a lo largo de todo nuestro desarrollo, empleamos
una vez mds argumentos de causalidad para obtener los resultados de interés. En
ambas ecuaciones, los términos que quedan son distintos de cero, como se puede
ver facilmente refiriéndonos de nuevo a (3.29) y tomando en cuenta otra vez que
t < T. Como paso final, sustituimos estos términos restantes de (3.55) y (3.56) en
la ecuacién (3.54):

¢
F4,T) = ~Ki(t,T) + [) Ki{z,t)Ki{z, T)dz, con 0 <t < T (3.57)

Esta es la ecuacidn integral no-lineal de Gelfand-Levitan. Obtener la ecuacién lineal
serd ahora menos complicado; usaremos ahora la representacion (3.44). Las condi-
ciones para aplicar esta representacion son las mismas que las que usamos para
(3.36), por lo que podemos de nueva cuenta definir u(z,t) = F(z,t;T'). En este caso
el dominio que consideramos es ¢ > T > 0. Para emplear (3.44), es necesario que

calculemos F(z,0; T'):

P(2,0,7) = ~ [Pz, ~T)+ F(&,7)] = Fla,T)

2
= 8T ~2)4+ 6T + )
- Ki(2,T) — Ki(z,-T) = 0. (3.58)

Hemos utilizado argumentos de causalidad en funcion del dominio 2 > T > 0
del mismo modo en que lo hicimos para cancelar términos en las ecuaciones (3.55)
y (3.56). En efecto, los cuatro términos en la segunda linea de (3.58) se anulan de
esta manera. No repetimos los detalles, pues es muy sencillo que el lector los revise
en el caso anterior. Hacemos exactamente lo mismo con las otras expresiones que se
verdn involucradas al usar (3.44):
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PO0,GT) = 8(t=T)+ 6t +T) + f(t,T) = [(¢,T),
F0,2;T) = 8(z ~T) + 8(z + T) + f(z,T) = f(z,T).

Sustituyendo ahora estos resultados en la representacion (3.44) obtenemos la
ecuacion integral lineal de Gelfand-Levitan:

f(z,T) + Kz, T) + /0 " K;(2, ) (4, T)dt =0, con 0 < T < z. (3.59)

Dependiendo del problema, particular que se estudie, se recurre a la forma mds
adecuada de las ecuaciones de Gelfand-Levitan, Tanto la forma lineal como la
no-lineal incorporan las mismas cantidades, pero los métodos que se utilizan para
resolverlas pueden variar; la solucién de estas ecuaciones para problemas especificos,
sin embargo, no queda dentro del alcance de este trabajo.



Capitulo 4

Ecuaciones de Gopinath—Sondhi

4.1 Planteamiento del problema

En la Seccién 1.2, a través de miltiples manipulaciones, transformamos la ecuacion
de Webster, (1.5), en la ecuacién de una cuerda eldsticamente amortiguada, (1.11).
Se puede efectuar una transformacién alternativa de la ecuacion de Webster, que
da como resultado un sistema de dos ecuaciones equivalente a (1.11). Antes de
continuar, repetimos aquf la ecuacién de Webster,

o a ou
il (1105;) =0, (4.1)

con la misma interpretacién de las variables involucradas que en la Seccion 1.2.
Definimos ahora un par de nuevas variables, 5 y €, como sigue:

¢(z,1) = pcls. (4.2)

Sustituyendo éstas en la ecuacién (4.1) obtenemos

=

57
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peny — & = pely — (peUy)y = 0 para z > 0; (4.3)

por otra parte, usando tinicamente las relaciones (4.2) encontramos que

pcne — €t = pCUu- - (PCUx)t
= pclzy — pcUyy = 0 para z >0, (4.4)

debido a que (pc) = (pc)(z). Este par es equivalente a aquél tratado por Gopinath
y Sondhi. Pongamos A(z) = —(pc)(z), y p =1, u = §; de este modo las ecuaciones
(4.3) y (4.4) se escriben, respectivamente,

A(z)pi(z,t) + us(z,t) = 0, para z >0, (4.5)
A(z)ps(z,t) + uy(z,t) =0, para z>0, (4.6)

que coinciden exactamente con las formas que manejan en su trabajo Gopinath y
Sondhi.

Gopinath y Sondhi introdujeron la ecuacion integral que ahora lleva su nombre
al estudiar problemas inversos que fueran de utilidad en el desarrollo de tecnologias
de sintesis de voz. La forma del tracto vocal, que varia con el tiempo durante el
habla, juega un papel fundamental en los estudios de la voz. El método que han
empleado Gopinath y Sondhi consiste en intentar estimar la forma de este tracto
vocal a partir de sus propiedades acusticas. En el estudio de la propagacion de
ondas actisticas, se supone que el tracto vocal se extiende a lo largo de una recta y
es estacionario. Aunque la forma de este tracto cambia con el tiempo, esta suposicién
es valida debido a que los movimientos son muy lentos en la escala de tiempo de
los fendémenos actsticos de interés. Por lo tanto, el modelo mads sencillo describe al
tracto vocal como un tubo estacionario, de drea transversal variable, con paredes
rigidas, que contiene un gas perfecto. En el sisterna (4.5), (4.6) , = representa la
posicién sobre el tracto vocal, con los labios en ¢ = 0; p denota la presién y u el
flujo volumétrico a lo largo del tracto. La funcién que nos interesa recuperar, A(z),
es el drea de la seccién transversal en la posicion 2. Una descripcién més completa
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de este y otros modelos de produccién de la voz se puede encontrar en el articulo de

Sondhi [14].

4.2 Obtencién de las ecuaciones de Gopinath—
Sondhi

Respuesta causal

Se plantea el problema inverso en términos de A(z), para cuya recuperacion formu-
laremos una ecuacidn integral, relacionada a la ecuacion lineal de Gelfand y Levitan,
obtenida en el Capitulo 3. Como en aquél capitulo, nos restringimos a tratar la se-
mirecta z > 0, Normalizamos la funcién A(z) de manera que A(0) = 1. Para la
obtencién de las ecuaciones integrales de Gopinath y Sondhi partimos de un par de
funciones, p(z,t) y u(z,t), tales que:

1. Son soluciones del sistema (4.5), (4.6) .

2. Se conoce la respuesta causal de impulso en ¢ = 0. Mas especificamente, se

conoce por medicidn la funcién h(t), donde

p(0,2) = é(2) + A(2). (47)

Esta cantidad, h(t), se puede obtener, por ejemplo, midiendo la presion detec-
tada por un micréfono colocado justo en frente de los labjos.

3. py u satisfacen condiciones de frontera

u(0,t) = §(¢), (4.8)

4, y también tienen la propiedad

p(z,t) = 0,
u(z,t) = 0, parat <0. (4.9)
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Consideramos ahora un par de funciones p = P(z,t) y u = U(z,t) que resuelven
el sistema (4.5), (4.6) , y cuya derivada temporal es exactamente la respuesta causal
de impulso; esto es, P, y U; satisfacen las condiciones (4.7) y (4.8) respectivamente.
El soporte de P(z,t) y U(z,t) se define como

soporte [Py(z,t)] = soporte [Ui(z,t)] = {(z,t) € R?|t > z}. (4.10)

Sobre las funciones mismas imponemos condiciones de frontera

1
U(0,t) = 5 560 t, (4.11)
y condiciones iniciales
P(z,t) = 0,
Uz,t) = —-;—, para t < 0. (4.12)

Por lo tanto, p = Pi(z,t) y u = Uy(z,t) conforman la respuesta de impulso definida
por (4.5) - (4.9). Es facil confirmar que se trata de una solucién de (4.5), (4.6) ,
pues

A(e)(P)i + (Gz) = [A(2) P+ Gy = 0;

del mismo modo se establece que P; y U, satisfacen (4.6). En cuanto a las condiciones
iniciales descritas por (4.9), se ve de (4.12) que Pi(z,t) = 0y Uy(z,t) = —(} ). =0,
para t < 0. Las condiciones (4.7) y (4.8) se satisfacen por construccion. De especial
interés resultardn en adelante las soluciones tales que satisfagan la condicién de
frontera homogénea

u(0,t) = 0, (4.13)

Buscamos que la obtencion de la ecuacion integral de Gopinath y Sondhi se lleve
a cabo de manera muy similar a las que ya hemos presentado de las ecuaciones de
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Gelfand-Levitan y Marchenko (la derivacién en el dominio temporal). De este modo
esperamos exhibir una cierta consistencia entre estas formulaciones. De manera muy
parecida a como procedimos en la Seccién 3.2, definimos un par de funciones

u = U(z,t) = Uz,t) + U(z, ~t), (4.14)

tales que son, evidentemente, soluciones de (4.5), (4.6) . Ademds, observamos que

A

U(0,) satisface la condicién (4.13), ya que, usando (4.11),

0(0,t) = U(0,t) + U(0,~1)

1
= 1 fsgm () + sgn (~0)] =0, (4.15)
Por otra parte, el valor de frontera de P(0,t) esté dado por

b(0,t) = P(0,t) - P(0,~1), (4.16)

que da como resultado, derivando con respecto a ¢ y usando el hecho de que P y U
satisfacen (4.7), (4.8), respectivamente,

ﬁt(oat) = P(0,t) — Py(0, ~t) = 26(t) + h(|1]). (4.17)

El sistema (4.5), (4.6) admite soluciones constantes, p = a;, 4 = ap. Para t < z,
segin se ve en (4.10), se requiere que Pi(z,t) = Uy(z,t) = 0. Esto implicaria que en
esta region del plano tanto P como U son funciones inicamente de z. Suponiendo
que lo son, y sustituyendo en el sistema (4.5), (4.6) , del cual deben ser solucién, se
ve de inmediato que, efectivamente, se trata de constantes. Si exigimos continuidad
sobre toda esta drea, y recordamos las condiciones (4.12), encontramos que ¢y = 0
y ay = —1; esto es,



62 CAPITULO 4. ECUACIONES DE GOPINATH-SONDHI

P(z,t) =0,

Uz, t) = —%, para t < z, (4.18)
de modo que

U(z,t) = -1, para |t| < z, (4.19)

como se ilustra en la Figura 4.1

P, (04)=25 () +h(Y
(h (t) conocida)

U=0

Figura 4.1: Soporte de las soluciones f’(m,t) y U (z,t), con condiciones de frontera
indicadas. Cuando |t] < z, las soluciones son constantes.

Conclufmos la descripcién de la respuesta causal de impulso. Aunque evidente-
mente la analogia no es exacta, la introduccion en este punto de una respuesta no-

causal resultara familiar para el lector del capitulo sobre las ecuaciones de Gelfand-
Levitan.

o
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Respuesta no—causal

Denotamos la solucién no~ causal del problema (4.5), (4.6) , con condicion de fron-
tera (4.13) sobre z = 0, por p = J(z,t), u = K(z,t), tales que

J(0,t) = —sgn (1) (4.20)
K(0,t) = 0. (4.21)

Como hemos hecho habitualmente hasta ahora, escribimos el soporte de estas fun-
ciones:

soporte [K(z,t)] = {(z,t) € R?| |¢| < z}. (4.22)

Fuera de esta regién, J es una constante, aunque no cero. Precisamente en |t| > z,
por consistencia con (4.20) y (4.21) respectivamente, pedimos

J(z,t) = —sgn (t), para [t| > z, (4.23)
K(z,t) =0, para|t|> z, (4.24)

con lo que serd posible dar valores sobre z = 0 de las parciales con respecto a ¢ de
J y K. Estos valores seran necesarios en el dltimo paso de nuestro desarrollo.

Es oportuno ahora recordar que se puede hablar de §(t) como un funcional par,
esto es, 6(t) = 6(—t). En el Apéndice A hemos visto que la derivada de una funcién
escalon de Heaviside es precisamente la funcién delta. Por lo tanto, si expresamos
la funcién signo en términos de funciones de Heaviside, reescribiremos (4.20) como

J(0,8) = ~[H(t) - H(~1)),

y al derivar esta ecuacién obtendremos
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J(0,8) = —6(—t) - 6(t) = —26(2). (4.25)

Por otra parte, ¢s evidente, a partir de (4.21), que

[,(0,2) = 0. (4.26)

Ver la Figura 4.2.

K(04) =0
K (04)=0

J (0H)=-25 ()
J(O) =-5sgn(t)

J=1
K=0

Figura 4.2: Soporte de las soluciones J(z,t) y K(z,t), con condiciones de frontera
indicadas, Cuando & < |t|, las soluciones son constantes.

Las funciones que integran la solucion no-causal, J y K, permiten establecer,
en la region |t| < , una representacién integral para cualquier solucidn de (4.5),
(4.6) que ademas satisfaga la condicién homogénea (4.13), y para la cual p(0,t) sca
conocida:

Bo| —

—u(z,t) = /w K(z,7)p-(0,t — 7)dr, para|t| < z. (4.27)

Hemos ya establecido que p = f’(m,t) y u = U(z,t) conforman una solucién del
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problema (4.5), (4.6) con condicion (4.13). Sustituyendo entonces estas soluciones
en la anterior integral de convolucién, obtenemos

U= [7K(z,m)0 - 1)+ 3 bl - rdr
= K(z,t)+ % /: h(|t—]) K(z,7)dr, para|t| <z, (4.28)

donde usamos (4.19) para escribir U en el dominio |¢| < z, y la condicién (4.17) para
dar P sobre el eje t. La ecuacion (4.28) es la ecuacion integral de Gopinath-Sondhi.
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Capitulo 5

Solucién del problema inverso

En los capitulos anteriores hemos obtenido algunas ecuaciones integrales que nos
permitirdn resolver finalmente ~ al menos en principio - problemas inversos del
tipo descrito en la introduccién, aunque la manera en que esto se logrard no estd
atin clara. A partir de Isetenv DISPLAY uxmymas soluciones de las ecuaciones
integrales de Marchenko, Gelfand-Levitan y Gopinath-Sondhi se pueden recuperar
el potencial q(z) de la ecuacién de la cuerda elésticamente amortiguada, (1.11),
en el caso de las dos primeras, y la funcién A(z) de las ecuaciones (4.5), (4.6) ,
en el caso iltimo, de diversas maneras, En este capitulo atacaremos precisamente
este problema, con lo que completamos una descripcién de la solucién del problema
inverso. En particular, nos interesa reconstruir el potencial ¢(z) a partir de las
respuestas de impulso causales y no-causales que introdujimos en los primeros dos
capitulos, y la funcién A(z) a partir de las soluciones no-causales J y K del sistema
(4.5), (4.6) .

El método que utilizaremos para realizar estas reconstrucciones es el de propa-
gacion de singularidades. Es conocido el hecho de que las discontinuidades y sin-
gularidades de soluciones de ecuaciones hiperbolicas lineales se propagan a lo largo
de las curvas caracteristicas de las ecuaciones. A esto se debe esencialmente el que
el comportamiento de soluciones de dichas ecuaciones en la vecindad de una carac-
teristica a lo largo de la cual ocurren discontinuidades u otras variaciones répidas de
la solucién se pueda estudiar por separado. Los resultados obtenidos de esta manera
no rinden, en general, una descripcién completa de la solucién, pero si pueden des-

67



68 CAPITULO 5. SOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO

cribirla en una regién de interés, como lo puede ser un frente de onda. Recurriremos
precisamente a ésta 1ltima opcidn en nuestro desarrollo.

5.1 Recuperacién del potencial ¢(z)

Repetimos, una vez mas, la ecuacion de la cuerda elasticamente amortiguada por
un potencial g(z), donde de nuevo suponemos que este potencial es suficientemente
suave :

v O*u
5!7_5;5-*-(’(1:)”_0, (5'1)
que tiene como solucién causal a la funcién Gi(z,t), que se escribe, de acuerdo con
(3.28), del siguiente modo:

Gi(z,t) = §(t - z) — Ki(x,t). (5.2)

Se ha visto ya que, al resolver las ecuaciones de Gelfand-Levitan, es posible obtener
K;(z,t) contando de antemano dnicamente con la respuesta sobre la frontera z = 0,
K;(0,t). En el caso de la formulacién de Marchenko en el dorninio temporal contamos
exactamente con la misma situacién, con una representacion causal completamente
anéloga a (5.2), donde sélo cambia el signo que antecede a I;(z,t). Por lo tanto,
el resultado que obtendremos a continuacién se obtiene de exactamente la misma
manera para ambas formulaciones,

Estudiaremos el comportamiento de una solucion de (5.1) en las proximidades
de un frente de onda que, en su forma mas general, se denotaria por ¥(z,t) = 0,
pero que aqui escribimos de manera muy conveniente como 9(z,t) =t ~ ¢(z) = 0.
De esta forma, ¢(z) es una funcién de fase, y ¢(z) = cte. representa la posicién
de los frentes de onda para tiempos fijos ¢. Se presupone que a lo largo de estas
caracteristicas ocurren las singularidades que nos interesa estudiar, Motivamos de
este modo la proposicién de una solucién de (5.1) de la siguiente forma:
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u(z, t)= i an(m)gn[t - ‘P(x)]a (5‘3)

n=0

donde las funciones g, son conocidas a priori y a,(z) son simplemente coeficientes.
Por conveniencia pediremos que

an(z) =0 paran < 0. (5.4)

Ademas, la serie (5.3) es asintética cuando t — ¢(z); esto es, alin tomando pocos
términos de la serie, ésta describe el comportamiento de la solucion u(z, t) de manera
adecuada en la vecindad de la caracterisiica t = ¢(z).

Es necesario que la sucesién {gn} sea tal que se cumpla la siguiente condicién:

95(2) = gn-1(2), (5.5)

por razones que resultaran evidentes dentro de poco. La sucesidn que emplearemos
es la siguiente:

§-"(z), paran<0
= n-1

9n(2) -(ﬁ_—_Tﬂ H(z), paran >0, (5.6)
lo que representa esencialmente una serie de potencias apenas detrds del frente de
onda, con primer término en forma de impulso, pues g, = §. La posicion del frente
de onda queda determinada evidentemente por (z). Falta revisar si en efecto las
funciones g, satisfacen la condicién (5.5). Sera necesario para este efecto utilizar un
resultado del Apéndice A, que sefiala que z6(z) = 0 en el sentido distribucional:

rpy L
h(2) = (n—1)!

[(n=1)z"?H(2) + z"1§(2)]

zn-2

= H(z) = gn-1(2) para n > 2.
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En los demas casos ¢l resultado se obtiene de manera muy sencilla.

Proseguimos sustituyendo la expresion (5.3) en la ecuacién (5.1). Para esto, pri-
mero habremos de calcular las derivadas involucradas, utilizando de manera extensa
precisamente la propiedad (5.5), asi como el hecho de que ay(z) = 0 para n < 0.
Omitimos, por comodidad al escribir, las dependencias tanto de a,, como de gy:

o0
uy(z, t) Z ngn = 3, Gndn-2, (5.7)
n=0 n=0
ug(z,t) Z[angn angho']
n=0
0
= Z[a:;gn - angn-l‘f"]a (58)
n=0

Uge(Z,1) Z[angn al gl — a gna19’ — an(gn-19" — g (¥")*)]

n=0

= Z an 9n—2 - Z (2‘1:;_1901 + an-lSo") In-9 + E “t:-zgn-—‘)
n=0 n=-1 n=-2

= Yolan(9')? = 2010  Guer” + ] (5.9)
n=0

Aliora realizamos la sustitucion antes mencionada, y agrupamos segin los coeficien-
tes ay:

Z{[l - ]an + zan_lﬂa + an—lSD - an—Q + qan—2}gn—2 = 0. (5'10)
n=0

Para que la anterior igualdad se mantenga es necesario que los coeficientes suce-
sivos de gn—y sean todos cero. Comenzaremos por n = 0, lo que implica

[ = (')]ao = 0, (5.11)
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lo que se debe, nuevamente, a la convencién (5.4), pues a~; = a_y = 0. Descartamos
la posibilidad de que ag = 0, pues pediremos que se trate del primer término de la
serie; por lo tanto,

¢'(z) = 1, (5.12)

lo que indica que los frentes de onda t = ¢(z) viajan con una rapidez caracteristica
de +1. También resulta interesante sefialar que la ecuacién (5.12) no es sino una
ecuactdn eiconal en una dimensidn espacial. Debido a esta aparicién de la ecuacion
eiconal se asocia cominmente este método con la teoria de dptica geométrica. Estu-
diaremos ahora el caso ¢/(z) = +1. Tenemos, pues, p(z) = z + «, donde « es una
constante. Colocaremos nuestro eje t de modo que ¢(0) = 0. Se deduce que a =0
y

p(z) = z, (5.13)

por lo que se ve también que

¢'(z) = 0. (5.14)

Continuamos con el siguiente término, poniendo n = 1, y utilizando (5.13) y
(5.14) obtenemos

2/ (€)ag() = 2ap(x) = 0, (5.15)

de donde se deduce que ag(z) es una constante, y por lo tanto af(z) = 0. Empleando
estos ultimos resultados al tomar n = 2, se ve que

2ai(z) + g(z)ao = 0. (5.16)

Estas ultimas dos ecuaciones, (5.15) y (5.16), se conocen como ecuaciones de trans-
porte, debido a que, considerando que y(z) es un término de fase y a,(z) son
términos de amplitud, describen la variacién de los términos de amplitud a lo largo
de las caracteristicas determinadas a partir de la ecuacién eiconal, (5.12).
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Mostraremos ahora como se pueden aplicar estas ecuaciones de transporte en
conjunto con la solucién (3.28) de la ecuacién (5.1) para obtener el resultado que
buscamos. Escribimos esta solucién en la forma (5.3), para estudiar su comporta-
miento cuando ¢ — z:

Gile,t) = bt =)~ il ) = 1 aale)glt = )] (5.17)

Haciendo uso de (5.13) y (5.15), con los dos primeros términos de la serie dados por
(5.6), reescribimos (5.17) de la siguiente manera:

6(t — z) — Ki(z,t) = aob(t — z) + a1(z)H(t - ) + R(z,1), (5.18)
de donde se puede ver que ag debe ser +1, con lo que las deltas desaparecen. R(z,t)

es ¢l residuo que resulta de truncar la serie después del segundo término, Escrito de
manera explicita, se trata de

R(z,t) = Z an(z (5.19)

de donde es ficil ver que R(z,t) es continuo y se anula cuando  tiende a 2. Antes
de continuar recordaremos una notacion bastante comun para denotar limites por
la izquierda y por la derecha:

fy+9) = Jim f(z),
fly=0) = lim f(e).

Ty

La idea principal es ahora aprovechar la continuidad de R(z,t) sobre la carac-
teristica t = z, es decir,

R(z,z + 0) — R(z,z — 0) = —Ki(z,z + 0) + K;(z,2 — 0)
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= (H|(z +0) — 2] - H(x ~ 0) - z]) ar(<)
= —Ki(z,z +0) - a,(z) = 0. (5.20)

Para obtener (5.20) hemos recurrido a (3.29), en la que se especifica el soporte de la
funcién K;(z,t) y a la definicién usual de la funcion escalon de Heaviside, discontinua
en este caso sobre ¢ = . En este momento recordamos la ecuacion de transporte
(5.16), en la que sustituimos (5,20) para obtener

ole) = ~2ui(x) = 22502 (521)

Con esta ecuacion se establece la manera de recuperar ¢(z) a partir de la res-
puesta causal Ki(z,t). La recuperacion con base en la respuesta no-causal es com-
pletamente andloga. Antes de continuar, sin embargo, serd conveniente analizar el
caso alterno de (5.12), en el que ¢'(z) = —1, con lo que

o) = —z. (5.22)

Es muy ficil verificar que el resultado (5.15) no se altera con esta variante, y que en
(5.16) lo dnico que cambia es un signo:

- 2d}(z) + g(z)ag = 0. (5.23)

Tenemos pues un par de soluciones tales que la rapidez caracteristica de los frentes
de onda que describen es la misma (de magnitud 1), pero con signos distintos.
Escribimos la solucién tal que p(z) = +z como u*(z,t), y a la solucién con ¢(z) =
—z como u~(z,t), Los coeficientes en el desarrollo (5.3) se denotan por a}(z) y
a; (z) respectivamente. Por linearidad de (5.1), la combinacion

uz,t) = ut (e, t) +u(2,t) = Za z) gt — +§a,’,(x)g,‘(t+x) (5.24)

n=0

sera también una solucion de dicha ecuacién.
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La solucién no- causal de (5.1), dada por (3.40) en el Capitulo 3 es

G(z,1) = 6(t+2) + 6(t — ) + Kz, ). (5.25)

Combinando esta expresién con la representacién dada en (5.24) se obtiene, ponien-
do, ag = 1 como en el caso anterior:

G(xvt) = 6(t - x) + 6(t + w) + Ki(m)t)
= 6(t— )+ af (z)H(t — z) + R (z,1)
+ 6(t+z) +a7(z)H(t +z)+ R (z,t). (5.26)

Por Rt(z,t) y R™(z,t) nos referimos evidentemente a los residuos que resultan de
truncar las series que representan a ut y u~ respectivamente en el tercer término.
Escribiendo ambos residuos en forma explicita, como ya se hizo en (5.19), se ve cla-
ramente que en ambos casos se trata de funciones continuas sobre las caracteristicas
t =2 yt=-z. En contraste con lo realizado anteriormente, nos apoyaremos en la
continuidad sobre z = —t para escribir

Ki(z,—z +0) + a7 (z) =0, (5.27)

donde hemos usado la descripcion (3.41) del soporte de K;(z,t) para llegar a esta
forma final. Sustituyendo ahora (5.27) en (5.23) (recordemos que a; = 1), tendremos

dK;(z,—z)

Q(x) = 2(1'1-,(22) = -2 dr ’

(5.28)

que es formalmente muy similar a (5.21), como era de esperarse, Por lo tanto, se
confirma que el potencial g(z) se puede obtener a partir tanto de la respuesta causal
como de la no-causal, por medio de las ecuaciones (5.21) y (5.28) respectivamente,
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5.2 La constante concentrada de resorte h

En la formulacién de Gelfand-Levitan aparece como punto distintivo una condicién
adicional sobre las soluciones en el eje z = 0. Esta condicién de frontera, (1.12), se
repite aqui, para [acilitar la referencia:

= ug(0,2) + hu(0,t) = 0. (5.29)

En el caso de la respuesta causal, Gi(z,t), la condicién anterior no es homogénea,
8ino que incorpora una fuerte singularidad en el origen, como se ha descrito antes
en (3.27). Repetimos aqui esta condicidn para la solucién causal:

~ Gi,(0,1) + hGi(0,1) = 8(2). (5.30)

La constante k, como ya se ha discutido, es la constante concentrada de resorte,
y nuestro objetivo en esta seccidn es recuperarla a partir de las soluciones causales
y no-causales del problema, como se hizo ya en la seccién anterior para el potencial
q(z). El método que adoptamos es también completamente andlogo al de aquel
desarrollo, Usaremos de nuevo la representacién (5.3) de la solucién u(z,t), y la
forma que obtuvimos en (5.9) de la primera derivada en z de aquella solucion,
Escribimos ambas funciones, con z = 0:

i

u(0,¢) Zan (0) gnlt — ¢(0)]

n=0

= % an-1(0) gn—1[t — (0)] (5.31)

n=0

ug(0,1) = i{ai‘(o)gn[t = #(0)] = an(0)¢'(0)gn-1t — ¢(0)]}

n=0

= S {ds(0) - an(0)'(0)) g (5.32)

n=0

Usaremos en esta ocasion la solucidn causal, por lo que ahora sustituimos éstas en
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la condicién (5.30):

o0

3 {2n(0)'(0) = &y_y(0) + han=1(0)} gu-1[t — (0)] = &'(£). (5.33)

n=0

La ecuacién (5.12) (eiconal) y las ecuaciones de transporte de la seccion anterior
deben seguir aplicando en este caso, pues ademds de satisfacer la condicién de fron-
tera (5.30), Gi(z,t) debe ser solucién de la ecuacion (5.1). Consideramos entonces
ap = 1 y p(z) = z; usando la segunda propiedad, la ecuacién (5.33) queda

o0

> _{an(0) ~ a5y (0) + han-1(0)} gn-1 (t) = 8'(2). (5.34)

n=0

Observamos que cuando n = 0, refiriéndonos a (5.6), tendremos que aparece
una §'(¢) del lado izquierdo de la ecuacion anterior, con la que se cancela la misma
funcién del lado derecho, ya que, como hemos dicho, ap = 1. Se deduce, entonces,
que cada uno de los coeficientes de las g, sucesivas de la serie se debe anular. Para
n = 1 se obtiene la siguicnte ecuacién de transporte:

a;(0) + h =0, (5.35)

que resultard ser de importancia primordial en la recuperacién de h. Volvemos a
usar (5.18), aunque esta vez evaluando sobre z = 0, y con gy = 1 de antemano:

6(t) — K:(0,t) = é(t) + a1 (0)H(t) + R(0,1), (5.36)

De nuevo aprovechamos la continuidad de R(z,t) sobre z = t junto con (3.29) para
escribir

—~ K;(0,0+0) = a;(0). (5.37)

El dltimo paso es en realidad muy sencillo, pues sélo hay que sustituir (5.35) en
(5.37) para dar h en términos del valor de K;(z,t) en el origen:
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h = K0,0). (5.38)

Realizando un procedimiento muy semejante al que apenas concluimos, e in-
corporando algunos elementos del desarrollo por medio del cual se obtuvo (5.28)
se obtiene sin mayor problema que la ecuacién que relaciona a h con Kj(z,t), la
respuesta no-causal, es idéntica a (5.38):

h = K;(0,0). (5.39)

Es muy intercsante anotar que no es necesario conocer el comportamiento de las
soluciones, causales 0 no-causales, en todo el semiplano derecho, sino unicamente
sobre las caracteristicas t = z, y en su caso, t = —z. Este hecho reviste especial
importancia en vista de que el método de propagacion de singularidades se centra
precisamente en el estudio de las soluciones en la vecindad de estas curvas.

5.3 Problema inverso de Gopinath—-Sondhi

El punto de partida en esta instancia es el sistemna de ecuaciones (4.5), (4.6) ,
que sirve como base para obtener las ecuaciones integrales de Gopinath-Sondhi.
Escribimos de nuevo aqui este sistema, aunque en una forma que a la postre resultara
mas conveniente para nosotros:

HE (RGN

donde 0 denota obviamente el vector cero con dos renglones por una columna. Fs
muy fécil ver que esta ecuacién matricial es exactamente equivalente al sistema de
ecuaciones (4.5), (4.6) . En la formulacién de Gopinath y Sondhi, el objetivo dltimo
es recuperar la funcion A(z) que aparece en este sistema de ecuaciones, Es mas
facil observar una similitud entre este desarrollo y los realizados anteriormente para
recuperar q(z) y h si planteamos el problema en términos de matrices. De aqui en
adelante, por comodidad, denotaremos
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0 A-!
e (44).

Proponemos para este sistema una solucion en forma de una serie de potencias
que desribe al frente de onda, escrita de la misma manera que en las secciones
anteriores:

() 5" va(@) galt - 9(2)) (5.41)

n=0

donde los coeficientes vy son vectores de dos componentes, y las g, satisfacen la
condicion (5.5), g/ = gn-1. Ademas tenemos que, al lgual que los coeficientes a, de
las secciones anteriores de este capitulo,

vn =0 para n < 0. (5.42)

Como antes, consideramos que la serie (5.41) es asint6tica cuando t — z. La sucesién
de funciones {gn} se conoce de antemano y es, en este caso, muy parecida a (5.6),
aunque con algunas diferencias:

6~(1)(z), paran <0
gn(2) = { (%) (5.43)

%;H(—z), para n > 0.

No es dificil cerciorarse de que esta sucesion tiene la propiedad (5.5), derivando de
exactamente la misma manera en que derivamos (5.6) con anterioridad.

Falta sustituir la serie (5.41) en la ecuacién (5.40); primero calculamos las deri-
vadas que aparecen en esta ecuacion;

(5 )t = évngn_l, (5.44)
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i

(p ) Y (Vi'gn + Vo9'gn-1)
T

n=0

=]

Y (va-1'+ va¢') gu-r, (5.45)

n=0

donde hemos utilizado la propiedad (5.42) para ajustar el limite inferior de la serie,
Sustituyendo ahora estas expresiones en la ecuacion (5.40):

00

Y (Mvg+vy_g —¢'Vn) gnt = 0. (5.46)

n=0

Como ya hemos hecho en repetidas ocasiones, es necesario anular cada término
de esta serie. Comenzando con n = 0 se tiene

Mvg = ¢'vp; (5.47)

esto es, o' es un eigenvalor de M, con eigenvector correspondiente vg. Para analizar
que valores puede tomar ¢/, obtenemos explicitamente los eigenvalores de M:

det | M~ Al|= ) -1,
por lo que los eigenvalores son %1, y

¢'(z) = £1, (5.48)

lo que indica que en este caso la rapidez caracteristica del frente de onda es, al igual
que aquella de las secciones anteriores, 1. Calculamos los eigenvectores derechos
normalizados, que son, para estos eigenvalores:

+A-7
2 (4).

LY OTSls NE DEBE
ol gr LA BEUOVERS
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donde denotamos los eigenvectores correspondientes a ¢' = +1 por v¥ respecti-
vamente, Consideramos ahora, como antes, ¢'(z) = +1 y ¢(z) = z, con lo que
podemos expresar los eigenvectores correspondientes de la siguiente forma:

vo = ao(z) ( ’:' f ) . (5.49)

Hemos omitido el superindice + de los eigenvectores vy, ya que esta claro que se
trata de aquellos eigenvectores correspondiente al eigenvalor +1. La funcién ao(z)
que aparece en (5.49) debe satisfacer una ecuacién de transporte, que podremos
obtener anulando el segundo término de la serie (5.46), poniendo n = 1:

Mv; — vi + vo' = 0. (5.50)

Podemos calcular el término v explicitamente, usando (5.49):

_% [ _a~t
v&:aﬁ(‘jﬁ )+%0_AA_( ::%2)' (5-51)

En este momento nos sera de gran utilidad calcular también el eigenvector iz-
quierdo de M correspondiente al eigenvalor +1, pues al premultiplicar por este vector

permitird simplificar bastante la ecuacidn (5.50), después de sustituir (5.51) en ella.
Este eigenvector izquierdo es

L

wo= (AT A1)

Premultiplicando (5.50) por este vector, se tiene que
woMvy — wovy + wove' =

WoVi — WoVy + wWove' =

wove' = 2a; =0, (5.52)
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de donde se deduce inmediatamente que g es una constante; veremos mas adelante
que nuevamente ag = 1,

La pareja solucién que analizamos en el Capitulo 4 fue p = J(z,t), u = K(z,1).
De acuerdo con las condiciones establecidas en (4.23), (4.24), tanto J + 1 como K
son cero en la regién t > x, = 2 0; esta pareja también es, evidentemente, solucién
de (5.40) y serd ésta la que tomaremos en cuenta:

(-

Sustituyendo esta solucion en (5.41), con las funciones g, dadas por (5.43), y
con p(z) = z, obtenemos

(J(I?(i:),.tg 1) =t (/X; ) H(z 1) + R(z,t), (5.54)

donde R(z,1t) es el residuo que resulta de truncar la serie a partir del segundo
término. Como era de esperarse, este residuo es continuo sobre la caracteristica
z =1, y esta continuidad es precisamente lo que nos permite escribir:

R(z,z +0) - R(z,2 - 0) = ~ ("(Iﬁ(z;%l) +ao<’§;) =0, (559)

Hemos utilizado, por supuesto, las condiciones (4.23) y (4.24) en la obtencién de
(5.55). En el capitulo anterior se sefialé que A(z) debe estar normalizada de modo
que A(0) = 1; también se describe el comportamiento de J(z,t) sobre el eje z = 0.
Un vistazo a la condicién (4.20) confirmard que J(0,0) = 0. De la ecuacién (5.55),
evaluando en el origen y tomando en cuenta estos resultados, se obtiene:

J(0,0) + 1 =1 = apA~#(0) = ag;

por lo tanto, ag efectivamente es igual a 1. De este modo concluimos que la funcién
A(z) se puede recuperar a partir tanto de J(z,t) como de K(z,t), por medio de las
siguientes ecuaciones:
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= UEnT e (5.56)

A(z) = K*(z,z). (5.57)

La expresion (5.57) es mas sencilla que (5.56), por lo que es la primera la que gene-
ralmente se adopta para dar solucién a este problema. De las ya citadas condiciones
(4.23), (4.24), se ve que existe otra caracteristica que se podria usar para obtener un
resultado semejante al anterior. Se trata de la recta = —t; efectuando un ligero
cambio en la sucesién (5.43), donde considerariamos H(+z) en vez de la H(—2)
que aparece, y tomando ¢(z) = z, podemos emplear argumentos similares a los que
acabamos de usar para obtener resultados alternativos:

1
Alz) = RS (5.58)
A(z) = K¥(z,~z). (5.59)

Nuevamente subrayamos el hecho de que las inveriones se realizan con conoci-
miento de las soluciones inicamente sobre las caracteristicas y no sobre el dominio
completo. Recalcarnos también la importancia de que A(z) sea una funcién suave
para que el desarrollo anterior tenga sentido.

5.4 Un ejemplo

Como se mencioné al principio de este trabajo, la motivacion del estudio de los
problemas inversos se encuentra en las diversas aplicaciones con las que éstos estan
relacionados. Aunque hemos presentado ya las principales formulaciones que se usan
en la solucién de dichos problemas, no hemos abordado problemas particulares. Se
pueden encontrar un buen nimero de ejemplos en los que se usan las formulacio-
nes de Marchenko y Gelfand-Levitan en relacién a solitones en los libros sobre el
tema que citamos en la bibliografia, {5, 10}; no es tan facil encontrar en la literatura
ejemplos concretos en torno a la formulacién de Gopinath-Sondhi. A continuacién
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presentamos un ejemplo, en el que modelamos lo que podria ser el tubo de un instru-
mento de aliento; en un tiempo inicial (f = 0) damos un soplido, y posteriormente
observamos que la presion del aire en la embocadura (2 = 0) disminuye exponen-
cialmente. Escribimos la funcién h(t), que aparece en la condicion (4.7) del capitulo
anterior, como sigue:

h(t) = e, (5.60)

donde p es una constante positiva. Reescribiendo la ecuacién de Gopinath-Sondhi,
(4.28), en términos de esta funcién, obtenemos:

1t 1 e
= - ~u(t-7) 17 - —p(r=t) jo . .
1 K(m,t)+2/ e I\(m,r)d~r+2/t e K(z,7)dr (5.61)

-T

Para resolver esta ecuacion, que es una ecuacion integral con nicleo separable,
proponemos una solucién con la siguiente formas

K(z,t) = C(z)e* + D(z) e~ + 1, (5.62)

donde vy = y(p) y @ = a(u) son ambas funciones de p por determinar. Al sustituir
esta solucion en (5.61) encontraremos 4, @, y por supuesto C(z) y D(z). Los calculos
involucrados no son complicados, aunque si un poco largos; después de sustituir y
calcular las integrales tendremos:

ot 1] C(x) -
— = () at at 4 = at __ —pi—(pta)r
1 -4 =C(z)e*+ D(z)e +2{-——u+a[e e~hi=(n )]

+ D(:L’) [e—at _ e—pt—(p—a)z + it [1 - e—ut—uc] + O(I) {eat - ept-(u-a)z]
p—a f p-a
+ —-—/‘Dfi [emat - etutale] 4 % 1 - eroe] } (5.63)

Igualando los coeficientes de las distintas funciones de t obtendremos las relacio-
nes que buscamos. Comenzando por los términos constantes, obtenemos:
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7=Z%T‘ (5.64)

Examinando los términos e*** se llega a la siguiente relacion, que determina a o
of = p? 4. (5.65)
Finalmente, al igualar los coeficientes de e#! encontramos un sistema de dos ecua-

ciones que se puede resolver para C(z) y D(z). Después de considerables manipu-
laciones, el resultado es el siguiente:

eaa:

=
=
+
Q
N
[
a

+E221 ) (5.66)

Cle) = ——= ¢ (p—-a)e + (p+a)es B

(p+1) (p=a)

1 1
D(z) = .
) ptl (p-a)eos +(p+a)e

(5.67)

Por lo tanto, utilizando (5.62) podemos escribir la solucion de (5.61) como sigue:

b (B+0) ey e p—-o
((@,1) = ———c v
Kzt EDITECN (i-ae=FEraje
# e B
5.68
I TR P e PR (5.68)

donde o = /p(p + 1). De acuerdo a lo que hemos visto en la seccién anterior, es
ahora posible reconstruir la funcién A(z) a partir de (5.70), empleando la relacién

(5.57):

Az) = K¥(z,z). (5.69)

De este modo, tenemos que el area transversal del cuerpo de nuestro instrumento
de aliento se obtiene de sustituir (5.70) en (5.69), y es
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- _ H (“+a) e?ax e** b-a
Az) = { (p+1) (p-a) [(u - a)e™ + (pu+ a)e*® ¥ [ ]

+ L e sV (5.70)
ptl(p-a)ems 4 (p+a)exs  p+l]’ '

Si suponemos que se trata de un instrumento con seccién transversal circular, po-
demos graficar un perfil del instrumento visto de lado; ver Figura 5.1,

Y(x)

Figura 5.1: Perfil lateral de un instrumento con seccién transversal circular y area
transversal A(z).

En la Figura 5.1 se ve que nuestro instrumento es una especie de corno; no es
sorprendente este resultado, pues al ensancharse el tracto, el nirnero de reflexiones
que ocurren dentro de él disminuye, por lo que al aumentar ¢t tendremos cada vez
menor presion en la embocadura. Evidentemente para construir un instrumento
este analisis es demasiado rudimentario, pues no sirve para determinar frecuencias
de vibracién; sin embargo muestra, en una sencilla aplicacion de la formulacién de
Gopinath-Sondhi, como se puede determinar la forma de un instrumento a partir
de la intensidad del sonido que produce.
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5.5 Conclusiones

En este trabajo hemos realizado una revision de algunos de los mas importantes es-
quemas utilizados en el estudio de los problemas inversos, con énfasis en metodologia
y no en resolver problemas especificos. Aunque las diversas formulaciones surgen de
distintas aplicaciones, hemos tratado de presentarlas de manera que las similitudes
entre ellas y entre las maneras en que se pueden derivar se puedan observar con
cierta claridad.

La formulacién tanto de las ecuaciones integrales de Gelfand-Levitan como de
las ecuaciones de Marchenko se dio originalmente en el dominio de frecuencias, en el
contexto de problemas espectrales inversos. El punto de partida natural en este caso
es la ecuacién de Schrodinger. Nosotros, en cambio, damos un desarrollo comple-
tamente en el dominio del tiempo de estas formulaciones, partiendo de la ecuacion
de una cuerda elasticamente amortiguada. En el caso de la ecuaciéon de Marchenko,
también presentamos una derivacion en el dominio espectral, principalmente por el
importante papel que ésta juega en la teoria de dispersion inversa. Ademads, este
desarrollo permite ver como los argumentos de causalidad que utilizamos en las
formulaciones dependientes del tiempo se ven, en este otro caso, reemplazados por
teoremas de integracion sobre el plano complejo.

Existe una ventaja notable al formular estos problemas inversos para ecuaciones
hipérbolicas, en el dominio temporal: debido a que la velocidad de propagacién de
las ondas es finita, es posible recuperar la funcién desconocida de z en un intervalo
(0,T) conociendo la respuesta de impulso en el intervalo finito 0 < t < 2T. En
cambio, si usiramos un método espectral, seria necesario conocer la informacién de
refleccion para 0 < ¢t < 0o para poder emplear una transformada de Fourier.

En cuanto a las ecuaciones de Gopinath y Sondhi, éstas se obtuvieron original-
mente en el dominio del tiempo, aunque en una derivacién distinta a la que aqui
hemos presentado. Los autores utilizaron esta formulacién precisamente para eli-
minar problemas que aparecian al emplear métodos planteados en un dominio de
frecuencias. Como en el caso anterior, en estos métodos es necesario tomar medidas
en el dominio de frecuencias sobre intervalos de tiempo muy largo para hacer bue-
nas estimaciones de las eigenfrecuencias. Ademds, también es necesario en este caso
conocer la longitud del tracto vocal, que termina en la glotis, y también las condi-
ciones de frontera sobre esta ltima. Al considerar una formulacién en el dominio
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del tiempo se evitan estos problemas,

Ya hemos mencionado con anterioridad que varios de los resultados que hemos
obtenido no son vélidos cuando ¢(z) o A(z) no son suaves; en general hemos su-
puesto que ambas funciones son suaves. En algunos casos es posible generalizar un
poco de modo que se permitan discontinuidades de salto en algunas de las derivadas
o en las funciones en si, pero no se extienden los resultados en general para discon-
tinuidades maés severas o discontinuidades en algunas derivadas. Una discusion mas
detallada de estas consideraciones, sin ser del todo completa, se puede encontrar en
el articulo de Burridge [3]. También en este articulo se pueden encontrar esquemas
de demostraciones de la existencia y unicidad de soluciones a las diversas ecuacio-
nes integrales que obtuvimos en el trabajo; bastan un par de teoremas basicos de
la teoria de ecuaciones integrales sobre operadores positivos para establecer estos
resultados. El lector se puede referir a los textos antes citados sobre este tema para
aclarar dudas.

En algunos casos el lector cuidadoso notard que hace falta tal vez mayor rigor
matematico al realizar ciertas manipulaciones. Esta tendencia es intencional, y se
debe al deseo de evitar que algunos desarrollos, que de por si resultan complicados,
se tornen ininteligibles en medio de un mar de aclaraciones y resultados adicionales.
Es muy posible que en algin momento particular realmente sea necesario tratar
algtin punto con mayor cuidado del que ha recibido aqui, pero en este caso no queda
mas que mirar en retrospectiva-una actitud muy en tono con el tema de la tesis-e
intentar proponer alguna enmienda, ain cuando ésta sea inevitablemente tardia.
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Apéndice A

Funciones de Green y
distribuciones

A.1 Breves notas sobre distribuciones

Sea L un operador diferencial lineal ordinario, de orden n, actuando sobre un espacio
de funciones u(z) € C*[a,b). Mas adelante pasaremos de manera natural al caso de
un operador diferencial parcial, que es el que nos interesa en este trabajo. En
general, hay dos métodos que se adoptan con frecuencia para resolver una ecuacion
de la forma

Lu(z) = f(z); (A1)

el primero consiste en encontrar la representacion espectral de L estudiando las
soluciones de la ecuacion

Lu(z) = Au(z).

No haremos una descripcién de este método; nos interesa el segundo, en el que se
encuentra el operador inverso L™, es decir, el operador tal que LL~! = [7'L =1,
donde I es el operador identidad. Ya que L es un operador diferencial, parece

89
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razonable suponer que L. ~! se puede escribir como un operador integral, entendiendo,
por supuesto, que se trata de integracién en el sentido de Lebesgue. Dicho operador
podria representarse, por ejemplo, por

b
u(e) = [ Gla,§)ulg) dé (A2)
En este caso, tendriamos ya la solucién de la ecuacion (A.1), dada por

b

u(e) = L7 (Lu) = [ Gle,) f(§)dé. (A3)

)

Un resultado interesante que se obtiene de aplicar los operadores L y L™ en el orden
contrario a como lo hicimos arriba es

b
u(e) = L(L™) = [ LG(e,€)u(e) dg

es decir, el kernel G(z, £) en (A.2) debe satisfacer la ecuacién LG(z,€) = é(z,§),
donde esta dltima tiene la siguiente propiedad:

[ d(e 016 = u(e), (A1)

para cualquier eleccion razonable de u(€). El kernel G(z, ) de la ecuacion integral
(A.3) es la funcidn de Green.

Surge, sin embargo, un problema importante con respecto a la ‘funcién’ delta
como ha sido definida en (A.4): no existe funcion alguna tal que la expresién (A.4)
tenga sentido matematico. No obstante, la delta aparece con frecuencia en textos de
matematicas y fisica, ya que la utilidad en la practica de esta funcién ha resultado
ser inmensa. Una justificacion bien fundamentada de la existencia y el calculo de
objetos matemadticos como la delta (llamada también delta de Dirac) aparecié en
1950 con la teorfa de las distribuciones de Laurent Schwartz. Las distribuciones se
plantean como una generalizacion de los conceptos de funcion y producto interno.
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Definicién

Una funcidn de prueba es una funcién ¢(z) € C§°(—00,00) con soporte compacto.
Esto es, ¢(z) es continua y tiene derivadas continuas de cualquier orden, ademds de
anularse para |z| suficientemente grande.

El conjunto de funciones de prueba es un espacio vectorial lineal, que se denota
cominmente por D). Un ejemplo estandar de una funcién de prueba es

é(z) = e(;’l‘"‘) |z <1 (A.5)
0 |21

es suficiente para probar que D es no-vacio. Ver la Figura A.1,

Y(x)

4 05 05 1
Figura A.l: Funcién de prueba ¢(z) = H(1 — |z|) exp[l/(z* - 1)}.

Definicién

Un funcional lineal t sobre D es un nimero real (@) definido para toda ¢ € D
y lineal en ¢.

La notacién que emplearemos para funcionales lineales en D es t(¢) = (¢, ¢), que
se refiere a la accién de en funcional ¢ sobre . Como es usual, la linealidad de ¢
significa que

(t, 101 + 262) = a1{t, d1) + a2(t, 43),
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con ¢y, ¢y € D y ay,a, constantes reales. La notacién que hemos presentado es exac-
tamente la misma que se usa para representar productos internos; esto es intencional,
aunque definitivamente inexacto, ya que veremos que ¢ puede no ser representable
por un producto interno. De cualquier modo, los ejemplos mas sencillos de funcio-
nales lineales son, efectivamente, productos internos. Supongamos que f(z) es una
funcidn localmente integrable; esto es, la integral de Lebesgue [, |f(z)|dz existe y
estd acotada en cualquier intervalo finito I. Entonces, el producto interno

(f,9) = /1 f(z) d(x) dx

es un funcional lineal para ¢ € D, ya que la integracién de Lebesgue es lineal en si.
Definicién

Un conjunto {¢,} de funciones de prueba es una cero-sucesiin s

L. Un{ soporte [¢n]} estd acotado.
]
52t

Ahora estamos listos ya para introducir el concepto de distribucién, o funcién gene-
ralizada, como se le llama en algunos textos.

) cuando n — 00 es cero, para cualquier k = 0,1,2,....

2. El imite de (maxx

Definicion
Un funcional lineal es continuo si y sélo si {t,¢,) — 0 para toda cero-sucesién

{¢w}. Un funcional lineal continuo es una distribucidn,

Continuando con la idea de relacionar funcionales y productos internos, escribi-
mos el siguiente teorema, que describe la relacién entre funciones localmente inte-
grables y distribuciones:

Teorema

Cualquier funcién localmente integrable induce una distribucién a través del
producto interno que hemos definido con anterioridad.

Prueba : Falta solamente revisar que el producto interno, como funcional, sea conti-
nuo. Sea f una funcién localmente integrable {¢,(z)} una cero-sucesién arbitraria.
Tenernos entonces
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(i)l S [ 1@ Idn(a)lde < My [ (@),

donde M, = max;|¢s(z)] € I = Un{ soporte [¢n(z)]}. Sabemos que I es acotada,
por lo que [} |f(z)|dz < co. Ademas, tenemos que M, — 0, de donde se sigue que

I{f, #n)l = 0;

el funcional (f,$) es continuo, y por lo tanto, se trata de una distribucion. Q.E.D.

Un corolario sencillo de este teorema es que dos funciones que coinciden en casi
todos los puntos (esto es, son idénticas excepto en un conjunto de medida cero)
inducen la misma distribucién. Esto se debe a que al integrar segin Lebesgue no
distinguimos entre estas dos funciones. A las distribuciones que se pueden represen-
tar en términos de un producto interno de una funcién localmente integrable se les
llama distribuciones regulares. Un ejemplo de este tipo de distribucién, que ademas
adquirird mayor importancia mas tarde es la distribucién de Heaviside,

(H,9)= [ ¢(c) de, (A6)

que resulta de contraer la funcion escaldn con una funcién de prueba ¢(z). A
cualquier funcién localmente integrable le asociamos inmediatamente una distribu-
cion; la implicacion contraria no es cierta necesariamente, pues existen distribuciones
que no se pueden escribir como un producto interno. Un ejemplo clasico de esta clase
de distribuciones, que llamaremos distribuciones singulares, es precisamente la delta
de Dirac. Definimos esta distribucién del siguiente modo:

(8,9) = 4(0). (A7)

Es claro que se trata de una distribucién; no es dificil tampoco verificar que se
trata de una distribucién singular, pero omitimos la prueba, pues no es particular-
mente interesante en el contexto de lo que nos proponemos.

Continuamos esta exposicion con un par de advertencias sobre notaciones que
se usan con cierta frecuencia en la literatura. Es muy comin encontrar que a una
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distribucién f definida sobre el espacio de funciones de prueba 1), con variable in-
dependiente z, se le denote por f(z), exactamente como ocurre con las funciones
habituales. Esto no debe confundir al lector, pues ya hemos sefialado que, para una
distribucidn f, f: D — R. Por otra parte, hemos visto también que cuando f es
una distribucién regular esta notacion alternativa no da pie a ambigiedad alguna,
debido a la relacién uno a uno que existe entre una clase de equivalencia de fun-
ciones (compuesta de todas aquellas funciones que difieran entre si dnicamente en
un conjunto de medida cero) y la distribucion regular correspondiente. En cambio,
tratdndose de distribuciones singulares, f(z) es solamente una notacion simbdlica
conveniente, pues tiene la ventaja de exhibir la variable z que ocurre en la funcién
de prueba. Se habrd visto que esta es la notacion que adoptamos a partir del pri-
mer capitulo de este trabajo; nos permite mayor claridad al efectuar convoluciones,
transformadas, y algunos cambios de variable, sin implicar que estemos hablando de
funciones en el sentido habitual,

En particular, para la distribucién delta se usa con frecuencia el simbolo é(z), y
a menudo se encuentra la expresion

=]

5(t) (1) dt. (A.8)

40) = [
Esperamos que el lector ripidamente se dé cuenta de que la expresion (A.8) no
ticne mayor sentido que el que le da el lado izquierdo de la misma; se trata simple-
mente de una representacién simbélica. Efectuando formalmente las manipulaciones
permitidas en el cdlculo de funciones ordinarias (en este caso un sencillo cambio de
variables), podemos definir una nueva distribucién singular 6(z — €), simbélicamente
denotada por:

= [” s+ &) d
= 4(6) (A9)

En un sentido riguroso, es necesario puntualizar que es por medio de la ecuacién
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(6(z — €),4(2)) = $(¢) (A.10)

que efectivamente se define la distribucién é(z — §). Las manipulaciones de (A.9)
sirven meramente para demostrar que hay consistencia con la manera en que ordi-
nariamente tratarfamos funciones. Se dice que dos distribuciones f, y f; son iguales
sobre un intervalo I cuando para todas las funciones de prueba ¢ con soporte en /,
(f1,8) = (f2,9). Por lo tanto, se maneja a menudo la idea de que

6(z — €) = 0 para z # §; (A.11)

desafortunadamente, es frecuente también que se malentienda esta nocidn, pues ésta
no constituye en sf una definicién de la delta.

Nos interesa establecer otra importante propiedad de la distribucién delta, para
lo cual serd necesario ahondar un poco sobre el tema de productos de distribuciones,
Un caso en el que ¢s posible definir consistentemente este producto es aquél en el que
f es una distribucién cualquiera, y g es una distribucién regular que corresponde a
una funcién infinitamente suave., En este caso, se define el producto como sigue:

Deflnicién

(9£,9) = (f,9¢) para ¢ € D. (A.12)

La demostracion de que esta definicién es consistente con la manera en que hemos
definido las distribuciones con anterioridad es sencilla y se deja al lector. Es ne-
cesario Unicamente probar que g¢ es una funcion de prueba (trivial) y que gf es
efectivamente un funcional lineal continuo sobre D.

Empleando esta definicién en conjunto con la propiedad (A.11) se obtiene un re-
sultado interesante que a menudo se maneja de manera intuitiva, sin la justificacién
formal que hemos incluido, Es evidente que g(x) = & — £ ¢s una funcién infini-
tamente suave, y localmente integrable; por lo tanto, hay una distribucion regular
correspondiente que podemos multiplicar por é(z — £) para obtener:

(e — )bz ~£),¢) = (6(z ~ £), (@~ £)¢) = 0. (A.13)



96 APENDICE A. FUNCIONES DE GREEN Y DISTRIBUCIONES

Este resultado se usa un par de veces en el Capitulo 4.

Tanto la integracion de Lebesgue como varias de sus propiedades {cambios de va-
riables, integracién por partes, etc.) se pueden extender al cilculo de distribuciones;
no damos aqui una prueba de lo anterior. Si ahondamos un poco mds, sin embargo,
en el concepto de derivada de una distribucion, pues sera fundamental posterior-
mente al introducir el concepto de formulacién débil de una ecuacién diferencial.

Derivadas de distribuciones

La derivada f' de una distribucién f estd definida por (f',8) = —(f,¢'), para toda
¢ € D. Esta definicién es completamente natural, pues para funciones diferenciables,
utilizando integracion por partes,

(8) = [ (o) dle) de

it

@) ble) = [ fle)d'(a)da (A14)
~{f,¢'). (A.15)

El primer término de (A.14) se anula claramente debido a que, por definicién, ¢(z)
tiene soporte compacto.

e
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Teorema
Si f es una distribucidn, entonces f' también lo es.

Prucba; Sélo es necesario verificar que f' es continuo; lo demas es trivial. Sea
{¢n} una cero-sucesién en D; se ve facilmente que también {¢/} lo es. Por lo tanto,

T (', gn) = lim (f,40) = 0;

esto es, f' es continuo. Q.E.D.

Como corolario se puede afirmar que para cualquier distribucién f existe la
derivada distribucional f, y que su accién es

(f™,9) = (=1)™(f, ™).

Adeclanténdonos un poco, diremos ahora que se sigue de lo anterior que cualquicr
funcion 1? tiene derivadas distribucionales de cualquier orden, Presentamos ahora
un par de cjemplos relevantes de derivadas distribucionales,

Ejemplos

1. Hemos visto anteriormente, en (A.6) que la accion de la distribucién Heaviside

es (H,¢) = [5° ¢(z) dz. Su derivada serd

(H',¢) = — /0 * #(z) de = $(0); (A.16)

donde por supuesto utilizamos €l teorema fundamental del calculo y el hecho
de que ¢(2) ticne soporte compacto. En otras palabras, H' = 4.

2. La derivada de la distribucidn § es

(¢9) = —(8,¢') = -¢'(0). (A.17)
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Aiin no se realiza completarnente nuestro propésito de extender las herramientas
principales del cdlculo de funciones al de distribuciones. Es especialmente impor-
tante definir el concepto de limite de una sucesion de distribuciones de modo que
concuerde con la idea intuitiva que de él tenemos, y tal que sca consistente con su
contraparte en el caso de funciones,

Definicién

Se dice que una sucesién de distribuciones {f,} converge a la distribucion f si
sus acciones convergen en R, esto es, si

lim (fus ) = (/,¢) para toda ¢ € .

A esta convergencia sc le llama convergencia en el sentido de distribucién, o conver-
gencia débil.

Proposicién

Si la sucesién de distribuciones { f,} converge débilmentea f, entonces la sucesion
de sus derivadas, {f’}, converge débilmente a f'.

Prueba: El resultado es inmediato, observando lo siguiente:

( 1'1’¢) = “(fvz,¢,)’

donde, por hipotesis,

(fm¢') — —(f,¢') = (f’a(ls),

para ¢ € D. Q.Ey.D.

Ocurre a veces que una sucesion que puede no tener limite en el sentido tradi-
cional si converge débilmente. Un ejemplo de tal situacién resulta al considerar la
sucesién {f,} = {(cosnz)/n}. Esta es tanto una sucesion de funciones ordinarias
como de distribuciones, ya que se trata de funciones localmente integrables, que
por tanto inducen una sucesién de distribuciones. Mientras n tiende a infinito, f,
tiende a cero, en ambos casos. Sin embargo, considerando {f}} en el sentido usual
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no habrd convergencia puntual, aunque, por el resultado anterior, es ficil ver que
{f.} = —{sen nz} converge a cero en el sentido débil,

Es comiin en la literatura cientifica, quiza especialmente en la fisica, encontrar
referencias a la distribucion delta donde se le da una interpretacion: algunas veces
es una carga puntual en un probema electromagnético, otras, como en el trabajo
presente, se puede tratar de la propagacion de un impulso. Para facilitar un acer-
camiento mas intuitivo al significado de esta curiosa distribucion, aprovechamos ¢l
recién introducido concepto de convergencia débil para aproximar la distribucién
delta, que es singular, por una sucesion de distribuciones regulares. No probaremos
este resultado, pero afirmamos que la sucesion dada por

n v

gn(z) = ;r_e-nz’ (A.18)
converge débilmente a la distribucion 6(z). En la Figura A.2 se puede observar que
el drea bajo cada una de las curvas (obviamente las méas achatadas corresponden a
valores mds pequerios de n) es constante, y de hecho es igual a uno. El soporte de
la funcién se va haciendo cada vez mas pequeio.

También aparece en nuestro trabajo un par de veces la derivada distribucional,
6'(x), de §(z), dada por (A.17), por lo que también incluimos una grafica de ésta,
que es de gran ayuda para visualizar la accidn de dicha distribucién. Obtenemos la
sucesién de distribuciones regulares que aproximan a §'(z) derivando la expresidn
(A.18), y recurriendo a la proposicion arriba enunciada para confirmar que ticne

limite descado:
) nd .2
gn(z) = —2m\/—;e'“ . (A.19)

En la Figura A.3 se alcanza a ver como la distribucion §'(z) esta conformada por
una especie de “doble pulso”.

Otra sucesién que aproxima a la distribucién delta, de uso muy comiin en varios
textos, es la siguiente:

onle) = - [H(z) ~ H(z — )] (A.20)



100 APENDICE A. FUNCIONES DE GREEN Y DISTRIBUCIONES

g(x)

X

-1 05 05 1

Figura A.2: Gréfica de tres elementos (correspondientes a n = 4,20,100) de la
sucesion gu(z) = (n/r)i exp(-na?). Esta sucesién tiende débilmente a 6(z).

Se trata de pulsos rectangulares, mas altos y estrechos a medida que aumenta n; el
area debajo de cada uno de ellos se mantiene constante, y es, de hecho, uno. Esta
sucesién, como (A.18), converge débilmente a é(z). En la Seccion 3.1 utilizamos
esta aproximacion debido a que es mas sencillo trabajar con ésta que con (A.18).

La tltima extensién que haremos es, tal vez, la mas importante en el contexto del
trabajo que hemos realizado en los capitulos que preceden a este apéndice, Hemos
generalizado los conceptos de funciones, derivadas y limites, lo que nos permite ahora
dar una formulacién mds general, en términos de distribuciones, de una ecuacién
diferencial,

Definicién
Una ecuacion diferencial Lu = f es una ecuacién diferencial en el sentido dis-
tribucional st u y f son distribuciones y todas las derivadas son interpretadas en el

sentido de distribucion; ésta es la formulacién débil de la ecuacién diferencial, y su
solucion se denomina solucidn débil de la ecuacién,
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a(x)

40

Figura A.3: Grafica de tres elementos (n = 4,20,100) de la sucesién g (zx) =
~[(4n%2%)/x)} exp(—na?). Esta sucesién tiende débilmente a §'(z).

De este modo nos ha sido posible utilizar deltas y no preocuparnos por la di-
ferenciabilidad de diversas funciones en el cuerpo de nuestro trabajo. Todas las
ecuaciones y sus soluciones han sido entendidas en el sentido débil, y los resultados
que utilizamos, como la scgunda identidad de Green, en la Seccién 3.2, son extensio-
nes de su forma usual original, Introducciones mucho mas detalladas que ésta a la
teoria de las distribuciones se pueden encontrar en los libros de Friedman, Lighthill,
y Zemanian, enlistados en la bibliograffa (6, 12, 17].

A.2 Funciones de Green

Al principio de la seccién anterior consideramos ya el problema de encontrar un
operador inverso L~ de un operador diferencial

& | |
Lu(z) = an(m)z-ﬁ- + 4 ax(z)% + aoz)u;
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propusimos que L™! fuera un operador integral cuyo kernel G, la funcién de Green
por definicién, debe satisfacer la ecuacidn diferencial LG(2,€) = §(z — £). Para
que esta ecuacion tenga algin sentido, es necesario, como hemos visto en la seccién
pasada, interpretarla en el sentido distribucional, o débil; es decir, consideramos
a G(z,€) como una distribucién. En este caso, no hay necesidad de preocuparse
por la diferenciabilidad requerida para que sea posible la aplicacién del operador
diferencial L, ya que la existencia de derivadas (en el sentido débil) de cualquier
orden estd garantizada. En efecto, se pide que G(z,£) sea tal que

(LG(z,£), (2)) = (8(z - £), 6(2)) = ¢(¢). (A.21)

En los Capitulos 2 y 3 no hemos utilizado esta definicién (la usual) de las fun-
ciones de Green, y sin embargo hablamos de soluciones fundarnentales. Es comin
que a las funciones de Green se les llame también soluciones fundamentales, o de
influencia. Explicaremos la razén de esta denominacién ocasional valiéndonos de un
sencillo ejemplo,

Analicemos una cuerda estirada entre ¢ = 0 y & = 1, y tal que sus extremos
estan fijos en esos puntos (digamos u = 0). Para cada punto z € [0,1], denotamos
el desplazamiento vertical desde su posicion de equilibrio por u(z). En el estudio
del caso estdtico balanceamos las fuerzas horizontales y verticales y realizamos un
par de aproximaciones para u'(z) pequefia para obtener la ecuacién que gobierna la
forma de la cuerda,

= p(e), con u(0) = u(l) = 0. (A22)

En esta ecuacién, hemos normalizado unidades de tal modo que p(z) es la densidad
lineal de la cuerda. Es muy facil resolver esta ecuacién por integracién directa:

du z
== [Ce)ds + e,

y por lo tanto,
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z
u(z) = //p(s) dsdt + ez + c3. (A.23)
00

Usando el teorema de Fubini en la integral que aparece en (A.23) (suponemos u(x)
continua), simplificamos del siguiente modo:

z i z T
//p(s)dsdt =/ p(s)dtds
00 01
=L7m-omnm. (A24)

Al sustituir en la solucién (A.23) y exigir que se satisfagan las condiciones de frontera
de (A.22), tenemos que ‘

u(0) = ¢; = 0,

mn:fu-nmnm+q=m

se sigue que ¢; = — [3(1 — t) p(t) dt, y de aqui que

1
u@):A(ﬂ@ﬂMﬂﬂcm
G(z,t) = (e~ t)H(z = t) - z(1 - t). (A.25)
G(z,t) es la funcién de Green, pero también se le llama a menudo solucién

fundamental, por lo siguiente: en (A.25) se ve que u(zx) es la superposicién de
desplazamientos que resultan de aplicar fuerzas a cada elemento de masa p(t) y
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sumar sobre todas las {. La funcion G(z,t) representa la influencia de una fuerza
puntual en t sobre el desplazamiento en z.

En general, se pide a la funcién de Green que sea solucion de la ecuacién (A.21)
con algunas condiciones de frontera homogéneas especificadas. Al resolver, buscare-
mos que la solucién esté dada por la contraccion de esta funcion con alguna otra que
represente una fuente (de carga, de masa, ...) en el problema. Asi es facil proponer
la interpretacion de que se trata de una superposicion de influencias infinitesimales
sobre las fuentes dadas,

Funciones de Green: operadores diferenciales parciales

Terminarmos esta breve exposicién sefialando que la transposicion de las ideas mane-
jadas en este apéndice a operadores diferenciales parciales es completamente natural,
pues las ideas que se manejan son exactamente las mismas. Sea M un operador di-
ferencial parcial en el espacio n-dimensional; las derivadas parciales distribucionales
se definen sin problema de manera que sean consistentes tanto con sus andlogas
del cdlculo de funciones ordinarias como con las derivadas totales de distribuciones.
Obviamente, en este caso el espacio D de {funciones de prueba contiene funciones de
n argumentos. De nuevo, la solucién de Mu = f se escribird como u = (M~ f),
donde M~! es un operador integral con micleo K tal que satisface, distribucional-
mente,

(M, K) = 6. (A.26)

Unicamente habrd que aclarar lo que la é representa en este contexto, actuando
sobre una funcion de prueba ¢(21,...,2,). Sencillamente definimos

(5)‘/’>=¢ (0"“)0) ) (A27)

n argumentos

0, usando la notacién simbdlica que introdujimos en la Seccién A.1,

(5(331 - fl,- crydy — fn))d’(ml) v )wn» = 5(£l) e 5(571) (A28)
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Especialmente en el caso de funciones de pruebas de varias variables nos parece
mds conveniente la representacion (A.28) que la estrictamente correcta (A.27), pues
seitala mucho mejor las variables involucradas,

Es posible repetir punto por punto los desarrollos previos de este apéndice, con
pequenas modificaciones de indole puramente formal para extender los resnltados
a funciones de prueba de varias variables, Las diversas ecuaciones hiperbélicas que
ocurren en el cuerpo de este trabajo se entienden en el sentido débil, del mismo

modo que sus soluciones,
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Apéndice B
Una representacion integral

En este apéndice presentamos detalladamente la obtencion de la representacion in-
tegral (3.35), utilizada cn ¢l Capitulo 3 para llegar a las ecuaciones integrales no-
lincales de Gelfand-levitan, Comenzamos por escribir la segunda identidad de
Green:

, ow  Ov
2 — 2 — s g —— 3
//ﬂ(vV w —wV*)dedr = [m (v 5 wé)n) ds; (B.1)

en csta identidad, £ es una regién del plano z — 7 y 99 su frontera. Nos referimos
al operador Laplaciano como V2, y a la derivada en la direccién normal exterior a
la frontera A como d/dn, con s denotando longitud de arco sobre A9 Para que
tanto derivadas como operadores diferenciales tengan sentido al aplicarse a G, por
ejemplo, es necesario recurrir a la interpretacién débil de la identidad (B.1). Durante
todo este trabajo emplearemos esta interpretacién. Aplicaremos esta identidad a
las funciones u(z,7) y Gi(z,t — 7), donde ¢ > 0, en la regién A, con frontera
0A = A; U A; UA3U Ay, como se ve en la Figura B.1,

El lado derecho de la identidad (B.1) queda, en este caso, como sigue:

L= | "G, ) s, 0) = ulz, 0) G (2, )] d (B.2)

107
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u, (0.1) + hu (0,8) = 0

u,(x0)=0

Figura B.1: Contorno de integracion. La zona sombreada es A, el dominio de
integracion.

R N A
+ [ (R T)G (R =) =GRyt =m)u( R, e (B.3)
+ [ "lu(z, R\, (2,1~ ) — Ci(z, t—- R)us(z, R))d (B.4)
+ 160, u0,) ~u@ ) G (0t-ldr (B3

En la integral (B.2), podemos anular el primer término utilizando la condicién
(3.31). Tomando el limitecuando R — oo en lo que resta, veremos que las integrales
(B.3) y (B.4) ambas se anulan. En el caso de la integral sobre As, esto ocurre debido
a la condicién (3.33); cuando R — oo llega un punto en el que, para t fija, t - R < 0,
con lo que tendremos que tanto G;(z,t — R) como G, (z,t — R) son idénticamente
ccro. En cuanto a la anulacion de la integral sobre A,, necesitamos no sélo esta
ultirna condicién, sino que también hay que valerse del hecho de que G’,-(:c, T) es cero
para ¢ < T, ya que el soporte de G’.-(m,r) es igual al de Gi(z,7), por definicién.
Escribimos de nuevo ¢l lado derecho:
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L.D. = - /0°° u(z,0) Gy, (z,1) de
+ [0 NG, 0t -1 -uOnGO-Nld (B9
= "Il + 12’

donde Iy e I coinciden con la primera y segunda integral, respectivamente. De la
condicion (3.30) deducimos que

factorizando u(0,7) en I y empleando esta ultima relacién:

Ty = [ u(0,Cu0,t 1) - Bl0,t = )dr

- - /0°°u(o, r)8(t — 1) dr = —u(0,1). (B.7)

Para obtener (B.7) nos ha bastado con recordar que G;(z, 1) est sujeta a condiciones
de frontera (3.32) en z = 0. Sustituyendo en (B.6), el lado derecho de la identidad
(B.1) finalmente queda:

L.D.= -—/:o u(z,0) G, (z, 1) dz — u(0,1). (B.8)

Antes de trabajar directamente sobre la integral de drea del lado izquierdo, es-
tablecemos la siguiente identidad:

P
uV’G; - G.‘Vzu = U(G';“ + é.'") - é;(uu + uu)

= u(2Gi, +qG:) - Gi(2uy + qu) (B.9)
= 2uGhy ~ Giuy) = 2uGy, - Giug)y; (B.10)



110 APENDICE B. UNA REPRESENTACION INTEGRAL

hemos aprovechado, estd claro, el hecho de que tanto u como G; son soluciones de
la ecuacién (3.1) para escribir (B.9). Por lo tanto, al integrar el lado izquierdo,
obtenemos, sustituyendo (B.10):

o0

L.1. //[u(x,r)V2G';(x,t ~7)— Gilz,t — 7)V(z, )] drdz
00

it

00

©0
2//[u(:n, )G (@t — 1) = Gz, t - T)u,(z, 7)), dr da
00

=9 /0 " e, Gie t = 1) = Cilat - Dl )| de. (BAD)

De nuevo, para 7 — oo tendremos que ¢t — 7 < 0, y por lo mismo, tanto G; como C';,
se haran cero al ser evaluados en el limite superior del integrando en (B.11), usando
otra vez (3.33). Por otra parte, hemos usado ya antes la condicion (3.31) para anular
el término u,(x,0), que aparece al evaluar en el limite inferior; retenemos solamente
un término en la integral del lado izquierdo:

LI = -2 / " u(z,0) G (2,8) de. (B.19)
0
Finalmente igualamos lados izquierdo y derecho,
-9 /0 u(z, 0) s, (z,1) de = ~ /0 w(z,0) G, (2, 1) dz — u(0, 1),

y de este modo obtenemos la representacién siguiente:

u(0,1) = /:’ Gi (@, 1) ulz, 0) de
= /:OG,-(J:,t)u(w,O)da:, (B.13)

donde hemos utilizado (3.34) para llegar a (B.13).
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