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calor especifico del fluido §

funcidn de corriente adimensional para el fluido §

aceleracién de la gravedad

grosor de la placa

mitad del largo de Ja placa

mimero de Prandt! del fluido i, Pr; = g/ N

ndmero de Rayleigh del medio ¢, Ra; = gRAT Pr; L3/1}

escala lenta de tiempo

temperatura del medio  lejos de la placa

coordenadas cartesianas horizontal y vertical

coardenada transversal adimensionsl para la placa, 2 = y/h

pardmetro de conduccién de calor

razon de las resistencias térmicas de las capas ifmite

coeficiente de expansion térmico del Auido §

coordenada adimensional longitudinal, x =z/L ‘
diferencia de temperaturs, Ao = Tioo ~ Toco
relacion de esbeltez, & = h/L

presién adimensional del fluldo ¢
conductividad térmica del medio ¢
conductividad térmica del sélido i
viscosidad dindmica del Ruido £ I
viscosidad cinemética del Auido i i
funcién de corriente adimensional para el fluido i i
eacala rapida de tiempo ;
tiempo adimensional 1
temperatura adimensional del medio i

temperatura adimensional de la placa



Capitulo 1

Introducciéon

1.1 Antecedentes

El estudio de la interaccion acoplada de conduccién y conveccidn de calor es muy
importante debido a su aparicién en muchos casos précticos e industriales. La influencia de
la conduccién en un sdlido sobre la transferencia de calor convectiva en un fluido ha sido
analizads en muchos trabsjos relacionados a conveocién natural sobre superficies verticales,
tal es el caso de Kelleher y Yang (1], Lock et al (2)-{3], Anderson y Bejan [4]-{6], Churchill y
Oz0e (7], hasta los més recientes como Sakakibara, Amaya, Mori y Tanimoto (8], Treviiio,
Méndez, e Higuera (9], y Cérdove y Treviiio [10]. Sin embargo, en relacién al intercambio de
calor convectivo sobre placas horizontales existen pocos estudios que analizan problemas de
transferencia de calor conjugada (por conjugada se entiende: sistemas en los que aparecen
diferentes mecanismos de transierencia de calor). En la literatura han aparecido muchos
trabajos en donde reportan la transferencia de calor de superficies cara arrlba o abajo, pero
con perfiles de temperatura o flyjo de calor ya dados. Tal es el caso de Stewartson [11],
Gill et al {12], Rotem et al {13]-[14], Aihara, Yamada y Endo |16}, entre otros, hasta llegar
a Schulenberg [17), Higuera {18} y Pera et al [20}. Excelentes compilaciones de este tipo de
estudios son el trabajo de Gebhart, Jaluria, Mahajen y Sarmmakda [19], y Kelleher y Yang
(1],

Un trabajo sobre transferencia de calor conjugada de E. Luna, C. Trevifio y F.
Higuera, titulado " Conjugate natural convection heat transfer between two fluids separated
by an honizonlal wall: sleady-state analysis” esté actualmente en prensa en la revista Heat
and Mass Transfer [21). -



1.2 Objetivos
Los objetivos principales del presente trabajo son:

o Estudiar los efectos de conveccién natural y conduccién de calor en una placa hori-
zontal que separa a dos fluidos diferentes a niimeros de Rayleigh grandes.

o Encontrar a los pardmetros importantes del sistema, ya que este es un problema en
donde intervienen una gran cantidad de ellos,

o Investigar a los perfiles de temperatura, presion, ﬂujd de calor y velocidad en los
fluidos, asf como a las temperaturas en la placa.

o Obtener el fiujo promedio de calor en la placa.

o Investigar el comportamiento del sistema en el tiempo.

1.3 Resumen

En el Capftulo 2 se realiza una descripclén detallada de la geometria del problema,
as{ como de las condiciones de frontera ¢ iniciales. En seguida se muestran brevemente
los aspectos fisicos de los fendmenos involucrados en el sistema. Después se estudian los
érdenes de magnitud de las variables que intervienen para el caso estacionario. Se definen
los parémetros adimensionales importantes, que son: a (pardmetro de conduccién de calor
en la placa), 8 (relacién de conductancies térmicas entre (os fluidos) y & (relacién de esbeltez
de Ia placa). En funcién de} orden de magnitud de los pardmetros a, 8 y €, se definen las
aproximaciones de pared térmicamerte delgads y pared térmicamente gruesa. En ambos
casos se determina el orden de magnitud de ios flujos de calor. Para terminar este Capftulo,
se analiza el caso transitorio. Aquf se estudian los 6rdenes de magnitud de los tiempos
caracterfsticos del problems. Comparando estos érdenes de magnitud, se definen las aprox-
imaciones de pared térmicamente gruesa y delgada. El orden de magnitud de los flujos de
calor para ambas aproximaciones se expresa en funcién de los pardmetros importantes, Se
define el limite cuasiestacionario y se analizan los intervalos de validez.

Para el Capftulo 3 se ha dejado la deduccién de las ecuaciones y sus condiciones
de fronters, tanto para el caso de los fluidos como el de In placa. Para ei caso de los fluidos

se utilizaron las aptmdmiciones de capa limite y de Boussinesq, Se adimensionalizan y



reescalan las variables del problema, utilizando los resultados del andlisis de érdenes de
magnitud del Capftulo 2.

El Cupftulo 4 empieza con el estudio para el problema estacionario. Para este caso
se analiza la aproximacién de pared térmicamente delgada utilizando técnicas asintéticas
de perturbacién. Como pardmetro de perturbacién se toma 1/a — 0. En la placa se
encuentran las temperaturas y el flujo de calor promedio, definido por el nimero de Nusselt
reducido. En la aproximacién de pared térmicamente gruesa (lfmite a/e? — 0) se propone
una soluclén de semejanza. Se encuentra la temperatura en la placa y una linea en la cual
la temperatura se mantiene constante para toda a. En el problema dependiente del tiempo
se trata primero el imite de aproximacién de pared térmicamente delgada a > 1. En este
caso, se pretendié utilizar en primera instancia las técnicas clésicas de perturbacién. Sin
embargo, este tipo de-perturbacién no cumplia con las condiciones iniciales. Se propuso
entonces utilizar técnicas de escalas miltiples, definiendo para ello dos escalas de tiempo:
una lenta s y otra répida 7. Mediante técnicas de la transformada de Fourier, se encuentran
la temperatura y el flujo promedio de calor en la placa. Por iltimo, para el caso de pared
térmicamente gruesa dependiente del tiempo, el parémetro de expansion es a/e? — 0. Aquf
se utilizan técnicas de transformada de Fourier en la placa y perfiles de semejanza para
los fluidos. Se encuentra la temperatura y la energfa térmica adimensional promedio en la
placa.

En el Capitulo 6 el problema se estudia numéricamente, En la placa se utilizan
técnicas de diferencias finitas centradas (0 método de la caja). Esto lleva a un sistema
de ecuaciones lineales que se resuelven utilizando métodos de descomposicién LU, donde
L es una matriz triangular superior y U es triangular inferior. Con esto, se obtienen las
temperaturas en toda la placa. En el caso de las ecuaciones de los fluidos, éstas se llevan
primeramente a un sistema de ecuaciones no lineales de primer orden. Después se utilizan
técnicas de diferencias finitas centradas para llegar a un sistema de ecuacjones no lineales. La
forma de llegar a un sistema linea) es utilizando el método iterativo de Newton para sistemas
no lineales. Finalmente se obtienen los perfiles de temperatura, funcién de corriente, presién
y flujos de calor en ambos fluidos. Los cAlculos fueron realizados tanto en una estacién de
trabajo SUN Sparc 10 con doble procesador, 64 MB de memoria RAM y disco duro de 4
GB, como en una Silicon Graphics INDY con 32 MB de memoria RAM. Las subrutinas
para la solucién de las matrices de banda se obtuvieron via internet desde las librerfas de
LINPACK. Los paquetes utilizados para graficar fueron el GNUplot, del dominio piblico



{nccesible por internet), y Grapher.

Par ltimo, en el Capitulo 6 se presentan los resultados y las conclusiones, asf como
las gréficas con diferentes valores de los pardmetros importantes. En el caso estacionario,
cuando se tienen grandes valores do a/e? (pared térmicamente delgada), la temperatura
adimensional de la placa tiende a uniformizarse, mientras que cuando el valor de a/e? es
pequeiio (pared térmicamente grueea), la temperatura en las superficies superior e inferior
tiende a la témperatura del fluido vecino correspondiente. El promedio del ndmero de
Nusselt reducido (flujo de calor promedio) se incrementa monoténicamente con a/e? cuando
tal cantidad es pequeiia (pared térmicamente gruesa) y tiende a un miximo cusndo a/e? —
oo (pared térmicamente delgads). En el caso de pared térmicamente gruesa, Ia conduccién
longitudinal de calor esta presente, especialmente en Ias fronteras, sin embargo, la influencia
. de la conduccidn longitudinal de calor no es importante en el régimeu de pared térmicamente
delgada. En el caso transitorio lss més importantes conclusiones son: la conduccién de
ealor Jongitudinal es muy importante, contrariamente al problema estacionario, el tiempo
adimensional necesario para llegar a una enesgfa fija promedio en la placa muestra un
minimo para valores finitos de a, y por dltimo, el proceso transitorio para el régimen
do pared térmicamente delgada s mds répido cusndo e} efecto de Ia conduccidn de calor
longitudinal es despreciable.






Capitulo 2
Analisis Dimensional

2.1 Planteamiento del Problema

Una placa conductora de calor esté colocada horizontalmente en un espacio bidi-
mensional. La longitud y el espesor de la placa son 2L y h respectivamente. La superficie
en los dos lados més pequeiios de la placa es adiabética, mientras que en los bordes més
extensos se permite el flujo libre de calor, Inicialmente la placa tiene uns temperatura
uniforme T,(t = 0).

La placa separa a dos fluidos, colocados por debajo (fiuido 1) y encima de ella
(Buido /1), que se extienden hasta el infinito y que pueden ser o no diferentes. Los fluidos
no se pueden mezclar, para esto se puede suponer que la placa tiene una continuacion de
paredes adiabéticas que se extienden hasta el infinito. Al tiempo ¢ = 0 los fluidos estén
completamente en reposo y sus temperaturas son, T} para el fluido colocado abajo de la
placs y Th,, para el de arriba. Las temperaturas T ¥ Thoo 50n tales que Tio, > Taoo
Y Tiew > Tu. Lot ejes de coordenadas estén colocados de tal forma que el origen de
la coordenads longitudinal z estf en el extremo izquierdo de la placa, incrementé&ndose
positivamente hacia la derecha, La coordenada transversal y tiene su origen en el centro
de cualquier seccién de corte transversal y se incrementa positivamente hacia abajo, con
igual direccién que el vector de la aceleracién gravitacional, La tarea fundamental en este
trabajo es conocer los flujos de calor globales, asi como las disiribuciones de temperatura en
la placa y el tiempo requerido para llegar a determinada energia promedio en la placa. En
la figura 2.1 se muestra un esquema representativo del problema al tiempo ¢t = 0.
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Figura 2.1: Se muestra el modelo fisico del problema en el instante inicial. La placa estd
separando a dos fluidos en reposo y con distintas temperaturas,

2.2 Anélisis de los Ordenes de Magnitud para el Problema
Independiente del Tiempo

Debido a la conduccién de calor,‘ a través del sistema se producen diferencias
de temperatura del orden ATy = Tioo— Taoo. Los gradientes de temperatura inducen
cambios en la densidad de los fluidos, ya que ésta, es funcién de la temperatura (donde
los efectos de variacién de la densidad debido a la presién han sido despreciados), es decir,
p = p(T). Debido a la fuerza de gravedad los cambios en la densidad provocan que el
fluido més denso caiga, mientras que el més ligero se eleve, (a tales fuerzas se les conoce
como de flotacién). Lo anterior ticne como resultado un transporte de masa y energfa en
el fluido. A este proceso se le conoce comtinmente como conveccién natural. En este
sistema en particular, los efectos de flotacidn provocan en forma indirecta la generacién de
flujos en direccion longitudinal sobre y bajo la placa. En la regién central de la superficie
superior de la placa, al ser ésta més caliente, se tiene un fluido menos denso que cerca de los
extremos. Ello genera gradientes de presién longitudinales que van desde los extremos al
centro, produciendo Bujo en esta direccién. En la superficle inferior de 1a placa se produce
un fenémeno similar,

La velocidad del fluido en la superficie de la placa siempre es cero, mientras que
la velocidad de flujo en un punto alejado de la superficie serd el de la corriente libre, cero
en este caso, Entre estas dos fronteras se desarrollaré el perfil de velocidades longitudinales
debido a los efectos indirectos de la flotacién. La regién en que exista este campo de veloci-
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dades dependerd principalmente del valor de la viscosidad, v, (0 del niimero de Reynolds
Re = ucL/v, aquf u. y L son la velocidad y longitud caracterfsticas del problema, respecti-
vamente). Cuando el valor de la viscosidad es pequeiio, (6 Re 3 1), se usa teorfa da capa
Ifmite para dividir el problema en dos: un problema externo, donde se pueden despreciar
los efectos de la viscosidad y que tiene validez en zonas alejadas de la placa, y un problema
interno, en donde la magnitud de los gradientes de velocidad no permite despreciar a los
efectos viscosos, Este ultimo problema es vélido en una.regién cercana a la placa que se
conoce como capa lfmite viscosa. De forma simiiar se genera una capa limite térmica, es
decir, una regién en donde las variaciones del campo de temperaturas de los fluidos son
més importantes, lo que limita a los efectos de conduccién de calor a una zona cercana a
las paredes de la placa. Para el problema externo la solucién a primer orden es trivial, por
lo que no se considera importante para este estudio [11].

Cuando el nimero de Rayleigh es muy grande, las capas limite viscosa y térmica
son muy pequefias, como se muestra més adelante. El nimero de Rayleigh se define como
Ra; = 9fiOTeo Pry L3 /3, con i = 1,2, denotando respectivamente el fuido caliente y el frfo.
g s |a aceleracldn de la gravedad, f; y v; representan el coeficlente de expansién térmica y
€l coeficiente de viscosidad cinemética de los fluidos. Pr; es el nimero de Prandtl del Auido
i, con Pr; = e/ M, donde p; es la viscosidad dinémica det Auido, ¢; es €l calor especifico
¥ Xi o8 |a conductividad térmica del iésimo fuldo. El nimero de Rayleigh se interpreta
como |a razén entre fuersas gravitacionales y fuersas viscosas, el de Prandtl relaciona a las
difusividades térmicas y de cantldad de movimiento.

En el slstema de conveccién natural que se analiza, la capa lfmite térmica es la ge-
neradora de movimiento (pues en ella se producen los gradientes de presion), tal movimiento
est4 contenido en la regién de capa limite viscosa. Cuando Pr 3 1 el grosor de la capa
limite viscosa es Pr=1/3 veces el de la capa limite térmica, mientras que para nimeros de
Prandt! de orden uno (Pr ~ 1), ambos son del mismo orden [24). La figura 2.2 muestra un
esquema representativo de ambas.

En este problema, las capas limite viscosas que se producen son cuatro. La ge-
ometria de las capas limite es tal, que se desarrollan desde cada una de las cuatro esquinas
de la placa y aumentan de tamafio en direccidn hacia el centro de las fronteras sélido-fluido.
En el centro ocurre el "choque” de las dos capas pertenccientes a la misma interface, te-
niendo como efecto la formacién de una " piuma” o columna que se despega justo desde la
mitad de la cara hasta el infinito. Obviamente, en la zona donde se unen las capas lfmite



12

Capa limie viscose ...
Capa kmite thrmicea  — . _

g
L >§h

Figura 2.2: Se muestran las capas linite térmica y viscosa en una de las esquinas,

se pueden generar facilmente turbulencias, sin embazgo, en este trabajo sélo se considera el
caso de flujos laminares. La figura 2.3 muestra la formacion de las capas limite y las plumas
o columnas.

Para conocer €l orden de magnitud del espesor de la capa limite viscosa o térmica
(como se dijo antes, éstas son de espesores parecidos para Pr~ 1) y la velocidad del fluido
dentro de ella, se comparan en la ecuacién de balance de cantidad de movimiento, los
términos viscosos y de gradiente de presién

2.2 1)

donde, p es la presién y u la velocldad en la direccién longitudinal . Los términos convec-
tivos no sc toman en cuenta debido a que las velocidades dentro de la zona de t;npa lfmite
son pequefias, Jgualmente, el término difusivo restante s pequefio por estar en dicha zona.
En este punto se introducen 1as cantidades caracteristicas del problema asociadas a la capa
limite viscosa o térmica. En la coordenada z, Ia longitud caracteristica se propone como la
mitad del largo de 1a placa, L. Para 1a coordenada transversal y, la longitud caracterfstica
se toma como el espesor caracterfstico de las capas lfmite, 6 (cantidad a determinar), y por
dltimo la diferencia de presidn caracteristica, Ap ~ (p — poo) 8. Aquf p es la densidad en
1a capa limite, ¥ poo es 1a densidad en el exterior de ella.

Introduciendo estas cantidades caracterfsticas en Ia relacién (2.1), se obtiene en
términos de érdenes de magnitud

= o) g6
Q__.”E_)_Q_N#%, 2.2)
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Figura 2.3: Esquemng‘de las cuatro capas lfmite generadas y las dos plumas de la regién
central,

Aquf u, es la velocidad caracterfstica en la direccidn z, (a determinar). Para ello utilizamos
la aproximacién de Boussinesq que consiste en que los cambios de la densidad sdlo se
toman en cuenta en los términos de flotacidn de la ecuacién de movimiento. En esta relacién
avin falta introducir la funcién p(T). Si la densidad es tinicamente funcién de la temperatura
se puede expander a primer orden para obtener la aproximacién (p — pac) 9 2 gpocfIAT.
Substituyendo este resultado en la relacién (2,2), se obtiene

Poofl (ﬁTm)g ~ "_6"_:_‘ (2.3)

De igual forma, comparando en el balance de energfs, los términos difusivos con
los convectivos:
pmuc%:- ~ A%;g. (24)
En esta relacidn c y A son, respectivamente, el calor especifico y la conductividad térmica
de fluido. Los términos convectivos y difusivos restantes no se tomaron en cuenta, debido a
que las velocidades en y y los gradientes de temperatura en x son pequefios comparados con
los términos de la relacion (2.4), (en la regién de la capa limite). Substituyendo en (2.4) las
cantidades caracterfsticas se obtiene la relacién de drdenes de magnitud para la energfa,
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Poolict:

T~ E (2.5)
Combinando las relaciones (2.3) y (2.5),.5e obtienen tanto la velocidad como el
espesor caracterfsticos de cada capa lfmite

Rafv; (AT, \E AT A\
P cond Bt (i, o 0 -
" PnL(AT‘) y & L(*—M‘Aﬂ), coni=12  (26)

Aquf, ATy = Ty ~ T,

Es fécil observar, que si el nimero de Rayleigh es grande, la magnitud del grosor
caracterfstico de la capa lfmite é; es muy pequefio. Por otro lado, si se considera que las
"plumas” o columnas que se forman en el centro de la placa, tanto arriba como abajo, se
coimportan como los "brazos” de un punto de estancamiento, entonces la velocidad y el
espesor caracteristicos de la pluma serdn similares a los de la capa lfmite, por lo que sus
efectos pueden ser despreciados si el nmimero Rayleigh es grande. Por ¢jemplo, si el Rayleigh
es 1 x 108, 6; resulta ser del orden del 5% de L. Lo anterior se comprueba perfectamente
con los experimentos de Husar y Sparrow, quienes demostraron que las plumas de flotacién
sélo afectan en regiones cercanas al punto de colisién {28}, Stewartson encontré también
que ambas capas limite eran independientes hasta una distancia desde cl centro del orden
O(v*/%) [11]. La dispersién de las plumas tendr& que ser también despreciada. Por esta
razén en este andlisis se considerard que el mimero Rayleigh es lo suficientemente grande
para que las plumas no intervengan de manera trascendente en la dindmica del problema,
aunque las predicciones cerca de las plumas deberds: de tomarse con cautela.

Por In simetrfa del sistema, sélo se requiere analizar e} intervalo de la placa que
va desde cero a L en el eje z. La condicién de frontera en x = L resnlta ser de superficie
adiabdtica cuando se tienen condiciones ideales, es decir, las corrientes producidas por con-
veccién natural en los fluidos son laminares, ya que de haber turbulencia es muy problable
un rompimiento de la simetrfa, caso que no es de interés en este trabajo. Los datos experi-
mentales para este tipo de problemas pero con temperaturas constantes en la placa para la
estabilidad, son de turbulencia para valores del Ra > 1 x 107 [24].

Debido a las condiciones adiabéticas en la orilla de la placa z = 0 y en el plano
de simetrfa £ = L, los flujos de calor a través de la placa y de los fluidos, en el intervalo
2: (0, L] deben de ser del tnismo orden (en estado estacionario)
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Por la ley de Fourier, que dice que los flujos de calor son proporcionales al gradiente de
temperaturas, se obtiene,

MAT, MATy  AAT,
> ho (28)

Después de substituir (2.6) en (2.8) se llega a la relacion entre las diferencias caracterfsticas
de temperatura de cada fluido y la correspondiente a la placa

ATy (3 ATW)% ATy (9£ AT, )& (29)

ATm 52 AT‘Q} ATm 52 ATm ! '
en donde € = h/L se conoce como la relacién de esbeltez y es menor que la unidad, a es el
pardmetro adimensional de conduccién de calor definido como,

=Muhp-t
Q= l\l LRG] ) (2.10)
y por tltimo £ relaciona las conductancias térmicas de ambos fluidos,
p=2 (ﬂ)é (211)
M \Raz/ ' )

El parémetro a corresponde a la razén del calor conducido longitudinalmente por
la placa y el calor transportado por conveccidn en el fluido més caliente. Este parémetro
puede ser mucho mayor o menor que la unidad. El psrdmetro § es de orden uno para
casos précticos y es exactamente la unidad en caso de tener dos fluidos iguales en ambos
lados de la placa, sin embargo, 8 puede variar fuertemente si se usan fluidos con grandes
diferenclas en viscosidad, conductividad térmica, coeficiente de expansion térmica, etc.. En
este trabajo [ se considera de orden uno.

De las relaciones (2.9) y del hecho AT ~ AT} 4 ATy + AT\, se obtiene la
variacién relativa de temperaturas en la placa como una funcién de los parémetros mfs
importantes del problema:

a AT, \$ 8y ATy
(g,--—-m,m) (1+pa)+ATm~1. (2.12)

En esta relacién AT,,/AT,, puede ser mucho menor que uno, en cuyo caso el
primer término izquierdo de la suma en (2.12) deberd ser de orden uno. Por otro lado,
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AT/ AT 8 lo més, es del orden de la unidad, bajo estas circunstancias el printer término
izquierdo sélo puede ser de orden uno, entonces AT\,/ATs ~ €2/(a(l + %/6)%/5), Esta
relacién es importante, por lo que en las siguientes secciones se estudia detenidamente para
diferentes drdenes de magnitud de los parimetros que la conforman.

2.2.1 Aproximacién de Pared Térmicamente Delgada

Analizando el término de la parte izquierda de la suma en (2.12) se obtiene:

AT, &
20w, . 2.13
éT“ a1 +ﬁ5)E .

Para valores muy pequeiios de cste cocionte, las variaciones de la temperatura en la di-
reccion transversal dentro de la placa son mucho menores que la unidad y pueden ser
ignoradas en una primera aproximacion. En dicho lfmite se tiene la aproximacién de pared
térmicamente delgada, Este caso puede ser obtenido para grandes valores de a/e? con
cualquier valor de 8, o bien, para valores de g tales que

&)
o

En el lfmite de pared térmicamente delgada, los incrementos caracterfsticos de temperatura

B> (2.14)

en la direccién transversal para ambos fluidos son:

AT, 1 An ;

e ol I%Ef (2.19)
Si el valor de g es de orden uno, los cambios de temperatura en ambos fluidos son de
orden uno y deberdn ser retenidos en el andlisis. En cambio, para valores grandes de g, la
resistencia térmica del fluido I es muy pequeiia, por lo que el problema se reduce a una placa
isotérinica horizontal con un proceso de conveccién en el fluido sobre ella. Por otro lado,
para valores pequeiios de 3, el problenia se convierte en una placa isotérmica liorizontal con
un proceso de transferencia de calor en ¢l fluido bajo ella. Ambos casos son cldsicos en la
literatura y estdn resueltos {19].
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2.2.2 Aproximacién de Pared Térmicamente Gruesa

La aproximacién de pared térmicamente gruesa corresponde al caso en el que
las variaciones relativas de temperatura en la direccién transversal dentro de la pared son
de orden unidad. Para valores de § de orden uno, se puede ver ficilmente de la relacién
(2.13), que este limite ocurre cuando a/e? ~ 1, Bajo estas circunstancias la relacin (2.13)
se reduce a

AT, ¢
A @ (216)
y las ecuaciones de incrementos caracteristicos para los fluidos (2.9) quedan de la forma
A&N(g)ﬁ A_L(a_e)% )
Al ~\&) Y Br,~\&) - '

Para valores de a/e? ~ 1, con § < 1, el problema se reduce a uno de transferencia
de calor en una placa horizontal con una temperatura conocida en la superficie de arriba,
sin embargo, en este caso las variaciones de temperatura en la pared son muy Importantes
y deben ser consideradas. El itimo enunciado es ls principal diferencia entre este caso
y el mencionado como pared térmicamente delgada tratado anterionmente. Otro lfmite es
cuando tenemos valores pequefios de a/c? con § ~ a/e3, es decir, a € ¢? € 1. En este
a0 se tiene el problema inverso al anterior, es decir, una place con temperatura conocida
en su cara inferior,

2.3 Flujo de Calor Promedio (estacionario)

El parémetro més importante a determinar es la cantidad adimensional que repre-
senta al flujo promedio de calor, conocido como el mimero de Nusselt y definido como

ooh b (AT
Nu= 55 m}( AT) . (2.8)

Por comodidad se define al nimero de Nusselt reducido como

Nt = —. (2.19)
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Después de substituir en (2.19) el término de incrementos caracterfsticos de tem-
peratura del fluido I, se ticne que para el caso de pared térmicamente delgada el mimero
de Nusselt reducido es

Nut~—t (2.20)
(1+58)*
siendo independiente de los pardmetros ary &, Mientras que para el caso de pared térmicamente
gruesa queda

(4]
Nu' ~ ol
3

(2.21)
De estas dos iiltimas relaciones se concluye que, para valores pequefios de a/e?, el mimero
de Nusselt reducido Nu* es una funcién linea! creciente con a/e?, y que para grandes valores
de a/e?, el Nusselt promedio alcanza un valor asintético dado por 1/(1 + 68)E, Uno de
los objetivos principales de este tmt;éja consiste en obtener una solucidn gue cubra todo el
espacio paramétrico de Nu® como funcién de a/e?, considerando valores para f de orden
uno,

El andlisis anterlor permite predecir el comportaniiento de los flujos de calor prome.
dio, avin sin resolver las ecuaciénes de los fluidos o de la placa, en el sentido estricto.

Por otra parte, la influencia relativa de la conduccién longitudinal de calor en
la placa se obtiene de la razén entre los términos de conduccién de calor longitudinal y
transversal

f ATLW
AT, ‘
en donde ATy, corresponde a la diferencia caracterfstica de la temperatura longitudinal,

a i
— R ~ O l + 2.22
p (1+41) (222)
dentro de la pared, Para grandes valores de a, AT/ AT es muy pequeiio, del orden de
(14 3%%)-%/5 /o, ya que R es de orden unidad en su valor mé&ximo, Como consecuencia, ln
conduccién longitudinal de calor en la placa puede ser ignorada sl a < (1 +p8 )-!,
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2.4 Andlisis de los Ordenes de Magnitud para el Problema
Dependiente del Tiempo

En el caso dependiente del tiempo, los valores caracteristicos del grosor de las
capas lfmite y sus velocidades se consideran iguales a los obtenidos en el caso estacionario,
ya que se debe de conservar la relacién entre los términos dominantes de las ecuaciones de
balance de momento y de energfa. Sin embargo, el tiempo, juega en este caso un papel muy
importante, Es por esta razén que se analizan a continuacién los tiempos caracterfsticos
del problema.

El tiempo caracterfstico de residencia del fluido i sobre la placa, dado por t; ~
L/ug;, es el que tarda el fluido con velocidad u,, en recorrer la mitad de la placa L. Substi-
tuyendo el valor obtenido anteriormente para u. (2.6) se encuentra,

tei~ e (2.23)

De manera equivalente, el tiempo caracteristico de conduccién de calor, en la

direccién longitudinal dentro de la placa, se obtiene por medio de la ecuacién de balance

de energia en el sélido, en donde el término de acumulacién de energia se compara con el
término difusivo en la direccién longitudinal

ar T
PutoZy ~ Mo (2.24)

Si se introducen las cantidades caracterfsticas en-la relacién anterior, se obtiene el
tiempo caracterfstico de conduccidn longitudinal, ty,, en la placa,

b~ -"-;—u“ilﬂ. (2.25)

Tgualmente se procede pura el cdlculo del orden de magnitud del tiempo carac-

terfstico en la direccidén transversal

by~ %h’. (2.26)
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Para calcular el tiempo caracterfstlco en que la place almacena energfa, t,, se
necesitan los flujos de calor caracterfsticos en ambos fluidos. De la ley de Fourier, aplicada
en las capas lfmite viscosas,

G~ ﬁ?ﬂ parai=12, @27)
L
mientras el calor almacenado en el sélido es

Qo putuhl (Tw! "TwO)' (2.28)

e
en donde, T,y y Too son las temperaturas final e inicial en la placa, respectivaniente. Con
estas dos iiltimas relaciones y la relacidn de balance de flujos de calor (2.7), se obtiene el
tiempo caracterfstico de almacenamiento de energfa

ten c,,aﬁ‘%-(-@i‘iﬂl-. (229)
(AT,,O - g,m'w)
Aquf, ATio = Tieo = Tuo Y ATho = Top ~ Thoo. En donde el cero de la derecha en el
subindice denota el valor inicial de la variable.
Cuando el proceso llega a un estado estacionario, se cumple la relacién ¢ ~ ¢, ya
que la placa ni recibe ni entrega encrgia calorffica, y se deduce que: '

plaT ) - ATy

Toy =T~ ===t (2.30)

Si se substituye este resultado en la relacién (2.29), encontramos finalmente la relacién para
el tiempo caracterfstico de almacenamiento de energfa en la placa.

patd (o oty - ATyg) s
(1+4t) (ﬂAT,!o - AT,!O)
Obviamente, en un problema dependiente del tiempo, las condiciones fniciales juegan un

papel inuy importante en el andlisis asintético, Para los fines perseguidos en este estudio
se escogieron dos casos;

te v

Caso 1: La placa y el fluido sobre ella estdn a una misma temperatura, mientras que el
fluido abajo de ellos esta a una temperatura mds alta, esto es, Ty, 0 = Th,0 y AT = 0
bajo estas circunstancias €l tiempo caracterfstico (2.31) se convierte en
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te~ t[,a-l—f%%-. (2.32)

Caso 2: La placa y el fluido bajo ella se encuentran a una misma temperatura, y ¢l fluido
sobre ellos estd a una temperatura mis baja. Si tales son la condiciones iniciales, se tiene,
T0 = Ti,00 Yy AT1,0 = 0; de aquf, el tiempo caracterfstico para almacenamiento de energfa
(2.31) tiene lu forma

B
te ~viga . 233
U 33
En ambos casos ¢, no depende de la temperatura, y si 8 es de orden unidad,

te ~ tr,a, entonces, el caso general se puede aproximar como

te ~ taG (8, ATy 0, AThg) (2.34)

en donde G es una funcién de 8, ATy o y ATy, cuyo valor es de orden unidad. Si el andlisis
en con base a érdenes de magnitud, la relacién (2.34) se puede escribir simplemente como

te v i

2.4.1 Aproximaciones de Pared Térmicamente Delgada y Gruesa

Es légico suponer que para el caso dependlente del tiempo también se tienen casos
lfmites para pared delgada y gruesa. A continuacién sp analiza la dependencia de los
pardmetros importantes sobre cstos limites,

El flujo de calor en la placa, debe ser del orden del promedio de los flujos de calor
en cada fluldo, esto es,

0O +ga ™~ 2y, (2.35)

sustituyendo las relaciones para los flujos de calor, se obtiene Ia relacién para las diferencias
de temperatura transversales en la placa

o, efran\d 1 /anm\d .
ATw”E[(ATm) +B(ATm) ' (236)
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Pared Térmicamente Delgada

El caso de pared térmicamente delgada ocurre si £%/a < 1, ya que si esto ocurre
la relacidn (2.36) lleva a

AT;NATQ ~l AT‘",\,E.!.
AT, " BT, " 'YBT, " w
En donde se aprecia claramente que los gradientes de temperatura en la direccidn transversal

(2.37)

dentro de la placa son muy pequeiios, justo como en el caso estacionario.

Pared Térmicamente Gruesa

El caso cuando los gradientes en 1a direccién transversal dentro de la placa no
pueden ser despreclados y se tiene pared térmicamente gruesa (e2/a ~ 1 6 < 1), ocurre sl

AT, ATy AT

a~e® € 1,con AT~ BT~ AT 1, (2.38)

o bien,

AT, ATy AD

ar VY 37 ~ a1 €V (2:39)
Es bueno sefialar en este punto, como era de csperarse, que los limites ocurren bajo

las mismas condiciones que en el caso estaclonario, es decir, pared térmicamente delgada

cuando €2/a € 1 y térmicamente gruesa cuando a/e? ~ 1 6 afe? € 1.

a<€e? «1,con 1

3.4.2 Anélisis de los Tiempos Caracteristicos

Si se calculan las razones entre los distintos tiempos caracteristicos, se obtiene

o te te L&»&.(_Aﬂ)‘
el U a y ™ 1, oo \ BT/ (2.40)

En el caso lfmite de pared térmicamente delgada, esto es a/e? 3> 1, se tiene de
(2.40) que los tiempos de reaccién de almacenamiento de energfa en la placa, son mucho
mayores que los tiempos de conduccién en la direccién transversal, lo que concuerda con
la definicién de pared térmicamente delgada. Para la aproximacion de pared térmicamente
gruees, los tiempos anteriormente mencionados son del mismo orden, por lo que las posibles
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diferencias de temperatura en la direccién transversal deben tomarse en cuenta. En el caso
de tiempos de conduccidn en la direccién longitudinal, los efectos de tal conduceién se toman
en cuenta para o ~ | , mientras que se pueden despreciar si a < 1.

2.4.3 Lfmite Cuasi-estacionario

La ltima relacién a discutir, es justamente el dltimo término de las relaciones
(2.40). Esta cantidad indica como son los tlempos caracteristicos en la placa respecto a
los tlempos en los fluidos, Un lmlte muy importante es el cuasi-estacionario, que ocurre
cuando '
Ra; [1-’3‘2':“1 Y=, (241)
€ AuGu
S1 tal condicidn se satisface, los tiempos en los fluidos son cortos respecto a los de la placa,
entonces los efectos temporales en las ecuaciones de log fluidos se pueden ignorar, lo que
facilita en mucho la solucion de este problema, En el presente estudio sdlo se trabaja con
este fmite, por eso es conveniente sefialar ¢l intervalo para el nimero de Rayleigh en el que
dicho problema se puede resolver bajo esta aproximacién. En el caso de los gases, el Rayleigh
debe ser mayor que ~ 10~1°, segtin (2.41), para estar en el limite cuasi-estacionario. Por
otro lado, para liquidos basta con que el nimero de Rayleigh sea mayor que ~ 105, Cabe
resaltar que los intervalos para el nimero de Rayleigh descritos M{neas antes, s6lo indican
si el problema estd o no, en el limite cussi-estacionario, ya que por otro lado, se tienen
restricclones adicionales para que el nimero de Rayleigh sea grande, con el fin de poder
minlmizar el efecto de las plumas.
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Capitulo 3

Formulacién de las Ecuaciones

En este capitulo se deducen las ecuaciones para ambos fluidos a partir de Navier-
Stokes y utilizando las aproximaciénes de capa lfmite y Boussinesq. Estas ecuaciones,
junto a la de la energia en la place y las condiciones de frontera, definen completamente al
problema planteado en el Capitulo 2.

3.1 Ecuaciones de Capa Limite y Aproximacion
de Boussinesq

Las ecuaciones de balance de momento para un flujo bidimensional en un campo
gravitacional cuyo vector de aceleracién esté en la direccitn y son:

0u o B pr( o*u)

‘o=t " et & e
y
G & S 18 s
-8—!+ub;+"8y w+u( 8y’)+l’ (3.2)
La ecuaci6n de conservacién de la mass, se expresa como
Ou By
7ty =0 (33)

y la de conservacién de energfa

3 (o) T, G o) emn oo
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En donde 4 y v son las velocidades del fluido en direcclén z y y, respectivamente. p es
la presion, p la densided, v la viscosidad cinemética, T' la temperatura, ¢ el tiempo, Gy
la capacidad calorffica a presién constante, A la conductividad térmica de fluido,  es la
funcién de disipacién de la energie y Fj es la contribucjén de las fuerzas gravitacionales
sobre el movimiento en la direccién y, ( I = (p ~ poo)g/p, en donde pos es In densidad en
lugares alejados de la placa).

Utilizando la apraximacién de capa limite para ( Re = Lu./v — 00, para ambos
fluidos), 1a apraximacion de Boussinesq (sélo se toman en cuenta lss variaciones de densidad
en los términos de flotacién de las ecuaciones de movimiento), y la ecuacién de estado
proveniente de la expasién a primer orden p/p(T) = 1 + G(T' - Te), e obtiene para el
balance en la cantidad de movimiento:

Gu  Bu, Bu ap .

m'{ B_I+ 8 - 0”2. (3"’)
= Lo

BT - To) = =T (3.6)

Aquf § y g representan el coeficiente de expmuién térmica del fluido y la aceleracién de
la gravedad, respectivamente, La ecuacién de continuidad bajo cualquier apraximacion de
capa limite,

O B
Fras il 3.7
Para la conservacion de la energia se tlene,
ar ar or a7
pmcp(m +uz +vay) =0+)5e (3.8)

Adn més, si se utiliza la sproximacién cuasiestacionaria (previamente justificads en el
capftulo 2) y se considera que el término de disipacion de energia er muy pequefio comparado
con la unidad, el resultado es

e g e 3.9
u v a (3.9)

(3.10)
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?_l_{+01ﬂ

5oy = (3.11)
y
or o\ ,
PocCp ("‘i‘,}' -+ 1’5}‘/‘) = '\W' (3.12)
La ecuacién (3.11) Heva a proponer la funcidn de corriente ), tal que
e
u—ayyv- po (3.13)

pues bajo ella se satisface automdticamente, lo que reduce el ndmero de ecuaciones a tres,
Utilizando esta definicién, se obtienen:

By 10 oy sy

"B s g0 B 0 @
BT - Too) = ;,%;% (3.15)
y
ar _ nar oyor
'\W = me,, (-b;b; - -5;—0-”-) . (3.16)

Hasta este punto se han planteado las ecuaciones de balance en energia y masa para e} caso
de cualquier fluido ya sea el superior o inferior. Esta generalidad es simplificada cuando se
toman en cuenta las condiciones de frontera e iniciales para cada fluido.

3.2 Ecuacién de la Energfa en la Placa

En la placa, la ecuacién de energfa es de la forma

L, OT, 0T,
omai oyz - A Ot
Aquf T,, es la temperatura, p,, es la densidad, G, Ia capacidad calorffica y A, la conduc-

317)

tividad térmica, todas ellas referidas a la placa. Esta es la tnica ecuacién en donde los
efectos temporales aparecen, ya que segtin el lfmite cuasiestacionario, es sélo aquf donde lns
variaciones en el tiempo son apreciables,
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3.3 Ecuaciones Adimensionales

Finalmente se presenta el sistema completo de ecuaciones para ambos fluidos y la
placa, que junto a las condiciones de frontera definen completamente el sistema fisico, Si se
utilizan los siguientes cambivs de variable para adimensionializar las ecuiaciones y reescalarlas
segiin el andlisis de drdenes de magnitud del Capftulo anterior

= tAw O = Tlou“Tl 02= Tﬂ"Tﬂm 0, = Tw"Tﬂm
OL’Pqu' ! Moo ~ Tﬁm. T~ T?oo' v Tioo — ﬁm'
h/2) y+h/2
X= .1_[.;' =Ha :lag/a L‘/n/a" = R“'yﬁ f;l/b Lx/’/l" z= %. (3.18)
fi= YiPri
e 5l/byiRa‘!/°xa/a
y .
_ _(p—po) LPr;
" 5/8put RadlPyass’
se obtienen las ecuaciones para el fluido i — ésimo:
29, )
=, (320)
3P 2 M 2 M
af, 8’!- of &fi ok am) 42
[(8'1-) ~ Mgy * X (an Bb ~ O O 21
y para el sélido
P0, &
oxﬂ *:2 33 = br' (322)

en donde a y ¢ estén definidos en el capitulo 2.

Las condiciones de frontera para estas ecuaciones son:
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la velocidad de los fluidos sobre la placa es cero (a), la temperatura y el flujo de calor en la
frontera sélido-fluido son continuos (b), esto es,

- ﬂl_ - - Mw — 52 80[
fi=gpt=0 (@) G=1-0, = T (), (3.23)
en
1
m=z- ’2‘ =0,
_0h - a6, & 8,
f1= o =0 (a), Oa=6s == it o (b), (3.24)
en
1
m=zty= 0,
la placa tiene bordes adiabéticos por sus orillas més angostas,
%:0 p&rax:oyx:l, (3.25)

y por iiltimo, en lugares alejados de la placa las velocidades, la temperatura y la presién en
log fluidos tienen los valores del ambiente

%‘%:&:4){:0 pata 1 — 00, (3.26)

Este sistema de ecuaciones no lineal se resuelve en los priximos capftulos, ya sea por técnicas
asintéticas o por simulacién numérica.
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Capitulo 4
Analisis Asintético

En este Capftulo se aplican técnicas asintéticas con el fin de resolver el sistema
de ecuaciones no lineales que rigen al problema, El tratamiento se realiza tanto en el caso
estacionario como en el dependiente del tiempo. Las técnicas de perturbacién asintética
se utillzan en los rangos paramétricos que propone el andlisis del orden de magnitud de}
Capftulo 2, cornenzando por el lfmite de pared térmicamente delgada, para despuéds trabajar
con ¢] limite de pared térmicamente gruesa,

4.1 Andlisis Estacionario

4.1.1 Pared Térmicamente Delgada

El imite de pared térmicamente delgada, ocurre cuando se tlenen valores de la
forma paramétrica a(1 + 8%/8)8/5/e? grandes comparados con 1a unidad. Como se dedujo
en el andlisis de orden de magnitud, en este caso las variaciones transversales de tempera-
tura dentro de la placa son muy pequeiias, y pueden ser ignoradas, entonces 8, = 0,(x).
La temperatura en la placa no depende de la coordensda transversal. Dadas estas circuns-
tancias, la ecuacién de balance de la energfa en 1a placa (3.22), después de una integracion
sobre la coordenada transversal z se transforma en

Lo, 1 fo0,
dy? €] 82

. 2 ~g] =0, (41)
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Atn mds, si se utilizan las condiciones de frontera en la placa para 2 = 1/2y 2 = ~1/2
dadas por (3.24), la ecuacién (4.1) se transforma en

&0, 1[6&' 15"2| ] (42)
=0

YT T O lyeo B O
Esta ecuacién puede ser resuelts, junto con las ecuaciones para los fluidos, mediante la
utllizacién de téenicas asintéticas de perturbacién. El pardmetro de expunsion para la
perturbacion se elige como 1/a. La eleccién anterior es debida primeramente a que con a »
1 se obtiene el lfmite de pared térmicamente delgada, ya que se cumple a1+ i)i I
recordando que a es el pardmetro que puede variar en un rango més amplio. Por dltimo,
se tiene que § y € no aparecen en el término de expansion, ya que f se considera de orden
uno en este trabajo, y ¢ es siempre mucho menor que la unidad. El espacio paramétrico
que barren  y € no juega un papel importante en la condicién para pared térmicamente
delgada, La expansién toma ia forma

00
1
=t + 3 L0, 49
=1 '
N |
0 =0y +j§l EO.‘,‘ (x). (4.4)

Integrando la ecuacién (4.2) a lo largo de la coordenada longitudinal y usando las
condiciones adiabéticas de la placa en el resultado, se obtiene

!dy Boil 1 86, ] ~

= - =, 4.5

b 3 [Blyeo ™5 3l e us)

Para que esta integral sea cero, los términos dentro de los corchetes deberdn ser tales que

para cada x se cumpla que

3, 1 88,

- = = . 4.6

om =0 A om =0 ( )

Con (4.6), (4.2) y las condiciones de frontera adiabéticas resuita que 6., es cons-
tante. Comparando términos en la expasién (4.3) se llega a: 6, = 0,0 y 6, = 0 para todo
7 2 1. Adn més, con las condiclones de frontera § =6,y ) =1 -0,en =0y m =0,
respectivamente, se obtiene 8;; =0, para todoj 21,y 0, =1-6;.
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La relacién (4.6) significa que el flujo de calor del fluido I hacia la pared es ex-
actamente el misnio que el de la pared al fluido /1. Esto es posible \inicamente para una
pared con una temperatura uniforme cuyas ecuaciones, independientes de la coordenada

longitudinal, tienen la forma

d20,- do; B
W + 3fl'('i"": = 0|
déi _
dy 6 @
y
éf 2 déi 2, 1 (ﬂ.-_)z_ .d"f,-
T 5% Py \an) 3|
con las condiciones de frontera
fi = %:0, h=1-0, O=0, enn=0, (4.8)
-‘%‘; = G;i=¢;=0 paran—o00, (i=1,2). (4.9)

Usando el grupo de transformaciones que dejan invariantes a las ecuaciones de la
capa Hmite (4.7),

6= B8, woBltn, a=Bla, s=sls (410)
se pueden normalizar. En este caso By = 1~6,, y By = 6, . El sistema se reduce, entonces,
al problema clésico de transferencia de calor con una temperatura adimensional superficial
de valor unidad para ambos fluidos. De lo anterlor obtenemos

B epn)a-a)ty 2| = —crnl, (4.11)

dm ly=0 dm me0
donde G os el gradiente adimensional de temperaturas en la pared para el caso normali-
zado dado por G(Pr;) = 0.3%4 Pr,-‘l‘ ((19], también se dedujo numéricamente) para nimeros
do Prandt] cercanos a la unidad. Utilizando las ecuaciones (4.11) y (4.6) se obtiene la

temperatura adimensional en la placa
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ga(rn) §
0, = —0

T (4.12)
1+ ( G“;r;s )
Si se define el mimero de Nusselt reducido promedio como
1dy 00
Vv = - / X 90 413
o 'x'a' om m=0' ( )

entonces, la conduccion de calor promedio, después de utilizar la ecuacion (4.11) e integrar
en x, queda como

N 5G(Pn):(’l—-0,.,)!.

(4.14)

En este limite, debido a la susencia de gradientes de temperatura en direccion
longitudinal, la conduccién de calor en esta direccién no juega un papel relevante.

4.12 Pared Térmicamente Gruesa

Este caso se presents cuando ls resistencia térmica de la pared es mucho més
grande que ls de cualquier caps limite, o de acuerdo con e] andlisis de 6rdenes de magnitud
del Capitulo 2, a/e? € 1, esto es, a € €2 <« 1. Si lo anterior se satisface, Ia calda més
grande de temperatura ocurre en la direccién transversal de la placs, esto debido a que
en la direccién longitudinal, los fluidos uniformizan répidamente la temperatura sobre las
superficies conductoras de la placa. Tel hecho tiene como consecuencia que los flujos més
importantes de calor se producen en la direccién transversal,

A primera apraximacién se supone un incremento de la temperatura lineal dentro
de la placa que tiene la forma 6, = z + 1/2, es decir, desde cero en la superficie superior
hasts uno en la inferior. Las condiciones de frontera en las interfaces, son:

== (4.15)

La ley de Fourier en Ia placa tiene Ia forma g, = 6,,(1/2) ~ 6,(~1/2), esto, junto a las
definiciones de las g7, transforman a la condicién (4.15) en
Ez 00, 52

o= - —— = - 2'2
1 -6, (x,0) ~ 62 (x,0) = ;‘x‘g'gm m=0  afyt Mlp=o’
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Las condiciones iniciales son:

Oi{x=0,m =0) =8 (x=0m,=0)=0. (4.17)

Para este problema se supone una solucién de la forma:

0= Bix"%; (), con i = (Bix") . (4.18)
_En donde #; es una funcién que vale unoen x = 0, y las B;s son constantes a determinar.
Si se aplica la solucion anterior en la ecuacion {4.16) se obtiene
)
o

2 Ld n e
- +B)y ~ STon ~ SehTen )

esta aproximacién es vélida para valores pequefins de y, o de a/e®. En esta relacién
Gpi(Pr;) = —d;/d¥; para valores dados de n. El valor de n se puede obtener al analizar
los drdenes de magnitud de la relacién (4.19), esto es, los términos de la derecha deben de
mantener el balance con la unidad del lado izquierdo para y — 0, ya que los flujos de calor
deben ser siempre del mismo orden. Por todo esto, el iinico valor permitido es n = 1/3,
justo el que hace xu‘"f" =1

La relacion (4.19) debe de ser cierta en x = 0. Habiendo substituido el valor
adecuado para n se obtiene

: i
f_x _ aff
B = (E’Gl/&(Pﬂ)) y B; = (5201/3(&'2)) . (4.20)

Aquf G\ 5(Pr;) ~ 0.501 Pr‘l/ o {{19), también se dedujo numéricamente), que cs vilido para
valores del ndmero de Prandtl cercanos a la unidad (Pr ~ 1), Usando las condiciones de
frontera, la temperatura adimensional en la placa es:

1 1—5 - a
0,,,=z+§-8.x§ (—5—+(1+ﬂ)z).pm?<1, (421)

donde

™

_ By _[8Gy(Pn)|¥
=5 __[ GW(PM)] . (4.22)
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Existe una linea en Ja cual la temperatura se mantiene uniforme, independiente de
x. Tal plano est4 localizado en

iy = oL (4.23)
2(3+1)
Yy la temperatura en esta superficie es
) ~
0, = ziny + 3 = '5%- (4.24)

Esta temperatura es exactamente la obtenida para el caso de pared térmicamente delgada,

por lo que la temperatura en este plano es invariante ante cualquier cambio del parémetro
a.

4.2 Anilisis Transitorio
4.2.1 Pared Térmicamente Delgada

Cuando se tienen valores grandes de a/?, las variaciones de la temperatura en la
direccién transversal pueden ser despreciadas. En este limite, la ecuacién de la energfa de
la pared (3.22) puede ser integrada a lo largo de la coordenada transversal para obtener

oo, 0, 00, %,

a———— = .
an  br Oty Oz lpaoip
Después de sustituir las condiciones de frontera en la ecuacién anterior, se tiene
0%, o, 1 [oo. I 1 66

e 1L -1 E 4.26
B b X | Bilyeo P 8’)’::,1:0] (426)
Esta ecuacién deberé resolverse con la condicién inicial 8, (x, 2,7 = 0) = 8,0 y las condi-
ciones adiabéticas dadas por las ecuaciones (3.25).

(4.25)

Limite Asintétlco ap ¢?

Este lfmite es muy importante y se aplica en la mayorfa de los casos précticos
de placas metdlicas. Si los valores del pardmetro a son muy grandes, la temperatura adi-
mensional de la placa cambia muy poco con x. Dos escalas de tiempo aparecen en este
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problema, una lenta de orden O(r), que controla la respuesta global transitoria de la placa
y una répida de orden o=, que actia al inicio del proceso.

La escala rdpida se debe a las condiciones iniciales uniformes de temperatura en la
placa. En la frontera Ruldo-sélido inferior, el flujo de calor decrece hacia el centro de 1a placa
porque la capa Jfmite es mis gruesa. Por esta razén, se generan gradientes longitudinales
de temperatura dentro de la placa. El calor es conducido en la placa en un tiempo muy
corto, del orden a™!, alcanzando las condiciones para una evolucién de las temperaturas de
la placa més lenta, a partir de la cual la influencia temporal pertenece a la escala de tiempo
lents.

Por lo anterior, el problema de transferencia conjugada de calor para una placa
térmicamente delgada, en el lfmite asintético para a — oo, se puede estudiar utilizando un
andlisis de escalas muiltiples. Se define a las dos escalas de tiempo por

s=1T y a=or @.27)

donde 5 es la escala de tiempo lenta y o la répida. La técnica de escalas mdltiples redefine
¢l efecto temporal sobre las variables dependientes del tiempo. Si una variable es funcién
del tiempo, ahora o serd de dos variables temporales independientes que representan a la
escala corta y a Ia larga, es decir, 6, (x,7) = 8,(X,8,0).

Las expansiones para el anélisis asintdtico son del tipo:

8= Z Ej-owi (x20), M= E ;','ﬂq Oams),  {4.98)
=0 §=0

con f; correspondiendo a cualquier variable que intervenga en el fluido ¢, como 8, f; 6 ¢;.
La notacién utilizada para las §); significa que en las ecuaciones para los fiuidos el tiempo
s6lo interviene implfcitamente. Introduciendo las expansiones antetiores y la definicién de
escalas en el tlempo en la ecuaclén (4.26), se obtienen para términos de hasta orden o~?
las siguientes ecuaciones

oo M _
—b—x-a— “ e 0, {4.29)

Boy %, _ 1 [0
ox2 B0 X° | o

1 wm| 6.0
- o — 4.30
=0 ﬁ 8')2 m:()] ( )
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P 06 _ 1 8""’ 1 06 i) (4.31)
8X2 Oa le& 8"1 =0 ﬂ 8m =0 ds ' ’
etc., con las condiciones iniciales y de frontera
0.5 (x,0,0) enx=0,1 para j =0,1,2,....
wu' . q
—b-i’- =0 enx=0,1 para §=0,1,2,.... (4.32)

Despuée de integrar la ecuacién (4.29) de x = 0 a x = 1, se aplican las condiciones
de frontera en las orillas adiabéticas, obteniendo finalmente

2 [ audx=0. (433)
De esta ecuacién se deduce que 6,0 no es una funcién de la escala corts de tiempo o ni de
la coordenada longitudinal x, sino, s6lo funcién de la escala larga de tiempo, 6.0 = 6.0(s) .
Esta funcién se obtiene al analizar los drdenes superiores en la expansién.
Se toma ahora la ecuacién (4.30) y se le aplica un tratamiento similar al anterior,
pero con las condiclones de frontera correspondientes, para obtener Ia ecuacién

9 e b= b 8_'1@' 1% | dow
00/0 e 1k~ ¥ I R 434)

El lado derecho de Is ecuacién (4.34) tiene que ser cero para evitar tener términos seculares
en 6,1 (de otra forma 6, crecerfa infinitamente con el tiempo), y es justamente de esta
circunstancia que se obtiene la ecuacién diferencial para 6,0.

L,uo ﬂ 8’72 m=0] (435)

Las condiciones de frontera de s parte derecha de la ecuacién anterior, se obtienen de las
ecuaciones de capa lfmite de ambos fluidos,

Si se aplican las expansiones (4.28) en las ecuaciones de los fluidos (3.19-3.21)
obtenemos, a orden cero en o

% + 3;.0—— =0, (4.36)
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9o
— = Oy X
By~ 00 (4.37)
y
Blu 2 o 2 (Bfm 2 8 fm
=5 |(5r) -3 :
—8?-+5 B e 8”‘_) fo—=7- (4.38)
Con las condiciones de frontera
a
fo= T.f"—‘:’ =0, Oo=1-040, On=0p enni=0
y
B .
E’h'—?=o.-o=¢.~o=o para =00, (i=12). (439)
Estas ecuaciones son invariantes ante el grupo de transformaciones
0= B, w=B""n, o= B, fi= B (440)

Si B; es tal que B; = (1~0.,0) y By = 6,0, ¢ problema se reduce 8} problema clésico
de transferencia de calor con una temperatura adimensional superficial uniforme de valor
uno en smbos fluidos. En este caso, ls solucién de las ecusciones (4.36-4.38), bajo las
tranaformaciones (4.40), para el gradiente de temperatura es Goy(Pr;) = 0.394 Pr/® ([19)
y numéricamente) en la vecindad de niimeros de Prandt] cercanos a Ja unidad. Por lo tanto
los gradientes de temperaturs pars las variables originales tienen Ja forma:

Bl gy (1-0.0" y = -Gofy. (4.41)

Bm =0 =0
Si ahora se sustituyen estos gradientes en la ecuscién (4.35) se obtiene la ecuacién
a resolver para 0,9

)
o,

g_:% - Esg_x_ [(1 —0.0)"8 - zg%“] , (4.42)

con la condicién inicisl 6,0 (0) = 0. En esta ecuacién Z = Gpy/(0Go: ), que es de orden uno
para valores de 3 ~ 1. La solucién estacionaris de la ecuacién (4.42) (cuando 5 — o) se
obtliene ficllmente, pues su variacién temporal debe ser cero, quedando 6,0 (00) = 1/(1 +
zb/ﬂ).
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Introduciendo los resultados para 6,9 en la ecuacién (4.30) se obtiene la ecnacién
para 6y,

— — T e— -

ax? 3 ds 5XT/° X (4.43)
con las condiciones de frontera e iniciales dadas por (4.32). Esta ecuacién puede ser simpli-
ficada introduciendo la funcién g(x, 8,0) definida por

ddq [1
B = 2 [320 - G 4ol ), (144
de tal manera que la ecuacion (4.43) toma la forma
[
"B =0 (4.45)
Las condiciones iniciales y de frontera para esta ecuacién
a
9(x,0,0)=F(z) vy B =0 enx=0,1, (4.46)
donde F(z) esta dado por
F(z) = ~%x’ +§x'/°. , (447)

La ecuacién (4.45) puede ser integrada utilizando la transformada de Fourier. La solucién
que se obtiene es

9(x,8,0) = f: {An (s) cosnnx) exp [—-n’:r’a] , (4.48)
n=0

donde los coeficientes Ap y A, estén dados por

2@ =[FXd y A@=2[ Poasmmdy, n=i2. (449

Finalmente, haclendo la sustitucion inversa, se obtiene la solucién a la ecuacién
(443) dada por

__tﬂml

b= |7¥ 7§ X+ Aola) + Z["n (a) cosnmx] exp [~n' "]] (4.60)
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Esta relacion es Ia condicién de frontera para las ecuaciones de capa limite en orden a~! en
los fluidos.

Las ecuaciones a orden a~! en los fluidos son lineales, lo que permite estudiar
por separado cada término de la condicién de frontera dada por la ecuacién (4.50). Los
elementos de esta condicién son del tipo x™ por lo que se estudian las ecusciones de capa
Jimite con un perfil en la frontera justamente de este tipo, en donde m = 0,8/5y 2. Despuss
de cambios del tipo f}; = x™ £;, donde £); representa a cualquier variable en las ecuaciones
de capa lmite, las ecuaciones en los fluidos a orden a™! son:

%‘;’;l +s!a":;' + am;’— =bm [0n L f.l (451)
'?;';i_l =0y (4.52)
y
S 2 dén ‘
e ()
dfo din 4
(2+5m) d dns 3!&1-—?— ~(3 +56m )Iu——r] (4.59)
con las condiciones de frontera
fa = %=0. fy=1 enn=0
by = %=0u=0 en n— oo, (454)

La solucién para el gradiente de temperatura es G (Pr;, m) osimplemente Gy (m).
Sumando Jos Bujos de calor que cada término en Ia condicién de frontera general aporta y
en términos de las antiguas variables se obtiene

[T

| - 20100 (360 21 - 5O /5P + Aa(0)Gu (0)+ 1)
m

(4.56)
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Tl =0l (300~ G /X 4 Aale) G0+ D), (459
donde las D; contienen los términos répidarmente decrecientes del tipo exp [~n?n%c].

Repitiendo nuevamente el procedimiento en les ecuaciones de energfa para los
érdenes cero y uno en la ecuacién para el segundo orden se obtiene

--:—a /: Oundy ~ edt = 20 [(5011(2) 2501818(8/5) 5'10(5):,("1!(0)‘) (1~0.0)'/%

/
N (5(.';;(2) _ 250358/5) + 5@@)30.,(0)) g%‘j

~Goi ((1 - 6.0)'/® + 2015 ( TRRAIS )) + -—] (4.57)
en esta ecuacion el término ed! contiene a las cantidades que decaen exponencialmente en
el tiempo. Nuevamente el lado derecho de la ecuaci6n (4.57) se debe anular para evitar
tener términos seculares en la escala corta de tiempo o. Este hecho permite encontrar la
ecuacién diferencial para Ag(s), con la condiclén de frontera Ap(0) = _[l,l F(x)dx. En el caso
particular g = 1, cuando ambos fluidos son idénticos, la solucién es

Aole) = Ao0) + K®r)n (5-52), (4.58)
donde
K(Pr) = Eé; (Ilis%""‘ +2Gi(2) - gga,(s/s)) , (4.59)

sustituyendo este valor en la ecuacion (4.50), se obtiene el valor para 0,;. Para el caso de
mimero de Prandtl igual a la unidad, se obtuvo K (1) o -0.10844.

Obtenidas las correcciones a la temperatura en la placa hasta orden a~!, se puede
escribir la temperatura adimensional como

5 3 db, -
b (1,8) = O+ = 22 [;x’ K+ o 3 KPP ( “")]+o ?), (460)
donde los términos decrecientes en el tiempo dentro de la escala corta de tiempo han sido
despreciados, o ;» 1. Por 1ltimo, en la placa la energfa térmica adimensional promedio

definida por 8, = [ O.dx, queda como
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- K (Pr) d0.q 3 dip -2
vw-ouo+ma -Zs—[n(ﬁ—‘n-)-FO(n ). (4.61)

La evolucién del tiempo adimensional transitorio necesaria para alcanzar el 90%
de lo energfn térmica promedio, (sgg), puede ser aproximada utilizando un desarrolio en

serie. El resultado que se obtiene s

KO (3 .
890 2 859 ~ — ln(5G0 T ), (4.62)

donde sy corresponde a) valor para a — o0o. Para el caso particular § =1y Pr =1, se
obtiene

sp0 = 1.2369 — 0.0244983/a. (4.63)

Debido al hecho de que el argumento en e! término logarftmico es siempre menor
que Ja unidad y K (Pr) es siempre negativo, el proceso transitorio es mds répido para valores
decrecientes de a.

4.2,2 Pared Térmicamente Gruesa

En este lfmite se tienen las mismas circunstancias que en el ceso estacionario, es
decir, las variaciones transversales de temperatura no pueden ser ignoradas, En este caso
el tiempo caracterfstico en Jos fluldos es muy grande comparado con el de conduccién en la
placa, lo que uniformiza la temperatura en las superficies conductoras de la misma. Para
valores de a/c? de orden unidad y £ — 0, la conduccién longitudinal de calor es muy pequefia
¥ puede ser despreciada excepto en regiones cercanas a las orillas de la placa. Unicamente
la solucién sin conduccién de calor en la direccién langitudinal se analiza en este limite.
Bajo estas circunstancias, la ecuacién de balance de energfa en la placa se reduce a

80, 89,

a1 o'
donde £ = a7/e? es la variable adimensiona! temporal adecuada para el régimen de pared
térmicamente gruesa. Las condiciones iniciales y de frontera para la ecuacién (4.64) son

(4.64)

0, (x)2,0) =0,
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Bo o 00 L,

9z ay?/s 8y nm--z—,z—-,

0, et Ho, 1

B T TapaRmy, M mmety=t (469

Para estudiar e} Ifmite asintético de aje? — 0, se introduce la siguiente expansién
de perturbacién regular para la temperatura adimensional de la placa, dada por:

0, (x, 2,§) =00 (x 2,€) + E(; w1 (X, 2,§)4+0 [(%)2} ' (4.66)

¥ para cualquier variable que intervenga en el flnido 4 como 0, i 6 ¢ se tiene

2
D(ximi 1 €) = Doy mi : €) + 8'959.'1 (ximi: &) +0 [(5) J . (4.67)

Con este tipo de expansiones se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones para la energfa,
correspondiente a cada orden en e} pardmetro a/e?:;

80, 80,
—B;;’l = —52—'” =0,1,.. (4.68)

Y sus respectivas condiciones de frontern

il 0) =0 parai 20, 58] g, (469)
" ln=0
ko [
X*P Oy 9z |oyp'
106y 86.5-1)
—— = i . 4.70
Xm an, m=0 8z p=~1/2 ¢ )

Igualmente para las ecuaciones de los fluidos utilizando estas expansiones se ob-
tienen ecuaciones similares & las relaclones (4.48) que con las condiciones de frontera (4.69)
dan por resultado la solucién trivial 6,9 = 0. La solucién de la ecuacion (4.68) con 0, se
puede escribir como '

00 (x,2,€) = % +z4 f: [c,. sinnr (% + z)] exp (—n’n"{) . (4.711)
n=]

donde ¢, = 2(-1)" / (nr).
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Sustituyendo la solucién para la ecuacidn (4.68) en las condiciones de frontera
(4.70) las ecuaciones a primer orden tienen la forma

8,0ul _ oowl
3 = —fE" ) (4.72)
con las condiciones de frontera
1 a0,
0.1 (szto) = o"x",’/_b' "0!""."‘ =t = ~H; (f) con
0ul (Xl 1/2a€) = 0" ('X|0) y 0wl (Xl -1/2,6) = 02! (X$ 0) . ("73)

Aquf las funciones }; (€) estén dadas por

Hi§)=1+2 iexp (-nzﬂzf) yH(§)=8 [l +2 i (~1)"exp (-—n’w’f)] . (474)
n=] n=1

A primer orden las ecuaciones de balance de los fluidos tienen que ser resueltas
para las condiciones de frontera dadas por (3.23-3.26), Las ecuaciones resultantes se reducert
al problema clésico con un flujo de calor dado. La solucién puede ser obtenida mediante el
uso de las transformaciones

O = B P, fi=BlI"'/"T, = BSxg

=B Py, (4.75)

o m© "
o )"

Aquf Gyj3 (Pry) es el gradiente de temperatura adimensional en v; = 0, para el prob-
lema reducido normalizado con ; (0) = 0. Entonces tenemos Gy3 (Pry) = —dipifdi =~
0.69124 Pr}/™, para valores del nimero de Prandt! de orden unidad ([19) y numérico). Si
ahora se define 6, (x, 2,£) = x'/*pu1 (2,€), la correccién a primer orden para la tempera-
tura adimensional en la px}red es:
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oo {_Hi@© \"
pur (1/2/§) = - ('G' nl/_::(-P_-l'T))

» 5/6
por(=1/2,6) = - (El’/—’f(‘—ﬁ,’n—)) . (4.76)

Las ecuaciones (4.76) son necesarias para resolver la ecuacién de primer orden
(472). Obtenida esta solucidn, la energfa térmica adimensional promedio definida por

— 1 ,l
0, = / / O,dxdz,
0 Jo

pora términos hosta de primer orden, toma la forma

Ty =X () - ) ep (rire) 4 35 [pate. (4

El tiempo de evolucién necesario para alcanzar e} 90% de la energia térmica prome-
dio es, utilizando expasién de Taylor alrededor de £3,

. 30%1 (ﬁo)
oo = fm - ' (4.76)
2 I
4¢ daw/ d{ 6o
Donde €3, corresponde al valor obtenido con el orden anterior (@ = 0), &0 = 0.21202... la

derivada d()uo/dél es también evaluada en este punto, dﬂm/dﬁl = .493487... . Para
nimeros de Prandtl de orden unidad y § =1, se obtuvo hasta pnmer orden

877a
G0 = G+ =3+

21202:’

quees T +0.877. (4.79)

Esta es una funcién que decrece conforme a aumenta, es decir, para la pared térmicamente
gruesa conforme la placa se haga més conductora de calor, €l tiempo para alcanzar el
promedio de energfa requerido disminuye.
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Capitulo 5

Analisis Numérico

En este capftulo se utilizan el método de diferencias finitas centradas (o método de
la cajo} y el método iterntivo de Newton para resolver el sistema de ecuaciones no lineales
en ambos fluidos, asf como Ia ecuacidn lineal para el solido,

E{ programa principal, escrito en lenguaje FORTRAN, consta de dos subrutinas
principales; una que resuelve las ecusciones de energfa y cantidad de mavimiénto para
ambos fluldos y otra que resuelve la ecuacion de la energia en la placa. La subrutina para
los fluidos tiene iteracion interna, producto de la no-linealidad de] sistema. Esta subrutina
utiliza como condicién de frontera e} perfil de temperaturas sobre la superficie de la placa
y como salida entrega los perfiles de velocidades y del flujo de calor en la superficie en la
placa. La subrutins para la placa no contiene ninguna iteracién deda la linealidad de la
ecuacion de energfa, y es en ella donde el tiempo se incrementa. Esta subrutina utiiiza como
condicién de frontera el perfil del flujo de calor en la interfaz calculado por la subrutina de
los fluidos y su salida consta de los perfiles de temperatura en la placa.

El modo de interaccionar de estas dos subrutinas, es como sigue:

a) Dadas las condiclones de frontera, la subrutina para los fluidos calcula los perfiles
para velocidades, presiones, temperaturas y flujos de color.

b) Después la subruting pars lo placa incrementa el tiempo y utiliza los flujos
de calor sobre las superficies, anteriormente calculados, para obtener los temperaturas en
cuslquier punto de la placa.

c) Finalmente el perfil de temperaturas se utiliza nuevamente para resolver las
ecuaciones en los fluidus, que a su vez proveen e nuevo flujo de calor para resolver la

subrutina de la placa. De esta forma se avanza en e} tiempo hasta que este llegue al valor
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Figura 6.1: Diagrama de flujo del programa principal

que se requiera.
En las siguientes secciones se analizan més detenjdamente cada una de estas sub-
rutinas, Un dingrama de flujo con el proceso anterior se muestra en la figura 5.1

8.1 Ecuacién de Energia en la Placa

Como se dijo anteriormente, la ecuacion de la energfa es lineal y por ende es la
més fécil de resolver. La ecuaci6n tiene la forma

80, ad, 86,
Uit 61

con las condiciones de frontera, en sus caras hacis los fluidos,

a0 2 90 1

-5;“3:-;5;{-5'-’%, enz-§=0, (6.2)

a0, e 80, 1

— = ==, enz4=-=0 5.3

oz apxi 0,’2 2 L] ( )
y por sus lados més angostos,

%,

=0 par =0 =, 6.4
T para x Yy X (64)



asf como la condicidn inicial

Ou(T=0,x, z) = Oinicial (X, 2) + (5-5)

El métode numérico requiere primeramente que la placa se proyecte a un espacio
discreto formado por una red que la cubre totalmente, El arreglo de Ia red es tal que su
celda unitaria es un rectdngulo de lados Ay y Az, El nimero de puntos en la direccién y
esnyenzesm, nymsontales que Ay =1/(n~1) y &z = 1/(m ~ 1). Para etiquetar
a cada nodo en la red utllizamos a las variables discretas enteras i en direccién x y j en
direccidn 2. Los valores de estas variables son tales que i € {1,n] y j € [1,m]. Debido a que
la ecuacidn depende del tiempo, para definir completamente a la variable 6, es necesario
un {ndice entero mds, . Se discretiza a la variable temporal en [ intervalos distanciados por
Ar. Estos iutervalos son tales que AT = 7/(1-1), ent donde 7 es o tiempo al que se quiere
llegar, Utilizando técnicas de diferencias finitas centradas o promediadas (23] para el caso
del espacio y diferencias simples en el caso del tiempo, el mapeo desde ol espacio y tiempo
continuos de la ecuaclén de encrgfa (5.1), a el espacio y tiempo discretos tiene la forma

95e+1,1 - 20"3-‘,!' + 95}"-122 a O iar = 205 408, ok ~o5] (56
a Ax? + g2 Az? T Ar 6)

y s vilida en los rangos
fi=2-9n-1 y j=2~m-1

El superindice k en 0,'{,,-.’- por comodidad serd obviado en lo que sigue.
En este nuevo espacio, las condiciones de frontera tienen respectivamente pera
(5.2) y (5.3) la forma

Ouin = 0.i e? (091)
Sz " il L st - - .
Y ;;E ), parai=2,n~1 (6.7
Ourin = Oijm—1 £ (002) ,
L : = - == arat =2,n -1 5.8
Az gt \Bm); * (68)

y para la ecuacién (5.4)

Oug=0u2j ¥ Oum-1j=0un; paraj=1m. (59)
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Finalmente, la condici6n inicial se toma, en el caso en que la temperatura del fluido superior
yla plnéa son iguales, (se puede cambiar sin problema esta condicién a cualquier funcién
del tipo 0, (x, 2,7 = 0)}, como:

0k =0. (5.10)

El conjunto anterior de ecuaciones forma un sistema lineal completo con n x m
ecuaciones y n X m variables, Para resolverlo se define al vector

3(;_,),,,“- =0,,; paai=lnyj=1lm. (5.11)

De esta manera el sistema de ecuaciones para cada tlempo,' queda del tipo

AG=T (6.12)

en donde la matriz A, de dimensién n x m y el vector B se forman de los coeficientes de
las ecuaciones y sus condiciones de frontera. La matriz A resulta ser de banda, por lo que
para resolver este sistema se utiliza una subrutina en FORTRAN del tipo descomposicidn
LU = A para matrices de banda (en donde L es una matriz diagonal superior y U es
diagonal inferior),

Obviamente, la discretizacién del espacio provoca error, Estos errores para el
caso de diferencias finitas centradas son del orden O(Ax?) en Ia direccitn x y O(Az?)
en la direccién 2z, mientras que pars el caso de diferencias finitas simples, como es el caso
para el tiempo, el error es del orden O(Ar). En los céleulos numéricos realizados se toma
Ax? = Az? = 0.0001 y para ¢l caso en el incremento en el tiempo A7 ~ 001, a .0001
dependiendo del valor de los parémetros.

5.2 Ecuaciones de Capa Limite

Para resolver numéricamente este problema se considera primeramente al sistema
de ecuaciones para el fluido § — ésimo deducidas anteriormente. Las ecuaciones tienen la
forma

an.?“f'on.-‘“"(omax 0x8m)' (6.13)
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%sf =0, (5.14)

B 2 a2 i

o Ty 5N T Xy T
RRIe 2 &S Of 35 858 -
Pr [(8'1;) ~ i+ (0';. Bxom o Bt (6.16)

con las condiciones de frontera

f "’-—L"'O 0]—-1—'0“, enm=0, (5.16)
f= g—qf—’ =0, O=0, enm=0, (5.17)
g—%:() =¢{ =0 para 1 — 00. (6.18)

Con el fin de poder aplicar el método de la caja o diferencias finitas centradas se
cohvierte a éstas tres ecuaciones en seis ecusaciones no lineales de primer orden

U = 5;" (6.19)
v = g")[f (5.20)
w; = g—vm-i:, (6.21)
b= g—:'i- (5.22)

du; % 8

po + 3fiu; = by [wb-x— ~uigy (5.23)

y
3“'.

9¢i
Y n.o. 5¢ ~Xpy



1 [, By, af;
= e [# - 9s 4 ox (o - wSE)], (5.24)
las condiciones de frontera
=vi=0 0,=1-0, 0O,=0, enyy =0,
vi=6=0 pata 1; — 00, (5.26)

con i = 1,2 denotando al tipo de fluido.

5.21 Método de Diferencias Finitas

El sistema de ecuaciones anterior se lleva de un espacio continuo a uno discreto,
utilizando para ello un arreglo en red. La red tiene dimensiones nx1m y sus nodos forman por
celda primario un rectdngulo de lados Ay y Ay, n y mson tales que Ay = 1/(n—-1) y Ay =
o/ (n—1), Para localizar a cada nodo en el espacio discreto se define a las variables enteras ¢
y j 1as cuales son colocadas como subfndices y superfndices respectivamente sobre cualquier
varioble. La forma de aplicar el método de diferencias finitas centradas es como sigue: en
Ja direccién i se promedia la variable y se define su derivada en el punto (x**! + %) /2,
esto es la variable a vale (a'*! 4 a9) /2 y su derivada (27! —a7) / Ax , mientras que en
1a direccién 1 se centra en e} punto (fi41 4 1) /2. Esto es, la variable a vale (ai4) +a;) /2
y su derivada (044 — a;) / Ax. Debido a que el espacio real abarca desde n = 0 a oo,
la red que se utilice para representarlo discretamente debe ser también infinita, es decir
o — 00y m — oo, Sin embargo, si se toma en cuenta que los efectos de la capa limite
s6lo tienen influencia en lugares cercanos a la placa se puede aproximar 1y a 10. Este valor
se propuso después de analizar experimentos numéricos, especificamente el comportamiento
de las variables y sus variaciones a lo largo de la coordenada transversal.

Aplicando este método a las seis ecuaciones en el espacio discreto, eliminando
la etiqueta para el tipo de fluido y denotando con superindice la posicién longitudinal y
subfndice la transversal, se obtiene

¢iti - 4" = o™, (5.26)

ol - 01! = ol (5:27)



B =11 = Al (5.28)

v{_tl” - 1{‘“ = Anm{ H (5.29)

] il
Vg ~W | Yy -y

Ay * Afli +%(’”+"‘)(n’”+ﬂj)

TR0+l @) - @) (7 -T)] o

wiit =l udy -l 2
A” + Aﬂ + '57]" (0' + 0‘)

2( :+x+¢‘) 2x’( {+1_3{)=

5
i gty
YLES R
Z%}Y"p? (5l +92*) (o1*" -ol) - (@* +-w) (72 -7 (5.31)

Pars 0 € [Zn-1y j € [2m). Aqui, ] = (afy, +af) /2, % = (4 d) 2y 7, =
(Mi+1 +9) /2.
Las condiciones de frontera en e} espacio discreto

Ji=vl=0 paratodoj, (5.32)
vi=0=¢/=0 paratodoj, (5.33)
Ji=vl=0 paratodoi, (6.34)

v =0l =¢}=0 paratodoi, (5.35)
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en ambos fluidos, y

0{ 1 —ow){;,,a,_n para el fluido 1,

¢ = (0u) e varael fluido 2 . (5.36)
El conjunto de ecuaciones anterior es un sistema cerrado donde las variables a encontrar son
las del tipo a’*!, mientras que las a/ son conocidas. Sin embargo el sistema es no lineal por
lo que no se puede resolver por técnicas convencionales como lo serfan métodos matriciales
no iterativos,

5.2.2 Meétodo de Newton

Para atacar el problema de la no lineslidad de las ecuaciones se propone el método
de Newton. Este método es muy frecuentemente wtilizado para este tipo de ecuaciones, més
no por ello s facil de aplicar, La principal dificultad que presenta es que su estabilidad no
esta asegurads, aunque una vez obtenida da muy buenos resultados en lo que a convergencia
se refiere,

El método consiste en suponer que se conoce una solucién aproximads S3*' para
los términos del tipo a’t1. Después, en las ecuaciones de diferencias finitas se hace una
sustitucién del tipo S7+' — S3*! 4 6S. Se linealiza el sistema en las 68, es deciy, los
términos de orden 657 o mayores se consideran muy pequeiios y se eliminan, Como resultado
se obtiene un sistema lineal de ecuaciones a resolver para los 6S. Finalmente la solucién
de este sistema de ecuaciones es utilizada para ser sumada como factor de correccion a la
solucidn propuesta aproximada S;;“, obteniéndose nuevamente un sistema de ecuaciones a
resolver para los §S. El procedimiento se repite hasta que se cumple que los S < ¢, donde
€ representa el grado de convergencia a que e quiere llegar. En el programa se pidié uno
convergencia de e = 1 x 10-12,

Con la finalidad de utilizar el método de Newton, dentro de las ecuaciones en el
espacio discreto (5.26-5.36) se sustituyen las relaciones

Y7 - i ven, o S0 o0, ot oot b,

N S AL 1T T AL R T AL o (5.37)



El conjunto de ecuaciones para las variables tipo 65 que resulta, queda como

Bpigs — 0 — %(60.-.... - 80) = ¢ - ¢} + andl,
Ay i+l it vt
§0i4y — 605 — 5 (Stipy — Ouy) =07 — 0.?“ + A,
AV} JH1_ pit Pt
8firr —6fi = =5 (Bvigs — bv) = [T~ iy + oy
' Y] i+ _ gl pH,
bupyy = v — 2 (bwiyy = buy) = U", — Uiy + Qv

{6ujqy 4 bui} [—AITJ +§ (7{“ +7f) AT (/J“ IJ)] 2153!'17.

5, . . owd -,
{66i41 ~ 664} 'zéz—x' (”3“ '“"-") + {0vigr + v TAZ)} (3{‘“ 'Wf) +

{6fir1 +61} (4 :z ) (7‘{“ -Wf) =
% ((o o) (1" -0) - (e ) (71 - ) -

(A7) (i ) - 5 (ot -t s -od)

{6w¢“+6w‘}(.§% [3(J+l+j‘) L (?m !J)])

oIt 4ol | spfolt']  2Préw
{60;“+6v.}[ + A;( _ X i

AV Pr_
{6u4s + B} Pr (5 + —j{;) + {880+ 80:) i+

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)



{6is1 + 61} G + %) (ot +v{)

S BN B . N
=-—Pr[w"” uy A:w,” "']4.%(53“4.,7‘1)’_

o (@) - @) - (1 -7) e +mi)

_2_? (#" +;s,?')] . (6.43)

Las condiciones de frontera son

80y =0, &dp=0, by, =0,

86, =0, 6f;=0, by =0, , (6.44)
El sistema de ecuaciones lineales anterior es del tipo

ABS=D. (5.45)

En donde el vector 88 esta definido por (81,601, 6u1,661, 6w, buy, . . . 6,600,
§tp, 6y, 6wy, Suy, ). La matriz A resulta ser del tipo bandeada y por lo tanto se utiliza una
subrutina del tipo LU. Una vez obtenido el vector &8 se procede a corregir la solucién pro-
puesta originalmente sumando estos factores de correccién para definir una nueva sohicién
s aproximada S;;“ = s{,’“ + 65 . Este procedimiento se repite hasta que cada uno de los
elementos del vector 58 satisfaga las condicién de convergencia, esto es 88; < ¢,

El diagrama de flujo de la figura 5.2 muestra un esquema representativo de la
subrutina de los fluidos.
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Figura 5.2; Diagrama de flujo de la subrutina para los fluidos

Célculo de la Solucién Aproximada

Como requisito para emplear el método de Newton se debe calcular una solucién
apraximada, misma que es utilizada al inicio de la iteracién. La importancia de esta solucién
es crucial para la convergencia de método, Si la soluci6én real es muy diferente a la pro-
puesta, el método empieza a oscilar o definitivamente a diverger. Para calcular a solucién
aproximada, primero se toma el limite para Pr — oo en las ecuaciones (5.19-5.24), con
X = 0, luego se propone un perfil de temperaturas de tipo lineal, Utilizando este perfil y
las condiciones de frontera (6.25), después de integrar, se encuentran las ecuaciones para
las funciones aproximadas:

1
0=1- av]. (5.46)
U= —-—, (5.47)

R N B
¢=n 2mn’ o (5.48)



2

3 _ y_o_ Sng
Em" n+ 5o (6.49)
V= -—!—— L Y + 5.50
= 60”01 mnm/ (5.50)

y
I 3y B (5.51)
300" " T20" '

5.2.3 Estimaciéon del Error

La medida del error producido por discretizar el espacio es nuevamente del orden,
(An)? en direccién transversal y (Ax)? en direccién longitudinal. Sin embargo, en este caso
esto no tiene relevancia dada la no linealidad de las ecuaciones. Aquf la convergencia de
la solucién discreta a la solucién continua dependeré en gran medida del método utilizado
y dependeré del grado de convergencia que se exija en las iteraciones. Sin embargo, la
convergencia estaré siempre acotada inferiormente por los valores (Ax)? y (An)?. Para
este problema (Ax)? ~ (An)? ~ 0001 '
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Capitulo 6

Resultados y Conclusiones

En este Capitulo se presentan los resultados y las conclusiones en los casos esta-
clonario y transitorio, Debido a que en la aproximacién 6/L ~ Ra~"/® & 1 se supuso que el
efecto de las plumas serfa despreciable, los resultados en las vecindades de estas columnas
de flotacion (x = 1) tendrén cierto grado de error. Sin embargo, comparaciones entre expe-
rimentos y este tipo de aproximaciones, pero en el caso de perfiles de temperatura conocido,
muestran discrepancias tan solo del 4% sobre el flujo totel de calor [19] y {11]. También se
ha estudiado el efecto de las plumas y se encontrd que juegan una papel importante sélo en
érdenes superiores en teorfa de capa lfmite {26},

6.1 Caso Estacionario

En esta seccidn se analizan los resultados mds importantes para el caso esta-
cionario, ello partiendo del estudio de las grdficas obtenidas tanto por el método numérico
como por el asintético.

En la figurs 6.1 se muestra la distribucién de Ia temperatura en ambas interfaces
como funcién de x para valores de @ = 0.5, y Pry = Pry = 1, y para diferentes valores
de afe®. Las curvas de igual tipo de linea corresponden a un mismo valor de ar/e? siendo
las de arriba perteneclentes a la interfaz de cara al fluido con mayor temperatura y las de
abajo a la interfaz més frfa. Para valores grandes de a/e?, la temperatura adimensional de

' Ia placa tiende a una temperatura uniforme en toda la placa. Por otro lado, cuando a/e?
docrece, las temperatiuras en ambas superficies divergen entre si, tendiendo cada una a la
temperatura del fluido vecino. De aquf se concluye que en general para el caso estacionario
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Figura 6.1: Temperatura adimensional en lns superficies conductoras de la placa, para
diferentes valores de a/e? y con 8 = 0.5, como funcién de y. Las lineas de igual tipo
corresponden a un valor de a/e?, siendo la de arriba correspondiente a la superficie inferior.

y en el régimen de pared térmicamente delgada la conduccién de calor longitudinal no es
importante. Sin embargo para el régimen de pared térmicamente gruesa, la conduccién de
calor longitudinal es necesaria solo cerca de las orlllas de la placa en funclén de satisfacer
las condiciones adiabticas de la frontera.

El comportamiento en los fluidos para el caso estacionario se muestra en la figura
6.2, en esta figura se grafican para el fluido I la velocidad en la direccién x, la temperatura
adimensional 6 y los flujos de calor 89, /8% como funcién de 1. Los parémetros toman los
valores: Pr; = 1.0, 8=1,a=0.1y € = 0.1. Las lineas sin sfmbolos indican que los perfiles
estén en ) = 0.2, mientras que las que tienen sfmbolos corresponden a un valor de x = 0.8.
Se obeerva en la figura que las capné Ifmite viscosa y térmica son del mismo orden si Pr ~ 1.
Las variaciones en los perfiles de las variables graficadas para ambas posiciones en x son
minimas, esto debido o que en el caso estacionario no se tienen gradientes longitudinales
importantes en la temperatura y el problema se reduce una placa de temperatura uniforme,
cuya solucién es de semejanza,

La figura 6.3 muestra el promedio del niimero de Nusselt reducido, Nu?, como
una funcién del pardmetro adimensional a/e?, Paro ello se tomaron dos valores de 8, 1.0
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Figura 6.2: Perfiles de temperatura, (8;), velocidad en x, (8/1/8x) y flujo de calor,
(98,/8m;) adimensionales como funcién de 1) para el fluido I, en el caso estacionario y
para dos posiciones en x. Las lfneas sin sfmbolo corresponden a x = 0.2, las que tienen, a

x=08.
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Figura 6.3: Promedio de] nimero de Nusselt (estacionario) reducido como una funcién de
a/e?, para diferentes valores de f. Las J{neas con sfmbolos son los resultados asintéticos,
las que no tienen, los numéricos.

y 0.5, Se grafican tanto la solucién numérica como la analitica. De esta grifica se observa

- que para valores pequefios del parémetro a/e?, Nu® se incrementa monoténicamente con
el valor de ar/e?, ademés de que la dependencia en 8 puede ser despreciada en este rango.
Por otro lado cuando el pardmetro es grande, a/e? — 0o, Nu* alcanza ssintéticamente el
méximo dado por:

Nuw = 5G(Pr;) (;- - 00)8/5 .

En particular para §=1.0 y 0.5 se obtuvo Nu® = 0.286 y 0.384, respectivamente, Para el
caso estacionario la dependencia del Nu® pasa de ser relevantemente en el parémetro a/e?,

(61)

para pequeiios valores de este, a una dependencia principal en g, en el limite a/z? —+ 0o,

6.2 Caso Transitorio

En seguida se presentan los resultados y las conclusiones para el caso transitorio,
La mayorfa de los cAlculos, tanto en el caso numérico como en el asintético, fueron realizados
para 3 = 1, Pr; = Pry = 1. La condicién inicial para la placa temperatura adimensional
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Figura 6.4: Temperatura 0,0 como una funcién del tiempo adimensional, 6/3Go (Pr) s,
para diferentes valores del parémetro Z definido en el capitulo 4,

uniforme se tomé cero, 6, = 0.

En la figura 6.4 se tiene 1a grifica de Ia primera aproximacién de Ia temperatura 6,9
como una funcién del tiempo adimensional, 5Goys/3, para diferentes valores del parémetro
Z = G/(BGo1). Aqul Z representa la relacién entre los gradientes en ambas caras de la
placa. Cuando este cociente es grande, significa que se extrae calor de la placs con més
facilidad de lo que se le pueda agregsr, teniendo como consecuencia un incremento lento
en la temperatura y una temperatura final baja. En el otro caso, cuando Z es pequeiio
ocurre lo contrario, Ia placa eleva mds fécilmente su temperaturs en el tiempo hasta llegar
o une temperaturs estacionaris alta. Si bien en este resultado falts tener en cuenta los
términos asintéticos del desarrolio para la temperatura s otros érdenes, ¢l comportamiento
antes descrito es valido, ya que para tiempos largos, el término que domina es 8.0,

En el cAlculo de la energis térmica adimensional promedio, la correccién a primer
orden queda en funcion del promedio de la temperatura ¢,). La figura 6.5 muestra los
resultados de una integracién numeérica para obtener . con para valores de § en un rango
de .1 & 10. Esta se realizs numéricamente dada la dificultad de hacerlo analiticamente.

Cuando f es pequeifio e] promedio de la energfa es pequefio y conforme f§ aumenta el valor
promedio de la energfa auimenta,



66

¢wl
2.0

1.0 /

/

0.0 yd

Figura 6.5: Correccién a primer orden de la temperatura adimensional 3, definida en el
capitulo 4, como funcién de 8 para Pr; =1,

El comportamiento ex; los fluidos para el caso transitorio se muestra en la figura 6.6,
se grafican para el fluido / al tiempo 7 = 0.1: 1a velocidad en la direccién x, la temperatura
adimensional 8, y los flujos de calor 69;/0,. Los pardmetros toman los valores: Pry = 1.0,
B=1a=0.1y ¢ = 0.1. Las lineas sin aimbolo indican que estos perfiles estén en x = 0.2,
mientras que las que tienen sfmbolos corresponden a un valor de y = 0.8, Se observa en la
figura que las capas limite viscosa y térmica son del mismo orden sl Pr ~ 1. Los perfiles de
cada variable son diferentes entre si para las dos posiciones en x, ello de debe a que existen
considerables gradientes longitudinales de temperatura en la placa.

En ias siguientes figuras se muestran las comparaciones més importantes entre el
célculo numérico y el asintético. En la figura 6,7 y 6.8 se muestra la distribucién de la
temperatura como una funcién de la variable adimensional x, para diferentes valores del
tiempo adimensional, En la figura 6.7 se obtiene una gran concordancis entre los resultados
numéricos y los asintéticos, esto habla del intervalo de validez de nuestro anélisis tedrico
para pared térmicamente delgada, obteniéndose excelentes resultados ain para a = 5. En
1a gréfica 6.8 el valor de a es de orden unidad, lo que provoca que la aproximacion se salga
fuera de la vecindad de validez, sin embargo para tiempos grandes la apraximacion sigue
atin siendo vAlida.
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Figura 6.6: Perfiles de temperatura, (0,), velocidad en x, (8/1/9x) y flujo de calor,
(88,/8m) adimensionales como funcién de 7 para el fluido I, en el tiempo 7 = 0.1 y
para dos posiclones en x. Las liness sin sfmbolo corresponden a x = 0.2, las que tienen, a
x =08,
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Figura 6.7: Perfiles de temperatura adimensional en la placa como una funcién de y, a
diferentes tiempos, con a = 10 (pared térmicamento delgada) y 8 = 1. Los sfmbolos son la
aproximaci6n asintética, las lineas el resultado numérico.
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Figura 6.8: Perfiles de temperatura adimensional en la placa como una funcién de y, a
diferentes tiempos, con a =1 (pared térmicamente delgada) y # = 1. Los simbolos son la
aproximacién asintética, las lineas el resultado numérico.
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Figura 6.9; Perfiles de temperatura adimensional en las superficies conductoras de la placa
como funci6én de x; a diferentes tiempos, con a = 0.1y # = 1. Las lineas con simbolos
representan a las superficies superiores.

Cuando se trata de pared térmicamente gruesa los gradientes de temperatura en
1a direccién longitudinal ya no pueden ser despreciados, as{ lo muestra la figura 6.9. En ella
se grafico la solucién numérica de la temperatura adimensional de la placs como funcién de
x para diferentes tiempos. Los pardmetros en esta ocasién tienen el valor § = 1.0 ,a=0.1
ye=01.

La figura 6.10 muestra el tiempo transitorio adimensional (7g0) necesario para
alcanzar el valor de la energfa térmica global, § = 0.96,, donde 8, corresponde a la solucién
final estacionaria (en nuestro caso 0.5), como una funcién de a para diferentes valores de z.
El tiempo es normalizado con 7o, que €8 €l tiempo adimensional requerido para alcanzar
la misma energfa térmica global para el cas0 & — 00, Taco 2 1.2340.... La solucién para el
caso térmicamente delgado también es graficada, mostrando que el tiempo de evolucion se
reduce cada vez que a disminuye. Sin embargo, alcanza un minimo para valores finitos de
a, tal mfnimo siempre es alcanzado para a's tales que e € a € 1.

Nuevamente se grafica In evolucién del tiempo transitorio adimensional 7g9 pero
ahora en funcién de a/e?(figura 6.11). La solucién para el imite térmicamente grueso
muestra un decremento en ei tiempo adimensional trasitorio cuando se incrementa a/e?,
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Figura 6.10: Tiempo adimensional normalizado necesario para alcanzar el 90% de 1a energfa
promedio del caso estacionario, como una funcién de a, para tres diferentes valores de € y
B =1, Los resultados asintéticos para a — 00 y a/e? < 1, asf como los numéricos, son

graficados,
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Figura 6.11: Tiempo adimensional normalizado necesario para alcanzar el 90% de s energfa
promedio del caso estacionario, como una funcién de a/e?, para tres diferentes valores de ¢
ycon 3 = 1. Los resultados asintoticos para a/e? — ooy a/e? <« 1, asf como los numéricos,
son graficados.

También se dibuja la transicién al limite térmicamente delgado, Se puede observar que el
parémetro a/e? resulte ser universal. Sl a/e? — 0, el mecanismo relevante es la conduccion
transversal de calor a través de la pared, mientras que para a/e? — 0o, la conducclén de
calor longitudinal en el sélldo es extremadamente importante.

En resumen, es importante la influencia de la conducclén de calor longitudinal en
¢l sélldo sobre el proceso transitorio, contrariamente a lo obtenido para el estacionario. La
evolucion en el tiempo adimensional muestrs un minimo para valores finitos del pardmetro
a. Este minimo aparece en el régimen de pared térmicamente delgada, y decrece su valor
cuando lo hace . El proceso transitorio es entonces més répido para el régimen de pared
térmicamente delgada sin €l efecto de la conduccién de calor longitudinal.
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