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Nomenclatura 

Símbolo Definición 
calor específico del fluido i 
función de corriente adimensional para el fluido i 

g 	aceleración de la gravedad 
grosor de la placa 

L 	mitad del largo de la placa 
número de Prandtl del fluido i, 	= µc;/A; 

Ro; 	número de Rayleigh del medio i, Ro; = gfi,AT Pri L3  /v;  
a 	escala lenta de tiempo 
Tico 	temperatura del medio i lejos de la placa 
x, y 	coordenadas cartesianas horizontal y vertical 
z 	coordenada transversal adimensional para la placa, z = y/h 
o parámetro de conducción de calor 

razón de las resistencias térmicas de las capas límite 
coeficiente de expansión térmica del fluido i 
coordenada adimensional longitudinal, x = x/ L 

ATI, 	diferencia de temperatura, AT«, = 	— T2c0  
e relación de esbeltez, e = hl L 
s6i 	presión adimensional del fluido i 

conductividad térmica del medio i 
conductividad térmica del sólido 
viscosidad dinámica del fluido i 

v„ 	viscosidad cinemática del fluido i 
'Pi 	función de corriente adimenslonal para el fluido i 

escala rápida de tiempo 
tiempo adimensional 
temperatura adimensional del medio i 

0,, 	temperatura adimensional de la placa 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Antecedentes 

El estudio de la interacción acoplada de conducción y convección de calor es muy 

importante debido a su aparición en muchos casos prácticos e industriales. La influencia de 

la conducción en un sólido sobre la transferencia de calor conectiva en un fluido he sido 

analizada en muchos trabajos relacionados a convección natural sobre superficies verticales, 

tal es el caso de Kelleher y Yang 111, Lock et al 121431, Anderson y Bejan141461, Churchill y 

Ozoe 171, hasta los más recientes como Salcakibara, Amaya, Mori y Tanlmoto (81, 

Méndez, e Higuera 191, y Urdo» y Wevitio (101. Sin embargo, en relación al intercambio de 

calor conectivo sobre placas horizontales existen pocos estudios que analizan problemas de 

transferencia de calor conjugada (por conjugada ee entiende: sistemas en los que aparecen 

diferentes mecanismos de transferencia de calor). En la literatura han aparecido muchos 

trabajos en donde reportan la transferencia de calor de superficies cara arriba o abajo, pero 

con perfiles de temperatura o flujo de calar ya dados. Tal es el caso de Stevartson 1111, 

Gill et al [121, Rotem et al (131-1141, Mara, Yamada y Endo 1161, entre otros, hasta llegar 

a Schulenberg (171, Higuera [181 y Pera et al [201. Excelentes compilaciones de este tipo de 

estudios son el trabajo de Gebhart, Jaluria, Mahajan y Sarmmalda (191, y Kelleher y Yang 

[11. 

Un trabajo sobre transferencia de calor conjugada de E. Luna, C. 'frevitio y P. 

Higuera, titulado "Conjugare natural convection hect transfer bettueen two fluids sepainted 

by en horizontal toa & steady-stale analysis» está actualmente en prensa en la revista Heat 

and Mass Transfer [211. 

4 
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1.2 Objetivos 

Los objetivos principales del presente trabajo son: 

• Estudiar los efectos de convección natural y conducción de calor en una placa hori-

zontal que separa a dos fluidos diferentes a números de Rayleigh grandes. 

• Encontrar a loe parámetros importantes del sistema, ya que esto es un problema en 

donde intervienen una gran cantidad de ellos. 

• Investigar a los perfiles de temperatura, presión, flujo de calor y velocidad en los 

fluidos, así como a lea temperaturas en la placa. 

• Obtener el flujo promedio de calor en la placa. 

• Investigar el comportamiento del sistema en el tiempo. 

1.3 Resumen 

En el Capitulo 2 se realiza una descripción detallada de la geometria del problema, 

así como de las condiciones de frontera e iniciales. En seguida se muestran brevemente 

los aspectos físicos de los fenómenos involucrados en el sistema. Después se estudian los 

órdenes de magnitud de las variables que intervienen para el caso estacionario. Se definen 

loe parámetros adimensionalee importantes, que son: a (parámetro de conducción de calor 

en la placa), # (relación de conductancias térmica• entre loe fluidas) y e (relación de esbeltez 

de la placa). En función del orden de magnitud de los parámetros a, # y e, se definen las 

aproximaciones de pared térmicamerte delgada y pared térmicamente gruesa. En ambos 

caeos se determina el orden de magnitud de loe flujos de calor. Para terminar este Capitulo, 

se analiza el caso transitorio. Aquí se estudian los órdenes de magnitud de los tiempos 

característicos del problema. Comparando estos órdenes de magnitud, se definen las aprox-

imaciones de pared térmicamente gruesa y delgada. El orden de magnitud de loe flujos de 

calor para ambas aproximaciones se expresa en función de loe parámetros importantes. Se 

define el limite cuasiestacionario y se analizan los intervalos de validez. 

Para el Capítulo 3 se ha dejado la deducción de lea ecuaciones y sus condiciones 

de frontera, tanto para el caso de los fluidos como el de la placa. Para el caso de los fluidos 

se utilizaron lea aproximaciones de capa límite y de I3oussinesq. Se adimensionalizan y 
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reescalan las variables del problema, utilizando loe resultados del análisis de órdenes de 

magnitud del Capítulo 2. 

El Capítulo 4 empieza con el estudio para el problema estacionario. Para este caso 

se analiza la aproximación de pared térmicamente delgada utilizando técnicas asintóticas 

de perturbación. Como parámetro de perturbación se toma 1/a 	0. En la placa se 

encuentran las temperaturas y el flujo de calor promedio, definido por el número de Nusselt 

reducido. En la aproximación de pared térmicamente gruesa (límite a/e2  —00) se propone 

una solución de semejanza. Se encuentra la temperatura en la placa y una línea en la cual 

la temperatura se mantiene constante para toda a. En el problema dependiente del tiempo 

se trata primero el límite de aproximación de pared térmicamente delgada a :3) 1. En esto 

caso, se pretendió utilizar en primera instancia las técnicas clásicas de perturbación. Sin 

embargo, este tipo de perturbación no cumplía con las condiciones iniciales. Se propuso 

entonces utilizar técnicas de escalas múltiples, definiendo para ello dos escalas de tiempo: 

una lenta s y otra rápida r. Mediante técnicas de la transformada de Fourier, se encuentran 

la temperatura y el flujo promedio de calor en la placa. Por último, para el caso de pared 

térmicamente gruesa dependiente del tiempo, el parámetro de expansión es a/e2  -+ O. Aquí 

se utilizan técnicas de transformada de Fourier en la placa y perfiles de semejanza para 

los fluidos. Se encuentra la temperatura y la energía térmica adimensional promedio en la 

placa. 

En el Capítulo 5 el problema se estudia numéricamente. En la placa se utilizan 

técnicas de diferencias finitas centradas (o método de la caja). Esto lleva a un sistema 

de ecuaciones lineales que se resuelven utilizando métodos de descomposición LU, donde 

L es una matriz triangular superior y U es triangular inferior. Con esto, so obtienen las 

temperaturas en toda la placa. En el caso de las ecuaciones de loa fluidos, éstas se llevan 

primeramente a un sistema de ecuaciones no lineales de primer orden. Después se utilizan 

técnicas de diferencias finitas centradas para llegar a un sistema de ecuaciones no lineales. La 

forma de llegar a un sistema lineal es utilizando el método iterativo de Newton para sistemas 

no lineales. Finalmente se obtienen los perfiles de temperatura, función de corriente, presión 

y flujos de calor en ambas fluidos. Los cálculos fueron realizados tanto en una estación de 

trabajo SUN Sparc 10 con doble procesador, 64 MI3 de memoria RAM y disco duro de 4 

GB, como en una Silicon Graphics INDY con 32 MB de memoria RAM. Las subrutinas 

para la solución de las matrices de banda se obtuvieron vía Internet desde las librerías de 

LINPACK. Los paquetes utilizados para graficar fueron el GNUplot, del dominio público 



(accesible por Internet), y Grapher. 

Por último, en el Capítulo 6 se presentan las resultados y las conclusiones, as( como 

las gráficas con diferentes valores de los parámetros importantes. En el caso estacionario, 

cuando se tienen grandes valores de o/e2  (pared térmicamente delgada), la temperatura 

adimensional de la placa tiende a uniformisarse, mientras que cuando el valor de a/e2  es 

pequeiio (pared térmicamente gruesa), la temperatura en las superficies superior e inferior 

tiende a la temperatura del fluido vecino correspondiente. El promedio del número de 

Nusselt reducido (flujo de calor promedio) se incrementa monotónicamente con a/e2  ciando 

tal cantidad es pequefm (pared térmicamente gruesa) y tiende a un máximo cuando a/e2  

oo (pared térmicamente delgada). En el caso de pared térmicamente gruesa, la conducción 

longitudinal de calor esta presente, especialmente en las fronteras, sin embargo, la influencia 

de la conducción longitudinal de calor no es importante en el régimen de pared térmicamente 

delgada. En el caso transitorio lea más importantes conclusiones son: la conducción de 

calor longitudinal es muy importante, contrariamente al problema estacionario, el tiempo 

adimensional necesario para llegar a una energía fija promedio en la placa muestra un 

mínimo para valores finitos de a, y por último, el proceao transitorio para el régimen 

de pared térmicamente delgada es más rápido cuando el efecto de la conducción de calor 

longitudinal es despreciable. 
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Capítulo 2 

Análisis Dimensional 

2.1 Planteamiento del Problema 

Una placa conductora de calor está colocada horizontalmente en un espacio bidi-

menslonal. La longitud y el espesor de la placa son 2L y h respectivamente. La superficie 

en loe dos lados más pequeños de la placa es adiabática, mientras que en las bordes más 

extensos se permite el flujo libre de calor. Inicialmente la placa tiene una temperatura 

uniforme 7',d(t = O). 

La placa separa a dos fluidos, colocados por debajo (fluido 1) y encima de ella 

(fluido //), que se extienden hasta el infinito y que pueden ser o no diferentes. Los fluidos 

no se pueden mezclar, para esto se puede suponer que la placa tiene una continuación de 

paredes adiabáticas que se extienden hasta el infinito. Al tiempo t = O loe fluidos están 

completamente en reposo y sus temperaturas son, Ti. para el fluido colocado abajo de la 

placa y T=m  para el de arriba. Les temperaturas Ti. y T2,,,, son tales que Ti. > Trao 

y Ti. > T,,. Los ejes de coordenadas están colocadas de tal forma que el origen de 

la coordenada longitudinal x está en el extremo Izquierdo de la placa, incrementándose 

positivamente hacia la derecha. La coordenada transversal y tiene su origen en el centro 

de cualquier sección de corte transversal y se Incrementa positivamente hacia abajo, con 

igual dirección que el vector de la aceleración gravitacional. La tarea fundamental en este 

trabajo es conocer los filos de calor globales, así como las distribuciones de temperatura en 

la placa y el tiempo requerido para llegar a determinada energía promedio en la placa. En 
la figura 2.1 se muestra un esquema representativo del problema al tiempo t = O. 

9 
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Haba u T200  

Tiv  lik 

Figura 2.1: Se muestra el modelo físico del problema en el instante inicial. La placa está 

separando a dos fluidos en reposo y con distintas temperaturas, 

2.2 Análisis de los Órdenes de Magnitud para el Problema 

Independiente del Tiempo 

Debido a la conducción de calor, a través del sistema se producen diferencias 

de temperatura del orden AT., = 	T200. Los gradientes de temperatura inducen 

cambios en la densidad de los fluidos, ya que ésta, es función de la temperatura (donde 

los efectos de variación de la densidad debido a la presión han sido despreciados), es decir, 

p = p(T). Debido a la fuerza de gravedad los cambios en la densidad provocan que el 

fluido más denso caiga, mientras que el más ligero se eleve, (a tales fuerzas se les conoce 

como de flotación). Lo anterior tiene como resultado un transporte de masa y energía en 

el fluido. A este proceso se le conoce comúnmente como convección natural. En este 

sistema en particular, los efectos de flotación provocan en forma indirecta la generación de 

flujos en dirección longitudinal sobre y bajo la placa. En la región central de la superficie 

superior de la placa, al ser ésta más caliente, se tiene un fluido menos denso que cerca de las 

extremas. Ello genera gradientes de presión longitudinales que van desde loe extremos al 

centro, produciendo flujo en esta dirección. En la superficie inferior de la placa se produce 

un fenómeno similar. 

La velocidad del fluido en la superficie de la placa siempre es cero, mientras que 

la velocidad de flujo en un punto alejado de la superficie será el de la corriente libre, cero 

en este caso. Entre estas dos fronteras se desarrollará el perfil de velocidades longitudinales 

debido a los efectos indirectos de la flotación. La región en que exista este campo de veloci- 
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dades dependerá principalmente del valor de la viscosidad, y, (o del número de Reynolds 

Re = ucL/y, aquí ue  y L son la velocidad y longitud características del problema, respecti-

vamente). Cuando el valor de la viscosidad es pequeño, (6 Re > 1), se usa teoría do capa 

límite para dividir el problema en dos: un problema externo, donde se pueden despreciar 

los efectos de la viscosidad y que tiene validez en zonas alejados de la placa, y un problema 

interno, en donde la magnitud de los gradientes de velocidad no permite despreciar a los 

efectos viscosos. Este último problema es válido en una región cercana a la placa que se 

conoce como capa límite viscosa. De forma similar se genera una capa límite térmica, es 

decir, una región en donde las variaciones del campo de temperaturas de los fluidos son 

más importantes, lo que limita a los efectos de conducción de calor a una zona cercana a 

las paredes de la placa. Para el problema externo la solución a primer orden es trivial, por 

lo que no se considera importante para este estudio 1111. 

Cuando el número de Rayleigh es muy grande, las capas límite viscosa y térmica 

son muy pequeñas, como se muestra más adelante. El número de Rayleigh se define como 

Rol  = g1301571,0  Pri 0/4, con i = 1,2, denotando respectivamente el fluido caliente y el Erío. 

g es la aceleración de la gravedad, ai y vi representen el coeficiente de expansión térmica y 

el coeficiente de viscosidad cinemática de los fluidos. Pa.; es el número de Prandtl del fluido 

i , con Pr; = pic4/4, donde es la viscosidad dinámica del fluido, ci es el calor específico 

y ), es la conductividad térmica del iésimo fluido. El número de Rayleigh se interpreta 

como la razón entre fuerzas gravitacionales y fuerzas viscosas, el de Prandtl relaciona a las 

difusividadee térmicas y de cantidad de movimiento. 

En el sistema de convección natural que se analiza, la capa límite térmica es la ge-

neradora de movimiento (pues eh ella se producen loe gradientes de presión), tal movimiento 

está contenido en la región de capa limite viscosa. Cuando Pr > 1 el grosor de la capa 

límite viscosa es Pr-112  veces el de la capa límite térmica, mientras que para números de 

Prandtl de orden uno (Pr N 1), ambos son del mismo orden 1241. La figura 2.2 muestra un 

esquema representativo de ambas. 

En este problema, las capas límite viscosas que se producen son cuatro. La ge-

ometría de las capas límite es tal, que se desarrollan desde cada una de las cuatro esquinas 

de la placa y aumentan de tamaño en dirección hacia el centro de las fronteras sólido-fluido. 

En el centro ocurre el "choque" de las dos capas pertenecientes a la misma interface, te-

niendo como efecto la formación de una "pluma" o columna que se despega justo desde la 

mitad de la cara hasta el infinito. Obviamente, en la zona donde se unen las capas límite 
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Figura 2.2: Se muestran las capas limite térmica y viscosa en una de las esquinas. 

se pueden generar fácilmente turbulencias, sin embargo, en este trabajo sólo se considera el 

caso de flujos laminares. La figura 2.3 muestra la formación de las capea limite y las plumas 

o columnas. 

Para conocer el orden de magnitud del espesor de la capa límite viscosa o térmica 

(como se dijo antes, éstas son de espesores parecidas para Pr N 1) y la velocidad del Huido 

dentro de ella, se comparan en la ecuación de balance de cantidad de movimiento, loe 

términos viscosos y de gradiente de presión 

Dp D2u 
910-11, 	 (2.1) 

donde, p es la presión y u la velocidad en la dirección longitudinal x. Los términos conec-

tivos no se toman en cuenta debido a que las velocidades dentro de la zona de capa límite 

son pequeñas. Igualmente, el término difusivo restante es pequeño por estar en dicha zona. 

En este punto se introducen lea cantidades características del problema asociadas a la capa 

límite viscosa o térmica. En la coordenada x, la longitud característica se propone como la 

mitad del largo de la placa, L. Para la coordenada transversal y, la longitud característica 

se toma como el espesor característico de las capas límite, 6 (cantidad a determinar), y por 

último la diferencia de presión característica, Ap •••• (p — p.)95. Aquí p es la densidad en 

la capa límite, y pc. es la densidad en el exterior de ella. 

Introduciendo estas cantidades características en la relación (2.1), se obtiene en 

términos de órdenes de magnitud 

(P — P00)96 	tic (2.2) 

  

12 
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Figura 2.3: Esquema de las cuatro capas limite generadas y las dos plumas de la región 

central. 

Aquí u, es la velocidad característica en la dirección x, (a determinar). Para ello utilizamos 

la aproximación de Boussinesq que consiste en que los cambios de la densidad sólo se 

toman en cuenta en los términos de flotación de la ecuación de movimiento. En esta relación 

aún falta introducir la función p(T). Si la densidad es únicamente función de la temperatura 

se puede expender a primer orden para obtener la aproximación (p — 

Substituyendo este resultado en la relación (24), se obtiene 

Pooa (AT00) 9 	tic 
L 	PP' (2.3) 

De igual forma, comparando en el balance de energía, loe términos difusivos con 

loe conectivos: 

p0„,tic—
OT  

•••• A
2

. 	 (2.4) 
0y 

En esta relación c y A son, respectivamente, el calor específico y la conductividad térmica 

de fluido. Loe términos conectivos y difusivos restantes no se tomaron en cuenta, debido a 

que las velocidades en y y loe gradiente' de temperatura en x son pequeños comparados con 

loe términos de la relación (2.4), (en la región de la capa límite). Substituyendo en (2.4) las 

cantidades características se obtiene la relación de órdenes de magnitud para la energía, 



Nom: A 
L 

Combinando las relaciones (2.3) y (2.5),,se obtienen tanto la velocidad como el 

espesor característicos de cada capa límite 

Pr;L

Aquí, LIT; = T,. 

	(ilzsT;;:)1  y 6, NL (R-UT°  ° )1  , con i -- 1,2. 	(2.6) 

Es fácil observar, que si el número de Rayleigh es grande, la magnitud del grosor 

característico de la capa límite 6; es muy pequelio. Por otro lado, si se considera que las 

"plumas" o columnas que se forman en el centro de la placa, tanto arriba como abajo, se 

comportan como loe "brazos" de un punto de estancamiento, entonces la velocidad y el 

espesor característicos de la pluma serán similares a los de la capa límite, por lo que sus 

efectos pueden ser despreciados si el número Rayleigh es grande. Por ejemplo, si el Rayleigh 

es 1 x 106, 6; resulta ser del orden del 5% de L. Lo anterior se comprueba perfectamente 

con los experimentos de limar y Sparrow, quienes demostraron que las plumas de flotación 

sólo afectan en regiones cercanas al punto de colisión [28), Stewartson encontró también 

que ambas capas límite eran independientes hasta una distancia desde el centro del orden 

0(v2/5) (11). La dispersión de las plumas tendrá que ser también despreciada. Por esta 

razón en este análisis se considerará que el número Rayleigh es lo suficientemente grande 

para que las plumas no intervengan de manera trascendente en la dinámica del problema, 

aunque las predicciones cerca de las plumas deberán de tomarse con cautela. 

Por la simetría del sistema, sólo se requiere analizar el intervalo de la placa que 

va desde cero a L en el eje x. La condición de frontera en x = L resulta ser de superficie 

adiabática cuando se tienen condiciones ideales, es decir, las corrientes producidas por con-

vección natural en los fluidos son laminares, ya que de haber turbulencia es muy problablo 

un rompimiento de la simetría, caso que no es de interés en este trabajo. Los datos experi-

mentales para esto tipo de problemas pero con temperaturas constantes en la placa para la 

estabilidad, son de turbulencia para valores del Ra > 1 x 107  [24). 
Debido a las condiciones adiabáticas en la orilla de la placa z = O y en el plano 

de simetría x = L, loe flujos do calor a través de la placa y de los fluidos, en el intervalo 

x : [0, L) deben de ser del mismo orden (en estado estacionario) 

14 

(2.5) 
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91^'9º"qto 	 (2.7) 

Por la ley de Fourier, que dice que los flujos de calor son proporcionales al gradiente de 

temperaturas, se obtiene, 

tA71 AzáT2 
(2.8) 

bi 	62  
Después de substituir (2.6) en (2.8) se llega a la relación entre las diferencias características 

de temperatura de cada fluido y la correspondiente a la placa 

ATI (2t biTto  I 	AT2 	AT. )1 

	

ke2  Arco)
\ y 

 ISTN, 	e2 Ano ' 	
(2.9) 

en donde e = h/L se conoce como la relación de esbeltez y es menor que la unidad, a es el 

parámetro adimensional de conducción de calor definido como, 

h ,-¡ 
a — Ái- rol  , 

y por último fi relaciona las conductancias térmicas de ambos fluidos, 

(2.10) 

Al[Mi\ k 
(2.11) 

/3.- iikTroz) 
El parámetro a corresponde a la razón del calor conducido longitudinalmente por 

la placa y el calor transportado por convección en el fluido más caliente. Este parámetro 

puede ser mucho mayor o menor que la unidad. El parámetro 13 es de orden uno para 

casos prácticos y es exactamente la unidad en caso de tener dos fluidos iguales en ambos 

lados de le placa, sin embargo, fi puede variar fuertemente si se usan fluidos con grandes 

diferencias en viscosidad, conductividad térmica, coeficiente de expansión térmica, etc.. En 

este trabajo se considera de orden uno. 

	

De las relaciones (2.9) y del hecho LSTro 	Al 'i + 4T2 4T,,, se obtiene la 

variación relativa de temperaturas en la placa como una función de los parámetros más 

importantes del problema: 

(
a L57111 	8 	A71, 

	

iy-az (1 +pa) 4. 	1. 	 (2.12) 

En esta relación 4n/A7„,, puede ser mucho menor que uno, en cuyo caso el 

primer término izquierdo 'de la suma en (2.12) deberá ser de orden uno. Por otro lado, 



16 

b,T,,,ICSTc, a lo más, es del orden de la unidad, bajo estas circunstancias el primer término 

izquierdo sólo puede ser de orden uno, entonces LSTJáT. ti  e2/(a(1 r0/6)60). Esta 

relación es importante, por lo que en las siguientes secciones se estudia detenidamente para 

diferentes órdenes do magnitud de los parámetros que la conforman. 

2.2.1 Aproximación de Pared Térmicamente Delgada 

Analizando el término de la parte izquierda de la suma en (2.12) se obtiene: 

e2  

a(14 • 
Para valores muy pequeños de este cociente, las variaciones de la temperatura en la di-

rección transversal dentro de la placa son mucho menores que la unidad y pueden ser 

ignoradas en una primera aproximación. En dicho límite se tiene la aproximación de pared 

térmicamente delgada. Este caso puede ser obtenido para grandes valores de a/e2  con 

cualquier valor de fi, o bien, para valores de fi tales que 

e4
—)> ( 	—1 

a 

En el límite de pared térmicamente delgada, los incrementos característicos de temperatura 

en la dirección transversal para ambos fluidos son: 

.4.7j Y  Ano  14-7 
Si el valor de fi es de orden uno, las cambios de temperatura en ambos fluidos son de 

orden uno y deberán ser retenidos en el análisis. En cambio, para valores grandes de fi, la 

resistencia térmica del fluido 1 es muy pequeña, por lo que el problema se reduce a una placa 

isotérmica horizontal con un proceso de convección en el fluido sobre ella. Por otro lado, 

para valores pequeños de /3, el problema se convierte en una placa isotérmica horizontal con 

un proceso de transferencia de calor en el fluido bajo ella. Ambos casos son clásicos en la 

literatura y están resueltos [191. 

(2.13) 

(2.14) 

ATI 	1 	A7im 
(2.15) 
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2.2.2 Aproximación de Pared Térmicamente Gruesa 

La aproximación de pared térmicamente gruesa corresponde al caso en el que 

las variaciones relativas de temperatura en la dirección transversal dentro de la pared son 

de orden unidad. Para valores de # de orden uno, se pUede ver fácilmente de la relación 

(2.13), que este limite ocurre cuando ale2,,  1. Bajo estas circunstancias la relación (2.13) 

se reduce a 
¿Tu, e2 
AZ,„ a 	

(2.16) 
 

y las ecuaciones de incrementos característicos para los fluidos (2.9) quedan de la forma 

A77::: :2 \ 	AT2 inP)1 A  

() y 	k C2  ) 
• (2.17) 

Para valores de a/e2  •••• 1, con # 4 1, el problema se reduce a uno de transferencia 

de calor en una placa horizontal con una temperatura conocida en la superficie de arriba, 

sin embargo, en este caso las variaciones de temperatura en la pared son muy Importantes 

y deben ser consideradas. El último enunciado es la principal diferencia entre este caso 

y el mencionado como pared térmicamente delgada tratado anteriormente. Otro límite es 

cuando tenemos valore& pequeños de a/cs con f3 N a/e2, es decir, a 4 e2  4 1. En este 

caso se tiene el problema inverso al anterior, te decir, una placa con temperatura conocida 

en su cara inferior. 

2.3 Finjo de Calor Promedio (estacionario) 

El parámetro mía importante a determinar es la cantidad adimensional que repre• 

aenta al flujo promedio de calor, conocido como el número de Nusselt y definido como 

N — qL  Rat ( ATI )!  
u  — 	k LST 

Por comodidad se define al número de Numen, reducido como 

Nu

a I 
Nu* 

R 

(2.18) 

(2.19) 
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Después de substituir en (2.19) el término de Incrementos característicos de tem-

peratura del fluido 1, se tiene que para el caso de pared térmicamente delgada el numero 

de Nusselt reducido es 

Nu*  

(

1  

1 +01)s  

siendo independiente de los parámetros a y e. Mientras que para el caso de pared térmicamente 

gruesa queda 

a 
Nu* 	 (2.21) 

e,  

Do estas dos últimas relaciones se concluye que, para valores pequeños de a/e2, el número 

de Nusselt reducido Nu' es una función lineal creciente con a/e2, y que para grandes valores 

de a/e2, el Nusselt promedio alcanza un valor asintótico dado por 1/(1 +¡31)€. Uno de 

los objetivos principales de este trabajo consiste en obtener una solución que cubra todo el 

espacio paturnétrico de Nu' como función de a/e2, considerando valores pare a de orden 

uno. 

El análisis anterior permite predecir el comportamiento de los flujos de calor prome-

dio, aún sin resolver las ecuaciónes de los fluidos o de la placa, en el sentido estricto. 

Por otra parte, la influencia relativa de la conducción longitudinal de calor en 

la placa se obtiene de la razón entre loe términos de conducción de calor longitudinal y 

transversal 

R a 	fing Anw 
qr 	 1 [571. 

en donde b171„„ corresponde a la diferencia característica de la temperatura longitudinal, 

dentro de la pared. Para grandes valores de a, ATL,,,/.15T. es muy pequeño, del orden de 

(1 +135/9-615/a, ya que Res do orden unidad en su valor máximo. Como consecuencia, la 

conducción longitudinal do calor en la placa puede ser ignorada si a < (1 +(31)" . 

(2.20) 

(2.22) 
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2.4 Análisis de los órdenes de Magnitud para el Problema 

Dependiente del Tiempo 

En el caso dependiente del tiempo, los valores característicos del grosor de las 

capas límite y sus velocidades se consideran iguales a los obtenidos en el caso estacionario, 

ya que se debe de conservar la relación entre las términos dominantes de las ecuaciones de 

balance de momento y de energía. Sin embargo, el tiempo, juega en este caso un papel muy 

importante, Es por esta razón que se analizan a continuación los tiempos característicos 

del problema. 

El tiempo característico de residencia del fluido i sobre la placa, dado por tn  

Lían, es el que tarda el fluido con velocidad tic, en recorrer la mitad de la placa L. Substi-

tuyendo el valor obtenido anteriormente para u, (2.6) se encuentra, 

Pri L2  
tri (2.23) 

v, Rai  

De manera equivalente, el tiempo característico de conducción de calor, en la 

dirección longitudinal dentro de la placa, se obtiene por medio de la ecuación de balance 

de energía en el sólido, en donde el término de acumulación de energía se compara con el 

término difusivo en la dirección longitudinal 

OT 
Pwcwrt 	07. (2.24) 

Si se introducen las cantidades características en la relación anterior, se obtiene el 

tiempo canutedstico de conducción longitudinal, tr„ en la placa, 

PWCW Lz. (2.25) 

Igualmente se procede para el cálculo del orden de magnitud del tiempo camc-

terístico en la dirección transversal 

(2.26) 
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Para calcular el tiempo característico en que la placa almacena energía, t,, se 

necesitan los flujos de calor característicos en ambos fluidos. De la ley de Fourier, aplicada 

en las capas límite viscosas,  

para i =1,2, 	 (2,27) 

mientras el calor almacenado en el sólido es 

L 	— TA)  
110 	 (2.28) 

te  

en donde, I y no son las temperaturas final e inicial en la placa, respectivamente. Con 

estas dos últimas relaciones y la relación de balance de flujos de calor (2.7), se obtiene el 

tiempo característico de almacenamiento de energía 

(Tu, —Tolo)  
te tLek e 	 (2.29) 

— IAT21.0) 

Aquí, árho = neo — T,, o y Ah° = Tem — T2.. En donde el cero de la derecha en el 

subíndice denota el valor inicial de la variable. 

Cuando el proceso llega a un estado estacionario, se cumple la relación o N  92, ya 

que la placa ni recibe ni entrega energía calorífica, y se deduce que: 

Tw 	Twa OS A71,0 — AT2n 	 (2,30) f —  

atITi 471,0 — 4T2,0) 

(1 + 01) (134T10  A710)'  

Obviamente, en un problema dependiente del tiempo, las condiciones iniciales juegan un 

papel muy Importante en el análisis asintótico. Para los fines perseguidos en este estudio 

se escogieron dos casos: 

Caso 1: La placa y el fluido sobre ella están a una misma temperatura, mientras que el 

fluido abajo de ellos esta a una temperatura mis alta, esto es, Tw,e = hoo y Ana = O 
bajo estas circunstancias el tiempo característico (2.31) se convierte en 

4i N 

+ pi 

Si se substituye este resultado en la relación (2.29), encontramos finalmente la relación para 

el tiempo característico de almacenamiento de energía en la placa. 

te  •••• (2.31) 



21 

	

t, tLaii—jf 	 (2.32) 

Caso 2: La placa y el fluido bajo ella se encuentran a una misma temperatura, y el fluido 

sobre ellos está a una temperatura más baja. Si tales son la condiciones iniciales, se tiene, 

= Ti po  y LT1,o = O; de aquí, el tiempo característico para almacenamiento de energía 

(2.31) tiene la forma 

fi 

	

te ^' tLa 147-1-13 -• 	 (2.33) 

En ambos casos te  no depende de la temperatura, y si # es de orden unidad, 

te 	t La, entonces, el caso general se puede aproximar como 

te 	t LaG (fi, L571,o, AT2,e), 	 (2.34) 

en donde G es una función de (3, ATI.0 y áT2,0, cuyo valor es de orden unidad. Si el análisis 

en con base a órdenes de magnitud, la relación (2.34) se puede escribir simplemente como 

te  •••• tto. 

2.4.1 Aproximaciones de Pared Térmicamente Delgada y Gruesa 

Es lógico suponer que para el caso dependiente del tiempo también se tienen casas 

límites para pared delgada y gruesa. A continuación se analiza la dependencia de los 

parámetros importantes sobre estos límites. 

El flujo de calor en la placa, debe ser del orden del promedio de loe flujos de calor 

en cada fluido, esto es, 

ti! 	92  ••• 2%, 	 (2.35) 

sustituyendo las relaciones para los flujos de calor, se obtiene la relación para las diferencias 

de temperatura transversales en la placa 

LIT,„ 	[t LiTi \I 4. 	AT2  gl 
LST. 	k 571,„ 	Urfoo   (2.36) 
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Pared Térmicamente Delgada 

El caso de pared térmicamente delgada ocurre si e2/a  < 1, ya que si esto ocurre 

la relación (2.36) lleva a 

AT1  tT2 	AT„ e2  

	

— . 	 (2.37) ATO. a 1ST. ATee  

En donde se aprecia claramente que los gradiente; de temperatura en la dirección transversal 

dentro de la placa son muy pequeños, justo como en el caso estacionario. 

Pared Térmicamente Gruesa 

El caso cuando los gradientes en la dirección transversal dentro de la placa no 

pueden ser despreciados y se tiene pared térmicamente gruesa (e2/a  N  1 ó < 1), ocurre si 

AT ATI MI 
a e2  con 	 I 

1T AT AT ' 

o bien, 

2 	I ' AT,„ 	ATI  An 
< e <4 con 	 1. 	 (2.39) 

AT AT AT 

Ea bueno señalar en este punto, como era de esperarse, que loe límites ocurren bajo 

lea mismas condiciones que en el caso estacionario, es decir, pared térmicamente delgada 

cuando e2/a  < 1 y térmicamente gruesa cuando a/e2  16 a/e2  . I. 

2.4.2 Análisis de loe Tiempos Característicos 

Si se calculan las razones entre los distintos tiempos característicos, se obtiene 

te  N  a 	te N 	te 	 ( ATI )1 ena  
th 	e2 	

a y -- 
tri 	i pieeci Ana 

(2.40) 

En el caso limite de pared térmicamente delgada, esto es a/e2  >> 1, se tiene de 

(2.40) que los tiempos de reacción de almacenamiento de energía en la placa, son mucho 

mayores que los tiempos de conducción en la dirección transversal, lo que concuerda con 

la definición de pared térmicamente delgada. Para la aproximación de pared térmicamente 

gruesa, loe tiempos anteriormente mencionados son del mismo orden, por lo que las posibles 

(2.38) 
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diferencias de temperatura en la dirección transversal deben tomarse en cuenta. En el caso 

de tiempos de conducción en la dirección longitudinal, Ice efectos de tal conducción se toman 

en cuenta para a 1 , mientras que se pueden despreciar si a az 1. 

2.4.3 Límite Cuasi-estacionario 

La última relación a discutir, es justamente el último término de las relacionas 

(2.40). Esta cantidad indica cómo son los tiempos característicos en la placa respecto a 

loe tiempos en los fluidos. Un límite muy importante es el cuasi-estacionario, que ocurre 

cuando 

Ra,[
!
e= 1,2. 	 (2.41) 

e Pwru, 

Si tal condición se satisface, los tiempos en loe fluidos son cortos respecto a los de la placa, 

entonces los efectos temporales en las ecuaciones de los fluidos se pueden ignorar, lo que 

facilita en mucho la solución de este problema. En el presente estudio sólo se trabaja con 

este límite, por eso es conveniente señalar el intervalo para el número de Rayleigh en el que 

dicho problema se puede resolver bajo esta aproximación. En el caso de los gases, el Rayleigh 

debe ser mayor que N  10-15, según (2.41), para estar en el límite cuasi-estacionario. Por 

otro lado, para liquidas basta con que el número de Rayleigh sea mayor que N  105. Cabe 

resaltar que loe intervalos para el número de Rayleigh descritos líneas antes, sólo indican 

si el problema está o no, en el límite cuasi-estacionario, ya que por otro lado, se tienen 

restricciones adicionales para que el número de Rayleigh sea grande, con el fin de poder 

minimizar el efecto de las plumas. 
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Capítulo 3 

Formulación de las Ecuaciones 

En este capítulo se deducen las ecuaciones para ambos fluidos a partir de Navier-

Stokes y utilizando las aproximaciónes de capa límite y Boussinesq. Estas ecuaciones, 

junto ala de la energía en la placa y las condiciones de frontera, definen completamente al 

problema planteado en el Capitulo 2. 

3.1 Ecuaciones de Capa Límite y Aproximación 

de Boussinesq 

Les ecuaciones de balance de momento para un flujo bidimensional en un campo 

gravitacional cuyo vector de aceleración está en la dirección y son: 

Ou Du Ou 	 82u 82u 
=-1-24-1/(á—x2  +7) 	 (3,1) 

Y 

Du 	Clv 	8v 	1 Op 	82u 02v 
DI Dr Oy p 	1k 2  142  9  

La ecuación de conservación de la masa, se expresa

(  

corno 

Du Do 
Ox 	Dy — = 0, 

y la de conservación de energía 

DT 	OT) T Op\ (Dp Op Op\ , ,v2T.  

	

us 4- vry  — —p 	p k—at  uh—r  v — vi- A 

25 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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En donde u y y son las velocidades del fluido en dirección x y y, respectivamente. p es 

la presión, p la densidad, y la viscosidad cinemática, T la temperatura, t el tiempo, Cp  

la capacidad calorífica a presión constante, X la conductividad térmica de fluido, es la 

función de disipación de la energía y FI  es la contribución de las fuerzas gravitacionales 

sobre el movimiento en la dirección y, ( Pg  = (p — p.,)y p, en donde pc,3  es la densidad en 

lugares alejados de la placa). 

Utilizando la aproximación de capa límite para ( Re = Luc/y —+ oo, para ambos 

fluidos), la aproximación de Boussinesq (sólo se toman en cuenta las variaciones de densidad 

en los términos de flotación de las ecuaciones de movimiento), y la ecuación de estado 

proveniente de la espadón a primer orden p.,1 p (T) L'o. 1 +/7(T 	se obtiene para el 

balance en la cantidad de movimiento: 

Ou 	Ott , Ou 	1 Op 	02u 

	

-4- u— t u— 	y & 	Ox Oy 	p., Os 	0y21  

gfi(T — 	= 1 
Pc0 0  

97,I2
1/. 	

(3.6) 

Aquí 13  y g representan el coeficiente de expansión térmica del fluido y la aceleración de 

la gravedad, respectivamente. La ecuación de continuidad bajo cualquier aproximación de 

capa límite, 

au Ov 
-á—x  -0—ii  = O. 

Para la conservación de la energía se tiene, 

(3.7) 

01' 07' p 	p  (OTFt  u 	-— + 	=•+ z . 	 (3.8) 

Aún más, si se utiliza la aproximación cuaritetacionaria (previamente justificada en el 

capítulo 2) y se considera que el término de disipación de energía ea muy pequeño comparado 

con la unidad, el resultado es 

u Ou 
-P 

y— Op 02u u—O
z 

 -t- 
ay 	Pon 

= 
a 	az 01/2  

1 Op (T — = — — 
Pao ay 

(3.5) 

(3.9) 

(3.10) 



au au 
Ox Oy

o  
Y 

„ 	 , 02T A— 
dx ay 0y2  

La ecuación (3.11) lleva a proponer la función de corriente b, tal que 

490 u = — y v = 
1}x' 

pues bajo ella se satisface automáticamente, lo que reduce el número de ecuaciones a tres, 

Utilizando esta definición, se obtienen: 

a3tp 	1 op _ ay) 820 0002o 
8y3 	p7.11; try 0y0x  Ti; 00' 

1 Op 
gfi(T Tc„) =  

Poo 

Y 

02T 
= pooC (Itff--1/2-k in) 	 (3.16) 

01/2 	0// az Ox OY 
Hasta este punto se han planteado las ecuaciones de balance en energía y masa para el caso 

de cualquier fluido ya sea el superior o inferior. Esta generalidad es simplificada cuando se 

toman en cuenta las condiciones de frontera e iniciales para cada fluido. 

3.2 Ecuación de la Energía en la Placa 

En la placa, la ecuación de energía es de la forma 

0271, O2TW  p„,C,,,OT,, 
Or2 	8y2 = ),<0  Ot (3.17) 

Aquí n es la temperatura, 	es la densidad, C., la capacidad calorífica y X„, la conduc- 

tividad térmica, todas ellas referidas a la placa. Esta es la única ecuación en donde los 

efectos temporales aparecen, ya que según el límite cuasiestacionario, es sólo aquí donde las 

variaciones en el tiempo son apreciables. 

27 

(3,11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 
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3.3 	Ecuaciones Ad imensionales 

Finalmente se presenta el sistema completo de ecuaciones para 'ambos fluidos y la 

placa, que junto a las condiciones de frontera definen completamente el sistema físico. Si se 

utilizan los siguientes cambios de variable para adimensionalizar las ecuaciones y reescalarias 

según el análisis de órdenes de magnitud del Capítulo anterior 

tX,„ 	Tino 	— 	T2  — T200 	 Tyj T200  T 	 Ow  — 

	

()VIAJ A; oi  --- 'flop 7'200 	= 	— 7100 ' 	Tloo nao 

116 (y — h12) 	1/5  (Y + h/2) 	Z = X = 	I7i = nal 51/ Loo 92  ""2 5115 LxI/6 

A 
— 6415viRarx315 

Y 

(12  — Po) L2 Pri  
51/6p4R4/5x2/1 1  

se obtienen las ecuaciones para el fluido i — 

	

87611 	8Oi 	89 
. 5x  (

0á _ afiaoi\ 

°IN 

=eh  

83A 2 844 2 
+ — 

8A 49 31i Oh a 214)1 

	

1 Raft)2  3 fi  82/i 	(--- 	2 

	

g.; 01 	-7 	°vox" ex avii 

y para el sólido 

YA, 	a 920,,, DO 
a  872 + e2  8z2  

en donde a y e están definidos en el capítulo 2. 

Las condiciones de frontera para estas ecuaciones son: 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 



29 

la velocidad de los fluidos sobre la placa es cero (a), la temperatura y el flujo de calor en la 

frontera sólido-fluido son continuos (b), esto es, 

oh 	 al 	o noi  
=

t 
 -= O (a), 01  =1 —0,, Oz 

= ckx 	
(b), 

Ou 5  

1 
f11 = Z 	= 

, 	 n 	80,,, 	e2  802 
,2= 	= 	ya/ .2 .= Owi Oz 	nao 8rp2  (b),  

1 
O, 

la placa tiene bordes adiabáticos por sus orillas más angostas, 

--0--x =o parax=orx.i, 	 (3.25) 

y por último, en lugares alejados de la placa las velocidades, la temperatura y la presión en 

los fluidos tienen loe valores del ambiente 

„ 
= ¢i = u para 	oo. 	 (3.26) 

orli^  
Este sistema de ecuaciones no lineal se resuelve en los próximos capítulos, ya sea por técnicas 

asintóticas o por simulación numérica. 

en 

en 

(3.23) 

(3.24) 
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Capítulo 4 

Análisis Asintótico 

En este Capitulo se aplican técnicas asintóticas con el fin de resolver el sistema 

de ecuaciones no lineales que rigen al problema. El tratamiento se realiza tanto en el caso 

estacionario como en el dependiente del tiempo. Las técnicas de perturbación asintótica 

se utilizan en los rangos paramétricos que propone el análisis del orden de magnitud del 

Capítulo 2, comenzando por el limite de pared térmicamente delgada, para después trabajar 

con el límite de pared térmicamente gruesa. 

4.1 Análisis Estacionario 

4.1.1 Pared Térmicamente Delgada 

El limite de pared térmicamente delgada, ocurre cuando se tienen valores de la 

forma pariunétrica a(1 )35/6)6/5/62  grandes comparados con la unidad. Como se dedujo 

en el análisis de orden de magnitud, en este caso las variaciones transversales de tempera-

tura dentro de la placa son muy pequeñas, y pueden ser Ignoradas, entonces O, = 

La temperatura en la placa no depende de la coordenada transversal. Dadas estas circuns-

tancias, la ecuación de balance de la energía en la placa (3.22), después de una integración 

sobre la coordenada transversal z se transforma en 

d2e,„ 1 [al! _ 	I .0.  
dx2 	az 	az Li (4.1) 

31 
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Aún más, si se utilizan las condiciones de frontera en la placa para z = 1/2 y z = —1/2 

dadas por (3.24), la ecuación (4.1) se transforma en 

d20,, 	1 00i 	1 002 I 
dx2 	xi 107/1 	— "2 142.01 

Esta ecuación puede ser resuelta, junto coi las ecuaciones para los fluidos, mediante la 

utilización de técnicas asintóticas de perturbación. El parámetro de expansión para la 

perturbación se elige como 1/a. La elección anterior es debida primeramente a que con a 1. 

1 se obtiene el limite de pared térmicamente delgada, ya que se cumple a(1+ 01)1 /e2 	1, 

recordando que a es el parámetro qua puede variar en un rango más amplio. Por último, 

se tiene que p  y e no aparecen en el término de expansión, ya que p  se considera de orden 

uno en este trabajo, y e es siempre mucho menor que la unidad. El espacio paramétrico 

que barren fi y e no juega un papel importante en la condición para pared térmicamente 

delgada. La expansión toma la forma 

eW  = 	Ew  -7  (x) 
1=1 

„  = 	+ E 	. 	 (4.4) 

Integrando la ecuación (4.2) a lo largo de la coordenada longitudinal y usando las 

condiciones adiabáticas de la placa en el resultado, se obtiene 

dx 	I 	1 8021 	
— 

0 

[ter — ellai n2-0 
Para que esta integral sea cero, los términos dentro de los corchetes deberán ser tales que 

para cada x se cumpla que 

 

= 1 
002 1 

(4.6) 

  

Con (4.6), (4.2) y las condiciones de frontera adiabáticas resulta que 0„, es cons-

tante. Comparando términos en la expasión (4.3) se llega a: BW  = 04 y 0,9 = O para todo 

j > 1. Aún más, con las condiciones de frontera 02 = go  y 01  = 1 — 0„, en rp2  = 0 y th = 0, 

respectivamente, se obtiene 0,, = 0, para todo j > 1, y 01 = 1— 02. 

(4.2) 

(4.3) 

(4.5) 
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La relación (4.8) significa que el flujo de calor del fluido 1 hacia la pared es ex-

actamente el mismo que el de la pared al fluido II. Esto es posible únicamente para una 

pared con una temperatura uniforme cuyas ecuaciones, independientes de la coordenada 

longitudinal, tienen la forma 

d21 .4_ v.  doi 0  
dri; 	dr); 	' 

dOi 
=o 

 
drk 

-ir. 2 _ 	 d2A
— 3fiwi 71.  5 	5 

con las condiciones do frontera 

dfi = 	=0, 01=1 - ew, 02 = Ow  en fi; = O, 

dii 

	

= 	efri = 0 para gi 	oo, (i = 1,2). 	 (4.9) 

Usando el grupo de transformaciones que dejan invariantes a las ecuaciones de la 

capa límite (4.7), 

A 
	

(4.10) 

	

se pueden normalizar. En este caso B1 = 1— 64,, y B2 = 	El sistema se reduce, entonces, 

al problema clásico de transferencia de calor con una temperatura adimensional superficial 

de valor unidad para ambos Huidos. De lo anterior obtenemos 

	

dOi 
,.0 	 drp2 

d02 
I 	= —G(Pri) (1—  Ow).I  y —I 	= —G(Pr2)9,1, 	(4.11) 

dm ,n   92-0 

donde G es el gradiente adimensional de temperaturas en la pared para el caso normali-

zado dado por G(Pri) = 0.394 P415  (1191, también se dedujo numéricamente) para números 

de Prandtl cercanos a la unidad. Utilizando las ecuaciones (4.11) y (4.6) se obtiene la 

temperatura adimensional en la placa 

(4.7) 

(43) 
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1-1-( G  „ 

Si se define el número de Nusselt reducido promedio como 

Wi• = — 7rdl  "ti ! 
o x » ...1111,11.1) 

entonces, la conducción de calor promedio, después de utilizar la ecuación (4.11) e integrar 

en x, queda como 

— — 5C(Pri ) (1—  0„,)  
No'  

3 
(4.14) 

En este límite, debido a la ausencia de gradientes de temperatura en dirección 

longitudinal, la conducción de calor en esta dirección no juega un papel relevante. 

4.1.2 Pared Térmicamente Gruesa 

Este caso se presenta cuando la resistencia térmica de la pared es mucho más 

grande que la de cualquier capa límite, o de acuerdo con el análisis de órdenes de magnitud 

del Capítulo 2, a/e2  < 1, esto es, a t e2  4z 1. Si lo anterior se satisface, la calda más 

grande de temperatura ocurre en la dirección transversal de la placa, esto debido a que 

en la dirección longitudinal, los fluidos uniformizan rápidamente la temperatura sobre las 

superficies conductoras de la placa. Tal hecho tiene como consecuencia que los flujos más 

importantes de calor se producen en la dirección transversal. 

A primera aproximación se supone un incremento de la temperatura lineal dentro 

de la placa que tiene la forma Bw  = z + 1/2, es decir, desde cero en la superficie superior 

hasta uno en la inferior. Las condiciones de frontera en las interfaces, son: 

=42. 	 (4.15) 

La ley de Fourier en la placa tiene la forma qu, = 1(1/2) — Ow(-1/2), esto, junto a las 

	

definiciones de las 	transforman a la condición (4.15) en 

	

E2 poi 	= £2  4902 	 (4.16) 

	

1 — 	(x, O) -- 02 (x, 0) = —;;;11  gq, 	apx  092 12.o 

(4.12) 

(4.13) 
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Las condiciones iniciales son: 

(x  = o, ni  = o) = 02 (X = 0012 = O) = O. 	 (4.17) 

Para este problema se supone una solución de la forma: 

lli = nixiiN) con = 	 (9.18) 

En donde / es una función que vale uno en x = 0, y las As son constantes a determinar. 

Si se aplica la solución anterior en la ecuación (4.16) se obtiene 

1— (A + /32) xn  •••• •C•B!x10Gnl 	0,e02 	x 	G„2; 	(4.19) 

esta aproximación es válida para valores pequeños de x, o de a/c2. En esta relación 

Gr,i(Pri) = —dbi/dfl para valores dados de n. El valor de n se puede obtener al analizar 

los órdenes de magnitud de la relación (4.19), esto es, los términos de la derecha deben de 

mantener el balance con la unidad del lado izquierdo para y —1 0, ya que los flujos de calor 

deben ser siempre del mismo orden. Por todo esto, el único valor permitido es n = 1/3, 

justo el que hace xli71  =1. 

La relación (4.19) debo de ser cierta en x = 0. Habiendo substituido el valor 

adecuado para n se obtiene 

Bi = ( 	a 

e2Gip(Pri))

i 	 orfi  
Y 	B2 = 

e2Gvá(ly2) 	
(4.20) 

) ' 

Aquf G1/3(Pri) ,:-. 0.501 Pir (1191, también se dedujo numéricamente), que es válido para 

valores del número de Prenda cercanos a la unidad (Pr ,-. 1). Usando las condiciones de 

frontera, la temperatura adimensional en la placa es: 

1 	1 — 	 a 
0„, = z +  — 	 "E (1+1) 	para 	1 

2 	2 	 e2 	 (4.21) 

donde 

A- 	B2 ris(Pri )11  
" 	— Gu3(Pra) 

(4.22) 
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Existe una línea en la cual la temperatura se mantiene uniforme, independiente de 

x. Tal plano está localizado en 

—1 
Zinv — 	 

2 (fi-  4- 1) 
(4.23) 

y lo temperatura en esta superficie es 

;ny+ 2 — 	. 	 (4.24) p 
Esta temperatura es exactamente la obtenida para el caso de pared térmicamente delgada, 

por lo que la temperatura en este plano es invariante ante cualquier cambio del parámetro 

a. 

4.2 Análisis Transitorio 

4.2.1 Pared Térmicamente Delgada 

Cuando se tienen valores grandes de o/e2, las variaciones de la temperatura en la 

dirección transversal pueden ser despreciadas. En este límite, la ecuación de la energía de 

la pared (3.22) puede ser integrada a lo largo de la coordenada transversal para obtener 

82o,, 	89W _ 
8x2 	/11. 	ag 

Después de sustituir las condiciones de frontera 

ale„ 80. 	1 
a ¿lir —57 = y2/5  

It.1/2 

tee,  
Ni 

_ 

en la ecuación 

1 
,,m) - 

(4.25) 
12.-1 /2 '  

anterior, se tiene 

802 1 

"2 	
(4.28) 

Esta ecuación deberá resolverse con la condición inicial (x, z, r = = 0„,c, y las condi-

ciones adiabáticas dadas por las ecuaciones (3.25). 

Límite Asintótico a 70 e2  

Este límite es muy importante y se aplica en la mayoría de los casos prácticos 

de placas metálicas. SI los valores del parámetro a son muy grandes, la temperatura adi-

mensional de la placa cambia muy poco con y. Dos escalas de tiempo aparecen en este 
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problema, una lenta de orden O(r), que controla la respuesta global transitoria de la placa 

y una rápida de orden a-1, que actúa al inicio del proceso. 

La escala rápida se debe a las condiciones iniciales uniforme« de temperatura en la 

placa. En la frontera fluido-sólido inferior, el flujo de calor decrece hacia el centro de la placa 

porque la capa limite es más gruesa. Por esta razón, se generan gradientes longitudinales 

de temperatura dentro de la placa. El calor es conducido en la placa en un tiempo muy 

corto, del orden ar-1, alcanzando las condiciones para una evolución de las temperaturas de 

la placa más lenta, a partir de la cual la influencia temporal pertenece a la escala de tiempo 

lenta. 

Por lo anterior, el problema de transferencia conjugada de calor para una placa 

térmicamente delgada, en el limite asintótico para a oo, se puede estudiar utilizando un 

análisis de escalas múltiples. Se define a las dos escalas de tiempo por 

8 --T. I' y a = ar, 	 (4.27) 

donde a es la escala de tiempo lenta y e la rápida. La técnica de escalas múltiples redefine 

el efecto temporal sobre las variables dependientes del tiempo. Si una variable es función 

del tiempo, ahora lo será de dos variables temporales independientes que representan a la 

escala corta y ala larga, es decir, O, (x,T) -• O, (x, Iba). 

Las expansiones para el análisis Write:ideo son del tipo: 

	

00 	 00 

	

941, = E 	(X 8,0 t 	= E -ailk ( x, : 8), al 3 	 (4.28) 

	

i=0 	 1=0 
con fli correspondiendo a cualquier variable que intervenga en el fluido i, como Bi, ji ó <fri. 

La notación utilizada para las 04  significa que en las ecuaciones para los 'Mides el tiempo 

sólo interviene implícitamente. Introduciendo les expansiones anteriores y la definición de 

escalas en el tiempo en la ecuación (4.26), se obtienen para términos de basta orden a-2  

las siguientes ecuaciones 

828,4 09.,0 _ o  
8)(2  Oo 

028,4  oe,,,i 	1 rothol 	1 89201 	1 Mw° 
DX2 	I/ 74  Tí  Ihh 1111.0 - T3 092 Irp2=o T ea 

(4.29) 

(4.30) 



O8 .2012 	1 r..?!„, 	1 02,,, 	1+  00,.,, 

	

- 00 x2/5 	 TI 
etc., con las condiciones iniciales y de frontera 

0,4 (X, 0, O) en x = O, 1 	para j = 0,1,2,.... 

8 = O en x=0,1 	para j = 0,1,2,.... 	 (4.32) 

Después de integrar la ecuación (4.29) de x = 0 a x = 1, se aplican las condiciones 

de frontera en las orillas adiabéticas, obteniendo finalmente 

fo  11,0dx = 0. 	 (4.33) 

De esta ecuación se deduce que 0„,0 no es una función de la escala corta de tiempo o ni de 

la coordenada longitudinal x, sino, sólo función de la escala larga de tiempo, 84 = Owo (s). 
Esta función se obtiene al analizar los órdenes superiores en la expansión. 

Se toma ahora la ecuación (4.30) y se le aplica un tratamiento similar al anterior, 

pero con las condiciones de frontera correspondientes, para obtener la ecuación 

8 f
ok  OirldX = —35 [7971,°11,..,0 	842892 	

d°. 	(4.34) 

El lado derecho de la ecuación (4.34) tiene que ser cero para evitar tener términos seculares 

en 8,„,i (de otra forma 9,, crecería infinitamente con el tiempo), y es justamente de esta 

circunstancia que se obtiene la ecuación diferencial para Ows. 

	

dOws _ 5 	1 "sí 1 
do — 	t 	lqi.0 	891 	

(4.35) 

Lee condiciones de frontera de la parte derecha de la ecuación anterior, se obtienen de las 

ecuacionee de capa límite de ambos fluidos. 

Si se aplican las expansiones (4.28) en las ecuaciones de loe fluidos (3.19.3.21) 

obtenemos, a orden cero en a 

8200 	800  
+ 	=0, (4.30) 
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Otkie 
ojo 07. = 

Y 

/PM 2 apio 2 	1 [ 	2  
E ISTIrh 	= 811) 3k1L-r2&fill 

Con las condiciones de frontera 

, 	 A 	A  ho = 	= 	= 1 — uwo, u20  = owo en ni = O 

afio = 	= 	= O para ni oo, (i = 1,2). 
ali 

Estas ecuaciones son invariantes ante el grupo de transformaciones 

	

Oi = nieit N* Di7115N1 tbi BrOir A = BY5  h• 	(4.40) 

SI Bi  es tal que Di = (1 — 0,0) y D3  = 	el problema se reduce al problema clásico 

de transferencia de calor con una temperatura adimensional superficial uniforme de valor 

uno en ambos fluidos. En este caso, la solución de las ecuaciones (4.364.38), bajo las 

transformaciones (4.40), para el gradiente de temperatura es Goi(Pri) = 0.394 Prr°  ((19J 

y numéricamente) en la vecindad de números de Prandt1 cercanos a la unidad. Por lo tanto 

los gradientes de temperatura para las variables originales tienen la forma: 

8010 	 86120 

	

= —Coi (1 — 9„,0)6/5  y , I 	= —C Wel: . 	(4.41) ah t. 	u72 0=0 

Si ahora se sustituyen estos gradientes en la ecuación (4.35) se obtiene la ecuación 

a resolver para Owo 

6.22. [(1 Owerl5 211 
t da 3  (4.42) 

con la condición inicial 04,0(0) = O. En esta ecuación Z = G02/(PG01), que es de orden uno 

para valores de /3 •••-• 1. La solución estacionaria de la ecuación (4,42) (cuando a 	oo) se 

obtiene fácilmente, pues su variación temporal debe ser cero, quedando 0,4 (oo) = 1/(1 + 

Z516). 

39 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 
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Introduciendo los resultados para 0„,0 en la ecuación (4.30) se obtiene la ecuación 

para 0.1 

820wi Mol dOwo I, 	3 1 
Ox 2 	aa 	da [.. 5x2i5

X.  (4,43) 

con las condiciones de frontera e iniciales dadas por (4.32). Esta ecuación puede ser simpli-

ficada introduciendo la función g(x, o, a) definida por 

Owi = 	[ 24( 2  —1X13 /5  +9(16 

de tal manera que la ecuación (4.43) toma la forma 

82g Og 
572  — = O 

Las condiciones iniciales y de frontera para esta ecuación 

(4.44) 

(4.45) 

9(X0,0)= F(z) 

donde F(x) esta dado por 

01 
=0 	enx =0,1, 

ax 
(4.46) 

F(z) 	+IXI/5. 	 (4.47) 

La ecuación (4.45) puede ser integrada utilizando la transformada de Fourier. La solución 

que se obtiene es 

g (x, s, a) = 	(A. (a)oos rurx) exp [—n2s.2a1 , 	 (4.48) 
es=0 

donde los coeficientes do y Ara estén dados por 

a 
As (0) =1

a 
 F (X) dX Y Ata (0) = 21 F(x)cosnwxdx, n = 1,2,... 	(4.49) 

o 

Finalmente, haciendo la sustitución inversa, se obtiene la solución a la ecuación 

(4.43) dada por 

d.to 
°wi 	

D.
2 — 

5  so Ao (a) É[A. (a) cos V1XXI exp [ —n22.2011 . 	(4.50) 
[IX 	 n=0 



- 11  
(hin - o (4.52) 
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Esta relación es la condición de frontera para las ecuaciones de capa límite en orden a" I en 

los fluidos. 

Lea ecuaciones a orden a-1  en los fluidos son lineales, lo que permite estudiar 

por separado cada término de la condición de frontera dada por la ecuación (4.50). Los 

elementos de esta condición son del tipo Xm por lo que se estudian las ecuaciones de capa 

límite con un perfil en la frontera justamente de este tipo, en donde m = O, 8/5 y 2 . Después 

de cambios del tipo 	Di, donde Di representa a cualquier variable en las ecuaciones 

de capa limite, las ecuaciones en los fluidos a orden r"1  son: 

d'Oil 	da d9io 	[o 	fn  (100 3/0_t  ;— = 5m 	---1 dtg 	(bi 	 dqi 
(4.51) 

Y 

d3fil  2 d46,n 

	

---4- +5 
	-(

2  
- + ffin 

	

rbri• 	dqi 	5 

1 	 dIf„ - 	 3fia--s- - (3 + 5m) fa-, 
Pri l 	dtli dth 	drit 

con las condiciones de frontera 

	

it = 	= 	On= I ent1= 0  

4Iii 

	

= 	= 611  = 0 en I ---0 00. 
tbk 

La solución para el gradiente de temperatura es Cl  (Pri, m) o simplemente Go (m). 

Sumando loe flujos de calor que cada término en la condición de frontera general aporta y 

en términos de las antiguas variables as obtiene 

8129 1 	( = 	1 -0kis) IM 1  Ni m=0 	do 	(5Gi (2) X2  - ICH (8/5) X215  + Ao (s) 	(0) + D1) 

(4.55) 

Y 

(4.53) 

(4.54) 
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0021 I = 	- d°w°01/5
2  

(1  C12 (2) x2  - -5012 (8/5) x8/5  + Ao  (s) G12 (0) + D2) 	(4.56) da "4) 	 8 

donde las Di contienen los términos rápidamente decrecientes del tipo exp [-n2s2a1. 

Repitiendo nuevamente el procedimiento en las ecuaciones de energía para los 

órdenes cero y uno en la ecuación para el segundo orden se obtiene 

oar  dx edt  dOwo (5011(2) 25011(8/5) + 540(s)Cii(0)  
k 	z

- 
	da ik 26 	88 	3 	

(1 - 0„,0)1/2  

(5012(2) 25012(8/5)
+ 

 5A0(s)012(0) 0áL1/15
26 	88 	3  

/81 \ + dA01 
-Gol ((1 0,„0)3 /6  Z0,115) 	+ 2A 	 (4.57) 

186 	°I  i f 	ds j 
en esta ecuación el término di contiene a las cantidades que decaen exponencialmente en 

el tiempo. Nuevamente el lado derecho de la ecuación (4.57) se debe anular para evitar 

tener términos seculares en la escala corta de tiempo o. Este hecho permite encontrar la 

ecuación diferencial para Ao(s), con la condición de frontera Ao(0) = fó F(x)dx. En el caso 

particular fi = 1, cuando ambos fluidos son idénticos, la solución es 

A0(8) = 

	

A0(0) + K(Pr)ln (111-1) 	 (4.58)  

donde 

13 	5 	25 
K(Pr) 	

1 / Tí
-6G°  I01(2)  8801(8/5)) 	

(4.59) 

sustituyendo este valor en la ecuación (4.50), se obtiene el valor para /A. Para el caso de 

número de Prandtl igual a la unidad, se obtuvo K (1) c -0.10844. 

Obtenidas las correcciones a la temperatura en la placa hasta orden a-1 , se puede 

escribir la temperatura adimensional como 

(/' 	= 0w° 1-  
, 	d0,0 f 1 2  5 8/5 4.  23 	 3 dO 11+0 (a-2) , (4.60) 
1 	 (17 1/1  - '11 	312 + K (Pr) hl  (5G0 da 

donde los términos decrecientes en el tiempo dentro de la escala corta de tiempo han sido 

despreciados, fr >c› 1. Por último, en la placa la energía térmica adimensional promedio 

definida por = fo 0,,dx, queda como 
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0W =1  Ow0 
K(Pr)d0,„0 

LI1 	
„ 

(tY 
( 	(1,0) 	2 

. 	 (4.61) 
a 	ds 	G0  ds 

La evolución del tiempo adimensional transitorio necesaria para alcanzar el 90% 

de la energía térmica promedio, (.990), puede ser aproximada utilizando un desarrollo en 

serie. El resultado que se obtiene es 

690  r..-. sgo  
. — K(Pr)

In  ( 5G
0 
 d

ds
0 ) 

, 	 (4.62) 
a 

donde 43  corresponde al valor para a .) oo. Para el caso particular fi = 1 y Pr = 1, se 

obtiene 

890  c..,  1.2359 — 0.0244983/a. 	 (4.63) 

Debido al hecho de que el argumento en el término logarítmico es siempre menor 

que la unidad y K (Pr) es siempre negativo, el proceso transitorio es más rápido para valores 

decrecientes de a. 

4.2.2 Pared Térmicamente Gruesa 

En este límite se tienen las mismas circunstancias que en el caso estacionario, es 

decir, las variaciones transversales de temperatura no pueden ser ignoradas. En este caso 

el tiempo característico en los fluidos es muy grande comparado con el de conducción en la 

placa, lo que uniformiza la temperatura en las superficies conductoras de la misma. Para 

valores de a/e2  de orden unidad y e —+ O, la conducción longitudinal de calor es muy pequeña 

y puede ser despreciada excepto en regiones cercanas a las orillas de la placa. Únicamente 

la solución sin conducción de calor en la dirección longitudinal se analiza en este límite. 

Bajo estas circunstancias, la ecuación de balance de energía en la placa se reduce a 

o2o,
= 

 &ti  
(4.64) 

Oz2   

donde f = ar/e2  es la variable adimensional temporal adecuada para el régimen de pared 

térmicamente gruesa. Las condiciones iniciales y de frontera para la ecuación (4.64) son 

0„, (x, z,0) = 0, 



ao„,,2 	 1 — 	— en ni  =z-- =o, az 	ax2/5 8,11 	2 
00„,

= 	
e2  802 	 1 

Oz 	of3X2/6  O7/2  
---- en rh = z — 2 = O. 

Para estudiar el límite asintótico de ci/e2  --) 0, se introduce la siguiente expansión 
de perturbación regular para la temperatura aciimensional de la placa, dada por: 

O, (x, ,z,l) = 0,,,o (x, z, <3 -t- 7,3 11.02 lX, z1(1 4- I-( , { -2-)2  1 1 
E 	

(4.66) 
., , 	„  

y para cualquier variable que intervenga en el fluido i como 0i, fi 6 sbi se tiene 

ni (XI Vi : 1) = ni° (X, z/i :1) + -inii (x, ni :I) + o {(4)2] • 

	

e 	(4.67) 
o 

Con este tipo de expansiones se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones para la energía, 

820,m 	80wi . 

00,0 
O, 	I 

oth 

al 1t=0,1,... 

= 0, 
ni=o 

is=1/2 

ir=-1/2. 

(4.68) 

(4.69) 

(4.70) 

y sus respectivas condiciones de frontera 

0Wi(X,z,0) 

1 	°o,'  

ao 

= O para i 

xn5 
1 	002i --e. 89400-1) 

X" an21,,2 

Igualmente para las ecuaciones de los fluidos utilizando estas expansiones se ob-
tienen ecuaciones similares a las relaciones (4.48) que con las condiciones de frontera (4.69) 
dan por resultado la solución trivial 10  = 0. La solución de la ecuación (4.68) con 0„,0  se 
puede escribir como 

0,„0 (X, zi 	
1 

= 	z + E [4,sintur 1 z)] exp (-112x2e) 
n=1 

donde cy, = 2 (-1)" / (tur). 

44 

(4.65) 

correspondiente a cada orden en el parámetro a/e2: 

(4.71) 
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Sustituyendo la solución para la ecuación (4.68) en las condiciones de frontera 

(4.70) las ecuaciones a primer orden tienen la forma 

821, ao„, 
= az2  (4.72) 

con las condiciones de frontera 

1 60;1 
0,1  (x, z, 	 —I 	= 	(1) con 

X ' 	Or/i 
(X, 1/2,1) = 	(X, 0) Y Owl (X, -1/2,1) = 	(X, . 	(4.73) 

Aquf las funciones H; (() están dadas por 

H1 (/) =1 + 2 E exp (-ra27r2e) y H2(f)  =13 [1 + 2 E (-1)" exp (-n27r21)1 . (4.74) 
n=1 	 n=1 

A primer orden las ecuaciones de balance de los fluidos tienen que ser resueltas 

para las condiciones de frontera dadas por (3.23-3.26). Las ecuaciones resultantes se reducen 

al problema clásico con un flujo de calor dado. La solución puede ser obtenida mediante el 

uso de las transformaciones 

Bixinvn, h = Brx in 9§i= texviail 

Y 

	

Bil/hx-ipariii 	 (4.75) 

con 

H;«)  )5"  13, - 
Gris (Pri) 

Aquí 6113  (Pr;) es el gradiente de temperatura adimensional en y; = 0, para el prob- 

lema reducido normalizado con ip; (0) = O. Entonces tenemos C113  (Pr;) = --rizp;/dy, 
0.69124 Pr:/2°, para valores del número de Prandtl de orden unidad 0191 y numérico). Si 

ahora se define 0,,,i (x, z, = x1i3y,„1 (z, 	la corrección a primer orden para la tempera- 

tura adimensional en la pared es: 
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nt (1) 	)516  
G11/3 (PrI)) 

Y 

( 	1)  ) 5/6  , 
(Pr9) 	

(4.76) 

Las ecuaciones (4.76) son necesarias para resolver la ecuación de primer orden 

(4.72). Obtenida esta solución, la energía térmica adimensional promedio definida por 

0j, =
o o 

Owdxdz, 

para términos hasta de primer orden, toma la forma 

3a fl 
0,7,rd 

2 
- E(.M0-(- Ir ) exp (-n2x21) —r so„,idz. 	(4.77) 

1/42 	 42  o 

El tiempo de evolución necesario para alcanzar el 90% de la energía térmica prome-

dio es, utilizando expasión de Taylor alrededor de ayo, 

cenc,. Go 	3045wi (Go)  
4e2  dk,o/dZi 

feo 

Donde Go  corresponde al valor obtenido con el orden anterior (a = 0), Go  0.21202... la 

derivada dtka/dlit. es también evaluada en este punto, dwo/dlie  = .493487... . Para 

números de Prandtr de orden unidad y ¡3 = 1 , se obtuvo hasta primer orden 

.877ct 
lool2 tio+ -9— +••• 

que es ryo
.21202e2  

r•-•' 	
a 	

+ 0.877. (4.79) 

Esta es una función que decrece conforme a aumenta, es decir, para la pared térmicamente 

gruesa conforme la placa se haga ras conductora de calor, el tiempo para alcanzar el 

promedio de energía requerido disminuye. 

(4.78) 
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Capítulo 5 

Análisis Numérico 

En este capítulo se utilizan el método de diferencias finitas centradas (o método de 

la caja) y el método iterativo de Newton para resolver el sistema de ecuaciones no lineales 

en ambos fluidos, así como la ecuación lineal para el sólido. 

El programa principal, escrito en lenguaje FORTRAN, consta de dos subrutinas 

principales; una que resuelve las ecuaciones de energía y cantidad de movimiento para 

ambos fluidos y otra que resuelve la ecuación de la energía en la placa. La subrutina para 

los fluidos tiene iteración interna, producto de la no-linealidad del sistema. Esta subrutina 

utiliza como condición de frontera el perfil de temperaturas sobre la superficie de la placa 

y como salida entrega los perfiles de velocidades y del flujo de calor en la superficie en la 

placa. La subrutina para la placa no contiene ninguna iteración dada la linealldad de la 

ecuación de energía, y es en ella donde el tiempo se incrementa. Esta subrutina utiliza como 

condición de frontera el perfil del flujo de calor en la interfaz calculado por la subrutina do 

los fluidos y su salida consta de loe perfiles de temperatura en la placa. 

El modo de interaccionar de estas des subrutinas, es como sigue: 

a) Dadas las condiciones de frontera, la subrutina para los fluidos calcula los perfiles 

para velocidades, presiones, temperaturas y flujos de calor. 

b) Después la subrutina para la placa incrementa el tiempo y utiliza los flujos 

de calor sobre las superficies, anteriormente calculados, para obtener las temperaturas en 

cualquier punto de la placa. 

c) Finalmente el perfil de temperaturas se utiliza nuevamente para resolver las 

ecuaciones en los fluidos, que a su vez proveen el nuevo flujo de calor para resolver la 

subrutina de la placa. De esta forma se avanza en el tiempo hasta que este llegue al valor 

48 
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P=I 

Figura 5.1; Diagrama de flujo del programa principal 

que se requiera. 

En las siguientes secciones se analizan más detenidamente cada una de estas sub- 

rutinas. Un diagrama de flujo con el proceso anterior se muestra en la figura 5.1. 

5.1 Ecuación de Energía en la Placa 

Como se dijo anteriormente, la ecuación de la energía es lineal y por ende es la 

más fácil de resolver. La ecuación tiene la forma 

820, a 010,4  
(28--xr 	8z2  = er 

con las condiciones de frontera, en mis caras hacia los fluidos, 

Do w 	o 001 	 1 1- = —(71)ni , 	en z — •i• =O, 

81, 	e 002 	1 
enz+—=0, 

az = --oW 0712 1 	2 

y por sus lados más angostos, 

00,, n  

DX = 
para x = 0 y  x = 1, 	 (5.4) 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 
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así como la condición inicial 

= O, x, z) = °inicio! (x, 2) • 	 (5.5) 

El método numérico requiere primeramente que la placa se proyecte a un espacio 

discreto formado por una red que la cubre totalmente, El arreglo de la red es tal que su 

celda unitaria es un rectángulo de lados Ax y Az. El número de puntos en la dirección x 

es n y en z es m. n y ni son tales que Ax = 1/(n — 1) y fz = 1/(m — 1). Para etiquetar 

a cada nodo en la red utilizamos a las variables discretas enteras i en dirección x y j en 

dirección z. Los valores de estas variables son tales que i E 11, n) y j E 11, rn]. Debido a que 

la ecuación depende del tiempo, para definir completamente a la variable 0,„ es necesario 

un índice entero más, k. Se discretiza a la variable temporal en 1 intervalos distanciados por 

Ar. Estos intervalos son tales que Lar = ro/(1— I), en donde ro es el tiempo al que se quiere 

llegar. Utilizando técnicas de diferencias finitas centradas o promediadas 1231 para el caso 

del espacio y diferencias simples en el caso del tiempo, el mapeo desde el espacio y tiempo 

continuos de la ecuación de energía (5.1), a el espacio y tiempo discretos tiene la forma 

+ 6 ei e I 	20,5 •• 	1• • 	a tii+1 	+ 	0,4;:d 	0„,1',7! a 	r.,J 	4n-1,1   = 	" 	 (5.6) 
Ax2 	e2 	Az2 	 Lar  

y es válida en los rangos 

i=2—In-1 y j=2—>m-1. 

El superíndice k en 01;.1  por comodidad será obviado en lo que sigue. 

En este nuevo espacio, las condiciones de frontera tienen respectivamente para 

(5.2) y (5.3) la forma 

Owi,2 — 
Az 

— —Te2  (91) para = 2,n — 1 	 (5.7) 
aX1  NI i 

0,„0, — 	 e2  (002\ 

Az 	ofixi 

y para la ecuación (5.4) 

para = 2,ti — 1 	(5.8) 

= 0,2,i y 	= 0wn,i para j =1, in. 	 (5.9) 
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Finalmente, la condición inicial se toma, en el caso en que la temperatura del fluido superior 

y la placa son iguales, (se puede cambiar sin problema esta condición a cualquier función 

del tipo O. (x, z, r = 0)), como; 

	

= 0. 	 (5.10) 

El conjunto anterior de ecuaciones forma un sistema lineal completo con n x 

ecuaciones y n x m variables. Para resolverlo se define al vector 

	

6(;_ i)„,“ 0,,,„i para i 	= 1, n y j = 1, rn. 	 (5.11) 

De esta manera el sistema de ecuaciones para cada tiempo, queda del tipo 

	

A-(1= 7'3 	 (5.12) 

en donde la matriz A, de dimensión nxrny el vector Ti se forman de los coeficientes de 

las ecuaciones y sus condiciones de frontera. La matriz A resulta ser de banda, por lo que 

para resolver este sistema se utiliza una subrutina en FORTRAN del tipo descomposición 

LU = A para matrices de banda .(en donde L es una matriz diagonal superior y U es 

diagonal inferior). 

Obviamente, la discretización del espacio provoca error. Estos errores para el 

caso de diferencias finitas centradas son del orden 0(Ax2) en la dirección x y 0(Az2) 

en la dirección z, mientras que para el caso de diferencias finitas simples, como es el caso 

para el tiempo, el error es del orden 0(Ar). En las cálculos numéricos realizados se toma 

Ax2  = Az2  = 0.0001 y para el caso en el incremento en el tiempo Ar .001, a .0001 

dependiendo del valor de loe parámetros. 

5.2 Ecuaciones de Capa Límite 

Para resolver numéricamente este problema se considera primeramente al sistema 

de ecuaciones para el fluido i — ésimo deducidas anteriormente. Las ecuaciones tienen la 

forma 

020; 	814 _ (sil5
xk  

ln off aoi 
V"friirk -  Frii 07 -  1 577i)1  

(5.13) 
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(5.14) 

OIL 2 Orbi 2 	045i 
-11- 	— 595i — Xvx  

jr; [(98-1)2 	+ (Zia giX1)1 
con las condiciones de frontera 

J
i 	„ 	„ 

1 	af 
= ul 	= 1 — 	en pi -- O, 

Urn-I 

0 
/2 	

12 	
01 02 = 04), 	en ri2 = , 

5712 

_=0;=.0i=0 paro n. --# oo. 	 (5.18) 
Or/i 

Con el fin de poder aplicar el método de la caja o diferencias finitas centradas se 

convierte a éstas tres ecuaciones en seis ecuaciones no lineales de primer orden 

00; 

	

ui = roi  , 	 (5.19) 

Oh 

	

O7171 	
(5,20) 

aln 

	

214 = -I; , 	 (5.21) 

&Pi 

	

1= --ii , 	 (5.22) 

Iiirh  + 3.hui = 5x [14-1-- — iii°11 	 (5.23) 

Y 

2 „ 
— 2 —9i — X— 

arb 5  5 OX 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 



" avi  [y,  ? _ 3fiun 4- 5x (ve -1-c  " 0x
UIi

)Ptq 	 1 

las condiciones de frontera 

Ii=vi-0 ,01 = 1 — uW, O2 = UW 	 Cil = 

= Oi = 	 para lb —• 00i 	 (5.25) 

con i = 1,2 denotando al tipo de fluido. 

5.2.1 Método de Diferencias Finitas 

El sistema de ecuaciones anterior se lleva de un espacio continuo a uno discreto, 

utilizando para ello un arreglo en red. La red tiene dimensiones nx in y sus nodos forman por 

celda primaria un rectángulo de lados Ax y Ay. n y ni son tales que Ay = 1/(n-1) y Ay = 

tio/(rn —1), Para localizar a cada nodo en el espacio discreto se define a las variables enteras i 

y j las cuales son colocadas como subíndices y superíndices respectivamente sobre cualquier 

variable. La forma de aplicar el método de diferencias finitas centradas es como sigue: en 

la dirección x se promedia la variable y se define su derivada en el punto (x1+1  xj) /2, 

esto es la variable a vale (a1-41  +ai) /2 y su derivada (ai+1  al) / Ay , mientras que en 

la dirección n se centra en el punto (9«.1 + ni) /2. Esto es, la variable a vale (ai+ i ai) /2 

y su derivada (ai.1.1 	/ Ax. Debido a que el espacio real abarca desde n = O a oo, 

la red que se utilice para representarlo discretamente debe ser también infinita, es decir 

no -4 oo y ni —+ oo. Sin embargo, si se toma en cuenta que los efectos de la capa límite 

sólo tienen influencia en lugares cercanos a la placa se puede aproximar no a 10. Este valor 

se propuso después de analizar experimentos numéricos, específicamente el comportamiento 

de las variables y sus variaciones a lo largo de la coordenada transversal. 

Aplicando este método a las seis ecuaciones en el espacio discreto, eliminando 

la etiqueta para el tipo de fluido y denotando con superíndice la posición longitudinal y 

subíndice la transversal, se obtiene 

en: - 44+1  = Anr, 	 (5.26) 

4 - 	= Anuji4.1, 	 (5.27) 
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(5.24) 



11:' - 	= Anul 

= AytTr: 1, 	 (5.29) 

u; .1 — tr 	— ui.+1 	3 — • 

	

Fl p,i 4. 	+ 2 	+V) 	+14) 

	

5)0+1 rfi..,_.,14.1\tai+1_ 70\ 	4. rül+i) (714.1 _ 7;91 Ax R"i "i kv 	"i) (5.30) 

Y 

ti1n — ai, 
pti 

aQ~ _ 	1) + 5n, o, + o, 

(1'.+1 +-9.0) 5 s (Zie - 1) = 

	

2 (zio 4.71) 1/0-/ 	} ami) 
Pr 	2 

[(vi + ¡e) (w4-1 r4) Coi + t00 (71+1 _74)] 
px 	 $ 	 (5.31) Pr 

	

Para i E 12,n —11 y j E (2,m1. Aquí, al E (a14.1 + 00 /2, 	= (xl" xi) /2 Y ni = 
(71i+1 +tli) /2. 

Las condiciones de frontera en el espacio discreto 

Ii = tri = 0 para todo j, 	 (5.32) 

	

v = Oin = = 0 para todo j, 	 (133) 

g =14 =0 para todo i, 	 (5.34) 

	

= Bi = cfil = 0 para todo i, 	 (5.35) 
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(5.28) 
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en ambos fluidos, y 

= 	(1 — 0,,,) i. 	para el fluido 1 , 

(0,41„,,,,, 	para el fluido 2 . 	 (5.36) 

El conjunto de ecuaciones anterior es un sistema cerrado donde las variables a encontrar son 

las del tipo 0141, mientras que las al son conocidas. Sin embargo el sistema es no lineal por 

lo que no se puede resolver por técnicas convencionales como lo serían métodos matriciales 

no iterativos. 

5.2.2 Método de Newton 

Para atacar el problema de la no linealidad de las ecuaciones se propone el método 

de Newton. Este método es muy frecuentemente utilizado para este tipo de ecuaciones, más 

no por ello es fácil de aplicar. La principal dificultad que presenta es que su estabilidad no 

esta asegurada, aunque una vez obtenida da muy buenos resultados en lo que a convergencia 

se refiere. 

El método consiste en suponer que se conoce una solución aproximada 	I  para 

los términos del tipo al". Después, en las ecuaciones de diferencias finitas se hace una 

sustitución del tipo Sj+1 	SI)  11  -I- 6S. Se linealiza el sistema en las 5S, es decir, los 

términos de orden 6S2  o mayores se consideran muy pequeños y se eliminan, Como resultado 

se obtiene un sistema lineal de ecuaciones a resolver para los 6S. Finalmente la solución 

de este sistema de ecuaciones es utilizada para ser sumada como factor de corrección a la 

solución propuesta aproximada 	obteniéndose nuevamente un sistema de ecuaciones a 

resolver para loe 6S. El procedimiento se repite hasta que se cumple que loe 5S < e, donde 

c representa el grado de convergencia a que se quiere llegar. En el programa se pidió una 

convergencia de e = 1 x 10-12. 

Con la finalidad de utilizar el método de Newton, dentro de las ecuaciones en el 

espacio discreto (5.26-5.36) se sustituyen las relaciones 

	

jiu +6h, 01+1 	vri te" 6v„ 

oi+i 	44+1 + 	wi+1 	u1+1 (hui, 14+1 _4 ill+1 +1514. 	(5.37) 



El conjunto de ecuaciones para las variables tipo 6S que resulta, queda como 

&ami — 6 	
zsuoi — T (Mi+ — 61) = 01+1  — 

An  
— 604  — (6u41- 6u4 = 61+1  - 

2 

	

f;4.: - ófi - 2  (6ui+1 - 69i) = 	- fin + A111-4+1 1 

r 	ATI 
— oui — —2  (o

„  

	

wifi — 6u4) = 	— vii4+11  bafirit 

2614 
{6w4.1 6u4{-a l-tí + 	i11 +TI) + 	Ciii + 1 -701 -  717 + 

{60;4.1- 604 1- (r)1+1  +171) + {6vi+1 +6vi}
2 
	( i+1  + 	+ 

{6f +1  4-  6  fi}  (1 + 1) (91"  + U1)  = 

-1-`j  [(i
+1 

+Y ) (141 	— (U1+1 +S ) Vis + I 
 

701- 

r +70 mi +u° 	( 	j+1 

2 	
— 	— ui) 

{t5u44.1 5tvi} Pr  [...43  (71+1 	+11 (7144 _ 7 )1) 

iii+1 	5-1 1+1 
{5vi+i hui} [ 	2 

vi 	U¡ 	2Pr6tui 
'

X 
 X 

1 Xi 	 Pr 
{6951 I + 604 Pr 	+ 	) {60;+1 + 	+ 

5  AX 	 5 ' 
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(5.38) 

(5.39) 

(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 
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Ofi+1+ 6.0(1  4. 	) 
4 2Ax 	"1-  

q+  — ti/ + 1 	— 	1 • pr 	+11 	 %fi 	I 	411 f1 .1. 	2  — 
.6/1 	 2 

+ 7:) (T0 +1  +g) - 	[+  2Pr l; •( 	+(l)-(; +1  +-4)1 

+1Ruln) 	o2 7+1-7o s'o o) 

2Pr (1. 11 +7,1 

Las condiciones de frontera son 

(5.43) 

60,1 = 0, 	60n  74 O, 	6e„ = 0, 

éth = O, 	6h = 0, 	6v1 = 0. (5.44) 

El sistema de ecuaciones lineales anterior es del tipo 

AM= r3'. (5.45) 

En donde el vector a esta definido por (.511,601,814,601,6w1,6ui, . 	. . 	,6b,60„, 

6v,,,64),,,6tv,,,6u,,j. La matriz A resulta ser del tipo bandeada y por lo tanto se utiliza una 

subrutina del tipo LU. Una vez obtenido el vector a se procede a corregir la solución pro-

puesta originalmente sumando estos factores de corrección para definir una nueva solución 

a aproximada 4+1 = szn + 6S . Este procedimiento se repite hasta que cada uno de los 

elementos del vector ig satisfaga les condición de convergencia, esto es 68; < c. 

El diagrama de flujo de la figura 5.2 muestra un esquema representativo de la 

subrutina de los fluidos. 
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Figura 5.2: Diagrama de flujo de la subrutina para los fluidos 

Cálculo de la Solución Aproximada 

Como requisito para emplear el método de Newton se debe calcular una solución 

aproximada, misma que es utilizada al inicio de la iteración. La importancia de esta solución 

es crucial para la convergencia de método. Si la solución real es muy diferente a la pro-

puesta, el método empieza a oscilar o definitivamente a diverger. Para calcular la solución 

	

aproximada, primero se toma el limite para Pr 	oo en las ecuaciones (5.19-5.24), con 

x = O, luego se propone un perfil de temperaturas de tipo lineal. Utilizando este perfil y 

las condiciones de frontera (5.25), después de integrar, se encuentran las ecuaciones para 

las funciones aproximadas: 

O= 1 — 	 (5.46) 

u = 	
1 	

(5.47) 
qo 

1  2 7/0 
= 27101/ 7, 	 (5.48) 



1 3 tio r3i1(3 
W .= 	71  15/10 	5 	60 

1 4 1 2 7/3 
11

erji "." rehn" -61r"  

Y 

= 300 
1

110 9 	30 	120 
10 1

I
3 4.  51/ 3

n  j 	
2 

5.2.3 Estimación del Error 

La medida del error producido por discretizar el espacio es nuevamente del orden, 

(A02  en dirección transversal y (Ax)2  en dirección longitudinal. Sin embargo, en este caso 

esto no tiene relevancia dada la no linealidad de las ecuaciones. Aquí la convergencia de 

la solución discreta a la solución continua dependerá en gran medida del método utilizado 

y dependerá del grado de convergencia que se exija en las Iteraciones. Sin embargo, la 

convergencia estará siempre acotada inferiormente por los valores (Ax)2  y (ár1)2. Para 

este problema (Ax)2  ,•••• (&i)2 
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(5.50) 
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Capítulo 6 

Resultados y Conclusiones 

En este Capítulo se presentan los resultados y las conclusiones en los casos esta-

cionario y transitorio. Debido a que en la aproximación 6/L Ra-I/5  cK 1 se supuso que el 

efecto de las plumas sería despreciable, los resultados en las vecindades de estas columnas 

de flotación (x = 1) tendrán cierto grado de error. Sin embargo, comparaciones entre expe-

rimentos y este tipo de aproximaciones, pero en el caso de perfiles de temperatura conocido, 

muestran discrepancias tan solo del 4% sobre el flujo total de calor (19) y (11). Ilunbién se 

ha estudiado el efecto de las plumas y se encontró que juegan una papel importante sólo en 

órdenes superiores en teoría de capa límite (24 

6.1 Caso Estacionario 

En esta sección se analizan los resultados más importantes para el caso esta-

cionario, ello partiendo del estudio de las gráficas obtenidas tanto por el método numérico 

como por el asintótico. 

En la figura 6.1 se muestra la distribución de la temperatura en ambas interfaces 

como función de x para valores de 0 = 0.5, y Pri = Pr2 = 1, y para diferentes valores 

de a,/e2. Las curvas de igual tipo de línea corresponden a un mismo valor de a/e2  siendo 

las de arriba pertenecientes a la interfaz de cara al fluido con mayor temperatura y las de 

abajo a la interfaz más fría. Para valores grandes de a/e2, la temperatura adimensional de 

la placa tiende a una temperatura uniforme en toda la placa. Por otro lado, cuando a/e2  

decrece, las temperaturas en ambas superficies divergen entre si, tendiendo cada una a la 

temperatura del fluido vecino. De aquí se concluye que en general para el caso estacionario 
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Figura 6.1: Temperatura adimensional en las superficies conductoras de la placa, para 

diferentes valores de a/e2  y con p = 0.5, como función de x. Las lineas de igual tipo 

corresponden a un valor de a/e2 , siendo la de arriba correspondiente a la superficie inferior. 

y en el régimen de pared térmicamente delgada la conducción de calor longitudinal no es 

importante. Sin embargo para el régimen de pared térmicamente gruesa, la conducción de 

calor longitudinal es necesaria solo cerca de las orillas de la placa en función de satisfacer 

las condiciones &diabéticas de la frontera. 

El comportamiento en las fluidos para el caso estacionario se muestra en la figura 

6.2, en esta figura se grafican para el fluido I: la velocidad en la dirección x, la temperatura 

adimensional 81 y las flujos de calor 001 /0m como función de m. 1.403 parámetros toman los 

valores: Pri. = 1.0, # = 1, a = 0.1 y e = 0.1. Las líneas sin símbolos indican que los perfiles 

están en x = 0.2, mientras que las que tienen símbolos corresponden a un valor de x = 0.8. 

Se observa en la figura que las capas límite viscosa y térmica son del mismo orden si Pr 1. 

Lea variaciones en los perfiles de las variables graficadas para ambas posiciones en x son 

mínimas, esto debido a que en el caso estacionario no se tienen gradientes longitudinales 

importantes en la temperatura y el problema se reduce una placa de temperatura uniforme, 

cuya solución es de semejanza. 

La figura 6.3 muestra el promedio del número de Nusselt reducido, Ñu", como 

una función del parámetro adimensional a/e2 . Para ello se tomaron dos valores de /3, 1.0 

0.00
0.0 1.0 
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Figura 6.2: Perfiles de temperatura, (O!), velocidad en x, (811/11x) y flujo de calor, 

(861//41) adirnensionales como función de qi para el fluido 1, en el caso estacionario y 

para das posiciones en x. Las lineas sin símbolo corresponden a x = 0.2, las que tienen, a 

x = 0.8. 
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Figura 6.3: Promedio del número de Nusselt (estacionario) reducido como una función de 

cr/e2, para diferentes valores de fi. Las lineas con símbolos son los resultados asintóticos, 

las que no tienen, los numéricos. 

y 0.5. Se grafican tanto la solución numérica como la analítica. De esta gráfica se observa 

que para valores pequeños del parámetro o/e2, Wir• se incrementa monotónicamente con 

el valor de a/e2, además de que la dependencia en /3 puede ser despreciada en este rango. 

Por otro lado cuando el parámetro es grande, a/e2  —+ 03, 717.1' alcanza asintóticamente el 

máximo dado por: 

5G(Pri) (1— O,,)6151517  — 	 - 	 (6.1) 
3 

En particular para # = 1.0 y 0.5 se obtuvo Nu• = 0,286 y 0,384, respectivamente. Para el 

caso estacionario la dependencia del Vul.  pasa de ser relevantemente en el parámetro o/e2 , 

para pequeños valores de este, a una dependencia principal en p, en el límite a/e2  co. 

6.2 Caso Transitorio 

En seguida se presentan los resultados y las conclusiones para el caso transitorio. 

La mayoría de los cálculos, tanto en el caso numérico como en el asintótico, fueron realizados 

para p = 1, Pri = Pr2 = 1. La condición inicial para la placa temperatura adimensional 
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Figura 6.4: '1Vmperatura 0„,0 como una función del tiempo adimensional, 5/3001 (Pr) a, 

para diferentes valores del parámetro Z definido en el capítulo 4. 

uniforme se tomó cero, O,, = O. 

En la figura 6.4 se tiene la gráfica de la primera aproximación de la temperatura ko 

como una función del tiempo adimensional, 50018/3, para diferentes valores del parámetro 
Z = Col/(PC01). Aquí Z representa la relación entre los gradientes en ambas caras de la 

placa. Cuando este cociente es grande, significa que ee extrae calor de la placa con mis 

facilidad de lo que se le pueda agregar, teniendo como consecuencia un incremento lento 

en la temperatura y mi temperatura final baja. En el otro caso, cuando Z es pequeño 

ocurre lo contrario, la placa eleva más fácilmente su temperatura en el tiempo basta llegar 

a una temperatura estacionaria alta. Si bien en este resultado falta tener en cuenta los 

términos 'sintéticos del desarrollo para la temperatura a otros órdenes, el comportamiento 

antes descrito es válido, ya que para tiempos largos, el término que domina es Lo, 

En el cálculo de la energía térmica adimensional promedio, la corrección a primer 

orden queda en función del promedio de la temperatura 	La figura 6.5 muestra los 

resultados de una integración numérica para obtener <AA con para valores de a en un rango 

de .1 a 10,. Ésta se realiza numéricamente dada la dificultad de hacerlo analíticamente. 

Cuando (3 es pequeño el promedio de la energía es pequeño y conforme p aumenta el valor 

promedio de la energía aumenta, 
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Figura 6.5: Corrección a primer orden de la temperatura adimensional rrpW c , definida en el 

capítulo 4, como función de fl para Pr i =1. 

El comportamiento en los fluidos para el caso transitorio se muestra en la figura 6.6, 

se grafican para el fluido / al tiempo r = 0.1: la velocidad en la dirección x, la temperatura 

adimensional 81 y los flujos de calor °OJO% Los parámetros toman los valores: Pr1 = 1.0, 

(3 = 1, a = 0.1 y c = 0.1. Las Uneas sin símbolo indican que estos perfiles están en x = 0.2, 

mientras que las que tienen símbolos corresponden a un valor de x = 0.8. Se observa en la 

figura que las capas límite viscosa y térmica son del mismo orden si Pr r•.,  1. Los perfiles de 

cada variable 'ion diferentes entre si para las dos posiciones en x, ello de debe a que existen 

considerables gradientes longitudinales de temperatura en la placa. 

En las siguientes figuras se muestran las comparaciones más importantes entre el 

cálculo numérico y el asintótico. En la figura 6.7 y 6.8 se muestra la distribución de la 

temperatura como una función de la variable adimensional x, para diferentes valores del 

tiempo adimensional. En la figura 6.7 se obtiene una gran concordancia entre los resultados 

numéricos y los asintóticos, esto habla del intervalo de validez de nuestro análisis teórico 

para pared térmicamente delgada, obteniéndose excelentes resultados aún para a = 5. En 

la gráfica 6.8 el valor de a es de orden unidad, lo que provoca que la aproximación se salga 

fuera de la vecindad de validez, sin embargo para tiempos grandes la aproximación sigue 

aún siendo válida. 
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Figura 6.6: Perfiles de temperatura, (00, velocidad en x, (oh/8x) y flujo de calor, 

(001//k1) adimensionales como función de ni para el fluido 1, en el tiempo r = 0.1 y 

para dos posiciones en x. Las líneas sin símbolo corresponden a x = 0.2, las que tienen, a 

x = 0.8, 
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Figura 6.7: Perfiles de temperatura adimensional en la placa como una función de x, a 

diferentes tiempos, con a = 10 (pared térmicamente delgada) y a = 1. Los símbolos son la 

aproximación asintótica, las lineas el resultado numérico. 
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Figura 6.8: Perfiles de temperatura adimensional en la placa como una función de x, a 

diferentes tiempos, con a = 1 (pared térmicamente delgada) y p = 1. Los símbolos son la 

aproximación asintótica, las lineas el resultado numérico. 
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Figura 6.9: Perfiles de temperatura adimensional en las superficies conductoras de la placa 

como función de y; a diferentes tiempos, con a = 0.1 y p = 1. Las lineas con símbolos 

representan a las superficies superiores. 

Cuando se trata de pared térmicamente gruesa los gradientes de temperatura en 

la dirección longitudinal ya no pueden ser despreciados, así lo muestra la figura 6.9. En ella 

se graficó la solución numérica de la temperatura adimensional de la placa como función de 

y para diferentes tiempos. Los parámetros en esta ocasión tienen el valor /3 = 1.0 ,a = 0.1 

y e = 0.1. 

La figura 6.10 muestra el tiempo transitorio adimensional (reo) necesario para 

alcanzar el valor de la energía térmica global, 1) = 0.90,, donde b, corresponde a la solución 

final estacionaria (en nuestro caso 0.5), como una función de a para diferentes valores de s. 

El tiempo es normalizado con r«„„ que es el tiempo adimensional requerido para alcanzar 

la misma energía térmica global para el caso a oo, r, 	1.2340.... La solución para el 

caso térmicamente delgado también es graficada, mostrando que el tiempo de evolución se 

reduce cada vez que a disminuye. Sin embargo, alcanza un mínimo para valores finitos de 

a, tal mínimo siempre es alcanzado para a's tales que e2  « a se 1. 

Nuevamente se grafica la evolución del tiempo transitorio adimensional reo pero 

ahora en función de a/e2(figura 6.11). La solución para el limite térmicamente grueso 

muestra un decremento en el tiempo adimensional trasitorio cuando se incrementa a/ea. 

14 

'" 	11' qllítriFrit 



T Tu, 

Solución aoinlólica (a» I) 
0.41.1 	0 Solución numérica (c=0,05) 
amtast Solución numerica (tt:03) 
	Solución numérica (r-0.p) 

Solución asinicitica (n/c «I,J=0.1) 

R= 1  

0.001 	0.01 	0.1 	1 	10 

Figura 6.10: Tiempo adimensional normalizado necesario para alcanzar el 90% de la energfa 

promedio del caso estacionario, como una función de a, para tres diferentes valores de e y 

= 1. Los resultados asintóticos para a —+ oo y a/e2  < 1, asf como los numéricos, son 

grafkados. 
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Figura 6.11: Tiempo adimensional normalizado necesario para alcanzar el 90% de la energía 

promedio del caso estacionario, como una función de a/e2 , para tres diferentes valores de e 

y con p = 1. Los resultados asintóticos para a/e2  oo y a/e2  < 1, así como los numéricos, 

son graficados. 

También se dibuja la transición al límite térmicamente delgado. Se puede observar que el 

parámetro a/e2  resulta ser universal. SI a/e2  —9 0, el mecanismo relevante es la conducción 

transversal de calor a través de la pared, mientras que para a/e2  CO, la conducción de 

calor longitudinal en el sólido es extremadamente importante. 

En resumen, es importante la influencia de la conducción de calor longitudinal en 

el sólido sobre el proceso transitorio, contrariamente a lo obtenido para el estacionario. La 

evolución en el tiempo adimensional muestra un mínimo para valores finitos del parámetro 

a. Este mínimo aparece en el régimen de pared térmicamente delgada, y decrece su valor 

cuando lo hace e. El proceso transitorio es entonces más rápido para el régimen de pared 

térmicamente delgada sin el efecto de la conducción de calor longitudinal. 
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