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4.4 La Demostracion de fa Conjetura. ..o . o000 c o 67

1 Introduccién: Breve Historia de las Conje-
turas de Weil

La historia de las conjeturas de Weil es un cjemplo maravilloso de la imagi-
nacion y el desarrollo matemdtico, en ella se conjugan y unifican varias drcas
de la matemdtica antigua y moderna. Y aunque la esencia de las ideas que
enlminaron con su demostracion se debe principalmente a seis gigantes de
la matemdtica: E.Artin, F.K.Schimidt, H.Hase, A.Weil, A.Grothendick y
P.Deligne. El embrién que producirfa estas ideas se remonta a mds de dos
siglos antes de la culminacion de dsta. Y ataiie desde luego a los geniales
matendticos de esa época, principalmente Euler, Gauss, Einseisten y Jacobi.

1.1 Congruencias y su nimero de soluciones

E1 problema naci6 al cuestionarse acerca del nimero de soluciones que tendria
una eongruencia como por ejemplo f(z) = 0 mod (p), donde 2 se mueve sobre
los niimeros {1,2,...,p—1}y f es un polinomio.

Esta pregunta es muy natural que uno puede formularla con cierto razgo
de ingenuidad en un primer curso de Teoria de Nimeros, cuando cs intro-
ducido a las congruencias y sus propiedades. Sin embargo, dar una respuesta
aceptable no cs nada trivial, y en su busqueda, los mateméticos han desar-
rollado una maquinaria sumamente compleja, con la esperanza de acercarse
a una solucion. Como cs de esperarse, en esta bisqueda también, muchas
preguntas se fueron abriendo, y algunas conjeturas se formularon.

El primer caso notable que se planteo fue el de buscar las soluciones a la
congruencia 2% = a mod (p).

Para p fija su solucién es relativamente sencilla. Y ésta se da si y sola-
mente si a?~? =1 mod (p).

Generalizando un poco mas la pregunta el siguiente teorema nos responde
cuando existe una solucién a la congruencia 2™ = a mod(p) con p fija, y
ademds nos especifica el ndmero de soluciones.

]
2

Teorema 1.1, Sea p un mimero primo, y d = (n,p — 1) entonces z"
mod (p) tiene d soluciones si y unicamente si o?~Y/¢ = 1 mod (p)

i
i
:
¢
¢
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St ahora movemos el primo p a lo largo de todos los primos y fijamos a,
la pregunta se torna mas dificil. Es decir, si nos dan un solo primo p, gracias
al teorema anterior podemos verificar facilmente si a es residuo enadritico,
pero el teorema 1o nos sirve de nada para decir cuales son esos primos. (1)

Es aqui realmente enando empiezan los dolores de cabeza, que si no fuera
gracias a la aparicion de Euler y Gauss que formulan y prueban to que hoy en
dia son conocidas como las leyes de la reciprocidad enadrdtien, el problema
todavia probablemente nos atormenteria.

Definicion 1.2, El simbolo (a/p) es ignal a L, si @ es residuo cuadritico de
p, igual a —1, si no es residuo cuadrdtico, y si pla entonces ignal a 0.

Una de las propiedades importante de (a/p) es que es un caracter multi-
plicativo del campo Fp. Es decir, un homomorfismo del grupo multiplicativo
de F, en et grupo multiplicativo de C. De la definicién y del teorema anteri-
ores se ve claramente que el simbolo (a/b) cumple:

et

Proposicién 1.3, a) (%) =a 7T mod(p)
h) Sia=bmod(p) entonces (%) = (3)

p

Hasta aqui puede no quedar muy elara la utilidad del sfmbolo (%), sin
embargo, la siguientes propiedades conocidas como las leyes de la recipro-
cida cuadrética, formuladas por Euler en su articulo Observationes circa di-
visionem quadratorum per numeros primos que segin el libro de Ireland y
Roseu [IKM90] fueron formuladas en algiin afio posterior a 1746 y demostradas
por primera vez por Gauss el 8 de Abril de 1796 darfan la respuesta satis-
factoria a la pregunta para qué primos la ccuacion 22 = a mod(p) tiene
solucion.

Es interesante saber que hasta el propio Gauss s¢ congratuld de este
resultado, estando sumamente orgulloso que lo llamé ¢l Theorema Aureun,
y ademas se preocupo en dar 6 pruebas diferentes de é1.

Proposicion 1.4. Leyes de la Reciprocidad Cuadrdtica.
Sean p y q mimeros primos impares. Entonces:

o) (3) = (1o
b) (%) = (—1)0*-n/8
) (2) (1) = (n=)es)
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Nota 1.5. Podemos apreciar que el inciso ¢) es la herramienta suficiente-
mente general que nos ayuda a resolver 2? = a mod (p) para p variable.

Sin perdida de generalidad, sea a = ¢ un primo. Estamos interesados en
evaluar (1’1)) para toda p # q. Pero esto, es equivalente a evaluar

(&) ¢y
1

Haciéndolo por casos vemos que si p es de la forma 4k + 1 entonces (¢/p) =
(p/q). Es decir, basta encontrar todos los (¢— 1)/2 residuos cuadraticos, que
podemos denotar {n;,... , 7]1;_1_} del primo fijo ¢ y verificar por la proposicién
1.4 que p se encuentre, en alguna de las series {7; +mq : m € Z}.

Trabajando de una manera similar, si p es de la forma 4k + 3, se llega
al resultado de que si ¢ es residuo cuadratico médulo p si y sélo si p = +b?,
donde b es primo.

La siguiente proposicién nos termina de justificar la afirmacién inicial de
la nota anterior:

Proposicion 1.6. Sea m = 2°py* -+ pi» la descomposicidn primaria de m,
y supongamos (a,m) = 1. Entonces X? = a mod(m) es soluble si y sélo si
lo siguiente se satisface:

a) Sie =2, entonces a = | mod(4).

Sie > 3, entonces a = 1 mod(8)

b) Si para toda ¢ tenemos que P =1 mod(p;).

Una prueba se puede ver en [KM90, pag 50].

Siguiendo el exitoso ejemplo de las ieyes de la reciprociadad cuadrética,
los matematicos fucron en busca de leyes equivalentes para resolver en general
la congruencia X" = ¢ mod (p) para el caso con p variable.

En el caso n = 3y n = 4, esta investigacién dio lugar a las leyes de
la reciprocidad cibica y bicuadrdtica que fueron formuladas y planteadas
por Gauss, pero que sus demostraciones se debieron primeramente al joven
Einseistein. Es importante destacar que Gauss nunca completd la prueba de
la reciprocidad bicuadratica, ¢l mismo Gauss le escribié a Humboldt en 1846
que el talento matematico de Einseistein era de una naturaleza que sélo unos
pocos posefan en una centuria. Desgraciadamente, su muerte a los 29 afos
interrumpid su britlante carrera.
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1.2 Sumas de Gauss y Caracteres

En su afin por calcular las leyes de la reciprocidad, Gauss introdnjo lo que
ahora son conocidas comno las sumas de Gauss, que generalizadas a cualquier
aracter x se escriben:

ga (X) =D x(t)C"

2mi
donde la suma cs sobre todas last € F, y ( = ¢ cona € I,

En su sexta prueba de la reciprocidad cuadritica, Gauss hizo uso de la
serie g, (x) donde x(t) = (%) Las siguientes proposiciones 1os expouen las
principales propiedades de las sumas de Gauss.

Proposicion 1.7. Sia # 0y x # ¢ donde varepsilon es el caracter trivial
(todo lo manda a la unidad), entonces tenemos que
(=]
ga (x) = x(a™")g1 (x)
Ademds g, (€)=0sia #0 ygo(g) =p.
Proposicién 1.8. Sea g(x) = g, (x). Si x # ¢ entonces |g(x)| = /P.

Ejemplo 1.9. Si v(t) = { L) entonces las 2 proposiciones anteriores se re-
P

sumen cn las siguientes afirmaciones:
a) ga = (a/b)gy
2 _ ~1)/2,
b) gf = (-1)P-1/%p
El inciso a) es inmediato de la primera proposicién de las iltimas 2. El

inciso b) surge observando que
G)-G)
p p
donde la barra indica el conjugado complejo, asf se tiene que
() =+(())
gii=)]=9lz
p p

Comparando g(x) con g(X) (X ¢l caracter que manda a a hacia x(a), legamos
a la igualdad

—
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y por tanto:

iR CRCRCREE

El siguiente ejemplo evidencia la tremenda utilidad de las sumas de Gauss,
para computar las leyes de reciprocidad.

Ejemplo 1.10. Seca p* = (~1)a§11),<lon(|e g = Zten",, (;‘;) ¢ (= e, En-
tonces

gq—l _ (!]2)”% = (p")”'i;l = (B-) (mod q)
q

Pero ademas

2(0)¢) -2 (=50

()
teF, leF, e, N

y por lo tanto, g7 = g,. De donde,

=
Y¢ = (%‘) )

y observando que (;i,) g = ¢,, y ademds

(5)= ()7 ()=o)

se sigue la ley de la reciprocidad en 1.4 ¢).
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Exitosamente Gauss y Einseinstein aplicaron las sumas de Gauss para
obtener y demostrar las leyes de las reciprocidades eibica y bienadratica.
Un poco despuds, Jacobi observo que usando as propiedades bdsicas de las
sumas de Gauss, se podia estimar correctamente ¢l mimero de soluciones en
casos mids generales. Pensemos en la ecuacion 22 + y? = 1 sobre ¢l campo
Iy, of cirenlo mitario alrededor del origen en A\ll Denotemos e} mimero de
soluciones de dicha eccuacion a ese nimero como N (22 + y* = 1). Entonces

N@*+y=1) = Z N(* = a)N(y* =b)
atb=1

donde N(y* =b) y N(2? = a) son los mimero de soluciones a las ecnaciones
que contienen dentro del paréntesis, con a 'y b en . Por otro lado tenemos
que

N(*=a)=1+ (%)

y sustituyendo obtencmos
Ly 1 b b
ot 11 £ 50 ()
a p b P a-t+b=) P p
a\ (b
2.6 G)
atbzt NP/AP

Es decir, el problema se ha reducido a calcular la suma ), (%) (f})

De manera andloga, al tratar de calcular el nimero N(2* +y* = 1) Jacobi
encontrd que era necesario evaluar suma:

Y3 N ¥l
i J atb=)

Sin duda, fueron estos casos particulares los que lo Hlevaron a definir las ahora
llamadas sumas de Jacobi:

Definicion 1.11. Sean x y A caracteres en F,, la suma de Jacobi se define
como

JooA) =Y xa)A®).

a+b=1
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El siguiente teorema, gque Bigseinstein demostrd en su articulo Beitrdige
sur Kreistheilung en 1844, no s6lo resuelve el problema de calenlar el valor de
las sumas J(x, A), y por tauto de conocer N2 +y* = 1) y N(a3+y* = 1), si
no también nos muestra una sorprendente relacion entre las sumas de Jacobi
y las de Gauss, que se puede resumir en el siguiente teorea,

Teorema 1.12. a) J(e,s) =p
b) J(z, ): CONE F# X
¢) J(x, x™!) = =x(~1) con e # x
d) Si xA # ¢ entonees

g(x)g(N)
9(xA)

Es decir, Jacobi no sélo construye la herramienta necesaria (y suficiente)
para resolver las congruencias

J(x,\) =

Thyt=1,2 4 =1
sino que ademas empuja al planteamiento de encontrar la solucién de la
ecuacién 2" +y" = 1 con n € Z, Y en consecuencia a resolver las congruencias

ik =0

Einseistein, generaliz las sumas de Jacobi y dié una versién mds general del
teorema. Se recomienda al lector intercsado cousultar el libro de Ireland y
Rosen [KMS0, pp 98-101].

Definicién 1.13. Sean yj,.. ., x» caracteres de Fy. Una suma de Jacobi es
definida como

J(Xh-" 1Xn) = z Xl(fl) Yn( )

b nebtn=1

Aldar la anterior definicién Einscistein pensaba en descomponer N (2% + .+ 4 2%

como la suma

Z N(zt=ay) N(zF =q,)

apetap=1

Resolver csa suma fue un problema abierto para aquella generacién de matemdticos
(Euler, Gauss, Einseistein, Jacobi) y pocos se ocuparon de ella durante ajios;

=1)
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hasta que Hardi y Littlewood en su trabajo sobre al problema de Waring, y
con la intension de obtener propiedades de sus “Series Singulares”se toparon
con la necesidad de hacer una evaluacion asintotica de la congruencia

cuando p tiende a infinito.

Desde huego, tuvieron que recurrir a ¢l método de Jacobi para evaluar
dicha congruencia. Fue de esta manera ue los matemdticas volvieron nue-
vamente los ojos al antiguo problema planteado. Generalizando aiin mds, se
“planteo eneontrar las soluciones a la ecuacion

) + oAt =0
eon ay, ag, ... ,a cn Fy, con ¢ = p", p primo.
Este problema no fue resuelto sino hasta 1949, con los trabajos separados
y casi simultdneos de Hue-Vandiver y A.Weil.
Similares resultados fueron obtenidos por Daverport (1931) y Mordel
(1933) para la ceuacion 2* = f(y) donde f es un polinomio.

2 Observaciones Preliminares

El propdsito de este capitulo es el de prover las definiciones, los resultados y
las observaciones indispensables para desarrollar nds adelante nuestro estu-
dio de las curvas Elipticas.

La diseusion abarcard cuestiones generales que superan el dmbito de las
curvas elipticas, pero que representan la herramicnta necesaria para realizar
su estudio.

Asf, por la temdtica que hemos elegido presentar en estas Observaciones
Preliminares, no serd extrano saltar de una definicién general, como puede
ser la de puntos singulares en una variedad, a la presentacién de un mor-
fismo que s6lo tenga sentido sobre variedades en campos finitos (morfismo
de Frobenius).

De esta manera el centro unificador del capitulo es el hecho de que toda
discusion incluida en éste es necesaria.

El lector que tenga conocimiento de los temas que a continuacién men-
cionamos puede, sin ningun problema, proseguir con el siguiente capitulo.
Estos temas se refieren a:
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e Resultados sobre morfismos de curvas.

e Definicion del grado de un morfismo.

¢ Valuaciones sobre una curva.

e Resultados sobre curvas.

e Divisores (definicion y resultas bisicos).

e Espacio de diferenciales de una curva.

e Teorema de Riemman-Roch. (Enunciacién)
¢ Teorema Fundamental de Max Nocther.

e Mapeo de Frobenius.

2.1 Geometria Algebraica

Notacidn 2.1, Dado K un campo denotaremos K su cerradura algebraica.

Notacidn 2.2. Dado K un campo denotaremos por Ak al conjunto de puntos
P=(x,... ,a), conzy,... ,x, € K es decir, al espacio afin asociado a K.
Notacidn 2.3. Si K es un campo y V una variedad definida por el conjunto
de polinomios P con cocficientes en K, entonces la variedad definida por P
se denotard V(K) si es considerada en el affn A% o se denotard V(K) si
es considerada en el affn AZ. Seguiremos denotando como V' a la variedad
definida por P mientras no sea importante dar una distincién entre los dos
conjuntos o no exista riesgo de confusién.,

Como es natural V' C A% es una variedad, si es ¢l cero de polinomios
en K[Xl, ..y Xn). Decimos que V est4 definida sobre K si los polinomios
pertenecen al anillo K[X;,... , X,

En el caso proyectivo, V C P" es variedad si es el cero de polinomios
homogeneos irreducibles en S = K[Xy,...,X,). Donde S es considerado
como un anillo graduado sobre K.

Notacion 2.4. Dada una variedad V proyectiva o afin, denotaremos por (V)
al ideal de la varidad, por K{V] a su anillo de cordenadas y por K(V) a su
campo de funciones.

Notacidn 2.5. Dada V una variedad y P € V un punto, denotaremos al
anillo local en P como Op y a su anillo local méximal como pp.

Definicién 2.6. Sea V una variedad definida sobre K. Un punto P € V es
no singular si

Ip
dimg /—é- =dimV
p
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donde fa dimension del lado izquierdo es su dimension como K-modulo y la
del lado derecho es la Altura(1(V')). Ver [Atiya).

Observacidn 2.7. Bsta definicion de puntos no singulares es equivalente
sobre variedades afines, a pedir que ol rango de la inatriz

of,
(-——-": (1’))
0 1<i<m,1<5<n

sca igual a wmenos dim(V'), donde fy, fo, ..., fin € K[X] son los generadores
de V y n la dimension del espacio. Ver [Ha77, L5).

Ejemplo 2.8, Considere la curva C' ¢ y* — 23 = 0 en AL y sca P = (0,0).

Entonces dimC = 1, pero

%E {az +by: (a,b) € C*}
,1,)

de donde

dimg (LL-;—)) =2
Hp

Y por lo tanto C' es singular en P,

Nota 2.9. La desigualdad dim(pp/pd) > dim(V) siempre se cumple. [Har77,
15.2)

Ejemplo 2.10. Si V : 2% — 2 =0 entonces V(Q) = § pero V = {2, ~v2}

Definicién 2.11. Si V C A" es una variedad afin, denotaremos por V a la
cerradura proyectiva en PV de V, ¢s decir, a la cerradura topolégica de la
imagen del mapeo

Vea b p

donde ¢; es la identificacién canénica de A™ con ¢l abierto U; = {P € P :

€T 7’1 0}.

Como P = [ag,...,an] € P*, con ¢y # 0 satisface /" homogeneo si y
solo si (ai/ag,. .. ,anfap) € A" satisface I'(1,X,,...,X,), y al revés P =

i A R g S g s P e b S e Lo 2
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(ayy...,0,) € A* salisface g € K[Xy,..., X,]siysolosi[Lay,...,a,) € P
satisface X5g(X1/No, ..., Xo/Xo) y ademds se cumple que

(N, X)) = Xo2'(L X, X))
donde ¢ = deg I'(L, Xy, ..., X,), vemos que el mapeo ¢; es un homeomor-
fismo de U; en A™ y por lo tanto la siguiente proposicion es vilida.
Proposicion 2.12. a) Si V es una varieded aofin. Entonces se cumple:
V=VnaA
b) Si 'V es una variedad proyectiva. Entonces se cumple:
VNA"=0) o V=VnNnA"

Demostracion. Clara de que ¢; es homeomorfismo, y de la identificacién de
A" con U;. a

Terminaré este capitulo presentdndoles las siguientes definiciones.

Definicién 2.13. Decimos que una funcién f € k(V) es regular en P si
f € Op. Si para todo P € U, f es regular en P entonces decimos que f es
regular cn U, donde U es cualquier subconjunto del espacio.

Definicién 2.14. Un mapeo ¢ : V — Y, donde V y Y son variedades
algebraicas, es un morfismo si ¢s continuo bajo la topologfa de Zariski y
ademas si para cada abierto W C Y, el morfismo de campos ¢*|w : K(W) —
K (V) manda funciones regulares en funciones regulares.

2.2 Curvas

Definicién 2.15. Sea K un campo y G un grupo totalmente ordenado, una
valuacion de K en G' es un mapeo v : K — G, tal que para todo par z,y € K
cumple:

a) v(zy) = v(z) +v(y)

b) v(z +y) > min(v(z), v(y))

Observacién 2.16. El conjunto R = {2 € K: v(z) > 0} U {0} es un anillo
local cont ideal mdximal o = {2 € K: v(z) > 0}. Si R es un dominio entero .

con campo de cocientes K, R es una valuacién sobre K si existe una valuacién
v de K, tal que R es su anillo de valuacién.
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Es también ficil mostrar que k = {+ € K: v(x) = 0} es un campo (Si
@ € kentonces v(l/x) = v(r) +o(l/z) = v(1) = 0). Asi podemos también
decir que 12 es waa valuacion sobre K/k, con £ C R,

Definicién 2,17. R os un anillo de valuacion discreta si G = N,

Ejemplo 2.18. Dada una curva €' algebraica y un punto I” € C no singular,
Definimos la valuacion normal (o canénica) sobre K(C'), como el mapeo

ordp : k(C') = LU {oo}
dado por la extension del mapeo
Ordp : Op = NU {00}
donde
Ordp(z) = maz{n € N:x € up}

con jep ¢l ideal maximal de Op, y para f/g € K(C) definimos ordp(f/g)
como

ordp (-!‘f-) = Ordp(f) - ordp(g)

Nota 2.19. Es rutina demostrar que el mapeo, definido arriba, es en efecto
una valuacién, aunque mds importante es la observacién de que Op es un
anillo de valuacion discreta.

Definicion 2.20. Sean C'y P como arriba f € K(C), decimos que ordp(f)
¢s el orden de f en P,y que f tiene un cero en P si ordp(f) > 0 o que tiene
un poloen P si ordp(f) < 0.

Observacidn 2.21. Esclaro que si f es una funcién regular entonces ordp(f) >
0. Pues existe un abierto U tal que P € Uy f = g/h, con g y h polinomios,
y h(P) # 0y por lo tanto f € Op.

Observacion 2.22. Veamos que el conjunto A(f) = {P € C: ordp(f) > 0}
es finito para f # 0 fija. Como f es funcidén racional en C, existe un abierto
denso U € C, tal que P € Uy f se eseribe de la forma g/h, con g,h € K[C]
donde h ¢ I(P), entonces los puntos donde g(P) = 0 son los puntos donde
g/h € pp. De donde, si f # 0 entonces g # 0, pero g es un polinomio y
por lo tanto sélo existe un nimero finito de puntos {£,...,P,} C U donde
f =0, es decir donde ordp(f) > 0. Y como claramente U es igual a C menos
un nimero finito de puntos, se sigue que A(f) es finito.
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Corolario 2,23. Toda funcién f € K(C) tiene solamente un wiinero finito
de polos y ceros.

Demostracidn. Se sigue de que ordp(f) < 0 siy solosi ordp(L/f) > 0. O

Nota 2.24. En general, es cierto que si K es un campo y v una valuacion cl
conjunto

B ={RcK: tal que R es un anillo de valuacion de v} es finito.

Es decir, toda valuacién tiene un ndimero finito de anillos de valnacion.
Esta demostracion general puede verse en [Har77, 1.6.5] o [Sha74, 1IL1]

2.3 Morfismos de Curvas

Proposicion 2.25, Sea V € P* una variedad proyectiva, C una curva y sea
P € C un punto al que se le puede asociar una valuacién v sobre Z, tal
que Op es su anillo de valuacidn sobre K(C), Si¢: {C— P} = V es un
morfismo entonces eziste un tinico morfismo ¢: C = V que extiende a .

Demostracidn. Como V C P*, basta con demostrar que existe un morfismo
¢ que exticnde a ¢ para el caso V = P,
Sea

U=P"— {X;= 0},

donde X; son las coordenadas de P*. Podemos suponer por induccién que
$(V — PYNP* # §, de lo contrario existe  tal que ¢(V — P) C H; 2 P,
donde H; es el hiperplano definido por X; = 0,

Las funciones X;/X; son regulares sobre U, de donde componiendo con
¢ obtenemos las funciones regulares

Xi
fij=¢o :{f

sobre un abierto de C. Y por lo tanto, pertenecientes al conjunto K(C).
Asi las cosas, si v es una valuacion asociada a Op, ésta es una valuacién

que se extiende a K(C). Sea r; = v(fy), de donde dado que

Xi  Xi/Xy

X; ~ X;/X

centonces tenemos v( fij) = r; — 1.
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Escojamos s tal que ry es minimo. Entonees definimos ¢() = (fos(L) ..., fus (7))

y AQ) = Q) para Q # P. Note que ¢ st bien definido en P, dado que
fos(P) = L. Basta demostrar que ¢ es morfismo. La unicidad sigue del
siguiente lema cuya prueha se encuentra en [Har77, L4.1).

Lema 2.26. Sean X y Y varicdades, ¢ y o marfismos de X en Y que co-
inciden en un abierto U C X. Entonces ¢ = ).

Ahora sea Uy C P* el abierto X # 0, suanillo de eoordenadas claramente
s

J\- J\-n
K[K;%, . ,j\-,;]

kis decir, para cualquier abierto V' C Uy, las funciones regulares son envi-
adas bajo cualquier morfismo en funciones regulares, y por lo tanto ¢ es un
morfismo. 0

Corolario 2.27. Sea C' una curva, V C P* una variedad, P € C un punto
no singular y ¢ : C =V un mapeo racional. Entonces ¢ es reqular en C.

Demeostracidn. Existe un abierto U € C donde ¢ es regular, si P € U e
corolario sigue. Si P ¢ U, entonces, por la proposicién 2.25, ¢ se extiende
de manera tinica a un morfismo de ¢ : U U {P} — P*, ahora como ademds
se cumple que ¢(P) = (P), entonces se Liene que ¢ cs regular en P, O

Ejemplo 2.28. Sea C/K una curva lisay f € K una funcién racional. En-
tonces f define un mapeo racional,

f:C—P

P+ [f(P), 1]
que por el corolario anterior es un morfismo, el cual estd dado explicitamente
por la formula
F(P) = [f(P),1] si f es regular en P
[1,0] st f ticne polo en P

Andlogamente, si tenemos ¢ : C — P' una funcién racional, es también
un morfismo, entonces si U C P! ¢s el abierto P — {{1,0]}, su anillo de
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coordenadas K[X] es el anillo de polinomios en la variable X, y ademds a
todo punto Q € P' podemos verlo en la forma [X, 1],

Pero la variable X € K[X] define una funcion regnlar sobre U. De ahi
que como ¢ es un morfisino, X = X o¢ es regular en un abierto de €. Es
decir, X es una funcion racional en (.

Ademas ¢l morfismo X @ ¢' = definido como
PN

es justamente el morfismo ¢, esto se nota viendo que la imagen de ¢ en U
puede escribirse de la forma [p(£), 1}, donde j1 es funcion del punto P y que
por tanto X (P) = p(P) para toda P € U, y finalmente aplicando el lema
2.26 tenemos el resultado sobre la coincidencia de los morfismos en toda C'

Comentario 2.29. De esta manera tenenos una correspondencia uno a uno
K(C) U {oc} ¢— {mapeos ¢ : C = P definiclos sobre K }

El simbolo oo lo ineluimos, porque de las observaciones anteriores obluvimos
una correspondencia uno a uno

K(C) +— {mapcos ¢: C = P tal que p(C)NU # 0 }

Y por tanto, eontamos todos los mapeos ¢ : C' — P excepto el mapeo
constante oo(P) = [0, 1]. De esta manera identificamos al mapeo oo(P) con
el simbolo oo,

Volviendo a nuestra diseusién general, el siguiente teorema demostrado en
[Har77, 11.6.8] y en [Sha74, 2.15;tc0.4] nos serd también de mucha utilidad.

Teorema 2.30. Sea ¢ : C; - Cy un morfismo de curvas. Entonces ¢ cs
constante o es suprayectivo,

Sean /K y Cy/K dos curvas sobre K y sea ¢ : C1/K — C2/K un mor- |

fismo, entonces tenemos el homomorfismo de campos ¢* : K(Cy) — K(C))
que da lugar a la inclusién de campos ¢*K(Cy) C K(C)). Asi se puede de-
mostrar que si ¢ # 0 entonces [K(C}) : ¢*K(Cs)] es un nimero finito. De
donde definimos el grado de un morfismo no constante de curvas ¢ : Gy = C,
cotno el nimero

deg ¢ = [K(C}) : ¢*K(C)) .
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Decimos que ¢ es separable si la extension es separable.

De manera andloga, definimos deg, ¢ y deg; ¢ los grados separables ¢
inseparables de ¢ como los grados separable ¢ inseparables de fa extension
K(C4)/K(Ch).

Es evidente, de la definicion que
deg d = dog, d * dog; ¢
Nuevamente en [“il;'77, L.6.1] vemos el siguiente resultado.
Proposicion 2.31, Las siguientes categorias son cquivalentes:
1) Curvas Proyectivas no singulares y morfismos dominantes (suprayec-

tinos).
2) Campos de funciones de dimensiin 1 sobre K y K-homomorfismos.

) 1 2

¢* : K(Cy) - K(C))

es un K-isomorfismo. Aplicando ¢l cofuntor que manda K(C;) - C;y ¢* — ¢
tenemos que ¢ es un morfismo.

Andlogamente (¢*) 7! : K(C,) — K(C3) define un morfismo
5

i Cy— C,
- que ademds cumple con

$ou(P)=P paratoda P € C,

pod(P) =P paratoda P € C,

con lo que ¢ es un homomorfismo,
De ahi que hemos demostrado la siguiente proposicion.

Proposicion 2.32, Si ¢ : Cy - Cy es un mapeo de curvas proyectivas de
grado 1 entonces ¢ es un isomorfismo.
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2.4 Ramificaciones (Definiciones y resultados)

Definicién 2.33. Sea ¢ : Cy = Cy unmapeo de curvas no singulares y sea
P e Cpan punto. Definimos el indice de ¢ en P, denotado como ey(£), al
mimero dado por

ep(P) = ordp(d'tym)

donde typy s un pardmetro de uniformizacion en 4(1).
Decimos que ¢ no estd ramificada o no se ramifica en C' st ey () = 1 para
todo punto I’ € ().

Ejemplo 2.34. Si ¢: C| = C; s un isomorfisino, entonces ey(F2) = 1, esto
es ¢ no se ramifica. (El converso no es cierto).

Proposicion 2.35, Sea ¢ : Cy — C, un mapeo sobre curvas no singulares,
1 2
entonces se cumple:
) Para todo Q € C,y

Y. ey(P)=degp
A (0)]

b) Para casi todo Q € C (excepto un mibmero finito)
#071(Q) = deg,(9)

donde #¢71(Q) es la cardinalidad del conjunto ¢~(Q).
¢) Sea 1p: Cy — Cy otro mapeo como arriba. Entonces para P € C,

egop(P) = eg(P)ey(4P)

Ver el libro de Silverman [Sil85, 11.2.6] para prueba del inciso ¢) y refer-
encias de las pruebas de a) y b).

Corolario 2.36. ¢ : C; — C; es no ramificado si y solo si: #¢~1(Q) =
deg(¢) para toda Q € Cs.

Demostracidn. Trivial por el inciso a) de arriba. (N
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2.5 Divisores
Definicion 2.37. El conjunto de divisores de una curva C' es el grupo libre
sobre Z generado por los puntos de C. Y lo denotamos por Div(C')

Ejemplo 2.38. Si f es una funcién racional sobre €', entonces definimos el
divisor de f, div(f) € Div(C') como
div(f) =Y ordp(f)(P)
Pec

Obviamente div(f) es un divisor ya que ordp(f) = 0 para todo P € C, salvo
un mimero finito de puntos. Ver 2.23.
Definicién 2.39. Un divisor D es principal, si existe una funcion f € K(C)
tal que D = div(f).

Claramente ¢ conjunto de los divisores principales forma un subgrupo de
Div(C'), que denotaremos Pri(C).

Definicién 2.40. Decimos que un divisor D es linealmente equivalente o
esta relacionado con D si D — D es principal. Escribiremos D ~ D para
indicar la equivalencia lineal,

Definicién 2.41. El grado de un divisor D =3 .., np(P), es el nimero
deg(D) = Zn,,
PeC
Ejemplo 2.42. El conjunto de los divisores de grado cero
Dir’(C) = {D € Div(C) : deg(D) =0}
es un subgrupo de Div(C).

Definicién 2.43. Decimos que D = ) .. np(P) es efectivo si np > 0 para
todo P € C. Andlogmente si np < 0 para toda P € C decimos que D es no
positivo, o no nulificable.

Ejemplo 2.44. Todos los divisores principales de una curva, son cfectivos
y no positivos, [Har77, I16.10] o [Sha74, 2.11L2]. Ademds si div(f) = 0
entonces f no tiene polos, de donde el morfismo f : C' — P' dado por

P L, f(P)]

no cubre el punto (0, 1], vease 2.28, y por lo tanto el mapeo es constante por
la proposicién 2.27. De donde f € K.
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Definicion 2.45. El grupo de Picard de una curva ¢ se define como el
cociente
b Din(C)
1 ’N,‘((x) = ST
Pri(C)

Aprovechdndonos de que todo divisor principal de una curva C es de grado
cero, podemos definir la parte de grado cero del grupo de Picard como

oy DROC
I)I,l.'O(C/) = -FT—[(ZTE)-

Resumiendo tenemos que la signiente sucecion es exacta
1 5 K- K(C) =" Dir® - Pic"(C) - 0.
donde K es la cerradura algebraica de K.
Ejemplo 2.46. Si C' =P! entonces Pic®(C) = 0, es decir
1 - K- K(C) -»% Din® 0.

¢s exacla.
Esto se signe de quesi D = 3" np Py € Div®(P!). Definimos la funcion
racional f como

m

f(P) = H(l'i)’ — X )

i=0

donde P; = (z;,;) para 1 < i < m. Asi notamos que f tiene ceros y polos
en los puntos P, con multiplicidades ordp(f) = np para todo P € C. Es
decir, se ha mostrado que D = div(f).

Comentario 2.47. En el siguiente capitulo veremos que la estructura de
grupo de una curva eliptica £ es precisamente el grupo Pic®(E). Dicho de
otra manera, la variedad Jacobiana de E resulta ser la misma E.

Para terminar esta subseccién definircmos 2 mapeos importantes. Sea
¢ : Cy = Cy un mapeo dado, entonces definimos

#* : Div(Cy) — Div(Cy)
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coImo
@)= > e P)P)
Peg Q)
y definimos
¢, Div(Cy) = Div(C,)

por

(L) = (¢(P)).

Claramente haciendo Z-lineal estos mapeos obtenemos 2 morfismos de gru-
pos.

Proposiciéon 2.48. Sea ¢ : C) — Cy un mapeo no constante de curvas no
singulares. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

a) deg(¢* D) = deg(p)deg(D). VD € Div(Cy)

b) ¢* (div(f)) = div(¢* f). Vf € K(Cy)

¢) deg(¢.D) = deg(D). YD € Div(C))

d) g (div(f) = div(p, f). VS € K(C))

Demostracién. a) Utilizando que deg(¢) = 3 pey () €o(P) para toda Q €
C,
b) Sigue de las definiciones y de la igualdad

ordp(¢* f) = ey(P) ordgm(f)

para toda P € C,.

¢) Clarisimo por la definicién del mapeo ¢..

d) Ver el libro de Serre “Local Fields”[Ser79, [.14] o “Algebraic Number
Theory”de Lang [Lan70, 1.22] . g

2.6 Formas Diferenciales

Sea Q¢ el espacio de formas diferenciales de una curva C, definido como el
conjunto de simbolos dv con 2 € K(C), tal que cumple con las siguientes
igualdades:

d(z+y)=de+dy
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dry = ydu + ady

de=0 Vee K

De esta manera, ¢ es an K(C')-espacio vectorial.
Sea ¢ : Cy — C4 un mapeo no constante.  Entonees el mapeo ¢
K(C'y) — K(C}) induce de manera natural un mapeo:

(/)‘ . Q(;_, — Q(}l
dado por
r/)‘(z fidzi) = Z B fid(d' ).

Observacién 2.49. Q¢ s de dimension 1 como K(C)-espacio vectorial.
[Mat80, 27.A.8], [Rob73, 11,3.4] o [Sha74, 11L.4.thm.3]

Ademas, si ¢ € K(C), entonces do es una K(C') base para Q¢ si y solo si
K(C)/K(z) ¢s una extension finita separable. Mds atin, si ¢ es un pardmetro
de uniformizacion en un punto P € € entonces K(C')/K(t) es una extencién
finita separable [Sil85, 11.L.4], y por tauto, dt es un generador de Q¢.

Definicién 2.50. Sea w = gdt € Q¢, con t pardmetro de uniformizacion y
g € K(C). El divisor asociado a w es el divisor div(g). Es decir:

div(w) = Z ordp (%?)

PeC
donde dw/dt es entendida como la funcién g.

Observacion 2,51, El divisor div(w) no depende del pardmetro de uni-
formizacién elegido. Scan ¢ y T dos pardmetros de uniformizacién en P.
Entonces podemos encontrar dos funciones f,g € K(C) tal que dt = gdt
y df = fdt. Donde naturalmente gf = Iyc), y utilizando que si ¢ y #
son regulares en P entonces dt y df son también regulares en P [Rob73,
11.3.10] tenemos que g y f son constantes, ejemplo 2.44. Y por tanto:
ordp(dw/dt) = ordp(cdw/df) = ordp(dw/dE), ¢ constante.

Definicién 2.52. Una diferencial w es regular u holomorfa si div(w) cs efec-
tivo. Es no nulificable si ~div(w) es efectivo.
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Comentario 2.53. Como ¢ es un espacio veetorial sobre K de dimension
1, entonees si wy,wy son 2 diferenciales no nalos tenemos ue

div(un) ~ div(ws)
Es decir, la imagen del conjunto
div(§le) = {D € Div(C): D = div(w),w € Q¢}

en Pie(C') es inicamente un elemento que lamamos la clase de divisores
candnicos. A cada elemento de esta clase lo Hamaremos un divisor canduico.

Ejemplo 2.54. En P! la clase de los divisores candnicos es la de los divisores
de grado —2. Considere la funcion racional f: P' — K dada por:

z

[, y] = =

Y

es suficiente demostrar que div(f) = ~2([0, 1]). Sea P’ = [\, y} € P!, entonces
tenemos que (X — AY) = I(P), y si . # 0 podemos escribir /(P) =
(X —nY) y por tanto si P # [1,0] tenemos que X/Y ~ 7 es un pardmetro
de uniformizacién en P.

De donde se sigue que

y por lo tanto

ordp (d (:;};)) = (.

Ahora si P = {1, 0}, entonees Y/.X es un pardmetro de uniformizacién y asf:

X Y (X\? X\, (Y .. (X
o(7)=4{3(7) )= (7) o(x) = (5)-
Lo que implica que
X X\ (Y
!(7)=-(7) 4(%)
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Y coto

AR%
ordp (—)——> = -2

Div G—) = -2[1,0].

Los siguientes resultados enriqueceran mds la discusion sobre la relacion
entre extensiones separables, pararietros de uniformizacion y diferenciales.

Obtencmos que

Observacién 2.55. Sea v € K(C) tal que K(C)/K(z) es una extension
separable y 2(P) = 0. Entonces para toda f € K(C)

ordp(fdx) = ordp(f) + ordp(z) — 1
Ver demostracion en [Sil85, pp 36].

Comentario 2.56. Si f es regular en C entonces df /dz es también regular
en C. Ver Hartshorne [Har77, IV.2.1).

Proposicidn 2.57. Sea ¢ : C) = Cy un mapeo no constante de curvas.
Entonces ¢ es separable si y sélo si el mapeo

0 : Qc, = Qc,

es myectivo.

2.7 Teorema de Riemman-Roch

En las secciones anteriores considerando a una curva C y a una funcién
racional f € K(C) nos interesamos en los polos y ceros de f en C, y segiin
vimos, esto did lugar al divisor:

Div(f) =) ne(P)

PeC

donde claramente podfamos numerar los puntos {£y, P, ..., Pu} tales que
np, 96 0.
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Ahora invirtiendo el proceso fijamos los puntos (nn nimero finito) y las
multiplicidades de los pumtos y nos podemos preguntar acerca de las funciones
que solo tienen polos en los puntos dados y cuya multiplicidad no sobrepasa
las multiplicidades dadas, esto es, si {np }73 son las multiplicidades de los
polos (nimeros positivos); entonces nos preguntamos por las funciones f tales
ques

i=m
Div(f) > =Y np (%)
i=0
En general, si D es un divisor de la curva, podemos considerar ¢l conjunto

L(D) = {f e K(C) : div(f) > ~D}uU {0}.

Y se muestra que L(D) es un Keespacio vectorial finitamente generado. Ver
[Har77, 11.5.19].

Ejemplo 2.58. Si D =0, entonces
L(D) = {cl conjunto de las funciones regulares de C'}

Ademds como f € £(0) no puede tener ceros entonces tampoco ticne polos,
pues deg(f) = 0 de ahi que div(f) =0y por lo tanto f es constante. 2.44.

Ejemplo 2.59. Consideremos degD < 0, entonces si f € K(C)y f # 0
podemos ver que

~degD = deg(~D) > deg(f) =0

lo que no puede ocurrir, y por tanto

L(D)=0
y obviamente (D) = dimg L(D) = 0.

Observacioén 2.60. Si D ~ D entonces L(D) = L(D).
),

Tomemos g € K(C) tal que D - D = div(g), asf definamos ¢l mapeo
g : L(D) - L(D) dado por:

f= fg.
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Notese que estd bien definido: si div(f) > —0D entonees:

div(fg) = div(f) + div(g) = div(f)+ D ~D > -D+D~D > ~D.

y ademds g~ : L(D) — L(D) es el mapeo:
1

f=f=
]

Asi tenemos que claramente el mapeo g es un isomorfismos de espacios vec-
toriales.

Ejemplo 2.61. Si I{¢: es un divisor candnico de C, digamos K¢ = div(w),
entonees LK) es el conjunto de funciones tales que

div(f) > —div(w)

es decir, ¢l conjunto de funciones tal que div(fw) es holomorfo. En el caso
de que w = dt con t parimetro de wniformizacion, entonces L(K¢) es ¢l
conjunto de diferenciales con f constante. Por la proposicién 2.58,

A continuacion uno de los teoremas mds importantes en la geometria
algebraica de curvas: El Teorema de Riemman-Roch.

Teorema 2.62. (Riemman-Roch) Sea C una curva no singular y K¢ un

divisor candnicoen C. Entonces existe un entero g > 0, tal que para cualquier
divisor D € Div(C)

UD) - €(K¢ — D) = degD — g+ 1

Una prueba que utiliza teorfa de cohomologia y dualidad de Serre aparece
en Hartshorne [Har77, IV.1], para una prucha con métodos mss elementales

ver [Lan82, ch.l]. Otra prueba bastante geométrica la encontramos en el
libro de Williamn Fulton [[ul69, 8.6).

Nota 2.63. El niimero g obtenido es conocido como el género de la curva y
coincide con el vigjo concepto de género topolégico que representa intuitiva-
mente el nimero de “hoyos”que tiene una eurva. Asi por medios algebraicos

vemos que ¢l mimero de hoyos en una superficic incide sobre su espacio de
funciones L(D).
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Corolario 2.64. a) ((K¢) =y¢
b) degKe =29 -2
¢) SidegD > 29 — 2 entonees

(D) =degD —g-+1

Demostracign. a) Tomando en Riemman-Roch D =0y viendo que £(0) =
0, se obtiene el resultado.

b) Haciendo D = K¢ y utilizando el inciso a) para sustituir ¢(K¢) con g
se obtiene lo que queremos.

¢) Si deg > 29 — 2, entonces por b) y el ejemplo 2.59 tenemos que ¢(D —
K¢) = 0y por tanto la validez buscada. O

Ejemplo 2.65. SiC' =P sabemos que deg(K¢) = ~2 por 2.54, y por tanto
sabemos que el genero de P' es 0. Dicho topologicamente o tieue “hoyos”.

Ejemplo 2.66. En el siguiente capflulo veremos que las eurvas elipticas son
curvas de genero 1. Por lo tanto, invirtiendo el proeeso del ejemplo anterior,
tendremos que degKc = 0 para todo divisor canénico K¢, En conclusion
toda diferencial de una curva eliptica es no nulificable y holomorfa.

Ejemplo 2.67. En una esfera de Riemman (g = 0) la dimension del espacio
de funciones racionales que tienen polos en {Fy,..., P,} con multipliciades
alomds {ny,...,ny} esigual a:

i=m

Zﬂi +1.
i=l

Analogamente, si f es una funcién en una eurva, con g = 0y div(f) su divisor,
la-dimension L(—div(f)) es igual a 1. Lo que quiere decir que las funciones
que tienen los mismos eeros y los mismos polos que f son las funciones kf
donde k € K.

Ejemplo 2.68. Si £ es una curva eliptica (g=1). Entonces no existen fun-
ciones f € K(E) con sélo un polo simple que no sean constantes. Sea
D = (Q). Entonces usando el inciso ¢) del covolario anterior tenemos que
(D) = L. Pero el espacio L(D) ineluye todas las constantes, de donde, todas
las funeiones con a lo mds un polo simple no tienen ninguno.
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2.8 Indice de Interseccion

Considerenws dos conjuntos algebraicos X, H € P*, donde H es una hiper-
superficie y dinn X' = r, que se intersecten adecuadamente, esto es, que si
interseceion no tenga componentes de dimension v,

De esta manera, tendriamos

YNH =2,0Z,U- U, Z, condimZj=r~ 1, Z; irreducibles

[Har77, 1.7.2).

Asi dada una componente Z; estamos interesados en construir un niimero
que nos mida qué tan fuerte es la interseccion en dicha componente. Un
niunero que sea cero para toda variedad Z de dimension r — 1, que no
pertenezea al conjunto {Z;}, y que sea positivo para toda Zj, siendo ademds
igual a 1 si los conjuntos Y y H se cruzan transversalmente en Z; y mayor o
igual que 281 Y y H se tocan tangencialmente en Z;.

Parecerd que pedimos mucho a este nimero como para poder construirlo,
sin embargo, se puede coustruir y lo denotaremos:

i(Y, H, 2,)

Definicién 2.69. Si P es un primo minimal de un S-médulo graduado M.
Definimos la multiplicidad de M en P como la longitud de My sobre Sp. Y
la denotaremos My

Definicién 2.70. El wimero i(Y, H, Z;) serd el mimero My, (S/I1(Y)+I(H)),
donde P; es el primo minimal correspondiente a la componente Z;.

Ejemplo 2.71. Scan X,H C P? curvas proyectivas entonces las compo-
nentes Zj son los puntos de interseecidn.

Asf, de alora en adelante pensaremos a X y a H como curvas proyectivas
y @ Z; como puntos.

Proposicién 2.72. Sean C\, Cy curvas proyectivas definidas por Fy y Fy
(polindmios) y P\, ... , P, sus puntos de interseccion entonces:

a) i{C1,Cy, P) =0 Siy sdlo si P # P; para 1 <i<m.

b) i(Cl) 02) P) = 7:(02)015 P)

¢) Si I\ =G\G3 y i Sy y S son curvas definidas por Gy y Gy entonces

i(Cl:CZ; P) = ":(Sl) C2, P) + 1( ~2, ’2, P)
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Demostracion. a) Sean Py,..., F, los primos correspondientes a los punto
Py, Py Entonces (£, I5) € P para toda i (y ademds si (1, %) € P,
con [(P) =P, se tiene P = P; para una i). Sea

ng = max{n € Z: (I, 1) € P}

Entonces si S es el anillo gradnado de P2, obtenemos la siguientes conten-
stones de S-maddulos:

S S 5 S 5 S 5 S 50
R T e T TR ]

La igualdad del lado izquierdo se obtiene gracias a que (I, I3) = NP},
ver Eisenbud [Eis95, cor 212, ver también comentario inicial al capitulo 3
del mismo libro.

Es claro tambiéu que esta cadena es una serie de composicion, cuya altura
es igual a Y= 0 n;.
Ahora, localizando sobre P (el ideal de un punto) en la cadena de arriba

y utilizando que PN P; = 0 si P # P; obtenemos la cadena de Sp mddulos:

S ) “i:)-—-'g—:) DS:)O
M 1y), P et 2,

si P = P; para algin i, o bien la cadena trivial
020

si P # P; para todo i.
De donde sigue et resultado buscado.
b) ‘Trivial de la definicion,
¢) Se sigue localizando la siguiente sucesion exacta:

0— S - S Y S =0
(Fl’ Gl) (FllGlG‘)) (Fl,FQ)
dada por
Z -Gyl - GhZ.
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Definicién 2.73. Se define el divisor de interseccion de dos emrvas ¢, C €
P2, como el divisor:

R Ry= Y i(Ch, Coy P)(P)

pey?
siendo 1y y Iy los polinomios que definen a las cnrvas.

Claramente por el inciso a) de la proposicién anterior 12+ £25 es en realidad
un elemento de Div(C)) y de Div(Cy). ;

Las propiedades sobre i(C'y, Cy, P) estipuladas en la proposicion anterior
se traducen a las siguientes propiedades entre los divisores de interseccion:

Proposicidon 2.74. o) B Ity = Ry - R
)Ry FG =R -F+Ry-G
c) G =1 (AF +G)

Demostracién. Todo es claro menos ¢), el cual se sigue del isomorfisino:

S 8

FG) ~ (F,AF+G)’

O

Definicion 2.75. Sean C,Cy dos curvas que intersectan a C', decimos que
C, intersecta a C' en un eiclo mayor que C, si

B-F>K.I
donde I} son los polinomios que generan a C; y F el que genera a C. -

Considerando la definicién de arriba, es natural preguntarse si existe una

curva S definida por G = 0, que tenga justamente como divisor de inter-
seccion a:

D=Fy.-F-F.F

Pero encontrar dicha curva es equivalente a pedir que exista una ecuacion,
con A y B polindmios (formas) tales que %y = AF'+ BF,, con grados deg H —
deg 'y deg H — deg G respectivamente. Asi tendriamos

Fy-F=(AF+BFR)-F=(BF).F=B.F+[ F

Siendo la curva generada por B la que buscamos.
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Teorema 2.76. Max Nocther's Fundamental Theorem. Si I,GH son cur-
vas proyectivas en P2 Asumiendo que 'y G no tienen componentes en
comiin. Entonces existe una equacion H = AF + BG con A, polinomios de
grados deg H—deg I*, deg H —deg G respectivamente, si se cuinple cualquicra:
a) Iy G se intersectan transversalmente en todo punto I € 'NGNH.
b) P es no singular en 'y i(P I, P) > i(G, I, P).
¢) Iy G tienen tangentes distintas en Iy

pp(H) 2 pp(F) + pp(G) - 1

Corolario 2.77. Sean C,, C, y C curvas en P, Si

o) Cy y Cy se intersectan en deg Cy degCy puntos distintos, y C' cruza o
través de esos puntos

b) Todos los puntos de CyNCy son no singulares en Cy y C-Cy > Cy-C).

Entonces existe una curva D tal que

D-Ci=C:-C-Cy - C ‘

Demostracidn. a) Sigue directamente del inciso a) del teorema, y utilizando
el teorema de Bezout para ver que todo punto PP € IF'N G tiene indice de
multiplicidad 1.

b) Es exactamente la misma afirmacién del inciso b) del teorema, en el
¢aso de curvas, O

Ejemplo 2.78. Sca C una cibica irreducible y C, y C, otras dos ciibicas.
o : U :

Entonces suponiendo que Cy - C = Y7, P; donde P; son no singulares en
C (no necesariamente distintos) y suponiendo que Cy+ C = Z?:l P+ Q.
Entonces QQ = P.

Demostracion. Sea L una linea que pase por Py, entonces C+ L = Py+T+R
de esta manera: CoL - C = C)-C+Q + T + R. Asf por el inciso b) del
corolario 2.77, existe una recta M, tal que M - C = Q +T + R y por tanto
M = L, de donde forzosamente @@ = Py. O

2.9 Mapeo de Frobenius

Consideremos en esta seccién K un campo con char(K) = p, y sea g = p*,
entonces si C' es una curva en P* definimos como la curva C@ a la curva
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generada por ¢l ideal 1(1(C)@) donde {C) ¢s Ta imagen de [{C) bajo el
mapeo

q: K[C'] - K[C’] [ j’(’l)
Ahora definimos ol ¢*-mapeo de Frobenius ¢ : € — C al mapeo dado por

P = [‘\’0, BN 11\’n] g 1)('1) = [){g, N ¢

v

Como ¢ = p* tenemos que el mapeo osta bien definido, dado que f@(PW) =
(f(P))". Adin mds si K es un campo finito con ¢ elementos entonces trivial-
mente tendriamos que ¢ = C@ y ademds el ¢"-morfismo de Frobenius es
justamente el mapeo identidad ¢ : C — C. Es decir, ¢l conjunto de puntos
racionales sobre K, de doude C(K) = Ker(L - ).

De la definicidn y usando el teorema 2.27 vernos que ¢ es suprayectivo,
El siguiente teorema nos conduce a un corolario importante,

Teorema 2.79. Sea K un campo de caracterfstica p > 0, ¢ = p", C/K una
curva y ¢ C' = Cy el ¢**-mortismo de Frobenius. Entonces

a) 'K(C) = K(C) = {f7: [ € K(C)}

b) ¢ es puramettte inseparable.

c) degg =g

Para la prueba ver el libro de Joseph Silverman [Sil85, 11.2.11].
Corolario 2.80. Todo mapeo 3 : C; — Cy de curvas proyectivas sobre un
campo de caracteristica p > 0 se fuctoriza como

c - ¢ 5 g,

th

donde q = degi(v), y ¢ es el ¢"*-morfismo de Frobenius.

Demostracidn. Sea K la cerradura separable de 9*K(C3) en K(Cy ). Entonces
K(C1)/K ¢s puramente inseparable de grado ¢ = p', y entonces K(Cy)? C K.
Pero por 2.79.

K(C1)! = ¢*K(C?) y [K(C) : K(C)] = ¢

De doude comparando grados K = K(C”). De esta forma se tiene la sigu-
iente torre de extenciones

K(Ce)/K(C")/K(C))

por lo que utilizando la proposicion 2.31 se sigue el resultado. 0
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3 Geometria de Curvas Elipticas

En este eapitulo estpdiaremnos la geometria de las curvas elipticas, mencio-
nando algnuos invariantes importantes, y presentando la estructura de grupo
sobre estas eurvas.

Empezaremos el capitulo por dar dos definiciones alternativas para una
curva Eliptica. Una serd mids explicita ya que se da en terminos de una
ccuacion eibica conereta, a saber,

Y Z 4+ XYZ+a3V 2= X+ N2+ N 2% 4 a2

doude @y, aq,. .. a4 son clementos del campo.

Y la otra serd mds abstracta y se definird utilizando el invariante de una
curva g (género) que vimos en el capitulo anterior, cuando discutimos el
teorema de Riemman-Roch, el cual utilizaremos después para demostrar la
cquivalencia de ambas definiciones.

Mds adelante, presentaremos dos maneras diferentes de presentar la es-
truetura de grupo sobre las curvas Elipticas. La primera coustruccion sers
totalmente geométrica: por medio de trazo de rectas describiremos la forma
de sumar dos puntos, ademds de que escogeremos el elemento especial O
y la obtencion del inverso. La segunda forma serd puramente algebraica y
la haremos haciendo una identificacién entre los divisores de grado cero del
grupo de Picard de la curva y los puntos de esta, asf resultard que el grupo
sobre la curva serd justamente isomorfo al grupo de Picard de grado cero de
ella,

Finalmente, cerraremos nuestro capitulo con el estudio de las isogenias
de una curva eliptica, las propiedades y las herramientas indispensables para
que en el siguiente capitulo estemos en condiciones de probar las “Conjeturas
de Weil para curvas elipticas”.

3.1 Ecuacion de Weiestrass para curvas elipticas

Definicion 3.1. Una curva eliptica £ es una curva proyectiva en P? isomorfa
a una curva dada por la ecuacion de Weiestrass

YZ 4 XYZ +a3Y 2= X3+ 0 N7 + a4 X 22 + a5 2°

donde ay,ay,...,05 € K
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Serda costnmbre de ahora en adelante ver mnestra curva eliptica £ en o
afin Z # 0, en ese caso, la eurva eliptica se transformard en la ecuaeion:

. R 2
yz + Yy -+ agy = a4 Upx” + g - g

donder =3 yy= 1/-, nos representa of cambio de coordenadas que pasa de
A cenacion a otra.
Muchas veces, también es util para realizar cdlenlos con mayor facilidad

trasladar nuestra curva al origen, en cse caso tendremos la ecuacion:
22 - 2y e 22
Yyt ayy = 20 A4 Qo

o considerar que la curva cliptica £ es no singular, en cuyo caso obtendriamos
(después de trasladar al origen) la mini ecuacion:

y? +azy = 2 + au?

Nota 3.2. Podemos apreciar en la ccuacion de Weiestrass que el vinico punto
que queda en la linea al infinito (Z = 0) es el duico punto [0, 1,0}, Dado que
Z =0 implica X =0.

Nota 3.3. Es importante notar que los Gnicos cambios de coordenadas que
preservan la forma de a ecnacidén de Weiestrass son de la forma

r=ulT+r y= u“y + ulsE + 1t

Naturalmente, al aplicarle un cambio de coordenadas a una curva eliptica es
necesario ser lo suficiente cuidadoso para no alterarle la forma de Weiestrass
cuando sean necesario. Como caso partieular, es facil ver que una traslacién
no nos altera la forma, por lo tanto, no existird ningin impedimento par
trasladar al origen la ecuacion de Welestrass.

Definicién 3.4. Sea char(K) # 2. Entonces completando cuadrado del lado

izquierdo de la ecuacion de Weiestrass y sustituyendo y por %(y -z + a3)
obtenemos la ecuacidn:

y? = da® + b2 + 2z + bg

donde

b2 = af +4Uq
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by = 2ay + apuy

)
by = ay + dag
y definimos

2 22
by = ajag + dagag — ayazny -+ ayay — ay

¢y = b3 — 24b,
06 = b3 + 36byby — 2160
A = —bibg — 8§ — 27b3 + 9bybybg
J=c/A

w=dz/(2y + oz +ag) = dy/ (3% + 2097 + a4 — ay).

Llamamos a A el discriminante de la ecuacién de Weiestrass, a j el j-
invariante de una curva eliptica ' y a w el invariante diferencial de E.

Observacion 3.5. La igualdad

dz _ dy
+ax+a; 314200 +ag - ayy

se desprende (naturalmente) de la ecuacién
2 - = 23 1 gon? .
Yt azy + aay = a7 + it + a4 + ag

aplicando de ambos lados el operador diferencial d, y utilizando las reglas de
derivacion,

Ejemplo 3.6. El invariante diferencial

dz
2y +a; + a3
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nos representa en P2 es decir, en coordenadas homogéneas a la diferencial

Z X
d Q
2 + X + a3 </> €

donde claranente —)— es un pardmetro de uniformizacion en I = [0, Y, 1] con

Ly r \ﬂ):

Andlogamente

322 + 2092 + ay + a1y

representa a la diferencial homogénea

ZZ l Y
X2+ XNZ +ay22 - Y2 7

donde ‘7 ¢s pardmetro de uniformizacion en fos puntos P = [z, 0, 1] donde z
se mueve en las solnciones de la ccuacion:

2+ e + a4+ ag =0

La siguiente proposicion justifica el hecho de que se haya nombrado a j
el j-ésimo mvariante,

Proposicién 3.7. a) La curva dada por la ecuacidn de Weiestrass put’de ser
caracterizada como sigue:

i) Es no singuler si A # 0,

i) Tiene un nodo si A =0y cy #0.

i) Tiene una cispide si A =0 yey =0.

b) Dos curvas elipticas son isomorfas sobre K si y s6lo si tienen el mismo
j-invariante.

c) Sea jy € K. Entonces eziste una curva eliptica definida sobre K(jo),
con j invariante igual a jo.

Demostracidn. Silverman, The Aritmetic of Elliptic Curves [Sil85, IIL.1.4).
a
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Otra forma adecuada de representar las curvas elipticas es por medio de
la cenacion de Legendre

y = (e~ 1)(x = A),

la cual la podeinos obtener si char(K) # 2 poniendo fa ecuacion de Weiestrass
en la forma

yr = da 4 byt 4 2 -+ b
donde by, by, bs son como en la definicion 3.4. luego remplazando (x,y) por
(4, 8y) tenemos factorizando la ccuaeién eibic:

¥ = (2= e)(w = e) (2 — ey)
y de esa manera volviendo a sustituir por

- 3
= (eg—e)i+ey y=(eg—e))2y
obtenemos la forma de Legendre con

€3~ € _ =
N= EK

€9 — €]

Proposicion 3.8. o) El discriminante A de E) esta dado por la ecuacidn
A= 24\ = 1)2)
b) El j-invariante de E) es

O - A+ 1)

S ===y
¢) Eriste una asociacidn
K-{0,1} - K
A= j(Ey)

que es sobreyectiva y ezactamente 6 a 1, excepto para j =0y j = 1278 = 28,
donde la asociacion es3 al y2 a L.
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Demostracidn, a) Se sigue observando que de £y obtenemos las cantidades
by = —4(A+ 1), by = 2\, by = 0 y by = —A?, y sustituyendo en la definicion
de A,

b) Como arriba, se calenla by = 21 (AN*~ A1) y se sustituye en la definicion
de j.

¢) Se sigue observando que si B, y k) son dos curvas en la forina de
Legrende con el misumo j invariante entonces po toma la forma de las scis
posiblidades

1 A oA=L

|
T Ul vy U et w

Ver [Sil85, pag 72) para una descripcion mas detallada, Naturalmente vemos
cque j(Ey) = 0 ocurre s6lo si A2 — X\ 41 =0, es decir si A = i}'—, con lo que
o loc fprre () A=l L LA ”

antomdticamente las termas (A, ==, 1=x) ¥ (5, x5, 1 — A) nos dan el mismo

valor pv y por lo tanto la asociacion:
K-{01}-K

es2al
Andlogamente, si j(£)) = 2% se tiene que A = 1 y por lo tanto sélo
podemos obtener los 3 valores siguientes o = —1,2,1/2. O

Definicién 3.9. Definimos al conjunto E,, como el conjunto de los puntos
no singulares de una curva eliptica.

3.2 La Curva Eliptica; Curva de Género 1

Definicién 3.10. Una curva eliptica es un par (£, 0), donde E es una curva
de genero 1, y O € E. Escribimos E/K si E es definida sobre K como curva
y O € E(K).

Proposicién 3.11. Sea E una curva no singular dadae por la ecuacidn de
Weiestruss. Entonces el invariante diferencial w de E, es no nulificable y no
cero, es decir div(w) = 0.

Demostracidn. Recordemos que

dz dy

U= =
0+ +ay 29+ mr+ay
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con rp € K. Entonces sea I = (xq, yy) y sea
my b= P
el mapeo dado por
Y,z [\, 7]

Es decir, la proyeccion desde el punto P = [0,1,0) € E. Entonces m, estd
bien definido para todo punto P € E, excepto £ = [0,1,0], y ademds m,
¢s un mapeo de grado finito. Debemos también observar que la funcién z,
considerando coordenadas no homogéneas, es equivatente a ta funcion % en
coordenadas homogéneas.

Primeramente cstimarcmos ordp(w) con P # [0,1,0]. Sca Q el punto
Q = [20,1] € P! (notar que m,*([L,0]) = [0,1,0] )

Tenemos que t = -—7’—”—’- es un parametro de uniformizacién en Q. Clara-
mente m,(t) = 2 — zp considerando coordenadas no homogeneas.

Ahora la cardinalidad de 1(Q) estd dada por el mimero de soluciones al
polinomio cuadrético £'(xy,y). Y ademds, por la proposicion 2.35, tenemos

Z ordp(z — x) =2
ren;'(Q)

de donde ordp(zx — zp) = 2 si y solamente si I'(24,Y’) tiene doble solucién,
es decir si y sdlo si

- [(OF
ordp | —(xo, )| =1
(G Gom)
enmpliéndose por lo tanto, siempre, con ordp(x — xp) =1 0 2, la igualdad
ar
ordp(w) = ordp(w — zo) —ordp [ =— ] =1 =0
y

Ahora, como @ es una funcién regular, en todo punto de E, excepto cn
P =100,1,0], y deg} gcp..p0rdg(z) = 2 Entonces, ordp(z) = —2, ya que
debe cumplirse deg +x =0,

Siguiendo un razonamiento similar se puede ver que ordp(y) = -3. Por
lo tanto, existen funciones f,g € K(E) con ordp(f) = ordp(g) = 0, tal que
z=t"2f yy=1t3, con t pardmetro de uniformizacién en P.
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Y de esa manera, sustithyesdo 2y y por £ 2f v+ 3 en la ecuacion que
define a w, tenemos,

~of 4 t4

il (
20+ aytf + ayth
de donde como f es regular entonees dt/df es también regular; y por tanto si
char(K) # 2 se evidencia que ordp(w) = 0. Y si char(K) = 2 trabajando de
manera analoga con la ecuacion de w en términos de dy se signe el resultado,

O

Proposicion 3.12. Si E es una curva singular dade por lo ecuacion de
Weiestrass entonces existe un mapeo recional

h: E— P

=

de grado 1.

Demostracién. Supongamos sin perdida de generalidad que £ pasa por el
punto (0,0) € E. Entonces, como E es sigular se puede escribir de la forma:

E g+ apzy = 2% + age?
Entonees ¢l mapeo racional
. E—-P [,z [,y

tiene grado 1.
Dividiendo la ecuacion que define a E por 22, tenemos que

Y\ 2 1
€T = (i> +(L1'—/-—-{L2
; T

o

y dividiento por y

AL yy~!
Y= (-J-) r* 4 ay (i) T +aw.
z x

Por lo que, como K(y/z) es el campo de funciones del abierto U = P— [0, 1],
el morfisino de campos

qS:K(%) - K(E)

es un isomorfismo.
De donde, E y P! son birracionales, y por lo tanto ¢ es un mapco racional
de grado 1, O
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Proposicién 3.13. Sea ' una curve Eliptica sobre K. Entonces
) Eristen funciones x,y € K(E) de mancera que el mapeo

‘)
¢ P
dado por
3 — [ PP) )
(/)(1 ) = [L(I )’U(I )) l]
da un isomorfismo de E/K sobre une curva cuye ecuacidn es
¢, 2 . PR 2 i
C:y* +azy+ a3y = 2"+ age” + agx + ag

donde ay,aq,. .. ,a5 € K. Y ademds $(0) = [0, 1,0].
b) Toda variedad no singular dada por una curva cliptica C' como arriba
es una curve eliptica definida sobre K y con origen O = [0,1,0].

Demostracidn. Por el teorema de Riemman-Roch L(nO) tiene dimensién n
sobre K(E).

Ast L(20) es un espacio de 2 dimensiones, en el que sus elementos se
pueden expresar como {k + Az} donde 2 es una funcion con polo doble en
Oy kk € K Andlogamente, se tiene que

L(30) 2 L(20) © L(30 - P~ Q)

con PLQeEy P#0yQ+#0.

Asi, si cscogemos la funcion z € L(20) con doble polo en O y una
funcién y € L(30), tal que y # 0 y y ¢ L(20). Entonces las 7 funciones
1, 2,9, 2% zy, y* 2* estan en L(60). Pero L(60) = 6y por lo tanto, existen
coeficientes A, Ay, ..., 47 € K, al menos algunos distintos de cero tales que

AL+ A + Agy + Aga? + Aszy + A + Azt =0

Podemos notar también que A;Ag # 0, pues de no serlo asi entonces tendri-
amos cada término con distinta polaridad y por lo tanto todos los A; serfan
cero.

Sustituyendo x,y por —AgAzz y AgA?y y dividiendo entre A3A3. Obten-
emos una ecuacién como la de Weiestrass, Asf naturalmente ¢l mapeo bus-
cado es ¢ 1 E — C, eon §(P) = [¢(P),y(P),1]. Asf, basta mostrar que
¢ E — C es un mapeo grado 1, ya que en dicho caso, como E es no
singular éste serfa un isomorfismo.
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Ahora como x tiene un unico polo doble en O, entonees el worfismo
w o P P = [x(P),1]

es de grado 2.

Esto se sigue de que la imagen inversa del punto (L, 0] (ver ?7) es el punto
O contando doblemente.

El mapeo 2 £ — P' se puede ver como la composicion = m, 0 ¢ donde
my o ¢ — P! oes la proyeceion desde P = [0, 1,0}, esto es

my e,y 2] - {2,y

y este mapeo es también de grado 2.

Entonces de la igualdad deg2 = degm, deg ¢ se sigue que deg d = 1.

Pero € no puede ser singular, de serlo, entonees por la proposicion an-
terfor, existe un mapeo racional ¥ : ¢ — P! de grado 1, y por lo tanto
pod: E — P! es un mapeo de grado 1 entre 2 curvas no singulares y por lo
tanto un isomorfismo. (Ver proposicion 2.27) Pero eso, no puede ser, ya que
estas curvas poseen diferente género.

b) Se sigue por el corolario a Riemman-Roch y del hecho que div(w) =0
que el género de C es 1. De esa forma, C junto eon el punto O = [0, 1, 0]
definen una curva eliptica. O

3.3 La Ley de Grupo para las Curvas Elipticas

Como anticipamos en la introduecién a este capitulo, en esta seccion intro-
duciremos la Ley de Grupo en 2 formas diferentes:

Para la primera, es muny importante tener en mente el teorema de Bezout
sobre las multiplicidades de la interseccién de curvas, éste nos dice que la
suina de los indices de interseccién sobre los puntos de la interseccién es
igual al grado de las curvas.

Asi las cosas, una recta L C P* intersecta a E' en exactamente 3 puntos
P,Q,R (que pueden ser iguales, ya que estamos contando multiplicidades).
Por c¢jemplo, la recta Z = 0 intersecta a £ unicamente en el punto O =
(0,1,0] con una triple multiplicidad, siendo este un punto de infleccién, y
en ese sentido, un punto especial que nos posibilitard la construccion de la
estructura de grupo en £.

Definicién 3.14. Ley de Operacién. Sea P, € E. Construimos la op-
eracion @ : £ — E signiendo el procedimiento:
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Trazemos la linea L que pasa por PPy Q (si P = Q, L serd tangente a
E), entoncees ésta intersecta a £ en un Lercer punto R, Ahora, conectemos a
Ry O con otra linea L, entonees sca P @ (Q el tereer punto de interseccion
de L eon E.

Proposicién 3.15. La Ley de Operacidn tiene las siguientes propicdades:
«)Si una linea intersecta a B en los puntos P,Q,R, entonces

(PoQ)oRk=0

b)) P®O =P para toda P € E.
) P®Q=0Q®P para todas P,() € E.
d) Sea P € E, entonces existe un punto en E, denotado por ©P tal que:

Po©P)=0
e)Sean P,QQ,R € E. Entonces
PeQ)OR=PO(Q®N)

En otras palabras, la ley de operacidn definida, provee a la curve eliptica de
una extructure de grupo

Demostracidn. a) Como L pasa por P, Q y R, entonces P & @ es el otro
punto de la lfnea que une R y O, de donde si M une P & Q con R dsta
tiene como tercer punto de interseccion a O y como O tiene grado 3 entonces
su tangente no toca ningin punto en la curva, excepto al punto O y asi
(Pe@)oR=0. _

b) Sea L una recta pasando por P y O, entonces intersecta en otro punto
R (no necesariamente distinto), ahora como obviamente L une a R con O,
se sigue ¢l resultado.

¢) Trivial por construccién.

d) Consideremos la linea que unc P con O, entonces sea ©F el otro punto
de interseccién con E, entonces naturalmente P @ (OP) = 0

e) Este es el inciso mds dificil. Para demostrarlo utilizaremos los divisores
de interseccion: Escojamos las rectas Ly, My y L tal que

L C=P+Q+8

M- C=0+8+8
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Ly C=8+R+T
Andlogamente escojamos las rectas My, Ly, My tal que
I3 :

M C=R+Q+U
Li-C=0+0+U

My C=U+P+T
Basta demostrar que 7' = 7. Counsidercinos las cibicas Cy = LyLoLy y
C'y = My MyMs, de donde aplicando el resultado del ejemplo 2.78 tenemos
A !
queT =1, 0

A partir de ahora, con ¢l fin de simplificar fa notacién en lugar de nsar
los simbolos @ y 6, utilizaremos la notacion mas agradable +y —.
Taibién denotaremos la suma m-veces de un punto P como

mP =P 4.+ P (m veces)
Si consideramos fijo 1 € Z entonces definimos de manera natural el mapeo
[(m]:E—E P mP

Este mapeo jugard un rol muy importante de ahora en adelante, siendo un
morfismo de curvas que es también un homomorfismo de grupos (ver siguiente
seccién). Y de esa forma tendremos una representacién

[ 1:Z— Aut(E, E) = End(E)

Observacidén 3.16, El grupo Pic’(E) hereda su estructura a E.

Sean P, () € E cntonces los divisores D = (P) ~ (0) y D = (Q) - (0),
son linealmente equivalentes si y sélo si P = Q. Ya que D ~ D 4= existe
f € K(E) con div(F) = (P) - (Q)

== P =Q (por el ejemplo 2.68).

De donde, existe un mapeo bien definido de

G : E - Pic*(E)
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e inversainente si D € Pic®(£), por el corolario a Riemmnan-Roch,
L(D +(0)) =

de donde existe f € K(E) tal que div (f) > —D~(0) y como degdiv (f) =0
se ticue

div(fy=D+(0)-(P)econPeE

y asi se sigue que D ~ (£2) = (0), y por ende G es biyecliva.
Ahora, hereddndole la estructura de grupo de Pic®(£) a £, observaimos
nmevamente que £ es una variedad abeliana,

Proposicién 3.17. Si E' es dada por una ecuacion de Weiestrass, entonces
el grupo geométrico en E, coincide con el grupo algebraico Pic®(E).

Demostracién, Basta ver que
G(P+Q)=G(P)+C(Q)

donde la suma de la izquierda es la del grupo geométrico y la de la derecha
la inducida por Pic®(E). A continuacién una hermosa prueba debida a Sil-
verman: Sea

fIX,Y,Z)=aX 4+bY +¢Z =0
la recta que pasa por P, Qy S, y sea
9 XY, Z)=dX+eY + fZ=0

larectade Sa O,
De esta manera, recordando que la linea Z = 0 intersecta a £ en O con
multiplicidad 3, Silverman obtieue

div (i) = (P) + (@) + (5) - 3(0)
y |
div (2) = (P +Q)+(S) = 2(0)

y ¢ii consecrencia

div (5) =(P+Q)~ (@~ (P)+ (0)

de donde G(P + Q) = G(P) + G(Q). O
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Corolario 3.18, Sen £ una cwva eliptica. Bl divisor D = 3 0P €
Div(EY) es principal si y solo sideg D =0y Y % = 0.

Dewostracion. Claramnente st D es principal, entonces deg D = ().

Pero D es principal siy solo si D ~ O y dado que deg D =0 esto es si y
solo si Y, (md’ — m0) ~ O pero esto por definicion de la suma en Ja cirva
cliptica, unicamente y necesariamente ocurre si Y il = 0. 0

3.4 Isogenias

Ya hemos estudiado de manera individual las curvas elipticas, ahora estamos
interesados en estudiar los mapeos entre ellas.

Definicién 3.19. Scan E) y E, curvas elipticas. Una isogenia entre Ky y
£y s un morfismo

(filEl"'}Eg

que satisface que ¢(Q) = O,
Decimes que E; son isogeniamente equivalentes si exite uua isogenia entre
ellas tal que @(E}) = E,.

Observacion 3.20. Dada una isogenia ¢ : E} — Ey eutonces ésta cumple
con Pp(£y) = {0} o con ¢(E;) = E,. De esta manera tenemos que ¢ # 0 es un
mapeo finito de curvas, y por lo tanto podemos hablar de grados separables
¢ inseparables de ¢.

Nota 3.21. Se puede demostrar que los mapeos © : £ — E dado por P =
=Py ®:E x E - E sou morfismos [Sil85, teo 3.6].

De aqui se sigue, que el conjunto de isogenias ¢ : £y, — Ej, tienen
extructura de grupo con la ley de operacion:

(¢ +9)(P) = §(P) +9(P)

y estructura de auillo con la composicion.

Definicién 3.22. Denotamos por Hom(E), E3) al conjunto de homorfismos
del grupo de B, a el grupo E,.
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Observacién 3.23. Eutonces todo elemento pertencciente al Hom(k,, E,)
¢s Hna isogenia, pues £, cs no singular y entonees si ¢ # 0 tenemos que ¢ cs
suprayectiva y es un morfisino 2.27.

Si ¢ = 0 entonees se tiene trivialmente que ¢ s morfismo.

Ejemplo 3.24. El homomorfismo [in] : £ -5 E define nna isogenea.

Proposicion 3.25. «) Sca E/K una curva eliptica y sea m € Z, m # 0.
Entouces el mapeo de muldtiplicacidn

(m]: E—E

¢s no constante.
h) Sean Ey y Ey dos curvas elipticas. Entonces el grupo

Hom(E), E\)
es un Z-mddulo libre de torsidn.

Demostracidn. a) Ver [Sil85, pag 72] o corolario 3.36.
b) Signe inmediatamente de a) si consideramos que [m] o ¢ = 0 si y sélo
sim=00¢=0, O

Definicion 3.26. El m-subgrupo de torsién de E cs el subgrupo
E[m] = ker [m]
Y el grupo de torsion es ¢l conjunto de puntos de orden finito
Eors = U E[m]

Observacidn 3.27. Dado que por la proposicion anterior [m] # 0 entonces
el grupo E[m] es finito 3.25. Aln mds demostraremos (siguiente capftulo)
que este grupo posce exactamente m? elementos.

Definicién 3.28. La traslacién 7¢ : es ¢l isomorfismo dado por

TQIE—LE

P—P+Q

Claramente tenemos que 7¢ o 7.
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Teorema 3.29. El isomorfismo siguiente es cierto
Hom(E,, E;) = {isogeneas ¢ 2 By — By }

Ya vimos, que todo homomorfismo ¢ € Hom(k), k) nos define wna
isogenia (observacion 3.23), basta por tanto, demostrar que dada una isogenia
¢ Ey = By se tiene que

H(P + Q) =)+ Q) para todos P\QE L

Si ¢(P) = O para todo P € Ey no hay nada que probar, de otra mauera, si
¢ # O induee un homomorfismo

by Pic®(E)) = Pic®(£,)

dado por
Y Py =Y il d(P)

de doude, utilizando el signiente diagrama conmutativo
con los isomorfismos E; = Pic%(E;) dados en la contruccion de Ja estruc-

-~

tura de grupo en E;, se signe que ¢ es composicién de morfismos y por tanto
¢s morfisino.

Corolario 3.30. Si ¢ : Ey, — E, entonces kerp = ¢7}(0) es un subgrupo
finito.

Demostracidn. Por ¢l teorema anterior es subgrupo. De donde se sigue la
proposicion. O

Nota 3.31. Conversamente, s¢ puede demostrar que si G es un subgrupo
finito de E,; entonces existe una curva F, y una isogenia ¢ : By = Ej tal que

G = ker¢.

Teorema 3.32, Sea ¢: E; — E; una isogenia no constante.
a) Para Q € Ey,

1671(Q) = degy ¢
y ademds, para todo P € ¢ '(Q),
eo(P) = degi(9).
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b) Ef mapeo

ker ¢y — Aut [K(E,)/(,’)‘K( 3'2)]

17
es un isomorfisimo, doude 77 es la trastacion por 7'y 71 es un aulomorfisino
inducido sobre K(£,).
¢) Asumiiendo que ¢ es separable. Entoncees ¢ es no ramificado,
f ker ¢ = deg, ¢

y K(£}) s una extension de Galois sobre ¢*(E).

Demostracidn. Ver [Sil85, 4.10], a
Corolario 3.33. Sean

o E = Ey, ) By = Ey

dos isogenias no constantes, donde asumimos que ¢ es separable. Entonces
81

ker ¢ C kerp,
exite una isogenia

Ao By — By
tal que ) = Ao ¢.

Demostracion. Por el teorema 3.32 como ¢ ¢s separable, entonces ¢*K(E))
s una extension de Galois, i.e.

Aut(K(Ey) 0 K(E))) = [K(Ey) : ¢ K(E))]

Entonces la inclusion ker ¢ C ker ¢ implica que el grupo de Galois Aut(K(E,)/¢'K(E}))
fija al subcampo ¥*K(E}). Asi tenemos las siguientes inclusiones de campos ‘

' K(E) c ¢'K(E)) C K(E)
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de donde por la proposicion 2.31, existe un mapeo
A E;) - E;;
satisfaciendo naturalimente la igualdad
(/)*(/\' K(E;)) = ’I/J'K(E:;)

lo que implica que ¥ = Mo ¢, Y el resultado se signe de observar que A es
isogenia

AO) = M9(0)) = $(0).

3.5 El Invariante Diferencial

En la primera seccién definimos al invariante diferencial w de una curva
cliptica y més adelante en la seccién 2 demostramos que div(w) = 0, siendo
este resultado de gran utilidad para ver que las Curvas Eliptica definidas por
la ecuacion de Weicstrass son curvas de género 1. Esto nos posibilitd una
construccién mas algebraica de la estructura de Grupo en estas curvas. En
este capitulo presentaremos resultados importantes acerca del invariante w
que nos ayudaran a profundizar nuestro estudio de estas curvas y los mapeos
entre ellas, en concreto, el corolario 3.37 muestra que el mapeo (1 — @) es
separable, ésto nos serd muy itil para evaluar el nimero de puntos de los
conjuntos E(K;). Con K un campo finito. Y por tanto para demostrar la
conjetura de Weil en el caso de curvas elfpticas.

Teorema 3.34. Scan E y E dos curvas elipticas, sea w el invariante difer-
encial de £ y

o E > E
dos isogeneas. Entonces
(p+9)'w=¢ w+P'w

donde los mapeos ¢* y ¥* estdn definidos después del comentario 2.47.

(Naturalmente el signo + en el lado derecho representa la suma en el
grupo Hom(E, E), mientras que en el lado izquierdo representa la suma en
el espacio veetorial Qp.)
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Una prueba de este teorema se puede encontrar en Silverman [Sil83,
HL5.2). Nosotros estainos intercsados en las siguientes notables consecuen-
cias.

Corolario 3.35. Sea w el invariante diferencial de una curva eliptica E,
Sca m € Z. Eatonces

m|'w = mw,
(m]

Demostracion. Es claro que para m =0y m =1 que el corolario se cumple,
Euntonces por induceidn y usando el teorema tencmos:

[+ 1w = [(m]'w + [1]'w = (m + L)w
O

Corolario 3.36. Sea E/K una curva eliptice, m € Z, con m # 0. Asum-
iendo que char(K) = 0 o (char(K),m) = 1 tenemos que [n] es un mapeo ,
finito y un endomorfismo separable. |

Demostracidn. Seaw el invariante diferencial de £. Entonces [m]*w = mw #
0. De aquf que [m] # [0]. De donde [m] es sobre y por lo tanto es finitoy [m]*
es inyeetivo por lo que se sigue de la proposicién 2.57 que [m] es separable. O

Corolario 3.37. Sea char(K) = p > 0, E una curva eliptica sobre F,, y
¢: E = E el ¢*-mapeo de Frobenius. Sean m,n € 7, entonces el mapeo

m+np: E—-F

I
es separable si y sdlo si (pyn) = 1. En particular el mapeo (1 — ¢) es E
separable. 5

Demostracion. Sea w el invariante diferencial de E. Vimos en 2.57 que un
mapeo 1 es inseparable si y solo si ¢*w = 0. De donde como el mapeo de
Frobenius ¢ es inseparable obtenemos

(m + ng)*w = mw + ng*w = mw

y por lo tanto si (p,m) = 1 tenemos que (m + ng)* # 0. a
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3.6 La Isogenia Dual

Si consideramos ¢ By — Fy mna isogenia. Hemos visto que esta isogenia
nos induce nn hontomortismo

¢* : Pic([0) > Pic®(E)

Entonees aprovechando los isomorfismos de grupo Ey & Pic®(Ey) y By &
Pic®(E)) esto nos induce una isogenia

(/) : Ez -~ E|
Definicion 3.38. A la isogenia ¢ la Hamaremos la isogenia dual de ¢.

El siguiente teorema, nos muestra una relacion intrinseca entre las isoge-
nias @ y ¢ y el grado deg ¢.

Teorema 3.39. Sea ¢: E) — E, una isogenia no constante de grado m.
a) Entonces existe una isogenia iinica

(/)!Eg"")El

que satisface ¢ o ¢ = [m].
b) Como grupo de homomorfismos, ¢ es igual a la composicién

Ey = Din®(£y) & Din’(E,) *3 B,

Q- (Q)-(0) Y (P Y [nplP

Demostracidn. En el inciso a) la unicidad de ¢ se sigue facilmente de la
cxistencia. Por lo tanto, para demostrar a) y b) basta ver que el inciso b)
con la isogenia dual ¢ definida arriba cumple que

$o o =[degg] = [m].

Observe que si ¢ # 0 entonces para todo Q € E se tiene que ¢~1(Q) # §.
Asf usando el teorema 3.32
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$Q) = sum(9*(Q - 0))

mun( }: ea(P)(P) ~ Z ‘34:(5')(5))

i

Py Q) SCker¢
= Z L¢ P 1) Z [(,/, S S
Peg( Seker g

Pero como dado enalquier P € ¢7'(Q) se tiene la igualdad de conjuntos
(P+T:T ek} =¢7"(Q)

cntonces

HQ) = Y (e +P)=ey(I)(T))

TeKerd

= [deg; ¢] ( Z (I'+P)- (P))

PeKerp
= [deg; ¢] o [dog, #](P)
= [deg ¢}(P)

Pero como P € ¢~1(Q) entonces se ha mostrado que

-~

o ¢(P) = $(Q) = [m](P)

Teorema 3.40. Sea ¢ : E) — E, una isogenea.
a) Si m = deg ¢ entonces

$o¢=[m] sobre Ey

bop= [m] sobre B,

b) Sea A: Ey — Ej otra isogenea. Entonces

Nop=¢oX
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¢) Sea A 1 By - Ey otra isogenea. Entonces
e — o~ o~
Atbd=A+0

d) Para toda m € Z

—~

[m) = [m] y deg[m] = m?*

¢) deg b= deg ¢
) ¢ =

Demostracidn. a) Ya sabemos por 3.3 que ¢o¢ = [m]. Ahora considerando
la composicion

popod=qom|=[m]og
De donde como ¢ s sobreyectiva por la proposicién 2.27 se sigue a).

bh) Sean deg ¢ = m y deg A = n.
Componiendo nuevamente s¢ tiene

dorodop=dolnlp=[n]opod=[mm]

y utilizando la unicidad de la isogenia se ve la afirmacidn.
¢) Ver Silverman [Sil85, 111.6.2].

d) El resultado es evidente para m =0 y m = 1. Entonces por induccion
y utilizando el inciso ¢)

o+ 1) = [ + (1) = fm] + [1] = [+ 1)

el resultado es evidente para toda m € Z.
¢) Por el inciso de arriba y mirando que

(m?) = [degd o ] = [deg d dog p| = [deg @) o [m)]

el resultado se evidencfa. 0
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4 Conjeturas de Weil

4.1 Preparando la demostracion

Consideremos K un eampo finito con ¢ elementos y pensemos en K su cer-
radura algebraica. Entonces si V es una variedad definida por los polinomios
fuy fay oo, fu concodficientes en K, la entenderemos naturahnente como nna
variedad encajada en PYesto es, los puntos de la variedad con coordenadas
homogéneas en K. Por otro lado, sea V(K,) el conjunto de puntos de V
cont cordenadas en K, Hamados los puntos racionales de V respecto a K,
In extension de grado n de K. Resulta interesante tener en mente la idea
geométrica de que los conjuntos V(K,) nos van “lenando”la curva V C P,
de tal manera que resulta interesante preguntarse hasta que punto la sucesion
de conjuntos V(K,) lena a V. Siguiendo esta idea podemos definir una
fancidn, que Namaremos zeta, que nos conserve este tipo de informacion.
Definimos la funcién zete como la siguente serie de potencias:

Z(VIK,T) = exp(Y_ 4V (K,)T™ /m)

n=l

esta funcién tiene sentido como serie, dado que cada término §V (K, ) es finito
debido a la finitud de K, y ademds se pueden definir las funciones exp 2 y log 2
como scries formales. Por otro lado, aplicando logz a la funcion Z(V/K,T),
podemos recuperar los valores §V/ (K, ) derivanndo las veces que sea necesario
y multiplicando por el término

1
(n—1)"

Ahora ya definida la funcion Z(V/K,T) estamos en condiciones de for-
mular las conjeturas de Weil para esta funcién, la cual cumplird con las 3
propicdades signientes: racionalidad, de la cenacién funcioual y 1a Hip6tesis
de Riemann. Las conjeturas de Weil quedaron estableciadas ast:

Conjetura 4.1. (Conjeturas de Weil)., Sea K un campo finito con g cle-
mentos y V /K una variedad proyectiva de dimension n. Entonces se cumple:
) La Racionalidad.

Z(V/K,T) € Q1)
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b) La Ecuacidn Funcional. Eziste wn entero = (La coracteristica de Buler)
tal que:

ZOV/K, gDy =" g2 2(V/K,T)

¢) La Hipdtesis de Riemann. Eriste una foctorizacion

| , PUT)... Py o (T)
Z ‘/ K’ 1‘ = i il 41
(V/K.1) Py(TYP(T') ... Py (T)

con cada P(T) € Z[T). Ademds Po(T') = 1 =1, Py(T') = L = ¢"T', y para
cada L <1< 2n—=1, (1) se factoriza sobre C como:

P,(T) = II(l - (l‘ijT)
J

con |ayj| = /.

Observacidn 4.2. Es natural preguntarse por qué definir a la funeién Z(V/K, T)

como se definid y no de una manera mas simple, como por ejemplo la serie
Yoo BV (K, )T™ /n. La respuesta estd dada un poco por lo que nos gustar{a
demostrar; es decir, las propiedades de la funcién zeta que nos gusta.rfa que
tuvieran validez. La idea intuitiva, para elegir Z(V/K, T, es la siguiente: la
serie Y oo | 1V (K, )T™ /n es muy parecida a la serie log 7" lo que las difereneia
son los coeficientes. Esta diferencia podria ser bastante para tener 2 fun-
ciones profundamente distintas. Sin embargo, no es tampoco tan desatinada
la siguiente pregunta;

Podemos ezpresar o la serie Y " #V (Kp )T /0 en terminos delog Q(T'),
donde Q(T) sea una funcion amable: esto es, una funcidn racional, que
cumnpla con lu Hipétesis de Riemman,ete?

Si esto ultimo fuera posible entonces tendriamos un equivalente de la
conjetura de Weil y si quisieramos que la funcion zeta fuera racional, etc,
bastarfa con apliear una exp a la serie log Q(T). Como en cfecto se hizo
cuando se definiéd Z(V/K T).

Para ilustrar estas consideraciones caleulemos Z(P§ /K, T'). Dado que K
tiene ¢ elementos entonces cada extension K, tiene ¢™ elementos entonees si N
es la dimensién del espacio proyectivo tenemos que el numero de coordenadas
homogéneas sobre el campo K, es ¢*(V*) — 1. Ademds estas eoordenadas
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estan agnipadas en clases de equivalencias con ¢ — 1 elementos, de osta
manera sabermos que
n(Nvl) N
q -1 -~
17 (MY ni
V(P ::———————-——~::E q
4 ( I\n) (1,, ~1 -

de donde

0 N
log Z(PY /K, 1) =Y | D "
n=l \i=1
AV
= Z ~log(t — ¢'T)
10}
Con lo que finalmente se obticne que

1

2Bz [K,T) =

(L=TY1-qT)...(L=¢T)

que es una funcién racional con coeficientes enteros y que se puede verificar
facilmente que cumple con las conjeturas de Weil.

4.2 FEl Mddulo de Tate

Recordemos que definimos ¢l grupo Efm] eomo el kernel del mapeo [m).
Sabemos también que deg[m] = m?, estos resultados nos dan la posibili-
dad de describir explicitamente los subgrupos E[m] cuando tenemos que la
char(K) = 0 o bien que es primo con respecto a m. En ese caso hemos
mostrado en 3.36 que ¢l mapeo [m] es separable y por lo tanto por la <
proposicién 3.32 {£[m] = m?, de donde considerando que E[m] es un grupo 'f

abeliano, vemos que
Z Z
Eml2l—]x|—1.
b (mZ) (mZ)

Comentario 4.3. Si char(K) = p entonces tenemos 2 posibilidades para los
mddulos Efp%):

. Z
E[P = ;;;Z
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o hien

E}p) =0
Esto se desprende utilizando la p* potencia del mapeo ¢ de Frobenius, siendo
este mapeo una isogenia grado p; asi dividiendo el mapeo [p] tenemos que
[ = do ¢ de donde

B[] = deg, 1) >
((l(‘!-?;s ho (/,)“ (2)

it

y como el ¢ es inseparable entoncees:
f[p*] = (deg, ¢)°

Pero sabemos que degp = dege = p, y por lo tanto deg, ¢ = p si ¢ ¢s
separable o deg, ¢ = 1 si ¢ es insepable; de donde se deduce ya facilmente
qne Ep*] s6lo puede tener las 2 formas mencionadas.

Comentario 4.4. Existe una representacion natural del grupo de Galois
a 5 (el grupo de los automortismos de K que dejan fijo al campo K) en los
automorfismos de E[m]. Dado ¥ un automorfismo en G Ky P un punto en
£[m] entonces ¢l punto $(£) se encuentra también en Efm], pues [m] o
P(P) =1 o [m](P) = 0. Pero realmente la representaeion

Z

G%c{ — Aut(Em]) & C,LZ(;N_Z)

con 1 fija noserd del todo util para estudiar y obtener conclusiones en nuestro
analisis de la funcién zeta, lo mejor serd la union de estas representaciones
respecto a un primo fijo £.

De esta forma, utilizando una idea andloga a la de la construccién de los
uiimeros Z, como la completacion de Z con respecto al ideal £Z nos construye
el médnio de Tate.

Definicidn 4.5. Sca E una curva eliptiea y ¢ € Z un primo. El (¢-ddico)
mddulo de Tate en E es ¢l grupo

. Ty(£) = lim E[F"
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tomando el limite inverso con respecto a los mapeos naturales [¢]

E[(vu H] ﬂ E[(m,]

Como cada médulo £[0*] es un Z/€Z médulo, se ve facilmente que el modulo
de Tate tiene una estructura de Zg-madulo, ya que los nimero Z, actian de
manera natural en cada término E{€*]. Se puede apreciar también que ol
madulo Z¢(E) respeta la topologia £-ddica.

Ejemplo 4.6. Andlogamente a eouto se construye ¢l maodulo de Tate para
una curva eliptica, podemos construir of médulo de Tate para un campo K.
Consideremos a jign el conjunto de las €* raices de la unidad en K, entonces
tomemos el limite inverso del mapeo:

€ prgnsr = pign

el grupo de Galois G K actia sobre cada grupo i dado que y™ (2™ — 1) +
(y™ = 1) = 0. De donde se obtiene la representacion

Gy = Te(p) 2 Lo
siendo la ultima parte de la expresién un isomorfismo de grupos.

Ejemplo 4.7. Para ilustrar ¢l ejemplo anterior consideremos el campo C,
entonces el conjunto de raices m-csimas de la unidad lo podemos pintar
como un circulo unitario en el plano, de esa manera, los conjuntos s son
grupos de * puntos sobre el circulo unitario. Al ir aumentando el valor de n
vamos llenando el cireulo de puntos, y de esa manera vemos que al obtener
¢l limite de Tate guardamos la informacién de muchisimos puntos del circulo
unitario, que finalmente nos cubren de manera densa el conjunto de unidades
de C.

Tener presente este ejemplo es de gran utilidad para gniar nuestra in-
tuicién en nuestro estudio de curvas elfpticas, en cierta forma al obtener el
médulo de Tate estamos llenando nuestra curva de puntos. En las siguientes
secciones veremos como este mdédulo de Tate se convertird en la herramienta

mnds importante para construir nuestra demostracion de las conjeturas de
Wail,

Proposicién 4.8. El mddulo de Tute tiene la siguiente estructura.
1) 8i € # char(K) entonces Ty(E) = Z¢ X Zy.
2) 8i p = char(K) entonces T,(E) =0 o bien T,(E) = Z,.

e e S
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Demostracidn. Siguen inmediatamente de la construceion de Tate y de las
consideraciones iniciales en la seccién incluyeuto el comentario 4.3, O

Sea ¢ un honmomorfismo de la curva ulilplAi(fn Ey en la curva By, entonces
¢ restringido alos conjuntos £[m], con m entero, nos produce un homomor-
fismo de grupos de Eyim] en Eyfm]. Lo cual nos induce de manera natural
i homomorfismo de modulos

0o Ty(E\) — Ti(Ey)

doude el morfismo ¢¢ actita coordenada a coordenada, como el mapeo ¢.
Esta observacion nos sugiere el signiente mapeo

Hom(Ey, En) = Hom(Ty(E1), Ti(Ex))

dado por ¢ — ¢, que en realidad, es un homomerfismo de anillos, ya que ¢,
s Zg-lincar.

En el caso de que E) = £y = F, entonces ¢ se convierte en un endomor-
fismo de Ty(£) y con el cual obtenemos el homomorfismo de anillos

End(E) — End(1,(E))

dado por

¢~ e

4.3 El Apareo de Weil

Antes de construir el mapeo, hagamos algunas observaciones sobre la forma
en que el grupo de Galois G'x, actia sobre los espacios afines y proyectivos,
los espacios de polinomios y de funciones y finalinente sobre variedades. Es-
tas observaciones nos serdn itiles para demostrar que el Aparco de Weil es
cornpatible con la acciéu del grupo G K.

Definicién 4.9. El grupo de Galois G%; acta sobre un punto P = (2q,2y,... ,2,) €
A", coordenada a coordenada, esto es

P? = (af,29,...,27)
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para o € G'g;%.
Es claro de esta definicion, que los puntos A" (K) son justamente los
puntos fijos bajo fa accion de G'y. O dicho de otra forma

L
K

A”(K):{[’EA” = PO, UE(I’%}
Resulta inmediato que para cualquivr variedad V C A*, se cumple
VIK)={PeV:P=07 o€ (}'§}

Una observacion menos Lrivial es el hecho de que si f € K[.X], entonces
(F(P)" = F(P7). Mds en general para f € K[X] s¢ cumple naturahnente
que f(P)7 = fo(P), donde entendemos la aplicacién o @ K[X] - K[\],
como la accion de o en los cocficientes de f.

Observaciéon 4.10. Si V' es una variedad definida sobre K, esto es que sca
cero de polinomios en K[X]. El mapeo o definido sobre K[X], como en la
observacion anterior, mapea al ideal I(V') en si mismo, ya que todo f € I(V)
se escribe como f = gh donde g tiene todos sus coeficientes en K y ademds
g € 1(V), y por lo tanto se da la ignaldad f7 = g°h? = g(h°).

De esta observacion se desprende que el grupo de Galois, actta de manera
natural sobre el anillo de coordenadas de una variedad definida sobre K, y
por lo tanto actita sobre las funciones racionales de la curva, definiendo

N\ _f
9] g
Una vez tomadas en cuenta estas observaciones construyamos el aparco
. ¢ .
de Weil para curvas chpticas.
[ . . .
Sea 1" € E[m] un punto en la curva eliptica, por el corolario 3.18 existe
f € K[X], tal que

div (f) =m(T) = m(0)

- - .
entonces si 1" es otro punto tal que [n)(I") = 1" es claro por el mismno
corolario que también existe una funcién g tal que

div(g) = [m]* (1) — [m]*(0) = Z R+T)-(R)

Re E(m)
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Naturalmente se observa que div (¢™) = div (f o [im]), de donde multipli-
cando adeenadamente por A € K* podemos considerar g = f o [in].

Alora, sea S otro pnuto en Efm], puede ser S =1y sea X € F otro
pnntoe, entonces se Liene gue

g" (N A+ S) = f([m](X) + [m](s) = f([m](X) +(0) = F([m] (X)) = g"(X)
De donde se define el mapeo de Weil
en(S, 1) Elm] x E[m] = j,

como

g(4Y + S)

(?,,L(S, T) = q(‘\,)

donde X es cualquier punto sobre £, y 1, ¢l conjunto de las m-raices de la
unidad en K.,

Teorema 4.11. El ¢,,-aparco de Weil es
a) Bilinear:

6’m(Sl + S'z, T) = C,,;(S], T)em(SZ: T) (3)
e"l(sy T+ TZ) = em(s; T[)Cm(s, TZ) (4)

b) Alternante:
en($,1) = (en(T,5))™

¢) No degenerado: Si e,(S,1") =1 para toda S € E[m], entonces 7' = 0.
d) Compatible ¢on los mapeos [m):

!
e (5 1) = em([m‘ ]S! T)
¢) Galois invariante:

Cm(Sy T)a = (.’,"(Sa, Ta)
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Demostracidn. a) La linealidad en el primer término es una facil consecuencia
de que la construccion de e, (S,7') no depende de Ta eleceion del pinto X en
[, asi tenemos (ue

g(X + S+ 52)
g(x)
9N+ S+ 9)g(X +S))
- g(X + S0)g(X)
en( S, T)en (52, 1")

Cmn (Sl 5‘23 T)

Il

La linearidad en el segundo es mds complicada.
Sea h una funcidn tal que:

div(h) = (1) +13) — (1) — (12) +(0)

y sean fi,fa y fa las funciones efes definidas como en la construccion del
Aparco de Weil, para los puntos 1y, Ty y 1} + T, respectivamente, entonces
las funciones f3/fifo y K™ tienen el mismo divisor.

Similarimente, st gy,92 y g3 son las funciones ges para los puntos 11, Ty y
Ty + 15 vemos que la funcién g§* = fy o [m], tiene el divisor asociado

Z m(R + Ty +I3) — m(R)
REE[m)
cou [m]Iy =1y y [Ty =T

Calculando el divisor de ™ o [m] obtencinos

Z MR+ T, +T3) — m(R +T}) — m(R +T3) +m(R))

RE Em)

de donde sumandole los divisores de div (¢}*) y div (g5"), y sacando raiz m-
dsima, al producto g{"gy*h™o[m], obtenemos que div (g3) = div (grg2(h o [m])),
de donde se sigue que
(X +S)  g(X +8)g(X + Sh([m)X + [m]S)
= - > = e (S, 11 )en(S, I
93(X) 91(X)g2(X)h([m) X) (S Ti)en(S, T2)

y por lo tanto a) se cumple.
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h) Como consecuencia inmediata de fa linealidad tenemos la siguiente
ignaldad

(3,,,,(5 -+ T: S+ T) = O (S: S)“m(se T)()m(Ty S)('m(T) T)

por fo que basta demostrar que ¢, (1,717) = 1 para toda T € Em).
Actuando en conseenencia y siendo 7 @ £ — B la traslacion por P
tenemos

iz=me-1 i=m-1
div| [ fonge|=m >, (I+[-if1) = (=i|1)
=20 i=0

m([m)7) = m(0) =0

fi

i=m--|

De doude [ o g s constate, y por lo tanto componiendo con
i=0 ] o \ ! X
[m], se llega a que el producto [J;Z5 ¢ o 7 es constante, y sacando raiz

m-ésima obtenemos que [T " g o 73 tambiéu es constante,

Alora evaluando este altimo producto en los puntos X y 7'+ X, obten-
emos finalmente que

g(X +71) = g(X)

¢) Recordemos del capitulo de isogencas que existe un isomorfisimo entre
el grupo de puntos del ker ¢ y el grupo de antomorfismos del campo K(E;)
qne dejan fijo al subcampo ¢*K(E:), y ademds dste estd dado por el mapeo
T — 7,

Aplicando dicho teorema a la isogenca [m] y al subgrupo E{m)], con £ =
By = Ey, y suponiendo que ¢,,(S,7') = 0 para toda S € E[m], y por tanto
que g(X +5) = g(.X') para toda S, ¢s decir, la funcién g es fija bajo la accién
de los automorfismos 7g, entonces g € [m]*'K(E) y de ahi que exista una
funcién h € K(£), tal que g = h o [m], v de esta manera

h"o[m} = g™ = fo[m]
y obviamente
div (B™) = m(T') = m(0)

que equivalentemente div (h) = (1')~ (0), y como una curva eliptca no puede
Lener solo un polo, entonces tenemos que T=0.
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d) Sean g y ¢ las funciones que definen a e, y a e, respectivamente,
o . . ' ' )
Ohservando que los divisores div(g) y div (,q o[m ]) son iguales tenemos que
- ! . TF
g =rcqo[m], donde ¢ € K, y por tanto

go[m](.X +59)
go[m'](.X)
, 1y ey
g(Y +[m]9) .
= e = e (15,1
g() ) "l([ ] ) )
¢) Sea o € G,’§ y [y ¢ las funciones definidas comno arriba, entonees f7 y
¢ son las funciones correspondientes al punto 77 de esa mancra
g (X +5)
9"(\Y)

c”l“l’ (S’ f1‘) =

an(Sa Tﬂ) =

O
Corolario 4.12. Ezisten puntos S y T en E{m] tal que ¢ (S,T) es una
raiz primitiva de ju,. Ademds, si E[m) C K(E) se tiene que ji, C K* .
Demostracion. Conforme movemos Sy T en el subgrupo Efm], vamos obte-
niendo un subgrupo jig de t,,, ya que e,, es un homomorfisino. De donde
1= (en(S, 1)) = en([d)S,T)

y como el aparco Weil no es degencrado vemos que [d]S = 0 para toda
S € E[m] y por lo tanto d = m.

En particular, si E[m] C K(E) utilizando la invarianza del apareo de Weil
bajo la accién de ¢ ' el hecho de que S, T € Em] son invariantes también
bajo G K tenemos que la m-ésima raiz e,,(S,7) es invariante si observamos
que

(Um(s, T))o = em(sa1 Ta) = em(Sr T)

O

Proposicion 4.13. Sea S € E\[m] y sea T' € Ey[m), si ¢ : E; — Ey es una
isogenea de E; entonces

em(S) ¢(S)) = C’m((f)(S), T)

donde ¢ es la dual de ¢.
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Demostracidn. De la subseccién de isogeneas sabemos que la isogenia ¢ se
puede ver como la composicion de los siguientes homomorfismos:

Ey = Div®(Ey) - Din’(1)) - k'

Q= (@) = )Y np(P) =Y _[nln(P)

y la proposicion sigue de esta propiedad sin demasiada complicacion como
se puede ver en el libro de Silverman (Sil85, 111.8.2] O

Proposicion 4.14, Eziste un aparco que es alternante, bilinear, no dejen-
crado, Galots invariante

e To(E) x Te(E) = Ty(pue)
¥ ademds que las isogeneas ¢ y q5 son adjuntas parae el apareo.
Demostracidn. Construiremos el apareo de Weil de mddulos

¢ To(E) x Ty(E) — Ty(pe)
que consiste en pegar todos los aparcos e : E[f"] x E{f"] = e es decir, el
apareo ¢ actuara en cada subgrupo E["] como el aparco egq. Por lo tanto,

basta demostrar que los apareos e son compatibles con el limite inverso, es
decir es suficiente observar que se curnple

(censs (S, 7)) = exn (815, [07)
Pero por la linealidad tenemos que
(e (S, 7))t = epuns (S, [T
y utilizando la compatibilidad de e,, con los mapeos [¢] obtenemos | '

o (8, [AT) = e (815, (A7)
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4.4 La Demostracién de la Conjetura.

Antes de dar la demostracion, es necesario hacer las siguientes observaciones
que probaremos ayndados por la herramienta constriida en las secciones y
subsecciones anteriores, en especial: el médulo de Tate y el parco de Weil
nos resultardan de gran ayuda.

Proposicion 4.15, Sip € End(E), ¢ es primo con (char(K),€) =1, o bien
char(K) = 0, entonces a)

degd = detdy

h)
Tr(de) =14 dego — deg (1 - ¢)

donde T'r(de) y det(dy) son lu traza y el determinante respectivamente de la
matriz de 2 x 2 definida por el endomorfismo ¢,.

Demostracidn. Antes que nada hay que notar que si la char(K) es primo
relativo con £ o es 0 entonces ol modulo Ty(£) es isomorfo con Zg X Zy, de
donde podemos cncontrar un Zg-base de vectores vy y vy, de tal forma que
los endomorfismos de T;(£) se pueden ver como matrices de 2 x 2.

Por nuestra seccién anterior existe un mapeo no degenerado, alternante
y bilinear:

¢ : To(E) x To(E) - Ty(pe)
de donde:
e(vn,v2)'8? = e({deg gJui, va)
= e(fe © ppvr, v2)
= e(devy, Pev2)

= e(av; + cvy, by + dvp)
— ﬁ(’U[, ,Uz)ud«—bc
= e(vl, ,Uz)dct(«/u)
Y como e es no degenerada entonces podemos concluir que degd = det(d,)
y ademds, haciendo uso de la siguiente identidad

Tr(Ad) =1+ det(4) — det(l - 4)

donde A es una matriz de 2 x 2, se deduce trivialmente el inciso b). (]
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Comentario 4.16. La proposicion anterior nos permite asociarle a los elemen-
tos de End(Ty(£)) los nimeros LTr(¢de) y det(dy) que pertenceen a uno de los
anitlos muds estudiados, Z. Lo cual no es immediatamente un hecho natural
dado que To(E) tiene estructura de Ze-modulo, dicho en otras palabras, los
nimeros ad — be y a + d convergen en los naturales, pensados como series
sobre Z con respecto al ideal ¢Z.

Consideremos ahora el ¢"*-mapceo ¢ de Frobenius, donde ¢ = char(K),

recordainos de las seccion del mapeo de Frobenius 2.9 que £(K) = Ker(1-4),
analogamente podemos ver que E(K, ) = Ker(l - ¢"), de donde obtenemos
la importante observacion inas general:

BE(Kn) = §Ker(L — @) = tideg(l - )

para toda n >0 .

Siendo la 1ltima igualdad vélida dado que el mapeo 1 — ¢y es separable
por la proposicién 3.37.

En particular se cumple:

HE(K) = deg(1 — ¢)

(T 0
1‘(0 T)

y tomando en cuenta lo anterior, podemos calcular el determinante de la
matriz 7' — ¢y, cs decir podemos obtener el Polinomio Caracteristico de dy,
y de esa manera, segin la observacién y la proposicion anteriores, calcular los
ntimeros §£(Ky ), que son indispensables para describir la funcion Z(E/K, T).
Asi;

Asl haciendo

det(T = ¢g) = T? + Tr(¢e)T + det () (5)
=(I'-a)(T' - ) (6)
donde « y A son raices complejas conjugadas pues la traza y el determi-

nante involucrados en la segunda parte de la ecnaciéu son enteros.
De csta manera evaluando en 7' = 1 tenemos que

det(l — ¢g) = (1 —a)(1 = 3)
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de donde se lHega a que
FEK)=(l—~a)(l-A)=l—-a=p-+p
observando que
aft = det(de) = deg(d) = p
(Recordar: el mapeo de Frobenius es de grado p).
Anilogamente podemos caleular $£(K, ):

'Iviangularizando la métriz ¢, quedan en la diagonal los mimero cvy f3, y
clevando a la n-ésima potencia tenermos que

det(T — o) = (T' = o™)(T" - ")
de donde
FE(K,) = L= o = "+ "
y de esta manera estamos en condiciones de probar ¢l Teorema Principal.

Teorema 4.17. (Conjeturas de Weil) Sea K un campo finito con q elementos
y E/K una curva eliptica. Entonces existe una a € N tal que:

I'—al -+ qT*
Z(E[KT) = s

B0 = Tona -
ademds

Z(B(R, <) = Z(E/K, )
)7
L—al'+qT* = (1 - oT)(1 - A7)

con | = || = /.

Demostracion. Por la observacion anterior tenemos que:

(o]

log Z(E/K,T) = Z(l —a" - "4 p"):g- UN
n—l
rfm 00 m n s
I I ERS S
n=1 n==1
=4wu—ﬂ+wﬂp.ﬂ+mmuwﬂ 9)
—log(1—¢T) (10)

3 (1-aT)(1 - p7)
"JW((~TM-W)) 1y

T TS K B%
LR B ?QMMHM
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de doude trivialmente

ryt ’ 12
2(/k, 1) = B L)
(1=1T)1-q¢T)
con ~a—fF=ay q=caff, sicndoinmediatas todas las afirmaciones
del teorema, con excepeion de la segunda igualdad del enunciado del teo-
remia (Inp()fpsis de Riemman) que se sigue inmediatamente comparando
Z(E[R, i)y Z(E[K,T). O

7,[
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