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RESUMEN OE LA TESIS: (Favor de ea.crlblr e-1 re•umen de su tesl• • máquina en 25 renglones a un espacio eomo máximo, aln a.aHr del 
extenalón dente cuadro. 

La. .teo11,í.a. de cli..ópVL6-lón pcvia. .ü:t ec.uar.A..oll de V.U-..a.c. c.on u1t po.te1tc,í.a.l c.on 
.1>.únwvta. JUtd-la-t e.1> e.1>.tud-la.da.. El .té.tuiii.110 pl"cÁ.1tupa1 a. o.LtM e11e.JLg,fo.1> e.1i 
c.a1c.u1.a.do y .lle demue.1>.tlta. wt .teDltema. de PMzen. En e.E c.Mo de mMct c.VLo 
e.e. de.1>ewtoU.o a. ba.j M enen.g.Z.M CA a.na.U.za.do, e.e. c.ua..e e.6 e.1> enc,í.a.lmen.te 
d-lJVLe11.te a.e. de.1>M.Jw.U.o a. ba.jM eae.JLg.{.a..6 paJta. d c.a..1>0 de mMa. po.1>,l.t,i.va. 
.1>e demue.1>.tl"..a. a.demá.6 u1t .teon.ema. de. Lev.llt.6011 ba.jo fu lúpó.te.1>.U de que e.e 
po.te1túai. e.1> Ú•tc.gn.a.b.te ,¡,o bn.e 1 O ,<A • 

Tite .1>c.a..t.te.JL.l11g .tlteon.¡¡ Jo.t .tite V,ll¡_a.c. equa..t-lo1-i iu.U:li Jta.cli.a..f. po.te11.Ua..t ,¿,¡, .1i:tu.cli.ed. 
Tite .tea.d.litg .te.Jun a..t lúglt eiter..gu .iJ., c.ompu.ted a.nd PaJtze.11-.1> .tlteon.v11 ,¿,¡, p1wved. In 
.tlie e.Me oú ze.JLo mM.6, .tite belia.v,lol"c a.t loi~ enen.gy ,U., ana..t¡¡zed, w.lc.h .twu!.6 ou.t 
.to be d-lófieJLen.t ún.om .the .tow e11en.gy belia.v,lon. 601t po.1>.U...i.ve ma..1>.1>, and a.11 a.ppn.o­
p.ú!.te vvw..t.011 oú Levú!.6oit-.1> .tl1eo1tem .U.. pMved wideJt .tite a..1>.1>umpüo11 .tlia..t .tite 
po.te1t.t.i.al ..t.o ..t.11.teg1ta.b.te oveJt 1 O,«=). 

LOS DATOS ASENTADOS EH ESTE DOCUMENTO CONCUERDAN FJELJ,,,ENTECON LOS REALES Y QUEDO ENTERADO QUE EH CASO DE CUALQUIER 
DISCREPANCIA QUEDARA SUSPENDIDO El. TRAMITE DEL EXAMEN. 

FECHA DE SDLICfTVD --<./;,'JZL:-;.,á:.:,:t';;:.-::,.,,ÍO..J6"''''----

Hom,.,.,,,lenlo d.i /undo del sumen <N t1r•do 
Apt'ob«/6n MI tnl>lljo Mcrilo por e- miembro do/ jurado. 
Copla ft la únlma telflMón d• Htudlo. 
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PRÓLOGO 

' En l!M!l, N. Levirison [l!I] demostró un teorema que relaciona. el ~ci­
rrimicmto ele fase a.energía cero y el ntímcro de estados acotados del 
sistema., p1trn el operador ele Schroclinger en int.erncción con un po­
tencial con simetría esférka. Dicho rc:;u\tn<lo constituye realmente una 
joya parn l:i. Teoría de Dispersión y Efpectrnl, pués es un helio ejemplo 
en donclo los elementos fundamcnt.aks de dicha Teoría se relacionan; 
por 1111 lado, el corrimiercto de fo.se: el el1't11Cnto hásico pnra. el pro­
blc111:·, directo de la Teorh de Dispen:ic)n, y por el otro, el número de 
aul.ov;i.lnres d" dicho Operador, i.c. el Espectro discreto d<'I Operador. 
Exist1'! una. antplia literatura rm;pecto nl T1~oremn de Lcvinson pnrn el 
op1,rador ele Schrodinger (ve:ínsc por "jemplo: [6], [16], [24], [25] y [26]). 

:E.sta.hlccor un teorema "tipo Levi.:1f,on'' en esn.s misrnas condido­
ncs p~.rn la. T~oría del El<!ctrón de Di rae (La Mecánica C11:íntir.a Re­
la.tivhta.) era el siguiente paso naturnl, pensando finnlmentc !]Ue la 
1\1cciÍllira. Cu.intica no Rr.ln.livistn. e.~; el caso límite de la Mecánica 
Cufi11l.ica Hcl<.tivista. Por otro lado, en 1950, G. Parzmt [27] encuentra 
cpw r.I corrimiento ele fa..'5c es generalmente asintótico a uua. consta.nt.c 
nn cero en el límile de altas energías para el operador <le Dirac en 
P!'ns ron<licio11cs, en acuetdo con lo que cxpcrimcntalmc11lc se había 
oh.cerv:ulo. Bsto establece una trnscc11rlenl.tl diferencia con el ca.'o no 
rPalifi,,ista., puesto !]lle en el caso del operndor de Schrodinger, el co­
rrímit•nlo de? fa.se tiende a cero en el !ímitt~ de alt.fls energías, snlvo si 
se co1wirleran potenciales con fuertes 'ingulnridades de un cierto tipo. 
J',1rn una discusión mayor véanse por ejemplo [6] y [37]. Hemos ele 
oh"''""' 'l'"' ··lcsde el resultado <le Parzen, hasta el presente trabajo 
no 1~xi:;tieron eslimacionrs de como se comportn. el término de error 
<11~1 corrimiento ele fa.se para la C'CtH\ci1ín n~ Dirac en el lín1il~ de altas 
en('rf?:í:is. 

V<~ld.,ndo al ca.•o de ha.jas energías, c11 Hl67, M. C. llart.h<:té111y 
[!J propone 1111 análogo al Teorema 1k Levinson para el Operador <le 
Dirar. en int.crncción con un potencial ra.dialmente simétrico y masa 
positi·:a. No obstante, en i985, Ma y ~'li [21] encuentran que los resul­
tados ele M. C. Ilarthélémy son generalmente incorrectos, y s11¡10nicn1lo 
un pol.(~ncial c11 interacción acotado y de soportP compacto nhl.irtu•n un 
T11or<•m;t "lipo Lcvinson" p:Ha el en.so 1ll~ mrum. positiva., y <h~.ian nhicrlo 
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el pr-:•blema. •fo encontrar las condiciones uecesarias y suficientes sobre 
e~ pol.endaI·para. que sea válido dicho .Teorema..·'· · · · : .. 

En 1990, M .. Klaus [li] co11sidera11do también la masa positiva. y el 
poL·~ncial en el· Espacio ele Da.na.ch i~J(O,·:x>), encuentra llna.Jmente. el 
'Jhnrrnm de Levinson hm;cadó. En dicho artículo también r.e estudia. el 
c!Psarl'Clllo en bajas energías de la función de Jost (véase el Capítulo JI 
pMa la definiciones apropiadas'¡, h;(k, E). :\-f. Klaus prueba que cuando 
h1 (0,é) =O, h;(k,o) ~ ci:2 (do:idc e"" una constante no cero) cua~do 
k-· ()con la excepción de j = 1, f: = +1, y que en tal caso: h;(k,c) ~ 
d: cuando k -> O (notemos que para comparar nuestra. Ecuación. de 
Dirar radial con la Ecnación en [17] clebc-rnos reempla?.ar (j, V(r)¡ E) 
por(-j,--V(r),-E)). ' 

J·:J t;·ah;¡.jo desarrollado en c:;l.a Tesis es el siguiente. 
J;;n d Capítulo I prcs•rntamos prupicclades generales del Operador 

,¡,, Dirac y en particular en el caso de un !'otendal Eléctrico con si-
111dria radial, mostramos como el Cpera•lor de Dira.c se descompone 
''r' u11a suma directa de Operadores du Dirac ele Onda Parcial (véanse 
,,) '"'"l'"nta 1.3 y In. ecuación (l.132)) los cuales son sistemas de 2jx 2 
o:J,, npl'rndor•'5 diferenciales de primer orden. De esta manera, nue~tro 
:~,·:ihl•mrn. se reduce al e!itudio de la.; sol11ciones apropiadas de dichos 
:;i;/rma.1 rlo ecuaciones ordinarias, Jo r¡u~~ constituye propiamcnt~ el 
t( 1 n;.t. {·:(! f!sta. Tesis. 

E·1 d Capítulo JJ, introducirnos Ja,; sol11cionl's r!'gular y de Jost,' de­
ffn:~1.rr.mos ~u existencia y cslucliamoH su propiedades. Además defini­
rr .. :; la. J"1111ci1in de .Jost, los corrimienc.os el" fa-'e y estahl!'ccmos algunas 
d 1•1 :'PIS propÍ•?dadcs que 11tilizamos por-.1.criormC'nte. , 

i·:11 .,¡ Capítulo Ilf, probamos un t,,orcma "tipo Parzcn" para el des­
a.:rollo en altas energías de la. función de .Jost., h;(k,f:), obteniendo las 
-ti1.lirnacio11cF correspondiente>s y Jos términos de error controlarlos. Di­
rl1>1s resultados son los primeros obl.enidos desde que Parzen en 1950 
r~ ¡·¡, df's1·ribió cualitn.tivamente dicJ,o comportamiento. Como un CO· 

U•i!Hl~rin final, diremos, ')llC al obtenPr la integral del potencial a pn.rtir 
cid límite de altas energías del corrir:iicnto de fase estamos resolviendo 
1111 l'rob!f!m;i Inverso para la Teorfrc de Dispersión de la ecuación de 
J;;ra,'. ron potencial radi a.1 

J'..11 el Capítulo IV, estudiamos el desarrollo a bajas energías de la 
función de Jost, h;(k,c), en el caso en que la masa de la partícula es 
r.o,ro, y halh·.mos que es radicalrnenl.0 diferente al desarrollo de dicha 
función c11a11do la masa es positiva. En rnalidad, bajo la hipótesis que 
h;(O) "" O, probarnos qu" h;(kl ~ ck cuando k-> O. Notemos qne este 
c:ornportami·,nto es justamente el comprortamiento excepcional en el 
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r.nrn de mar.a positiva: Los resultado~ que de obtienen sobre 'el desarroUo 
di~ fo. fondón de Jost son bajo la hipótesis de que el polencial V(r) 
p-erti!nece a.! Espadi»ac Danach L~(O, co) don ele O ~ u $ l. Probanjos 
una vursirín apropiad:i. del Teor<?m3. d~ Levinson tínicamentc pidiendo 
qun V(1·) pertenezca.'.ª L 1 (0,oo). Corno se observa, esta condición les 
m;w g;•~ncrnl que la qitc se pide en (li'} para el ca.•o de masa positiva, 
i.c. q111~ V(1;) E Ll(O,oo). Asimismo, notemos que ll(r) E L 1(0,oo)'es 
Rali"í"':ha si pedimos porcjemplo que: jV(r)I $ C(l +r¡-l-< con e> O, 
mk1t.ras que en (22} z. e¡. Ma observó q.1e el Teorema ele Levinson 
cld>0. :rnr modificado en el rnso de masa posit.iv<t si 1'(1·) ~ cr-2 cuanclo 
r -- :<J. Esto en cierta forma. da. respuesta. a. la pregunta formulada. 
P.n [22J rt~Mpecto a las condiciones que aseguren la. validez clcl teorema 
de LP'linsnn. Nuestro rcsultarlo muc::l ra que la.• condiciones para la 
v:tlid1>:~ del teorema de Levinson dependen fuNtemente de la masa ele 
pa.rlfc11la1 i.c. para et· ca..c;¡o de masa cc·ro dicho Teorema. es válido bajo 
co1111idnnPs n1as generales. 

Lm: rcsnltat!os de est.a Tesis fueron publicarlos en el artículo "Iligh 
<tnd Low l"m·rgy Estima.tes far the Di rae Equatiun" de: íllancarte, 
Grebrirt y Weder (2]. 

·.¡ ., 

' ·''· 



. ('li 1(x,t)) 
'li2(x,t) 4 

'li(x,t)= "'(· t) EC, 
1 '*'3 .r.,. 

llih:,1) 

con. 
( t.3) 

ternas ele matrices, donde las ir; son las matrices de Pauli 

·.: .. (··o 
O'¡= .1 ( o -i) 

º2 = i o 1 ~1}· 
···:.'..• 

( 1.4) 

y (J y O!; son la matrices de 4 X 4 siguientes 

fJ=(~ ~). ( o O'·) cri = <1¡ o·: . (l .5) 

J y O son .las matrices de 2 X 2 identiclacl y cero respect.iva111c11t.e, li' es la 
ccinslanlc de Planck, e ei: la velocidad de la luz, y m:;::: O r!Jprnsenla.la 
mai;a el<) la. partícula. Ili., es el Ilamiltoniano libre del sistema y como 

·i. 
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pcr ,.¡ ¡irinci¡.io de'C:iorre11pÓ;idm1~ia ··· 
- ..... ·.1,·::·.>.';::".·;,··: .. :- .. 

. ):>., .. ;/t(:. :.'· ..... ·.:,:··. '•. ·. ·.:-.:..·~ 

If
0 
~:imhÍén .H~ri¡;;l~1~~p~:~ü5tJff :J"\;f., 

{ • ' ~~::.;,-,,·::,~- ... • v"; •'- ' :· i ·. 

(i.6} .· 

\ 
1 

·\. 

' ... <t:7) 
·,._r ¡.,,,-

y, '"'2f f ~~ilit~tf~~i11r.ef~,~~' 
·· ·. /; :f_~,;;{!::· :étf~-T~z*Iz~~!;;.i~;~2:4;/:.:~·\.\ < · d :a) .. 

·· del,.1ii1c1s tmi<ir.'q~~ .;·b·:; "\' ):/ :',.';;· .. :/., .<\·, · · : 

.· E2~~.-¿·~~~t~VS,t~;~~~J;?:.·7;<f,t ·::i'tf3m~2l< cr.r ~ 1~ ~'f3mc2 l 
· .=''.~ PiP;°':"if'ff?nc;,~;l'ifJ.+.mq1a¡p¡ + m. e {J ¡ . 

:··-·.··~-:~·f'\::.;:·:.:(.-'./"·. __ '.·?'.:' . .';":..".:::·:··~~:.~~-;\:--·:,:" ';-..: . . ...... · ... j;" ''2 ,· .\ ~ 
··.· •""' ~·t~a;a;.+~.(o;)P¡Jlj-l-1n.c"(a;f3 + {Jcr,-}p¡ +me f3 . 

•""«"". -¡.· . . 

..... >;> ·:.· ••. ·., .... · :· .. • .. ·:· ·. ·. . . . 1 
!'ero ·parri;'.¡ia~a qúe;esto ócurrase delicn cumplir las siguientes relacio-
nes. , · · · ~· · · ' ·. · · - · · · · · 

''.'~·et· ~'~··a'.'= 2Ó··l 
'··J. ;:• J ' 1J 1 

a¡/J f {Jo¡:== O 

{J~ ·"'.'.· [. 

para. i, j = 1, 2~ 3. (1.9} 

La.< rclaci;,nes. (1.9} ~?n .~rnaconsec~1cncia inmediata de las dcfinicion~s 
(1.3)~(L5) .. ; · ,. , ' : , 

J .2. SOLUCIONES PARA LA EctlÁCIÓN LIBRE DE DlllAG 

El pr"hléma·de Cauchy pnra {l.l) vicn1c ciado por, 

. { if;,~\ll(x, t) = Jl0 q•(x, 1), 
. vi. 

. '11(0, t) = •f>(:r. .l. 
(1:10) 



Enf;onccs 
(1.13) 

.. :dorid": ':.! denota un isórnorfismo unita.rio (isomctría suprn.yccl.iva). A 
. J,2 (R.3,d3¡>)~ le llama.remos el espac'o ele mornent.os. Tl0 es transfor· 
rn.n.r!Ü víá:P "n un operador ele rnultiplicadón en L2(R3 ,rl3 p)\ i.c. 

;;"('F'lfoP-l)(p) = h(p) = (mc2J NT· r ) , 
ca· 1' - me 1 

(1.14) 

:l':i'rn. nula p, h(p) es una matriz Hermític:. de 4 X 4 cuyos a.nlovalorcs 

(1.15) 

·c1nndn 
(L16) 

Si 111 =o y p /::o, 
h( ) = ( ó co . 1') 

p Cll•¡> 0 
.. (Üi) 

: ! 

1: 
1. 
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y lo.~ a1lt.c)\i;~lti_¡·~·~ ... ~~~\!.~th: ~~~~{ s~<~-~.:·~ .. h_'.- _ ~·:'..:.: .. -,/;;::. 
:::-· 

'ci.1s{ . 

. '. '.:~ ·:-¡\·,; .: .-;-:;:-~.:~~: ~- .:/_.~~¡ :~'::!";: ;.>~ 

. y 
.. , .. {,¡:'.'':')r~Y· • iiwJ,j·; ;·; '·· 1'\1"f~ . 

. U~ (!rlJ ,:, a~(lpl)I ~· 11..:(l¡il)/1,,l~I •· ':' ·, ', : (~;~i) 

. ' 

. u-· 1 (1•)/l:l(¡piJUCP}= (~+ '-a~/Jl~~) ( >-a+fJ + ~;le/ 1>}(1.i2)·.·· ·· 
2 · >-a+a'... ~-,\ 2 . 

= ).fJn+ + .. h>I · a.· p:+ ll>l;-cr · p - a_{J>. ,_ 

• 2. . . 2·)·: 2>-íi+"~ . = ¡1,\( "+ 7 .ª~ + -.. -.-:-:-:0' •. "; 
. , .·. · • lrl 

C'.(ll!.lLt 

( "2 - ni)=· me". 
+: - ' >- .. (1.2:J) 

y 

~;..~¡~¡"- = l!I ~ ( t - "~2c4) t = l~I ( >-2 ~\~12c
4

) t 
A (c2p2 + m2c4 _ m2.:4)~ = lrl _____ >-_____ = e, (1.2·1) 

· Hltsliluycndo (L23) y (1.21) en (1.22) se 6Íf{llC q11r. 

U-' 1(p)fj.\(lpl)U(p) = /]rnc2 + ccr · p = (Fl/0 F- 1)(¡>) = h(p). (1.25) 



. ,:· 
1:: 

10 · ' ~·· ; ;.\•En~.1.1N1<J.B~A·N):~An1r:; suÁnEZ· T: ! , 
... . ; . :;: .. : 111 . f.-' ·.:;¡" .-ri_..·:·· j j_!,. "- .. ; · 1l . <" 

En el taso de masa cero; m;':" 0,Cy lvh6 O,•,,.· . ,.,,/. : ·::-

¡' 
¡: 

""' i ·~· ,h',-~:,.. ' ., . '. 

Ydc1ii1ait;o~'..;f'. ,._, · i 

. . . ¡lo11Clc•'u~vi:,;~tdUdiLc~j10)i111 ca~~i~~te formalmente el op!r~;:~ 
'fló- cn ,ni(:Opcrador.:de·_Mnltiplicacil51! por la Diagonal en el espacio 
1}(ri~;if311)1;'i:c: . ::. -•.•. . , .. . . 

. . , . (1~' llolV-1 )(p) =' ¡3>.(11>1). ( 1.30) 

1.4. Los SUAF.SPAcros EsrECTRALF.s DF. 110 

l~it el Espacio de llilbcrt L 2(R3 , ri3p)'1 donde el operador libre de Dirar. 
ll0 ~o; diagonal, las dos componcnt"s snperiores de las funciones d" 
onda corresponden a las energías po:iitivas, y las dos r.ompnrwntcs in­
feriores a las energías negativas (véa,;e J .30). Esto motiva la definición 
d!'I s11h~spacio de energías positivas, l/"º" como el suhes¡mcio p;<merado 

doncl<:> por simplicidad designamos a L 2(R3
, c/3¡>)4 por L 2 (R3 )

4
• Para. 

ln D·~finición A.l de sulwspacio g<memdo véase el Apéndice. Análoga­
meILl~r!, 

. , 
1 \ 

1 
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.•. :!.i. s;;R3
)
4 ~}.l{;+.~.Il~~•'\\ (1.33) 

don<l.c m; iJcÍl~t¡;_la'si1fi}~ di~ch~ ~n(rc dÓs'nsp~cios.deHil.li~rL (véase.Ja 
, Dcfi.11ici{11i,J\,~!ln;c!Apéf!clii:9) .. Es'He~.ir;;ci<la.:cs~ndo lfl. pmiclé cscrihim 

1111/v0<:nm¡nt~ Jt~~:•!rt~q'·'.n%\~:~.r~,;-~:Q) r Y,'w;;;,0 = lfl '-· 
·,: \:; IJi.r••,EE .lfl+:.:W.ll(f ±·¡3)Wqí, (l;;J;¡) 

· .. :~:·>;:>::.~:.:_~---·_,~'.'.·~LI.,~;_:,:>.~f~i>i~);:i·:;:::;~j~~/;·~-i~L;'.···;:!::.~. -".-. - _ ,., .. ; .· . . ·. ~·· -.. 
110 actn.'.1.<'.?.-W'{P~ ?P.~r,~O..ór po~1~;1y,~ sohrc .TIP~~? y~'c¡ue ~1 iJ•+ = !(T¡+ .· 

·:···. ;);,;:~~i!~iliili~~tt1~w~c,.•+i····. J.(•t·· 
·::.)~~;if:=iil/J(I+.O)H''l'= HP+ l)Wi{I = if>+, (i.36) 

.. •i:~(:\':10-:)?·····:.,_.:· J.!)'·;·· :• ,• ! 

sui;tit'uycncl_o. (l'.J6). erl .. '(1.:l5) .obtenemos 

An;l.logamc.nLc Jf0 es negativo en ll,.,., notnnilo que 

/3if> •. = - tp _, ( l.38) 
' . ' 1 

Los op•~rndorcs proyectores orlo.~onnl"' sohre los Rtl hcRpndosdci ~n~r­
gfo~; positivas y negativas vienen dado::, rf':;;pectivn.mentc, por 

p, .... ~ P± = w-1!u ± /3)W = w-- 1 -(~!u ± 11)>.(-)W. (t.3,9) 
.... 2 ,\ . ) 2 
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~ 
TonC'11tÓs .rruc .. Tt~:·:¡:. !:!· '[:- -¡ .... ::·;:ri·.·. ,_;,f t:· -·Hn::·.·.t. 

1JJ'=:(f3;nh2 f;c~ .. ~){di1;~2!+ ~~ ~~) ·:, , 
1 

¡ 

. : :, ;1';:r~1:1 ,~~;~~r:.~:· i~: }~t·i·:: ¡" ., • 
y por lo i.'anto! i :• tf• ¡-:,.: ¡;\j:¡'.+ ::i'.;;,v ; ·' ; 
. .. }¡2;~;·c2¡¡;¡2 + ;,12;:·• b:'·,\(lrll2 . (1!41) 

a•i .· .. :;j;'IJI0¡1T;~·=·lc1L~j ~1·1 ~(i.'~;:', '·'' ~.··· ii::~; · 
º· · 1, 1'.'.;~x;:;~~~*1~rs·irt1lli~;;5~t~,~.t ·+, · ···, · · ·· 1 

·E,n¡~ri.~c{~ ···.-}¡.·:"'-;;-:(~. ~-.'.;.'~.; :·.<·.-· ·' >, _ .-1 ···:~ .. 

lTo'JI 'º' =' ±1 llolq' ••• · , ne~f neg 

Sria sgnÚ0 :; 110 /IIIol·· Entonces /I0 = l TI0 lsg1ÍJI0 representa la. des· 
c0111posició11 polar de !10 . 

1.5. EsrAc1os PARA 1.os DoMH<IOs nE DF.FINICIÓN nr. ll 0 

D<!fina.n1m; lns siguientes I·~sparios. 

C¡¡"(TI.3 \{0}) = {J:R'l-> C:f es infinit.nmentc diforcnciahlc y 

de soporte compacto <"11 R 3\{0}}, 

do u de 

El soporte <le f;:: sopf = {x E D(J):J(x) #O) 

dnnota la cerradura (ve;l.se la 'Definición A.5 del Apéndice). 

8(R3
) '' {J: R 3 

-.. C: f es inlinita~ncnlc diferencia ble 

y de rápido decrecitniento} es¡ el espacio de Schwnrlz, 
1 ! ~ 

(Ú5) 

( 1.46) 

1. ! . 
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dondn f c.< ele rápido clccrccimictitosi 11

/ y .sns.·ác~iva'ci~s soÜ o(polinci-

..- . ; ·~' . -

:(1.17) . 

. '.: i 
. (1.~8) 

.¡ ·· .. ·,·. · .. :> ._,.,,··-!.\-.:·::' 
-~>.~ \~\;; /- .. 

·'.;/: 

·. Jlí(R~/;.iB,1U:~iI.7(1t3,;é~f(L +.11i2)_! (FJ)(p):é L2(Rª,dªp)} . 
• . '·" • . ·.• . : '•, . . • . ,, l .. ; :. ' . . . . . ·, (1.49) 

Pitl'apr~~i'~r (~:49); es i:1Hci~~t~ demostrar que para f E S(R3), . 1····· .. . . . , .. . 

Pct·ó 

;:- ,!l(t.+,iiJ~)~(F!)(p)liL:(n.') = i1Jll1p(n.')' 

lllll~1itn.'1 = fn.,l(J"f){p)\2C· + tr~) d3
p 

= 11(1 +W) ~(Pf)(p)11:,tn.'J. 

Por coutinnidad lo cxtcmclcmos ha,: ta Jl 1 (R3
). 

C(i"(H.3\{0} )4 ~ Cg"(R3\{0} ll< q:'(R3\{0}) 

l< Cg"(R3\{0})x C;f(R3\{0J). 

A 11:\lngo.rnente dcfini111os 

y 

(1.50) 

(1.51) 

(1.52) 



.; .,'! 1 .i l 
: : . <; . ; : . . ¡, :. ! ·.. . ¡ 

J.I ":." llE:llMINIO BLANCARTE SUÁllEZ 1 

'"m"','•'ff ~~t~f~ji}))J~'~[Já~ii~1i . .<1 :'~r.,·· 
Posl "'i.•>rn1c1it•3 1Ítilizárcm\:s la siguien 1,c cadena de contcncion~s de ~r-
bespac1os densos !!11 L~(R• )1

• 1 ' ·, •· ·· : 

cik:R:1:\ioi)<2: s(Il.3 )~ e II1jcn.3)• e L2(R3)1:: · (i'.~h) , 
. : .::T:-j'.¡;1: ::; .... ::1,,: ·¡ /:. . ; i 
ú. llEÁLiúC'1óN ·AtÍT0AriJuwrA·-ti1m OrERADoli 110 ! . r:~,,···>:·.;>><;:; .. , ~;. :· . . ·'·· .. : ": · .. ,' ·. ¡ 

· . Para. i?.s clullniciones concernientes noF remitiremos al Apéndice.· Defr­
namo•' ahora -~. eri .L2(R'1, d3 p)4 ccirni> el :operador de mu!Liplicación 

· peor l:t m1Ltr~z .\(p){J · · 

(J .55) 

con 

y c.ow:icl-;rcmo:; el siguir.nln diagrama. 

JJ(llo) e L 2(It3,rl3p)'1 :s L 2(It\1l3¡1)'1 
w-• 1 t : w "' · .· (L57) 

JJ(JI0 ) e L 2(R3 ,cl3x)1 l/ 0 L2 (R3 ,d3:i:)\· 

·ú~=w- 1 ñ;,w y D(f/0 )=d1'- 1 D(Ho). (1.58) 

·ll·? »Bi.ll. 111;111era deflnimm unn exteni:ic>n ''utoarljnntn dr. f/0 ; .i.c. de 
(t.::) 

--ihcn · 'í1 + /Jmc\ 

la. c1Ja·1 <lcsignc1.mos también por Jl0 . E:~t.amos en condir.io11cs de fc:>rm11-
lar .,¡ primer teorernn del 1·11.pítulo. 

Teoromn 1.1. El o¡Jcrnrlor libre 1/c Dime 110 c.• csencinlmenlc nulonrl-

'1 

¡: ,¡. 
1 '1' .t ! ¡ 
¡ ¡ 

¡ 
: i 
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~>·. " .. i)¡, . 

. jrmfo :flÚ/n-e -~(~JOmz"ni~<..' : ... ·.; ·, :-;,~·;, ·.'. ,: .. 

l!i 

(L5!J) 

(1.?0) 

1·· 
¡' 

(1.~l) 

Prlwbn: Dcrn~~trari,~os p.rim•Jro que en D(l/0 ) = J/1(R3)'1, l/0:es 
a11tn;irlj1111 to. A sabc'r; ele• (L5a); l/0 c•s u oitariamcnte cc¡uiva.lenle al 
op :·railcrr de rnúltipliéación por la fuución matricial diagonal /3>.(-) en 
J}(R",rl3p)1, cÍe ahf'que es a11toadj11nlo i;obrc dicho dominio D(Ho) 
( l.lili), y por (1.58)' ' · 

O( llo) = w-1 D(/3>.(-)) = r'u ··ID(>.)= P-1 D(>.()), (1.62) 

en la 1íltima ig~aldacl hemos utilizaclo el hecho de que U(lp/¡- 1 es 
la m11llipliouión por una matriz unil:-cria y por ello, no altera el do-
111i11io dn cualquier operador el·~ multiplioción. Si f E D(>.(-)) {=> 

f E J}(H.3 ,<flp)4 y vm~• t c:'p2 J(;?) E L2(R3 ,d3p)4 
{=> Jf'+Pi 

(F.fl(I') E: L'l(R3,d3p)4 ?cJ. JE Il 1 (Ft~)4, de acuerdo a (1.53), y la 
clefinid.Jn de ,\en (1.16). 

l~e.specto al Espectro de I/0 podemos d"cir entonces que 

u(ll 11 ) = 1r(.\¡.¡) =:{.\.E C:.\ := ~:M;F+ m2r.4 

= (-oo, -mc2
] U [mc2, oo). 

pnm nlgnnn p E R.3 } 

(1.63) 

Altor.1. pro hemos (1.59). Llama rumos Ji0 a J;i, restricción ele Jf 0 aCg"(R~\ 
{O))' . 

Ji0 =:J/0 1 CQ'(R.3 \{O})', 

y if;, la refltricción d~/!0 a S(ft3 )
4 

Ífo =: 110 S(R3 )4. 

(1.61) 
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Ohservcmos <1~1:~·~· j~ ; ! · 1 :~ 1 1: 1 ·i, ,;1 : , '. ~ ._,: :.· 
,',' ':,:,¡ '..RS(R.3)4 =S{R.3)4, ·''' ·ri6)•· 

:·. ·. t"· .: .1-r . ·I :. ,: .. 1:. ..... 1, .... _,,. .· .. 
porlo tanto,f~~;,<\~4h '. ' , , ~- '. , , , . _,. , · ·,· 
: . .-; :_ ;·;¡<-~¡..- :d: !· ,¡. :-·:; 1·'1 -1.: 1 : .: • - • ':··' : .[ 

· ¡ ;:«; •: '!.'Fff;;P-1 ;=' h(p) I S(R3 ) 4 i ·• ! . : ''( G7) . 
· · · ·:,:;:':t,.k:Vr:;¡¡·1:i:i:.::'1·. o ;! .:.-.'_.·. ·1 

c(lmº .h(¡Í) I • s.(~m:~.s¡i·~é,nc;\'.Tl'l1~n¡t.;a~~~<JJúii~\¡ ·-~· i>o~ lo· t~tit 1 su 
~erra.dura. ~s el:P~<?ptp1 h(p),·te,n1e_m_ ps.lq}1.~·lló e~ e~e. 1,1crnlm~nte a.ut ¡d­
'Junto y su ce,rr'.'dura'.€1~ 1{0. Lo ¡que s.". 11,1~enta de!)lostrar es que 

': 'j :',; :.·. t ¡ Y.i 'i~b"+.-ti~¡ [,' ' ' (1.6! 8) 
:i 

'¡ ::'.: !---.;j;·:·:~·:.··~ 
· · · ¡/fó i:'Jl~:~'flri e •110 =• II0 ; 

si ~s_e·<f~m~.~-~~ra. 9u-é <<_: : '). '.' ·" . 
. -·. :: ,'--,. q: ··=: 1· !·1;i.~····' :JI;: ~'.lió:~~~ 

(1.69) 
1 ' 
¡ 
1 

'(1. 70) 

( .71) 

Para demostrar (1.70), hasta tomar IJi E S(R3
)

4 y exhibir {wn C 
éQ'{R3 

\ {Ó}.)\ tales que ITI., -> IJi y lim,._00 Jf0 1Ttn = ífoq,, ya qnn 
-00 . 

entonces Ü0
1V ."" ffow y asi obtendríamos (1.70). Para dio escojamos 

f E C'00(It3
) con 

.. { 1, si l:ci $ 1 , 
flx) = 

O, si !xi > 2. 

S11pondrcmos que "pegamos" a.decuada.mente la gráfica cfo f ele 1 ocio 
c¡1111 lln efecto, pertenezca a C"'º(R3) y c¡ue O$ f(x) $ 1 Vx. De ina.-
mos 

w,.(x) = J(n-1 x)(I - f(nx))IJi(a.·) 

= f(H- 1x)\i(x)- f(11.·· 1x)f(11x)llt(x). 
(1.72) 

J~nlonccs 

sop~n(x) = K(cnmpncto) s,;; {x E R 3:lxl $ 211}, (l. 73) 

1.,¡. 
,¡ ! 

' 
1 ;; • 

,¡ :i.11 
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; .··.· .. ··:':.:··._ :_ 

y claramente; q¡n E C¡f;'(R3 \{0})4jr_ 
. ··,··>·]·.'. · ... · .. : .. ~-- -~·- ._·_ :··.!·:-:'·_~:~~~;:<'..-.- :~~--

'< ·· ,l! .. rg,:llw;;·-~ ';'Hi:?cn'l\::· 9· .· · 
·.· ' ... _; ·. '.' ,· ~ . -

Ca.lculem~s,y:c~ti+,cT,ns~.··;. ·.; ... 'f;\)f'.;'./;J:(rf 

lli1:1;_;.9áiéé'.n(~;.\,t)(1.:: }"(;i;,n•P(x)ll ·::; ·::_. - º~ 
y . .-.j: .. ,· . .-

. (l. 77) 
1.: 

··y f 1i~lrr1cit:¡··;'.°;i.\'\i;:)'t>;y• ·. ¡ ' .. . n.n-«> 

.11;.,r,;(n~í:j~'{~ \~/;~(nz)tll(x)JJ 2 
$ L ¡w(rJl2n2 l(V /)(nzJI' d3

x 

' ~.,, ;, :, ''!~¡ ' 2 . . , ·:i~ :._ ],_' \i! : $en• f 1cv /)(zll d3z = Q -+ o, 
· ' Ín3 113 n n-co 

;·;· . (1.78) 
. . 

dond<!' liemos efectuado el cambio ck vari;iblc z = tix, y ut.ilizarlo el 
hcd1<:. c¡nn iJ"!(:r.) es acotada. (1.í'G)-(1.78) implican que 

1.!.!n 11 Ü0 W ,.(x) - Uoili(x)ll =O. 
n,. OO. , , 

(1.79) 



' ·.: ·,' ,. ! ·, 

¡111111 :r. E R 3 \ {O} y ¡mra r.011sla1;tes o, b con b · > O y a <: l. En tales 
co11rlidrmcs H = Jl0 + V(x) es autoadjunlo en D(ll) = J/ 1(R3 )'1 y 
Clicnr.iulmcnle autoadj11nlC1 en D(II) == CQ'(R3 \ {O} )4

• 

Pruchn: Denotemos 11 · 11 ~'(R') = 11 · lb· De la. desigun.lclncl de Harrly 
con 1· = \xi tenemos que 

ll 2lr ljill: = fn., 4~:2 lif•(x)l2,px :=; 

{ l\71Ji(x)¡2 rl3:':: llVIJill~, \NI E C0 (R3 \{O}). Jn., 

(1.82). 

L:i rnisnm clc:;iguadad se verifica. pa.ra el spinor l]i E C¡'i''(R3 \ {0])4 

done lo 

(l.ll:J). 

ohservando q"1e 

11

1 112 4·'111 112 . 4 i ' : -~· . =E -;'1i; ·. ~ :¿: ll\71Ji¡ll~ = llVIJill~-. 
2r 2 i=I 21 2 . i=I ' j 

1 
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- .; .. ~. :':~ ..... ·::·, .. ::t-·~i·.: .. :·.,·~··.~·::.:,··:·.-.-:.·,: . .. _ .. '::··. 
Aluira rdacioncmos· llV'.Wll 2"'con·w2;¿¿y:; vq,112";,¡;;;crv;inrl.o qiie; 

'-· _.; .. ; __ .. ;1_:., .. -_,·· ... .. ~:-~:,~~·r·/-~(:\-'::'.:>;;/\-~:-:-~:·;.:·~~-v-~).::).~<.,_<: ,. _: 
::·.:.·, s; ... ;~ -:,,; . .·_; _ .... ~ 

'1~~ü-~~CÓs-~\.~\;:rf~ ~-.\~_·,·n ·\:::-.· 
. ':-: ..... :':·-~;-t .-;:··-:: 

¡: 

(1.85) 

(Ü6) 

i.e., d. opcra.-lor de multiplicación c/2r e:; acotado relativo a. ica · \/ 
C<?n rota. rclatiVa l. Utili;:a.ndo las-éslimaciones ¡\.ntcriorcs, ohl."nerilns 
que 

llV(x)W(:c)IJ2::; 11 (a~; +b) \T/112 ::; acli~ll 2 + blJWll2 

::; acll'i7Wll2 + bll\T!lf2 = '·11- iw · \1 1Pll2 + bllWll2 
= a1J(ll 0 - ,13mc2 )\jlll 2 + bll•T'lb 
::; nllllc 1T1 ll., + amc:'l:Wll: + bllWlb 
= allllc,ljrll +(ame:·~ b)lli!•lb· (t.87) 

El operador Y es simétrico, ya que 1' es ;,utoadjunta. Vx. El hecho de 
<f"'' ll es autoa.djunto (Ncncialment.c :L11tc.;ufjunto) se sigue de que ll0 
(•S a11toarlj11n1.o (esencialmente a11to;.j11111.o) por el Teorema. de Kato­
H<?llirh, ya. q11c a< 1 (véaRc [lli] y [20]). 

F:xistc ""'' amplia. Jil.erntura sobre el opcrndor cln Diritc en in1.c­
rnc:ci6n, 1•1fasc por ejemplo: [15] y [3~]. 
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' ,I ''' '1 ' I · 1 .:. 
1.8. REDUCCIÓN EN EL ASO DI, POTENC1ALES CON SIMETRÍA RADIA 

. . \ .·11 ', ¡,¡ l ; l ·/ :.1,./ ' ¡'1 '! i }·¡., .. 1 ¡, . 
. A·contmuactnn se most a.rá la reducc1on del operador·de\Dtrac en¡tn-.;' 
' · teracción con: un poten al con simetría. radial en una serie'. de pa./;os, y 

la coni:lusiófi':fin .. al:mhdi ,,\te el teoreri1a;1;3;' .·\' '"'·~{( '..d:. '•'·: 1 1 
' ·' :: .. 1: '.,¡¡ '." : i ¡ i !, ' , ..•• ''/!' ·, '¡· 

1:8. t. 'Coordenada. Polal'es y la Dc~com110sición "Radial" y 
1 

• 

· ' i:i "Angulur" · ·! ' ; 
. · .. : ·¡• ' .. · ' . " ·: .. :·I', 
· Supoudreínm. qu1{el 'p~t t;cial es radialmri1Ítc 8in1ét.rfro, i.~:/v. ,,,;· l'lr), . 
r .= ¡,.,,¡,y que l'(r):cs;1ín potencia.] déct'rico, i.c., que V(~) es' tina : 
ma.t.rir. diagoiial cuyas' ua.tro Cll tradas·sol .. rc la .. diagonal son igm1,le's a' 
una J'nnción i:on valores en R, i¡uc tamhi<\11 designamos '¡jor:V(rJ:.:1¡ · 

1~11 rt3 \{0} introclucinos las coord<?lladas·pola.rcs (esféricas) ·! , 

1 (r,O,ef>) = 1·:;c11 Ocos.p, 

2 (r,O,</>) = r:;cnOscn,P, 

domln r == i:i:I E (O,oo},:o E [O,ir] y 1' E [-11',11'). 

(LBS) 
1 

Nulcmos· que dichas corrlt!nadas rnn locales. Del mismo modo, dc­
.finitnos los V•?ctorcs un tr.rios en las 0:ircedoncs de los ejes de coorde­
n~ 11.as e:-;fóriC:ts 

'e¡.= (sen cos</>,scnOstn </>,cosO)"' '!:., 
r 

c.¡. = ( - s 11 ,P, cos />,O} =o se:l ñ ~~· , 
' oc 
c0 = ( cos cos ef,, cos Osen</>,-· se11 O)= oÓ . 

J\:iimismo clenotcmos or 

( l.89) 

(1.ilo) 

,\ 1· ¡., llnm;;.re,mos la Vlriablc radial .'i as la variable angnla.r, 5'2 es J;, 
~?~tisfora. 111?it'.t~ia. Cons dercmm; ]os sig11ic11tcs mapcos 

( 1.91) 



es 11nila.rio de 

y t.nncmos que 

( 1.97) 

!'.in. In. dcfinidón de productos tensoriales(®) de espacios de Hilhcrt 
vfo"" .,¡ Apénclicc (Definición A.3). En conrlusión el opcrndor U (1.9fi) 



i 
S'=.-·;¡a·/\ a, es el momento angular ele spin, 

L = x A p, "'·el moment > a11~11lar orbital, 

· .J =i'L + S, es el momento an:~uln.r total. 

C~n -1y A n denotamos tres matrices 

L,E;¡.1akcr1, 
k,/ 

.i = 1,2,:l, 

dmul;~ i:;ki :~~'el tensor tor.almente antisimdtrico 

si (jkl) es una pcrm11t.aciéJ11 par ele (123), 

si (jkl) es una perm11t.acicín impnr de (123), 

si al ntcnos dos índiC't•ri son iguales. 

S PS acotado y' autoadjunto. También tiene la reprcsentnr.ión 

ron n y u definidas en (1.3)-(1.5). 

(1.101) 

(1.102) 

(1.103) 

(1.104) 

(1.105) 



r:n '"" <:~oidenacla~ ,~illarcs~O:elln:iclas P~·r,(i,S~)}~ .•. ~iguidnt~s'ope- . 
-r;~dr)·r·'ll ti1•1\~n 1as .. icprcsc~1Lnd~1ri<.;s·q·1~.c.sc il!dka-· -· '- · ·. ' · 

· ::_,·-~·;.,:,~·m·.~'~,i,;;éfn;A,I.-~::t::Jt~,.. ;, .'~1J~~r .. _ .. 

. 
1
·' ·" -.,~,~¡'i~ii%f !~Í E'.';~f ~f :t\~i~~Y.tt; 

. y Ji ii< er,' 'r..¡.; c'e0,· so1t': los .. vcdorcs ci1'1\óíiirils··cn: r.oorclén iulaji: polnr('s. 
<leli iiiilüs ~il: (1~89)iO'Adcn\á.;. In• 3-:con1pi:uíe11ti:i de: .L; J,3 , se éxprcsa 
~n · Ccl~~r.1_1~~~~~<~?~·.~~l:~t~~?~~~~~~j;.·:J].~.~(~ .. :\=.'.;.:·¡~~::~ ';_.~·;·<".) ~;-~; '.~.: .. · ·:" .. ·.

1

.'l~·-.~' , '> .: '.\·.,; 
:.i~:,\,¡ :;::,::; . :; '¡. . ·'· ... · ' . 8 . 

L~.;, J ®(-ioq,)• , (UO!l) 

Íúc!ici,1ul~ ;i,;~; i; acttla wmo la identidad en L 2((0, oo),clr). Utilizare­
. ~mo~ taú1b!ónJ3 para: inclicRr -iíJ/Drf, "n J.,2(S2) • 

. l.l:Ú.· Lt/Fo1·tna Polar cfrl Opcrndm· Lilnr de Dime y los Op~rndorcs 
· · que conmtttan con él 

.< Sobr~ el· dominio Ccf'(R3 \ {O) )4
, 1.enc111ns l;i, represcnl;i,ción en roonle­

. nfl.das polares pnra /I0 (v•fasc ¡;i4]) 

H0 '" -ie(cr · e,)(:r + ;- ; /JK) + {Jmc2
, (~.110) 

dnn<I" f( es el operador spin-órhilR cl~íl nielo como 

[( = {J(2S . ¡, + 1) = /3 (.12 - J, 2 + n . (1.1) 1) 

Los operador•'s J, L, J1 
'" J~ +Ji,+ .!J, /,2 = Di+[,~+ L5 Y J( son 

escncinhnC!nl" ;iutoadjnnlos sohrc Cóº(R"\{0})4. Adcm<ÍJ; la.• campo· 
u<mf.e¡; ,h coumutan con //0 y Ee demuestra que If0 tn.mbién conmnta 
con T\. · 



(1.11'1) 

y 

(F- m·-1) . j+m·Y.' ' T!mj , 1 J ;-· ~ 
'i:-T='·\/'iJ ~-y"';+~ , 

VJ - m; i·-S-
(1.115) 

. ,· '" 1 ( v'H ¡ -_--;;,; }'n+\-~ ) 
t{ln~J : ~ --·-- . J 2 

;+t. - ../2J -1- :f -.¡¡+1 + m~ lj'~'t~ 

loi Y,'"; mm los armónicrn; esféricos 111.ual"s dcliniclos parn l =O, 1, 2, ... 
y""·'" --(-1-1-1, ... ,1. Las f11ncion•'5 w':'\ definida .. • en (1.115) pcr­

H, 

l:'1i 
t,.! 

·.i! 
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tenecen a J,~(s2)2ty~~·ri~~ii1:br1;'ild~~cs.1l~)cis·a1),;r~clorc~: •_Ú; J,3 , j 2 ·= 
L2 +17 · f,+ ~. J 3 '= L'jf<1'-:y Ú;Ii+'f yl~~·ccirrepondientctsri.11tovnlor<'s: 

· 1(1+l);m,1j(j+1);mj1 y '-~~CCRl'Í!ctivnn1cntr.; Sin-cmhargo, <T•,. k no 

i.,'.·,« .,. ·;: (~ :·1· ,. L,,• ·::-'1 ·:·· 

'·~ . \ ,. ,, ·. ;"·(' . -

; :~::;,:, 

·.-. ~;.: 

:;{;; ., 'I·. ;.1~ ! 

·· .. · ,. ·¡. 
\ ' " ' . ~ . 

1:; 

I• ,. 

(l.Ú9)' 

f1y r:r;e¡: ví~n~nirhr~és~nladn,; ei1 la base {'l',~. k ;<I>;;; k·}• por mal.ri~cs 
· d<:,_·2 x··-~~·:_·~~º-~¡-,:í;'.(·:·:~:.:~,-! · ,, , ,. ' · . ·· -~ 

f3=(1, o) . ' o -l 

l.1/.4. D~scompo.•ición cid Opcrndor de Dirac en Sumas Direclns de 
Operadores rlc Dime di: Onr/11.• l'nrcinlcs 

El E•;mcio rlc Hilhcrt "angular'' L2(.S'2 ) 4 en su descomposición r.n su­
mns tlirecl.ns de los ~m¡,I·¡ (l.l 18), í1"l11t" unn. dcscom¡.o"ición pnrn 

L2(R'1)' de'"ª manera ;;.nálnga .. A 5'1bcr, dcfinnmos pnra j,mi,k; y 
el rorrespondiente g?m,.I:;, ~1 suhcspricio d« "onda pardal'' r.omo 

(l.121) 



1 
<l> = r(:r.} qi(r(x),O(:r.),rf>(x)) (1.124) 

con r,0,4, funciones de x, que st? ol>lirncn al invcrt.ir Ja transformación 
a 1·oor1lcnada' polares (!.SS). Es decir 

j 
(O 

m,=-i 
1[¡ 

k,=±(i+~) 
L2((0,oo),dr) © ~~m,,k;• 

(1.125) 
Si '11 E CQ"(O,oo)4 puede ser repmsentad;i por una. comhi11ació11 lineal 
de Ja fornrn · 

'11(:") =. L ;.1;;.;,k/r)<I>;~,,k,(O,r/>)+;.l;;;,•/'')<l>;;, 1 ,k/17•r/>), (1.126) 
J117lj,(:oj 

con fuucionef. coellcientef 1± E CQ°(O,oo). Además, si <l> es reprcsr.n­
tado por una sucesión {g,,.,,i,,). el prmluclo escalar entre \ji y <l> viene 



rlndo pnr .... ,;'

0

.,;,;[< , , ;., · ': .; ,, 
'27 

( .p;ij.) =rt/·.tt D.;.;.k;~~);,~;.~;c:r+·;.~;:l\1J;~,·:k;c r)L1~: ·.· 
... : ·. i ~<1;t;i~tU}~<·!.;'Y ,··:~'. '?t<::' \/ "X·,:, ':·?'·,,, •.':·<: ,'.,'(·1.i~;>• ·. 

Es lo. muestra· quc-(1':·123) Y .. (1: 124) "1lclií1cn ·:,tiii iso1n'iirftsrnb unitario' 

c~trc ' ~,.;;~fW~1;t~fü;~,~"~•kJi~((~;~),drJ2./, .. , ' .·, .(l.1~8) 
J;:sÚunOs rin' ¿(l;,'ci'fciiitHis~lu ~luniosl:rnr r.I teorema principal do. la sección. ·' .·· .. -_-, ( '' ·, ' ' . ' i 
1~HH"tmin:l::!.'.EI Opcmr/01· Ubre d" Dirric ll0 deja cada subr.Rpacio 

, ('.'<lc'.(í~;;~) .. ·®'-JJ?~·j·.k; invminntc. En fo lm.r:e {_([);!;i,ki' 4>;;,,,1.:,.} actdo len 
,crM'r( iiul1c.•pació como un opcmd01· rcprcscntrulo ¡1or 

' ( mc2 c{-J!.+_J:,_}) o d~ r 

hm k = { ·} . ji j d k· '2 
c ;¡;: + ::;- -me 

,._,:·. ! 1· .... · 

+ 1,-¡;~ k (r)<I>;';,.,kJO,q\)-J,J.;;.,k (r)flJ\•l•;';,.,k¡(O,<¡I) 
T J' J . 1 J T J J 1 

1 

1 

(L129) 

! 
i 
1 
l 

i 



I, 

:' ! . . : ~ -;f; + 't ( \\ '{ . ''}) 
r {d k·} 

¡ 
1 

1 
.L._ .. 

e :;rr + 7 , O 

.. '.i. 



En lqs c~.lculos a.nteriort!.q se han utilizados las siguientes ecuaciones: 
{l.112), (l.121J)y (l.123) .. · 

En el caso ele nuestro interés para un potencial el6ctrico V"(r) que 
inl.eracttía con T/0 , el operador ele, Dirac en interacción es igual a 

fl: JT0 + V(1·), ( 1.133) 

_y los operadores de Dirac de "ondas pa.rciales" en interacción \'iencn 
.dados por · 

hm;,k¡ = h?n¡,k, + V(r). (1.13~) 

lf. definido sohre CQ'(R3 \ {O} )"1 es unil:iriamcnte equivalente a la suma 
·direda de los operadores de Dirn.c ele "ondas parciales" hm;,k;• i.c., 

j 
Ell 

m;=-j 
(j) li,,, k • 

k,d(;+}) J' J 

De hecho se puede demosl.rar el signi<•nlc resultado. 

(1.135) 

Teor<?ma I.4 .. lT es csc11cia/men!c 1111/omljunto sobre CQ'(R 3 \ {O} )4 

si 1J solo si ledos lo~. hm;.k; lo .-';on sobre CQ°(O, oo ) 2
• En este caso el 

c:ip·ctm del corresp:indicn!e opemdor nuloacljmto If es In unfon de los 
m:¡:rc/.1-os tic los o¡X!rad01·es au/ondjuntt'Js hmJ,ki· 

Prueha: Por el criterio básico [29], mrol;irio al Tcorcma Vlll.:l, un 
opcrador T siinélrico es esencialmente autoacljnnlo si y solo si nan(T± 



l 
1 

. . , J : <, r: : ·:. · . . i L 
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: ' i¡ \1 :.(,¡ti,': 1 ( ;;;·:y.,¡ ·: < :,, ! : ·. !' : ,• : '' ! :¡ 
i) en dens~:.S;1'~.~ri~~110~:•1í1.e exis~an ~ii¡, lij tales ~Íte ~I operador 1'.mj,k; 

. no es esencrnJinente.autoa.dJunto y por lo tanto existe un vector no cero 

.'. i E n~n(trh+¡r;:/),1:·tJ1:f.C<º;;)QftV't,ª~:Ue· • 2· : . 

: (f,(hn..,k· .-:- i)y) =O, • \fg E <Jo (O,oo). . (l.136) 
' .·. .. ~: -.~ ·' ':•: ·, 

DC!lin~mos ':i.hora 'cji E L2{0,oo)4 romo en las eénac:iones (1.123) 
.Y (1.124) y •¡ue' identificaremos con la f de acucnlo al isomorfismo 
(Ll21i). Claramente,•<!>: pertcirnce al subcspacio de momento angular 
f!tiquntadó:¡)or' (j,ni;,k;)~ Parn c11a!r¡11ier g E C0 (R3 ,0)\ Ja parte 
d~ O en 1iste subespacio de momento angular puede ser representada. 
por una fnnrión·g E. C8"(0,oo)2

.' De acuerdo a las ecnaciones (1.127) 
onCon trau~os frue ' 

(<TJ,(J/- i)Y) == (f,('i,n;.k; -i)g) =O, ( 1.137) 

In 11111! n11wstm que Ran( ll - i) no es denso puesto que •I• 1' O, y de ahí 
'I"'' 1f no es esencialmente a.utoadjunto. 

Lr~ suficiencia: si ~xistn un V·~ctor (} ¡!; <J• E L 2(R3)1 con 

(<TJ, (Ji - i)Q) =o, (1.138) 

er.l.1lr.ces por las relaciones ( 1.126) y ( 1.127) existe O fo f( r) E L2 {0, oo)2 

y '""·', k¡ f.alc~ que 

{1.139) 

·y ¡vJr dl<!li·;,.·k· ·~o es cscncialmentr auloadjunto 
. ··. ,, J 

1•;1 ro?sultado sobre el espectro es rnnseruencia. de que 

(1.140) 

y pór lo tanto, z E p(II) = z E n;,m,,k, p(h,,.;.k)• lo 11110 implica que 

,. 

•"I 1, 

1 1 
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l l. PROPIEDADES BÁSICAS DE LAS·SÓI,UcIONES ·. 
. . . ; REGULAR Y DE JOST . . . 

. ' -·. ' ' 

11.1. INTROIJUCCJÓN 
' ' '.J ·,-'¡>; .¡ l ,· . i ·. ' ' ' 

De acuerdo. ahi. redu~ción por la.simetría esférica del potencial obtenida 
en la. Scc~ión.I.8. deLCa.pítulo I (1.13,l) tenemos que la ecuación de 
Di rae es(~cionaria~· JI et> =: E<l>, es equivalente a la siguiente familia de 
sistmuas ,de.~· X 2 de ecua.done,; difcrrmcinles ordinarias sobre (O,oo) 

Il;'P;(r) = T-.'<p;(r), 

dond1.' lf; ·~s:iíi operador diforcnci~l form•l 

(2.1) 

U,1,j(r/~ d ,,~l) ~:j +, (m ~\(r) -m~~V(r)) 'P;(r), · (2.2) 

. . . 
ilond!! :hemos .tomado e.=: 1, y para simplificar la nota:ción reemplaza­

·. 1i1c1.id:; P,:Jr·:;, con F= ±1, ±2, ... N·:•temns que este índice j no es el 
. Ii1'smo c¡1iucl de·(l.112), el cun\ tom;,. valores semienteros. 

tp·(r) = .',.1,I ' ( .,. ) J 'l-'j,2 
(2.3) 

é
~ 

. E•H "":~ funci1'.n valuada sobre C 2 y definirla. sobr R. Por 1 denotamos 
la. deri"a.d;i. s"brc r. Notemos que si ~';{r, i'J, V(r) Vsolución de (2. 1), 
i. ( ~ . 

¡. -~·j,2 (r) + (m + V(r))'P;,1{ r) - ~'P;,2 (1·) =E<p;,1(r), 

.. J 
'Pj, 1 (r) + (-m + V(r))'P;,2 { r) - ;:'P;,1 (r) =E<p;,2(r), 

() ( ( )) ·( ( )) ('P;2(t:,E,V(r))) 
'P-;i 1· = r,-E,-ll r = o·1rp; r,E, V r = .'P;:i(r,E, l'(r)) 



y . ;.• . . ~ 
LMO,oo) = L 1 (0, xí), 

l'n.l'a. oo ~ a > O, L"(O,n) d"notacá d espado ele lla.nach de.la.~ 
funciones rne.rlibles valuadas <'11 C sc·h1·c (O,a), J(r), tales que lf(rW 
es ini;Cgrnh1c Según Lchei;.g11c1 ron Ja. 11ormn. 

(2.5) 

y L'~'(O,a) el espacio ele Oa.nach de J.c<: fu11cioncs mediblcs sobre (O,a) 
<•:wnc:léllmcmt·~ acotadas vitllla(b.s en C con la. norma clC'l supremo nsen­
dal 

llfllL~(o,a) = supesenc (IJ(r)l:i· E {O,a)}. (2.G) 

J~'\O, oo) es d c~pado de llilhert de¡,,., funciones mediblcs va.luadas en 
C, ,J,, c1rndra.do integrable sobre (O,"º) con el producto escalar 

(f,g)L>(o,oo) = l"' f(i·)g(r)dr, (2.7) 

(2.8) 

¡<~~? lo suo?sivo denotaremos los cspar.ios sin1plcmente como: L1, L2, Lq, 

/,' 
,) , 
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rnorumÁriEs DE LAS SOLUCIONE:<; 1-ÍÍ.:au1;~i1 y DE JOS:I'' 
· :,:°,'· ,\·.~; i'.r·J~"/· ·.-, :.~:·.:::.:~··;<"/'+~-~.~¡:: ,·'.'H~. _, .. '·.1.'·i· 

~~: Í. r!'.;io~~d~s <l~~~id~s' s<;hre· (o,;~)/~.,Il}~+,;:~'!~~(.~i¡iM~t~?'.1i"1º"; ,lo.·, 

;:· . ..... _ ... ,<,t-.·,:H .. ~:,: ... · .. ·,,;· .,: - ... . ( .. :- -; :·:.·_ .··.· .•.. •.· .. ··.',::.·.· ..• ·,,·.· ... ·,·.·.;; .... ·.~.-~.:.'.·1· .. :._·_.:,·.::.•.·.·.· .. • •. :«.:.,:~i.'.·. 
-... '";· ;. :·i_.· ·'. : .. :t ;~:; .. -~-, '":~J :~·. >·~" i·'.<>~~~ ... ~.,~-!-:;\ :~.) ·,-- -'" ~ .. . -' ~ . '.' " 

11.3:· EL· EsPEC'l'llO UE ·JI; y:sus•PilorJED/\DES_.,.>·,. ·· 

. . · .. : . ::. ·., :.-:'.1. ... f ~f:)f] ~.,~~:::"¡. .. ,.i ;'..>·':'.~ ',:')~< ~.;:·~ .. -· .. 1·:k:t.:~1'..:·\.:·1./f~-.~- ~~' :·:·:··. ·:·-"' :: .. ·:· ·:· ' 
l,os ~iguie11l.cs .resultn,dciii :iceica .. dEi)ns prcipiedaCle~cspéctráles ·c1e llj 

. sort é011ocidos'; :hajo la hipótesis de que "\'( r,) E I} ( véaiie [36] y [10]) . 
._. l~Lop•?rador 11; .esta.el caso purtfo límite' (vénie· la· Definiciúti A.19 
· del "Apéndice) 'en "é:ero» e infinito, y en consecuencia. es esencialmente 
· n.útoadjnnto sobre el clominio,. . , , 

. . I" ·.: ' . 

D(ll.¡) = {cp E.H:'I:' tiene soporte cornpaclo sobre (O,oo):'Il;cp E ll}. 
. • .. l . (2.9) 

Dcnoten1os también por JJ'j la. 1ínica l"Xtensión autoa.djunta.. Entonces, 
·el C!Spectro a.hsolutamente continuo de lf; es (-oo,-m} U [m,oo), Il; 
no tiene autóvalores en (-oo,-m) U (m,oo). Los a.ulovalores ele 11; 
.tienen mult.iplicidad uno, y el espectro sobre (-m, m) consiste de au· 
lovalores a.islados que pue1len acumuhirse 1ínicamenle en ±m. Para las 
dnfinidoncs conccrnien.tes al espectro v~as" el Apéndice y [15], [28]. 

' 11..t. UNA St'PERFICIE DE RmMANN, n. ¡\J•:rnrt/\D/\ P/\R¡\ J,A F.N~;naíh 

Neeef;il<lmos definir una superficie dP. ll.ier:i.ann a.propiadn. para. In. re­
lación •mcr¡~ía-momcnto. I'arn ello denw.~nns por ./Z la rnma principal 
de la r;1i7. c•in•lrada. de tal forma que ./z > O pa.rn z > O y r.on el corle 
a. In l:i:rgo del ·•jc·real negativo. Ohsen·~mo> que por ejemplo para k la! 
<¡nn )(., f:""' O 'Im k = ±m ±E: con E: >O 

m 2 + /,2 = -(2me· +i:') <O, 

por consig11ie .. 1te ,fZ no c·stá. ddinidt. par;i tales k. Esto sugir.rc que 
del_i11a.rn~1s las siguientes hoj«R, · 

n+ = n_ =e - (-oc, -im] u [im,oo). (2.10) 

La -'"IJICrficic 1le Riemann propuesta. h 1lcfi11imos como 

'R.: 'R.+ Uí?._, (2.11) 
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' ' la cual "prigaÍnos", de.Ja siguiente manera: la parte derecha determinada . 
. por el corl¡e su¡ierio,r de .'8+ la pegamc~s cciri la parte izquierda deter~i­

nacla por ~I cort~ super10• de 1?.._.y v1cevprsa. Análogamente haccn;ios 
lo mi:m10 con.las partes determinadas por.los cortes inferiores de ambas 

· bojas·. I,nd fra.njas informc"dias no se alteran. Definimos nuéstra funcj'ón 
, / 1' r 

c01no, 1 1 • 1 1 ¡ 
, ' ' E== cVm2 + k2 sobren, lc1onde é == ±1 (2.12) 

.... :. ; !\ ¡.' 'i ~; .J¡ ;· : ¡ 
do. t,;.1 fonnii .,·1ie ' ' ' , 

,º ',, i . 
; •. . :{ ./1112 + k2 : 
'E= . , 

, -../m2 +k;r 
si k E 'll+; 

si k En:_. 
(2.13) 

La fu11rión E;I:) definida mlirn R rcs1dta analítiray 1111ival11arla (vé1ise 
.Ja li1~nra. para tener una ilca ~C'.otnét1ira.). 

11.f•, l.A BOLUCJÓN llFGULAf: \?;(k, r,r) Y J,A So1.uc1ÓN IJF: JosT 
h;(k,r,t") 

El pc·ohleiirn ~lirecto· de disp"rsión p:i.ra ll; es d"finido en términos 

t._._ -. _'': _'' rol "d<\o '"""'" y I • "'"dóo ,Jo Jo« ( """'º [l J ,. [4 J )' J6JI. L• 

L'1. 
) : 1 . 

¡¡; 

¡' 

! !· 

1L 
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(2. l6) 

: La ~·oluii~n de 1Jpst'. J~tá. <lefinida 'para. k E ñ± \ {O} como la. soluci~n 
de (2;l) tjíte nitisfacé¡Jíi.'conclición a. la. frontera · . ·· ·.:'. , .'.- .. ' ; · 

)lrJ, (1i~(k, r,h- (ik)i [ i(E ~~ m)(k] c-:ikr }=o:· : ·:·, (2.17) 
·>:·.::· .... -: 

Not<mws·c¡ue '. 

· .. (2.18) 

cloncln -:- denota. la. conjugación compleja. Bajo la. hipótesis <le que 
V(r) E L1 la. .<olución ele Jost existe (•1óase 1:1. sección Il.6), y la. función 

{ 
1i.,(h, '" + ), 

hj(k, r) = 
, hj(k,r,·-), 

(2.19) 

es .rnalítica en el interior de -/?. = {k •::R.: lm h :5 O} y continua hasta 
fJh \ (O} pa.u cada. r fija. Si (1 + mrf((1·) E L1 la. podemos extender 
continnnmente hasta. /: = O. Ademá.c, para k E n, el Wronskiano de 

...... .l<.· 



-'- '-!-.·~-·- ,, :--· w -·-··-

¡ 

3.; \iÉil1,í1N10 R;;~~c,f.'ín~ s~Áni>z ' ·; : · j, · 
;; · ·:· ¡:_'. ·. ··.·. :.·.·. · · 1.¡r· -~·· .. ~ ·,..:.·<.,.~x.-·:~·:. .. ;.~\;/~ .. ;-, ·f 

'·; :~;;::::;~~~~jo,(/'i~;:¡}::¡;!i. 'F ~;:¡f :;·,;ifr · ! ... 
., .. · .·····.(:}J;,~~·;:lJ::lt;-~·~~·j2\2hi;k~;;)~H;1 ~:¡,t~:\~,-_.,;~-~;&;)~;~3~j::f O)¡.·· 

• y un ~\gnci,<\11<• /;j(k.;~;~)·f/ij{~~;'r;if form~ri'~'~;sisteiP~r~!ll<lá~e~tal 
d<i s~!11Cií:il1cs"pará:k;E n\'{O}¡; l):lltónces, ¡lara'tE;'l?.\'{O}; eicist~ la• 

: 1 f!n·:~º~ ''.;{!·~'):i:t::
1

:Jt/ ·. : ). Vi :;·••·.: ··. . '}:f ';j,_,/;r~ii; :n · 
¡ ¡ .• 4>;(k; ,.;E:) ~;lk~i~l(E+ ... ) (li;(-;'k,;E)h;(k,r,E) ::;.~;(k;t)hj(2k,'r, E:)); .·. · .. •· .·. : ... ', ¡'. m !,\ .. ·. : .. ';,' ... , . j¡. ! c2:kú' 

c!onrlc· 1,,; fuÍfr:iém .de ~osth;(!<,<) 1 .es ·fofinid_a,_corno 

.·. Jlj(k,É);:; l'fj(k,r,E),h;:(k;;,•Ejj~ (2.22) 

{ Ir.;(~,.+), 
h;(k) = 

h;(k, -· ), 

h E R+ 
/:E fL, 

(2.23) 

. es ~nalíl.ica. c·n el interior de -R. y con1.in11a. hasta. Oft \.{O}, y. si (1 + 
mr)V (r) E I.1 se extiende continua.nwntc hasta k == O. El .coeficiente 
de dispersión es definido como 

h-(h,é) . 
S ·(h, 1') == -'--- == e2'f,(k.<l, 

J h;(-k,f.) 
(2.24) 

dnnclo 
ó;(h,E) = a.rgument.o de h;(/:,e), (2.25) 

<•s d corrimknto de fa.~e. ambo,; son los objetos b~sicos en el prohl<'ma. 
directo en tc-JrÍ:>. de dir.p1•rsión. Véas•' la secciiln IV.3 para una justifi­
carié:n del ncmbre de corrimiedo de ía.•e da.do a. ó;(k,E). 

íi 

! ! 
¡ !::¡ .•. 

.¡ 

'• 
¡ i. 



1 
1 
1 
1 
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.. , rn: ~~1s·,mNc'.~ ~B>r:As< .. s'.'.Jr,~c:nNr.~.~?-:j~;;},~·( ~E\~ºr , · .. 
En l 1 j.y l'IJ, la •igiriente eerrndón. integi·aUuú ú!Jtcnirla pii.r:i. fa solución 

:~!'.!'.:!r~¡1111'1J~1~~r )~[i~.;r:)~~·. :::::: · 
G·(k r / ~·j'.~·r·;~fii~p~;\·(~1·)¡·~i;'~1(U,; .. L·krjj.:.1f~~)k('1}--1(k(}) • ;_ ; 
' ' '," : T. ;;¡~· ,. (kr'l;(h)~·(i1_ 1 (k() - krj1(kr)k(r¡1_1 (k()) 

-··:,_ .. ;~:-.',:·,'.".''.•~.' (·'>'.í"~,;,·,_,;,,_ ... ·.···<.-1-·:~:+,: .. ~ ·. •·, -:-«:·-~ ··~··. ,.':. ·-· ... -_· ·' 

· · ··.•; .. :.::.:> ;;: ~Wr~:~~~;~(~:~rt ~ t~~ ~t~!~~~tg~ ] .• · c 2 ~ 2sj 
. '·,:·· '.- -~::·,:-_'.~ ;11;.. ,? \·.·- .-:: ;. '~, .: .. _.·. ;. 

'y <IÚncl•~ l1cmot• util!:rndo las.fuÍ1cio.nes csfé~i~as. de Dcssel 

zi;(z) = (tiz)tJ;+~(z),. 

z11;(z) = (-1)·; (~irz)! J-;-~(z); 

(2.29) 

(2.30) 

con J,,(z) la. función de lJesscl (véase f!Jl, página 4, fórmula 2), y E PS 

rl.eli~idrt en (2.l3). Para: la. solución de Jost tunemos la ecuación integral 
sJg111ente 

h;(h,r,E) =hJ(k,r,E)-['° O;(k,i,(,c)V(()lt;(k,(,c)tl(, (2.31) 

....... 0 · , . ·[(-sk -)krh-: 1(kr)] ·. ;•· .. ·•h-(k,r,e) = k' . ->+m J- , 

. ·:.{~#;,t>iw::·;·· .·· · .. krhj(h) ~ 
krhj(k~)= k~(1,j(kr'>-: ii;(kr)) = -i Oirkr) lfj~~ (kr) . 

(2.32) 

con 

.. 11s21(;) l!ri la. rulici6~ ~e lfankcl definida en [9] página 4: fórmula 6 . 
... ·,' '· " . : \'. 



,. 
i 
! 

.l l 

'. 



X ((.l:()~j.l1(~<),.;t-,i(~()j;-1(k()J ,-;.,, ·< .,;,., , ·' ;, 

- (J~:I~ '.)'~ (~~;);¡J)k~r; ~::.(;,;¡i;·::(t;))·"., .: :..: . 
-J~ ~¡¡·,, -'~ ~:. ~~ -:--< ·,'\ ' ( , --", ,·~: 

X ((~(foJ.Í(k()- Í(k<}fJ-1 (k())' . :. ; ' . . .·.• · · 

·:· ,;~: ~ 

,:··· ... 
'".·'.--;"{')"; 

;: -'-'--¡¡-(krJ,j:..1 (kr)k(j;~1 (~0:).-(l"Jij~I (kr)k(~j.,.1 (k())/ ,· 
• · · · ' · ' · : ' · : : : · . . i . ' • .• : ,e · · . · · ·~ . 

.. Siruilarmcr.te obt.encmus que 

. i(l:- m) ( (O)" (O) , (r) •· '·; (O): · ) 

21,21 .¡:¡ h;,o(k, r, .-)h;,2(-·k, (, <,I ·- 11;,.(-'k, r, .•)h;,~ (k; (, ~). 

= -~ -k (k;•¡;(k•)k(j¡(k()- (l:r)f¡(kr)k(~J(k<)), 
ú+m · 

i(/;- m) ( (O) (O) . (1) . . (O) ). 
:?i:>i-'1 h;,i (k, r, r)h;.> (-·/:, <, •! - h¡, I (-k, r,<)hj,2(k, (, <) 

= (kn1;-1 (kr)k(j¡(k() -- (kr)if-1 (kr)k<•1;(k<J), 

i( V - m) ( (O) (O) . (O) (O) ·) .. 

21,2;.;:t h;,2 (k, r, r)l•;, I (-k, (, <> ·- h¡,1 (-k, r, <)h;,i (k, (, •) . 

= (kr~;(kr)k<i;- i(k() -· krf;(h-Jk<»;-1(k<J) 



-: 

i.e., 

G;(~, r, (; i:)¡¡'".'-"G_;(k, (, r; €)11 

G;(k,r,(,sha.7 ~Ój(k,(;r,€)22 . > : : :':.' .. < i . , ... -·; . 
G;(k; r, (, é)fo "= -:G;(k, (; r,éh1 

donde T denota. la matriz transpuestn. 
·Se sigue de la definición de la función de Ilcsscl (véase [9] página ~, 

fór11111 la 2) q tic · 

o bic11, el ca.so que nos interesa 

··. j. 1.(z)- -~i+i) - + O(z;+;+:z)· ,+, -2i+!r(i+~~-1) ·' 

donde l'(j + f; + 1) = ,¡:ir (2j + 1 )!!/2.iH y por lo tanto: 

jtl . ' 
'·e·) (1 -)i 1 . ·e·) ...... ( j+3. 
zJ;:: = 2irz z•.TH!r z = ('2j+l)!!+o z ), 
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T (! - i)_= <~J)i(2::j~1 .. )l_I; 
,.,.... ' . . ~ . ,· .": 

así estabh,cemos que 
.... , ·. ·¡: . . . 

ZlJ;(z),;,, z-i(2j - 1)!! + O(z-i+2
), z-+ O. 

1\d{!más por fórmula,¡, en la pági "" 78 de º[!J] 

p :-r ki 1.:i.n 1.o 

j 

zhj(z) ~ i;1,-:i= I:C-1)"' (H t,m) (2zrm, 
m::o; 

(2.3'1). 

':! 

1· 
l 

(2.36) ,, 



. <e(~ 21k1rV 1..,i, = ('(1 + l"lr).j lmkr 
- 2lklr j e ' lklr ~ ' 

así f.C.'llCJnOS <J llC 

(
l+ lklr)j lhhj(kr)I:::; e -lklr - c''"k'. (2"10) 

O hien, en forma cquiva.l<'ntc tambié11 por (!J] p~gina. 78, para lklr :5 1 

l:rh7(kr) = clmkro.(-
1
-.), 

J ' . ' (lkli·)' 
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~]· 
. Construim·Js la. s~!Ución regular por ~proximaciones sll\·esivas 

con 

Por (2.38). 

" · < :'Jp;r,é) = f:;cp}"J(k,r,e), 
. n=O 

~ : . ' . ' : ¡; ; 
' '. 

(01 • -j [. lhri;~1(kr)I ] 
l'P; (k,r,+)I :S lhl ~-lk "(k )I 

. fE+iii¡ rJ, r 

(2.42) 

(2.4:l) 

(2.44) 

"' , .. ,. ~ .... h.-,._,._,.r. h~ ., ··-· ·····•·· ,,. 



Pero como 

: ... (• 

.,...___._ ___ . __ ~--=---·-:-- __ ._ _____ .. -, -:· -·· 

. IE - mir IE - mi lklr 
: . 1 + lklr = ~ 1 + lklr 

,, 
, .. '.r ÍE-ml ::;-Tkl ::;e, 

. -~~ ... r] WCOI d(. 
1+¡kr 

' 1' 

.... 
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... ).:;. v(L) r(:l'C( .. ~¡ ):
1
• .· I'' ~1(21 )dC1 · .. d(,. ~·· 1t·(·· ·f'v(Óric)t. 

u :·· J~ · . lo · n. ·. J~ · ···. · i 

E:n~oilcCs, ·]a nC:!rie (2.43) f'onvcr.ge abf.olula.mc1ltc y t 

. l 
l>';(k, r, +ll :~e (i /lklr Y eilm ;¡r cxp [<::' [ (1 + l~:I~~') jl'Wi d(h 

(2.46) 
! 

Ackni:í,;, la convergencia. us uniforme >n cada. conjunto compacto de'C . 
. Se sigun que 'P;(k, r, +) en analítica s.Jhrc k para. cada r fijo. Análoga-
mc11t.¿ l.cmcmns que · 

lcp\ºJ(A-,r,-)1 ~ C1)!mklr(_1_· -); (1-~~ml i·), 
1 1 + \ /.j r 1+ k r 

(2A7) 

y por (2.<11) "inducción ~obre 11, 

1 \,("l(I· r -)1 < cn+t (·-r-); J lmtir _!:.. 
J ., ' - . .l + IJ.j r . n! 

·(·r 1-E+ml() )"[ 1 . ]! 
X Ío (l+ l+lki( . !l'(()lcl( 1+ 1~fiti~·I r .· 

. (2.48) 



1 

1. 
r; 

rón 

l;;(k, r,e) = f: h}"l(.~, r,e), 
n=O 

(
1 1 lkl1·)j [-'Mr_ '~] :5 Cc'"'kr _.:r__ T+fkli' r·:+ ... ¡ 

J :;;.Cc""kr(.!..+ Jkli:y [ 1+Íklr lj~~ml] 

::: cc•mkr (.!..~ J"I~} [ 1~.;yW] . 

" .. _ .. _._ .... ···~· ··--·· --·~,~-. ,;_, __ . . : ......... ·. ··-· .. ' 

J)' :· ¡:il1; 
•·,"[ ; .1 ~ !i ! ' 

(2:50) 
; 

(2.51) 

.... ....• , .. , •.•.. ,-., ... _.;::.-r..-·· 



- _.', . : -· .. _: ~< : '. '. ·. / ·._ :'. .. ·. . · ... - ... _ ·:.-; - . . .': : 

.. ,;, ; ..... :];:~¡in1r'M'.füf !~~ ~~~::,:~NZJ ., 
¡1,\º)p~' r '+)I \< GelmkT (1 + lklr} [ i+ k ''l _, . (2:~~): 

···.· ..... -.·._.·.3',;tl:b;:t;i;;J~_,¡¡-::.:E';'i•:·;\/\i:1.:i;;:,¡}<··&.¿¡_,;~~>Ü/;¡., -· i 

y por (2.42) fi:inducéic$w~'?~r.e:,1(9]lteneJl\os;p'!-ra·k;en+;.P .. '' :, , ¡., 
\. . .. •;:,,;'~¿·r:·:·''·.:::r,:. ~";;·;~ ¡:':::::;:/;·:'f":.' ·:-. '~- .. ~. 

,h~"l<k:r:+)i'-'~'bW~l~-~~:e , 'k-'i;J-.h,_.,i,,_,:. .. ·- .. > ,: , ... -¡ 
: •.. ·. :. . -{•;:·~:·j;,¡;'f;:)l¡j:ii~W~~~·\:i.'{,·;¡;;·,,)·t·r·;{:;~,·¡¡;~~(~-,];. "<2.;;3) 

··x-¡(J/'1,_1'-:F..--.·-.•-9!V(()!d( •- -,_, Hkr: .; i 
-·. . · ·. ,: __ '.\t\_,:;Y:._'für;.·~;,z:'11'S-;;-,'.\.,, .. ; / '};\ ··••· ... 

E.n conscc11cncfa·lri. 6eric'(2:50) ·cónverge·ahsolutament.e, y.· 
. - .l '·'..'.~:.-1 '.:;· :~.'~:: .. ~t;:>\ ... ).\···' 0

_ ... ~-?:::··:·:·~"~,;.<:·-_-¡'/ ~;,j ', . , 

l!i5(k,1:.+)1:;p~1;;,t,(}\'h:i10)' ,;- ,·' ' ' 

. , ··.· ·(·1;' ~e'.(· IE + 1i1!(') I '(;)I !. ) · [ i + s+m ,·] 
, .< cxp_ . '. , 1 + 1 + lk!C: , \ ' ' ( . t+ kT ' 

' (2.54) 
suponiendo q11e V(r) E L 1 si/: f. O, y que (1 +mr)l'(r) E L1 si k ~O. 
Ad<m1ás cbdo que la. converger-da. ei: uniforme en cada. compa.cto

1 
de 

Í~., \{O}, se s\gue del Teorenm de Vititli <¡11<1 para. prohnr que h;(k, r,•+) 
t , es :mdit.ic:i c·1 ft+ n {k E C: Im k < O} pam ,. fijo es suficiente probar 

<111" cad:. h~"l(k, r,+) es "na.lítica si F(r) 1:; L1. Pero esto se sigue por 
incl'ln:ión tic! Teorema. de Morera y (~1.!H) :v (2.53), ya. c¡ne G;(k, r, (.,E) 

y il ~o;. ( !:, r, +) son analftic:ns en /:. , 1 

i\ cl1!nuts · 1 

i 
(2.55) 

i 
' : 

Y como nnlc1: demostramos qm• , 

, '\: ' ; e<- J n 

11("'(! T -ll < c"+telmkr (1 + lkir) ]_ (1 (1+1- E+ mlC) IV<<Jld<) 
' J ' ' - " 

1 
r n! r 1 + lklC 
' (2.56) 



A!lcunás, rec~plazahilo ias' ~cuacio11cs integrales (2.26) y (2.31) en 
(2.22), ohtenemos (véase [l]) que 

:.','~,;,~k~e) .L 1 -· fº \Oj(k, >, ")V(1·)h}ºl(k, r,e) dr, 

'. h;(k,e) = 1 -· fo 00 

<P}ºl(k,r,é)V(r)h(k,r,é)dr, 

(2.59) 

(2.60) 

dtll11k•, si k E ñ \ {O}, requerimos <¡ttc V(r) E L 1, .Y si k = O, que 

) (1 + rnr)V(o·) E L 1• E11 (2.5~J), 'P;(k,r,E)V(1·)h~º)(l,,r,é) denotad 

¡irnrlucto esr:alar ele la trnnpucsta de rp;(k,r,o) con V(r)h)º)(k,r,é), 
y r.im ila.rmeP.te en (2.60). Usammos ·~sta notación sin más comentario. 



' . : ~ .. 

III.·E;STIMACIO!'fES;DE;ALT,\S,ENE.Rdí/\SYEL.· 
·.:· .. , ... TEÓREMNDB'PARZEN' . 

. : ':,11ff:)1~t~~[~~¡~;~i~:~~{~··· ''..; ' 
gn [:!7} Pnrznn-prob6'q11c•:'-1' --· ' 1 .~ ' ''. · • • •· .. , 

· ·· <-ri~··:(·1 m~;~~,¡;*;'1%tit<t},~~·)· .i~f: ·¿6d,;1º 2 ... 
. . ikl-:::~º '.: .;•; , : lo); .!. • ··• 

· EiÍ [l):Y[f>f~~dc~ostró qu~;, , 

, . 1 J1~~ (1i~(k,e) - exr(-i~fo'º V(()_d()) =O, 

para potenciales que satisfacen V(r) :E L~. Sin embargo, 110 se estlmó 
<!I término dn error para cuando lkJ --> oo. En este Capítulo. probamos 
1111 teorema del tipo Parzen para el desarrollo en altas energías para la 
fondón ele Jost. A saber, si V(r) E L1 n Lq(0,11) para alguna a »0 y 
1 :; q < oo, entonces ' 

y ni Vt1·) E J,1 n L 00 (0,11) 

:81 corrimiento de fase ój(k,e) ""de liecho únicamente definido módulo 
:l;r, pnro puede ser definifo por continuidad en tal forma que si V(r) E 
L 1 ll Lq(o,11;• 

cí¡(k,é) = -~ f" V(()d( +o (1/lkl~), si lkl--> oo, 
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' ' ' .;. '·Í' ¡; '• ... ', .'. •• •i 
' y si l'(r) E L1• n LCCo(o,'~) 1¡ ' ' 

:[ .... ó~{¡1h/~.,''.~·~•!a00 v(()~1~+0(1¡,~;' 1 ). si lkf-+oo. 

:¡. ' '' ;- ' ' . . 
·¡ Véasn el Apéndice pandas definiciones de o y O. El hecho clu que el 
: 1 corrimiento.·de fase sea en general asintótico a una constante 110 cero 
; ¡ en el línlitc a. ·alta.~ energía.~ es una r·azón importante para el rstudio 
· ¡ · .. de .la dispersión para la ecuación de Dirac, ya que es exactamente 
: lo qiui se obHerva experimentalmente. En el caso de la ecuación -ele 
¡· Schriiclingcr, tiende a cero en el límite de altas energías, salvo si se 

q: consideran potenciales con fuertes singularidades de un cierto tipo. 
, Para uua. discusión de este punto véase por ejemplo [6] y [37]. 

11 l.2. ESTIMACIONES DE Ar.TAS ENERGÍAS y LOS TÉJtM!NOS DE Ennon 

Teorema III.l. Supongamos que l'(r) E L 1 • Entonces cunndo lkl·-+ 
oo y lklr:-+ co, : · · 1 , • 

·h;(k,r,E) = 1i~·c1:,r,l') (cxp[-;r J.00

v(Ot1(]) 

X [i+(J+r)Ó(pt)J, 
'"(3.1) 

y Od('llltÍS 

. '.1;(k,r,E) =h~'(k,r,1:) (éxp[-i~ [X> V(()d(]) 

x [ 1 +(i+;.)jk~f+o(¡¡12)]' 
(3.2) 

m" [1(A:) = o(t ), y si tnmbién v' (r) E: I}, g(k) = 0(1/lkl). 

'Pruebu.: Deaotemos [1] 

J'i( k, r, e) = ( ki r(l:)k;;::-, (:r) o ) . 
1 ' . 

kikrhj(kT) 
(3.3) 
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r· '.!' ',; 

clonclé i(k) :.k/(~E+ in);)•• •\ .·. 

(3.tl) 

COll· 

y (!onde ¡ 
... 1 

~3.7) Fj(k, r, (,E) = Vj(k, r;s)G;(k, i·, (,E)l';- 1(k, (,s). 
1 

Ahora observemos qt!e lj(k, r, (, s) también puede ~cr ~epresentad~ de 
la manera..si¡¡uieri te, por (2.33), (2.36) y (3.3), y considera;tdo krhj (kr) 
y TcrT1j(J;r) cuando lklr ;:: 1, para k E C y (;::. r, : 

• 1 

F;(k, r,(,E) = Fjºl(k, r, (,E')+ Fj'l(k, r, (,E'), ~3.8) 

con ! 
.'. .· . 
. (3.9) 

(:Í.10) 



-. 

;:11i;:nM1N10 aLÁN;JAnÍ'1; süfai;:z , i, 

. •·;·; ¡-:.'·:·· : .. ·":·· .. 
.' (3:11) ,• 

i 
't 

:,.:".··· 

: .. :: .... 
·";' 

'l 

•• 1•! W'ii xJ':((1} ~ 1}r1~1 <~;r1(,;, '· ·i .. , '(a!i2j 

,¡i1c1i:;;,~ ~li{;í;~:j~1c~1~.ii. ,, > : , •···• • ...• : W'l . 
•. j 

,:, . 
1 . ,¡·· 

•l"''ii''.7'.>:~~~·{;¡'·é'" g F;';'"''' "''í~(f !Y:·· 
/ X F; (/;;(.,.:.. 1,(,:s)Y((;} .•· ..• : '.(3.M) 

-.·, 

X rr 'fj°l(k, L¡,(¡,E)V((1)[{) d(1 ... d(w 
l:::1.1+l ' 

t]"i"° [\] 1 r V(()d( 1 , 

así 1 enemas que 

(3.15) 



uniforntcrne'nl.e' para'¡ l.i ~ fi > O, Entonces 

\r1(k, r,E)- ft i(r:~ l) ['° e2óh(r-<lv(()(P(())1 [_\] d( 

+t. (T2+1)1"" e2;k(r-() l'(()(P(())' [ 1 ] d(I 
I! 2rk r ' ( -1 

(
1 ( 1 ) ( 1 )) (CJ(r))1+1 

S :;: 0 11.p +O !li2r"' (1 + !)! ' 
(3.21) 



mm~nN1Ci F•LAHc.rnm sUÁllEZ · :. 

·,'::'/" 

(3.23) .. 1 

.'Si)init;:i.rnentn"V(r) E L 1 , ohtcnem~s, por la aproxim~ción en nor~a 
· d·~ :ifcl-e·l'(r) por funciones en C;¡"(O,oo), que 

(3.24)• 

J)n mn.mmt análoga dcmostra.mos que 

llX> ,2;k(r-() V~()(P(())ld(l :ó'. C(Qr(r))1. 

(
1 · { .L ,,¡ V(1'), V'(r) E L1

, 
>: ;:+1+ 1) IW 

o(I), 1:iV(1')EL1. 

(3.25) 

J\rlmnás por (3.8)-(3.10), (3.l 7)-(3.19), (3.21) y (3.23)-(a.24), obten e-

1 ("">(k )1 < - c··-1 -(Q( ¡¡< .. -•> 
'I; 'r, < - ( n - l )! r 

:< ( n + 1 - s + j ( 
71 +: :::..:". + ~)) f( k) (3.26) 

+ c,;~1 (Q(rJ)" (;o(¡lp) + o(i~.l~r2)) 
clond.,, si V(r) E L1, /(/~) = o(l/lkl), y si fambién V'(r) E L1

, J(k) = 



~c;~::·:,~t~'}&\~f iilJi~j¡~~?~,~:· · ..... c,T> .· 
jm;(I:, r,é) :_,-~-:i'(!>trf~'~l:,'.~::f;; .! >··,, ... : . ' 

$e [1 + ·a¡:fJ),Í,f~) ~t~(,/,2),+ o(i:,2) +. o(¡k,;r2) J . 
. '.: :'"li:•'.•!;·.ó,<(:·.!'.~ .... ·¡·... . . . . '(3.28) 

(:1.2) im 'sigué,: .. ·d~" (3;5}:y·(3,28).'.. '(3•1 )'se· demuestra, observando que 
podemos rcéñipl;izar,(3.2,1) y (3;25) rcspecli.Vamcinte; ¡ior . 

. ·. '"li-0~21~(~-',rv(i;)(P(q/ d(I :;; C(Q(r))1+1, 

··. iilJ."." e2ik(~-(J v~_()(P(())'d(I $ ~(Q(r))'+i . 

. Teorema IIJ'.2. Supongamos que V(r) E L1 , y que pnra nlguna a> 01 

l $ q <,oo, V(r) E Lq{O,a). Ertlonce,, cuando lkl-• 00 1 

hj(kie) = exp [-i~.~ lº V(() d(] + o(¡k!C•~ll/•), (3.29) 

¡¡si V(r) E 1 1 nL"'(O,a), 

[ 
E ["° ] (!niki) h;(k .. e) '= cxp -i-¡; lo V(()d( +o W · (3.30) 

Prui:.ba: Se :;igue de (2.36) q1w 

"ick.<,cí ~= ¡J."
1<•.r-;'."''n .{ [ ~;r ]- [~:a~::]+ o(i!i~r•) }• 

· · · · · 2kr 
!. (3.31) 
1·,L 

·:· 
-- ~········ ••••••••••••• -¡.. '· ~« •• ;....~.,.\..! •.•••.• "". 



!"'~"- IJ:I ;::; li > O, obtenemos que 

1 
º( ) 0 .E, ·C· (. >1. : ni(m{l)). 

' 'P; k, r,é :h;(k,(:~) ~ '.I :s .• i-H~lr;t:.-¿.»!lkl ~ .• 
• ' "... '' ¡,. 

··se f:ig11e cié (2.GO) que ""'· '.' 

' (!) . ; ? '12i< . 
. h;(k,eJ.'."i liJ,-\k,é)+l~;(k,e),~ 
;,·,~ .. . :. . . 

; ·'. ·.-· i:' ¡ J··,~'1i ,,.· •.. CC•O 

'(3.35) 

(3.36) 
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x (exvh~J3~·~ci>>~p])·~("' .. ~<· ... · (3.37)•···. 
- ~~ ¡• (. • :: ' ' : • \· • ~ 

I (2)(k ) f'f':', (O)(k'f,' )';(t)'[1:(k''1' )'·',. f¡"(o)(k'I';) 1j ·,:: :;= Jo"''P}1, ·,r,.e~ "-~ ~·- ."J_ ... ,,..,,\7,.~'7f..,.'i'-.,. ·y..,,e, •1 • 1 

' >·· . ~· .': 

:5 e [m +fo i.1+ lkl() d(] . 
por (3.:16), (3.40) y (3.41), 

l ' 
i 

i ' 
,¡,., 

(3.f 1). 

1 
'[.E['"'' ']'I, [1 {00 IV(()I ··1¡ 

h;(.l:,i:)-c,xp -iklo l'(()d( :5C lkl+ lo (!+lkl()d( :· 
(3.~2) 

Si V(r) E 11 n Leo(O,a), · 

f"' IVCOI f" el( 1"" IV<OI 
lo (1-1- lkR')d( :5 llVlloo lo {T'+lkl() + • (1+ lkl() el( 

(3.43) 

[
ln lkl 1 ] :;; e lkf + JkJ ' cuando JkJ --> oo, 



,:,J.,. 

:i· 



.. 
rv:fESTJMACJONES DE;·BAJAS ENERGÍAS y EJ; 

Tl':OREMA DE LF:VJNSON. PARA EL CASO DE MASA 
. CERO . 

IV.1. INTnonucc16N 

~~\\el ·c:iso de m ='O, no es necesario considerar lf\. supcrficir. ele! R.ie­
nwnn (vé:,¡¡c Capílulo 11, íórn111la 2.12) podemos simplemente tomar 
B =_k_. E•.to corresponde a tonmr en (2.12) E = 1, l"'"' lle/;;:: O, y 
E= -1, p'lrá. Rck <O (los detalles loH moslraremos posteriormenle). 
Donolamo' por h;(k, r) y li;(k) las corre•pnn<lientes sulnciém de .losl y 
íund6n de Jost, ambas c;on rmnlíticm- para lm k <O, y continuas para 
1111 /; :5 O. Pero el análr•go para (2.\:l) ya no se r.im1ple para nucslra 
r.ler.ción de· B = k. Probamos en el T~c111a IV.2 '1.tlC si /ij(O) =O, cmlonr.r.fl 
si \f(r) E :r,~, O $u$ 1, cuau<io k -~()e lm /; $ O 

f o(Jk\'~"), O$ u$ 1, 
h;(k) = <l;k + 'l • 

O(lki-J, "= 1, 

CCIU llOiL ceonsta.nte cxplídta el; f- O. C-.:imo <l; es r<'nl :;e sigue (véru:c 1.3) 
que si h;(O) =.O, entonces S;(O) = l. En el º""º m = O, el único 
posihlc a.utova.lor ele JI j es E = O. A<lcm;\s, E = O cR un nutova1or 
"" 11; si y •ólo si li;(O) = O. Nóles" que en el caso m > O, cuando 

·1i;(01 +) =:O, E= m no es nn autnW\lor de 11; pero es un 11cstado 
mctlic1 acotado". Denotamos por N; el mí mero Oc aulovalorcs d~ lf; 
cnn m =O. N; = 1 fiÍ E= O es un antovn.lor, y N; =O <le lo contrario. 
l:nlonccñ ;;j V(r) E L1 probamos en d Teorema lV.1 nuestro Teorema 
de! Lcvinson, esto es 

fl'; = ¿16;(0+) - 6;(0- )], 

1lm1c1., 6;(1l+) = lim•¡o •\.(k), y 6;(0--) = limk¡o 6;(k). Nuestra prueba 
1~f': t;imilnr a. la prueba le la. c~limnr.ión análoga. en el en.so de m > O 
dodo.s en [ 17), y en [16} para el operador <le Schrodinger. F.n realidad, la 
pn1cha. en (16) es un rcfinamifnlo r.on ~1 lt~rmino de error conlroladn de 
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HERMIN!O.BLANCARTE SUÁREZ 

. .. . .. .·.... . .. . . ! 
. i • In. prtrnba original del :Teorema de Le"inso1_1 para el ca.•o <lel operador · 

dn Schrodingcr :(19). Para una revisión extensa. de la literat11ra en le! 
en.so clel opemdor de Schrüdinger, véús'é (6] y [25], y para resultad.os 
reden tes [ 16) :r [26]. En [17], se revisa la litcrn.turn. sobré el •reorerna de 
Leviuson para la ecuación de Dime con 1ria:•a positiva. Existen artíc11los 
cpui consicforan sistemas•de la forma (2~.l):y (2.2) en el en.so regui:\.r, 
donde los térmi_nos singtilares de la forma· -j /r;j .·;l·O; no esláu ptc­
sentcs .. Véans•? por ejemplo [12], (13), (14] y (20], y lns referencia.• allf 
cita.das. · · ' 1 

,¡ 
:¡· 

1 ., 

IV.:!. E1, Pi.ANO CoMPLF:Jo coMo SUPERFICIE DE RIÉMANN PARA LA 

ENEnol,\ EN EL CASO m = o 

Parn. rn =O, Ja: fórmula (2.12) se r~duce a E(k) =e# y n± se red1;ce 
a <J\ (z: Rcz -~.O}, pero e1i este cn...c;o es innecesario seguir considerando 

·.Ja su_j·1crficie de¡Riemann :R., en su l11g.ar consideremos simplemente 

E(k) = k definida en C. 

T.<1 que nos resta ahora "" mostrar la rclaci<'nt <le las fórmulas para 
ambos casos: m ,P O, m = O, tci;pectbarncnte. Para ello analicemos el 
comportamiento de ,/k2 en cada cuadrante del plano complejo. 

En el prim-2r cuadran te·: O < O < 7r /2 o bien O < 20 < 7r, la fase de 
k2 está. en el rnngo permitido (-7r, 7r) de la fase, por ¡., qne si I; = nr.'0 

entonces 
VJ!i = ,,([¡_2c2;0 = 11.c'º = k. 

En el segundo cuadrante:-~ /2 < O < 7r o bien 7r < 28 < 27r, la. fase ele k2 

se sale del ra.ngo (-7r, 7r ). Agregn.nrlo m1íltiplos enteros de 27r, estaremos 
dentro de dicho rango, a rnher: ir - 2ir < 20 -27r < 27r - 27r -<=? -ir < 
20 - '27r < O, por consiguiente 

.,f,:;'i = VR2c;i 20-2.) = Jlc; 0c-;' = -Rc;o = -k. 

füt el tercer cuadrante: -ir <O < -1í/2 <-=> -27r < 20 < -ir, la fase 
de k2 no pertenece a (-7r, ir), l"'ro -27r +2ir < 20+27r < -ir +27r ~ 
O < 217 + 2ir < 7r, permite que la fase pertenezca a. (-7r, 7r ), JlOT lo tanto 

.,//Ji.= ~(20+2•i = Ré1c;" = -Rc;o = -k. 

Finalmente e~ el C:uart~ cuadra.nte: ·-~ /2 < O < O =:- -ir < 20 < O, 



' .' ;,··· .. . . 

: ~i\J~S ENE~Gfi\S y r;;,, :mou~~~~~~ J,JWJN~Ot'I ' ' 
, · '· • · •• '> :.. · .. ·~·· ... , .. ,.,._ •• y:-~.J-·~ -·.-.-.. ,:\ . .......... ,:u.I:j;J· .• ·. 

GI 

,;,,, .. ,.:r(ie~~·t%1~~~~r~o,~;~,~;'.«6;·:x······· ·· ·•· •· 
Ilen11111cndol1!antcnor.ílr1t:.\'f ~ir,~~,~:.;,} 1 ,.¡ 1·:·~::.~,.;ii ·, ,) ~ ,·.· 

v'it·;:,t:-i~i~::.'·Jié1f®t'iV .li21~ ~·k ;·~( 1 Ii~·i"<: O.· ·' ·. 

)·.": y: 
!E(l•).~,'i~.t.~~~Jff~~¡N'~:~#~a:;'{·X,fa;'~:·~1) cltándo. Rek <'o 

•.·· .. '.h•u•~;;~ c¡'iNJ(iF).f :~~;~) l~~:~.·~~-k)·~ k . 

. , 
.. Lo c¡il~ muestÍa la relación entre.las'fórn1ul<-~ correspondientes n m > O 

y a m ~o. ' ' ' 

IV.3. l~L OE::;ARROLLO DE Al:fAS ENERGÍA~ PARA LAS $0!.UCIONES DF, 
.JOST Y REGULAR, EN El, CASO ni= 0 

Como consec11encia de lo nntcrior, nlgunns fórmulas del Cnpítnlo' II 
fiC ver:i.n liE~cr.1.mcmte simplificada.s, cnmo se 1nostrará a. continuación. 
Dcnnl.a.rmnos ahora por 'P;(k, r) y h;(k, r), Ja. solución rcgula.r y Ja 
solución de Jost respectiva.mente con 111 =O y E= k. Tia.jo Ja. condición 
de q11~ V(r) E: L1 , 'P;(k, r) es analítica sobre C y h;(k, r) l'S analftica 
sobre lm ¡, < IJ y continua. sobre Im k :;; O. Notemos que para. Im k $ O, 

[h;(k,r),hj(k,r)J = 2ik2i, 

y e1ltonces h;(k, 1·) y h;(k-;7i forma~ un si::tema. funda.mental de solu­
cioncs para Ja. energía E = k f- O, La. ecuación (2.21) es rccmpla.zada. 



. (4.3) 

Noto)inos que como h;(--k,e) = hj(k,e) y h;(-k,r,e) = h;(k,r,e), 
('U) y (4.3).son, respedivamcntc, los casos pnrticitlares de (2.21) y 
(2.2·1) c11and o .m = o .• p11esto que hemos lmnndo E = + 1 para. Re k > O, 
y E = - l pa.rn. Re k < O. El término de error en la asintótica. de la 
sol11ción para a.Itas energías en el T~orema I!I.1 es ahora simple. Para. 
csl.c propósh;o, notemos 1¡11e a.hora r = k/ - E = -1, y que (3.8)-(3.10) 
B•? sa.tisfo.ccr• cuando r os rcempla.zn.<la. por -1 y con el 0(1/lkl2r 2 ) 

uniforme sobre k. (3.15) es re<:mpJa¡;ada por 

(4.4) 

y como r 2 =' 1, (3.20) e• rccmphtzada por (véase (3.19)) 

¡c{I )(A- r 1.) [ 1] = j_ c2ik(r- () [ l ] + (t + e2ik(r-<J) O (-1-) 
J ' '' 1 k( -1 lkl2r2 ' 

y se signc qae (3.21) es reemplazad:. por 
(4.5) 

Ir -- _L f"º e2ikC<-<1.i:.C()(r())1 [ i ] d"I < (Q(r))1+1 o(-1-) 
r l!l.:f, ( ' -t " - (1+1)! jkj2r2 ' 

(4.6) 
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' '' 1:;:::, ::.'.: :')!~~:~:."~~;¡~';~: ~ 1 ~ '. > .!, ) Í< k) 

, Y, :J. »',1}~~?~'.·~~·.~_\1{.:::,\{):;.¡'-'.'.'·l".'.°'«~'l·,.;(t•,',: '~' ,, (4:¡7) 

': :·:,)·"~ .• :n!7."(Q.~r)) •. ?J1w7~ "> .. · · 

f "~l~i~~[Ít~ttílilf {~~~1f !~~I¡'':L;."~1 
E11lcmccfóht~iieriios;:iaii:lligat:d1i.(3.2J,·q11e · ··· .. ·.•· ,¡,,. 
. '.. '· ._:·,:,:,: .. · :::;;·?{.~:-:;:.-~:~ L\.:,~';·::,'.?:' .. : './_'_.•·':··:;A~'c.;~·:._·:!;_'f:)~ :,:,~ ·. ·~·. '.: _.:· · .. ·.1_~ ~ .: .. : .:_ · - . ." 

. 1},;<·t.~)\~A}ºi(i.;r)(e~p [-;J:'v,o:i,])(i.1[ 1·+ ~] rk~2) . 
. · .. AdnnliÍ~J3.{J~~:.;ri~mplazada por' ( '1.

9
) 

h3(!:, r) 2 hi0>il~·,.j (exp [-i [ 0

Y(() d(]) ( 1 + [1 + rJo(¡k~r)) 
. . : .· ·. (4.10) 

El T"nrcma Hl.2 permanece sin c;i.mbios. Observemos que just.;i.mcnte 
en 1rnle raso E/k =l. Se sigue de (2.32), (2.34} y (2.35) (vé;i.se L"mbién 
[9J, pá¡~. ,¡} que 

h~º)(h, r) == [ ~; ~ 1)_!!] (4.11) 

gnt.oni:cs por (2.:ll), (2.42), (2.M) y (:!.!í7), 

(O) ( 1 \ h1,1 (0,r) =o -;:¡), r-+ oo, (4.12) 

( 4.13) 

S! h;(O) = O, 1!18. solu,ciones reguln.r .Y 1le .Tost son Ji nen.mente depen-
dientes. Entonces , · · : 

'f';(O, r) = c;l•;(O, 1·). (4.14) 



' :.)_ i, .. .-·: .. :. _. .. • _: ;> - -.... 
l!E\lM.INIO m;ANCA llTB SUÁllEZ.• 

( t • ' ' ¡ ,·_.-1.:¡.it ·h~ .; ¡ j 
;. Se sigue de (~:.27),'(2.34) Y, (2.60),quc, /.,:, ~ 

. '. ·. , ) ."·' ; ' . ~I: ' 1 ·' . . 

<:M 

1 
. ·I 

1 
i 
1 
1 

•• 1 1 ,, ! ; • 'l"" . . . 'cr= ((~i..:. 1)!!))11 :.".(' 'P;, 1 (0~ ()V(() d(; 

: ·.· .. : :.· "::f.-'.·: f .·/::;~·>f(~:;'.;,:_<·.: <> ,';- (f[· C·.') :.~.'.- .. _'., , . :·: . j 
, .. · e/ ;4 O, pÓfq~•J 'd<:}P fii.ntrári<?..'P;(O,:r) ~. O,;en·contrndicción con (2.14). 
, : Eufonccs ·se sigue d.e (2.~6), (2.19); ( 4, 12) y (4.13) qu,c 

: • • ! '·': :r:;:: 1:1:r .' 1·111·1· ''w. · '. · · ·. · · 
! , ... ' 

1 

;; r,;(O,r),¡4c(l+r)2;- (4.l5) 

Pa:r,{tci-rrÍinú ~sta. s~~ción, ~~Jci1ieinos la asintótica. en este ca.•o para 
Júoluéión regular ,Pj(k/r), cuando r --;• oo para k E R \{O} y m =O. 
Po.r ( 4;1) te?u~os que :· 

. ~;(~:r) ,;= :!i;;Jh/k)J (exp(-:-i,8~(~))h;(k, r) - exp(i8;(k))h;(k,r)) 
• ,·'.; . ,t • ! • 

=:. :i~.~; jhj(lc)J2ifm [h;(k, r) exp(-i8;(k))j . 

Y por (2.17) 

•p·<'k r) ~·, ¡h;(k)j [Im(ikJÍ.icxp (-i(t·r· - fi.;(k)))] 
''' ,_,,.. k2J ln1(ik)'cx!>(-i(r,.-fi;(kl)) 

,,/~~ ·[''" ¡i~ 1 ki cxp (~i(k• ·- fi;rk)))] 
, • PJ lm 11 tJ cxp (-1(kr ·- fi;(I )) ) 

~ ~~ ¡~j lm•"f{i~ (j + J ·) cxp (-i(kr - b;(I:))) l 
k'i . (' ~;) kJ lmcxp ,¡2 ''>P(--i{kr-ó;(kJ)) 

·~ji~ [lmcx1{~(j- l + •)) cxp (-i(kr-6;(k) - ~)) l 
kJ lm 'XP (i~(j- 1)) cxp (-i(kr - ~;(k) - ~)) 

, .;::~ [lm .. cxp(. ;~):.xp(--i(kr-ó;(k)-~-~(j-l)))l 
kJ . , lmcxp(,-i(k·-fi;lk)-%-%(j-1))) 

1 
I• :: 



'.! 
:: 

. '• ' . 
'' 

.. ipj(/:, r) ;=. :!~:j lhj(~)I ( cxp(-,.i6j(k))h;(k, r) - exp(ió;(k))h;(k, r)) 

=: :!~,:; lh;(k)l2i Im [h;(k, r) cxp(-ió;(k))] . 
.. -:. 



Probaremos primero un resultado p1dimi11ar. 

Lmno IV.1. Supongarn?.~ qur. V(r) •E L1 • Entonces, si hj(O) =O, 

.· l•;•_¡(l·,r)-v;(O,rll~Cl~l(i-t~kl/)oxr ([211mklr+ [IVW\d<:]). 
(4.16) 

puml~ .. ~.·1. 
_, . ' .-, : . ~ 

Pr111,bn: n;mot:unós por 

.9:;(1:, r~ ÚJi(k, ~)- 'Pj(O, r) = IPI1)(k, r) + \fl}2l(k, r); (lf.17) 

dónde 

··oI1l(r.,tJ'4'(pj(k, r) ;_.·'Pj(O; r) 

. · ·.' .r ::+i"ca.;(k,r,()...:G;(o,~.ovcocpj(o,())d( (4.18) 



(4.2o) .·.· · 
1 

! 
Adc1;1ás, c,~!,11~ ~rhj ;= kr(r¡;(kr) :._ ij¡(kr)), y por (2.33)~(2.35}, ' 

., ···'··;·-.··'"··' . .• 

donde; 

\p(l)(k ~) = ~ ¡. 
. J '• ' . .. .r_, lf 

h:l 

(4.21) 

11 = (Y'~~](~, r) - \O~~{(O, r))(l ~ (2j. ~, 1)!![1"1,;(0~()li((l d() ,(4.22) 

1
2 

= - [ kri;- 1(kr) (1:(T/;(k()-Q;1;.~?!) l";,2(0,()V(()d(, (4.23) 

(4.24) 

1 
.. 

r" = k>i;- 1(kr)k(r1;-i(k();o;,1(0,.;)V(c:}rl(, 
e 

(4.25) 

fr.=).., h'7¡-1(ki•)k(j;(k()\0;,2(0,()\l(()d(. 
11 

(4.26) 

¡. 
'1 



'· :'·.·. ' 

... ·,·.:.¡'.J¡ <.·· Cell;• .. kJr¡kl2 (-·r-·)j lkl <l. 
.. . t ;-- . , ' 1 + lklr ' - e 4.:io) 

1 
1 

Similarmente probamos, usando (2.38), (4.15) y (4.29), que I 2 sa.tisf~ce· 

·1/1 < Ce2llmkJrl1:1'(' __ r_)j 
2 

- , 1 + lklr ' 
i 

Y 111rn.ndo (2.:mj,·~;;l;nmo~ que · ¡ 
.! 

.· ¡;.¡ < Cc2llmkJrlkl(-r-)j · (4;~.~) 
.• - .l + lklr ' 

pa:a i == 3,'4,5. Entonces, para. lhl ::;.!. . :>¡ ... , 

. ·1·"·c.1>ck r)I < c-21Imkl•¡k¡ (· __ r_. )·; '·"· ... ,. ·c:4·· '3."3·); . 
,. J,l ' - " 1 + lklr ' '1 · · .· 

i 
! 

G 

i¡l~'.Jc1:. r) = I.: J¡, (4.3·1) 
1=1 

l i 

. ! 



--··1 

"\:·,· ,,_..: _,,_1, ,,,:·-"·" _,-·;·, 

:i:~l~~i;ibr~:~ .. ~ntcs·~tl~•k;.'.)+ti.s~}~:(~,;;;/·.~~ tonce~.us.~ncl? ( 4 :20)~ 

(4.41) 

y (·1.lí>} se sig1ic de la dcsignalclad de Gronwall (véase el Apénclii:e y . 
[2-3\ p;ig. 2!M). . . , 

J,1.ir!a JV.2, S1Jpóng'!.•c que V(r) E J,~, O S u S ·.l. Entonces, si 
lt;(OJ "O, tenemos que, cuando lkl--+ O, 

/¡ ·(k) = d./;+ ' 
' { o(lkll+") 

1 
' O(li.:!2

), 

os O'< 1,, 

O'= 1, 

(l) {'XJ 'l 
d; = ;~ Jo (fP;(D, ()) d(, o¡, O, 

( 4.42) 



· AO<'lt\fÍs, j~~r (~:13) y (4. 14), 'f';,2(0, >') f 0 parar 2: T¡, con T¡ St~fi­
cicnl.emehte:grande: Entonces podem•:.• representar a. f;(r) como sigue 

•. pa•::~ r ;:: 1v ' 

lJ.1 (r) =; ~;,;(o, ~Í .(fl + { (1>;,l(o, C))-
2
1'(() .1c) + ( 1>;,2(0, r))-

1
, ( 4.47) .. , 

j;,:i(r')=il<'f,2(0,r) ({l+ { (1>;,;(o,())-
2
1'(1;)d(), (4.48) 

• r, 

don<le /} :-.= f;, 2(r1)/'f';,2 (0,r1). Entornes, por (4.12)-(4.14) se sigue que 

.·.¡, rÍ , . 
/j¡(r) = ---.+ o(r1 ), r-> oo, 

' Cj(2j-1)!! 
( 4.49) 

¡, ',' ,'' 

¡ .. 



. . :l~~~ltÍ~:.~,i(;~NC.\ÜT~ ~UÁRF,~;f ;' : ; : .. ¡ 
·· ', J;;W) = O(r'), 1 ;i;..:.+ oo. · : ;<·~. , .. (4;50). 
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. .:t-i.+.-'.:.-.:)¡i.·:~·· .. ;1 >·.>·¡,¡·:<; ;}.:-:~---~-., ·!".' :_' :· >;:·' J_::'. '.>· "'..-'. . i'!. 

::,,~:=:~:;~~~~[J ¡]¡~~~~f~~f J?'f ;,'~2;~}·Ji,· 
qj Cr.'<i "' r;i¡,\C~l'.l'Í;~Cc>:.,, ;\ú;;c~Jfi:2c¿lkj;I;;_1CrJio};i.W + ~¡;;crJJ/,_iC<'l) \:( .· . 

. . .. · ( ~\ J;,2(r)'.l'J,2((l,;:-.'f'J,2(r,)/¡,2((}¡. :-:IJ,2(r)'.l'J,t ((}.::f-, '.l'J;2(r)/;;1(() ,: '· :' <' .· .·. · 

1.~;,~;·· , ••• 1.1¡111:~:"t~~1:~t!i ~:<·::1,i~~li~I~J~;;rá~~iw ·•····· 
. . ;,,,:. ·~,\~t!i~f ;~~~¡~~~~~¡;~¡Jj;~rn:s«F' · ·· .. · ··· ·· 

P~r va.r~a~ión · _c~c, p~rápi~t_rq~_;->tC':ry~itú~:_;:-~_qli.c, · .";,(::.-: :-:~ ··- · .. ):: ·:-.:_·'..'_;/ 
:->·. '· . 

·. ··rj~e) ~ ~;(9·;~?·:~~~jll;<[·");:;~~?2''.f~~.~):<!;:.~>ú'i4L · 
c101ufo. 

,icJ1i(k,t;) ='-kJQ;(r,() [~ 

xj'1>ck;r)X-kfQ;lr,() [~ 

(/ ]' 4?/0: ~- )_d~ ... ·~-· •. ~"_.:;~;,,~¡-y·(~-;55)'.;.:_ :_.:,": ... 
·,,:'•(··"". 

~1 ] <~;(k,¿~;pj(ofoycl~~«<1;'5a>) > 
Por (4.15), ('1.49), (4.50) y (4.52), 

Xj?{ k, r) = ·(
2 

.k l)'' r; {""'(~;(O, ()2
) d~+ko(~i); r .::.. oo, ( 4;57) 

' e; J - .. Jo 
xJ~J!J:, r) = .W(rÍ), r .... oo, (4.58) 

y por (4.16) y (4.53), 
.1 ,: .. ''· ., ... , . 
¡ ¡j(l2l(k, r)i:;:; Ck2e2l~tnkl•,.i~:l, 
l ., ' J . ¡ i . • ' 

: ~. i 

(4.59) 



: ! \. 

BAJAS EN~naff.s v Er;.TEo;~EMA os LEVrNsol'i,, -,, 11 

· Usando (2~!j~).Y .h;(O) ~ O ~~s~~rl1po1;-c~.1A,-,.;~:~)_.;~~H1:s)~llª: 

.,. 
··donde•: 

11 ""'·· -(2i - 1 )!! !°° x!;> V( 9 d(. . . . Jo '' (' 
. Adcmli.s ns.ando (4.tÍi), {-1.58) y (4.5ll), probn.1~os que si V{r) :E f~ . 
cuando lki.'7.o,· · · . " • ;, .. . ·, 

\'' 

( 4.65) 

Usi111do {4.11), dcscompo.1cmos / 2 cn1110 sigue: 

(4.66) 

donde 

- {°" (O) 
12,1 = - Jo 'f';,1(0, ()V"( ()h;,; ( k, () d(, (4.67) 

{"° ( (U) (2j - 1 )!!). 
T2,2 = - Jo ~;,2(0,()l'(() .hj,:z(k,()- . (i d(. (4.68) 
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Pero usando (:!.38); y. (~.Wj, .' :·¡. · 1

. ;_ :,~ '.· ·. ;.:.: , . . •

1
1 

< • ( \ / l ' 

~ - ' " :{'o(lkl 1+",), ' 10 :;;'u<: 1,· í , , ' 
,'' ':; 12,2,=.: ¡O(ikl2)" - 'u-·1 , ,·' ¡. , •. ;('1.6~) 
, • :' • •{' ,, J , ir',; J T,. , r 
; !,,'!j !·j 1; í ¡·· ¡-¡¡ ¡' ,1 ' ; ·, l f 

Por (2.3Í) Y·'.(2.:Í6),;~~ra J' '7, 1, h\ºj(k, r) = -ke-ikr. Ent'onces, pata 
j = i, , . •1r'1'1wr . ... ;:: .. i,i .: , • " . • _,,. • • . ! 

12.1 = ki~:~l~~:l~~D)~i~:~·B&+~;,·1~1.,;~:~i:~-¿~.;~(~j~':· 
·;·.::-:··;·~-;<!~J'.<.1/:'.F...:l:~~ ::-.:;·,~i::~·i'.J/_~:"l:·:::_",.. -.:.». ~ .. ·:'..~ . , ·," -¡· •• :;_~...¡ ..... _ 

. ·=kfJ\W1i\'.·fl~<~!.~\1c,'::~;;~~ 1~1N;{.' 1 .: :o.' __ :.-~l · ... )4
:
1
r) 

En el ~~~o/~~-·2.,:~d~~-c-~~-P?.n.ct~~s_f~!t"·Ct?l!l.~· _:_ ---: :-· · ··:·."' :~,: .. <· ·· :! 

Entoni:es, por (4.70)-(4.7~). 

! 2,1 =' k(2j - 3)!! fo'."° \0;,1(0,() ~;~~ d( + O(lkf). 

Adnrn;is, por (2.32), (2.38), (2.40), (4.11) y (4.29),_ 

r o(l/,ll+"), o :;; <1 < 1, 
J = < 3 l O(lkl2

), <7 = l. 

... ~-----···--·-"··- ·---········-······~.,,_ ......... ,.,,_ ... ~,:· .. :._·. ~~--

:: .. ·. 

(4.74) 

(4.7,5) 

(4.76) 

·i 
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Entonecii, por (-Í.6ci), (4,04)-(4:66),_( 4.G9), (4;75j H4;76)i0 ·, 

.•\·; .. ~.jii):;~'i·+:{•- .º<tE:1 ~":};;~.b.w;:ti·\··· , -, --- .(4.77). 
--- , ., '" ···• -·O(lkl2) ' a -'l' .. <·· - '•.> 

·· .· •. ::~;1(~~J~lí1~~)!~~1Ji~;w~sl~1~\J1~t?r:(4)·····.·.·. 
;;::·;f!Jc~)~:-Iq;c~.o [~ '01

] \0¡;1có.c)d( · '.· (4 .. 7Pf 

(4.80) 

'Bnlnnces,,ít1últiplica.ndo ambos lados de (4 .80) por r-:-i, o integrando 
d(!.IX!f<•·a.'.infinJt9,.Y usand1:J (4~57), ob1.C'lmrnos rju~-··:. :: . . . . - : - . . . 

·•.' -. ' roo - V(() 1 1· "'' -
fü.-J)!!j;'X;;,-:--(· d(=- _ (\0;(0,())2 d( 

. :J. 1 J C· O · · 
- • .... • . J : J,"° 1 (4.81) 

- (2j - ¡ )!! ;:-'\Oj 2(0, () d(; 
. 1) ..,, 1 

Ad•?más, 

\0},2 (0, r) = -; \0;,2(0, r) + l1 (r)cp¡,1 (O, r). 
i 

( 4.82) 

Jvl'uJl.iplicando ambos lados do C4.82) por r1-i e integrando de cero a 
inliilit.o obl.en<>rnos que 

c:tj - 3)!! fo°º~;':{ <1( = (2i - t)!! fo"'' b'P;.2(0, ()d(. (4.83) 

Por ('1.78), (4.81) y (4;83), 

(4.84) 
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7•J IÍERMINIO BLANCArrrr:rnuÁREZ' •,: , .. 
·,, ·'·!'.::. ,.··:. _:· __ _.' .: ./. ·.. _.,-_: . .(:. -'.. { .• 

. 'Enl.o de.rnuoistra (4"42) par.al< enR;: J:>orieLTeorema,dc I'liragmén- · 
· Lindelof (véá.Íie el Apéndice o pág.'2•15

1
de (3]} c¡ue se puede extender 

pára frri k $. O.i' !) : · L ·~ · : . ,¡ · 
1

• - - l 
· , ···.r··::::·:f;;.. .!:¡ í '. ·-··1 

-: . .-::_ .-~:-~+;',::.u~ ... ~-:·.· .. ·--. ;: : ~- : · .1 
1v;5, .SIMJ•r~rF¡oÁ<;iró11í'J?E LAS Ecu4crol'!P.S EN:EL' CASO DE m .=·o ; 

,, : .. · :. ;:;j;:¡::;.;:'/,,"' '' ,¡ '. : : .. ·• .·.··' • : .· . ' ' : . 
A ci>ntinuiidrín'iresiii'nirernos las' 'estimáciones y fórmulas pllriincntes 
p~Í-_n.·C'~tC"é~-;r;~{::·:··~,<'/'.i .{ ~- .. ·:-·· -!_·.· i. .-.· . .:" .. . , 
· J!)l: operador, de Di rae en este caso· viene dado por 

.•? .k!r;;~i~Ü. ~'·) 0,i.i+ (":¡> 0;i),;;e;¡. ·.; 
· : · 1'enei;;c:;~ qtie b~~~: Im k =s o 

'l "i '[h-(k,r),h-(k,1~)= 2ik2i, r.r · .. 1, ,1¡ _1 . -· ' -

por 'u,:t~nto;. h;Jk;r)
1 

y h;(k, t) forman un sistema fundamental de 
sol.uciones para 15nergía R = k f O, y 

... ·: . .,._ ..:..¡ ·-· -·-·-·· : ---
'Pj(k;r).~'.~w(h;(k)h,(k,1·) - h;(•o)h;(k,r)) para k e R.\ fo}, 

'do11dn· 

'h.j(k) = ['P;(k,:'),h;(k;r)]. 

Teriomos también qu~ pua m =O, 

Íi;(k,r)e~2 (c,oo), pa.ra lmk<O, o k=O. 

EFito es corrn~cu~nda. de )a~\:!sthnacioncs si~uicntes. Para. 1n O y 
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Im k <o (i54)·Y:(2;57)son; respcÚivamcinte; 
• • • • < :·:: ,:'.~ :·f:!, :.:\ ~,:·7 ji'.~:<~;/ ~:;_,;¡;:~:~(}i" /·:-,·~;~'.: ::.~; ¡ .; :'{:;_;; ,, :~'.· .. 

lh;(k,r,+)I s. c~r~·.k·C +;1:1ry ·. , 

. ~;;~~ix~;. (~~;1::J::~'1tl1_1:l\;c.~~1:1~1;.r·1.~~~.1 :k1~,~ J ·. · 
111 < k · ;":)·, :~:¿:~;1ki,'~ e·g\!1il'~~i};,:·r J::rn.D:-' :ú·i~:·ci;L. , .... :. · : ,, 

· ·, ·i;.Irr@~i}Jri!~1~1~1r~~·§·t,.t1~:.,> .... 
Ta.mbién rrnr;ii'!-l:=Oy_k=E~t.?'.•···· .. ·· .··.· 

J'•~(k,r! l)1s.cG)j~.~p:[ál~1v<Ó1 t1(] 
•• .. J 1 ' f . ¡~· • 

. lV.(i. Los QEROS DE [,A FUNCIÓN DE JosT y ¡,os AUTOVALORES DE 11; 

Sa.hemos por [36) que en el cnso m =O, el tínico auf.ovalor posible para 
lf¡ es E '= O, ahora notemos que p-:>r (2 54) y (2.57) pora m = O e 
Iri1 k < O y A: = O, h;(k, r) es una fttnr.ión de cuadrado integrable en 
ttna vencindMl de r = oo. Asi mismo, por (2.14) la solución Regular 
'i';(h, r) tamf1ién es de cuadrad0 inte.~rahl·~ en una vecindad de r =O. 

A c:ontinu;:dón mostraremos que si k es nn cvro ele la función de .los! 
h;(I:) entonr•!S ese k es un autovalor efe H¡. En realidad por el párrafo 
anfl!rior ~o mostrará que k =O= F:. Supongamos que li-;(k) =O, para 
alguna. k con lmk <O, o k =O. Eslo si~uilka. que h;(k,r) y 'P;(k,r) 
son linealmente dependientes, i.e. t;rnto h;(k, r) como 'P;(k, r) son de 
c:uadra.do inlcgrahles en (O, oo}. Así son autofuncioncs rlt•I Operaclor 
11; wrrcsporirlicntcs al a-11tovahr E'~ k, pero dehiclo a la auloa.junles 
ele If¡ dkl101; autovalorc1: dehcn ser r"alrn;, p,•ro por (31Jj E = O = k. 
Por 1;, f.anto 0 1 único cero posible de 1•.:(l·) es/:= O. Notomos que para 
1: 1:; JI.\ {O}, h;(k) f: O ya que de lo c':rnf.rariu: si h;(k) =O por (4.l), 
\";(k, r) "'O lo cual es imposible por ('2.1,J). 

[111·crnarnentc, supongamos que E"' k =O es autovalor de ll;. C?mo 
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1 llJ <?slá.cn el cas6 .. '!p1h1t<;>H.mite" eri,r =o; nabemos que existe al mei¡os · 
llllil 4• ¡1 J}(O,c)'Úil,.q1fo''.II/i/' ·;;.•o; Ccirno la. solución regular 'P;Í E 
I.2 ({1,c) y lf;'P; = O, 'P; es .la 1íniCÍt. solución (módulo multiplicación 
poi· 11m1. constante) que pnrterieuce a·:i.2(0, e); ya c¡11e de lo contrario, si 
ci:· ,,1.i"se ol.m p ·e· L2(0, e) liuea.lmentc independiente, { 'P;•fl} forma.rían 
un ,,¡,t•m1a. fundamenta.!, y por lo tanto existirían a,b E C tales que 
1f1 '" "'P; + bp E L2 (0;c), lo cual es imposible. Ahora, también sabernos 
que lli c~i;tá. en el caso "punto Hmit.e" en r = oo. Luego entonces 

exi1't1? r/1 ~- J,2.(c,oo) con II;..P = O. Similarmente concluimos que, la 
so\1tci<\11 de .fost es la única (móclul" multiplicación por constantes) 
ta.! que hj(O,r) E L2(c,oo). Ahora consideremos.,¡, E L2 (0,oo) tal 
q11t! H;•/J = (1. Como en ;iarticnlar •/ E L2(c, oc), .,¡, = lih;(O, r), pero 
también ·1/J E L2(0, e), por lo tanto ~'.· = ª'P;· Así h;(U, 1') y 'P; son 
mÍllt1jilos escala.res de la autofunción 1/1, y por ello 

. h;(O) = ['P;(O,r),h;(O,r)] =O. 

11.mumiendo hemos demostrado c¡nc el 1ínico cero. posible de h;(k) 
ns f.: = O, y que h;(O) •= O si y sólo si E = O es un autovalor de 
JJJ" Para. lirwlizar esla Sncción ohserl'<!lllos que el herho de que Il; no 
p11ed" tener autovalores distintos ck cero ([36]) es una consecuencia 
el~ lrn; resultados ya demostrados. A sa.ber, si E = k E R \ {O} es un 
aul.orn.lor de ll;, 'P;(k, r) ·~s una autofonción del correspondiente .E= k, 
y n.sí 'P;(k,r) E Li(O,oo}, lo cual es imposible, por el comportamiento 
nFcil;i.lorio dn 'P¡(k, r) cuando r --> oc mosl.rado C't1 la Primera Sección. 
lfornos probado que pam el caso m = O d 1ínico aut.ova.lor posible es 
.E=' o. 

IV.7. UNA DF.FINICllÍN APROPIADA lll·: LA FASF. 6; y¡.;¡, TEORF.MA DE 

LEVINSON 

Pnm motiv~.r la definición de la fase, observemos que podemos definir 
mm. rama de logaritmo de h;U:) de la siguiente manera (vén.•e (3)) 

donde hemos usado cJ hecho de c¡11e h;U-) es analítica. en Im k < O y 
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h;(k) ¡i O: Coifsirlcr;Íiiod0 :c9n h,; ka, < o, Y.:logli;(k0 ) ss;~u~lqúiera 
dc.J.i., ¡;os1hles.f9gnr1t,rigs,1:n k,=:=_};0 • I-,sto sug1er~·q11e,d91inn,r.1os · _ 

(;; ... _:..· . 
:: .. :,··:';: ... :-. 

•·.·. 

,,_'·'. .~ ;;·: f:' 

.. ,';.: 
. . . . . ~I ~ . ·\· , . " 1 '! 

Entónc:es parn:a guri'q'.e· .. z.• . _,, ... ·.·--• 

lin1 I~Í~~l1./{~)= Iim ó;(k)= - f""' \l(<)d(+2irq. 
JkJ-oo - · JkJ-cx• Jo • 

·. '. ~.'· ::·.··{':::·~:: ... ;::>n~j'i. · ....... 
. Si q fo res,tan_1ys 2iq,n ó;(k0 ) de tal rnnnéra que 

Sin cmhnrgo, observmnos que sólo hemos supuesto que V(r) E L1, ·y 
no Lcn<>mos ni11g1ín control sohrc h'(k) en Im k =O. · 

A continuación 'mostraremos que es posible extender continuamente 
la ó.;(A:) hasta la. frontera.: 

Im k = O ,¡ h;(O) # G y a. Im .~ = O,/, # O, si h;(O) = O. 

Se;, k natisfacicndo las condiciones anteriores. Consideremos una. pe­
quefi<i B<mlÍvedndnd de k de radio pequeño e > O. Como h;(k) es 
continua en cada punto J.-' interior y de la frontera (Im k' = O) de 
t:i.l i;ernivedndad se le pu·~dc construir un<t fase Ó(k') continua, que 
se obtiene simplemente midiendo el :u1g1ílo correspondiente, si c es 
su!lci>ent.<Jmenle pequeña.. Ahora si tornamos un k" cualesquiera. en la 
scmivcdnrla.d 1.al que lm k"-¡., O, 

Ó(k") - ~;(k") =.2irq con q E Z. 
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'.Hrnto 6(k'(), ~om~ Xc,;fl)ls~~ ·c~ll'u~nas,' ia difer~iciJ resúlta ier{~¿ 
fund.Sn contintui en tales k"' la:1:tial toma. valores e'n el corijuntO discreto 
{úq: q E z};'por .corisigli,iénte; ei;cist•; q~ e' z ta.l 'i¡úe" · · .· ... '. 

,,'1..,~:~::;; ~~l1! '.l ¡ ; ; 
¡ -~·".q~1~1¡'.·¡p(k)"'"'ó;(k)=211"q0 , 1 ! 
., '.'.li?::_. J·.~,j~j': ~-:1 . . '; ! ,1 ; ·::¡' 

para. todá k en'Ja'.semivedncfad conim'l: .'f o. Asf defina.m~s la.1ex-. 
tci1i3ii)n~, - !'·'·1··_;:·~-¡~~ ·:¡ ~ · ' .. ¡· 

':··.¡,~;,.,,,¡,[.: 6;(k) = 6(k)+2irq0 , 

·. : . ~ . )'' . . . ; ; í . . 
para· toda k en la· semivecindacl incluyendo Im k =O. 

·Ahora. mnsideremos ol;ra k c11mplinndo las condiciones iniciales, suf-
.. dnnf;.¡,rncnfo cercana a k, y consideMmos una peqmiña semivecinda.d 

d•l t<,I k, de tal manera que la intersección de ambas sea no vacía. 
C1>n:;f.rnya.mos de manem análoga la fase local l'; para Ja semivecinclad 
di? :~~. "Sc;1. 

li= .. i:~:·:tc1rnión continua. propuesta.. Ah ara 

(;(le)= 5j(k) para f.ocla k P, la intersección e lm k rf O, 

y l'HfDflCl?S fOI' continnicJnd 

~¡(i,) == ;ij(.~) para f.oda k en la inl.ctser.ción, incluycnclo lmk =O. 

))" <i;:t;1. manera hemos construido una úuica extensión continua ó;(k) 
Jrn.i::.f.a. la. fro1itcra: 

lm .~ = O si h;(O) 7! O y a 1 n k = O, k '/ O, si h;(O) = O. 

En el ca:;o h;(O) = O, por (•l.-1:!), 

h;(k) = ka';(l +o(!)) con d; E R \{O}. (4.85) 

Dinl.ingarno:: dos casos: 

rl; >o y el;< o. 



" Por .1() l:nnto 

y 

Por consiguiente 

ó;(I.:) '= (2q + l)ir + <p + o(l). 

"3 lini óJ'(k)·· =''.fJ,(O+} = (:!q + l)ir 
:kJO ' 

3Iim6J,(k) = óJ·(O-) = (2q+ l)ir- ir. 
kfO 

8;(0+) - ó;(O-) =ir. 

De ei:1.:t manera hemos encontrado que si 

h;(O) =O ent011ces 
1 
;¡:(ó;(O+) - ó;(O- )] = 1 EN;. 

y si 

h;(O) ! O entonces 
1 . . . 
--[ó;(O+) - ó;(O-)] =.0 EN;, 
l!' ' . . 
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donde N; es el núriie~o dc·autoV<tl_ores ·c1e II¡· . · , : ·· . • , • 
Ai:í hemos •istablccido et Tcorcmá. ele Lcvmsoh correspondiente· 

, -· :'- ·. -·~:~::.-·:··~Fi·k·>-:\}.·.:;r:~.::J:-'.~-~-<r.~-.-1 ;¡-·- · .. 1 .. ·· -.. ..- _. · · · -

......... T.~l~If ~~·~~,~;~~::;~~~·· c•J7l·.· 

¡: ¡~Wll'l!f'!P·:i.:it , ¡ · . ¡ 
·! ,:\·,; ,J;l¡ ',. 

! : ~· 1 : 1 - J ' ! 
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APÉNDICE 

Definición A.l. Sea V 1111 espacio 11cclorial sobre un campo /( !J sea 
S un subconjunto de V. BI subespado vectorial generarlo por S, que 
d.mo!.arcmos por (S) es el mínimo .•ubespacio veclorial que r.onlicne a 
S. 7hrnbién lo podemos camr.lerizar como la intersección de todos los 
subc.•pncio.• 1·1cctorialcs que contienen a S. 

Definición A.2. S11¡1Ón!Jasc que 111 v 112 son c.•pacios de llilbcrt. De­
jiwmws, 

(A.1) 

!J dr.}111<11110.• el siguiente ¡1mduc/IJ e.•calm-, 

(A.2) 

Dicbri ¡11·o<iur.to escalar define un e~pacio de llilbert llamado la suma 
direr:ta de H 1 !J H2 y e.• denot11do 11or H 1 El) H2 • 

Doflnición A.3. El producto tenson'al de dos espacios de llilbcrt. Con­
·•irlcremos II 1 X1I2 , ¡mm cada il> 1 E 1!1 , lfr 2 E H2 , denotemo.• <I> 1 ®<I>2 la 
for-nw bilinc.11 conjugada que ar.lúa en II 1 x 11 2 de la siguiente manem, 

(A.3) 

Sen ¡1. el conjunto de la.• combinacimtc.• lineale.< finitas de tales formas 
bilinmle.• r.o:~jugada.•; de.finamos en ¡t el siguiente producto escalar (28} 

(<I>0 'lt,0 (yf!)"' {<I>,0)(1Jt,f!), (A.4) 

y cz·tendómoslo por linearidad a ¡t. (.,-) cstcí bien definido y positi110 
d<finidn, véuse {28}. Dcfi'namo.• el producto tcn .. orial de H 1 y 112 , como 
lct r.om¡>lclez de. I' bajo el producto cscalm· (o,·) definido en {A.2). 

En las siguientes definiciones H d<'notará nn espacio de llilh11rt com­
plPjn Fcpara'ble y T un operador linr·a.I no acotado definido en D(T) C 
11, alg1ín sultespacio lineal de H. vé<.s'' capít.ulo VIII el" [28]. 
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Deflniciófr'.AA:,:ia Griíjiá/de,T·:se:·<lefine cimio' ·'·' 
: ;·:_ l'. .. J :-¡-.--¡J1-.:. ~.1-.. ;:F,·;<i -;;_ ·'·-¡.,¡:·t-. _; .. -~··? , ... ~ 
~:/¡'ij,r(T);~ {(~; )lí) E; D(f) )( H: 'l'! = T~ }: 

; __ ,' 

·.·· ... , ·'.t~,.¡~]ft;1l:r·il!J),;,;:J.•;;~:·l¡.,· .. ,\:, :• 1 . ·. 

Defliiición A'.5.:: Un'opÚado.r ·T 'es 'definido densamente sobre H, si 
D(T) es i.m .~o'njuntó:de11~0 eri H, i.e:, .si 

• . - t\;''lf.X!ll:I; Di ' : ~(;~ " ii.; (A 'I 
dond1? ·'.:denota la·cermd11m de D('l') sobre H, donde la ccrmd11rn se 
dcfirrn· como la intersecci6n de todo,, los conjuntos cerrados que con­
ti1;néii. a -p(~,~)',·· L'e.,.._és el. m{nfrno subconjrlnto cermdo que contiene a 
D(T). '. ... . 

Deílni~ión·A.o::•Scdn T 1 y 'l' dos o;-11·1ruln·cs sobre Tl. Se dice que T1 
1?s w1a.cx,t!!~:•ió,ri•de T y escribiremo.1 

(A.7) 

.,,¡ r(T1 ) ::J,I'(T). Equitial~ntcmente, '.1'1 ::J T si y sólo si JJ(T) e D(T1 ) 

11 Trp = 1'1 <pV<p E D(T) 

Dellnición A.7. Un opemdor T es cerrado si su gráfim es un subcon­
júiito cerr:mG'.o de JI X H 

Dnllnición. A.8. Un opemdm· T e:: ccrmble si tiene una exlen.•ión 
1:.r:r;"c¡·dtt. Cacla npemclor 1•crrablc ticn .. ~ un<.: múLiriia c.r.tcn.i;ión cerroda, 
llum111!11 k Ct'TTadura, la .-:twl dr:noim·rmo.~ pm· T. 

)).,Jlnici.Jn .-\.9. El Adjunto'/" de~" se define como sigue: 
Srn '/' 1·111 cpemdor defi:,ido tfonsarr.onle sobre 11. Llamamos opemdor 

ª'ff1111!<1 dt: T, 1'•, al opcrulor .¡ue tii nf! como dominio de tlefinición 

V(T") == {'~: 3A EH con (T~, G•) = (<!'>,A) \lif> E D(T)}, (A.8) 

u c.t•/tí rlcJir.1it(<? como: 

T"'l'!;: A. (A.9) 
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Defhi1ci6n A .. iti. u~! ~piimdj~. d~nsitmente tlefinidti¡•T; cií:n,· es l/a-.: • 
m,(lr/o.simétr;ii,ó'o hermítii:o si . 

Ter·, (A.10) 

i.e; BÍ D(T") :) D(T) y T•li = T'il> Vil> E D(T). Equivalentemente, T 
eá simétrico .si y solo si (Til>, ill) = ( ili, Til!) W>, iJI E D(T) 

. : : .. 

Observación i. Tes llamado a11toadj1;nto si T = T', i.e. si y .•olo si 
T c.• un opcmdor .•imétrico y D(T) = D(T' ). Un opemtlor simétrico es 
sicrn¡irc cc1·ra.\le, ya que T* es una extensión cermda de T. Si T .. es la 
mínima e:densión cerrada ele T. 1'cncnws las siguientes pmpiedades. 

1'<1ra los·o¡•tradóres simétrico.•· 

Te T" e: r·. (A.11) 

Para lo:; simétricos ce1nidos 

T = T" e: T'. (A.12) 

}' pai·.i loi; 'ai1loatlj11nto.q 

T = r·· == r·. (A.13} 

Ddlnidún JL.11. Un operad01· T es esencialmente auioadjunto si'·su 
cE1·1·ric.'ur·a 'l' es un operatlor autoadjunio. Utilizaremos una equivalencia 
de fo definición anterior, y e/iremos que T es esencialmente autoad­
jm1lo, ~i c:cistc una tínica cxt.ensión r.·11toacl}1111ta de'T. 

DnJi.nidó11 J\..12. 

B(H) = {T: n ..... 11: T C6 acotado}. (A.14) 

Il•?Üll ii:iéon A.13. Sea T un o¡.ocratlor cermdo sobre JI, 

1'(7') "' {-\,E C: (T- .\I): D(T) ..... 11 e" inycdivn y (T - ,\I)- 1 E D(ll)}. 
(A.15) 

11 p(T) SI? le tlcnomina el .co11j1111io ro:.<ofor·nte. 
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Dufi~ti~ión k14. si'>.ielp(T)\ i n: :: ! · .•. '. ' i 

... , .:¡ ·. ¡:¡ '.·-'{ .:. :_i;·:;·' \';'··'':"•. 
,::l ¡:: 'R"(T);.= (Tc.-·~/):-- 1 :: 

: : . . : ..• ; . ¡ 1 ! ' ' ¡ ·:! .. _: ~ .\ .; ." 
R,1(1') es llamada. la, resohicnte de,T e~>..· 

· .. l.':: '•. illi i ·; : ·,. J:!· .. ,..·' :,_,.,:,.-.".,,,_ .· ... 
Dtillnici1)n A:ts. El Espcclro dé Ti se: define como,: .. 

11 ¡ : · .. ·· .-.. ":- ·':'·.·. 
1.: , . ~(T) ~9 ::: p(T.)~;,:;, 

1 

1 ' 

.•' ¡ - : 

(Á\6) _· 

l 
l 

. 1 

'· ' l : ·,.!. ' 

': . .,; . : ·"L::·, ... '•.~.<: ;,._:!·~.q. ·:r:-~. ' .. \ ._. ' . 
Definición A~16:.S~an I i/'iJ:n;-:-'·R\ decimos que f = o(g) cuar¡do 
X --+ 0 O X __. ~ SI .¡:¡.: · 1 ¡_ • i ·' '. ~ 

1 

. J(x). ! 
~~i g(x) ;=O,¡ o 

:' . f(x) 
hm. -(. ) •'= O, :!-OC?9 X 

rcspcclivamc1ite. (A.18) 

Deflliición .J\:;17, 'Sean f y g: R _, R decimos que f = O(g) cuando 
x -+ •:o o x _ _. O si · 

IJ(a:)J $ Mg(x) para x 2: x0 o x $ x 0 , (A.19) 

rc.<per.tivamc11tc con M constante. 

Ohsurvació11 2 . .Sea r fo. siguiente expresión diferencial formal, 

(A.~O) 

donde (j) e,q la j-ésimn deriuadn. u rs una función unlnndn en cm 
dcji11ida sob1': (n, b), con -oo ~ 11 $ b::; oo. [a) es In parle enlcm de 
a·, pm· ello el natural n es el m·den ac In ''xprcsitin di/e1Y!ncfol r. Los 
co.:.ficientcs r, l'i• 'lj son funciones mn/¡·icinlcs 1lc onlcn m X m 11nlundns 

.¡ 
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en C, r('d:) :.m• .definida positiva y 1';(") e.9 hermitica. Consideremos 
a.lg:1rno:; ejeÍnplos: .\ ·.·· .·· · .. . .·· 
. :á) l'arn.im-.;,'1;·.n::= 2; q0 =: o. Ohtencinos la conócida expresión 

di fr '"·'il':i:i.1 :·,1c, S.t11rm'~Lio11dllc, . 

. .. ·. ·•. ,:· ... _,·.. ' . 

. b ),Nucsl.~a ;;xpresió~: La ccuadóri dn Di rae indcpenrliei1 te del tiempo 
con· ui1 l'ofoncial siméirica.mentC! esférico, · 

·. ¡:,;;;(rf=: ?qo\OJ +;o\O,; =·po•PJ-f: (qo\O;)'-'- q¡j<pj = E<p;, 
. ,. .. : .. :···",'.1· '.: '· .¡..)·~.: --.; t ·- ... ~ ... ·: ·.~ ... ": .. , . . . .: . , ·.; . :>: 

(A.22) 

cCtn 1 rH• innfric~.s, · ·' '· 

qo(•;),,(~. ·"--
0
'f). /.: Po?~.)b(~·'+~(r) . -'f ·) 

• ' -rn -' V(1·) ' , .l .. . • · . -,. r 
! 

. (1 º)' r = O 1 ' 

(A.23) 

Ddiu1ción A.i8; Sea f:(a,b)-+ C"· dedmos q11e f pci·tcnece por la 
de1l'd11111 L 2(tz,b) si tinelo e E (n,b) ei;lonccs f E L 2(c,b). 

De:finíción A.19. Decimos q11e r e,J¡j en el caso p1111t.o límite e11 b 
(l.¡1.1:.), .•i para cada A E C e:r.isle ni n:cnos 11nn solución de (r- A)tt = 
O, ~·uc rio periencce por la derecha n L2 (a.,b). 

Obse1·vnción 3. Pnra una mn¡¡ol' discusiórt de la definició11 A.19 véase 
f~l(ij. Sección./, páginas 7, 12, /."l, l.{, JS. Sección.{, página 5.{. Sección 
S, JlfÍ!¡Ína 113 y Sección 17-lf, páginas 293 y 2.9.{. Así como lo.• Teore­
mas J0.4, JO 8, 16.3, 16.S y 16. 7, /ps c1mles permitir<Íll concluir los 
msultado" acerca del cspe.:tro de nuestro operador. 

La desigualdad de Gronwall !23], p;ígina. 204. 

'l'eor.mnn A. L Sea X un espncio de Dn11ach, y supóngase que p: [a, b) ...., 
X es continua y que exi.«len fu11cione.• cnnti1111a.• p: (a, b] -+ [O, oo) y 
v: ffl,.i,] _,X tales que 

p(t) :5~(t)+J.'11(s)p(s)ds 'lt E [a,bj. 
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Bntdnces , :J.W·> !', . ::.j, •>. .· . . !. 

71(1) ~ /J(t) +:/dx~ ({ /Lét1~}11(~)v(s)~ls Vt E [a,b]. · ¡ 
. ' : '.·, ,::>:·<;.~~~~·::.·:· .. ·.¡;~:>' ! ..... ~; ; ;.', .. ·· ·-; : .... ·:·;' ...... 

En '¡m1·tict•,larj!'si ii(t) ·,,; v0 .Vt E [a, b] e11tonccs. 

•:·'.V · i, 
,,'i!(~~ ~ v9 '.'xp (L1~(r) dr) Vt E [a,b]. 
,),.·. \¡' '· . 
.. ; ': .. ,J 

D1~ñnidó~ A~2'o.'U'iiá'srlp~~jic:ie de lliemann es una variedad analítica 
CC1171pirja co11exa· ·de'·dimc = 1, esto e.• una vmieclarl conexa M de 
dirnn = ~~. co~ un ~onjunto maximr.:l de carta.e; {U0 , z0 } 0 e 1 ._r:obre M 
(i.e., [ C:o' Zo}~ei 'conslit:·1ycn '"'ª cubierlo abierta de .M y z": U., -> e 
e:• 1111 homeomorfi.•mo sobre un .rnbconjun/o abierto de C} tales que la.• 
fl~n.cioncs transición ' 

SIJ:'/ /1<1/QltlO~{nS Si ij<> n /Tp :j 0. 
g; '.l<!orcma. de Phragrnén -LindeJi;f [:J], páginas 242-2,18. 

Ie•n·emn .A..2. Si J es ana/í.!ica P"l'll J :trg zl < et, donde et < 7r, y 
C•mtinua P.n el ángulo cer·radn¡ si Jf(::)J::; M sobre los lado.• del ángulo¡ 
y "'i J/{z)J !; A cxp(BJz/1'), donde (1 < ¡1, < rr/2a y A,IJ constantes 
/>i.<Wvas; entonces IJ(z)/ ::; M en el illlc1·ior del <Íngulo. 

f)(! hecho, la consccu.::mda. del Tt•nrcrr.a <¡ne nos interesa t:'S la si~ 
g:.::ie11le. 

"lborcrnn A .. 3. Sea f nnalíl.ica y ar.of.arla en el dngulo ·cerrarlo entre 
¡,.,, myo.< a.r¡;z =<Y y a.rg.z = {3, /<>- (1/ < 211:, y st1/>Óngase que f(z)-'-> 
J, .-:·1,:a11ilo r -> oo <I lo largo de ambo.• myos. Entonces f(z) -> /, 

11n1fornwnte en el <Íngu/o cuando Jz/ -4 rx>. 

,;'. 
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