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2
PROLOGO
“En 1949, N. Levinson [19] demostré un teorema gue relaciona el co-
rrimiento de fase a'energia cero y el mimero de estados acotados del
“sistema, para el operador de Schrodinger en interaccién con un po-
tencial con simetria esférica. Dicho resultado constituye realmente una
Joya para Ia Teorfa de Dispersién y Espectral, pués es un hello ejemplo
en donde los elementos fundamentales de dicha Teorfa se relacionan;
por un lado, el corrimiento de fase: el elemento bisico para el pro-
blemsa directo de la Teoria de Dispersion, y por el otro, el nimero de
aulovalores du dicho Operador, i.c. el Espectro discreto del Operador.
Existe una amplia literatura respecto al Teorema de Levinson para el
operador de Schrédinger (vednse por ejemplo: 6], [16], {24], [25] y [26]).

Establecer un teorema “tipo Leviason™ en esas mismas condicio-
nes parta la Teorfa del Electron de Dirac (La Mecdnica Cudntica Re-
Tativista) era el siguienle paso natural, pensando finalmente que la
Mecinica Cuintica no Relativista s el caso limile de la Mecdnica
Cuféintica Relztivista. Por otro lado, en 1950, G. Parzen [27] encuentira
que el corrimiento de fase es generalmente asintético a una constante
no cero en el limite de altas cnergias para el operador de Dirac en
esas condiciones, en acuerdo con lo que experimentaimente se hahia
observidlo. Esto establece una trascendental diferencia con el caso no
realitivista, puesto que en el caso del operador de Schrédinger, el co-
rrimiento de fase tiende a cero en el limite de altas energias, salvo si
se consideran potenciales con fuertes singularidades de un cierto tipo.
Para una discusién mayor véanse por ejemplo [6] y [37): Hemos de
ohservar que desde el resultado de Parzen, hasta el presente trabajo
no existicron sstimaciones de como se comporta el término de error
del corrimiento de fase para la ecuacidn de Dirac en of limite de altas
energins,

Velviendo ol caso de bajas energias, en 1967, M. C. Darthélémy
[1] propone un andlogo al Teorema de Levinson para el Operador de
Dirac en interaccién con un potencial radialmente simétrico y masa
posiliva. No obstante, en 1985, Ma y Ni [21] encuentran quae los resul-
tados de M. C. Barthélémy son generalmentie incorreclos, y suponiendo
un potencial en interaccion acotado y de saporte compacto oblienen un
Teorema “tipo Levinson™ para el caso ile masa positiva, y dejan abierto
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el pmblnma. de encontrar las condiciones necesarias y. suﬁmentcs sobre,
el palenclal para que sea vilide dicho Teorema.” -~ ¢ .,

En 1990,.M. Klaus [17] considerando también la mnsa posxtrm y el -
polencial en el Espacio e Banach 1.1(0,20), encuentra finalmente el
Teorema de Levinson buscades. En dicho artfculo también se estudia el
dosarrollo en bajas energias de Ia funcidn de Jost {véase el Capitulo II
para. la definiciones apropiadas), k;(k, €). M. Klaus prueba que cuando
7,(0,6) =0, hj(k,e) ~ cic? (do1de ¢ ¢s una constante no cero) cuando
f. - (} con: h excepcién de j = 1, & = +1, y que en tal caso: h;(k,6) ~
ek cuando & — 0 (noteinos que para comparar nuestra Ecuacmn de
Dirac radial con h Ecuacién en {17} debemos reemplazar (7, V(r),E)
por (= j, ~Vir), -

l It 1l>aJc desnrrollado en esta Tesis es ¢l siguiente.

[in of Capitulo T presentamos propicdades generales del Operador
de Dirac y en-particular en el caso de un Potencial Eléctrico con si-
melria radial, mostramos como el Cperador de Dirac se descompone
on 1na stma dxrecta de ()pnrndores de Dirac de Onda Parcial (véanse
2] Taoreraa 1.3 y la ecuacién (1. 132)) los cuales son sistemas de 2|x 2
de aperadores diferenciales de primer orden. De esta mancra, nueﬁtro
problema. se reduce al estudio de Ias soluciones apropiadas de dichos
sisiemas de ecuaciones ordinarias, Jo qua constituye propiamente el
terva G esta Tesis. '

Ba el Capitulo I, introducimos las soluciones regular.y de Jost, de-
mostrames suoexistencia y estudiamos su propiedades, Ademds defini-
tros la funcion de Jost, los corrimienses de fase y establecemos algunas
e sus propiedades que utilizamos posteriormente.

#u el Capitulo TH, prnlmnlos un teorema “tipo Parzen” para el des-
a.m”n en altas energias de la funciéa de Jost, /;(k,¢), obteniendo las

zelitnaciones correspoudnenles y los términos de “error controlados. Di-

Ims resultados son los primeros oblenidos desde que Parzen en 1950
[27}, deseribid cualitativamente dicho comportamiento. Como un co-
mantario final, diremos, que al obtener laintegral del potencial a partir
d:l limite de altas energias del corririiento de fase estamos resolviendo
it Problema Inverso para la Teoriz. de Dispersién de la ecuacién de
Dirae con potencial radial

- B el Qapitulo IV, estudiamos el desarrollo a bajas energias de la
funcién de Jost, A; (L €Y, en el caso en que la masa de la particula es
cero, ¥ hallizmos que es radicalmente diferente al desarrollo de dicha
funuon cuando la masa es positiva. En realidad, bajo la hipdtesis que
2;(0) = 0, probamos que h;(k) ~ ck cuando k — 0. Notemos que este
'mmportnmwnto es Justa.mente el comportamiento excepcional en el




“enso de masa positi os resultados gue se obtienen sobre el desarrollo
de Jx funcidn de Jost son ano la-hipdtesis de que el polencial V(r)
pertensce al Espacio de Banach LY (0. ca) donde 0°< o < 1. Probamos
una versidn apropnd':. del Teorema de Levinson tinicamente pl(llendo
que V(1) pery; enezca’a: 1'(0,00). Como se observa, esta condicién|es
mas general que la que se pide en [17] para el caso de masa pomlva,
e que V() € L}(0,00). Asimismo, notemos que V(r) € L'(0,00) es
sulislecha si pednnos por ejemplo que: |V (7)] € C(1+1r)"!"¢ cone > 0,
mialras que en [22] Z. Q). Ma observé qae el Teorema de Levinson
debe ser modificado en el zaso de masa positiva si V(r) ~ er~? cuando
r -~ 0, Fsto en cierta forma da respuesta a la pregunta formulada
en [22] vespecto a las condiciones que aseguren la valides del teorema
de Tevinson. Nuestro resultado muestra que las condiciones para la
vilidez de) teorema de Levinson dependen fuertemente de la masa de
pasticula, i.e. para el caso de masa cero dicho Teorema es vilido bajo
condiciones mas geverales.

Los resultados de esta Tesis fueron publicados en el articulo “Iigh
and Low Pnergy Estimates for the Dirac Lqmtlon" de: Blancarte,
Grebert y \'Veder [2] :
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*ternas de matrices, donde las &; son las matrices de Pauli

(Tl"(‘l 0)! 02—-(i 0), 63_(0 _1)’ s

y Ay o; son la matrices de 4 x 4 siguientes

B= ((I] (1)>, = ((Sl ‘6‘) | (:15) ‘

Ty 0 son las matrices de 2x 2 identidad y cero requg\.iv:uncnl.c, hesla
constante de Planck, ¢ es 1a velocidad de la luzjy m 2 0 reprosenta la.
masa de la particula. [, es ¢l Hamilloniano libre del sistema y como

o = (aj, 0y, a3), o= (0y,00,03), < | (L3} e



por-el prkin‘éipi‘

| Iytanbicn

"t Pero pars
cnes-

Ccpara dg= 1,230 (1.9)

: 'Lai rd'\.clcmes (1 9) son na consecuex\cn inmediata dc las deﬁmcmncs

ju3)um A

1.2. SOLUCIONES PARA LA ECQUACION LIBRE DE DIRAC

SO ‘p_n)blyénl_a‘dc Cauchy para (1.1) viene dado por,

GO '
iho (e, 1) = MoV (z, 1), (110)

ool e = e



ot I"ouan. o EL Eemcxo DE
’R" d? I’)

I_ (R ) en 12(1'{.")4 y envia.un operador (hrerencml ma-

"H“'Enl;o;rv_lc_c‘sb T o : '
R FLA(R®,d%)* = L3R, &%), (113)
o © &' denota un isomorfismo unilario (isometria suprayecliva). A
o f-L?(Ba d"p)" le llamaremos el espacio de momentos. Iy es transfor-
l vid: I" t-n un opcrndor de muitiplicacién en LR, p)!, ie

e (*Fzror-’)(f») == (7 wp).

co-p —mc
Para. cada'p, i(p) es una matriz Hermilica de 4% 4 cnyos anlovalores

son- . -
M) = A(d) ==X} = =Allh) = M), - (1.15)

Cdonde-

Sim =0yp#to,

5 ! :
sform"uh de Founcr s e‘mende unfvocamente aun opprador-

M) =it s meet. e

{0 eop R
_h“’)“<ca-p 3 ) -   (1:.17)‘
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»A"‘l) 0

i *n)fu(m)v(m ( aﬁ )\Mm

N \
}v_Aﬂ(;++——|i|-—— +J'T-l——cr p—al ﬂA

= /3,\(a+

(',cnjn [T

1%\‘:: ’”,(1723)
waga_ 2 l 1 mgc"\’:l A (/\2~1f12‘c4>%
ol 7 2 Tl AR
X (c2p? 4 mict - mtst)2 ’
- W( : )k C(2d)

: suslituycndo ('1.23) y (1.24) en (1.22) se sigue que

Y \(]ul)U(p) Binc® 4 ca-p= (FH PN (p) = Kp). (1 ‘?.o)



: (n ]IOI-V"')(p): ﬂf\(lnl). .‘

1:4. Los SunrspACios FSPECTRALES DE Hy

“Bit el Espacio de Hilbert L2(R?, ¢°p)* donde el operador libre de Dirac
Iy os diagonal; las dos componentes superiores de las funciones de
onda corresponden a las energias positivas, y las dos componentes in-

- feriotes 4 las energias negativas (véase 1.30). Esto motiva la definicién

del snhespacio de energfas positivas, If,,,, como el subespacio generado

Moy = <{\I:,m: Voo = W4 B)IWE; W € L“(R%‘}) (1.31)

donde por simplicidad designamos a L2(R3, d%p)* por L2(R®)™ Para
lTa. Dofinicion A.l de subespacio generado véase el Apéndice. Andloga-
_mente,

ey = <{ Vet Ve = WL - B)WE; W € LZ(R‘“)"}> . (1.32)



{1 ANTECEDENTES

. pacmq 'do Ihllserl (ve:sse a.
- Dchmcum A 2eniel’ Apend c)‘I‘ de cada'emdo v puede es‘cnbxrw o
v [ P

i ,fuufvoc 'uncnt mo una, a

RONY S REYY ouan

Amlogamente "o es ncg'm\o en JI,. , notando que

neg i R |
L BB =t o (138)[

Los aper .uiorm ro cctorcs nrton‘onnl( s sobre los subes racios de en('r-
1
gias posilivas y negativas vienen (hdo ‘respectivamente, por ¢ :

al

AW = M’“‘----(I:i:ﬁ)k()W- (1.;{9)

Tpes = =
13“:' =l =W op

i
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Tencmos que

My —d:IIIO[\]Ipo. S "(1 43)']

ned,

" Entonces

S S‘r"\ sgn][d:: H‘,/lhY |.. Entonces H, = |llolsgnH0 representa la des- -
e t.omposxcnon polar de Hy.
f5 EiSPACIOS PARA LOS DoMiwios be DEFINICION 08 H
‘ D(-fnnmm lr:q sngmentes Espacios,

C;}“(R“\{O}) = {f:R* > C:f csinflinitamente diferenciable y
de soporte compacto en  R3\{0}},

dondre (I?M),
Elsoportede [ = SO[:!f‘E FeD():f(z) #0) (1.45)

denota la corradura (vesdise Ia‘;Deﬁniciéx{ A5 del Apéndicé). i
SEY s (iR} i es infinitamente diferenciable (1;46)

y derdpido decrecimiento}  es;el espacio de Schwartz,
' : Cd :
SRE AR - ‘
[ 1
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- donde f s de rapldo decrccmucnto i
mlo) cu'mdo la varlablc hend 1

(7)€ AR, .
' (1 49)

o (1+m”) (Ff)(l’)”L '11‘) -“mu'(m)
‘ .:» Pew ‘:‘ )

ﬂf“nl(m) /l(lf 17)'2< +Zp.)d“’

[](1 + w) T .
*Tor continuidad 1o extondemos hasta HY(R?.

ROV} = e (R {0} 1 P (R {0))
x G (RAL0) x € (RA(0))
Auslogamente definimos

S(R?Y! (L51)
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P:Ll’-l las d(-ﬁmcmnes concermentcs not: mmltlremos al Apendlce Deﬁ-
* names ahora Jy en L’(R’ d:’p)‘ como eloperador de mull.lphmcmn; -
por Lt matriz \(p)ﬁ S i o

(@) = M), e
con o ‘

M HG) {‘Il € L"’(R3 dAp)s Ap)AY p) € LZ(R.1 riap)"} \

y considaremos el s:gumnl- dlagmma.

1)(11°)cL’(n3,,1“p)" o L”(n1 &)

w=o | R |
D{Hy) c LYR3, B2 i1, LZ(Rs,dﬂx)ﬂ,g Ty
CHe=WEULW y D) =W D(I). . (1.58)

De esta mhnera definimos una. extension autoadjunta de Hy, ic de-
(Le
—thea -V + pBme¥,

la cual designamos tambiéa por Ty, Estamos en com]lr\oncq de formu-
lar el pnmor teorema del capitunlo.

Teorema l 1Bl operador libre de Dirac Il es esencinlmente nu!nnd-




v]U/["ﬁ‘cz»,'fJ‘O)»:p " e

!

F'ns(-lm. Dcmostraremos‘ pnmnro que en D(IIO) YR, ]Io es
antnadjnito A smbcr, ‘dd (1.58) /1, s uaitariamente cquivalente al
oparadar-de mult:phcacnon por. la funcién matricial diagonal SA( )

o LHRS ,Ijsj))4 de ahf: Jque’ ‘c8 autoadJnnto sobre dicho dominio D(llo)
(l §6), ¥ por(1.58)'} .

.',v(no)—w ‘D(ﬁ,\( ))—r-'U DAY = FTID(AG)),  (1.62)

- énla ultnma lgua‘ldnd hemos utilizado el hecho de que U(|p])™" es
Ia multiplicacién por una matriz unitaria y por cllo, no altera el do-
minie de cualquier operador d2 multiplicacidn. Si f € D(A(+)) <=
e LARA, Pp)ty VmetE & pzf(o) e L¥(R%, &%) «= J1+p°
(FI¥p) e LRS! & J @ HY(RY, de acuerdo a (1.53), yla

- definicién de A en (1.16).

" Respecto al Espectro de /1 podemos decir entonces que

a(lly) = w(A)) = {/\ € C: A= 4/ + m2et paranlguna pE R."}

= (=00, fnzczl U [me?, oo).

(1.6%)

Ahora probemos (1. 59) Liamaremos M7 a larestriccién de ]10 aCP (R\
{o)* _ ;
Iy = Hy | C(R3N {01)Y, (1.64)

y Ty 1a restriccién de Ty a S(Ra)

110_11,,16(113)4 ey

e 0




pero:

Sise'dem

. tendremosla otra contencién buscada

. (]'g

Hg= 1y € Ty, o (1.71)'

Para domostrar (1 70) basta tomar ¥ € S(Ra)" y exhibic {¥,
' ,cm(]r’\{o})4 tales que ¥, — ¥y lim, .o U, = Hy¥, ya

entonces HO‘F = ]lo\ll y asi obtendriamos (1.70). Para cllo escoja

e PR con..
fiz) = 1, sifel €1,
z
0, silz|>2.

bnpomlrmno, que “png'unos" adccumhmt'nte lagrifica de J de modo

mos
U (z) = [ te)(1 = fine))¥(a) 0
= f(n""2)u(z) ~ f(n " z) f(n)¥{x).

IEntonces

sop¥,(z) = K(compacto) C {z € R%:|z{ < 22}, - (1

que en cfecto, pertenezca a C™(R?) y que 0 < f(z) < 1 Va. Defina-

.72)

.73).
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S'ﬁ“ Oa

n N

(n2))9()

do'nrl«' (211108 efectuado ¢l cambio dc variable z = nx, y uhhmdo el

‘ : ]ledw ques lII(r) s acotada (1.76)-(1.78) implican que

quuuuw,,(x) T(z))| = 0. o)



‘ :.Teorvmn T.2.
o mm’n* auloadjunt(x de 4 X 4, que: snlm,nce

;7 observando que -

+ b,

:c)<ax
I(I z||

puare e G Ra\{()} y para r'ansfantes o, beonb> 0 yak 1. En lalesv .
Feondiviones. = Hq + V(:c) es antondjunio en D(H) = ]1 (R")‘
- edencinlmente autoadjunta'en D(H) = C(R®\ {oy*.

i, Praeha: Denotemos || - ||l zpay = |1+ [l De la deqxg\mld'\d de Hnrdy

con 7= |z} tenemos que

1t 2 I
=i /m V@) P < (1.82)

[ Ivee)tda= vegs, v ecem o).

“ La misma designadad se verifica para el spinor ¥ € C$N(R™ \ {0))*
donde

vy, .
il V¥, : a3y ..
vi=l gl (1.83)

v, ’

AR : v
1 i
=35 <Z||w Boivol o

2 =t ; i

1
1
2rq_




Alora relagionem

= iea V\I'| 2

Ti=ica - ve@l, > |59 .

_i.e., ol operador de multiplicacién ¢/2r es acotado relativo a ica« V
“con'tota relativa 1. Utilizando las eslimaciones anteriores, obionemos

i quo
(a—‘:—'+b)\1: ‘—‘I’—“ + 0wy,

< a"”V‘I’”'z + b)) ¥lly = ) - ica - V|| + B 9|,

all( o — Anc?)¥ll; -+ bl

allH ]y + ame [, -+ ]| @[],

all I 9| + (amc” + B[Vl (1.87)

"V(‘E)‘I’(U)Hz

<ac

| AN i

1 vperador V' es simétrico, ya que V7 es sutoadjunta V. Ll hecho de
que /A es antoadjunto (erencialimentc autcadjunto) se sigue de que My
es antoadjunto (esencnlmentc autorjunto) por ol Teorema de Kato-
Rellich, ya que a < 1 (véase [15] y [29)).

“xiste uni amplia literatura sobre el operador de Dirac en inte-
raccion, véase por ejemplo: [15] y [34].




i '_tcracclon con’ um: potenc

" nadas esfériens

s 2

“a; conglusién’”

CL8. Coordcnadm

ﬁn'tl m?dl

. Supoudrcmoc que el potancnl o3 radl.llmente mmetnco, 1. c Vr' §

in potencial eléetrico, i.c.y que: V(r) s una
uatro eatradas'solire la-diagonal son: lgua]e's )
en R, {pie también designamas. por. V() l .
nos las coorduu'ul.us polares- (csfcnmc) ol

ro=|x], 'y que V(r):es
““malriz diagohal cuyas
.una [uncién ton valores|
i TR\ {0} lntrodum

donde r = |z| € (0,00),

“Angulm

“rson f cos <p,

1|r0q5)

: 2\7‘;0 ¢) —T.)cnﬂ.,cnqs, ‘

="rcosl;

mt? ¢)=
06[0 )y ¢ € {=mm).

Holemos que dichas keordenadas ton locales, Del mismo modo, de-

flnlll’l()ﬁ ‘los veclores un

= (sen
ey = (-5
c,,: (cos

'j_:‘\.:':’inrxismo denotemos i
L3(5%) =

A v le lararemos la v
2-psf2en mitaria. Cong

7 cos P, cos Osen ¢, - sen §) =

oF

wriable radial y.a s

(0, 8) £ (2y(r, 0, 8), 25(r) 0, ), To(r 6, ).

cosPysenfsen p,cosf) = -
1 de,
n ¢, cos $, 0} == oy g

{qb: .Sl'2 - C: '/;qlr/)(s)lz ds & ao}.

terios en las ‘lirecciones de los gjes de coorde-

(1.89)

Cr

a0’

(1.90)

s la variable anguiar, % cs la
deremos los siguicntes mapeos

(1.91)




de’ ’l e c1|'1| visne: (hdo pm‘ .I T= 1‘2 8¢ ilr‘z
‘in‘\ tl»(x) € ]uz(R"’) Definamos '

e ‘cbil_‘ t_Z'.l:']')ll“O‘dAll‘C 3

(“‘{:‘[‘vz)m((o .y d.—-i?(sr)i: /m

Dnlanres p()r | 1 93) d oper‘!dor .‘ e S
S & (‘b — \Il(r f, ¢), S ‘ (1.96)‘

es |.|llil,;l.l;i() d.e | o

L 2R .s()])rc" L2({0, 00), dr; L(S?)),
'y lt-nt'moq que S : '
2{(0,20), dr; L*(8%) = Lz((() ), dry ® L2(8%). . . (1.97)

- Parala definicién de productos tensonales (@) de espacms de Hilbert
véase el Apéndice (Definicién A.3). En conclusién el operador. U (1.96)



P -j

(1.1(110)
La ul ‘-(‘Olllp()!-lClOn [ csp'xcno de I[lll ort eiv su p'u'tos Rngular y “ra-
- dial™ es itil porque los operadoras momento angular orbital y momento

dartotal: Ly J =L + §, rupeclllvamcntc. actdian tinicamente en
rle “:mguhr" L2(52\4 cn forma no trivial. Donde

. 54’5‘—‘—'0 Ao, es el momento angular de spin, . (1.101)

4
L=zAp, e el moment>angular orbital, ' (1.102)"
TS +5, “es el momento angular total, (1:103)

Con' e A denotamos {res matrices
Zemaku,, 7 = 1,2,3,

“donde g5 €8 'el tensor tosalmente antisimétrico

_ 1 si (jkl) es una permutacién par de (123), .
S Egu = QL sl (JkI) es una permutacidn impar de (123), (1.104)

0 sial menos dos indices son iguales.

§ os acotado y autoadjunto. También tiene la representacidn

0 .
5= %(g a) . (1.105)

" ton ry o definidas en (1.3)-(1.5).




'.'AN'N-:’C:ED‘ VTES

SEn l.m (omdcmdas pol 1
racdoios t.wncn laﬁ represen! La

Forma Polar del Opemrfm Libre de Dirac y los Operadores
) qe Lonmu{an con ¢l

) ;-:fSobrL cl dominio C§2(R®\{0))*, tencinos Ia representacin en roorde-
nxd'xs polares para Iy (véase [24])

. 9 1 1. ) Lo
]{0 = =icer c')<0r + T /3]&_) + fimc, (11.1}0)
~ donde K os el operador spin-6rbita dafinido como ‘ ,
K=p0es L+1)=a(r-12+1). (1.111)
Los operadores J, L, J2 = JE 4 J2 4+ 03, L2 = 134 L34 L3 y Ks son

esencialinente autoadjuntos sobre CS°(R™M\{0})*. Ademds las compo-

uentes Jy conmutan con Hy y se demuestra que Jg también conmuta
con i



P'\ra. rad'l. conJu 1
nes ortogonz\lcs (I*

} = ( m;
J‘:F(J+l) \I’):‘%)

AN . . Il ,m’-—%-
oy 1 J+m; i3
L A BN A
=3 23 i - m; Y, 3
. ; \/ 1

(1.115)

——— L
: 1 vt M=
l[l";‘-" L 1 V]+l~m-"'yj+’% b
JERTS W) _“—"‘—;:
Jt : 27+ ¢ i+ l I )';J:—I

: ’1",“" son los‘arménicos; esféricos usuales delinidos paral=0,1,2,...
=l,=~141,...,1 Las funciones \I!;.';;l definidas en (1.115) per-
2 N




“tenccen a L2(§?
e By

-4

adas e 1a base '{‘I‘,‘,}_vkj,' L)
Sy L 3"

mj.

: K }épor matri
;
Sy

=8 ee=(1 7). om

St L84S Descomposicion del Operador de Dirac en Sumas Directas dve, :
Operadores de Dirac de Ondas Parciales

Bl Espacio de Hilhert “angular” L2(5%)* en su descomposicién en su-
mas directas de los ?R,,,,._,.J_ (1.118), induce una descomposicidn para

LYE?)* de una manera andloga, A saber, definamos para j,my,k; v
el correspondiente S?nn,.l:,-v el subespacio de “onda parcial” como

12(0,00),dr} 2 R by (tazn




xEnwnnuquANCAansuAnEz

o

- ,'pblr'(l 11 )y (1 114) Pcroymtamen!n a esta ¥U(r,d »$) por.el i nomor- Ca
. ﬁcmn (1 ‘)2), {1 96) le corresponde b e LZ(RS) donde, AT ‘

mg;ajwﬁnmupﬂu) | (L)
~com r,r‘?}d» funciones de z, que se obticnen al invertir 1a transformacién
a coordenadas polares (1.88). Es decir
' .Z! 2344 "vt i f 2 N
LRy = 53] (0] i L ((0,00),dr)®91,,,l’,,’_.

R
(1.125)

CSi T e C§(0,00)* puede ser representada por una comblnacmn lineal
_de laforma

() = Z B OV, 0,814 L1 (995, 4, (0.0), (1.126)

j ,ﬂl

con funcionet coeficientes f* & C$(0,00). Ademds, si @ cs represen-
tado por una sucesion {g,,, s } el praducto escalar entre ¥y ¢ viene



dado por ‘
)

Eslo. muc

nl,(w)) .

”’+‘ ; "_d')"_‘f s (")"’m 35 (0 6)
RV nv 8 = 5 K 00

2 ()5, (000) = —nr,, ()%, 1,(0.0)



ki()

Iv: &1 ) (d,:";i"‘j(""' "")d’:n,.,kj(ﬂ,¢))

|
!'ti;ki(r)q’;;;vhi(o’é) * g {_% + }/.; Yy (r)I',n &0 05)
S
f"‘w’:ir‘)> (¥, 4,06, 907,16, 8)) ;
. S
; I V
: RS BNV ENLT . o
i o=t 1 ) o
b { : r ,-k( (¢m & (8, -ﬁ)@; & (0 ¢)) L
i |
3 l i
| .
i
[




o bien

. - .._2“,.'-.6,‘.;‘ L e
K= Bl R o ) )

m,-, j

T‘n los (.’l]CN]OS 1.ntenorm se lrm utilizados las siguientes ecunclonc‘;.
(1.112), (L.120)'y (1.123). -

En el taso de nuestro interés para un potencial eléctrico V(r) que
interactia cor Hy, ol operador de Dirac en interaccién es igual a

= Iy + V(r), (1.133)

. "y los operadores de Dlrac de “ondas parciales” en interaccién vienen
.darlns por
’ hm,—.ﬁ,« = h?n,—,k, + V(). (1.134)

M delinido sohre CL(R3\{0})" es unitariamente equivalente a la suma
‘directa de los operadores de Dirac de “ondas parciales” P o %€
o . i ‘

e @ [&:] . m (1.135)
=LA mi=-3 % —-&(,4 H

De hechio se pucde demostrar el siguiente resultado.

Tearema 1.4. H es esencialmente autoad junto .sobr-c CERA{op!
si y solo si tedas los hy, . lo son scbre Cg°(0, o)L En este caso el

papectro d(/cc-rres‘pcmdzen’c operador rzulond]unlo 1T es la union de los
especiros de los operadores auloadjuntos h’m’,L’-

Prueba: Por el criterio bisico [29], corolario al Teorema VIIL3, un
operador 7" simétrico es esencialmente autoadjunto si y solo si Ran(T’+




»:thom ‘P € L2(0 oo) como ‘en’ las’ ecuaciones (1.123)

Ly (l 124) ¥ que- identificaremos con la f de acuerdo’ al isomorfismo

- (1.125). Claramente, @ pertenece al subespacio de momento angular
etiquntaddipor (F,my, k). Para cualquier ¢ € CE(RY, 004 la parte
+ de {7 en dste subespacxo de momento angular puede ser representada.
.. por una luncién’' g €.C5°(0, 0032/ De acuerdo a las ecuaciones (1.127)
“encoatramos. que

(Qv(-” —i)§) = (fi(llmj,kj ~i)g) =10, - (1.137)
lo que muestra que Ran(/7 — 1) no es denso puesto que ® # 0, y de ahi
qul‘ I no es esencialmente autoadjunto,

- suficiencia: si existe un voctor 3 # & € LR con

(B,(H=i)G) =0, VGz CP(0,00), (1.138)

o mrcéﬁ por las relaciones (1.126) y {1.127) existe 0 # f(r) € L?(0,00)*
R i l’1103 que

(f (h,,, ~i)7) =0, Vg€ 03°(0 0)?, (1.139)

y pot (-“0 h ,: “no es esencialmente anteadjunto
Il rw;ultzulo sobre el espectro es consccuencia de que

(H-z)"'= (I'm,, —z)=, . (1.140)
omj ok

y pot lotanto, z € p(ll) <= z €N jonj ke /’(hmj.k,-)r lo qua implica que

0(}]) = R’\/’(]I) = EJj,ml-.kj”(hm)',k_,)'




]l PRO]’IT‘DADDS BASICAS D[‘ LAS SOLUC,IONES
: RBGULAR Y DD JOST :

Il 1 INTROI)UCGION

DL ar \u.rdo ala rcduccnon por la. s:mel rfa csférica del potencial ol)lcmda.
e la Seccién, 1.8 del Capltulo 1:(1.134) tenémos que la ecuacién de
Dirax: estacionaria, I = E®, es cquivalente a la siguiente familia de
s:qtnm'w de 7 %2 de ecuacmnc‘ diferencinles ordinarias sobre (0,c0)

Hjp5(r) = Fepi(n), (2.1)

N (mve) =i Lo
)H( T e 62

- emos tomado e=1, y para tnnphﬁcar la notacién reomplan—
’.mu I-, pm Jyeon § = _I:l :l:2\... Notemos que este indice j no cs el
o SO, quv ol de(1.112), el cual toma valores semienteros..

¥iz2

" B T ‘PJ(T) (x 1.1) , (2.3)

" es ura funcién valuada sobre €2 y definida. sobr N)Por denotamos
la detivada sobre r. Notemos que si ¢;(r, 5, V(r olucidn de (2.1),
ity

(- wsi.;(r> F(m 4 VNpsa0r) = Lpsa(0) =),

‘P,,l(") +( m+ V(T))‘Pl,z( Ty - ‘Pj,l(") =E‘Pj.2(")y

)= (= BV = vyt BV () = (0 BTN



MERMINI® BLANC mm; suAm:z

Lu((),oo) = 1.(0, ).

K Para o202 a > 0, LY(0,a) denotasi ¢l espacio de llan'\ch do la.s
funciones medibles valuadas en C sobre (0,a), f(r), tales que [7()°
s insegrable soglin Lebetguo, con la norma

Whhsiom = [ 15607 ] @5

51

¥ 1(0, ¢} el espacio de Banach de las funciones medibles sobre (0,a)
~esencialmenta acotadas valuadas en € con la norma del supremo esen- -

cial
[Ifllceo o) = supesenc {|f(r)]:r € (0,0)}. (2.6)

g ‘ L, 00) es ol espacio de Hilbert de lis funciones medibles valuadas en
G, e cnadrado integrable sobre (0,00) con ¢ producto escalar

oo = [ Sa@dn . (27)

= L0, 00) b LA(D, 00). (2.8)

% Jo sucesivo denotaremos los espacios simpletnente como: L', L%, LS,




"‘son cmmcndos haJo I
18 opundor 1§ esta;
del “Apéndice) en ‘éero-e mﬁmto, yen consecucncn es csencmlmentc
'-'r»n.utoudjunto sobre el domxmo,

que V(r) G'I) (ve'\se [36] y.[10]).

D( II D= {tp E H tp Llcne mporte compwcto sobre (0, oo) /] e € T}
2.9
. Deno(«'mOa Lamblen por ]1 1a tinica extensién autoadjunta. Entor(lces),
"l espectro absolutamente continuo de H; es (~oo0,~m] U [m,00), H;
 no tiene autévalores en (-00,~m}) U (m,0). Los autovalores de Ii;
tienen: multiplicidad uno, y el espectro sobre (—m, m) consisie de au-
tovalores aislados que pueden acumularse inicamente en 4. Para las
definiciones concernientes al espectro véase el Apéndice y [15], [28].

11.4. UNA SUPERFICIE DE RIEMANN, 71, ABROPIADA PARA LA ENERGIA
Necesitamos definir una superficie de Rieraann apropiada para la re-
lacién energfa-momenta. T'ara ello denoiems por /Z la rama principal
de'la raiz cuadrada de tal forma que +/z > 0 para z > 0 y con ol corte
alo largo del ojereal negalivo. Obsers2mos que por ejemplo para k tal
que el =02Imk=dmteconeg;~0

24 5?e —{(2m~ +e) <0,

por consiguieate /z no estd definide para tales k. Esto sugiere que
dafinamos las siguientes hojas,

Ry=R_=C- (~oc,—imjU [{m,00). (2.10)
L superficie de Riemann propuesta b definimos coma

R=R,UR_, ; (2.11)

‘el caso pinto Wmite (Véase la Definicidn A9~ -



i
i
1
i
{

i+ la cual “pogainos?
. i-por.l corte superior de Ry Ia pegamos con la parte izquierda determi-.
onadapor ¢l corte superior de R._-y viceversa. Andlogamente hacemos
-+ 1o ntismo con.las partes determinadas por s cortes inferiores de ambas
¢ hojas. L:is; franjas intefxr’igdiaw no s¢ alteran, Definiinos nuestra funcjén ‘

Sgomo,

: ' ' ' P
; . N
e

“far 22T HERMINIO BUANCARTE SUARRZ - ¢ L

e la siguiente manera: la parte derecha determinada

EVmZ+k’§ sikER,H R
: ‘ (2.13)

1 ~vVmZ+ T sikeR_.

“La funcidn £7k) definida sobra R resulta analitica y- univaluada (véase

1.5 La SoLuciON RrGuiAr p;{k.r,e) Y L4 SoLUCION DE JosT
hilk,re)

Kl p':()l)lel‘hh (lirecto:dc dispersién para If; es definido en términos
‘e Ta solucién regular y la solucidn de Jost (véanse [1), [4] y [6]). La

P | i
V2442 sobie R, Konde =41 (2.12) -




A

" Notemos-que -

" PHOPIEDADES DE LAS SOLUCIONES REGULAR Y- DEJOST ~ 7.0 has 11

-'v‘»hvj(lﬁrvs)"—T-,hj(_';E;:\E_)-v o (218) .

_dondan (lenoh la con_],ugmnén compleja; Ba_]o la hlpotcsxs de que -
V() e L la solucién de Jost existe (vdase la. seccién I1.6), y 1a funcién

bk, k), ke Ry,

2.19
bk, -), kER_, (2.19)

N Itj(k, T) = {

" es analitica en el interior de R = {k & R:Imk < 0} y continua hasta
&R\ {0} para cadar fija. Si (1 + mr)V(r) € Lila podemos extender
contmumneme ha.sta. I = (l Ademas, para k € R, el Wronskiano de



(2‘.'242') |

) ‘pwm & € ’/\’.j: Observemos que hJ(k £y=h; (= k 5) La funclon S

hi(k,4-), ke o
hky={ 77 o (2.23)
hj(kv - keR_,
: . 'es analflica en el interior de Ry continua hasta. @R \:{0}, y & (1 +
mr)V (#) € L! se cxtiende continuamente hasta 'k =.0. El.coeficiente
cle dispersidn es definido como

Ak} RUNCOR

S(Le)_ e k,E)

(2.24)

donde .
b6;(k,e) = argumento de hj(k,€), (2.25)

es ol corrimiento de fase, ambos son los objetos bisicos en el problema
ditecto en tesrfa de dispersién, Véase la seccién IV.3 para una justifi-
carién del nembre de corrimierto de [ase dado a é;(k,¢).
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con

Vidle

g ()laae. em
ani(2) = (~1) (,‘—,wz)%.lkj_}(z); (230

con J,{z) la {nncwn de Bessel (vmso [9], pagina 4, férmula 2) y. Ees

“delinida en (2.33). Panh sofucién de Jost.tenemos la ecuacion.integral:

siguiente
J,J.(x.-,r,e_);-/zg(k,r,e)_- ] LGk, 1 G V(R C ) dC, (2.31)

donde

,(L r’,e) = PJ

[ T e

23(ir) = 15(0e0) = = (k) 1) ).

.a‘,‘fm‘l'cxo‘rg de Hankel ﬂqﬁnidn. en [9] pdgina 4, formula 6.




L it !
B reen: puede! ser e(presada -en: la gmente foima
kvquwﬂcnte, en’ termmos délas funcnones krh (kr) y Lrh"'(kr), donde

gt
o H,,)hrm,_luw)+u,-1(krn.
‘;?’h‘.(.") (- “kymye) = kr'Lrh {er) & AJLz(r,](kr)J,zJ,(Ar))

o .,nh ulnmm aliora los sxgmcmcs términos, .

M",(A r,en.(“)( k (’,:) ~r.‘“’( kyr, )Nk, e)

( —‘%—'—”')(kr)(ﬂ;-l()‘r) = ijju ) .

/gt
.x (\—E-{-m

)(kc)(u,-_l(kc).Jr -1 (k)

JER 3 L
- (’m) (kr} (i1 (kr) +"Jj—4l(k"))

J+1
x (:%;—ﬂ;)(kc) (ﬂ,‘_l(kC) i (k0))

P\ 2 e
= {—%ﬁ) (qu_;_l(kr) —l'krj_;‘-l(kr)) PR




“Similarmerte obtehe'nus que

; ig,;‘%%:)(h(o)(k r 4)}-(")( L Ce € 1.‘”( ‘k.r e')'h(“)(k (’.e))

=T ,,(’-ﬂu(l')LCJ;(LC) —Ur)],ur)kcnj(kc))
%’;‘) (ke Ak, e S (= e)h(o)(l. c,e))

= (ki (R)RCRC) = (ke -1 (kr)RCo (R0)), b
A (10 m Yk, € - WYk )R, €, ).

= (krn;(kr)k(‘j,'_ 1(k¢) - krjj(l*r)k(nj_j(k()) -




7:-_1.( 5( K, ;'E)"”t‘zk.e)j' .
- ‘hg?)( .k e 2_]:( (}. (‘:))
’ Lot (233) It

»Asnmsmo se ‘establecenlas, sngumntes Felaciones parn. la. funcién de
Green, ‘Denotdmos por. G (k C,e)r,l“ cot m,n = 1,2 las entradas
.,coneepnmhen‘tes del flmcxon[d iGreen. De’ acucrdo a lo anterior ob-
.‘tcnmnos R AR

Gyl Gae) = —G5k, G )T,

- donde 7' denota la matriz tmhﬁpuest«
*Se sigue de la definicién de la funcion de Bessel (ve"ﬁe (9] pdgina 4,
férmula 2) quie'

Jo(2) = -271-;(——_‘_-—‘) + Oz )

o bien, el caso que nos interesa

iy (z7+h)
JJ‘+’E(Z)‘= §j+il‘(] + 1:—1)_ O(ZH.%*‘Z)

B dond(- (7 + ! -|- 1) = /7 (2i + 1)1/2"*1 y por lo tanto:

. Eay
0= =) i) = e 00,




Spara

o

2 ndlese que

. .wf est.xbh-ce'noq quc

_z"’(2]—1)”-i 0(--1”) ae

" Ademis por férmula 4, en la pagiic. 78 de'[9]

Jehi(z) = —-1(”::) H“)}(z) o :
v - --i(%z)’% (1;:;:)_*#“«:"“-“ :,é)o(-i)'" (+1m) (‘22)—;7'",

“por lo tanto

’h (z)- il s L( 1y (i + Lom) (2", :(2;.;6')

m"D




‘42

Cidonde

"TLn.. tug'mentes stnmacxoncs ([]0] v [24]) )
formula’ (le_l it ma 78 de [9] :

. Ilrh;(l..r

, (Y ) 1
2|L|r -1 J(2klr)y

< Cglv’,“’"

G A )
i 5 ORI gt (LAY e ‘
NI =(
=0 ) )
nén’ f.enemos gue
[krhy (1‘1')|<C(1 Il-kllklr) SLAE (2.10)

O hicn, en forma equivalente también por [9] pdgina 78, para Jklr < 1

krh7 (kr) = e'"f"’() (—-——) s
o3 C - (Iklr)J



“I’or( 38): .

i S o
; .""?j(klzr,e):‘zwf'")(ka’vf)'

n=0
. con’

‘ﬂ(“)(l.,r,e) f G m GV n ).

e ) li:rj-;|(kr)|
(m =il - £
|¢ (/c7 r.+_):| < lki_ ’ [ Efmilkrjj(kr)‘]

(2.114)
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C 14 :[rl SRR
N

1

.; IE—1I‘L|1"_|E....7"| lk!?‘ .
[l 1+kjr

L Lkl T
. | — i}

. »[) l T !-;Ii-li;:";]r IV(C)IdC .

1"




0 V(CI)'{CI"'(!C =

o '[.n-.()nct’s Ta rerie (2. 43) converge 1b‘0|ut1mcn!.ey R
. E B
frstE n ) € (, FaTTR ) “’"El'ﬂph"/ (Hlﬁﬁl{) V(C)HC]‘{\ :
) (23'16)
A(gi'm.v., la comvergencia es uniforme »n cada conjunto compacto de'C.

Se-sigue que p;(k, 7, +) es analitica ssbre & para cada r fijo. Ana]oga—
menta Llenemos que

Pkt s i (Y [ o] @)

y por (2.41) ¢ induccidn sobre n,

IC,O )(l r _)I < Cn-H( IHT) rJYer% . s . (‘

(o)t
: (2 48)‘



'—E-‘i-ni r,-] Ve
“1]kir

¥ "(2.49) .

I'ar.uesu]iados prev os e 1'1 exnstencm y la anahucuhd de la snlucron

regqular véase [1).
P25 La Selucién de Jost o8 hmblcn ccnstrmda por. apro:umanoncs 5U-

: >C(!‘:IV.l'

L - e L
L hykre) = ok e, ' (2:50)
: n=0 . A

. ,lvg-") I'T)E) _"‘_;/r G (L,T,C,E)V(C\hg"-l)(k,T,E)'IC,' (2‘5]) .
'R+ tenvmoa que R e TR
r +m V'th I(Lr)l ' . T R ,
k7 (k) . o S o
o Teloohm imkr +Lr .
L ER < me !-—F+u"1("3“ ( - )
, . - ('f(j'm’"( +kr)
 comuy [Hepta] |




R o, ID + 7“|C E+n.| r
o (f (1 + THIC )[v(c)(d() [ LTH-:H, ] ,
e ' : 8 (2.54)
.suprnnendo que V(r) e L' si k # 0, ¥ que (1 +mr)V(r) eL'sik= = 0.
Ademds dado que la convergercia es uniforme en cada compacto: de
T AL\ {0), se s;gue del Teorema de Vitali que para probar que by (k, 7/4)
tooes anzliticn en R_,_ N{ke C:Imk < 0} parar fijo es suﬁcnonto probnr

que cada h( )(k 1,4} es analitica si V{r) ¢ L. Pero esto se sigue por -
indaceién dcl Teorema de Morera y (2.51) v (2.53), ya que G;(k, 7, C', €)

y “(m” 7, +) son :malftnas en I
ndvln'\‘. : _
o : TRw Vo
‘{lgo)(k,j', )< Celmir (l—t}y—’) . (258

L
o

] ;"C’"‘:f}clrpkr"(;_‘-_;-_r(_l.t)’:;}!_ (/r“,(]-+ L—T}%ﬁﬁ)‘ml“) .
I S T 2.56)"

B

Y como antes demostramos que




o quo. 5 m;ue de (2. 14) (2 ‘22), (2 54) y (2 57); que " By

e

romda baJm coxn(lxclones" S

L‘) Nol emos

restlctnas para V(1) (de hechc pxdc que V'(r) [

o hi(k,e) = “"5 (22 - jl,’l;.z(k €)oo (2i58)

e I\(Iomas, vrcamplazando hs scuaciones integrales (2.26) y (2. 31) ‘en
(2 22), ul)tenemos (ve'we [1)} que :

-/0 (k1 )V (IO (k7 L) - (2.50)

s l;;(k,e) - /o SOk, 7, )V (h(k,rye)dr,  (2.60)

Jmu[ Ve koe R \ {0}, requerimos que V(r) € L, y si &£ = 0, que
S mAv(ny € LY En (2.59), ) Ry 7y E)V(1)IL(°)(A 7€) denota ol
'pmducto esmlar de la tranpuesta de @;(k,7,£) con V(r)h(o)(lc &),

¥ r.umf.»rmertc en {2.60). Usaremos esta notacidn sin més comentario.



o [’7

En [1],)' [5];se défl‘i’ostro que

llm (hJ(L £) —e‘(p( 1%/ V(C)dc))= 0, {

- para ‘potenciales que satisfacen V(r) e L. Sm embargo, no se eqtlmo
¢l término de error para cuando |k| — oo. En este Capitulo probamos
un teorema del tipo Parzen para el desarrollo en altas energfas para la
funcion de Jost. A saber, si V{r) € L1 NL90,a) para alguna e >0y
1 € ¢ < oo, entonces i . ’ )

hitk,e) = o (i [TVQ) +o1/IH T i - oo,
v 8 V(r)'€ L} nL2(0,a)

o 5 oo Vool L
@wm=u(4§£vahw %',mwﬂqﬂ

U corrimiento de fase §;(k, €) es de hecho dnicamente definido médulo
2i, pero puede ser deﬁm']o por continuidad en tal forma que si V(r) €
Unmma

@w@=_%ﬁwwoa+oOmﬁ?),m|mﬂmj




In |k}
| ]
"'\’eaq«' o Apendlce para. Iaq defnlcxones dc o y Q. El hecho de quc el

a,‘corrmnento de fase sea en general asintStico a una constante no cero
en el Ifmite 2. altas energias cs una razén importante para el estudio

0-; V(C) (lC +0( ) ‘i |k — oo, ‘

i de la dxspers:on para la ecuacién de Dirac, ya que es exactamente

.10 ‘qun’ se. obkerva expenmentalmente En el caso de la ecuacion - de
* Schridinger, tiende a cero en ¢l lfmite de altas energias, salvo si se

‘| consideran potenciales con fuertes singularidades de un cierto tipo.

Para una discusién de este punto véase por ejemplo [6] y [37].

nr.2. ESTIMAG!ONES pE ALTAs ENERGIAS ¥ LOS TERMINOS DE Enno'n

Teorema IIL1, .S'upongamos' que V(r) € L. Lntonces cuando IL]
'coJ!k!r—)co, . R R g

(k) = S (X3 l)(e\p[ 1—/ V(c)fm]) :

Beoslr)]l:

[

y.‘an'l_('nurisi : Cl o | ‘
. (k r,e)-’z"(k re)(e\p[ f/: V(C)dC])
i [”(“’]\_E‘ (ILP)]"

con g l) = otl), ysi tambtcn Vi) e, g(k) OQ/1k1).

('3 2)

- ]’rupbn Denotemos {1]

| vj(k,r.‘s)=("’ R ) ICE S

_0 Rt kikrh7 (kr)




- donda'r(k)

enlotices,

@8

N ! V»"__l
Ei(k rc,e)' Vitk, r,e)c (kv c,e)v-‘(k e @n-.

‘ ' 'd':(]l‘idé'v

;'Ahora obqervemos que Fi(k,7,¢,€) también puede ser representada de
.. “la'ranera siguiente, por (2 33),(2.36)y (3 3), y consldcmndo krh (kr)
Y krh'*‘(l.r) cuzmdo |L]r >1, para. keCy C >r g :

F(k r,(,s) = r“”(i. 1, C,5)+ I‘“)(L r,(,e), 3.8) '

-Con

Lilem

: _.’(:+1) (J+l))_ B
=ri=1). (G +1)
LC( (= 1) v—(.]'-}-l))

.z:l.(r—())() (IL_I;.;E)} ) (31())




2!

ST ’(L «._1,c,,e)vu,)‘[{][}zc, gy,

x-+l

o Noteinos qua

“
=1 n=1

i'f.v‘j:[}_] ¥ e = '| e b [ ) o]

'

asi tenemos que
[ ]+,§ n)(;, 1'6) <exp[1(1;rr’)]p(r)')_[}].L‘_ @19)




donda . i

o E Ad_én:| :';.‘; ]

J(‘f‘ +1) Ztk(r-()
ZLLr .

_—  (3a0)

.Z'v,

umformemente para|k| > 5 >, Dntonces

At e) - ,.‘“2‘ ) [ e ovarar[h]«

J(T"‘+1) ST 4 (9)
+ﬁ—-2—1_;:— = “( a2 (P(C))[ ]dC‘

< (1( W) O(I»Pr ))% (3<2‘)



v sd ‘,

S donde

(T))H-l .,
'U:ﬁr

‘es que ] V(r), V'(r) E Ll R

PRAERIN
SEoeO) e

.81 |'|ni~ amente V(r) E L‘ oht.unemoq por la 1prox1m:mon en norma
: dﬂ L dn V(r; por funciornes en C3°(0,c0), que

r K=y () (P(C)) e @elt). @207

'[)n rmanera andiloga demostramos que

‘ [ el . dc, C(Q(r»

R ) 1 (3.28)

>:(;+I+]){V"I' 8 V() /(r)EL ;
. o(l), =« V(r)eL. SR

Ademis por: - (3.8)~ (3 10) (3. 17) (3 19),(3.21) y (3.23)- ('{ 24), obtene-

mes que;

el s @

(n+1 —.9 )) 1) ' (3.26)

&0 (lole) ()

donde, si V(r) € L','f(k) = o(1/|k]), y st también V'(r) € L', f(k) =

x (n+l-—«+]



0( U1k :

T *0(m?) +O(lk;§r’)] '
o (3.28)

r4

: vccxP«)) dc <c<o(r))'“ ' '

l/ z.k(r~c) V(C)(},“ y dC‘ (Q(r))"“.

—;_Tefpi‘emn 111.2. Supongamos que V(r) € L), y que para algunaa > 0, . -
-1.15,,; <00, V(r) € LY(0,4). Entonces, cuundo |k| - oo,

o hi(k, 6).-e‘<p[ z-—/umv(()dc] “’(TLTGITT)T-:) (3.;9).'.

¥+ V(1) € 1! nL2(0,a),

?i.l'lliel)a: Se'_:;igue de (2.36) que - B ‘
| s 4 [z Sy
Il ) = We=ter=sc ) { [5]- [ G ] * 0(“1,,,) }

' T R 2hr (331)




ey d(mdc huno, 1151(!0 'r(k) —.—(f‘-} m )/
(245, CAD, 28Dy (239)

se ug‘u(. de (2 60) que ‘
' hl(k [

: ‘(’.‘Cjn



o IV(C)I
. <C[lk| / BEAGGE ]
por (3.!6),(340)y(341l, ' S K
ey e [E [ QL
itka) """[ ’k/o ““"‘” [m*/ (1+IllC) ]
Si V(r) € L1 n L*=(0,q), @: 2)
s vl e VOr
L atwo®svisf armmet L arig®

In |k
<C[ n| !+ ILI] cuando k| = oo,

(3.43)
]



(i) @47,

('{ 2.)\ quodn. demostrada a p:u-hr de (3 2) ¢
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WJ. lNTnonuccu'm

Fn el caso de m =0, no es necesario considerar la superficic de Rie-
mann (véuse Capitulo 11, féramla 2.12) podemos simplemente tomar

c Bk Bl correspomle atomar en {212) e = 1, para Rek 2 0,y
.= =1, para Rek < 0 (los detalles los mostraremos posteriormente),
Dienotamos por fi;(k, 1) y h;(K) las correspondientes solucién de Jost y
funcidu de Jost, ambas son 'mﬂlfhcm para Imk < 0, y continuas para
Ik <0, I'ero el andlogo para (2.13) ya no se rumplc para nuesira
eleccidn de B = k. Probamos en ¢l Lewa 1V.2 que si fi;(0) = 0, entonces
s V() ell,0<og, cuando k-~ Gefmk <0

[a(lk*°), 0<a<t,

h(lYy = d;k +
M= owey, o=,

“con una constante explivita d; # 0. Comno d; es real se sigue (véar.c 1.3)
que st h;(0) = 0, entonces 5 ;(0) = 1. En ¢l caso m = 0, ol dnico
posible dutovalor do I es E'='0. Ademas, E = 0 es un "sntovalor
de H; si v sélo si h,(O) 0. Nétese que en el caso m > 0, cuando
(o, +) = 0, E ='m no es up autovalor de /I; pero es un “estade
nedio ncot'xdo Denotamos por N; el mimero de autovalores de I;
conm=0 N;=15i E=0esun au!mnlor, yNj=0delo contrario,
Tutonces «i V(r) € L' probamns en ot Tenrema 1V 1 nuestro Teorema
de Levinson, esto es

Ny = 2(6,(04) - 65¢0-)),

=\I»—

donde §;(0-+) = limg o 5;(k), v 6;(0- ) = limgyo §; (k). Nuestra prueba
es similar a la prueba e ta c»llm'\rmn andloga cn ¢l caso de m > 0
dadas en [L7], y en [16] para el operador de Schrédinger. Fn realidad, la
prucha en [16] es un refinamifnto con ol términe de error controlado de




i _j; m:nmmro LANC\RTE suAm‘z s

!
i
b
I

Ylal pnwba orlgmal del Teorcm( de Lcumson para el caso del operador
' de- Schrddinger 19). Para una rcvxsxon exfensa de Ja literatura cnlel

“easo del operndor. de Schrodinger, véanse {6] y [25], y para resultados
i i recientes [16] v [26]. En [17], s revisa la Hicratura sobre el ‘Teorema de
.3 Levinson para la ecuacién de Dirac con masa positiva. Existen articulos
i qua consideran sistemas de la forma (2.1)iy (2.2) ‘en el caso regular.
;1,1 dende los términos singulares ‘de la forma’ ~7/r,3 # 0, no estdn pre-
;111 sentes. Véanse por ejemplo [1‘2] (13] [M] y {20}, ¥ las refcrenca'\s allf
L citadas:

1v 2, B Pln\NO CONPLHO como SLPI‘RF‘ICIE DE RIFM:\NN PARA LA’
ENFntA EN'EL CASO-m = 0

i P'xm m= 0 lm formuh (‘2 1‘2) se rcduce a ['(k) =eVk? YRy se rcduce
o aG\ {2 Rez = .0}, pero en'este cwso cs innecesario seguir considerando
ol v_".la. su]»crﬁue de; Rlemann R, en su lugar consideremos simplemente

B(kY=#& definidaen C,

Lo que ‘nos resta ahora cs mostrar la relacién de las férmulas para
ambos casos:'m # 0, m = 0, vespectivamente. Para cllo analicemos el
cpmportamicnto de VA7 en cada cuadrante del plano complejo.

¥in el primar cuadrante: 0 < # < /2 o bien 0 < 20 < =, la fase dc
k* ¢st4 en el rango permitido (-, 7) de la fase, por lo que si k = Refd

entonces
Vi = VR = Re? = k.

Fn el segundo cuadrante: 7/2 < @ < 7 o bien 7 < 20 < 2, la fase de k*
sa sale del rango (—m, 7). Agregando miiftiplos enteros de 27, estaremos
dentro de dicho rango, a saber: m — 27 < 20 — 27 < 27 ~ 27 <= —7w <
20 — 2r < 0, por consiguiente

Vi = VR2ei020-27) = Reife~i™ = — R = k.
En ¢l tercer cuadrante: -7 < 8 < -7 /2 4= —27 < 20 < —7, la [ase

de £2 no pertenece a (—m, ), pero =27 4 2% < 20421 < —7 427 4=
028427 <, permite que la fase pertenezca a (—--n',:r), por lo tanto

—jV’v‘ = ,/sze.(;ayz") ||7 I‘( - _RPIO = —f.

Finalments en el cuarlo cuadrante: rf2< <= —T <200




“IV.3, 3L DESARROLLO DE ALTAS TNERGIAS PARA LAS SOLUCIONES DE
.. JosT ¥ REGULAR, EN EL CAsO. m = 0

Comu consecnencia de lo anterior, algnuas férmulas del Capitulo'IT
se verin ligeramente simplificadas, como se mostrard a continuacién.
Denolaremos ahora por w;(k,7) y h;(k,7), la solucién: regular y la
solucidn de Jost respectwwmento con "= 0y E = k. Bajo la condicién
de que V(r) & L', ;(k,7) es analitica sobre C y h;(k,7) es analftica
sobra Im <y contm\n sobre Im &k < 0. Notemos quc paralmk <0,

[hytk, ), h,.(k, e :zik”,

y entonces h;{k, 1) y Tk ;(k, ) forman un sistema fundamental de sofu-
ciones para la. energia E k 5 0, La ccuacién (2.21) es rcnmplwada




Noteinos que como hy(--k,e) = h{k,e) ¥y hi(=kyne) = hi(kTe)
“{4:1)-y (4.3) son, respec hvnmcnto, los casos partxcuhres de (2.21) y
(2.24) cuando’ ‘m = 0, puesto que hemos lomado g = +1 para Rek >0,
y € = —1 para Rek < 0. Bl término de eror en la asintética de fa
solucién para altas energifas en el Teorema I11.1 es ahora simple. Para
cite propésito, notemos e ahorat = kf - E = -1, y que {3.8)-(3.10)
so satisfacen cuando T as reemplazada por —1 y con el O(1/}k]%r?)
uniforme sobre k. (3.15) es reemplazada por

feFpan-cml].

y como 12 =: 1, (3.20) cs reemplazacia por (véase (3.19))

. A T4 J e [ 2 2ik(r—¢
fox (A,r.()[l]-kcc ( )[_‘}+(1 +e No (lkl’r’

" y.se signe qie (3.21) es reemplazada por

e [ oY Qerior | 4] o] s G0 ()
(4.6)

",

(t+ 1)



Adon

: T‘.l lmrcma T2 perm:mece sin cmmbms Obscrvemns ‘que Juslamcnte
en‘oste caso B/k = 1. Se sigue de: (2.32), (2.34) y (2.35) (Vease L'\mbu.n
[9], pag. 4} que .

0
WO = [ @2 (1.11)
ri -
b2 nh)mcs por (2.31), (2.42),-(2. 54) y (2.57),
o en=e(g) ree (112)
: h(o)(() ) (ﬁ‘_)" + o(%) , T oo ' (4.l3) .

Si-k;(0) = 0, las so]uuones regul:u- y de Jost son lmoamente (lepen-
dlontm Dntonces .

4+(0, 1‘) =¢; h (0,7, (4. 14) :




(4.15)

ara e nar esta’ scccnon, calmlemos h asintdtica en cste caso para
a solucién’ rcgular wilkir), cuando .= 00 para keR\{0}ym= 0
¢ tenvmos que .

,khm (L'l (exp( i8; (k))h (J. r) — exp(id; (I.))IzJ(L n) -

—[h (Ic)]211m [h,(L ) e‘(p(—16 (L))]

. 1)01' (2 17) o
i ] pithe) ~ Ly [imtmiern it - )
CPRBT ST ik exo (=i - £5(k))

R [1m.i+'ucxp( (ke 6 u)))]

_'2" T/ U exp (~i (Lr -~ A (I)))

. J."!_(‘ll I..r Im':xp(i-é-(j—i- 1 ‘/j exp (—i(kr — 8;(1)))

) | ¥ '"mxp(:t'%j) rxp (=i (kr = 85 (K)))
: J-‘_JL_(;"_l ilmcx:'(iz(i— 14 1)) exp (—i(kr — &(k) ; g))
. ] Tmrxp( _(J“‘)) exp (—i(kr—sj(k)_ 5))

] k 4 L.
i X 1 ‘_' k~_6~(k ——— - - 1)
‘ :mcxp<(\ l( (k) =5 = 50 )))




"L’J th(J..)l (cxp( :8 (k))h,(k r) — exp(i8;(k)}h;(k, r))

m: b (L)]‘Zz Im [h (k1) exp(—ib;(K))] .

' . ‘»Y por (2. 17)

i) h;(k)‘ [hn(nl)’ucxp (—i(tr — 8; (L)))} .

Moy T Tm(ik) exn (_I(} r—b: (“)))

- J}‘i(k)[-[lm AU oxp (~ik- - §;08)))

TR i exp (—ike - 500) ] |
O] ¥ o (‘3‘“ +1 / exp (=i{ke = 4(1))

P . -
| Fimexr (\;?’) exp (—i{kr - §(1))

3 Jis 9} -lmexl'(i%(j—1+ 1)) exp (—i(kr—éj(k)—;)) ‘
%] L 1mxp(f§(,‘—1))cxp(—i<kr-5,-(k)_%>)

el '1mcxp<;g) exp(-ﬂ'(kr—-ﬁj(k)—g_z‘(,‘_“)))
- 4 )

S il sty E_E
| ;mcxpk(\ l(k 651k} 2 2(; 1).
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4. Dr, D AnROLLO DE BAJAS FN! nGiAs PARA 1.4 FUNCION DE JosT

. Pmbaremos pnmcro un resultado preliminar,

_."Lvema I‘\’ 1.-Supongamas que V(r) L'. Entonces, si h;(0) =0,

,|(‘x r)—-g: (0, r)|<cu|( T )nxp ([2|x..1k|r+/or|V(c)|dc]),
o (4.16)

frumlk{ < L.

(4.17)

B | 18)
T / 600 cz(o V(0. O)dc



HERMINIVOVEBLAN AII’I’ES

@k C) o5’ definid:
~(:()l‘( ir que correspondl

5

“’(k M=l S f;;<4'-?‘1')". :

. |=1
‘d.o4n‘d(§ . : . [T
j -—(g:“”(k - gof“,’(o r))'(l,v'(zj -/1»).,: ,jp;,;;,‘(vo,}c-‘)‘/(c,)dc) {(1.22)

j Lm,_.ur)(cn,(m ‘m, ) esan. v, (429)

'

= = [ k(R (a0, OVIO 6 - (4.20)
Ca= [l GOR0.OVQ &, (4.25)
= /” ko (kYRG5 (O )p; 20, IV QY . - (426)



'BAIAS ENENGIAS, v, EL/ TEORGMA. DE'LEVINSO

(42
el en p'\g 4 de [9} qu’
lur)n ) s
Ny 4').8
reEare /AN 5
(1 k)2
(klry' = 1
: 4.'15 (4 27) y (4 28), que 'a'msface.'

) ,(4.29)
sim ,
1Ii|_':_Cellmklrm?(l;"LIT‘)", PESY (4,30)

Slmll \rmonte prob'\.mos, us;mdo (2.38), (4.15) y (4.29), que I, sah-;face'
o | ; i
I<rv'2fn'll\|r, — ) )
mssamp(rnY,

' : VY'V‘LI‘H‘Z.I.I](‘IF) (2.%9), probnmos que

lII < Ce‘”""‘"lkl( T |L|r)J ‘

Copas is= 3,4/5. Entonces, para |k <.1,

: : <|‘,1:’(‘)(k )l < C,,znmurlkl(ﬁ_l_’;l_r)-j i

L Andlogamenta tenemos que

, s
Wy =00

©i=1




tonceg usando (4.20),

. ‘ N -
< 2|Ilnllr L ( ) ,|lml¢[r( . ) P
! | Ce’ I ! T [fr +C’¢ 1+‘“1

L . T A,
/’ '”’"*"(”"‘ 19,6 OIVIOLE,

y (l l{\) s sigue de la dcs‘lgualdad dc Gronwall (VQMQ 01 Apendlce .Y(v'",
[23%, prig. 204).

Liznan, V.2, Supdngase que V(r) € L1, 0 < o < L. Britonces, §i "
h;(0) =0, fenemos que, ceando k| — @, : N

b (k) djl: + {n(m”"), 0so<t,
S :

‘ o (442)
oQkE), =1, (442)

dorde - e G

6= () [0t o
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onstdenr una segunda‘
on B'=m =0, f; ( )

2 14) go”(o,r) >0 para
odemos reptescnt'xr fJ(r)

S con o

por (4 13) v (4 14), ; 2(0 *) # 0 parar 21, con 7y suﬁ-
mcnte grande Entonceq podemus representar a f;(r) como slgue

o » |
- 1'.4.1'('?)'=="Za.--.1(6."r)'(ﬁ+ [ r(«»;,;(o.c))"vo:)«u) +(pialor) ™ (447)

- .,.n(r)-- 1,2(0,7) (Ii+ / (v5.200,0))” V(l)d() _ (4.48)

; “dmuln i fhg(r,)/gpm(() 7,). Entonces, por (4. 12) (4.14) se sigue que

J . .
—4o(rf), oo, . (449)
Ci(2j-1)1 : :

vfj,x(T) =



IR

i, En consecuen

.. Dafinamos

g —k/ Q4 0) [
Por (4.15), (4.49), (t.50)y (452), 7
X j..<k,r)=———1)7| ' [“testo, C)z)ﬂ’C+Lo(T’)v 7o, (4_7)
x!’)u.- r) = .‘cO(r’) r- 00, S o (4 58)

¥ por (4 16)v(4 53), E IR

o - L
‘|‘(m(k r)l<Ck.

“Ilhnk]rry-{! T ) (459)




e 11_—(21 1)"/‘ \('*;) C(f)dc SR
' ';""Ademis usando (4 16) (1 58) y (4 5‘)), prob'unos que si V(r) e ,‘L, v
: _cudndo el 0, Lo

Sy

. a0 k'+", 0% <1,': 7,~ '
T =;{9(l | -,) =7 (4.65)
Ok, a1, s
Usmldp‘(‘q.}‘l), dlgscomppznemos Iy eomo sigue:
Ty= Ly Ty ) . (4.66)
don:(‘lfiz e :
P OB L -
Clpy= = A @510, OV (Ohy (R, ), (4. f7)

R RRY b O o 2= O
== [ e V(b 0 - )dc (468)
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My= ki -y

e 1= (21)/07 gt

. . ‘l‘{'y’ ::>/0 LJ [(]:('V]j_] (k¢) - -(—(2—"3?;—,;1)#’ —;‘CJ]rl(k()] 'PJ :

'.{S(I su;nc de (2 38) ¥ (4:29) que o

o , My = O(Ikl?).
.-Entonres, por (4.70)-(4.74),

B = k25 =9 [ 030,00 55 dc 4 OGKD).

Ademis, por (2.32); (2.38), (2.40), (4.11) y (4.29),

B [o(IK]'*7), 0<o <],
2T ogkP), o=t

. :(4_.76')‘ .

DEE




_X‘(T)"V(”')‘n“) cp,.z(o r) RCOE |

tnpllgando ambos lados de (4, 80) por ie mtegrando

y usando (4. o7), obv cnemos qno

D=L /(,(0 Oy

(481)

e TR _(2]_”,” b 5%-,2’(0,6)«; -
notey com B
e = ZeuOn VOO0, 48

1

‘Mulllphcando ambos lados de’ (4 82) por r =i e integrando de cero a

mllml() obtencmos que
o / CJ(_C‘) a6 = (25 - 11 / C’(P”Qm ,C)d¢. (4.?!:3)
' Pnr _(4.78), (443;) v (4:83), -

&= 2 [Tlo0,00 d = d; (4.80)




T B suAm: e :

riel: Teorcma. de: Plvragmén-

“Falo demuastra. (4 42) para ]
215 de [‘3]) que. se puede extender
i

Lmde]of (véase el Apéndice o ' :
pmm Imk <0 .

para; este’case
"L operado

3
i
Sy

,r) y Iz (k 1) forman un sistema fundamental de
ergfa. E=k #0,¥

i (k) e skl
: 'Adcu‘n:tisr

= 258

Tenemos: también qﬁg para m= 0, .
':hj(ll:,ri‘). € bz(c, ), para Imk<0, o k =0.

VoL IEN .- " . ) ! '
Este es consecuencia de las estimaciones siguientes. Param =0y
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speclivamente;

o]

- 1V.G. Los Ceros DE LA FUNCION DE JOST ¥ LOS AUTOVALORES DE Mj

-Sabemos por [36] que en el caso e = 0, el tinico autovalor posible para
;. es E = 0, ahora notemos que por (254) y (257) param =0 e
Im k< 0yk=0, hi(kr) es una ncién de cuadrado integrable en
una vencindad de r = oo. Asi mismo, por (2.14) la solucién Regular

©;(k,7) también es de cuadrado integrable en una vecindad de r = 0.

TA continuacién mostraremos que si L es nn cero de la funcion de Jost
h;(kY entoncos ese & es wn antovalor de M. En realidad por el pirrafo
anturior se mostrard que & = 0 = F. Supongamos que h;(k) = 0, para
algana & con Imk < 0,0k = 0. Esto significa que h;(k, ) y p;(k,7)
son linealmente dependientes, i.e. tanio h;(k,r) como w,(k,7) son de
cuadrado integrables en (0,~0). Asi son autofunciones del Operador
i correspondientes al antovalor £ = [, pero debido a la autoajuntes
(Ie Ii; dichos autovalores deben ser veales, pero por [36] £ =0 = k.
]’ur]o tanto =l dnico cero posible de ! :(k) es £ = 0. Nolemos que para
ke RA\{0), (k) # 0 ya que de lo mnhano si 2y(k) = 0 por (4.1),
w;(k,r) = 0lo cual es imposible por 2.14).

[mer,a,mente, supongamos que I = £ = 0 s autovalor de JI;, Como




R
R

0 R A

: Lo 0 EE, [ ; . :

H; estd enol caso."punto iimite” en r-= 0, sabemos que existe al menos"
Cuna 4f ¢ 12(0,¢) tal ;qli&f”;ﬁ/) 0. Como la solucién regular ¢ €
LA(0,2) y Hip; =0, ; es-la tinica solucién (médulo multiplicacién
por una constante) que pertenence a- L0, ¢); ya que de 10 contrario, si
exlatiese olrap € LQ(O,c) linealmente independiente, {;, 0} formarfan
un sistema fundamental, y por lo tanto existirfan a,b € C tales que
. = wp; - bp € L2(0,¢), lo cual es imposible. Ahora, también sabemos
que 175 ostd en el caso “punto Hmite” en r = oo. Luego entonces
existe 't ¢ L2(c,00) con Jf;3 = 0. Similarmente concluimos que la
solucion de Jost es la tinica (modulo multiplicacién por constantes)
tal' que 1;(0.7) € L?(c,00). Ahora consideremos ¥ € L2(0,00) tal
que JI;p = 0. Como en yarticular i € L¥e,0), 1 = bi;(0,7), pero
tambidn 1 € L?(0,¢), por fo tanto ¢ = ap;. Asi hy(0,1) y p; son
_miltiplos escalares de la autofuncidn 1, y por ello

- hi(0) = fp;(0,7), 25(0,7)] = 0.

Resumienclo hemos demostrado que el tinico cero posible de h;(k)
es k= 0,y que n;(0) = 0 si ysélosi E =0 es un autovalor de
;. Trara finalizar esta Seccidn observemos que el hecho de que i no
puede tener autovalores distintos de cero ([36]) es una consecuencia
de los resultados ya demostrados. A saber, si E = k € R\ {0} es un
antovalor de I, p;(k, r) 25 una autofuncién del correspondiente £ = k,
v asi p;(k,7) € 13(0,00), lo cual es imposible, por el comportamiento
oscilatorio de @;(k, r) cuando r — oc mostrado en'la Primera Seccién.
Hernos probado que para el caso m = 0 ¢l vinico autovalor posible es
L=0.

. .
1V.7. UNA DEPINICIGN APTLOPIADA DE LA FASE 6,' Y Et. TEOREMA DE
. LEVINSON

Para motivar la definicidn de la fase, obscrvemos que podemos definir
una rama de logaritmo de /;(k) de la siguiente manera (véase [3])

.- A. N k IL’(C) )
para Imk <0 logh;(k) = o WO d¢ + log hj(ke),

donde hemos usado el hecho de que f;(k) es analfticaen Imk <0y



i 8;() = /°° 76) dC+27rq

|k]—o°<y

a 6 (Lo) de tal mancra que

hm 5 (k) /U V(c)dc.

lkl

Sm omlnrgo, nbservemoq que qolo hemos supuesto que V(r) € L','y
no lenemos niugiin control sobre A'(k) en Im k = 0. .
A continuacién mostraremos que es posible extender contmua.mente

la 6;(k) hasta la frontera:

Imk=0 s h0)#C ya Imk=0,k#0, si hi0)=0.

Sew k satisfaciendo las condiciones anteriores. Consideremos una pe-
queiia semivecindad de & de radio pequeiio € > 0. Como f;(k) es
continua en cada punto &' interior-y de la frontera (Imk' = 0) de
tal semiverindad se le puade construir una fase 6(k') continua, que
se obtiene simplemente midiendo el angiilo correspondiente, si € es
suficiantemente pequefia. Ahora si tomamos un A” cualesquiera en la
semivecindad ral que Tm &' #£ 0,

S(K") ~ §;(K") = 27¢ con ¢EZ.




nL hmrlun cont:

78

y ‘vmlc.) g(ﬁ."), :

,(L) = 6(’») + 2‘”10)

Copwratoda Kenla semlvecmd'ul mcluycndo ImL = 0
~Ahora (onsxderemos dira k ‘cumpliendo las condiciones iniciales, suf-

‘7,-._1 ifemente cercana a k, y consideramos una pequeiia semivecindad

datal K, de tal manera que Ja interseceion de ambas sea no vacfa.
Construyamas de manera andloga la fase local 61 para la semivecindad

da ¥, Sea. ‘
- Fi(k) = 8;(k) + 27y con qh € 2,
lz. emitensidn continua propuesta. Ahora
&ty = (k) paratoda k e« lainterseccibne Imk # 0,
y entonces por continuidad
8 (k) = 5:(() para lodn & en la interseccidn, incluyendo  Imk = 0.

Dn wita, manera hemos construido una dnica extensién continua 6;(k)
hasta, [a frontera:

k=0 s 2;(0)#0 ya Tak=0,k#0, si 1;0) =0,
Ba ol caso h;(0) = 0, por (4.4:2),
hi(k) = kd;(1 4+ 0(1)) con d;eR\{0}... - (4385)
Dislingaros dos casos: '

(lj >0y (lj < 0.,




74 Dk ¢ ol1)..

L L

3 :51'3 85(k) ="8,(0+) = (2g+ )z -

PR alg‘maj(k) = §;(0-) = (2¢ + 1)r 7.

Por consigniente |

CSOH=80-)=m o

De estz manera hemos encontrado que si

Ri(0) =0 entonces %(@(oﬂe Go-N=1=Ny

h;(0) # 0 entonces %[6_7-(0-{-) - '5,'(0,—)]. =



80 -

dmldc N‘ es el nimero de auto d §
tablecidoel Teorema’ de chnmon correqpondlente
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Definicidn A.l. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sea
S un aubconjunto de V. El subespacio vectorial generade por S, que
denotaremos por (S} ¢s el minimo subespacio veclorial que conticne a
S. Tarnbién lo podemos caraclerizar como la inlerseccion de todos los
subespacios wectoriales que contienen a §.

Definicidn A.2. Supdngase que Iy y 11, son espacios de Hilbert. De-
Jfinamos, :

Hy xH, = {{z,y)z e H,ye Hy), (4.1)

y definamos el siguiente producto escalar,
{2191 ) (T2, 02)) = (-’“nzz)u, + (?In’h)n,- (4.2)

Dicho producto escalar define un espacio de Hilber! llamado la suma
direcia de Hy y Hy y es denotado por Hy @ H,.

Definicidon A.3. El producte tensorial de dos espacios de Hilbert. Con-
stderemos Wy X 1, para cada &, € H;, &, € Hy, denotemos $; @, la
Jorma bilinel conjugada que actia en I, x H, de la siguicnte manere,

(P ® BN Wy, W) = (U, P1)(¥2,8,). (A.3)

Sea pr el conjunto de las combinaciones lineales finilas de tales formas
bilincalea conjugadas; definamos en ji ¢l siguiente producto escalar (28]

(2@¥,000)=(2,0)¥Q), (A4)

y erienddmoslo por linearidad a ju. (+,+) estd bien definido y positivo
definida, véase (28], Definamos el producto tensorial de 1, y Hy, como
I completez de ;i bajo el producto escalar (.,-) definido en (A.2).

En las siguientes definiciones H denotard un espacio de Hilbert com-
plejo separable y T un operador lineal no acotado definido en D(T) C
H, algin subespacio lineal de 1. vézse capitulo VII de [28].
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Definicién:

‘‘:denola la cerraditrn: de D(fl) sobre H, donde la cerradura se
\dcfnr’ como la mterseccran ‘de todos los. conjuntes cerrados que con-
el .minimo subconjunto cerrado que coniiene a

! Séan Tl"y‘T dos opmadares sobre 1. Se dice que T,
iori‘de T' y escribiremas

T, o7, (A7)

' cai 'F(‘[‘,) 2. i"(T) Equivalenternente, 'y D T si y solo si D(T) c D(TY)
4 :’lf’ '.’ I,DV € D(T)

Dvﬁ nicién A7, Un operador T es cerrado si su gmfm cs un subcon-
’]unrn cerrraco de H x H

Delinicién. A.8. Un operador T e: cerrable si tiene una extension
ecrraidn. Clada operador cervable ticns une minima ertensidn cerrada,
liumaita le: corvadura, la zual denotarcmos por T

" Definicion A.9. El Adjunto T de 7 se define como signe:
Sta 'l un ¢ perador definido densamente sobre H. Llamamos operador
acljunto de T, 1", al operdor que ti e como dominio de definicion
BOT)= {B:IA €N con (TP, V) =(F,A) Ve D(T)}, (A8)
Vy esid definido como:
' T°% = A. (AS)”
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el s D(T") 5 D(T) yT®=T" ? voe D(T) Equwalenlemente, T
- ea simélrico sl Y soIo (T8, ¥) = (9, TY) V<I) \Il € D(.I‘) o

Obsel vaél én 1. T es llamado autoad]unlo siT =T i.e. siy solo st

Tesun operador simétrico y D(T) = D(T‘) Un operador simctrico es

. sfcmpre cerrable, ya que T* es una extension cerrada de T. 5{T"" cs la
minita exiension cerrada de T°. Tenemos las qxgmcnlvs pmpwdades
Para los orvradore.s simeéfricos’
TCT™CT. (A11)
_ Para los simclricos cerrados
T=T"CT. (A12)
Y jiate lok autoadfuntos

TETRET (A1)

Do nicidg M1, Un operador T cs csencialmente autoadjunito si~su
cerrasura T es un operader aulcadjunto. Utilizaremos una equivalencia
de la .Isﬁmcmn anterlar y diremos que T es eaencmlmentc autond-
Fuanla, si existe una tinica exlension auloadjunta de'T.

Dadinieidn AL12,

B(H)= {T:H - I:T es acotado}. S (AM) |

Definicién AL13, Sea T un operdor cerrado sobre I,

p(?‘)s {.\ 6(» (T ,\1) D(T) = U eainyetivay (T'—= M)t € B(“)}
» (A15)

A p( I) sv e le denomina el confunto resolvenie.




Deﬂmcién A 16. Sean f._ y»g:R ‘R r_lelc‘irh"o:s' 't}ué j ‘="()(g)‘ éimndo_
-~>00:r—>oos:, : I :

lim f( ). ’o

‘ M
=~°q( ):

~—'°° g(z)

0, respectivamente.  (A.18)

- Deftnicién A 17. 1Sean Ty R R dcmmos que f = O(g) cuanda
ST 0 o:c——oOsz

|f(a)| < Mg(z) para z 23y o x <z, (A.19)
rcsper:tivrmﬁntc con M conslante.

Observacion 2. .Sea 7 la siguiente capresion diferencial formal,

Cfla
ruf{x) = r(x)7} Z( l)’(p,(sr)u(’)(a:))(’)
i=0
e 1) [(a (21D () — (g, (2 uum(mm] (4:20)
j=0 -

donde (3) es la j-€sima derivada. u ¢s una funcién valuada en C™

* definida sobm: (a,b), con —00 < a £ < co. [@] es la parlc entem de

- Cay, por cllo el natural n es el orden ae la expresion difevencial ». Los
conficientes r,p;, q; son funciones malriciaies de orden m X m valuadas



S l)) Nucslravxpresnon Laecuacion dv Dnacmdepend:ente del tlempo
Fcon-um. I’otnncm] SImémcament(- esfenca L : i

- By;, . (A:22)

_‘,,,:év?;,.)'> =G

Definicién A.18: Sea f:(a,b) — C™ decimos que f pertenece por la
. derceha a L2(a,b) si dado ¢'€ (n,b) ertonces | € L¥(c,b).

Dedinicién A.19. Decimos que 7 estd en el caso punto limite en b
{Lp.c. ), sipara cada A € C existe al n: £nos una solucion de (T - A)u =

0, gwe no periencce por la dereche a L (a, b).

Observacidn 3. Para una mayor discusion de la definicion A. 19 véase
[a6). Seccion !, pdginas 7, 12, 13, 14, 15. Scccidn §, pdgina 5{. Seccidn
5, pigina 83 y Seccion 17-H, piginas 293 y 294. Asi como:los Teore-
mas (0.4, 10.8, 16.8, 16.5 y 16.7, los cuales permitirin concluir los
rasultados acerea del espectro de nuestro operador.

La designaldad de Gronwall {23], pigina 204.

Teorema A.l. Sea X un espacio de Banach, y supdngase que p:{a, b} —

X es continua y que ezicten funciones continuas q:{a,b] — {0,00) y
vifr, 5] - X lales que

'p(t)‘ S‘?(l) + ]‘;t(s)p(s) ds Vl.E la,b].
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oL fntowees:

" DeBinisién AL 20. Una ’sf:p(;fr:j'( sie de Riemann es una varicdad analitica

. compleja coneza ‘de'dimg = 1, esto cs una variedad coneza M de

dimy = 2 con un conjunto ma:nm{I de cartas {Uy, 25} ey sobre M

(i, {Uy, 2 Jaes conslitityen una cubierte abierta de M y z,: U, - C

£ lm homeomorfismo sobre un subconjunto abierio de C) lales que las
Juneiones transieidn

faﬁ =2Zz,0 .Z‘E’ H Zﬁ-(Ua [ Uﬂ) - za(Uﬂ n Up)

suin holomorfas si Uy N U5 # 0.
i5: Fearema de Phragmén -Lindel6f [3], piginas 242-248.

Teorema A2, Si f es analitica para |argz| < a, donde @ < w, ¥
continua en el dngulo cerrado; si|f(:)] < M sobre los lados del dngulo;
y 9t |J(z)] s Aexp(B|z]"), donde 0 < p2 < w/2a y A, B constantes
prsilivas; enlonces | f(z)| £ M en el inlerior del dngulo.

[»¢ hecho, la consecucncia del Toorena que nos interesa es la si-
griente, .

Teovemn AL3. Sea f analitica y acotada en el dngulo cerrado entre
los syos argz = ce pargz = B, la - f1} < 2r, y supdngase que f(z) =
L cwande v — oo a lo largo de ambos rayos. Entonces f(z) — I
uniformente en el dngulo enando |z} - ca.
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