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Notacion

En el presente trabajo K denotard un campo, K = R46 K =C.

X denotard un espacio vectorial normado sobre K.

Para un espacio vectorial normado X, con norma || ||, denotaremos
con By ala bola cerrada unitaria de X

By={ze X z]|<1}
y con Sy a la esfera cerrada unitaria de X,
Sy={zeX:uz|=1)}

X' denotari al dual continuo de X y cada uno de sus elementos se

eseribird como z°.

Si E ¢ X entonces < E > denotard al subespacio generado por los

elementos de E. Andlogamente, coE denota el casco convexo de E.
Los espacios de Banach

colp (1<p<00),C(N) y Lp(w) (1< p<oo)

siguen las notaciones nsuales encontradas en cualquier libro bisico de
andlisis funcional.
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Introduccion

En ¢l andlisis matemdtico una parte importante de los espacios estudiados
resultan ser cspacios de Banach. En las aplicaciones se trata a menudo de
extraer subsucesiones convergentes de sucesiones dadas y nuestro trabajo
trata de dar condiciones para que esto sea posible.

Yara la lectura de este trabajo basta un curso bdsico de analisis funcional.
Es decir, conocer los teoremas de Hahn-Banach, el teorema de la funcion
abierta, ¢l tcorema de Bunach-Steinhauss y el teorema de la grafica cerrada.

El trabajo aquf presentado, cstd dividido en seis capitulos:

En el primer capftulo trabajamos con compacidad en espacios vectoriales
normados.

Empezamos por considerar la estructura isomorfa de los espacios vec-
toriales normados con la misma dimension finita (Teoremna 1.1.1). Poste-
rionnente, a partir del lema bdsico de F. Riesz (lema 1.2.1), concluiremos
que para qne cada sucesion acotada en un espacio vectorial normado X tenga
una subsucesién convergente es necesario y suficiente que X sea de dimension
finita (Teorema 1.3.1). ,

Finaliente se dd una breve introduccién a los operadores compactos y
una mejora del lema de Riesz.

Como se aprecia en el estudio de la compacidad en espacios vectoriales
normados, la topologia inducida por la norma contiene demasiados abier-
tos para penmitir la aplicacién de principios de extraccién de subsucesiones.
Este hecho nos conduce a considerar topologias mas débiles en el espacio
vectorial normado de tal manera que estas estdn mds relacionadas con la
estructura lineal del espacio y con la busqueda de principios de extraccion
de subsucesiones. Asf, en el capitulo 2 se introducen las topologfas débil y
débil*.

En espacios vectoriales norinados de dimensién finita se puede probar que
las tres topologias son equivalentes, por lo que en adelante sélo se manejan

3
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espacios vectoriales normados de dimension infinita,

La topolugfa débil se puede definir en todo espacio veetorial normada, el
espacio vectorial con esta topologia resulta ser un espacio vectorial topoldgico
localmente convexo y Hausdorff (Teorema 2.1.1 y seccion 2.2).

Probamos ensegnida que el espacio vectorial con la topologia débil no s
metrizable (Teorema 2.2.3), por o que la topologfa débil esta estrictamente
contenida en la topologia inducida por la norma. El resultado mas relevante
de esta seccion os el signiente: si K C X es un conjunto ¢onvexo entonces
K = K¥ (Teorama 2.2.2)

La topologfa débil* sdlo se define en espacios duales, aunque esto Hiltimo
es compensado por el hecho de que la bola cerrada unitaria en X* es w’-
compacta. (Teorema de Banach-Alaogli 2.3.2). Otro resultado bastante
importante s que X es w'-denso en X**. (Teorema de Goldstine 2.3.1).

En nna vltima seceion se dan mas caracterizaciones de los operadores
comnpactos en terminos de la topologfa débil*,

Es un hecho conocido que en espacios métricos los conceptos de compaci-
dad y compacidad por sucesiones son equivalentes. En el capitulo 3 se aborda
el problema de la equivalencia de dichos conceptos en la topologias débil y
débil*.

Aunque el espacio vectorial con la topologia débil no es metrizable, el
teorena de Eberlein-Smulian afirma que dichos conceptos son equivalentes
(Teorema 3.1.1). ‘

Respecto a la topologia débil* tenemos lo signiente: si K C X* o5 w'-
compacto por sucesiones entonces K¥° os w'-compacto (‘Teorema 3.2.1). Con
un ejeanplo se muestra que el inverso no es verdadero en general.

En el caso en que X es separable Lenemos que si K C X* es w*-compacto
entonees K es metrizable respecto a la topologia débil* (Teorema 3.2.3).

En el capitulo 4 se define 1a "integral de Bochner” de una funcion con
rango contenido en un espacio de Banach. Dicha teorfa se desarrolla de mane-
ra andloga a la integral de Lebesgue. Se introduce el concepto de funcion
u-medible y se prueba un importante teoreina de Pettis gue caracteriza este
tipo de funciones (‘Teorema 4.1.1). Otro teorema fundamental es la earac-
terizacion de Bochner de las funciones Bochner-integrables (Teorema 4.1.2),
la cual reduce en gran medida el trabajo ya gue se consideran integrales de
Lebesgue.

Con esta herramienta a la mano se prueban dos resultados:

l.- El teorema de Orlicz-Pettis:  Si Yz, es una serie fonnal tal que
todas shs subseries son w-convergentes entonces Lodas sus snhseries son con-

SRR
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vergentes (en norma). (Teorema 4.2.1)

2.- Un teorema de Krein-Smulian: Si K C X es w-compacto entonces
7ok es w-compacto (Teorema 4.3.1).

En el capitulo 5 se introducen las nociones de base de Schauder y de
sucesion bésica. Se da enseguida una caracterizacion de las sucesiones basicas,
como una aplicacion de lo anterior se muestra una hase de Schander para el
espacio Ly[0,1) 1 < p < oo.

Se prueba ademas que todo espacio de Banach de dintension infinita con-
tiene al menos una sucesion bésica (Corolario 5.0.1).

Con la teorfa de este capitulo se da otra prucha del tcorema de Orlicz-
Pettis.

Es un hecho conoeido que para que una serie de escalares sea ahsoluta-
mente convergente es necesario y suficiente que la serie sea incondicional-
mente convergente. En el capitulo 6 se trata de ver hajo que condiciones
el resultado se da en espacios vectoriales normados. La respuesta la da o
teorema de Dvoretsky-Rogers: toda serie incondicionalmente convergente en
X es absolutamente convergente si solo si X ¢s finito dimensional (Teorema
6.0.10).

Para probar lo anterior, se¢ desarrolla 1a teorfa de operadores absoluta-
mente p-sumables que es adewds, de interés independiente,
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CAPITULO 1

Compacidad en espacios de
Banach

En este capftulo trataremos el concepto de compacidad en espacios vecto-
rinles normados. Empezaremos por considerar la estructura isomérfica de
los espacios vectoriales normados de dimension finita. Es decir, probaremos
que todos los espacios vectoriales normados sobre el mismo campo y con
la misma dimension finita son isomorfos, En seguida, probaremos un lema
hdsico de F. Riesz y concluiremos a partir de él que a fin de que cada sucesion
acotada en el espacio vectorial normado X' tenga una subsucesion convergente
(Propiedad de Bolzano- Weierstrass) es necesario y suficiente que X sea de
dimension finita.

1.1 Espacios vectoriales de dimensién finita.
Teorema 1.1.1 Si X y Y son espacios vectoriales normados sobre

el mismo campo con la misma dimensidn finita, entonces son
isomorfos. :

Prueba.
Supongamnos que dim X = n, basta probar que X es isomorfo a [} ,donde
% = {{a1,...,aq)|a; € K} con la siguiente norma:

n 1/2
aw... an)] = (2 |a.»|’)

7



8 CAPITULO 1. COMPACIDAD EN ESPACIOS DE BANACH

Sea {z},...,zy} una base de Hamel normalizada para X.
Definimos el operador 1 : 1} — X como sigue:

alr 1 0p Eatxl

Claramente dicho operador es lincal y de la unicidad de 1a representacion
de cada elemento T € X en terminos de la base, se sigue que el operador
es inyectivo. Dado que el conjunto {z;,...,7,} es una base de Hamel se

concluye que es suprayectivo.
Asi, I es un isomorfismo lineal de I sobre X,  Ademds para cada

(ay,...,a,) € I} se cumple

M (ay,...,¢0)fl = ‘):ia,a';l
< ‘l t“lx!”
n g 12
< n(é":lln,l)
= nf{or,... o)

Por tanto, I es un operador lineal acotado. Resta probar que ! es

continyo.
Definamos la funcién f : S — I como sigue:

n
E @iz
i=1

La funci6n anterior es continua, ya que f = ||-{|o/ ls,n Dado que Sip es un
subconjunto compacto de K™, entonces la funcidn f alcanza su valor m(mmo
m 2 0. Es decir, existe (by,...,by) € Sip tal que

ool =,

m= f((blo" ” < f((alr yun)

para todo (ay,...,a,) € S[n
Si m = 0 entonces ): biz; = 0y como {x,...,2n} s una base de
Hamel para X se sigue qlu b = 0,1 =1,...,n Una contradiccién,ya que

(bh n) € Sl"
Por tanto,
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0<m

IN

M ary .oy an)ll

i

para todo (ay,...,a,) € Spp.
De donde se signe que

mil(ay,....an)ll S (@y,. .. a45)])

para todo (ay,...,a,) € I3,
De este modo, [[I7'z|| < L ||z|| para todo & € X. Asf I"! es continuo, B
Nota: En adelante, un isomorfismo debe entenderse como un isomorfismo

homeomérfico.

Corolario 1,1.1 Los espacios vectoriales normados de dimensidn finita son
completos.

Prueba.,

Sea X un espacio vectorial normado con dim.X = n. Sea {z),...,2n}
una base de Hamel normalizada para X.

Consideremos a [ : I} — X, ¢l isomorfismo del teorema anterior y sca
(ym) € X una sucesion de Cauchy, entonces dado que

e~ < sl

para todo z, y € X, se sigue que (I"'y,) es una sucesién de Cauchy en 1.
Es un hecho conocido que 1 es un espacio de Banach, (K™ con la métrica

usual). Por tanto, existe (by,...,bn) € I tal que lim IV = (byy. .., bn).
Dado que [ es continuo, entonces;

A = [ = (B be)
= ¥ by = reX
i=1

Corolario 1.1.2 Si Y es un subespacio de dimensidn finita de un especio
vectarial normado X, entonces Y es un subespacio cerrado de X,

Prueba.
El corolario antexior implica que Y es un subespacio completo, pero todo
subespacio completo de un espacio métrico es cerrado. @
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1.2 El lema de F. Riesz.

Lema 1.2.1 (Riesz F.,1918) Sea Y un subespacio cerrado propio del espacio
vectorial normado X y 0 < 0 < 1, entonces eziste 29 € Sx tal que
{lzo - yll > 0 para todo y € Y.

Prueba.

Sea z € X\Y y 0 <0 <1 fijo.

Dado que Y es cerrado entonces d = inf {||z —~ ¢f|lye Y} > 0.

Cémo 0 < 0 < 1 entonces } > 1y por tanto % > d, de donde se sigue que
existe 2 € Y tal que 0 < ||z — z|| < §.

Sea 15 = ﬁ € Sy.

Si y € Y, entonces

R PO
Tl — (2 + 2~ 2 )

> jd=0

fle—2

v i

]
El siguiente ejemplo muestra que el resultado anterior no es vilido si
0=1
Sean X = {z €C[0,1)|z(0) =0},Y = {z € X| [z (t)dt = 0}.
Claramente X y Y son subespacios vectoriales de C (0,1} y Y es un
subespacio propio de X,
Recordamos en este punto que (C [0, 1], {|-{|...) €8 un espacio de Banach.
Afirmamos que X C C[0,1] es cerrado. En consecuencia X es un espacio
de Banach.
Esto es ficil. Sea = € X entonces existe (z,) C X tal que
n‘ﬂ& “1‘" - z“max =0
pero la convergencia uniforme implica convergencia puntual entonces:
Jim iz 0)==z(0)=0

Dado que (zx) € X y lim {|zn — 2f|,, = 0 entonces = € C[0,1}. Se
sigue que r € X.
Afirmamos también que ¥ C C|[0, 1] es cerrado.
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Sfya y € Y, entonces existe (y,) C Y tal que Jim flyn = yllnae = 0. As,
y €Y ¢ Xy ademds tenemos

! ! 1
0=tim [ ®dt= [ limya()dt = [ y(t)at

Por tanto, y € Y.
Probaremos que no existe € Sy tal que d(z,Y) > 1.

Supongamos que existe =, € X\Y tal que ||lzyf| =1y ||z, yll > 1 para
todoy € Y.

Tomemos « € X\Y arbitrario. Sea ¢ = Ifﬂrj'((‘)%, entonces:
Lz

[ @ -eryi= [z @d—c[ )=

Asl, 2y —cx €Y y por tanto, |z, - (zy ~ ez)|| = |lez|| = le| ]| 2 L.
de donde se sigue que,

’/ol”’ (‘)“‘I = | /Olfl ®) dtl 2l max (1.2.1)

para todo z € X\Y.
Definimos (ya) C C [0, 1] como sigue:

nt 0<t
mo={ ) 15,
13

Claramente y,(0) =0, y, € C[0,1), n = 1,... entonces 1y, € X,
n=l...

|/\ I/\

1
n
1

R = fFnde +fl dt
= B 41-lo1- L
Por tanto, y. € X\Y,n =1,... Ademés, es claro que {lynl,,, = 1, para

todon € N.
De 1.2.1 se sigue que

1 ! 1
l—ﬁslfo z) (t)dtIS/; |z (¢)|dt < 1

para todo n € N, por tanto Ifol ) (t)dtl =1
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Dado que 7, € C[0,1] y 2 (0) = 0, se sigue que existe § > 0 tal que
0 < Jzy (8)} < 3 i 0 <t <4 entouces:

< Jolz (8)]dt
= [y b ()] dt o+ Ji o (2)
< M4 fidt=1-16

L= |fy =i () o]

Lo cual no es posible.
De todo lo anterior se concluye que no existe tal 2 € X.

1.3 Compacidad.

Teorema 1.3.1 (Riesz F.) Sea X un espacio vectorial normado. Cada
subconjunto cerrado y acotado de X es compacto (Propiedad de
Heine-Borel) a3 y adlo 85 X es de dimensidn finita.

Prueba,

Necesidad.

Supongamos que X es de dimensién infinita.

Sx es un conjunte cerrado y acotado, probaremos enseguida que no es
compacto.

Afirmamos que existe (z,) C Sy tal que [jz, — 2,J] > L si m # n. Esto
iiltimo implica que Sx no es compacto por sucesiones. Lo cual es suficiente
ya que en espacios métricos compacidad por sucesioncs es equivalente a com-
pacidad, se sigue que Sy no es compacto.

Construiremos la sucesién antes mencionada por induccion.

Sea z; € Sx. Por el corolario 1.1.2 (z,) es un subespacio cerrado propio
de X.

Entonces por el lema de Riesz, existe z; € Sy tal que [laz) ~ 23| > }
para todo a € K. En particular ||z — 2] > 1.

Supongamos que se han construido zy,.. ., T, € Sy tal que ||z; — x| > %
sil<i<j<n

Por el corolario 1.1.2 (z;,...,2,) es un subespacio cerrado propio de X.

Usando nuevamente el lema de Riesz, hallamos 2., € Sy tal que

n
Eaizi = Tnyg
i=1

i
> =
-2
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paratodoa; € K,i=1,...,n.

En patticular [|z; - ol 2 4i=1,...n.

Entonces (z,) es la sucesion deseada.

Suficiencia.

Supongamos que dim X = n. Por el teorema L1.1 X es isomorfo a [3, i.e.
existe un operador lineal bicontimo f: X — I3,

Si K C X es cerrado v acotado, entonces I (K) C I es cerrado y acotado,
por tanto compacto. Asi,K =111 (K) es compacto. B

Presentamos a continuacion otra prueba de la necesidad.

Supongamos que si K C X es cerrado y acotado entonces K es compacto.
Se signe entonces que By es compacto. Por tanto, existen
T,...,Zn € By tal que By C 'LJI (a.',- + %B,\-).

Sea Y = (zy,...,Z4), por el corolario 1.1.2, Y es cerrado. Es un hecho
conocido que X/Y es un espacio de Banach.

Consideremos la funcion candnica ¢ : X - X/Y. Sabemos que @ es un
operador lineal continuo tal que ||| = 1.

Sea r € By, entonces existe y € By tal que z = z; + Jz-y para algin
i=1,...,n Asfp(z)=¢p (g) = ¢ (y), lo anterior implica que
¢ (By) C 1 (By).

‘Tomemos ¢ (z) € ¢(Bx) arbitrario, entonces existe £, € By tal que
p(z) = Lo (z)). Asimismo existe z2 € By tal que p(z1) = 1 (z2) y asf
sucesivamente . .. ‘

Entonces existe z,, € By tal que ¢ (z) = .-)',—.go (zn), de donde se sigue que

1 1 1
o (@)l = g5 Iy @l < 5z lall = 5

dado que 1 € N es arbitrario entonces  (z) = 0.

De lo anterior se concluye que ¢ (By) = {0} y por tanto X/Y es de
dimensién cero, Y = X. B

Corolario 1.3.1 Si X es un espacio vectorial normado de dimensién in-
finita, entonces Sy no es compacto. En particuler, By no es compacto.

Prueba.
Ver la prueba de la necesidad del teorema anterior. B

Definicion 1.3.1 Sea M un espacio topoldgico. Un subconjunto K de M se
llama relativamente compacto si K es un conjunto compacto.
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Lema 1.3.1 Sea M un espacio métrico. K C M es relativamente compacto
si y sdlo si cada sucesion (x,) C K, tiene una subsucesidn convergente (:z,. j) .
(Notesc que no afinnamos que el punto limite esté en K).

Ver [Ba;pay. 70/

Ejemplos :

1) Compacidad relativa en C (K).

Sea (K,d) cualquier ecspacio métrico compacto, denotemos por
C(K) = (C(K), |Illuae) €! espacio de Banach de las funciones continuas
definidas en K y con valores en K, con la norma uniforme.

Definicién 1.3.2 I CC (K) se llama equicontinno, si para cada s > 0 eziste
6> 0 tal que sixy, 2y € Ky d(zy,x2) < § entonces | f(x1) - f(23)] < € para
tods funcion f € F.

Teorema 1.3.2 (Arzela-Ascdli) Sea F CC (K) acotado. Entonces F es
relativamente compacto si y sdlo ai I es equicontinuo.
Prueba.

Necesidad.
Sea ¢ > 0 dado.
Si I es relativamente compacto entonces existen f,, ..., f, € F tal que

3 Al " €
FcFc{J (f.' + EBC(rc))
i)

Dado que K es compacto, cada funcién fi,i=1,...,n es uniformemente
continua en K.

Asi, existen §; > 0§ = 1,...,n tal que si 2,2, € K y d(2),13) < &
entonces

i) = filea)l < 5

para i=1,...,n. Sea d = min §;.
1<i<n

Tomemos f € F arbitrario, entonces f € f; + §Bc(x para algin
i=1,...,n, por tanto

I (m) = @] < Uf (1) = fiCer)l + | fi (1) = fi ()] + i (za) = £ (23)]

< £
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siempre que ), 22 € K y d (z1,22) < 4.

De lo anterior se sigue que ' es equicontinuo.

Suficiencia.

I es equicontinuo.

Recordamos que todo espacio métrico compacto es separable, es decir
existe D C K numerable tal que D = K.

Supongamos por un moinento lo siguiente:

i) 5Si D C K o5 un conjunte denso numerable y (f,) C F, entonces existe
una subsucesién de (f,) que converge puntualmente en D,

it) Cualquier sucesion equicontinua que converge puntualmente en S C K,
converge uniformemcente en S.

Con lo anterior se sigue facilmente el resultado. Sea (f,) C F arbitraria.
Basta probar que dicha sucesién tiene una subsucesién convergente (en la
norma uniforme), de donde se sigue que F CC (K) es relativamente compacto.
(Lema 1.3.1)

Pori) (f.) tiene una subsucesién ( f,.,) que converge puntualmente en D,

Por i) ( f,.,.) converge uniformemente en D = K,
Solo resta probar i) y ii).
Prueba de i).
Supongames que D = {y,z,...}.
Dado que F CC (K) es acotado, entonces existe M > 0 tal que

(| fllax < M, para toda f € F.

Asiy |fi ()] € Millyax € M, @ = 1,.... Por el teorema de Bolzano-
Weterstrass, la sucesion (f; (z))) admite una subsucesién (fy; (1)), con-
vergente,

Nuevamente | f; (22)] < | fiill yax £ M, i = 1,.... Entonces la sucesién
(f1i (22))i=, admite una subsucesién (fz (z2))io, convergente.

Continuamos el proceso anterior ...

Afirmamos que (fus) es la subsucesion de (f,) que satisface lo requerido.
Esto es claro, ya que para cada j, (fun (z;)), s tarde o temprano una sub-
sucesidn de la sucesion convergente (fj; (z;)), .

Prueba de ii).

Sea (fn) una sucesion cquicontinua que converge puntualmente en S C K,
probaremos que converge uniformemente en 3.

Sea ¢ > 0 dado. Par hipétesis existe § > 0 tal que si d(z),2;) < &
cntoners | f; (1) = fi (22)| < € para cada i € N.
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Dado que K es compactoy S C IC se sigue que S es compacto. Por tanto,
existen zi,...,2m € S tal que § C U B (r).

Por  hipétesis las sucesiones ( fn (r,))" 4 Son convergentes para cada
i =1,...,m, entonces existen .V; € N, i = 1,...,m tal que

o () = fa(m)| <esip>n2 N

Sea P = max Ni.

l m
lumemm x € S athitrario, entonces d (x,7,) < 4 paraalgini =1,...,m.

Asl,

fp (zl I )+ 'fﬂ Il (’l)l + 'fu (1‘,-) -fu (-"7)|

(1.3.2)
si p 2 n > P Se sigue que (f, (z)) vs una sucesién de Canchy para cada
€8 Sea f(z)= lim f, (z).

De 1.3.2 se sigue que ||f — full,0 S S sin>P. 8@
2) Compacidad relativa en [, (1 <p < 00).

o (z) =~ fale)l < |fo
< ¥

Teorema 1.3.3 Para cualguier p fijo, | < p < 0o, sea F Cl, un con-
junto acotado. Entonces F es relativamente compacto % y adlo

8i lim § |zi® = 0 uniformemente para z = (1;) € F.
Prueba.
Necesidad.

Dado que F Cl, es relativamente compacto entonces existen
Tpyees I € by tal que

L] -
F CFC U. (a:‘ + fz-B,,)

0}
Del hecho de que ¥, |x; (j)|” < oo,i = L,...,m se signe que existen
N
N; € N tal que

P
) Sn>2Ni=1,.,.,m

aS)n

i |l G < (
j=n
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Sea P = max N;.
1<i<m
Tomeinos © = (z;) € F arbitrario, entonces ||z~ w,||p < § para algin
i=1,...,m. Asi, escribiendo z; = z; - z; (j)+2; (j) y usando la desigualdad

de Minkowski tencmos,

0 Vo © 1p o 1/p
(Z I”ilp) < (Z |7 — 3 (J)|p) + (Z | (j)|”) <esin>P.

j=n j=n j=n

Dado que I’ no depende de z-€ F, se sigue el resultado.

Suficiencia.

Por ser F Cl, acotado entonces existe M > 0 tal que |
todoz € F.

Sea (z,) C F arbitraria, para probar que F cs relativamente compacto
tennemos que mostrar que (z,) admite una subsucesion convergente en [,

Escribamos x, = (zn (i))2, entonces |z, (1)] < flznll, <M, n=12,...
por el teorema de Bolzano- Weierstrass existe (2,;) una subsucesion de (z,)
tal que (zq; (1))5., converge.

Nuevamente |z, (2)] < |lzmll < M n = 1,2,... entonces existe (rn2)
una subsucesién de (zn;) tal que (zq2 (2))5.., converge.

Y continuamos con el proceso. ..

Cousideremos a la sucesion (2,,) C F. (2nn) s una subsuccsion de (z,,)
que satisface que (Znn (1))n, converge para cada i.

Sea ¢ > 0 dado.Por hip6tesis existe P € N tal que

zfl, < M para

o
Y|l <esin> P, para cadaz € F
i=n

En particular se cumple lo siguiente:

00
Y [@mm (6) = 20 () < & para todo m y n.
=Pt

Dado que (2, (i))5, converge parai=1,..., P entonecs

[)
m.lvigr-l»lwl; |Zm (i) = 2 (3)]P = 0

Asiexiste 4 € N tal que
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Sea P = max N;.
1<i<m
Tomemos 2 = (z;) € F arbitrario, entonces ||z — [, < § para algin
i=1,...,m. Asi, escribiendo z; = xj—x; (j)+x; () y usando la designaldad
de Minkowski tenemos,

00 1/p 00 1/p o \p
(Z |I1'|p) < (Z |5 - i (j)lp) + (Z |2, (j)l”) <ssin> P

j=n j=n j=n

Dado que P’ no depende de z-€ F, se sigue el resuitado.

Suficiencia.

Por ser F Cl, acotado entonces existe M > 0 tal que ||lzf|, < M para
todo « € F.

Sea (x,) C F arbitraria, para probar que F es relativamente compacto
teiiemos que mostrar que (z,) admite una subsucesion convergente en I,

Escribamos a, = (zn (1)), entonces |z, (1)] < [lzall, < M, n=1,2,...
por el teorema de Bolzano- Weierstrass existe (,;) una subsucesion de (z,)
tal que (z, (1)), converge.

Nuevamente |z, (2)] € |lzmi]l € M n = 1,2,... entonces existe (7,2)
una subsucesion de (zn)) tal que (zn2 (2))5, converge.

Y continuamos con el proceso. ..

Consideremos a la sucesion (z,,) C F. (Zny) €3 una subsucesion de (rv)
que satisface que (Znn (1))52, converge para cada i.

Sea € > 0 dado.Por hipétesis existe P € N tal que

[» 4]
Y|l <esin> P paracadaz € F
f=n
En particular se cumple lo siguiente:
[+ ¢
Y e (i) = 20 () < € para todom y n.
i=P+]
Dado que (2 (i)):’l‘;l converge para i = 1,..., P entonces

’,
lim Z Immm (2) — 'nn (l‘)lp =0
i=l

MN-$O0

Asiexiste P, € N tal que
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’)
Z Il'mm (2) ~ ZTnn (l)|p <esimn2 P|
i1

y por tanto
P S ; LR : AP < ¢
"3"‘m1n e -""un”p = 'Ll |J:mm (’) — Iy (l)‘ + . %H "":mm (') = Inp (l)l <%
[ %3
sim,n > P
i o ; T
Se sigue eutonces que m.lyltg’nm 1z mn L,m||,, =10,

Por tanto, (z,,) es una sucesién de Cauchy en el espacio de Banach
1 € p < ooy es entonces convergente. @

1.4 Operadores compactos entre espacios de
Banach.

Sean X y Yespacios de Banach.

Definicion 1.4.1 Un operador lineal T: X - Y es llamado compacto si
TBy us relativamente compacto, i.e si TBx es compacto.

A continuaciéon eninciamos dos lemas que serdn de gran utilidad.

Lema 1.4.1 Sea M un espacio métrico completo. K C M es totalmente
acotado si y sdlo si es relativamente compacto.

Ver [Ba;pag. 70}

Lema 1.4.2 K C X es relativamente compacto si y sélo si para cada ¢ > 0
existe K C X relativamente compacto tal que K C ¢Bx + K,.

Prucba.

Necesidad. Basta poner K, = K.

Suficieucia.

Dado que X' es un espncio métrico completo, basta probar que K es
totalmente acotado.
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Sea ¢ > ) arbitrario. Por hipdtesis existe ', C X relativamente compacto
tal que X C eBy + K.
Dado que K, es compacto existen ky, ..., k, € K, tal que

U (ki +eBx) =eBx +{ki,...,kn}
Por tanto,

K C By +(:By + {ki,...,ka}) = 2By + {k1,.... ka} = U (ki + 2¢Bx)
i=1

Lo anterior implica que K es totalmente acotado. @

Teorema 1.4.1 7' : X = Y es un operador compacto si .y sdlo si
para cada sucesidn acotada (z,) C X, (T'z,) tiene una subsucesion
convergente.

Prueba.

Necesidad.

Sea (zn) C X tal que |jzn[| < M, n=1,..., entonces {ﬁ;} C By. Dado
que {T (ﬁ})} C TBy y TBy es compacto se sigue que (T (‘,’))" tiene
una subsucesién convergente. Por ser T lineal, (T'z,) tiene una subsucesién
convergente.

Suficiencia.

Sea (T'z,), C T'Bx arbitraria, por hipdtesis existe una subsucesién (z:,.j)

tal que (Tx,.,) converge. Del lema 1.3.1 se sigue que T'By es relativamente
compacto. @

Teorema 1.4.2 Sea 7' : X - Y un operador compacto,entonces T
es un operador acotado. Es mds, los operadores compacios de
X en Y forman un subespacio cerrado del espacio de los ope-
radores lineales acotados y en particular, conslituyen un espacio
de Banach.

Prueba.

Dado que T es un operador compacto, entonces THy es compacto. Por
ser Y un espacio métrico entonces THy es acotado. Asf, TBx es acotado y
por tanto T es un operador acotado.
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Sean T, S : X = Y operadores compactos.
Sea (r,) C X una sucesion acotada y A, j¢ € K arbitrarios.
Por el teoreina 1.4.1 (T',) tiene una subsucesion convergente ('I‘z,,,.).[’or

¢l mismo teorema,(Sx,,j) tiene una subsycesién convergente (Smn ") .

Asl, (AT + pS) xn“) es una sucesion convergente. Nuevamente, por
el teorema 1.4.1, ¢l operador T + 1S es compacto.

Probareinos que el subespacio de tos operadores compactos de X en Y,
es un subconjunto cerrado del espacio de los operadores lineales acotados.

Sea (T,) una sucesién de operadores compactos 1, : X =2 Y yT: X 2 Y
un operador acotado tat que lim |1, - 7| = 0.

Sea ¢ > 0 arbitrario, entonces existe I’ € N tal que

|(Tp - T) (z)|| <e, paratodo z € By

Ast,T'c € Tpa + By para todo 2 € By, Por tanto ' By C TpBx +¢Dy.
Entonces eomo TpBy es relativamente compacto y usando cf lema 1.4.2, se
sigue que T'By es relativamente compacto.

Por definicion, T es un operader compacto. @

Consideremos los siguientes resultados:

i) Sie: X — Y es un encaje compacto isomdrfico de X sobre e (.X)
entonces dim X' < oo, '

ii) Si M C X es un subespacio cerrado y si p : X — X/M el operador
candnico es compacto, entonces dim ¢ (X) < oo.

iit) SiT: X — Y es un operador compactoy S: Y — £ es un operador
acotado, entonces So T es un operador compacto.

iv) SiT: X — Y es un operador acotado y S : Y — Z es un operador
compacto, entonces S o T es un operador compacto.

v) Si X es un espacio vectorial de dimensién infinita, entonces ¢l operador
I:X - X dado por Iz = z, no es compacto.

Prueba.

i} Por ser e un encaje de X sobre e (X), entonces e(By) C e(X) es
cerrado. Dado que e es un operador compacto entonces e (By) = e (By) es
compacto. Por tanto ¢! (e(By)) = By es compacto en .X. Del eorolario
1.3.1 se sigue que dim X < oo.

ii) Por ser M un subespacio cerrado, se sigue que X/M es un espacio de
Banach. El operador candnico ¢ : X' = X/M, es una funcién abierta (de
hecho By, = ¢ (BY)).
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Por hipétesis ¢ (By) es compactoen X/M. Ahora,
By x) C By = w(By) Cv(By)

entonces B, (x) C ¢ (By), implica que B,x) es compacto. Del corolario 1.3.1
se sigue que dimy (X) < oo.

iii) Dado que T (By) es compacto y S : ¥ - Z es continuo, entonces

(T(B\r)) €s compacto.

Pero, (SoT)(Bx) C ST(Bx) = ST (By), implica que (SoT)(By) es
compacto.

iv) Por ser T un operador acotado, existe M > 0 tal que T (Bx) C M By-.
Por tanto ST (Bx) ¢ MS(By).

Por hipétesis, S(By) es compacto, se sigue entonces que ST (Bx) es
compacto.

v) Por el corolario 1.3.1, I (By) = Dy no es compacto,

Ejemplos de Operadores Compactos.

1) Sean X =¢q, Y =1, y definimos el operador T': X = Y como sigue:

, X x
7(1'“.'132,...)=(1‘1,2:, ,':1 )

Claramente T es un operador lmeal
Si z € X, entonces z: Bl < ||z'||m ,— =L |z'||

Asi, Tz € |, para todo T€Xy ademés 7| = &
Dado ¢ > 0 existe P € N tal que § ;’1 <esin 2> P entonces

i=n

Sl =L 5 <$5 <

para todo z € By y para todo n1 > P. Por el teorema 1.3.3 que caracteriza la
compacidad relativa en [, 1 < p < oo; se sigue que T By C [, es un conjunto
relativamente compacto. Por tanto, T' es un operador compacto.

2) Sea X = (C[0,1], ||l ax) - Para f:[0,1] x [0,1] = R continua, defi-
nimos el operador T': X — X como sigue:

(T2 )= [ f (s )2(5)ds
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Por la linealidad de la integral se sigue que T es un operador lineal.
Ademds:

Il S i [ 1 (58)2 (01 ds S el e 15 5,0

lo que implica que T' es un operador acotado y de hecho

N (s.8)]

= (s t)E

Dado que f es continua en el compacto I x I, entonces es uniformemente
continua. Asi, dado ¢ > 0 existe 4 > 0 tal que si \/(s —- ) (- ¥ <dy
(s,t),(¢',t') € I x I entonces |f (s,t) - f(¢,t')] <e.

En particular, |t ~t| <& implica |f(s,t)~ f(s,t')] <e paratodo
s € [0,1]. Por tanto,

(Tz) () = (T2) ()] < J1f (3,8) ~ f(,¥)] |2 (s)] ds

<
< s If (s,8) ~ f(s,t)| < e

para todo z € By. Entonces TBy C X es un conjunto acotado y por lo
anterior es equicontinuo. Por el teorema de Arzela-Ascdli (Teorema 1.3.2)
TBy es relativamente compacto. Por tanto I' es un operador compacto.

3) Sea H un espacio de Hilbert separable y de dimensién infinita y sea
{a}nz, un conjunto ortonormal completo en H.

Doﬁmmos un operador 7' ; H - H como sigue:

Siz= E o;x; entonces T'r = ‘Zl Ty

Como z e H entonces (a;); € Iy, entonces (’ "

operador lineal bien definido.
Definimos T, : H —- Hn = 1,2... por Thz = Z #5241 Entonces

) € I;. Entonces T e8 un

Tox € (zy,...,Tn 1) para todo z € H. Ademés

n
Tzl =

i=]

2
i 2
— <l < 1 t
1 ___“ ” < 1 para todo z € By

Asf, T, By/ es un subconjunto cerrado y acotado del subespacio vectorial
de dimensién finita (z3,...,7,41), entonces T, By es compacto, (Teorema
13.1).
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Se sigue que 7}, es un operador compacto para cada n € N,
Sea = > 0, entonces existe P € N tal que "7 <esin2> P
Tenemos entonces,

2 .- a \? - 2412
[rz-Talt = ¥ (35) <& ¥ al<eal
i=nt+l i=n+1
para todo r € H,n > P, lo cual implica que |[1' - To|| < esin > P,
Se concluye que 7' es un operador compacto (Teorema 1.4.2).
4) Los operadores lineales acotados T'; X — Y tales que dimTX < oo
se llaman degenerados y son compactos.
Esto es claro ya que TBy es un subconjunto cerrado y acotado del espacio
de dimension finita T'X. (Teorema 1.3.1).

1.5 Reflexiones sobre el lema de Riesz.

Durante la prueba del teorema 1.3.1, se construyé una sucesién (z,) de un
espacio de dimensién infinita X, tal que ||z, — z,,|| > 4. Lo anterior se logré
usando el lema de Riesz. De hecho se puede construir ia sucesién de tal
manera que ||Z, — ;]| > 0,donde 0 < @ < 1 es fijo.

El teorema que sigue es una mejora del proceso anterior, donde se puede
construir dicha sucesién con 6 = 1.

Probaremos antes algunos lemas preparatorios.

Lema 1.5.1 §i X es un espacio vectorial de dimensidn infinita y

n
fty-oos fu t X = K son funcionales lineales, entonces N = () ker f; es un
i=1

subespacio de dimensidn infinita.
Prueba.
Definimos el operador T : X — K™ de la siguiente manera:

Tz =(fiz,..., faz)

Claramente T es un operador lineal y kerT = N. Por un resultado
de dlgebra lineal tenemos que dimT.X + dimkerT = dimX. Dado que
ditm X = 00, se sigue que dimN =o00. @

De lo anterior se sigue que si X es un espacio vectorial de dlmenslén'

infinita y fy,..., fn son funcionales lincales entonces ﬂ Ni # {0}.
i=1
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Lema 1.5.2 Sea X un espacio vectorialy fi,..., fa, f : X = K funcionales
lineales. Sea N; = ker f; y N = ker f. Entonces existen escalares «y, ... oy,

tales que f = Z": a;f; siy sdlo si F] NiCWN.
i=1 i=l
Prueba.

Necesidad. Es claro.

Suficiencia.

Definimos el operador lmeal T:X = K" por: Te = (fiz,..., fix).Si
Tz =T entonces z —2' € ﬂ N, C N, por tanto fz = fr'.

Definimos I' : TX — K por ['(Tz) = fx. De lo anterior se sigue que
I' es un funcional lineal bien definido en TX C K. Extendemos I a un
funcional lineal ¥ en K™,

Esto implica que existen a, ..., qa, € K tal que

1 “l, vy Un Z o
para todo {u),...,u,) € K", Asf
g n .
fr=FTr)=F(hz,..., faz) =) afiz
i=1

paratodox € X. B

Lema 1.5.3 Sea X un espacio vettorial vhy . fo: X = K funcionales
lineales y sean N; = ker f;, C; = N,\N) 1 <14,j <nentonces f,..., fu

son linealmente mdependwntes st y sdlo si para cada i, C; # 0.

Prueba,
fiy. ooy fuson  linealmente  dependientes si y sdlo st existe ¢ tal que
fi= 2{: a; f; iy solo si QN, C N, {lema anterior) si y sélo si
J#i Jj#i

XYW (’ﬂ N,) = C; = | para algin i
,

R b D52 9 Ao A3 ot A R e A4 DAY et B 85 S 1 00
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Lema 1.84 Si fi,....fo : X = K son funcionales linealmente indepen-
dientes entonces existe y € X tal que fiy<0,i=1,...,n

Prueba.
Por el resultado anterior C; = (X\N) N (QNJ) # 0 para cada i.

j
Por tanto existe x; € C; tal que fw; = 0,81 j# 4y fiu; # 0,818 =j Sin
perdida de generalidad podomns suponer que fix, <0

Sea y = Zx, A«sl,f,y—.ZfJL, fitj<0j=1....n8
A contunmcnén cnuncmmos y probamos el teorema ofrecido.

Teorema 1.5.1 (Kottman, 1975) S§i X es un espacio vectorial de di-
mension infinita, entonces eziste (z,) C Sy tal que |z, —2,]| > |
sim#n,

Prueba.

Construiremos tal sucesién por induceion.

Escojamos z; € Sy.Por el teorema de Huhn-Banach,existe z; € X* tal
que 2iz) = ||z || = 1, ademds [|z}|| = ||z || =

Supongamos que z},...,7, € Sx. y 7),...,2, € Sx han sido escogidos
de tal manera que: 13, ..., 7}, son linealmente independientes, [z, — z;f] > 1
t= 11"'77"" 1 y 1‘:1‘,' = ”.’L‘.” = ".'L‘:”.

Por el lema anterior existe y € X tal que zjy < 0i=1,...,ny porel
lema 1.5.1 existe un vector no nulo z € ﬂ kerz;.

Afirmamos que existe kg € R tal que Ilyll < {ly + koz|| . En caso contrario,
tendriamos que |ly|| > ||y + kz|| 2 [lly]l - l|lkz[|| para todo k € R, entonces
Il L HI < 1 para todo k € R lo que es una contradiccién.

n
Entonces para cualquier combinacién lineal no trivial ¥, o;z} tenemos
. i=]

l'}:?l @z} (y+ko$)l = )j?l nsf.’yl
) e [ (153)
< Lol + ko

Sea T, = —#‘—:g-:—” y sea x5, € X* que satisface
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K]
it

EEMCE

n
ol
i=l

Siz* ., fuera combinacion linealdeas,..., Zh, iex; a‘z entonces
ntl 1 n ntl = i

De 1.5.3 se sigue que “injl o;z} (Ta1)

1=

L]
Ty

=1

I:..uxrwl‘ <

una contradiccién. Por tanto zi, ..., Zpy SON linealmente independientes.
Por otro lado,

ll'?xvu-l - .’L’?:t,'| < lli:" me-l - xi" = “-Tnn - .Z’.'" i=1,.

Pero 2tz = 1y 2Ty = "“m"x‘y <0i=1,...,n implica

V< frtzgn = 1 €| Znn - o) i=1,...,n l i



CAPITULO 2
Las topologias débil y débil*.

En el capitulo anterior s¢ mostré que la topologfu inducida por la noria
contiene demasiados abiertos para peder aplicar principios de extraccién de
subsucesiones, Observamos que para que cada sucesion acotada en X tenga
una subsucesion convergente es necesario y suficiente que X sea de dimension
finita.

Lo anterior nos conduce a considerar otras topologfas en X que estdn més
relacionadas con la cstructura lineal de los espacios y buscar principios de
extraccién de subsucesionies en esas nnevas topologias. .

Las dos topologias de mayor importancia en {a teorfa de espacios de Bu-
nach, son la topologia débil y la topologfa débil*, recibiendo dichos nombres
por ser topologias mas débiles que la inducida por la norma.

La topologia débil se puede definir en cualquier espacio vectorial nor-
mado, en cambio, la topologia débil* solo se defiue en los espacios duales,
aunque esto ltimo tiene como compensacién que la bola unitaria en el es-
pacio dual resulta ser débil*-compacta. (Aunque esta compacidad no nos
asegura principios de extraccion de subsucesiones como se verd en un ejem-
plo més adelante).

2.1 Espacios vectoriales topoldgicos.

Deflnicion 2.1.1 Supongamos que s s una topologiu en un espacio veetorial
X tal que

a) Todo punto de X es cerrado
b} Las operaciones del espacio vectorial son continuns respecto i v

27
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entonces a 7 se le llama una topologia vectorial en X y (X, 7) se llama un
espacio vectorial topoldgico.

Sea X un conjunto y F una familia no vacfa de funciones f: X — Y},
donde cada Y es un espacio topoldgico.

Consideremos a 7 igual a Ia coleccién de todas las uniones arbitrarias de
intersecciones finitas de conjuntos f~! (V) con f € F y V abierto en Y. Por
un resultado bien conocido, T resulta ser una topologfa en X y es de hecho la
"topologia mas pequeiia” que hace continua a toda f € F. Asf, 7 es llamada
la topologia débil en X inducida por F, mas explicitamente la F-topologfa
de X.

Lema 2.1.1 Si F es una familis que separa puntos en X y ademds cada Y
rs un espacio de Housdorff, entonces la F-topologla de X es una topologla
de Hausdorff.

Prueba.

Sean p,q € X con p # g.entonces existe f € F tal que f(p) # f(¢)ilos
puntos f(p) y f(q) tienen vecindades ajenas en ¥} cuyas imagenes inversas
bajo f son ajenas y abicrtos (por definicion). @

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio vectorial y X' un espacio vecto-
rial de funciones lineales en X que aepara punios de X. Bnionces
con la X'-topologfa ('), (X,7') es un espacio vectorial topolégico
Hausdorf) localmente convezo cuyo espacio dual es X'.

Prueba. .

Dado que K es un espacio de Hansdorff entonces el lema anterior implica
que 7' es una topologia de Hausdorff, en particular, los puntos son cerrados.

Sea £ > 0y consideremos Ay, ..., A, € X’ entonces

W(0; A1 A E) {zeX||Az]<e, i=1,...,n}

A A (B.0)

i

(2.1.1)

¢s claramente un conjunto convexo, halanceado y por definicién pertenece a
7'. De hecho, a coleccién de todos los conjuntos de la forma 2.1.1 constituye
una base local para 7'. Asl, 7' es una topologia localmente convexa en X.

Consideremos ahora una vecindad basica de un zo € X arbitrario, en-
tonces de la linealidad de A;, 1 = 1,..., n se sigue que:

.
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WMo, e = (o A= Nl <¢, i=1,...,n}
1+ W (05 Ay s dr€)

It

Se signie que 7' es invariante bajo traslaciones y por tanto, estd totalmente
descrita por la base local en 0 dada por 2.1.1.
Si 2.1.1 se da, entonces

;I;W ((); J\],...,A,,,S) + %l‘v'(();/\.,...,/\,,,e) =W (();A\h.-.,An,E)

Esto iltimo implica que a adicion es continua.

Sea z € X y a un escalar, entonces £ € sW (0; Ay, ..., A, <) para algin
$>0.8i |3 - a| < ryy-z € rW escribimos fy—az = (8 - a)y+a(y - z).

Dado que y — z € rW, entonces y = z + ¢ donde o € rW, asf

1Ai(By ~az)] < |3 - a [Agy] +]od [Ai (y - 2)]
r(JAiz] + |Aizo]) + |a re
(r(s+r)+riaf)ei=1,...,n

AN

Entonces By — az € W (0;Ay,. .., Aq,€), si r es tan pequeiio que
rs+r)y+rjal <1

Por tanto, a multiplicacion es continua,

Hemos probado que (X,7') es un espacio vectorial topoldgico localmente
COnvexo.,

Por la definicién de la topologfa 1/, cada A € X' es 7/ —continuo. Inversa-
mente supongamos que A es un funcional lineal 7' ~continuo en X. Entonces
|Az| < 1 para todo = en algin conjunto de la forma W (0; Ay,...,An,€).

n

Es claro que '01 kerA; C W(0; Ay,...,An €). Entonces afirmamos que
{"] ker A; C ker A\,

Sea 1€ ﬂ ker A;, entonces Az € ﬂ ker \; para todo escalar ). Asf,

[A ()] < IAI | \zl <1 para todo esmlar A Sesigue que Az =0, ie
x € ker \.

n
Por el lema 1.5.2, se sigue que A = Y a;A;. Dado que A; € X' y X' es
i=1
un espacio vectorial, A€ X'. @
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Definicion 2.1.2 Un conjunto D estd dirigido, si hay una relacidn < en
D que satisface

a)d=xd
b) si di < d2 y d; < dy entonces d; < d,
¢) si dy,d; € D entonces existe d3 € D tal que dy Xdy y dz % ds

Definicidn 2.1.3 Una red en un conjunto X es una funcidn x: D - X
donde D es un conjunto dirigido. El punto z (d) usualmente es denotado por
74 y por lo general hablaremas de "in red (v4)".

Definicién 2.1.4 Sea (z4) una red en el espacio vectorial topoldgico (X, 7'),
entonces (z4) converge débilmente a z € X (escrito w — ‘l‘iemn T4 = z), 9i dada

cualquier vecindad débil W de x, existe dy = do(W) € D tal que d » dy
implica 24 € W.

Teorema 2.1.2 Sea (X,7') el espacio vectorial topoldgico del teo-
rema anterior y (24) C X una red. Entonces w ~ ,‘}J}} Ty=z 8y

sdlo s LIE% Azg = Az para cada A € X'.

Prueba.

Necesidad. _

Sean A € X'y ¢ > Oarbitrarios. Entonces z+W (0; A,€) es una vecindad
débil de ¢ entonces, por hipdtesis existe dy € D tal que d = dy implica
zg€x+W(0;A¢), ie|Azg— Az| < esid > dy

Suficiencia.

Sea z4+W (0; A, ..., Ap, ) una vecindad débil de x. Por hipdtesis existen
d € Di=1,..,n tal que si d > d; entonces |A;zq — Aiz| < ¢. Por la
definicion de conjunto dirigido existe & € D tal que d’' = dy, i =1,...,n.

Asi, si d > d entonces z4 € T+ W (0;Aq,..., Ane). B

2.2 La topologia débil de un espacio vecto-

rial.
Sea X un espacio vectorial normado. Sean z,y € X tal que z # y. Por el

teorema de Mahn-Banach existe z* € X* tal que z*z # z°y: lo cual implica
que X* separa puntos de X.

3
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La X*—topologfa de X es llamada la topologia débil de X. Por el teo-
rema 2.1.1 con dicha topologia X' es un espacio vectorial topolégico Hausdorff
localinente convexo y lo denotaremos por (X, w). Ademas (X, w)' = X*.

Dado que cada 2* € X* es ||-|| —continuo y la topologfa débil es la menor
topologia con dicha propiedad entonces la topologfa débil estd contenida en
la topologia inducida por la norma.

CONVENCION: En adelante, para expresar una propiedad topoldgica
respecto a la topologfa débil anteponemos una letra w, Asf, diremos que un
conjunto es w-compacto, w-cerrado ete.

Una pregunta natural es ;qué diferencias existen al considerar a X' con
la topologfa débil y con la topologfa fucrte (la inducida por la norma)?

En el caso que X es de dimension finita se tiene que la topologfa débil y
fuerte coinciden.

Supongamos entonces que X es un espacio vectorial normado de di-
mensioén infinita.

Consideremos una vecindad débil de 0, W = W (0;z},...,z},¢) , entonces

n
kerz; C W.
=1

Por el lema 1.5.1 F] ker z} es un subespacio de dimensién infinita. Se sigue

entonces que toda véE:ndad débil de 0 contiene un subespacio de dimensién
infinita.

De la desigualdad [||z|| - [ly]l]] < [lz — yl|, se sigue que 1a norma es una
funcién continua en X; sin embargo, es no w-continua en cada punto de X:

El hecho que W (0;23,...,a5,¢) contiene un subespacio de dimensién
infinita implica que toda w-vecindad de 0 contiene vectores de norma arbi-
trariamente grande. Por tanto, ||-|| es no w-continua en 0 y por linealidad no
lo es en ningun punto.

Se han mostrado algunas diferencias y a continuacion veremos afinidades.

Primero enunciaremos un teorema importante para nuestros propositos:

Teorema 2.2.1 (Bdsico de separacidn) Supongamos que A y B son
conjuntos convezos, ajenos, no vacios en un espacio vectorial
topoldgico localmente convezo X.

a) Si A es abierto existen z° lineal, real, continuo y v € R tal que
r<y<sy

para todo = € A y para todo y € B,
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b) Si A es compacto y B es cerrado entonces existen z* lineal,
real, continuo, v, 1, € R tal que

Pr<y <<y

para todoz € Ay para todo y € B
Ver [Ru2;pag. 59).

Teorema 2.2.2 (Mazur, [933) Sea X un espacio vectorial normado.
8i KC X es convezo entonces K = V.

Prueba.

Recordamos que la cerradura de un conjunto es la interseccién de todos
los conjuntos cerrados que lo contienen.

Dado que 1a topologfa débil estd contenida en la fuerte y usando el hecho
anterior se sigue que A C AY para todo A C \.

Como K C X es convexo, entonces K es convexo.

Ahora si K esta contenido propiamente en K¥, tomamos g € F\—k’.

Por el teorema anterior existen z* € X* y a, § € R tal que

7 <a < f< 'k paratodo k € K
Por tanto,

*rg < a< f<inf {z‘k| ke x'} (2.2.2)

Sin embargo, dado que o € K™  existe una red (z4) C K tal que
To = w-lienbl z4. Por el teorema 2.1.2 lo anterior implica que z°zp = 1‘5‘3 x4,

lo cual contradice 2.2.2. @

Corolario 3.2.1 Si (z,) C X es una sucesion tal que w-lim z, = 0, en-
tonces eziste una sucesion (0,,) de combinaciones convezas de los z, tal que

Prueba.

Tenemos {zn} C ©@(z1,...) = ©¢09(z1,...). EI hecho de que
w-nljmoz,. = 0 implica que 0 € co¥(z,,...). Asi, existe (0,) C co(zy,...)
tal que lim llonfl =0.8
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Corolario 2.2.2 Si Y es un subespacio de X, entonces Y =Y.

Ahora el teorema anterior nos ayudara a probar un resultado curioso
y sorpresivo, a saber; si X es un espacio vectorial normado de dimensién
infinita, entonces Bx = S¥ y que constituye otra diferencia mds eutre la
topologfa fuerte y la débil.

La prueba ¢s como sigue:

Dado que By es convexo, tenemos que By = BY. Asi, Sy C By implica
que 3% C By.

Sea zg € By con ||z:of| < 1. Mostraremos que 7o € S,

Sea W =20+ W (0;23,...,2},¢) una w-vecindad de 2o arbitraria. Sea
N= F] kera}, entonces z + N C W.

i=1
Ya que dimN = oo, podemos escoger £ € N no nulo.
Definimos la siguiente funcién f: R — R dada por

F ) = llwo + Azl — 1

Dicha funcién es continua y satisface f (0) = ||zo| - 1 < 0.

Afirmanios la existencia de \; € R tal que f()A;) > 0, en caso contrario
tendriamos que |z + Az|| <1  para todo A € R, lo cual implica que
= lizol} -+ |Al l]z]] < 1 para todo A € R, lo que es absurdo.

Por el teorema del valor intermedio existe X' € R tal que

fON)=|lzo+ Nzl -1=0

Del hecho de que 2+ Xz € 2o+ N C W y ||loo + Nz[| = 1 se sigue que
SxNW #0.
Hemos probado entonces que B% C S%. Pero Sy C 3% implica que
By C ?'?
8

Teorema 2.2.3 Si la topologia débil de un espacio vectorial nor-
mado X es metrizable entonces X es de dimensidn finita.

Prueba.
Supongamos que (X,w) es metrizable. Sabenios que topologfas metri-
zables satisfacen el primer axioma de numerabilidad.
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Sea entonces B = {W;, W,...} una base local débil en 0.
Recordamos que los conjuntos W; tienen la siguiente forma:

Wi=W (O;z,',(.-_lm, e ,m;,(,-),e.-) , donde n(0) =0
Enseguida construimos una nueva base local débil de 0, B, = {Vl, Va..\}

de la siguiente manera:
Ponemos

Vi = W 0;?:1,...,I;(,),I:,(,)“,...,z;(gl,min(e|,ez)

A
c winw,

Sea ¢ = min (e, £3,€3) entonces x

Vo= W (0; Aghiganr - - Zaan ) € Wi\ Wa W,

Y asf sucesivamente construimos V}, i > 3.

Por la forma en que se construyen los V; se sigue que B; es una base local
débil de 0.

Entonces existe una sucesién (z3) C X* tal que dada cualquier w-vecindad
Ude0,existee >0y n(U) € N tal que W(O zy,.. ,z"(u),e) cl.

Sea 2* € X" arbitrario y consideremos la w—vecindad W (0;2*, 1), en-
tonces existe € > 0 y n € N tal que

W(02),...,30e) € W(0;a",1) = {z € X |J2z] < 1}

lo cual implica que, como ya habiamos visto antes, que existen escalares ay
tal que

n
z* = Zaﬂ': (2.23)
i=1

Sea F, = (2},...,2;,), entonces cada F,, C X* es un subespacio de
dimensi6n finita y por tanto cerrado.

De 2.2.3 se sigue que X* = alj F,,.. Por ¢l teorema de categorfa de Baire

m=1 i
existe m € N tal que F;, # @, lo cual implica que Fn = X*, i.e. X* o8 de [
dimension finita y por tanto X loes. @ i
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Corolario 2.2.3 Si X es un espacio vectorial normado de dimensidn in-
finita, entonces (X, w) no es metrizable.

Deflnicién 2.2.1 Si X es un espacio vectorial normado, entonces eziste un
encaje (candnico) i : X — X** dado por i,2* = z'z. De hecho la funcidn
i: X = X' es una ssometria lineal.

Deflnicion 2.2.2 Sea K C X. Decimos que K es w-acotado si existen cons-
tantes M (2*) tal que sup |2°z| < M (z°) para todo 2* € X*.
e .

Lema 2.2.1 Si K C X es w-acotado, entonces K es acotado.

Prueba.
Por hipdtesis existe M (z*) tal que:

sup [izz*| = sup|a*z| < M (z') para todo 2* € X°*
ek ek
Por el teorema de Banach-Steinhauss existe M > 0 tal que
suplliz|| = sup jzl| < M
eK TEX
[ ]

Lema 2.2.2 Sea ) un espacio topoldgico y f : ¥ = X una funcidn, entonces
f es 7-w continua si y solo siz*o f . Q0 — K es continua para todoz* € X°,

Prueba.

Necesidad.

Cada 2* € X* es w-continua,entonces z* o f : Q@ — K es continua.
Suficiencia,

Sea WV = ‘01( 1) (Us) un w-abierto basico arbitrario, U; C K abiertos.

Entonces f~! (W) = n (z}o 1) (Uy). Pero por hipétesis z* o ] es con-
tinua para cada z°* € \" se sigue que £~ (W) es abiertoen 0. @
Lema 2.2.3 Sean X,Y espacios vectoriales normadosyT: X - Y un
operador lineal. Entonces T es w-w continuo si y sélo siy* oT : X = K es

w-continuo para todo y* € Y* siysdlosi y oT : X 9 K es |- || continuo
para todo y* € Y.
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Prueba.

La primera equivalencia se sigue del lema anterior con f =T, Q = (X, w),
(X, w) = (Y, w).

Probaremos la segunda parte,

Necesidad.

Se sigue del hecho de que la topologia débil esta contenida en la topelogia
fuerte.

Suficiencia.

Por hipotesis y* oT € X* para todo y* € Y*, entonces y* o T es w-
wntinuo. @

Teorema 2.2.4 Sean X,Y espacios vectoriales normados y
T:X - Y un operador lineal. Entonces T es |||-||:| continuo
oi y adlo ai es w-w continvo.

Prueba.

Necesidad.

Usando la hipdtesis tenemos que y° oT' es ||-||-continuo paratodo y* € Y*.
Por el lema anterior se sigue que T es w-w continuo,

Suficiencia.

SiT noes ||-||-|-| continuo entonces TBx no es un conjunto acotado de
Y. Recordamos que un conjunto A C X es acotado si y sdlo si es w-acotado.
Asi, existe §* € Y* tal que y* (T'Bx) no es acotado, por tanto y* o T ¢ X°,
El lema anterior implica que T no es w-w continuo, @

Teorema 2.2.5 Sea X un espacio vectorial normado. Si K C X es
w-compacto entonces K es cerrado y acotado.

Prueba.

Si z* € X*, entonces z* es w-continuo y por tanto 2°C C K es compacto.
Se sigue entonces que z°K es acotado para cada z* € X*, i.e es w-acotado
y por tanto acotado.

Como K es w-compacto y (X, w) es Hausdorff entonces K es w-cerrado,
e kv =K,

Se probé antes que A C A¥ para todo AC X, Entonces ECK¥ =K. ®

A diferencia de lo que sucede en los espacios de dimension finita, los
conjuntos cerrados y acotados no son necesariamente w-coinpactos y daremos
un ejemplo:
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B., no es w-compacto.

Si B., fuera w-compacto, cada sucesion con rango infinito en B, tendria
un w-punto de acumulacion en B,

Consideremos la sucesion (a,) donde o, = €} + - - - + €y, por tanto

lon)l = 1 para todo n.

Sea A € B,, un w-punto de acumulacion de {o,}.

Sean z* € X* y € > 0 arbitrarios. Entonces una infinidad de clementos
de la sucesion estan contenidos en la vecindad débil W (X;z*,¢).

Definimos los funcionales lineales e} : ¢o — K k € N, dados por

ey (T1,29,...) = x

Claramente e}, € cj, para cada k. Ademés e} (0,) =1sin > k.
Por otro lado,

WXy e) = {z € col lexz — exA] < <} = {2 € o) |zx — M| < £}

contiene una infinidad de elementos de la sucesion (o,) y dado que ¢ > 0 es
arbitrario, se sigue que Ay = 1 para todo k, i.e A =(1,1,...); lo que es una
contradiccién a A € .

Lema 2.2.4 Sea (x,) C X. Si(z,) es w-convergente entonces existe M > 0
tal que ||zaf} < M.

Prueba.

Sea z € X tal que z = w- ,!L'L‘., Zn, € decir z°z = "l!m) z*zy,, para cada
z* € X'. Entonces el conjunto {z,} es w-acotado y por tanto acotado. @

A continuacién presentamos un ejemplo que tendrd una interesante con-
secuencia.

Sea X = (C[0, 1], I

Donde

NBV(0,1] = {z* € BV [0,1]|2* (0) =0y 2" es continua por la derecha}

) ,entonces X* = (NBV (0, 1}, |||y py-) -

max

y ademds:
(5,5") = /o'z(z)az' () size C[0,1] y =* € NBV[0,1]

Ver [Ba;pag. 226]
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Teorema 2.2.6 Sea (zn) C X,entonces w-lim z, = 0 st y adlo s
eziste M > 0 tal que [|z,] < M para todo n, y lim z, (t) =0 para
todo t € [0,1].

Prucha.

Necesidad.

Supongamos que u;-"lﬂ;.no z, =0, por ¢l lema anterior existe M > 0 tal
que |lz,|| < M para todo n.

Sea t € [0, 1] arbitrario.

Definimos z* : [0, 1] - R de la siguiente manera:

e _ 0 0<t<ty
z (')‘{1 bh<t<l

Claramente z* € NBV [0, 1]. Por tanto,

0= "Ilmo (zn2*) = ,.I!m.,fol zn (t)dz* (t)

i 2 (t0) (= () - =° (1))

= lim,za (o)

Il

Suficiencia.

Sea z* € NBV[0,1] arbitrario. Por hipdtesis existe M > 0 tal que
llzall € M para todo n. :

Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos:

Jim (zn2*) = Jim [ (042" ()= [ i za ()ds () =0

Dado que 2* € .X* fue arbitrario, se sigue que w-"li.q.lo z,=0.8

Comentario:

Sean (z,) C X'y M > 0 tal que ||zn|| < M para todony lim z, () = 0
para todo ¢ € [0, 1] entonces por el teorema anterior w-lim z, = 0. Por

el corolario 2.2.1 existe (0,) una sucesién de combinaciones convexas de las
funciones z, tal que lim lonll = 0. Es decir, la sucesién (a,) converge uni-
formemente a 0.
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Teorema 2.2.6 Sea (z,) C X,entonces w-lim 2, = 0 si y adlo ai
existe M > 0 tal que |z,|| < M para todo n, v lim z, (t) = 0 para
todo t € [0,1].

Prucba.

Necesidud.

Supongamos que w-"lgg z, = 0, por ¢l lema anterior existe M > 0 tal
que ||z, || < M para todo n.

Sea tg € (0, 1] arbitrario.

Definimos z* : [0,1] = R de la siguiente manera:

v _ 0 0<t<ty
’(')"{1 h<t<l

Claramente z* € NBV (0, 1]. Por tanto,

0= "l!,'& (Tny2*) = n'!,'&fol Tn (t) dz* (¢)

Yim, 3 () (= (&) - o* (7))

"l!,'!.‘o Zn (o)

i

Suficiencia.

Sea 2* € NBV [0, 1] arbitrario. Por hipétesis existe M > 0 tal que
[lzal] < M para todo n.
Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos;

i (@ny2*) = fim [ o (1) dz* (1) = i ' lim 2 (s (t) =0

Dado que z* € X" fue arbitrario, se sigue que w.nr!o'& 7, =0.8

Comentario:

Sean (zn) C X y M > 0 tal que ||z,|| < M paratodony Jim z, (8) =0
para todo ¢t € [0, 1],entonces por el teorema anterior w-lim z, = 0. Por

el corolario 2.2.1 existe (0,) una sucesién de combinaciones convexas de las
funciones z, tal que lim |lon[| = 0. Es decir, la sucesién (a,) converge uni-
formemente a 0.

” rgaémw‘g\m%
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2.3 La topologia débil* de un espacio dual.

Sea X wi espacio vectorial normado, recordamos que existe un encaje (candnico)

i: X = X** dado por i;z* = z'z.

De hecho la funcién i : X — X** es una isometria lineal. Por lo anterior
a menudo identificamos a X" simplemente como un subespacio de X**.

La familia de funcionales {i;|z € X} separa puntos: demostracién:

7] =i,2; para todo 2 € .\ siy sdlosi )z = zjz para todo z € X siy sélo
i T} = 1), ,

X es un espacio veetorial y i (X) C X** es un subespacio de funcionales
lineales que separa puntos en X°. Entonces por el teorema 2.1.1, X* con
la X-topologia es un espacio vectorial topoldgico Hausdorff localmente con-
vexo, dicho espacio serd denotado por (X*, w*) y hablaremos de la topologia
débil*. Ademds (X°,w*)" =i(X).

Una vecindad w*-basica de 0 € X* es de la forma:

W 0z, .00, lp,,8) = {w‘e.\"l i,,x‘|<sj=l,...,n}
= o e X'llo'nl <=L n)

y en adelante serd denotado por W* (0;2y,...,zn,€).

Sea (zj) C X* una red, entonces por el teorema 2.1.2 se sigue que
w‘-‘l‘iexgz; = 1z si y s6lo si }nerg izZy = i,2p para todo x € X si y sélo si
llller})l zyr = oz para todo x € X. '

Con la definicién de la topologia débil* a la mano, damos otro ejemplo
de un conjunto que es cerrado y acotado pero no w-compacto.

By, o es w-compacto.

Dado que I, = cj isométricamente, entonces B, = Bs. Si By, fuera w-
compacto, las topologfas débil y débil* deben coincidir en B,,. (Esto ltimo
se sigue del hecho de que topologfas de Hausdorff compactas comparables
son iguales).

Consideremos la sucesién (e,) C I} = ¢},

Si A € ¢o entonces lim (A, €q) = Jim Ay = 0. Asf (en) C cf es w*-nula.
Asf pues, si By, fuera w-compacto entonces (e,) es w-nula, i.e ,.ll.'ﬁ, z'e, =0
para todo r* € ¢f® = l«.

Sea ¥ = (1,1,...) € ly, entonces, fim {en, ¥} = 1; lo que es una con-
tradiccion,
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Teorema 2.3.1 (Goldstine, 1938) Sea X un espacio vectorial nor-
mado, entonces By e¢s uw'-denso en DBy... En consecuencia .\ es
w*-denso en X*.

Prueba.

Sea z** € X*"\BY'.

Dado que BY ¢s un conjunto convexo w'-cerrado y 2** ¢ BY', se sigue
del teorema 2.2.1 gue existe i € 1(X*) = (X", w*)" tal que

« = sup {iry“ly" £ B'{‘} <iprtt =ttt
Por otro lado,

" sup {i;y"*|y"* € By}

sup {iz- (iz) liz € Bx}
sup {z°z|z € Bx} = ||=*||

AV

Por tanto, |||l < a < ||1“||_|L_|| y asf [lz**f > 1.

Hemos probado que By.. C BY'. Asi, By.. C B"' ¢ X% lo cua) implica
que X** = X',

Otro mlpormnte y util resultado ademds de) teorema de Goldstine, (de
hecho, es la caracteristica més notable de la topologia débil*) os el siguiente:

Teorema 2.3.2 (Banach-Alaoglu,1940) Sea X un espacio vectorial nor-
mado. Entonces By. es w'-compacto. En consecuencia, subcon-
juntos acotados w'-cerrados son w*-compactos,

Prueba.

Siz* e Bx. entonces |z°z| < 1 para todoz € Byx.Sea D = {A||A| < 1}.
Entonces z°* : By — D para todo z* € By..

Por tanto, podemos identificar cada mieinbro de By. con un punto en el
espacio producto D",

Del Teorema de Tychonoff se sigue que DX es un conjunto compacto
respecto a la Lopologfa producto,

Si fo € DP%, entonces una vecindad hisica de fy en la topologia producm
de D e de la forma:

v (fO)wh e 'v"-'m“:)

(e Do|1f (@) - o (@)l << i=1,...,n)
Pt (B (o i) |
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By. visto como un subconjunto de DX tiene una topologia, a saber. la
inducida por la topologia producto en DBx (de la convergencia puntual). En-
tonces un conjunto abierto en By. respecto a esta topologia tiene la siguiente
forma:

V(fo,l‘n---,wmf)ﬂBx' = {fEB,\"“f(xi)“fO(Ti)I<5i=1,--')"}

Sin embargo, By como subconjunto de X* hereda la topologfa débil* la
cual claramente coincide con la anterior.

Es suficiente probar entonces que By. es cerrado en DBx,

Sea (z) C By. una red tal que li&nz-; = f en D¥¥, o cual implica que
li;nm“,x = f () para todo z € By.

Sixy, 22 € By y ag,a0 € K son tal que oz + agxg € By entonces

]

[ logz + ayry) li';n Ty (ayr + agiy)

liJn mzyr) + li(}llﬂg:ﬂ;l‘g
o f (21) + 09 f (22)

Se sigue que f es la restriccion a By de un funcional 2’ definido en X,
Ademds por la continuidad del valor absoluto tenemos:

|f ()] = 'Iima::,zl = Iim|x,}z| <1 para todo x € By

entonces ' € By.. Esto termina la primera parte.

Sea F C X* un conjunto acotado w*-cerrado. Entonces existe ) >0
tal que F C ABy.. Dado que (.X*,w") es un espacio vectorial topoldgico la
funcién Tha = Az es un w'-homeomorfismo (X > 0). Se sigue entonces que
ABy. es un conjunto w*-compacto para todo A > 0. Por hipétesis F C ABy.
es w*-cerrado, por tanto es w*-compacto. B

En seguida probaremos un resultado que nos relaciona topoldgicamente
a los espacios (.X,w) e (i (X),w*).

Lema 2.3.1 i: (X, w) = (i(X),w') es un homeomorfismo.
Prueba.,
Seazge Xy W =W (0ai,...,2},¢) una w-vecindad de 7y. Entonees,
(W) {iz| |2tz - xx0|<Ei-l, coon}
= W (lxov'l/p vey m )ﬂ‘( )

¢s una w*-vecindad de ¢z, en i(X). Por tanto,i es una funcidn abierta.
Andlogamente se prucha que i es wna funcion continua. @
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Definicion 2.3.1 Un espacio de Banach X es reflezivo si y sdlo si
4\' = ‘\..’.

Es claro que X = X** si y sdlo si By = By.s.
Presentamos ahora ¢l primer resultado que usa el teorema anterior.

Teorema 2.3.3 Sea X' un espacio de Banach.X es reflezivo ai y
adlo ai By es w-compacto.

Prueba.

Necesidad. _

Dado que X = X** entonces i : (X, w) — (X**,w*) es un homeomor-
fismo. Dado que i es una isometrfa se tiene: i~! (By..) = By. Por el teorema
de Banach-Alaoglu, Bx.. es w*-compacto y asf By es w-compacto.

Suficiencia.

Del hecho de que By es w-compacto se sigue que, i(By) C By« es
w*-compacto, en particular w*-cerrado. Asf, por el teorema de Goldstine
(Teorema 23.1) Bx.. = BY' =Bx. B

Corolario 2.3.1 Sea | < p < 0o fijo, entonces Be,(,) es w-compacto.

A continnacion presentamos otro resultado cn el que se aplica el teorema
de Banach-Alaoglu,

Teorema 2.3.4 Sean X,Y espacios de Banach con X reflezivo. Si
T es un operador lineal continuo de X sobre Y entonces Y es
reflezivo.

Prueba.

Dado que X es reflexivo entonces By es w-compacto. ComoT: X = Y
es continuo por el teorema de la funcién abierta se sigue que existe § > 0 tal
que:

§B% C TB} C TBy

Por el teorema 224 7 : X — Y es w-w continuo, por tanto TBy es
w-compacto. Asf, 4B es w-compacto, pero:

8B =3By = 6By

Asi, 4By es w-compacto y por tanto By es w-compacto.
Concluimos que Y es reflexivo. @
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2.3.1 Operadores Compactos. Teorema de Schauder.

Sean X, Y espacivs de Banach.

Sea T : X — Y un operador lineal acotado. Definimos el operador
T :Y* = X* dado por: T*y* = T

T* es llamado ¢l operador adjunto de T y las siguientes son algunas de
sus propiedades:

i) T* es un operador lineal acotado y [T = ||T)|.

ii) T es un operador compacto si y solo si T* es un operador compacto.

iii) Si 7 es w*-||:|| continuo entonces T' es compacto,

iv) T es un operador compacto si y s6lo si T* es w*-||-]| continuo en By..

Prueba.

i) Claramente, T'* es un operador lineal bien definido.

Ahora,

sup [{T*y*) ()| sup |y* (Tz)|
z€ By €D

o7l sup 121 = i

IA

implica que [[T*y*[| < [T}l ly*)] para todo y* € ¥, por tanto ||T*)| < ||T.
Por otro lado,

ITz]

]

sup |y* (Tz)|
Yy Chy.

S [(7y) (@)
Il sup [Tyl =)} | *

]

IA

para todo z € X, por tanto

i < 7

i)

Necesidad.

Por ser T' compacto, entonces TBy C Y es compacto. En particular TBy
es un conjunto acotado, por lo que existe M > 0 tal que ||y|| < M para todo
yeTBy.

Sea (yn) C By. una sucesién.

Sean 1,43 € Y, entonces |yiy — yaval < |y - y2i| para todo n € N, por
tanto {ya} C By es una familia equicontinua en Y,
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Notamos que {y,‘,|T—B;-} cC (T'F\r) es una familia equicontinua y acotada
(luayl < llyll < M para todo y € TBy).

Por el teorema de Arzela-Ascdli el conjunto {y,‘,lm} ccC (m) s
relativamente compacto, por lo que existe una subsucesion (y,',‘.|ﬁx-) que es

convergente en C (7'17 x) .
Asf,
||T‘y,‘,‘ “T'wy) = o Tihz - ’I“y,‘”zl
= sup |3, (Tz) - 3, (T2)|
T€Bx
< fvm - y"‘ll'ﬂ}?

Se sigue que (T‘y,‘,..) C X* es una sucesién de Cauchy y por tanto con-
verge. ‘

Por tanto T* es un operador compacto (Teorema 1.4.1).

Suficiencia.

Si T es compacto por la primera parte se sigue que T** : X** ~» Y** o8
un operador compacto. Entonces T** (Bx..) es relativamente compacto, en
particular es totalmente acotado.

Sii: X - X**,j:Y - Y* son las funciones canénicas entonces,

it (') = o' (Tz) = (T*y") (2) = iz (T°y") = (T"4:) (")

es decir, jr; = T**i;. Por tanto j (T Byx) C T** Byx.. y asi j (T'Byx) es total-
mente acotado.

Por tanto T'By es totalmente acotado. Dado que Y es un espacio de
Banach y TBx C Y se sigue que TBx es compacto. T' es compacto.

iii) Por el teorema de Banach-Alaoglu By. es w*-compacto, usando la
hipétesis se sigue que T*By. es compacto. Por tanto, T* es un operador
compacto y por el iuciso anterior se sigue que T’ es compacto.

iv)

Necesidad. _

Sabemos que By. es w*-compacto. Consideramos a By. con la topologia
que hereda de (Y*,v").

Sea y3 € By. arbitrarioy € > 0 dado.

Por hipitesis TBy es compacto. Entonces existen yy,..., ¥ € Y tal que
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TByc |J (y.~ + fay)
i=1 3
Sea

W = By.0W (s tm§)
= {!IteBy-H!/'y.'—yﬁy.'l<§i=l,...,n}

entonces W es una w*-vecindad de y} en By..
Tomemos y* € W. Si z € By entonces Tt = y; + §2, para algin
i=1,...,ny para algin z € By.
Entonces,
(T*y*)z ~ (T*y5) | = |y (Tz) -1 (T)]
vy ~ vowil + §ly'al + § lvp2]
£

AIA TN

Por tanto ||T*y* — T*y3|| < € para todo y* € W, ie. T*p,. €8 w'-||:||
continuo en 3.
Suficiencia. Ver inciso anterior. @
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CAPITULO 3

El teorema de
Eberlein-Smulian.

Es un hecho conocido que en espacios métricos, los conceptos de compaeidad
y compacidad por sucesiones son equivalentes. Asi, en espacios vectoriales
normados dichos términos son equivalentes tambien. La pregunta es,;Si X
s un espacio vectorial normado, qué ocurre con las topologias débil y débil*
de X y X* respectivamente?

Se mostro que i X es un espacio vectorial normado de dimension infinita
entonces (X, w) no es metrizable (Teorema 2.2.3). Sin embargo, el importante
teorema de Eberlein-Smulian afirma que todo subconjunto de un espacio de
Banach es w-compacto si y 86lo si es w-compacto por sucesiones.

Respecto a 1a Lopologia débil* tenemos lo siguiente: si X es un espacio
de Banach y K C X* es w*-compacto por sucesiones entonces K°° es w'-
compacto. Con un ejemplo mostraremos que el inverso no es verdadero en
general. o

3.1 Compacidad y compacidad por sucesiones
en (X,w)

En esta seccion consideraremos a X un espacio de Banach.

Lema 3.1.1 A C X es w-relativamente compacto si y sdlo si es acotado y
(A ci(X). ’

47
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Prueba.

Necesidad.

Si A¥ es w-compacto, entonces A% es acotado (Teorema 2.2.5). Se sigue
que A ¢s acotado.

Dado que 7 : (X,w) — (i(X),w*) es un homeomorfismo (lema 2.3.1),
entonces

(A =i (A%) ci(X)

Suficiencia :

Si A es acotado, entonces i(A) es acotado. Asf, existe M > 0 tal que
i (A) C MBjy... Por ¢l teorema de Banach-Alaoglu MBy.. es w*-compacto,
entonces i(A)* C MBY.. = MBx.. implica que i(4)* = l(F) es
w*-compacto. Entonces A¥ es w-compacto (lema 2.3.1). @

Lema 3.1.2 Si A C X es w-compacto por sucesiones enlonces es un con-
junto acotado.

Prueba.

Si z*A C K es un conjunto acotado para cada z° € X°, entonces A es
w-acotado y por tanto acotado. Asi pues, basta probar que A es w-acotado.
Supongamos que no y sea z§ € X* tal que z3A C K no es acotado, entonces
existe (2,) C A tal que |23z, > n para cada n € N.

Por hipétesis existe z€ Ay (x,.,) una subsucesién de  (z,) tal que
T = w-li;nz,.,, en particular 13z = Ii’m 23Zq;. Lo cual contradice |zjz,| > n
paracadane N. @

Teorema 3.1.1 (Eberlein-Smulian, 1947-1940) A C X es w-velativamente
compacto i y sdlo si es w-relativamente compacto por sucesiones.
En particular,A C X es w-compacto si y sdlo si es w-compacto por
sucesiones.

Prueba.

Necesidad.

Sea (zn) C A una sucesion fija, sin perdida de generalidad se puede
suponer que T, # I, i n #m.

Sea V = (zy,rs,...). Claramente V C X es un subespacio separable,
entonces existe (vy) denso en V. Por el teorema de  Hahn-Banach existe
(z3,) C By. tal que z}v, = ||vn]| para todo n € N.
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Sea z € V. Afirmamos que si 23z = 0, para todon € N, entonces x =0,

‘Tomemos ¢ > 0 arbitrario. Dado que (v,) es denso en V/, existe 11g € N
tal que [lz — v, || < 5.

Por otro lado,

€
l[nall = 224Uno = T2 < I = tnell < 5

Por tamo, ||| < |jz = || + Jona]] < .

Dado que ¢ > 0 fue arbitrario entonces z = 0.

Por hipétesis A cs w-compactn, entonces 4% es acotado (Teorema 2.2.5),
se signe que A es acotado. Entonces |zjz| < ||z|] £ M para todo n € N,
donde M > 0 es una constante fija.

Usando un argumento estandar de diagonalizacion encontramos una sub-
sucesion (z,. ,.) de (zn) tal que li}m IpTyn; existe para cada n € N.

Dado que A% es w-compacto entonces el conjunto {z,. )} C A tiene al

menos un w- punto de acumulacién. Sea y' € AY un u-punto de acumulacién
de {J,,)} yasf ony = limz nZn, para todon € N,

Siendo V un subespacno cerrado, entonces V es w-cerrado, se sigue que
yev.

Si y; es otro w-punto de acumulacidn, entonces zhy;, = Ii}nz;z,,, =zny,
para todo n € N, De la primera parte de 1a demostracion tenemnos que yy = y'.

Resta probar que w-li}mz,., = y'. Pero si para algin z§ € X* y una sub-
sucesién  (ipj, ), tenemos que li:n THtnj, = O # T3y, entonces existe un
w-punto de acumulacion de {zn;, }, que es tainbién un w-punto de acumu-
lacion de {z,.j} diferente de y. Una contradiccién,

Suficiencia.

Supongamos que A no es w-compacto. A partir de lo anterior exhibire-
mos una sucesion (z,) C A sin alguna subsucesién que sea w-convergente.
De donde se sigue el resultado.

Por hipétesis AY es w-compacto por sucesiones, entonces por el lema
3.1.2 A es acotado. Entonces por ¢l lema 3.1.1 existe F' € X**\i (X ) tal que
Fe z(A)

Sea f = d (F,i(X)) > 0. (Si0 =0 entonces F € 1(X) = |()£)).

Supongamos por el momento la existencia de una sucesién

(zn, ) C A x BXO
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tal que;
i) Fzy >30n=1,..
ii) {z} :l:,| < 10 si j <n
iii) 7px; > 3 0sn;>n
Afirmamos que la sucesién (z,) no tiene una subsucesién w-convergente,
Supongamos que existe una subsucesién (1:,.,) de (z,) y z € X tal que
= w-li)m:r,,,,, es decir 2°z = IiJm 'z, para todo 2° € X*.

Entonces existenay > 0k = 1,...,m con 2 ap = 1 tales que
i=]

) < 7:9 (Corolario 2.2.1).

Sea P = Jnax {n;, }.entonces si n > P se sigue de ii) que

m
2 (v )| <
k=1

Asi, si n > P tenemos que,

m m
i — I (h}-:l a.z,.,,) +z (Ex au:,.,.)
< tit=t

<303 0= Lo
1=

leaz| =

De iii) se sigue que 26 < Imu nin; = Ipx para todo n € .V, lo cual

contradice lo anterior.
Resta probar entonces la existencia de una sucesién (z,, z; ), C Ax By.

que satisfaga i), ii) y iii).
La prueba se hard por induccion.
Dado que,

O<|F-i(0)) = |Fl| = sup |Fz|
Z'GBx-
entonces existe 7} € By. tal que Fz} > 3.
Como F € i(A)* entonces W* (F;x},¢)Ni (A) # @ para todo e > 0.

Sea ¢ = Fx} - 30, por lo anterior existe 71 € A tal que

> L] AW L[] L} . 3
lina} - Fzi| = |tjz) - Fx}| < Fx{ - 10
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De donde se sigue que xi1) > %0
" . . .y
Supongamos que tenemos (z,,z;)j_" C A x By. satisfaciendo i), ii) y
iii).
Por ¢} teoremna de Hohn-Banach existe ¢ € By... tal que p (i (X)) =0y

p(F)=0. —
De acuerdo al teorema de Goldstine BY. = Bx..., entonces

W (G ) %0) N Bx- #0

Asl, existe z;,,; € By. tal que

o (i) = s, i)

parap=1,...,ny ademas

. . _
zfp (zn+l)| -

. 1
Zhn (3)] < 30

o (F) = sy, (F)| = o (F) = Fzp| = |p - Fap | < %o

Donde j : X* — X** es el encaje canénico y usamos el hecho de que
p(i(X)) =0.

La primera de las desigualdades anteriores implica que z;,,, satisface ii).
De |a segunda se sigue que Fz),,, > 30, que corresponde a i).

ne

Seae = min {Fz; - %0} >0

1<i<n+
Usando nuevamente el hecho de que F* € i (A)*", entonces

W* (Fiat, . o) (i (A) #0
Asf existe zp41 € A tal que
Fo} iy, 3| = |Fz} —sjgan| <ei=1,...,n+1
Entonces,
3, 3 . . PE :
Z0= ZO"'FZ'- +in < —E+l'z‘ <Z‘.1:,.+| 1= l,..',ﬂ+l
Por tanto z,,, satisface iii). @

Proposicién 3.1,1 Si K C X es compacto por sucesiones, entonces es
w-compacto por sucesiones; el reciproco no es cierto en general.



52 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE EBERLEIN-SMULIAN.

Prueba.

Sea (z,,) C K, entonces existe una subsucesion (r,;) de (z,) y = € X tal
que z = li'mJ;,.,. Eu particular »*r = li.my;'a:,,‘ para todo z* € X*, lo cual
implica que z = w-li‘m:r,.‘.

Para la segunda parte, consideramos un espacio de Banach reflexivo X de
dimenslén infinita, Dado que X = X** entonces By es w-compacto (Teorema
2.3.3) por tanto By es u-compacto por sucesiones, sin embargo By no es
compacto {corolario 1.3.1), por 1o que no es compacto por sucesiones. @

Proposicién 3.1.3 Ses K C X compacto por sucesiones y ses (zn) C K tal
que w-li;nx,. =1, entonces li'l'nr,. =T,

Prueba.Supougamos que la sucesion (z,) no converge a z, entonces existe
€9 > 0 y una subsucesién (z,,) de (r,) tal que

|z - z,,]] > €0 para todoi € N. (3.1.1)

Por ser KC compacto por sucesiones, existe una subsucesion (:r,. h.) de (zn,)
y y € K tal que li:n:r,.“ =y,

En particular w-li{nz,.“ = y. Pero por hipétesis w-li'l‘n:r,. = I, entonces
rr = r'y para todo r* € X* lo cual implica que' z = y. Entonces
Ii*m Tn;, =T, que contradice 3.1.1. 8

En espacios de Hilbert tenemos el siguiente resultado:

Si H es un espacio de Hilbert y I C X es un conjunto convexo cerrado,
entonces K contiene un elemento de norma minima.

Recordamos que la prueba de este resultado se basa fuertemente en la
identidad del paralelogramo, y que dicho teorema es muy importante ya
que con el se prueba la existencia de proyecciones ortogonales, que son la
base de la teorfa en espacios de Hilbert. Pues bien, tenemos un resultado
completamente andlogo en espacios de Banach reflexivos. A saber,

Teorema 3.1.2 Sea X un espacio de Banach reflezivo y K C X un
conjunto convezo cerrado entonces KC contiene un elemento de
norma minima.

Prueba.
Sea d = inf (||| |z € K} .Sea (z,) C K tal que lim |jza]| = d, entonces

existe M > 0 tal que (z,) C M By.
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Por hipotesis X = X**, entonces By es w-compacto y por Lanto
w-compacto por sucesiones. Asi, existe una subsucesion (z,,) de (z,) y
z € M By tal que w-li'mr"'. =1z,

K es convexo y cerrado, entonces K = K¥ (Teorema 2.2.2),lo cual implica
que z € K y por tanto d < ||z}

Por otro lado,

llall < T || < d

(Para la ultima desigualdad ver {Ba;pag. 243]). 8

3.2 Compacidad y compacidad por sucesiones
en (X*,w*).

El objetivo de esta seccion es responder la pregunta, ;Son equivalentes los
conceptos de compacidad y compacidad por sucesiones respecto a la topologfa
débil*?,

El siguiente teorema responde parcialmente,

Teorema 3.2.1 Sea X un espacio de Banach. i K C X* es w'-
compacto por sucesiones entonces K*' es w'-compacto.

Prueba.

Si KC X* es acotado, entonces existe M > 0 tal que KC MBy.. Por
el teorema de Banach-Alaogly By. es w*-compacto y por tanto M By. es
w*-compacto.

Dado que K% ¢ MBY. =M By. (recordar que (X*,w*) es Hausdorff),
se sigue que K% es w*-compacto.

Resta probar entonces que XC X* es acotado.

Si K no es acotado, entonces existe (z;,) C K tal que ||z.(| > n para todo
neN.,

Por hipdtesis existe una subsucesién (z;,i) de (z3) y z* € X* tal que
w‘-li‘ma:;‘ = z°, es decir, Ii'_ma:;‘x =g*zc para todo z € X.

De esto dltimo se sigue que sup |a',‘,.x| < oo para cada £ € X. Por el
ieN

teorema de Banach-Steinhaus, existe M; > 0 tal que sup a:,',‘." < M. Una
€N

contradiccion. @
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El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del teorema anterior no es
verdadero en general.

Ejemplo.

Sea X = ly. Entonces X es un espacio de Banach y por el teorema de
Banach-Alaoglu Bx. es w'-compacto.

Probaremos que By. no es w*-compacto por sucesiones.

Definimos p, : X = K n=1,... como sigue:

Pn (2) = 2n

Claramente, p, es un funcional lineal para todon € N,
Por otro lado,

|pn (z)| = |za| < sup|en] = ]|2(|4
neN

para todo z € X, implica que ||pa|| < 1, entonces (pn) C Bx..

Sea z = (,1,...), entonces |py (z)] = | = ||z|,, para todo n € N, por
tanto "')"" = 1.

Supongamos que (py) tiene una subsucesién (py, ) w*-convergente, es decir
existe g € By. tal que w‘-li.m Pn; = ¢; lo cual implica que Ii'mp..‘ (z) =q(z)
para todo z € X,

Definimos £ € X de la siguiente manera:

zj={ 0 j¢{n}

-0 i=m

Asf, Pn; () = 2o, = (~1)', entonces (pn, (z)) D0 es una sucesién conver-
gente. Una contradiccion.

De todo lo anterior se sigue que (p,) C By, es una sucesién que no
admite subsucesiones w*-convergentes. Entonces Hy. no es w'-compacto
por sucesiones. Esto termina el ejemplo. @

Hay un caso especial en el que ambos conceptos son equivalentes, a saber,
cuando X es un espacio de Banach separable, lo que no fue el caso en el
ejemplo anterior.

Antes de probar lo anterior, enunciamos un teorema que seri de utilidad
y es de interés independiente:

Teorema 3.2.2 8i (X,7) es un espacio topoldgico compacto y o
alguna sucesidén (f,) de funciones continuas con valores resles
separa puntos en X, entonces es metrizable.




3.2. COMPACIDAD Y COMPACIDAD POR SUCESIONESEN (X*,W*).55

Ver [Ru2;pag. 63}

Teorema 3.2.3 Sea X' un espacio de Banach separable. Si K C X*
es w'-compacto, entonces K cs metrizable en la v’ -topologia.

Prueba.
Sea {zn} un conjunto denso numerable en X.
Definimos f, : X* = R n=1,... como sigue:

[ (") =2z, = i; 7* para todo 2* € X*

Por la definicion de la topologfa débil*, cada funcion f, es w*-continua,

Si fu(z}) = fa(z}) para todo n € N, entonces z}z, = rjz, para todo
n € N. Dado que z},z} son funciones continuas en X y coinciden en un
conjunto denso se sigue que r} = z3. Se concluye que (f,) es una sucesién
de funciones w*-continuas que separa puntos en X°,

Entonces aplicamos el teorema precedente al espacio topoldgico compacto
(K,w').®@
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CAPITULO 4

El teorema de Orlicz-Pettis

E{ presente capitulo es una breve introduccion a la teorfa de la integral de
Bochner, que trata acerca de la Integracién de funciones vectoriales. Usa-
remos dicha teorfa para obtener ¢l teorema de Orlicz-Pettis y también se
aplicard a un ejemplo.

4.1 La integral de Bochner.

Sea (€2, ¥, ) un espacio de probabilidad completoy X uh espacio de Banach.

Definicidn 4.1.1 Una funcidn f : Q@ — X es llamada simple, si ezisten
n

Ey.. .E,e L conENEj=0yQ= _UlE‘; y veclores 1),...,2n € X tal
=

que

f(w) =Y x&, (w) ; para todow € 0
i=1

donde xg denota la funcién caracterfstica del conjunto E C X. Tales fun-
ciones son consideradas medibles.

Definicidn 4.1.2 Cualquier funcidn [ : Q@ — X que es limite (c.d. rclativo
a ps) de una sucesidn de funciones simples es llumada y-medible.

Definicién 4.1.3 Una funcidn f: Q - X es débdmente p-medible, si
1*f es p-medible para cada 2* € X°.

57
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Definicion 4.1.4 Decimos que la funcidn [ :Q — X es y-esencialmente
separablemente valuada (p-esv) si eziste E € ¥ con pu(E) = 0, tal que
S (Q\E) es separable.

El siguiente es un resultado importante que caracteriza a las funciones
p-medibles.

Teorema 4.1.1 (de medibilidad de Pettis, 1938). Una funcidn f:Q — X
es ;i-medible si y sdlo si [ es débilmente u-medible y p-esv.

Prueha.

Necesidad

Como f es pi-medible entonces existe una sucesion (f,) de funciones sim-
ples tal que Iign fi=fcd

Se sigue que z* f = Ii'{nz‘f,. c.d. para cada z* € X' y por tanto z* f es
medible para cada z* € X*.

Sea R, = f, ({?) para todon € N, entonces R = nU| R, e un subconjunto

numerable de X. Asf, R es separable.

Tomemos N C Qtal que p(N) = 0y lim f, (w) # f (w), w € N entonces
afirmamos que f (Q\W) c R.

En efecto, si w € Q\N entonces lim f (w) = f(w)y como fo(w)eR
para todo n € N, se sigue que f (w) € R.

Suficiencia

Supongamos que f: 2 — X es débilmente p-medible y que existe £ € ¥
tal que p(E) = 0y f(Q\E) C X es separable. Sea {z,} un subcon-
junto denso numerable de  f (2\E). Por el teorema de Hahn-Banach, existe
(z8) C Sx- tal que 25z, = ||za]].

Sea w € M\E. Afirmamos que ||f (w)]| = sup |z, (f (w))] .

Sea ¢ > 0 arbitrario, entonces existe z, tal que ||f () — za|| < §. Asi,

i (f ()l = Zhzal < I () = zall < 5 (L)

Por otro lado,

£
S (o)l = Nzalll < IS (w) = 2all < 5 (4.1.2)
De 4.1.1 y 4.1.2 se sigue que ,
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1 (o)l < a5 < i (f )]+ ¢

Por tauto, | f (w)]] < ¢+ suplap (f (w))] . Se sigue que
n

1 )l < sup e (F ()]

Ademds, sup e (f ()] < sup |8l 1F o)l = || f (w)]] 1o que implica Ja
n n

hi
afirmacion.

Por hipétesis z*f es p-medible para cada 2* € X*, por lo hecho ante-
riorinente se sigie que ||f (-)f] es p-medible.  Andlogamente se prucha que
f (o) = anl es p-medible,

Sea € > 0 dado. Definimos E, = {w € Q| || f (w) - 2] < €} .

Recordamos que la funcién ||f (-) - 24|| ¢s p-medible y por tanto cada
ky €3,

Definimos g 2 — X de la siguiente manera:

n-1
r, si weE\ U E
g(w)= a0’ ™!
0 si w¢ ngl E,

Es claro que || f (w) — g (w)]| < ¢ para cualquier w fuera de E' y de U E,.

Hemos mostrado que dado ¢ > 0, existe una funcion g numerablemente
valuada y un conjunto g-nulo N, tal que ¢ alcanza valores distintos en con-
juntos disjuntos de Y y tal que [|f (w) — g(w)|] < e si we N\N,. @

Definicion 4.1.8 De la integral de Bochner de una funcidn vector valuada. .

Si f: Q- X ossimple, f{w) = )'_",l Y&, (w) x;, entouces para cnalquicr
=
E € Y definimos

[ fin=Y.nEnE)s,
E i=l

Lu particular.
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i

' f:l IL(E n E") X
li=

% w(ENE) i

Al dp
E

"I fdu
E

IN

Una funcion g-medible £ : @ = X s Hamada Bochner integrable, si
existe una sucesion (f,) de funciones simples tal gque:

i 114 () = £ (o)l s () =0
fl

Del hecho de que,

"5"" - fm)dﬂ"
1o = Fnl
‘};"fn - fm" du
T~ i+ [~ fldp =0

cuando n, m ~» 00

[ fndp ~ [fmdl‘
F E

IAIA A

Se sigue que | [ f,.du) es una sucesion de Cauchy en X para cada -
E

E € ¥, entonces definimos

b/fdu = Ii'{nE/ fud

Lema 4.1.1 Si f es Bochner integrable, entonces l < SWf\ldp pura
. E

cada E€Y.

[ fdu
E

Prueba.

Para funciones simples ya se probé el resultado.

Si f es Bochner integrable,entonces existe una sucesion (f,) de funciones
simples tal que li'!n {j)' lfa = flldps = 0,en particular
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SN -0 [1f - iy

Q ]
lo que implica que: li'{nf”f,,;‘, diw=[|fll dp.
E E

Asi,

it

lim "ffn(lﬂ,
lnuHIfun dp
H|f|| dp

0

tr.

i

Lema 4.1.2 Sean X, Y espacins de Banach, f:8) -+ X una funcidn Bochner
integrable. Si'T 2 X = Y es un operudor lincal continuo entonces

Q'Zfrl;t=b[1'ffl;z Eey

Prueba.
Si f es una funcién simple f (w) = S‘ axg, (w) el resultado es claro,

Por ser f una funcién Bochner int. egmblu existe una sucesion (fn) de
funciones simples tal que [ fdu = lim T hde y II'llll TS = Filldu = 0 para
E E E

todo E € ¥..
Asi,

T fdu:lilln'l' fudp=lim [ T f.du
[rin=terr [ sn=te]

Ademas,

l]] 1f- If,.)(l/ll
”|1f Tf.lldp
||1 ||‘./l If = fall "> 0

u]"]'f:lu - Tf,,(l/l"
[ £

IN

A

Por tanto [T fdp = Ii’mf Thdp=T[fdu 8
r bk I
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Teorema 4.1.2 (Caracterizacion de Bochner de las funciones integrables,
1932). Una funcién ji-medible es Bochner integrable siy adlo

i ‘j!'||f|| dp < 00,

Prueba.

Necesidad

Dado que f es Bochner integrable entonces existe una funcion simple g
tal que (f) If ~glldp < L.

Asf,
Jushdn < fus - gldu+ [liglldu < oo
1] Y] l

Suficiencia
Como f es pu-medible, se sigue que [ f|| es p-medible con [ || f|f du < oo.
f

Sea (f,) una sucesién de funciones medibles numerablemente valuadas tal
que |f— fill < L cd (Para la existencia de dicha sucesion, ver la prueba
de la suficiencia en el teorema anterior).

Del hecho de que | f (w)]| < || £ (w)]}+3 c.d., se sigue que ‘{ | fal} dis < o0.

Para cada n, escribimos a f, en forma candnica
a0

fa(w) = Z XEn,m (w) Inm
m=|

donde By ;N E,;=0sii#jy G‘ Enn=0 Eam €L, Zym € X.
m=

Dado que‘flllfull dp < ooy p(@) = ¥ u(Esm) =1 paracadan €N,
entonces escogemos p, tan grande como para que

1
<
U Enm

mzpn-+i

Pn
Sea g = 3 X&y. (W) Tnm,entonces
m=}

‘j;”f - gn" d”’

<
<

f”f - fu” dp+ [ "fu - gn“ dl‘
(i 1]
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Por tanto, f es Bochner integrable. @

Segiin se puede apreciar, la caracterizacién de Bochner de las funciones
Bochner integrables, reduce gran parte del desarrollo al correspondiente al
de la integral de Lehesgue.

Corolario 4.1.1 (Teorema de la convergencia dominada)

Si fu: Q> X, n=1,... son Bochner integrables, f = lm fo ed y
Gl € 9() ed., donde g € L, (), entonces f es Bochner integrable y
li'{n{{ If-flldu=0y li’{ngf,,du = {_fdu para todo E €Y,

Prueba.

Dado que f = lim fn cd., se sigue que z*f = li'{nz‘f,. c.d. para cada
z* € X°*, entonces f es débilmente medible.

Sea E € T tal que p(E) =0y f(uv) #limfy (w) siw € E.

Para cada n, existe E, € Y. tal que p(E,) =0y f,(QE,) C X es
separable.

Sea A = Eupl E,, entonces ;1(4) =0 y

O\ € Q fo (\En)

Pero GI fu (Q\E,.) es separable, entonces f (?\A) tambien es separable.

De todo lo anterior se sigue que f es y-medible.(Teorema 4.1.1).
Dado que f () = lim f, () c.d., entonces || f (w)|| = lim|| fu (w)|| c.d.

Dado que |[f, (w)]| £ g(w) c.d. y por la hipétesis g € L, (1), se tiene:
{ [| £l dis < 00, de donde se sigue que f es Bochner integrable.
)

Por otro lado, || f (w) = fa (w)[| < || f (w)il + | fa (w)]| < 29 (w) cd.
Por ¢l teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemas

tim [1f - fald = [lgallf - folldp =0
Q 1
Por otro lado,

'/Nu—/h@
E E

implica que ",'1" [fadpp= [ fdpparatodo E€ Y. 0
E E

< [ = falldus [If - fllaw
E ]



64 CAPITULO 4. EL TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS

Lema 4.1.3 S5i f:Q — X cs Bochner integrable, entonces { [ fdu|E € Z}
E

es un subconjunto relativamente compacto de \X.

Prueba.
Supongamos que f es una funcién simple,

f(n.‘) = i: Xl‘]. (Hl).’lf"
i=1

entonees [ fdu = il[l(EﬂEi).’L‘i €(zy,...,2n) paracada E€ Y.
E i

Dudo que

{fdu < fiflldps < ‘{Hflld;t_n: 0o para cada E € ¥, se
; E

sigue que { [ fdu|E € Y} es un subconjunto acotado del subespacio vectorial

de dimensién finita (z,...,z,), entonces dicho conjunto es relativamente
compacto (Teorema 1.3.1).

Sca ahora f : €} — X una funcion Bochner integrable arbitraria, entonces
existe una funcién simple g: Q — X tal que

€
s -gldn <

Q1

Se sigue entonces que,

"g (/- y)du“
11~ gl
s~ sl < 3

J fdu~-J ydlt"
E

E

IA A

paracada E€ Y.
Seac > 0.

Dado Qlle A={fgdulE € E} cs relativamente compacto, entonces cs
E

totalmente acotado, Se sigue que existen zy,...,1, € X tal que

n €
AC L:le (.’l‘.' + EB\)
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Tomemos E € ¥, entonces existe z, tal que ‘f gdp - zif) < 5.
i
Entonces,
[fdp—zi| = |[fdp—[gdu+ [gdp -z
E E E E
< UM fdpu— [gdn +"fgdu-—m,- <e
E E E

Lo anterior muestra que el conjunto C = { Jfdp\E € E} es totalmente
E

acotado, de hecho C C U (xi +eBx). Dado que X es un espacio métrico
completo, se concluye quc, dlcho eonjunto es relativamente compacto. @

4.2 El teorema de Orlicz-Pettis

Definicién 4.2.1 Sea ¥z, una serie tal que 2, € X para todo n € N.
n
Si (za,) es una subsucesion de (z,), entonces decimos que ¥z, s una
n

n
subserie de la serie dada. Si ademds, Ii'x‘n 3. zy; eziste entonces decimos
J=1

que Y. 1y, es una subserie convergente. Andlogamente se define una
n
subserie w-convergente.

Es claro que si una serie 3 x,, es w-convergente, entonces w-li'{nz,. =0,
n

Teorema 4.2.1 (Orlicz-Pettis, 1929-1938) Sea Y. r, una serie. Si cada
n

subserie de la serie ¥ 2, es w-convergente, entonces cada subserie
n
es convergente.

Prueba.
La prueba se hard para espacios vectoriales reales, no hay dificuitad al-
guna para hacerlo en espacios vectoriales complejos.

m
Supongamos que el resultado no se da, entonces existe una subserie 3 z,;
j=1

n
tal que (E zk,.) no es una sucesion de Cauchy en X.
J=

i
i
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Por tanto, existe ¢ > 0 tal que si I’ es un entero dado, entonces existen
Iy > jy > P tal que

Iy
Z T

i=jy

>E

Repitiendo el proceso, se sigue que existen Iy > j > 1y tal que

7]
PIES

i=ja

>

De esta manera construimos ui par de sucesiones de enteros positivos

ln
(Fn), (In); satisfaciendo jy < [y < ju<lhh < ... ¥ " Y z‘,‘.“ >

La serie ¥y, donde y,, = ): Zy,, ¢3 claramente una subserie de Ew,. y
n i=jn
usando la hipdtesis se sigue que es w-sumable en X, entonces w~li'{n y,. =0y

llynll > € para todo n € N.
Sean I’ = {~1,1},5 = 2; definimos i : S - {0,4,1} de Ia siguiente
nmanera:

n@ =0
p-1) = w@=5
u{[) = 1

entonces ([, S, i) es un espacio de medida.
Sea Q) = sﬁn ['=T";ie el espacio de todas las sucesiones (), de signos
En = %1
Sea S 1a o-4lgebra generada por los conjuntos |'1 A CQdonde A, Cly
.4‘ F para todo i excepto para un nimero finito de valores de i. Se denota
= iﬂl S, la g-dlgebra producto generada.
Entonces existe una tinica medida v definida en S con la propiedad que,

para todo conjunto medible E de la forma 4; x ... x A, x 'x ['..., (ver
{Ha:pag. 167] )
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1}

v(E) (e X ) (A X0 x Ap)

‘,[’z]l 1(A;)

It

o0
Se denota v = [] yu.
i=1

Entonces (£, 5‘,1/) cs un espacio de probabilidad.
Definimos una funcién f: Q — X de la siguiente manera:

(o)) = wrli 3" euti
k=1

La existencia del limite débil se justifica a continuacion:
00 Q0

Dado que Y y, es una subserie de ¥ z,, entonces cualquier subserie de
n=] n=)

ou
Y. yn s w-convergente.
n=l

Tomemos (en), € Q. Sea A = {n € Nle, = 1}, entonces

ienyﬁ Y=Y th

n=1 ncA neEA¢

[s ]
Dado que T 9., 3 i son w-convergentes, entonces ¥ e,yn €8 w-

neA ncA° n=1
convergente.

Asi, f:Q — X es una funcién bien definida.
Sea z* € X, entonces

IL'.f (En)n

lim fj EAT Yk
L Y |

n
h'{nEl Y (en),

para todo (¢.), € Q.

Donde P : @ — {~1,1} es la k-ésima proyeccion, i.e Py (cn), = €.
Claramente las proyecciones son p-medibles, por lo que se sigue que z*f es
el limite de funciones u-medibles y por tanto es y-medible,

Como 2* € X' fue arbitrario, entonces f: Q@ — X es débilmente
j-medible,
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Ademds () € (g pe.-- )" = (W, . -.). Dado que (yi, 4. ..) s se-
parable se sigue que f(§2) es separable. Por tanto f: Q@ = X es pmedible.
(Teorema 4.1.1)

Sea K= { ¥ cxtnlA C N finito, gy = %1 para cada k € A}, entonces
k¢ A
f() c K@,

Supongaiios por wmi momento que K es un conjunio acotado, es decir
existe M > 0 tal que K C M By; entonces K¥ € MBY = MBY = MB\.
De lo anterior se sigue que f (1) es un conjunto acotado.

Asf,

J s < M (@) = M <00
1

Entonces f:Q — X cs Bochner integrable. (Teorema 4.1.2)

Euseguida probaremos que en realidad K es un conjunto w-acotado, lo
cual implica que es acotado.

Sea x§ € .X* arbitrario.

Escojamos (g,),, € §2 de tal manera que |5y, | = €x23ls para todo n € N,

13
Dado que m-li'}nkZ €Yk existe para cada (gn), € , entonces existew € X
=}

tal que

o0
L'r = E ExZ° Yk
k=1

00
para todo r* € X*, en particnlar 7z = ¥ |zfyk|.
k=1
Asf,

<Y Jeoml € agr < oo
ke

Ty (Z Ekyk)
keA

lo anterior es vilido para todo A C N finito, &4 = £1 para cada k € A,
Se sigue entonces que K es un conjunto w-acotado.
Sea Ex = {(en), € ek = 1}, entonces Ex € S y:
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' [ fdv = [ &' fdv (lema 4.1.2)
Fy

Ey

= f ();, Enl J,.)du

Eu
= E ffuﬂf Uudu

n= l[:,,

= Z i f endy

n-
Sin embargo,

fedv= | dv- | du:_‘;——-()aln,ék
Ex

EunE, EgNE,

[ eudv = v (Es) = p({1}) = §
Ey
Por tanto, z* [ fdv = %z‘yk para cada 2* € X°, Asi, [ fdv= %yk.
Ey Ey
Sabemos que {2 [fdv|E€§ } es un conjunto relativamente compacto
E

(lema 4.1.3) y (ya) C {‘ZIIdVIE € S}
E
Se sigue que'(y,.) contiene una subsucesion (y,.,) que converge en 10rma.
Dado que w-hm Yn = 0 entonces w- I|m yn; = 0, tambien lo anterior unphm
nccwammente que hjm Un; = 0. Pero esto es una contradiccion ya que
llull 2 € >0 paratodone N. @

4.3 Otra aplicacién de la integral de Bochner.

La presente seccién presenta otra aplicacién de la integral de Bochner,para
obtener un teorema de Krein-Smulian: el casco cerrado convezo de un sub-
conjunto w-compacto en un espacio de Banach es w-compacto.

Primero tenemos un lema preparatorio:

Lema 4.3.1 Sea X un espacio de Banach separable.Si K es w- cbmpattu y
t es una medida de Borel regular definida en (K,w), entonces la funczdn
v : K = X dada por p (k) = k ¢s Bochner integrable.
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Prueba.

Dado que la funcién ¢ es w-w continma,se sigue que la funcion z*yp es
w-continua para cada 2° € X°.Asi,z" es p-medible para cada 2* € X* ey
es débilmente p-medible. '

Ademds,dado que i (K) = K es separable,entonces ¢ es y-medible.(Teorema
4.1.1)

Como K es w-compacto,en particular es acotado (Teorema 2.2.5),entonces
existe M > 0 tal que [l (k)|| € M para todo k € K,asi:

[ i Wl < Mps () < o
K

Se sigue que ¢ es Bochner integrable.(Teorema 4.1.2) @

Teorema 4.3.1 (Krein-Smulian, 1940) Sea X un espacio de Banach.
Si K C X es w-compacto, entonces ©0K es w-compacto.

Prueba.

Supongamos primero que X es separable.

Por el tcorema anterior, tiene sentido hablar de la integral f pdu para toda
K

medida de Borel regular ;1 definida en (K, w).

Recordamos en este punto que C (K, w)* es isométricamente isomorfo al
espacio de todas las medidas de Borel regulares definidas en (K, w) .(Teorema
de representacion de Riesz,ver [Rul;pag. 130}).

Consideremos el operadar [, : C (K, w)" — X definido por;

I () = / pdp
K

centonces [, es lineal y estd bien definido. Afirmamos que I, es w*-w continuo.

Sea (f3) c C(K,w)" una red tal que w‘-liinf“ = Q,i.e li}nf"j =0
para todo f € C(K,w) y se quiere mostrar que w-li;nl, (f2) =0, ie
litnlnru‘lw (f3) =0 para todo z* € X*.

Dado que (f) C C (K, w)" existe una red (j14) (donde s¢q es una medida
de Borel regular definida en (K, w)) tal que:

L= / fduy para todo f € C (K, w) (4.3.3)
K
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Por otro lado,, (f}) = [ ¢dpa,d € D implica
Iy

1,(f}) =2 / edpig = /z’god;t., para todoz* € X*
K K

Dado que 2*¢ € C (K, w) para cada z° € X* entonces por 4.3.3 se sigue
que

lima'l, (fi)= Ii‘xln / x*¢djg = 0 para todo =* € X*
K

Asi ], es w*-w eontinuo,

Por el teorema de Alaoghn Bex w)+ 05 w'-compacto,entonces [, (Bcuc,w)')
€$ w-compacto.

El iltimo paso ¢s mostrar que coK C I, (B(,-(,c,w)') .

Sea L € cok, entonces existen @,,...,a, € R} ky,...,ky € K tal que
a; 20, Ea,—lyk Eo,

Dmmmos una medlda p en (K, w) de la signiente manera:u ({k;}) = ay,
i=1,...,nysi A CK es un conjunto de Borel,entonces

o uk))
u(A)—{"‘“ 0 siAN (k... ka} =0

Claramente,u es una medida de Borel regular definida en Bix,v).
n n

Ademds || = (K) = Yx w({ki}) = gai = L,implica que p € Be,uy
= iz

Asf,

n
/godu = / vy = Ea;ki =k
i= l(*‘} i=]

De lo autcrior se sigue que coK C 1, (Bc(,c,,,)-),por tanto

@K = c@K c I, (B)° = 1,(B)

nnplica que T0K es w-compacto.
Consideremos el caso cn que X no es separable.
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Si ©0K no es w-compacto,entonces por ¢l teorema de Eberlein- Smulian
existe {Z}, C 2K tal que {z,° no es w-compacto.
Para cada njexiste (y,),, C oK tal que z, = limyJL. A su vez existen

ay,...,0, € R ED,... k] € K tal que a; > 0, Ea,-lyym Za.k”‘

Sea Y el subespaclo generado por la union de los conjuntos {k"‘} para
cada n.Entonces ¥’ es un espacio de Banach separable.
Por hipétesis K es w-compactoentonces Y NK = YN K C K es w-

compacto.Por la construccién del subespacio Y tenemos que {z,} C @ (7 n K).

Del caso separable se sigue que 7@ (Y N kI) ¢s w-compacto.Llegamos asi a una
contradiccion ya que {z,}° no es w-compacto. @




CAPITULO 5

Sucesiones basicas.

Definicién 5.0.1 Sea X un espacio de Danach, una sucesidn (2,) C X es
llumada una base de Schauder para X si para rada z € X eziste una
tinica sucesidn (an) de escalares tal que

n
T = Ii'!n Ty
k=1

Observacién 8.0.1 Si (z,) es una base de Schander entonces 0 ¢ {zn}, ¥
de hecho {z,} es una familia de vectores linealmente independiente. Esto cs
claro, ya que si para algin z,, € {z,} tenemos que

A
T =Y 0Ty, I € (T} i =100k

entonces tendriamos dos represcntaciones del vector nulo.

Observacién 8.0.2 Un espacio de Banach con una base de Schauder siem-

pre o3 separable. Asi, L™ (2, S, 1) no puede tener una base de Schauder si
S no es finita,

Ejemplos Bases de Schauder.
1) Sea X = I, 1 < p < oo. Afirmamos que la sucesion (c,),de vectores
utitarios v

73
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e,.:(0,0,..., L ,0,...)
n—é&imo lugar
¢s una base para I,

Sea x € l, arbitrario, entonces dado £ > 0 existe n € N tal que

= *]
Y |zl <ePsin2N.

—~ntl
Asi,
n P 00
1‘—21’;8.‘ = Z lx‘l" <ePsin> N.
i=) p i=n+l

n
Lo anterior implica que li'I‘ll }_'jl zieg=zenl,.
=

Claramente, la representacion es unica por lo que se sigue que (e,), es
una base de Schauder para I,

2) Si X = co, entonces (e,), también es una base de Schauder para co.

Sea 2 € ¢ arbitrario, entonces dado £ > 0 existe n € N tal que |zp41| < €
sin>N.

Asi,

n
I — Z Ii€;
i=i

= sup |z} <esin2 N,
o i2n+)

n
de donde se sigue que Ii'l‘n Y. 7,6, = x en c;. Nuevamente, la representacion
i=1

es unica.

3) Si X =¢ ecntonces {l,ej€3,...} es una base para ¢, donde
I=(,1,1..).

Sea = = (z), £2...) arbitrario. Supongamos que Ii'ln Z, = «, entonces
z — al € ¢o.Por ¢l caso anterior tenemos que:

n
t—-al= Ii'{nz:l(z, - a)e

respecto a la norma |||}, .




-3
<t

Asi,
. n
To= imY " (2 ~a)e enc
v+ h’llll?:;(.l,, ) e; en ¢

y la representacién es dnica.

4) En espacios vectoriales normados de dimensién finita toda base de
Hamel es una base de Schauder.

5) En espacios de Hilbert separables siempre existe al menos una base de
Schauder, a saber, cualquier conjunto ortonormal completo es una base de
Schauder,

Deflnicion 5.0.2 Una sucesion (2,) C X es llamada una sucesidn bdsica,

ottt

si es una base de Schauder para el espacio vectorial cerrado (zn).

Definicion 5.0.3 Sea X un espacio de Banach. Si (z,) es una base de
Schander para X, entonces definimos los  funcionales-proyeccidn

2 XN K k=1,... como sigue:

00
‘T;: (Z O’,,.'L',,) = O

n=}
Lema 5.0.2 Los funcionales-proyeccidn son continuos para cada k € N,
Prueba. .
Sea S = { (sn) C KV ll"l.ll Y spzk existe en X} . Claramente S ¢s un ¢s-
k=
pacio vectorial.
n
Definimos | ()]l = sup " ¥ skz‘,".
n k=1

Afirmamos que la funcién J-}} es una norma cn S:
i) (8a) = (0), implica que |(s,)]| = 0.

Si [|(su)ll = O, entonces “"i‘ skwk" = 0 para todo n € N, por tanto
=1

U
kzljl siex = 0 para todo n € N. Dado que la sucesién de vectores (z,) es
lincalmente independiente s sigue que s, =0 para todo n € N,
n
i) an, ) = sup | £ Askmjl = (s )i

iii)
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stp

il

(o] )
sl + ()

Definimos el operador B2 (S| - (X, -]} como sigue:

(s ) + (8 )1

A

A

B (3n) = lim Z KTk
k=1

Por ser (,) una base de Schauder, entonces 4 es un operador tineal
suprayectivo; de la unicidad de la representacion de cada z € X respecto a
la base (r,,), se sigue que B es un operador inyectivo.

Afirmamos que B es un isomorfismo. (i.e. un operador lineal bicontinuo).

Claramente ||B (s)ll < 1l(sa)lll, lo cual implica que B es un operador

continuo, de hecho ||Bf| < 1.
Por el teorema de la funcion abierta es suficiente comprobar que (S, 1|-}})

es un espacio de Banach.
Sea (y,) = ((s,,)..) una sucesién de Cauchy en S. Asf,

i =,
9, = gy, =il = kzl ("'n,, "'u) i El (37. - s,,.) Lk
< 2"“!’ " 3. (85, ~ 8q,) -'”ill
= 2l = wll

lo que implica que (3p,), converge para cada ¢ € N. Sca 5; = Ii,ms,,, y cousi-

deremos la sucesion ().
Sea ¢ > 0 dado, entonces existe r = 7. € N tal que [}y, — wlll < < si

0
p 2 r. De la definicion de la norma [}|-{}], se sigue que || 3, (8p, — 9, ) zif < ¢
i=1
7
para todo n € N, siempre que p 2 r. Por tanto ” Y (8~ s,,)x;l < £ para
i=1

todon € N,
Dado que y, = (4,) € S, entonces existe n. € N, tal que siempre que
m>n 2 ne entonces .

m

E9r.~h Z-’r.’t

il <€

p=ntl




[

Entonces se sigue que para m > n 2 n,

tn

Z S0

i=ntl

< 3t

Esto es claro ya que:

m

Y_IL m m L n
L s = Z ST, Z Seorit Z H,.:r,--l-L(Hg “”r.)"'n‘Z(-"'i - 8p,)
i) il

[ B2 R i=ttt) i=ndl tentl

<eE.

por tanto s = (8;) € Sy ||}s — 5|} = sup ll il (8= 5p,) 2
n i=
Ast, B (Sl = (XL 1)) es un isomorfismo, Tuego

i

3 k)
|'§| oty — ‘;‘ o;T;
3 aia = 2ol
28| £ ous

loe] [lzel] =

N

2sup
n

IN

Concluimos que |z}z] = jog] < 2% ||| para todo xz € X, y para cada
k € N, lo anterior nnplica que los funcionales-proyeccién-son continuos como
s¢ afirmé. @

El siguiente (eorema es un importante criterio que permite identificar
sucesiones bésicas.

Teorema 5.0.2 Sea (r,) una sucesion de vectores distintos de cero
en el espacio de Banach X .Entonces (1,) es una sucesidn bdsica si
y a6lo i exiate M > 0 tal que para cualquier sucesidn de escalares
(a;) C K y cualesgquiera enteros m < n tenemos

m
Z @il
i=1

S M l Zﬂi.il,'i
i=]

Prueba.

Necesidad,

Supongamos que (,) cs una sucesion bisica, i.e es una base de Schauder
para el espacio veetorial cerrado  (z5) que genera:  definamos el operador

Py : () = (20), para cada k € N como sigue:
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X k k
P (Z un-’"n) = Z“u-’vn = ZI; (T) Iy
n=| n=|

n=1

Los funcionales-proyeccién z) son continuos para todo n € N de donde
se sigue gue

k
1Pl < (ﬂ): ] uar,.u) el
=1

por tanto Py es un operador lineal acotado para cada k € V.
Para cualquier = € Zz,.5 tenemos que IiznP,w = z. Del teorema de

Banach-Steinhaus se sigue que sup||Fy]] < oo,
n

Ast, si m < n entonces

m 00
) akzk” = [P Y a2y
k=1 h:l
= Fm Y, axTk
=
< e

IA

n
sup| [Py | 5 aez|
n k=1

Entonces M = sup||Po||, (M es llamada una constante bisica.)
n
Suficiencia,

Sea z € (z,). Si x € (z,), entonces T es claramente representable, de
hecho es una suma finita.
Nuevamente defininios operadores Py, : {(z,) — (z,,), para cada m € N,

de la siguiente manera;

m

P, (ZI a.'z.-) = "gl Ok T

donde ¥’ indica que ¢; = 0 para todo 7 € N excepto para un nimero finito
de indices.
La condicién de que siempre que m < 1t se cumple:

m n

m
Y Y
i=1 i=t

<M
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para cualesquiera escalares q;, implica que los operadores lineales P, son
acotados; a saber:

m
!
|1’,,, (Z a‘»z,-) = "Zaka:k
k=1

de hecho, ||P,|| < M para todo m € N.

Definimos nuevos operadores lineales sobre {r,) (que extienden a los an-
teriores) y que seguireinos denotaudo por P, de la siguiente manera:

Sim € (xp), entonces existe (yn) C {ry) tal que z = Ii‘{n Yn ¥ Dor tanto
ponemos

< M “Z, aix;”

Pur = “’ll“ Py

Claramente P, esta bien definido. ( || Prgm = Pl < || Enll llgn = wall) !
De lo anterior se sigue que

||P,,,.'L‘|| = “'f‘“ ”Pmyu”
< M li’{H llynll = M ||z]|

fo cual implica que los operadores lincales P, son acotados, de hecho también
|Pnll € M para todo m € N.
Consideremos los funcionales-prayceccion 23} ¢ (z,) = K dados por

!
z} (E am) =ay

entonees

llzkll lex] = llarzall P ¥ 0z — Pooy X' a2

M || aizi]

implica que |1} (' aizi)| < 24 |5 ajail), es decir,z} es continuo para todo
keN. ' ‘

Los funcionales 2} tienen extensién iinica a (z,) dada por

IA

oy (z)x = Pex — Py

parak > 1,y 2} (2)z, = Pz
Sea z € () y € > 0 dado, entonces esiste g € (z., . ,z,.(,)) para algin
n(s) € N tal que ||z - of < =

[$TA TESIS 0 ORBE {
G [E LA DIBLIOTECA |
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Si n > n (), entonces

|z = Puxll € e=al+llo ~ ol +]|Pua = Pzl
< le=all+la=oll +1Pu(e - 2)|
<

(1+M):
Se sigue que
r=limPyr = bimiPr+ )E (Per = Py yx)
n n k2
= lim §, xp ()
13 k 1

Hestin probar que la repiesentacion es vnica.

! . — 2 X

Supongatios que para algin ¢ € (r,) 1enemos que . = Y, a; = Y b,
i il

Utilizando la hipotesis tenemos

i (a; - b,-):r,-" =0

lay - by [l ]| <

Como ||z(]| # 0 se signe que a; = by,
Supongamos que a, = b; para 1 < i < ni, mostraremos que Ay, 4y = by

.Y

Z(ai - b))z

izl

I“mH "bmH”IImH" < =0

Como |||l # 0 se sigue que apyy = by

Por tanto, a; = b; paratodo{ € N. B

Usamos el criterio recién probado para construir una hase para Ly[0, 1).
Ejemplo. Sea X = Ly[0,1),1 < p < co.En Ly[0,1) hay una base natu-

ral,llainada la base de Haar,

Definimos las funciones de Haar como sigue:
hit)=1 te[0l)
ha(ty=1 te[0,})

=-1 te[ll)
ha(t)=1 te0})
= -1 te[‘l.1

L
=0 tel}l)
h4(t)=l tE[,%)

=-1 te[hl)
=10
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En genera ], sim 2 { Yy 1 < i S 2 , entonces hzm 1 Usta dada por.
4

”2”‘“ = \/[T.TT T'T-T’( ) X'Tﬁ' ,":' )(t)
Claramonte ha #0, 1 E N
Sean f = Z ajhj, g = 2 ajh;. Claramente ¢ = f + any1hy ).

Supongdmus que n+l = 2"' +iparaalginm > Ly 1 < i <2, entonces
[y g son iguales excepto en el intervalo diddico ['m‘n —,,m-) En este intervalo
f es constante. Sea b dicha constante.

Asi, g =b+anon ) =23, 38 vy =b=ayy en ly = [E4, 750,

Dado que p > 1, es ficil comprobar que |1 +¢° + |1 — ¢ > 2 para todo
t € IR, lo cual implica que

b+ auir|” + b = ay, 1|".2 206" con t = (% (5.0.1)
)
Asi,
I = M”N”M
= AfPAA+ TP AN+ ISP dA
[0IN(NVIa) h ) I
= |9l dX + 357 b
[0IN(LLn)
< I lgPdr+ [|glP dA+ [|gf dX (por 5.0.1)
(0-1)\’(’1012) L I
= lglip
De todo lo anterior se sigue que 2 ajh; " 2 ajhj] y por induccion
n m
Y 0kl <Y a;hylf paratodon<m
i=1 j=1

para cualesquiera a; € R y cualesquiera enteros i < m. Del teorema anterior
se sigue que (hy), s una base para (h,). Afirmamos que L0,1) = (h,).
Sea f € 12(0,1) arbitrario, entonces existe una funcién simple s tal que

If - sll, <e.
Supongamos que § = }: a;Xg;; donde E; € By, BN E; = 0 i#Jy

01)= UE
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Es nn hecho conocido que los intervalos diddicos generan la o-dlgebra de
Borel en [0,1), entonces para cada i existe una unién finita  disjuuta
D, = L'J;-",,Dj de diddicos tal que:

? p
n<(2)
n

n
= E lail llxe, — xo,ll, < Ms,donde M = max {lail}.

A(BAD) =

n
/ Xe; ~ ZXE,

[0.1) i=1

n
.'\HI' §— E (I,X/)‘

Por tanto " [ - a.\D, " <(M+1)e.

Ahora solo rcqm vsmblr a xp,con D diddico, como combinacién lineal de
funciones hy.

Definamos D} = [ Foge) t=142,...,2%

Entonces,

ot (6= Xogy () = 5 (b (¢) + ha (1)

o3 (= X4 6) = 5 (s 8) = a 1)

Sea n € N fijo y supongamos que heinos escrito Xp? i=12,...,2" como
combinacién lineal de funciones h;.

Mostraremos que x e i =1,2,...,2°"! puede escribirse como combi-
nacion lineal de funciones h;.

Notamos lo siguiente: l)" DL uDEt i=1,2,...,2" entonces

Xpg (t)= % (XD:‘ (t) +hanyi (t))

(XD" () — hanq (t))

Nl'—'

Xn;"“ (t)=

i=12,.

El resultado se sigue por induccién. @

Usaremos el teorema 5.0.2 para probar que todo espacio de Banach de di-
mension infinita contiene un subespacio de dimension infinita con una base El
resultado es obra de Bessaga-Pelczynski y fue probado en 1958,
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Lema 5.0.3 Sea X un espacio de Banach de dimensidn infinita. St F C X
es un subespacio de dimension finita y ¢ > 0, entonces eziste = € X
tal que ||z]| = 1 y [ly|| < (1 +¢<)|ly + Az|| para todoy € F' y para todo A € K.

Prueba.

Sin perdida de generalidad supondremos que £ < 1.Dado que Sg es com-
pacto entonces existe {t,...,ys} una §-red para Sp. Por el teorcma de
Hahn-Banach existen y},...,yf € Sx- talque ylyy =li=1,...,k.

n
Sceax € Sy tal que x € () kery;,.
i

Si y € S entonces existe y; tal que ||y — yill < 5.
Tomemos A € K arbitrario, entonces

o + Azl = ly = wll
llys + Azl - %
|yt (i +Az)| ~§=1-%

ly + Az||

Viviv

Pero ¢ < 1 implica que 1 - 5 > -——
Asl, 1 < (1 +¢)ly + Az| para Lodo Yy € Sp.
Seay€ F, entonces 1 < (1 +¢) "-["— + Az” lo cual implica

Iyl < (14 ) lly + [yl Azl
.

Corolario 5.0.1 Sea X un espacio de Banach de dimensidn infinita. Entonces
X contiene un subespacio lineal cerrado de dimension infinita con una base
de Schauder.

Prueba.

Sea ¢ > 0. Escogemos una sucesién (e,,) de nimeros positivos tal que
ﬂN (L +¢a) € 146, (Claramente posible).
ne

Tomemos z, € Sy.

Por el lema anterior existe z; € Sy tal que ||z]| < (1 +¢;) |z + Az;]| para

todo miiltiplo escalar z de z, y para todo escalar A
Poncmos ahora F' = (z,7;). Aplicando nuevamente el lema anterior,

obtenemos z3 € Sy tal que

lzll £ (1 +€2) |z + Azg|



84 CAPITULO 5. SUCESIONES BASICAS.

para todo x € F y para todo escalar A..
Ponemos ahora F = (z,,x,, ;) y repetimos el proceso anterior.
Afirmamos que la sucesién asi generada es una base y con una constante
bdsica que es menor o igual a 1 -+ <.
Sim, n € N son tales que m < n entonces;
< l'[ (1+¢) uzaz,u

m
Y aiz;
i=)
f=m

ﬂ (l+e,.)l Zaz,“
< wafge

IA

(L+e

I

La conclusion se sigue del teorema 5.0.2. B
Teorema 8.0.3 (Principio de Seleccion de Bessaga-Pelczynski, 1958) Sea
X un espacio de Banach. Sea (z,) C Sy tal gque w-liz, = 0.
Entonces (7,,) tiene una subsucesion bdsica.

Prueba.
Sea (cn),50 una sucesién de nimeros positivos tal que ¢, < 1 para todo

neNy ﬁl(l-e,.)>l—so.
n=

Supongamos que I,,...,Z,, B < ... < 1 han sido escogidos tal que
para cualesquiera escalares a; y todo ! < k

Z 4Ty, Z GiZy,

Sea YV (K) = (z',.l,...,m,..). Dado que la esfem unitaria Sy(x) es com-
pacta, existe {z1,...,7m} una %-red de Sy(’()
Por el teorema de Hahn-Banach exlsten z},...,2y, € Sx. tal que

(5.0.2)

—l“fkl

z,-‘z‘=l>l—-%‘-i=l,.. ,m

Por hipétesis Ii'{n z°z, =0 para todo z* € ,\";ennton(:es existe nay) > Mk
tal que

L ]
|Z‘ Tny| S




Afirmamos que para cualquicr y € Sy(x) y cualquier cscalar a

||y+m,.h,| > (=) lIwll
Caso 1) jal < 2
Jo+ azm] 2 Jst (u+ atm)|
> Ietal = = ) - |4 (o)
2 =% |ly-zf - 2|z,
> 1_4 9tk = 1"'5k)“y"

Caso 2) ja| > 2

[o+ 0t 2 ll . | = 1 2 (8~ )b

Por tanto
lyll < |p+mmw

para todo y € Y (K) y para todo escalar a.

{
Asf, ,L)jl 0Ty, ll <= “ !l v a'r,.‘” para todo ! < k 4+ 1 y cualesquiera

escalares q;.
Se sigue entonces que (z,,) es una sucesion basica, con constante bésica

menor o igual que I] -1— <4

1-€p°

Definicién 5.0.4 Sean (z,) y (yn) bases de los espacios vectoriales norma-
dos X yY mpectwamente Decimos que (2,) y (yn) s0n equwcknm sl la

convergencia de la serie )'j anIn implica la convergencia de la serie Z a,.y,.

¢ inversamente,donde (an) es una sucesidn de escalares.

Teorema 5.0.4 Las bases (1,) y (yn)s0n equivalentes oi y odlo si
hay un ssomorflamo entre X y Y que lleva cada z, en y,.

Prueba.
Necesidad.
Definimos el operador lineal T : X' — Y de la siguiente manera;
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(L n -'Lu) }: GnYn
n=1

n=l

Dado que (z,) y (y») son bases de X y Y respectivamente, entonces 7'
esta bien definido y es un operador bivectivo.
Afirmamos que T tiene grdfica cerrada.
Sean (w,) C X,we XyzeYtal que Ii"r‘nw,,. =wy |i,H|Twm =z,
(UEremos probal que Tw =z
Siw= ): oy (W) 2, y Wy, = Ela,. (win) zg, entonces
n=

h"I‘na,. () = Ii"r‘nx;w,,. =zhw = a (W) (5.0.3)

paratodon € N.
Por la definicién del operador T' tenemos que

o [+ +] .
=Y tn(wn)tn = Y va (Tt0hn) U
n=1

n=1

e} 00
y por ser (yn) una base z = n);l by () = n);l Y5 () yn, entonces

hma,, (wM) hmyn (Twln) - yuz - bn (")

para todo n € N,
De 5.0.3 se sigue que a, (w) = b, (2) para todo n € N, es decir Tw = z.
Por el teorema de la grafica cerrada se concluye que T : X —» Y es
continuo, andlogamente el operador inverso es acotado.
Suficiencia.
SiT:X Y es un isomorfismo de X sobre Y, entonces existen
My, My > 0 tal que

M ||zl < [Tz|| < Mz ||z|| para todo 2 € X,
De las desigualdaded anteriores se sigue que () y (yw)son equivalentes. @

Definicidn 5.0.5 Sea X un espacio de Banach. Una serie Ez., (z,. €X),
se dice que es w-incondicionalmente Cauchy (wic) si, dada cuelguier

permutacidn w de los nimeros naturales, (2 Zy(x) ) €8 una sucesidn w-Cauchy.
A=)
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n
Observacion: ¥z, es wic si y sélo si (Z z‘a;,,(k)) €3 una sucesién de
n k=1
Cauchy para cualquier permutacion = y para cada z* € X* si y solo si
o0
¥ |¢*@,| < 00 para cada z* € X°.
n=i

Teorema 6.0.5 Sea ) 1, una serie formal ¢n un espacio de Banach
n
X, entonces las siguientes afirmaciones son eguivalentes:

a) Yz, es wic,
n
b) Existe ¢ > ( tal que para cualquier (t,) € [,

Z tkZ

k=3

up

< L” t" ”oo

c) Para cualquier (1,) € ¢y, ): t,T, converge.

d) Existe ¢ > 0 tal que para cualquier subconjunto finito A C N
y cualquier eleccién de rotaciones ¢/** tenemos

z el <ec

ncA

Prueba.

a)==>b) Definimos T : X* = |, por Tz* = (2*z,),. Por hipétesis T es
un operador lineal bien definido. Afirmamos que T' tiene grdfica cerrada,

Sean (z3,) C X*, 2" € X* y y € |, tal que limzy, = 2* y imTz, =y
entonces probaremas que Ta* =y,

Notamos lo siguiente:

oQ
ly = Tzplly, = 3 ltn ~ TiuZal 2 ltn — T

n=l
para todo n € N, entonces
0 < limfy, — afz| < lim fly - T, |, =0

para todo n € N, es decir lmu TIn = Un Para todon € N.
Pero h"r'na: =z, lmpllca que 2°z, =y, para todon € N, asf Tz* = y.
Por el teorema de la grdfica cerrada T es un operador acotado.
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Sea (tn) € By, arbitrario y z* € By., entonces

n
z* (kEl tkﬂ«'k)l < E [ti] J* e
* =
< Lletad =|T2") < |IT)
para todo n € N, por tanto,
n
= sup T ()_: tkz,.) <
£eCHy. k=l

para todon € N,
st sup | £ bz <17

Notamos que (t,) € By fue arbntmno, 8i (tn) € loo consideramos entonces

a "ﬂ]—(tn)

b)=——>c) Sea (t,) € ¢y C I, entonces para todo n > m

Z %19

k=m

<c sup te] = 0 cuando m — oo

n
as(,(z t,zk) es una sucesion de Cauchy en X y por tanto converge.

c)==>d) Definimos T : ¢, = X dado por 1'(t,), = Z tnhZy. Claramente

T es un operador lineal y usando la hipétesis tenemos que esui bien definido.
Afirmamos que 7' tiene grafica cerrada:
Sean (gn) = ((af}),) C o, ¢ = (a,) y 2 € X tal que

Ii'{nq,, =q Ii'{nTllu =1
Entonces
l9n - gll = suplay - o} 2 |a§ - a,

implica que Ii'{n o) =a, paratodo s € N.
Por tanto,

I =1 Y. —
r = limTq, = |I'Il’nz':(l,27, = E’:a.z, =Tq.
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Asf, T es acotado y por tanto T (B,,) es un conjunto acotado.

En particular vectores de la forma ¥ ez, donde A C N es cnalquier
ncA
subconjunto finito, estdn contenidos en T (B,,) y por tanto se sigue el resul-
tado.

d)=sa) Para cualquier r* € By. tenemos:

E‘ (Z equ") = Z L)ioﬂx‘m,' S

neA ncA

z e“’" In

neA

para cualquier A C N finito y para cualquier eleccion de ¢, Eligiendo
00

rotaciones convenientemente sc sigue que Y. |#*x,| < oo,
n=1|

Para 2* € X* arbitrario, aplicamos lo anterior a Hﬁ;l—l; por tanto

[+

Y, [2*2a| < 00 para todo z* € X*, i.e. . Tn €3 wic. B

n=1 n

Corolario 5.0.2 Sea (z,) C X' una sucesidn bdsica tal que inf ||z.|| > 0 y

Y. Z, es wic. Entonces (x,) cs equivalente a lo base de vectores unitarios de
n
Co.

Prueba
Si Z 1, Zq €8 convergenle, entonces ( b tku) es una sticesion de Canchy
=1 k=1
en X,
Dado que

n-1

|tnl|zall = E by

se sigue entonces lim |tn| [|za|| =
Pero por hlpétebls inf |z > 0 entonces lim |t = 0;asi,(tn) € co Io cual

implica la convergencia de la serie 2 taeq,donde {e,} es la base de vectores
n=}

unitarios en cy, i.e. ey (i) = &ia.
Por hipdtesis (z,) es una sucesion bdsica tal que ¥, z, es wic, entouces por
n

c) del teorema anterior se sigue que Y ¢,z, converge para cada (t,) € co. @
n

Definicién 5.0.8 Sea X un espacio de Banach. Una serie ¥ x,, se dice que es
n
incondicionalmente convergente si la seric 3 zy(n) converge para cada
n
permutacién n de los numeros naturales.
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Teorema 5.0.6 Sea X un espacio de Banach.Cada serie que es wic
es incondicionalmente convergente ai y adlo si X' no contiene una
copia de cg,

Prueba.

Necesidad.

Supongamos que X contiene una copia de cy,es decir existe un isomorfismo
de ¢g sobre 7' (cp) C X.

Consideremos la serie E‘e,., donde e, es ¢l n-ésimo vector unitario en cg.

Sea (ap), € ch =1 arbnrano, entonces
z l((f", (“’m)m)l = Z Ianl <o
n n

Se sigue que Y ¢, es una serie wic, sin embargo }:e,; = (L,1,...) ¢ ¢
implica que la ser'i‘e Y e, no es incondicionalmente con?vergente.

Sea (tn) € o ar?)itrario. Por ser Y e, una serie wic entonces Y. tne,
converge (por ¢) del teorema anterior, p::ro por ser T continuo entonc;s

00 o0
r (;; z) = 3 tTe,
PR n=]

Por tanto, Y Te, es wic en X' (por c) del teorema anterior). Sin embargo
n

L T'en ¢ X, ya que en caso contrario tendriamos que ¥ e, € co. Asf, Y. Te,
n n n
no es inconcidionalmente convergente. Una contradiccion,

Suficiencia.

Supongamos que X admite una serie Y, z, que es wic pero no incondi-

n

cionalmente convergente. Entonces existe una permutacién = de los numeros
naturales tal que (2 L (i) ) no es una sucesion de Cauchy. Por comodidad
seguiremos llamando Zz,. a la serie anterior.

Asi, existe ¢>0 y sucesiones (p,), (¢.) de numeros naturales con

p<n<p<q<.. tal que Z 24|l > €, en particular.
k=pn

dn
sz 2e>0

k=pn
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Sea yp = Z Ty, entonces mf [luall > €. Por hipétesis Zz,. es wic, lo
cual implica QI;:“Z |e*zq| < oo para cada z* € X* lo cual IlIl[)lICd que w-
li'l.n = 0. "

Sea z, = I'IﬁT' entonces

]

lim|s* ()|
by II'!II lz‘y,,l ={

lim [2* 2|

IN

para todo z* € X*.

Por tanto, w-li'{u 2n =0

Por el teorema 5.0.3 la sucesién (z,) admite una subsucesién bdsica. En-
tonces (y,) admite una subsucesién bisica y ademds ig‘lf lwll > €y E":y,.

wic implica que dicha subsucesién bdsica es equivalente a la base de vectores
unitarios de ¢y, (corolario 5.0.2).

Pero el teorema 5.0.4 afirma la existencia de un isomorfismo de ¢y en un
subespacio cerrado de X. Por tanto X contiene una copia de co. @

Con la teorfa desarrollada en este capftulo daremos otra prueba del teo-
rema de Orlicz-Pettis: Sea }:z,. una serie en X. Si cada subserie de
la serie Z I, €8 w-convergente, entonces cada subserie es conver-
gente.(Teorema 4.2.1)

Prueba.

Haremos la prueba suponiendo que X ¢s un espacio real, no hay dificultad
alguna para el caso complejo.

En el teorema se mostr, que si }njz,. es una serie tal que cada una de sus

subseries es w-convergente entonces

n
w- ll'l'n k{:lek.’l'k (5.0.4)
existe para cualquier (g,) € {—1 l}N
Sea z° € X* arbitrario, si ponemos ¢, = sgnz'z, entonces 5.0.4 implica
que }:lz k] < o0

Se sigue que la serie Y 2,, es wic.
n
Supongamos que existe una subsucesién (z,,) de (z,) tal que ()":‘ z,,)

4= n
no es una sucesion de Cauchy cn X, Entonces existe ¢ > 0 y sucesiones
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crecientes (pn), (gn) de enteros positivos con py < ¢; < p3 < @.. ., tal que

4n
Yzl >eparatodone N,
i=pn

an
Sea (yn) la sucesion dada por y, = 3 2. Entonces ||yu]] 2 ¢ > 0

para todo n € N y ademds ¥y, es una' su“bscne de Yz, y por tanto es
w-convergente. En particular 1'1';-Iim o =0y infllyn|l 2 :.

Entonces por el mismo argumento uulmulo en ¢l teorema anterior, existe
(%) una subsucesion de (y,) que es base.

Dado que "yff lza]l > Oy ;"" e8 w-ronvergente (y por tanto es wic, por

In primera parte de la prueha) se sigue que (z,) es equivalente a la base de

vectores unitarios en ¢g. (Corolario 5.0.2)
Pero en segnida mostraremos que Zc,. no es w-convergente en co:

Supongamos que existe z € ¢y, tal que z = w- hm 2 e, ie 'r = Z z'e;
i=1

para todo 2* € ¢§ =1,
Dado que (e,) C I, entonces

(r,60) =2, = i(e‘,en) =1

para todo n € N; una contradiceion. @




CAPITULO 6

El teorema de
Dvoretsky-Rogers

Deflnicidn 6.0.7 Sea X un espacio vectorial normnado y (2,) € X una
sucesion.

a) La serie Yz, c¢s llamada absolutamente convergente si

n

);-: flzall < o0

b) La serie 3, z, es Hamada incondicionalmente convergentesi Y. ()

n n

converge para cada permutacién 7: N - N,

El presente capftulo estd motivado por el siguiente resultado.
Teorema 6.0.7 Sea (z,) C K (= R 6 C). Enlonces Y.z, es absoluta-

. . n

mente convergente si y solo of es incondicionaimente convergente.

La pregunta es entonces; ;Tenemos el miswo resultado para espacios
vectoriales normados?
El primer paso lo da el siguiente teorema y su respectivo corolario.

Teorema 6.0.8 X es un espacio de Banach si y u:to st para cada
serie Y.z, absolutamente convergente en X, lim kE z4 existe. (i.e
n =1

toda serie absolutamente surnable es sumable)

Corolario 6.0.3 Si X ¢ un espacio de Banach y 3.z, es absolutamente
n
convergente, entonces Yz, es incondicionalmente convergente,
n

93
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Prueba.
Sea Zz,, una serie absolutamente convergente, entonces, por el teorema

6.0.7 se sigue que E

Tm | < 0o para toda permutacion 7 : N — N y por

tanto hm 2 Zn(k) existe (Teorema 6.0.8) @

Aqf, (,bcm vélido el reciproco del corolario anterior?. La respuesta es
negativa cémo lo muestra el siguiente ejemplo;

Sea X ¢l espacio de Banach co. Sea z, = @ € ¢, para todo n € .
Entonces la serie converge incondicionalmente a la sucesién (};)n € ¢, sin

1

smbargo ¥ |lzn|| = % ¢ = oc.
embarg 2":“ ull 2"3,‘ . o -

Para el caso en que X es de dimensi6n finita tenemos el siguiente resul-
tado:

Teorema 6.0.9 Sea X un espacio vectorial normado de dimensidn
finita. Entonces anm,. es absolutamente convergente o5 y sélo s
es incondicionalmente convergente.

Prueba.

Basta probar el resultado para X = R" 6 C" (Teorema 1.1.1)

Necesidad

Se sigue del hecho de que R™ 6 C" son espacios de Banach junto con el
corolario anterior.

Suficiencia

Si 2 Ty(j) cOnverge para toda permutacion 7 : N — N, entonces E Tp(5) (4)

converge para toda permutacion 7 : N = N, i=1,...,n; asi E |z (l)| <00
§=1

i=1,...,n (Teorema 6.0.7).
Sabemos que existe M > 0 tal que ||z||, < M ||z||, para todo z € R"

(Cu).
Por tanto,
o0 o0
Rlizl, < MR gy,
j=l l;l
= ME; (Jzg (V)] + ...+ |zj (n)]) < 00
a

A continuacion enunciamos el teorema de Dvoretsky-Rogers que da res-
puesta i nuestras preguntas.

i et hak bk & F1 B g s D e b
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Teorema 6.0.10 (Duvoretsky-Rogers, 1950) Sea X un espacio de Ba-
nach. Toda serie incondicionalmente convergente en X es abso-
lutamente convergente 8i y sdlo si X es de dimensidn finita.

Corolario 6.0.4 Si X es un espacio de Banach de dimensidn infinits, en-
tonces existe unag serie  incondicionalinente  convergente Y.z, en X
n

tal que X ||ry]] = 20.
n

De hecho, se probard un resultado mds general, pero para ello serd nece-
sario desarrollar la teoria de operadores absolutamente p-sumables.

6.1 Operadores absolutamente p-sumables.
En adelante consideraremos a X, Y espacios de Banach y 1 < p < oo.

Deflnicién 6.1,1 Un operador lineal acotado T': X = Y es absoluta-
mente p-sumable (denotado por T € 11, (X,Y)) si dada cualquier sucesidn
(2a) CX  tal que 3 |z*zal® <00 para cada z* € X*, tenemos que

§“T"’n”p < oo
Supongamos que  (z,) C X satisface que Y |z°z,)" < 0o para cada
n
z* € X*. Definamos un operador §: X* — [ de la siguiente manera:

Sz* = (z'zn),

Entonces dicho operador esta bien definido, es lineal y afirnamos que
tiene grifica cerrada:
Sean (2%,) C X*, z* € X* y y €, tal que

limz;, = 2° lim Sz}, =y (6.1.1)
entonces
L
28,20 = 4] < (}: et w) = 52,
n

para todo n € N, lo que implica que li"rln Ipn = Yu para todon € N. De
6.1.1 se signe 'z, = yy para todo n € N, por tanto
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Set = ("), = (Un)p = V.

Asi, S tiene grifica eerrada y se sigue que S es un operador lineal acotado,
Consiclereinos ahora el conjunto

B (X)=d(zs)C X Z |&* 2, " < oo,para todo »* € 4\"},
n
es elaro que I’ (X) es un espacio vectorial.
Si (zn) € Y (X), entonces dicha sucesion induce un operador lineal aco-
tado Sz, : X* = I, ya mencionado antes. Definimos entonces

”(%)"l:(.\') = IS(r..)..

Claramente [|(zn)llg(x) = 0 si y solo si (za) = 0. Del hecho de que
Sitarumle = Stan)y + Syadyr Srea), = AS(ew), ¥ e que ||-]] es la norma de
operadores lineales acotados de X* a Iy, se sigue que |-y ) es una norma

en I (X).
Andlogamente definimos lﬂ'“ (Y) = {(y,.) cY: EII!‘/"H" < oo}, es claro
n

que este conjunto es un espacio vectorial.
Definimos en lLHI (Y) la funcién |- “l“'"(V) de la siguiente manera:
P

g, = (2 hanl)

Asf, II'“:;!"l(v) es una norma en U1 (Y), (1 prueba es iléntica al caso de
los Ip).

Lema 6.1.1 (l,‘j’ (,\'),Il-ll,;:.(_\,,) Y (lﬂ‘" (Y) ,“’“;g'"(y)) son espacios de Ba-
nach.

Prueba,

Sea (win) = ((z7'),) C I (X) una sucesion ||»|l,‘.’,(.\.)-Cauchy. Seae >0
entonces existe P = P(g) € N tal que :
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€ Bye

1
»
sup {(ZIL - 23| ) } = |Juty — m,,”‘;(_\,) <s (6.12)

sig>m 2 P.
Lo anterior implica que

L

p
|z* (27 — 2f)l < (Z la* (2 - w?.)l") <€
n

para todo z* € By. y para todon € N.
Asi,

llen' = z3ll = Sup |2* (2’ —2a)l < €
r*

paratodone Ng>m > P.

Se sigue que (%)), es una sucesion ||-|) c-Cauchy para toda n € N. Sea
Yn =limz} yw = ()

De 6.1.2 tenemos que

i
»
(Z ot a™ ~ .r'u'),,|") <e (6.1.3)
n

si m > P, para todo z* € By..
Asf,

IA

(slwl) < (swean-eut) + (Thanr)’

1
€+ (): |z® ) < oo para todo z* € By.
n

IN

Lo cual implica que w € [}/ (X).
Por otro lado, se sigue de 6.1.3 que:

1
»
”wm _ w”l;’(.\') = :.Sc“Bp {(E l.l \ ln :);W’lnl") } S 3
CBxe n

sim> P
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Todo lo anterior iniplica que (l,';’ (X), "'"l,w(.\')) es un espacio de Banach.
Sea (zn) = ((y"),) € WM (Y) una sucesién ||-||,:'|<||(Y’-Cauchy. Sea e > 0,
entonces existe P = P(s) € N tal que

L
P
(Z g - y,“.ll") = llem = zqllyigy) <€ (6.0.4)
n

sig>m>2 D

Asfy ||y - 43|l <esiq>m > P, paratodo n € N.

Se signe que (y3),2, es una sucesion ||-||,-Cauchy para todo n € N. Sea
e =limyp y 2= ().

De 6.1.4 tenemos lo signiente:

1
14
(Z v ~ %II") Sesim> P (6.1.5)
n
Por tanto,
; .s :
(Shell)” < (Sl - o) + (Sha1?)
1
< e+ (Thnr)” <o
1

Lo cual implica que z € I (Y).
De 6.1.5 tenemos

’
l|2m = :Il,g~(|(y) = (E llymw ~ %II") <esim2 P
n

Lo anterior muestra que SZﬂ'“ (Y), ||'||,ﬂ-u(y)) es un espacio de Banach. @

Retomamas 1a definicion dada antes y la expresamos con la nueva termi-
nologia de la siguiente manera :

"Un operador lineal acotado 7' : X — Y es absolutamente p-sumable
si y solo si (T'ry), € lﬂ'" (Y') siempre que (z,), € Iy (X).”

SiT: X =Y es absolutainente p-sumable entonces definimos un ope-
rador 1': 1 (X) = DY) como sigue:

T (zn), = (Tzy),
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Observacién 6.1.1 Nitese que la asociacion T — T es lineal.
Lema 6.1.2 7" es un operador lineal acotado.

Prueba,

SiT: X =Y es absolutamente p-sumable entonces 7' es un operador
lineal bien definido v afirmamos que tiene grafica cerrada:

Sean () C L) (X),wely (X)yz € 1;!'" (Y) tal que

limuy, =w limTwy, =2 {6.1.6)
m m

Entonces,

L

sup (2 |z* (2 - xn)I”) ’

r*cBy. \ 0
o* o~

I

[l ~ ’U”l;;'(.\')

v

para todo z* € By. y para todo n ¢ N. Asi,

font - 2all = sup |u* (2 — a)]
3'6l1x0
< l[wm — w”l;;'(.\f)

para todo 1 € .V, de 6.1.6 se sigue que li’}.nm,'{' =, para todon € N.
Por otro lado,

1
(=2 - wip)”
755 -

-

Twy, — =z

i1hy)

v

para todo n € N,de 6.1.6 se sigue que li'Hle;:' = g, para todo n € N.
Dado que 1" es un operador lineal acotado, se sigue que

T, = li'glnTm,'," =y, paratodoné€ N,

os decir T = z; por tanto T tiene gréfica cerrada y por tanto es un operador
lineal acotado. @
Definimos la norma absolutamente p-sumable de 7', denotada =, (7)),

como 7, (T') = "I‘", entonces mp (<) es una norma en I, (X, Y).
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De hecho {T|T €ll, (X, )")} es un subespacio cerrado del espacio de
Banach {U LX) - lg'" (Y) U es lineat y acotzulo},de donde se sigue que
{TI'I‘ €ll, (X, Y)} es un espacio de Banach y por tanto (11, (X, Y), 7, ()

lo es. (Esto ultimo es claro ya que mp (T, — Tin) = T, - ’f",,. )
Dado que
n(@) = |i]

Il

inf {p > 0|1 (zn),

< pll(zn), || paratodo (za), € L (X))

se sigue que
7, (T') = inf {p > 0]la designaldad 6.1.7'se da para cualquier 2y,..., 24 € X}

L 1
n P n P
donde (Z ||Tz‘~|l") <p sup (Z Iz':r,l") (6.1.7)
i1 €hxe \i=)
A continuacién presentamos un importante resultado que liga la teoria

de la medida con la teoria de operadores absolutamente p-sumables.

Teorema 6.1.1 (de Dominacidn de Grothendieck-Pietsch, 1967). Supon-
gamos que T c I, (X,Y). Entonces eziste una medida de probabili-
dad deBorel, regular ;i definida en Bx. (respecto a la topologia w*)
tal que

(Tl < e (r) [ ol du o) <78 ()
By

para todo r € X.
Prueba.
Sean z,,...,2, € X. Definimos la funcién:
fn....,r,. By 9 R

como sigue;

" n
foran (@) = 12 (D) Y J2* 0 = ¥ [T
k=1 k=1
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Dado que z*zy = i, (') y que adewds i, o8 w'-continua se sigue que
fer,..50 05 W*-continua en By..

Sea C = {fr,,..0a € C(Bxow')|ry,. .,y € X}, Afirmamos que €' es
un cono convexo, (un subconjunto convexo K de un espacio vectorial es un
cono convexo si tK C K cuando ¢ > 0).

Sea D < X < 1, entonces

Ajtl,...hr,‘ + (l - /\)f.l’rnylm.'fm = j)‘ﬁnw,,,\ﬁhu(l‘”'\)#Fn-)lv'-l(l‘ )‘)#’”u

de donde se sigue que C ¢s convexo. Ademds si A > 0 entonces

)‘fn reakn & j

1 1
P Y2F TYRNS Yo

€.

De a definicion de m, (I') (ver ¢euacion 6.1.7), se sigue que cada elemento
de C es no-negativo en algiin 2* € By.. Por tanto C e disjunto del conjunto
N ={feC(Bx.w')|f(+*) <0paratodo z* € By.}.

Claramente M es un cono convexo, ademas M es abierto, Esto dltimo s
claro:

Sea f € N arbitrario, entonces {|f|],. = fax {=f(z)} > 0. Por lo
< X
que

{U € C(U,\'-"(U') l ”!] - j“nmx < "j"nmx} CN.

Por ¢l teorema bisico de separacion, se sigue que existe p € C (B w*)’
nna medida de Bornl regular definida en Yos borelianos de (By. w*) tal que

[ fdp<t < /!Id/‘

para todo f € N, g € C; ademds, dado que N y C son conos convexos
podemos suponer que ¢ = 0.

Dado que [ fdi < 0 para todo f € N, i es una medida positiva que
podenios suponer es una medida de probabilidad.

Asi, [ f.dp > 0 para todo z € X. Por la definicidn de f; se sigue que

/ fedp =72 (1) / e du (2°) ~ | T2l
Bxe By

para todo 7 € .X. Lo cual prueba la primera desiginaldad, la segunda es obvia
pues jt es de probabilidad. @
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Dado que z'z) = i;, (2*) y que ademnds i, e w*-continua se sigue que
fry,0ea €8 W'-continua en By.,

Sea C = {fr,,..c € C(Byo,w')ryy.., 2 € X}, Afirmamos que C es
un cono convexo, (un subconjunto convexo K de un espacio vectorial es un
cono convexo si tKC C K cuando t > 0).

Sea 0 < A < 1, entonces

'\fn,...‘tn + (l - ’\)f-ﬁnql..--yl‘m = f i

AP 20 W 21 AP 211 A)B

de donde se sigue que C es convexo, Adewds si A > 0 entonces

/\f""' o = fA#r;,..../\}':r,. €C.
De la definicién de w, (1) (ver ecuacion 6.1.7), se sigue que cada element o
de C es no-negativo en algin 2* € By.. Por tanto C es disjunto del conjunto
N ={f € C(Bx.w)|f(x*) <0 para todo 2* € By.}.

Claramente N es un cono convexo, ademds A es abierto. Esto iiltimo es

claro:
Sea f € N arbitrario, entonees || f,,.. = it {~f(«*)} > 0. Porlo
CHy.
que

{9 € CBy- ) g = fllwax < M llach € N

Por el teorema basico de separacion, se signe que existe € C (By. w')’
una medida de Borel regular definida en los borelianos de (By.,w*) tal que

/fll/l. <t< /ydu

para todo f € N, g € C; ademds, dado que A y C son conos convexos
podemos suponer que ¢ = (.

Dado que [ fdy < 0 para todo f € N, pt es una medida positiva que
podemos suponer es una medida de probabilidad.

Asi, [ fidp > 0 para todo z € X. Por la definicion de £, se sigue que

[ fn=m @) [ lsraldutat) - rapp
By Byo

para todo r € X Lo cual praeba la primera designaldad, Ia segunda es obvia
pues s es de probabilidad. @
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El teorema anterior afirma que existe una medida de probabilidad regular
pt definida en (By. w*) tal que i, € LP (i1) para cada z € X,

Definimos X, = i (X)"® Entonces i : X — X, es un operador lineal
continuo:

L
p

lichiog = | [ e'elPda] <ol

Bxe
para todo a € .\, lo cual implica que |iff < 1, en particular i (By) C By,

Definicion 6.1.2 Un operador lineal T : X = Y es llamado completamente
continuo st manda sucesiones w-convergentes en sucesiones convergentes.

Teorema 6.1.2 i : X — X, es completamente continuo y débilmente
compacto,

Prueba.

Sea (zy)) C Xyaoe Xtalquer = w-limzy, es decir i;2° = limi, z°
para todo z* € X°.

Esto wltino implica que existe M > 0 tal que

sup |iz, 2| = ||zn)l £ M para todo n € N.
¢ By

Por ¢l teorema de la convergencia acotada, tenemos:

i

. . . p . . . p
Ilr{n ”1;,. - 11‘"“’(“) l"{nﬂio |zln - 1;' d“‘

i

l'm' _‘;pd =0
Bi' 'u "tn ?'| U

Por lo que i es completamente continuo.

Ahora probamos que i : X — X, es un operador débilmente compacto,
i.e 1 (Bx) es w-compacto.

Sip > 1 entonces X, es reflexivo, lo cual implica que By, e8 w-compacto.
Se vi6 anteriormente que i (By ) C By,, por tanto t (Bx) es w-compacto.

Sea p=1. Dado que ues una medida de probabilidad se sigue que
Ly () C La ().

El operador inclusién I: Lz () = Ly (1) dado por If = f es continuo,
por tanto w-w continuo. Ademds,
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H
= (l’/ ]m‘x|2d;1) <lsiz| €L

X

Teorema 6.1.3 Si T € Il (X,)’) entonces T’ es completamente con-
linuo y débilmente compaclo.

Prueba.
Definimos £ : (X} € Ly (¢} = Y de la siguiente manera:

Pi, =Tz

Entonces I’ es un operador lineal acotado:

L
P
(1) ( f |x'a.-|"du)
By
p (T) Izl

Donde la desigualdad es por el teorema de Grothendieck-Pietsch.
P tienc una tnica extension lineal continua en X, 1a cual seguiremos
denotando por P,
Por 1a definicion de P tenemos que T = Poi. Dado que P es continuo e
es completamente continuo, se sigue que T’ es completamente continuo.
Tambien P es w-w continuo y como § (Bx) es w-compacto se sigue que
( (Bx)) 8 w-coinpacto. Asf,

TBy =TB§ = P(i(Bx))" ¢ P (i(BY))

implica que TBy es w-compacto, i.e T es un operador débilmemo com-
pacto. @

I1Piclf = || 2]

IN

Il
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6.2 Prueba del teorema de Dvoretsky-Rogers.

Teorema 6.2.1 Si 1 < p < 00 y X es de dimension infinita, en-
tonces el operador indentidad en X no es absolutamente p-sumable.

Prucha.

Supongamos que el operador identidad fx = 2 es absolutamente p-
sumable.

Sea (irn) C By. Por el teorema anterior / deberfa ser w-compacto i.e By
debe ser w-compacto (w-compacto por sucesiones por el Leorema de Eberlein-
Smulian), por tanto (z,) admitiria una subsucesién w-convergente. Dado que
[ deberfa ser tambien completiamente continuo se sigue que dicha subsucesion
s convergente. ,

Pero lo anterior dice que By es compacto, lo cual implica que X s de
dimension finita. Una contradiccién. @

Corolario 6.2.1 Sil <p < 20y Y |lza||f < co siempre que ¥ |2*2,|F < 00
n n
pare cada z° € X*, entonces X es de dimensidn finita.

’
Finalimente, presentamos a contingacion la prueba det teorema de Dyvoretsky-
Rogers.

Teorema 6.2.2 Sea X un espacio de Banach. Toda serie incondicional-
mente convergente en X es absolutamente convergente si y sdlo si X es de
dimensidn finita,

Prueba.

Solo resta probar la necesidad:

Supongamos que la convergencia incondicional de toda serie en X implica
su convergencia absoluta,

X no puede contener una copia isomorfa de ¢y, dado que ¢y admite una
serie que converge incondicionalmente pero no absolutamente.

Por el teorema 5.0.6, se signe que si ¥ |2*z,| < oc para cada * € X° en-
tonces ¥ [|wafl < oo, por el corolario unt:rior se sigue que X es de dimension
fnita, |

CONCLUSIONES.
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Sdlo queremos destacar la importancia de las topologfas débil y débil*,
como se vio a través del trabajo estas topologfas nos permiten probar propie-
dades de subconjuntos del espacio vectorial que con la norma serfa dificil de
mostrar, (w-acotado implica acotado, etc.).

Queremos destacar fuertemente la importancia del capitulo 3 en las apli-
caciones: el teorema de Eberlein-Smulian por el lado de la topologia débil y
¢l teorema de Banach-Alaoglu (junto con el teorema 3.2.3) por el lado de la
topologia débil*,

Aunque estas topologfas se han definido en espacios vectoriales norma-
dos, se pueden definir también en espacios vectoriales topoldgicos localmente
CONVEXOS,

El capitulo 4 sélo es una breve introduccidn a la teorfa de integracién de
funciones vectoriales, Con cllo se probé el teorema de Orlicz-Pettis, ¢l enal
¢s una herramienta bdsica en la teoria de medidas vectoriales. El resultado
s¢ puede probar para espacios topolégicos localmerita convexos.

En el capitulo 5 se introduce la nocién de sucesién hisica y su caracte-
rizacién.  Esto da lugar a preguntas que relacionan este concepto con la
estructura del espacio: jtodo espacio de Banach contiene una sucesion hidsica
incondicional?, ;tudo espacio de Banach contiene un subespacio isomorfo a
¢ 6l 1 <p<od?, ete.
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