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Introducciéon

Desde hace mds de un siglo se ha venido haciendo el estudio de distintos
tipos de coloraciones de las graficas, ya sea con respecto a los vértices o con
respecto a las aristas de las mismas. El ejemplo mds notable es el Teorema
de los cuatro colores, el cual se refiere a coloraciones en graficas planas, y
especificamente al mimero cromdtico de dichas gréficas,

En México se ha introducido y estudiado el nimero dicromético y la
inconexion aciclica de digraficas y la tension de hipergraficas, que son inva-
riantes bajo ciertos tipos interesantes de coloraciones en vértices de graficas
e hipergraficas,

El mimero heterocromatico es un concepto que surgié naturalmente al
introducir el de tension,

El trabajo que presento consiste esencialmenteen calcular el mimero hete-
rocromaético de los sélidos platénicos (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro
e icosaedro) con respecto a subgréficas de los mismos.

Los cinco sdlidos platdnicos, asf como también la grifica de Petersen, son
grificas que tienen ciertas propiedades, las cuales hacen que se pueda crear
una técnica que facilite el cilculo de los distintos nimeros heterocrométicos
de cada una de ellas, como también de algunas subgrificas de las mismas.

En este trabajo se explica dicha técnica para después aplicarla y poder
exponer los resultados.






Capitulo 1

Definiciones y resultados
preeliminares

En este capitulo se dardn las definiciones de los conceptos que se utilizaran
a lo largo del trabajo, asi como algunos resultados que ayudardn constante-
mente al cdlculo de los nimeros heterocromaticos de las graficas a analizar,

Definicién 1,0.1 Una hipergrdfica es una pareja H = (V(H), E(H) )
de conjuntos donde V(H) es el conjunta de vértices y E(H) C 2YH) es el
conjunto de hiperaristas.

Si ocurre que para toda a € E(H), | a | = r, diremos que H es una
r-grdfica. En particular una grafica G (sin lazos) es una hipergrifica en Ia
que|aj=2Vae E(H).

Ejemplo 1.0.1 La hipergrdfica KF), es la grdfica que tiene cinco vértices
cuyas hiperaristas son las distintas ternas que se forman en ella; K&’) esls
3-grdfica completa con § vértices,

En general denotaremos por K{") a la r-grifica completa con n vértices.
Definicién 1,0.2 El orden de H, o(H), es el nimera de vértices de H.
Definicién 1.0.8 Una coloracidén (en vértices) de H es una funcién

f: V(H) — C donde C es un conjunto cuyos elementos podemos pensarios
como colores,



Si f es suprayectiva diremos que la coloracidn es efectiva.
Si | C| =k diremos que f es una k-coloracidn.

Definicidn 1.0.4 E! nimero heterocromdtico, he,(H) de H es el mini-
mo nimero m de colores tal que toda m-coloracidn efectiva de V(H) deja al
menos una hiperarista o € E heterocromatica ( i.e., tal que todos sus vértices
reciben colores distintos).

Ejemplo 1.0.2 Notemos que toda 3-coloracidn efectiva de Kgs) deja al me-

nos un tridngulo heterocromdtico. Como obviamente hc,,(l(gs’) > 2, se sigue
que he (k) = 3.

Figura 1.1: K}

Definicién 1.0.5 Decimos que una grdfica G es regular de grado p, si el
nimero de aristas que inciden en z = p Vz € V(G).

Deflnicidn 1.0.8 Un conjunto de vértices B, 2-bloquea a una coleccidn de

hiperaristas A C E(H) (o es un 2-bloqueador de A), si Ya € A, se tiene que
lanB|>2

Denotaremos por Bi a un conjunto 2-blogueador que consta de i ele-
mentos, y u; denotard a la mdxima cantidad de hiperaristas que se pueden
2-bloquear con ¢ vértices. ‘

Sean H una hipergrifica regular de grado r, B8 C V(H) un conjunto y
Eg C E(H).

Consideremos la grafica bipartita, 3(B), donde V(3(B)) = BU E. Di-.
remos que ¢ € B es adyacente a a € E, si ¢ € a en H. Notemos que cada
& € Ep es adyacente al menos a 2 elementos de B. (Vease la Figura 1,2)
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Figura 1.2;

De esta manera hemos obtenido la siguiente desigualdad:
r|B|22|Eg|

y de ahi se sigue que:

r|B|

5 (L)

| Eg |<

Observacién 1.0.1 4; = max | Ep | < 4.

Definicién 1.0.7 Una 2-transversal de H es un subconjunto S de V(H)
tal que para cada a € E, |anN S| 2 2.

El orden minimo de una 2-transversal de H se denota por 7;(H).

Observacién 1.0.2 De (1.1) se obtiene:

< min| B|=n(H) (1.2)
donde B es una 2-transversal de H.

Definicién 1.0.8 Una 8-transversal segmantada de H es una coleccidn
S de subconjuntos mutuamente ajenos de V(H), cada uno de cardinalided al
menos 2, tal que para cada o € E eziste S €S que satisface jan S| 22

11




Definimos

cta(H) =min {3 |S| -S| dondeS§ es una es una 2-transversal
M

segmentada de H }
En este trabajo estaremos considerando hipergréficas definidas de la si-
guiente manera: Sea G una grédfica y F una familia de subgrificas de G. La

hipergrafica H(G|F ) tiene por vértices a los vértices de G y por conjunto de
aristas a {V(F): FeF}.

Ejemplo 1.0.3 Considérese la trayectoria Pys (Figura 1.3). El conjunto de
vértices marcados con un cuadrado es una 2-transversal de Pia con respecto
a Py, (i.e., 2-bloguea a todas las trayectorias de orden { que se encuentran
en P]g.

oottt iiold
Figura 1.3: Los cuadrados forman la 2-transversal,

Se puede ver que esta 2-transversal esta formada por 4 copias de P; que
forman una 2-transversal segmentada de Py con respecto a Py,

S E = =

Figura 1.4: Las distintas parejas de figuras representan los distintos conjun-
tos.

Teorema 1.0.1 [1] heo{H) = o( H) - ct3(H) + 1

Demostracion:
Sea H una hipergrifica y, supongamos que tenemos una k-coloracién
efectiva de H con k médximo, tal que no existe a € E heterocromdtica.

12




Sea S la coleccion de clases cromdticas no singulares (i.e., constituidas
por al menos 2 vértices); claramente S es una 2-transversal segmentada de
H.Comok=0o(H})—Y|S|+]|S] setiene quek > o(H) — ct2( H).

De hecho, S es es de tal forma, que 32| S| + | S |= cty(H). Supongamos
lo contrario, es decir, que existe una 2-transversal segmentada 5* tal que
LISI=1S|>X[S]|~1S*, pero entonces o(H) — (L | S| - [S*) >
ol H) = (XL | S| 4[5 ) = k; de tal manera que si otorgamos distintas clases
cromaticas a los diferentes conjuntos § €5* asi como también a los conjun-
tos singulares, hemos obtenido una k' coloracion que no deja hiperaristas
lieterocromaticas, y con &' > k, contradiciendo que k era maxima.

Por lo tanto k = o(H) — ct;(H) y basta con aumentar un color mds para
asegurar la existencia de una hiperarista heterocromatica, es decir, hc,(H) =

o(H) — cta(H) + 1.

Corolario 1.0.1 [2] he,(H) 2 o(H) — 4(H) +2

Demostracién:
Sea S una 2-transversal de A cuyo orden es minimo. Notemos que si
|S|>35|8]~|5| donde S es una 2-transversal segmentada, entonces

|S|-12%(8|-]5],lo queimplica que o(H)—| S| +1 < o(H)—
TS| + 15|y delo que se sigue que o H)— | § | +2 S o{H)- L | &' | + |
S| 41 = he,(H); con lo cual habriamos terminado.

Ahora veamos que no puede ocurtirque | S [S L | S|~ |S]|, ya
que de lo contrario, se seguirfaque | S| -1 < | S|~ S|, locual es
una contradiccion, porque podemos considerar a S como una 2-transversal
segmentada formada por un dnico conjunto de cardinalidad mayor o igual a
dos, que a su vez cumple que | S | =1 < cta(H).

Por lo tanto hc,(H) 2 o(H) — ma(H) + 2.

Definicién 1.0.8 Una r-coloracidn tiene tipo (im,Jn, ..., ki) 8i los car-
dinales de las clases cromdticas no singulares dispuestas en orden creciente
forman la sucesion: i,1,...,1(m veces), j,...j (n veces)...,k, k...k(s veces).

13



Ejemplo 1.0.4 En la Figura 1.5 se muestra una 3-coloracidn efectiva del
NPO 21.

Figura 1.5: ;
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Capitulo 2

La grafica de Petersen

En este capitulo calcularemos el nimero heterocromatico de la grafica de
Petersen, P, respecto a ciclos de longitud cinco, asi como también respecto
a las vecindades de los vértices de la misma.

2.1 Numero heterocromatico con respecto a
caras :

P es una grafica 3-regular cuyo orden es 10, ademas la minima longitud que
tienen los ciclos es cinco; es decir, tiene cuello 5. Es posible encontrar 12
cuellos distintos en P, de modo que si consideramos que las hiperaristas de P
estdn formadas éstos, tenemos 12 hiperaristas diferentes en la hipergrifica.
1Cudnto valdra he,(P,Cs)?
Primero calcularemos 73(P,Cs) para que después, utilizando el Corola-
rio 1,0.1 poder obtener que una cota inferior para he,(P, Cs) es 4.

Teorema 2.1.1 n(P,Cs) =

Demostracién:

Existen en P dos ciclos ajenos (por ejemplo, la estrella interior C; y el
pentdgono exterior CJ, son ajenos) de modo que si deseamos obtener una
2-transversal de la grifica necesitamos, al menos, tomar dos vértices en cada
pentdgono. Pero ademds son suficientes estos cuatro vértices para 2-bloquear
a todos los cuellos de P. (Véase la Figura 2.1).

Aphcando directamente el Corolario 1.0.1 podemos concluir que

«(P,Cs) 2 8,

13



Figura 2.1: Los vértices marcados forman la 2-transversal.

El paso siguiente es mostrar que para toda 8-coloracidn efectiva, siempre
se puede encontrar, al menos, un cuello heterocromatico en P,

Teorema 2.1.2 he,(P,Cs) = 8

Demostracién:

Sdlo existen dos tipos de 8-coloraciones efectivas distintas en P, que son
las siguientes:

i) 3; (con una tnica clase cromitica con tres elementos y las demas clases
cromaticas singulares)

i) 2 (dos clases cromaticas con dos elementos y las demas de cardinalidad
uno),

En el caso i) es claro que no se bloquean doblemente todos los Cy, ya que
Tz(P, Cs) =4,

Para analizar el caso ii) primero veamos cuéntas hiperaristas se pueden
2-bloquear con dos vértices; es decir, calculemos yus.

Utilizando la desigualdad (1.1) del Corolario 1.0.1 obtenemos que u; < 3.

Y con este resultado es suficiente, ya que si las dos clases cromiticas
dobles que tenemos, 2-bloquean cada una a tres hiperaristas distintas, en el
mejor de los casos, habremos 2-bloqueado a seis hiperaristas.

Por lo tanto he,(P,Cs) = 8.

2.2 Niimero heterocromédtico con respecto a
vecindades

Nuestro siguiente problema es considerar a las hiperaristas de P como las
vecindades abiertas de cada vértice; donde la vecindad abierta de z € V(P)

16
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es el conjunto de vértices adyacentes a z y distintos del mismo. Existen en
P diez hiperaristas distintas (una por cada vértice de la grifica).

Primero calcularemos 7;( P, vec(z)).

Por la desigualdad (1.2) sabemos que (P, vec(z)) 2 12 2, pero como
72( P, vec(z)) debe ser un nimero entero podemos decir que 7,( P, vee(z)) 2 7.

pr=1
fa =3
By 6
ps S 7
e <9

Tabla 2.1:

Teorema 2.2.1 r3(P,vec(z)) =7
Demostracién:

Basta con mostrar una 2-transversal de P que conste de 7 vériices (Véase
la Figura 2.2)

Figura 2.2; Los vértices marcados forman la 2-transversal.
A continuacion, veamos la Tabla 2.1, la cual contiene las cotas superio-
res de las distintas p; ( 2 € i < 6 ) las cuales nos servirén para calcular

heo( P, vee(z)). La demostracion de la igualdad, tanto paza u; como para
se dard més adelante.

Teorema 2.2.2 hc,(P,vec(z) ) = 8.

17
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Demostracién:
Cualquier 3-coloracion efectiva de P debe ser de alguno de los siguientes
tipos:

Tabla 2.2:

Utilizando los resultados de las Tablas 2.1 y 2,2, obtenemos las relaciones
que se muestran en la Tabla 2.3.

De esta manera podemes concluir que con ninguna 5-coloracion efectiva
se pueden bloquear doblemente a todas las hiperaristas de P,

Por lo tanto he,(P, vec(z)) = 5.

Lema 221 yy=1,yu; =13

Demostracién:
)pa=1

Tipo de Coloracién | Mdximo Nimero de Hiperaristas 2-bloqueadas
25 3
233
24
Q9
215
o4
61

L ] Go] -3 aof ™

Tabla 2.3:
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P es una grafica que no contiene cuadrados, por lo que no existen z,y €
V(P) tales que | vec(z)Nvec(y) | 2 2. Sin embargo, si ocurre que Yz € V(P)
3y € V(P) tal que | vec(z)Nnvec(y) | = 1.

Por lo tanto p, = 1.

ii) Ha = 3

Es posible encontrar un hexdgono en P, de modo que, si tomamos alter-
nadamente tres vértices, se pueden 2-bloquear tres vecindades distintas.

Para mostrar que no es posible 2-bloquear mas vecindades supongamos
lo contrario, es decir, que existe un conjunto B3 que bloquea doblemente a
mas de tres hiperaristas de P

Sean y, 24, 23,24 € V(P) tales que |vec(z;)N By | 22 para 1 £i < 4.

Por el inciso anterior, sabemos que no existen i, tales que | vec(z;) N
vec(zr;) | 22 (paral £1,j<4).

Sean u,v,w € By, Sin pérdida de generalidad, supongamos que u y v €
vec(z1) y que vy w € vec(z,) deesta manera, sélo queda quew y u € vec(za);
pero para el vértice 4, no importa cuales sean los vértices 2-bloqueadores
que se enuentren en su vecindad, siempre formard un cuadrado en P.

Por lo tanto g3 = 3.

Algo que vale la pena hacer notar, es que si no existieran los casos en
los que se pueden bloquear doblemente nueve hiperaristas distintas, (las co-
loraciones 3, + 4, y 6;) habriamos encontrado el nimero heterocromatico de
una 2-vecindad; es decir, podriamos asegurar que para cualquier 3-coloracién
efectiva de P, existen al menos dos vértices cuyas vecindades son hetero-
cromaticas,

A continuacion demostraremos que si es posible bloquear doblemente nue-
ve vecindades distintas en P, y para ello demostraremos que uy = 6 y pg = 9.

Lema 2.2.2 y¢=6 yug=9.

Demostracién:

i) p=6

Supongamos que existe un conjunto By C V(P) que bloquea doblemente
a seis vecindades distintas de P. Sea Ey = {4, b,¢,d, ¢, f} C V(P) el conjun-
to de vértices cuyas vecindades han sido 2-bloqueadas. Consideremos una
grifica P* de la siguiente manera:

1.- V(P#) = ByN Es,

19



2.- El grado de z =3 Yz € By,
3.- Ve € Eg 3y, € B, tales que las aristas (z,y) y (z,z) € A(P»).

Podemos pensar a P* como la grifica K, con una subdivisién por cada
arista que tiene, donde los vértices obtenidos de la subdivisidn son los ele-
mentos de Eg y los cuatro vértices restantes son los elementos de By. Ademas
aumentaremos las aristas (a, ¢), (b,d) y (e, f) para lograr que P* sea regular
de grado 3. (Véase la Figura 2.3)

d

b

Figura 2.3: Los vértices son aquellos cuyas vecindades han sido doblemente
bloqueadas

Observemos que las vecindades de a, b, ¢,d, ¢, f han sido doblemente blo-
queadas por los cuatro elementos de By, Ademais notemos que P* tiene
cuello 5, es de orden 10 y, como dijimos anteriormente, es regular de orden
3; es decir, P* es homomorfa a P,

Por lo tanto es posible bloquear doblemente seis vecindades con cuatro
vértices, y se sigue que la coloracién del tipo 3,+4; bloquea doblemente nueve
vecindades distintas en P.

ii) He = 9,

Supongamos nuevamente que existe un conjunto B = {1,2,3,4,5,6} C
V(P) que bloquea doblemente nueve vecindades distintas en P, y sea E, =
{a,b,¢c,de, f g, k,i} C V(P) el conjunto de vértices cuyas vecindades han
sido doblemente bloqueadas. Consideremos a la grifica P* de la siguiente
manera;

. 1.- V(P*) = BsUE4.

20




2.- El grado de 2 = 3 Vz € B,
3.- Vr € Ey 3y, 2 € B; tales que las aristas (z,y) y (z,2) € A(P+).

Podemos pensar a P* como la grifica (K3 K3) (dividiendo cada arista
en dos aristas), donde Ey es e] conjunto formado por los vértices afiadidos
después de dividir cada arista, y By esta formado por los 6 vértices restantes.
Como se puede ver, o Px) = 13.

Ahora mostraremos que, si consideramos que 3 vértices se encuentran
representados dos veces, es posible encontrar un homomorfismo de P* en P
y habremos terminado.

[
—

N

[ 3

h 5 b 2

Figura 2.4: Aqui se muestra como se identifica cada vértice de K3 con los
vértices de P,

El vértice 1 no puede ser el mismo vértice que b, ¢, e, f 6 g, ya que entonces
existirian ciclos de longitud tres. Claramente no puede ser a,d ni i porque
entonces estos vértices no estarian doblemente bloqueados. Tampoco puede
ser 4 ni 3 por que aparecerian ciclos de longitud cuatro, y si fuera 2,36 6
se formarfan lazos en la grifica. Por lo tanto 1 sdlo puede estar identificado
con el vértice representado por A.

Para el vértice 6, por simetria, est& obligado a ser g.

El vértice 2 claramente no puede ser a, b ni g, porque entoces no estarfa
doblemente bloqueado, si fuera el mismo que el vértice ¢,d, e, A 6 i, habria
un ciclo de longitud tres; y no puede ser 3 ni 3 porque se formarfan lazos.
Por lo tanto 2 tiene que ser e] mismo vértice que f.

Por simet1ia, el vértice 3 es el mismo que c, 4 es el mismoqueay Sesel
mismo que d; siendo b,e y i los vértices cuyas vecindades estin bloqueadas
sin ellos pertenecer al conjunto 2-bloqueador, y que de hecho tienen grado
dos lo que los obliga a ser adyacentes al vértice y que no aparece en (Ks3) (de
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hecho son la vecindad de y); de esta manera se tendria una grafica 3-regular
de cuello cinco con diez vértices, y por lo tanto es homomorfa a la grafica de

Petersen.
Asi pues, es posible con seis vértices bloquear nueve vecindades.
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Capitulo 3

Numeros heterocromaticos con
respecto a las caras de los
solidos platdnicos

Los sélidos platdnicos son: el tetraedro, el cubo, el octaedro, el dodecaedro y
el icosaedro. Es bien sabido que se pueden representar en el plano de manera
que sus aristas no se intersecten entre si en cualquier parte distinta de un
vértice, es decir, son graficas planas,

En este capitulo calcularemos los nimeros heterocromaticos de los cinco
sélidos platdnicos con respecto a sus caras,

Como las hipergraficas con las que trabajaremos son regulares, nos ayu-
daremos de la desigualdad (1.1) para calcular las distintas ; asi como las
diferentes p; para cada caso.

3.1 Tetraedro

El tetraedro es una grafica 3-regular, con cuatro vértices y sus caras son
tridngulos; la denotaremos por T.

Teorema 3.1.1 1,(7,C3) = 3.

Demostracidn

| E(T) |= 4 y ocurre que Ya, § € E(T),| anf |= 2, de este modo tenemos
que con dos vértices, es posible 2-bloquear a 2 tridngulos distintos, y ademis
es el mayor nmero de triangulos que podemos bloquear doblemente, ya que
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de lo contrario pasaria que o(T) > 3. Pero si consideramos un conjunto
2-bloqueador, By , con tres elementos, es posible bloquear doblemente las
cuatro caras de 7.

De esta manera tenemos que ro( T) = 3.

Ahora podemos utilizar el Corolario 1.0.1 para obtener una cota inferior
de heo(7T,C).

Teorema 3.1.2 h,(T,C3) = 3.

Demostracién
El tetraedro es una grafica completa, de hecho es I asi es que heo(T, Ca) =
heo(K3) = 3. (Ver Ejemplo 1.0.2)

3.2 Cubo

El cubo es una gréfica 3-regular, de orden 8 y las caras forman cuadrados.
Lo denotaremos por T.

Utilizando la desigualdad (1.1) se pudieron obtener cotas superiores para
las distintas y; (2 < i < 4) y después se calcularon las igualdades estrictas,

Teorema 3.2.1 u3 =2, 3 =3, uyy =6

Demostracién

i) pz=2

Dados dos vértices, ,y, puede ocurrir que sean adyacentes o que no
lo sean, Cuando no son adyacentes, a lo mas existe una cara C tal que
{z,y} C C, por lo que, en el mejor de los casos, se puede bloquear doblemente
una cara. En el caso en que z, y son adyacentes, la arista que tienen en comiin
pertenece a dos C; distintos, por lo que se pueden bloquear doblemente ambas
caras y, como en el cubo no hay aristas miiltiples, no puede ocurrir que dos
vértices adyacentes bloqueen doblemente a mis Cy € Q.

Por lo tanto u; = 2.

i) p3 =3
Supongamos que con tres vértices es posible bloquear doblemente a cuatro
caras de Q.
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Pensemos en la grafica bipartita 3 que relaciona al conjunto Ep de ca-
ras doblemente bloqueadas, con el conjunto 2-bloqueador B;. Diremos que
V(8) = EgUB,. Notemos que cada elementoz € Ep es adyacente, al menos,
a dos elementos de Bj; es decir, existen minimo ocho aristas incidentes en los
tres elementos de By. Pues entonces debe pasar que al menos dos vértices
¥, % By tiene grado tres, lo que quiere decir que en @, y, z ayudan a bloquear
doblemente a las tres caras a las que pertenecen.

Pero para que un vértice pueda contribuir a bloquear doblemente a las
tres distintas hiperaristas en las que se encuentra, se necesitan tres vértices
mas, lo cual es una contradiccion,

Por lo tanto 3 = 3.

iii) By = 6

En T podemos encontrar dos Cy ajenos (C},C3) .

Sean r,y € C} y u,w € C? de modo que ninguno de estos vértices sean
adyacentes entre si, La unica posiblidad que tenemos de acomodarlos con
esta condicion es la que se muestra en la Figura 3.1,

Figura 3.1: Los vértices marcados forman la 2-transversal.

Pero con eso hemos obtenido una 2-transversal de Q.
Por lo tanto p¢ = 6.

Corolario 3.2.1 7;(@,Cy) = 4.

Demostracién
Se sigue inmediatamente del Teorema 3.2.1,

Ahora podemos calcular A,,(Q,C4) y tendremos presentes los resultados
anteriores en la siguiente Tabla:
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Hy =2

fta =3

g =6
Tabla 3.1:

Teorema 3.2.2 h,,(Q,Cy) = 6.

Demostracién

Consideremos los distintos tipos de coloraciones que podemos tener con
seis colores

3

2

ler. Caso: Ayudindonos de la Tabla 3.1 podemos ver que dada una
coloracion con una clase cromatica que conste de tres elementos no se pueden
bloquear las seis caras del cubo ya que py3 =3.

20. Caso: Sitenemos dos clases cromdticas, cada una con dos elementos,
a lo mas se pueden bloquear cuatro caras distintas (porque g3 =2 ), lo cual
no es suficiente,

Por lo tanto h.(Cy, @) = 6.

3.3 Octaedro

El octaedro es una grafica 4-regular, con seis vértices y tiene ocho caras, las
cuales forman tridngulos; la denotaremos por O,
Para calcular A.,(0, C3) utilizaremos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.1 py =2, p3 =4, yy =8,

Demostracién

i) pg=2

En el caso en el que tenemos un conjunto 2-bloqueador con dos elementos,
estos pueden ser adyacentes o no serlo. En el caso en que lo sean, como hay
cuadrados en O, se podrian bloquear doblemente dos caras distintas. En el
caso en que no sean adyacentes, los vértices deben ser antipodas, pero de
esta manera no pueden bloquear doblemente a ningiin tridngulo en O.
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Por lo tanto yg = 2.

ii) Ha = 4

0 es una grafica 4-regular de orden seis, de modo que si tomamos tres
vértices u,v,w € O debe de ocurrir una de dos cosas; que los tres sean
adyacentes entre si dos a dos, o que dos sean adyacentes y el tercero sea
antipoda de alguno de los otros dos.

ler. Caso.Sean u,v,w € Bg y z,y,z € V(O) tales que z,y,z ¢ Bo.
Veamos que r,y,z también son adyacentes entre si, dos a dos; de hecho,
lo que pasa para u,v,w es andlogo para z,y,z. Existen cuatro tridngulos
distintos que tienen a una pareja de vértices en el conjunto u, v, w, es decir,
estdn doblemente bloqueados. Por otro lado tenemos que el tridngulo z,y, 2
no es 2-bloqueado como tampoco ninguna de las hiperaristas que tenga una
pareja de vértices en z,y,z. Por lo tanto solo existen cuatro tridngulos he-
terocromaticos.

Figura 3.2:

20. Caso. Podemos ver que los vértices u,v,w, se encuentran en un
mismo Cy, de la siguiente manera: hay dos parejas de antipodas en el mismo
ciclo, una formada por dos elementos, digamos u,w,€ Bo y la otra pareja
z,v, la cual sélo tiene a un elemento del conjunto Bp.

Pero entonces los otros dos vértices de O. y y z son ambos adyacentes a
4 y w, de modo que hemos obtenido cuatro caras heterocromiticas en O.

Por lo tanto p3 =4

iil) ue = 8.

Utilizando la desigualdad (1.1) sabemos que 8 2 4 y efectivamente, es
posible encontrar una 2-transversal con cuatro vértices:

Por lo tanto py = 8.
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Figura 3.3:

Figura 3.4

Corolario 3.3.1 7(0,C3) = 4.

Demostracidn
Aplicamos directamente el resultado anterior,

En la Tabla 3.2 se muestran los resultados del Teorema 3.3.1.
Teorema 3.3.2 h,(0,C3) = 4.
Demostracién

Nuevamente consideremos los posibles tipos de coloraciones que tenemos
en O si utilizamos 4 colores:

3
2
pa =2
Hy=4
pa =8
Tabla 3.2;
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Aplicamos los resultados de la Tabla 3.2 para comprobar que no serd po-
sible bloquear doblemente a las seis caras de O.
Este hecho lo mostramos en la Tabla 3.3

Tipo de Coloracidn | Maximo Numero de Hiperaristas 2-bloqueadas
3 3
2 4
Tabla 3.3:

3.4 Dodecaedro

El dodecaedro es una grafica 3-regular, de orden 20, Sus caras estan formadas
por pentdgonos que en total suman doce, La denotaremos por D.

La Tabla 3.4 muestra algunas cotas superiores para las distintas u; y
enseguida se probara la igualdad para el caso de uj.

pa=2
)
U <6
s 7
ug <9

Tabla 3.4:

Teorema 3.4.1 u; =2

Demaostracién

Dado un conjunto 2-bloqueador, B; C V(D) con dos elementos, estos
pueden o no estar en el mismo pentégono. En el caso en que no se encuentren
en un mismo pentdgono, no bloquean doblemente ninguna cara de D.

En el caso en el que ambos vértices se encuentren en una misma cara,
pueden o no ser adyacentes entre si. Si no son adyacentes inicamente blo-
queardn doblemente a la cara que tienen en comtin. Si ambos vértices son
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adyacentes, la arista que los une pertenece a dos pentigonos, por lo que
bloquean doblemente a los mismos.

De esta manera se puede concluir que p3 =2,
Teorema 3.4.2 ro(D,Cs) =8

Demostracién

Sabemos que (D, Cs) 2 8 y en la Figura 3.5 se muestra una 2-transversal
de D que efectivamente tiene 8 vértices.

Figura 3.5:

Una vez obtenida 73( D, Cs), tenemos el siguiente resultado;

heo{D,Cs) 2 14

Pero la Figura 3.6 es un ejemplo de una 14-coloracién efectiva que no deja
ningin Cjy heterocromatico:

Figura 3.6: Cada figura representa un color distinto.

Teorema 3.4.3 A.(D,Cs) = 15.
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Demostracién

Analizaremos los distintos tipos de coloraciones que se tienen de D uti-
lizando 15 colores para mostrar que efectivamente no se pueden bloquear
doblemente a todas las caras de D,

Los distintos tipos de coloraciones de D se muestran en la Tabla 3.5.

Tabla 3.5:

Calculamos el maximo nimero de caras bloqueadas doblemente, usando
los resultados de la Tabla 3.4 y obtenemos las relaciones que se muestran en la
Tabla 3.6, donde se puede ver que cualquier 15-coloracion efectiva garantiza
la existencia de una cara heterocromatica; es decir, h.,(D,Cs) = 15.

Observacién 3.4.1 De hecho, cabe hacer notar que con cualquier 15-coloracidn
efectiva de D, obtenemos siempre, al menos 2 caras heterocromdticas, ya que
para todos los tipos de coloraciones que se tienen, no se bloguean doblemente
mds de 10 caras.

Tipo de Coloracién | Maximo Niimero de Hiperaristas 2-bloqueadas
2 10
23+3, 10
24 10
1'% 10
2+ 5 9
34 10
6, 9
Tabla 3.6:
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3.5 Icosaedro

El icosaedro, Y, es una grifica 3-regular, de orden doce, con veinte caras
representadas por medio de triangulos.

Antes de continuar, notemos que Vr € Y3y tal que d(z,y) = 3, la cual
es la maxima distancia que hay entre cualesquiera dos elementos de V().
En este caso, decimos que y es antipoda de z.

Utilizando la desigualdad (1.1), sabemos que (Y, C3) > 8. Mostraremos
que no es posible encontrar una 2-transversal de ¥ que tenga 8 elementos.

Teorema 3.5.1 n(Y,C3) > 8.

Demostracidn:

Supongamos que existe una 2-transveral de Y con 8 vértices y veamos
que con los | vértices restantes es posible encontrar una cara que no ha sido
2-bloqueada.

Sean {r1, 7,23, 4} dichos vértices.

ler., Caso, Supongamos que dos de ellos son antipodas, sin pérdida
de generalidad digamos que z, y z2. Pero entonces z3 y z4 se encuentran a
distancia 1 ¢ 2 de y. Supongamos que d(z;,z3) = d(z),24) = 1, entonces
hemos encontrado un tridngulo formado por alguna de las parejas z) y z3
6 1 y 74, €l cual no intersecta al conjunto 2-bloqueador.

Si ambos se encuentran a distancia 2 de z; entonces se encuentran a
distancia 1 de z; y ocurre lo mismo que se menciond anteriormente,

Si sdlo uno de ellos, z3, se encuentra a distancia 1 de x,, hemos encontrado
un tridangulo que tiene como vértices a ) y z;, y por lo cual su interseccién
con €] conjunto 2-bloqueador es 1, lo cual no es suficiente,

20, Caso. Supongamos que no hay pareja de antipodas entre los vértices
I1,73,23, T4 entonces para evitar que aparezcan caras que no han sido 2-
bloqueadas, es necesario que los cuatro vértices se encuentren a distancia 2
entre ellos,

En el icosaedro podemos encontrar dos ruedas W ajenas que contienen
a los doce vértices de Y. Llamémoslas Wy, y W,.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que z, es el centro de la rueda
Ws,, con lo que 23,23 y z4 deben encontrarse en W,.

Ninguno de ellos puede ser el centro de la rueda, ya que no hay parejas
de antfpodas. Pero por otro lado, no es posible tener en un ciclo de longitud
5, tres vértices a distancia 2.

32




Por lo tanto no es posible encontrar una 2-transversal de ¥ con 8 vértices.

Observacidén 3.5.1 Como el icosaedro es el dual del dodecaedro, este resul-
tado implica que no es posible encontar cuatro caras ajenas en el dodecaedro.

Corolario 3.5.1 r;(Y,C3) =9.

Demostracién:

Basta con mostrar un conjunto de 9 vértices en Y que efectivamente
bloquea doblemente a las 20 caras.

Figura 3.7: Los vértices marcados forman la 2-transversal,

Teorema 3.8.3 Los resultados de la Tabla 3.7 son ciertos.

Hy=2
#a=4
fe=6
us =10
pe = 12
#73“
Hs = 18

Tabla 3.7:

Demostracién:

i) pa=2

Supongamos que tenemos un conjunto 2-bloqueador B;; estos dos ele-
mentos, z y y pueden ser adyacentes o no serlo,
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En el caso en que no sean adyacentes, como las caras del icosaedro son
tridngulos, no se podria 2-bloquear ni siquiera una cara. En el caso en el que
a = (z,y) € A(Y), entonces a se encuentra en dos tridngulos distintos.

Por lo tanto u3 = 2.

ii) Ha = 4
. Con tres vérticesen Y es posible 2-bloquear 4 caras. La Figura 3.8 es un
ejemplo:

Figura 3.8:

Ahora mostraremos que no es posible 2-bloquear un mayor nimero de
caras,

Supongamos lo contrario, es decir, que con tres vértices, z,y, z es posible
2-bloquear cinco caras distintas en Y. Representemos nuestro problema por
medio de una gréfica bipartita de la siguiente manera:

Unaparticion R, representa al conjunto de vértices del conjunto 2-bloqueador;
mientras que en la particién R; se encuentran representadas las hiperaristas
que han sido doblemente bloqueadas.

Denotaremos por V; al mimero de vértices 2-bloqueadores, que son adya-
centes a i elementos de R;.

Como Y es 5-regular, ocurre que cada vértice que se encuentra en R,
puede tener a lo mds cinco aristas, y cada elemento en R; es adyacente al
menos a dos elementos de Ry} por lo que se debe de cumplir la siguiente
desigualdad:

Vi+2V+3Va+4V, +3V5 2 245

Como estamos suponiendo que u3 = 5, tenemos que

i+ 2V +3V3 +4V, + 5V 2 10

Por otro lado tenemos que Vi + Vi + V3 + Vi + V3 = 3.

Ahora podemos ver que las posibles soluciones que tenemos son:
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Vi=lh=1yV=1

Vi=1lyV,=2
W=l Vi=lyW=1
B=2yVi=1

De esta manera podemos ver que al menos uno de los vértices de R,
bloquea doblemente a 4 de los 5 tridngulos a los que pertenece, Sin pérdida
de generalidad, digamos que es z dicho vértice,

Para 2-bloquear 4 tridngulos es necesario que los tres vértices formen un
ciclo Cy. (Véase la Figura 3.9).

Figura 3.9:

Pero de esta manera z,y y z 2-bloquean a tres tridngulos cada uno, de-
jando la siguiente relacién:

Va=3

la cual no es una solucidn para 1V) +2V; + 3V, +4V, + 5V > 10,

Por lo tanto u; = 4.

iii) He = 6

Con cuatro vértices u,v,z,y en Y es posible 2-bloquear seis caras distin-
tas: ,
Ahora veremos que no es posible 2-bloquear una mayor cantidad de caras
con el mismo nimero de vértices. '

Supongamos que s{ se pueden 2-bloquear siete caras distintas en Y ,
nuevamente fijAndonos en la relacion que guardan los vértlces 2-bloqueadores
con las caras 2-bloqueadas, podremos notar que al menos deben de existir
14 aristas 2-bloqueadas; i.e., 1V} +2V; 4+ 3V; + 4V, + 5V; 2> 14 mientras que
W+ +Vi+ Vi + V=4

Las posibles soluciones son las siguientes:

i=L=2yV=1
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Figura 3.10: Los vértices marcados forman la 2-transversal,

=L h=1yV=2

V=2ylV=2
Vz=1,Va=1»V4=1)'Vs=1
hh=2yV=2
VB=3yVi=1

Como se puede ver, existen cinco casos en los que hay un vértice z que
ayuda a bloquear doblemente cinco caras distintas. Para que esto ocurra
deben estar acomodados igual que en ]a Figura 3.10, pero es claro que asi sélo
se logran bloquear doblemente 6 caras distintas,

El sexto caso es aquel en el que existen dos vértices, z,y ayudan, cada
uno, a bloquear doblemente cuatro caras distintas. Dado z, la manera en
que puede bloquear doblemente a cuatro caras es aquella en la que forma
una trayectoria Py donde z es el vértice de grado 2 y u y v son los extremos
de la trayectoria, E! mismo razonamiento se aplica para y, pero entonces las
inicas configuraciones que se pueden obtener son, en la que z,u, y, v forman
un cuadrado, bloqueando doblemente a seis caras, o la que se muestra en la
Figura 3.10, que también bloquea doblemente a seis caras.

Por lo tanto u4 = 6.

iV) Hs = 10.

Supongamos que se pueden bloquear doblemente 11 caras. Existen 22
aristas que inciden en los vértices z,y, u,v,w que forman el conjunto By.

Las distintas soluciones son las siguientes:

Vi=1lyVi=4
Vi=l, Vi=1yV;=13
Vi=2y V=2

Estas soluciones obligan a dos ruedas, Wy, y W3, a tener todas sus caras
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doblemente bloqueadas. En el caso en el que ambas ruedas sean ajenas
necesitamos 4 vértices por rueda (lo sabemos por el inciso anterior), de modo
que necesitariamos que el conjunto 2-bloqueador tuviera al menos 8 vértices.

Analicemos el caso en el que no son ajenas Wy, y Wj,.

Por la configuracidn que debe de tener el vértice, y, para tener 2-bloqueadas
a las cinco hiperaristas a las que pertenece, sabemos que hemos utilizado tres
vértices mds, u, v y w.(Ver Figura 3.10).

El quinto vértice que falta agregar puede pertenecer al pentdgono en el que
se encuentran u,v y w. Si es asi, solo contribuird 2-bloquear 2 hiperaristas
mas; en caso contrario, sélo 2-bloqueariina hiperarista mas.

Por lo tanto no es posible 2-bloquear 11 caras en ¥ con cinco vértices.

La Figura 3.11 es un ejemplo en el que se consiguen bloquear doblemente
10 caras con 3 vértices.

V) e = 12
Con seis vértices es posible bloquear doblemente a doce caras distintas
en V:

Figura 3.11: pg = 12.

Supongamos que se pueden 2-bloquear a trece caras. Entonces existen al
menos 26 aristas que inciden en el conjunto By, Las posibles soluciones son
las siguientes;

h=1lyV=3
V2=17V4=1yvs=4
B=2yV=4
V3=1’V4=2YV5=3
VizdyVs=2

Como se puede ver, en todas nuestras posibilidades aparecen al menos
dos vértices (llamémosles z,y ) que bloquean doblemente, cada uno, a cinco
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caras distintas,

Existen dos configuraciones distintas en las que se pueden bloquear do-
blemente a cinco caras,

ler. Caso Supongamos que r es el centro de una rueda Ws y que hay
tres vértices u, v, w en el ciclo de W tales que u,v son adyacentes. De este
modo se han bloqueado doblemente las cinco caras en las que se encuentra
z. Para poder obtener otro vértice que también bloquee doblemente a cinco
caras, es necesario que u,v, w,y 0 z sea el centro de una rueda Wj, cuyos
triangulos se han 2-bloqueado. De esta manera tenemos tres casos.

1.1, Si y y z son ambos adyacentes a w se obtienen 10 caras doblemente
bloqueadas.

1.2 Si y y z son ambos adyacentes a u (ocurre lo mismo si se escogiera
v) se bloquean doblemente 11 caras distintas.

1.3 Si y es adyacente a u y v y ademds z es adyacente a y se 2-bloquean
unicamente 10 caras distintas,

20. Caso Supongamos que z es el centro de una rueda Ws y que hay
cuatro vértices u, v, w, y en el ciclo de Ws. Pero entonces, si queremos obtener
otro vértice z con sus cinco caras bloqueadas doblemente, es necesario que
z sea adyacente a v 6 w, pero de esta manera sdlo quedan 2-bloqueadas 10
caras distintas,

Por lo tanto pg = 12,

Vi) ur =14

En este caso pensemos el problema inverso, jcudl es el minimo nimero
de caras que se pueden bloquear doblemente con cinco vértices?

Por el Teorema 3.5.1, sabemos que no es posible tener cuatro vértices
(,v,w,2), que se encuentran a distancia 2 entre ellos, en Y ; de modo que
tenemos que analizar cuél es el quinto vértice z que se puede escoger, de tal
modo que se bloqueen el minimo nimero de caras posible,

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que u y v son adyacentes entze
si.

Si z forma un tridngulo con u y v se bloquean doblemente seis caras
distintas,

Si z es adyacente Unicamente a un vértice, se bloquean también seis caras
distintas.

Por lo tanto us = 14.
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vii) pg = 18,

Del mismo modo que en el inciso anterior, pensemos en el minimo nimero
de caras que se pueden bloquear doblemente con cuatro vértices.

Sabemos que no existen cuatro vértices ajenos en Y, pero si es posible
tomar tres vértices a distancia dos y un cuarto vértice adyacente inicamente
a uno de ellos, De esta manera se bloquean doblemente a dos caras distintas
en Y.

Por lo tanto ug = 18.

Teorema 3.5.3 he,(Y,C3) =5
Demostracidn:

Los distintos tipos de §-coloraciones efectivas de Y son los que se mues-
tran en la Tabla 3.8

233
2.4
24
244
2:-9,
di-4
26
20345
24,
210
31+ 6,
45
8

Tabla 3.8:

y dado e] Teorema 3.5.2 se obtienen las relaciones que aparecen en la
Tabla 3.9, de donde se puede concluir que hc,(Y,Cs) = §.

Observacidn 3.5.2 Podemos notar que en realidad se estan obteniendo, con
todos los tipos de coloraciones, al menos dos caras heterocromdticas.
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Tipo de Coloracion

Maximo Nimero de Hiperaristas 2-bloqueadas

233 14
24 14
213 14
234 14
23+ 5 16
324 14
276, 16
21435 16
4 0
A 16
3,6, 16
415 16
8 18

Tabla 3.9:
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Capitulo 4

Niumeros heterocromaticos con
respecto a vecindades de los
solidos platonicos

En este capitulo calcularemos los nimeros heterocromaticos de los cinco 8éli-
dos platdnicos, ahora las hiperaristas seran las distintas vecindades abiertas
que se encuentran en cada solido.

4.1 El Tetraedro

Existen cuatro distintas vecindades abiertas en T, cada una con tres elemen-
tos.

Para calcular h,{ T,vec(z)) es facil observar que se necesitan al menos
tres colores porque la valencia de cada vérticeen Tes 3, pero como T= Kj,
dados tres vértices, éstos son vecinos del cuarto.

Por lo tanto ke (vee(z), T)=13.

4.2 El Cubo

Q tiene 8 vecindades distintas cada una con tres elementos.
Utilizamos la desigualdad (1.1) para encontrar las cotas superiores de las
distintas p; (2 < i < 6) que aparecen en la Tabla 4.1
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Hy =12
dy S 4
ps S 6
us <7
Hs <9

Tabla 4.1

Corolario 4.2.1 rp( Q,vec(z)) =86,

Demostracién:
En la Tabla 4.1 hemos obtenido una cota superior para pg y de hecho
podemos encontrar una 2-transversal de @ con seis vértices.

Figura 4.1:

De esto se sigue que h,(vec(z), Q) 2 4, pero la Figura 4.2 muestra una
4-coloracidn efectiva que no deja una vecindad heterocromatica.
Antes de mostrar que h.( Q,vec(z)) = 5, veremos que efectivamente

H1 = 2.
Proposicién 4.2.1 u; = 2.

Demostracién:

En @ existen seis cuadrados distintos, de modo que se pueden elegir
2 vértices en un mismo cuadrado de tal manera que bloqueen doblemente
2 vecindades distintas (eligiendo dos vértices que no sean adyacentes). Si
quisieramos bloquear doblemente 3 vecindades distintas con dos vértices,
deberia de existir en Q un cuadrado con una diagonal, y un vértice en ésta;
pero no es posible encontrar en Q una subgrdfica de este tipo,

Por lo tanto y3 = 2.
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Figura 4.2:

Teorema 4.2.1 h.( Q vee(z)) =5

Demostracién

Veamos las posibles coloraciones que tenemos con este nimero de clases
cromaticas.

%

213

4

Aplicando los resultados de la Tabla 4.1 es posible ver que para cualquier
5-coloracidn efectiva de Q, en el mejor de los casos se bloquean doblemente
siete vecindades distintas, lo cual no es suficiente.

Por lo tanto h,(vec(z), Q) =S5,

Tipo de Coloracion | Maximo Numero de Hiperaristas 2-Bloqueadas
2 6
210 7
4 6
Tabla 4.2;

4.3 El Octaedro

El octaedro es una grafica 4-regular, con seis vértices, de modo que tiene seis
vecindades distintas, cada una con cuatro elementos.
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Teorema 4.3.1 rp( O,vec(z)) =13

Demostracién

Una vez mis utilizamos la desigualdad (1.1) para ver que r;( O, vee(z)) 2
3. A continuacidn mostramos una 2-transversal de O que efectivamente
consta de tres vértices.

Teorema 4.3.2 h.,( O, vec(z)) = 3.

Demostracién

Sélo hay una posible 3-coloracion efectiva, y es aquella en la que hay una
inica clase cromatica con dos vértices, y las demés tienen un sélo elemento.
Pero como 73(0, vee(z)) = 3, no es posible bloquear doblemente a todas las
vecindades de O con dos vértices.

Por lo tanto h,(vee(z), 0) =5,

4.4 El dodecaedro

El dodecaedro es una grafica con 20 vecindades y cada vértice pertenece a 3
vecindades distintas,

La Tabla 4.3 muestra los valores maximos que pueden alcanzar las distin-
tas y; (2 ¢ £13). Para fijar ideas en el cilculo de Aco( D, vec(z)), los casos
en los que se muestra la igualdad estricta se probardn en el Teorema 4.4.1.

Por las Tablas 4.4, 4.5, 46 y 4.7 vemos que es posible encontrar una
2-transversal de D que conste de 14 elementos.
En la Figura 4.4 mostramos un ejemplo.
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p2 =1
H3 = 2
pa =4
ps =3
He =1
pr=9
py S 12
pe <13
o S 15
pn <16
pa S 18
tha £ 19
pu £ 21

Tabla 4.3:

Figura 4.4:

Proposicion 4.4.1 h.(G,vec(z)) =8

Demostracién: v

En las Tablas 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7 se muestran, por un lado, los distintos
tipos de 8-coloraciones efectivas que hay en D; y por otro lado, utilizando los
resultados de 1a Tabla 4.3, el maximo nimero de hiperaristas que se pueden
2-bloquear con estas distintas coloraciones.

Como podemos ver, efectivamente con 8 colores en D siempre se obtiene
al menos una vecindad heterocromatica.

Por lo tanto A.{ D,vec(z)) = 8.

Ahora si demostraremos las igualdades que se dieron en Ia Tabla 4.3

Teorema 4.4.1 pa= 1, =2, py=4 ps =5 pe=T, r =9
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Tipo de Coloracidn | Maximo Numero de Hiperaristas 2-bloqueadas
2746, 14
23315 13
26+ 4y 14
250304 13
243 12
2% T 13
253,46y 14
254y 5y 13
24 32 [ 13
2,04 14
230304 13
235 12
25+ 8y 17
231 13
244146y 15
2332061 14
23409 14
235 13
29 17
Tabla 4.4:
Demostracién
i)y =1

Para mostrar que con dos vértices, a lo mds se puede bloquear doblemente
una hiperarista supongamos lo contrario, es decir, que hay dos vértices z,y
tales que | vec(z)Nvec(y) | 2 2. Sean w, z € vec(z)Nvec(y). Pues entonces en
D podemos encontrar un cuadrado, z,w, y, 2, , lo cual es una contradiccién,

Por lo tanto, u3 = 1.

ii) Ha = 2,

Nuevamente, supongamos que y3 = 3
Sea By = {z,y,z} el conjunto 2-bloqueador. Entonces debe existir, al

menos, una vecindad 2-bloqueada por parejas entre los mismos 2,, 3.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que z y y € vee(u), y que 2 y
z € vec{w). En la terecera vecindad v que estd bloqueada doblemente, debe
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Tipo de Coloracion | Maximo Numero de Hiperaristas 2-bloqueadas
2331+ 8 17
234N 16
23T, 15

208406 15
2:3; 6 14
23,5 14
2473 18

3403, 10
2003405 14
3k 14

2; 10, 13
2;:3,:9, 17
248 18
20: 378 17
25, Ty 16
208401, 16
2; 6, 16

203,586 15
214, 6 16

de ocurrir que cualquier pareja formada por z,y ¢ z esté en vee(v).

ler. Caso. Supongamos que la pareja es una que contiene a z, sin
pérdida de generalidad digamos que es la pareja z,y. Entonces tenemos un
cuadrado formado por z,u,y,v, 2, lo cual es uns contradiccién,

Para el caso en el que la pareja fuera la formada por z, w ocurriria exac-

tamente lo mismo.

20.Caso. Supongamos que la pareja es la formada por y, 5. Entonces
tenemos un hexigono formado por z,u,y,v, s,w,z; lo que nos lleva a uns

contradiccidn.

Por lo tanto no se pueden bloquear doblemente tres vecindades con tree
vértices, pero si es posible bloquear dos vecindades. (Véase la Figura 4.5).

Tabla 4.5
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Tipo de Coloracién | Maximo Nimero de Hiperaristas 2-bloqueadas
304106 15
3BT 16
2 4y 5y 15
32+ 52 14
31425y 15
44 16
211 18
2+ 310 18
2409 18
32-9 17
25,8 18
34 8 18
2,6, Ty 17
35T 16
4201 17
3,6, 16
4,5, 6, 16
53 15
Tabla 4.6:
iii) By = 4,

Nuevamente vamos a suponer que g4 = 5. Entonces, utilizando la grifica
bipartita 8 que relaciona las vecindades 2-bloqueadas con los vértices

2-bloqueadores, se tiene que debe de existir un vértice z € B, tal que
Yu € vec(z), la vecindad de u ha sido bloqueada doblemente. Pata que
esto sea posible, es necesario utilizar tres vértices 1,2,3 que se encuentren a
distancia dos de z.

Llamemos Kj, K; y Ky a los distintos conjuntos de vértices que se en-
cuentran a distancia 2 de = y que contienen a 1,2,3 respectivamente,

Notemos que d (K;, K; ) # 2 Vi,j € 1,2,3, Esto quiere decir que cuan-
do bloqueamos doblemente las vecindades de todos los vecinos z , sblo se
bloquean doblemente estas tres vecindades y a ninguna otra vecindad.

Por lo tanto p4 < 5.

Un ejemplo en el que se logran 2-bloquear cuatro vecindades distintas en
D es un octagono en el que se van tomando a los elementos del conjunto
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Tipo de Coloracién | Maximo Nimero de Hiperaristas 2-bloqueadas
212, 19
3l 18
4 10, 19
3 h 18
6y - 8, 19
T 18
13 19
Figura 4.5:

2-bloqueador de manera alternada.

Antes de mostrar que ys = §, mencionaremos un ejemplo de un conjunto
de 5 vértices que efectivamente bloquea doblemente 5 vecindades,

Sea el conjunto 2-bloqueador el formado por los cinco vértices que se
encuentran en un pentdgono. Claramente han sido bloqueadas doblemente
las cinco vecindades de cada uno de ellos. '

iv) Para demostrar que us < 6 seguiremos un procedimiento andlogo al
que se utilizé en el caso anterior,

Supongamos que se pueden bloquear doblemente mds de cinco vecindades,
entonces debe de existir un vértice u con las vecindades de sus tres vecinos
bloqueadas doblemente; pero por la demostracién anterior, pars que ocurra
esto deben de utilizarse tres vértices mis de By, Con esto, sélo nos faltaria
por acomodar un vértice z. ‘

Notemos que z debe de aprovechar a los restantes elementos de By que
se han utilizado, es decir, que z se debe colocar en un lugar que se encuentre
a longitud dos de un nimero miximo de elementos de B
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Nuevamente fijémonos en los conjuntos Ky, Kz y K3 de posibles ele-
mentos de Bs que bloquean doblemente a las vecindades de u. Entre estos
conjuntos no existe un vértice que se encuentre a distancia dos de los tres
conjuntos pero si encontramos vértices que se encuentran a distancia dos
de dos conjuntos, por lo que podemos bloquear doblemente, Unicamente dos
vecindades mds al agregar z.

Por lo tanto us = 3.

V) He = 1.
La Figura 4.6 muestra un ejemplo en el que efectivamente se bloquean
doblemente siete vecindades con seis vértices.

Figura 4.6:

Ahora, si suponemos que se pueden bloquear ocho vecindades y llegaremos
a una contradiccidn,

Nuevamente pensaremos en la grifica bipartita que nos representa al con-
junto de vértices que pertenecen al conjunto 2-bloqueador y a los vértices
cuyas vecindades han sido bloqueadas doblemente.

En el caso del dodecaedro ocurre que cada vértice que se encuentra en el
conjunto 2-bloqueador puede tener a lo mis tres aristas y cada vértice cuya
vecindad ha sido bloqueada doblemente tiene al menos dos aristas, de ahf se
sigue que: 1V} +2V3 +3V5 > 2u,

Como ug = 8 , entonces nuestra desigualdad dice lo siguiente:

Vi + 21, +3V5 > 16.

Por otro lado sabemos que V; + V4 + V3 = 6. Despejando V; de esta
igualdad y sustituyendo su valor en la desigualdad anterior, tenemos que
Vi-Vi24porloqueVy 24+ V.

Ahora podemos ver que el inico caso en el que se puede cumplir nuestra
desigualdad, de modo que sélo se empieen jos seis vértices que nos interesan,
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son los que a continuacién mostramos:

Wi=lyVW=3
Va=2yl=4
Va=lyWy=3
V3=6

Para analizar estos casos recurriremos a nuestra representacién del dode-
caedro.

Sabemos que deben existir al menos dos vértices z,y tales que sus vecin-
dades completas han sido bloqueadas doblemente. Pero la manera en que
podemos escoger a z,y nos lleva a tres casos distintos.

ler. Caso. Supongamos que vec(z)Nvec(y) = {0} y ademds que z y y
no son adyacentes.

Sabemos que para bloquear doblemente las vecindades de los tres vecinos
deun vértice u, necesitamos tres elementos del conjunto 2-bloqueador, por lo
que necesitamos que al menos dos vértices que bloqueen doblemente a vecinos
de z también bloqueen a vecinos de y, es decir, que d{vee(z), vec(y)) < 8.

Llamemos 1,2, 3 a los vecinos de z y sean 4,53,6 los vecinos de y. Ahora
llamemos K, K3, K3, Ky, K5 y K a los conjuntos de posibles vértices que se
necesitan para bloquear doblemente a 1,2,3,4,5 y 6 respectivamente.

Ahora mostraremos una grafica que indica como son estos conjuntos y
sus intersecciones.

Figura 4.7:

Veamos que nos interesan los vértices en los que se den las intersecciones,
ya que de esta manera con menos vértices bloqueamos doblemente el mismo
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nimero de vecindades.

Ahora tenemos una gréfica en la cual se encuentran fijos cuatro elementos
de Bg, y nuevamente nos fijamos en los posibles conjuntos bloqueadores y
notemos que al elegir los dos vértices que nos faltan por escoger, sélo podemos
bloquear tres vecindades mas, y de esta manera tenemos que pg = 7.

20. Caso, Supongamos que vec(z)Nvec(y) = {0} y ademds que z y y
son adyacentes,

En realidad e] procedimiento es exactamente igual al anterior y resulta
que no hay diferencia entre haber tomado los vértices adyacentes o no, ya
que la adyacencia no nos ayuda para aumentar nuestros bloqueos, porque
estos se dan con vértices que se encuentran a longitud dos.

3er. Caso. Supongamos que vec(z) N vec(y) # 0.

Sea {z} = vee(z) Nvec(y), de modo que cuando nos fijamos en los con-
juntos K, Kq, K, Ky, Ks y Kg de vértices que bloquean a los vecinos tanto
de z como de y , resulta que dos conjuntos deben de coincidir,

Nos ayudaremos a visualizar el problema con la Figura 4.8.

Figura 4.8:

Ahora podemos observar que para bloquear doblemente todas las vecin-
dades de los vecinos de z y y , es necesario agregar cuatro bloqueadores més,
pero esto nos da un total de 7 vértices en Bg lo cual es una contradiccién,

Por lo tanto g = 7.

Vi) pr=9
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Sabemos que con siete vértices si se pueden bloquear nueve vecindades,
y la Figura 4.9 es un ejemplo:

Figura 4.9:

Para ver que no se pueden bloquear mds de nueve vecindades pensaremos
de la misma manera en que se resolvid el problema para yg .

Supongamos que g7 = 10, entonces se debe de cumplir la siguiente desi-
gualdad:

i+2; +3Va2 20

Y como ademads sabemos que debe de cumplirse que Vi + V3 + V3 = 17,
sustituimos esta igualdad en la desigualdad y obtenemos que V3 2 6.V, y
los 1inicos casos que cumplen con esta restriccién son:

Vi=lyVy=6

Vi=7

Ahora analicemos porque estos casos no se pueden dar:

Como podemos ver en el primer caso, para casi todos los elementos de B,
ocurre que las vecindades de sus tres vecinos han sido bloqueadas doblemente.

Fijémonos en un veértice z de este tipo y fijémonos nuevamente en los
conjuntos K, K3, K».

Para poder bloquear doblemente a todas las vecindades de z es necesario
que al menos un vértice de cada conjunto K| se encuentre en By,

Sin pérdida de generalidad, digamos que a € K, también estd en By y
supongamos que a es del tipo V.

Ahora fijémonos en Ky, K5 y Ky los conjuntos bloqueadores de los vecinos
dea.

Como debe de ocurrir que | K; N By | > 1, Vi = 1..6, se asegura que al
menos se han utilizado seis de los siete vértices que hay en By,

Veamos la Figura 4.10 para fijar ideas:

Si del conjunto K; ocurriera que d € By, seris necesario agregar un vértice
z para asegurar que se bloquean doblemente todas las vecindades de d.
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Figura 4.10:

Pero resulta que para Kg, no importa cual vértice nos tomemos, es tipo
Va, lo cual es una contradiccién,

Entonces supongamos que del conjunto K3 ¢ € By , pero resulta que
ocurre lo mismo, también debemos agregar un vértice z para obligar a c a ser
del V4.Y seguimos teniendo el mismo problema con los vértices del conjunto
K,

Por lo tanto no puede ocurrir que exista una coloracién del tipo V3 =1y
Vs = 6.

Después de esta demostracion es facil ver que no va a ser posible el caso
en el que nuestros siete vértices son del tipo V.

Fijandonos nuevamente en nuestros conjuntos Ky, K3, K3, K¢, Ks y K
dados dos vértices z y a, podemos ver que existen tres conjuntos (en este
caso K3, K3 y K¢) con sus respectivos elementos de] tipo V3, de modo que
aln agregando un séptimo vértice, no podemos lograr que los siete sean del
tipo Va.

Y este problema no depende de como se escogieron a z y a.

Por lo tanto no es posible tener siete vértices del tipo V3, de lo que se
sigue que no es posible que ur > 10 y de esta manera podemos conclulr que
pr=9.

Obaservacién: Vale la pena hacer notar que con cuatro vértices, sélo
se pueden bloquear doblemente cuatro vecindades cuando se toman los ele-
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mentos de manera alternada en el octdgono, y a continuacién daremos la
prueba, ‘

Proposicién 4.4.2 La tnica manera de bloquear doblemente cuatro vecin-
dades es por medio de un octdgono.

Demostracién

Cuando se tiene un octdgono en el que los vértices que pertenecen a By
se toman alternadamente logramos bloquear doblemente cuatro vecindades,
ya que para cada vértice z € By ocurre que | {z} N vee(y, oct) |= 2,

Ya vimos que con cuatro vértices no es posible tener un vértice z con
tres vecinos cuyas vecindades hayan sido bloqueadas doblemente por lo que,
si queremos bloquear doblemente cuatro vecindades distintas, cada vértice
debe de bloquear doblemente a dos vecindades distintas.

Sean w,z,y,z € By. Como dijimos que cada vértice debe de bloquear
doblemente a dos vecindades, sin pérdida de generalidad supongamos que =
y y € vee(l), y que 2 y w € vec(2), entonces w y y no pueden bloquear
doblemente a una vecindad en comin, ya que entonces habeia un cuadrado
en el dodecaedro, y por la misma razén no pueden bloquear doblemente a
otro vecino de z , Entonces sélo resta que w,y blogueen ambos a un vecino
de z, pero lo que hemos formado es un octigono en el que los vértices w,z,y
y z aparecen alternadamente,

Por lo tanto, la inica forma de bloquear doblemente cuatro vecindades
distintas con cuatro vertices es a través de un octdgono,

4.5 El icosaedro

El icosaedro es una grafica con doce vecindades y cads vecindad consta de 5
elementos.

Ya hemos analizado el nimero heterocromatico con respecto a vecindades
en e| dodecaedro, ahora calcularemos A, { Y, vec( Y)).

Teorema 4.5.1 p; =2,
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Demostracidn:

En Yexisten ciclos de longitud cuatro pero Ky no es subgrafica de Y,
por lo que se pueden bloquear doblemente a lo mas dos vecindades de Y.

Por lo tanto u3 = 2.

Utilizando la desigualdad (1.1) y el resultado anterior, obtenemos la Ta-
bla 4.7.

=12
3 <6
w210
us < 12

Tabla 4.7:

Proposicién 4.8.1 r;(Y,vec(z)) =6
Demostracién:

En la Figura 4.11 aparece un ejemplo en el que con seis vértices es posible
bloguear doblemente a las doce vecindades de V.

Figura 4.11:
Por lo tanto, si ahora logramos probar que con cinco vértices no vamos a

poder bloquear doblemente a todas las vecindades del 1coucdro, podremos
concluir que 7(Y, vee(z)) =
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La demostracidn consiste en tratar de bloquear doblemente a las 12 ve-
cindades con cinco vértices y ver que esto no es posible.

Supongamos que B y tiene cinco elementos .

Veamos la representacion que tenemos de Yen la Figura 4.11 y notemos
que existen dos vértices , 0 y L1 que tienen vecindades ajenas, ya que su
distanciaen Yes3, de modo que tenemos dos subgraficas inducidas (G, Gy;
respectivamente) las cuales estan formadas cada una por seis vértices; es
decir, contienen a todos los vértices de Y.

Figura 4.12;

Para bloquear doblemente las vecindades de 0 y 11 es necesario que doa
vecinos de cada uno de ellos se encuentrenen B y.

Sean {z1,23} C vec(0) y {y1,y3} C vec(11) estos vecinos, de modo que
se han empleado ya cuatro de los cinco vértices que se encuentran en B

El quinto vértice z que falta agregar, tiene que encontrarse en G, o en
G, ya que éstas cubren a V( Y). Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que el quinto vértice se encuentra en Gy.

Para fijar ideas nos ayudaremos de la representacién que dimos del ico-
saedro.

ler.Caso. Cuando 0 € B y.

Este caso tiene dos subcasos por analizar ya que z, y z; pueden ser
adyacentes entre si o no serlo,

1.1 2, y z; son adyacentes.

Sin pérdida de generalidad, digamos que z; = 3 y z; = 4 son como se
muestran en la Figura anterior. De esta manera tenemos que en Gy sélo
falta por bloquear doblemente a la vecindad del vértice 1, que de hecho no
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es adyacente a )ni a z;. Para poder bloquear doblemente a esta vecindad,
va a ser necesario que yy, 42 € vec(l) , con esto hemos obligado a que los
vértices 8 y 9 sean y; ¥ ¥2.

Pero al presentarse esta situacién tenemos que vec(y;) y vec(y;) no van
a poder bloquearse doblemente,

Por lo tanto no puede ocurrir que z; y x; sean adyacentes entre si,

1,2 2, y z; no son adyacentes.

Digamos que z; = 2y 22 = 4 . Al elegirlos de esta forma, ocurre que Yv €
V(Gy), | vec(v,Go) N {z1, 23} |2 1. Entonces lo que haremos sera analizar
las vecindades de los, vértices en Gy y podremos ver que 8 no es adyacente
a ningidn elemento que se encuentre en B y, por lo que nuevamente y; y
yadeben de ser 7, 9 6 12; pero entonces vec(z;) y vec(xs) no se han sido
bloqueadas doblemente,

Por lo tanto no puede ocurrir que x; y £; no sean adyacentes, y asi no
puede ocurrir que 0 € B y.

Figura 4.13:

20.Cas0. 0¢ B y.

Nuevamente nuestro problema se va a dividir en dos subcasos, el primero
es aquel en el que los tres vértices z;,2; y 2 son consecutivos y el segundo es
el caso contrario.

2.1 23,73 y z son consecutivos,

Sin pérdida de generalidad digamos que nuestros tres elementos de B y
son z; = 2, 73 =3y z = 4, Si observamos nuestro pentigono exterior veremos
que el vértice 8 no es adyacente a 2, 3 ni 4, por lo que y; ¥ y3 € vee(8,Gy) ,
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y de hecho deben de ser 7, 9 6 12, pero en ninguno de estos casos se pueden
bloquear doblemente las vecindades de 3 ni de 4.
Por lo tanto los r;,z; ¥ z no pueden ser consecutivos,

2.2 z;,2; y z no son consecutivos.

Como estamos considerando el caso en el que los tres elementos de B y
pertenecen al pentdgono de G, y no son consecutivos, forzosamente debe
ocurrir que dos de ellos son adyacentes.

Sin pérdida de generalidad, digamos que sonry = 1, 1, =3y z = 4.
Pero como ni 3 ni 4 son vecinos de 1, debe de ocurrir que 7y 8 € B y para
poder bloquear doblemente vec(l). Pero entonces quedan sin bloquearse
doblemente las vecindades de 3 y de 4.

Por lo tanto no puede ocurrir que z,,2; y z no sean consecutivos,

Asi pues r;(Y,vec(z)) > 3 y por el ejemplo de la Figura 4.11 podemos
concluir que r3(Y, vec(z)) =6

Ahora que ya sabemos que 7;(Y, vec(z)) = 6 tenemos que he,( Y, vee( V) >

8.
En la Figura 4.13 mostramos una coloracién con ocho colores que no deja

ninguna vecindad heterocromitica.

Figura 4.14;
A continuacién probaremos que h,{ Y,vee( ¥)) =9,
Teorema 4.8.3 h,( Y,vec(z)) = 9.

Demostracién:

Supongamos que tenemos nueve clases crométicas, como o Y) = 12 te-
nemos los siguientes tipos de coloraciones:

2
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21 * 31
4

Nuevamente nos ayudaremos de los resultados presentados en la Tabla 4.7
para obtener el maximo nimero de vecindades que se pueden bloquear do-

blemente en cada coloracidn.
Estos resultados se muestran en la Tabla 4.8,

Tipo de Coloracidn | Maximo Nimero de Hiperaristas 2-bloqueadas
2 6
23 11
4 10

Tabla 4.8:

Y con esto podemos concluir que k. ( Y,vee( ¥)) =9,
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Capitulo 5

Otros Resultados en el
Icosaedro y en el Dodecaedro

En este capitulo vamos a estudiar el nimero heterocromdtico del icosaedro
y del dodecaedro con respecto a distintas subgrificas de cada una de ellas,

Nos ayudaremos de resultados anteriores, y el procedimiento en algunos
casos serd similiar al antes empleado.

5.1 Otros Resultados en el Icosaedro.

5.1.1 Numero Heterocromdtico de Y con respecto a
dos tridngulos ajenos.

Dada una 5-coloracién efectiva de Y, hemos visto que siempre se pueden
encontrar dos tridngulos heterocromaticos, (Vednse los distintos tipos de
coloraciones en la Tabla 3.9} Ahora calcularemos el minimonimero de colores
que se necesitan para garantizar que los dos trikngulos heterocromaticos sean
ajenosen Y.

Con una coloracién del tipo 8;, es posible obtener dos trikngulos hetero-
cromdticos que comparten una arista, de modo que no son ajenos y por lo
tanto cinco colores no son suficientes para tener 2 triéngulos heterocromficos
y ajenos.

Los distintos tipos de 6-coloraciones efectivas de Y, junto con el méxi-
mo nimero de hiperaristas que se pueden 2-bloquear con cada una de ellas
aparecen en la Tabla 5.1,
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Tipo de Coloracion | Mdx. Nim. de Hiperaristas que se pueden 2-bloquear

% 12
2443 12
234 12
IREN 12
33 12
25 14
23 4 12
4q 12

3 -5 14
2, 6 14
) 14

Tabla 3.1:

Como se puede ver, siempre existen, al menos, seis caras heterocromati-
cag, lo cual es suficiente para garantizar la existencia de dos tridngulos hetero-
cromaticos, ajenos en la subgréfica inducida y a continuacién lo mostraremos.

Teorema 53.1.1 Dada una 6-coloracidn en Y siempre es posible encontrar
G' C Y donde G' = {Cy U Cq} : C,,C; son caras en Y.

Demostracién:

Supongamos lo contrario, entonces todos los tridngulos heterocroméiticos
que aparecen en Y deben de tener un vértice en comin o una arista. Pero
en realidad ninguno de los dos casos es posible, ya que, por un lado tenemos
que Y es cinco regular, lo que nos indica que a lo mis pueden haber cinco
tridngulos con un vértice en comin. Por el otro lado tenemos que deberfan
de compartir los seis una misma arista, lo cual tampoco es posible en Y.

Por lo tanto he,(Y,G) = 6.

{Cual serfa he,(Y, G) si ademas pedimos que los tridngulos sean ajenos
en la subgréfica inducida?

Definicién 5.1.1 Dos tridngulos A y C C Y son ajenos en la subgrdfica
inducida si la distancia de A a C es mayor o igual que dos.

Proposicion 8.1.1 Dos tridngulos A y C, en Y, se encuentran a distancia
mayor o igual que dos si y sdlo si son antipodas.
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Demostracién:

Dos caras antipodas en Y estan a distancia dos, probaremos que son las
tnicas,

Dado un tridngulo A C Y, ¥z € V(A),z pertenece a cuatro tridngulos
distintos de A y z se encuentra a distancia uno de cinco tridngulos diferentes,
Ademds, Yz,y € V(A),(z,y) pertenecen a un triangulo diferente de A y
ambos vértices se encuentran a distancia uno de dos mismos tridngulos. De
tal modo que existen 9 tridngulos a distancia cero de A y 9 a distancia uno, es
decir, que existen 18 tridngulos en Y a distancia menor que dos con respecto
a A, Pero como Y tiene 20 caras distintras, sélo existe un tridngulo con
distancia mayor o igual a dos, el cual es el antipoda a A.

De esta manera, el problema se reduce a encontrar el nimero hetero-
cromatico de dos caras ant{podas en ¥

Un ejemplo de una 6-coloracidn que no deja caras antipodas hetero-
cromaticas es considerar una rueda en el icosaedro cuyos vértices tengan
distinto color entre si, y el resto de los vértices el mismo color del centro de
la rueda.

Un ejemplo de una 7-coloracién que tampoco tiene caras antipodas hete-
rocromaticas se obtiene cambiando de color el centro de la rueda ajena a la
primera que habfamos tomado.

Teorema 8.1.3 he,(Y,G') = 8 donde G' = {C1U Cy : Cy,Cy son caras de
Yyd(C),Cy) 22}

Demostracién:

En Y existen 10 parejas distintas de caras antipodas. La Tabla 3.2 mues-
tra las distintas 8-coloraciones que podemos obtener en la grifica, asi como
el méximo ndimero de caras que podemos 2-bloquear:

Tipos de Coloraciones | Max. Num, de Hiperaristas 2-Bloqueadss
2% ]
2.3 8
24 8
3, 8
Tabla 5.2:
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El maximo nimero de aristas dos bloqueadas es 8, lo cual nos garantiza
que siempre aparece, al menos un par de caras antipodas heterocrométicas.
Por lo tanto he,(Y,G') = 8.

5.1.2 Niumero Heterocromaitico de Y con respecto a
tridngulos adyacentes.

Ahora consideremos a G' como dos tridngulos heterocrométicos unidos por
un vértice, ;Cuanto valdrd he,(Y,G')?

Anteriormente habiamos visto que con toda 5-coloracién efectiva de Y se
obtienen al menos 2 tridngulos heterocrométicos y también habiamos visto
queno eran ajenos, pero esto aun no es suficiente para garantizar la existencia
de G’ en cualquier 3-coloracidn, ya que podrfa ocurrir que los tridngulos se
encontraran unidos por una arista. De hecho en la Figura 3.1 se muestra una
3-coloracidn de Y que no contiene a G’ .

Figura 5.1:

Teorema 8§.1.3 hc,(Y,G') =6

Demostracidn:

La demostracion es por contradiccién, Supongamos que existe una 6-
coloracién efectiva de Y en la cual no aparece G’ como subgrifica, Existen
al menos 6 tridngulos heterocrométicos en Y,

Entonces debe de ocurrir lo siguiente:

i) No pueden existir tres tridngulos tricrométicos que coincidan en un
mismo vértice,

ii) Si tenemos dos tridngulos A y B heterocromaticos y con un vértice en
comun entonces coinciden dos vértices (es declr, comparten una arista),
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Como la grafica dual de Y es D, trabajaremos con la segunda grifica.,
considerando al conjunto de vértices de D como las caras de Y.

Entonces el problema se traduce a lo siguiente:

Escoger un conjunto C C V(D), con seis vértices, de tal manera que cua-
lesquiera tres de ellos no sean consecutivos y ademds, las parejas de vértices
que pertenezcan a un mismo pentdgono, son adyacentes.

Esto es lo mismo que pedir :

i) ¥z € C, no existe y € C tal que d(x,y) = 2,

ii) Yz € C, existe a lo més un vértice y € C' tal que (z,y) € A(D).

Sin pérdida de generalidad, fijemos a uno de los vértices, y llamémosle
z.Existen dos casos por analizar, cuando existe y € C tal que (r,y) € A(D)
y el caso contrario.

ler. Caso

Hasta este momento sabemos que los cuatro vértices restantes no los
podemos escoger entre los que se encuentran a distancia dos de z, los que se
encuentran a distancia dos de y ni los que se encuentran a distancia uno de
x; es decir, hemos descartado 10 posibilidades.

Afirmamos que existe z € C tal que d(z,z) = 3 ya que de ser lo contrario,
descartarfamos seis nuevas posibilidades, y los vértices restantes no serian
suficientes porque en el mejor de los casos, sélo dos de ellos podrian pertenecer
aC.

El préximo vértice por elegir, u, puede ser de dos maneras, estar a dis-
tancia uno de z o no estarlo.

1.1 d(z,u) =1,

Al elegir u, notamos que los tinicos dos vértices disponibles no causan
ninguna contradiccién. Aparentemente podemos tener seis tridngulos hete-
rocromaticos en Y, dispuestos por parejas, y de manera que comparten una
arista cada una de las parejas; pero veamos la Figura 5.2, en ells, los vérti-
ces marcados son los del conjunto C y las letras representan los colores que
estamos empleando (recordemos que las caras de D son los vértices de Y, de
modo que z, que estd rodeado por los pentdgonos 1,2, 3 es el trikngulo cuyos
vértices tienen los colores 1,2 y 3.

1.2d(z,u) # 1,

Con esta hipdtesis, me restan por escoger tres vértices pero también una
tinica posibilidad, que sean los tres restantes, lo cual me lleva & una contra-
diccidn ya que son consecutivos.
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Figura 3.2:

Por lo tanto d(z,y) # L.

20.Caso

En este caso al, elegir y de tal manera que d(z,y) = 3, los vértices res-
tantes no cumplen con las condiciones que le pedimos ya que al menos una
pareja de vértices se encuentra a distancia 2.

Por lo tanto no podemos elegir y tal que d(z,y) = 3.

Por lo tanto en cualquier 6-coloracién de D podemos encontrar G'.

Finalmente, calcularemos hc,(Y, G'), donde G' es la grafica que consta de
dos tridngulos heterocromaticos que comparten una arista.

Sabemos que dada una 3-coloracién de Y es posible encontrar dos tridngu-
los heterocromaticos que no comparten un mismo vértice; ademds la Figu-
ra 5.3 muestra una 6-coloracion que no contiene a ninguna G’

Teorema 8.1.4 he,(Y,G') = 7 donde G' = {C,UC; : C1,C; son cares de
YyICng '=2}.

Demostracién:
En la Tabla 5.3 se muestran los diferentes tipos de 7-coloraciones asf como
el maximo nimero de caras que bloquean doblemente estas coloraciones:
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Figura 5.3:

Tipos de 7-Coloraciones | Mdx. Nim. de Hiperaristas 2-Bloqueadas
2 10
233 10
214 10
23, 10
215 10
RN 10
6, 10
Tabla 5.3:

Como se puede observar, en cualquiera de los tipos de 7-coloraciones,
obtenemos 10 tridngulos heterocromaticos.

Supongamos que existe una 7-coloracidn en la cual no aparece G'. Enton-
ces los tridngulos tricromaticos deben de cumplir con las siguientes propie-
dades:

1) No hay tridngulos heterocromdticos que tengan una arista en comin.

i) No hay tres tridngulos heterocrométicos rodeando a un mismo trikngu-
lo, ya que éste dltimo también seria heterocromitico, y entonces existirian
cuatro G' distintas.

Nuevamente pensemos en la grifica D, dual de Y.

Nuestro problema se reduce a poder encontrar un conjunto C C V(D)
con diez vértices, todos ellos a distancia dos y ademds, dados z,y,3 € C,
estos tres vértices no rodean a otro vértice w, ‘

Dejemos fijo en D a un vértice y a partir de él, vamos construysndo una
sucesién de vértices que se encuentren a distancia dos, y que ademés no
vayan rodeando a ninguin otro vértice. La Figura 5.4 muestra como queda
esta eleccion de vértices, donde por un lado se encuentran los vértices que
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representan a las caras heterocromaticas de Y, y por otro lado los vértice que
no se pueden elegir.

Figura 5.4:

De esta manera hemos mostrado que sélo podemos obtener ocho tridngu-
los heterocromaticos, contradiciendo que teniamos diez.
Por lo tanto he (Y, G') = 7.

5.2 Otros Resultados en el Dodecaedro.

Las caras de D son pentdgonos, y hemos visto en el Capitulo 4 que en toda
15-coloracidn efectiva se obtienen al menos 2 caras heterocromaticas, Nue-
vamente podemos preguntarnos si estas caras son ajenas o no.

Notemos que para todo A = Cy en D existen 5 caras adyacentes a A (uns
por cada arista). De este modo, es facil pensar que necesitamos muchos C
heterocromaticos para garantizar que dos de ellos sean ajenos,

En la Figura 5.5 mostraremos una 15-coloracién y una 16-coloracién en
D, que no tienen caras heterocromaticas ajenas.

Proposicién 3.2.1 he,(D, G') = 17, donde G’ denota a dos Cy ajenos.

Demostracién:

En |a Tabla 3.4 aparecen las relaciones que existen entre los posibles tipos
de coloraciones de D y el nimero de caras heterocromiticas que se obtiencn
con cada una de ellas.

Lo que se puede observar en la Tabla, es que siempre se obtienen 6 C;
heterocromaticos, lo cual es suficiente pars garantizar que dos de ellos son
ajenos (de hecho son al menos tres parejas de caras ajenas).
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Figura 5.5: Afiadiendo un nuevo color a un elemento de la clase cromética 2
se obtiene la 16-coloracién.

Tipos de Coloraciones | Max. Nim. de Hiperaristas 2-Bloqueadas
4 ]
32 5
23 6
Tabla §.4:

Por lo tanto heo(D,G') = 17.

Para el caso en el que deseamos que los pentigonos sean ajencs en la
subgrafica inducida G' C D, ocurre lo mismo que en el caso de ¥, es de-
cir, estos dos pentdgonos tienen que ser antfpodas en D, ya que, dado un
pentdgono, 3élo la cara antipoda se encuentra a distancia dos de él.

La Figura 5.6 muestra una 17-coloracién que no contiene una G'.

Corolario 5.2.1 hc,(D,G') = 18.
Demostracién:

Los distintos tipos de 18-coloraciones con sus respectivas caras 2-bloqueadas
aparecen en la Tabla 5.5.
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Figura 5.6

Tipos de Coloraciones

Max. Num. de Hiperaristas 2-Bloqueadas

2

4

3

3

Tabla 3.5:

Pero podemos observar que esto nos garantiza la aparicién de al menos 2

parejas de antipodas.

Por lo tanto he,(D,G') =

18,
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Capitulo 6

Calculo de las distintas p;

A continuacién se presentan las demostraciones de los cdlculos de las distintas
i para los casos del icosaedro y del dodecaedro. El resto de los casos se
presentaron anteriormente en los Capitulos 4 y 5.

6.0.1 Dodecaedro

Primero consideraremos el caso en el que las hiperaristas estén formadas por
las distintas caras de D.

En el Capitulo 5 se demostrd p3 = 2 y us = 12. A continuacién mostra-
remos los resultados que se presentan en la Tabla 6.1.

B3 =13
pe=13
s = 6
g =8
pr =10

Tabla 6.1:

i) Ha = 3

Anteriormente habfamos dicho que i3 < 4. Veremos que esto no es posible
y al mismo tiempo mostraremos que efectivamente se 2-bloquean tres caras
distintas en D con tres vértices.

Supongamos lo contrario, es decir, que es posible 2-bloquear 4 caras con
tres vértices. Cada cara tiene contiene al menos dos vértices del conjunto
2-bloqueador B3, lo cual implica que existen dos vértices z,y en By cuyas
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tres caras a las que pertenecen, han sido 2-bloqueadas. Pero como en D no
existen tres caras distintas con dos vértices en comun, es necesario que, dado
un vértice z, utilizar (al menos) dos elementos, y y z en By, para bloquear
doblemente tres caras; ya que si z y y 2-bloquean dos caras distintas, como
la grafica es 3-regular, si z y z bloquean doblemente dos caras distintas, una
de ellas también ha sido 2.bloqueada por z,y. Por lo tanto u; = 3.

ii) By = 3.

Nuevamente supongamos que y4 = 6, de tal modo que cada uno de los
elementos de B4 2-bloquea las tres caras a las que pertenece. Por i) sabemos
que, dado z € B, son necesarios al menos dos elementos mas, y y z, para
que sean bloqueadas doblemente las tres caras que contienen a z. Veamos
los diferentes casos:

ler.Caso, Dos caras, tanto de y como de z, han sido bloqueadas doble-
mente,

Este caso se presenta cuando y,z,z forman una trayectoria y, en este
caso, la tercera cara de y que no se ha 2-bloqueado, se encuentra a distancia
1 de la cara de z que tampoco se ha bloqueado doblemente. Pero entonces
son necesarios dos vértices mas para que las tres caras, tanto de y como de 2
sean bloqueadas doblemente, lo cual es una contradiccion ya que el conjunto
2-bloqueador consta de cuatro elementos,

20. Caso. Dos caras de y han sido blogueadas doblemente, mientras
que de z solamente una.

Este caso ocurre cuando la distancia entre y y z es igual a 3, pero en
realidad pasa lo mismo que en el caso anterior, son necesarios dos vértices
mds para bloquear doblemente a las tres caras, y ya vimos que esto no es
posible.

3er.Caso. Una cara, tanto de y como de z, han sido bloqueadas doble-
mente,

El caso en el que solamente han sido 2-bloqueadas una cara, tanto de
y como de z, indica que en realidad falta todavia bloquear doblemente la
tercera cara de z, y para poder evitar esto, es necesario emplear el cuarto
elemento de B,.

Por lo tanto y4 < 6.
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La Figura 6.1 muestra un ejemplo en el que con cuatro vértices se pueden
bloquear doblemente 5 caras distintas en D.

Figura 6.1:

iii) Hs = 6.

Una vez mas supondremos que g3 = 7, lo cual querria decir que al menos
para cuatro vértices, z, y, z, v en By, han sido bloqueadas doblemente las tres
caras a las que pertenecen cada uno de ellos.

Pero por ii) sabemos que para lograr que tres vértices tengan bloqueadas
doblemente las tres caras de las que forma parte, son necesarios al menos
cinco vértices.

En ambos casos, si los vértices v y w que afiadimos, se encuentran a
distancia menor o igual a dos, se habran bloqueado doblemente seis caras en
total; y en caso contrario tinicamente cinco.

En el tercer caso no se logran ni siquiera bloquear las tres caras de cada
uno de los elementos de B;.

Por lo tanto us = 6.

iv) pe =9.

En el Capitulo 3 mostramos que pg < 9y s < 10.En la Figurs 6.2 se
muestran dos ejemplos en el que efectivamente se logran 2-bloquear nueve
caras de D y diez caras de D utilizando seis y siete vértices respectivamente.

Ahora demostraremos los valores de las distintas y; (2 < i< 14) de D
que se presentan en la Tabla 6.2, considerando a las hiperaristas como las
vecindades de los distintos vértices.

En varios casos, estaremos trabajando en la grifica dual de D, lacual es ).
El problema traducido a esta ultima gréfica es el siguiente: dos vértices 2 y
y en D bloquean doblemente a la vecindad de un vértice z si y sélo para las
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Figura 6.2:

caras X, en ¥ existe una cara Zen ¥ tal que | A(XUY)NA(Z)]| =2,0
dicho de otro modo, si y sélo si X,Y, y Z coinciden en un mismo vértice,

K= 1
Hy=2
4= 4
ps =8
e =1
pr=9
pg =12
wo =13
po = 14
p =138
g =16
thy = 18
=20
Tabla 6.2:

i) B = l-

Para ver que este resultado es cierto, pensemos en dos triéngulos X, Y en
el icosaedro, si X y Y tienen inicamente un vértice z en comin, existe una
tinica cara Z tal que 2 € V/(Z).Esto es ficil de ver ya que en Y los tridngulos
que coinciden en un mismo vértice, forman una rueda W,

Por lo tanto u; = 1.
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i) py=2

Supongamos que u3 = 3, es decir, cada vértice en By bloquea doblemente
dos vecindades distintas.

Nuevamente pensemos en tres caras X,Y,Z en Y, entonces es necesario
que para cada par de ellas, la interseccion de sus vértices sea igual a uno;
lo cual sélo deja una posible configuracidn, que es aquella en la que X,Y
y Z rodean a una mismo tridngulo, bloqueando de esta manera una tnica
vecindad.

Para ver un ejemplo en el que si es posible bloquear doblemente dos
vecindades con tres vértices, consideremos los tres elementos de B3 de manera
alternada en una trayectoria de longitud 4 en D,

i) py = 4.

Supongamos que sy = 5. Entonces existen al menos dos elementos z,y de
B, que bloquean doblemente tres vecindades, pero para que un vértice z en
D pueda bloquear doblemente tres vecindades distintas, se necesitan de tres
vértices mas, y, z,u, (uno por cada vecindad ya que las caras son pentdgonos);
y de esta manera no se logran conseguir dos vértices que bloqueen doblemente
tres vecindades, porque la distancia entre y,z y u, o bien es 1, o bien es tres;
pero en ambos casos no bloquean doblemente a ninguna vecindad diferente
de Jas que bloquea z.

Por lo tanto p4 < 3.

Un ejemplo en el que efectivamente se puede ver que p4 = 4, es tomando
cuatro vértices 2-bloqueadores de manera alternada en un ciclo de longitud 8,

iV) Hs = 5.

En el Capitulo 5 mencionamos que us < 7. Ahora mostraremos que no se
pueden bloquear doblemente seis vecindades con cinco vértices, seguido de
un ejemplo en el que se logran 2-bloquear cinco vecindades distintas.

Nuestra demostracion consiste una vez mds, en suponer que us = 6, para
lo cual es necesario que al mcnos dos elementos de By bloqueen doblemen-
te a tres vecindades. Por el caso anterior, sabemos que dado un vértice z,
son necesarios tres vértices mis para lograr que z bloquee doblemente tres
vecindades, es mds, también sabemos que estos tres elementos del conjunto
2-bloqueador bloquean doblemente a una vecindad, de tal modo que al agre-
gar el quinto elemento de By no se pueden lograr bloquear dos vecindades
distintas de un mismo vértice, ya que en D no existen cuadrados; de tal forma
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que aunque si se puedan aumentar el nimero de vecindades 2-bloqueadas,
en dos, estas corresponden a distintos elementos de Bs.

Por lo tanto no se pueden obtener dos vértices que bloqueen doblemente
a tres vecindades.

Por lo tanto ys < 6.

Un ejemplo de un conjunto Bs que logra 2-bloquear cinco vecindades
es el siguiente; tomemos los cinco vértices que se encuentran en un mismo
pentdgono de D, claramente han sido bloqueadas doblemente las vecindades
de cada uno de ellos, Por lo tanto ps = 5.

V) He = 7.

Sabemos que g < 9. A continuacién mostraremos que no esposible 2-
bloquear ocho vecindades diferentes con seis vértices, y también veremos un
ejemplo en el que se bloquean doblementesiete vecindades cuando el conjunto
2-bloqueador consta de seis elementos.

Notemos que para que se puedan bloquear doblemente nueve vecinda-
des, es necesario que al menos cuatro elementos de Bs,u,v,w,z bloqueen
doblemente cada uno a tres vecindades.

En el inciso iv) vimos que con cinco vértices, en el mejor de los casos
se logran obtener, un vértice que bloquea doblemente a tres vecindades, tres
vértices que bloguean doblemente dos vecindades, y un dltimo vértice que
2-bloquea sédlo a una vecindad.Ese caso se ilustra en la Figura 6.3. Como
se puede observar, al agregar e] elemento z a nuestro conjunto 2-bloqueador
se obtienen 2 nuevas vecindades bloqueadas doblemente; es decir, se logran
2-bloquear en total siete vecindades.

En cualquier otro caso, habfamos visto que no se tenfan vértices que
incidieran en mas de dos vecindades, de modo que no se pueden aumentar
en dos sus incidencias al agregar inicamente un vértice,

Por lo tanto g < 8 y por la Figura 6.3 tenemos que ug = 7,

Vi) pr = 9.

Habfamos visto anteriormente que para 2-bloquear todas las vecindades
de un vértice z, se necesitan tres vértices més; pero con esto sélo se podian
bloquear doblemente tres vecindades, 1,2,3. Analizando a los conjuntos
K1, K3 y Ky que contienen a los vértices que pueden 2-bloquear las distintas
vecindades de 1,2 y 3, se puede ver que cada conjunto ayuda a bloquear
doblemente 2 vecindades distintas, que atin asf, en total se 2-bloquean 9
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Figura 6.3:

vecindades distintas, las tres que bloquean doblemente 1,2 y 3, y las seis que
2-bloquean los conjuntos Ky, 3 y I3.

Por lo tanto 7 = 9.

vii) pg =12,

Con la ayuda de la desigualdad (2] sabemos que pg < 12, en la Figura
6.4 se da un ejemplo en el que efectivamente se pueden bloquear doblemente
doce vecindades distintas con ocho vértices,

Figura 6.4:

viii) pg = 13.

Nuevamente tenemos como un resultado anterior que ug < 13, y aueva-
mente mostraremos un ejemplo (ver la Figura 6.5) en el que efectivamente
se pueden bloquear doblemente trece vecindades con nueve vértices.

En los siguientes incisos pensaremos en nuestro problema de una mane-
ra contraria a la que se utilizé anteriormente, ahora analizaremos cual es
¢l mfnimo nimero de vecindades que podemos bloquear doblemente con la
cantidad complementaria a la que nos interesa; es decir, para el caso del
conjunto 2-bloqueador B; buscaremos la minima cantidad de vecindades que
podemos 2-bloquear con o(D) — i vértices, de tal manera que los vértices que
sobran bloquean doblemente a las vecindades que no han sido 2-bloqueadas,
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Figura 6.3:

También empezararemos a analizar al conjunto 2-bloqueador de médxima
cardinalidad para facilitar el resto de los casos.

ix) 14 =20

Este resultado se deduce de que m3(D, vec(z)) = 14. Sin embargo se puede
mostrar facilmente que es cierto tomando tres parejas de vértices, que se
encuentren a distancia mayor o igual que tres entre ellas; es decir, el minimo
nimero de vecindades que se pueden bloquear doblemente con seis vértices,
es cero.

Por lo tanto py4 = 20.

X) pa = 18,

Para ver que es cierto este resultado, consideremos el ejemplo anterior, en
el que con catorce vértices se logran bloquear doblemente todas las vecindades
en D. Como esta es la mejor cota que podemos obtener, basta con que veamos
cual es la mejor cota que se obtiene al considerar trece vértices en lugar
de catorce, Notemos que si logramos reducir el nimero de vecindades 2-
bloqueadas en una unidad, o en dos, nuestra cota sigue siendo la mejor que
podemos obtener, ya que estamos partiendo de la mejor méxima cota para
K4

Pero en el ejemplo que tenemos, Jas tres parejas de vértices se encuentran
a distancia tres entre sf, de modo que al agregar un vértice mds, siempre
aumentan el nimero de vecindades 2-bloqueadas, al menos en dos; es decir,
¢l minimo nimero de vecindades bloqueadas doblemente con siete vértices es
2,

Por lo tanto p13 = 18,
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Xi) H2 = 16.

Nuevamente la demostracidn se basa en el ejemplo que hemos construido
anteriormente, y nuevamente el argumento es el mismo, si logramos que el
nimero de vecindades 2-bloqueadas aumente a lo mas en dos, al agregar un
vértice, la cota que hemos obtenido sigue siendo buena, es decir, sigue siendo
la minima que se puede alcanzar,

Consideremos que los siete vértices se encuentran como lo muestra la
Figura 6.6, como los conjuntos de vértices se encuentran a distancia dos y
distancia tres entre si, y ademas no hay elementos de D que se encuentren
a distancia cuatro de estos conjuntos, en el mejor de los casos se puede
aumentar en dos el nimero de vecindades 2-bloqueadas al agregar un nuevo
vértice,

Por lo tanto el minimo nimero de vecindades doblemente bloqueadas con
ocho vértices es 4.

Por lo tanto uy; = 16.

xii) pyy = 15.

Ahora, para probar este resultado, veamos un ejemplo en el que se mues-
tran ocho vértices blogueando doblemente a cuatro vecindades. (Ver la Fi-
gura 6.7) Claramente no es necesario que el ejemplo sea el mismo que el
sefialado anteriormente, éste sélo nos sirvio para encontrar la cota inferior.

Notemos que si aiadimos el vértice z a nuestro conjunto, sélo hemos
aumentado una vecindad doblemente bloqueada. Por lo tanto el minimo
mimero de vecindades 2-bloqueadas con nueve vértices es 5,

Por lo tanto uy; = 15

Xiii) B0 = 14.

Finalmente para este iltimo caso el procedimiento es exactamente el mis-
mo. Fijémonos en el ejemplo que construimos en el inciso xii) y que se
encuentra en la Figura 6.7, si agregamos el vértice y a nuestro conjunto, au-
menta en una unidad el nimero de vecindades 2-bloqueadas; es decir, hemos
obtenido que con diez vértices, la minima cantidad de vecindades doblemente
bloqueadas es 6.

Por lo tanto pjo = 14.
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6.0.2 Icosaedro

En esta seccidn sélo analizaremos los valores de las distintas y; del icosaedro
con respecto a vecindades, ya que en el capitulo 4 se analizaron todos los
distintos valores de y con respecto a caras en ).

En la Tabla 6.3 aparecen los resultados que inmediatamente se probarén,
pero antes notemos que para que dos vértices x,y € ) bloqueen doblemente
a una vecindad, es necesario que ambos vértices pertenezcan a un mismo
tridngulo o que la distancia entre ellos sea 2.

b =
pa=3
py =8
Ps = 11
Tabla 6.3:

i) = 2,

Dados z,y € By, tenemos las siguientes posibilidades:

L.- Si ambos pertenecen a un mismo tridngulo, en realidad pertenecen
a dos tridngulos, ya que ambos tridngulos comparten la arista formada por
,y, y de esta manera bloquean doblemente dos vecindades distintas (porque
la arista z,y es la diagonal de un cuadrado).

2.- Si z, ) se encuentran a distancia 2, entonces bloquean doblemente una
unica vecindad, la del vértice que se encuentra entre z y y.

3.- En cualquier otro caso no se bloquea doblemente ninguna vecindad.

Por lo tanto 3 = 2,

Analicemos las distintas configuraciones que tenemos en Y, tomando tres
vértices. ,

L.- Si los tres vértices z,¥, z se encuentran formando una trayectoria de
longitud 2, se pueden bloquear doblemente cuatro vecindades distintas (dos
vecindades por cada pareja de vértices formada por un extremo de la trayec-
toria y el vértice de valencia dos, pero una vecindad se bloquea doblemente
dos veces) y la vecindad del elemento intermedio.

2.-Si z,y son adyacentes y z se encuentra a distancia dos de ambos , tam-
bién se bloquean doblemente cuatro vecindades distintas, ya que z,y forman
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la diagonal de un cuadrado, por lo que bloquean doblemente dos vecindades,
podemos decir que la de u y v; mientras que, tanto x, z como y, z son vértices
opuestos de dos cuadrados que tienen (sin pérdida de generalidad) a u como
elemento del mismo. Por lo tanto son cuatro las vecindades distintas que se
han 2-bloqueado.

3.- En el caso en que r, y son adyacentes y z se encuentra a distancia dos
de uno de ellos, digamos de z, se bloquean doblemente cuatro vecindades
porque z,y se encuentran en la diagonal de un cuadrado, mientras que z, z
son los vértices opuestos de otro cuadrado,

4.- En el caso en que los tres vértices se encuentran de manera alternada
en una trayectoria; es decir, se encuentran a distancia dos todos, se pueden
bloquear cinco vecindades distintas.

Por lo tanto u3 = 3.

i) uq = 8.

Una manera de obtener cuatro vecindades doblemente bloqueadas, es
tomando los elementos de manera alternada en un octaedro,

Ahora supongamos que podemos 2-bloquear 9 vecindades distintas en Y
con cuatro vértices, entonces deben existir al menos dos vértices, z,y que
bloquean doblemente a cinco vecindades.

Pero dado z, como es el centro de una Wy, se necesitan al menos tres
vértices mds para bloquear todas las vecindades que forman el pentigono;
con ello hemos utilizado los cuatro elementos de los que disponemos, pero
s6lo ¢ ayuda a bloquear doblemente a cinco vecindades.

Por lo tanto u4 = 8.

iV) us =11,

En la Figura 6.6 se muestra un ejemplo en el que efectivamente se blo-
quean doblemente 11 vecindades distintas en Y utilizando inicamente cinco
elementos.

Ademas, en el Capitulo 5, mostramos que no era posible bloquear do-
blemente las doce vecindades que existen en Y utilizando tinicamente cinco
vértices,

Por lo tanto us = 11.
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