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INTRODUCCION

En las Matemiticas Financieras es parte fundamental el conocimiento y manefo de las
Anualidades Ciertas,

Gran parte de los instrumentos de inversién, de amortizacién y de capitalizacion
involucran el uso de anuatidadas ciertas.

Por tal razon es necesario conocer tanto las bases tedricas como la splicacidn de los
diferentes tipos de anualidades,

Durante mi practica docante, he detectado ciertas necesidades especificas en los
alumnos de Actuaria en las materias de Matematicas Financieras, por tal motivo, este
trabajo de tesis estudia tanto la parte tedrica como la practica de las anualidades en
cas0s especificos.

Este trabsjo se divide en V capituios, los cuales se detalian a continuacion:

Ei Capituio I trata de las anualidades cigrtas, su definicidn, su clasificacidn y aspectos
generales de ellas y como primer caso, las anualidades vencidas.

"Et Capituto 1l trata ios casos de las snualidades entl;ipndas. anualidades diferidas y
perpetuidades ‘

E! Capitulo Il cubre la parte de casos generaies de anualidades, es decir las
pagaderss p- veces sl alo con tasas efectivas y con tasas nominaltes.

En el Capitulo IV se examina el caso de las Anualidades Crecientes y Decrecienles en
progresion aritmética

También se analizen les anualidades crecientes en progresién geométrica.

En el Capitulo V se aplican ias anualidades al caso de la tabla de amortizacién.



PSP

Se agrego un anexo con el estudio de las formulas de progresiones aritmélicas y
geométricas, las cuales son de uso comun cuando se trata de obtener una fdmula de
anualidades. Ese anexo se pone con @! fin de aclarar dudas acerca de e! manejo de
ciertas ecuaciones que se obtienen en este trabajo.

En todos los capitulos se parte de la definicion de cada caso de las anualidades que
se estin estudiando y a partir de esto, se plantean las ecuaciones necesarias para
obtencion de la férmula,

Posteriormente, se aplica la formula para dar solucién a problemas especificos.
En todos los casos se trato de dar como ejemplo al menos dos problemas,

Ademas se agregaron gréficas para el mejor entendimiento del comportamiento de las
variables 0 para apreciar ia soluclon del problema.

Cuando el caso lo amerite, se prasenta la linea de tiempo, para que este diagrama
auxilie en e! entendimianto tanto dei planteamiento del problema, como de su solucion.

E! propdsito general de este trabajo es dar ias herramienlas necesarias para que
quienes consulten este trabajo, puedan entender y resolver ios problemas que se
analizan en cada capitulo de esta tesis.



Concapto
e denomina como anualidad & una serie de pagos generaimente iguales, que se
efectian periddicaments, durante un cierto tismpo. Aiguncs sjempios de anusiidades son :
o Los pagos mensusies por conceplo de renta
o El cobro quincenal o semanal de susido
o Los pagos de primas de pdiizas de seguros

TIPOS DE ANUALIDADES

La variacién de l0s slementos que intervienen en las anualidades hacen que exislan
diferentes tipos de ellas. Conviens clasificarias de acuerdo con diversos criterios.

€n las snuslidades ciertas los plazos 3o fijan y se estipulan de antemano. Por sjempio ol reslizar uns
compra @ crédito se fija tanio ia fecha on que se debe hacer ol primer pago, como la fecha pars

efectuar ol Giimo pago.
SRIIERIOS IiPOB DE ANUALIDADES
Pagos Vencides, Anticipadas, Diferidas
Tiempo Ciertas, Contingentes
interds Simples, Gensrales
D¢ acuerdo con los pagos

o Anuslidades Ordinarias 0 Vencidas. Se trala de Cos0s on (08 Que (08 pagos 38 efectian & su
vencimiento es decir , 8l final de cada periodo.

o Anualidades Anticipadas. Son aquelias en 1as que 108 pagos se realizan a! principio de cada periodo.

o Anualidedes Diferidas. Son aqueiias on la Que se pospone la realizacitn de 08 Pagos 0 depdsitos;
por sjemplo 8 38 adquisre hoy un adticulo 8 crédito , pars pagas con abonos mensusles; el primer
pago habrd de efectuarse x mesas despuds de adquirida la mercancis .

De acuerdo con ol tiempo
Este criterio de clasificacion se refiere s las fechas de iniciacién y de terminacion de las anuslidades.

s Anusiidades Ciertas. Sus fechas son fijas y se estipulan de antemano.
o Anusiidades Contingentes. La fecha dal primer pago, ia fecha del ukimo psgo, 0 ambas , no s
fijan de antemano; depende de algun hecho que se sabe que ocumird, pero no se sabe cuando.



Do acusrdo con los intereses
o Anualidades Simpies, Cuando ol periodo de pago coincide con of periodo de capitaiizacion de los
interssss,
o Anualidades Generaies. E! periodo de pago no colncide con of pariodo de capitelizecitn,

Los siamanios qus intarviensn an ente Lipo de anualidades 3o
R Larents 0 pago por periodo
A Elvalor aclusl en ol momento prasents
& Elmonto oo valor en ol mamento de su vencimiento, o3 of valor de (0d0s 108 pagos,

ol final de la operacién,
n  Elndmero de periodos

{  Latsss de intents

Valor presents

A continuacién 8o caiculara o valor presents o aclusl de una anuakidad vencida de un pato pagaderc
snusimants durants * n °* shos, con una tasa de interés * | * anusl efectiva,

Como 58 va 8 calcular of valor presents se tomera como punto de valuacion ol aflo coro y 88 traerdn a
oate punio todos ios pagos periddicos de s °n’ aflos.

S0 designars 0omo of vaior prasents de una snusiided ol siguients simbolo "!‘

Gréficaments tenemos
sttt Nm
012348 0...nmnmmmnmmen n2 n1 n tempo

A ey erenZeqren®e e(tey e ey

------------------

. 2 TR K L L — w2 gynt o yn

A = VOV V2 b wnd 4yn2 ynt )
Comoa se observa se tisne una progresidn geométrica de razén V.
Aplicando a férmula para la suma de dichs progresion tenemos que :



A -x0-¥D)

(1-V)
shora multiplicando y dividiendo por ( 1 ¢ | ) oblenemos;

4” e V1-YM(10f) »t-¥0 = 1.y"
(1-V)(1¢1) 1)1 {

4" -_L;_Y_ﬂ
i
€1 hecho de que se haya caiculado con pagos uniterios no es ningun probiema , y8 que baste con
multiplicar ia  anusiidad por Ia renta (R) de la que se trale, quedando de s siguiente forma, donde of
valor presente de is anusiidad 86 denolars por * A °,

Grificaments tenemos
RRR R R R
01 23458 .. n2 nt n
ARRV+RVZ+RVI ¢ RYM YN
AeR(vev2evd e WAV eyn)

A=R 4}“



Monto de una anualidad

Ei monto de una snuslidad ss caicula tomando como pumo de valuacién ol punio *n® donde los pagos
80N unkanios , con una tasa de interds *i" anusl efectiva y °n' ol nimero de afios de la anualidad.

Se designara como manto de una anualidad al siguiente simbolo la

Grificaments tenemos
$1 1 1 T e i, 1t
ﬂ
0 1 23 Ao ntn
B = (D™ 4 (D2 (WD s H(1ei) 1
1 (101) ¢ (1040124 (19 1) 4 H(1+M2 41yt

como e observa se liene una progresion geomdétrica de razén ( 1+ 1), aplicando ia férmuia para ia
suma de dicha progresion tenemos :

.n‘l l.‘!‘l'" l‘lO“n-!
1-(1+1§) i multiplicando ol numarador y denominador por (- 1)

Spi=(1ei)0-1

i
De la misma manera que en of valor presente, si los pagos no son unitarios, solo s8 multipiica ¢l monto
obtenido anteriormente por la renta (R) de ia que se trate, quedando de ia siguiente forma; donde el
monto de una snualidad s denotara por °§°,

Grificamente tanemos
SR R Ruocsssisssssinsen R R
==,
01213 4\\? n
SaR(1+1)™) ¢R(144)M2 4R (14})MI + . ~4R(1+1) *R
S aR[(161)M ¢ (140)02 4 (14)N3 & +(141) ¢1])
8=R8p



Anualidades fuera de los limites de tablas financieras

A conlinuacién se darén las fénmulas y desarolio del valor presente y monto de las anualidades fuera
del limite de tablas financieras.

Es necasario saber estaa fémmulas ya que en ocasiones se utilizan anualidades que no se encueniran en
las tabiss financieras,

Pars ¢ chiculo de estas solamente se apiican directamente (as fdrmulas Indicadas.

Yalor Presente de yna Anuplided.

467511 « g.yhek donda h + k> 100
|

sy.yh eyh. yhek restando y sumando V I
i

=1-yh o yh (4.yk)
i [

45:541 -45]; + v“dgp

Monto de yna Anysiidad

sml.-(uqh'k -1
i

s(1+ )P L (10D v (1e)P o1 restando y sumando (1¢1) D

SN 1T



—RENTA

Se conoce como renta al pago periddico que se reaiiza con intervalos iguales de tiempo.

Para encontrar Ia renta por periodo solo basta despejar en la formula de la anualidad ya sea el valor
presente o ¢l monto.

Para ol valor presente tenemos que;

A=RAg; despejando la renta
rea/a Al
Para ¢l monto tenemos que;
8=R87 despejando la renta
res /s i

Como se observa para enconirar la rema por periodo solo basta despejar con simples pasos
aigebraicos, de las formulas vistas anteriormenta,

También se puede decir que |a renta no o3 anual, puede ser, semestral , trimestral, bimestral,
mensual....

PLAZO
€l plazo o tiempo de una anualidad se caicula por medio del nimero de periodos de pago *n *

Para enconirar ¢l nimero de pagos de la anualided con la que se esta trabajando , se pueda utilizar dos
métodos, uno es por logaritmos y e otro utilizando las tablas financieras de monlo o valor presenle y
una scuacién de valor,

A conlinuacién utilizaremos el mélodo de logaritmos para encontrar el tiempo® n ®,

Tenemos que el valor presente de una snuatidad clerta es:

AIR4.'|]|



AsR(1-yN)

i
I(_a_)-ll'-V" multipticando por - 1

|-l(%) syn aplicando logaritmos

Log(l-l(_a_)l-nLoo(V) despejando i valorde “n*

Log[1-1(A) ]
— B =n
Log (V) sustituyendo of valorde V= (1+i)-!

Log(1-1(A)]

Cog(1+1)”
Donde los valores de i, A, y R son conocidos para poder obisner ios fogaritmos,

Cuando ¢l tiempo oblenido es fraccionario, nos estard indicando que existe un pago exira generaimente
electuado un periodo despuds.

€ otro método pars encontrar of nimero de pagos, que es ulilizar las tablas financieras, consiste, en
despejar Ia anualidad ,

A'R‘ﬁ"

AIR '4"‘1‘
Sea A=A
Dond': A' o8 un valor conocido por que conocemos ol valor de A y de R,
Como o valor de A' es conocido, entonces buscamos en tablas financieras, en {s columna,

comespondiente a ), con unatasa de interés * | * conocida, tai que ei vaior de @ fi]i ses igual o

CATCano 8l valor de A’
8) Si o valor en lablas es iguai a A' enlonces, en el mismo rengién en la columna donde se

encuentra el nimero de periodos * n *, vemos a que valor comesponde y ese serd el valor buscado,




b) En ol caso de que el valor en tablas financieras no coincida con e! valor de A’ , enlonces se

sscoge ol valor menor mds cercanc @ A’ que lo lamaremos n1 y plantearemos una ecuscién de
valor como sigue.

A-RGm, X (14)0*1 despejamos el valorde X.

A-R@qj = X
(1+i)M#

Donde X representa ol pago incompieto , menor que los pagos compietos, efeciuado generalmente un
periodo después.

Gréficamenie tensmos
et .
RR____ R R R
0 t2 3. 2 ot n
Por notacién
namero de pago periodo
nt -1 n-2
)] n1
ni+ n

Aaad,;q,oxuu)ﬂ

Como se obssrva se van a efectusr nt  pagos completos y un pago extra incompleto de X cantidad,
menor, sfectusdo un pariodo después.

Calculo del nimero de pagos " n * , ahora utilizando ¢! monto de una anualidad cierta, aplicando e)
método de logaritmos,

Tenemos que el monto de una anualidad clerta es:

S=REFH

sR(1+1)0 .1
|



l(%)ﬂ ®(1+i)D aplicando Logaritmos
Loq[l(ﬁs_)ﬂ J=nlog(t+i) despejando ¢l valorde*n *

Log(1(8) + 1)
Log (1 +1)

=0

Donde ¢l valorde i, S y de R, son conockdos, para poder obtener los logariimos.

Cuando o tiempo obtenido e3 fraccionario, nos Indica que exisle un pago extra menor que los pagos
compietos, afectuado generaimenie un periodo después,

El olro método para encontrar ei nimero de pagos, que es utiiizar ias tablas financierss, consiste, en
despejar la anualided de la formuia de monlo de una anuaiidad.
§=R lﬁ"

SIRl.m

Gea S/R =6

Donde §' 3 un valor conocido, por que conocemos el valor de S y de R.

Como o valor de S' es conocido, entonces buscamos en tablas financieras, en Is columne,
cofrespondiente & 8 )i, Con una tesa de interés " | * conocida, tal que el valor de l-;q. sea igusi 0
carcano al valorde §' .

8) Sl o valor en tablas es igusl & ' entonces, en el mismo rengion en la columna donde se
sncuenira ol nimero de periodos * n * vemos a que vaior corresponde y ese serd ¢l velor buscado,
b) En el caso de que ei vaior en tabias financleras no coincida con ej vaior de §' , enlonces se
escoge ef vaior menor més cercano a S' que lo llamaremos n1 y planleamos una ecuacién de
valor como sigue:
S§=R l,’,‘m (1+1) +X despejamos el vaior de X
S- le];(iol) =X
Donde X represents el pago incompleto ,menor que los pagos complelosefectuado un periodo
después .



et e

B N iinsianatid

Grificamente tenemos

R RR R R X
g 1 213 n2ntn
Por notacion:
nimero de pago periodo
nt -4 n-2
n{ n-1
n ¢+ n

SERB A (141) ¢X

Como se observa sp van a efectuar n-1 pagos complelos y un pago incompleto de X cantidad menor,
efectuado un periodo después.

NTERES

Uno de los métodos para calcuiar la tasa de interés ° | * 5 ol método de Interpolacion linesl que 8
continuacién se explica:

Tenemos que el valor presante de una anualidad cierta es :
A= Rdm “W‘llﬂmaﬁ]l
Al Rs aﬁp

Sea A/R=X

Donde X' es conocida por que A y R son conocidas.

Ahora en ias tablas financieras, buscamos, el valor corvespondiente a dfm , Que sea igual o cercano al
valorde " X *, donde * n * es conocida.

8) En ol caso de que el valor enconirado de “Tﬂl sea igual al valor de X', entonces nos fijamos cual

os (a tasa de interés comespondiente,



b) Encasode que ol vulordtdqm no colncida con el valor de X', entonces se toman dos valores lo

Mas cercancs & X', un valor cicano inferior y of olro valor cercano superiores y realizamos |a
interpolacion de la sigulente manere,

©)
X,
"
]
i2 i b
donde iz<i<iy
Xy of valor de W
X o valorde @)

Xa o valor de G5y
Como se observa se forman dos indngulos semejanies ,entonces tenamos que;

X - % I -y
X -X iy

(Xg-X2) (1-1g) = (X-X2) (i2-1y)
despejando of valor de* | °.
i (X-Xa)(ig-lg) +iy

(Xqg-X2)
0 bien

I g ¢ (X-X2) (ig-ly)
(Xg-X2)



Caiculo de la tasa de interés " i * pero shora utilizando e! monto de una anualidad .

S'Rlﬁ]‘ despejamos l'ﬁp
§/R=8yq;

Ses 8/ Rs X

Donde X' 88 conocida, porque , Ay R son conocidas.

Mmmmmm,mm.dvamwmmm.ll,m, que sea igus! o cercano
ol valor de X', dado Que ° n * es conocida.

a) En ¢ caso de que @ valor encontrado de 8§ 7l sea igual ol valor de X', entonces nos fijamos cual es
|a tasa de interds corvespondients.

b) En &l caso de que ol vaior de .“T' no coincida con o valor de X', entonces se loman dos valores lo
mas cercanos a X', un valor cercano inferior y ef olro valor cercano superior y realizamos la
interpolacion de la siguiente manera,

I I ———

Donde ; lje i <y

Xy o velor de 8 7y
X ol valor do 8
X3 ol valor de 8 3y,

Como se observa se forman dos tridngulos semajantes, entonces tenemos que:
X2 - Xy -1y
X Xy iedy

(Xg-Xg)(i-ig) = (X'=Xq)(iz-})
despejamos o valorde °i”.
in(X-Xg)(ig-ly) +iy
2°81)



EJEMPLOS
1.- ¢ Cual o8 ol valor actual de una renta bimestiral de $450 , depositados al final de cada bimestre
duramte 14 meses, ol la tasa de interés o3 del 9% bimesirsl ?

Grificamente
450 450 450 450 450 450 450

As? A=RAMN)
R =450 = 450 47,,09
n=7 bimesires w450 1.y
09
| = ,00 bimestral
= 450 (5.03205)
= 2264.8

2.- LQué es mis conveniente pars comprar un automévil ;

8) pager $35000 de contado , o
b) dar $15000 de enganche y $1800 al final de cada uno de los 12 meses sigulentes , si el interés se
caicula a razdn del 90% convertible mensuaimente ?

Gréficamente
e) 35000
A
012 1 12
b)
15000 1800 1800 1800 1800
0 1 2 1" 12

Ae? A= 15000+ RA g

13



R = 1800 = 15000 + 18004 73] 075

'= 075 mensual = 18000 +1800 1.v 2
078

= 15000 +1800 (7.73528)
= 28023.5

3.+ ¢ Qué cantidad se acumulars en € samesires, si se depositan $2000 al final de cada semasire en
una cuenta de invarsiones qus rinde ol 25% anual convertibie semestraimentes?

Gréficamente

2000 2000 2000 2000 2000 2000

0 1 2 3 4 s 8

S= 7 s-RO'ﬁp
i
R = 2000 2000 S3].125
i
[}
n =6 semesires = 2000 ({1+.325) -1) °. !
125
|'= 125 semestral = 2000 ( 8.21029)
=18438.58 '

4.- El sefor Gonzdlez deposiia $500 al mes de haber nacido su hijo. Continua haciendo depdsios
mensuaies por esa misma cantidad hasta que su hijo cumple 13 ahos de edad, si durante los 1
primeros seis aftos de vida del hijo , la cuenta pago o1 38% anual convertible mensuaimente y !
durante los siete afios restanies pago ol 2% mensual. ¢, Cusnto recibié ¢l hijo a fos 13 afios ?

Grificamente

§=? S=R87 '

R= 500 =500 [ 87 (1.09* + 5008 &cr ) ‘



n = 158 meses = 500 [ (248.66) (5.2713) + 500(213.866) |
' = .03 mensual = 757782.7124
i = .02 mensusl

§.- ¢Cusl o3 ol valor en efectivo de una serie de pagos de $1000 mensuales durante 15 afios,
suponiando un interés del 8.5% mensual?

Gréficamente
1000 1000
A/__\
o 180
As? AR g
R = 1000 #1000 (B i35j00s + V ' B 55jces)
n = 180 meses #1000 { (15.35629) +(,001841)(15.28482) |
| = 085 mensuat =15384.43

.- 8i sa reailzan depdsitos mensusies de $500 dursnte 18 efios a una tasa de interés del 2.5%
mensual, ¢Qué cantided ss tendré ol termino de los 15 afios ?

Grificamente
01 218
§=7 SR8
R=500 =500 8 776].025
n = 15 aflos = 216 mases #500 [ 8 iwajom (1.026)""" + 8 iaojons (1.025)'"*
i=.025 mensus! 8 igjos )
#500 (7585.6228 + 642,120 + 19.38022)
» 500 (8247.323)
* 41230815



1.- ¢ Qué cantidad debemos invertir al fins! de cada mes durante los prdximos siete aftos en un
fondo , que paga ol 63% anual convertible mensualmente, con el objeto de acumular $80000 sl
realizer of Uimo deposio?

Grificamenie
M
0 1 2 3 4 § 8 7
§ = 60000 S'Rﬁiql
R=? BOOOO'RBE]“”
n = 84 meses £0000 =R
"= 0525 mensual 8 5aloss

R=57.88

8.- Una persona sdqulere hoy a crédito una maquina de escribir, ls maquina cuesta $680 y conviene
pagaria con custro mensusliiades. ¢ Cuanto tendré que pagar cada mes si le cobran el 7.5 %
mensuasl de interés?

Grificamente
$600 X X X X
.ﬁf—:—\
0 1 2 3 4
A=000 A=R@ g
R=? =R
n =4 meses 4?],075

| =075 mensusl R = 208.01



9.- LEn cuénlo tiempo se liquidara una deuda de $15000, sl se efectuan pagos trimestrales de $1200
y |a tasa de interés que se paga es del 14% anual converlible timestral?

0 1 SO TR n
A = 15000 A=RA 7
R=1200 15000 = 1200 @ ) 035
n =7 trimestres 15000 = @7,035
i* = 035 timestral 1200

12551 (1.035)"
035
035 (12.5) -1 =-(1,035)"
5625 = (1.035)" muitiplicamos por -1

Log (.5625) = -n Log (1.035) aplicando logaritmo

Log (:5625) = -n
Log (1.035)

-.24001747 = -n
Diava0s4e

16.7250080 = n

n = 16 trimestres, 2 meses, 5 dias
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10.- ¢ Cubnios pagos mensuales de $93 se realizan para liquidar una compra de una lavadora que

cuesia $1350, sl da el 20% de enganche y acuerda pagar el 66% capitalizable mensuaimente de
interés?

20 93 9 90
T

0 1 2

A= 1350 270 = 1080 ARGy,
R=93 1080-934q.oss
ne? 1080 = & 055

' = 055 mensual 9

11.6120 'aﬁl.oss

buscamos en tabias financieras el valor de 4;,],055 8 latasa de inlerds del 5.5%, tal que sea iguai

0 muy cercano a 11,8129, y encontramos que 41‘9],055 = 11,6078 , eslo quiere decir que 3o
realizarén 10 pagos compietos de $93 .

1350 = 270 + 03 & joss

1080 -93¢F fioss  *1070.511

11.- ¢ En cudnlo tiempo se liquidara una deuda de $15000, si se efectian pagos trimesirales

de $1200, y la tasa de interés que 30 paga es del 14% convertible trimestraimente?

1200 1200,
-
o 1 2
A = 18000 As=R 4"“



R=1200 15000!1200¢m,035

n = ? trimesires 15000-¢,—,]_035
i'= 035 timestral 1200
12,8 451.035

Buscamos en tablas financieras e valor de *n *, tal que @ 7,035 sea igual o muy cercano a 12.5,
dado que la tasa de interés es del 3.5% ;encontramos lo sigulente,

l A =120u12 By =125 By =126502

} con estos datos podemos encontrar el valor de * n ¢, aplicando una interpolacién de la siguiente
maners
1265
128 e
1200
18 X 17
— 1205-1209%17-16 despejamas of valor de X
125 - 1208 X -18
X= 18,7321
o8l0 nos indica que son 18 trimestres, 2 meses , S dias
Para sscar ol equivaienie de la fraccidn de trimasires, realizamos una regla de tres.

1 1M IE e ereaees 3 MESES X=210083
1324 de trimesire--——X moses
I 1 MOB-—eemmeoremeeeeeee 30 A0S X=5889

1063 de mes-—--—-—-X dias

Sred s
ot



12.- ¢ Cubntos pagos mensuales de § 93 se realizan pare fiquidar una compra de $1350 si se da el
20% de enganche y se scuerda pagar ol 68% capitalizable mensualmente ?

210 93 B3 0 et
A(""\;‘—\‘\
0 1 2. "
A= 1350-270 = 1080 AR @)
R= 83 10&0-934-,“,055
n = ? mesas 1080 = @ 5,055
| = 055 mensual X
118120 -4;,1.'055

buscando en tablas financieras &) valor de & foss . tal que sea igual a 11,8129, tenemos ;
& i8].055 = 11.248

@ .05 = 11.0120
@ 0] 0ss= 119503

Para ancontrar ol tiempo , realizaremos interpolacién de la sigulente forma,

.....................................

A

\L X 2

M0



116120-11.246 = X - 18

X= 19.04188
osl0 nos indica que son 19 pagos mensuales .
13.- ¢, Cuintos pagos bimesiraies de $3000, se tendrén que hacer para saldar una deuda, de $18000 si
ol interés os del 11% bimestral ?

3000  3000......
&5
0 9 2
A = 18000 A=RAq
R = 3000 1aooo-aooo¢a1.n

n = 2 bimestres _mm-dfq.n
i = .11 bimestral 3000

6=1-v"
KT]
(M)8+quy” mutiplicando por -1

Log(.34)=-nlog (1.11) aplicando logaritmo

Log(.34)=n
-Log (1.11)

n= 10337385

Esio nos indica que se realizan 10 pagos completos de $3000 y ademds existe un pago extra menor
que ef pago incompleto, afectuado un periodo después de los pagos completos.

para sncontrar el pago incompleto realizamos una ecuacién de vaior de ia siguiente forma;

1600 = 3000 @ 75].19 + XV " despejando el valor de X

21



18000 - 3000 @ g1 =X
v"

X = 1047 Es el pago ,electuado, un periodo después de los pagos completos.
14.- Una persona desea scumular $30000, Para reunir esa cantidad deckie hacer depdsitos trimestrales

de $1000 en un fondo de inversion. Si la tass de interés es del 2% capitalizable timestraimente,
Dentro de cuanto tiempo habrd acumulado, la cantidad que deses ?

10?0}07;:—\————\ ...... 30000
§ = 30000 §=R 3',7“
R = 1000 30000 = 1000 87) 155
n= 7 inmestres 30000 = 8 5] 155
I'= 158 tnmestral 1000
oL

155(30) + 1= (1.155)"
Log (8565)=nLog (1.155) aplicamos logaritmo
Log(565)=n

0g (1.155)
n= 12,0168

Esto nos indica que se deben reslizar 12 pagos trimestrales de $1000 , para poder acumuler la
cantidad deseada.

15.- ¢ Aque tasa efecliva tnmesiral, se acumuian $5000 , en ei momento de realizar ef GRimo de los
15 pagos de $100 trimestraies 7

2



R=100 5000 = 1008 75]

n= 15 timestres 5000=8 Ts]i
| = 7 trimastral 100

50 = 8 i

ahors buscamos en tabias financieras, el valor de 8 1—5|; = 50 ,Encontrando los siguientes valores.

s g5~ 4758041 Y 8 gl 5165051

Con estos valores enconirados podemos realizar una Interpolacion , de la siguiente forma ;

51.65

A5 X .18

80 - 4758 = X -.15

X=.005048

A aste valor enconirado , le sumamos la tasa de interés mas chica , y asi podemos decir que Is
{838 que 80 aplica o3 de 15.50 % trimestral .

16.- ¢ A que tase de inlerés efectiva semesiral se deben hacer depdsitos semesirales de $450,
para acumular $6000 en tres afios y medio 7

450 450 450......... erneens Weseesernranrens 450
—
0 1 2 3 7
§ = 8000 S=R8g
R= 450 €000 = 4508 7],
n= 7 semestres £000=87)
i1 = 7 semestiral 450

3



13.33 =87
buscamos en tablas financieras el valor de 87)) = 13.33, y encontramos los sigulentes valores.

§7).20=13.3242 ¥ $7]2,%13.73050
Ahora con estos valores realizamos una interpolacién de la sigulente forma.

13,33 [rereeeeremeeien
13.32

e o oo oy

21 X 22

1333 -1332 = X -.2¢

X = .00024
a oste valor snconirado, le sumamos la (asa menor y nos queda que , la tasa de interés a la que se
invirtié es 21.02 % semestral.

17.- Un automévil cuesta $60000. Si se liquida mediante 18 pagos mensuales de $8000 . ¢ Que tasa
de Interés sfecliva mensual 5e cobra ?

8000 T e 6000
0 1 2. . o 18
A = 80000 A=RA 5
R = 8000 ooooo-eooodvm,
n = 16 meses m-@m,
i =7 mensusl 8000
7.5-4,,],

buscamos en tablas financierss ol valor de & Dk 1.5, y anconiramos loe siguientes valores.

U



4,1"105 =152 y@ g, =770

con estos valores podemos realizar una interpolacién de la sigulente forma,
7.50

75

137

L 4

108 X N

159 - 730 =
15 - 1% X - .105
X = 00205

A eate valor que encontramos le sumamos la tass de interés menor, entonces tenemos que la tasa
de interés que encontramos es de 10.705% efectiva mensual.

b1




ANUALIDARES ANTICIPADAS
Son aqueliss en las que los pagos se reallzan al principio de cada periodo.

Asi, en este capitulo se hablara de |as anualidades enticipadas, que serdn vistas en su caso

simple (cuando el periodo de pago coincide con ef periodo de capitalizacién), ademds se conocen con
cerleza (as fechas de los periodos de los pagos,
Resulta util comparar mediante disgramas Iss anualidades vencidas y las anualidades anticipadas para
comprender mejor la diferencia,

Gréficamente tenemos
1 1 e I T |
] ] ] 1 4
T 1 1 H T
0 1 2 3 b 2 10
Anuasiidad Vencida
8 1 1 1 1 1
01 2 8 4 n2 nd n
Anualided Anticipada

El simbolo utilizado para designar ef valor presente de una anualidad unitaria anticipada pagaders

durante *n *sfios es dﬂ. , of punto de valuacién es el origen y su valor serd :

a,ﬁ]'.| sVev2 4yl oy N2 ¢ yn-d

dﬁ]"' V(L eV eV st e w3 syn2y
Progresion geométrica de razén V

A= 14 V(1-V™)  Apicando la fomula pars fa suma de dichs progresion
(1-v)

dap'HV(!-V"")(M) muNiplicamos y dividimos por ( 1+ )
(1-V)  (1+})

da]‘l 1e(1-vn)
(141) -1
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éiw te(r-vmd
i

aml' 1 *ﬁﬂl

0 bien comparando tas anualidades vencidas y anticipadas, tenemos que :

4’,;“' Vev2eydevé, VN2t yn
A= 1+vevZaviy, N2yt

Si multiplicamos por V ia segunda igualdad ( anualidad anticipada ) tenemos:

Vam|'V+V2*V30 WVt eyn
Vanp'arim

arm.' (1+|)¢'ﬁ]5

Que &3 olrs expresion del vaior presente de una anuaiidad amticipada. Ahora si (a renta no es unitaria,
mukiplicamos Ia anualidad anterior por la rents (R ) de (s que se (rate, quedando de ia sigulente forma,
donde el vaior presente de la anuaiidad anticipada s8 denotars por* A *

Grificamentc tcnemos

A= Ra’m

Monto de una Anualidad Anticipada
€i monto de una anualided anticipada se calcula tomando como punto de valuacién

ol afio * n *, donde fos pagos son unitarios con una tasa *i® anual efectiva .
El simbolo utilizedo para designar el monto de una anuatidad unitaria anticipada pagadera
durante * n * aflos es 5-5]‘, su valor serd:

11



Gréficamente tenemos

0 1 2 3 n3n2 nton
Anualided Anticipada

Bt 1 1 s 1 1 1t 1
0 1 2 3nsmm n3In2 nt n
Anuatidad Vencida
§m'-(10|)4(10|)20(10|)34 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, resrasaane s(1+i)le(renn
(141) (1o (1) (1 eD20 (14130 it (14 1) 20 (1 40) 1]

Progresion geométrica de razén (1 +i)

=D (1-(1+D)")
(1-(1+1))

2(140) (1-(1+1)")
<

s(1e)((14iP-1)
i
By = (1+1) 85y
o0 bien comparando los montos de las anusiidades vancidas y anticipadas tenemos que

s-ﬁ],-u(um(nl)?w(tuﬂ ............... RO W12 (1 eyl
R KT R C R IR R} —— S d e et e

§ | sumamos una unidad an ambos tados de Ia sagunda igualdad (monto de a anusiidad anticipada)
tenemos:

'i;,pn st e (o) e (1R (1 e i et (I HIY e (a0
Rapresenta un monlo de n+ 4 afios

Bt 8 )
in = 8- 1
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Que es ofra expresién del monto de una anuaiidad anticipada, Ahora si (a renta no es unitana,
multiplicamos el monto anterior por la renta (R ), de la que se trate. Quedando de la siguiente forma,
donde el monto de una anualidad anticipada se denotara por* S*.

Gréficamente tenemos
R
]
0 n
s =Ry
ANUALIDADES _DIEERIDAS

Las Anualidades Diferidas : Son aquellas en las que el inicio de los depdsitos o pagos se posponen
unos periodos al de |a formalizacién de (a operacién.
Calcularemos el valor de una anualidad unitaria pagadera en ° n* afios , con una tasa de interés " i *

anual efectiva, donde el primer pago se efectuara en &l “ m¢1 * periodos,
Grificamente tenemos e T

. *“\\\\\g RN

01 2 d.w R m M M2 i mén-1 men
El simbolo utilizado para designar e valor presente de una anualidad unitaria diferida es:

m/ a4 fll ® punto de valuacién es el origen y su valor serd:

m’ﬂml VM yme2 o s ey men-t ,ymen
BV M (VeVv2ev3e synet yyn )
'V"'ﬂm

Ahora si Ia renta no es unitaria basta con muliplicar la anualidad anterior por Ia renta (R ) de la que se
{rate, donde @ valor presente de una anualidad diferida se denotars por "A°,

Gréficamente tenemos \
——— R R v o R R
01 2 i m m+l M. oo M) M4N
asrm/ Ay

9



Otra forma de ver este tipo de anualidades seria, suponer que se dan anualidades durante los

* m+n " periodos y se resta la anualidad de " m* periodos, 1os cuales son los que no se efectlan.

m/d«,-m- VEVZaV It e WML eymopymit o,
oo MO (yev2avde S et VM 4y

ml By By - By

Monto de yns Anualidsd Diferide

El monto diferido se utiliza cuando se hacen durante clerto tiempo, pagos periddicos o que se tenga
aiguna cantidad de dinero y se deja que gane un interés * | * duranie * m *afios y si se quiere saber que
canlidad se tendra al finai de esos * m+n * afios, se utilizara ei monto difendo.

Gréficamante lonomos//"“‘\
R R R . wserressisasreens l‘i/____
0o 1 ' S P srenrres rsens w0 ML m+n

Ei simbolo utilizado pars designar &f monto de una anualiidad diferida es SE\‘ , 8l punto de vaiuacién es
ol periodo * mén * y su valor serd ;

S *[ROSHM™ CRACDM e SR 1) #R] (1 41)T

BRI ¢ (14120t (14 1) # 1] (1 4 1)T

SR{EV(I41) (1) A2 (1)) (14 iy
Aplicando le formula de una progresion geométrica de razdn (1 + | ) tenemos que :

SHi = R{1-(141)7] (1+)™
1-7T+D)

SMi =R By (140)7
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Si el diferimiento s ai principlo, es decir durante * m * periodos no se realizan pagos y @ pariir del
periodo ° m+{ ", hasta e periodo * m+n * se efectian los pagos, se observa que asto no tiene sentido.
Por que el diferimiento ai principio no nos afecta en nada ya que no se acumulan intereses, por lo cual
esie tipo de diferimiento es igua a caicular un monto que empleza en el periodo “ m+1 * y lermina en el
periodo * m+n",

Gréficamente tenemos
81 L TR |
0 1 2o o o m Mt méen
n-1 n-2 n-3 2
SE(14l) #(14i) "1+ 1) Tt bt (1) H(141) 41
14114 (141 & s et (110 (1) 20 (1 ey
S= 87\11
ANUALIDADES PERPETUAS

Una anuaiided perpetua es una serie de pagos que se realizan por tiempo Indefinido y 1a designaremos

como ), con una tasa de interés* | * enusl efeciiva.

Paras encontrar e valor presente, parliremos de una snualidad ondinarie,

Am=1-vt
i
pero ls expresion V "ey 1(1+1) ", comoel tiempo * n * as indefinido, entances conforme * n * ses

cada vez més grande o denominador tiende @ = y la expresion nos indicaria que V " & YwEsta

expresién se va haciendo cade vez mis pequefia, hasta Hegar of momento de anularse,
anlonces;

tm @a= -V
cuando n < nos queda que:

47{“ = {/1 expresibn para e caso de que is renta sea unitaria,

]



Si ia renta no es uniternia , solo basta con multiplicar la expresién anterior por la renta ( R ) que se lrate,
Quadando de ia sigulente forma.
A7i= RN
ssl que el vaior presents de la renta anual perpetua es :
A=Re
i
Grificamente

0 1 2 e Do .
en otras palabras esto quiere decir que ¢l valor presente de la renta perpelua es aquelia cantidad
" A *que, en un periodo, produce como interés la sums *R " 0 sea .
R=A| dedonde A=R /|

Elxalor pressants de tas rentas perpetuas simples aaticioadas.

Cuando el pago de |a renta perpetua es de inmedialo, se observa que el valor actual es equivalente al
de una renta perpetua vencids, aumentada en si primer pago que debe efectuarse de inmediato.

Grificamente
R R R R Do

1 } Il 1
I T T T
0 1t 2 3
Se deduce que ol valor actual de la renta perpetua anticipada es aqueila cantidad * A ° que,
disminuida en ia primera cuots * R *, produce como interés lasums* R *, 0 sea :

(A-R)I=R dedonde

AsR+R
i

Si ol pago que debe efectuarse de inmedisto es distinto de las renias psrpetuas, obtenemos que al valor
presenta serd :

AsWeR

i
donde W es ol pago que sa efectua de inmedialo,
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Valor actual de las rentas perpetuas a pagar al final de cada cierto numero de periodos de

capitalizacion;

cuando los pagos de las renlas perpetuas deben efectuarse transcumdo cierto nimero de periodos de
capitalizacion y , asi , sucesivamente por slempre, 1al es el caso de los gastos que deben efectuarse
para ia reparacién de algunos activos. por ejemplo, los puentes, 105 equipos Industriales, etc, puesto

que eslos aclivos deben ser remplazados periddicamente ¢ Indefinidamenle por otros nuevos, el costo

de Iss sustitluciones constituyen una renta perpetua.

Grificamente

0o 1

Donde W representa el costo de remplazo,

El valor W de cada pago puede considerarse como &l monto de K pagos de valor R , efectuados al final

de cada periodo de capitalizacién,

W'R.'ﬂa
de donde R=W
85

E | valor actual de la reilla perpetua la obtenemos, de la siguiente forma :

A=R §
i
A=W | sustiluyendo o valorde R.
.‘qg
AsW 1
iﬂ..m‘.l____r__ stituyendo el valor de §
A= sustituyendo el valor de ]
L184) -1

A=W J_i_'

i (1e)%-1

A'_W__T_

(1e1) " -1

KX}



EJEMPLOS

1.- El alquiler de un aimacén por mes anticipado es de $5500, pero le proponen al propietario, pagarte
¢l alquiler , al principio de cada afio, si la tasa de Interés es del 60 % anual convertible mensuaimente,
¢Hailar el vaior del alquiler anual ?

850085007 ..o e 3500
o 12 1
A=? A-Raﬁ“
R = 5500 = 5500 (@ 05+ 1)
I = .05 mensual = 5500 (@ 77 05+ 1)
n= 12 meses
= 5500 (8.3084 + 1)
* 51185.2
o bien

A=5500 (@i (1+1))
A= 5500 (@ 73 5 (1.05))

A =5500((08.0832)(1.05))

A= 51185

2.- Una compafiia deposita al principio de cada afio $20000 en una cuenta de ahomro que abona el 15 %
anual . (A cuanto ascenderdn los depdsitos al final de 5 afios.?

20000 0000/20000 20000 ]
/"_——\
0 1 2 3 4 $
§=? s-aiap

R = 20000 =20000 & 8].15

N



I =.15 anuai =20000 ((1.15) 8 5].15)

n=5afos 220000 ((1.15) (6.74238))
= 155074.8
o bien

$ = 20000 (8 7wy 1)

= 20000 (87¢1.15- 1)
=20000 (8.75374 - 1)
= 155074.8

3.- Calcular of valor actuai de una renta de §15000 semestraies, sl ei primer pago debe reaiizarse
dentro de 2 afios y ei Gltimo, dentro de 6 aflos , si la tasa de inlerés es del 8 % convertible
semesiraimente.

. 15000 15000......0..0, e 15000
0 01 2 3 4 5 RV
Ax? a=R m/ Ay
R = 15000 = 15000 V'@,
m = 3 semestres = 15000 ( ( 0.888996) ( 7.43533))
n = 0 pagos semesirales = 00140.68
I'x.04
o bien
AR m /451]

= 15000(“,,,—.5]‘-“,'“’“)
-15000(¢m“ -“3].“)

= 15000 ( 9.36507 - 2.77500)
= 09140.7
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4.- Enconlrar el valor de contado de un deparlamento , que se va a pagar a 10 afios, en la siguiente
forma: se da un enganche de $40000, 3 pagos anuales de $5000, ademés mensualidades de $1800 los
primeros 5 aflos y mensualidades anticipadas de $2500 los siguientes 5 afios .Sl el interds que se aplica
85 del 60 % anual converiible mensualmente.

0 1 2 k TR, L Z7 SRR 10
A=? A :4000005000“-5’.79580180()“@.05;2500 dmos vGO
R1 = 1800 = 40000 + 5000 (1.03961 ) + 1800 ( 18.9292) +
R 2= 2500 2500 ( 18.9202) (1.05) (0.0535)
n = 10 afios { 120 meses) = 81020.14
i "= .05 mensual
I" = 7958 anuai

5.- Una persona va a crear un fondo de la siguiente manera:

efectuars depdsitos timesirales anticipados durante dos affus y medio; adicionaimente har dos
depdsitos anuales de $10000 cada uno al final del primero y del segundo afio. Con el propdsito de poder
percibir una renta perpetua de $5000 semesiraies, la piimera de ellas se recibirds ai final del tercer afo.
|a lasa de Interés que gana la Inversion es del 32 % anual convertibie trimestral,

Determinar ol deposito timesiral requerido. Tomando como fecha focal el punto que coresponde a dos
afios y medio.

10000 10000
X X KerrresdererrosMorons K X | A §000 5000 5000
0o 3 ... vereresesanre 12, 24........... {1 - F. S L Y SR
, FF.
i'= .08 timestral
" = 1084 semestral
"= 38 anual

X® 7008 + 1000087]35 (1.08) = 5000
1684
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X8 7508 = 5000 - 100008 7|36 (1.08)
684

X (15.0454) = 2521.03

X=161,13
.- Se tiene una deuda de $22500 la cual se va a liquidar mediante pagos timestrales durante tres afios
y medio. El primero de elios se efectuara deniro de nueve meses. La tasa de Interés que se utiliza es
del 30% anual convertible mensuaimente,

A = 22600 A=RV" @y

R X 22500 =XV @ 13 cregg
n = 14 timestres ?__zzm- X

' »,07689 timestral (8.3052)

m = 2 limesires X =3108.09

o bien

A = 22500 CXLUAL 2

n = 14 timestres 22500 =X

I'= 07689 trimestrel v® (83082

" = 025 mensusl X = 3269.33
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7. Se tiene una deuda de $42000 la cual se va a liquidar mediante pagos mensuales efectuados durante
cuatro afos , tres meses ; El primero de ellos se efectuara dentro de seis meses, La tasa de interés que
$0 utiliza es del 24% anual convertible cada mes y medio.

X X Xoovoeooremssessesssssosessessssssesssssmsenessesses soe X
”_'\

01 2mmnn .8 1 8 57
A = 42000 A-R\Imdrgﬂmw
R=X 420005 RVsargﬂmw
i' = 0,0199 mensual — 42000 =R
n = 51 meses V°(31.855)
m = 5 meses R=1454.08

6.- Se va a crear un fondo mediante depdsitos trimestrales de $750 cada uno efectuado er‘v forma
anticipada durante tres afios ; con ef propdsito de poder efectuar cinco retiros anuales de $1000 cada
uno, ef primero de eilos al final del cuario afto y posteriormente Hevar a cabo retiros semestrales por
tiempo indefinido , el primero de eilos al final del noveno afo, ia tasa de interés que se utiliza es del
24% anual efectivo,

Detaminar ef monto de cada retiro semestral tomando como fecha focal et final del tercer afio.

750 750 750....750 1000 1000 1000 1000 1000 X X X. .

0 3 0333840, 00...72...84,... 08 .. 108 oo
7508 72085 > 1000 B 5124 + X v 2 i= .24 anual
1135 i' = .05 timesiral

1" = 1135 semestral

12085.09 - 2745.38 =X
3.00%3

X = 3400.58

B



8- ¢ Cué! seré el costo de [a construccién de un puente , tomando en cuenta que cada 5 aios se debera
fenovar y cuyo costo serd de § 40,000,007 Hallar el valor de los depdsitos anuales que se deberan

hacer para lograr este objetivo, si la tasa de Interés es del 35% anual.

40000 40000 ... ...

Lo XX X X X

0 1 2 3 4 5 Gennniinoomnn,

40000 = X 8 7] 35

40000 = X
0.95428
X =4018 que es el valar del pago anual

a hora encontraremos el valor presente de las perpetuidad.
A=W 1
i 8%

A = 40000
35 9.95438

A=11480.95
0 bien
A=R/I
=401833

35
= 11480.95

......................

......................

................................

10.- ¢, Que cantidad es necesaria para patrocinar una serie de conferencias , que se efectuaran al
principio de cada afio e indefinidamente, el valor de estas es de $2500 , suponiendo un rendimiento del

5% convertible trimestra'mente

2500 2500 25000 e s e
1 L 4
I T T
0 1 2..
w = 2500 Azw w1
I'= 0125 i 87
k=4 il
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A =2500+2500 1

0125 TEO1B

= 2500 + 400725202
= §1872.53

o bien

2500 = Rdri]om

2500 = R
Aoz

R=644.65

A=R/|
= 844.65/.0125

= 5157



Se anslizara una anuatidad en la que la tasa de interés es anual efecliva y el pago unitario pagadero
p - veces al afio, en donde cada p - ésimo de afio se dard una renta de 1/p. La notacion para el valor

presente de este lipo de anualidades serd @2,

Grificamente
1p 1p 1p . ip p p
y) i L ]
T T A T
0 e 2p pirnnienn Jere e nplp
4%]. c1pV P i v u e tpvetpv e RS A
s 1pV P rev™a Py sv™1P)
progresién geométrica de razén V W
cpv P 1.y "™
(1-v'%)
1ip ip
={pV (1 V" 10l muttipticamos y dividimos por (1 +§)
VP (141) "
n
=4p (1-V )
(141) 7 4
n
51 (V-V ‘
p((1¢i) T-1) sabemos que ; l(m)-m((iﬂ)"m 1
=(1-V") (@ multiplicamos y dividimos por |
()
n
e (1-V)
i
=_L¢ﬁ1|
l(P)
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Si en lugar de una renta unitaria anual se tiene una renta cualquiera (Ra ) tenemos;

A=Ra | 4"]“

i (p)
Otra forma de considerar este tipo de problemas, consiste en obtener el valor equivalente de los pagos
que se afectian p - veces al afio.

Up P Vpuivenssmi p p 1lp
- X
0 1p 2p ¥p... pp
X=1pt (141 P et e bt Up (101) PP e tip 1oy

stp (10141 Pa1e0) P o et (141) 2P o (1)t 1Ry

progresién geométrica de razén (1 +1) Ve
=1p (1-(1¢1) P)P
(1-(1+) ")

=1p (14i)-1
(o) Py

-_l ]

p((1+i) P.1) sabemosque ; 1™ =m{(1+1)"™.1)

XI‘_A,,

donde X represenia ¢l pago equivalente anusl , obleniendo que ;

any - 14y
‘(P)

2



Monto de una anualldad pagadera p - veces al afio.

Se analizara une anualidad en 1a que Ia tasa de interés es anuali efectiva y el pago unitaro , pagadero
p - veces ai afio , en donde cade p - ésimo de &fio se dard una renta de 1/p . La notacion para el monto

de este tipo de anualidades seré : 8

1lp tlp p p 1ip 1lp

0 1P 2P P nmissssssene anssesnn, nplp

shetpe p (1o Petip (1o PP an etp(re)t VP
w1p (141 e (1o PP (e 1P

progresién geomeétrica de razén (1 +1) vp

sp (1.1 P (101) ™)

1- (1)

((1+)"-1) mutiplicando numerador y denominador por (- 1)
((1+1) P.q) sabemosque: 1™ mm{ (1+1)"™-1)

(1 ug"-t 10
i'? () muNiplicamos y dividimos por * | *

i ((1¢0)"-1)
I

1
P

61 en tugar de una reta anual unitaris se tiene una renta cualquiera ( Ra ) obtensmos :

§=Ra _L B
T

4



Existen varios casos, los cuales se analizaran cada uno con una renta unitaria .

a) caso, cuando msp

Este caso es cuando coinclde la convertibilidad de la tasa con el periodo de [os pagos ,

Para obtener el valor presente y como m = p, se tendrén * mn * periodos, donde * n * es el nimero de
ahos de la anualidad y * m * es el nimero de veces que se convierte la rasa de interés en un afio . El
pago serd unitario anual y por cada periodo e pago seré de 1/p.

p p p p Wp p
0 1p 22p Wp e NP
S =V eupvPrupv e s1pyv ™™
1V P eV Py P sym-t,

progresion geométrica de mén (1¢1) "

1lp tlp . nmp
=ip v P (1-(v ")")
L —
1p nm 1lp
=q4pV P (1-V )(m‘
(1-V'"?) (1+1)
. gt-v""‘?
(1¢1) 7-1)

mulipiicamos y dividimos por (1 +1) VP

P ( aplicamos que : alme m((1*l)"m 1)
=1 (1.v"™

@
=1 81-v""‘) multiplicamos y dividimos por (m ) el

i (myr(m) denominador .
- l“_vnm’

m(li P ) comoms=p
m

"



=1(1-v™)

(1_vnm

=1
mor aplicando que :

Py
"

14

nmli'

Si an lugar de una renta anual unitaria s tiene una renta cualquiera ( Ra )} , sélo se multiplica esta por
Ia expresion antes encontrada .

Am Re @
m

Calculo dal monto ds una aoualidad pagadera p - veces alafio valuada conuna tasa nomingl
deinlacks oaaglcaiom=p,

P 1P 1P i i cerriniens s s Alp Vp tip
i )
T 1
O 1P 2P WP s i nmpip
=1 e 10 (1o ) e tp (1o PP s etp(1e1) "™t
stlp (1e(14)) Peren?Pe e(1e1)"m- 1)
progresidn geométrica de razen (1+1) P

=lp(1- ((1+1)'P) ")

(1-(141)°)

=tp (1-(1+)"")

(1-(140) )

= 1 ((1+1)".1)

p((1en)Py) aplicandoque : ™ =m ((141)™-1)
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= 1))
‘9

1 ((1+1)"™-1)

l(p) (m)/ (m) muttiplicamos y dividimos por (m ) el denominador
=1 ((1+1)" 1)
m i'P comoms=p
m
= 1 ((1+)"™1)
mol
m aplicandoque:i'=i'™ / m
=1 ((1+)"™.1
m I
=1 Spm =t Smm
= 5 )

Sl ia renta anual no 88 unitaria , si no cuaiquier renta (Ra ) , sélo se muitiplica esta por ia expresion
antes enconirada,

S=Ra lﬁ‘ﬁ]r
[

b)caso, cuandom < p
En este caso of numero de pagos 83 mayor que la converlibiiidad de ia lasa de interés , en olras
paiabras en cada periodo de convertibilided de ta tasa existen k- pagos.

Para oblener of valor presente de esie lipo de anuetidades, primero se caicuiara ei pago X (ai que sea
oquivaiente s los k -pagos , que se hacen en cada pertodo de convertibiidad.

A continuacién se hard un desamollo para encontrar el valor presente de una anuaiidad , cuando

m<p, eniacusl se utilizara una tasa de interés* '~ .



Xe1pstp (148 o (1 48) P s 1p (1 et

s p (111 e (140 4 c(1¢1))

progresién geométrica de razén (1 +1') h

=10p ((1- ((1+1) "

1-(1¢1")

sip( -1')

(1-(1¢1") )

=1p (i')

(1¢1')

=1 (1)

pl(1+t') T-1) tenemos que . p/m =k de donde p=km

i)

Ry
km ((1¢417) T50y) apicandaque: ¢ ™ e m((1+1) ™. 1)

- 9 I
m k((1+1') 1)

Xs 1 _I
m ¥

Como X es ¢l pago que coinckie con {a convertibilidad de la tasa , es decir m = p, & hora tenemos una
anualidad como sigue :

4



AR =XV AXVZ XV +XV

SXV(1+V +V24V 4o +V )
progresion geométrica de razén V

=XV(1-v"™)
(1-V)

=XV (1 -V"m) (1+i') multipticando y dividiendo por (1 +1i*)
(1-v) (1+i7)

"

x(1-v"™
(%11

X (.v")
ll

= xdfm.lr

Si suslituimos el vaior que encontramos , anterior de X , tenemos que :

A= 1 _l_'dm,.
m ite

Ahora como * X * es el pago que colnclde con ta convertibilidad de la tasa de interés , entonces se llega
alcaso en el quem = p , y solo bastara mutltiplicar el pago * X * por la anualidad donde * n * es el
numero de pagos , que va a ser igual ai nimero de aos multiplicado por el nimero de veces de ia
cdnveribilidad de la tasa de interés en un afio .

aki . @i donde 1 =1!™
m % m

Si en iugar de una renta unitaria anual se tiene una renta cualquiera (Ra ) , sélo se muitiplica esta por
la anualidad anterior .

A=gpa 1 1 RFm)

—

m e
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e b e cen e

Monto de una anualidad pagadera p - veces cuando m<p
Suponemos que : p‘m =k (entero) , porlocual p=mk.

Se encontrara un pago * X * que sea igust a los pagos que se hacen en cada convertibilidad de la tasa
de inlerés ,

tp p 1 ip 1p
X
0 1tk 2k 3K 1-1/k Wk
X=tp+ p(140) e 1p(14) 0o S, stp(rei) Y
sp( 1+ +) e 1oy e Y Z RS I RN
progresién geométrica de razén (1 +1') 1
= (-0 e ™)
(1-(141)")
= 1 1-(1”‘)‘
p(1-(1+1) )
=1 (-F pero como p = mk
p(1-(1+1) )
=1 3 lpllclndoque:l‘m)=m((1ol)"md)
mk (1) 1)
X=1 ¥
m¥

El pago * X * que se encontrd es ef que e resliza cada periodo de convertibilidad de la tasa de interés
y en un aflo * m * veces se convierte ia tasa, 8sto duranie * n * aflos , entonces ei nimero de pagos
tolates es de " mn *°, por lo que se liene entonces :

shres r smp

m plk)

49



A continuacién se haré el desarrolio para encontrar el monto de * mn ° pagos , pero ahora cuando el

pago ° X ° coincide con la convertibilidad de la tasa de interés .

X X Xierrernren rereenriastarerrsaeninT X X X X
by
1
0 1/m 2M i, R TT. mn/m
e X +X(1+0) "™eX (140 ™4 et X (14 1) 0 Vi
aX (1 Y™ (e )™ I A(1ep T tmy
progresién geométricade razén (1 +1) im
=X (1- (1+0)™)
1-(1+4)
i = X(gmg""‘ 1) multiplicamos y dividimos por { m ) el denominador
! m((+n) apicamosque: 1 ™ am((141)"™.1)
_,._m_ 1)

ex(1+)™.1) spicamosque: i'= i ¢ ™ /m
i'my

m

EX((1+1)™-1)
r

=X 8

Sustituyendo of valor de * X * encontrado tenemos,

ohi -

Ahora si la rema no o8 unilaria , si 5e tlene cualquier renta (Ra ) tenemos entonces,

L 'Wﬂ*‘
0

i
m |

$=Re } Sy
m ¥

50



¢) caso, cuandom > p
En osle caso el nimero de pagos es menor que ia convertibilidad de la tasa de interés , en olras
palabras entre cada pago hay més convedibilidad de la tasa de Interés, Entonces se buscard un

pago * X * lal que coincide con la convertibilidad de la tasa de Interés,
suponemos que : m/p =k ( entero )

\ip iip \ip
0 12 vk
. e W3 K-
XX (141) ¢ X(1+F) 24X (1 48) b +X(141)
X (T4 (141) 4 (141) 20 (141) 4 e s(ien)e Y

progresion geométrica de razén (1 +1')

tip=X(1-(1+1') k ) Aplicando la férmuta de la suma de dicha progresién
BECREE2))

K-
UpsX((1+1) 4 multipiicando por (- 1
peX(( ! ) pi por(-1)

psX ((1+1) %" 1)
.'
tp=X B}y

X=1p /lﬂr

X=1 1
P BF)

Este pago * X * es el que se efecluard en cada convertibilidad de la tasa de interés,

L



Si obtenemos el valor presente de los pagos que se hacen en cada convertibilidad de la tasa de interés
tenemos.

X X . X
— '
] 1m 2m mim
A XV ™ M ™ o e— +xv™
(“vllm v2lm‘ ‘vmn-Vm)
tim
progresidn geométrica de razén V
iim mn
=xv'™ (1.v™)
(1-v'™)
(1 ‘“")gur) multipicando y dividiendo por ( 1 + 1) V'™
MY (140)
=X (1-v™)
(148) ™.y
X (1.v™ multiplicando y dividiendo por (m ) el denominador
(m(14+1) "™.q)
m
=x(1-v™) aplicando que: 1™ =m((1+i) V™.
i
m
=X (1:¥™) apicando que : = i ¢ ™ V/m
‘D
‘X“m-“.

Sustituyendo e valor del pago * X * antes enconlrado lenemos:

5



A= 18 e

P 8%
Si no se trata de una renta anual unitaria ,entonces para cualquier renta ( Ra ) tenemos :

A=Re 1@y
IR X
Monto ge una gnualidad pagadera p - veces alafio , casom > p

Suponemos m/p =k ( entero )

En este caso enconiraremos un pago * X * el cual se podra efeciuar caincidiendo con la convertibilidad
de (a tasa de interés.

1/p
XX -
0 1 2uicrnsareemsnsenens 3
t 02 1 3 il k
UpE X+ X (141) 4X (141X (14 ) 2% oo eX(140)
EX(1 A1)+ (1412 4 (141D e c(1+1)Y

progresidn geométrica de razén (1 ¢i')
ex(1-(1+1)")
(1-(1+1))

ax (1+)%-1)

:

Up » X BT
Xe it
L

Ei pago * X * encontrado, coincide con ta conventiblidad de la tasa de interés , durante * mn * periodos .
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A continuacién se encontrard ef monto de los * mn * periodos

van a ser * mn * pagos , porque * m* veces se convierte la tasa de interés en un afio y como son

*n* afios, entonces el monto va a ser de * mn * pagos.

X X X e X X X
1 i ] )
T T T 1
0 1M 2M M. earnn mn/m
S = XX D) e (1P A X (1 ™D
e X1 1) ™1 e ) ™, e(1ey ™ m,

progresién geométrica de razén (1 + 1) yim

=X (1-(1e™)

te(ren)m

=X ( (mg"‘"-n

(ve) Moy

sX((1¢)™-1) mukiplicamos y dividimos por * m * el denominador
(m(1e1) "™y
m

=X (el ™. apicandoque: 1™ s m (1 +1) "™ 1)
‘Tn'

'Xm:;)_"l'li) aplicando que : i' = | ™ )m

=X lmpl

Sustituyendo el valor de *X * encontrado obtenemos :

[
s 11 Sy
p 8y
Si ia renla anual no @5 unitaria , entonces para cuaiquier renta (R a ) tenemos:

S=Re 1 Smm
P SEy
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d) caso, cuando m/p » k (k es entero)
Valor presente de una anualidad en donde no coincide la frecuencia de los pagos con la convertibilidad

de la tasa de interés.

Suponemos m/p =k ( enlero)
1 1P P tp tlp

Se oblendré el valor presente de esta anualidad , como en el caso de una anualidad con pagos p -
veces al afio y una tasa anual efectiva , después se hard el cambio de la tasa efectiva por una nominai

convertible * m * veces al aflo , utiiizando ia triple iguaidad.

p
Al =tV etV etV b “1pV
=1V P v P av PP, VALY
progresion geomélrica de razén V e
= 1ip n
=1pv P (1.v")
(1-v'?)
supv P L1-vh (o)™ mutipicamos y dividimos por 1+ 1) P
(VP (1ep) P

=p(1-V")
(141) P

1+i

porla triple igualdad sabemosque: (1+i) = (1¢i™/m) m,enloncas

AR= Ap-(1eimm)™
pL(tei™m)™. 1)
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Monto de una anualidad pagadera p - veces_, donde no coincide la frecuencla de los pagos

con la convertibilidad de |a tasa de interés.

suponemos m/p » k (es enlero)

Wp tp Vp VUp.oii e tp
1 1 i
I ] 1
001 2. pip
st =up e ip (1o Parp(1 )PP Up(1+)" 1P
*(“i)n-ﬂp’

=PI+ (141 P (1) ZP b

progresién geométrica de raz6én (1 + 1) Ve

=pf1-(1+0)"
(1-¢1+0) ")

= Ilp((1*ll"-1]

((144) P

por la trple igualdad sabemosque: (1+i)=(1+i™/m) M entonces tenemos;

st =10(1+1™m)™. 1)
pL( +iTm) ™.
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EJEMPLOS.

1 - Determinar el valor presente de las siguientes anualidades , bajo |as siguientes condiciones

$10000 al final de cada semestre duranle 5 aflos ,con una tasa de interés.
a) del 8% anual convertible semestralmente.

b) del 12% anual pagadera 3 veces al aflo,

c) del 18% anual converible bimestralmente,

b)

0

a)

Ra = 20000

n =5 afos

p=2

m=2
I'= .04 semestral

m=p

Ra = 20000

n =5 aftos
m=3

p=2
I' = ,04 tres veces al afio

m>p
ksmip=22=15

Ra = 20000

nzb

m=8

p=2

i' = 03 bimestral
m>p
K=mip=13

A=§i¢ml.
p

= 20000 d'—@m
2

=10000 (8.11090)

= 81108

A=Ra (1-(100)" ™)
p((1en) ™)

=20000 (1-(1.04)""%)
2 ((1.06) ")

A =10000 (7.339347)
= 73393.47

A=Ra d'ﬁﬂ“
P 8Ky

s 2oooo¢§,]_°3
2 83]‘03

= 10000 ( 6.3413374
=63413.37
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A

2.- Determinar el valor presente de las siguientes anualidades , bajo las siguientes condiciones :

$2000 ai final de cada trimestre durante 10 afos, con una tasa de interés del .

a) 8% anual convertible semestralmente.
b) 12% anual pagadero 3 veces al afio,
)18 % anual convertible bimestraimente.

a)
Ra = 8000 A=Ra ld’r'\Tn'\i'
n =10 aflos m l'“‘)
ms=2 =8000 (04 ) B,
p=4 2 (0.03960)
i'=.04
= 4000 ( 1.008901) ( 13.50033)
m<p = 54809.60
k= pim =2 v
P 22001.04) % 1)
= 0.039607805
b)
Ra = 8000 AsRa(1-(141) ™)
n=10 p L(1er )Py
m=3
p=4 -eoool (,gg! |
((1.04)
i'= .04 tres veces al ailo
m<p = 2000 ( 0.691681332
k= p/im = 1.33 “Wmﬁn
= 48340
c)
Ra = 8000 A=Ra (1-(1+1)"™)
n=10 plL(1+r) ™.y
m=8
= 8000 1-(1.03) %)
p=d 4((1.03)6“-”
i' = .03 bimestral
m>p = 2000 ( 18.31370225 )
k=mip=15 = 36627.40
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3.- Detenminar el valor presenle de las siguienles anualidades, bajo las sigulentes condiciones:
$50000 al aflo pagaderos mensualmenle , durante 20 afios, con una tasa de interés del

a) 8% anual convertible semestralmente.
b) 12% pagadera 3 veces al afio
¢) 18 % anual convertible bimestraimente.

8  Rax=50000
n=20
ma2
p=12

i's .04
m<p

k=pm=6

P zkpren)™.g)
=61(1.04) ™. 1]
= 0.039348!

b)

Ra = 50000

n=20

me3

p=12

i' = 04 tres veces al afio
me<p

kzpm=4
P eypreryt™oy
b
cap(ron )
= 0.0304138

9

Ra = 50000
ns20
ms=§
p=12

I' =03 bimestral
me<p

A=Ra ra

R _M%ami
P k)

m

= 50000 (.04)435]‘04
2 (0.0393481)

= 25000 (1.0165395) ( 19.79277)

= 503003.35

AxRa laﬁn‘m'
m (0

= 50000 (.M)dmm
3 (0.0394136)

= 16666.66667 ( 1.014877444) (22.62349)

= 382667.82

A=Re r_dm,.

Y

= 50000 (.oa)dmm
8 (0.0207783)
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k=pim=2 = 8333.3 ( 1.0074450) ( 32.372045)
PV rery gy

Y
=2((1.03) 1] = 27178280
=0.0207783

A=A + &7 (141"

=@ 50,00+ B eo].05 (1.03)" %
= (27.6755) + (27.8755 ) (0.169733)

= 32.372045

4.- Determinar el monto de las siguientes anualidades , bajo ias siguientes condiciones:
$10000 ai final de cada semesire durante 5 aflos , con una tasa de interés.

a) 8% anual convertible semestralmente.
b) 12% anual pagadero 3 veces al aio.
c) 18% anual convertible semestraimente.

a)
Ra = 20000 S = Ra 87m)
ns$ p
ma2
p=2 = 20000 8 {5].04
I' = .04 semestral 2
m=p = 10000 ( 12.00611)
= 120081.1
b)
Ra = 20000 s=Raf(1+1)"" -1
nes pL(1+1)™P.1)
msJ3 5
pe2 = 20000 [ (1.04) 1]
i' = .04 tres veces al afio 2 [(1.04)7"-1])
m>p
ksmp=15 = 10000 ( 13.2177403))
= 132177.49
c)
Ra = 20000 S=Ra Srm
nes P Sy
mxg
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pE2 =20000__8_ﬁ)],03

{'= 03 bimestral 2 8703
m>p
k=m/p=3 = 10000 ( 47.57542
(3.09080)
= 10000 ( 15,30200202)
= 153020.92

5.- Determinar ef monto de la sigulente anualidad , bajo las sigutentes condiciones:
$ 2000 al final de cada trimesire , durante 10 afios , con una tasa de interés del 8% convertibie
semesiraimente,

Ra = 8000 S=Ra _I' Sjmr
n=10 m I
m=2
ped =8000 (04) 875.04
I'=s 04 semestral 2 (.0396078)
m<p
k=pm=2 = 4000 (1.0099019 ) ( 20.77808 )
= 120201.76

P M akprery™. )

)
'2((1.04)" -1]
= 0.0396078

8.- Detsrminar ol monto de las siguientes anuaiidades , bajo |as sigulentes condiciones:
$5000 al aflo pagaderos mensuaimente, durante 20 aflos , con una tasa de interés del .

8) 8 % anual convertible semesiraimente,
b) 12% pagadero tres veces al aho.
¢) 18 % anual convertible bimestraimente.

D)
Ra = 5000 S=Ra I' 8w
n=20 mi
ms2
p=12 = 5000 (.04) 84004
I's 04 2 (0.03934018)
m<p
k=pm=g = 2500 ( 1.01653958) (95.02552)
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P agperery ™)

=6[(1.04)".1]
= 0,03034018
b)
Ra = 5000
n=20
m=3
p=12
i' = .04 tres veces 4l afio
m<p
k=pm=4
LIPS LIS
L)
=4((1.04) % -1
= 0,03041362

c

Ra = 5000
n=20
ms=g
p=12

i' = 03 bimesiral
m<p

k=pm=2
PV aperar) ™.

1,

=2{(1.03) A-‘ll

= 0,0207783

Shekr s8R (1+1)" +87p

=s&jos (100)*% +85508

= 241493

S=Rl_|__ Smni'
WK
m i

= 5000 (.04) 8%60.04
=3 (03041362)

= 1666.66 ( 1.01487744) ( 237.00069)
= 402552.14

SsRa I 8 il
Tk
m |

£5000 (03) 87703
6 (0.020778313)

= 833.33 ( 1.007444579) (112.6095)

= 043387.55

= (103.05344) (5.001003) + 183.05344

= 1123.60059)

T.- Determinar of valor presente de las anualidedes bajo las siguientes condiciones :

8 ) Una rents bimesirai de $850 pagaderos durante tres afios nusva meses si la tasa de interés es del

24% anual convertible timestraimente,



b ) Una renta anual anticipada de $8800 pagadera cada dos afios , durante seis aios y medio si la lasa
de Interés s del 32% anual convertible cinco veces al afo.

a)
Ra = 5100 ArRe 1@ o
n = .75 de aflos m &
me4
pr8 =5100 (.08)@ g
"= 08 tomestral 4 (.0504154)
me<p
k= pim = 1.5 =1275 (1.0098302) (9.71225)
"(k’-kl(i’r)"k'il
=15((1.08) "5.1) = 12504.94
= 0.0504154
b)
Ra = 8800 AsRa(1-(1ei)™ ) [reig™™
n=0.5 de afio pl1e) ™.
ms§
peth »0800 [1-(1.064) %2%) 11,0841 ""°
i'= 084 cinco veces al aflo Y 1(1.064) - 1)
m>p
k=mp =10 = 13600 (0 .866832) (1.006222821)
(0850588 )
= 13709.98
o bien

AsRa g 1 (1en)"™
LI 11
110

=000 555000 1 (1.084)
% 8 10].084

= {3800 (13.544263)) (.074454442) (1.00622282)
= 13790.09
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8.- Se tiene una deuda de $22500 la cual se va a liguidar mediante pagos timestrales durante tres aflos
y medio , El pimero de ellos se efeciuara dentro de nusve meses, La tasa de interés que se uliliza es
del 30% anual converlible mensualmente, Detenminar el pago trimestral,

A= 22500 A=Re[1-(141)™] frer)™
n=d$

plr(rer)™.q)

me12
p=4
22500 = Ra [1-(1.025)*%) (102518
m' = 9 meses (diferimlento ) 4 [(1.025)"-t]
|'= 025 mensual
m>p

Ra= 22500 [4 ((1.025)%.1)]
kxm/pe3

(1-¢1.025) ¥j(1.025)°8

920136241
.520804362

Ra = 13081.72

Rt = 1308172
4

Rt=3285.43
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En ocasiones existen anualidades en las cuales los pagos no son iguaies y van variando
crecientemente , lisvando una cienta relacion , a estas anualiidades se les llama crecienles,

A continuacién encontraremos el vaior presente de estas anualidades , donde al primer termino le
llamaremos * P * y la relacién o razén que existe entre cada pago serd * Q *, esto durante * n * afios,

P PeQ  P42Q .. wnnlPE(NA2)Q PH(D-1)Q

0 1 2 3 n-1 n

Sea X el valor presente de esios pagos, entonces;

KePVe (PrQ)VRe (PRRQ)V ¢ .. . e[ Pe(n2)Q)VTT [P+ (n1)QIV"
Si multiplicamos por ( 1 + | ) esta ecuacién obtenemos ;

(141)X =P+ (P+Q)V+(P42Q) VP ¢ . ... .t [PH(N2)QIV 2 ¢ [pe(n1) @IV
Ahora ala segunda ecuscidn fe restamos la primera ecuacién .

.....................

(1+1)X-XRP-PV+ (PrQ)V+ (P+Q V¢ (Pr2a V¥ - (Pr2a )V’ +

............................. s(Pe(n-yaW™ . (pe(n-1ya)V "
§i eliminamos paréntesis y cancelamos témminos obienemos;
IX=P+QV-QVP + 20V 20V ¢ oo snt)av "oy a1y av"
IXEP+QV+QVE4QV ¢ e e@v™ v (Pe(n-1) Q1
sPeQIVeV eV b, v vpvaasva
PrQIVEVE eV b, wWwavhv PV na
2PV eQIVeVeV e, ev™ev" v na
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n
IX=P(1-v") +Q@7 V" na  dividiendo enre (1) lodala ecuacion

XeP(1-V') + Qa'ﬁ“ _nav"
|

x=PQ% +a[®% nv"]
|

Expresién para el valor presente de una anualidad creciente en progresitn aritmética.
En particular cuando P = Q = ¢, tenemos una anuslidad creciente ordinaria cuyo valor serd ;

(1@)m = Bay 48z . ov"

zi@m +@wp -nv"
|

si (1-V") 10 e i -av"
| i

1V e @ "

i
1V e (Ve eV b, v av”
i
-1+(V0\I2¢V30 ........ ey *Vn")'ﬂvn
i
=1+¢w:7|.-nv"

= d'n: 3l +1-av"

|



Monto de una anualidad crecienle en progresion aritméltica.

P P+Q P+2Q.....o0e et P+(n1)Q
1 ! N
T A) T
0 1 2. e oo A
56a° Y * of monto de estos pagos;
I Y-P(HI)""t(P+Q)(1ol)"'zo ........................................... +[P+(n1)Q]

Si muliplicamos la ecuacion por (1 + 1) tenemos ;
He (140) Y SPCE41)™ +(PeQY (1) ™Y ¢ oo f[P+(n1)Q(1+1)

A la ecuscion I le restamos ia ecuscién ] tensmos ;
(o) -YeP(1e0)" P (140 e (pea) (1e)™ - (Pea) (10 1) 20

.............................. vt mnsermenenn ¥ (PE (A1) Q) (1 41) - (pr (n-2)Q ] (1 +1)
Eliminando paréntesis y canceiando términos obtenemos ;

iY=p (e e@(1e )™ b +Q(1+1)-(P+(n1)Q)
sp(1en)" Q1) ™ e (1e0) P4 s +(1+1))-P-nQ+Q
P+ e o)™ (1) Pt s(1+1) +1]-nQ
P(1+N)" ')+ o7 -na
«P[(1+1)" '] +Ql 87y -n)

[YePf(1+i)-1) +Ql 87 -n] dividimos tods le ecuacion por (1)
] I

YeP 8p +Q ( 8y -n)
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lor na anuali decreciente en resion_antmeética,

También existen anualidades en las cuales los pagos son diferentes entre si , en forma decreciente ,

pero existe una relacién aritmética enire elios.

A conlinuacién se enconirara el valor presenie de una anualidad decreciente en progresidn aritmélica ,
en donde ¢ primer termino es °P * y la razén * Q*, esto durante * n * afios.

P P-Q P-2Qu.iiin s P-(n-2)Q P-(n-1)Q

| 1
1 T
0 1 2 OV ARENINOVON RS ) n

Sea X ol valor presente de estos pagos ;
L XePV+(P-QWV2e(P-2aW 4 s (P-(n-20QIW " (P-(n-1)a NV
SI multiplicamos esta ecuacién por (1 +1)

- (141)XSP+(P-QWV+(P-2QN% 4t (P-(n-2)a W24 (P-(n-1)ay "™

S restamos ta ecuacion | a la ecuacion 11 obtenemos ;

(1+1)X -X=P-PV+(P-QIV-(P-QWV + (P-20)V*-(P-2a)V° +

-----------------------------

et (P (= 1)AW Y (P (n-1)Q)V"
Eliminando paréniesis y cancelando términos

ixsp-av-avi.avi.avio. .av™ .pv"enav" .V

wp.q(vevievie . vt ey Py enav”

=P(1-v").a@mji+nav"
Dividiendo entre | tanemos ;

g-wu-v") . oajnnnov"
i i i
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xsP@wi- adm+nav”
1Wmi+nQV
i

x=Pq7 - Q [4],” - nv")
i
Ls fémmuia ancontrada 63 ei valor presente de una snuaiidad decrecliente en progresién aritmética , un
cas0 particular es cuando ia anuaiidad tieneque ,P=n y Q= .1, entonces se trala de una anualidad
decreciente , quedando la formula como sigue:
Sea X ol valor presenta de estos pagos;

XV (n-1)V24(n-2)V34 o eav™ iyt tey?
muttiplicando la ecuacién por (1 + i) tenemos :
(L)X (n-t)V ¢ (n-2)V2 b T LAY L AR TAR

Reslando ia primera ecuacién a s sagunda scuacién

()X X n-aVe(n-1)V-(n-1)V2e(n-2)v2.(n-2) v

n.2 n

I T STLA O LA PO SYLELIPIVLALIRVLEL Y

Eliminando paréntesis y canceiando términos

T R L Ta AL LA R VLA SRV
S L IRV VL IS TLAL RVLEL IRVLY

=n- A

X=n -¢n[|
i

(Dﬂ)m-n-ﬂ‘fm

|
La férmuia enconirada es of valor presenie de una anuaiidad decreciente en progresidn aritmética,

También s& podria haber obtenido este valor , sustituyendo en fa férmula de una anualidad creciente ,
los valoresde Pen y Q= -1 comosigue
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La fdrmula de una anualidad creciente en progresitn artmética es ;

x=p@wi+ allm-nv"}

|
Sustituyendo el valorde P=n y Q=1

x=odme (1) @wi-nv")
i
=) ndr]n -Gjnnnv"
|

sinft-v" i - @me V"
| |

ep-av" -4],,10 av”
|

x=0n-Qa= (0@
!
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nuali ciente en progresié
P P-Q P-2Q P-AQ...nnmmminen P-(n-2)Q P-(n-1)Q

0 1 2 3 4. n-1 n

Sea Y of monio de esios pagos :

Y1) e (P@) (14" 2 4o +{P-(n-2)Q}(1+1) +[P-(n-1)]Q

Muliplicando la scuacién por (1 +i)

(YR P11 4 (P-Q) (141" Vs s +[P-(n-2)Q)(1+0) 2+

{P-(n-1)Qj(1+i)

resiando ia primera ecuacién a la segunda ecuacién

iveP(1+1)" a1+ a1+ ? e -a(1+)2-Q(1+1)-Pa-Q
w1t ren T a(1en) 2ot (o2 (14D 4 1] 400
sP((1+1)"-1) -Q 8y + nQ

Dividiendo entre ( i)

iYsP (140" -1} -Q { 8 -0}
I e i

Y= P85 -Q .ﬂ' -n
)

n"



ANUALIDADES CRECIENTES EN PROGRESION GEOMETRICA

Veremos el caso en el que la anualidad varia en progresion geométrica ,

Se encontrara el valor presente de una anualidad creciente en progresién geométrica,

1 (14K) (14K)% (14K) e (1K)
i f } i
0 1 2 S e o n
Sea X el valor presente de eslos pagos
K=V (TR (1K) 2V 4o c(1+K)" T
EVE1# (14K 14KV 4 oo e oo o) Ty

progresion geométricade razon (1 +k)V

=V[1-(1+k)" V™)
[1-(1+k)V]

= 1 (1. (1)) sustituyendo el valorde V "= 1 /(3 +i)"™
(1+1) (1+)"

1-(1+k)
(1+1)

=1 (k) )"

4
(1L#0) (1+1) (1+k)
: (1+1)

=21. (1+k)]°
1¢l
(1+i) - (1+k)



Monto de uns anualidad creciente en progresién geométrica .
Se obtendré 6! monto de una anualidad creciente en donde existe una relacldn geomélrica , enlre los

pagos. Sea el primer pago la unidad y ia relacién entre los pagosde (1 + k) .

1 (1ek) (14K (1K) 2o (rei)™!

0 1 2 3 n

Sea Y o monto de los pegos :

ve(ren)" e gren) (1) 20, s(1ek)"!

s (e e a4 e ek e b cren) toren™n
progresi6n geométrica de raz6n (1 +k) (1 +i)"

(el P eden ™y
1o (1ek) (100)

(e )" e (1en™)
t-(1+k)
(i)

(1™ Vg (e e ™)
1¢§) - +
1+1)

e (1o (1 en) (e ™)
-k

ik

n



EJEMPLOS
1.- Encontrar el valor presente de los sigulentes pagos : 20,40,60 . ..... .

efectuados al final de cada semestre durante cinco afios , si (a tasa de interés es del 20% convertible
semestraimente.

P=20 x*P@m+a_@n-nvVnj

|
Q=20

*20@ 7500 + 20 (10010 - 10V 10}
n = 10 semestres 10

I = .10 semestral =20 (0.14457) +20(8.14457 - 10(0.385543) |
.10

=580.72

2.-, Un padre invierte en al primer cumpleafios de su hijo $1000 , en e segundo afto $20000, y asi
sucesivamente hasta que su hijo cumple 10 afos. ¢ Cuanto recibird ¢l hijo en ese momento si la tasa
de interés e de! 15% anual ?

P = 1000 Y'le*ﬂ('ml-ﬂ)

Q= 1000 i

n= 10 aflos

i=.15 anual = 1000 8 3).46 + 1000 (8 i5)15 - 10 )

= 1000 ( 20.30372) + 1000 | 20.30372- 10 ]

= 88805.18
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Una de las aplicaciones mas importantes de las anualidades en las operaciones de
los negocios estd representada por el pago de deudas que devengan intereses . Poder liegar a
comprender como se amortizan las deudas y la forma de determinar los costos involucrados podré
ahorrar a una persona mucho dinero , por una parle seleccionando fa fuente de financiamiento mas
apropiada , y €l mejor plan de pago de ladeuda .

Amortizar significa extinguir una deuda poco a poco , regularmente los
financiamientos se pagan a plazos, por medio de pagos periddicos que se llevan a cabo durante un
tiempo determinado . En estos pagoes peritdicos estard considerado el pago de intereses que fueron
acordados en el financiamiento , y también la parte que corresponde al pago de capital , esto para cada
uno de los periodos de amortizacidn
Existen diferentes formas de pagar , liquidar o extinguir una deuda dependiendo de ias condiciones
financieras y la forma de pago que se hayan contratado en el financiamiento .

A continuacién se mencionan algunas de ellas.

o Pagos iguales durante todo el piazo.

o Pagos iguales de capital con tasa revisable cada periodo.
o Método de amontizacidn de valor presente,

o Método de amoriizacién canadiense,

» Esquema de aulofinanciamiento.

En estos métodos de amortizacion se hace necesario contar con un documento
analitico que permila observar como se extingue una deuda , periodo a periodo y , durante la vigencia
dei crédito . A este documento se le denomina labla de amortizacién
€l seguimiento de Ia situacién de un crédito permite planear y buscar nuevas altemativas de pago
durante la vigencia del mismo , principalmente si las condiciones econdmicas y financieras varian

durante este tiempo .

5




Una tabla de amortizacién esta compuesia por cuatro columnas bésicamente , que describen el
comportamiento de los princlpales conceplos , pueden vanar de un esquema de amortizacién a otro ,

astos conceplos s8 describen de la siguiente manera ;

Numero de periodos (N )

Saldo insoluto (8 1. )

interés contenido en el pago (1.C . P.)
Capisl contenido en sipago(C.C.P.)

En Is columna de nimero de periodos , se enumera en forma secuenclal los periodos de pago ,
comprendidos durante la vigencia dei financiamiento ,

El saldo insoluto es la cantidad de dinero que se adeuda ai principio de cada periodo , después de haber
efeciuado el pago periédico correspondiente,
El saido insoluto , en ei primer rengién de ia tabia es el vaior de la deuda .

El interés contenido en el pago , e la cantidad de dinero que comesponde al pago de interéses del
periodo

El capitai contenido en ol pago , es la cantidad de dinero que comesponde al pago de capital del periodo
En aigunos métodos de amortizacion , en el chiculo de ia renta se delermina a través de |a formula de

vaior presenta de una anuslidad y an oiros es necesario caicular ol interéds y of capiial contenido en el
pago en lorma independiente y después sumarios para determinar el valor de la renta

A=R®w R=iCP. #C.CP.

76

B b TR R 100 i e Lo g5



BAGOSIGUALES RURANIETQDRQ ELRLAZQ

Cuando una deuda se amortiza efectuando pagos iguales a intervaios iguales de tiempo la deuda en si
estard representada por el valor presente de una anuaiidad.
Caiculamos ei importe dei pago utilizando los métodos para oblener la renta periddica dentro del

modeio matemélico del vaior presente de una anualided

Se requiere liquidar una deuda de $ 40000 mediante 18 pagos mensuales iguaies , se ha pactado una
tesa de inlerés de 24 % convertible mensualmente , determinar el monto del pago que se requiere para
saldar la deuda y construir la tabla de amortizacién .
Para construir la tabla de amortizacién se requisre :

Determinar ai pago periddico que s efectuara durante 18 meses .

A = 40000 A'R41m
n =18 meses Re=A fﬂrml
i's 02 mensual R= 40000 /& i3)02
R = 2648.08
Determinar que parte de ia renta corresponde 8l interds contenido en al pago .
LLC.P.» (8,1)(1) ( o3 la deuda que tenemos por ia tasa de inlerés )
= 40000 ( .02 ) = 800

Detarminar of capital contenido en el pago .
Rs|.C.P. +C.C.P.
C.CPseR-|.C.P,
= 2688.08 - 800 = 1868,08

n



N R L X8 ICP. CCP.
1 266.08 40000.00 80000  1868.08
2 268.08 38131.02 76263 100545
3 266.08 36228.47 72452 194358
4 268.08 3420291 68585 168243
] 268,08 32300.48 646.00 202207
L 268,08 30278.41 60558  2082.52
7 268.08 28215.80 56431  2103.78
8 266.08 2611213 §22.24 214504
) 266,08 23966.24 47032  2188.76
10 268,08 21771.53 43555 223253
1" 268,08 19545.00 30000  2277.18
12 268,08 17267.82 U535 232273
19 268.08 14945.00 20800 236018
4 268.08 12575.01 261.51 241857
16 268.08 10150.34 23018  2484.90
16 268,08 T804.40 15388 251419
17 268.08 8180.11 10360  2584.48
18 268.08 2618.04 §2,32 261678
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PAGOS IGUALE 6 DURANTE TODO EL PLAZO
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EAGQSIGUALES DE CAPITAL CON TASAREVISASLE CADAPERIODQ

En este método de amortizacién el capital contenido en el pago es el mismo en todo e piazo de
financiamlento , y se obtlene de dividir el saldo insoluto entre el nimero de periodos .

La tasa que se mansja en cada periodo , es la tasa del mercado , por lo que el interés contenido en el
pago , s igual al sakio insoluto , por la tasa de interés del periodo . Por lo consigulente , la rents es la
suma del capital contenido en el pago y el interés contenido en el pago .

En este método ef valor presente de la deuda es el saldo insoluto

Una deuda de $40000 se va a liquidar bajo el esquema de pagos iguales y tasa revisable por periodo ;
con pagos mensuales que se efectuardn durante aflo y medio . Determinar ei monto de dichos pagos el
interés que comesponde a cada periodo , y consirulr la tabla de amontizacién correspondiente . Las tasa
de interés se van a suponer ; 23% ,25% ,26% ,27% ,25% ,24% ,24% ,25%,2.7% ,26%
23%,25%,20% ,27%,25%,24%,24%,25%.

A= 8.1.=40000 cC.P.»}.l. R=I.CP. +C.C.P
n
ne= 18 meses = 40000
18
=222
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N R i 8.1, 1.C.P. C.C. P
1 322 023 40000 920 222.22
2 3166.66 025 37771.78 44,45 222222

3 314866 026 35555.56 02444 222222

4 N2 027 33333 00,00 222222

5 2090.08 025 3112 . 2222

6 201555 024 26888.0 803.33 2R

7 2862.22 024 26666.68 €40.00 222

] 263333 025 2444448 CIEKY 222
() 262222 021 222224 600,00 2222
10 2782.22 028 20000.02 560,00 222222
T 2631.10 023 1718 408.88 222222
12 211,10 025 1855558 FTTY TR 222
13 256888 028 1333338 34868 222222
" 25222 021 111114 300,00 222222
15 244404 025 688802 2222 2222
18 238222 024 68887 160,00 222,22
17 232088 024 sdads 106.68 222
18 2107 025 222226 55.55 22222
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PAGOS DUALES DE CAPMTAL CON TASA REVISABLE CADA PERIODO
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Se va a liquidar una deuda de $100000 , mediante 12 pagos anuales , teniéndose que pagar Intereses
de:24% ,230% ,238% ,237%,236%,235%,234%,233%,232% ,231%,230 %,

220%.

A=S.l.=100000 C.C.P.=100000

n = 12 afios 12

= 833333
N R | S.1. 1.C.P. C C.P.

1 1073333 .024 100000 2400 8333.33
2 10524.16  .0239 91666.66 2180.83 8333.33
3 1031668 0238 83333.32 1983.33 8333.33
4 1011080  .0237 1490009 1771747 8333.33
§ 9006.60 .02% 68608.60 1573.33 833333
8 9705.73 0235 58333.32 137240 8333.33
7 9503.00 0234 4000099 1170.50 8333.33
8 93.04.16 0233 41606.60 970.83 0333.33
L 9108.66 0232 3333333 1m.33 8333.33
10 8910.83 0231 24900.04 $71.50 233).33
" 8701.33 0230 106606.84 388.00 8333.3)
12 8524.10 0229 6333.33 190.83 833333
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Este método de amorizacidn es una variante del método de pagos iguales de capital con tasa revisable
cada periodo .

Es utilizado cuando se requiere asegurar que el valor del capital contenido en el pago (C.C . P ) de
cada periodo es igual en términos reales durante el tiempo del financiamiento ; es decir , que no
obstante que varié la cantidad de dinero y aparentemente los pagos se Incrementan , el poder
adquisitivo de este dinero se mantiene ,

La renta se determina calculando el capital y el interds contenido en el pago en forma independiente .
En la préclica existen dos versiones de este método , la primera supone una tasa de interés constante
durante todo el periodo de financiamiento y la segunda supane que en cada periodo del financiamiento
la tasa de interés puede ser revisada y aclualizada segin se cotice en los mercados financieros .

Para el primer caso la renta se delermina dividiendo el valor presente dei crédito (& 1) entre el
nimero de periedos (n ) que se hayan considerado , este valor de la renta ( R ) se va actuaiizando con

el faclor

(1¢+1) ", en el que el tiempo (n) toma el valor del periedo correspondiente . Para obtener el valor de
la renta ( R ) para el primer periodo se tiene que ; Ry =R (1 +1i) !
para el segundo periodo tenemosque ;R =R (1 +1i) 2

para el tercer periodo tenemos que ; R3=R(1¢1) 8

para el n -ésimo termino tenemos que Ry =R (1 + I)n

Para calcular el Interés contenido en el paga se multiplica el saldo Insoluto de cada perioda por la tasa
deinterés .



Para calcular ol capital contenido en el pago tenemosque, RsC.C.P.+I1.C.P.

dedonde C.C.P.=R - |,C.P.
Una deuda de $40000 se va a liquidar mediante pagos mensuales que se efectuaran durante afio y
medio, considerando una tasa de interés 24 % conveitible mensualmente .Determinar el monto de los
pagos , los Intereses que coresponden & cada periodo y construir la table de amortizacién

correspondiente ,
8.1, =40000 R=S.i. =40000 =2222.22
n= 18 meses n 18
i = .02 mensuel
N 8. 1.Cc.P, R (1+n)" R.A. ccC.P.
1 40000 800 222 1.02 2266.66 1466.66
2 3853334 77068 222222 1,0404 2311.99 1541.34
3 38002 730.84 222222 1.0812 2358.22 1618.38
4 3537362 70747 222222 1.0824 2405.33 1697.86
5 3367576 87389 222222 1.1040 2453.33 1770.82
) MesH  6aTM2 22222 1.1261 2502.44 1884.52
7 3003142 80083 222222 1.1488 2552.44 1951.89
8 2007060 56150 2222 1.1718 2603.55 204196
9 2603783 52075 2222.22 11951 2655.77 213502
10 2300260 47805 222222 1.2180 2708.88 2230.84
1 2167176 43343 22222 1.2434 2763.11 232068
12 104.00 386.84 2222 1.2682 2618.22 2431.38
13 1691070 3382 222222 1.2036 207468 25%.47
14 1437423 287.48 222222 1.3195 200217 2644.70
15 1172054 23460 222222 1.3450 2090.81 2756.21
16 8973.32 170.48 2222.22 1.3728 3050.63 287117
17 610215 122.04 222222 1.4002 3111.64 2089.60
18 311254 62.25 222222 14282 3173.88 311183

donde R . A . eslarenta actualizada por el factor (1 +1i) n

86




VABLA DE AMORTZACION METOOO DE VALOR PAESENTE

4 N 3 N i 3 4 I 3 3 n : 3 i N
T . v v T Y Y v ¥ Y \ v ¥ Y
4 [} [ ’ s " i 1T 1N W B .

87



Se va & liquidar una deuda de $100000 , maedlante 12 pagos mensuales , tenléndose que pagar
intereses del 2.4 % . Determinar ol monto de los pagos , tos Intereses que comesponden a cada periodo

y
construlr fa tabia de amortizacién comespondlente .

S.1, % 100000 R = 100000
n=12sfios 12
i'= 024
= 833333
N 8., 1.C.P. R (1+0)" R.A, C.C.P.
1 100000 2400 033333 1.024 853333 6133.33
2 9386087 225280  6333.33  1.0485 8738.13 648533
3 8738134 2007.15  8333.33  1.0737 047,64 6350.80
4 8053085 193274 833333 1.0095 018259 722065
5 7330080 175022 833383 1.1259 938249 7623.27
] 6567763  1576.26  6333.33  1.1629 9607.87 8031.41
7 8784812 138350  8333.33  1.1808 9838.26 845478
) 4010138 118089 833333 1.2000 1007437 6803.78
] 4020758  907.14 830033 1.279 10316.16  0349.02
10 30M8.86 74276 833033 1.2078 1056375 082000
T 2112787 60708 033333 1.2080 10817.28 10310.22
12 10817.05 25081 833333  1.3202 11076.69 10817.28
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Este método as utilizado cuando el enlomo econdmico se vusive més Inestable y ias tasas de Interés
fienden & aumentar su cotizecién en ios mercados financieros , por lo que is tasa de interés debe ser
revisada en base a su cotizacién en ios mercados financieros.

Para calcuiar ia renta ( R ) dividimos ef saldo Insoluto entre el nimero de perfodos que se hayan

considerado , este valor de ia renta se ajusta con el facto (1 +1,) con respecto a su valor anlerior,

donde (| , ) toma ei valor de cotizacién asociada al periodo

Para oblener is renta en e! pimer periodo tendriamos : R (=R (1 +1i)

para el segundo periodo tendriamos Ry sR(t +i() (1+1i32)

para ¢ tercer periodo tendriamos : Ry= R (1 + 1) (1+i2)(1+1))

para 8! n - 6simo periodo tendriamos : Ry =R (141, ) (1+12) (1 +ia) Lreebresentes (1+ip)

Ei calculo del interés conienido en el pago se obtlene mullipiicando ei saldo Insoluto de cada periodo
por ia tasa de interés del periodo comespondiente segun su colizacién es decir :
1.C.P. ‘s.'.n(ln)
para calcular o) capital contenido en el pago lenemos que :

RpasC.C.P.p+1.C.P.p

C.C.P.hn =Ry -1.C.P.p

Una deuda de $40000 se va a liquidar mediania pagos mensuales duranie afio y medio . Determinar ai
Interés y el capital contenido en el pago , construlr ia tabla de amortizacién correspondiente si in tasa de
interés por periodo , se Supone que sean ias siguientes; 2.3 % ,2.5%,26% ,2.7%,28% ,24 %,
24%,25%,2.7%,28%,23%,25%,26%,2.7%,25%,24%,24% ,25%.



S .1, = 40000 R = 40000
n = 18 meses 18

= 222222
N s.l. 1.c.pP, R TASA Rp C.C.P. (1+ip)
1 40000 920.00 222 023 2713 135333 1.023000
2 30840.67 966.17 222222 025 23.72 1368.56 1.050825
3 Jrare.a 960.23 222222  .026 2400.10 1430.87 1.080046
4 35847.24 987.88 222222 0271 2472.12 1504,24 1.112453
5 34342.00 858.57 222222  .025 2514.24 1655.67 1.131408
8 32687.33 184.50 202 024 2562.05 1777.58 1.152022
7 30000.78 74183 222222 024 2623.54 1661.70 1.180502
8 20020.08 72870 222222 025 2707.56 1961.80 1.218403
) 27048.22 730.25 222 027 2824.37 2004.12 1.270068
10 2495210 094,68 222222  .0208 2020.00 2230.34 1.318048
" 22121.76 522.60 222222 023 205377 237 1.204108
12 20390.59 500.78 2222 025 200084 2478.88 1.34880
13 17141 465.70 222222 020 3102.44 2638.73 1.308007
t4 1527408 41242 2222 027 322001 2814.39 1.452068
15 12480.50 31151 22222 028 210,44 2008.93 1.4482.08
18 9583.08 200 22222 .04 3247.78 3018.40  1.481502
17 0538.17 156.84 22222 024 3925.73 36808 1.400570
18 3300.29 84.18 22222 025 345044 3368.20 1.550850
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Se va a liquidar una deuda de $100000 mediante dace pagos , sl suponemos las sigulentes tasas ; 2.4%

v 23%,22%,24% ,23%,23% ,27%,25%,23%,28% ,24% , 21 % . Construlr la tabla

de amorlizacién comespondiente ,
N §.1. 1.C.P,
! 100000 2400
2 0388667 2158.93
k) 87208.01 1820.51
4 80204.88  1927.07
5 7308816  1680.98
8 65421.20  1504.69
7 57385.15  1548.88
8 4008503  1227.%7
) 4025704 92593
10 3088794 80308
11 21127130 507.05
12 10817.28  227.18

R

0333.33
6333.33
6333.33
8333.33
8333.33
833N
8333.3
833133
6333.33
83313.33
833333
83340

TASA

024
023
022
024
023
.023
027
025
023
026
024
021

Rn

853333
8720.56
692164
9135.78
0345.08
$560.83
0810.98
10064 .48
10205.93
1056362
10817.16
11044.32

c.c.P.

6133.32
6570.66
7001.13
7208.60
766490
8056.14
8270.12
6837.0
$370.00
9760.55
10310.11
10817.18

(t+in)

1.024
1047552
1.070508
1.006202
1121507
1.147301
1.17827%
1.207738
1.235513
1.267637
1,208060
1.32531¢
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METODO DE AMORTIZACION CANADIENSE

Este método de amortizacién es utilizado principalmente en créditos hipotecarios y consiste en apiicar
|a amortizacion semesiralmente , sin embargo , dichos pagos semestrales se acumulan mediante pagos
mensuales ; 1a tasa de interés que se aplica , para calcuiar las mensualidades es una lasa mensual
equivaiente & una tasa semestral , de tal manera que los sels pagos mensuales equivalen al pago
semasiral.

La ventaja de este método es para el que financia , ya que el deudor le paga mensualmente y el dinero
de estos pagos se uliliza temporalmente duranie los periodos restantes haste que se efectué el sexto
pago y hasts entonces se lleva a cabo el registro del pago semestral en la tabla de amortizacion .

Con los pagos mensuales se obtlenen producios financieros , mientras se aplica la amortizacion
comespondiente . Por otro fado , una desventaja consiste en que si el ciédilo se pacto a una asa de
interés fija y la expeciativa de Ia tasa de Interés es a la alza , entonces el financlamiento puede ir
perdiendo rentabilidad en el tiempo y en consacuencia se preferird liquidar lo antes posible .

Otra modalidad de este esquema de crédito es que puade existir la posibilidad de revisar la tasa segin
su colizacién en los mercados financieros , pero en este caso esté revision debe hacerse
semestraimente dado que es el momento en que se aplica el pago en la tabia de amortizacién y
ademas el momento de recalcar I8 nueva renla semasirsl y por consiguiente la pueva serie de pagos
mensuales que constituira la renta .

En ambos s8 tisne la desventaja de que si la tasa de Interés tiende a elevarse durante el periodo en que
se oledt’un los primeros pagos mensusles , entonces este método no responde répidamente a lener
une revisién de tasa en el momento en que esto ocums y peor aun si se fija la tasa durante todo el
tiempo del financiamiento , entonces poco a poco se haré menos rentable

Por o contrario sl la tasa de Interés tiende a bajar entonces se tiene asegurada una lasa de interds fija y
convaniente durante un semestre o si es el caso de que se fijo una tasa de Interés durante todo ol
periodo de financiamiento entonces ef negocio seré cada vez mis rentable , mieniras la tasa siga
bajando o s8 mantenga en niveles mas bajos con respecto a la lasa con que se pacio ¢ crédito .

98



Una hipoteca a 10 aflos se va a amortizar , si el precio del inmueble es de $75000 , se considera una
tasa de interés del 8% capitalizable semestralmente . Determinar Ia renta semestral y elaborar la tabla

de amontizacién correspondiente

S.1.=75000 75000 = R 4’20‘],04 75000 =R m aq 1'2'6].006555
n =10 aflos Rg = 75000 Rm= 75000

| = .04 semestral A75)04 A 20 ossss
" = 0065555 Rs= 5518.63
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N R 1.C.P. c.C.P,
1 5518.83 3000 2518.63
2 5518.83 2800.25 2619.37
3 5518.83 270448 2724.15
4 5518.83 2685.51 283311
5 5518.63 2572.19 2046.44
6 5518.63 2454.33 3064,30
7 5518.63 2331.76 3186.87
] 5518.63 2204.28 FX TR
) 551863 2071.71 3448.91
10 551863 1932.83 3584.79
1 5518.83 1790.44 3728.18
12 5516.83 1641.31 3877.31
13 5518.63 1488.22 4032.40
14 5518.83 1324.02 4193.70
15 5518.63 1157.17 4381.45
16 5510.63 se2.71 4535.01
17 551863 80120 411735
18 5516.63 61250 4908.04
19 5518.63 418,35 5102.28
20 551863 212.28 530887
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Una hipotecs a 12 afios se va & amortizar , ei precio del inmueble es de $100000 , se considera una

tasa de interés del 14% anual convedible semestraimente .

§.1.= 100000 100000« R y & 7707 100000= R m @ 7aa ot134026
100000  =Rs 100000 = R m

n = 12 afos dq‘q,or 4m.onm

V" = .07 semesiral Ry=871890 Rm= 141249

1" = 01134026 mensua

N 8.1, 1I.c.P. c.C.pP. Rs
1 100000 1000 171880 871800
2 98281.10 6870.87 1830.23 8718.00
3 0644187 8750.9 1087.07 8718.900
4 447350 6813.17 2105.73 871680
§ 023668.17 8405.77 225313 8718.00
8 90115.04 8308.0% 2410.85 8718.80
7 07704.19 8130.20 2570.01 8718.90
0 05124.58 $058.72 276018 871600
0 02384.40 §785.50 205340 071690
10 70411.00 §588.77 3160.13 6718.00
" 16250.87 5337.58 31U 871890
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12 72869.53 5100.88 3618.04 8718.90
17 86251.48 484780 3871.30 8718.00
1 65380.19 457681 4142.20 8718.90
15 61237.00 4286.65 4432.25 6718.60
16 56805.65 3676.38 4742.51 8718.80
17 52063.14 2644.41 5074.40 8718.80
18 46088.85 3280.20 §420.70 8718.90
19 41558.95 2000.12 §800.78 8718.90
20 3574017 250244 621648 8718.90
21 2053271 2067.20 6651.81 8718.80
2 22881.10 1601.67 7117.23 8718.90
23 15763.87 1103.47 7615.43 871890
24 8148.44 57038 8148.51 8718.00
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El autofinanciamiento trabaja para adquirir un bien .

En este caso 85 ver como se va liquidando la compra de un automoévil a crédito .

Finauto trabaja de la siguiente manera : seleccionamos el auto , en este caso es un TSURU cuatro
puertas standard , 94 , su precio al conlado es de $39801.69 y se paga mediante 50 mensualidades
cada una de $836.09 . A |a primera mensuaiidad se le debs aumentar $201.58 que es ef preclo de |a
Inscripcién .

SI se desea que el coche sea entregado durante el primer mes se debe cubrdr el 30% de las
mensualidades que en esle caso seria $12925.50 . Si ei valor del coche sube , las mensualidades se

Incrementan en $20 por cada $1000 que suba el auto .

A =39801.60
R = 8868.08
n = 50 meses

i = 0044934157

N R 8.t I.c.P. c,C.P.
1 1087.68 39801.6 176.04 908.80
2 688.00 388028 174.76 mM1.32
3 608,00 3816147 171.56 714.52
4 888.00 37468.94 188,35 m".m
5 886.00 35740.21 185.13 720.08
[ 886.00 35028.25 161.89 724.20
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7 866,00 35304.05 156,63 727.45
) 866.09 34576.59 155.36 730.72
] 666,00 33845.67 152,08 734.00
10 866,00 33111.68 148.78 737.30
] 866.09 32374.56 14547 740,61
12 868,09 31633.04 142,14 743.04
13 888.09 30880.99 136.80 747.28
14 865,00 30142.71 135.44 750.64
15 888,00 29392.08 132.07 754,01
16 865,09 28638.04 126,86 757.40
17 886.09 2768063 125.28 760,81
18 088,00 2711982 121.66 764.22
10 885.00 26355.50 118.42 767.66
20 885.0¢ 25587.93 11497 77111
21 868.09 24816.62 111,51 774,57
2 886.00 24042.24 108.03 778.05
F) 886.00 23264.18 104.53 78155
P 066,09 2248263 101.02 765.06
25 836.00 21607.58 9749 788.50
2 886.00 20908.67 9305 702.13
27 888.00 20116.03 90.30 79560
26 888.00 19321.13 86,61 700.27
F1] 888.00 1652168 832 802,08
30 886.00 1771600 7081 006.47
3 888.00 18912.53 ) 810.00
2 886.00 16102.43 7238 (YERE]
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33 886.09 15288.70 68.69 617.39
M 886.09 1447130 65.02 821.08
35 £886.09 13650.24 61,33 624,75
38 086.09 1282548 57.83 828.45
37 086.09 11997.03 53.90 832.18
38 886.09 11164.84 50.16 835.92
» 888.00 1032802 48.41 836.67
40 886.08 8460.24 42.63 843.45
4 886.09 864579 3884 847.24
42 888.09 7798.55 35.04 851.04
43 686.09 6047.50 2 854,87
4“ 886.09 6002.83 21.37 858.71
45 886.00 523301 23.51 86257
48 886.09 4371.34 19.64 866,44
a7 886.09 3504.89 1574 870.34
L 886.00 2604.55 11.83 874.25
49 886.00 1760.30 190 878.18
§0 888.00 08212 3.96 682.12
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PROGRESION ARITMETICA

Una progresion aritmética es una sucesién de nimeros llamados términos , tal que
uno de los términos posteriores al primero , se obtiene afladiendo al término anteror un nimero Mo
llamado la difersncia (d ) de la progresién.

sjemplos de progreso sritmética son :
1,4,7,10.......... ..  dondels diferencia comin es 3
30,25,20, 15 e donde Ia diferencia comun es -5
1 23,5, T donde la diferencia comin es -2
2.50,2865,2.80...... " donde la diferencia comin es .15

De acuerdo a la definicién de progresion aritmética , los términos se pueden escribir de la sigulente
forma,

81,0140, 8¢42d,8y+3+........ prmereireasens persronees +@y+(n-1)d
donde ° 8 ¢ * es of primer ténmino de la progresidn y ° d * la diferencia fija,
podemos observar que el n - ésimo término de la progresién lo podemos calcuiar fécilmente como:

804+ (n-1)d

Ses "8 * tasumade los * n ® primeros Iérminos , de una progresién artmética , entonces :

sn-l'ﬁ(lwd)ou‘tzd)O(nﬂd)o ....................................... +(@y+(n-1)d)
o bien
Spea t(Bytd)es (B ¢2d0)+ (@1 +d) i o ot 8

8 camblamos el orden de los factores , y como sabemos cada término difiere de otro ténmino solo por
Ia diferencia fija (d ) , entonces ;

Spman+(8p-d)+(8n-2d)¢(8n-3d) *uvreciniinninnnrisinn et (Bet2d) ¢ (B¢ d) ¢ ay
sumando eslas dos ecuaciones obtenemos ;



2SpEa ta@pta tapntarant taj+apta rapnta +a,

sabemos que son * n * términos

2sh'ﬂ(.|‘.n)

Sp=n(8,+8y)
———
S1 sustituimos of valor del n - ésimo termino ;
Spenfa,+81+(n-1)d}
2

Shanl28:+(n-1)d}
2

PROGRESION GEOMETRICA

Una progresion geomélrica es una sucesion de numeros tal que  cualquier términe
posterior al primero se obliene multiplicando el témino anterior por un nimero , no nuto , lamado razén
{ r) de is progresidn,
ejemplos de progresion geométrica son :

3.,86,12n,24,48........ccoevvinnns donde la razén comiin es 2
-2,8,-32, 128 e donde la razén comin es - 4
9,-3,1,-1/3,18...... ... ... donde larazén comines - 1/3
ot e e . . weee  dONde i@ razén comines

De scuerdo a ia definicion de progresion geométrica , los términos se pueden escribir de fa sigulente

forma .

lt.llf.lﬂz.lnfa.lnr‘ ................. o ‘...l|f("'”

Donde * @ 1 * es el primer término de la progresién , y *r* es la razén comin .
De donde observamos que el n - ésimo termino lo podemos calcular fAciimente como :
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ap=a, ™t

Sea ' S * la suma de los n primeros témminos de la progresién entonces ;

P L L S, Y TTAMMY

.1.\ si multiplicamos esta ecuacién por la razén (r) oblenemos
rSpmarcearieayrieanrte. o ot r”

l si restamos las dos ecuaciones
Y S P S R RO REAET TIAEY YA T APITALMARIPITY

Splt-r]=a-a,2"

Sp= [lvlol‘n]
t1-r}

Sne ay(1-r")
(1-1)

Es conveniente ulilizer Ia formula anterior , cuando r < 1 y la siguiente expresion

‘ sﬂ-l.(r"-l) sir>1
(r-1)
} Una progresion geométrica , seré creciente si la razdn comuin (r) es mayorque 1.
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EJEMPLOS

Hallar & n - ésimo término y la suma de los * n * primeros términos de las siguientes progresiones .

3,808,708 diferenciafijaes 2 y sl n= 12

ap=a¢+(n-1)d Spen2(a +ag)
23+(11)2 325 =122(3+25) =168
4. 7,110,103 i e w . diferenciafijaes 3y sin= 16

Bigmd+ (15)3 =49
Sya=18/2(4+49) =424

280,268,2.00...........c.oonerrnn, diferencla fijaes .15 ysin=15

8452250+ (14).15 =46

S15%152(2.50+4.6) =525

4,7,10..... diferencia fijaes 3y sin= 26

Qa=4+(25)3=79

Soe®20/2(4+79)x 1074

Sasao1-r”) = a(1-(-3)7) =210
a7=4(-3)%=2018 (1-r) (1-(-3))
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1.2,4 razdncomines 2ysins8

agn1(2) =128
rt
S ax1((2)%-1) =258
(2-1)

De ln progresion 6, 14,23 ... si @, =239, ladiferenciafijaes®,n=?

ap=ay+(n-1)d

20s5+(n-1)9
n=27

Cuantos términos tenemos que tomar paraque § , = 155, si 8 = 2 y la diferencia fija es 3,

Spen2[{28+(n-1)d)

156= n2{(2)(2) +(n-1)3]

3M0=n(443n-3)
-I;ISnHI

3n2¢n-31020

solucion para n» 10

1o



CONCLUSIONES

Como se mencionaba al principio de este trabajo, considero muy importante que
quienes utilizan |as matematicas financieras, deben tener muy claros los conceptos y la
forma de aplicar correctameénte las Anualidades Ciertas.

Este trabajo traté de cumplir con el punto anterior de acuerdo a mi experiencia
docente.

Del estudio que se realizd, se obtienen los siguientes puntos:

o Es muy importants establecer y comprender las diferencias entre las anualidades
Contingentes y las anualidades Ciertas, asi como su aplicacion correcta.

o Alcomprender la teoria, s mas fécil entender la manera en que la aplicacion de las
férmulas, nos pueden resolver problemas financieros.

¢ La varedad de anualidades ciertas que se utilizan en las matematicas financieras
(vencidas, anticipadas, diferidas, perpetuidades, etc.) nos permiten aplicar sus
férmulas como un medio para encontrar la solucién de problemas tan sencillos o
tan complicados como se desee.

o Un ejemplo de lo anterior, se presentd en el Capitulo V con la aplicacion de las
anualidades en la tabla de amortizacion en cinco diferentes casos, los cuales
pudieron ser resusitos con la aplicacién de las formulas de anualidades.

Es importante destacar que existe poca bibliogratia en espaiol que trate todos los
temas de anualidades, por lo que tamblén se presenta una bibliografia bésica de
apoyo a los temas, al final de este trabajc,

Este frabajo trata de apoyar a los alumnos de la carrera de Actuaria, para aclarar sus
dudas en un tema tan importante dentro de las Matematicas Financieras.



Trata de aportar tanto la deduccion de fas formulas, como fas demostraciones que les
pueden servir como guia, para que ellos puedan realizar otras. Ademds se presentan
sjemplos que les parmitirdn comprender su aplicacién, tanto en forma general como en
temas especificos.,
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