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INTRODUCCIÓN 

Dentro del análisis matemático es importante ver el comportamiento de los op-

eradores con los que se está trabajando. Para el caso de un operador definido sobre un 

espacio vectorial normado, muchas veces resulta difícil demostrar que éste es acotado. Sin 

entbargo,es común conocer otras normas, sobre el mismo espacio, para las cuales el operador 

sí resulta acotado. 

El objetivo de los teoremas de interpolación es, como su nombre lo indica, obtener 

un rango de normas para las cuales el operador dado sea acotado. 

Dentro de esta tesis mencionaré sólo dos teoremas de interpolación, que son los más 

usados en análisis armónico. En el caso del teorema de Marcinkiewicz es común encontrar 

demostraciones utilizando distribuciones% aquí lo demostraremos utilizando rearreglos de 

funciones. Creemos que para aquellos que están interesados en conocer una demostración 

sin utilizar distribuciones, está tesis les puede ser. útil, ya que es difícil encontrar libros 

donde se desarrolle todo el material. 

Además, tratamos de mostrar la utilidad de Interpolar un operador. En el capítulo 

3 veremos un ejemplo de cómo utilizar el teorema de Marcinkiewicz a la teoría de integrales 

singulares. También mencionaremos cómo se relacionan los resultados obtenidos con la 

transformada de When. 

Finalmente, esperamos que este trabajo sea de utilidad para aquellos que se in-

teresan por loe temas que hemos logrado abarcar. 

Marfa Mercedes Jordáis Santana. 
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Capítulo 1 

TEOREMA DE RIESZ-THORIN 

Los teoremas de interpolación más utilizados en análisis de Fourier son los teoremas 

de Riesz-Thorin y de Marcinkiewicz. Probaremos el teorema de Riesz-Thorin por el método 

de interpolación compleja y como una aplicación demostraremos el teorema de Hausdorff-

Young al final de este capítulo. 

1.1 Normas Consistentes 

Para la demostración de este teorema empezaremos por definir algunos términos 

Importantes dado un espacio vectorial normado. 

	

Definición 1 Sea II espacio vectorial normado, y sea F : 	I , donde fi estd contenida 

en el plano complejo, decimos que F es Holomorfa si dada µ funcional lineal continua sobre 

B se tiene que 

	

h (z) = (F(z), ts) = p O F 	 (1.1) 

es holomorfa en a 

Notemos que una forma equivalente de definir una función holomorfa es: 

	

Sean B espacio vectorial normado y F 	--• 	B con f2 contenida en el plano 

complejo. Decimos que F es Holomorfa, si dada p una funcional lineal y continua sobre D 

existe Fi(z) tal que 

(1.2) 

Es decir, si el límite (1.2) existe. 

4 

° P(z) = lim  o 	zo F(1) — o F(.20) 
z 	

. 
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Sea B un espacio vectorial normado con 11 lo  y 11 111  y sea 1.1 = (z 1 0 5 Re(z) < 1} 

Tornemos el conjunto A = {F : 11 —* B 1 F holomorfa y acotada con respecto a 1; 110  y II  11,}. 

Resulta que fl también es un espacio vectorial, al cual se le puede dar la siguiente norma: 

Para F E fd definimos 

:,F11 = sup (11F(iy)110  ,11F(1 + iy)11,} . 

Definición 3 Dado 0 < a < 1, sea A, = (F E # 1 F(a) = 0} , decirnos que II 110  y II  0, son 

consistentes si (1, es cerrado en fi. 

Observemos que A, es subespacio de fi al cual no le hemos asignado norma alguna. 

Un criterio para saber si dos normas son consistentes lo podernos obtener con el siguiente 

lema. 

Lema 3 Supongamos que para toda f en 13,1 9i 0, existe funcional p = p f  continua con 

respecto a II  ilo y II Di  y que satisface que (f,p) # 0. Entonces II  lio  y 11 II I  son consistentes. 

Prueba. Sea O < a < 1. Tomemos una sucesión Fn  E A, tal que F,, F en 3, entonces 

lo que hay que demostrar es que F(a) = 0. 

Procederemos por reducción al absurdo. Supongamos que F(a) # 0. Lee hipótesis 

del lema (3) aseguran la existencia de ¿I = lino tal que 

(F(a),µ) 0. 

Como FE flyp es una transformación lineal continua se tiene que poF ee acotada 

en 	y además ir o F es holomorfa en D. De igual forma resulta que µ o F,, es holomorfa y 

acotada en Ir para toda n. 

Veamos que µ o converge anoF uniformemente en iy y en 1 + iy. 

Sea e > 0 y k = tnax (11µ110  ,1111111} . 

Como F,, 	F . para toda e. = > 0 3 rr,, tal que 11F — F,,11 < fo  para toda 

n > nr, pero: 

— 	IIF — F.II 

DF(' + iy) — F,,(1 iy)111  5 11F — F„11 ; 



con lo anterior vemos que: 

o F(iy) — o Fn(ill) 1 = 1 m(F(iy)- F.(iY)) 1 
iiPiioliF(iy) — Fn(iY)Ilo 

1111110 11F - 

de donde 

1 i4  ° F(iy) — µ o Fn(iy) 15 e para toda n > no; 	 (1.3) 

Y 

I 	o F(1 + iy) — 	F„(1 + iY) I = 11(F(1 + iy) — Fn(1 + ¡Y)) I 
5 	111411111F(1  + iy) — Fo(1 + ¡Y)II 

5 	II/411111F — Fnil • 

de donde 

p. o F(1 + iy) — p o F„(1 + iy) 15 e para toda n > no 	 (1.4) 

por tanto se da la convergencia uniforme en iy y en 1 + iy. 

Utilizaremos el método de Phragmen-Lindeld para acotar la diferencia de p o F 

y p o F„ para todo z. Recordemos que este método nos dice que si tenemos una función 

holomorfa y acotada en IV además de continua en n, el máximo se alcanza en la frontera 

de la banda O [p.256, Rudin). 

Sabiendo que el máximo se alcanza en la frontera y de 1.3 y 1.4 tenemos que: 

Ve > O ano tal que Vn k no 	1 po F(x)— p o F„(z)15_ e 

por lo que la convergencia de poF„ —+ po  F es uniforme en toda la banda fi. En particular 

esa convergencia se da en a , es decir, 

p o F(a) = ji,m0.14 o Fo(a) = 	p(0) = 0. 

Lo que es una contradicción, por tanto 

F (a) = O 

y por tanto 11110  y 11 III  so consistentes. 	le 

Hacemos notar que si la hipótesis del lema se satisface para II  16 5 (II 
entonces la hipótesis se cumple para estas últimas, dado que 1 IA(1)151111 f 112  _Vd 

j = 1,2.; con lo que p es continua con respecto de 11110  y H 111  
Como un ejemplo de normas consistentes tenemos la siguiente proposición. 



Proposición 4 Sea (X.dp) espacio de medida y 1 < po < pi < oo. Si B = LPo  fl L,, 

entonces II 114,0  y 11 114,, son consistentes. 

Prueba. Utilizaremos el lema 3 para mostrar la consistencia de las normas. 

Sea f E D tal que f # O y sea p(h) = f hpix , con g definida de la siguiente 

manera: 

g = min 	f 	ei° donde .1 =I I 

Claramente µ es lineal por la forma en que se definió. Además observemos que 

y E Lao  , pues está acotada por 1. 

Por otro lado como f E Lp„ , se tiene que I f 1P°E L1 y por lo tanto g E Li. 

De lo anterior tenemos que y E Li. fl 	por lo que g pertenece a todos loe Lp 

que están entre Li y Lo., es decir, 

g E Lp  para toda 1 < p < oo. 

&a h E B , podemos aplicar µ a h de tal forma que a (h, 	f Ay& le podemos 

acotar utilizando la desigualdad de Wilder. Se tiene que 

14)1111 h HL,„ II 9 	Y 	1 4) 15 II h 114,11 9114,1 

donde-1 -1= 	1  +1 y +1=1. donde +-1= 1 
En consecuencia el operador µ es continuo con respecto a las dos normas. 

Falta demostrar que para la f dada se tiene que (f,µ) # O . Para esto basta probar 

que: 

Calculemos fy 

Tenemos dos casos: 

> O. 

f3=1/1191e4Pe-i'=1/1191. 

IJI 
	

si I 1"› 
ipo+1 

si 1IIPo <_ 1.  

Como J.  ¢ 0 , fi > O. En consecuencia 

(1,11) # o. 	• 
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1.2 Norma de Interpolación 

Daremos una nueva norma al espacio vectorial 13 a la cual llamaremos norma de 

interpolación y que denotaremos por II Ila  Sea a tal que O < cs < 1 , consideremos el 

espacio cociente f3/f3,,, , es decir, 

N = 	P. I F 

con f3 y fin  como se definieron en la sección anterior. 

Este espacio cociente es un espacio vectorial isomorfo a B. Para ver este isomor- 

fismo analizemos el siguiente diagrama: 

13 B 

a l rT 

PIPa 

donde 

T(F) = F(a), 

T(F + /3„) = F(a), 

G(F) = F + 

Notemos que T es una transformación lineal. Probaremos que es un isomorfismo, 

es decir, veremos que es suprayectiva y uno-uno. 

Sea x E 13 definimos la función F(z) = x , como es una función constante resulta 

holomorfa y acotada, por tanto F E p. Aplicando T a la clase F + f3„ obtenemos: 

T(F+13.)= 

por lo que es auprayectiva. 

Tomemos ahora dos clases del espacio cociente distintas, es decir, 

Ft+Pa#F2+Pa• 

En particular se tiene que 

Fl FI fie• 

Esto,por la definición de f3„, significa que 

(Ft — F2)(ce) # O 



por tanto 

y en consecuencia 

Fi(n) F2(a) 

T(Fi + P.) T(F2 + ). 

9 

Por lo que T es inyectiva. 

Con lo anterior tenernos que 11/13. D . Si las normas son consistentes, es decir 

fla  es cerrado en ¡3, podemos definir la norma canónica cociente en 13/1, de la siguiente 

manera: 

11F +1,11 = inf {11F + ;g E fi,,} . 

En general se tiene que: 

Si E es normado y G es un subespacio cerrado de E entonces E/G es normado 

con la norma 

11G + xll = jrb119 +xlIE • 

Probaremos que 11 11 definida de esta manera es en efecto una norma. 

a) Sea x +G = 	x E G, pero —x E G por ser espacio vectorial, por lo tanto: 

Ilx — xlIE = o 

por lo tanto 

11G + x11 =0 

Sea x +G tal que 11x + Gil = 0. Por la definición de írtf into para toda n E N existe 

gn E G tal que Ils + gol' < 1, por lo que se puede construir una sucesión con la propiedad 

11{x + 9411E 	O 
	

cuando n —+oo. 

Como II  11E  es una norma tenemos que 

{1+ 9n}n--.00 	0. 

Por tanto 

gn 

Ahora bien, cada una de las gn  pertenece a G , que es en subespacio cerrado, de 

donde: 

—x E G 
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y por tanto 

b) Sea A E C, entonces 

IIA(x + 	= inf {IIA(x +g)H E 19  E G} 

= inf {iA¡ ji(x +g)II E  g E G} 

{1Kx + 011E1  9 E C} 

= 	+ G)I1 • 

c) Sean si, x2 E E 

Sea e > O, por la definición de (uf imo existen gi,g2 E G tales que: 

Ilxt +9111s < llxi + 011+ 1, 

11x2 + 9211s < 11x2 + G11+ 2. 

Calculemos la norma de la clase de xi + x2 

11xt + x2 + G11 5 Ilxi + xz + + 9211e 

Ilxf +9111E +11x2 +9211E 

	

llxl + Gii + 	+ Gil T e 

por lo que Ilx + Oil resulta ser una norma. 

Una vez definida la norma canónica en /3M,, podemos transferirla a B mediante 

el isomorfismo dado. Esta nueva norma definida en B es la neme de interpolación II Ila 
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1.3 Interpolación de Operadores Lineales 

La interpolación de normas de operadores lineales es de gran utilidad en el proceso 

de extensión de éstos. En esta sección estudiaremos esta Interpolación para el caso en que 

las normas sean consistentes, como se observa en el siguiente teorema. 

Teorema 5 Sea LI (respectivamente B') un espacio vectorial con II 110  y II II, normas con-
sistentes. Supongamos que II IIo ea la norma de interpolación (respectivamente II IIá  ), para 
o < a < 1, y que S : B -. B' lineal y acotada en el siguiente sentido: 

(AH 11,1) -2-5 > (l, II 
	

j = O, I. 

Entonces S es acotado en el siguiente sentido: 

(B, II II.) 

además 

II 5 IIo s II 3 	s 117. 

Prueba. Sea f E B tal que II f IIa  = 1, para probar la continuidad con la norma de 

interpolación hay que exhibir k con la propiedad II S(f )111,, < k. 
Haremos dos observaciones que utilizaremos más adelante. 

Observación 1 Dado e > O, existe F E 0  tal que F(a) = f y II F 11 <1+ e. 
Como NI a 8 existe F0 E 0  tal que 77Fo + 0(1) = J. Tomando la norma de la 

clase como se definió: 

V0+0(1110 = inf (11F0 + 9ii ;9 E Pa} =1. 

Por tanto dada e > O;existe g E 0„ tal que IIF0 + gli < 1 + e. 

Tomemos F = F0 + g. Puesto que F0ygE13 resulta que F E (J. Ademé/ 

(Fo + 9)(a) = Fe(a) 	= nFo+ P(1) + 9(a) = f + O = 

con lo que se demuestra la observación 1. 

Observación 2 El mapeo S puede ser extendido como S : 0 —• 
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Sea F E fi , tomemos la función SF definida como SF(z) = S(F(z)) , esta nueva 

función tiene su dominio en SI y los elementos de la imagen están en 13'. Para ver que 

SF E hay que ver que es holomorfa y acotada. Puesto que F es una función acotada 

en B y S es una transformación lineal continua, la composición es acotada con respecto a 

ambas normas, de hecho: 

Si F(z) E B 	II F(z)llo  < k , aplicando S tenemos: 

II S(F(z))1 < M II  F(z)H, < k111 

y de la misma forma para 11 IIt . 
Para ver que SF es holomorfa aplicamos ir, funcional lineal continua con respecto 

aIl 111 y II H1, a SF de modo que: 

• (SF(z), = 14(S F(z)) = µ(S(F(z)) = µ o S(F(z)), 

pero F(z) E F3  y rt o S es funcional lineal continua con respecto a II  110  y II  Ilp  por lo que 

ir o S(F(z)) es holomorfa, con lo que se demuestra la observación 2. 

Nuestro objetivo es acotar a II S(f )110 y para ésto demostraremos que existe k tal 

que 

II S(f )11, < (1 + e)k para toda e > O. 

Sea c > O , de la observación 1, existe F(a) = f con II  F  il  <1+ e. 

Por otro lado para calcular la norma de S(f) necesitamos una función en /3' tal 

que al evaluarla en os obtengamos S(1). Proponemos dicha función como SF , ya que 

SF(a)= S(F(a)) = S(f) 

y de la observación 2 tenemos que SF E Y. Haciendo cálculos: 

II S(f )1 5. II SF = suPv(II SF(ill)ir di 8E11  + ¡Oil} 

"i , (II 	HO 11010110 di 	Hl ji F(1+ ili)1111 

tnax {II S Ilo II S Ni} suPy {M44)110,11 F(1  + ilí)11o) 

5 (1 + E)Inax (II S ha S III} • 
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Por lo anterior la primera afirmación del teorema queda demostrada, Sin embargo 

podemos obtener una mejor aproximación. Consideremos la función ea( z"° )F(z) E /3 , 
donde e° = II S 110 11 S 1171. Esta función tiene la propiedad de que al evaluarla en a se 

obtiene f, es decir, 

e°(')F(ci)= f. 

Además que por la observación 2 tenemos 

II S(1 	S(e4(3-°)F(z)) 

• supe  {II S(e*-n)nit» 110  S(e*(1""it -°)F(1+ ü)) 

= supe 	e°(1")S(F(it))1110 ,11 ea(141",  (F(1 + it)) 01} 

< supe  { 	S llo liRit)110 	e°(1") li S Ilt 11F(1  +it)Il t }  

< max { e" II  S ilo  , &('-a) II S ili 	F I] 

• max 	ii 	Silo 	 II S 	(1  + e) 

• max {ii S llá° 	II? 	II S lló 	11 SIi►  } (i + 
Hemos visto que 

si il i  L = 1, entonces li S(f )11.1  5. II  S  lió ° li S 117 (1+e), Ve > O. Pasando 

al límite cuando e —* O, obtenemos 

II SII° sli S HP-a  II sil. 	• 

La norma de interpolación se puede, también, calcular para el espacio de funciones 

Lpu  nlq,, puesto que II IILPo  y  II  ilL,1  son consistentes (proposición 4). Veremos que dicha 

norma coincide con la norma 4„, donde pc, quedará definida en función de pn y pi , de 

forma tal que los resultados que se obtengan para la norma de interpolación II  Len LponLpi  
se podrán manejar con su correspondiente II  114.. Antes demostraremos dos lemas que nos 

servirán el teorema 8, que es el que nos da la relación ya mencionada. 
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Lema 6 Sea B espacio vectorial normado con II  110  y II 111 . Si II  II«  es la norma de inter-
polación y f E B, entonces 

Ilf II. < max(ii/Ho, II/II 	• 

Prueba. Sea f E B. Definimos F ft —. B como la constante f, es decir 

F(z) I, 

que claramente es holomorfa y acotada con respecto a II II°  y 11 111 . Por lo tanto F E fi. En 

particular 

F(a)= 

por tanto F E ft. y obtenemos 

Ilf II. 5 IIFII = suP 

= 	men {Iiiiio 11/111} • 
Con lo que se demuestra el lema. 

Lema 7 Sea (X,4) un espacio de medida, B = L,, n L,1  con 1 5. po < p1  < oo. Sea 

f E B. Si definimos 

= {x 1 < 	n} , 

entonces 

f 	con la norma 	. 

Sean E El y An  = {x 1 < f(z)i < n} . Lo que hrky que mostrar es que: 

Para toda e > O existe no tal que para toda n > no, sucede que 

II/— 	< e, 

donde In 

Primero mostraremos que IIJ — fnleo  = unzo  -Hm% •calculémoalo• 

Ilf 2), = 	 1/M dIA 

= f 11.1'4 -hf II — Inl Po dp  

= 
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Por lo tanto 

Ilf 	brizo  = 	— Ilfnlirpo  • 
	

(1.5) 

Por otro lado tenemos que la sucesión de funciones ImP,  es una sucesión de fun-

ciones crecientes no negativas, Utilizando el teorema de convergencia monotona tenemos 

que 

	

n-wo I Llar 	f 1/IP° do, 

Sea e > 0. Como f E L,„ y por lo anterior tenemos que existe ni, tal que para 

toda n > ni  

	

— 	< e. 

Utilizando (1.5) obtenemos 

II/ — 	• <e. 

En el caso en que pi  < co podemos seguir el procedimientoanterior y obtenemos 

que: 

Si e > 0, entonces existe n2  tal que para toda n > n2, se tiene 

Ilf 	• < e. 

Ahora usaremos el lema 6 para probar la convergencia en el caso en que pi < ce. 

Sea e > 0. Tomarnos no = max 	n2} Por el lema 6 obtenemos 

II/ —folla s max 	,Ilf 	,,}< 2e, 

Por tanto la convergencia sí se da. 

Para el caso pi = oo, tambien hay que mostrar que: 

Si e > 0, entonces existe na tal que para toda ra > n2, se tiene 

Ilf — 	<e. 	 (1.6) 

Si e > 0. Por un lado como el E Loo, entonces existe M tal que lf(s)I < M, para 

todo x E X. Por lo tanto para n > M, se tiene que 

Ar, 	= {x I ñ< I f (x)1 s  n} 

{x l n < lf(s)l} 



Por otro lado, sabemos que existe n' tal que para toda n > n' se tiene que 

1 
— < e. 
n 

Sea n2 E N tal que n2 > M y n2 > n'. Si n > n2, entonces 

	

An  = {x 	< 11(4} , 

por tanto 

X\AT , = {x 1 11(x)i 5 ;17} , 

de donde 

li(x) —  In(s)1 

Pero de (1.7) obtenemos 

11(x) — MI <e, 
con lo que se demuestra (1.6). 

Para mostrar la convergencia de fT, 	f con la norma de interpolación para el 

caso pi  = oo, nuevamente utilizamos el lema 6. 

Sea e > 0. Tomamos no = max (ni, n2) . Por el lema 6 obtenemos 

	

II! — Inda 5 max {lif 	Ilf — f.11L.,} < 2e, 

Por tanto la convergencia si se da. 

Con lo anterior queda demostrado el lema. 	• 

Observemos que el lema 7 nos dice que las funciones en B tales que están acotadas y 

que tienen soporte de medida finita es un conjunto denso en B con la norma de interpolación. 

Es decir, Si C = (f E B f E L,,, con soporte de medida finita) , entonces C es denso en 

B con lia 

Para ver lo anterior solo falta mostrar que las ,fn  definidas en el lema tienen soporte 

de medida finita. Supongamos que ii(Ar,) = oo, por la forma en que f„ fue definida, tenemos 

que si x no está en el soporte de f„, entonces 

IA4)1 > • 

Por lo tanto, si calculamos la norma 	obtenemos 

	

f lin(x)IP° dx = 	fA.1,4(x)IP° 

	

> 	A„ 	dx = 00, 

16 

(1.7) 
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lo que es una contradicción, pues f. E L. 
Ahora mostraremos el teorema que nos relaciona las normas L p  con la norma de 

interpolación. 

Teorema 8 Sea (X,dr) un espacio de medida, 13 = L p. n L,„ con 1 < po < pi < oo 

normas II IILPo  y  II IlLpt  • Sea II Un la norma de interpolación. Entonces 

II 110=11114. 

donde 

Pa = 

si pi < oo 

si pi = co. 

Durante la demostración utilizaremos II Ilp,  como II IILP,  para facilitar los cálculos. 

Prueba. Sea f E 13 tal que ¡I f 114.  5 1 hay que demostrar que I¡ f II,  5 1. 

Mostraremos que para toda e > O se tiene que 

III II.< + e. 

Sea e > O. Por el lema 7 sabemos que existe n tal que 

Ilf 	fa lla <el 

donde f„ tiene soporte de medida finita. 

Si in  =1 fn l elw podemos definir F(z) =l  f. la(1-°)+1  e'é donde: 

Po -  
poca+ pt  (i -a) si pt < co 

si pi  = oo. 

Hay que mostrar que la función F es una función cuya imagen esta contenida en 

13, holomorfa y acotada con respecto a II  Ilypo  y II IILP, ' es decir E e 3. 
F satisface las siguientes propiedades: 

»Existe A de medida finita y tal que soporte do F(z) está contenido en A, para 

toda z E A. 

ii)Existe C tal que IF(z)I < C, independientemente de x y para toda z E fi. 
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Para ver que se cumple i) simplemente observamos que, por la forma en que F(z) 

fué definida, se tiene que el soporte de F(z) está contenido en el soporte de ,,, para toda 

z E O, 

Probaremos ii) 

	

IF(z)I = 	1, 14 (1-M+1  eivi 

	

< 	le(a(3-4)+1) lOillni I 

	

< 	le(a(RA 1—°)+Wollifni I 

	

pero log j 	C' y O 5 Re z 5 1. Por 	lo tanto IF(z)I < C, 	para toda z E O. 

Utilizando 1) y ii) se tiene que existe M tal que jj F(z)li 	M para toda 1 < p < oo 

y para toda z E O. Por lo anterior tenemos que F E 13. 

Otra propiedad de F es que 

F(a) =1 I '4+i  ei°  = 

por lo que jj Alla  5 II  F H. 
Para calcular fi  F II veremos como están acotados loe valores de F en la frontera 

de la banda O. Veamos primero el caso pi < oo, 

a) F(iy) 

pero 

II f„ 	eairiusi hl i= 1. 

por lo que 

I 001=1 	• 

Además, como pi < oo, 

1 - 4á = poo+pi(1—at—olg'-1,11  
po o+ pi(1—a) 

p0 °+ ipiti 	 = 

Por tanto 

1 nith 1=1 1,11 



Nuevamente acotaremos el valor de F en la frontera de la banda A. 

a)F(iy) 

1 Mili) 1=1 .1111-"=1 fn11+11'11=1 f. Ir-L.1 
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y como f„ 151 f i, entonces 

(f 	IP. dx)" 	j 111P° dr ) P°  1, 

b)F(1+ iy) 

1 F(1+ iy)1=iniY 

F(1 + 	I= 11.11"(1')  

pero, como pi < oo, 

1 + a(1 - a) = 1+ 	Po- Pi 	(1 a) 
po a + pi (1 - a) 

= Pon + Pi (I - n) +Po -Pt - n(Po -Pt) 
Pon+ Pt(1-0) 

Po __  Pa 
po o + (1 - a) 	pi 

Por lo tanto 

1 	+ 1'01= 11a1 21- 

y como 1 1„ i5i f I, entonces 

L 	 . 
IIM1  + 	= (f 1181°° dxíl 

„ 
I IP" dx) Pt  5 1. 

Por lo tanto 

IIFII 5 1, 

de donde 

Para el caso pi = oo se calculará directamente, con p°  y a como se definieron al 

principio del teorema y de la demostración, respectivamente, es decir 

-1 	 Po 
1 - o 

a = 	 Po = 1 - a • 



Mi 	 
{ qaa + 1(1 — a) 

si 	qa < oo 

si 
	

= co• 
qt 

por lo tanto 

b)F(1+ iy) 

por lo tanto 

11F(41)11, = 	I f. IP' dX) PQ  5 1. 

1 F(1 + 	1= I f. 1 1'41-n)  = 	= 1, 

20 

11F(1 + iY)11. = 1, 

Utilizando la cotas obtenidas podemos ver que la norma de F es acotada por 1, y 

dada la forma en que ésta se definió, tenemos 

II F = sup 	, IlF(1+ iy)llpi  51, 

de donde 

111.11. 5 1. 

En conclusión, tenemos que para toda e> O existe fn  tal que 

Ilf-1niIn<e 	y 	Illnlla 5 1. 

Utilizando esto y la desigualdad del triángulo, obtenemos 

111114 	— f.II. +11/4„ 5 1+ e. 

Concluimos que 

5 1,Illllo 	si 	5 1. 

De esta última afirmación se desprende que 

11 11. 5 II 114. • 

Nótese que hemos demostrado que dada ,f,, acotada y con soporte finito tal que 

II f„  llP,  5. 1 existe k' E A  con las propiedades de que F(a)= f„ y II F 11 5  1. 

Para probar la desigualdad inversa usaremos loe exponentes conjugados de po y 
pi, que denotaremos por qo y qt respectivamente. Notemos que el exponente conjugado de 

p. coincide con: 



Probaremos lo anterior para qo < oo. 

Pa 
(la 

	

	
Por.+1 

Py
11(11-0)  

Pa 1  — Paa+N(1.-a) 

PoPt  
POP' (P0a + PI (1  " a)) 

Reescribiendo (1.8) en términos de qo y fi', obtenemos 

go, = 	
(W- gi-l)  

(039?-i)a  0:15 (1  - a) 

4091  
- go(qi -1)a  - qi(qo - 1)(1 - 

(loqi  
qoa + qi - aqi • 

Falta demostrar el caso de qo = oo, este caso se da cuando po = 1. Sustituyendo 

po en la expresión (1.8) tenemos 

Pi 	Pi  
= 

Pi " (" Pi(1  - a)) -(a - aPi) 

Pi 	qt 
q" 	a(pi - 1) - a' 

Ahora tomemos B' = Lonligi  y denotemos, como antes, al espacio de funciones 

holornorfas acotadas B' - valuadas. 

Sea f E B tal que II f IL,. > 1. Lo que hay que mostrar es que II  f Ha  ?t. 

Como 13' = 	n Lq, se tiene que B' c Lq si qo < qa  < qi. Demostraremos que 

q„ satisface estas desigualdades. Ya que 

1 	qoa +qi (11:  a) = + 1-a  
con O < a < 1, 

q. 	90 9i 	q1 	1/0 

se tiene que 

go 5. g. 5 qt• 

Por la isometría que hay entre Lqc, y L,,*v  se tiene que 

II f11L
e°

= 111114,, = 	 >1. 

21 

(1.8) 
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En particular como fi' C 4,, se tiene que existe k E fi' tal que 

II k L,„ 5 1 	y I kdx > 1. 

Utilizando el hecho de que las funciones acotadas con soporte de medida finita son 

densas en los espacios Lp, para toda 1 < p < oo, se puede aproximar k por g E B' acotada 

y con soporte de medida finita, tal que 

Y 

II 9 	5 1 (1.9) 

fgdx >1. 	 (1.10) 

Como g cumple 1.9 y es acotada con soporte finito, podemos proceder como en la 

primera parte de la demostración del teorema. Es decir, sabemos que existe G E /3' tal que 

G(a) = 9 Y ilG 11' 5 1. 
Tomemos F E /3 tal que F(a) = f y definamos una nueva función: 

h(z) = F(z)G(z) dx 

Afirmamos que esta función es holomorfa y acotada en (L Demostremos, en primer 

lugar, que es acotada. 

Sea z E n 

Ih(z)I 5 I IF(z)G(z)i dr 

como F(z) E Lp. y G(z) E Lb , por la desigualdad de Hólder se tiene que 

iF(z)G(z)Idx < liF(2)4„ 

suP ilF(w)11p,11G(04119„ <00, 
wen 

por lo tanto h(z) es acotada. 

Mostraremos ahora que h(z) es una función holontorfa. Observemos que dada la 

definición (1.2) de funciones holomorfas, podernos utilizar el teorema de Morera que nos 

dice que una función F(z) es holomorfa si y sólo si: 

f( F(z) = O, para toda curva cerrada. 
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En particular corno B' C Lq„ se tiene que existe k E B' tal que 

5 1 	y 	fkdx > 1. 

Utilizando el hecho de que las funciones acotadas con soporte de medida finita son 

densas en los espacios Lp, para toda 1 < p < oo, se puede aproximar k por y E B' acotada 

y con soporte de medida finita, tal que 

Y 

II 9 	1  (1.9) 

fydx > 1. 	 (1.10) 

Como y cumple 1.9 y es acotada con soporte finito, podemos proceder como en la 

primera parte de la demostración del teorema. Es decir, sabernos que existe G E ,3' tal que 

G(a)=yY ii G II' 5 1. 
Tomemos F E fi tal que F(a) = f y definamos una nueva función: 

h(z) = F(z)G(z) d,x 

Afirmamos que esta función es holomorfa y acotada en a Demostremos, en primer 

lugar, que es acotada. 

Sea z E n 
ih(z)1 5 I IF(z)G(z),dx 

como F(z) E Lp. y G(z) E Lq,, por la desigualdad de Hülder se tiene que 

I Inz)G(z)1dx 	iinz)iip,, 

sup ilF(w)Ilp.11G(w)H, < oo, 
&den 

por lo tanto h(z) es acotada. 

Mostraremos ahora que h(z) es una función holomorfa. Observemos que dada la 

definición (1.2) de funciones holomorfas, podemos utilizar el teorema de Morera que nos 

dice que una función F(z) es holomorfa si y sólo si: 

... 

F(z) = O, para toda curva cerrada. 
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Por otro lado tenernos que 

h(z) = 
Jx 

F(z,x)G(z,x) dx, 

y tomando una curva cerrada obtenemos 

f‘h(z)dz = ft  fx  F(z,x)G(z,x) dxdz 

= fx  f( F(z,x)G(z,x)dz 

Pero G y F están en /3' , por lo tanto 

F(z,x)G(z,x)dz = 0, 

con lo que se demuestra que h(z) es holomorfa. 

Una vez que liemos demostrado que h(z) es holomorfa y acotada en fl , podernos 

utilizar el método de Phragmbn-Lindeld, resultando que h(z) alcanza su máximo en la 

frontera de f/. Por lo que: 

Ih(z)I 	sup {Ih(iy)I,  1/1(1 + iy)I} 	Vz E 11 

Por otro lado si evaluamos la función h(z) en a obtenemos que h(a) = f fg dx , 

pero de 1.10 tenernos que: 

Ih(0)1 > 1  

y por tanto 

1 < sup 	, Ih(1 + iy)I} 

Calculemos las cotas para Ih(iy)I y Ih(1 + iy)i 

= If 	dr! 

5 f IF(iy)11G(i01 dx 

5- 	II F(iy) II Po  II G(ili) 110  

y para la segunda cota 

Ih(1 + iy)! = if F(1 + iy)G(1 + iy) dr' 

f Int + iyll IG(1 + 	dx 

5_ 	II F(1  + iy) lip, II a(1  + ¿y) Il s, 
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sustituyendo las cotas anteriores en 1.11, tenemos 

1 	< 	sup 	F(iy) Hpo II  G(iy) Hgt, , H F(1 + iy) Hin II  G(1 + iy) Hqj 

< max {sup II  F(iy) H po  II G(iy) II ,sup II F(1 + iy) Hp, II  G(1 + iy) 

5 	max {sup II F(iy) 	sup li G(iy) 111, , sup II F(1 + 	11,, sup  II  G(i  iy) ligt  

< {max {slip II  F(iy) Upo  SUP II  F(1 + iy) IIP,  }) {max {sup II  G(iy)  II  ,sup  II  G(1 + iy) Hq,}) 

< II F 	11' • 

Con esta última desigualdad y dado que II G < 1 obtenemos 

1 <IIFII II 	II' 	H • 

Recordemos que se tomó cualquier F que cumpliese con FE fiy F(a) = f, además 

hemos llegado a que su norma es siempre mayor que 1 , por tanto la norma de interpolación 

cumple que; 

II f 	k 1, 	si 	IIfII,,,a > 1  

y con esto se demuestra que 

IIIIL,o <_IIIIo , 

	

que prueba la igualdad entre las normas. 	■ 



IIII° =1111L„ con po  = pon + (1 - 
PoPi 
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Ahora estamos en condiciones ele probar el teorema que es la base de este capítulo: 

Teorema 9 (RIESZ-THORIN) Sean (µ,dp) y (14(10 dos espacios de medida. Sea S 

una transformación lineal continua en el sentido 

S : L,(dp) 	Lp,o(dv) 

y 

S : 11„(dµ) —e Liii (dv) 

entonces S es continua en el sentido 

S: L„„ (dp) 	LK (dv) 

con norma 

donde 

de igual forma para lía. 

s 	5_ 11 s II °Il s lli 

1a 1-a  — — 
Po Pi Po 

0 < a < 1 

Prueba. Sea 13 = 	n 4,(dµ) y 	= 	n Lpl(dv). 

Por la proposición 4 II  li t  y 11 IILP,  son normas consistentes, análogamente II IIL  

y II  by  son consistentes, como el operador S es continuo en los dos espacios podemos 

aplicar id teorema 5, y obtenemos que 

	

S : (B, Lp„(41)) 	(131  , 4.4.(dv)) 

continuamente, con norma 

IIS II„SII 5 hIó-n  s 117 • 

donde II S IIoes  la norma ele interpolación, pero del teorema 5 dicha norma equivale a 
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con lo que se demuestra el teorema para f E (L p. fl 41 ) C LA, Extenderemos S a L.,„„ 
utilizando el hecho de que Lp„ fl Lp, es denso en Lp.. 

Sea g E (L„„ \ 13) existe E B tal que 

gil 	g , en la norma II IIL, 

definimos S(g) de la siguiente manera: 

= lim S(91i ) • 

Para ver que este límite existe, basta probar que S(gn) forma una sucesión de 

Cauchy, lo cual es cierto pues las gn forman una sucesión de Cauchy, y 

iiS(gn) — S(9m)II = liS(9n — gm)il 	lign — grnik,„, 

Por otro lado el límite resultante es independiente de la sucesión que se tomó, pues 

si tomamos otra sucesión fn E B que converge a y, entonces 

Si £>0 3n0 tal que Vn > no llgn — 	5 e 

de donde 

iiS(gn) — S(f4). =e ; Vrt > no 

y el límite es independiente de la sucesión. 

Por la forma en que se extendió y sabiendo que la función norma es continua, 

tenemos que S es lineal y acotada, con lo que queda demostrado el teorema. ■ 

Como una aplicación del teorema de Rlesz-Thorin demostraremos la desigualdad 

de Hausdorff-Young, que se expresa en el siguiente teorema: 

Teorema 10 Si 1 <p < 2 entonces 

II gfIIr.,GII/ IL,, 

donde Of es la transformada de Fourier de f y p+1=1 

Prueba. Consideremos dx = 	donde dp es la medida de Lebesgue, y 9f la transfor-

mada de Fourier definida por 

(M(E) = 	= I f(r)e(-i(3'4»dx 
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donde (x,1) = xi(i +...+x„{„. 

Si f E Li podemos acotar 1 ni de la siguiente manera: 

1u1 I= lifiz)e(-1(z'e)Itisl 	1 .f(x)e(-11''()) 1 de 5 II f IlL, 

por lo que 

-+ Loo 

con norma 

IIG II,_< 1. 

Si f E L2, podemos aplicar el teorema de Plancherel que nos dice que la transfor-

mada de Fourier de la función resulta una isometría en L2, es decir, 

f Pi 12 = f If(x)12 dx 

por lo que 

con norma 

: L2 -1 L2 

II n Ilo = 1. 

Por el teorema de Riesz-Thorin se concluye que 

	

9: Lp --+ Lq 	 (1.12) 

con norma 

	

IInII.5II£ IIó" II 	117 <1 
	

(1.13) 

donde 

1 	1 - 	o 	I 	1 	o _ 	_ 	- = 
p 	1 	2 y q oo 2 

Sumando estos términos resulta que 

,0<a<1. 

1 
- 	1 = 1 P q 

para toda o, 

de las expresiones (1,12) y (1.13), se tiene: 

	

Qf 114 5 	111,„ • 

Con lo que se demuestra la desigualdad. 	• 



Capítulo 2 

TEOREMA DE 

MARCINKIEWICZ 

En este capítulo estudiaremos otro de los teoremas de interpolación, de gran im-

portancia, y aunque nos recuerda el teorema de Riez-Thorin, existen notables diferencias 

entre sus hipótesis; de ahí el hecho de que sea común utilizar el teorema de Marcinkiewicz 

cuando falta el teorema de Riez-Thorin. 

2.1 Funciones de Distribución 

Para poder entender el teorema de Marcienkiewicz es necesario recordar algunos 

conceptos. Comenzaremos por definir las funciones de distribución. 

Definición 11 Sea (U, p) un espacio de medida y sea f una función $L — medible, definire-

mos la función de distribución de ni(cr, f) como 

m(0, = ((x 	> e}) . 

Observemos que tn(o, 1) es una función que puede tomar como valor al O, al oo o 

algún valor en los reales. Otras propiedades se mencionan en las siguientes proposiciones. 

Observación Sea 110 tal que co < a, entonces se tiene: 

m(6001) - 7 /1(11 f) = (x l a ifix)i > 00} 	 (2.1) 

siempre que nt(rro, f) < oo. 

28 



29 

Prueba. Para facilitar la demostración de lo anterior utilizaremos la siguiente notación: 

A = {x I If(x)1 > ao} 

Y 

B = (x 	(x)¡ > a) . 

Como ya se había observado, puesto que ny, < a, se tiene que 

A D B, 

por tanto 

pero 

Por otro lado, 

Por lo tanto 

— fi) = it(A) — ii(B), 

A — B = {x 	?If(x)i > go} . 

p(A) = m(uo,1) 	y 	/1(B) = m(cr,/). 

/I (x I a > ifix)i > ao} = m(ao, — tn(crt1), 

con lo que queda demostrada la observación. 

Proposición 12 La función nt(a, f) es no creciente y continua por la derecha. 

Prueba. Primero demostraremos que nt(a, f) es una función no-creciente. 

Sea t > O, lo que hay que probar es 

m(a, f) m(a + t, f), 

para ello basta ver que 

{11 	> 	P {Ir 1 If(x)I > a + t} • 

Sea .re tal que 1/(4)1 > a + t, como a + t > a se tiene que If(4)1 > a y con esto 

se tiene la inclusión requerida para demostrar que la función es no-creciente. 

Demostremos ahora que nt(a, 1) es continua por la derecha. Probaremos quo 

lim rri(ne + 6, f) = m(crot 1). 
6—.0, 
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Calcular el límite anterior es lo mismo que calcular el siguiente límite: 

lim 	{x f(x)l > ao +1 
k-foo 

	

Debido a que ni(a, f) es no creciente cuando k 	oo se tiene una sucesión do 

conjuntos crecientes y para este tipo de sucesiones tenemos que la medida de la unión es el 

límite de las medidas, por tanto 

lim 	I 11*(4 > ao + 61 	{s I If(x)1 > 	+ 	• 

Por otro lado tenemos que 

	

1.){x I 1E4 > + 	= {r I 1/(x)I > ao}, 

de donde 

lim µ {x I If(x)I > cro + 6} = m(ao, 1). 
15.0* 

Con lo anterior se demuesta que m(n, f) es continua por la derecha. 

Proposición 13 Sea f E Lp(dit) con 1 < p < co, entonces 

II 

f  
11 f IlLp= Vios  al'In(C 	do/o 1 si 1<p<oo 

II .1 IlL.= inf 	In(alf) = 0). 

Prueba. Primero demostraremos la Igualdad si f E L. Recordemos que: 

II f  II Lm = inf I If(x)1 < c, casi donde quiera}, 

por lo tanto basta ver que: 

{e l I f (x)l 5. c, casi donde quiera} = (ti I tn(a, f) = 0} . 

Sea c tal que f(x) < c casi donde quiera, o sea que 

p {x  I If(x)1 > e} = 0, 

lo que implica que 

in(c, f) = 0, 
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por lo tanto 

{c 1 f xli < c, casi donde quiera} C {a 1 m(a 1) = 	. 

La segunda contención se demuestra de la misma manera. 

Ahora demostraremos la igualdad si f E Lp, con 1 < p < co. Para mostrar esta 

igualdad primero lo haremos para funciones simples positivas. 

Sea y > O función simple integrable, es decir 

g(x) = >,x„ 
con las q crecientes. 

Por definición de integral se tiene que 

	

f 9(x) d 	i = Ecip(E,), 	 (2.2) 

donde 

= {x i 9(x) = c} • 

Como las q son crecientes. se  tiene que 

	

= {x I 	g(x) > 

utilizando la observación (2.1), resulta 

14E') = tn(ci- t, 9) — in(q, 9). 

Para calcular la integral sustituimos lo anterior en (2.2), obteniendo 

	

f g(x) dlt = E 1 c, (m(q...1,g) — 	g)) 

Pero 

por tanto 

= 	(m(ro,g) — m(ci, g)) + c2  (m(rt, 9)+ m(c2,g))+ ••• 

= 	cim(ro. g) + (c2 — ci)tn(c1,9)+ (ca — ez)m(c2,9) ••• carn(ca,9). 

m(cn,9) = (x 1 19(x)i > en) = 

f 9(i) diL = Er=t(ci+i — ci)ln(ri,Y) 

= fro m(c,g) de 
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y concluimos que: 

g(z) 	= in(a,g) da. 	 (2.3) 

Hasta aquí sólo se ha demostrado la igualdad para p = 1. Hay que demostrarla 

para 1 < p < oo, primero observemos que 

jg(x)IP > a si y sólo si Ig(x)i > aF 

lo cual implica que 

	

{x 10(x)IP  > o) = {x 119(x)1 > 	} 

de donde se concluye que 

m(a,gP) = rn(al,g). 

Al sustituir lo anterior en (2.3), obtenemos 

i9(x)1P dp = I m(a,?) da = f In(al ,g) da. 

Haciendo el cambio de variable x = al, obtenemos 

119(x)1°  dµ= m(x,9)(PxP-1) dx 

y por lo tanto 

f 19(z)IP  dl¿= P fut(0,9)0 do/o. 

Con lo anterior queda demostrada la proposición 13 para funciones simples posi- 

tivas. Por densidad, se tiene el resultado para funciones positivas en L. Como cualquier 

función en Lp  se puede ver como la diferencia de dos funciones positivas, se obtiene el 

resultado esperado. 	■ 

2.2 Espacios Lo-débiles 

Utilizando la función m(a, f) definiremos los espacios 4—débiles, denotados por 

, de la siguiente manera: 

Definición 14 Sea f medible en un espacio (U,4), decirnos que f es Lp  — débil (f E L;) 

si 

5 f IlL•p  = suP ofn(a, 	< co 
	para 1 <p < oo 

Y 

H 	11 4.= II !III_ 	pum p = oo. 
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El espacio L p  — débil consiste en todas las funciones tales que f E L. 
Un espacio quasinarmado es aquel donde se cumple que II  f + 9II S k f H + II g ID, 

con k > 1; donde II II  satisface las propiedades para ser norma excepto por la desigualdad 

del triángulo. Veremos que los espacios Li*, cumplen con ser quasinormados. 

Proposición 15 Sean f ,g E Lp , con 1 < p < oo, entonces 

IIf +gII4  < 2 (II f IlL;  + II 9 Ht,;,) • 

Antes de demostrar esta proposición observemos que: 

nt(ef, f + g) ni(a/2, f) + in(o.  /2,g). 

Para ver que lo anterior es cierto, primero probaremos que se tiene la siguiente contención: 

{x I l(f + 9)(x)1> 0} C  {x I  If(x)I > 0/2) u {x I Ig(x)1 > (7/2} • 

Sea x tal que 1.1(x) 4-9(x)i > o, por desigualdad del triángulo se tiene: 

If(x)1 + 114 > 

lo que implica 

If(x)1 > 0/2 	ó 	19(x)I > 0/2, 

así se obtiene la contención deseada. 

Por otro lado, si un conjunto está contenido en otro, la medida de éste es menor 

que la del segundo, por lo que 

{x 11(f  + g)(x)i > o) 5 n ({x I  If (x)I > 02} U {x ig(x)I > 0/2}),   

y como la medida de la unión es menor o igual a la suma de las medidas, obtenemos 

In(a, f + g) ni(0/21 f) + ni(a/2, 9) 
	

(2.4) 

que es lo que queríamos. 

Ahora sí estamos en posibilidades de demostrar la proposición (15). 

Prueba. Sean f ,g E 14; , con 1 < p < oo, consideremos 

Ilf 	= supam(a, f 9)1 
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utilizando la desigualdad (a + b)1 < 	+ bl y la desigualdad (2.4) se tiene 

f 	g)" < ni(a/2, f)1 + ni(o/2, g)1; 

Entonces 

+ 9114  5 supe  a (m(.7/2, f)1 + nr(o /2, g)1) 

< 	2sup„(o12)nr(a /2, f)P 2supe(a/2)ni(a/2,g)P 

5 	2  (II f 114 +11 9 lit;,) • 

Por lo tanto L; es un espacio quasinormado. 

Definiremos otra función que nos servirá en la demostración del teorema do Marcinkiewicz. 

Definición 16 Sea f una función medible en un espacio (U,d,a), definimos a f• corno el 

rearreglo decreciente de f de la siguiente manera: 

f•(t) = inf 	I rit(o, f) 5 t) 

con t E (O, co). 

Esta nueva función toma valores reales y además tiene las siguientes propiedades. 

Proposición 17 Sea f una función medible en un espacio (U,c1µ), entonces 1' es no-

creciente y continua por la derecha. 

Prueba. Mostraremos primero que f' ea no creciente. Sea te < t, entonces 

{0  m(0, i) to) {a I in(CP f) t} • 

ya que si a ea tal que rn(a,f) < ta, entonces m(a, f) < t, En consecuencia 

inf (a ni(a,f) 	to) inf (a tri(a,f) 	t) , 

por lo que la función es no creciente. 

Ahora probaremos que la función ce continua por la derecha. Sea ti E (O,00). 

Puesto que f• es no creciente, para mostrar la continuidad en ti basta ver que: 
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Para toda a tal que nti) E (a,00] existe d> ti que cumple 

[ti,d)C 	00[. 	 (2.5) 

Sea a E (O. 00), escojemos 10  = inf (t p(t) < a} , por la definición do ínfimo si 

t < to entonces l'U > a, por tanto 

[O, to) C ri(n, coi. 

Probaremos que ti E [O, to). Supongamos que ti / [O, to). Por la forma en que ti)  

está definida y como to < ti, existe t2 con ti) < t2 < ti tal que 

nts) 

Esto y el hecho de que f*(t) es no creciente implica que 

f*(ti ) 5 a, 

lo que es una contradicción, por tanto ti E [O, to). Con esto se demuestra (2.5) tomando 

d = to. 

Mostraremos que con lo anterior PM es continua por la derecha en ti. 

Sea e > O. tomemos a = r(ti)— e y sea 6 = d — ti , con d como antes. Entonces 

si t E [1t,11+ á) se tiene que 

r(t) E (a,00), 

y como t < 6, por ser no creciente r(t) < r(ti), por tanto 

a < r(t) < r(ti). 

Con lo anterior se tiene que 

Rti) — f e(t) < r(ti) —a = e,  

con lo que se muestra que r(t) es continua por la derecha en ti. IN 

Proposición 18 Sea f una función medible en un espacio (U,4), entonces: 

m(p, f) = in(p, f), 	p> O. 

„„. 
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Prueba. Sea p> O, definimos to corno 

to =inf {t 1 nt) < p} 

Afirmación to = m(p, f'). 

Probaremos que 

[O, to) = {t is(t)> n} 

y que 

(te, 00) = 	.f.{0 .5 PI • 

Por la definición de ínfimo si t < to entonces nt) > p, con lo que se tiene que 

[0, to) C {t I i.(t) > P} • 
	 (2.6) 

Ahora veremos que r(to) < p. Por ser continua a la derecha so tiene 

hm nt) = nto), 

peto si t > to entonces existe t1 tal que t > ti > to, con 

nt1) 5. P. 

Como f es no-creciente 

r(t) 5 P,  

de donde 

lim f e  (t) S Pi 

por tanto 

f'(to) 5 Pi 
	 (2.7) 

y además se obtiene que 

.f"{t} S P 
	si t < 

De lo anterior y de (2.6) se tiene 

(eme) = {t f.(t) 5 Pi , 

tomando medidas 

POito) = P {I is(t) > 
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de donde 

to = m(P, f.), 	 (2.9) 

y que queda demostrada la afirmación. 

Nótese que probar hte) < p no ea necesario, sin embargo este resultado nos será 

útil más adelante. 

Ahora veremos que m(p, 1') = m(p, 1). Observemos que f'(m(p, 1)) < p, pues 

por definición: 

f.(1/1(P, f)) = inf (a 1 m(a, f) 	in(P, I)) • 

En particular 

p E {a l m(a, f) < m(p, f)} , 

y por tanto 

/*(711(P,i)) P, 

de ahí el hecho de que m(p, f) pertenezca al conjunto dado por (2.8), resultando: 

m(1), 	?. to; 

y de (2.9) 

ni(P, f) i  m(P,f')•  

Como te pertenece al conjunto (2.8), entonces f *(to) < p, es decir 

inf {a m(a, f) < to} 5 p. 

Por otro lado como m(a, f) es no-creciente, se tiene que si a > p, entonces: 

itt(P, f) 5 m(a, f)• 

Además como m(a, f) es continua por la derecha se tiene que 

lim m(a, f) = m(p, 1), 
-4p+ 

y al sustituir en el límite obtenemos 

ni(P, i) 	te, 

por tanto 

m(P,1) 5 711(a, f.). 

Con lo que se demuestra la igualdad. 	• 
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Proposición 10 Supongamos que l'(t) es continua en t. Si t = m(a, f), entonces: 

a =. f* (t) 

además si m(a, f) es continua en a y a = f'(t), entonces 

t = m(a,f). 

Prueba. Sea ni(p, f) continua en p . Supongamos que fi(te) = p, por definición 

id (a 1 in(a,1) 5 te) = p, 

si o = p e, donde e > 0, entonces existe ce tal que p < ao < t7 con la propiedad 

rn(a,f) < m(ao, 1) 5 te, 	 (2.10) 

por otro lado si a = p —e, donde e > 0, por la definición de ínfimo 

ni(a, f) > te. 	 (2.11) 

Calcularemos m(p, f). Teniendo en cuenta (2.10) y que m(a,f) es continua por la 

derecha, obtenemos que 

m(p, f) = e m(p+ e, f) 5 te. 

Por otro lado, la función es continua por la izquierda, por tanto 

lim rn(p — e, f) = rn(p, f), 
e-.0+ 

pero de (2.11) tenemos que 

hm m(p — e, n> 10, 

y por tanto 

m(14) > to. 

De los cálculos anteriores concluimos que 

In(Pin = to. 

Con lo que se demuestra la segunda afirmación de la proposición. Probemos ahora, la 

primera afirmación. 
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Supongamos ni) contínua en te. Sea m(p, f) = to. Como 

f*(t) = inf {a j m(a, f) < t} 

se tiene que p E {cr I tn(a, f) < lo} , por tanto 

neo) 5. p. 

Supongamos que ¡'(tu) < p. Entonces existe ó > O tal que 

nto)+ 5  < P. 

Sea e > O. Si a es tal que 

m(ff,1) to - e = tri(P,f) - e. 

Como m(a, f) es no creciente se tiene que a > p. En particular 

P 	inf (a i In(a).f) 	to - e} 

y por tanto 

+ nto) < nto - e) 
	

para todo e > O. 

Lo que implica que 

lim f*(10 -e) > r(t0), 
i-ío+ 

lo que es una contradicción pues r(t) es continua por la izquierda. 

Con lo que queda demostrada la proposición. 	II 

Enunciaremos ahora una propiedad que será de gran utilidad cuando calculemos 

la norma II IILp o la norma l¡ HL;  de una función en términos de su rearreglo decreciente. 

Lema 20 Sea f E Lp(4), enloces 

H 	= (1)  (fe(t))P  de) P  

y si f E 1,;,(4), entonces 

H f 11L.= SUPO /PM). P 
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Prueba. Demostraremos primero la igualdad si f E Lp(dp). De la proposición 13, se tiene 

\ 
1 HL,= 

/
1)10  059(0, f) do/o) • 

Por otro lado por la proposición 18 tenemos que tri(n, f) = rn(a, f') y por tatuo 

	

oo 	 \ r  / 
f HL, = jo  arm(0,1') da 109' • 

Aplicando el resultado de la proposición 13 a r obtenemos 

II f 111,„ = (ft (1* (t))Pdt) 1  

= 	(1*(1))p dt)" • 

Con lo que se demuestra la primera igualdad. 

Mostraremos ahora la igualdad si f E L;(dp).Conto f' es una función no creciente, 

entonces el conjunto de discontinuidades es numerable y por tanto de medida 0. Llamemos 

E a dicho conjunto , es decir 

E = (I 1 t E (0,1) y f. discontinua en t) 

Entonces por ser E numerable, 

sup te r(t) = slip tP r(t). 

	

t 	 to\k.: 

Por la proposición (19) se tiene 

sup tlf(t) = sup (m(a, MI (7, 

	

tER\E 	 tER\E 

pero en R\E se tiene t = rn(n, Apor tanto 

sup tPr(t)= aupa (rn(a,f))P 

	

Con lo anterior queda demostrado el lema. 	II 

2.3 Demostración del teorema de Marcinkiewickz 

Ahora que conocemos los espacios Lp y algunas de sus propiedades, enunciaremos 

el teorema de Marcinkiewics para interpolación de operadores. Pero antes demostraremos 

una desigualdad que nos servirá para dicha demostración. 



Lema 21 Sea ys* > O función no creciente. Entonces 

/
03 

O 	t 	
03 

 4p*(s)ds) dt Cio  (9*(s))8  ds 	con O < 0 < 1. 

Prueba. Sea a p  = 9*(20), probaremos que 

20 	 u=co 

(t-1 

03 

 4.1.( 8)ds) Jt < E (2-,  E a,21') 2'. 
tt?t• 

Puesto que ip* es una función no-creciente, se tiene que 

a=-Fcú 03 E 	5  .1 9?(s)ds E %TI. 
o P=-00 	 p.-. 

En particular 

E at,2" S I y)* (s)ds. 
o 

(2.13) 

Definiremos a C(t) como C(t) = t-1 	(ols)ds. Esta función es decreciente y por 

tanto tambien (C(t))°  es decreciente. Razonando corno en (2.12) es tenemos que 

v= f 03 

jp 	(G(i))°  dt 5 E (C(2°))°2°. 
v.-00 

Acotaremos a G(2"), para ello observemos que 

00 

G(21 = 	I cps(s)ds 2-" E o,2", 
2. 

por tanto 

	

(0(t))°  dt 5, E (2' Erija) 2" 	 (2.14) 

que es la desigualdad que se mencionó al principio. Pero esta cota se puede mejorar pues 

0 < 0 < I. Tenernos (x + y)°  < x° + y°, por lo que en la última sumatoria se tiene: 

Ev-4-- (2—v  E„,„%211) 2" 5 E"4.cc  2"i1-9)  E o 21°  

	

u= —cc 	is>v 

= L 2"(1-9)a0200  it 

	

Ei..-fec 	2v(i 4)09100 
14` 

Ew.+. 
ee20  9 

 

u 
	

v< II 

	

p=—co 	LSI 

41 

(2.12) 



Al sustituir lo anterior en (2.14) obtenemos 

'1=4-  cc 
(G(t 	< E .1,2p0 E 2/(1-0).  

0.-co 	u5p 

Por otro lado probaremos que existe C tal que 

E 2.(1-0) = c21'(1-0). 
v5P 

Haciendo cálculos se tiene: 

2v(1-0) = 

= 	2,41-012(v-o)(1  -0), 
4-,v5o 

haciendo el cambio i = c — se obtiene 

E 	= 2N(1-9) E 21(1-9).  

v5o 

Pero E V") es una serio convergente y por tanto 

E 	= c2P(1-9). 
v5o 

Al sustituir lo anterior en (2.15) se obtiene 

fó (G(t))9  dt < CE"."°  al2,402P(1  -o) 

= 	C
=+ 00 

21'  L‘P.—CO 

Por otro lado de igual forma que se obtuvó (2.13), se tiene que 

5  E a1,20  5 .10  (9)*(3))9 ds. 
m=-00 

Al sustituir el valor de G(t) obtenemos 

00 	 00 
(t-  1 f

00 
 (p*(s)ds) dt C 	(99*(s))°  ds, 

con lo que concluimos la demostración. 	II 

En el teorema de Marcinkiewickz utilizaremos operadores T definidos sobre espa-

cios L„, que tomarán valores en espacios L. En estos mapeos el ínfimo de todos los números 

C tales que 1171114.,. < CuilL, es llamado la norma do T. 

42 

(2.15) 
Jo 
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Teorema 22 (Marcinklewicz) Sean po,pi tales que po pi , y un T operador lineal tal 

que: 

Y 

Sean 
1 	1 - O O 	1 1-O O 

- 	+ -- 
P 	Po 	PI 	q 	(lo 	Yt 

y asumiendo que p < q, entonces 

T : Lp(U,dii) --+ Ly(V,dv) 

con norma A! que satisface 

< C041-°)M¡°  

Ahora vemos el por qué de la importancia de conocer este teorema en caso do que 

falle el teorema de Riesz-Thorin, pues habrá casos donde los operadores no tengan como 

imagen un espacio Lp, pero al un espacio L. Sólo se demostrará el teorema en el caso en 

que n sea una medida no atómica con pu  = go, pi  = qi y 1 < po < pt  < oo, además con una 

estimación de la cota A! resultante de 

M < C max(MJI , 

Para una demostración del teorema completo se puede consultar Bergh [Cap. 5) 

Prueba. Para probar la última desigualdad, será suficiente suponer que 	< 1 y M < 1. 

Sea f E 4,0  n 41. Lo que queremos probar es que IMI)114, < C ¡VIL,. Utilizare-

mos el lema 20, es decir, 

/ 
= 	00 ((Tf).(0)pdt) P  . 

Por un lado, sabemos que el conjunto de discontinuidades de f• es de medida 0, 

por tanto 

T L",(U,dp) 	.14,(V,dv) 	con norma 111,; 

T : Lp,(U,dp) 	Lyt (V,dv) 	con norma M. 

1 

11 71114 = Lio

eo  

((71).(t)rdi)P 	(11 ((T I)* (t))P dt) , 

\A 	

(2,16) 
/ r   

donde A = {t 1 f* no es continua en t} . 
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f(x) si x E Et, 

fo(t,x) = 

O 	otro caso 

44 

Por otro lado para todo t E (0, oo) tal que r es continua en t, podemos definir Et  

COMO 

Et  = (x I If(x){ > r(t)} . 

Además, puesto que f* es continua en t, se tiene que t4(Et) = t. 

Definimos las siguientes funciones con base en Et: 

Y 

it(t, z) = 1(x) — fo(t, x). 

Por la definición tenemos que f (x) = h(x,t) fo(x,t), 

Escribiremos tres propiedades, que demostraremos al final. Estas nos servirán para 

acotar a lirfhp  

a)Sea t E (0,00), fe(t,x) y fi(t,x) como se definireron, Entonces 

(710)*(t) 5 (Tfo(t, •))*(t/2) 	(t, .))*(t/2)). 

b)Sea t E (0,00). Entonces 

(T ft(t,.))*(t/2) 5 CC* II  ji(t,•)111,, , 	con i = 0,1. 

c)Sea t E (O, oo) tal que r es continua en t. Entonces 

= jt(/'(s))'0ds 

y 

II f (e •)111,'„, 	(1*(1))°' da. 

Acotaremos IP (t). Simplificamos la notación escribiendo fi(t,x) por fi(x) y 

fo(t,x) por fo(x). Sustituyendo el inciso b) en el inciso a), se tiene 

1. 
«TI).  (0)P  C (t-P0 	+ t

- 
 



pero f + hiP 5 12max(Ifl,lhiliP. Por tanto 

((T/)*(0)P  5 2C VI II/0111, + 	11 /111,,,) 

y al sustituir lo anterior en (2.16) tenernos 

1111111, 5. C 	(t-  fi/005w  + 	 dt. 
R\A 

Pero /4(A) = O, por lo tanto 

IIT/Illi, 5. C 	(t'II, 	+ t—g- 	dt. 

Al sustituir el inciso c ea la desigualdad anterior, se tiene 

117111L, c (io + h) 

donde 

10. oo (1*(,))1° <18) 1> dS) 
, 

Y 

= 
 (l

a° t—ifi ( la°  ("m'a do)" dt) 
o 	e 

Pero por un lado podemos hacer el cambio de variable y aplicar la desigualdad de 

Minkowski en ro, con lo que se obtiene 

= 	f' o  (f  o   (r(te)r (kyr di 

(fo  (Io c1•ce°»Pd)4 d°)P 

c11/111, • 

45 

(2.17) 
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Y por otro lado podemos utilizar el lema 21 en fi, que es válido para cualquier 

función no creciente y no negativa. Sustituyendo O = p/pi se obtiene 

	

ir = r (r' 	*(8))°' ds)ifi dt 

= 	fó (r' 	(/ (e))1  dar dt 

Chr (r(s))Pds 

5CIIIIIi, ,  

por tanto 

C 11111£, • 

Con lo que se demuestra el teorema de Marcinkiewics. 

Ahora mostraremos los incisos a), b) y c) 

a)Sea t E (0,00, fp(t, x) y ft(t, x) como se definiremn. Entonces 

(VO)' (t) 5 (TM,' ')).(e/2) + (Tft(ti.))*(t/2)). 

Prueba a) Sea t E (0,00). Consideramos fi(t,z) y fo(41....) como se definieron anterior-

mente. Aplicando la linealidad de T se tiene: 

TU(•)) = T(fi(t,•)+ 	•)) =T(11(4.))+T(fo(t,•))• 

De aquí que 

(Tf(•))'(t) = int (cr l  m(o, Tfi(t,•)+Tfo(t,.)) 5 t} . 

Por otro lado tomemos el conjunto 

A = {a l m(o/2,T11 ) < t/2 y m(o/2,710) < t/2) . 

Sea o E A, por la propiedad (2.4) se tiene 

m(o,Th +T f2) ni(ff/2,711) + m(o/2,710) t, 

por tanto o E {o 1 m(o,711  +710) < t}. De lo anterior 

A G (o I m(cr,T +T fo) 5 t) . 
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Tornando ínfimos se tiene 

(T'i)'«) < inf {a I m(o/2, Tío) < t/2} fl {o• I rn(c1/2,Th ) < t/2}, 

por lo que 

(Tf)'(t) S (Tfar(t/2)+ (Tfi)'(t/2)). 	 (2.18) 

Por lo tanto, para toda t E (O, oo) se tiene el resultado esperado. 

b) Sea t E (O, oo), entonces 

(T.Mtl .))*(t/2) 5 0:• II h(t,•)114, 	con i = 0,1. 

Prueba b)Sea t E (O, oo) y sean fo y fi como se definieron. 

Se demostrará para fo , pues para h la demostración es similar. Como supusimos 

que Met 5 1 y que po = q0, se tiene 

II 	.11(710)11.40  • 

Utilizando el lema 20 y la hipótesis de quepo = qo tenemos que 

11(710)11L. = auP(r/2)11  (Tfor(P/2) " r/2 

y de la definición de supremo tenemos 

(1/2) r (Tío)* (r/2) II(Tfo)Iltb  

- Si C = max((1/2) Po 	
I. 

,(1/2) ), entonces 

(Tfo)'(r/2) 5 Cr-ilo. 	, 	para toda r > 0. 

Utilizando (2.19), se obtiene 

	

(Tfo)'(r/2) 5. Cr'1 II foik„ , 	para toda r > 0. 

En particular para r = t se tiene 

(T fo)' (t/2) < Ct Po II folla,, 

con lo que se demuestra el inciso b). 

(2.19) 

para toda r > O. 
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c)Sea t E (0,00) tal que 1. ea continua en t, entonces 

Ilfo(t ,')111,;, )  =1 (.1*(8)Y°  d3 
	

(2.20) 

lll(t, 	
/CC 

= 	( 1*(8))P` da. 
	 (2.21) 

Prueba c)Antes de comenzar la demostración observemos que 

m(a, fo) + rri(a, ft) = m(a, f), 
	 (2.22) 

puesto que tenemos 

fo(t,x) á x E Ed  
(r) = 

fl (t,z) al x 

Además tenemos que 

{x I if(s)I > er} = {x E Et I ifo(x)1 > ez}u {z &III 	> a} , 

lo que implica que 

0{x 	> a} = (x I 110(z)1 > a) + tx I Ih(x)1 > al 

con lo que se tiene la igualdad (2.22). 

Para demostrar (2.20) basta ver que fl(s)= 1.(4)ko,t). 
Comenzaremos por demostrar que g(s) < r(a). Observemos que fofa) < f(s), 

lo que impllica que 

ife(z)i > a} c  (2  I if(x)i > (I) 

y por lo tanto 

m(6', lo) 5. m(a 1). 

Pero la desigualdad anterior implica que 

{o m(a, fo) t} P. {a I in(a, 	t}, 

de donde 

/Ea) 5 fe(a). 
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El siguiente paso será mostrar que 

1E3) = o 
	

si s > t. 

Supongamos s > t, por ser 1,7 no creciente se tiene 

/Es) n(t). 

Observemos cual es el valor de m(0, Jo). 

In(0, fe) = (x 	> 0) 

pero 

{x 1 Ifo(z)1 > 0} c fr 111(4 > ni» 

por lo que 

m(0,10) 5 t. 

En particular O E {a 1 m(a, f) < 0} ,de manera que 

1ó (t) = inf {o I m(ct,f) 5. 0} = 0. 

Por tanto hemos mostrado que filo) = O si s > t. 

El último paso para mostrar que /Va) = f*(s)x(0,t)  será ver que 

r(s) 5 Ala) 	si O < s < t. 

Para ello mostraremos que 

70,./o) 5 81 g- 	in(a,f) 5 s} 	si O < s < t. 	(2.23) 

Sea 0<s<tya tal que 	1o) < a. Hay que probar que m(o, f) < a, pero de 

(2.22) tenemos 

m(0, ./0) = m(a, f) — ni(a, .ft ), 

por tanto para mostrar la contención (2.23) basta ver que 

ni(o, f i ) = O 	si O < s < t. 

Por otro lado por la forma en que fue escogido Et  tenemos que si m(a, Jo) < t 

entonces o > r(t). Al sustituir en m(a, fi) obtenemos 

m(a, .1t) = (x1 ift(r)i > ? f'(t)} ,  
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perol/MI < 1'(t) siempre, por tanto 

tn(rt, 	= O 	si O < s < t. 

Con esto queda demostrado que g(a) = f•mx(o.,)  y por tanto (2.20). 

Falta mostrar (2.21). Lo haremos directamente. 

li(a)da = 1 If(x)Idr 
x\E, 

= 111(z)1dr — ifix)i 

	

X 	E, 

Pero .1' li(z)i dx = IIIOIIL, = 	!ó(a)da, por tanto 

ft(s)ds = 	1•(s)ds gr(s)ds 

= !°°1•(a)da, 

con lo que se demuestra el inciso c). 

Como ya heme probado a), b) y c), se han cubierto los pagan que faltaban para 

complementar la demostración del teorema de Marcinkiewicz. 	• 

Hemos probado un teorema de interpolación de gran importancia, en el siguiente 

capítulo veremos una aplicación de éste ala teoría de integrales singulares. 



Capítulo 3 

INTEGRALES SINGULARES 

En este capítulo estudiaremos operadores definidos mediante la convoiución de 

funciones con un ondeo muy especial, dentro de estas se encuentra la transformada de 

Hilbert. Estudiaremos la continuidad de altos operadores en loe espacios Lp, si 1 < p < oo. 

Comenzaremos por enunciar un lema importante que utilisaremos mía adelante. 

Lema 23 (Calderón Zygmund) Sea f una función integrable no negativa, y sea a una 

constante positiva. Entonces existe una descomposicón de R" tal que: 
a)10 = F US1, Fn = 0. 
by(x)< a casi donde quiera en F. 
c)11= Uitjfi cubos con interiores disjuntos y tales que 

a < —
1 
If(x)dx < 2"a. 

Q, 

Prueba, 

Descomponemos a R" en una malla de cubo' Qty;  iguales, tales que 

1 
para toda i. ¡oil) el  (s)dx 

Dado un cubo Q1 dividimos a la mitad cada uno de los lados con lo que obtenemos 

2" cubos iguales, que denotaremos por (K. Observemos que cada cubo obtenido de esta 

manera satisface una de las siguientes desigualdades: 

P(Qr 

1 
) 	

f (x)dr S a 
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Capítulo 3 

INTEGRALES SINGULARES 

En este capítulo estudiaremos operadores definidos mediante la convolución de 

funciones con un nucleo muy especial, dentro de estas se encuentra la transformada de 

Hilbert. Estudiaremos la continuidad de estos operadores en los espacios 4, si 1 < p < oo. 

Comenzaremos por enunciar un lema importante que utilizaremos más adelante. 

Lema 29 (Calderón Zygmund) Sea f una función integrable no negativa, y sea a una 

constante positiva. Entonces existe una descomposicón de ir tal que: 

a)R" = F 	F n 11 = 0. 

b)f(x) 5 a casi donde quiero en F. 

cfil =1.1;Qd  cubos con interiores disjuntos y tales que 

a < 	
I 

jg,  f(s)riz 5 2"a. 

Prueba. 

Descomponemos a Rn  en una malla de cubos iguales, tales que 

1 jcz  (x)dx 5, a, 	para toda i. 

Dado un cubo dividimos a la mitad cada uno de loe lados con lo que obtenemos 

2" cubos iguales, que denotaremos por Q1,'. Observemos que cada cubo 	obtenido de esta 

manera satisface una de las siguientes desigualdades: 

1 
141) Az, f(x)dx 5 a 
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1 wcr) 	(z)dz > a. 

Los cubos que satisfacen la segunda desigualdad verifican 

a 	< 	fe:  f (x)dx 

(3.1) 

5  	icz f(z)cl 

< ros. 

Continuamos asf, subdividiendo cada uno de los cubos resultantes que no verifican la de-

sigualdad (3.1). Sea fl = UQj, donde los cubos Qi ion los cubos Q1 que acabamos de 

construir y que verifican (3.1). Es claro que 11 verifica c). 

Veamos que si F = 	entonces f(x) 5 a para casi toda z E F. Como f E 1,1 , 
tenemos, por el teorema de diferenciación de Lebeigue Nein, St), que 

¡ 	= lis á 1Q, f(*)4  
para casi toda z E r, 

donde el limite se toma sobre los cubos Q que contienen a z y cuyo diametro tiende a O. En 

particular para z E F, se tiene que todos loe cubas que la contienen, tienen un promedio 

menor o igual a a, por lo que el limite tamblun está acotado. Entonces /(z) 5. a para casi 

toda x E F. Con lo anterior queda probado el lana. 	fi 



La demostración del siguiente teorema la haremos en tres pasos. 

Teorema 24 Sea K E L2(R"). Supongamos: 

a)La transformada de Fourier de K es acotada, es decir 

5 B. 

b)K cumple que 

IK(x — y) — K(x)jdx S. B. 

1311211 

Pana I E Li n Ly, definimos 

TM= IK(x — y)f(y)dy. 

Entonces existe una constante Ap, tal que 

	

iiT(/)iia, 5 411 IlL, 	1<P < 00. 

Prueba (Primer paso) T : L2 -4  L2, y en particular T : L2 

Tomemos la transformada de Fourier de T(/), entonces 

(1)(11) = k(14) 7 (Y)• 

De la hipótesis a) y Parseval tenemos que 

II TI 112 = II R7112  

B li 7112 

B il 	112 

además como II Tf  IlL2  «? II  TI liLi , obtenemos 

II TI 	5 B11 /112. 

)Segundo paso) T Li —› L. 

Sea / E Li, probaremos que existe C tal que 

	

11(x I TI(x) > a) 5 	if(x)idx• 
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(3.2) 
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Sea a lija, utilizando el lema de Calderón Zygniund para I f (.r)I , podemos construir F y fl 

tales que 

1/(x)1 5 a, x E F, 

Fnn =o 	
(3.3) 

donde n = u,Q1 cubos con interiores mutuamente disjuntos y que satisfacen 

a < 7114  ,) 
IQ 

If(x)d,r1 5. 2"a, 	para todo Q,. 

Por tanto 

P()) 5 1-  IR.I f(x)i dr 
	

(3.4) 

Y 
1 í 

141) -142, (x)I dr 5 Ca.  
Ahora definimos la siguiente función: 

(3.5) 

9(z) 	i(x), 

*1 4, fir)dr. 

si TE F 
si .r E Q;. 

Esta función está definida casi donde quiera. Además definimos 

b(x) =17x) — slx), 

que satisface 

b(x) = O, si x E F 

Y 

ili b(x)lz =O para todo 

Una vez que hemos definido estas funciones se tiene que T1= Tg + Tb. De esta 

descomposición y por las propiedades de las funciones de distribución se sigue que: 

p{xiT f(x) > a) 5 µ {z I  Tg(x)> 	+p {2 I Tb(x)> 	. 	(3.6) 

Para demostrar la desigualdad (3.2) acotaremos los términos de la derecha de (3.6). 

La primera estimación la haremos para Tg. 
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Mostraremos que g E L2. Acotemos II g 111 utilizando (3.3) y (3.5): 

fru,  19(42 	= 	19(x)12  dr + fo 19(42  dx 

fp 1/(42  dr + fniCai2  

IF 	ifix)i dr + C2a211(n) 

a 11 f 111+ c2a2(111 	III) 

5. col{ 111 

Como g E L2, podemos aplicar el resultado obtenido en el primer paso de la 

demostración, obteniendo que Tg E 	es decir, 

supo (µ (x 1 Tg(x) > 	51I Tg 112  S. C II 9 112 ` o 

En particular tenemos: 

{x 1 T9(x) > St-Di  5. (C 1191I2) 4  5 C1 (a H f i) , 

de donde 

{x I Tg(x)> 	5 111 1111, 

con lo que se tiene la estimación para Tg. 

Ahora veremos que en el caso de Tb se puede obtener una cota similar. para ello 

definiremos una partición de ir de la siguiente manera: 

Sea y' el centro de cada cubo Q.  Consideremos los cubos Q: obtenidos al expander 

2Vii. veces al cubo Q, con el mismo centro y4, es decir, duplicamos cada uno de los lados de 

los cubos manteniendo el centro fijo. 

SI fr = UQ: y F' = (In`, entonces se tiene: 

1)Q, C Q:, y fi C Cl', además y(fP) 5 (2jii)"µ(0). 

	

11)Si x Q: entonces lx — y9 > 2 ly — 	para toda y E Q. 

Claramente Q, c Q:, puesto que se duplicó el tamaño de tos lados de cada cubo 

y por tanto fi c sr. Por otro lado como µ(fP) = 2"µ(f1) y como rt > 1, se tiene entonces 

que 

4r) 5 (24)"il(a). 
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Además el inciso b) es cierto, puesto que al duplicar loe lados de un cubo 

distancia entre los puntos de éste y el centro y' aumentan por lo menos al doble. 

Una vez que hemos definido P, mostraremos que 

.µ{x E 	P Tb(x) > 	—f7-2  II 111 • 

Para esto basta demostrar que 

IF.iTb(x)i dz 5 C11 1 111. 

Cornearemos por escribir a b(x) = E, b,(x), donde: 

bi(x) = {b(x) 
si x E Qi 

O 	si x Q,. 

Con la definición anterior tenemos que (Tb)(x) = Ei(Tb,)(x) y para cada i 

Tb.(x) = 	— 104)4 

Reescribiremos estas integrales otra forma. Sea yl el centro del cubo Qi, como fQ, b(x)dx = O 

entonces se tiene que 

Tbi(x) = .142, [1( (x Y) — K(x — 11)J bi(Y)dY.  

Integrando 1711 sobre 	tenemos que 

h,. 	dx = 	11.4 [K(x 14) — K — )I bi(Y)dY l dx. 

Por lo tanto 

fr.  ITb(x)I dx 5 / 
(E 	11/(x — y) — K(x — Y')1 Ibi(y)Idy) dr. 

gi 

Pero, para cada x fija, la integral con

( 

 respecto de y siempre es positiva, por lo que 

1Tb(x)1dx E/
sfQ: 

1 
Qi I 	

- - K(x — yi )lib,(y)14) dx. 	(3.7) 

Por otro lado se tiene que la siguiente integral está acotada, 

.1x0IIK(x 14) 11(x  — Y4 )1dx 5 B. 	 (3.8) 
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Para demostrar (3.8) haremos el cambio de variable x' = x — y*, = y —V. Como estamos 

integrando sobro el conjunto{x 1 x Q:}, podemos utilizar la propiedad enunciada en II) 

y la hipótesis b) del teorema, es decir, 

IK(x — y) — K(x — 	5 11012wi lK(x1  — — K(x9I dr 5 B. 

Con lo anterior y por (3.8) y(3.7), se obtiene que 

IF. 1Tb(x)Iiix 5 E B 	114(y)1dy 5 C11 f II t . 

En particular se tiene que 

{x E k" 1 Tb(x) > 
2} 5 2a 11 f . 

Sólo nos falta ver que 

µ {x E n' ITb(x)> -2}52a 11 III. 

Para ello recordemos que en (3.4) se tenía que µ(1.1) 	N i , y de las propiedades de 

(1* se tiene que µ(11') < (21/-ñ)"µ(11), por tanto 

P(11.) 	{z E ir 1 Tb(x) > 	
24 

II f 

Así es como se obtiene la estimación para Tb. Al sustituir ésta y la obtenida para 

Tg en (3.8), se obtiene 

14{x171(x)> a}  5;11 I III 

y de aquí que T : 	Lr. 

(larca. paso) T : Lp  Lp  si 1 < p < oo. 

Si 1 < p < 2 podemos utilizar el teorema de Marcinkiewics ya que T es lineal y ya 
que por el paso 2 tenemos que T Li 	y por el paso 1 tenemos que T L2 —s Lz. Por 

lo tanto T 	Lp  si 1 < p < 2, es decir 

II T(I) Ilp 5 A ll I Ilp 	si 1<p<2. 

La desigualdad para p = 2 se sigue directamente del paso 1. 

Para 2 < p < oo, no podemos concluir el resultado. Sin embargo, podemos utilizar 

espacios duales. 
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Sea q tal que v+ á=. 1 y y2 una función continua con soporte compacto tal que 

II y, 119 1. Como f E L1 n Lp  y K E L2 se tiene que 

L.IK — 11)/(Y)Y1(X)1 drdY < 

(7IM)lo(X)dX = 	i(11)(7\09HINY • R" 
Pero recordemos que el teorema es válido para 1 < q < 2, por lo que 

H T(49 ) li g  = IIÍR. 1GT II)9(X)driiu  

AqjI 1,9  q  

Aq  

y por la desigualdad de Hólder se tiene 

bri(x))16)(x)dx <A5 II / IIp 

Ahora utilizemos la dualidad entre Lp  y Lq. Como el supremo de la integral anterior 

sobre todas las y, continuas con soporte compacto tales que II Ile  5 1 está acotado, entonces 

II T(/) lip <— AgII I II,• 

Con lo que hemos obtenido el resultado para 2 < p < oo, quedando ad demostrado el 

teorema. ■ 

Y 

IR» 
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En el siguiente teorema veremos que es posible eliminar la hipótesis de que K E L2 

haciendo modificaciones en el resto de las hipótesis. En particular el resultado así obtenido 

cubre los casos de las integrales singulares, que son las que nos interesan. 

Teorema 25 Supongamos que K(x) satisface lo siguiente: 

IK(x)1 S a ixr" 

I iK(x — Y) — K(x), dx S B 
'3121v' 

Y 
K(x)clx = O, 	para O < EL  < Ra < 00, 	 (3.9) 

Ri<isi<R2 

Si f E 4,1<p <cc, paro e > O definimos 

Tr(f)= I Ex —11)KiYMY, 
Irike 

entonces 

1171(1)114  s. A.II 

donde Al, ea independiente de e. 

Antes de demostrarlo probaremos el siguiente lema. 

Lema 26 Supongamos que K(x) satisface las condiciones del teorema anterior. Sea 

Ke(*) = 

 

f K(x) si 	e 

O 	si Ixl <e. 

Entonces Kt  E La, además su truneformada de Fowler se acote 

luF Ike(V)I COI 

donde C depende sólo de n. 

Prueba. Por la primera hipótesis es claro que K1  E L2 para toda e > O. Veamos que su 

transformada de Fourier está acotada. Haremos la demostración en dos casos. El primer 

caso será pasa e = 1 y el signado caso será para e > 0. 

Primer caso: e = 1. 

ESTA TESIS NO CEBE 
LA LIOLÍMCA 
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Partiremos la integral que nos define su transformada de Fourier de la siguiente 

manera 

R1(N) = lin1R.031,15Rel."K1(z)dx 

= 	I 	el" YKi(x)cir + 	 e2"z  9K1(x)dr 
1:151/Zol 	 1/1s15.13191 

= 	+ h. 

Veamos que It esta acotado, para ello utilizaremos la siguiente afirmación. 

Afirmación Existe C E R tai que 

leIns — lI< Ca, 	para toda O < a < 1. 

Para ver que es cierto utilizamos identidades trigonométricas y tenemos que: 

lean' —11 = Icos(2sa) + isen(2wa) —11 

= 4 Isen2(21ra)i 

Pero dado que 	1Li.  I existe, se tiene que existe C tal que 

181119(2wal
< C 	para toda O < a < 1, 

a 

con lo que se demuestra la afirmación. 

Ahora el, veamos como se acota h. Por la definición de K1 y como K cumple con 

(3.9), se tiene 	

It = 	I el'iluKi(x)dr 

1z151/1s1 

[e2.11.10  — K(r)da, 

111s151/1v1 



y utilizando la afirmación resulta 

/1  = 	f e 2v141Ki(z)dr 
1315141 

s
1518 15 

f 
1/lel 

FUI IxIIK(x)1 dr 

CB11/1 f 
151s1<1/lol 

CB11/1 f dx 
1 513151/1W 

CBM 

< DC, 

con lo que se demuestra que /1  está acotada. 
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cierta. Para hacer la estimación de 13 primero veamos que la siguiente observación as 

Observación Sea z = 	entonces tenemos que: 

Ki(x)e""de = 	Ki(z - z)eki'vdr. 

Por un lado por la forma ea que z fue elegida se tiene que 

ezwi3.1 -1. 

Para encontrar el valor de ffr, Ki(x)e2'4310dx haremos el cambio de variable x 	- 
resultando 

Ki (x)e2"sliclx = - fa. Kt(z" - z)e2"(ILI)°(-1)dzi  

= 	fa„ ►(x' - 8)ezie(3'-a) i(ezwirs)dir 

= 	- fR„ Ki(z - z)e2''''•vdr. 
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Con lo que queda demostrada la observación. 

Continuemos con nuestro trabajo de acotar 12. De la observación anterior tenemos 
que 

Ki(x)e2"1"dx = fas iKdz) — Ki(x z)Je2"i'veiz, 	(3.10) 

pero esta última integral la podemos expresar como la suma de lea integrales sobre regiones 

complementarias de la misma función, es decir: 

Ki(x)e2"'odx = Jo + J1 	 (3.11) 

= 	km 	I 	tKi(x) — (x — 1)1 e2*"'Ydx. 

1/1051a15R 
Y 

Ji = — 	[KIM— Ki(x — s)1e9"I'vdr. 
IgISinvi 

Por otro lado 

Ki(x)e2fil Ydr  ehi"Ki(x)dx =1m I 	 (x)e2"" 
its 	 inv151•191 	 1.15//101 

De esto último, de (3.10) y de (3.11), se obtiene que 

= limg„ f e2nIuKi(x)dx 
1/1e151415* 

= Jo + [Ji — 1 e2"1"Ki(x)dzi 	 (3.12) 
lal<1/1s1 

= Jo — 	f 	(x)e2'rdr — 	f 	— r)ekulfda, 
13111/1s1 	 12151/151 

que es la integral que queremos acotar. 

Por otro observemos que haciendo el cambio de variable x' = z — z, obtenemos 

f13151/I51 K1(x  z)e2w'  •rdr = 	Jia'+,1<t/iwi 

= 	
(r)eltiz•vaz. 

/„. 
donde: 
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Al sustituir lo anterior en (3.12), obtenemos 

1 	 1 
/2 = Jo - 	I Ki (z)e9*" 	+ - 	Ki(x)e2Tu'vdx 5  

2 fix,+zi<i/iyi 
-131<1/1v1 

Por lo anterior tenemos que 

f 
12 =Je- -2 I 

131.5.1/101 
is+31.?1/101 

- z)e2six.ydy,  (3.13) 

Tratamos, pues, de acotar á h y para ello veamos que sucede con Jo. 

Como 21:1 = 1, se tiene que 

1 
1,701<- 	 IK1(x) - Ki(x z)1 le2"'lloi dr, 

21,151315R 

que por hipótesis es acotado, por lo que Jo es acotado. 

Para la última integral de (3.13) observamos que 

(x E Rn  1 ixi 	1/1111, + z1 2 1/ ILI) C {x E Rn 	ixi 5. 1/ 

por tanto 

I 	IKI(z)ehil dz 5 	I 	1K1(x)I dx  
13151/101 	 110151i151/1s1 

»al? 1/1111 

f 	B kr" etz 
ily15.11115 1/1e1 

< CB, 

de donde Cambien la esta integral está acotada. 

Ahora, sólo combinamos las dos cotas que acabamos de obtener y sustituyendo en 

(3.13) y obtenemos 

lim 	eh"Ki(x)dx CB, 

por tanto 

ITC-1(01 CB, 

con lo que se demuestra para el caso e = 1. 

Segundo caso: e > O. 



Definirnos 

K'(x) = e" I< (ex). 

Mostraremos que este nuevo nucleo K'(x) cumple con las hipótesis del teorema 25. 

a)Ki(z) satisface que K'(x) < Irrl  porque 

en 	1 
11"(z) =0K(u) 5 	= lar 

b)IC' (x) satisface I
:  121vj 

IIV(z - y) - Ki(x)ittx < B porque 

/muy, in2  - Y) - K (z)idx = Itsilw eilIC(s(x - y)) - K(c.r)ldr 

= 
	

1K (u - ey) - K(u)Idu 

< B. 

c)K'(x) satiatice 	IV (x)dz = O porque 
alcrl<as 

I nx)dx = 	e" K (ez)dx 
Ri<isi<R2 	fi  <s<R2 

K (u)du 
lob <bikefta 

= O. 

Puesto que le(x) satisface las hipótesis del lema 

KI(x) = K'(x) o 
el 	Ixi k 1 

si 	Ixi < 1 

verifica 

Ik(V)15. C a 

Por otro lado veremos que Ki(x) = en Kle-ir). Para ello observemos que: 

let(e_ix) = 	
z) si 	> 1 

0 	si te-lxi < 1 
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Definimos 

K'(x) = K(ex). 

Mostraremos que este nuevo nucleo K'(x) cumple con lea hipótesis del teorema 25. 

a)K'(x) satisface que K'(x) < izr porque 

Koim = K (€z)< e— 

b)K'(x) satisface 
I,221si

IX' (x — — K' (x)i dz B porque 

— Y) — K1(1)1 	=
1211221ele" 

 IK(e(x — y)) — K frx)1 

= 
	

111(u — cy) — K(u)I du 

< B. 

c)K'(x) satisface 	I K' (x)dx = O porque 

K'(x)dx = 	c"K(ez)dz 
Ri<isi <R1 	 Ritlei<R2 

K (u)du 

O. 

Puesto que K'(x) satisface las hipótesis del lema 

(z) 	K'(x) si ixj 
0 	si Ixl< 1 

verifica 
IR1(Y)) 5 CB. 

Por otro lado veremos que K.(x) = K1(e-lx). Para ello observemos que: 

ICI(E7  tz) = 
{ 

Ki(e-lx) si le-izi> 1 
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0 	si le—  ixl < 
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pero 

ne-Lx) = en K(e(e-lx)) 

y por lo tanto se demuestra la igualdad. 

Para la transformada de Fourier se tiene que ki(ey) = enlet (sx) = Ki (x) y 

combinando lo anterior se obtiene 

IKT,(1)(y)l CD, 

con lo que queda demostrado el lema. 	111 

En la última parte de la demostración del lema podemos ver que la cota que se 

obtiene es independiente del valor de e, dicha cota solo depende de la dimensión n. Ahora, 

con la ayuda de este lema será fácil demostrar el teorema 25. 

Prueba. (teorema 25) Sea f E 4 y K(x) que cumple las hipótesis. Por un lado tenemos 

que 	

Ti(1) = 11,11, I - Y)K (MY 

= 	r  f(x - ti)K «(Y)dY 

= Ix^ K g(i - Ih1(014, 

por lo que para probar que T.()) está acotado tenemos que probar que K, cumple las 

hipótesis del teorema (24). El hecho de que 	E L2 lo obtenemos directamente del lema 

anterior, así como el hecho de que iKe(y)i < C; coa esta simple observación se demuestra 

el teorema. Tambien enfatizamos el hecho de que la cota obtenida no depende de e. II 

Una observación Importante es que para R, con el operador T, se puede definir un 

operador T tomando el límite de MI) en norma LO), es decir, 

T(f) = 

que además, como esta convergencia se da en Lp(R), tambien cumplirá con la cota 

ilT(1)114  5 411 1 II L, • 

Para probar que la convergencia en Lp(R) sí se da, utilizamos el hecho de que 

si 1 E Lp(R), entonces 1  puede ser aproximada por una función fi continua de soporte 
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compacto y derivada continua, probaretnos, pues, que 11(.11) converge en norma L,„, cuando 

e -• O. 

Dado que K(y) cumple con I K (y)dy = O, podemos escribir Te(h )(s) de la 

1<lyke 
siguiente manera: 

Ti(h)(x) = f 	,f 1(x - y)K (y)dy 
!ti?' 

= 	i(x - y)K (y)dy 	Lli(x - y) - i(x)) K (y)dy. 

La primera integral representa la convolución de h con el nucleo K. Por un lado 

tenemos que fi E Li, y por otro lado tenemos que K(y) E 4, pues IK(y)I < B Iyi-L  con 

Iyi > 1. Con lo anterior se tiene que la convolución de estas dos funciones está en Lo, dicho 

de otra forma la primera integral está en Lo. 
La segunda integral define una función con soporte compacto en x, veremos que 

está acotada. Por ser h diferenciable y de soporte compacto, se tiene que existe A tal que: 

ift(x - - fa(z)i 5 	, 

por tanto 

- 11) - h(z)] 	S. I i>ivi>,  Alyl I K(v)I dy 

5 	I  111vIABdy, 
ke 

de donde es acotada, y por tener soporte compacto está en Lo. 
Con las dos cotas obtenidas anteriormente concluimos que T5(/1) converge en 

norma Lo, cuando e 0. 

Para el caso de K(x) = X  x E R, veremos que cumple las hipótesis del teorema. 
1r 

Por la forma en que está definida 

iK (x)i 5 B 	, 

por ser función impar se tiene que 

K (z)dx = O 

Rt <131<R1 

para O < Ri < K2 < 00 
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y sólo faltaría ver que 

IK(x — y) — K(x)Idx < I 3, 

lal?2m 

pero es cierto puesto que 
1 11x1 

yx  
1 

— 	 5. A. 
—  

1z1.?.21s1 
1
x  

De lo anterior tenemos que a K (x) = 
w
— le podemos aplicar el teorema (25); y 

por la observación que se hizó acerca del límite concluimos que: si f E Ly, 1 < p < oo, 

entonces 
hm  I fix

rY 

 dy 

-4) 	I  
existe en la norma 4, además resulta un operador acotado en Lp.Es así como se prueba 

que la Transformada de Hilbert existe. 

La teoría de Integrales singulares tiene una amplia gama de aplicaciones. Por 

ejemplo para la solución del problema de Dirichlet que dice: Dada una f función en Lp, 

encontrar una F función armónica en el semiplano superior cuyo valor en la frontera del 

semiplano sea f. 

Este problema puede ser resuelto por medio de la integral de Palmen, que precisa- 

mente es la convolución de f con el nucleo de Polason 	para el semiplano). 

En forma explicita sea f tal que f E 4,1 < p < oo. Sea Pi(x) = 	definimos 

u (x,t) = f • Fi(x). 

Se puede mostrar que la función u (x, t) es armónica en el semiplano superior, además 

ii(r)= (x), 

lo que resuelve el problema de Dirichlet. 

Ademáa, si definimos 

(x, t) = Hu (., t) (x), 

donde H ea la transformada de Hilbert. 

Se puede mostrar que ti t) es conjugada armónica de u (x,t), es decir que la 

función F definida como 

F (x, t) = u (x, 	iu (x, t) 



68 

e holomorfa en R2.4.. Además 

H f = lim u (r, t) . 
t--d) 

Para una demostración de esto se puede consultar Stein & \Veiss [St2; o García-

Cuerva (G-C]. 
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