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INTRODUCCION

Dentro del anélisis matematico es importante ver el comportamiento de los op-
eradores con los que se estd trabajando. Para el caso de un operador definido sobre un
espacio vectorial normado, muchas veces resulta diffcil demostrac que éste es acotado, Sin
embargo,es comiin conocer atras normas, sobre el misma espacio, para las cuales el operador
sf resulta acotado,

El objetivo de los teoremas de interpolacién es, como su nombre lo indica, obtener
un rango de normas para las cuales el operador dado sea acotado,

Dentro de esta tesis mencionaré s6lo dos teoremas de Interpolacién, que son los més
usados en andlisis arménico. En el cago de] teorema de Marcinkiewicz es comiin encontrar
demostraciones utilizando distribucionesy aqu{ lo demostraremos utilizando rearreglos de
funclones. Creemos que para aquellos que estdn interesados en conocer una demostracidn
sin utilizar distribuclones, esta tesis les puede ser. 1itil, ya que es diffcll encontrar libros
donde se desarrolle todo el material,

Ademds, tratamos de mostrar la utilidad de interpolar un operador. En el capitulo
3 veremos un gjemplo de como utilizar el teorema de Marcinkiewicz a la teor{a de integrales
singulares, También mencionaremos como so relacionan los resultados obtenidos con la
transformada de Hilbert.

Finalmente, esperamos que este trabajo sea de utilidad para aquellos que se In-
teresan por los temas que hemos logrado abarcar,

Marfa Mercedes Jorddn Santana.




Capitulo 1

TEOREMA DE RIESZ-THORIN

Los teoremas de interpolacién més utilizados en andlisis de Fourier son los teoremas
de Riesz-Thorin y de Marcinkiewlcz, Probaremos el teorema de Riesz-Thorin por el método
de interpolacién compleja y como una aplicacidn demostraremos el teorema de Hausdorff-

Young al final de este capitulo.

1.1 Normas Consistentes

Para la demostraclén de este teorema empezaremos por definir algunos términos

importantes dado un espacio vectorlal normado.

Definicién 1 Sea B espacio vectorial normado, y sea F : § — B, donde Q estd contenida
en el plano complejo, decimos que F es Holomorfa si dada u funcional lineal continua sobre
B se tiene que

h(z) = (F(z),p) = po F (LY

s holomorfa en (.

Notemos que una forma equivalente de definir una funclén holomorfa es:

Sean B espacio vectorlal normado y F : @ — B con {1 contenida en el plano
complejo. Decinios que F es Holomorfa, sl dada j una funcional lineal y continua sobre B
existe F'(z) tal que

po F(z) = 'l_i.ﬁlo g—op(zz:—-———-’:o—of—(il). (1.2)

Es decir, si ef limite (1.2) existe.




Sea B un espacio vectorial normadocon || [loy || [I; y sea @ = {z |0 < Re(2) < 1}.
Tomemos el conjunto § = {F : @ — B | F holomorfa y acotada con respectoa || [l v || II,}.
Resulta que g también es un espacio vectorial, al cual se le puede dar la siguiente norma:
Para F€f definimos

JFll = Sgp{IIF(iy)llo.llF(l +iy)ll}-

Definicidn 2 Dado 0 < a <1, sea f, = {F € f| F(a) = 0}, decimos que || |y y || [I; son

consistentes si fd, es cerrado en f.

Observemos que J, es subespacio de /3 al cual no le hemos asignado norma alguna,
Un criterio para saber si dos normas son consistentes lo podemos obtener con el siguiente

lema.

Lema 3 Supongamos que para toda f en B, f # 0, eziste funcional ju = py continua con
respecto a || ly 9 || ||, v que satisface que (f, ) # 0. Entonces || [ly y || |l, son consistentes.

Prueba. Sea 0 < a < 1. Tomemos una bucesién F, € f, tal que F, ~ F en 3. entonces
lo que hay que demostrar es que F(a) = 0.

Procederemos por reduccidn al absurdo. Supongamos que F(a) # 0. Las hipétesis
del lema (3) aseguran la existencia de u = yip(q) tal que

(Fla),u) #0.

Como F € f y p es una transformacidn lineal continua se tiene que po F es acotada
en {1° y ademds o F es holomorfa en €. De igual forma resulta que pz0 F,, es holomorfa y
acotada en {1° para toda n.

Veamos que o F, converge a p o F uniformemente en iy y en 1 + iy.

Sea e > 0y k = max {[ull, Il

Como F, — F . para toda €, = § > 0 3 i, tal que ||F - F,|| < £, para toda
n 2 n, pero:

IF(iy) = Fa(iy)llp S IIF ~ Full;

IF(L+ ig) - Fal + ig)l, < IF = Fulli



con lo anterior vemos que:

| 1o Fiy) = po Fu(iy) | | i(F(iy) - Faliy)) |

1

< MNullo IF(iy) - Fatiy)lly
< el IF = Fulf
de donde
| wo F(iy) — po Faliy) [<e paratodan >n,; (1.3)
y .
[poF(1+iy) —po F(1+iy) | = |m(F(1+iy) - Fu(1+1iy)) |
< Ml IFQ +iy) = Fa(l +ig)l
< lplly IF - Fofi
de donde
| po F(14iy) — po Fy(1+iy) |[<e para todan > n, (14)

por tanto se da la convergencia uniforme en iy y en 1 + iy.

Utilizarenios el método de Phragmen-Lindeldf pata acotar la diferencia de po F
y po Fy, para todo z. Recordemos que este método nos dice que si tenemos una funcién
holomorfa y acotada en (1° ademds de continua en {I, el mdximo se alcanza en la frontera
de la banda 2 [p.256, Rudin].

Sabiendo que el méximo se alcanza en la frontera y de 1.3 y 1.4 tenemos que:

Ve>0 Ing talqueVn2ng |uoF(2) ~po Fy(2) < e

por lo que la convergencia de uo F;, ~ po F es unifornie en toda la banda Q. En particular

esa convergencia se da en a , es decir,
poF(a) = lim po Fy(a) = lim u(0) =0.
Lo que es una contradicclén, por tanto
F(a)=0

y por tanto || [l ¥ || [I; son consistentes. @

Hacemos notar que si la hipdtesis del lema se satisface para | l; < {[| lo. [l I;}
entonces la hipdtesis se cumple para estas wltimas, dado que | u(f) | S k|| fll; Skl f s
7 =1,2; con lo que 4 es continua con respectode | [l y |f ||, -

Como un ejemplo de normas consistentes tenemos la siguiente propoeicién.




Proposicién 4 Sea (X.du) espacio de medida y 1 < pg < py < 00. §i B = Ly N Ly,
entonces || || g ¥ I L, 500 consistentes.

Prueba. Utilizaremos el lema 3 para mostrar la consistencia de las normas.

Sea f € B tal que f # 0 y sea u(R) = [Agdz , con g definida de la siguiente
manera:

g=min{l,| f{P}e¥ donde f=|f]e"¥

Claramente 4 es lineal por la forma en que se definid. Ademds observemos que
g € Lo, , pues estd acotada por 1.

Por otro lado como f € Ly, , se tiene que | f {P€ Ly y por lo tanto g € L),

De lo anterlor tenemos que g € Ly, N Ly, por lo que g pertenece a todos los L,
que estdn entre Ly y Loo, @8 decir,

g€ Ly, paratoda 1<p<oo

Sea h € B , podemos aplicar y a h de tal forma que a (h, 4} = [ hfdz le podemos
acotar utilizando la desigualdad de Holder. Se tiene que

PO LY T P P CYS LY PR P
donde b +d =1 y Jr+l=1
En consecuencia el operador 4 es contlnuo con respecto a las dos normas.
Falta demostrar que parala f dada se tiene que (f, ) # O . Para esto basta probar
que:
f3>0.
Calculemos fg
fa=lfligle¥e=| 1l g].

Tenentos dos casos:

P TVl gt
[£IP* s | f1P< 1.
Como f# 0, f§ > 0. En consecuencia

(fiu) #0. ]

e s bbb



1.2 Norma de Interpolacién

Daremos una nueva norma al espacio vectorial B a la cual lamarenios norma de
interpolacidn y que denotaremos por || ||,. Sea a tal que 0 < & < 1, consideremos el
espacio cociente 8/, , es decir,

BlBa={F+ fa | F € B}

con A y fi, como se definieron en la seccién anterior.

Este espacio cociente es un espacio vectorial isomorfo a B. Para ver cste isomor-
fismo analizemos el sigulente diagrama:

8L B
el /5
B Ba
donde
T(F) = Fla),
T(F + fla) = F(a),
G(F) = F +8,.

Notemos que T es una transformacién lineal. Probaremos que es un isomorfismo,
s decir, veremoe que es suprayectiva y uno-uno.

Sea z € B definimos 1a funcién F(2) = z , como es una funcién constante resulta
holomorfa y acotada, por tanto F € 8. Aplicando T a la clase F + 3, obtenemos:

T(F+ﬂa) =T

por lo que T es suprayectiva,
Tomemos ahora doe clases dei espacio cociente distintas, es decir,

R+ 0 # B3+ fa.

En particular se tiene que
R - F ¢ fa.
Esto,por la definicién de 3,, significa que

(R - Fy)(a) #£0



por tanto
Fi(a) # F(a)
y en consecuencia
T(F + Ba) # T(Fy + o).
Por lo que T es inyectiva.
Con lo anterior tenemos que §/8, ~ B . Si las normas son consistentes, es decir
Ba es cerrado en (, podemos definir la norma canénica cociente en /3, de la siguiente
manera:
IF + Ball = inf {§F +gll;g € Ba}.
En general se tiene que:
8i E es normado y G es un subespacio cerrado de E entonces E/G es normado
con la norma '
IG +2ll = inf lg +2llg:-
Probaremos que || || definida de esta manera es en efecto una norma.

a) Sea x +G = [0] = z € G, pero —z € G por ser espacio vectorial, por lo tanto:
Iz -zl =0

por lo tanto
IG+z|=0
Sea z+G tal que ||z + GJ| = 0. Por la definicién de infimo para todan € N existe
n €G tal que ||z + ga|| < L, por lo que se puede construir una sucesién con la propiedad
[[{z+g}|lg — 0 cuandon — oo,

Como || ||g es una norma tenemos que

{:L' + yﬂ}n—ooo b 0‘
Por tanto
gn - -2,

Ahora bien, cada una de las g, pertenece a G , que es en subespacio cerrado, de
donde:
-z€G




10

y por tanto
z+G=0

b) Sea A € C, entonces

]

IMz+ G = inf{||Mz+9)lg]g€ G}
inf (JA|(z +9)llg| 9 €G)
[Ainf {li(z +9)lz | g € G}

Mz +6)l-

]

1

i}

c)Seanz) T2€ E
Sea £ > 0, por la definicién de fn fimo existen ¢,9; € G tales que:

P
lzy +allg < llz1 + Gl + 5,

€
llea + aalle < llz2 + Gl + 7
Calculemos la norma de la clase de zy + z3:

lzs + 22+ Gl < |lzs + 23+ 91+ 9allg
< e +aillg+ w2 + gall g
<

llzr + Gl + |22 + G| +e¢

por lo que ||z + G| resulta ser una norma.
Una vez definida la norma candnica en 3/8, podemos transferirla a B mediante
el isomorfismo dado. Esta nueva norma definida en B es la norma de interpolacion || ||,
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1.3 Interpolacién de Operadores Lineales

La interpolacion de normas de operadores lineales es de gran utilidad en el proceso
de extensidn de éstos. En esta seccién estudiaremos esta interpolacidn para el caso en que

las normas sean consistentes, como se observa en el siguiente teorema.

Teorema 8 Sea B (respectivamente B' ) un espacio vectorial con | [ly y || ||; normas con-
sistentes. Supongamos gue || (|, es la norma de interpolacidn (respectivamente || |f}, ), para
0<a<l,yqueS:B— B lineal y acotada en el siguiente sentido:

B 1) S @00, §=01
Entonces S es acotado en el siguiente sentido:

CANREN(:ATA

ademds
ISNa<8lg™ls I3

Prueba. Sea f € B tal que || f ||, = 1, para probar la continuidad con la norma de
interpolacidn hay que exhibir k con la propiedad || S(f )|, < &.

Haremos dos observaciones que utilizaremon mda adelante.
Observacién 1 Dadoe >0, existe Fe€ f talque Fla)=fy|F|<1l+e.

Como f§/f, = B existe Fy € § tal que T(Fy + f,) = f. Tomando la norma de la
clase como se definid:

1Fo + Balla = inf {|Fo + gll; g € fa} = 1.

Por tanto dada € > Ojexiste g € 3, tal que ||[Fp+ g} < 1+e.
Tomemos F' = Fg + g. Puesto que Fy y g € 3 resulta que F' € 3. Ademds

(Fo +9)(a) = Fo(a) +g(a) =T(Fo + fa) + g(a) = f + 0 = f,

con lo que se demuestra la observacién 1.
Observacién 2 E! mapeo S puede ser extendido como §: 6 — (3.
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Sea F € 8 , tomemos la funcién SF definida como SF(2) = §(F(2)) , esta nueva
funcién tiene su dominio en 9 y los elementos de la imagen estin en B'. Para ver que
SF € f' hay que ver que es holomorfa y acotada, Puesto que F es una funcién acotada
en By S es una transformacién lineal continua, la composicion es acotads con respecto a
ambas normas, de hecho:

Si F(2) € B== || F(2)fly £ k , aplicanda § tenemos:
I S(F()a < MU F(@)lp < kM

y de la misma forma para || ;.

Para ver que SF es holomorfa aplicamos 4, funcional lineal continua con respecto
alllloy i I, a SF de modo que:

(SF(2), ) = W(SF()) = WS(F (&) = uo S(F(2)),

pero F(z) € 8y j10 8 es funcional lineal continua con respecto a || llo ¥ || f; » por lo que
pa S(F(z)) es holomorfa, con lo que se demuestra la observacién 2.

Nuestro objetivo es acotar a || S(f )|I, y para ésto demostraremos que existe k tal
que

ISUNIL < (@+e)k paea todae > 0.

Sea e > 0, de la observacidn 1, existe F(a) = f con [|F || <l+e.
Por otro lado para calcular la norma de S(f) necesitamos una funcién en 3 tal
que al evaluarla en a obtengamos S(f). Proponemos dicha funcién como SF , ya que

SF(o) = 8(F(a)) = 5(f)
y de la observacién 2 tenemos que SF € ¥, Haciendo cdlculos:

WS < N SF I =sup, {§ SFGH)lig, ) SF(t + il }

A

supy {I| § lloIFGEuMlo, N S 21| F(1+iglih}

A

max {[| § llo, | S l,}sup, {1F(w)llg, l| (L +ig)llo}

W+ eymax () S o, S I}

in
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Por lo anterior la primera afirmacién del teorema queda demostrada. Sin embargo
podemos obtener una mejor aproximacién. Consideremos la funcién e*G-21F(z2) € g ,
donde ¢ = || S [lg|| S |I7*. Esta funcién tiene la propiedad de que al evaluarla en a se
obtiene f, es decir,

e**-?F(a) = f,

Ademds que por la observacién 2 tenemos

1SN < | ste-r) |

A

= sup, {" S(ea(it—n)p(“)) ||;,|| S(e‘(l""f“")F(l +it)) "1}

elit-a) §(F(it)) ||; )|

= sup,

esltit-ai§(P(1 +it)) ||’l}

< aup { e 8 loIF (i)l , X+ S 1, |F(L + i), }
<
< max{) SIF°N S 0 STy I SU™1 81 1 S0}t +e)

{
{
max{ @] 8, 0] S} F
{
{

< max{) SN ST L ISINSI Ja+e).

Heimos visto que
si|l fll, =1 entonces || S(fI. <1 S IIIl,"’ Il S|y (1+¢€), Ve> 0. Pasando

al limite cuando € — 0, obtenemos
Islasll Sl s1F. @

La norma de interpolacidn se puede, también, calcular para el espacio de funciones
Ly, N Ly, puesto que || || Ly ¥ (N L,, SOn consistentes (proposicién 4). Veremoe que dicha
orma coincide con la norma Ly,, donde p, quedard definlda en funcién de py y py , de
forma tal que los resultados que se obtengan para la norma de interpolacién || ||,en LyyNLp,
se podrdn manejar con su correspondiente || || Ly, + Antes demostraremon dos lemas que nos
servirdn el teorema 8, que o3 el que nos da la relacién ya mencionada.
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Lema 8 Sea B espacio vectorial normado con || lly y | Iy Silf |, es la norma de inter-
polacidn y f € B, entonces
11l < max{l£llg, I£1l;}-

Prueba. Sea f € B. Definimos F :  — B como la constante f, es decir
F(z) = {,

que claramente es holomorfa y acotada con respectoa || ||y y If ||, - Por lo tanto F € . En

particular
Fla)={,
por tanto F € f, y obtenemos
Ifle < IFIl = sup {|FGEw)llo, IF(E + i)}

max {[| fllo. 1 £1l;} -

Con lo que se demuestra e} lema.

Lema T Sea (X,du) un espacio de medida, B = Ly, N Ly, conl < pg < p; < 00, Sea
f € B. Si definimos .
An={e1 <If@l<n},

entonces

xaf—f con la noma || ||, .

Sean f€EBy A, = {a: | -,E <'f@@) < n} . Lo que hay que mostrar es que:
Para toda ¢ > 0 existe ny tal que para toda n 2 ng, sucede que

If = falla <&,

donde f, = xa, /-
Prinero mostraremes que ||f — f,.ll?n = ||/||{"ﬂ1 - ||I,.||1;° .Calculémoslo.

£e P d + P d
T Afnlll p x\fhlll 2

S1fnl® dp +fIf- fal du

]

DAL, + 17 - £l
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Por lo tanto
1= fall, = U2, = WAl - (18)

Por otro lado tenemos que la sucesién de funciones | fP° es una sucesién de fun-
ciones crecientes no negativas. Utillzando el teorema de convergencia monotona tenemos
que

P dp = Po
tm, [1fPdz= [11P du.

Sea ¢ > 0. Como f € Ly, y por lo anterior tenemos que existe ny, tal que para

todan 2 n;

M, ~ Lk, <e.

Utllizando (1.5) obtenemos
0 - fll2, <e.

En el caso en que p; < 0o podemos seguir el procedimientoanterior y obtenemos

que:
Si e > 0, entonces existe ng tal que para toda n > ny, se tiene

I~ ull, <e.

Ahora usaremos el lema 6 para probar la convergencia en el caso en que p; < 0o,
Sea & > 0. Tomamos ng = max {n,n} . Por el lema 6 obtenemos

1= folls S max {1f = a1 = Sl } < 2,

Por tanto la convergencia sf se da.
Para el caso p; = oo, tambien hay que mostrar que:
Si € > 0, entonces existe ng tal que para toda n 2> ny, se tiene

B~ fafly, <& (1.6)

8i & > 0. Por un lado como { € Lo, entonces existe M tal que |f(z)} < M, para
todo x € X. Por lo tanto para 11> M, se tiene que

4 = {z1} <|f) <n}

= {z14 <lf@n}.




16

Por otro lado, sabemos que existe 5’ tal que para toda n > n' se ticne que

1
; <e& (1L.7)

Sea ng € N tal que n2 > M y ng > n'. i n > ny, entonces
An= {213 <Ifta)}
por tanto
XM=z 1f@ < 1},
de donde
@) - f@) S 1
Pero de (1.7) obtenemos
1) - fa@)l <e,
con lo que se demuestra (1.6).
Para mostrar la convergencia de f, — f con la norma de interpolacién para el

caso p; = 00, nuevamente utilizamos el lema 6.

Sea ¢ > 0. Tomamos ng = max {ny,n3}. Por el lema 6 obtenemos

1 = fatla S max{If = fallzyy o1 = Fulln } <2,

Por tanto la convergencia sf se da.

Con lo anterior queda demostrado el lema, [ ]

Observemos que el lema 7 nos dice que ias funciones en B tales que estdn acotadas y
que tienen soporte de medida finita es un conjunto denso en B con la norma de interpolacién.
Es decir, Si C = {f € B f € Ly con soporte de medida finita}, entonces C es denso en
Beon |, |

Para ver io anterior solo falta mostrar que las f, definidas en el lema tienen soporte
de medida finita. Supongamos que 4(An) = oo, por la forma en que £, fue definida, tenemos
que 8i z no est4 en el soporte de f,, entonces

1
x)| > =,
| @) >
Por lo tanto, si calculamos ia norma Ly, obtenemos

Nif@)Pde = [y |fa(@)Pde

> a, (*)m dz = 00,
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lo que es una contradiccién, pues fn € Lp;.
Ahora mostraremos el teorema que nos relaciona las normas Ly con la norma de

interpolacidn,

Teorema 8 Sea (X,dzr) un espucio de medida, B = Lpy N Ly, con 1 Spp < py Sooy
normas || “Lm vl “Ln' Sea || ||, {o norma de interpolacidn. Entonces

fifla =0 Hepa

donde

mezf_Sum Ty Sth <00

Pa =
= #ipy = 00,
Durante la demostracidn utilizaremos || ||, como || || L, Para facilitar los célculos.

Prueba. Sea f € B tal que || /|, <1 hay que demostrar que [| f ||, < 1.
Mostraremos que para toda € > 0 se tiene que

i flla<l+e

Sea € > 0. Por el lema 7 sabemos que existe n tal que

"/ - fu“a <g

donde f, tiene soporte de medida finita.
Si fo =| fu | €% podemos definir F(2) =| f, [26-9)4} ¢t donde:

Ravpills 6Py <o0

s 8l pr = oo,

Hay que mostrar que la funcién F es una funcidn cuya imagen esta contenida en
B, holomorfa y acotada con respecto a || ]]LN yihi L, » € decir Fegl

F satisface las sigulentes propiedades:

1)Existe A de medida finita y tal que soporte de F(z) esta contenido en A, para
toda z € ).

i)Existe C tal que |F(2)| < C, independientemente de z y para toda z € Q.
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Para ver que se cumple i) simplemente observamos que, por la forma en que F(2)
fué definida, se tiene que el soporte de F(z) estd contenido en el soporte de f,, para toda
z€l

Probaremos ii)

F() = || fufole-oi* |
< e(u(x-om)lo-unll
< [efelRes-artnieait],

pero log| fo IS C' y 0 < Rez < 1. Por lo tanto |F(z)| < C, para toda z € Q2.

Utilizando 1) y li) se tiene que existe M tal que || F(2)|| 1, SMparatodal <p<oo
y para toda 2 € 2. Por lo anterior tenemos que F € §.

Otra propledad de F es que )

F(a) =| fn Ia(l))+l e = fo,

porloque || full, < || FI.
Para calcular || F || veremos como estdn acotados los valores de F en {a frontera
de la banda §3. Veamos primero el caso py < oo,

a) F(iy)
| F(ig) |= [f2¥ fal =22,
pero
Il fu 4= estvial 2ol =1,
por lo que
| FGy) |=] fu 22 .
Ademds, como p, < oo,
l-ga = ”N;;‘;l" S
= marala =
Por tanto

| Fiy) I=| fa R




y como | fu |<| f |, entonces

1= (1 P 22) < ([ 1) <1

b)F(1+ iy)
| F(1+iy) |= | fi flrati-a)g

[ F(1 +iy) |= |fal *20=2),
pera, como p; < 00,

m-n
l+a(l -a) l+poa+p1(l—o)(l a)

]

- mat+ pi(l-a)+po-pi—alp-p1)
ma+ p(l-a)

= —-—-——-—————po =£ll.
ma+ p(l-a) p

Por lo tanto

|F(L+iy)|=fal

y como | fu [<] £, entonces

i+l = (15 P ae) < ([ 17 a) 1,

Por lo tanto
IFl <1,

de donde
Ifally < 1.

Para el caso py = 0o se calculard directamente, con pa y @ como se definieron al

principio del teorema y de la demostracién, respectivamente, es decir

~1
4= Po = P,

l-a

Nuevamente acotaremos el valor de F' en la frontera de la banda £.

a)F(iy)
| F(ig) [=] fo |'00=] fo 155 =) £, |15
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por lo tanto .
1P = ([ 1o o d5)™ <1,
b)F(1 + iy)
|F(L4ig) = | fo [P0 = | fo V=1,
por lo tanto

IF(1+iy)lle =1,
Utitizando 1a cotas obtenldas podemos ver que la norma de F es acotada por 1, y
dada la forma en que éeta se defini6, tenemos
I ll=sup {0l o IF (L + i), } < 1,
de donde
Ifalla < 1.

En conclusidn, tenemos que para toda € > 0 existe f, tal que

I ~fala<e ¥y MalaSL ;

Utilizando esto y Ia desigualdad del tridngulo, obtenemos ‘
1fla S0 = falla + Ifally S 1 e ,

Concluimos que

Iflla gty 8 A, S1

De esta \iltlma afirmacion se desprende que

e <1l -

Nétese que hemos demostrado que dada f, acotada y con'soporte finito tal que

Il fo llp, < 1 existe ' € § con las propledades de que F(a) =fo y | FI<1.

Para probar la desigualdad Inversa usaremos los exponentes conjugados de po y
M, que denotaremos por go ¥ q; respectivamente. Notemos que el exponente conjugado de

Pa coincide con:

Q4
-——--—-—-—-qoa+ o =a) sl g <oo

Qa =
Q : .
o si  gp =00,
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Probaremos lo anterior para gg < co.

o = Pa  _ pun+msl—oi
e = =
Pa = l maﬂnsl—ai -1
bopy
= . 18
pop1 = (moa + pa(1 - a)) (18)
Reescribiendo (1.8) en términos de qg y ¢1, obtenemos

= @=Dle=
whe=n - mene - wmen (- o)

- o0
g — golq — e~ qyqo ~ 1)(1 ~ o)

- Go
Qa+ q-aq
Falta demostrar el caso de g = 0o, este caso se da cuando pp = 1. Sustituyendo

po en la expresién (1.8) tenemos

43 jd}

= p—-@+p(l-a))  —(a~ap)

o

4
= a0
Ahora tomemos B' = Lg, ML, y denotemos, como antes, ' al espacio de funciones
lolomorfas acotadas B’ ~ valuadas,
Sea f€ Btalque| f ||,% > 1. Lo que hay que niostrar es que || f ||, 2 L.

[
-

Como B’ = Ly, N Ly, se tiene que B' C Lg, 8l g0 < ga < 1. Demostraremos que
Qa satisface estas desigualdades. Ya que

1 _qat g(1-0)

=9_+L—_a_ conl<a<l,
Ga Pq T % :

se tiene que
B<das

Por la isometrla que hay entre Lq, y L3, se tiene que

I ey =0 SNy, = W, fe>1.
Lea=
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En particular como B’ C L, se tiene que existe k € B’ tal que

Vel st v [rha>t.

Utilizando el hecho de que las funciones acotadas con soporte de medida finita son
densas en los espacios Ly, para toda 1 < p < oo, se puede aproximar k por g € B acotada

y con soporte de medida finita, tal que

lgl, <! (19)

/fydwl- (1.10)

Como g cumple 1.9 y es acotada con soporte finfto, podemos proceder como en la
primera parte de la demostracién del teorema. Es declr, sabemos que existe G € 3' tal que
Gl)=g y GI'sL

Tomenios F € ( tal que F(a) = f y definamos una nueva funcién:
h(z) = / F(2)0(2) da

Afirmamos que esta funcién es holomorfa y acotada en Q. Demostremos, en primer
lugar, que es acotada.
Sea z€Q

w3l < [IFEIGE)de
como F(2) € Ly, ¥ G(2) € Lg,, por la desigualdad de Holder se tiene que

JIF(2)G(2)ldz < [[F(2)ll,, IG(2),,

sup IF@)llp, 1G(w)lq, < o0,

por lo tanto h(z) es acotada.

Mostraremos ahora que h(2) es una funcién holoniotfa. Observemos que dada la
definicién (1.2) de funciones holomorfas, podenios utilizar el teorema de Motera que nos
dice que una funcién F(z) es holomorfa si y sélo si:

/c F(z)=0,  para toda ¢ curva certada.
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En particular como B’ C L,, se tiene que existe k € B’ tal que
p Ga q q

Ik, <1 /fmu>1.

Utilizando el hecho de que las funciones acotadas con soporte de medida finita son
densus en los espacios Ly, para toda 1 < p < 0o, se puede aproximar k por g € B’ acotada

y con soporte de medida finita, tal que

lgl, <1 (19)

/ﬁh>L (1.10)

Como g cumple 1.9 y es acotada con soporte finito, podemos proceder como en la
primera parte de la demostracién del teorema. Es decir, sabemos que existe G € ,3' tal que
Glo)=g vy IGI'sL.

Tomemos F € 3 tal que F(a) = f y definamos una nueva funcién:

hM:/F@ﬂd@

Afirmamos quo esta funcién es holomorfa y acotada en 2. Demostremos, en primer
lugar, que es acotada,
Sea z€

o) < [ IF@)G() s
como F(z) € Ly, y G(2) € Lg,, por la desigualdad de Holder se tlene que

[IF()G(2) dz < |IF()lly, ICE),,

sup [[F(w)ll, [IG()llg, < o0,

por lo tanto h(z) es acotada.

Mostraremos ahora que h(z) es una funcién holoniorfa. Observemos que dada la
definlcién (1.2) de funclones holomorfas, podemos utilizar el teorema de Morera que nos
dice que una funcién F(z) es holomorfa si y sdlo sl:

/( F(z)=0,  para toda ¢ curva cerrada.
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Por otro lado tenemos que
h(z) = / F(2,2)G(2,2) dz,
X
y tomando ¢ una curva cerrada obtenemos

Jeh(2)dz ke Ix F(2,2)G(z2,x) dxdz

Ix I F(z,2)G(2,z)dz dr.

Pero G y F estdn en 3, por lo tanto
/(F(z,w)G(z, z)dz =0,

con lo que se demuestra que k(z) es holomorfa.
Una vez que hemos demostrado que h(z) es holoniorfa y acotada en Q2 , podemos
utilizar el método de Phragmeén-Lindeldf, resultando que h(z) alcanza su mdximo en la

frontera de Q. Por lo que:
h(2)] < sup {JA(ip)l, [h(1 +iy)]}  VzeQ

Por otro lado si evaluamos la funcién h(z) en a obtenemos que h(a) = [ fg dz,
pero de 1.10 tenemos que:
|h(a)] > 1
y por tanto :
1 <sup{lA(iy)|,|A(1 +ip)l} (L1) L
Calculemos las cotas para |h(iy)| y |h(1 + iy)|

i)l = | FG)Gliy) def |

IA

S IFG) GG de

[7aY

Il £ Giy) llpg I GG) Dy »
y para la segunda cota

[h(L + iy)|

If F(1+iy)G(1 + iy) du|

IA

JTIF(L+iy)lIG(L +iy)| de

A

I F(L+iy) Ny, Il GO+ f,,
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sustituyendo las cotas anteriores en 1.11, tenemos

1

A

sup {1l Fiy) llp, | GUiy) gy Il F(L+ 1) N, 11 G(L+4) Il }

A

max {sup | F(iy) ll, | Glig) Il up ]| FL+i5) [, | GO+ i) Ny, }

in

ik {sup | F(iy) [l sup i G(iy) oy vsup | F(1+ip) I, supl| G(1+ 1) I }

IA

(max {sup | F(ig) lpy ssupll P+ i) I, }) (max {sup | GGiy) g, supll G(1 +i0) Iy, })

in

NErnen.
Con esta tltima desigualdad y dado que || G | < 1 obtenemos
I<IFINGI<FI.

Recordemos que se tomé cualquier F que cumpliese con F € fy F(a) = f, ademds
hemos llegado a que su norma es siempre mayor que 1, por tanto la norma de interpolacién
cumple que:

I fla2l,  si IS0, >1
y con esto se demuestra que

e, <l llas

que prueba la igualdad entre las normas. @
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Ahora estamos en condiciones de probar el teorema que es la base de este capftulo:

Teorema 9 (RIESZ-THORIN) Sean (i1,dy) y (v,dv) dos espacios de medida. Sea S

una transformacion lineal continua en el sentido

¢ Ly (dpt) — Ly (dv)

S8+ Ly (dp) — Ly (dv)
entonces S es continua en el sentido

§: Lp,(dp) — Ly, (dv)
con norma

IS Ha<ll SN0 S I
donde

de igual forma para pl,.

Prueba. Sea B = Ly NLp,(dp) y B'= Ly NLy(dv).
Por la proposicién 4 || "Lm vl ||,‘,,l son normas consistentes, andlogamente || "L,'
0
y Il L, fon consistentes, como el operador S es continuo en los dos espacios podemos

aplicar el teorema 5, y obtenemos que
§: (B, Lp,(du)) — (B',L,,'n(du))
continuamente, con nornia
IS la <1 S g™ I S
donde || §'||,, es Ia norima de interpolacién, pero del teorema 8 dicha norma equivale a

PP

Il =1l "L,, con pa = moa + pi(l - a)
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con lo que se demuestra el teorema para f € (Lyy N Ly,) C Ly,. Extenderemos § a Lp,,
ntilizando el hecho de que Ly N Ly, es denso en Ly,
Sea g € (Lp, \ B) existeg, € B tal que

gn — g , enlanorma || "Lp,.
definimos S(g) de la siguiente manera:
S(g) = "lglo‘o S(gn)-

Para ver que este fmite existe, basta probar que S(g,) forma una sucesién de

Cuuchy, lo cual es cierto pues las g, forman una sucesién de Cauchy, y

15(gn) = S(gm)ll = 15(gn = gm)ll < [IS1l, llgn = gm"L,,“

Por otro lado el Hmite resultante es independiente de la sucesién que se tomé, pues

si tomamos otra sucesién f;, € B que converge a g, entonees
Sie>0 Angtalque Yn>ng |gn —-f,.llL',“ <e¢

de donde
(15(gn) = S(fa)llp, S€ VR >mo

y el limite es independiente de la sucesién.

Por la forma en que se extendié y sabiendo que la funcién norma es continua,
tenemos que S es lineal y acotada, con lo que queda demostrado el teorema, @

Como una aplicacién del teorema de Riesz-Thorln demostraremos la desigualdad

de Hausdorff-Young, que se expresa en el siguiente teorema:
Teorema 10 Si1 <p<2 entonces

19 Ny <0 £,

donde Sf  es la transformada de Fourierde f y L+1=1

Prueba, Consideremos dz = f,—dp, donde dp es la medida de Lebesgue, y Of la transfor-
mada de Fourier definlda por

Q@NE) = f6§) = / f(z)el- =0y
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donde (z,€) = z1éy + ... + Tnbn.
Si f € Ly podemos acotar | Sf | de la siguiente manera:

ISf1= l/f(x)e(—i(z.s))dxl S/If(a:)e("("m lde <) f "L.

por lo que
Q: L= L

€on norta
el <t

Si f € Ly, podemos aplicar el teorema de Plancherel que nos dice que la transfor-

smada de Fourier de la funcidn resulta una isometrfa en Lg, es decir,

[101 Pd = [is) e

por lo que
S:Ly— Iy

COn norma
I SHlg=1

Por el teorema de Riesz-Thorin se concluye que

Qi Ly, Ly (1.12)
con nofma
IS la SIS PN IT <1 (1.13)
donde
1 l-a «a 1 l-a «a
;—'—T"+‘,’2- y 6——;—+2 O<ax<l,
Sumando estos términos resulta que
! + 1 =1  para toda a,
? 4

de las expresiones (1.12) y (1.13), ge tiene:

S teg < S, -

Cou lo que se demuestra la desigualdad. ]
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Capitulo 2

TEOREMA DE
MARCINKIEWICZ

En este capftulo estudiaremos otro de los teoremas de interpolacién, de gran im-
portancia, y aunque nos recuerda el teorema de Riez-Thorin, existen notables diferencias
entre sus hipdtesis; de ahf el hecho de que sea connin utilizar el tcorema de Marcinkiewicz
cuando falla el tearema de Riez-Thorin,

2.1 Funciones de Distribucién

Para poder enteuder el teorema de Marcienkiewicz es necesario recordar algunos
conceptos. Comenzaremos por definir las funciones de distribucidn.

Definlcidn 11 Sea (U, i) un espacio de medida y sea f una funcidn pu — medible, definire-
mos la funcién de distribucién de m(o, f) como

mle, f) = p(le] ) >0}

Observemos que m(o, f) es una funcién que puede tomar como valor al 0, al 00 o
algdn valor en los reales. Otras propiedades se mencionan en las siguientes proposiciones,
Observacién Sea 0 tal que og < 0, entonces se tiene:

m(og, f) = m(o, fy = p{z o 2 |f(x)| > oo} (2.1)

siempre que m(m, f) < 0o,
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Prueba. Para facilitar la demostracién de lo anterior utilizaremos la siguiente notacién:

A={z||f(z)| > a0}

B={z||f(z)|>a}.
Conio ya se habfa observado, puesto que ag < a, se tiene que
A2 B,

por tanto

WA - B) = p(A) - (B),

pero

A-B={z|o2|f(z)| > o0}
Por otro lado,
wA)=mloo,f) 'y  w(B)=mo,f).
Por lo tanto

wlzlo 21f(@)| > oo} = m(ao, f) ~ m(a, f),

con lo que queda demostrada la observacion.
Proposicién 12 La funcidn m(a, f) es no creciente y continua por la derecha.

"Prueba. Primeto demostrareimos que m(o, f) es una funcién no-creciente.

Sea ¢ > 0, lo que hay que probar es
m(o, f) 2 m(o + 1, f),
para cllo basta ver que
{z11/@) >0} 2{z|If(z)| >0 +1}.

Sea 1o tal que |f(zg)| > o +¢, como a + ¢ > o se tiene que |f(xy)| > o y con esto
se tiene la incluslén requerida para demostrar que la funcién es no-creciente.
Demostremos ahora que m(o, f) es continua por la derecha. Probaremos que

6&%“ m(ag + 6, f) = m(a, f).
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Calcular el ifmite anterior es lo mismo que calcular el siguiente Hmite:

Jim e 111 >+ £}

Debido a que m{a, f) es no creciente cuando k — oo se tiene una sucesién de
conjuntas crecicutes y para este tipa de sucesiones tenemos que la medida de la unién es el
Hmite de Jas medidas, por tanto

; 1
Al (@) > 00+ 8} = ltU{x [ 1£(2)| > a0 + E} .
a k
Por atro lado tenemos que

Ufeis@r> o0+ } = tel15601> oo,

de donde
Jim [ 11@)] > 00 + 8) = m(oo, ).
Con lo anterior se demuesta que m(o, f) es continua por la derecha, ]

Proposicidn 13 Sea f € Ly(dy) con 1 < p < oo, entonces

i, = (p /0 > oPmla, f) dn/o)# si 1<p<oo

I S e, = nf {o | mo, f) =0}.
Prueba, Primero demostraremos la igualdad si f € Ly. Recordemos que:

I £l =inf{c]|f(2)] <e¢, casi donde qulera},
por lo tanto basta ver que:
fe{|f{z)] < ¢, casi donde quiera} = {o | m(o, f) =0}.
Sea c tal que f(x) < c casi donde quiers, o sea que
piz|f@) > e} =0,

lo que Iniplica que
m(c» l ) =9,
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por lo tanto
{e11ftx)] € ¢, casi donde quiera} C {7 | m(o, f) =0}.
La segunda contencién se demuestra de la misma manera.
Ahora demostraremos la igualdad si f € Ly, con 1 € p < 0o. Para mostrar esta
igualdad primero lo haremos para funciones simples positivas.
Sea g 2 0 funcién simple integrable, es decir
n
g (z) = ZC;X Eq
=]
con las ¢ crecientes,
Por definicién de integral se tiene que
n
[ o) du=YenE), (22)
i=l
donde
E; = {z|g(x) = a}.

Como las ¢; son crecientes, se tiene que
Ei={z|ci 2 g(z) > cia},
utilizando la observacidn (2.1), resulta
HE;) = m(ci-1,9) — m(c,9).
Para caicular 1 integral sustitulmos lo anterior en (2.2), obteniendo

[ o(z) dp iy & (m{ci-1, 9) ~m(ci, 9))

il

¢y (mca,g) ~m(er,g)) + 2 (mle, g) +mlca,g)) + e

1

1

eym(co. g) + (2 — c1)m(cr, g) + (ca — ca)mlen, g) + ... = cami(en, g).
Pero
m(en,g) = p{z | lg(@)| > en} =0,

por tanto

J9@) du = Th(civ - g)m(c,g)

& mle,g) de
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y concluimos que:
/ g(z) du = / m{a,g) do. (2.3)
Hasta aqui s6lo se ha demostrado la igualdad para p = 1. Hay que demostrarla
para 1 < p < oo, primera abservemos que
lglE)ff >a siysblasi |g(z)| > o
lo cual implica que
1
{z}lo@P >0} = {zlg(a)l > a7},
de donde se concluye que
1
m(0,g") =m(o?,g).

Al sustituir lo anterior en (2.3), obtenemos
/ig(x)l’ dp:/m(a,y’) da:/m(o#,g) do.
Haciendo el cambio de variable 2 = a‘r, ohtenemos

[16@)F du= [ w0 de
y por lo tanto
[15@P di=p [ m(o,g)o” doje.
Con lo anterior queda demostrada la propaslcidn 13 para funciones simples pasi-
tivas. Por densidad, se tiene el resultado para funciones positivas en Ly, Comio cualquier
funcién en L, se puede ver como la diferencia de dos funciones positivas, se obtieno el

resultado esperado. 8

2.2 Espacios L,~débiles

Utilizando la funcién m(o, f) definiremos los espacios Ly ~ débiles, denotadoa por
L;, de la siguiente manera:

Deflulcidn 14 Sea f medible en un espacio (U,dp), decimos que f es L, - débil (f € Ly)
8

I £ liyy =supom(o, )} <o pom I<p<oo
[

ey =0 S iy pers p= 00,
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El espacio Ly ~ débil consiste en todas las funciones tales que f € Lp.
Un espacio quasinormado es aquel dondese cumple que || f+ gl S k(| Fli+ 1 g 1),
cou k > 1; donde || || satisface las propiedades para ser norma excepto por la desigualdad

del tridngulo. Verernos que los espacios Lj, cumplen con ser quasinormados.
Proposiclén 15 Sean f,g€ L} , con1 < p < oo, entonces

U+ gl <20 £ ey +1 g lgg) -

Antes de demostrar esta proposicién observemos que:

mia, f + ) Sm{0/2, f) +mla/2,9).
Para ver que lo anterior es clerto, primero probaremos que se tiene la siguiente contencién:
{21 (f+9)@) > o} C {2 | |f(@)] > o/2}U {2 gl > 0/2}.
Sea & tal que |f(z) + g(2)] > , por desigualdad del tridngulo se tiene:

@)+ lgl@)] > o,
lo que implica
f)i>e/2 & |g(@)>a/2

asf se obtienae la contencidn deseada.
Por atro lado, si un conjunto estd contenido en otro, la medida de éste es menor

que la del segundo, por lo que

w1/ +9)) > o} Sul{z | 1f@) > a/2}U {2 19(a)] > 0/2}),

y como la medida de la unién es menor o igual a la suma de las medidas, obtenemos

m(a, [ +g) Sm(a/2 f) + mlo/2,q) (2.4)

que es lo que querfamos.
Ahora sf estamos en posibilidades de demostrar la proposicién (18).
Prueba, Seau f,g € L} , con 1 < p < 00, consideremos

1
U/ +4ls; = supam(o, f +g)?




utilizando la desigualdad (a + b)é < af +b y la desigualdad (2.4) se ticne

mie, f +g)51’ < m(a/?,f)# +m(a/2,g)}'.

Entonces
1 i
W +glyy < suppo (mle/2, 7 +mlo/2)7)
< 28up,(a/2m{a/2,£)* + 26up, (o /2)m(o/2,)>
S 2(Ufllgy +lallz;)-
Par lo tanto L es un espaclo quasinortado, [ |

Deflniremos otra funcién que nos servird en la demostracién del teorema de Marcinkiewica.

Deflnicidn 16 Sen f una funcidn medible en un espacio (U,dp), definimos a f* como el
rearreglo decreciente de f de la siguiente manera:

f't)y=inf{o|mia, f) St}
con t € (0,00).
Esta nueva funcién toma valores reales y ademds tiene las siguientes propiedades.

Proposicién 17 Sea f una funcién medible en un espacio (U,du), entonces f* es no-
creciente y continua por la derecha,

Prueba. Mostraremos primero que f* es no creciente. Sea #o < ¢, entonces
{oimla,f) St} C {e|mlo,f) St}
ya que 8§ @ es tal que m(o, f) < tp, entonces ni(o, f) < ¢, En consecuencla
inf {0 | m(a, f) S to} 2 Inf {o [ (o, f) < 1},

por lo que la funcién es no creciente.
Ahora probaremos que la funcién es continua por la derecha. Sea t; € (0,00).
Puesto que f* es no creciente, para mostrar la contlnuidad en ¢, basta ver que:
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Para toda a tal que f*(t)) € (a,00] eriste d > t; que cumple
[t1,d) € £*"}{(a,00]. (2.5)

Sea a € (0. 00), escojemos ty = inf{t| f*(t) < a}, por la definicidn de {nfimo si

t < tg entonces f*(t) > a, por tanto
[0,60) ]o-l(a'm].

Probarenos que ¢; € [0,20) . Supongamos que t; € [0,¢0) . Por la forma en que to
est4 definida y como tg <1y, existe t3 con iy < t; <t tal que

f*(ta) <a.

Esto y el hecho de que f°(t) es no creciente implica que
, .(tl) <a,

lo que es una contradiccién, por tanto t; € [0,4). Con esto se denuestra (2.5) tomande
d=tg.

Mostraremos que con lo anterlor f*(t) es continua por la derccha en t).

Sea € > 0. tonemos a = f*(t;) —€ ysea § =d ~t; , con d como antes. Entonces
sit € [ty, ) + 6) se tiene que

f*(t) € (a,00),

y como t < 6, por ser no creciente f*(t) < f°(t1), por tanto
a< f'(t) < S (1)
Con lo anterior se tiene que
') =) <fta)-a=¢,
con lo que se muestra que f*(t) es continua por la derechaent;,, @
Proposicién 18 Sea f una funcidn medible en un espacio (U, du), entonces:

mip, f*) =m(p, f), pz0




Prueba, Sea p > 0, definimos ¢ como
to=Mnf {t] /*(1) < )

Afirmacidén 1 =m(p, f*).
Probaremos que

[0,t0) = {t] /(1) > p}

y que
(to,00) = (¢ £(t) < p}.

Por 1a definicién de infimo si ¢ < ¢y entonces f*(t) > p, con lo que se tiene que

(0,20) € {¢] /*(8) > o}

Ahora veremos que f*(p) < p. Por ser continua a la derecha se tiene

lim f*(¢) = J*(o),
=l

pero 8i ¢ > ¢y entonces existe ¢, tal que ¢ > ¢; > ¢y, con

') g e
Conto f es no-creciente
') <e
de donde
lim f*(t) <p,
l—d:
por tanto
f*(to) <p,
y ademés se obtiene que

)< sit<to
De lo anterior y de (2.6) se tiene
[ta,00) = {t | f*(t) < p},

tomando medidas
#l0.t) = u{t| £1() > o},

(26)

@7)

(28)
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de donde
to= m(pnf')r (2'9)

y que queda demostrada la afirmacién.

Nétese que probar f*(ty) < p no es necesario, sin embargo este resultado nos serd
itil mds adelante.

Ahora veremos que m(p, f*) = m(p, f). Observemos que f*(m(p, f}) < p, pues
por definicidn:

F(m(p, £)) = inf {o | m(o, ) < m(p, )} .
En particular
p€{o|m(a,f) <mlp,f},
¥y por tanto
fimip.f)) < p
de ahf el hecho de que m(p, f) pertenezca al conjunto dado por (2.8), resultando:
m(p, f) 2 to;

y de (2.9)
ni{p, f) 2 m(p, f*).

Como tg pertenece al conjunto (2.8), entonces f*(tg) < p, es declr
inf {o | m(o, f) < to} < p.
Por otro lado como m(g, f) es no-creciente, se tiene que si o > p, entonces:
m(p, f) < m(a, f).
Adenids como m(o, f) es continua por la derecha se tiene que
lm, (o, ) = mp, ), ’
y al sustituir en el lfmite obtenemos
m(p, f) < to,

por tanto
m{p, f) < m(a, f*).

Con lo que se demuestra la igualdad. @
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Proposicidn 10 Supongamos que f*(t) es continua en t. Si t = m(o, f), entonces:
a=f'(t)
ademds si m(o, f) es continua en ¢ y 0 = f*(t), entonces
t =ma, f).
Prueba. Sea m(p, f) continua en p . Supongamos que f*(tg) = p, por definicién
inf{a |m(o,f) < to} = p,
8i ¢ = p+¢, donde € > 0, entonces existe g tal que p ‘< 0g < @ con la propiedad
m(a, f) < m(ag, f) < to, (2.10)
por otro lado si 0 = p ~ &, donde ¢ > 0, por la definicién de infimo
m(a, f) > to. (2.11)

Calcularemos m(p, f). Teniendo en cuenta (2.10) y que m(a, f) es continua por la
derecha, obtenemos que

mip, f) = Jim, mip+e, f) < to.
Por otro lado, la funcién es continua por la izquierda, por tanto
lim m(p - 51/) = m(pl /)1
=0+
pero ds (2.11) tenemos que
‘!.l‘t‘l)l* m(P "et!) 2 to,
y por tanto
m{p, f) 2 to.
De los célculos anteriores conclulmos que
m(P ] ! ) =1y

Con lo que se demuestra la segunda afirmacién de la proposiclén. Probemos ahora, la

primera afirmacién,
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Supongamos f*(t) continua en to. Sea m(p, f) = tg. Como
() =if{o|mo, f) <t}
se tiene que p € {a | m(a, f) < to}, por tanto
f'lte) <.
Supongamos que f*(to) < p. Entonces existe § > 0 tal que
[t} +8<p
Sea € > 0. Si o es tal que
o, f)Sth-e=mlp, f) -e.
Cama m(a, f) es no creciente se tiene que ¢ > p. En particular
p<inf{o|mlo, f) <tg-e}

y por tanto
84 f*(to) < f*(to—€)  paratodoe> Q.
Lo que implica que
i - i
Jim, /*(ta =) > (o),
lo que es una contradiccidn pues f*(t) es continua por la izqulerds.
Con lo que queda demostrada la proposicién, ]

Enunciaremos ahora una propiedad que serd de gran utilidad cuando calculemos

la norma o la nora . (le una funcidn en términos de su rearreglo decreclente.
Ly L

Lema 20 Sea f € Ly(dp), entoces

W, = ([ (f'm)"de)*‘

y si f € Ly(du), entonces

1 ey =sunle? £*(0).
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Prueba. Demostraremos primero la igualdad si f € Ly(dp). De la proposicién 13, se tiene
* ;
11, = (p [ oPton ) dojo)”.
Por otro lado por 1a proposicién 18 tenemos que m{a, f) = m(a, f*) y por tanto
1

11, = (p [ otto, ) dago)".

Aplicando el resultado de la proposicién 13 a f* obtenemos

Wi, = (S22 U @prd)

i
»

n

1
P

]

(fr= (e de)
Con lo que se deinvestra la primera igualdad,

Mostraremos ahora la igualdad si f € L3(dp). Como f* es una funcién no creciente,
entonces el canjunto de discontinuidades es numerable y por tanto de medida 0, Llamemos
E a dicho conjunto , es decir

E={t{tel0,1) y f* discontinua en ¢} .
Entonces por ser E numerable,
'l L] 1 L]
supte f*(t) = sup te f*t).
t teR\E

Por la proposicién (19) se tiene

sup t2*(t) = sup (m{a,f))? o,

ER\E teR\E
pero en R\E se tiene t = m(a, f),por tanto

supth £°(t) = aupa (im0, )
a

Con lo anterior queda demostrado el lema. ]

2.3 Demostracion del teorema de Marcinkiewickz

Ahora que conocemos Jos espacios L} y algunas de sus propledades, enunclaremos
el teorema de Marcinkiewics para interpolacién de operadores. Pero antes demostraremos
una desigualdad que nos servird para dicha demostracién,
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Lema 21 Sea ¢* 2 0 funcidn no creciente. Entonces
/ (t'l / gp'(s)ds) dt < C/ (©*(8)°ds  eom0<O<1.
0 t 0
Prueba. Sen a, = *(2#), probaremos que

I (e-/ o(s ds) sy (2 Y o 2") 2,

U=-~00 u2e

Puesto que ¢* es una funcién no-creciente, se tiene que
1

p=t00 pax
Z 2 < / ©*( s)ds< a,,?“. (2.12)
p=-00 ==
En particular
1 p=too o0
3 L w2 L " (s)ds. (2.13)
n=~00

Definirentos a G(t) conto G(t) = t=! [ *(s)ds. Esta funcién es decreciente y por
tanto tambien (G(t))? es decreciente. Razonando como en (2.12) es tenemos que
00 v=-_r‘oo
[Ceoras 'y @y
0 v=-00
Acotaremos a G7(2°), para ello observemos que
G(2") —2‘"/ Pe)ds <2 Y 0,28,
‘n2v
por tanto

=400 ) d
/um((:'(l))”dt %> (2'"20,.’.’“) 9 (2.14)

v=—00 B2v
que es la desigualdad que se menciond al principio. Pero esta cota se puede mejorar pues

0 <8< 1, Tenemos (r + y)o < 2% 43, por lo que en la dltima sumatoria se tiene:

v=400 [ [} u—+oc -9
Zu:—na (2 "Z"Z”a'ﬂ”) L u——-ong“l )le)u d
_ waz-+oc 1=8) .0 0u0
= Zu:um Z,,_)_u 2”( )ﬂ”2“
= =heo 1-6) 10 9ul
= z’;=_x Z“S“ 2”( )0“2“

H=+03 9940 v(1-8)
Z,,.a oo Tu® Zu5u2

N

I
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Al sustituir lo anterior en (2.14) obtenemos

x #=+0o
[ eoras’y gy 20, (2.15)
0 p==oo v<p

Por otro lado probaremos que existe C tal que
Z 2\!(1—'0) - Czll(l"ﬂ).
vy

Haciendo cdleulos se tiene:

1-90) _ - -np(1-0
er“gv( |- Zusi‘g(v #)(1-0)ou(1-0)

= 2;‘(l~0)z . 2(v-u)(l—0)|
vSp

haciendo el cambio i = v — p, se obtiene
¥ u1-0) = gul1-0) § 9iC1-6),
v<p i<0
Pero ZK 0 2i1~0) g una serio convergente y por tanto
Z 21:(1-0) = 02“(1-0).
v<p

Al sustituir lo anterior en (2.15) se obtiene

B @)dt < O abmopit-0

H=+00
= C E;.:-—w 022“.
Por otro lado de igual forma que se obtuvé (2.13), se tiene que
1 o
i L ars[ (.
n==00
Al sustituir el valor de G(t) obtenemos
x 00 \f 00 0
L (e [Coos) ase [ ontas
con lo que concluimos la demostracién. @
En el 1eorema de Marcinkiewlckz utilizaremos operadores T definidos sobre espa-

cios Lp, que tomardn valores en espacios L}. En estos mapeos el fnfimo de todos los nimeros
C tales que || Tf|) L <Clfl, »o €8 llamado Ia norma de T.




e A 6 Aok MR A AR G2 118 S B BN B 0 H RN L B Y AR

43

Teorema 22 (Marcinkiewicz) Sean py, py tales que pg # p1. y un T operador lineal tal

que:
T2 Lyg(Uydpe) — Log(V, dv) con norma My
¥
T: Ly (Udp) — Ly, (V, dv) con narma M.
Sean

y asumiendo que p < q, entonces
T: LU, dp) — Lg(V, dv)

con norma M que satisface
M <CoM 00,

Ahora vemos ¢} por qué de la importancia de conocer este teorema en caso de que
falle el teorema de Riesz-Thorin, pues habrd casos donde los operadores no tengan como
imagen un espacio Lp, pero sl un espacio L;. Sélo se demostrard el teorema en el caso en
que p sea una medida no aténica conpg = go, p1 =q y 1 £ po < p1 < 00, adeinds con una

estimacién de la cota M resultante de
M < Cmax(MgH, MY).

Para una demostracldn del teorema completo se puede consultar Bergh [Cap. 5.
Prueba. Para probar la dltima desigualdad, serd suficiente suponer que Mg < 1y My < L.
Sea f € Ly N Lp,. Lo que queremos probar es que || 7(f)|| L, SC L £l 1, - Utitizare-
mos el lena 20, es decir,
. ® e ;
s, = ([ (@ rora)’
Por un lado, sabemos que el eonjunto de discontinuidades de f* es de medida 0,

por tanto
1
»

" 1
1w, = ([ (@nrewa) = | [eoepn] . @
\A
donde 4 = {t| f* no es continua en t}.
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Por otro lado para todo ¢ € (0, 0o) tal que f* es continua en ¢, podemos definir E;
como

Ec={z|f()> £}

Ademds, puesto que f* es continua en ¢, se tiene que u(Ey) = ¢,

Definimos las siguientes funciones con base en Ejy:

flz) 8 zEE,
fo(t,l}) =

0  otrocaso

h(tz) = flz) - folt,2).
Por la definicidn tenemos que f(z) = fi(z,t) + folz, ).

Escribiremos tres propiedades, que demostraremos al final. Estas nos servirdn para
acotar a [T/l :
a)Sea t € (0,00), fuolt,z) y fi(t,) como se definireron. Entonces

(THONO) S (Tt ) /D + T (¢/2).
b)Sea t € (0,00). Entonces

(THENED SCORY St My, con =01
c)Sea t € (0,00) tal que f* es continua en t. Entonces

¢
Molt, W, = [ (el
M, = [ (e
Acotaremos (T'f)*(t). Simplificamos la notacién escribiendo fy(¢,z) por fi(z) ¥

Jolt,x) par fo(x). Sustituyendo el inciso b) en el inciso a), se tiene

(@@ <0(C K 1l +E X Al )
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pero |f +h[P < |2max {)f}],|h{}IP. Por tanto
. -2 _2
(@ @y <2 (Cx il +w AR, ),
y al sustituir lo anterior en (2.16) tenemos

. X " X
1A, <C [ (75 Moll, +7% IAIE, ) . 217)
R\A

Pero p(A) = 0, por lo tanto
-2 -2
ITA1E, <C [ (R Mol +EH IR, ) dt
Al sustituir el inciso c en la desigualdad anterior, se tiene

ITAllg, <Cllo+ 1),

= (/:t’% ([:(!‘(s))"’da)#m)=
L= (/o"r# (/‘”(r(.))ﬂ ds)tdt)g.

Pero por un lado podemos hacer el cambio de variable y aplicar la desigualdad de

donde

Minkowsk! en Iy, con lo que se obtiene

[7(frur st

(1 orste)

CIfIE,.

B

IA

in
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Y por otro lado podemos utllizar el lema 21 en I}, que es vélido para cualquier
funcién no creciente y no negativa. Sustituyendo 6 = p/p; se obtiene

B o= [ 2 () do)ih de

(e g o) a

[}

N

Cly(f'(a))ds

IA

CIfE,.
por tanto
ITfl, < CIAIE, -
Con lo que se demuestra el teorema de Marcinkiewica.
Ahora mostraremos los incisoe a), b) y c)

a)Sea t € (0,00), fo(t,z) y fi(t,z) como se definireron. Entonces

(TFC))* (@) S (Thoft,-))*(¢/2) + (TH(t,)*(¢/2)).

Prueba a) Sea t € (0,00). Consideramos fi(t,z) y fo(t,=) como se definieron anterior-
mente. Aplicando la linealidad de T se tiene:

T(()) =T(A, ) + folt, ) = T(N(t, ) + T(folt, ).

De aquf que
(TS0 () = inf{o | m(o, TA®, ) +Th(t,) St}

Por otro lado tomemos el conjunto
A={o|m(@/2Th)<t/2 y m(e/2Th)<t/2).
Sea 0 € A, por la propiedad (2.4) se tiene
m(o,Th +Th) <m(e/2,Th)+m(e/Th) <t
por tanto o € {0 | m(o,ThH + Tfy) < t}. De lo anterior

AcC{o|m(o,THh+Th)<t}.
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Tomando fnfimos se tiene
(T£)*(t) <inf{o|m(a/2,Tfo) < t/2}N {0 | m(a/2,Tf1) <t/2},

por lo que

(TN)*() < (TSo)*(¢/2) + (Th)'(t/2). (218)

Por lo tanto, para toda t € (0,00) se tiene el resultado esperado.
b) Sea t € (0, 00), entonces

(T SCOW | ey, con i=0,1.

Prueba b)Sea t € (0,00) y sean fg y fi como se definieron.
Se demostrard para fp , pues para f; la demostracién es similar. Como supusimos

que M <1y que pg = g, se tiene
I follz,g 2 W So)lg, - (219)
Utilizando el lema 20 y la hip6tesis de que pg = gy tenemos que
7 ), = 305 /2/% 716102
y de la definicién de supremo tenemos
(/D)%% (o) (/) < (Thollyg,,  para toda 7 20.
§i C = max((1/2)"% (1/2)"%), entonces |
(TA)*(r/2) SO R Ty, para todar 20
Utilizando (2.19), se obtiene
(o) (/) SOr % | fol,,,  poratodar 20.
En particular para r = ¢ se tiene '
(Th)(/2) <O | Jollg,y, »

con lo que se demuestra el inciso b).




c)Sea t € (0,00) tal que f* es continua en ¢, entonces

e, = [ (@ 220
y 00
10, = [T (e ds 21)

Prueba c)Antes de comenzar la demostracién observemos que

m(a, fo) + m(a, fi) = m(a, f), (2.22)

puesto que tenemos
hltz) s zekE
[=)=
hit,z) si z¢ B
Ademds tenemos que

{zlf@) >0} = {z € B|lfo(z)| >o}u{z ¢ B | /i(z)] >0},
lo que implica que

wz | |f@) > o} = plz|lfo(z)l > o} + p{z | |A(z) >0},

con lo que se tiene la igualded (2.22).

Pasa demostrar (2.20) basta ver que f3(s) = f*(s)x(0.)-

Comenzaremos por demostrar que f§(s) < f*(s). Observemos que fo(s) < f(8),
lo que impllica que

{(z{1fol=)| > o} € (2| |f(z)] > 0}
y por lo tanto
m(o, fo) < m(o, f).

Pero la desigualdad anterior implica que
{0 | M(O,!o) St} 2 {d I m(a./) < c)u

de donde
£(s) < f*(a).
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El siguiente paso serd mostrar que
f(8)=0 8 s2t
Supongamos s 2 ¢, por ser f3 no creciente se tiene
f3(8) < £3 ().
Observemos cual es el valor de m(0, fo).
m(0, fo) = p{z || fo(z)l > 0},

pero
{z11h@) >0} C (=} /@) > (1)},
por lo que
m(0,fo) < t.

En particular 0 € {o | m(o, f) < 0} ,de manera que
fi(t)=inf{o|m(o,f) <O} =0.

Por tanto hemos mostrado que f§(s) =0 si s>t
El dltimo paso para mostrar que f5(s) = f*(s)x o) seré ver que

[(<fi(s) s O<ac<t
Para ello mostraremos que
{o|mo,fo) <s}C{o|m(o,f)<s} s O<act. (2.23)

Sea 0 < s <ty o tal que ni(g, fo) < 8. Hay que probar que m(a, f) < s, pero de
(2.22) tenemos
m(e, fo) = m(a, f) —~m(o, /i),
por tanto para mostrar la contencidn (2.23) basta ver que

m(o,fi)=0 s O<s<t.

Por otro lado por la forma en que fue escogido E; tenemos que si m(c, fo) < ¢
entonces o > f*(t). Al sustituir en m(a, f,) obtenemos

m(o, fi) = u{z||fi(=) >0 2 1V},




pero |fi(z)] < f*(t) siempre, por tanto
m(a,fi)=0 i O<s<t.

Con esto queda demostrado que f3(s) = f*(8)x(0q) ¥ por tanto (2.20).
Falta mostrar (2.21). Lo haremos directamente,

I fi(a)ds = [ |f(z)lde
X\EB:

= [If(@)de - [|f(z)ldz,
X Ey

Pefos{ |f(z)|dz = foll ., = J5° £3(s)ds, por tanto

]

[P Ri(a)s = [ f*(a)ds - [ f*(s)ds

il

Ji° 1*(s)da,

con lo que se demuestra el inciso c).

Como ya hemos probado a), b) y c), se han cublerto los pasos que faltaban para
complementar la demostracién del teorema de Marcinkiewicz. ]

Hemos probado un teorema de interpolacidn de gran importancia, en el siguiente
capitulo veremos una aplicacion de &te a'la teorfa de integrales singulares.
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Capitulo 3

INTEGRALES SINGULARES

En este capitnlo estudiaremos operadores definidos mediante la convolucién de
funciones con un nucleo muy espectal, dentro de estas se escuentra la transformada de
Hilbert. Estudiaremos la continuidad de estos operadores en los espacion Ly, 6i 1 <p < 0o,
Caomenzaremos por enunciar un lema importante que utilizaremos més adelunte.

Lema 38 (Colderdn Zygmund) Sea f una funcidn integrable no negative, y sea a una
constante positiva. Entonces eziste una descomposicon de R" tal que:

a)R* =FUf), FnQi=49.

b)f(z) < a casi donde quiera en F.

¢} = UyQy cubos con interiores disjuntos y tales que

1 n
0<m—|—)/q‘f($)d’t_<_2 a.

Prueba,
Descomponemos & R en una malla de cubos @, iguales, tales que

‘,T(%l‘,')’ jq, f(z}z Sa,  para toda i,

Dado un cubo @ dividinios a la mitad cada uno de los lados con lo que obtenemos
2" cubos iguales, que desotaremos por Q. Observemos que cada cubo Q obtenido de csta
manera satisface una de laa siguientes desigualdades:;

;‘—(—lq-.:r) /Q, f@)dz < a
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Capftulo 3

INTEGRALES SINGULARES

En este capftulo estudiaremos operadores definldos mediante la convolucién de
funciones con un nucleo muy especial, dentro de estas se escuentra la transformada de
Hilbert. Estudiaremos la continuidad de estos operadores en los espacios Ly, si 1 < p < 0.
Comenzaremos por enunciar un lema importante que utilizaremos més adelante.

Lema 23 (Calderdn Zygmund) Sea f una funcidn integrable no negative, y sea a una
constante positiva. Entonces eziste una descomposicén de R" tal que:

o)B"=FuUfl, FnN=0

b)f(z) < a casi donde quiera en F.

e = U;Q; cubos con interiores disjuntos y tales que

1 n
a<m/0‘](z)dt520.

Prueba.
Descomponemos a R® en una malla de cubos Q) iguales, tales que

F(IQT /Q’ f(z)dr <a,  paratodai.

Dado un cubo @} dividimos a la mitad cada uno de los lados con lo que obtenemos
2" cubos iguales, que denotaremos por Q”. Observemos que cada cubo Q,’ obtenido de esta
manera satisface una de las siguientes desigualdades:

1
m o f(z)dz < a

i o e
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1
ro‘,) o !(&')lh‘ >a. (3-1)

Los cuboe que satisfacen la segunda desigualdad verifican
a < m .’Q‘I ! (z)dx

by Joy f@)e

Ta.

IA

IA

Continuamos asf, subdividiendo cads uno de los cubos resultantes que no versifican la de-
sigualdad (3.1). Sea f1 = UQ;, donde los cubos Q; son los cubos Q] que acabamos de
construir y que verifican (3.1). Es claro que 0 verifica c).

Veamos que si F = (1°, entonces f(z) < a para casl toda = € F. Como f € L,
tenemos, por el teorema de diferenclacién de Lebesgue {Stein, St), que

J@)= “8'3(’%?) /Q Jo)ds pa i vodaz € R,

donde el l{mite se toma sobre los cubos @ que contienen a z y cuyo'dilmecro tiendea 0. En
particular para z € F, se tiene que todas los cubas que 1a contienen, tienen un promedio
menor o igual & a, por lo que el limite tambien esté acotado. Entonces f(z) < a para casl
toda z € F. Con lo anterior queds peobado el lems. ~ @

sty




La demostracién del siguiente teorema la haremos en tres pasos.

Teorema 24 Sea K € L(R"). Supongamos:
a)La transformada de Fourier de K es acotada, es decir

]?| <B.

b)K cumple que
|K(z -y) - K(z)ldz < B.
fal22i
Para f € Ly N Ly, definimos

T(1)= [ K -0 ).
R

Entonces eziste una constante Ay, tal que

IT(DNg, S Apll 11, 1<p<oo.

Prueba (Primer paso) T': Ly —+ L, y en pasticular T : Ly — L3.

Tomemos la transformada de Fourier de T(f), entonces

THW =KW T ).
De la hipétesis a) y Parseval tenemos que
Irsll, =

i
)
—

IA

8]7],

IA

Bj {
ademds como || Tf ||, 2 || Tf IIL;, obtenemos
171 g <BIS -

)Segundo paso) T': L, — L}.
Sea f € Ly, probaremos que existe C tal que

ul{z|TH(z)>a) < g- /m £ (z)| dz.

83

- (33)
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Sea a fija, utilizando el lema de Calderén Zygmund para 1f(z)|, pademos construir F y

tales que
RM=FuUQ, FNn=9
(3.3)
lf@)<a, z€F,
donde Q = U;Q; cubos con interiores mutuamente disjuntos y que satisfacen
dz| < 2"a, do Q;.
“(0.) A9 |f(z)dz] < 2" para todo Q;
Por tanto c
< - .
<2 [ e 8.4)
Yy
I‘(Q ) / |/(z)|dz < Ca. (3.5)
Ahora definimos la siguiente funcién:
z), s refF
9(z) = { 1) .
ﬂbﬂf% fz)dz, si re€Q.

Esta funcidn estd definida casi donde quiera. Ademds definimos

bz) = f(z) - 9(2),

que satisface
¥z)=0, & zeF

/;Jb(zjdt-:d) para todo Q.

Una vez que hemos definido estas funciones se tiene que T'f = T'qg + Tb. De esta
descomposicidn y por las propiedades de las funciones de distribucién se sigue que:

ulz| Tf(z) > a) Su{lea(z)>%}+ﬂ{le6(r)> 3} (38)

Para demostrar la desigualdad (3.2) acotaremos los términos de la derecha de (3.6).
La primera estimacién la haremos para Tg.
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Mostraremos que g € Lz. Acotemos || ¢ "g utilizando (3.3) y (3.5):

Jwolo@)Pdz = Jpla(@)dr + foloe)f de

it

A

[elfaN dr + 1Cal dr

IA

Jralf(@)ldz + C?a®u(@)

A

afl f I, +CWaXE N £ 1)

A

Call fi;.

Como g € L3, podemos aplicar el resultado obtenido en el primer paso de la
demostracién, obteniendo que T'g € L3, es decir,

supa (u (x| Tgle) > ) < | T, < Cl g -

En particular tenemos:

(1{e1700> 2)) s chomd <R ah sk,
de donde
wfe1mea >} < SHs,
con lo que se tiene la estimacién para T'g,
Ahora veremoe que en e} caso de Tb se puede obtener una cota similar. para ello
definiremos una particién de R® de la siguiente manera:
Sea ' el centro de cada cubo Q;. Consideremos los cubos Q; obtenidos al expander
2)/1 veces al cubo Q; con el mismo centro 3, es decir, duplicamos cada uno de los lados de
los cubos manteniendo el centro Rjo.
St =UQ; y F* = (11°)°, entonces se tlene:
NQi c @,y Qc N, ademds (') < (2v/n)"4(A).
IN)Si = ¢ Q¢ entonces |z ~ yf| > 2|y ~ | pars toda y € Q.
Claramente @; C Q, puesto que se duplicd el tamario de los lados de cada cubo
y por tanto 2 C Q*. Por atra lado como u(1*) = 2"u(Q) y como n > 1, se tiene entonces
que
B S VR Q).
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Ademés el inciso b) es cierto, puesto que al duplicar los lados de un cubo Q; la
distancia entre los puntos de éste y el centro y' aumentan por lo menos al doble.

Una vez que hemos definido F*, mostraremos que
wfzer i 2} <2y
Para esto basta demostrar que
Jim@ids<ci sy

Comenzemos por escribir a d(z) = ¥, bi(z), donde:

b,(z):{b(z) u: TEQ
0 s z¢Q:

Con la definicién anterior tenemos que (Tb)(z) = ¥,,(Th)(z) y para coda i
Toe) = [ Kie- ity

Reescribiremos estas integrales otra forma. Sea ' el centro del cubo @;, como fq' b(z)dz =0
entonces se tiene que

Toe) = [, [K(e =)~ Kl =) bl
Integrando |Tb| sobre F* tenemos que
Jimvaliaz= [ 1 [ [KGe ) - Kla =] oy | .

Por lo tanto

st s [ (£ [, Ke-0) - Kts -2 o) .
Pero, para cada z fija, la integral con respecto de y slempre es positiva, por lo que

Jos@ni<E [ ([ K0~ Ke - bla) e 6D
Por otro lado se tiene que ia siguiente integral estd acotada,

L gt K0~ Kz -4 de <. (38)
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Para deniostrar (3.8) haremos el cambio de variable 2’ = z - %, Y = y —y'. Como estamos
integrando sobre el conjunto{z | z ¢ Q¢}, podemos utilizar la propiedad enunciada en II)
y la hipétesis b) del teorema, es decir,

K(z-y)~K(z-y)|dz < K(z' - ) ~ K(z')|dz < B.
Ly [Ke-p-Ke-silaes [ IR ~4) - Ko <
Con lo anterior y por (3.8) y(3.7), se obtiene que
b < i < .
f @i < 58 [ wwlar <01 41y
En particular se tiene que

p{xGF‘lTb(l)>%}'S?§||f"|-

Sélo nos falta ver que
p{xeﬂ‘lTb(z)> %} sgagllfll.-

Para ello recordemos que en (3.4) se tenfa que u(2) < & |f £}l , y de las propiedades de
1* se tiene que p(Q1*) < (2y/m)"u(f), por tanto

we) s pf e @) > 3} s L £

Asf{ e8 como se obtiene la estimacién para T. Al sustitulr ésta y la obtenida para
Tg en (3.6), se obtiene

uiz I Tf@) >} s 21 £,
ydeaquique T : Ly — L},
(Tercer paso) T: L, — L, 8 1<p<oo.
8i 1 < p <2 podemos utllizar e} teorema de Marcinkiewics ya que T es lineal y ya
que por el paso 2 tenemos que T': Ly — L} y por el paso 1 tenemos que T : L3 — Lj. Por
lotanto T': Ly — Ly 8i 1 < p <2, es decir

[Tl s Allfll, o 1<p<2

La desigualdad para p = 2 se sigue directamente del paso 1.
Para 2 < p < 0o, no podemos concluir el resultado. Sin embargo, podemos utilizar
espacios duales.
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Sea g tal que ’1, + % =1y ¥ una funcién continua con soporte compacto tal que
llglly<1. Como f e LinLy y K € Ly se tiene que

/m /n IK(z - y)f(y)p(z)| dedy < oo,

[ @1Eeas= [ 10)Tol-pdy.

Pero recordemos que el teorema es vdlido para 1 <q < 2, por lo que

KTy = Wan Kz - p)o(2)dzll,

IA

Agll e llg

1A

A
y por la desigualdad de Haolder se tiene
[ 1@tz < 441 £1,.

Ahora utillzemos la dualidad entre L, y Ly. Como el supremo de la integral anterior
sobre todas las ¢ continuas con soporte compacto tales que || ¢ [l < 1 estd acotado, entonces

T llp < Agll £ 1l

Con lo que hemos obtenido el resultado para 2 < p < 00, quedando as{ demostrado el

teorema. @
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En el siguiente teorema veremos que es posible eliminar la hipétesis de que K € L,
haciendo modificaciones en el resto de las hip6tesis. En particular el resultado asf obtenido

cubre los casos de [as integrales singulares, que son ias que nos interesan,
Teorema 38 Supongamos que K(z) satisface lo siguiente:
|K(z)} < Blz|™,
IK(z~y)~K(z)ldr < B

222yl

K(z)dz =0, para 0< R < Rj<oo (39)
Ri<|zi<h;
Si f€ L, 1 <p<oo, para e > 0 definimos

TN = [ fe-iKWd,

Ivi2e¢

entonces
WMz, < Apl S N,
donde A es independiente de ¢.

Antes da demostrarlo probaremos el siguiente lema.

Lema 28 Supongamos gue K(z) satisface las condiciones del teorema anterior. Sea

K) = { K(z) "l ze
0 4 [s)<e.
Entonces K, € Ly, ademds sy transformada de Fourier e¢ acole
wp|R.()| <8,
donde C depende s6lo de n.

Prueba, Por la primera hipdtesis es claro que K, € L3 para toda ¢ > 0. Veamos que su
transformada de Foutier esté acotads. Haremos fa demostraciin en dos casos. El primes
cas0 serd para ¢ = 1 y el saguado ceso serd para ¢ > 0.

Primer caso: ¢ = 1.
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Partiremos la integral que nos define su transformada de Fourier de la siguiente

manera

Kw)

limR-v fi51cp €3 VK (z)dz

VK, ()T + limpee [ €M"TVK)(r)dx
121<1/iyl MivlSlalSR

L+

Veamos que I; esta acotado, para ello utilizaremos la siguiente afirmacién.
Afirmacidn Existe C € R tal que

le"“—l‘SCa.' paratoda0<agl.

Para ver que es clerto utilizamos identidades trigonométricas y tenemos que:

Je?™e -1}

|cos(2wa) + isen(2ma) — 1

4[oen(2na)].
Pero dado que limy-o |3—'3""—'1| exiate, se tiene que existe C tal que

3
M—%Msa paratods 0<a< 1,

con lo que se demuestrs la afirmacidn.

Abora sf, veamos como se acota [y. Por |a definicidn de K y como K cumple con
(3.9), se tiene
. h eIVBVK, (z)ds

sl /vl

i

[e3™av 1] K(z)dz,
1<81$1/Ivl
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y utilizando la afirmacién resulta

]

L e"’"""l(l (z)dz:

lal<i/lv)

A

¢ [ lllllK(z)|de
istal<t/yl

CBlW [

is[z|<1/l|

A

[ 78

CBh [ dr
1<slS1/ly]

A

CBlyl

A

BC,

con lo que se demuestra que /) estd acotada,

Para hacer la estimacién de I primero veamos que la siguiente observacién es
cierta,

Observacidn Sea z = Ql-."g » entonces tenemos que:
/m Ki(z)e*™ovdy — _ - lﬁ‘(z ~ z)el"imugy
Por un lado por Ia forma en que 2 fue elegida se tiene que
i,

Para encontrar el valor de Jan Ki(2)e™*vdz haremos el cambio de variable 7 = ¢/ ~ 3,
resultando

L}

I Ki@)e¥™ s =~ o k(o - 2)edme )y )
= - fRn Ki(z' —~ ‘)eﬂll(z‘-l)-v(elﬂy-.)dt;

=~ [an Ki(z - z)e?"vdy,
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Con lo que queda demostrada la observacién,

Continuemos con nuestro trabajq de acotar I;. De la observacion anterior tenemos
que
/m K(2)e?*Vds = % L IKulz) - Ki(e - 2) vz, (3.10)
pero esta dltima integral Is podemos expresar como la suma de las integrales sobre regiones
complementarias de la misma funcién, es decir:

/m Ki(z)e™*Vdz = Jo + J; @.11)

donde:
h=3 (K@) - Kiz — 1)) e v,

glel<R

y
h=3 [ K@-KE-ners.
IsiS1/in
Por otro lado

/ VK (2)ds = Jim / Ki(z)e*™5vdy + / Ki(z)e*™*Vdz,
L 1/lvlslsISR Isl<1/in
De esto iltimo, de (3.10) y de (3.11), se obtiene que

L = limgw [ eEIK(2)dz
VlvislsISR
= Jo+[.l|- ! e"""K,(z)dx] (3.12)
[al<¥/lyl

o~} | Ki@e™¥dz-} [ Ki(z-)et"rvds,
lal<1/lvl 2j<V/ Iyl

que es la integral que queremos acotar.
Por otro observemos que haciendo el cambio de variable 2’ = z — z, obtenemos

ey K = a)e¥ovds =} o,y Ki(2)edme vedrivey!

]

~Hwaiaany Kil@)e?™ s vde,
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Al sustituir lo anterior en (3.12), obtenemos

1

L=Jo- 1 [ Kiarivz+ Ku(z)esdz,
2 2 Jizeaicisiy)
lsi<1/lyl
Por lo anterior tenemos que
L= —% / Ki(z - 2)¥i=Vdz, (3.13)
l=|<1/lyl
[a+3]21/Ivt

Tratamos, pues, de acotar a I3 y para ello veamos que sucede con Jg.
Como 23| = fh’ se tiene que

}_ - - izy
WS gjm [ K@) - K- l]e

silaISR

dz,

que por hipétesis es acotado, por lo que Jg es acotado.
Para la dltima integral de (3.13) observamos que

1
(we R lal Sl +al 21/} < {ze B 1 g1l <t <1/l

por tanto
[ |Kiz)eds < ] |K(z)lde
| ‘I:I.?;/lllvllv | {visisisi/vl
< Blz|™dx
flvi<tslsa/yl
< CB,

de donde tambien la esta integral estd acotada.
Ahora, sélo combinamos las dos cotas que acabamos de obtener y sustituyendo en
(3.13) y obtenemos
Jm [ vz < 0B,
liSlsl<R
por tanto
[Kiw)| scB.

con lo que se demuestra para el caso € = 1.
Segundo caso: ¢ > 0.




Definimos
K'(z) ="K(ex).
Mostraremos que este nuevo nucleo K’(z) cumple con las hipdtesis del teorema 25,

a)K'(z) satisface que K'(z) < jzi™™ porque

*i7) =g SN
K'(z) =e"K(ez) < e =

b)K*(z) satisface ] ,
X

" IIK'(w - ) ~ K'(z)|ds < B porque
2eim

it

/ w1 V) - Kl / wpa e = 9)) - Klez)lds

= K(u - ey) - K(u)|du
[ sy K0 =) = K
< B
c)K’(z) satiaface / K'(z)dz = 0 porque
Ri<sichy
Kz} = / e"K(ex)dx
Ri<isi<R; Ri<iai<y
= / K(u)dy
sRi<[uj<sRy
= 0.

Puesto que K'(z) satiaface las hipiteais del lema
!, 3 >
Ki() = K'(z) ¢ jgj21
0 s jrl<1
verifica

K| s cB.

Por otro lado veremas que K, (z) = e"K|{¢~'z). Para ello obeervemos que:

Kien)= | KD A 2t
0 s ezl <1



Definimos
K'(x) ="K (ez).
Mostraremos que este nuevo nucleo K'(z) cumple con ias hipétesis del teorema 25.

a)K'(z) satisface que K'(z) < [z|™ porque

Aip) = " & _ 1
K'it) =e"K(ez) < e =

b)K'(z) satisface / K& =1) = K(@) de < B porque
124y

./ iz V) - KBl e / sy 1K@ ~3) ~ Klez)] de

4

/ izl |K(u—ey) — K(u)|du

< B

¢)K'(z) satisface K'(z)dz = 0 porque
Ri<ai<hy

K'(z)de
Ri<|sI<R; Ry<|si<R;

i

e"K(ex)dz

#

K(u)du
SRy <|ul<ely
= 0.
Puesto que K'(z) satisface las hipétesis del lema
Ki(z) = K'(z) & |z]21
0 & [z]<1

verifica
|Kiw) < cB.

Por otro lado veremos que K, (z) = ¢" K|(¢~'z). Para ello observemos que:

K'(e'z) o [e'zf>1
0 s Jelol<1 ]

e
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pero
K'(e7'z) ="K (e(c'x))

y por lo tanto se demuestra la igualdad. .
Para la transformada de Fourier se tiene que E{(cy) = e"l?’r(s:) = K:—(}) y
combinando lo anterior se obtiene

|K@)w)| < cB,

con lo que queda demostrado el lema. 8

En la dltima parte de la demostracién del lema podemos ver que la cota que se
aobtiene es independiente del valor de ¢, dicha cota solo depende de la dimensién n. Ahora,
con la ayuda de este lema serd fdcil demostrar el teorema 25.
Prueba. (teorema 28) Sea f € L, y K(z) que cumple las hipétesis. Por un lado tenemos
que

.

T = [ JE-0Ke

/ - Sz - y)Ke(y)dy

"

[, Kl - 1@,

por lo que para probar que T,(f) estd acotado tenemos que probar que K; cumple las
hipétesis del teorema (24). El hecho de que K € L; lo obtenemos directamente del lema
anterior, asf como el hecho de que [l?,(y)l < C; con esta simple observacién se demuestra
el teorema. Tambien enfatizamos el hecho de que la cota obtenida no depende de ¢. @

Una observacidn importante es que para R, con el operador Ty se puede definir un
operador T' tomando el lfmite de T,(f) en norma Ly(R), es decir,

T(f) = i Tu()),
que ademds, como esta convergencia se da en Ly(R), tambien cumplitd con la cota

TN, < Apll £, -

Para probar que la convergencia en Ly(R) ef se da, utllizamos el hecho de que
sl f € Ly(R), entonces f puede ser aproximada por una funcién f; continua de soporte
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compacto y derlvada continua, probaremos, pues, que T;(f) converge en norma Ly, cuando
e—=0.
Dado que K(y) cumple con / K(y)dy = 0, podemoas escribir T,(fi)(z) de la
I<lyl<e
siguiente manera:

T(fi)(z)

[ hz-vKed
lvi2e

[ oK+ [ 1 =3) - Ao Ky

La primera integral representa la.convoluclén de f; con el nucleo K. Por un lado
tenemos que f € Ly, y pot otro lado tenemos que K (y) € Ly pues |K (y)| < Bly|™* con
|y} 2 1. Con lo anterior se tiene que la convoluclén de estas dos funclones estd en Ly, dicho
de otra forma la primera integral estd en L.

La segunda Integral define una funcién con soporte compacto en z, veremos que
estd acotada. Por ser f; diferenciable y de soporte compacto, se tiene que existe 4 tal que:

[filz-y)- Alz)] < Alyl,

por tanto

IA

/ aize Y —f‘(’)lk(")""\ / iapize AWK Wy

< / ABdy,
12lyl2¢e

de donde es acotada, y por tener soporte compacto estd en L.

Con las dos cotas obtenldas anterlormente concluimos que T,(f1) converge en
norma Ly, cuandoe — 0. '

Para el caso de K(z) = -:;, z € R, veremos que cumple las hipétesis del teorema.
Por la forma en que est4 definida

K (@) < Ble|™,
por ser funcién impar se tiene que

K(z)dr=0 para 0<Ri<Ri<o0
Ri<|si<Ry
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y sblo faltaria ver que
|K(z-y) - K(z)|dz < B,
21231

pero es cierto puesto que \

1 1

dr < A
T-y =

[2122l]

De lo anterior tenemos que a K(z) = ;1; le podemos aplicar el teorema (25); y
por la observacién que se hizé acerca del limite concluimos que: si f € Ly, 1 < p < o0,

1 | S5t
lvl2e
existe en la norma Ly, ademds resulta un operador acotado en Ly.Es asf como se prueba
que la Transformada de Hilbert existe.
La teorfa de Integrales singulares tiene una amplia gama de aplicaciones. Por
ejemplo para la solucién del problema de Dirichlet que dice: Dada una f funcién en Ly,

entonces

encontrar una F funclén armdnica en el semiplano superior cuyo valor en la frontera del
semiplano sea f,

Este problema puede ser resuelto por medio de la integral de Poisson, que precisa-
mente es la convolucién de f con el nucleo de Poisson (n‘;-,, para el semiplano).

En forma explicita sea f tal que f € Ly,1 < p < 00. Sea Pi(z) = 73, definimos

u(nt) = 21+ Pla)
Se puede mostrar que la funcién u (z,t) es arménica en el semiplano superior, ademds
1
i1 R@) = f(2)

lo que resuelve el problema de Dirichlet.
Adema4d, si definlmos

v(z)t) = Hu ('it) (z)l

donde H es la transformada de Hilbert,
Se puede mostrar que v (z,t) s conjugada arménica de u(z,t), es decir que la
funciéu F definida como
F(z,t) = u(z,t) +iv(z,¢)
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es holomorfa en R2. Ademds
Hf= !i_l:%u(z,t).

Para una demostracion de esto se puede consultar Stein & Weiss {St2] o Garcia-
Cuerva [G-C].
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