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Introduccion

En esta tesis, partiendo de la definicién de los conceptos de grado y mul-
tiplicidad, daremos un extenso pancrama de sus aplicacioues en Topologia
Diferencial y en Sistemas Dindmicos. En particular el desarrollo de estos con-
ceptos uos servird para abordar el articulo de V. I. Arnold: "Mayorizacion
de los niimeros de interseccién de Milnor en sistemas dindmicos holomorfos”,
que hace referencia al comportamiento de las multiplicidades de una sucesion
de gérmenes de transformacion holomorfa.

El Capitulo 1 aborda varios conceptos y resultados que son vtiles para
la comprensién de lo que es el grado y la multiplicidad asi como para la
cumprensién de los resultados obtenidos a partir de estos conceptos. Algunos
de ellos son particiones de la unidad, aproximacién de funciones coutinuas
por funciones diferenciables, el teorema de la funcién inversa, el teorema de
inmersidn, el teorema de surmersion, imagen inversa de valores regulares para
transforinaciones de ™ en R" y el teorema de Sard.

El Capitulo 2 trata acerca de las transformaciones definidas desde 1a ce-
rradura de abiertos en B™ en R". Probamos algunas propiedades, entre
ellus la invariancia bajo hommotopfas, invariancia local del grado, invarisncia
bajo escision.

El Capitulo 3 aborda la cuestion de extender el concepto de grado a trans-
formaciones entre variedades diferenciables orientadas y cerradas. Probamos
en este capftulo varias propiedades, entre cllas la independencia del valor
regular y la invariancia bajo homotopias. También probamos en el caso de
una transformacion entre variedades con frontera que manda 1a frontera de
la variedad dominio en la frontera de la variedad imagen que el grado de
la funcidn restringida a la frontera es lo mismo que el grado de la transfor-
macién. Ademas con la aynda del concepto de grado probamos el teorema de
Gauss y ¢l hecho de que para transformaciones holomorfas el grado mide el
niimero de preimagenes inversas de un valor regular. Asimismo abordamos
la relacion entre la integral de una forma de volumen y de su pullback. Des-
pues obtenemos una expresion de grado f para el caso de la funcién de Gauss
definida sobre una hipersuperficie.

En el Capitulo 4 definimos el concepto de algebra local y de multiplicidad
de un germen de transformacion holomorfa en un punto. También hemos
definido ¢l concepto de indice de una transformacion en un punto. Después de
estonos hemos concentrado en lo que es el objetivo primordial de este capftulo
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que ¢s el demostrar gue para transformaciones holomorfas el indice en nn
punto es ignal a la dimension de su algebra Joeal. Para ello ha sido necesario
probar varios lemas referentes al comportamiento del indice y la multiplicidad
bajo pequenas perturbaciones de una transformacion holomorfa, y bajo una
relacion llamada A-equivalencia. Importante consecuencia de los lemas os el
de presentar el resultado principal de este capitulo en los siguientes términos:
La multiplicidad de un germen de transformacién holomorfa en un punto a es
igual al niimero de preimagenes inversas de un punto genérico en la vecindad
de a.

En el Capitulo 5 demostramos el teorema que es el objetivo principal de
la tesis. Dice lo siguiente:

Si A (£™0) = (£",0) es un biholomorfismo local. a : (£*,0) —
(€™, 0) s un encaje sobre una subvariedad suave X* y sib: (™ 0) -
(£*, 0) es una proyeccion a lo largo de una subvariedad suave Y™ *. Entonces
las multiplicidades en ¢l origen de las transformaciones f, : (€*,0) = (£*,0)
definidas por:

fo=boA"ou:C* o ¢"k

estan acoladas si cada multiplicidad es finita.

v




1 Conceptos preliminares

En este capitulo introduciremos algunos conceptos y mencionaremos algunos
resultados que nos seran wtiles para la definicion y desarrollo del concepto de
grado. Las pruebas pueden encontrarse en [AD],

1.1 Definiciones basicas

Definicion 1.1.1 Seas A C R" un conjunto cerrado y V C R" un conjunto
abierto que contiene o A. Una funcion pastel de A en V es una funcidn
suave (= C®), h: R — [0, 1] que en A es constante igual a 1 y fuera de V
es constante fgqual a O y tal que 0 y 1 son sus tinicos valores criticos.

Definicién 1.1.2 Sea = un sistema arbitrario de conjuntos abiertos en R",
¥y X = UyzV la unidn de todos estos conjuntos. Una particidn de la unidad
subordinada a E es una familia de funciones suaves tol que vy : X — [0, 1]
con las siguienles propiedades:

(i) La funcidn my se anula en X =V yn7'(0,1} C V.

(ii){my}vez es localmente finita, i, e., cada punto z de X tiene una vecin-
dad donde solo un nimero finito de las funciones toman valores positivos.

(i) Ty mv(z) = 1.
Enunciemos sin prueba el siguiente:

Teorema 1.1.3 Para cada sistema = de conjuntos abiertos en I, existe
una particidn de la unidad subordinada a €l

Del teorema anterior como consecuencia el siguiente:

Corolario 1.1.4 Cada conjunto cerrado A C R" posee una funcidn pastel
en cada vecindad abierta U.

1.2 Teoremas de aproximacién

Las particiones de la unidad se pueden utilizar para aproximar funciones.
En este caso mencionaremos varios teoremas de aproximacion de funciones
continuas f por funciones diferenciables g.
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Teorema 1.2.1 Sea X C ™ un conjunto no vacio, f : X — R una funcidn
continua y € > 0. Entonces hay una funcidn diferenciable g : X — R tal gue
[|f(x) = g(z)|| < € para tods zeX.

Teorema 1.2.2 Sean X CIR*y f: X -+ Rcomoen 1.2.1 yseae: X - N
una funcidn continua positiva (e(z) > 0 para zeX). Entonces eziste una
funcidn diferenciable g : X — R tal que || f(z) — g(z)|] < e(z) para toda
zeX.

Teorema 1.2.3 Sean X CR", f: X = R, ¢ : X — (0,00) como en ¢l
teorema (1.2.2) Sea también A C R™ cerrado tal que f es diferenciable en una
vecindad de ANX. Entonces eriste una funcidn diferenciable g : X — R que

coincide con f en ANX (glanx = flany) ¥ € tal que || f(z) — g(z)]| < €(z)
paratods z € X

Teorema 1.2.4 Sea X C R" abierto, AC R cerrado y Y un conjunto tal
que X CY C R, Sea f:Y — R una funcidn continua, que es lisa en una
vecindad de AN X. Finalmente, sea ¢ : Y — [0,00) una funcidn continua
que es positiva ezactamente en X, es decir que X = ¢!(0, +00). Entonces
existe una funcidn continua g : Y — R que es diferenciable en X y es tal que
[1£(y) ~9(W)ll < e(y) para today € Y y que g(a) = f(a) para todaa € Y N A.

1.3 Transformaciones diferenciables de rango méximo

En esta seccién consideraremos transformaciones diferenciables f: X — R®
donde X C R™.

Definicién 1.3.1 Sean X y X' subconjuntos de R™. Una transformacidn
diferenciable ¢ : X — X' se llama difeomorfismo, si eziste una transfor-
macion diferenciable  : X' = X tal quepop =1x yypoy = 1y, donde
Ix y lx/ son las transformaciones identidad en X y en X' respectivamente.

Definicién 1.3.2 Sea ¢ : X — R" una transformacion diferenciable (X C
R" abierto) y aeX. Decimos que  es un difeomorfismo local en a si aplica
a una vecindad abierta (suficientemente pequesia) de a, U C X difeomorfa-
mente en p(U). .

Uno de los teoremas mds utiles ¢ importantes es el Teorema de la Transfor-
macion Inversa el cual afirma:



Teorema 1.3.3 Sca p : X — " una transformacion diferenciable (X C
IR"abierto). Entonces ¢ es un difeomorfismo local en a € X si y solo si
det(Dp(a)) # 0, o0 sea si y solo si Dp(a): A" — R™ es invertible.

Consecuencia de este teorema son los importantes teoremas de inmersion y
surmersién que enunciaremos enseguida;

Teorema 1.3.4 (Teorema de inmersidn)

Sean f: X — R" una transformacion diferenciable (X C R™ abierto)
y aeX un punto en el cual Df(a) tiene rango m. Si m < n entonces hay
un difeomorfismo ¢ que aplica una vecindad V C R" del punto f(a) de tal
forma que (0) = f(a) y

f(l’ + a) = ﬁP(l'l, "'1111\101 10)
para toda TeR™ para la cual (z,0)eV.

Teorema 1.3.5 (Teorema de submersidn)

Sea f : X — R" una transformacion diferenciable (X C R™ abierto),
y aeX un punto en el cual D f(a) tiene rango n. Si m > n, entonces hay
un difeomorfismo ¢ que aplica a una vecindad U C R™ del origen sobre una
vecindad p(U) C X del punto a, de forma que p(0) =a y

f‘/’(l'h "wzm) - f(d) = (zll'--,zm)

para zel.

En el caso de que rangoDf(z) = r en una vecindad del punto a tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 1.3.8 Sean f: X — R" una transformacidn diferenciable (X C
R™ abierto) y aeX un punto tal que el rango de la derivada Df(z) ses
constante en una vecindad de a. Entonces hay difeomorfiomos ¢ y ¢, que
estan definidos en vecindades U C R™ y V C R™ del origen de tal manera

que
#(0) = a,¥(0) = /(a)
fﬁP(') = 'l’(zl’ "'1zr)01 ""0)
para tods = (x, ..., T )eR™ suficientemente cercana a 0.
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1.4 n ecuaciones en n variables

En csta seccién consideraremos una transformacion diferenciable f : X —
" donde X C IR" es abierto. Nos interesara que estructura ticnen las
imagenes inversas de puntos en el contradominio.

Definicién 1.4.1 Sea yelR" tal que rangoD f(z) = n para toda zef~'(y). Al
valor y lo llamamos valor regular de f. Un punto x € X se la llama punto
enitico si rango Df(z) < n. Y un valor no regular y € R" se designa como
valor critico de f

Para la introduccién del concepto de grado necesitamos que el nimero de
preimagenes de un valor regular sea finito. El siguiente teorema nos da una
condicion para que esto se cumpla y asegura que el niimero de preimagenes
es constante en una vecindad de un valor regular:

Teorema 1.4.2 Si f: X — R" es una transformacidn diferenciable (X C

R" abierto), Y C R" es un conjunto que contiene a f(X), yai f: X 2 Y es

cerrada, entonces cada valor regular yeY tiene una vecindad abierta W C "
tal que f~'(W) se descompone en un ndmero finito de conjuntos abiertos
ajenos Uy, ..., Up, de los cuales cada uno es aplicado difeomorfamente por f
sobre W. Cada valor regular yeY tiene solo un niimero finito de preimagenes;
el nimero de puntos en [~ (y) es localmente constante como funcidn del valor
regular yeY.

1.5 n ecuaciones lisas en n + 1 variables

Aqui, consideraremos una transformacién diferenciable f : X — R® con
X C R**'. Nos interesara preguntarnos como es la imagen inversa /~'(y)
de un valor regular y en el contradominio. El teorema que enunciaremos da
la respuesta a esta cuestion. Antes comencemos con una definicién:

Definicién 1.8.1 Sea f : X = R™ una transformacion diferenciable con
X C R Sirango Df(z) = n para toda zef~(y) denominamos a y como
valor regular de la transformacidn f.

Teorema 1.8.2 Ses y una valor regular de la transformacién f y K una
componente coneza de [~(y). Entonces eziste una aplicacidn lisaa: R —




X de rango constante igual a 1 que aplica IR sobre K (0 sea a(R) = K) y
tal que satisface lo siguiente:

(i) Si K no es compacto, a es un homeomorfismo.

(ii) Si K es compacto, a tienc periodo 1, es decir a(ty) = a(ty) si y solo
sity — ty es un entero.

Por ultimo mencionaremos otro resultado importante:

Teorema 1.5.3 Si f: X = R" es una aplicacién lisa (X C R, abierto)
ysi f:X o f(X) es cerrada entonces los valores regulares de f en R®
forman un conjunto abierto. La imagen inversa f ' (y) de cada valor regular
y es compacta, consiste de este modo de un ndmero finito de curvas cerradas
simples. El niimero de estas curvas es localmente constante como funcidn del
valor regular y.

1.6 El Teorema de Sard

En esta seccién haremos mencién de un teorema de maxima importancia en
lo que precede: El lamado Teorema de Sard.

Definicidn 1.6.1 Ses f : X = R" una imasformacidn diferenciable, donde
X C R™ es abierto. Un punto zeX tal que rangoD f(z) < n es llamado un
punto critico de la transformacidn f.

Lo que afirma el teorema de Sard es lo siguiente:

Teorema 1.6.3 (Teorema de Sard) Sea [ : X — R" una transformacion
diferenciable (X C IR™ abierto) y sea Sf = {zeX | rango Df(z) < n} e
conjunto de los puntos criticos de f, entonces su imagen f(Sf) C R es un
conjunto de medida de Lebesgue cero.

Definicién 1.0.8 Similarmente a lo antes definido se llama o yeR* un valor
regular de la transformacidn f : X = R* (X C R™ abierto), si cumple con
que rango Df(z) = n para todo zef ' (y).

Entonces consecuencia del teorema de Sard tenemos el siguiente:

Corolario 1.6.4 Para cada transformacion diferenciable f : X -+ R* (X C
R™ abierto), el conjunto de los valores regulares es denso en R*.




2 Grado de una transformacion

2.1 Introduccion

En este capitulo consideraremos transformaciones continas f : U — ",
donde U C R" es un conjunto abierto. En el caso de que f sea diferencia-
ble, cerrada y tenemos que 3, es un valor regular entonces f~!(y;) es finito
y podemos distinguir entre puntos zef '(yo) de acuerdo a si el signo del
determinante jacobiano det(Df(z)) cs positivo o negativo. A lo largo del
capitulo veremos que para funciones continuas en general podemos asociar a
cada punto yoeJR" cuya imagen inversa sea compacta, un niimero entero que
coincida con el conteo que haremos en ¢l caso de funciones diferenciables.
Antes de empezar propiamente menicionemos ¢l siguiente teoreina que scra
importante en lo que sigue;

Teorema 2.1.1 Si f: Z — R" es continua donde Z es un espacio compacto
entonces f es una transformacion cerrada. Mas aun, para todo subconjunto
Y C R" la transformacidn restringida

.’Y = ”[—z(y) - Y

es cerrada,

2.2 Definiciones hédsicas

Sea U C JR" un conjunto abierto acotado y f : U — R" una transformacion
continua, cuya restriccion f|, es diferenciable. Considere el conjunto abierto
Y = R" — f(U —U). Euntonces f~'(Y) es un subconjunto abierto de U y
por lo tanto de R". La transformacién fy = [fl;-iy): f7'(Y) 2 Y s
diferenciable y cerrada. Si yoe) es un valor regular de fy entonces f~!(yo)
es finito, digamos f~'(y) = {z',...,2™}. En cada uno de los puntos 27 el
determinante det(D f(z7)) # 0, asi pues, es negativo o positivo. Denotemos
como (f, o, +) al nimero de puntos z/¢f~(yo) en los cuales det(D,; f) > 0,
¥ (f, 0, =) al ntero donde det(D,; f) < 0. Definimos entonces:

Definicién 2.2.1 El grado de f en yo es el nimero entero

grado(f,yo) = (f g0, +) = (fr0, +)




2.3 Propiedades
Una de las propiedades del grado esta explicita en el siguiente lema:

Lema 2.3.1 Cada valor regular yoe(I" - f (U-U)) de fl, tiene una vecin-
dad abierta V C (" — f(U - U)) tal que toda y € V' es tambien valor regular
de fly) y

grado(f,y) = grado(f, yo)

Demostracion: Puesto que la transformacién f| s-1(vy — Y es cerrada por
(1.1.1). Cada valor regular tiene una vecindad abierta V que podemos
supotier contenida en Y y conexa tal que f;'(V) se descompone en un nimero
finito de conjuntos abiertos ajenos W), ..., W, cada uno de los cuales es apli-
cado por [ difeomorfamente sobre V. Como V' ¢s conexa tambien lo es cada
W;. Pero entonces detDf(z) no puede cambiar de signo en W;. Asi cada
punto zeV' no solo tiene ¢l mismo nimero de preimagenes, sino que tambien
los mimeros (f,z,+) y (f, z,—) son los mismos para toda z¢V. O

Invariancia bajo homotopfas

Sean f: W - R" y g : W — R" dos transformaciones continuas (W
abierto acotado de R").

Definicién 2.3.2 Una homotopia entre f y g es una transformacién con-
tinua )
F-WxI+ R

donde I es el intervalo cerrado [0, 1] de R", tal que F(z,0) = f(z) y F(z, l) =
g9(z) cor zeWV.

Para cada te] definamos
Fo: W = R Fi(z) = F(z,1).
Formulemos ahora el teoremna de invariancia bajo homotopias:

Teorema 2.3.3 Sea F : W x I - R" una homotopfa enire dos trensforma-
ciones f: W - R" yg: W - R* (W abierto acotado), y ses yeR® un
punto con las siguientes propiedades:

(i) yo no es elemento de Fy(OW) para toda tel.
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(i) Roly y Fi|y son ambas diferenciables y y, es valor regular pars
ambas.
Entonces

grado(Fy; yo) = grado(F}; yo).

Demostracidn. Para demostrar este teorema, comencemos por hacer algunas
hipotesis adicionales:

(8) Fly (1) s diferenciable y yo es valor regular de Fly,, )

(b) Existe € suficientemante pequeiio tal que F(z,t) = F(z,0) y
F(z,1~t) = F(z,1) para toda te[0,¢] y toda zeW.

Entonces bajo estas hipotesis tenemos lo siguiente:

Fy ' () = F; '(yo) es finito para 0 < ¢ < ¢ pues y, es valor regular de F,
que no es elemento de Fy(W ~ W); digamos que F(y) = {a1,....ap} CW.
Ya que esto vale para F;'(yo) (0 < t < €), tenemos que F~'(yo) N (W x
[0, €}) cousiste de segmentos {a; x (0, €]}i=1,2,.. - Analogamente, tenemos que
F'(ys) C W consiste de un niimero finito de puntos {b;, ..., b} y F~)(y) N
(W x (1 —¢,1]) consiste de g segmentos {b; x [1 ~ ¢,1));=1,...¢

Ademas F-'(y) es compacto; y como

Fl )N (W x[e,1—¢]) = F (o) N(W x [¢,1 —¢])

entonces "~ (yo)N(W x ¢, 1—¢]) es compacto. F~!(y)N(W x (0, 1)) consiste
de un sistema finito de curvas { K} de las cuales cada una, o es homeomorfa
a la recta real o al cfrculo. Las K, no compactas contienen exactamente dos
segmentos, del tipo a; x (0,¢] y del tipo b; x |1 —¢,1).

Dependiendo si det(DFy(a;)) es mayor 6 menor que 0 cada a; contribuye
con +1 o -1 al grado(Fy, yp). Consideremos a lo largo del segmento a; x (0, ¢)
vectores {Ui = (,0)}x=1,..n de R™ x {0} tales que DFy(a;)vs = es, con
{ex}a=1,..n vectores canonicos de R". Sea tambien 7 = (0,7) un vector
tangente al segmento a; x (0,¢) con 7 tal que da una orieatacién positiva a
la base {14,...,;,, 7} de B**), Por lo tanto se tiene que

det(v),..., Vp, )= Tde‘(DFO(ai))-|;
observemos que DFi(a;) = DFy(a;) para te(0,¢), y DFi(a;)(s) = exeR*.

Entonces ya que el segmento a; X (0, €) yace en una de las curvas no compactas -

K, la cual contiene otro segmento del tipo ay x (0,¢) 6 & x (1 —¢,1). En
el primer caso el vector tangente del segmento ay x (0,¢) tiene la direccién
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opuesta a la del vector tangente a «a; x (0,¢). Las contribuciones de a; y
a; al grado de Fy(yo) se cancelan. En el segundo caso el vector tangente
del segmento b; x (1 — ¢, 1) tiene la misma direccion del vector tangente del
segmento a; x (0,¢). Las contribuciones de a; al grado(Fy, yo) y de b; al
grado(Fy,ys) son las mismas. Entonces

grado(Fy, yo) = grado(Fy, ).

Alora veamos la forina de probar el enunciado sin utilizar las hipétesis
adicionales:

Prescindamos de la hipdtesis (a) y conservemos la hipdtesis (b) Por la
hipétesis (ii), F es diferenciable en W x (0,¢) y W x (1—¢, 1). Elijamos ¢ con
0 < ¢ < ey aplicamos ¢l teorema de aproximacion (1.2.4) a F: W x[0,1] =
RiconY=Wx[0,1, X=Wx(0,1),A=W x [0,¢]UW x [L - ¢, 1]; asf
W x (0,6)UW x (1 —¢,1) es una vecindad abierta de AN X, en la cual F es
diferenciable. Por lo tanto hay una aplicacién continua F' : W x [0, 1] - R"
que es diferenciable en W x (0,1) y es tal que

(|F'(z,t) - F(z,t)|| < distancia((z,t),Y ~ X)

para toda (z,t)eY = W x [0,1), F'(z,t) = F(z,t) para toda (z,t)eA. En
particular, F'(z,t) = F(z,t) sizeW — W o te0, €' U[L ~ ¢, 1], asf FY((W -
W)=FR(W-W)y

Fl=F=F= F&F;_,: Fiy=F=F

para toda te[0,€). Por lo tanto la transformacion F satisface también las
hipotesis del teorema y la hipétesis adicional (ii). También es diferenciable
pero no satisface la hipétesis (i). Por otro lado el teorema anterior afirma
que Yo tiene una vecindad V C IR"® tal que z¢V es regular para Fy y F) y

grado(Fu; 2) = grado(Fy, y), grado(Fy; z) = grado(Fy; y)
Elijamos a V suficientemente pequeiio para que
VCR-F(W-W) para toda t

Escojamos ahora un valor regular yf de F'|y,, ) en V.
Asi pues, ya que para F' y ¢/ se satisfacen las dos hipétesis (a) y (b).
obtenemos grado(Fy; ') = grado(F}; y') lo cual implica que grado(Fy; i) =
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grado(Fy;y') que junto con el teorema (1.2.3) nos dice que grado(Fo; yo) =
grado(Fy; o)
Finalmente pasemos a la demostracién sin ninguna hipétesis adicional.
Sabemos que Fy y F\ son diferenciables con valor regular yoe(R" — F((W -
x 0,1])). Definimos una nueva homotopia como:

{ Fy(z) = F(z,0) para0<t<1/3
¥ (z,t) F(z,3t-1) para 1/3<t<2/3
Fy(z) = F(z,1) para2/3<t<1

Esta homotopfa satisface tambien las hipdtesis del teorema, ademas de que
satisface la hip6tesis adicional (b). Podemos entonces aplicar el argumento
anterior y obtener grado(Wo; yo) = grado(V); yo), 10 cual prueba el teorema
ya que lo anterior dice que grado(Fy; yo) = grado(F\, p). O

Otras propiedades del grado

Con ¢l teorema anterior estamos listos para probar otras propiedades del
grado.

Teorema 2.3.4 Sea g: W — R" una transformacidn continua, diferencia-
ble en el abierto acotado W C R™. Cada punio yelR™— f(W — W) tiene una
vecindad abierta V C R® — g(W — W) tal que grado(g; z) tiene el mismo
valor para 2eV regular.

Demostracion. Sea ye(R*—g(W —-W)) y dos valores regulares z y ' cercanos

a y. Elijamos z y 2' tal que ||z - y|| < |lg() - yll ¥ I}’ - vll < llo(z) -
y||- Demostremos que grado(g; z) = grado(g, 2') y para esto aplicaremos el
teorema (2.3.3). Consideremos la homotopia F : W x [0,1] — R®, definida
como:

F(z,t) = g(z) + t(z' - 2)

Debemos verificar las hipétesis del teorema con 2 en ves de y. Para (a)
debemos verificar que 2 # F(z,t) para z¢(W — W) y toda t. Pero:

2= F(z,t) =[(1-t)(z - ) + Uz - 9)] + (v - 9(2))
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(= t)(z = y) + 2" = y)ll < (1= )|z — ] + 82"~ ]|
< (1= tllglz) - yll + tllgle) - yll = llg(z) - vl
de lo cual entonces z — F'(z,t) # 0. La hipotesis (b) se satisface puesto que
Fo=gyF, ~z=g~2 oseaque DF; = Dg. Esto tltimo también prueba
que grado(F; z) = grado(g;z'). Entonces el teorema (2.3.3) nos dice que
grado(Fy; z) = grado(F\; z), es decir grado(g; z) = grado(g; 2'). Lo cual, es
la afirmaci6n del teorema. O

Teorema 2.3.5 Sean go, g, : W — R" dos aplicaciones continuas diferen-
ciables en el abierto acotado W que coinciden en W, entonces

grado(go; y) = grado(g,; y)

para todo valor y € (" — go(W ~ W)) = (R" — g,(W — W)) que es regular
para goly, ¥ pars g1y

Demostracién. Consideremos 1a homotopfa F : W x (0,1) = R" definida
como F(z,t) = (1 - t)go(z) + tg1(z). Satisface la hipétesis (a) del teorema
(1.3.3) ya que go(z) = gi(z) para zeW — W, asi Fi(z) = go(z) = g1(2) para
ze(W — W) y toda t. Por lo cual yfF(W — W) = go(W — W). Asimismo
satisface la hipotesis (b) puesto que Fy = gy y Fi = g;. Entonces por el
teorema (2.3.3) grado(go; y) = grado(g; y). O

Definicidn general del grado de una transformacidn continua ar-
bitraria

Sea f : W — R" una transformacién continua y sea yeR* — f(W — W).
donde W es un abierto acotado en ™. Para definirlo escojamos un al-
isamiento g de f, es decir, una aplicacién continua g : W — R® que coincide
con f en W, que es diferenciable en W y tal que g(z) sea ¢(z) cercano a
f(z) con € suave y ¢(z) << 1. (Esto se puede hacer en virtud del teorema
1.2.4).

Si y es un valor regular de g|,, entonces definimos

grado(f;y) = grado(g; y)

Si y resultard no ser valor regular, sabemos por el teorema de Sard que
los valores regulares de g|,, yacen densamente y en cada vecindad V' de y
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hay valores regulares z de f|,,. Si hacemos a V' suficientemente pequeiio,
entonces grado(g; =) es independiente de zeV. Definimos el grado de f en y:

grado( f;y) = grado(g; z)

donde z ¢s un valor arbitrario de g|W.

La definicién asfdada no depende de la eleccién del alisamiento como se
puede deducir facilmente a partir del teorema 2.3.5. Con esta definicién en
mano probaremos otras propiedades del grado que nos seran itiles en ade-
lante:

Invariancia bajo escisién

Teorema 2.3.6 Si f : W — R" es una transformacidén continua con W
abierto acotado, yeR™ — (W — W) y V C W abierto que contiene a f~'(y)
entonces:

grado(f;y) = grado(fly ;y).

Demostracidn. Sea y: V — R™ un alisamiento de f|;. Denimos f, : W -

R por fi:ly_y = flw-v ¥ filg = 7. En particular f'(y) C V.
Tomemos un conjunto abierto U tal que

I'‘'ycuyUcv.

Por ¢l teorema 1.2.4 podemos alisar f; sin variarla en U. De modo que
encontramos una aplicacién g : W - " tal que g|,, es diferenciable y

9le = Yo w-w = hlw-w = fly_w- Por el teorema 1.2.4 podemos
escoger a ¢ de modo que

l9(z) ~ fi@)] < dist(y, [1{(W - U)).

Entonces la aplicacién g no toma el valor yen W — U. Y tampoco toma
ningun valor z que difiera de y en menos que dist(y, g(W —U)). Tomemos un
valor regular z de g|,, con |z - y| < |g(z) — y| para toda zeW — U. Entonces
grado(f;y) = grado(g; z). Pero g7'(z) = v7'(z) C U y como gl = 1|,
tenemos que grado(g; z) = grado(v; z). Y grado(7; z) = grado(fly ;y). O
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3 Grado de una transformacion entre
variedades diferenciables

3.1 Introduccion

En este capitulo todas las varicdades de las que hablemos seran orientadas,
cerradas y conexas; igualinente las transformaciones entre variedades seran
suaves a menos que se haga otra indicacion. Ademas, en este capitulo cada
vez que nos refiramos a una transformacion f entre variedades denotaremos
tambien como f a la transformacion vista en las cartas coordenadas de la
variedad dominio y la variedad imagen.

3.2 Definiciones bdsicas

Deflnicidn 3.2.1 El grado de una transformacidn suave f : M — N entre
dos variedades diferenciables M y N, con respecto a un valor regular iy es
el nimero

gradoy,f = Z sgndet(D, f).

z¢/~Yyo)

Observaciones: .

1) La suma s finita ya que si y cs valor regular entonces f~!(y,) es
discreto y por tanto finito.

2) En el caso que f~'(y,) = @ definimos grado,, f = 0.

3.3 Propiedades
Independencia del valor regular

Teorema 3.3.1 El grado de una transformacidn f entre dos variedades di-
Jerenciables M y N es independiente de la eleccidn del valor regular yo.

Demostracion. Sean yq, y, dos valores regulares de f. Unamoslos por una
curva regular simple v : [0,1] = N, con (0) = w, 7(1) = . La curva
7 puede ser escogida de tal modo que f sea transversal a v.! Esto implica
que la imagen inversa f~!(7), es una variedad diferenciable 1-dimensional en

1Vease el teorema 10.3.2 en [D-F-N)
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M con frontera la cual consiste en la unién de los conjuntos £~ (y0) y f (1)

Aflrmacidn 1.
Si dos puntos zo y z; de [~ (yo) (0 de ' (1)) son los puntos extremos de
una componente de f~'(v) entonces los determinantes jacobianos valuados
en estos puntos deben tener signos opuestos,

Prueba: Sea a : [0,1] & M una parametrizacion regular de la compo-
nente conexa que une a estos dos puntos, con a(0) = o, a(l) = z). Sea
(w,(t), ..., wn—1(t)) una familia de campos continuos sobre v tales que para

cada te[0, 1]:
(wl(t)v “eny wn—l(t)v 7'(t))

es una base positivamente orientada de T') V. Entonces las bases de vec-
tores:
(wl(o)r 0 wn-l(o)r D,oa'(O))

(w1(0), ..., wn-1(0), Dy, /(1))
de Ty, N tienen orientaciones opuestas, de lo cual se sigue que

sgndet(D;,f) # sgndet(D;, ).

Afirmacion 2.
Si una componente coneza de f~'(7y) une a un punto zy de [~ () con otro
punto z, de f~'(y) entonces el signo del determinante jacobiano de f en
estos dos puntos es el mismo.

Prueba: Sea a : [0,1] & M una parametrizacion regular de esta compo-
nente conexa de f~'(7), con a(0) = z¢ y a(1) = z,. Considere una familia
de campos continuos (w;(t), ..., wa-1(t)) tales que para te{0, 1):

(wy(t), ..., wn (1), 7'('))

generan el tangente en cada punt.d de la curva 9(t). Entonces los vectores:

(H)|(0), ooy wn-—l(o), Dtoa'(Q))

(wr(1), ..., wn-1(1), Dr,0' (1))
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son dos bases para el espacio tangente en yo v en y; ambas positivamente o
negativamente orientadas, de lo cual:

sgndet(Dy, f) = sgndet(D;, f).

De las dos afirmaciones anteriores tenemos pues cl resultado del teorema. O

Nota:
En vista de lo anterior, de ahora en adelante omitiremos el valor regular
en la notacion, i.e.
gradof = gradoy, f

para cualquier valor regular y,.

Invariancia bajo homotepias

Teorema 3.3.2 El grado de una transformacidn f es invariante bajo homo-
topias.

Demostracion. Sea F : M x I - N una homotopfa suave entre f(z) =
F(z,0) y g(z) = F(z,1). Podemos suponer que yo es valor regular de
Flmx(o,y de lo cual tendremos que F~!(y) es una subvariedad suave 1-
dimensional de M x [0,1]. F~!(yo) tiene como frontera la unién disjunta de
los dos conjuntos f~'(y0) y 97" (w).

Afirmacién 1. :
Si dos puntos g y z; en f~'(yo) (0 en 97 (y0)) estan en la misma compo-
nente coneza de F~'(yo) entonces los signos del determinante de D, f y de
D,,f (respectivamente de D, g y de D,,g) son los mismos.

Prueba: Seaa : [0, 1) - M una parametrizacién regular de la componente
conexa que une a 1y con zj, de modo que a(0) = z5 y a(l) = z,, y sea
(w1, ..., wy) una base del tangente a N en . Ya que las bases

(DloFO—l(wl)’ ey DloFl;I(wﬂ)) a'(O))

(Dsl Flnl(wl); vy Dlel—l(wn)’ a'(l))

cstan ambas positivamente o negativamente orientadas y puesto que o’(0) y
a'(1) tienen proyeccién en I con sentido opuesto los signos de los determi-
nantes de D, f y de Dy, f son distintos,
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Afirmacion 2
Si dos puntos woef ' (o) y 2169 "'(yo) estan en la misina componente coneza
de [} () entances los signos de los determinantes de Dy, f y de D, g son
los mismos.

Prueba: Simliarmente a la prueba de la afirmacién anterior, sea a(t)
una parametrizacion regular de esta componente conexa con a(0) = zg y
a(l) = z,. Sea también (w,, ..., wy) una base del tangente a N en g. Puesto
que

(De By (wn). .o Dro by ' (wn), @' (0))

(D2, ! (w), oy D 7 (wn), /(1))

son ambas positivamente orientadas o ambas negativamente orientadas y el

sentido de las proyecciones de a'(0) y de o/(1) sobre I es el mismo entonces

concluimos que los signos de los determinantes de D, f y D,, ¢ son iguales,
Con las afirmaciones anteriores probadas tenemos pues el resultado.0

El grado de una transformacién entre dos variedades M y N con
frontera

Sea f: M —» N una transformacion continua y diferenciable en el interior
de M tal que fl;), : M — ON es diferenciable. Definimos el grado de la
transformacion f como en la Definicién 3.1.1, donde yo es un valor regular en
el interior de N. Con esta definicién es posible probar que el grado es inde-
pendiente del valor regular e invariante bajo homotopias. Si las fronteras M
y ON de M y N son variedades (n-1)-dimensionales cerradas y orientadas
(con 1as orientaciones inducidas de M y N). Y si también las suponemos
conexas obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.3 El grado de la transformacidn restringida a la frontera f |ou:

OM — AN, es el mismo que el grado de f; i.e. grado(f |au) = gradof.

Para la prueba necesitaremos del siguiente lema:

Lema 3.3.4 Eriste una homotopia que lleva la transformacion f : M <+ N
a una transformacién g : M — N la cual no envia puntos interiores de M a
la frontera de N.
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Demostracion. Sea U, una e-vecindad de la fromtera 0N (donde la metrica
estd definida en términos de alguna métrica Rieminanana) y sea n(y) un
campo unitario sobre U, consistente de vectores tangentes a N y tal que en
ON apuntan hacia ¢l interior de la variedad V. Sea o(y) > 0 una fucion
real suave sobre U, tomando ¢l valor de € en los puntos de N, siendo cero
sobre (OU, — @N) y decreciendo monotonamente con la distancia desde 9.N.
Extendamos ¢ a toda la variedad N definiendola cero fuera de U, Sea
V.= f'(U) € M y la funcién °* sobre M definida para toda xeM por
¢*(z) = ¢(f(z)). Claramente desaparece fuera de V, y alcanza su valor
maximo ¢ en los puntos de la imagen inversa de dN. Sea v una funcién
C™ sobre M que se anula en la frontera M y que toma el valor 1 fuera
de una é-vecindad de M e incrementadose monotonamente con la distancia
a OM. Definamos la homotopfa como signe: Sea la imagen de cada punto
zeN movida en N una distancia (z)p(f(2)) a lo largo de la trayectoria
del campo vectorial n(y). Claramente los puntos de la imagen de M no se
inueven y tampoco lo hacen los puntos fucra de V,.

El resultado de esta deformacién de f es una transformacion g que coincide
con con f sobre 3M y que manda a todo punto interior de M al interior de
N. O

Demostracion del teorema 3.3.3 Sea y un valor regular de la transfor-
macion f|,,,. Aplicando el lema anterior podemos suponer que la imagen
inversa f~'(yo) esta contenida en M. Movamos este punto regular a lo
largo de una trayectoria suave en el interior de N una pequeiia distancia. Ya
que ¢l ndinero de preimagenes y sus signos pueden cambiar solo al pasar por
un valor critico, tenemos que el grado de f y de su restriccién a la frontera
coinciden. O

3.4 Aplicaciones

Algunos ejemplos simples

(a) Consideremos transformaciones f : S' — S'. Una funcién f : R —
R define una transformacion de S' a S' si tiene la propiedad de que Yz,
[{z +27) = f(z) + 2rk para algun entero fijo k. El grado en este caso sera
k y puede ser expresado en términos de una integral

1 2
k = gradof = 57?/; ((%)dz
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Toda transformacion f : S' — S! de grado k es homotdpica a la restriccién
de la transformacién holomorfa f(z) = 2* restringida a | z |=1.

(b) Un polinomio complejo f(2) de grado n, determina una transfor-
macion f : R* — H? del plano complejo, o si adjuntamos un punto al
infinito de la esfera de Riemann S? a si misma. Mostraremos a continua-
cion que el grado de f como transformacion es el mismo que el grado de f
como polinomio. Esto es claro cuando el polinomio s un monomio ag2™, con
ag # 0 (Ya que la imagen inversa de 1, valor regular de esta transforinacion
consta de n preimagenes). En el caso de un polinomio agz" +4)2"~ +... +a,
se signe que el grado es n del hecho de que existe una homotopia entre este
polinomio y ay2" definida como:

F(z,t) =apz" + (1 - t)(a)z" " + ... + ap)

con t¢[0, 1].
Como corolario de la igualdad de los dos tipos de grado de un polinomio
complejo tenemos el "Teorema Fundamental del Algebra”:

Teorema 3.4.1 (Gauss) Un polinomio complejo de grado n > 0 tiene al
menos una rafz.

Demostracién Si f(2) = 0 no tiene soluciones entonces la imagen inversa
£71(0) es vacia, de lo cual f tiene grado 0 como transformacién y de aqui
como polinomio. O

Ahora probemos un resultado con transformaciones holomorfas f : M — N
entre variedades complejas cerradas M y N.

Teorema 3.4.2 Si el grado de [ es g, entonces ¢ > 0 y cada valor regular
yoeN de [ tiene ezactamente g imdgenes inversas.

Demostracion. El determinante de la realificacién de una transformacién

lineal compleja A nunca es negativo:
detnA =| detcA > 0
Por lo cual en las preimagenes del valor regular yy todos los jacobianos son

positivos y entonces el grado de f serd igual al numero de preimigenes in-
versas de yo. O

18




La relacion entre el grado y la integral
En esta seccion abordaremos la relacién entre la integral de una forma dife-
rencial de rango n, definida sobre la variedad imagen NV y la integral sobre
M del pullback (via la transformaclén f : M — N) de la forma a M.

Sea la transformacién diferenciable f : M = N de gradoq y sea w =
@(y) dy* A ... A dy" una forma diferencial sobre N de rango n = dimM =
dimN. Por definicién de la operacion de pullback:

f'w = o(f(z))det(D; f)dz' A... A dz™. (1)

Teorema 3.4.3 Si tenemos f: M = N, y w como definimos arriba, en-

tonces:
j f‘wz(yradoj)/w. (2)
M N

Demostracion. Para cada valor regular yoe N de la transformacion f hay una
vecindad U de y que solo contiene valores regulares de f. Si z),...,2n 500
preimagenes distintas de yo bajo f, entonces para U suficientemente pequeiia
su imagen inversa f~!(U) tendra la forma:

f—'(U) = U| U... UUm,ZJCUj

donde 1a union es disjunta.
Para cada Uj se tiene que:

/u @f(z))det(Dy, f)dz) A .. Adz] = sgndet(D;, f) ]u o)y A ... Ay,
J .

(3)
Y en virtud de (1) y de la aditividad de integrales sobre regiones disjuntas:

'/I“(U) [lw= Ij:agndet(Dz,f))/uw = (gradof)/l;w_ (4)

Ya que por el Lema de Sard el conjunto de valores criticos de f tiene
medida cero en N la integral de w en estos valores es cero. Por otro lado en
los puntos criticos de f la forma f*w desaparece ya que el jacobiano en (3) es
cero. De aqui que la contribucién de los puntos criticos a f,, f*w es también
cero. De lo cual, el teorema se sigue de (4) y de la propiedad de aditividad
de integrales. O
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El grado de un campo vectorial sebre una hipersuperficie
Sea u(z) un campo vectorial diferenciable definido en una region U de "
con coordenadas euclidianas z',...,2" y tal que v(z) # 0 en U. Podemos
definir un campo vectorial unitario n(z) = ,—:—8—, sobre U que da origen a la
transformacion de Gauss f: U — S" donde f(z) = n(z).

Sea Q una hipersuperficie contenida en U el grado de fl,: Q — §n-1 eg
llamado el grado del campo vectorial v sobre la hipersuperficie Q.

Consideremos la siguiente n ~ § forma cerrada w sobre $*!
oy (=1)ifida AL A dE

1.5
o= ) @R P

donde 7, es Ja constante normalizadora tal que

/ w=1
ga-1 .

Del teorema 1.4.3.1 tenemos los sigientes corolarios:

(5)

Corolario 3.4.4 El grado de un campo vectorial no nulo sobre una hiper-
superficie cerrada Q en el espacio n-euclidiano es igual a la integral [ f*w
donde f : Q — S™! es la transformacidn de Gauss determinada por el campo
vectorial y w es la n-1 forma sobre S™~! definida én (5).

Demostracidn. Del teorema 3.4.3 tenemos que

gradof = (gradof) /s"_‘w =/q]'w.
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El grado de un campo vectorial sobre una hipersuperficie
Sea v(z) un campo vectorial diferenciable definido en una region U de "
con coordenadas euclidianas ', ...,z" y tal que v(z) # 0 en U. Podemos
definir un campo vectorial unitario n(r) = I':‘% sobre U que da origen a la
transformacion de Gauss f : U — S" donde f(z) = n(z).

Sea Q una hipersuperficie contenids en U el grado de f|g: Q — 571 og
llamado el grado del campo vectorial v sobre la hipersuperficie Q.

Consideremos la siguiente n ~ 1 forma cerrada w sobre S

(5)

B (=)t gyt n
w:(;l-)zul( l) tdz' A Adr
n

((31)2 4.+ (zn)Q)n/')

donde 7, es la constante normalizadora tal que

/ w=1
sn- .

Del teorema 1.4.3.1 tenemos los sigientes corolarios:

Corolario 3.4.4 El grado de un campo vectorial no nulo sobre una hiper-
superficie cerrada Q en el espacio n-euclidiano es igual a la integral fQ f'w
donde f : Q — S™! es la transformacién de Gauss determinada por el campo
vectorial y w es la n-1 forma sobre S™! definida én (5).

Demostracién. Del teorema 3.4.3 tenemos que

gradof = (gradof)/s”_lw =/‘;f‘w.
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4 FEl grado local topolégico de una transfor-
macion holomorfa y la multiplicidad local
en un punto fijo

4.1 Algebra local de una transformacién holomorfa
en un punto fijo a

Sea f: (f™,a) - ¢, f = (fi,..,Jn) un germen de transformacién holo-
morfa. Consideremos el anillo local {2}, de todos los germenes de funciones
holomorfas en el punto a. Sea, por otra parte I, el ideal de {’{z}, generado
por las funciones fi,..., fa.

Definicidn 4.1.1 El algebra local de f en el punto a es el cociente

Verificar que Qo = {9 + Iya; g9ef{z]a} es efectivamente un algebra lo-
cal es sencillo y solo nétece que @y, tiene por ideal maximal al conjunto
A={g+l1e, 9e€{z}s con g(0)=0}.

Ejemplos:
A continuacién describimos el algebra local y damos el valor de su dimensién
compleja en algunos ejemplos sencillos:
(a) £: € = €, f(z) = c donde c = constante
Iy =@{2)a y Qpa = {0+F{2)s}. dimQy,e como espacio vectorial es 0.
®) f: €L f(2) =2
Ije= (2} Qre = {00 +2€{z}e : aeef)y dimQyq =1
©f: €L flz)=2
lja=2 ﬂ{Z}u Ql,- ={ap+az+ zw(z}- ¢ Op 0|¢¢'}~ d‘"‘Ql.- =2
/€€ [(z)=2"
Ije = {z}a,
Qra = {0tz +.. +an 12" + 2" {z}e : ag,...,0n-1¢f}
dimQyq =n.
(e) ! : ﬂn - p"» !(z) = (Z), z= (2], °"1zn)'
Ia = 2@z} + .. + 2f{2}e)
Qra = {ao+af{z)a+ .. +2nf'{2}a : aoef}.
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dimQya = 1.
() £ 2L f(21y020) = (21 210),
Ipo = M C{z}a + o + 20020y 2= (21) 00 20)

Q!v“ = {Zu <Myyenin<my aill'-'binz‘ll T z:‘l” + l!,a : ail,,",i"(¢‘}
dimQga=my-...-mp.

4.2 La multiplicidad de una transformacién en un
punto

Sea f: (€™ a) — (€",0) un germen de transformacién holomorfa en el punto
a. Sea ademas '{z}, el algebra de todos los germenes de funcién holomorfa
cn el punto a. Los germenes de las componentes de f generan el ideal I, en
esta algebra.

Deflnicién 4.2.1 La multiplicidad p,[f] del germen de transformacion f en
el punto a es la dimensidn compleja de su algebra local en el punto a.

Half] = dimgQy,
Asf, en los ejemplos anteriores hemos dado el valor de la multiplicidad de
cada transformacion en el punto a.
El principal objetivo de este capftulo seré probar el siguiente teorema:

Teorema 4.2.2 El nimero de preimagenes de la transformacion f de un
punto genérico en una vecindad del origen es igual a la multiplicidad ,}f).

4.3 El indice de una transformacién en un punto

Definicidén y ejemplos simples

Sea f : (R",a) = R" un germen de transformacion diferenciable en el puato
a, tal que a es un cero aislado de f, (i.e. existe 0 <e <<l tal queaes el
tinico cero de f en la bola B,(a) con centro en a y radio ¢).

Definicidn 4.3.1 Definimos el indice I,[f] de la transformacion [ en el
punto a como el entero

L{f) = grado(f = Il_;ﬁ 51y 511)
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Como ejemplos tenemos el indice en el origen de las siguicntes transforma-
ciones (estamos considerrando ¢ = R?).
&) f:€ = ¢, f(z) =c, con e = constante, [f] =0

(b) f: €€ f(z) =z hlf] =1
(c)f:C—’ﬂ, f(3)=22,10[f1=2
@) f: €0 fz2)=2" L[f|=n

(e) I } ¢n - Cnr f(zla-",zn) = (zl, ..-,Zn), IUU] =1

(€) f: " €7 f(Erremza) = Gy 2),

L[f]=m x - X,

Todo lo anterior ha sido calculado utilizando el tcorema 4.6.1.

El hecho de que el indice y la multiplicidad en un punto coincidan en ¢l
caso de funciones analiticas no es simple casualidad y de hecho el objetivo
primordial de este capitulo serd probar ¢l siguiente teorema:

Teorema 4.3.2 (El indice es igual a la multiplicidad)

Si a es un cero asslado para el germen de transformacidn holomorfa f de
multiplicidad finita, entonces el indice en el punto a es igual a su multiplici-
dad,.

La formulacién del teorema 4.3.2 es equivalente a la del teorema 4.2.2
debido a que el indice del germen f es igual al nimero de preimagenes inversas
de un valor regular en una vecindad suficientemente pequeiia del origen,
afirmacién que probaremios en 4.6.1. '

4.4 Demostracion del teorema “El fndice es igual a la
multiplicidad”

Antes de probar el resultado mencionaremos 7 proposiciones que nos seran
itiles para su demostracién. Las mencionaremos sin prueba y utilizandolas
probaremos el teorema 4.3.2 al final de esta seccién,

Definicién 4.4.1 La transformacidn &™ : €™ — €" donde
m = (my,...,m,) definida por:

0m(zlv "'1zn) = (z;m)'-'s z"'ﬂu)

es llamada la transformacidn de Pham.
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Definicion 4.4.2 Dos germnenes de transformacion f y g en el punto a son
llamados alyebraicamente equivalentes, o A-equivalentes si hay un germen de
una familia holomorfa de transformaciones lineales, A(z)eGL(n, ) tal que

fz) = A(2x)g(z).

Proposicién 1. Sea f: ({*,0) = ¢" un germen de transformacion de
mualtiplicidad finita. Entonces existe una transformacién de Pham ™ tal que
el germen de transformacion holomorfa f en0 es A-equivalente al germen de
transforntacion O = &™ + ¢ f para e # 0 arbitraria.

Proposicion 2. El indice y la multiplicidad en 0 del mapeo de Pham coin-
ciden.

Proposicién 3. Los indices de dos germeues de transformacion holomorfa
A-equivalentes son iguales.

Proposicion 4. Las multiplicidades de dos germenes de transformacidn
holomorfa A-cquivalentes son iguales.

Proposicion 5. Aditividad del indice. Sea un sistema de n ecua-
ciones holomorfas en £™ que dependen holomorficamente de un parametro.
Entonces la suma de los indices de las raices formadas por la descomposicion
de una raiz multiple del sistema, es igual al indice de esta raiz multiple.

Proposicion 6. Subaditividad de la multiplicidad. La suma de las
multiplicidades de las raices forinadas por la descomposicién de una rafz mul-
tiple del sistema, no excede a la multiplicidad de esta raiz.

Proposicién 7 La multiplicidad de una raiz no es menor que su indice.

Prueba del teorema 4.3.2. Sea f : (£",0) — (£™,0) un germen de
transformacién holomorfa de multiplicidad finita. Sea @ una transformacién
de Pham tal que los germenes f y ®, = ® +¢f en cero son A — equivalentes
para € # 0. Escoja una vecindad U suficientemente pequeiia de 0 y tambien
escojase una ¢ << 1 tal que ¢l nimero de raices de ¢, en la vecindad U
contada con sus multiplicidades no exceda a la multiplicidad de @. (Esto es
posible en vista de la proposicién 6). Considere la transformacién de Pham
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¥ = ¢,. Sean q; las raices del sistema W = 0, en la vecindad U, Obtenemos
entonces las relaciones:
De la proposicion 6:

ol®] > Z fa (0.

De la proposicion 7 tenemos:
Jta; [¥] 2 ind, [ V).
De la proposcién &:
Z inda, (V] = indy[d).
Y de la proposicion 2:
indo[®] = po|®).

Asf, notamos que las desigualdades son igualdades.
Ya que f(0) =0 entre las raices a; de ¥ esta el 0. Entonces

jo[¥] = indo[¥).
Pero ya que los germenes f y W son A-equivalentes, tenemos de las

proposiciones 3 y 4 que
#o[f] = pal®).

ano[f] = mdo[Q]

Entonces si f(0) = 0 el teorema 4.3.2 ha sido probado. Por otra parte si
f(0) # 0 entonces
polf] = ind[f] = 0.

(W]

Con el teorema ya probado lo que resta es probar las propesiciones, lo cual
serd el trabajo del resto del capitulo.
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¥ = ¢,. Sean q; las raices del sistema W == 0, en la vecindad U, Obtenemos
entonces las relaciones:
De la proposicion 6:

o{®] > Z fa,|W].

De la proposicion 7 tenemos:
fa;|¥] 2 ind,,[¥].
De la proposcién b:

Y indg, [¥] = indy[d).
Y de la proposicidon 2:
’iﬂ(lo[‘p] = uo[q)].

Asf, notamos que las desigualdades son igualdades.
Ya que f(0) = 0 entre las raices ¢; de ¥ esta el 0. Entonces

fio[¥] = indo[V].
Pero ya que los germenes f y ¥ son A-equivalentes, tenemos de las
proposiciones 3 y 4 que
polf] = 1ol @),
indo[f] = indo|®].
Entonces si f(0) = 0 el teorema 4.3.2 ha sido probado. Por otra parte si

[(0) # 0 entonces
o[ f] = ind[f] = 0.

o

Con el teorema ya probado lo que resta es probar las proposiciones, lo cual
serd el trabajo del resto del capitulo.



4.5 El indice de un germen real

Supongamos que en una bola cerrada B C IR" no hay ceros de la transfor-
macion f: (4*,0) = " exceplo posiblemente 0 y sea f, una deformacién
pequend de f.

Teorema 4.5.1 Para ¢ suficientemente pequeiia la suma de los tndices de
los ceros de la transformacion perturbada f, en B es igual al indice de 0
de la transformacidn original f, suponiendo que el mimero de estos ceros es
finito,

Demostracién, Las transformaciones ¢, = {'-& : 0B - S{‘" para suficien-
temenle pequeiio ¢ son homotépicas y por otro lado el grado de la transfor-
macién ¢, vs igual a la suma de los indices de los ceros de la transformacién
fe en la bola B. O

Corolario 4.5.2 El indice del punto 0 de la transformacidn f es igual al
ntdmero de preimagenes en B de una valor regular arbitrario suficientemente
pequeiio ¢ € R, contado con el signo del jacobiano en cada punto de la
imagen inversa [~'(e).

Demostracion Sea la deformacion f, = f—e. Por el teorema anterior tenemos
que la suma de los {ndices de los ceros de la deformacion es igual al fndice de
la transformacion f. Pero ya que en este caso los ceros no son degenerados
¢l indice alrededor de un cero es igual al signo del determinante jacobiano
valuado cn estos puntos. O

Definicién 4.8.3 Dos germenes f, g : (", a) — (R",0) son llamados A-
equivalentes reales si hay un germen de una familia diferenciable de trans-
formaciones lineales A(z): R — R" tales que detA(0) > 0.

Teorema 4.5.4 Los fndices de dos germenes reales A-equivalentes reales son
iquales.

Demostracion. Ya que detA(0) > 0, es posible juntar A con I por medio de
una curva continua A; : [0, 1] - GL(R, n), con detAy(z) > 0. La homotopfa
9= A,f es tal que gy = g y g1 = [ y no tiene ceros en una esfera pequeiia.
0o
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4.6 El indice de un germen de transformacion holo-
morfa

Proposicion 3.
Germenes de transformacion holomorfa A-equivalentes tienen el mismo indi-
ce.

Demostracion La forma real de germenes holomorfos A-cquivalentes son A-
equivalentes reales. Si g = Af entonces las formas reales f y § cumplen que
g = Ag con detA(0) > 0. O

Teorema 4.6.1 Sea B una bola cerrada con centro en el punto aef™. Su-
ponyamos que la transformacidn holomorfa f no es cero en ningun lugar de
B — a. El indice del germen de [ es igual al nidinero de preimagenes en B
de un valor regular suficientemente pequefio ¢

Demostracién El indice es igual al nimero de preimagenes de e contada con
signos del jacobiano de f en esos puntos. Pero este signo siempre es positivo.
(W]

Teorema 4.6.2 Supongamos que una transformacidn no tiene ceros sobre
la frontera de un dominio acotado U C €™ y el grado de la transformacidn
9/19| de la frontera de U a la esfera de radio 1 en €™ es igual a k. Entonces
el sistema g = 0 tiene un nimero finito de raices en U y la suma de sus
indices es igual a k.

El teorema anterior se sigue del siguiente lema:

Lema 4.6.3 Bajo las mismas condiciones que en ¢l teorema anterior el
nimero de soluciones geométricas distintas del sistema g =0 en U no ezcede
ak

Demostracién Supongamos que el sistema tiene k + | raices ay, ..., Gy4).

(1) Existe una transformacién polinomial P : £™ — €" para el cual
los puntos a,, ...,ax+) son raices no degeneradas. Si a; lo escribimos como
a; =(a},....a), a{cﬂ Consideremos el polinomio:

P= ("5':1[3' - af], .., I, (2" — af]).
Se cumnple que det{ DP|a;) # 0.

(2=}
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(2) La transformacién g, = g + ¢ P tiene raices no degeneradas en los
puntos ay, ..., @y . para casi todos los valores de e. En efecto, para que ¢; sea
raiz degenerada debemos tener ques

det(Dg.|, ) = det(Dgl, +eDP|, ) =0
y ya que el polinomio es no degenerado en los puntos a;:
det{(DPY, )"'(Dg,["') +ell =0

lo cual significa que € solo Liene un miwero finito de valores para el cual la
derivada de g, s no degenerada.
(3) Para l¢| pequeiio el indice de la transformacion

9/l

de la frontera de U es igual a k.

(4) Escojase un € pequeiio para el cual las raices ¢; de la transformacion
g son no degencradas. Rodeese a; por esferas pequeiias B; que no contengan
otros ceros de la transformacién g,. El grado de la transformacion g, /|g| de
la esfera 0B; — 52"+ es igual a 1 y por tanto el grado de la transformacion

ge/1g!) : LOB; — St

es k+ 1.

Considere ¢l dominio U’ = U — UB;. El grado de la transformacién de la
frontera de esta regién es no negativa puesto que el grado es igual al nimero
de preimagenes. Pero por otro lado es k — (k + 1) = ~1. Lo cual es una
contradiccion, 0

Corolario 4.6.4 El indice de una rafz es estrictamente positivo

Demostracién. Si el indice de una raiz a de la transformacion y fuera cero,
entonces para ¢ suf. pequeio la hola B,(a) no contienc raices del sistema
g =0. Lo cual es una contradiceion, O

Demostracién del teorema 4.6.2. Por ¢l lema, el nimero de ceros es
finito entonces la suma de sus indices sera igual al grado de la transfor-

macion g/|g| restringida a la frontera de U. O
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Proposicién 5. Aditividad del indice

En la descomposicion de una raiz aislada @ de g = 0 con indice finito un
niimero finito de raices son formadas y la suma de sus indices es igual al
indice de la raiz descompuesta.

Demostracion. Sca g, una deformacién pequeiia de g y B una bola cerrada
centrada en a conteniendo solo este cero. Ya que 9/|g| y 9¢/lg.] restringidos
a la frontera de B son hotnotdpicos para e suf. pequeio entonces sus grados
son iguales. Pero esto implica por el lema anterior que ¢l ndmero de solu-
ciones de g, = U cn B es finito y que la suma de sus indices es igual al {ndice
de a por cl teorema 4.6.2, O

4.7 Multiplicidad y A-equivalencia

Proposicidn 4

Las multiplicidades de germenes A-equivalentes son iguales.

Demostracién Ya que f(z) = A(z)g(x), esto significa que fiel, para toda
i=l,.,n Delocual I; C I, Y como detA(0) > O entonces en una
vecindad A~!(z) estd bien definida y g(z) = A~'(z)f(z). Lo cual implica
que I, C Ij. Y por tanto I; = I;. De lo cual las multiplicidades son las
mismas, O

Lema 4.7.1 Sea un germen f de multiplicidad p. Entonces el producto de
i germenes de funcidn, cada una tomando el valor 0 en 0, esta contenido en
el ideal I;.

Demostracién Sean ¢y, ..., 9, 108 1 germenes de funcién tomando el valor
cero en cero, entonces los ¢ + 1 germenes de funcion

Lonopr @192 ou

son lincalmente dependientes en el anillo Q. Existen combinaciones lineales
no triviales tales que

ot erpy o+ upy e puely.
Sea ¢, el primer coeficiente distinto de cero; entonces:
o1 e(er + Ce1Prir e F CuPrr o) €1y,
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Ya que ¢ # 0 lo que esta entre parentesis es invertible en el anillo ¢@'{z}. Por
lo tanto ¢; - ... - ¢, esta en el ideal I;. De lo cual tambien esta ¢; - ... - .0

Teorema 4.7.2 Supongamos que un germen de transformacidn f tiene mul-
tiplicidad p y que el germen g difiera del germen f, por términos de orden
1+ 1. Entonces los germenes f y g son A-equivalentes.

Demnostracién Sea p; = g; — f; la j-esima componente de ¢ = g — f. Por ser
un germen de funcién de orden j1+1 lo podemos expresar como producto de y
germenes de funcién tomando el valor cero en cero. Y segun el lema anterior
@; = Yo, hjifi donde hy(0) = 0. De modo que tenemios que ¢ = H f con
H(0) = 0. Y entonces concluimos que:

g=(+H)f
lo cual ¢s la afirmacién de que f y g son A-equivalentes, O

Corolario 4.7.3 Supongamos que la matriz jacobiana del germen de trans-
Jormacidn [ en 0 es no degenerada. Entonces su multiplicidad es igual a
L .

Demostracion Ya que g(z) = D f(0)z tiene multiplicidad 1 y difiere de f por
términos de orden 2 entonces segun el teorema anterior los germenes son A-
equivalentes y entonces por la proposicién 4 tienen la misma multiplicidad.
]

Tearema 4.7.4 Una raiz de multiplicidad finita de un sistema de ecuaciones
holomorfas es aislada

Demostracién Supongamos que el germen de transformacion tenga multipli-
cidad 4 en 0. Del lema 4.7.1 tenemos que z} puede ser puesta en la forma:

=Y huk
en una vecindad del origen. Pero entonces ya que zj‘ solo se anula en 0 no

es posible que f se anule en otro punto distinto de 0. (Esto, precisameate en
una vecindad de 0). O
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4.8 Propiedades de la transformacion de Pham.

Sea f un germen de transformacién de multiplicidad poen 0. Considere la
transformacién de Pham & con m = (u+ 1,...,pt + 1} y su deformacicn
PV = Q™ +¢f.

Proposicién 1
El germen f es A-equivalente en () al germen @ para toda € # 0.

Demostracion Tenemos que f es A-equivalente a ef en 0 y ademas que ¢
difiere de ¢f por términos de orden g + 1. Entonces de acuerdo al teorema
4.7.2 &7 es A-equivalente a ef y por tanto a f. O

Proposicién 2
El indice y la multiplicidad de la transformacicn de Pham en 0 son iguales.

Demostracion El indice es igual al nimero de soluciones del sistema z[™ =
€1, 20" = ¢,. De lo cual indg[$™] =my - - m,.

Par otra parte el algebra local Qn ¢ es generada por los monomios de la
forma zf‘ «+v 2% donde 0 < k; < m,. La dimensién pol®™) de esta algebra es
my -+ My,

4.9 La subaditividad de la multiplicidad

Sea {f.} una deformacién arbitraria del germen de transformacién f de mul-
tiplicidad u en cero.

Proposicién 6

Hay una vecindad de cero U en el dominio tal que para |¢| suficientemente
pequeiio el nimero de raices del sistema f, = 0 en U contads con sus multi-
plicidades no excede & y

La demostracién de esta proposicién depende de los dos teoremas que siguen
en esta seccion. Por lo pronto como corolario de esta proposicion tenemos:

Proposicién 7

El indice de un germen de multiplicidad finita no es mayor que su muitipli-
cidad.
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Demostracion. Consideremos la deformacion f, = f - ¢ del germen de trans-
formacién halomorfa f. El teorema anterior nos dice que;

Z I‘z[f(] < molf).

zefiH(0)

Pero debido al teorema 4.7.2

Indof =#17'0) < Y wilfd

zefH0)

De lo cual se sigue la afirmacién de la proposicién. O

Sea U C €™ un conjunto abierto, A(U) el algebra de funciones holomorfas,
definidas sobre el conjunto U y I,;(U) el ideal de esta algebra, generado por
las funciones gy, ..., gn. El algebra cociente Q,(U) = A(U)/I,(U) es llamada
el algebra de la transformacién g en el dominio U. La subalgebra polinomial
Q,[U] de la transformacion g en el dominio U la definimos como la imagen
del algebra de polinomios Q,(U) bajo el homomorfismo que factoriza I,(U).

Teorema 4.9.1 Para toda deformacidn {f,} del germen de transformacidn
[ de multiplicidad 4 en 0 hay una vecindad U de cero en el dominio tal
que para |¢| suficientemente pequesio la €-dimensidn de la subalgedra de poli-
nomios de f, en U no ezcede a p. '

Teorema 4.9.2 El ndmero de soluciones en U del sistema de ecuaciones
holomorfas g = 0, tomando las multiplicidades en cuenta, no ezcede ls -
dimensidn de la subalgebra de polinomios de g en U.

Demostracion de la proposicién 6. Por el teorema 4.9.2 ¢l nimero de
raices del sistema f, = 0 en U (U es la vecindad del teorema 4.9.1), tomando
en cuenta las multiplicidades no excede la £-dimensién de la subalgebra poli-
nomial de f, en U. Y de acuerdo al teorema 4.9.1 esta dimensién no excede
ap O

En lo que resta de la seccién probaremos el teorema 4.9.1 y despues
probarenios ¢l teorema 4.9.2.

Sea un germen de transformacién holomorfa f de multiplicided finita
y scan ¢}, ...,e, funciones que son base de su algebra local. El teorema de
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preparacion de Weierstrass 2 afirma que para cada germen de transformacion
holomorfa existe una descomposicién:

b(z) = th(f)d’t(f(f))
donde las ¢; son funciones de £

Lema 4.9.3 Eristen vecindades de cero U, y Uy en el dominio y en el con-
tradominio de f sobre lus cuales las funciones que aparecen en la descom-
posicidn de Weierstrass de todos los polinomios estan definidas simultanea-
mente,

Demostracion Para U, tomemos el dominio para el cual uno pueda continuar
holomorfamente las funciones ¢; que participan en la descomposicién del
siguiente conjunto finito de funciones;

1|$jek (ISjSﬂ,ISkSI‘)~

Para el dominio Uj, tomemos el subdominio del dominio f~}(U,) sobre el
cual las funciones e, pueden ser continuadas holomorfamente. Procedemos
por induccién para demostrar que estas vecindades sirven para todos los
polinomios. Todo polinomio de grado p puede ser puesto en la forma:

P= Zz,-Q, + ¢, donde grado Q; < p.

Asi, en las vecindades es valida la descomposicién de Weierstrass para z; y
Q; y de aqui para P.0)

Consideremos la deformacion { /. } (¢ € €*), del germen de transformacion
f:(€"0) = €". Definamos el germen de transformacion F : (€ x¢*,0) —
" x €* por la férmula

F(z,€) = (f(z),¢).

Lema 4.9.4 Las algebras locales de los germenes f y I son isomorfas. Si
las funciones ey, ..., e, forman una base para el algebra del germen f también
forman una base para el algebra del germen F.

*Como referencia cosultese {A-G-V), [A)
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Dempostracion. El ideal generado por las componentes I, ..., [, €, ..., ¢ de
la transformacion I en el algebra de germenes de transformacion holomorfa
en Oef™ x % coincide con el ideal generado por las funciones f, ..., fo, €1, ..y
e O

Sean ahora ey, ..., e, funeiones cuyos germenes en cero forman una base
para el algebra local del germen de transformacion holomorfa f y sea f, una
deformacion de este germen,

Lema 4.9.5 Eziste una vecindad de cero U C ™ tal que para |¢| suficiente-
mente pequenio, la envolvente lineal de las imagenes de las funciones ey, ..., €,
en el algebra Qg (U) contiene a la subalgebra polinomial Q, (U]

Demostracién. Por el lema anterior las funciones ey, ..., e, forman una base
para el algebra local de la transformacion F. Entonces aplicando el lema
4.9.4 a la tranformacion F tenemos que existe una vecindad de ceroUxV C
C™ x C* y una bola en el contradominio £™** tal que:

(W FUxV)cB

(2) En el dominio U x V todo polinomio s¢ puede representar modulo el
ideal que depende holomorficamente del pardmetro ¢ en la forma:

PE) =Y iy, 0)elz), v = f(2) (6)

Por €l lema de Hadamard las funciones ®; en B se pueden representar de la
siguienite manera:

Oy, €) = cile) + Y_ i, by, €)

Si sustituimos esta formula en (1) tendremos para cada polinomioen U x V
una representacion de la siguiente forma:

P(z) = Y ci(e)ei(z) + Y b2, s 4y = fog(2) Y
donde h; es holomorfaen U x V.

Ya que la segunda suma pertenece al ideal Iy, (U) el lema ha sido probado.
(W]

Demostracién del teorema 4.9.1 Puesto que por ¢l lema anterior 1a en-
volvente lineal de las imagenes de la base del algebra local de f en Q, (U)
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conticnen a la subalgebra polinomial Qy, [U] entonces la ¢'-dimension de la
subalgebra local no es mayor que 4.0

Ahora nos proponemos probar el teorema 4.10.4 para lo cunal probaremos
tres lemas:

Lema 4.9.6 Supongamos que la £-dimension de la subalgebra polinomial de
la transformacidn g en U es finita. Entonces todo cero de la transformacidn
g es de multiplictdad finita.

Demostracion. Supongamos que a es cero de 1a transformacién g. Sean ¢;
funciones lincales tomando el valor cero en a. Sila dimensién de la subalgebra
polinomial es igual a jt entonces las imagenes en ella de los pu+ 1 polinomios
1,01, ..., 41 - #, son linealmente dependicntes. Esto implica que existen coe-
ficientes complejos ¢; no todos cero tal que cy+¢y ¢y +...+cudy - - - Puely(U). Si
¢, ¢l primer coeficiente distinto de cero, sea p = ¢, + G\ B 41+ €1 By
Entonces p(a) # 0y p¢: - - - duely(U). Ahora bien, invirtiendo p en el algebra
de germenes de funciones holomorfas en a tenemos que ¢y - - - dypedy ,0. Por
lo que todo cero de g tiene multiplicidad finita. O

Lema 4.9.7 E] nimero de rafces distintas del sistema g = 0 en U no es
mayor que la @'-dimensién p de la subalgedra de polinomios de la transfor-
macion g en U '

Demostracidn Supongamos que existen p + 1 rafces ay, ..., a,41. Puesto que
existen polinomios P igual a 1 en a; ¢ igual a cero en las ;1 rafces restantes.
Las imagenes de los yt +1 polinomios en la snbalgebra polinomial son lineal-
mente independientes. Pero esto es una contradiccién. O

Denotemos por ay, ..., a, todos los ceros de la transformacion g en el do-
minio U,

Definicién 4.9.8 El algebra multilocal del sistema g = 0 en U es la suma
directa de las algebras locales de los gérmenes de g en los puntos a;.

Notacién: Ay(U) =Y 1., Qya

Asociemos a toda funcion A(U) el conjunto de sus germenes en los puntos
a;. Esta asociacion induce un homomorfismo de {a ¢'-algebra A(U) a Ag(U)
la cual denotaremos por .



Lema 4.9.9 Suponguinos que lo ' dimension de la subalgebra polinomial
de la transformacion g en U es finita. Entonces la imagen del algebra de
polinomios bajo el homomorfismo w coincide con el algebra multilocal Ay(U)).

Demostracién Sean ay, ...a, las raices de la transformacion g en el dominio UV,
(Hay un nimero finito por el lema 4.10.9). Cada raiz a; ticne multiplicidad
finita s; de acuerdo al lema 4.10.8. Entonces funciones cuyos jets de orden
#i en a; coinciden determinan los mismos elementos en el algebra local Q.
Existe un polinomio con los jets dados de orden g en el conjunto de puntos
g0, O

Demostracidn del teorema 4.9.2 Ya que I,(U) es aplicada por 7 al cero
de Ay(U) entonces

dim(Q,(U]) = dim(Q,(U)) = dim(A(U)/1,(U)) < dim(A(U)/kerm)

Pero ya que 7 es un homomorfismo suprayectivo entonces tenemos quc
A(U)/kern es isomorfo a Ay(U) y por tanto ticnen la misma dimension como
espacio vectorial por lo que

dim(Q,[U]) < dim(A,(U))
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5 Mayorizacion de los niimeros de intersec-
cion de Milnor en sistemas dinamicos holo-
morfos

5.1 Numeros de Milnor

Sea A : (£™,0) = (£™,0) un germen de transformacién holomorfa y a :
(€*,0) = (£™,0) un encaje sobre una subvariedad suave X*. Supongamos
que el rango de la diferencial da en el origen es k. Sea ademas b: (£™,0) —
(£*,0) una proyeccién a lo largo de una subvariedad suave Y™ * = b-1(0)
de dimension m — k.

Deflnicién 5.1.1 El nimero de Milnor algebraico pu(n) = p(A"X,Y) estd
definido como la multiplicidad en el origen de la transformacidn compuests

fa=bod"oa:C* o b
Dicho de otro mado u(n) es la dimensién sobre ¢ del algebra local

Q(n) =Lz, ... al/(fa)

donde el denominador denota ol ideal generado por las componentes de f,.

5.2 Los niimeros de Milnor y el Teorema de Skolem

El objetivo principal de este capftulo serd probar el siguiente teorema;
Teorema 8.3.1 Los nimeros de Milnor algebraicos

p(n) = indofu
estan acotados si cada uno de ellos es ﬁm’td.

Mencionaremos 6 lemas dtiles para su prueba y a continuacién probare-
mos el teorema. Despues en lo que resta del capitulo daremos la prueba de
4 de ellos,
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Lema 5.2.2 El conjunto de los germenes de transformacion f : (*,0) —
(£*,0) cuyos mimeros de Milnor son mayores o iguales que ¢ > 0:

{fiu(f)>c}

son los ceros de un ndmero finito de polinomios dependiendo de un nimero
finito de coeficientes de Taylor de f en el origen).

Para la prueba de este lema vease [A-G-V]

Definicién 5.2.3 Un cuasipolinomio g con espectro S C ¢ ~ 0 es una
Juncidn de la forma

9(n) =Y _m(n)ef, neZ, z €8 ®)

donde la suma es finita y donde los p; son polinomios con coeficientes com-
plejos.

Definicidn 5.2.4 Un cuasipolinomio g es llamado admisible si cada punto
de su espectro es producto de los valores propios de la parte lineal en el origen
del difeomorfismo A : (€™,0) - (€™, 0).

Lema 3.2.8 Cada coeficiente de la serie de Taylor de la transformacidn en
el origen f(n) = boAoa : (£*,0) — (£*,0) es un cuasipolinomio admisidle.

Lema 8.2.6 (Teorema de Skolem). El conjunto de enteros para el cual un
dado cuasipolinomio desaparece, es una unidn de un conjunto finito y de una
unidn finita de progresiones aritméticas.

La prueba de este lema se puede encontrar en {L}.

Deflnicidn 8.2.7 Un conjunto de enteros es un conjunto ¢-Skolem si es
unidn de un confunto finito y de una unidn finita de progresiones aritméticas
de paso q.

Enunciaremos ¢n el siguiente lema algunas propiedades de los conjuntos
q-Skolem:
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Lema 5.2.8 Una unidu finita de conjuntos q-Skolem es un congunto g-Skolen.

Una interseccion de conjuntos ¢-Skolem es un conjunto ¢-Skolem si el mimero
de elementos de o interscecidn es infinito. La interseceion de una sucesiin
decreciente de conjuntos g-Skolem es un congunto ¢-Skolem. Un conjunto
q-Skolem es un conjunto g-Skolem. para todo entero s.

Lema 5.2.9 Supongamos que un cuasipolinomio (8) desaparcce para una
sucesidn infinita de valores n. Entonces el conjunto de los enteros n para
los cuales desaparece es un conjunto g-Skolem, donde q es el minimo commin
multiplo de los ordenes de las raices de la unidad de la forma 2/z;.

El siguiente lema es corolario del teorema de Skolem:

Lema 5.2.10 [’ara un ntimero finito de nimeros complejos (w, ..., w,,) ezis-
te un entero g(w) tal que para todo cuasipolinomio cuyos puntos del espectro
z; son productos de los mimeros w;, el conjunto de ceros neZ es un conjunto
q-Skolem si el conjunto de ceros es infinito.

Antes de demostrar el teorema 5.2.1 definamos ¢! subgrupo de relaciones

= {deZ" : w? = 1} (donde w? = w ... w). EI subespacio lineal %?,
gem'rado por R en R", intersecta a Z* a lo largo de la reticula Z* = R* N 2",

El nimero ¢ es el indice del subgrupe de relaciones R en csta reticula,
q=[2": R}

Demostracién del teorema 5.2.1 Supongamos que la sucesion p(n) no
esta acotada. Entonces el conjunto {neZ : u(n) > c} es infinito para toda
c€Z.

De acuerdo al lema 5.2.2 la condicién u(n) > c es equivalente a que un
numero finito de polinomios en los coeficientes de Taylor de la transformacion
/(n) se anulan. Cada uno de estos polinomios es un cuasipolinomio admisible,
de acuerdo al lema 5.2.5. Los polinomios entonces, evaluados en f(n) son
cuasipolinomios admisibles.

Del lema 5.2.10 sabemos que el conjunto de enteros n, para el cual y(n) >
c, s un conjunto ¢-Skolem para toda ¢ (donde ¢ depende solo de los valores
propios de la derivada del difeomorfismo A en el origen).

Los conjuntos {n : p(n) > c} decrecen cuando c crece. Entonces la in-
terseccion de todos estos conjuntos contiene por el lema 5.2.8 una progresion
aritmetica. Si n fuera un punto de esta progresién entonces y(n) serfa in-
finito, lo cual contradice la suposicién del teorema. O
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5.3 Coeficientes de Taylor de Iteraciones

Las seric de Taylor de una transformacién G : £ — £° es posible escribirla
en el origen como: G(t) = G\(t) + G»(t,t) + ... donde G, es una forma r-
lineal simétrica. Llamemos a G, el coeficiente r-esimo de la serie. Entonces
tenenios ¢l siguiente lema:

Lema 5.3.1 Cada coeficiente de Taylor de la composicidn w = H(G(t))
tiene la forma
(H 0 G), = H\G, + F[G), ...,G, 1]

donde la forma r-polilineal simétrica F, depende de (G\, ...,G,-,) como un
cuasipolinomio de peso r. Los coeficientes del polimonio cuasihomogeneo
dependen linealmente de (Hy, ..., H,).

Demostracicn Tenemos las siguientes identidades;
HoG(t) = H\(G\(t) + Ga(t,t) + Gy(t, 8, t) +..)+
HyG\(t) +Galt, t) +..., Gy (t) + Ga(t,t) + ..) + ... =
H\G\(t) + HiGa(t, t) + H\Gs(t,t,8) + ...
+Hy(Gi(t), G\ (1)) + 2Hy(G1(2), Galt, t)) + ...
+Hy(Gi(t), Gi(2),Gi(2)) + ...
Entonces para dar quien es F, simetrizamos:
Fi =0,
F3(G\)(t1,t3) = Ha(Gi(t1), Gi(ta)),
F3[Gi)(ts tar ts) = Hy(G(t1), Gi(t3), G1(ta)) + % Y- Hy(G(t), Galtyta).
La cuasihomogeneidad la tenemos de que (H oG )(ct)) = ¢(H o G)i(t) O

Del lema anterior tenemos como consecuencia inmnediata:

Lema 8.3.2 Los coeficientes A® de la serie de Taylor A"z = A}z +
A}(2,2) +... de la n-esima iteracion de z — A 2 + A3(z,2) + ... satisfacen
la ecuacidn

AT = A+ A, A
donde el vector polinomial cuasihomogeneo F, es independiente de n
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Demostracion Apliquemos el lema 5.3.1 a G = A", H = A paran = 1,2,...
Tendremos AP = A AP + F[A}, .., AF_|]. O

Lema 5.3.3 Una solucidn u(n) de una ecuacion lineal no homogenca
u(n+ 1) = Ayu(n) + f(n),

donde f(n) es un vector cuyas entradas son cuasipolinomios y A es un ope-
rador lineal no degenerado, es un vector cuyas componentes son cuasipoli-
nomios. El espectro de la solucidn esta contenido en la unidn del espectro de
f y del conjunto de valores propios del operador A.

Demostracién Primero consideremos el caso de una sola componente:
u(n+1) = Au(n) + f(n), A€ .

La solucién de 1a ecuacién anterior sera la solucién general de la ecuacién
homogenea més una solucién particular de la no homogenea.
Lia ecuacién homogenea

u(n + 1) = Au(n)

tiene como solucién u(n) = A",
Para resolver la ecuacion no homogenea hagamos las siguientes observaciones:

(a) Si uy(n) es solucion de la ecuacién uj(n + 1) = Auy(n) + fi(n) yuz(n)
es solucién de la ecuacion uz(n+ 1) = Aug(n) + fo(n) entonces u, (n) + uz(n)
serd solucién de la ccuacién u(n+1) = Au(n) + fi(n) + f2(n). Basta entonces
resolver la ecuacion u(n + 1) = Au(n) + 2"p(n) para cada z" en el espectro
de f y p(n) un polinomio.

(b) Si para la ecuacién u(n + 1) = Au(n) + z"p(n) proponemos que la
solucion sea MB = g(n)z" donde g(n) es un polinomio, tenemos que g(n +
l) = éq(ﬂ) + : .

Asf, entonces para que la ecuacién no homogenea tenga solucion cuasipoli-
nomial la ecuacién

q(n +1) = kg(n) + qi(n)

debe tener solucién con g(n) y ¢;(n) polinomios.

Pero lo anterior es precisamente el caso. Si k # 1 es fécil inostrar que
8i y(n) = by +byn + ... +- byn®, b; € £ 1a solucién de la ecuacion serd de la
forma g(n) = ap + &\n +... + aun*, a; € €. Y si k = 1 la solucién serd de la
forma g(n) = ain + ... + gttt g € €.
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Eutonces concliimos que la solucion de la ecuacién no homogenea en una
componente, es un cnasipolinomio euyo espectro es la union del espectro de
fydel

Ahora bien para el caso vectorial podemos transformar la ecuacién a una
hase doude A, tenga su forma candnica de Jordan,

Sean uy(n), ..., tm(n) las componentes de u(n) y sean Ay, ..., Am los valores
propios de la matriz A;. Observese que si en la matriz A, no hay un1 a la
izquierda del eigenvector \;, 1a solucion de u; se reducira al caso considerado
anteriormente. Si hay por lo contrario un 1 teneinos que resolver la ecuacion

u,-(n + l) = A,-u.-(n) + U,’-](ﬂ) + f,(ﬂ)
y entonces la solucién para u;(n) serd cuasipolinomial si ;- (n) es un cuasipoli-
nomio. Similarmente, si hay un 1 a la izquierda de u;_;(n) serd cuasipoli-
nomio si u;—2 es un cuasipolinomio. Puesto que al menos A no tiene un 1
a la izquierda este proceso termina y tendremos que wu;(n) es un cuasipoli-

nomio con espectro de f y de los eigenvalores de A,, de lo cual concluimos
la afirmacion. O

Lema 5.3.4 Sea A; no degenerada. Entonces cada uno de los coeficientes
A? considerado como funcidn de n es un cuasipolinomio admisible.

Demostracion Para r = 1 tenemos
Ar|l+l - (Al)"“-

De lo anterior se sigue que A]*! es un cuasipolinomio admisible. Supon-
gamos inductivamente que para r < R, A? es un cuasipolinomio admisible.
Entonces .4y satisface la ecuacién lineal recurrente inhomogenea:

AR = My Ay + fa(n) donde fa(n) = FalAD ... A}

La inhomogeneidad fx es un cuasipolinomio admisible por hipotesis de in-
duccion y entonces la afirmacion del teorema se sigue del lema 5.3.3. O

Ahora consecuencia de los lemas de esta seccién:

Demostracion del lema 8.2.5. Apliquemos el lema 5.3.1a H=A"y
G = a. Entonces (A" 0 a), = Ala, + Fijay, ..., 0y-y] donde cada coeficiente
depende linealmente de un conjunto finito de coeficientes de A, y entonces
por el lema 5.3.4 es un cuasipolinomio admisible. Ahors bien, aplicando el
lema 53.1 a H = by G = A"a tendremos ahora que cada coeficiente de
la composicién es un polinomio en los coeficientes de A"a, y entonces es un
cuasipolinomio admisible.
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Entonces concluimos que la solucion de la ecuacién no homogenea en una
componelite, es un cuasipolinomio cuyo espectro es la union del espectro de
fydeA

Ahora bien para el caso vectorial podemos transformar la ecuacién a una
hase donde A; tenga su forma candnica de Jordan.

Sean (1), ..., um(n) las componentes de u(n) y sean Ay, ..., A los valores
propios de la matriz A;. Observese que si en la matriz A; no hay un 1 a la
izquierda del cigenvector );, la solucién de u; se reducira al caso considerado
anteriormente. Si hay por lo contrario un 1 tenemos que resolver la ecuacién

wi(n+ 1) = Nui(n) + i1 (n) + fi(n)

y entonces la solucién para u;(n) sera cuasipolinomial si u;_,(n) es un cuasipoli-
nomio. Similarmente, si hay un 1 a la izquierda de u;-;(n) serd cuasipoli-
nomio si u;_; es un cuasipolinomio. Puesto que al menos A; no tiene un 1
a la izquierda cste proceso termina y tendremos que u;(n) es un cuasipoli-
nomio con espectro de f y de los eigenvalores de A,, de lo cual concluimos
la afirmacion. O

Lema 5.3.4 Sea A; no deyenerada. Entonces cada uno de los coeficientes
AP considerado como funcidn de n es un cuasipolinomio admisible.

Demostracion Para r = 1 tenemos
Avle - (Al)n+l_

De lo anterior se sigue que A?*' es un cuasipolinomio admisible. Supon-
gamos inductivamente que para © < R, A? es un cuasipolinomio admisible.
Entonces .4, satisface la ecuacién lineal recurrente inhomogenea:

A% = A A% + fr(n) donde fa(n) = FulA}) ..., A}-)

La inhomogeneidad fx es un cuasipolinomio admisible por hipotesis de in-
duccién y entonces la afirmacion del teorema se sigue del lema 5.3.3. O

Ahora consecuencia de los lemas de esta seccién:

Demostracion del lema 8.2.5. Apliquemos el lema 5.3.1 a H = A"y
G = a. Entonces (4" o a), = Ala, + Fi[a),...,a,~1] donde cada coeficiente
depende linealmente de un conjunto finito de coeficientes de A, y entonces
por ¢l lema 5.3.4 es un cuasipolinomio admisible. Ahora bien, aplicando el
lema 531 a H = by G = A"a tendremos ahora que cada coeficiente de
la composicion es un polinomio en los coeficientes de A™a, y entonces es un
cuasipolinomio admisible.
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5.4 Conjuntos ¢-Skolem

En esta seccién probaremos las propiedades de los conjuntos ¢-Skolem, men-
cionadas en el lema 5.2.8.

Union finita de conjuntos ¢-Skolem es un conjunto g-Skolem.

Esto es cierto ya que la unién finita de conjuntos finitos es finita y la
union finita de uniones finitas de progresiones aritméticas sigue siendo una
unién finita de progresiones aritméticas.

La interseccion de una sucesion decreciente de conjuntos ¢-Skolem es un
conjunto g-Skole.

Sea A; C Az C ... la sucecién. Entonces existe un elemento A,, con el
minimo de progresiones aritméticas de paso ¢. Y tambien existe un A, con
¢l minimo de elementos del conjunto finito de cada A; para j > m. Entonces

pero ya que A, es un conjunto ¢-Skolem tenemos la afirmacién.

La interseccidn finita de conjuntos ¢-Skolem es un conjunto ¢-Skolemn si
el mimero de elementos de la interseccion es infinita.

Basta probarlo para dos conjuntos ¢-Skolem. Sean 4, = A;, UA;3 y
Az = Ay U Ag,, donde Ay y A;1 denotan la parte finita de estos conjuntos
y A2 y Az denotan las uniones finitas de progresiones aritméticas. La
interseccion serd:

AN Az = (A N An) U (An NA) U (Aig N An) U (AN Ag)

Los tres primeros terminos tienen un mimero finito de elementos, por lo
tanto ¢l ltimo no puede ser vacio, pero si no es vacio entonces solo pude
intersectarse en una union de progresiones aritméticas de paso ¢. De lo cual
concluimos la afirmacién.

La interseccion de un conjunto infinito numerable de cojuntos ¢-Skolem
es g-Skolem si el nimero de elementos de la interseccion es infinito.

Sea N2, A; esta interseccién. Entonces la interseccién finita By = N}, A;
tiene un numero infinito de elementos y por tanto es un conjunto ¢-Skolem
por la afirmacién anterior. Pero el conjunto de las B, forman una sucesién
decreciente de conjuntos g-Skolem y

Maz1Ba =Mty Nicy 4 = NZ44;
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es un conjunto g-Skolem.

Un conjunto q-Skolem es un conjunto ¢s-Skolem para todo entero s dis-
tinto de cero.

Esto es debido al hecho de que

UR- {gN + 1} = UL UN = 1%{gsN +r+ng}.

5.5 Ceros de cuasipolinomios

Prueba del lema 5.2.9 Por el teorema de Skolem tenemos que el cuasipoli-
nomio g(n) = Y p;(n)z! desaparece a lo largo de una progresién aritmética,
n=pN +r. '

A lo largo de esta progresién g(n) puede ser considerado un cuasipoli-
nomio con espectro Z; = 2! donde las j numeran valores de 2} distintos:

gpN +1) =Y P(N)ZY, B(N) =Y m(pN +7)

(doude la ultima sumatoria es sobre las i tales que 2 = Z;).

Si g(pN+r) = 0 para todo entero N entonces todos los coeficientes P,(N )
desaparecen identicamente (ya que Z; # Z; si i # j).

Demostraremos que entonces g(pN + r + ¢) = 0 si ¢ e8 un multiplo de
todos los ordenes de las raices de la unidad de la forma z;/2,.

Sea z! = 2} # 0. Entonces ;/z; es una raiz de la unidad y por ende
(2i/z)? = 1. De modo que zf = C; para toda i con 2! = Z;. De aqui que
podemos escribir el valor del cuuslpohnomlo como:

9PN +1+9) =Y PN +q/p)2]""" =Y C;P(N +¢/n)2) =

ZC,Z}’Zz{n(pN +q+r)= ZZ}'::{:}A(}W +r+q)=
2. Z'P(N)

Ya que P;j(N) = 0 entonces g(pN + r+¢) = 0 para todo N entero. Entonces,
toda progresion aritmética de ceros del cuasipolinomio g es cubierta por la
unién de un namero finito de progresiones aritméticas de paso ¢ también
ceros del cuasipolinomio. O

44




Prueba del lema 5.2.10 Sea (z;/z)? = 1 donde z; = w%. Entonces
p(d; — di;) pertenece al subgrupo de relaciones de B C Z". De esto tenemos
que el orden de la rafz z;/z; es el orden del subgrupo ciclico del grupo cociente
2’ [R. El orden ¢ de este grupo es divisible por los ordenes de sus subgrupos.
Y entonces q es divisible por todos los ordenes de las raices de la unidad de
1a forma 2z y entonces el lema 5.2.10 se sigue del lema 5.2.9. O
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