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INTRODUCCION 

Debido e que actualmente en la 'Perdure existe poca Información acerca de pruebes 
pare le verificación del supuesto de normalidad en les perturbaciones estocistices del 
modelo da regresión lineal , se realizó este Inhalo ; el cual proporciona le infomisción que 
existe sobre lee pruebes más utilledes y principalmente da e conocer un método sencillo 
que ayuda a verificar dicho supuesto del modelo de regreiión lineal e distintos niveles de 
significancle y con une bese teórica más llana que otras pruebas ya existentes. Dicho 
método se bese en le Función de Distribución Empírica ( FDE ) de los residuos. 

En el primer ceplulo se realiza un resumen del modelo de regresión lineal, en el cual 
se proporcione en primer lugar le definición del modelo el que se refiere este trabajo. A 
continuación se efectúa une breve descripción de los elementos teóricos que se consideren 
en el modelo, teles como los supuestos en los que se basa, sus estimadores, las 
propiedades de los estridores mencionados y los elementos necesarios pera sustentar e 
posteriori que el modelo utilizado fi* el adecuado pare representar el fenómeno de estudio. 

En el capitulo II se mencione la importancia de los residuos en el análisis de regresión 
y se describen los delirios tipos de residuos que existen ; sil corno también los diferentes 
tipos de observaciones que pueden ocasionar alteraciones en el modelo. Finalmente, se 
mencionan algunos tipos de gráficas que se realizan pare aneilizar el comportamiento de los 
residuos y de tel manera determinar si el modelo que se está utilizando es adecuado. 

En el tercer ceplulo se menciona en primer lugar le importancia del supuesto de 
normalidad en les perturbaciones estocédicas dentro del modelo de regresión lineal . 
Después se presentan algunos métodos que existen pera le verificación del supuesto entes 
mencionado ; a continuación se melte une breve explicación del método de bondad de 
ajuste en general y del papel que desempeñen en este método la función de distribución 
empirke y les ededletices basadas en dicha función. Al final de este cepliulo se 
proporciona el desarrollo del método de bondad de ajuste pare la comprobación del 
supuesto de normalidad en las perturbaciones estocásticas. 
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En el capitulo ?V se preserden ejemplos adra** de literatura especializada en 
represión lineal para ilustrar le temía descrea en los capitulo§ entinan y principalmente 
pan verificar el supuesto de nommildad en les pedurbeciones ',Maldices e través del 
método desato en este trebejo, asi como pera realzar comparaciones con loe otros 
métodos ye «dudes mencionados en el maulee. 

En el capitulo V se realiza una simulación con perturbaciones estocédIces que se 
distribuyen nommlmerde cuyo objetivo principal es hacer une comparación entre los 
resuNados obtenidos por dcha anulación para le estada tica At , de este trebejo , y la 
distribución linde de le estedidice Médson-Clatling A' pare la vedficadein de normalidad, 
con local acción y escale desconocidas. Ademé* se genera por medio de esa simulación 
una tabla de los valores calcos de la estadística Xl. 

Finalmente se presentan las conclusiones obtenidas en este trabajo. 
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CAPITULO I 



EL MODELO DE REGRESION LINEAL 

1 . 1 DEFINICION DEL MODELO, 

En el análisis de regresión se llene como principal objetivo representar el 
comportamiento de un fenómeno por medio de un modelo ( Modelo de regresión ) que 
involucre la relación entre las variables que a través de un análisis teórico profundo 
parezcan estar asociadas a tal fenómeno. El modelo tiene el propósito de adentrarse en la 
relación de las variables elegid., para explicamos el comportamiento de une de ellas 
( efecto) y la identificaremos como variable dependiente ( Y ), en función de las otras 
( causes ) que serán identificadas como variables Independientes o explicativas ( XJ). 

Pera ejemplificar se puede mencionar la relación existente entre les variables 
consumo e Ingreso, ye que el respaldarse en la teoría económica, se puede suponer que el 
consumo o gasto reatado por una entidad se puede explicar aproximadamente al conocer 
el comportamiento de los ingresos de dicha entidad. En este ceso, la variable dependiente 
sella el consumo regando y se deberle expresar funcionalmente en términos de le variable 
explicMive que representarla el ingreso. 

Para tratar de explicar el comportamiento de la variable dependiente e partir de las 
variables explicativas es necesario contar con una serie de datos (muestra) de las variables 
que fueron seleccionadas pera el anéllsis. Los datos obtenidos pueden ser utildos pera 
establecer he variables ( o Unciones de las mismas) que deben ser incluidas en el modelo 
de regresión y pudieran ser aquellas que al pecare, indMduaimerde contra la variable 
dependiente tengan un efecto Importarte ; en el ceso de considerar un modelo de regresión 
lineal el comportamiento de dichas variables debe ser lineal sobre le variable dependiente. 

A continuación se puede proponer un modelo de regresión lineal que se espera en 
promedio nos describa le relación existente entre las variables : 

Y = p1+132 x2 + 	+pkxk+e 	 (1), 

donde : Y es la variable dependiente. 
XJ son les variables explicathnis. 	(J • 2, 3, 	, k 
lb es el valor esperado pera Y cuando todas les variables explicativas son 

Iguales e cero. 
f3j 	son los coeficientes asociados e cede variable. 	( J • 2, 3, . • k 

es el término de perturbación eslocéstIce. 

El modelo quede completo al considerar los supuestos que se mencionen en le 
sección i . 2 . 
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El modelo descrito cuenta con k-1 variables explicativas. El término de perturbación 
estociistica puede representar la influencia de todas aquellas variables que no fueron 
consideradas en dicho modelo. 

La utilidad de contar con un modelo consiste principalmente en la posibilidad de 
realizar la predicción del valor de la variable dependiente a partir de las condiciones 
presentadas por las variables explicativas y/o en le posibilided de realizar pruebas de 
hipótesis en relación e les valores de los coeficientes asociados e las variables explicativas 
para poder determinar le influencie  Individual de cede une de éstes con respecto e le 
variable dependiente. 

I 2 SUPUESTOS DEL MODELO DE REGRESION LINEAL 

Los supuestos del modelo de regresión lineal son les condiciones deseables e priori 

sobre la manera como se generen tenlo el término de perturbación estocóstice ( ) est 
como las variables independientes ( X) ); dichos supuestos son Indispensables pero realizar 
estimaciones con respecto a la regresión. 

Mes de mencionar los supuestos es importante establecer le notación pera 
representar e las variables independientes por medio de le matriz ( X ) y el término de 

perturbación estoclistice por medio del vector ( 	) para considerar las n observaciones 

de las variables que se relacionan en el modelo de la siguiente manera : 

íS11 X12 • • ' X1k 

X = 	X71 X» ...'IN 

donde 
	

Xi es le 1- ésime observación de la j • ésIme variable explicativa, 

con ( i • t. 2. 3. . .n I y (J•t.2 3 .10. slando(xd  )=1 V i. 

E i 	es el término de le perturbación estocástice de la I - (isba 
observación. ( I • 1,2,3, 	n ) 

4 



UP1111510 1) 011ERNIVIC1A 17ff11E 1111111R1L101111 
12TOCAS11CLS Y MIAMI IXISCA1IVAS. 

Les variables expiketivos son Nes , o en su defecto, si son aleatorios se distribuyen 
independientemente del término de perturbación estccéstice. 

En el caso de que las variables explicativas sean Alas obviamente le distribución de 
les perturbaciones estocésficas (el) no depende de los valores fijos de tales venables. 

SI los variables explkatives fueran aleatorias : 

Coy ( Ei, Xij) -= E ((Ei • E(ci)) (Xij - E(xij))] 

= E (ei Xij - E(Ei) Xij - E(Xij) Ei E(ei) E(xij)} 

= 	(ci Xij} - E(xij) E(Ei) = E(6i)E(xij) - E(xij) E(ci) = O 

1=1,2,....,n y j =2,....,k 	, 

donde : Cov represente le coverienza entre les variables que por hipótesis son 
independientes. 

911PUIVO PI1tTIIRSK1011 MIMA IGUAL A C. 

El valor esperado de ios perturbaciones estocédicas es Igual a cero. 

E(Ei)=0 , 	1=1,2, 	n 

En notación vectorial : 

'Ei' 'E(e1)' 
B( e)=E 62 .7.: 462) 	9 = , 

\ )J 151  

donde : 	s y g son vectores columna, siendo Q el vector nulo. 
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GRÁFICA 1 

X2 

Función de regresión — E(Y/X2).= + f32 X2 	• Nci)=0 
Supuesto 2 : La media de les perturbaciones estocastIces es cero. 

SUF'UtSTO 1101111211131KIDAL 

Le mienta de las perturbaciones estocitstices es constante (a 2  ). 

Var( el) = E( ei 2) - E2( ei ) = E( C12) = a 2 	1=1,2, 	 

GRÁFICA 2 ( HOMOSCEDASTICIDAD ) 

Función de represión 	 E(Y/X2) = pi +02 X2 
Supuesto 3 : Igual verbenaa pare cede valor de le variable explicativa X2.  

6 



SI este supuesto no se cumpliere lendrtamos que la variarla de las perturbaciones 

estocéstices no es constante ( eni  j. 

Var; ) E( ei 2)- E2( ci)= E(ci2)= 0 	1= 1, 2„ n 

GRAFICA 3 ( HETEROSCEDASTICIDAD ) 

f(v/x,) 

Función de regresión 	 E(Y/X2) 	+ P2 X2 
Violación al supuesto 3 : Distinto vedara pera cada valor de la variable explicetive 

En este caso la ventana decrece con los valores de X2. 

Es importante mencionar que las gráficas 1, 2 y 3 toman como referencia el modelo de 
regresión lineal con una sola variable oplicaltva ( X2 ). 

SMISTO IltlagelICIA EME W 	ESMWTICAS. 

Les perturbaciones estocásticas no presentan dependencia alguna entre si. 

Coy ( 6i, ej ) = E [181 - 	{ci • E(ei)}1 
= E {ei si - E(ei) gi • E(ci) ei + E(ci) E(ei)) = 	O 

siendo I, j dos Indices distintos y COV representa la comienza entre les variables. 



Representación matricial de los supuestos 3 y 4. 

  

	

((e1)2 0112 	616a 
C2EI (C2)2 " CCa 

	

CaCt 0162 	(ea)2j 

E( 	)= E 62 

\ ea) 

(el e2  "' Ea ) = E 

 

' E'(£12) E(el62)  ...E(cic) \  (.2 O 	O \ 
ENed E(c2 2 ) ...E(E26.) 	O a' .- O2 I e. 	= a  

• • 	C 

E(e;„ed E(e,e2 )..: E(c.2)  \ O O 

donde : e es el vector columna que represente a les perturbaciones estocásticas, 

e' es el vector fila que representa e las perturbaciones estocisticas 

a 2  es le variarla desconocida de ceda perturbación estocestica. 

1. es la matriz Identidad de ( n x n ). 

GRAMA 4 ( INDEPENDENCIA ) 

E¿ 

  

EL: 

  

    

- Ej 

Supuesto 4 : Dedo un valor de ceda une de les variables explicativas, les 
perturbaciones estocástices de dos observaciones distintas cualesquiera de Y no 
guardan entre si relación alguna. 



SUPL61570 	MATE I ES Ce RANGO CONFUTO. 

Las columnas de le matriz X son linealmente Independientes , por lo que el rango de 
la matriz X es Iguala k. 

SUFIVO 6) 110111AUDID 	PC1111520011E3 S16CAS11tAS 

Las perturbaciones estocásticas poseen une distribución normal . Su medie y vertena 
hen sido descritas en los supuestos 2 y 3 respectivamente , es decir , E( r) .74 O y 

VPR(E1)= al 

Ei  N(13,0"2 ) 

En notación vectorial : 

N (O cr l) 

911411510 7) talid1ICACI011 ~I in MOMO . 

El modelo de regresión esta correctamente especificado , es decir , no existe ningún 
sesgo en su representación, en cuanto e lo siguiente: 

A) Les variables explicativas utilizadas para representar el modelo son correctas y 

6) Los parámetros 3j utiltzedos para representar el modelo, son constantes. 

C) El valor esperado de Y es lineal en los parámetros ( Pj ) 

A partir de dichos supuestos se estiman los parámetros ( 3j ). Le estimación de 
dichos parámetros por el método de Máxima verosimilitud coincide con aquel en el que se 
minimiza le sume de cuadrados de los enores en el ajuste. 
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I 3 ESTIMADORES DEL MODELO DE REGRESION LINEAL 

Al contar con el modelo de regresión lineal se busca estimar los parámetros 
desconocidos oue lo componen de tal manera que las desviaciones entre dichos parámetros 
y su estimación sean minimes en algún sentido. 

El método de mínimos cuadrados ordinarios, obtiene los mejores estimadores lineales 
insesgados para los parámetros basándose en los supuestos antes mencionados 
(e excepción del supla**. ) y utilizando los datos de las variables del modelo. Este método 
( en presencie del supuesto 6 ) coincide con el de máxime verollmatud , obteniéndole le 
estimación del modelo de regresión lineal por medio de la siguiente función : 

ft, = /31  + /3 2 x12  +....+flt xu 	 (2), 

donde : JJ‘  es el *Mimador para la 1-ésime obsetvación ( I =1, 2„..., n) de le 
variable dependiente del modelo. 

Xif  son los valores de les variables explicativas ( J = 2, 3, 	k) , pare 
la kásime observación 

Pi  es el estimador de le ordenada al origen del modelo. 

;á, son los estimadores de los parámetros (• pesos • de cada variable ) 
(Ja2,3„k.). 

Los estimadores obtenidos por mínimos cuadrados ordinarios y que se representen 

mediante el vector ( ) son : 

=(,Xx)-',vir , 

10 

12  
k 



donde: 

 

l 1 xn  ... xn  l 

 

     

x = I X22  ... Xik  
. 	. 	. 	. 
e 	e 	O 	e 
e 	• 	e 	• 

1 x,i2  ... xm  
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X condene le intormacIón de les variables explicativas. 
X' es la transpuesta de la matriz ( X ). 
r es el valor columna que condene le Información dele variable 

dependiente. 

Al contar con la estimación de la variable dependiente pera cede observación, se 

calcula el I - istmo residuo ( 1 ) de la siguiente manera : 

e i = .F1 — Pi , 

donde : ti  es el estimador de la I - /sima perturbación estocistice ( E i) . 

Pare representar las variantes y covarianzes de los coeficientes estimados se utiliza 
la siguiente matriz : 

vcoy (i2 )-- 
1  Ver (131 ) Cov (Y1,132) •• 

Coi,  (112 iiji) Ver 92) •• 

Coy 611#131) Coy  (iiikri32) •• 

donde :o '  es la variante consiente y desconocida de les perturbaciones estocestIces 
de acuerdo con el supuesto 3. 
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Le varianze o-2que necesHamos pera obtener la matriz de verienzes y coverianzas es 

desconocida por lo cual se utiliza un estimador Insesgado ( ¿r 2  ) pare estimar dicha matriz : 

a.2 = ES E 
n — k 

donde : C es el vector columna de residuos. 

e' es el vector transpuesto de C . 
n es el número de observaciones. 
k -1 es innúmero de variables explicativas utiltzedes pare representar 

el modelo. ( Ye que se adicione una variable XI =1 , pera representar 

la ordenada el origen del modelo) . 

I . 4 PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES 

El estimador de 0,' = ( pl ,32 ,..., fh: ) que se obtiene por el método de mínimos 

cuadrados ordinarios ( 	) tiene propiedades muy importantes que se mencionan e 

continuación : 

1) Cede componente de fi  es une combinación lineal de los componentes del 
vector Y respectivamente. 

2) Cada componente de /3 es un estimador Insesgado del verdadero valor de le 

conespondlente componente de 0 , es decir , 

E(-9,)= fi, j- 1,2, — , k 
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En notación vectorial: 

leuedrecide . 

E [ f ]= E [( X'X )'' X 7] = E X'X r'X'(X /3 + I 

= E [( X'X)-'X'X 	+ E [(X' X )- X' c] 
• E[ fl 	( X ' X ) "1  X ' E [ 	=. fi 

EP]= P_ 

3) Los componentes de 	son los estimadores de vedarme mínima y les vadenzes y 

comienzas de j) se estiman al estimar ie matriz de vedares-comienza por medio 

de la siguiente expresión: 

ióv 	). a2(x,x)-1 

Por otra parte el estimador & 2  de la varlarza constante pero desconocida Q 2  de las 
perturbaciones astocédices, es un estimador intimido, es decir , 

E(f7 2 ). cr 2  
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Desalmó" . 

E[ a-1  ]=E[-g-M-(n-1
k) 

 E[ C't 
-k  

«.«=(r- xiMr- x'M 
= (Y- x(x. x)-ix. 	x(vxr vy) 

y,(4- 	- x(x,  xgy 
=y,(4 - x(x,x)-1x9E 
= (X3+ 0(1,- X(X' XY' X1 )(X fi+ 1) 

X(X' X)-1  X')1 gas és un Maar 

X(X1  X)"1  10)1= tr(fi'(I.- X(X' 	X')g} 

y 	tr[e(1,- X(X' X)-1  X')§} = tr[(I - X(X' X)"' X')Fe} 

Como ka aomr la ispowns mi °parador*, Mea» , por lo lamo : 

E[tr[(I.- X(X' X)"' X')§§'}1= 0{41.- X(X'x)"',e)fifil} 

= a xprXriX')E[p§1} 
= tr{(1. - X(X' 	X')a I.} 

El 	j=  I  tr{(1 - x(x ,x)-' X')a 2  I.} 
(n- k) 

= (n- k) (tr{i }- tr[X(X' 	X'}) 

= 	Cr  
(n 	k)

(ilt 	tr(X' X(X X)-1 }) 
-  

= 	al  
(n 	

k) (d'U } tr(I
* 
 }). az 

-  

E[ 	1= cs' 

14 



El estimador fi tiene le propiedad de ser el mejor estimador lineal insesgado de fi . 

Demedmil . 

1=[(x,x)-'xir , por lo cual É es ornaj'Unción lineal de E , 

y cono se domará miel:inmute p er un estimador *timado , por ro 

tamo , É patentes ale ciare da eutbroadores /Medies e lunado« 

Sea É cuaripler miembro de la cita de estimador »maks e Insergados 

É puedo ro o:~ como r =[(X'X)-' X' + CjL 
É tse/ soler Mimador Abreal buscado de p <=> [VCov(0)-1/Cov((i)] 

es luna modirleseitidOnkla ~Mira V perlineertnte a k dite 

Ettii = X I  Xr i  X + C)E1= El( X I  X)-1  X 	c)(xg+ .4)} 

=Lig + (CX)E[pJ + (X' X)-' 	+ CE[d 
= p + cxe 

y COMO 1 primor a la Antela de erliffradore►theaks honor:os 

CVÉ=9 v p 	cx 

(1-É)=1(X'X)-111" C)e} Y 1-0=Pex)- tx.)fil 

vcov(g)=Egg-p)(1-p)1=E[{((xix)-' ye+C)g}{((X1 X)-i  X' +011 
=((X1 X)-1  X' + ENO (X(X' A)-1  + 

= cri(X' X)-1  + a' CC' 



, vcov(p) = 	oxp- 0,i= 41x ,  xy‘ x,) g}{(( X' X ) I  X') gil 

= ((X' X)"1  X') 410(M' X)"') 

= cr'(,‘" X)-1  

[vcoycg -vcoym= al CC' 

cr i  a usa coman" doconocida mayor que aso y CC' a afta matiz 
dila parda . 

f
iroV(1 — VCOV(01 tsunanmadisxmUtr/taida positiva 

. 	é a ti »dor Mimador 	s lastrgada de p. 

I.5 ELEMENTOS PARA SUSTENTAR A POSTERIORI EL MODELO 

Los elementos que se ~en principaimente pare sustentm e posteriori el modelo son 
el coeficiente de determinación R y les pruebas de hipótesis *cerco de le signilicencia 
global de le mamelón y del verdadero valor de los parámetros ( ). 

El coeficiente de determinación R ' es un elemento ullitiado pera le' cantidad ' de 
ajuste de le función de regresión y determine le proporción de veriabilided total en le 
variable dependiente que es aplicada pa les variables explicativas. El coeficiente de 
determinación tiene como ilmle Inferior el valor de ceso que indica que el comportamiento 
de le variable dependiente no es expkede en absoluto por les variables explicativas y corno 
limite superior el valor de uno que Indicarla que el comportamiento de le variable 
dependiente es totalmente egikedo por les variables explicativas. 
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R  2  . SCR, f'f—nP2  
SCT ry—nP2  

05 R' 5.1 , 

donde : SCR es le suma de cuadrados debida e la regresión y representa a le suma 
total de cuadrados que es explicada por la regresión . 

SCT es la suma total de cuedrados y es te medida de variación en le variable 
dependiente con respecto* su media . 

N calcular la diferencie entre la suma total de cuadrados ( SCT ) y la sume de 
cuadrados debida e la regresión ( SCR) se obtiene le suma de cuadrados que no es 
endicade por le represión ( SCE) : 

SCT — SCR = (yr — nr) -(tf-nr2)= rir — tf 
= Esr —(40M 
= YI -1,111)1(n) + (XIM,Q) 
.Y'r -2.k.x.xxix)-1x,y+kwirivk 

N factortzer se obtiene: 

SCE = SCT -SCR =(Y — xM.(r - 4)= 1.1 

. 	SCE =eig 
donde: SCE se conoce comúnmente como suma de cuadrados del error o suma 

de cuadrados de residuos. 

Sin embargo, el coeficiente de determinación R ' muestre cierta deficiencia al ser 
utilizado pare comprobar te bondad de oliste de modelos alternativos. Le deficiencia 
consiste en que el incrementar les variables mq>licafives en un modelo el coeficiente de 
determinación nunca decrece; al contrario siempre aumente. 
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Pera le problemática señalada anteriormente es necesario utilizar un coeficiente de 
determinación eNematIvo conocido como R ajustado (R '  ), ye que el coeficiente se 
ajuste por os grados de libertad asociados con las sumas de cuadrados en le siguiente 
ecuación: 

R'1 
 [

g't  / (n-k)  

r E- itY /(m 
que es equivalente e , 

T = 1 -  
(n-k )(1-R')  

Al usar II° 	50 elimine la deficiencia presentada por R' , ya que II afiadir 
venables ellicifilvai en el modelo el coeficiente de determinación R t produce una 
reducción en el término ( 1- R 1  ) que se compensa con el Incremento que genere el 
tértaino(n-1)/(n•k). 

Recordando el supuesto 6 que Indica que las perturbaciones estocastices se 

distribuyen normalmente con medie cero y varienza constante ( a'  ), tenemos en noleción 
vectorial : 

E - N(0,0• 21.) 

Con bese en dicho supuesto, se puede alamar que : 

N(fi , cr 2(X',0-9 
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Desastre* . 

Y_-_-(x ,xrx ,E.GrAt,r(xp+1) 
-É+ (X f  X) i  

La fiendén generadora de momentos de 	fr es : 

M I(t) = E[ et a J = Efel(4* (x.x).' x's)  

E[ etÉ etlx'ir s 	el É Ef 

dende : L'= e(X' X)"' X' 

(t)== erg M1(1) 

COMO £~ N (Q.  y er I I ) 	g(t) = e 
y  
IL

e (a  

t 	-; u(er'iit per lo lento , 	= e e 

eg-4 c(rxrx,  (a'/.)x(x ,x)st 

11'(xixr it MI(t) 
 

que es la fluiciffn generadora de manemos de una 

dletrlbudrIn 11~111 con mala 	É y mal* de rarianza 

I mariano o(X'Xr . 

- N (É, a (X' X)1) 

e 
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En le práctica como se desconoce el Mor de v a , se estima por medio de Q 2  y se 
puede obtener un valor ( t ) pera cada componente del vector ( ) que se define de le 
siguiente menor& : 

Vriirciá j ) 

Por lo tanto lo t se puede utilizar pare evaluar lo hipótesis acerco del verdadero 
valor de 	a un nivel de significancia a ; siendo dicho nivel le probabilidad de rechazar la 
hipotesie dedo que es verdadera. 

Por otra pede si consideramos como hipótesis nulo (pi =)32 = = - 0) , que 
Mica que no rodete ninguno 'Moción entre les supuestos variables explicabas y le variable 
dependiente, se puede obtener el valor F que se define de la siguiente manera : 

F= SCR/(k -1) 	gt4),(1,401 
SCEI01- 

donde ; SCR es la sume de cuadrados debida a le mamelón. 
SCE es le turna de cuadrados del sur. 

Por lo lento, por medio de le distribución P se puede realizar le pruebe de eignificancia 
global de le regresión como un elemento pare sustentar e posteriori el modelo. 

20 



CAPITULO II 



RESIDUOS DEL MODELO DE 
REGRES ION LINEAL 

II. 1 EL RESIDUO COMO UTENSILIO PARA VERIFICAR SUPUESTOS 
DEL MODELO. 

En el capitulo anterior se define el modelo de regresión lineal y se proporcione une 
estimación de sus parámetros, buscando que la diferencia entre las observaciones Y' y su 

estimación ( modelo 0,) sea mlnima. Tal diferencie se expela por medio del vector de 
residuos ( e ), que se define como el vector cuyos elementos están tonudo* por la 
diferencia entre las observaciones de la variable dependiente y su estimación. 

ei = Yi — Pi 
	

1:".. 1112,9*.9n , 

por consiguiente : 

e = Y — i 

donde : 

E=Xl+g 	y 	17  = X? 

Es importante realizar un análisis profundo de los elementos que constituyen el vector 
de residuos ya que se utilizan pera detectar si existen violaciones en los supuestos del 
modelo de regresión Ineal utilizando principalmente gráficas. Les violaciones que se pueden 
detectar por medio de los residuos son las siguientes : 

1. Existencia de observaciones discrepantes loutliers' en los dalos. 

2. Varianza no constante de las perturbaciones estocristIcas . 

3. Presencie de eutocorrelación entre los elementos del vector de perturbación es-
toclislica. 
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4. Dependencia entre les observaciones de las variables expHcallas y los elemen-
los del vector de perturbación estocistica. 

5. El vector de perturbación eslocistic• no sigue una distribución normal. 

S. La especlikacIón del modelo no es la adecuada : 

e) La forma funcional de les variables explicativas Incluidas en el modelo no 
se la adecuada. 

b) Las variables explicallvas Incluidas en el modelo de regresión lineal no son 
auficienles. 

11.2 TIPOS DE RESIDUOS. 

1I .2. 1 RESIDUOS ORDINARIOS. 

El vedot de residuos definido en la sección anterior es el vector de residuos 
ordinarios cuyos elementos se calculan como la diferencie de las observaciones de la 
variable dependiente y 111 eslimedón. 

E= E - t , 
donde : 

= Xii , 

Sustituyendo el valor del vector (%) se tiene : 

= X(X1 X)-1X'Y 

Por lo tanto: 

= 	— X(X' X)-1  

-x(x. x)-',e)r 
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Por consiguiente : 

e = (1,, — MY 	  ( 3 ) 

Denotando ala matriz II como : 

H= X(X' XV' X' , 

donde: 

X = 	Mi ' 6 , X =[ri, •", Cit —r rk] 

Y 

xi' es el vector fila que contiene le 1-ésime observación de les 
~Mea explicativas. 

li es el vector columna QUE,  contiene los valores de la }Mime 
variable explicativa. 

De tal forme , X es le matriz compuesta por los vectores xi o 9 . 

La matriz H es conocida como la matriz sombrero ( ' HM • motriz ' ) ye que H 

apNcede e E nos da t, es decir, ' le pone el sombrero s. Esta matriz tiene las 
cerecterlstIces siguientes : 

e ) Es 'barrica, es decir , 	H = H' 
b) Es Idempotente, es dock , 	H = H l  
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Por otro lado la motriz (.1, — II) hereda las caracteristicas de la matriz sombrero. 
Estas matrices ton transformaciones lineales que proyectan ortogonalmente cualquier 

vector en un espacio lineal; II en el espacio generado por las columnas de la matriz 

X y te matriz 	H) en el complemento ortogonal. 

Pera el análisis de residuos es Importante conocer la relación que mdste entre el 

vector de perturbación estocistico (e) y su estimador (e), la cual se muestra partiendo de 
ecuación ( SI. 

I  = (1„ 

Sustituyendo el vector (y) se llene 

= HXXÉ 
(ni + - 	-Ha) 

=(Xft + 	X(X' X)"' X' XI X(X' X)" l X1 p) 

=(11 ft +!i- XX - X(X' X)"' 

Por lo tanto 

= (fa    ( 41 

Por medio de la ecuación ( 4 ) se puede observar que la relación entre el vector de 
perturbación 'docilites y su estimador depende esencialmente de los elementos de la 
matraz H , es decir 

ti= 
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Considerando le relación anterior podemos determinar que si los elementos de le 
matriz sombrero (N) son lo sulicientemente pequeños el vector estimador compuesto por 
los residuos ordinarios, skve como *Muto del vector de perturbación estocánlca , en otro 
caso, dicho estimador puede ser Hmitedo como representante del vector de perturbación 
edocáttica 

Tomando en cuerda la relación señalada en la ecuación ( 4 ) y los supuestos del 
modelo de regresión Ined referentes a las perturbaciones estocástices podemos decir que 
el vector de residuos se distribuye normalmente con los parámetros siguientes : 

E(1) = 4 , Var(t)= (TV. —  Hi , 

de lel loma : 

Ineedreeke 

e— N(Q, i'(!1 -H)) 

Si 	6 — N(Q 	a ) 	M i(i)= e-WG01.)1 

H) 

net'« J E[ ee(1.-11 )f 

E[ e" ]= i(1) 
donde £1  • t'U —N) 

Me(t) = e-;1(1.-1)(0'01.-3).1 

MM(t) u lafiinciá s generadora de momentos 

de aula distribución 111171141 con Inedia 	Q y 

~Kv &varios:ay maritata 	u2 (1, - H) 

— NO, , crt( — 
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Por lo lento : 

tí- N(0, rs 2  (1-hii )) 

donde : 

Y 
xt  es el vector columna que condene la 1-ésima observación de las 

variables explicativos. 

El objetivo del estudio de los reelduos es examinar pera determinar cualquier 
suposición incorrecta concerniente e los supuestos distrtruclonales del vector de 
perturbación eelocástice e partir de un entibie realizado con su estimador ( vector de 
residuos ). 

Debido a que le relación mire el vector de perturbación estaca:key su «hedor no 
es perfecta en el sentido de igualdad, tes alteraciones al modelo para el vector de 
perturbación estocástico generalmente no son transmitidas literalmente e su estimador. 

Es importante hacer notar que el vector de residuos se utiliza para verificar uno por 
uno los supuestos del modelo, ye que si fueran varios los supuestos que fallan 
simultáneamente, sala realmente complicado detectar les alteraciones ocasionadas al 
modelo. 

II. 2.2 RESIDUOS ESTANDARIZADOS 

Los residuos estandarizados son utilizados en técnicas de verificación de algunos 
supuestos del medido de regresión lineal, principalmente para realizar gráficas con el 
propósito de doled& observeciones discrepantes Oultiers • y gráficas sobre papel normal, 
temas que serán abordados en secciones posteriores, 

Estos residuos se definen de le siguiente manera 

 

rv, = 
o. 

 

( 5 )  
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Tomando en cuenta le relación señalada en la ecuación ( 4 ) y los supuestos del 
modelo de regresión lineal referentes a las perturbaciones estocásticas podemos decir que 
los residuos estandarizados se distribuyen aproximadamente de le siguiente manera : 

)41,- N(0 , (1— ha)) 

Le idea de utilizar estos residuos se basa principalmente en que si se cumple el 

supuesto de normalidad en las perturbaciones estocásticas y los valores (á«) son 

pequeños, se asocie e los residuos estandarizados con une distribución normal con medie 
cero y verlanza aproximadamente unNaria . 

II . 2.3 RESIDUOS ESTUDENTIZADOS 

Los residuos ordinarios se presenten en unidades del problema original ( unidades de 
las observaciones ) tal como se puede observar en la ecuación ( 4 ), su distribución 
depende de o ( parámetro desconocido ) y de los elementos de 11 (conocidos), por tal 
razón los resultados obtenidos del análisis de estos residuos no se encuentren en una 
escale libre de parámetros desconocidos. Por otra parte cede residuo ordinario llene une 
veneros que en general es dWerente e le de los demás residuos . 

Por esta rezón se busca le manera de expresar e los residuos de tal forma que su 
distribución (en presencia del supuesto 6) no dependa de ningún parámetro desconocido, 
dicho de otra forme , que su escala sea única y que todos los componentes del vector de 
residuos tengan los mismos primeros dos momentos. 

Los residuos eettidenitzados ( Cook and Weisberg ( 1982 , capitulo 2 ) ) son el 
resultado de haber dividido el residuo ordinario (cuya distribución depende de determinados 
parámetros desconocidos y de los elementos de le diagonal H ) por estimadores de los 
parámetros desconocidos, de tal menea que el cociente lenge une distribución libre de 
dichos parámetros y todos los residuos tengan los mismos primeros dos momentos. De esta 
forma los residuos estudenlados cumplen con lo sugerido en el párrafo anterior . 
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Existan dos tipos de residuos estuderattados, los residuos esludenbedos internos 

(s) y los residuos educienticedos externos ( / ). 

a) ES1VDENTIZACION INTERNA 

Es *qu'ea en que N eitedistico y el ',Moder, en este ceso, ( si  ) y (I) 

neepectivamerde son dependientes y se calculen e partir de los mismos dalos. Estos 

residuos se definen de le elguisrde romera 

n = —5,7= 	i•s.:,...,. 
ef,o—ht, 

donde : 	n a Residuo estudentizedo intimo. 

n =Residuo erdinerlo. 
A 

al v Cuedredo medio del error, tombien referido como cuadrado 
medie de los residuos. 

Be puede observar que el estimador de la desviación estándar (ir) y los residuos 

ordinarios (dra) no son variables aleatorios independientes ye que el primer término se 

cok" &kende los residuos ordinarios, por lo cual se dice que (1) no sigue une 

dleirlbuckIn I de eluden!. 

b )ESTUDENTIZACION EXTERNA 

Los residuos eakidentbados celemos requieren un estimador de (el que sea 

independiente de los residuos ordinarios , buscando de esta forma que los residuos 

estudentizados externos tengan une distribución t de Student. 
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Be» el supuesto de normalidad de los errores, definamos a (1&)) como el cuadrado 

medio de loe residuos sin el Usimo caso, es decir ; originalmente 

F72 	
a— k 

por Atollo : 

te? 
272 =  hl  

A— k 
f 	= á 2  (A— A) 

Por consiguiente : 

	

ir 2(n- k)- 	& 2((n- k) 	
(1-k) 

) 
2  = 
	?r2  

n — k - 1 	 n — k - 1 

de tal forma : 

	

2 	2 (n - k  — r, 2  
o-  (,) a 

A— k - 1 

Los residuos estudentizados externos se definen como : 

donde : 
	

Residuo eitudentizado externo. 

= Residuo ordinario. 

(770 = Cuadrado medio de los residuos exceptuando el késimo caso, 

29 



En este ceso le estadletica y el estimador, (oí) y (11) ) respectivamente son 

Independientes , por lo cual podemos decir que los residual*, estudenlizados externos 

( t, ) se distribuyen como una t de Student con ( 	) grados de libertad. 

Estos residuos edudentliedos externos se relacionan con los residuos 

estudentiados Internos ( ) dala siguiente manera 

— 	e  e,  
J1—ti„ Isrit —  

PI - k — 1 

1  *  el 	— 	„r 

in— k n2  a. 	isT--71-ri 2  
n—k— 1 

y por lo tenlo : 

2 = 2 n—k-1) 
n—k 2  

SI se observe la ecuación anterior se puede afinner que ( )es una transformación 

monótona de ( t:2  ) . Es Importante señalar que los ( ; ) no son Independientes entre si , 

pero si Idénticamente distribuidos . 
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111. 2 . 4 RESIDUOS PREDICTIVOS 

Pera obtener los residuos ordinarios y los residuos estudenttedos se tolete el vector 

estimado (%) que se calcule considerando Iggig lee observaciones. 

Con el propósito de contrastar dos cantidad*, independientes se untan los residuos 

predIctivos, pare los cuales se utiliza el vector estimado (1.1(q) que se cok* &considerar 

lésime observación de les variables, 

Los residuos predicifvo, ( Cook end Welsberg ( 1982 , capítulo 2 ) y se definen de la 

siguiente manen : 

(r ) 	Yr 	(I) 
	 - 1,2 	n 	, 

donde : 

vi 0) es el lésimo residuo ordinario que se calcule sin utilizar le 1-ésime 

observación de les variables por medio del vector estimado Qt ). 

es le i-risime observación de le variable dependiente . 

go)  mil. estimación de la lesime observación que se calcule sin 

Mbar dicha observación de les variables por medio del vector 

estimado (o ) 

Se puede mostrar que el valor de l; (q  se puede calcular en ~linos de 

:0  (X'Xri gg el  
11(1)=1112(1)=1‘f 	1-hii 
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donde : 
al' es el vector ale que contiene le késime observación de les variables 

explicativas. 

;lo) es el silbador de ¿ calculado sin ulikzar la késime observación 
de las variables effilicatWee. 

Los residuos predidivos se pueden calcular en términos de los residuos ordinarios de 
acuerdo con le relación siguiente : 

— 	 
es  

eic" 	1—h II 

De tal relación y bajo el supuesto de normalidad en les perturbaciones estocitstices, 
podemos decir que el l-tisimo residuo predictivo se distribuye de la siguiente manera : 

,2 
e, ( ,) — N(0 , 	'' 

1-h„ 

Es importante señalar que el 1-ésimo residuo predictivo multiplicado por-riii77 y 

dividido por le raíz cuadrada del cuadrado medio de los residuos exceptuando el 1-ésimo 

caso coincide con el i-ésimo residuo estudenttzado externo tal como se muestre e 

continuación : 

el(dyl .<1rnt ii 	e

""
l/Al N/1 h „ j1— h I , 

	 =  
a(s) 	5- 1—h (r)V 	II 

e,10(1— h „) 	e, =  j.......—= = I  i 
2r0)  1— h 1 , 	Q1, ) 1—h„ —r 
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Oh. forma de escribir el i•ésimo residuo estudentbado externo en términos del 
Pésimo residuo predicilvo es le siguiente 

01(1)  

	

(7 (i) 	441(ott 

donde : 

I  lt 	Mi l  (r(i Xot 1).  si  

X 0) es la matriz X sin considerar el Pésimo vector lile. 

La forme alternativa pare calcular el Pésimo residuo estudentizado externo se 
desprende de la siguienle relación : 

1  
1....  Al 1 -

1+  )„ 

De le ecuación ( 7 ) se observa que cuando los elementos (bit) son pequeños la 
diferencia entre los residuos predictivos y los residuos ordinarios es mínima, sin embargo, al 
los elementos (aii) son grandes, existe une gran diferencia entre los residuos ordinarios y 

	

los residuos predictivoe. SI los elementos 	son grandes puede resultar muy distinto 
verificar los supuestos con los residuos predIctIvoe en lugar de utilizar los residuos 
ordinarios. 

11.2 . 5 RESIDUOS RAO-BLACICIVELL 

El residuo que aquí se denomina Rao-Blacinvell ( O'Reilly end Ouesenbeny (1973, 
sección 4) ) proviene del procedimiento que se describe e continuación : 

1. Estimar Insesgadamente le función de distribución normal estandarizada de le 
variable dependiente. 
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Dijo el supuesto de normalidad en las perturbaciones estocistIces la variable 
dependienta también se distribuye normal , es decir, 

es — N(0 , a') 	Y, —1%31 , a') 

Drikattaeii. 

Yo = NoW -1- 

mr, (I) = Ete = Ete4141 
E [eu,] = e ga,.¿ 

GIMO Es ^411(0 a') = 111,,(1)= e-4"' 

y mimo "(1) = eti'll.;11'11  que es kik/idén 

generadora de momentos de una distribución normal 
con media Xi' É y variante c I . 

— N( Ni', 61 , cr i ) 

Entonces 

= 	— N (O,1) 

De este manera le función de distribución de Zi evaluada en z es : 

F(z,; 	al)= (1) 	Vfl_  
J 
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Siendo : 

0 (
fi!'1

)  La función de distribución N(0,1) evaluada en z 
a 

El estimador insesgado de variares mínima de la función de distribución anterior 
resuNe ser : 

— k —1)1(y, — X 
Azi; xi'@, 0-21-G 	 „ 	, 

h,,Xn— k)& 2 -(y,-xl ,p)-  

( Ver Ghurye and ONdn (1969 , página 1268) ) 

donde la función G es le función de distribución t de Student con ( n4r-1 ) grados de 
libertad y el residuo Rao-Blackwel1 (si ) es precisamente el argumento de G pero 

sustituyendo el valor yi  por le variable aleatoria y,. 

(n— k — 1)1 	x19) s — 
11(1— h„Xn— k)2r 2 	x r 

2. SI se Multiforme una variable aleatoria con su propia función de distribución 
(continua) se sabe que la correspondiente variable aleatoria transformada sigue una 

distribución uniforme en el Intervalo (0,1). Ahora bien, si se transforma e una variable 

aleatoria con su función de distribución estimadora Rao-Slackwell y éste es continua, 

entonces la variable aleatoria transformada sigue una distribución uniforme en el intervalo 

(0,1) que se denota por U(0,1). 
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Por lo anterior G(si ) sigue une distribución U(0,I) y es obvio que si  tiene como 

distribución e G ; es decir, s;  se distribuye como une 1 de Student con ( n-k-1 ) grados de 

libertad. 

Es importado mostrar que el residuo Raoalaclovell coincide con el residuo 

estudentizado islemo (1), para lo cual se realiza el desarrollo siguiente : 

s — 

 

(n- k -1)8(Yi - 

 

   

 

ka Xn- k)a2  -(-x' )2i3 

 

(n- 	 ) 

11(1— 	— k)17 2 	54112 ]  
k<r) 

e  

1(1— ki 1(n— k)r's2 	 
(1- h;‘ ) 1  

(n- k -1) 

er  

E(n k)&2
12  

(1— lou )  	 

(n- k -1) 	%/(1- 

	 = 
11) (1- kii ) & (1- kii ) 
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Considerando todos los residuos que se analizaron en este capitulo y le relación 
existente entre ellos, se puede señalar que el residuo de ReoStackwell que coincide con el 
residuo estudentimdo »limo es el que debe ser ulikado pare reatar un análisis "lente 
con respecto e le verececión de los supuestos del modelo de regresión lineal y 
particularmente en el supuesto de normalidad en las perturbaciones *Edition ; que es el 
teme central de este trabe». Lo anterior por les propiedades distrtuctonales ya 
mencionadas y por le bese teórica que lo sustente. 

II . 3 PUNTOS DISCREPANTES " OUTLIERS " , PALANCA E 
INFLUYENTES. 

Al considerar las observaciones de las variables que son utilizadas en un modelo de 
regresión lineal, es importante 1111111C10111ff que pueden existir algunas de ellas que ocasionen 
severas alteraciones el modelo. Teles observaciones pueden ser de tres tipos y 
comúnmente se conocen COTO : 

1. Puntos discrepantes buNkrs•. 
2 . Puntos palanca, 
3 . Puntos influyentes. 

II . 3 . I PUNTOS DISCREPANTES " OUTLIERS " 

Los puntos discrepantes aoultiers°, son aquellas observaciones cuyos residuos salen 
de un rango de confianza previamente definido. 

Estas observaciones discrepantes se detectan usualmente al gra/Icor los residuos 

fi  , ri  o wi  contra cualquiera de les variables explicativas o contra le estimación de le 

variable dependiente. 

Al realizar le gráfica los puntos discrepantes serán aquellas observaciones que 
abandonen le banda de confianza predeterminada alrededor del cero. 
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Pera determinar los residuos que se deben utilizar pare realizar les gráficas se puede 
considerar le relación que existe entre los residuos estudentizados Internos y los residuos 

estandarizados : 

r - °-ti-- 
‘ir-7-1,i  

Dado que iiii  es mayor que cero, se puede ver que el valor absoluto del residuo 

estudenfizado Interno es mayor que el valor absoluto del residuo estandartado, por lo que 

ri  refleja mejor las desviaciones que m. 

Al considerar la relación que existe entre los residuos estudentizados externos y los 
residuos eetudentizados internos tenemos que : 

ir = r, 
il

n- k -1  
n-k-r,2  ' 

por lo que pera un residuo estudentizado interno tal que l n i> 1, se tiene que el valor 

absoluto del residuo estudentizado externo es mayor que el valor absoluto del residuo 

estudentizado interno. Por lo lento se puede ver que los residuos estudentizados externos 

reflejen mis dramáticamente grandes desviaciones que los residuos estudentizados 

Internos. 
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BaSo el supuesto de normalidad en les perturbaciones eslocásticas se puede decir 
que los residuos estudentbrados externos se distribuyen como una t de Student con 
n4h11 grados de libertad , por lo cual si utilizamos dichos residuos pera detectar 
observaciones discrepantes ' oulliers " se puede determinar le banda de confianza en base 
al valor ta C30 el siguiente criterio : 

SI el valor absoluto de / excede el valor ta, la observación 1- ésfma se 
considera una observación discrepante , donde : 

ta es el valor de le variable t obtenida de le distribución t de Student con 
nd1•1 grados de libertad al nivel de sIgnlikancla a. 

Cuando detectamos observaciones discrepantes, se procede e detectar el origen de 

dichas observaciones. SI los puntos discrepantes provienen de errores en la recopilación de 

las observaciones, estas son anuladas y se procede e realizar el análisis sin considerarlas. 

11.3.2 PUNTOS PALANCA 

Los puntos palanca son ( Belsley, Kuh and Welsch (1980 , capitulo 2 ) ) son aquellas 

observaciones de las variables explicativas ( vector columna 11  ) que generan un elemento 

ki  demasiado grande. Estas observaciones causen afferaciones en el modelo debido a 

que le relación que existe entre las perturbaciones estocásfices e, y su estimación ei  es la 
siguiente : 

= ei — .h,, e1  

Considerando que ei  es una estimación de ei, es indispensable que los elementos 

ki  de le matriz ( H ) sean pequeños, en caso contrario se ocasionan alteraciones en el 

modelo. 
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Pare detemilner si alguna observación de variables explicativas genere un punto 

palanca es importante considerar la siguiente relación : 

fku = k 

De la relación anterior se puede establecer que el valor • promedio ' de los elementos 

de la diagonal de la matriz ( 	) es ( 
k 

 ) De lel manera el valor ( 2% ) es 

utilizado como medida puntual siendo el limite superior y se dice que si un elemento h„ 

rebasa tal limile se considera como un punto palanca . 

En los párrafos anteriores se habla de puntos palanca generados por una 

observación de variables explicativas, sin embargo, puede suceder que teles puntos 

palanca se originen por una variable explicativa en particular, e dicha ocurrencia se le 

denomine palanca parcial. 

Para explicar el significado de palanca parcial es necesario Introducir el concepto de 

matriz de predicción por lo cual se desarrolle e continuación : 

Le matriz (X') es aquella en le cual e le matriz ( X ) se le aumenta el vector (r) por lo 
cual se obtienen une matriz de le siguiente forma : 

(x*.).(x:r) 

donde : 

(X') es le matriz de predicción de [n x (k + 1)] de le matriz ( X ). 

De tal forma, le correspondiente matriz de predicción (II 0 ) de (X') esté dada por 

II° 	H + (I
1
- H)Y1' (I. - II) 

Y'(1. - H)E 
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Por lo tonto : 

= k 
e' + II 	te( 

1 • 	.,a 	  (e) 

Ahora consideremos e le matrtz de predicción construida de la siguiente forma : 

donde : 
XP es la matriz ( X ). 

Xul  es le matriz ( X ) sin considerar el vector (ci) que contiene los 
datos de la jitsima variable explicativa . 

Por lo cual desarrollando un análisis similar tenemos : 

HP =H +— H
u )rjit(1„ -HUI ) 

	

111 	
) '  

donde : 
HP  es le matriz H. 

Por lo tenlo, tenemos que : 

	

kr, 	boj (i)+811 	r-1, ..., a 	  (9), 

donde : 

Oil 	son los elementos de le diagonal de le maIrtz (HP ). 

kii  u  son los elementos de le diagonal de la matriz ( UI  ) que se calcule 

sin considerar los datos del vector (ri ). 
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De tal forme : 

siendo 

(811, 82jo • • •• 840).  

El vector fi¡  se conoce como el vector normalizado de residuos cuadrados 

obtenidos de le regresión de le variable explicativa ( 	) sobre todas las demás variables 

explicativas, 

Para determinar si alguna observación de cualquier variable explicativa genere un 

punto palanca, es importante considerar la siguiente relación : 

E 8, =1 s., 	I 

De la anterior relación se puede establecer que el valor promedio de los elementos 

Sri es ( 	). Por lo tanto el valor ( 2/‘ ) es utilizado como medida puntual siendo el 

limite superior y se dice que si un elemento 	rebele dicho lime° se detecte un punto 

palanca en la kásima observación de la }!sima variable explicativa. 

Comparendo las ecuaciones ( e ) y ( 9 ) se puede decir que un punto palanca es 

una observación discrepante en el espacio de las variables explicativas, 

Observando la ecuación ( 8 ) se aprecia que el valor de h es grande por alguna de 

las siguientes razones : 

1. El valor de ki  es grande, es decir, existe un punto palanca. 

2. Le observación 1-ésima en las variables es une observación discrepante • outlier ". 
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SI se encuentra un punto palanca en le lésime observación de les variables 
explicativas, el problema se puede solucionar realizando una transformación sobre las 
variables explicativas. Si el realizar un análisis se lega e la conclusión de que la palanca es 
parcial, se aplica una trandomulón sobre la variable explicativa que ocasione el problema. 

U . 3 . 3 PUNTOS INFLUYENTES 

Los puntos Influyentes ( Seleley, Kuh and Welsch (1980 , capitulo 2 ) ) son aquellas 
observaciones que individual o conjuntamente demuestran mayor impacto en los valores 
estimados que el rulo de las observaciones. 

A parla.  de la definición anterior se pueden describir dos tipos de influencia ; 

e 1 inikaeridé ponle! 
b ) influencia coolunte 

• ) INFLUENCIA PARCIAL 

La influencia parcial se detecte en la observación que individualmente demuestre 
mayor impacto en los valores estimados, que el resto de las observaciones. 

Para determinar si la Plakne observación debe ser considerada como una 
observación influyente, se utiliza como medida le distancia de Weish • Kuh denominada 

DFFITS r  . Esta es una distancia que refleja la diferencia que existe al realizar le 

intimación de le variable dependiente Y;  considerando y sin considerar le 1-ésime 

observación ; de tal forma que mientras mayor es I DFF1TS t  I , mayor es le influencie de 

la i-ésima observación. 

DFFITS 
fi - f

'(') 
1117. e 
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donde : 

Yt  es le estimación de le i-ésima observación de la variable dependiente 

(i)  es la estimación de la 1-esime observación de la variable dependiente 

que se calcula sin utilizar tal observación de las variables por medio 

del vector estimado (1(0). 

Por lo tanto : 

r- (- 	 e/ )1 
i  XII 	"it  DITI75 t  = ) 

411 	 Crjr" 

Como a es desconocida se utiliza irip  como estimador, quedando le distancia de 
Welsh - Kuh de le siguiente manare : 

DFHTS 	 t 
ki 

Suponiendo un balance perfecto en la matriz ( X ), el valor pera IDFFITS t I debe 

ser1Z-  . De tal manera el valor 2IF es utilizado como medida puntual pare determinar 

	

si le I • ésime observación es influyente , y se dice que si iDFFITS 	es mayor que 

2  Vk/i  dicha observación es influyente. 
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Es Importante considerar la influencia de une observación con respecto e un sólo 

coeficiente, para lo cual se utiliza la siguiente medida denominada I DFBE'TAS 	que es 

una medida que refleja la diferencia que existe en le estimación del coeficiente pi  el 

considerar la i-Islma observación y al no considerada ; de tal forme se obtiene le influencie 

de le 1-611me observación en el coeficiente 	1 ). 

fi --A DFBETAS =  -  , 	-  (á-  
" 	j ) 

donde : 

pi 	es la estimación del coeficiente pi . 

pi(r ) es le estimación del coeficiente pi  sin considerar le késime observación. 

Se tiene que: 

Cr XrXi'  
F(4

) = 	— 

por lo tanto , para obtener 	— )6fi o  se considere el elemento ( j I ) de la matriz: 

c.(xix)-'X' , 

y se le denomine C1, , de tal forme : 

fli(1) .-- 
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Por otro ledo vroir (ft,) se estima e través del producto entre la re/ cuadrada del 

j-ésimo elemento en le diagonal de fe mairt (X' X)-1  el cual se le denomina fru  y le raíz 

cuadre* de er 2  que es un estimador de cr 2  (r) 

Por lo lento : 

DFBETAS 1r  = 
Cji  tr 	

CJi  lr  

ki ) 17(1 411 Ir5:71---Q 

El valor 2/ es utilizado como medida puntual pare determinar le Influencia citada 
747 

anteriormente, de tal manera si I DFBETAS fc I excede dicho valor, se dice que la !- 

Mima observación es influyente con respecto el coeficiente ( 	). 

b ) INFLUENCIA CONJUNTA 

Le influencia conjunte se detecta en aquellas observaciones que conjuntamente 

demuestren mayor impacto en los valores estimados que el resto de les observaciones. 

Puede suceder que ei analizar individualmente una observación no presente Influencie 

parcial, pero si dicha observación es tomada en conjunto con otras, puede ser altamente 

influyente. 

Pare detectar influencie conjunta se puede utilizar la generalización pera las medidas 

analizadas anteriormente que ayuden e detectar Influencia perder. Dicha generalización 

consiste en utilizar coeficientes que se calculen sin considerar en fel estimación un 
subconjunto de (m) observaciones. 
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11.4 TIPOS DE GRÁFICAS 

Para poder verificar si se cumplen los supuestos del modelo se realizan distintos Opas 
de gráficas tornando corno base los residuos. Debido a que los diferentes tipos de residuos 
se encuentran relacionados entre ellos, se puedan elaborar las gráficas utiMzando los 
residuos estudentládos estemos ye que estos como se mencionó anteriormente reflejan 
más dramállcemente las desviaciones y no dependen de las unidades del contexto del 
problema por lo cual ayuden e retirar un mejor análisis que los otros residuos. 

A continuación se mencionan algunos tipos de gráficas que son les más utilizadas 
para verificar si se cumplen los supuestos del modelo. 

U.4.1 GRÁFICA SOBRE PAPEL NORMAL 

En este tipo de gráfica se puede observar si el supuesto de normalidad en los errores 
es violado , para lo cual se greflum los residuos estandarizados en un papel especial 
"papel normal" que presente une escale relacionada con los porcentiles de una distribución 
normal estándar. 

Para poder determinar si el supuesto de normalidad en los errores es violado se 

observa el comportamiento de los residuos al ser graneados . Si los residuos se presentan 

de manera semejante e una linee recta se dice que las perturbaciones estocastices e se 

distribuyen normalmente, en caso contrario, es decir, que los residuos presenten un 

comportamiento semejante e una Unes curva se dice que el supuesto de normalidad no se 

cumple en las perturbaciones estocésticas. Pare mayor información sobre el uso de "papel 

normal*, véase por ejemplo , el libro de D AgostIno y Slephens (1986, capitulo 2). 

Le violación de este supuesto se puede solucionar utilizando transformaciones en las 
variables. 
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GRÁFICA SOBRE PAPEL NORMAL 

.2 	 -I 	 0 	 2 

Ouipriblimol9leralrdNamol 

No hay une clara evidencia pare considerar que les perturbaciones estocásticas no se 
distribuyen normalmente. 

II . 4 . 2 GRÁFICA DE RESIDUOS CONTRA VALORES AJUSTADOS 

En este tipo de gráfica se pueden obtener conclusiones con respecto a dos supuestos 
del modelo de regresión lineal. 

1) Variares constante en las observaciones 
2) Especificación correcta del modelo. 

En este caso se grafican los residuos contra los valores ajustados de le variable 

dependiente. Le razón por le cual se utilizan en la gráfica los valores ajustados de le 

variable dependiente y no le variable dependiente se debe e que los vectores (e) y (Y) 

están correlacionados y el análisis se puede ver alterado, sin embargo, los vectores ( e ) y 

(i) no presentan correlación por lo que se puede realizar un análisis correcto a través de 

ellos. 
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N realizar la gráfica se pueden presentar diferentes comportamientos significativo« 
que se resumen plincipalmente en tres y que se *Miau a continuación : 

e) Si los residuos se presenten en le grffica dentro de une banda hiato« sin 
comportamiento especOlco alguno, se dice que la mienta es constante en les 
observaciones y la especNicmión del modelo es adecuada por lo cual el análisis de minimos 
cuadrados es valido. 

za r  

• • 

.•• "'e • e  • 
we  • e. 	 •_. 

e 	
eirb **". 
• 9,•  • • a  

rm 

Loe residuos se presentan en una banda horizontal sin comportamiento especifico alguno. 

b ) Si los residuos no se presentan en le gráfica en una banda horizontal se dice que 
la vrrienza no es constante. 

f 

e e  ' • 

* e 	e 	• " 	* 

a 
R • • 	•* •• a 

• • 	• 
• • 

• 
• 

• 

;1 

Los residuos abandonen le banda horizontal, en este ceso le verfenza 

se incremente con los valores de 
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Le violación de este supuesto se puede solucionar por medio de la aplicación de 
minimos cuadrados generalizados (considerar verienza no constante) o por medio de le 
realización de una transformación en le variable dependiente buscando evitar que los 
residuos abandonan le banda borboritar. 

c) Si los residuos siguen un comportamiento especifico se dice que el modelo es 
inadecuado ye que se presume que los errores absorben le influencia de un enor de 
especificación en el modelo. 

t 

, •••%• e •• • 	••• 1e* in • * • a — 	a  • 	 •-• , 
• • 	 e • 

R • 	 •.. 

Modelo Inadecuado 

Para solucionar la violación del supuesto presentado en le gráfica anterior 
(especificación incorrecta del modelo) se pueden Incluir en el modelo términos amados y / 
o cuedriticos en les variables explicativas o también se puede aplicar una transformación 
en le variable dependiente. 

. 4 . 3 GRÁFICA DE RESIDUOS CONTRA CADA VARIABLE EXPLICATIVA 

Este tipo de gráfica es utilizado pare obtener conclusiones con respecto e los 
supuestos de verienza constante y especificación correcta del modelo, de Igual manera que 
el tipo de gráfica anterior, sólo que en este caso se graficen los residuos contra cede 
variable explicativa para realizar un análisis con respecto e cede una de estas variables. El 
objetivo de estas gráficas consiste en aislar le influencia individual de cada una de las 
variables explicativas. 
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Al realizar la gráfica se pueden presentar en los residuos los mismos comportamientos 
(.),(b)y(c) descritos en el tipo de gráfica anterior , pero ahora contra ceda variable 
opiicielve, obteniendo las mismas conclusiones y realizando los mismos ajustes pare 
solucionar el problema en caso de que alguno de los supuestos sea violado. 

La diferencia al realizar este tipo de gráfica radica principalmente en que si el modelo 
no esta correctamente especificado y se requiere la aplicación de une transformación en las 
variables explicativas, podemos determinar cueles de estas requieren dicha transformación. 

II . 4 . 4 GRAP1CA DE RESIDUOS CONTRA EL TIEMPO 

Las gráficas de este tipo se utilizan para verificar los supuestos de vertanza constante 
y especificación correcta del modelo. Para realizar ésta gráfica es necesario conocer el 
orden en que frieron obtenidos los dilos de las variables eimlicetives que se están utilizando 
en el modelo debido a que se predicen los residuos contra el tiempo. 

Al realizar ésta gráfica se pueden presentar diferentes comportamientos : 

a ) SI los residuos se presenten en la gráfica dentro de une banda horizontal sin 
comportamiento especifico alguno, se dice que la varienze es constante en les 
observaciones y la especificación del modelo es correcta. 

ti  

o 
.•.. :• . • • 	• . • . 

.• - *** "?* 
• 

• a•  • 
••• .. • • •. •• • 

	1 
tiempp 

Los residuos se presentan en une banda horizontal y sin comportamiento 
especifico alguno a través del tiempo. 
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a a • 
o a  • 

o 

e. 

b) Si los residuos el ser preficados se van incrementando o decrementendo e través 
del tiempo, se dice que le verienza de las perturbaciones estoceslices no es constante. 

t I 

e 

tiempo 

Los residuos se ven incrementando con respecto el tiempo. 

Le violación de este supuesto se puede solucionar por medio de le aplicación de 
minimos cuadrados general lados. 

c ) Si al »Oca( los residuos estos presentan un comportamiento similar e términos 
cruzados y /o cuadrilicoe en el tiempo, se dice que el supuesto de especificación correcta 
del modelo esta siendo violado. 

• 

t i  

e 
ow: * • 

do .* 	o JI., 	*o*  
- • 	 * o 	w • • 
* 	 • ok, • 	• • e • • * 

tiempo 

Los residuos presentan términos cruzados e través del tiempo. 
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le violecibn de este supuesto se puede solucionar modlOcando el modelo con 
términos cruzados y / o cuedrátkos en les veriebles . 

Pere vedar.« el supuesto de normaided en les perturbaciones estochtkes «sten 
algunos métodos, entre los cueles se encuentre le gráfica sobre papel normal mencionada 
brevemente en este caplulo. En lo que reate de este trebejo, se describe un procedimiento 
mée objetivo pare determinar el lee perturbaciones eetocbsticee se distribuyen normalmente 
en los modelos de regresión lineal múltiple, tal procedimiento se menciona en el siguiente 
coplilla. 
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CAPITULO III 



METODOS DE COMPROBACION DEL 
SUPUESTO DE NORMALIDAD 

III .1 SUPUESTO DE NORMALIDAD EN LAS PERTURBACIONES 
ESTOCASTICAS. 

El supuesto de ~Wad en les perturbaciones estocéstices es une hipótesis muy 
importante en el modelo de regresión lineal múltiple, ye que en tel consideración se basan le 
pruebe de signbicancia global del modelo y les pruebas de significancie pose cada veriable 
colicano del mismo. Pare poderlo verificar es necesario contar con métodos que nos 
ayuden a determinar si el comportamiento de las perturbaciones estocistices se puede 
acodara le di*ribución normal. 

Tal como se mencionó en el capitulo anterior, uno de los métodos utilizados pire 
comprobar et supuesto de nomielided es el conocido como ' Grada sobre papel normal 11, 
sin embargo, en este método le decisión depende de le apreciación del individuo que esté 
haciendo el @Web, por lo que no es un método que establezca objetiva y estedisticemente, 
el resultado de lo que se d'escorchar. 

11I . 2 PRUEBA BERANTARQUE. 

Existe un método muy utilizado por economistas pare comprobar el supuesto de 
normalidad en les perturbaciones 'desafilas que se conoce como la prueba Sere.larque 
( Judge and 1411 (1115 , capítulo 22) ) y tiene la siguiente intérOrifieción : 

Considerando el modelo de regresión lineal : 

Y= xii +g , 
donde: 

E(1)=0 	y 	E(Cr )=cr 2 1. , 

y buje le hipótesis : 

1— N(Q,cril.) , 
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entonces el tercer y cuarto momentos para un elemento en E dados respectivamente 
por: 

N3=E(Er = O 
	

Pe =16)=3,7 4 . 

Esta prueba de normalidad se basa en considerar qué tan leJos se encuentren las 

estimaciones del tercer y cuarto momentos, P3  y p4 , de los correspondientes en une 

normal ; esto es , de O y 3?' respectivamente , donde : 

a. 2 _11e2 
n 

Pare realizar este prueba se consideren las versiones a escala de /13  y /14  que se 
conocen como medidas de sesgo y curtosis respectivamente. 

La medida de sesgo de una distribución se refiere e su grado de asimetría y está 
dada por: 

mientras que le curtosis de una distribución se refiere lento e lo picudo de ésta corno 
el peso de sus colas y esté dada por : 

cr4 

Como la distribución normal tiene una curtosis igual a 3, se puede decir que una 
medid. del exceso de curtosis es : 

3.114 -3c74  
o4  
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La prueba Sera-Jaique es un método conjunto que consiste en verificar si les 

estimaciones de Nfti-  yio 	- 3) son significetivemente distintas de cero, en cuyo ceso 

podemos afirmar que las perturbaciones eslocéstices no se distribuyen normalmente Zeda 

que E no es observable, las estimaciones de jri y (15 - 3) se realizan e través de los 

residuos, por lo cual se obtienen los estimadores siguientes: 

- 	la 4  
/14 	— E e, 

1 &3 
	(b,-3\= p4-3&4   

La prueba Sera-Jarque queda estructurada para el problema de prueba de hipótesis : 

Ho : Les perturbaciones estocéslicas se distribuyen normalmente. 	vs. 

Ha : Las perturbaciones eslocéstices no se distribuyen normalmente. 

La estadística Beta-Jaique que esté dada por: 

[ 6r + [62 3 }2  

6 	24 

y bajo la hipótesis nula de que las perturbaciones estocistices se distribuyen 

normalmente, se distribuye asintóticemente como %) y tiende a ser grande si 

Wir (12  - 3) difieren signiftcMivernente de cero. Se aclare que para n Ando 

pueden ( y deben ) utilizarse los puntos de rechazo obtenidos por Monte Carlo que 

aparecen en el libro de Jarque y Sera (1987, pég 169). 
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Le prueba Sere-Jarque se base en el perecido del tercer y cuarto momentos con los 
de une distribución normal por lo que si le no-normalidad se debe e otras diferencies, esta 
prueba no las detectada, 

I[I .3 METODO FDE DE BONDAD DE AJUSTE. 

El problema de bondad de ajuste se considera formalmente como un problema de 
prueba de hipótesis en el cual la distribución ( F ) es miembro de una familia no 
perorado' 3 como lo puede ser la familia de todas las distribuciones continuas, o en su 

caso, de todas las distribuciones discretas. Para introducir el problema de bondad de ajuste 

se titileará el caso simple con ( F ) una función de distribución continua y tomando como 

bese una muestra X = ( 	X2 ,... , X, ) de la mencionada función de distribución de le 

siguiente forma; 

Probar : 

Ho  : F Fo 	VS. 	11, : F 	, 

donde : 

Fo: es un sólo elemento perfectamente identificado de 

lo  : hipótesis nula. 

Hl : hipótesis alterne. 

En los métodos de bondad de ajuste pare probar (Ha), la Idee es contrastar le 

hipótesis con la evidencie, representadas en este caso por (n) y le muestre 

X = ( X„ X"... X„ ) respectivamente. 
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Asociada e cualquier muestra siempre existe une función de distribución conocida 

como función de distribución empírica (F.(1)) le cual pende representar le evidencie 

muestra' y se define de la siguiente manera ; 

Fjx> = 1  E 
n i.1 11-45-11 

donde : 

1 
ftl' 

• as la indicadora del evento c . 

Existen verlos resultados relacionados con el comportamiento asintótico de le función 
de distribución empine" siendo uno de estos el lema de Glivenko - Centelli ( O'Reilly 

Togno Federico ( 1980 , sección 3 ) ) que afirme que bajo (H0 ) : 

= 	— F0 ( x)1.-4 O aun" a--> Go , 
cara probiaiilid 1 . 

Lo andador sugiere que si se cumple (H0), la función de distribución empírica (F.(,)) 
y (F0(1)) como funciones, deben ella muy cerca, es decir, al contrastar le evidencia 

contra le hipótesis le diferencia debe ser mínima. Le estedisike o métrica (Da ) es conocida 

como le estadística del supremo. 

Para cualquier estadística o métrica de este tipo y,,(F,(x), Fo ( x)) se busca obtener 

su distribución bajo (Ha) para poder evaluar le probabilidad de que (y, ) tome un valor' 

grande •, caso en el que podriemos cuestionar si (H0) es cierta. El motivo por el cual se 

desee conocer le probabilidad de que la estadística (y.) tome un valor • grande ' siendo 

(H0) cierta es para controlar le probabilidad de rechazar la hipótesis nula (H0) 

equivocadamente. 
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El cómputo paro obtener las distribuciones exactas de una métrica (y. )suele ser muy 

complicado, por ello el uso de las distribuciones asintóticas que son presentadas, 

usualmente, como tablas con valores críticos para niveles de significando preespecificados. 

Al quedar definido el problema de bondad de ajuste y establecer los elementos 
utilizados en tal problema, a continuación se desarrollan los pasos básicos que constituyen 

el procedimiento seguido para la bondad de ajuste en el ceso simple: 

1. Transformar cede (Xi) perteneciente a la muestra con (F0), esto es, 

el  = Fo  (Xi), y obtener ( 6r , £2  , ..., es ), 

El objetivo de este paso es usar la IransformacIón de una variable aleatoria continua 

con su propia función de distribución ( considerando ( Ho  ) cierta ), resellando la idea de 

transformar e1(0,1) y entonces probar uniformidad. 

2. Calcular la estadistice ( y, ) con le cual se decidió trebejar. 

Le estodIstIce (),,, ) que se elija debe ser adecuada según algún criterio (potencie , 
foctibilldad ,etc.) . 

3. Comparar el resultado del valor de le estadística con los valores de les tablas 
correspondientes el nivel de significando previamente seleccionado. 

4, Tomer le decisión de aceptar o rechazar le hipótesis nula ( H0  ) con base en lo 

observado en el paso anterior. 

El problema compuesto de bondad de ajuste es similar al problema simple pero en 
presencia de parámetros desconocidos, 
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Al pesar del procedimiento desarrollado pera el problema de bondad de ajuste simple 

al compuesto, le edensión más utilizada sólo requiere de le modificación del primer paso en 

cuento el cómputo de le estadística ; y el uso en el tercer paso de las tablas apropiadas que 

utilizan la distribución asIntótice que corresponde e este caso compuesto. Para el peso uno, 

se emplean estimadores apropiados sustituyendo a Fa(.,0 ) por Fo( ,,D), con á el 

vector de parámetros estimados. 

111 . 4 ESTADISTICAS BASADAS EN LA FUNCION DE DISTRIBUCION 
EMPIRICA. 

Pera realizar pruebas de bondad de ajuste se pueden utilizar varias estadísticas o 

métricas del tipo ri(F.(x), F0 (2)) que surgen e pedir de le idee de contrastar le función 

de distribución empírica con le función de distribución dedo por ( 	). Estas métricas como 

se observe , se besan en le ftinción de distribución empírica ( FDE ) y se clasifican según su 

construcción en les siguientes dos clases 

1. Estadísticas del Supremo. 

2. Estadísticas Cuadrillero. 

Las estedistices del supremo ( D'Agostlno and Stephens ( 1986 , capítulo 4) ) 

resalan puntos en los cueles le diferencie entre le función de distribución empírica y la 

función de distribución propuesta en ( Ho  ) es mayor. Las mes utilizadas son 

D` 	,D , V y se calculen de le siguiente forma: 

Para calcular le estadística (Di ) se utilizan los valores en los puntos teles que 

(Ps 	)) es mayor que (Pa(ri), de lel forme : 

Supx  (F„(x) 170(.0} 
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Pera calcular le estedistice (U) se utilizan los valores en los puntos tales que 

(F0  (x)) es mayor que (F,(x)), de tel forme : 

D-  = Supx [Fo (x)— F„(x)} 

La estadística ( D ), fue introducida por Kolmogorov y es le métrica más utilizada de 
este clase. Su cálculo requiere únicamente de considerar el resultado mayor entre les dos 

estedistkas anteriores, de tal manera : 

D= Max(D+,D- )= Supx 1F,(x)— Fo (x)i 

Le estadística ( V ) es utilizada pare puntos en un círculo, fue introducida por Kulper 
y se calcule sumando (D' ) y ( D-  ), de tal manera : 

V=D++D- 

Les estadísticas cuadrátices ( D'Arpillo° and Stephens ( 1986 , capHulo 4 ) ) están 
dadas por la familia de Cramer -Von - Mises que se dente de la siguiente manera : 

n r {neo - Fo  co}  In X)dF0  (X) , 
-Lo 

donde : 

lir(x) es una función que se elige según el peso que se le desee dar e 

le diferencia {F,(x)—F0(:)}2  pare cada valor de X . 

Cuando "U) = 1, resulta le estedistice de Crámer- Von - Mises, conocida como W2  

y cuando rar(s) =[(Fo (r)}{1— 4(1)})-i  se obtiene le estadística Anderson - Darling 

comúnmente denotada por A2; que otorga mucha importancia e las discrepancias que 

ocurran en valores muy grandes de X ( en valor absoluto) ; esto es, en les coles. 
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Le estadística Anderson • Darling es la más utilizada y adecuada para realizar 
pruebas de normalidad en bondad de ajuste como lo han mostrado numerosos estudios de 
simulación reportados en literatura. 

La velocidad de convergencia de les distribuciones exactas ( n finito ) e le asintólica 
es extraordinaria, y basta mencionar el ceso de le estadística Anderson - Derting para la 
cual se recomienda el uso de su distribución Omfte para n z 5 en el ceso simple. Le 
distribución limite tabulada eximida del libro de D'Agostlno y Stephens ( 1966) pera el ceso 

de prueba de una distribución normal con ambos parámetros desconocidos es 

PRUEBA A2  

( CASO NORMAL CON AMBOS PARAMETROS DESCONOCIDOS ) 

a ( NIVEL 
0.50 0.25 0.15 0.10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CORTICOS 
0.341 0.470 0.561 0.631 	0.752 	0.073 1.035 1.159 

( OAgostino arad Stephens (1986, peg. 123 ) ) 

Este misma distribución es le utilizada para el ceso de le pruebe de normalidad en 
regresión ( ver a Rally. 1993 ). 

iII . S APLICACION DE BONDAD DE AJUSTE EN LA COMPROBACION 
DEL SUPUESTO DE NORMALIDAD. 

Para comprobar el supuesto de normalidad en las perturbaciones estocésticas del 
modelo de regresión lineal múltiple se utilizaré un método de bondad de ajuste que usa 

corno muestra e los residuos Rao-Blechnvell por sus propiedades y como estadística a la 
Anderson • Deding ( A2  ) por ser la más adecuada. 
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El problema de bondad de ajuste pare comprobar el supuesto de normalidad en las 
perturbaciones estocIsticas queda planteado de la siguiente manera : 

Probar : 

No  : Les perturbaciones estocirstIces 6 + , E 	E. se distribuyen 

n0011111111* N(0, c 2 ). 

VS. 

111  Las perturbaciones estocistices E + , E 2 ,..., E. no se 

distribuyen normalmente N(0, c 2 ). 

N quedar planleado el problema de bondad de ajuste se procede de acuerdo e los 
siguientes pasos : 

1.6e calculan los residuos Reo-Slackwell del modelo de regresión lineal múltiple. 

(m—k-1)1  (Y, — x,'4) 
J=1,2,...,n —1 

2 
11(1- - hoo Xn— k)212  

Loa residuos Reoaleckweg si  lel como se mencionó en el capitulo anterior se 

distribuyan como una I de Student con ( ie —2-1) grados de libertad, pero no son 
independientes. 

2. Se calculen les estadielicas de orden 5w  ; esto es , se ordenen de menor e mayor 

los referidos residuos : 

i=1,2,...,o-1 
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3. Se calculen los valores (i)  transformando los residuos Rao-Slackwell ordenados 

con la función de distribución t de Student con ( o.- k-1)   grados de libertad ( G.4,1  ) 

de lo siguiente manera : 

Z (1) 	G1t-k-1(5  (1) 

donde : 

Gr  (*) es la función de distribución de una variable aleatoria t de Student 

con y grados de libertad, evaluada en . 

El paso Interior con el objeto de utilizar la transformación de una variable aleatoria 

continua con su propia función de distribución ( transformación con la Integral de 

probabilidad) y al transformar el [ 0 , 1 J probar unifonnidad en los z (0  obtenidos. 

4. Calcular el valor de la estedletke Anderson - ()Ming A2  ; aqui referida como Á 2 , 

y utifizar le labia ye mencionada. 

;I 	( 1.1  (2i-1) [In(z (0)+1111- z ( „, 

fi. Elegir el nivel de significancia ( a ) que determina le probabilidad de rechazar le 

hipótesis nula ( No  ) siendo verdadera. 

1. Comparar el resalado de le ededistica A 2  con el valor critico de le labia de 
distribución Unte presentada en le sección anterior. 
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CAPITULO IV 



EJEMPLOS 

Pare ilustrar le Moda que se muestra en les secciones anteriores, se presenten a 
continuación algunos ejemplos que fueron eidraidos de libros especializados en el análisis 
de regresión con el objeto de llevar e cebo algunas pruebas yen particular le prueba sobre 
la distribución normal, que fue detallada en el capitulo anterior y de tal forma, obtener 
conclusiones. 

El primer ejemplo se extrajo de Lyman CM ( 1984, p. 475) ; del libro °An Introduction lo 
Slallstical Melhods and Data Anelysis' , 

EJEMPLO 1. 

Una compañia esté Interesada en desarrollar un modelo de regresión que le penda 
predecir adecuadamente las venias mensuales de sus automóviles ( estándar y de lujo ) 
efectuadas en une ciudad determinada. 

Tomando como base un análisis empírico, se utilizan los datos de muestreos 
realizados en le ciudad por esa compañia para los siguientes conceptos: 

1) Número de Ventas mensuales (en miles), 

2) Precio de la fiasoNne por gritón ( dólares ). 

3) Pisa de litera* aplicable el comprar una unidad e plazo (%), 

4) Modelo del automóvil ( 1) estándar O 0) de lujo ). 

Los datos obtenidos durante los dieciocho meses anteriores por estos conceptos para 
los automóvlies estándar y de lujo se presentan e continuación: 
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MU IMMO 01 
VONTA1 II 

PROCIO 08 LA-  
eAsourom, 

TASA 01 
lenta mi 

MOMO COL 
AUTIOCIVIL IN 

1 22.1 1.39 12.1 1 
1 7.2 1.39 12,1 0 
2 15.4 1.44 12.2 1 
2 5.4 1.44 12.2 0 
3 11.7 1.45 12.3 1 
3 7.6 1.45 12.3 0 
4 10.3 1.32 14.2 1 
4 2.5 1.32 14.2 0 
5 11.4 1.35 15.8 1 
5 2.4 1,35 15.8 0 
8 7.5 1.28 16.3 1 
6 1.7 1.28 16.3 0 
7 13.0 1.26 16.5 1 
7 4.3 1.26 16.5 0 
8 12.8 1.26 14.7 1 
8 3.7 1.26 14.7 0 
9 14.6 1.25 13.4 1 
9 3.9 1.25 13.4 0 
10 18.9 1.24 12.9 1 
10 7.0 1.24 12.9 0 
11 19.3 1.20 11.2 1 
11 6.8 1.20 11.2 0 
12 30.1 1.20 10.9 1 
12 10.1 1,20 10,9 0 
13 28.2 1.18 10.3 1 
13 9.4 1.18 10.3 0 
14 25.6 1,10 9.7 1 
14 7,9 1.10 9.7 0 
15 37.5 1.11 9.6 1 
15 14.1 1.11 9.6 0 
16 36.1 1,14 9.1 1 
16 14.5 1,14 9.1 0 
17 39,8 1.17 1.8 1 
17 14.9 1.17 7.8 0 
18 44,3 1.18 8.3 1 
18 15.6 1.18 8.3 0 

El modelo que te propone consiste en hacer una represión de le variable 
dependiente, representada en este caso por el número de ventas mensuales ( V ), en les 
variables expacebves que se definen a continuación: 
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PG = ledo de la fiasollne por patón ( dólares ). 

T I = 'asa de interés aplicable el comprar una unidad e plazo (%). 

M = Modelo del automóvil { 	1 ) Miladu 
O ) is Wro 

Modelo de regresión lineal múltiple: 

V = #61  + 131(PG) + p.,(77)+ 134(M) + e 

Al rea&sr la estimación de los parámetros con el método de mínimos cuadrados 
ordinarios se obtienen los regulados siguientes: 

[

56.0744 
-16.1436 
-2.3322 
14.4222 

clr2  = 22.6642 

SCR = 3713.1462 a= 36, á= 4 
SCR = 725.2538 R7  = 0.8366 

SCT = 4438.4000 TR2  = 0.8213 

De tal forma la estimación del modelo de represión lineal múltiple esté dada por la 
siguiente función: 

Vi  = 56.0744 — 16,1436(PGi) — 2.3322(77i) + 14.4222(n) 	i.hz....36. 

La estimación de la matriz de vertanzes y coverienzes de los coeficientes estimados 
es: 
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100.1597 - 86,1623 0.7371 - 1.2591 
\ -86.1623 86.7844 -1.8567 0 vcovA= 0.7371 -1.8567 0.1314 0 

1.2591 0 0 2.5182 

PRUEBA. DE 111011IFICANCIA DEL MODELO. 

Antes de realizar las pruebas de significando es importante aclarar que si las 
perturbaciones estocóstices no se distribuyen normalmente le validez de dichas pruebas 
podría cuestionarse. 

Le prueba de significando global del modelo consiste en contrastar les siguientes 
hipótesis : 

4112= 113 =fi = 0 vs. 111 :/3/  O para algún J. 

F= (S. S
'
)/(k -1)  

(S .S.E.)/(n- tt) 

Por lo que 

F= 54.6111 

Utilizando un nivel de significando ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

F,In  = 2.904 

Se rechazo No  si F >F1 1,2)  

Por lo tanto se rechaza NI  , es decir 	# O para algún j = 2, 3,4. 
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Pera evaluar hipótesis acerca del verdadero valor de cualquier fli  se realiza la prueba 

t , por lo tanto pare comprobar si los parámetros son significativos se realizarán estas 

pruebas bajo le hipótesis (fin  = 0 ) 

Ho:fli  =0 	vs. 	Ifi fi, x 0 

A -- 13 , 

Bajo fio  se tiene que A = 0 

Por lo tanto: 
I = S 6030 

Utilizando un nivel de signifIcancia ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

t1352)5  = 2.038 

Rechazamos Ho  si 111> 1352s5  

Por lo lento se rechaza le hipótesis nula , es decir , fi, x O, lo cual indica que el valor 
del modelo con todas las variables explicativas iguales e cero es distinto de cero. 

Ho :P2  =o 	vs. 	11,:fii  # o 

l= t(•-k) 
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Bajo lio  se tiene que Y2 = o 

Por lo tanto: 

1= -1.7329 

Utilizando un nivel de Munificencia ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

= 2.038 

Por lo que se acepte flo  , es decir ,,62  = 0, lo cual indica que la variable explicativa 
PG no es t'Indicativa y no deberle incluirse en el modelo. 

ifo 	3 = o 	vs. 	0 

Bajo fío  se tiene que A = o 

Por lo largo: 

1= -6.4346 

Ulitando un nivel de Munificencia ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

= 2.038 

Por lo que se rechaza 14 , es decir , A # 0, lo cual Indica que le variable explicativa 
TI es significativa en éste modelo. 
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110 :17, 0 	tics. 	111 :13, t O 

= 	/31 
5-It) 

Volb1 ) 

Bajo Ho  se llene que 

Por lo tanto: 

= 9.0883 

Utilizando un nivel de sIgnifIcancle ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de 

1122)3 2.038 

Por lo que se rechaza Ho  , es decir 4 O, lo cual Indice que le variable explicativa 
Mes signillcathm en éste modelo. 

Al realizar las pruebes t se determina que le variable explicativa PG no debe Incluirse 
en el modelo , por lo cual el modelo de regresión lineal múltiple que debe ser utilizado es el 
siguiente : 

V = # 1 + 13 2(TI) + fi i(M) + 

Al realizar la estimación de los parámetros con el método de mínimos cuadrados 
ordinarios se obtienen los resultados siguientes: 

400465 
•2.6776 
14.4222 

 

= 24.0399 

 



SCR= 36450847 	n= 36, k= 3 
SCE= 793.3153 
	

R2  =0.8213 
SC7'. 44384000 
	

R2  = 0.8104 

De tal roma la estimación del modelo de regresión lineal múltiple está dada por la 
siguiente función: 

Vi= 40.0465 — 2.6776(771)4- 14.4222(M) 	r = 1,2, 	36. 

Le estimación de la matriz de vorianzas y covarianzas de los coeficientes estimados 
es : 

15.5020 —1.1735 —1.3355) 
V-rsovV)=( —1.1735 0.0972 	0 

—1.3355 	0 	2.6711 

PRUEBAS DE $IONIFICANCIA DEL NUEVO MODELO. 

Le prueba de significancia global del modelo es la siguiente : 

H0 :132  = =O 	vs. 	11,:13/  x o para algún = 

(S.S.R.)/(k —1)  F = 	
k) 

Por lo que 

F=75.8134 
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Mirando un nivel de sIgnificancia ( a = 0.05) se obtiene un valor en tablas de : 

F(2̀1,13 	3,293 

Por lo lento se rechaza Ho  , es decir A = O pare algún j == 2,3. 

Pruebes 1 bajo le hipótesis (fl, = O ) 

lio :A =o 	vi. 	= o 

	

Á -Á 	
t(4-k) 

Bajo filo  se tiene que A= O 

Por lo tanto: 
1. 10.1712 

Utilizando un nivel de slonifícancla ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

15123  = 2.036 

Por lo que se rechaza 	, es decir , A= 0, lo cual indica que el valor del modelo 
con todas las variables explicativas Iguales e cero es distinto de cero, 

Ho:A = O vi. AA O 
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Bajo 14 se tiene que A = O 

Por lo tanto: 

t = -8.5881 

Utilizando un nivel de significando ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

tMjs  = 2.036 

Por lo que se rechaza Ho  , es decir , A t o, lo cual indice que le variable explicativa 
TI es significativa en éste modelo. 

Ho:/13  = o 	vs. 	A:/13  ;t o 

A -II, É 
. = 7.1,1 . 

t 
(i-k) 

Baso Ho  se tiene que A = o 

Por lo tanto: 

t =8.8244 

Utilizando un nivel de significando ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

tl = 2.036 

Por lo que se rechaza Ho  , es decir , /33  # 0, lo cual indica que la variable explicativa 
Al es significativa en éste modelo. 
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Al contar con un modelo adecuado en base a las pruebas de significando se presenta 
a continuación te tabla que contiene e todos los residuos mencionados en el segundo 
capítulo. 

Residuos- - 
ordfnaollé• .• 

el 	. 

- Romelduas 
oabinlilarkohdoi 

'. 	- o , 	TM 	Z, 	• 

%aldose wat, 
' 	int rno.' 	; 
- 	' 	ft 	- .- 

. ReNduoo : 
priodkiihros • 

 -8IÓ) 	-.. 

Residuos 
08‘-088Ó608811 

 .... III* 	, 
0.029933 0.006106 0.006282 0.031693 0.006186 

-0.447846 -0.091340 -0.093999 -0.474191 -0.092686 
-6.402310 -1.306782 -1.343686 -6.779390 -1.360923 
-1.980088 -0.403849 -0.416671 -2.096710 -0.410301 
-9.934663 -2.006806 -2.064186 -10.416389 -2.178146 
0.487870 0.099483 0.102358 0.618471 0.100811 

-6.147163 -1.253744 -1.302780 -6637417 -1.317209 
0.475068 0.098891 0.100680 0.612947 0.099158 

-0.763046 -0.166627 -0.165126 -0.869038 -0.162672 
4.669171 0.960262 1.008264 6.245314 1.008626 

-3.324268 -0.877999 -0.725986 -3.811478 -0.720680 
6.297984 1.080646 1.167024 6.074465 1.163196 
2.711266 0.652974 0.694502 3.133780 0.588586 
8433478 1.720049 1.849226 9.747766 1.923371 

-2.308376 -0.470006 -0.491778 -2.610822 -0.486064 
3.013846 0.614689 0.642071 3.288346 0.636265 

-3.909222 -0.813621 -0.840387 -4.266006 -0.836666 
-0.267000 -0.054468 -0.068247 -0.284856 -0.066391 
-1.029009 -0.209667 -0.216063 -1.091882 -0.212916 
1.494214 0.304752 0.314048 1.686764 0.309717 

-5.179084 -1.066482 -1.088866 -6.602606 -1.092039 
-3.267661 -0.664410 -0.884794 -3.480560 -0.679182 
4.816844 0.982419 1.013887 6.130370 1.014331 

-0.790933 -0.156198 -0.180167 -0.810482 -0.16 
1.310300 0.267242 0.278968 1.406287 0.2 

4.067478 -0.826627 -0.648137 4.292186 -0.84 
-2.896244 -0.690703 -0.616286 -3.142319 -0.60939 
4.174022 -1.269222 -1.311826 -6.890588 -1. 
8.736009 1.781749 1.867874 9.490426 1.93341 

-0.241779 -0.049312 -0.061419 -0.262980 ..0,..u., 
6.907212 1.223181 1.293121 6.690697 1. 	• 	; 	• 	. 

-1.180696 -0.240792 -0.262506 -1.299147 -0.2489 , 

0.210306 1.267868 1.368784 7.139908 1.37711 
-4.261411 -0.969198 -0.931467 -4.894564 -0.929546 
12.066163 2.468707 2.610766 13.692360 2.886194 
-2.222925 -0.463315 -0.481360 -2.606040 -0.476874 
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A continuación se presenta una tabla con los residuos esludentizados extemos(tr ), los 

elementos de la diagonal de le matriz (H) y el vector normalizado de residuos cuadrados 
(5J); Sus colas superiores e inferiores respectivas para detectar puntos discrepantes 
'outliers' y puntos palanca se presenten en la última fila de la tabla y dichos puntos 
aparecen sombreados en la tabla : 

4 hit 4E1 442 415 

0.006186 0.065668 0.000003 0.000003 0.027778 
-0.092666 0.066669 0.004666 0.000003 0.027778 
-1.360923 0.065622 0.000060 0.000066 0.027778 
-0.410301 0.066622 0.003772 0.000068 0.027778 

4.170146 0.056766 0.000192 0.000210 0,027778 
0.100811 0.066765 0.003062 0.000210 0.027778 

-1.317209 0.073862 0.016729 0.018307 0.027778 
0.099158 0.073862 0.003619 0.018307 0.027778 

-0.182672 0.111746 0.061349 0,068111 0.027778 
1.008626 0.111746 0.024781 0.4611411 0.027778 

-0.720680 0.127829 01.01011441V . 4.47R273 0.027778 
1.163196 0.127029 0.035274 0.071111171 0.027778 
0.688686 0.134829 0.07744115 . 0.027778 

-1.02811171'  0.134829 0.039988 Q. 	74 0.027778 
-0.486064'  0.083477 0.026516 0.027921 0.027778 
0.636266 0.083477 0.008200 0.027921 0.027778 

-0.836666 0.062684 0.006614 0.007129 0.027778 
-0.066391 0.062684 0.000133 0.007129 0.027778 
-0.212916 0.068326 0.002532 0,002771 0.027778 
0.309717 0.068328 0.000356 0.002771 0.027778 

-1.092038 0.060832 0.002911 0.003076 0.027778 
-0.879182 0.069632 0,014934 0.003076 0.027778 
1.014331 0.061112 0.006077 0.006668 0.027778 

-0.167783 0.061112 0.019723 0.006666 0.027778 
0.272948 0.088266 0.011608 0.012700 0.027778 

-0.642343 0.068256 0.031298 0.012700 0.027778 
-0.600397 0.078310 0.020794 0.022754 0.027778 
-1.326642 0.078310 0.046633 0.022764 0.027778 
1.0111.414 0.080289 0.022684 0.024713 0.027778 
-0.060636 0.090269 0.048164 0.024713 0.027778 
1.298280 0.091278 0.032643 0.035720 0.027778 

-0.248970 0.091276 4.£14e4" 0.036720 0.027778 
1.377116 0.129367 0.011744111‘ Armero, 0.027778 

43.929646 0.129367 0.108162 4~41 0.027778 
2.4140144 0.113093 0.062600 .017537 0.027778 
-0.476874 0.113093 0.011910114 .01175117 0.027778 

441.1.111444 UíAITE 	 0 0.014056 1.411.4.144410 

Los límites pera Identificar oulliers ' se obtuvieron e un nivel de significancia 
a = 0.05 
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En la tabla que se presenta a continuación se muestran le distancia de Welsh-Kuli 

( DFFITS ) que se utiliza para determinar si le 1-ésime observación es influyente y el valor 

absoluto de le medida DFBETAS que es utilizada pare determinar si le 1-esime observación 

es influyente con respecto al j-ésimo coeficiente ( 	). Sus respectivas cotos superiores 

pare detectar observaciones influyentes se presentan en le última t1le de le tabla y los 

puntos influyentes aparecen sombreados en le tabla. 

I Onirra ti 
........-...... 

i OMETAS 11í I birliETAIHa / / DOWAS III I 

0.001600 0.000011 0.000011 0.001081 
0.022461 0.006429 0.000168 0.015876 
0.330280 0.010878 0.011379 0.233406 
0,099575 0,026930 0.003431 0.070369 
0.629333 0.031038 0.032488  047.0.0 
0.024499 0.006741 0.001603 0.017291 
0.371987 0.177034 0.185191 0.228121 
0.028003 0.006199 0.013941 0.017173 
0.067698 0.039112 0.040914 0.028787 
0.367711 0.168462 0.263666 0.178347 
0.275903 0.198320\  0.207468 0.128615 
0.446314 0.233925 0.9814.1111 0.207687 
0.232364 0.170317 0.173185 0.106466 

~What 	 asao • ometok e.411outy, 
0.146811 0.081090 0.084838 0.064619 
0.192010 0.060181 0.111062 0.110786 
0.216337 0.069742 0.072966 0.144013 
0.014324 0.000860 0.004831 0.008638 
0.062969 0.011040 0.011649 0,030668 
0.077081 0.006021 0,016800 0.063194 
0.272638 0.059678 0.082426 0.187689 
0.169601 0.096644 0.038826 0,116868 
0.268782 0.074693 0.078030 0.174470 
0.040266 0.022689 0.012138 0.027140 
0.073876 0.030482 0.031686 0.047129 
0.173866 0.117727 0.074882 0.1109091 
0.177830 0.091633 0.096760 0.106793 
0.396896 0.294886 0.206448 0.230309 
0.671173 0.302907 0.318827 0,8111404 
0.014869 0.011687 0.006300 0.008800 
0.410829 0.246686 0.267006 0.226637 
0.079908 0.066266 	0.049302 0.043629 
0.630817 O. 	 0.4§~ 0.246980 
0.36•29Ik o.sneu 	0.2708".  0.168036 
tAidel 	. 	o.nrts 	coso» , 	0410711 
0.101052 	0.160761 	0.121166 	0.004182 
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Los resulledos obtenidos en las tablas anteriores se pueden resumir en : 

1. Las observaciones 5, 14, 29 y 35 son observaciones discrepantes "outilers' , es 
decir, su residuo sale del rengo de confianza. 

2. Aunque pueda haber sospecha de puntos palanca debido a varios valores 84 que 
rebasan su cola superior generando palanca parcial de observaciones pare alguna 
variable explicativa , se puede ver que todos los valores de la diagonal de le meta~ 
( H ) no rebasen su cota superior, por lo que no existen puntos palanca. 

3. Considerando a la medida OFFITS las observaciones 14 y 35 son Influyentes y en 
bese e le medida «SETAS las observaciones 14 y 35 Influyen en le estimación 
de los parámetros pi, p/ y 03. 

ORAFICAS PARA LOS RESIDUOS. 

RESIDUOS ( ti ) CONTRA VALORES 
AJUSTADOS 
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18 
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RESIDUOS ( ti ) CONTRA VARIABLE 
EXPLICATIVA ( TI ) 
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RESIDUOS ( ti ) CONTRA VARIABLE 
EXPLICATIVA ( M ) 
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TIPO DE MODELO 
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VERIFICACION DEL SUPUESTO DE NORMALIDAD. 

Para verificar el supuesto de normalidad se utilizará la estadística Anderson-Deriing 
modificada (Á-2  ), que se describe a continuación : 

1. Se cuenta con los residuos Reo-131ackwell ( ) 

sd 
- 

(n 	k -1)1  (r, - xif# )  

7(1--vn-o32 	-silf 

2. Se consideran los estadísticos de orden s (i), con : 

5.111 < S(14 	V /.1,...,t1-1 

3. Sea z 	Ga.k.,i(s(i)) en dónde Gs.4.11, so) ) es le función de distribución de 

una 1 de Student con n-1(-1 grados de libertad evaluada en ( so)  ) 

4. Se calcule el valor Á-1  

= -n-9/1 
b.1 • 

) 	( 2i-1) [In z , + In - 	1)}] 
ft  
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Los resultados obtenidos de los puntos anteriores se presentan en la siguiente labia: 

S 
S1 Z(1) 

0.006196 -2.178146 0.018438 
-0.092668 -1.360923 0,091623 
-1.380923 -1.329842 0.097009 
-0.410301 -1.317209 0.098682 
-2.178146 -1.092038 0.141486 
0.100811 -0.929548 0.179783 

-1.317200 -0.836668 0.204623 
0.099168 -0.720880 0.238169 

-0.182872 -0.879182 0.260963 
1.006528 -0.642343 0.262813 

-0.720680 -0.809397 0.273282 
1.183198 .0.486064 0.316121 
0.688686 -0.476874 0.318769 
1.923371 -0.410301 0.342180 

-0.488064 -0.248970 0.402488 
0.836266 -0.212916 0.415372 

-0.836666 -0.162672 0.436900 
-0.066391 -0.167783 0.437810 
-0.212915 -0.092666 0.463413 
0.309717 -0.066391 0.479066 

-1.092039 -0.060636 0.479966 
-0.679182 0.005188 0.602449 
1.014331 0.099168 0.639184 

-0.167783 0.100811 0.639836 
0.272948 0.272948 0.606878 

-0.642343 0.300717 0.e20608 
-0.809397 0.689688 0.719664 
-1.328642 0.638266 0.736432 
1.933414 1.009628 0.839616 

-0.060638 1.014331 0.840983 
1.298280 1.163198 0.873326 

-0.248970 1.296280 0.897926 
1.377118 1.377118 0.910983 

-0.929646 1.923371 0.968316 
2.888194 1.933414 0168963 

-0.476874 2.086194 0.988636 
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De tal forme: 

A-2  = 0.44225816 

y se rechaza el supuesto de normalidad sl el valor de le estadIstice excede al valor de 
labias (según a ). 

PRUEBA 42  

( CASO NORMAL CON AMBOS PARAMEIROS DESCONOCIDOS ) 

a ( NIVEL )  
0.50 0.25 0.15 0,10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CRITICOS 
0.341 0.470 0.561 0.631 	0.752 	0.873 1.035 1.159 

Por lo tanto con a = .25 o cualquier valor menor, se acepte le hipótesis nulo y se 
concluye que les perturbaciones estocóstices se distribuyen normalmente. 

Por otra pede si se veralca el supuesto de normalidad en las perturbaciones 
estocisticas a través de le prueba norislarquo se obtiene el resultado siguiente: 

= 1.3534996 

Le decisión en la prueba es rechazar Ho  si A es mayor que el valor crítico de le 
tabla. 

DISTRIBUCION de A 

a ( oral. ) 

0.50 0.25 0.20 	0.10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CRITICO* (as1ntódca) 

1.3863 2.7726 3.2190 	4.6052 	5.9915 	7.3777 9.2103 10.5966 

VALORES CRIDC03 	finito a 311) 

2.616 	3,878 
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Por lo tinto , con a = .10 o cualquier valor menor, se acepte le hipótesis nula y se 
concluye que les perturbaciones estocisticas se distribuyen normalmente. 

Se puede notar que aunque se detectaron cuatro puntos discrepantes en el análisis 
se aceptó el supuesto de normalidad en les perturbaciones estocástices con les dos 
pruebas anteriores. 

El segundo ejemplo se atrajo de Neter, Wessermen y Kutner ( 1990, p 439) ; del 
abro •/1pplled Linear StelleScal Modele. 

EJEMPLO 2. 

Le unidad quirúrgica de un hospNal esta interesada en obtener un modelo de 
regresión que le permite predecir adecuadamente el tiempo de supervNencia en pacientes e 
loe cuales se lee practicar* une operación especifica del hipado. 

Se seleccionaron aleatoriamente 54 pacientes a los cuales se les realizó una 
evakiecifin preoperatorte que proporcionó información pera los siguientes conceptos: 

1) Función del "lempo de supervivencia de los pacientes . 

2) Wel de DiegulacIón en la sangre . 

3) Edad del paciente. 

4) funcionamiento de la Inzkne en el paciente. 

5) funcionamiento del flgado del paciente. 
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Los datos obtenidos para los cincuenta y cuatro pacientes por estos conceptos se 
presentan e continuación: 

PACIENTE 
' 	• 	' 	-. 	: ,: 
' 

• LOO W!L 
• TIEMPO 1* 
GUPEAVIVENOVAa  

• . NIVEL Dt. 
4OMOS1101001 
' 	'''.› 	. 	'''` 	' 

&t)AD 
. 	; 	.. 	. 
. 

FuNCIONAMIERTO 
Ot ták miel" 
'' . 	' 

PUMONKAdiEkró 
. Del A•KAJ341 •  

1 2 3010 67 62 81 269 
2 2 0043 6 1 59 66 1 70 
3 2 3096 7 4 57 93 2 16 
4 2 0043 6 6 73 41 2 01 
6 27067 78 66 116 430 
o 1 9031 6 8 38 72 1 42 
7 1 9031 6 7 46 63 1 91 
8 2.1030 3 7 68 81 2 67 
9 2 3064 60 87 93 260 
10 2 3076 37 78 94 240 
11 2 6172 63 04 83 4 13 
12 1 8129 67 61 43 1 06 
13 29191 68 96 114 395 
14 261116 68 83 88 395 
15 2 2263 7 7 82 67 240 
16 2 3366 74 74 68 240 
17 1 9396 60 86 23 296 
18 1 6316 37 61 41 1 66 
19 2 3324 7 3 68 74 3 66 
20 2 2366 6 6 67 87 3 02 
21 2 0374 6 2 62 76 286 
22 2 1336 34 83 51 1 	12 
23 1 8461 8 7 28 69 2 10 
24 2 3424 6.8 67 66 346 
26 2 4409 63 69 100 296 
26 2 1684 68 61 73 360 
27 2 2677 62 62 88 2 46 
28 27589 11.2 76 90 669 
29 1 8673 62 64 66 2.71 
30 2 2604 68 76 69 268 
31 1 8613 32 64 66 074 
32 1 7834 8.7 46 23 262 
33 2 0646 60 69 73 360 
34 2 4898 68 72 93 330 
35 2 0607 64 68 70 264 
36 22640 63 61 99 260 
37 20719 26 74 86 206 
38 2 0792 49 8 119 2 86 
39 2 1790 48 61 76 246 
40 2.1703 54 62 88 181 
41 1 9777 62 49 72 1 84 
42 1 8761 38 28 99 1 30 
43 2 6840 88 88 88 540 
44 2.1847 86 56 77 2.86 
45 2 2810 34 77 93 1 46 
48 2 0899 86 40 84 300 
47 2 4928 46 73 108 306 
48 2.6999 4.8 86 101 410 
49 2 1987 61 67 77 2.86 
60 2 4914 39 82 103 466 
61 2 0934 6 e 77 46 1 95 
52 2 0989 6 4 86 40 1 21 
53 2 2987 6 4 69 66 2 33 
64 2 4966 	_ 8 8 78 	_  72 1 20 

84 



     

   

0.4888 
0.0685 
0.0093 
0.0095 
0.0019 

 

11= 
A 
/13 
A 
fis 

 

= 0.0022 

   

   

    

    

SCR = 3.8630 
	

n = 54 ,k=5 
SCE = 0.1098 
	

R2 = 0.9724 

SC7' = 3.9728 
	

R2 =0.9701 

El modelo que se propone consiste en hacer una regresión de le variable 
dependiente, representada en este caso por el logaritmo del tiempo de supervivencia de los 
pacientes ( T ), en las variables explicativas que se definen e continuación: 

C = Nivel de £oagulación en la sangre. 

E = Med del paciente. 

FE = funcionamiento de le Lnzinta en el paciente. 

FB = funcionamiento del fugado del paciente. 

Modelo de regresión lineal múltiple: 

T=fit  +ft :( C ) + II I ( E ) + 13 4( F'E ) + A(FH)+ 

Al realizar le estimación de los parámetros con el método de mininos cuadrados 
ordinarios se obtienen los resultados siguientes: 

De lel forme le estimación del modelo de regresión lineal múltiple está dada por la 
siguiente función: 
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0.4888+ 0.06810 + 0.0091E11 + 0. 0095FET)+ 0.001 	 64. 

Le estimación de le matriz de varianzes y coyarienzas de los coeficientes estimados 
es: 

0.0025 - 0.0002 -1.40E-05 -1.50E - 05 0.0003 
-0.0002 2.96E-05 5.85E-07 1.07E-06 -3.45E-05 

-L40E-- 05 5.85E-07 L91E- 07 5.17E-08 -1.98E-06 
-1.50E- 05 1.07E- 06 5.1 7E - 08 1.57E-07 - 2.40E- 06 

‘ 	0.0003 - 3.45E- 05 -1.98E-06 -2.40E-06 9.43E- 05 j  

PUEDA, DE 111011IFICANCIA DEL MODELO. 

Antes de realizar les pruebas de signiftcancle es importante aclarar que si les 
perturbaciones estoclistices no se distribuyen normalmente le validez de dichas pruebas 
podría cuestionarle. 

La prueba de significancla global del modelo consiste en contrastar las siguientes 
hipótesis : 

ito:ft2  =fl3  =,g4  =fts  =o 	vs. 	#0 	parvo/gran 	2,3,4,5. 

F=  (S.S.R.)/(k —1)  —.F 
(S.S.E.)fin — k) 

Por lo que : 
F = 431.0972 

Utilizando un nivel de sIgnillcancle ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

F(1,4, )  = 2.574 

Se rechaza No  si: 

F > 	) 

Por lo lento se rechaza le hipótesis nula , es decir , 	# O pare algún j = 2,3,4,5. 
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Para evaluar hipótesis acerca del verdadero valor de cualquier pi  se realiza la prueba 

t , por lo tenlo pera comprobar si los parámetros son significativos se realkarán estas 

pruebas balo le hipótesis (p i . p ) 

lio 	= o 	vs. 	A :fi, # o 

B.O ilo  se tiene que A = o 

Por lo tanto: 
1= 9.7297 

Utill ando un nivel de significando ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

(MI = 2.012 

So rochoza Ho  si I I I > 1451)3  

Por lo tanto , se rechaza le hipótesis nula , es decir , tit  O, lo cual indica que el 
valor del modelo con todas las variables explicativas Iguales a cero es distinto de cero. 

H,:13= = 0 	Vf. 	A :A o 

= 

al 



Bajo Ho  se tiene que fi = 0 

Por lo tanto : 

t = 12.5961 

Utilizando un nivel de significando ( a = 0.05) se obtiene un valor en tablas de : 

t(0,1 = 2.012 

Por lo que se rechaza 	, es decir , 	# 0, lo cual Indica que la variable explicativa 
C es significativa en éste modelo. 

No:A=0 	vs. 

g = A - A 
V"63 

Bajo Ho  se tiene que fl3  = 

Por lo tanto : 

1= 21.1893 

Utilizando un nivel de significando ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

t(;)15  = 2.012 

Por lo que se rechaza Ho  , es decir , /33  # 0, lo cual indice que le variable explicativa 
E es significativa en éste modelo. 
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110:134  = 0 	vs. 	Ha3, x O 

	

i= A -114 		t 

SP1...547 la-k)  

Rejo 110  se tiene que fl,, = O 

Por lo lento : 

(= 23.9105 

Utilizando un nivel de eignificenclo ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

1,1 =2.012 

Por lo que se rechaza fío  , es decir ,fl,, 0, lo cual indice que la variable explicativa 
FE es significativa en é«. modelo. 

HO:fis  = 0 	vs. 	.111:fis  0 

ti'-0)  

Bojo 1-10  se llene que A = 0 

Por lo lento : 

1= 0.1983 
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Utilizando un nivel de significando, ( 	= 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

t/ü"' -1  012 „,,) - • 

Por to que se acepla 	, es decir , ris  = 0,10 cual Indica que la variable explicativa 
rit no es significativa y no deberla incluirse en el modelo. 

Al realizar las pruebas 1 se determina que la variable explicativa FN no debe incluirse 
en el modelo , por lo cual el modelo de regresión lineal múltiple que debe ser utilizado es el 
siguiente : 

T = fi + pi(C) + ME) + fi ,(FE) + 

Al realizar le estimación de los parámetros con el método de mínimos cuadrados 
ordinarios se obtienen tos resultados siguientes: 

SCR 
SCE 

;6=114.7 

= 3.8629 
= 0.1099 

( 0.4836 
0.0692 
0.0093 

k 0.0095 , 
F7 2  = 0.0022 

n=54, 	k = 4 
= 0.9723 

SC7' = 3.9728 
	

R2 . 0.9707 
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De Ial forme la estimación del modelo de regresión lineal múltiple esté dada por la 
siguiente función: 

= 0.4836 + 0.0692(0 + 0.0093(0 + 0. 0095(FE;) 	1,2,...,54. 

La estimación de la matriz de varían as y comienzas de los coeficientes estimados 
es : 

 

	

0.0018 	- 0.0001 	-8.56E-06 	-8.39E -06 \ 

	

-0.0001 	1.66E- 05 	-1.37E-07 	1.85E-07 

	

-8.56E-06 	-1.37E-07 	1.46E -07 	1.20E-09 

	

-8.39E-06 	1.85E -07 	1.20E-09 	9.39E-08 / 

1Vov(11) = 

 

PRUEBAS DE SIONIFICANCIA DEL MUEVO MODELO PROPUESTO. 

Le pruebe de signifIcancle global del modelo es le siguiente : 

	

110:#2  = =Yi =0 	vs. 	111 :fli  # 0 para algún j.2,3,4. 

(S.S.R)M-1)  

	

F= 	 -F 
(S.S.E.)/(n-k) (4-t  '") 

Por lo que : 
F = 586.0431 

Ullitando un nivel de significando ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

5°3 .30  ) = 2.80 

Por lo lento se rechaza 110  , es decir fir  ;t 0 pare algún j = 2,3,4. 
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Pruebas 1 bajo le hipótesis 	= 0 ) 

	

ff° :f, =0 	vs. 	/1,:/31  

	

= A -A 	t  
(a-k) 

Bojo Ho  se tiene que A= 0 

Por lo tanto: 

1=11.3450 

Ulilizando un nivel de significando ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

2,011 

Por lo que se rechaza Ho  , es decir /31  # 0, lo cual Indica que el valor del modelo 
con todas las variables explicativas iguales e cero es distinto de cero. 

	

No :A = O 	vs. 	11,:p2  o 
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Balo lio  se tiene que /32  rz 0 

Por lo tanto : 

1=16.9755 

	

Utilizando un nivel de significancia t a 	0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

tt1 5)  2.011 

Por lo que se rechaza 1Io  , es decir ,p2  t 0, lo cual indica que le variable explicativa 
C es significativa en éste modelo. 

H0 :133 = O 	vs. 	O 

	

l= ira\v-— 	t (a-k) 

Beio No  se tiene que /33  = 

Por lo lento : 

1= 24.2992 
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Utilizando un nivel de significando ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de 

4
0.023 - 	AlI 

	

) 	41V 

Por lo que se rechaza 	, es decir , 	= O, lo cual indica que le variable explicativa 
E es significativa en éste modelo. 

HJ :/34 O 	's. //1:fl4  O 

= /34 $64 	t 

11155,7 '14)  

Bajo He  se tiene que ,B4  O 

Por lo lento 

1= 31.0817 

Utilizando un nivel de significando ( a = 0.05) se obtiene un valor en tablas de : 

els)  = 2.011 

Por lo que se rechaza Ha  , es decir ,/i4 O, lo cual indice que le variable explicativa 
FE es significativa en éste modelo. 
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Al contar con un modelo adecuado en base e las pruebes de significando se presento 
e continuación la tabla que contiene a todos los residuos mencionados en el segundo 
ce-. 

1- Oluldwee • . 	.  
enlimeem . 

;:7 iielduios " " -Madi'« . . 	• 	.. 	.. 	. 	. 

silloydaillidoi 
.. 	Mit. 

:- internos 	.:' 
likeekkies .. 	. 	. 	. 	. 	. 

•prodit.."* 
00016055 -  

- . Residuos  .  

Reeilliwkwell 

0 005691w  012576? •  0 127453 0 176193 
-0009307 -0198547 -0201542 -0009590 -0199597 
-0 006537 -O 139463 .0 142725 -0 006847 43 111319 
0 001746 0 037241 0 036002 0 001895 0 038413 

-43 016240 -0 346460 -0370034 -43 010515 .0 366817 
-0 020921 -0 446320 -0 460893 -0 022309 -0157233 
-0002642 -0056360 -0057738 -0002773 -0057160 
-0039397 -0040408 .0 063875 -0041610 -0061647 
-0102004 .2 176120 -2 210030 -0 105203 -2 304126 
-0033861 .0 722376 -0 749880 -0 036488 -0 746553 
0 026250 0.560100 0 574747 0 027641 0 570854 

-0018067 -0 385433 -0 402096 -43 019663 -0 398699 
0 055003 1 194759 1 295509 0 065847 I 30/571 
0013847 0 508742 0 521906 0 025097 051807 4  

-0005699 43 121585 -0124601 •0005985 -0123366 
0005210 0111155 0113732 0 005455 0 112603 

43016169 -0344945 •0374126 -0019020 -0370085 
-0072744 -1.551911 -1661016 -0003332 -1591656 
0006656 0142044 0 144603 0 006900 0 143256 
0005873 0 125302 0 126900 0 006021 0125645 

-0013304 .0203821 -0288009 -0013699 -0285351 
0138314 2.950760 3 1513761 O 158502 3 495164 
0 006406 0 179324 0191696 0 009595 0 109739 
0015507 0 330816 0 334660 0 015870 0331676 
O 020419 0.435624 0 446069 0 021410 0 442467 
O 011081 0.236404 0 230753 O 011303 0 236408 
0111760 1304259 2 422204 0.115345 2.552274 

-0063564 -1356851 .1570143 -0006102 -1602707 
-0 021520 -0 459106 -43 470400 -0 022592 -0 466706 
0098994 2.069251 2 115279 0 101357 2194512 

-0067726 •1.444697 •1 507090 -0 073665 -1527038 
0010223 0.858110 0 966232 0 050998 0965578 

43008850 .0706797 -0191225 -0009079 43189372 
0029760 0 635074 0 646351 0 030835 0 642547 

.0 002474 -O 052785 -O 053426 -0 002535 -0 052091 
-0002576 -0054945 -0056311 -0002705 -0055747 
-0096535 •2.102122 -2 223127 -0110205 .2 3113341 
0 090242 1 925201 2.285030 0 127128 2 390321 
0 072335 1 543187 1 563750 0 074277 1.587341 

.00011533 -0162031 -0184990 -0 008012 -0183191 
-0 007026 -0 149004 .0 152599 -0 007282 -0 151100 
-0060619 -1 297489 -1 390550 -43 070662 -1.412355 
-0046212 -0905678 •1053480 -0052767 •1.054663 
-0002699 -0057563 -0056343 13002772 -0057759 
-0039364. -0839784 -0076090 .0 042920 -0074030 
-0 015451 -0 329630 -C 310555 -0 016492 -0 33 -524 
0 009659 0 206068 0213523 0 010371 0 211473 
0 022761 0 406003 0 507836 0021674 0504034 
0005977 0 127511 0 129025 0006120 0 127749 
-0005206 . 43112763 -0 118176 -0005835 -0117304 
-0000673 -0016629 -0 019302 -0000010 -0019137 
-0000743 -0 015044 -0015751 -0000630 -0016562 
0 012152 0 259239 0 262725 0012481 0 260261 
-0007973 .0170191 -0178881 -0008613 -0177140 
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A continuación se presente una tabla con los residuos estudentizados externos( ti ). los 
elementos de la diagonal de la matriz (H) y el vector normalizado de residuos cuadrados 
(81); Sus cotas superiores e inferiores respectivas para detectar puntos discrepantes 
'outliers' y puntos palanca se presentan en la última fila de la tabla y dichos puntos 
aparecen sombreados en la labia: 

II Mi dil di2 die 4)4 

1 usisl 
0  199597 
0141319 
0030413 
O 30601 7 
0 457233 
0057160 
0661047 

0026364 
00:3490 
0 045794 
00701341 
0 723355 
0062140 
0 047153 
00%3411 
0 021147 
0 072011 
0050330 
040e1160 1 

0 obfig/ 
0011731 
0007971 
0004765 

bli,")124 
0134513 
0022771 
0033476 

0t111J20í 
0000939 
0013950 

0 oul 319 
00%690 
07101450 

0 005149 1061133‘ 
O !MIK 6 14 	04711 0 00032 "----111WIT! 

7J221$ 
0 024054 
0011166 
0515396 
0 034031 
0011735 
0 079639 

000lli 
0001174 
0032716 
000995 
0 0302911 
0001113 
0 003076 

0 134 0001241 
0000140 
0 01021 
0011443 
0 017160 
0002193 

001994 
0013022 
0000306 
0 014673 
0 027509 
0011917' -  

•2.119 
01 
0570051 

': 3.14 J1i1 
0 513171 
01731'0 
0112603 

',Emir  *MISS O 033109  
0 049701 
0047630 
0044603 

0 012274 
0071373 
0011877 
0 014952 
0 109215 
0034126 
0000223 
001056.3 

00293607 
 

0001146 
0007034 
0 002149 
00037170 

0 010779 
0024914 
0 015409 
0 001959 

0 0.‘394 
01717146 

0 029794 
0 007471 

0002310 
0037631 

O Vi16 
0 001712 
0031430 

O 17009 I. I4M1' . 
, 	 

¡al 4111 

0125615 
0740341 

0 127013 
0 036141 
054)0229 
00.9660 
o 7:7360 
0 123338 
0022992 
0016262 
0019560 
0031005 

II 

0000001 
0001914 

0 031733  
0003014 
0013247 
0034046 
0012587 
0033113 
0 024312 
0[20721 
0002460 
0024067 
00I1402 
0013713 
0 012614 

vo  iMrpril  0 02500 46 

0331676 
0 112467 
0231410 

1103431 
0001351 
0 601921 
0073301 
0011163 

010031007 

0001369 
0000349 
0017514 
0034050 
0005239 
0 010563 
0603620 

0033696 
13035244 
000lets 
0173374 

0.01012E91 

11 rzr 

4 

71111 

0 2610n.  «Ibis I 
0%7762 .0 166701/"--1 04/M 

0043117 
003024 
0001672 0000636 

09456 
11010111 0. 	n 

' . 0011521 
018937 
0647547 
41032491 
0018747 

0 
00345% 
0 0e3e71 
0 047925 
0105096 

0009196 
0007170 
o 0064111 
06E0371 

	

01373037 	 
clown 
0 007178 
0 001791 
0011558 
0 01,337 

' 0033112 
0 001 377 
0070146 

TIIIIMIV 
o onico 
0 607229 
o occ0,  o 
0002072 
0 0.33609 

"---121111 
0010966 
0 002633 
00113449 
0031323 

o oral( 
o tidtts 

114f. 
'Mil 

0031736 
0 035204 

0 lie 0121212 l: 
0016514 
0002642 
0063179 
0 0606617 
00134136 
0 023726 
0 094740 
0071763 
0106367 
0 024362 
0 034733 

0183194 
0161160 

1054663 1 094663 
00577513 
0071633 
037524 
0211473 
0504031 
0127749 
0117134 
0019137 
0016682 
0 260X64 
01771 

0 007757 
001:68 

0004261 
o 001774 
O 01.511 
0 012537 
0001362 
0 005520 
09112737 
O 029970 
0 021139 
000713 
0021477 

U. 
il. lpfl44‘ 

e = 0001167 
0 017296 

0 MUJO \ 
0 000262 
0 012944 
0 00597) 
0 016191 
0 031564 
0005271 
O OCC542 
0002674 
0000676 
o 070062 

0 
11.1300419 

"—TIIIIW 

•3373A 
008217 
006191 
301874 
023160 
333966 
733005 

. 

III! 
11 

0026619 
0010009 
00̂7025 
0001544  
0039430 

0 0N'445  
0. 
1 

O 033315 

LO*11171/ y 
um1.1171 

Leise.leetille 
_ 	.. 

0114/11  SUPERO:1P 0.007017 

Los Ifmtles para identificar ' outliers • se obtuvieron e un nivel de significando 
a= 0.05 
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En la tabla que se presenta a continuación se muestran la distancia do Weish.Kuh 

( DFFITS ) que se utiliza para determinar si la 1-6sima observación es influyente y el valor 

absoluto de le medida DFBETAS que es utilizada para determinar si la I-ésima observación 

es Influyente con respecto al j-ésimo coeficiente ( 	). Sus respectivas cotas superiores 

para detectar observaciones influyenles se presentan en la última fila de la tabla y los 

puntos influyentes aparecen sombreados en le tabla, 

I DFF1T31 l I DFBETAS 111 I PFSETA3  251  /DFBETAS a I DFBETAS 411 

0 020765 
0 034797 
0 030746 
O 011239 
0 137599 
0 117795 
0 012716 
O 204675 
0 413126 
0 207984 
0 131004 
O 11 	494 

0 004777 
O 024307 
0 000678 
O 001747 
O 097528 
0 070369 
O 009232 
O 079530 
O 171955 
O 000773 
O 070025 
O 070 390 

O 010794 
O 011611 
0 021011 
0 000817 
O 082610 
0 0061367 
O 000503 
0160193 
O 073854 
0 134054 
O 020975 
O 023069 
0 019461 
0 001132 
0 019956 
0 014302 
O 01 7806 

0 013.7155 
0 00007  
O 009090 
0 002072 
0 000601 
0 097474 
O 000257 
0 048687 
0 07044 3 
009307 3 
0 097143 
0 045406 

O 001'49 
0016572 
0 09505 
0 009045 
0 107273 
O 016473 
0 005549 
0 000911  
0 290404 

05557 7 
0027466 
O 099997 

414111 11.31114111 0.24110 
O 11 	1 
0 027652 
0 021391 

O 050882 
O 003735 
O 008046 
0 049100 

0 086017 
0 003213 
0 000626 
0 069434 
O 156501 
0 003950 
0 006210 
0 025295 

003092,5 
U 0052 40 
0 004357 
01.:280 0.1417,2„ 

1091f0 7/ 
O 001898 
0 0297ee  

e »Mg 
0078318 
0 000243 
O 012690 

_0.447447 4O  
002 
O 020131 
O 049199  

0 00005 7 
O 007850 
O 004553 

1.111447 1. 0. 6.1111011 01127170 
0 071307 0 034736 O 019775 0 063146 001031: 
0 050767 O 011371 0 002473 0 010451 O 01967 41 
0 091471 0 037999 0 031702 0 016766 O 070615 
0 033421 
0 457753 

0 011073 
0 157921 

O 000222 
0 098432 

O 004463 
0 224764 

U 000472 
0129771 

0.110810 .4B Oí 
0 034611 O 069955 

0 165435 009871 0 230550 O 262703 
0 4526 . 	- . 	. 	.. &pi \ 

00.M51 
# 0 039930 0179029 

0 499
8
753 O 11 0 2 3 0 199954 0-10179k 

0 030467 0 010353 0 013254 0 005548 O 001150 
0 121637 0 055374 0 006916 0 047359 0 06954 3 
0 008271 0 004935 0 001953 O 002159 0 007'n 
O 01 	07 0 000316 O 004  412 O 007 760 0 0009 

0243174- Oh 0 0441'9 
I, #4FI 	t TIt 

• 
O 13895 
0 136759 

0.V50440 
O 136275 0 017478 0 032371 

0 033167 0 001079 0 0132760 0016397 O 012156 
O 0020 85 0 007003 001746 0 026180 

O 21 0652. 0 41 	4 0 770490 

o a o 18422o 0126787 

0 009535 0 Od 0 003947 0003779 0 002463 
0 262922 0 014796 0 104335 O 120110 O 067970 
O 007615 O 018985 0 029861 0 067876 0182'14 
e 057395 0 016994 0 019861 0020019 0 037934 
0 152769 0 067010 0 041440 010200' 076575 
0 015743 0 005112 0 008040 O 00 400 0 001732 
O 037017 0 008955 0 010757 0 020850 010000 
0 005306 0 001001 0 000617 0 0020E5 0 003007 
0 005691 
0 042026 
0 057201 

0 00090 3 
0 006060 
O 032597 

0 000038 
0 016965 
0 045977`  

0 002907 
0 010227 
0 018000 

O 024002 
o 075004 
1 ^.07719 

Uh00.11440111 • Uldnik ít,~ 	*Miele 
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Los resultados obtenidos en les tablas interiores se pueden resumir en : 

I. las observaciones 9, 18, 22, 27, 30, 37 y 38 son observaciones discrepantes 
houtliers", es decir , sus residuos salen del rango de confianza. 

II. Las observaciones de les variables explicativas que generan puntos palanca son: 

1) La observación 13 en le primera variable explicativa utilizada para representar 
la constante del modelo y en les variables explicativas E y FE. 

2) Le observación 17 ente variable explicativa FE. 

3) Le observación 28 en la primera variable explicativa utilizada para representar 
la constante del modelo yente variable explicativa C. 

4) Le observación 32 en las variables explicativas C y FE. 

5) La observación 38 en las variables explicativas E y FE. 

NI. Considerando ala medida DFFITS les observaciones 13 ,18, 22, 28, 37, 38 y 42 
son influyentes y en base ala medida DFSETAS podemos afirmar lo siguiente: 

1) Las observaciones 13 y 38 influyen en la estimación de los parámetros pi, 
P3YP4• 

2) Las observaciones 18 y 28 Influyen en la estimación de los parámetros pi, 
P2194,  

3) Le observación 21 Influye en la estimación de todos los parámetros . 

4) La observación 37 Influye en le estimación de los parámetros p2 y p3. 

5) Le observación 42 Influye en le estimación de los parámetros pi y 133. 
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VERIFICACION DEL SUPUESTO DE NORMALIDAD. 

Para verificar el supuesto de normalidad se utilizará la estadística Anderson-Darling 
modificada (A-2  ), que se describe e continuación : 

1. Se cuente con los residuos Rao-Blackwell ( ) 

(n— k 1)1 (n - 	) 
j(  1 — low )(n— kr il2 	— tí(' 73 )2  

2. Se consideran los estadísticos de orden s (o  •, 	. con • 

S(4  < 	y 1.1, .,n -1 

3. Sea Z (o  = G14..1(s(0) en dónde G.4.1( s(0 ) es le función de distribución de 

una 1 de S1udent con n-k-1 grados de libertad avaluada en ( s (i) ) 

4. Se calcule el valor :42  

	

_n _( y) t (2i-1) [In z (,)  + In {1 — z 	„)}1 

101 



Los resultados obtenidos de los puntos anteriores se presentan en le siguiente tabla: 

S7  
(4 :- 

,: :s  t(t )- 
012lo -2310311 :  0012323 

-0.199697 .2.304126 0012718 
-8 141319 -1 691656 O 048531 
0 038413 -1 602707 0 057713 

-0 366817 -1 527036 O 066591 
-0157231 -I 412395 0 082077 
-0 057160 -1 054663 0 148376 
-0 661647 -8 674830 0192967 
-2 304126 -0 1361647 0 190540 
-0 746553 -0 746553 0 229450 
0 570054 0 466706 0 321309 

-0 395691 -0157233 0 324762 
1 304571 -0 390699 0 345923 
0 510071 -0.370065 0 356161 

-0 123366 -0 3661317 0357667 
0112603 -0 337524 0 360502 

-0 3701385 -0 285351 0.300209 
-1 691656 -O 199597 0.421311 
nona -0169372 0.425292 
0 125645 .0183194 0.427701 

-0 205351 -0177140 0 430064 
3 495164 -0 151100 0110269 
0 169739 -0141319 0111099 
0 331676 -0 123368 0 451160 
0112467 -0117304 0 453550 
0 236400 -43 057750 0.477006 
2 552274 -0057160 0 477325 

-1 602707 -0055747 0 477005 
-0168706 13 052891 0.479017 
2 194512 -0019137 0 492405 

-1 527030 -0 016502 0.493419 
0 965570 0 036413 0 515243 

-0169372 0.112603 0.544597 
0 642547 0125645 0 549736 

-0 052691 0 126193 0.549952 
-0 056747 0.127749 0.550565 
•2316343 01,43250 0.556663 
2.390321 0 109739 0574051 
1667313 0211177 0 663302 

-0163193 0 236 466 0 59290 
.0151100 0 260263 0602124 
-1 412393 0 331676 0 629225 
-1054662 0.442467 0 669950 
-8057760 0 504033 0691751 
.0 074030 0 51607 3 0 696630 
-0 337523 0 570054 0.714646 
0 211473 O 642547 0./38243 
0 504033 0.965570 0 830501 
0 127749 1.304571 0.900933 

-0117303 1.507313 0 940566 
-0 019137 2.194512 0 903515 
-0 016582 2 390321 0 989630 
0 260263 2 552273 0 993064 

-0177139 3 195164 n 999492 
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De tal forme: 
.1.84840111 

PRUEBA A2  
( CASO NORMAL CON AMBOS PARAMEDtOS DESCONOCIDOS ) 

a ( NIVEL) 
0.50 0.25 0.15 0.10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CRITICOS 
0.341 0.470 0.561 0,631 	0.752 	0.873 1.035 1,159 

De le tabla de valores críticos, con cualquier valor do a mayor o Igual e .005 , se 

rechaza la hipótesis nula y se concluye que las perturbaciones eslocásticas no se 

distribuyen normalmente. Como las tablas terminen con un valor de a = .005 , no se puede 

exhibir el nivel de significancle observado, en este ceso ( p • value ), 

Por otra palle si se verifica el supuesto de normalidad en las perturbaciones 
esiocostices e través de le pruebe Sera-Jarque se obtiene el resultado siguiente: 

= 8.3264948 

DISTRIBUCION de 2 

a ( NIVEL ) 

0.50 0.25 0.20 	0,10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CRITICO* (aelntólIca) 

1.3863 2.7726 3.2190 	4.6052 	5.9915 	7,3777 9.2103 10.5966 

VALORE! CRITICO! ( N finito ■ 64 ) 

2.9304 4.2616 

Por lo tanto , con a = .05 o cualquier valor mayor, se rechazarle le hipótesis nula . 
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A continuación se procede a realizar lo verificación del supuesto de normalidad 
eliminando las observaciones discrepantes " outliers ', con los resultados siguientes: 

.1.01193646 

De la tabla de valores o dicos, con cualquier valor de a mayor o igual a .025 , se 
rechaza la hipótesis nula y se concluye que las perturbaciones estocástices no se 
distribuyen normalmente. Se puede concluir que aún sin considerar las observaciones 
discrepantes, el supuesto de normalidad en les perturbaciones estocislicas sigue siendo 
rechazado Inclusive con niveles de significancia muy pequeños. 

Por otra parte si se verifica el supuesto de normalidad en las perturbaciones 
estocisticas sin considerar les observaciones discrepantes e través de le prueba Sera-
Juque se obtiene el resultado siguiente: 

A= 2.774676 

DISTRIBUCION de A 

a (NIVEL) 

0.50 0.25 0.20 	0.10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CRMCOS («sintética) 

1.3863 2.7726 3.2190 	4.6052 	5.9915 	7.3777 9.2103 10.5966 

VALORES CR TICOS 	finito ■ 47 ) 

2.84 	4.179 

Por lo tanto , con a = .10 o cualquier valor menor, se aceptarle le hipótesis nula . 
Se puede ver que al eliminar les observaciones discrepantes la decisión con respecto a la 

hipótesis de normalidad en les perturbaciones estocástIces es muy distinta . 
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El tercer ejemplo se extrajo de William H. Greene ( 1993, p. 206, 207 ) del libro 
'Ecomometric Analysis'. 

EJEMPLO 3. 

La Industria SIC 33 productora de metales está Interesada en desarrollar un modelo 
de regresión que le permita predecir adecuadamente el valor agregado anual e declarar. 

Tomando como bese un análisis empírico, se ulifizan los datos declarados en años 
anteriores basados en los siguientes conceptos: 

1) VilOr agregado (costo final). 

2) Labor ( costo de mano de obra ). 

3) Quite, (costo de les instalaciones y del equipo ). 

Los dalos observados de los veintisiete años anteriores por estos conceptos se 
presentan e continuación: 
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oestroAcioill LOGARITMO* 
VALOR MRIMDO 

(VA*1 	. 

LOGARITMO De 
LAGOR ( I.* ) 

Lesions DE 
CAPITAL fri 

1 6.488126 5.089608 6.634764 
2 6.841541 5.367983 6.298188 
a 7.012701 6.228109 8.681348 
4 7.090818 6.604640 7.062774 
6 6.969096 5,363762 6.699217 
6 8.133300 6.637676 8.424644 
7 7.794778 6.116428 8.029404 
8 8.366428 6.671163 8.627842 
9 7.393380 6.770007 7.389410 
10 7.148385 6.634061 7.353774 
11 6.911996 6.486894 6.496326 
12 8.396046 4.946843 6.774847 
13 6.748877 4.977010 7.438606 
14 7.061017 6.481783 6.983605 
16 7.661804 6.396879 7.864130 
18 9.196142 7.366632 9.646066 
17 6.992345 6.488969 6.784729 
18 8.999080 6.987683 9.118192 
10 8.063186 6.267169 8.646938 
20 7.410677 6.719820 7.439007 
21 8.648660 6.728268 8.567538 
22 8.126168 6.648974 8.120983 
21 6.384941 6.016766 6.878632 
24 7.378996 6.660336 7.616741 
26 7.633297 6.209797 7.821234 
26 7.727996 6.421760 7.404527 
27 6.614263 4.919981 6.844668 

El modelo que se propone consiste en hacer une regresión de la variable 
dependiente, representada en este caso por el logaritmo del valor agregado anual ( VA' ), 
en les variables explicativas que se definen e continuación: 

L' = Logaritmo de Labor o costo de mano de obre. 

C' = Logaritmo de Qapital o costo de les Instalaciones y del equipo. 
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Modelo de regresión lineal múltiple: 

VA* = Al  + fi 2( I,* ) + fi 3 ( C* ) +e 

Al realizar la estimación de los parámetros con el método de mínimos cuadrados 
ordinarios se obtienen los resultados siguientes: 

1.2100 
= 0.5570 

0.4088 
Crt = 0.0386 

SCR= 14.1316 n=27, 	k=3 
SCE= 0.9261 R2 =0.9385 
SCT= 15.0576 -112  =0.9334 

De tal tonna le estimación del modelo de regresión lineal múltiple esté dada por la 
siguiente función: 

PA*i = 1.2100 + 0.5570(L "1 ) + 0.4088(C",) 	1. 1,2, 	27. 

La estimación de le matriz de varianzas y comienzas de los coeficientes estimados 
es: 

( 0.1159 - 0.0208 0.0006 j 
tfa v (k) = -0.0208 0.0161 -0.0096 

0.0006 - 0.0096 0.0073 
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PRUEBAS DE SIGNIFICANCIA DEL MODELO. 

La prueba de signifIcancla global del modelo es la siguiente 

Ho:/32  = /33  = 0 
	vs. 	Rx ú 
	para algún l • 2,3. 

F=
(S. S.R)11 -1)  
(S.S.E)/(n-k)-F"'"-A)  

Por lo que : 

F = 183 .1188 

Utilizando un nivel de signfficencle ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

= 3.40 F1,24 ) 

Por lo tanto se rechaza Ho  , es decir /3j  x O para algún j = 2,3. 

Pruebas t bajo la hipótesis (fl, = 0 ) 

Ho:fl, = O 	vs. 	413, ri O 

(a-kl 
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Bajo Ho  se tiene que A = O 

Por lo tanto: 

t = 3 . 5539 

Utilizando un nivel de significancia ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en labias de : 

t«;15) = 2.064 

	

Por lo que se rechaza Ho  , es decir , 131 	0, lo cual indica que el valor del modelo 
con todas las variables explicativas iguales e cero es distinto de cero. 

flo:fl, =O 	vs. 	11,:A O 

:62 -ft" = 	••• I • viri-771.27 la- k) 

Bajo Ho  se tiene que A = O 

Por lo tanto : 

= 4.3932 
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Utilizando un nivel de significancla ( a 	0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

qi12)5  = 2.064 

Por lo que se rechaza fío  , es decir , A x 0, lo cual Indica que la variable explicativa 
TI es significativa en éste modelo. 

= o 	vs. 	O 

-fr3 1= fr 
IlKir(A) 

Bajo fío  se tiene que fl3  = O 

Por lo tanto : 

t = 4.7909 

Utilizando un nivel de significencia ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de : 

t"?' = 2.064 (24)  

Por lo que se rechaza fío  , es decir , /33  x 0, lo cual indica que la variable explicativa 
M es significativa en éste modelo. 
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Al contar con un modelo adecuado en base a las pruebes de significando se presenta 
a continuación la tabla que contiene a todos los residuos mencionados en el segundo 
capitulo. 

Residuos 
ordinaries 

el 

Residuos 
estandarizados 

wi 

Residuos est. 

ri 
internos

.  Rieldues 
predielives 

iii(1) 

Residuos 
Reo-Weekviell 

041 
0.139902 0.712216 0.823607 0.187086 0.817901 

0.067835 0.345334 0.371352 0.078441 0.364582 

0.200345 1.019920 1.056306 0.214895 1.058973 

-0.072367 -0.368367 -0.376550 -0.075612 -0.36971 

0.028674 0.146463 0.1601:: 0.030460 0.147 

-0.161916 -0.824275 -0.86785- -0.179488 -0.86323 

-0.103736 -0.528098 -0.64 	.1. -0.109392 -0.53416 

-0.040664 -0.206454 -0.21 	- -0.046186 -0.213U 

-0.061126 -0.280206 -0.2665 -0.063233 -0.26038 

-0.160127 -0.764270 -0.7:..r e• -0.157258 -0.775691 

0.002464 0.012646 0.01331 0.002777 0.01303 

-0.339664 -1.729116 -1.8388 -0.384145 -1.94217 

-0.273206 -1.390848 -1.625681 -0.373254 -1.687 
-0.067061 -0.290434 -0.29737- -0.069810 -0.291651 
0.220168 1.120836 1.20103- 0.252802 1.21276 

-0.014079 -0.071676 -0.08431 -0.019481 -0.08264 

-0.037262 -0.189643 -0.1 -0.039737 -0.1918961 

0.169709 0.883968 0.9546 0.207176 0.962 
-0.166294 -0.846569 -0.897 -0.106901 -0.893 

-0.026248 -0.1336131  -0.13616 -0.027256 -0.13334 

0.092769 0.472288 0.6079 0.107326 0.49997 
0.449032 2.285936 2.48206 0.629384 2.81828 

-0.021888 -0.111426 -0.121 -0.025996 -0.1189141  
-0.041643 -0.211995 -0.21962 -0.044696 -0.215219 
-0.232690 -1.184578 -1 -0.250421 -1.242742 
0.471297 2.399279 2.487889 0.506743 2.82717 

-0.266137 -0.062278
1 

-0.281096 -0.068652 -027641 
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A continuación se presenta una tabla con los residuos estudentizados externos( ti ), los 
elementos de la diagonal de le matriz (H) y el vector normalizado de residuos cuadrados 
(8i); Sus cotas superiores e Inferiores respectivas para detectar puntos discrepantes 
"oulliers" y puntos palanca se presenten en le última fila de le tabla y dichos puntos 
aparecen sombreados en le tabla : 

I 111 /1 	-- dlit dtt 

0.017907 4).410030 0.041125 0.110680 0.1711/41111 
0.364582 0.136217 0.014981  0.044109 0.011110011 
1.068973 0.087704 0.029374 0.000103 0.008179 

-0.389716 0.043041 0.007663 0.000013 0.001641 
0.147095 0.081941 0.017021 0.002111 0.012319 

-0.863236 0.097909 0.049151 0.021591 0.001419 
-0.634169 0.061706 0.008852 0.000696 0.001008 
-0.213648 0.102604 0.063023 0.008196 0.000986 
-0.260388 0.039602 0.000066 0.002437 0.002396 
-0.776091 0.045342 0.006472 0.007963 0.004948 
0.013037 0.112626 0.000793 0.038636 0.069424 

4,04111171 0.116817 0.086407 0.080363 0.023787 
-1.887049 • 011~0 0.064737. GAMO )0 0.11101112 
-0.291661 0.048137 0.009703 0.000372 0.003871 

1.212756 0.129089 0.016736 0.010»lr0.0111610 

-0.082547 OSMIO 041.0110 doesoi 0.000316 
-0.191896 0.06254d 0.000113 0.007638 0.019487 

0.952735 0.180842 11.0111011 0.029192 0.000043 
-0.893722 0.110260'  0.017646 0.014185 0.047782 
-0.133343 0.037043 0.000661 0.000004 0.000002 

0.490970 0.136630 .0/HHHe 0.047919 0.007888 
/11***/ 0.151784 0.002684 0.451."--45W 

-0.110914 0.168037 0.061976 0.020491... 
-0.215219 -0.215219 0.068298 0.006682 0.030048 0.028745 
-1.242742 0.070806 0.015714 0.027980 0.012669 

Unid 0.063960 0.013420 0.032846 0.024498 
-0.2784111 0.109675 0.070143 0.045383 0.012770 

i$14-314:0~ ~Ir  SUPIENOR ral ‹ 0.074074 
1004314 .., ...A.... -. 	. 	2., 

Los limites para Identificar' outilers • se obtuvieron e un nivel de significando 
a = 0.05 
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En lo labia que se presenta e continuación se muestren la distancie de Wetsh•Kuh 

( DFFITS ) que se utilizo para determinar si le frésime observación es influyente y el valor 

absoluto de la medida DFBETAS que es utilizada para determinar si le t-ésima observación 

es Influyente con respecto ot pésimo coeficiente ( 	). Sus respectivas cotas superiores 

para detectar observaciones Influyentes se presentan en le última fila de la tabla y los 

puntos Influyentes aparecen sombreados en la tabla. 

1 0FFIT1 i I - 1 01:13ETAS il 1 / OFIBETA*12 I -- / OFI3ETA.3 *I 

0.474993 0.191008 0.269068 	 0.10951* 
0.144164 0.047963 0.082339 0,116331 
0.286376 0,184743 0.011128 0.099181 
0.078408 0.032846 0.001366 0.014838 
0.037798 0.019814 0.006978 0.016867 
0,284391 0.201498 0.133548 0.034241 
0.124732 0.061609 0,014468 0.017418 
0.072169 0.061906 0.020406 0,007078 
0.062871 0.001968 0.013116 0.013004 
0.169061 0.063969 0.070843 0.065836 
0.004644 0.001298 0.002720 0,003646 
&Mil* 0.60;n66 0.10749* 0.318423 

1. otees< &set* , 	. o.•4779:, 09:9979 
0.084142 0.027060 0,005757 0,010092 
0.408008 0.188117 0.110190 0.371060 
0.061128 0.046217 0.023883 0.001723 
0.049664 0.010910 0.017319 0.027867 
0.447849 0.373929 0.179853 0.006900 
0.314816'  0.125503 0,112846 0.207110 
0.028163 0.003190 0.000284 0.000171 
0,190048 0.160449 0.117720 0.047760 

I.11$1/ , 0.168543 .0.114411154 	 ' 1114109 
0.051619 0.029646 0.010561 0.036667 
0.068266 0.016668 0.038649 0.037803 
0.343066 0.181610 0,215662 0,145113 

0.775349 0.339601 0.113201, 0.469149 
0.006618 0.077643' 0.082373 0.033086 

OS st1011011001 , 	0.00411 
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Los resultados obtenidos en les tablas anteriores se pueden resumir en : 

I. Les observaciones 12 , 22 y 26 son observaciones discrepantes 'outliers" , es 
decir, su residuo sale del rengo de confianza. 

II. Las observaciones 1,13 y 16 son puntos palanca ya que su residuo sale del rango 
de confianza y existen varios valores de las 8Ij que rebasan su cota superior 
generando palanca parcial de observaciones pare alguna variable explicativa las 
cuides son : 

1) Les observaciones 1 , 13 ,15 y 22 en las variables explicativas L" y C. 

2) Les observaciones 2 y 23 en la variable explicativa C". 

3) La observación 16,18 y 21 en la primera variable explicativa utilizada pare 
representar la constante del modelo . 

III. Considerando e le medida DFFIT$ las observaciones 12, 13 y 22 son Influyentes y 
en base a le medida DFBETAI se puede afirmar lo siguiente : 

1) La observación 1 Influye en la estimación del parámetro p3. 

2) Le observación 12 influye en le estimación de los perímetros pi y,82. 

3) Le observación 13 influye en la estimación de los parámetros pi, p2 y p3. 

4) Le observación 15 influye en le estimación del perímetro p2. 

5) Le observación 22 y 26 Influye en la estimación de los perímetros p2 y.p. 
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VERIFICACION DEL SUPUESTO DE NORMALIDAD. 

Pare verificar el supuesto de normalidad se utilizará le estadística Anderson•Darling 

modificada (712  ), que se describe a continuación : 

1. Se cuenta con los residuos Roo-Blackwell ( 	) 

(n - k - 	(y, 	)  

	

= 

(1-k)(n-k)& -(n 	) 

2. Se consideran los estadísticos de orden s 	con • 1,), 	• 

S(A < S (M) 	 ,n-1 

3. Sea Z (fi = Gi,.k_i(S(i)) en dónde G...k..1;, s 	es la función de distribución de 

	

une 1 de Student con n-k-1 grados de libertad evaluada en i 	) 

4. Se calcule el valor :4-1  

A.2 	_n _(1/ t (21-1) 	z ¡ 	In 11- t 1.-,.,t}] vn ,  

111 



Los resultados obtenidos de los puntos anteriores se presentan en le siguiente tabla: 

S , 1 	- 
,Si', 

 
Z (i)  

0.81790684 -1.94217319 0.03223017 

0.36468217 -1.68704866 0.06266687 

1.06897348 -1.24274235 0.11324192 

-0.36971684 -0.89372160 0.19038388 

0.14709635 -0.86323536 0.19848037 

-0.86323536 -0.77568104 0.22291732 

-0.63416939 -0.63416939 0.29917608 

-0.21364808 -0.38971664 0.36748838 

-0.26036800 -0.29186147 0.38668371 

-0.77689104 -0.27641786 0.39234794 

0.01303670 -0.26036800 0.39844838 

-1.94217319 -0.21621870 0.41674691 

-1.68704868 -0.21364808 0.41639068 

-0.29186147 -0.19189677 0.42476390 

121276462 -0.13334338 0.44764083 

-0.08264681 -0.11891388 0.46318806 

-0.19189677 -0.08264661 0.46748313 
0.96273487 0.01303670 0.60614463 

-0.89372160 0.14709636 0.65783072 

-0.13334338 0.38468217 0.64062299 

0.49996996 0.49996996 0.68907896 

2.81028187 0.81790684 0.78909834 

-0.11891388 0.96273487 0.82468474 

-0.21621870 1.06897348 0.84989641 

-1.24274236 1.21276462 0.88123324 

2.82717938 2.81828187 0.99512438 

-0.27841786 2.82717938 0.99622328 
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De tal forme: 

A-2. 0.773866 

PRUEBA A2  

( CASO NORMAL CON AMBOS PARAMETROS DESCONOCIDOS ) 

a ( NIVEL )  
0.50 0.25 0.15 0.10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CRITICOS 
0.341 0.470 0.561 0.631 	0.752 	0.873 1.035 1.159 

De la labia de valores crtlicos, con cualquier valor de a mayor o Igual e .05 , se 
rechaza le hipótesis nula y se concluye que a dichos niveles de significando las 
perturbaciones estocésticas no se distribuyen normalmente. Por lo tanto el nivel de 
significando observado ( p - value ) es menor de .05 . 

Por otra parte si se verifica el supuesto de normalidad en les perturbaciones 
estocésticas e través de la prueba Sara-Jarqua se obtiene el resultado siguiente: 

A. 3.472672 

DISTRIBUCION de A 

a ( NIVEL ) 

0,50 0.25 0.20 	0.10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CRMCOS (asIntótica) 

1,3863 2.7726 3.2190 	4.6052 	5.9915 	7.3777 9.2103 10.5966 

VALORES CRITICOS 	IN finito a 27 ) 

2.382 	3.575 

Por lo tanto , con a .10 o cualquier valor mayor, se rechazarla le hipótesis nula . 

pero si se utiliza a = .05 , entonces éste pruebe no rechaza la hipótesis de normalidad. 
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A continuación se procede a realizar le verificación del supuesto de normalidad 
eliminando las observaciones discrepantes' oulliers ', con los resultados siguientes: 

A-2 =0.687921 

De la tabla de valores críticos, con cualquier valor de a mayor o igual e .10 , se 
rechaza la hipótesis nula y se concluye que e dichos niveles de significencia les 
perturbaciones estocásticas no se distribuyen normalmente. Por lo tanto el nivel de 
significencia observado ( p - value ) es menor de .10 . 

Se puede concluir que al no considerar les observaciones discrepantes y el utlicar un 

nivel de significando a = 0.05 , la decisión de la pruebe cambia, es decir , ahora se 
obtiene que les perturbaciones estocéstices se distribuyen normalmente. 

Por otra parte si se vedo el supuesto de normalidad en las perturbaciones 
estocAsfices e través de le prueba Senblarque se obtiene el resultado siguiente: 

A= 3.243361 

DISTRIBUCION do 

a ( NIVEL 

0.50 0.25 0.20 	0,10 	0.05 	0.025 0.01 0.005 

VALORES CRITICO• (asIntótica) 

1.3863 2.7726 3.2190 	4.6052 	5.9915 	7.3777 9,2103 10.5966 

VALORES CRMCOS ( N finito ■ 24 ) 

2.274 	3.44 

Por lo tanto , con a = .10 o cuelquler valor mayor, se rechaza la hipótesis nula y se 
concluye que les perturbaciones estocéstIcas no se distribuyen normalmente. Se observa 
bajo este prueba que el eliminar los puntos discrepantes del análisis, le decisión no cambia. 
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CAPITULO V 



SIMULACION 

V . 1 OBJETIVO Y PROCEDIMIENTO DE LA SIMULACION. 

En este capitulo se presenta une simulación que consistió en generar perturbaciones 
estocésticas de tal forma que se distribuyen normalmente pera poder evaluar el valor a 
( probabilidad de rechazar el supuesto de normalidad dedo que se cumple dicho supuesto) 
con dos propósitos principales: 

• Comparar los niveles de significando presentados en la tabla de la distribución 
limite del estedIstico Anderson-Dading ( 	) con los niveles de significando obtenidos por 

la simulación pera la estar:1151in Anderson-Darting modificada ( A 
2) 

• Obtener une tabla para le verificación del supuesto de normalidad a través de la 

estadística A . 

El procedimiento para evaluar el valor a pare le estadística t 2  toma como base el 
ejemplo 2 y es el que se presenta e continuación : 

1) Se genere un vector de perturbaciones estocástices ( E) de temario 54 

distribuido normalmente con medie cero y varlenze 17 obtenida del ejemplo 2. 

2) Por medio de dicho vector de perturbaciones estocésticas se obtiene el vector 
de residuos e través de le siguiente relación : 

<=(I — ll) E , 

donde: 

II es le matra` sombrero ( "Hat-Metrixl obtenida por les variables 
ollIcathiss del ejemplo 2. 
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3) Utilizando el vector de residuos obtenido se calculan los residuos RAO - 
BLACKWELL : 

(n -k -1)v2  

( 1-  kfi)(n k)h2  

donde: 

n= 54 , k =4 y ET 2  = 0.0022 por ser tomados del ejemplo 2 . 

hi, son los elementos de le diagonal de la matriz H mencionada en el 
punto 2. 

4) Se calculan les esledistices de orden s (  ) y se obtienen los valores de Z (;) 
transformando los residuos RAO • BLACKWELL : 

Z (I) = G•-k-1(s(t)) 

donde: 

Gr(i) es la distribución de una variable aleatoria t de Student con y 

grados de libertad evaluada en o,  . 

5) Calcular el valor de le estadística 	2  por medio de le estedistice Anderson- 
(»ling (A2  ). 

6) Repetir el procedimiento anterior 1000 veces generando vectores de 

perturbaciones estocisticas ( E) distintos de tamaño 54 . 
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. 2 COMPARACION CON LA TABLA DE DISTRII3UCION LIMITE 
DEL ESTADISTICO A2. 

Los valores de la estadIsfice 712  calculados con el procedimiento de la sección 
anterior son comparados con el valor de la labia de distribución límite del estadístico A2  y 
se obtiene el número de veces que se rechaza el supuesto de normalidad en las 
perturbaciones estocéstices ( dado que dichas perturbaciones provienen de la distribución 
normal ) pera los distintos niveles de significando. 

Los resultados obtenidos en las mil veces que se reató el procedimiento se presenta 
pare los distintos niveles de signlIcencia a en le tabla siguiente: 

COMPARACION DEL NIVEL EMPIRICO a' Y TEORICO a 

a Teórico 0.50 0.25 0.15 0,10 0.05 0.025 0.01 0.005 

Valerse críticos 0.341 0.470 0.561 0.631 0.752 0.873 1.035 1.159 

• Mtral empírico a' 0.504 0.252 0.143 0.096 0,043 0.028 0.011 0.005 

Proporción de veces ( de 1000) en que A
2 
 excedió el valor critico. 

Se puede ver que le proporción de veces que se reduce el supuesto de normalidad 
en le simulación ( a' se aproxime el nivel teórico de significancle a de le tabla de 
distribución limite de le estadística .42  
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. 3 GENERACION DE UNA TABLA PARA VERIFICACION DEL 

SUPUESTO DE NORMALIDAD A TRAVES DE LA ESTADISTICA ;42  . 

En esta sección se construye le tabla pare le verificación del supuesto de normalidad 
en les perturbaciones estocésticas por medio de la simulación realizada al Inicio del capitulo. 

Para la construcción de la tabla se busca el mínimo valor el cual el porcentaje de 
veces que se rechaza el supuesto de normalidad en la simulación (a ')coincide con los 
niveles de significando presentados en la tabla de distribución límite de la estadislice 
Anderson•Derfing ( A2 ) . La feble obtenida con une aproximación de cuatro decimales para 
el valor mínimo se presente a continuación 

' 1.50 1.25 0.15 0.10 0,05 0.025 0.01 0.005 

V.M.T 0.3422 0.4715 0.5559 0.6262 0.7198 0.8969 1.0762 1.1292 

Donde: 

V.M.T. es el valor mínimo de tablas al cual el porcentaje de rechazo 
coincide con a 
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CONCLUSIONES 

El método presentado para la verificación del supuesto de normalidad en las 
perturbaciones estocéslicas llene bases teóricas muy firmes que lo respaldan y su 
aplicación es sencilla, por lo cual se propone para ser utilizado en los modelos de regresión 
lineal y de tal forme poder apoyarse en esta prueba para justificar ( en el caso de aceptar 
normalidad en las perturbaciones estocósticas ) el uso en el análisis de regresión de dicho 
supuesto. 

Al realizar la comparación de este método de verificación del supuesto de normalidad 
con otros ya existentes se puede concluir lo siguiente: 

1) La Gráfica Sobre Papel Normal es un método muy sencillo para verificar el 
supuesto de normalidad . sin embargo , no es un método que establezca 
estadísticamente el resultado de lo que se desea probar ya que la decisión 
de aceptar o rechazar le normalidad depende de la apreciación. 

En el método ilustrado en este trabajo , la decisión no depende de la 
apreciación . Además dicho método determine con que probabilidad se 
cometerla el error de afirmar que les perturbaciones esiocristicas no se 
distribuyen normalmente siendo que si lo hacen. 

2) Le prueba Bera-Jerque presenta algunas limitaciones de tipo teórico en su 
desarrollo ye que se besa en el tercer y cuarto momentos . situación que no 
Ocurre con el método propuesto en este trabajo que cuenta con une 
bese teórica muy firme tal como se estableció anteriormente. Adicionalmente 
la simulación realizada en el capítulo V , muestra en sus resultados un valor 
c‘' muy aproximado el valor cx de le tabla de distribución limite del estadístico 
Anderson•Derhng. 

Por otra parte , al considerar los resultados obtenidos por ambos métodos de 
verificación en los tres ejemplos del capitulo N , aparece le prueba Bere•Jerque 
como un método en ocasiones distinto en cuanto e resultados que el método 
desarrollado en este trebejo . Se subraya que su distribución asintótica es une 
mala aproximación pera n chico por lo que deben usarse los puntos críticos 
obtenidos en Jerque y fiera (1987, (Mg 169 ). 
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Sin embargo . el problema de la normalidad en las perturbaciones estocesticas no 
está resuelto completamente , ya que la presencia de observaciones discrepantes 

outilers ' puede ocasionar que se rechace el supuesto de normalidad en les 
perturbaciones estochsticas y además pera detectar observaciones discrepantes " outliers " 
se utiliza el supuesto de normalidad en las perturbaciones estochsticas , lo cual implica le 
ocurrencia de alguna de las siguientes tres situaciones: 

1) Se detectan puntos discrepantes y se acepta el supuesto de normalidad en les 
perturbaciones estocitsticas ( Ejemplo 1). 

Lo anterior significa que es muy posible que al eliminar las observaciones 
discrepantes en los datos , le normalidad seguirá aceptándose en las 
perturbaciones estocástices. En este situación no hay ningún problema. 

2) Se detectan puntos discrepantes y se rechaza el supuesto de normalidad en 
les perturbaciones estocéstIces , pero al eliminar les observaciones 
discrepantes en el análisis , ahora se acepte el supuesto de normalidad. 
( Ejemplo 3 ). 

Obsérvese que la detección de puntos discrepantes presupone normalidad y 
si no hay normalidad , es posible que esos puntos en realidad no sean 
discrepantes. 

Lo anterior significa que les observaciones discrepantes eran la aparente 
causa de fe no normalidad en les perturbaciones estocisticas. En este ceso 
no se puede saber si le normalidad eidstie y también los " oulliers " o si le 
normalidad no existís pero si hable " oulliers ". 

3) Se detecten puntos discrepantes y se rechaza el supuesto de normalidad en 
les perturbaciones estocésticas . sin embargo , el eliminar las observaciones 
discrepantes del análisis el supuesto de normalidad se sigue rechazando. 
( Ejemplo 2 ). 

Esto significa que las perturbaciones estocésticas definitivamente no se 
distribuyen normalmente , por lo cual se plantea el siguiente problema en 
relación a " outliers " : 

• Les observaciones que fueron consideradas como discrepantes en el 
análisis , ¿ realmente eran " outliers ' ?. 
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TAEILA DE VALORES OFTENIDOS DE LA ESTANSTLCA MODIFICADA ( A 
CON LOS VECTORES DE.REATUROACIONES ESTOCASTICAS Sedt)LAD OS. 

VECTOR ( Al  1 
- 

VECTOR ( X; ) VECTOR ( Á2 ) VECTOR ( 	il'I  ) 
1 0.134641 61 0.2966g8 101 3.419134 0. 
2 0,472994 62 0.267337 102 0.211062 162 0.218471 
3 0,729787 63 0.708684 103 0.209231 153 0.686449 
4 0.233563 54 0.573830 104 0.419142 154 0.332639 
6 0.419065 65 0.299211 106 0.482402 155 0.224828 
6 0.334486 68 0.197077 106 0.169129 156 0.843233 
7 0.177112 67 0.668349 107 0.463829 157 0.409966 
8 0.341439 58 0.428381 108 0.930772 158 0.478582 
9 0.686446 69 0.339470 109 0.328420 169 0.377762 
10 0.340837 60 0.926884 110 0.372683 160 0.413455 
11 0.422588 81 0.213997 111 0.416565 181 0.240716 
12 0.216669 62 0.632436 112 0.406576 162 0.656081 
13 0.315241 83 0.187968 113 0.276162 163 0.223674 
14 0.356699 64 0.337378 114 0.366290 164 0.396025 
16 0.347357 65 0.468788 116 0.114107 165 0.310628 
18 0.207022 66 0.667371 116 0.328147 166 0.190736 
17 0219860 67 0.224566 117 0.323403 167 0.281406 
19 0.360448 68 0.239924 118 0.483271 168 0.359616 
19 0.342996 69 0.248602 119 0.578389 169 0.274659 
20 0.116868 70 0.341467 120 0.273032 170 0.684936 
21 0.192198 71 0.378264 121 0.308469 171 0.327996 
22 0.378360 72 0.356816 122 0.682949 172 0.362599 
23 0.387886 73 0.206499 123 0.240928 173 0.255483 
24 0.898029 74 0.648828 124 0.616311 174 0.667244 
26 0.450473 76 0.442623 126 0.182630 176 0.403348 
26 0.254140 78 0.312236 126 0.220967 176 0.367429 
27 0.434641 77 0.468485 127 0.165726 177 0.357857 
28 0.292298 78 0.088302 129 0.314908 178 0.092469 
29 0.449764 79 1.030790 129 0.687354 179 0.241624 
30 0.687206 80 0.416880 130 0.417866 180 0.237319 
31 0.264218 81 0.331060 131 0.599979 181 0435168 
32 0.390240 82 0.610400 132 1.886128 182 0.209065 
33 0.637736 83 0.485736 133 0.401943 183 0.382320 
34 0.290682 84 0.314992 134 0.314762 184 0,388411 
36 0.400178 86 0.160060 136 0.348962 186 0.344358 
36 0.600123 86 0.735046 136 0.238202 186 0.709470 
37 0.116212 87 0.800078 137 0.392936 187 0.404116 
38 0.672666 88 0294346 138 0.306092 188 0.328057 
39 0211201 89 0.342161 139 0.254466 189 0.265009 
40 0.472416 90 0.294643 140 0.433821 190 0.610965 
41 0.249466 91 0.272949 141 0.269730 191 0.564366 
42 0.263131 92 0.261792 142 0.248243 192 0.189675 
43 0.02e62e 93 0.687770 143 0.373146 193 0.325913 
44 0.288260 94 0.347720 144 0.692671 194 0.382115 
46 0.408126 96 0.236811 145 0.210284 195 0.701061 
46 0.461216 96 0.471174 146 0.218471 196 0.241622 
47 0.359178 97 0.349312 147 0.409904 197 0.371599 
48 0.413419 98 0.226932 148 0.261594 198 0.604830 
49 0.188393 99 0.650387 149 0.843560 199 0.185217 
60 0.866246 100 0.883961 160 0.201272 200 0.832496 



TABLA DE VALORES OBTENIDOS DE LA ESTADISTICA MODIFICADA ( Á'1 ) 
CON LOS VgCtORES DE PERTURBACIONES ESTOCASTICAS SIMULADOS. 

VECTOR. ( 	/11) VECTOR , o A*) VECTOR ( 74 VECrOA ( X4  ) 
0.21300, 

.
..
.
1
121111h11/IMIIIE

I
M
EMEM

22!%  

075119f38 261 6.Woh 961 o. 01 
0.296388 262 0234143 302 0.272361 352 0.600646 
0.283797 253 0,243690 303 0.308466 353 0.761498 
0.816863 264 0.324027 304 0.422426 354 0,372623 
0.249767 265 0.641254 306 0.356308 355 0.267448 
0.311938 266 0.396383 306 0.297880 356 0.666879 
0.383097 267 0.180711 307 0.360630 367 0.161070 
0.368880 258 0.287184 308 0.426581 358 0.335692 
0.269166 269 0.649607 309 0.423804 369 0.698396 
0.627847 260 0.508182 310 0.444666 360 0.310012 
0.223237 281 0.439646 311 0.309173 361 0.328351 
0.289137 282 0.302137 312 0.438282 362 0.317798 
0.399728 263 0.124691 319 0.759339 363 0.246174 
0.189998 264 0.321008 314 0.376648 364 0.196421 
0.641900 266 0.766811 315 0.496221 366 0.168647 
0.422424 266 0.409886 316 0.812614 366 0.302256 
0.253999 287 0.475999 317 0.340093 367 0.668222 
0.660364 zes 0.431068 310 0.497488 388 0.130017 
0.392374 269 0.721889 319 0.289208 389 0.444838 
0.209217 270 1.097459 320 0.484306 370 0.286770 
0.307646 271 0.896182 321 0.666068 371 0.368776 
0.262966 272 0.663281 322 0.686047 372 0.229927 
0.312094 273 0.846847 323 0.217122 373 0.187241 
0.188098 274 0.204681 324 0.228817 374 0.641609 
0.280964 276 0.207026 326 0.627371 376 0.673489 
0.641847 278 0.446616 328 0.718018 376 0.188617 
0.408644 277 0.213849 327 0.192396 377 0.4813169 
0.176987 278 0.168833 328 0.166338 378 0.237186 
0.337230 279 0.137632 329 0.337646 379 0.066348 
0.317281 290 0.219487 330 0.762613 380 0.681268 
0.576760 281 0.431369 331 0.366916 381 0.463741 
0.661203 282 0.363906 332 0.266364 382 0.324963 
0.387706 283 0.422603 333 0.248418 383 0.314267 
0.698740 284 0,434360 334 0.202730 384 0.190236 
0.361760 296 0.483803 336 0.269423 385 0.312006 
0.192918 206 0.668066 336 0.607082 386 0.291810 
0.287269 287 0.346700 387 0.327066 387 0.186007 
0.e86647 288 0.437390 338 0.666847 388 0.383481 
0.272823 289 0.249693 339 0.329684 389 0.443787 
0212638 200 0.168994 340 0.113409 390 0.406664 
0.273493 291 0.293342 341 0.224178 391 0.400642 
0.967729 202 0.113866 342 0.208108 392 0.422760 
0.739771 293 0287798 343 0.361896 393 0.268601 
0.262345 294 0.372844 344 0.283740 394 0.406807 
0.522709 296 0.300564 346 0.403101 396 0.809640 
0.679771 298 0.468273 348 0.186901 396 0.287438 
0.409364 297 0.462496 347 0.163432 397 0.328320 
0.200936 296 0.3161169 348 0.266336 396 0.328763 
0.267938 299 0.536700 349 0.515170 390 0.490918 
0.202784 300 0.916240 360 0.236086 400 0.328289 



MOL" DE viswit3 013-rerloos DE LÁ.ESTAPISTWA MODOLICADA ( ;13') 
CON Los Vac9Pigs O« PE"1"00k09141e.lrroc~cAs.swWw9s- 

vEc=ron (. Á;) VECTOR ' ' 1' XII' Iiic:+-on ( 	otil'.  .VEdrbot U:8)4  
0. 401 039h§44 - 42s1 6.4116193 601 0.3 an di 

402 0.646860 462 0.227670 602 0.460634 662 0.568833 
403 0,441606 453 0.207618 603 0.861489 663 0.339408 
404 0.473202 464 0.143217 604 1.033176 554 0291260 
406 0.638299 466 0.306662 606 0.323163 666 0.479654 
408 0.389207 456 0.202696 606 0.523816 666 0.437596 
407 0,512480 457 0.309616 607 0.228738 667 0.323327 
408 0.476023 458 0.215547 508 0.256388 558 0.374014 
409 0.808792 469 0.626686 609 0.412986 569 0.341938 
410 0.364836 460 0.486636 610 0.370847 660 0.828684 
411 0.308638 481 0.629041 611 0.337070 661 0.626289 
412 0.441278 462 0.249742 612 0.236046 662 0.391763 
413 0.209940 483 0.480934 613 0.420648 683 0.232635 
414 0.207741 484 0.284798 514 0.316168 664 0.483834 
416 0.666432 486 0.166733 615 0.810256 666 0,248663 
416 0.276047 400 0.443909 616 0.169196 666 0.322114 
417 0.187030 487 0.400819 517 0.497496 687 0.328726 
418 0.168300 488 0.699611 618 0262246 668 0.290148 
419 0.163603 469 0.617846 619 0.187483 669 1.114463 
420 currooe 470 0.600399 620 0.448690 670 0.348973 
421 0.536873 471 0.493197 621 0.238292 671 0.324448 
422 0273848 472 0.380479 622 0.877493 672 0.304981 
423 0.168686 473 0.486879 623 0.302986 673 0.194831 
424 0.333713 474 0.496700 624 0.360461 674 0.186065 
426 0.282483 475 0.210876 625 0.176387 676 0.386072 
426 0,177248 476 0.490060 626 0.266620 676 0.107876 
427 0.340783 477 0.2311738 627 0.636111 677 0.140842 
428 0.179801 478 0.384038 628 0.327530 678 0.172973 
429 0.674868 479 0.296380 629 0.199041 679 0.479446 
430 0.244806 480 0.466772 630 0.700847 580 0.162966 
431 0.116307 481 0.395322 631 0.361018 581 0.322972 
432 0.202961 482 0.292268 632 0.668466 582 0.490110 
433 0.268031 483 0.500743 633 0.306332 583 0.271333 
434 0.271932 484 0.163087 634 0.360499 684 0.304826 
435 0.392812 486 0.361643 636 0.198017 685 0.609609 
436 1.129141 486 augeol 5 636 0.106941 586 0.403472 
437 0.236918 487 0.234986 537 0.396729 687 0.196266 
438 0.440043 488 0.200149 638 0.298984 588 0.608482 
439 0.300082 489 0.217281 639 0.188457 689 0.391019 
440 0.660506 490 0.663907 640 0.424871 590 0.335708 
441 0.632400 491 0.363849 641 0.810640 691 0.311966 
442 0.384353 492 0.891522 542 0.437013 592 0.480417 
443 0.171423 493 0.133010 643 0.436013 693 0.386409 
444 0.181572 494 0.478094 644 0.638394 694 0.980464 
445 0.306836 496 0.156458 645 0.187280 696 0.603648 
446 0.411644 496 0.663898 646 0.324683 598 0,416345 
447 0.680823 497 0.232066 647 0.325067 697 0.691228 
448 0.221832 498 0,419666 648 0.462369 698 0.326301 
449 0.281162 499 0.314009 649 0.667967 599 0.303421 
460 0.247981 600 0.283778 650 0.207415 800 0.320716 



7/14001 De VALONES CiNTIEM11/08 DE LA ESTADISTICA ‘400419CADA ( 
N. Las VIPT0948.  CW P0/000.4;10.41 esr0c,áznake SIMULMOS- 

' „ • 4 

1-111-  ) 

VECTO4 ( . X3  ). 'VECM" 
- 

	
......• 

'VECT011 yeciDo
....-- 21 

0.412b90 661 }lames 661 - 	.3766V 701 3 /tí 
602 0.699640 662 0.467242 702 0.218440 752 0.326068 
603 0.261931 663 0.686694 703 0.240842 753 0.934229 
604 0.379039 654 0.604004 704 0.661483 764 0.263658 
606 0.240603 666 0.609179 706 0.807188 766 0.233737 
606 0.250708 668 0.286846 708 0.275438 768 0.232674 
607 0.173972 667 0.274776 707 0.968263 757 0.404196 
608 0.407107 668 0.271191 708 0.468792 758 0.204189 
609 0.227314 069 0.310893 709 0.423683 769 0.306644 
810 0.376433 880 0.362298 710 0.202470 760 1.081974 
811 0.188466 681 0.426636 711 0.228803 761 0.222866 
612 0.286342 662 0.491276 712 0.271667 762 0.227301 
613 0.218677 ee3 0.312019 713 0.744142 783 0.366047 
814 0.963507 864 0.438892 714 0.248198 764 0.440857 
616 0.478867 066 0.507318 716 0.526620 766 0.271246 
616 0.899651 868 0.212112 716 0.391397 766 0.430181 
817 0.209676 667 0.206724 717 0.400780 787 0.629834 
618 0.292921 868 0.519737 718 0.346681 768 0.372201 
619 0.266906 669 0.262338 719 0.291006 789 0.299237 
820 0.700016 670 0.280181 720 0.363686 770 0.405206 
821 0.441160 671 0.448613 '721 0.430669 771 0.719722 
622 0.638296 672 0.397225 722 1.078102 772 0.381993 
823 0.342024 873 0.410909 723 0.470991 773 0.429854 
624 0.216316 674 0.502618 724 0.887660 774 0.298853 
826 0.329595 875 0.214498 725 0.521341 775 0.882299 
626 0.3704160 678 0.256003 728 0.469213 778 0.461973 
627 0.248421 077 0.372403 727 1.110241 777 0.410874 
828 0.364308 078 0.205296 728 0.302196 778 0.247667 
829 0.336879 679 0.174136 729 0.622824 779 0.300787 
630 0.2284813 680 0.807913 730 0.646777 780 0.679642 
631 0166706 681 0.353678 731 0.247969 781 0.271132 
632 0.147782 882 0.241236 732 0.469794 782 0.842618 
633 0287026 883 0.364021 733 0.280634 783 0.488370 
634 0.190990 884 0.230903 734 0.342929 784 0.388778 
835 0.469410 806 0.217317 736 0.492068 796 0.361631 
636 0.429868 808 0.209396 738 0.297788 798 0.4138905 
637 0.249879 087 0.302085 737 0.319066 787 0.213023 
630 0.325684 888 0.220056 738 0.254360 788 0.407913 
639 0.474317 609 0.192817 739 0.366744 789 0.982876 
640 0.126637 690 0.329822 740 0.648422 790 0.383188 
841 0.333330 691 0.494034 741 0.220468 791 0.177016 
842 0.134231 692 0.269398 742 0287141 792 0.371423 
843 0.212109 693 0.308712 743 0.289064 793 0.342404 
644 0.420189 694 0.323214 744 0.363612 794 0.348309 
645 0.102199 696 0.621094 745 0.301269 796 0.177827 
646 0.569415 698 0.266123 746 0.236749 796 0.447821 
647 0.245616 687 0.962857 747 0.385601 797 0.268742 
648 0.606680 69e 0.210493 748 0.620264 798 0.296927 
849 0.230913 899 0.376613 749 0.340797 799 0.300826 
650 0.276360 700 0.373321 750 0.218991 800 0.459101 



?ROLA DE VALORES oplizmitios DE LA ESTADISTICA MORIMCADA ( :A. 1  ) 
CON L91yEcronál D  o 	nvuAropowl lel0~cm: sidúlmos. 

VECTOR t ,  XI ) VECTOR t X'' ) VECTOR t .  1.a ) ,VECTOR ( 	Al  ) 
801 0.~ 1111 07B060 .0 tiim o.~ir 9 0.370/77 
002 0.687622 862 0.471724 902 0.374640 962 0.606648 
803 0.346361 863 1.646923 903 0.101722 963 0.503448 
804 0.626183 854 0.421824 904 0.314632 964 0.276171 
806 0.226804 866 1.226366 906 0.924386 966 0.284264 
806 0.274690 856 0.310366 906 0.373496 958 0.110792 
807 0.687061 867 0.600343 907 0.178683 967 0.143647 
808 0.351558 858 0.356672 908 0.263098 968 0.244395 
809 0.642516 859 0.347450 909 0.270323 969 0.376361 
810 0.744163 860 0.156758 910 0.187791 960 0.479840 
811 0.304776 881 0.696127 911 0.277838 861 0.440749 
812 0.669887 862 0.188110 912 0.682109 962 0.221696 
813 0.189799 863 0.211187 913 0.167027 983 0.318802 
814 0.226761 864 0.740806 914 0.325111 964 0.237448 
816 0.298789 866 0.624876 916 0.213214 966 0.360679 
016 0180826 866 0.376781 916 0.446686 986 0.277611 
817 0.213640 867 0,337791 917 0.153488 967 0.306291 
818 0,316663 888 0.296681 918 0.178238 968 0.316316 
819 0.266849 869 0.280679 919 0.193601 969 0.257320 
820 0.182989 870 1.244810 920 0.456384 970 0.897850 
821 0.889280 871 0.180116 921 0.371969 971 0.608290 
822 0.440812 872 0.386143 922 0.211680 972 0.527246 
823 0.3266118 873 0.311324 923 0.380666 973 0.201228 
824 0.609734 874 0.141446 924 0.306043 974 0.482624 
825 0.400721 876 0.396096 926 0.314982 976 0.403896 
926 0.237498 878 0.202447 928 0.350492 976 0.342540 
827 0.414687 877 0.624933 927 0.167338 977 0.200908 
828 0.498891 878 0.471458 928 0.251878 978 0.263818 
829 0.476168 879 0.348393 929 0.440468 979 0.417776 
830 0.626779 880 0.372868 930 0.687108 980 0.189322 
831 0.291907 881 0.293191 931 0.410407 981 0.229686 
032 0.879720 882 0.626978 932 0.870618 982 0.21.9801 
833 0.416301 883 0.194043 933 0.176186 983 0.403246 
334 0.306288 884 0.348347 934 0.266163 064 0.216977 
836 0.246289 886 0.390756 936 0.638650 985 0.424700 
838 0.287778 888 0.316638 936 0.442748 986 0.244361 
937 0.221189 887 0.363801 937 0.493818 987 0.170831 
838 0.383688 888 0.337606 938 0.170307 988 0.340031 
839 0.219781 889 0.171872 939 0.3074.90 989 0.614990 
840 0.302984 090 0.181089 840 0.302519 990 0.184297 
841 0.376937 891 0.133086 941 0.432284 991 0.460660 
842 0.227169 892 0.180615 942 0.276587 992 0.298739 
843 0.483390 893 0.601276 943 0.213001 993 0.492005 
844 0.218401 894 0.218981 844 0.194094 994 0.314189 
846 0.125130 896 0.644162 946 0.196802 986 0.212381 
848 0.394246 098 0.190429 948 0.286111 996 0.481648 
847 0.216640 897 alome 947 0.188186 997 0.260209 
848 0.348166 898 0.318667 948 0.241448 998 0.496079 
849 0.403670 899 0.666833 949 1.656061 999 0.377874 
860 0.416136 900 0.476401 960 0.449348 1000 0.626361 
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