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INTRODUCCION

Debido 8 que aclusiments en ls Merstura existe poca informacién acerca de prusbas
pare e verificacion del supuesto de nomaelided en las perturbaciones estocésticas del
modeio de regresion lineal , se reaitz6 este trabejo ; 8l cuel proporciona ia informacion que
exisio sobre las prusbas més utizadas y principsimenie da 8 conocer un método senclilo
que syuda a verificer dicho supuesio del modelo de regresidn lneel a distintos niveles de
significancia y con una base tedrica més firme que oiras pruebas ya exisientes. Dicho
mélodo se basa en la Funclén de Distribuclén Emplrica ( FDE ) de los residuos.

En ol primer copiulo se resiize un resumen del modelo de regrasion lineal, en el cusl
se proporciona en primer lugar le definicién del modelo ol que se reflera este trabajo. A
continuacién se efectus una breve descripcion de los elementos tedricos que se considersn
en ol modelo, leles como los supussios en los que 3¢ base, sus estimadores, las
propledades de los estimadores menclonados y los elementos neceserios pars sustentar 8
postertori que el modelo utizado fué ol adecuado pare representer ¢l fendmeno de estudio.

En el copfiuio # se menciona Ia importancia de los residuos en el andtisis de regresion
Y s describen los distinlos lipos de residuos que existen ; asi como tembién los derentes
tipos de obsarvaciones que pueden ocasionar sieraciones en of modelo. Finaimente, se
mancionan sigunos tipos de grificas que sa realtzan pers ansizar ol comporiamiento de los
residuos y de tel manere determinar si el modelo que se esté Utikzando es adecuado.

En el tercer caplulo se menclons en primer luger la imporiencia del supuesto de
normalided en les perturbaciones estocastices dentro del modelo de regresion linesl .
Despuds se prasentan aigunos mélodos que existen pare le verificecion del supuesio enles
mencionsdo ; & cominuacion se rasiiza uns breve explicacién del mélodo de honded de
sjusie en genersl y del papel que desempefian en esta método ia funcidn de distribucién
emplrica y las astadistices basadas en dicha funcién, Al final de asie cepRulo se
proporcions el desarrolo del mélodo de bonded de ajusie para la comprobecién del
supuesto de normalidad en ias periurbaciones estocésticas.



En ol capRulo V se presenten ejemplos exiraidos de ltersture especiaitzade en
regresion lineal para ilustrer s teoria descrila en los capliuios anteriores y principaimente
pera verificar of supuesio de normalided en les perturbacionas estocésticas e través del
método descrito en este trebejo, esl como pars reelzar comparaciones con los ofros
métodos ya existentes mencionedos en ¢l capitulo i,

En ol capRulo V se resikzs une simulacion con perlurbeciones estocésticas que se
distribuyen normsiments cuyo objetivo principal as hacer une comparacién entre los
resullados oblenidos por diche simulacion para le esladistica A, de aste tabajo , v le
distribucion kmite de la estadistica Anderson-Deriing A’ pare la verificacién de normalidad,
con locakzecion y escele desconocidas. Ademés se genera por medio de esa simulacion
una tebia de los valores criticos de la estadistica A*.

Finaimente se presenian las conclusiones oblenidas en este trabajo.
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EL MODELO DE REGRESION LINEAL

I.1 DEFINICION DEL MODELO.

En ol endlisis de regresién se tiene como principal objelivo representer el
comportamiento de un fenémeno por medio de un modelo ( Modelo de regresion ) que
involucre la relacion enire las veriebles que o través de un sndlisls teéiico profundo
parezcan ester asociades e (el fendmeno. El modelo tiene el propdsito de adentrarse en le
relacion de las varisbles elegidas pers explicemnos ol comporiamiento de una de eHas
(efecto) y la identificaremos como variable dependlenie (Y ), an funcién de les olras
( causas ) que serdn identificades como variebles independientes o explicetives ( X)).

Pera ejemplificer se puede mencionsr 1a relacion exisiente enire las variables
consumo ¢ ingreso, ye que of respalderse on la teoria econdmice, se puede suponer que el
consumo o gasio resiizado por una enltided se puede axplicar sproximadamente el conocer
ol comporiamiento da los ingresos de dicha entided. En este caso, la verisble dependiente
serin of consumo resizedo y se debaria expresar funcionalmenie en términos de s varisble

oxphicetiva gue representaria ol ingreso.

Pors trater do explicer ¢! comportamiento de (a varisbie dependiente @ partlr de ias
variables explicativas es necesario contar con una serle de detos (muesira) de las variables
que fusron seleccionadas pars o} andiisis. Los delos oblenidos pueden ser ulizados pera
osteblecer les variables ( o funciones de las mismes ) que deban ser incluidas en e madelo

de regresion y pudisrsn ser squelias que al graficarse individusimente conira ls verisble
dependiente tengan un efacto imporiante ; en ol caso de considerar un modelo de regresién
lineel ol comportamiento da diches variables debe ser knes! sobre la variable dependiente,

A continuacion se puede proponer un modelo de regresion lineei que se espera en
promedio nos describa ia relacién existente entre las variables :

Y =Pr4 P2 X2+ oo P XK+ E e (1),

donde: Y esla veriable dependiente.
Xj sonles varisbles explicativas.  (j=2,3,....k)
B1 es el valor esperado para Y cusndo todas ies variables explicetivas son
igueles a cero.
B sonios coeficientes asoclados a ceda veriable,  (j=2,3,...k)

£ es eitérmino de perturbacién estocéstics.

El modelo queds completo el considersr ios supuestos que se mencionan en la
seccion |.2.



Ei modelo descrito cuente con k-1 variables explicalivas. Ef término de perturbacion
estocdstica puede representar Ia influencia de todas aquellas variabies que no fueron
consideradas en dicho modelo.

La ulilidad de conar con un modelo consisie principaimente en s posibilided de
realzer 1a prediccion del valor de is verisble dependienie a parir de las condiciones
praseniades por les varisbles explicativas y/o en la posibitidad de realear pruebes de
hipttesis en relacién a los valores de los coeficientes ssociados & las varishles explicativas
para poder determiner {a influencls individust de cada una de dstas con respecto a la
varisble dependiente,

I.2 SUPUESTOS DEL MODELO DE REGRESION LINEAL

Los supuestos del modelo de regresidn fineal son las condiclones desesabies & prior
sobre is manera como se generan lento el tdmino de perurbacién estocastica ( € ) asi
como las variables independientas ( X} ), dichos supuestos son indispensables para realizar
ostimaciones con raspecio a la regresion.

Anles de mencionar fos supuestos es imporisnie esiablecer ie notacién pera
repiesentar a las varisbles independientes por medio de la matriz ( X ) y st término de

periurbacion estocéstice por medio del vector ( € ) pers considersr [es n observaciones
de lns variables que se reiacionan on e! modeia de la sigulente manera ;

Xjg Ky oo N g,
X=| *n ¥ ¥a vog=|%,
xu\ xn? xu F‘n
donde : Xj esial-ésima observacitn ds ia j - 4sima varieble explicativa,

con (/=230 y (Jut.2.3 k), slendo(x,)=1V 1

€i eos el término de la perfurbacion estocAstice de la | - ésima
observacion. (7 9°1,2,3,....0)



SUPUESTO 1) INDEPENDENCIA ENTRE PERTURBACIONES
FSTOCASTICAS ¥ VARMBLES EXPUCATIVAS.

Las varisbles explicativas son fijss , o en su defecto, 8l son elesiorias se distribuyen
independientemente dei término de perturbacion estccdstica.

En el caso de que las variables explicalivas sean fjas obviamente ta distribucion de
las perturbaciones estocasticas (£7) no depende de los vaiores fijos de lales variables.

St las veriables explicativas fueran aleatorias ;
Cov (&, Xij ) = E [{ei - Eei)} {Xij - E(Xij)}]
= E{ei Xij - E(ei) Xij - E(Xij) &i + E(ei) E(Xij)}
= E{ei Xij} - E(Xij) E(ei) = E(e)E(Xij) - E(Xij) E(e)) = 0
iI=4L2,.,0 ¥y §=2..K '

donde: Cov representale covarianza enlre ias variables que por hipédtesis son
independientes.

SUPUESTO 2) PERTURBACYON ESPERADA JGUAL A 0.
€l valor esperado de las perturbaciones estocdsticas es igual a cero.

E(ei)=0 , i=1,2, 0, 1t

En nétoc!dn vectoriel
€, E(g,) 0
E(g): 8_2 = E(‘s?) = ? :Q'
e.) \B,)) \0

donde: ¢€y0 son vectores columna, siendo Q el vector nuio.



2

Funcién de regresién: —— E(YG)=p +p1 Xa *E(6i)=0
Supuesto 2 : La medla de las periurbaciones estocasticas es cero.

SUPURSTO 3) HOMQSCEDUSTICYMD,
La varisnza de las pariurbaciones estocasticas es constante (o 7).

Var(ei) =E(&®)-E}(e)=E(&®) =0’ i=1,2,....n

GRAFICA 2 (HOMOSCEDASTICIDAD )

POY/%g)
P
i
'/ ‘/' 'I.
/_/ . / /"‘
7
Vet s [ ’
/' ./. ‘/
vl L L ) Xl
Funclén de regresion E(Y/X2)= 1+ PaXa

Supuesto 3 : igus! varianza para cads valor de |e variabie explicativa X2.



Sl este supuesto no se cumpliera lendriamos que la varianza de las pertubaclonas
estocésticas no es constante ( a,” ).

Var{ei)=E(&?)-EXe)=EE&*=a' i=1,2..n

GRAFICA 3 (HETEROSCEDASTICIDAD)

£v/x)
1\
/' l‘ I,'
/ ,/' /
; 2
7 ’
e A y
i/ 7/ '
14 1‘ I' \
? X,
Funcion de regresion : E(YX) =+ P2 X2

Violackén ol supuesto 3 : Distinte varianzs pers cade valor de la variable explicetive .
En este caso ia varianza decrace con fos valores de X2.

Es importante mencionar que las gréficas 1, 2y 3 taman como referencia &l modelo de
regresion linesl con une sols verisble explicetiva ( X2).

SUPUESTO 4) DNOEPEROENCA ENTRE 1AS PERTURBACIORES ESTOCASTICAS.

Las perturbaciones estocdsticas no presentan dependancis algune entre sl.

Cov (&, &) =E [{si - EE)} {€ - E€)}]
= E{ei ¢ - E(ei) ¢ - E(gj) €i + E(ei) E(e)} = Efeig} =0

siendo |, | dos Indices distinos y COV represents la covarisnza entra las varisbles.



Representacidn matricial de los supuestos 3y 4.

g () 8, - ee,
E(og )=E|% |5, 5, - 5,) = E| 581 () 1 ot
(e
E(e‘i) E(eg,) - E(eg,) 52 0 - 0
e B | L0 0o

Bo.6,) E(6,5,) ~ E(5.)

donde : £ es el vector columna que represents a les perturbaciones estocésticas.
€ es ol vector fila qua representa o las perturbaciones eslocisticas .
o’ o5 la varianza desconocida de cade perturbacion estocastice.
I, esls matrizidenlidad de (nxn).

GRAFICA 4 (INDEPENDENCIA)
€;
1\

- 8,
Supuesto 4 : Dado un velor de cads una de les verables explicetivas, las

perturbaciones estocéslicas de dos observaciones distillas cualesquiera de Y no
guardan entre si reiacién alguna.



SUPUESTO &) LA MATRYZ X ES DE RANGO COMPLETD.

Las columnas de la mairiz X son linealmente independientes , por lo que el rango de
la metriz X es iguat o k.

SUPUESTO 6) MORNALIDAD EN LAS PERTURBACYRES ESTOCASTICAS .

Las perturbeclones estocésticas poseen una distribucion normal . Su media y varianza
hen sido descritas en fos supuestos 2 y 3 respaciivamente , es declr , E(6¢) =0 y
VAR(E4)=a?,

g,~N(0,0?)
En notecion vectoriel :

E~N(,c'l,)

SUPUESTO 7) ESPECWICACYOR ADECUADS B3, HODRLO .

El modelo de regresion este correctamente espacificado , es declr , no existe ningin
$e5g0 en su rapresentecion, en cuanto a lo sigulente:

A) Les verisbles explicatives utilizades para representar el modelo son correclesy
suficientes.
B) Los parémetros Pj uliizados para representar el modelo, son consiantas.

C) Elvalor esperado de Y as lineal en tos parémetros ( 3 ).

A parir de dichos supuesios se estiman los parémeiros ( P3j ). La eslimecion de
dichos parémetros por ¢t mélodo de Méxima verosimiitud coinclde con aquel en el que se
minimizs ls suma de cuadrados de los errores en el sjusie.



1.3 ESTIMADORES DEL MODELO DE REGRESION LINKAL

A confar con ¢! modeio de regresidn linesl se busca estimar los pardmelros
desconacidos oue fo componen de {el maners que les desviaciones entre dichos pardmetros
¥y su estimacién sean minimes en sigun sentido.

EI método de minimos cuadrados ordinerios, obliene los mejores eslimadores linesles
insesgados pera los pardmeiros baséndose en los supuesios enles menciohados
(@ excepcion del supuesto 6 ) y utilizando los delos de las variables del modelo. Este mitodo
( on presencia del supuesto 8 ) coincids con &l de méxima verosimiitud , obleniéndose (s
esiimacion del modelo de regresién Knesl por medio de Is siguiente funcién :

A A A
=B+ Byxptee By Xy (2),
donde :  §, es el asiimador pars le ;-ésime observacion (i=1,2,...,.n)dela
varigble depandiente del modelo.
X,; son los veiores do les verisbies explicelivas ()= 2,3, ...... k) , pare
le i-ésime cbservacion .

/3, e8 ol astimador de la ordenade al origen del modelo.

,Zij son los estimadores de los pardmelros { " pesos * de cads varisble )
(1223, ...K).

Los estimadores oblenidos por minimos cuadrados ordinerios y que se representan
madiante olwdor(é)son:




donde :

lx,..x, R 7
x .“x —
X'—'—' f :”.. g ’ X" '}? )
1x,..x, ),

X contiene la informacién de las variebles expiicativas.

X' o3 la iranspueste de la matriz (X ).

Y es el vecior columne que contiene Is informacién de e variable
dependiente.

Al conter con e estimacién de la variable dependiente para ceda observacién, se
colcule ol | - ésimo residuo ( ¢, ) de la siguiente manera :

e=y-9,

donde : ¢; es ol estimador de la |- ésima perturbacién estocéstica (&, ) .

Pera reprasenier las varianzas y covarianzas de los coeficienles estimados se utiiza
le siguienta metriz :

Vﬂ!ﬁ,) Cov ()’31.9;82) .. Cov @n@u)
VCov (é )= Cov (ezgﬁ1) V" :(ﬂ’)) ;‘ Cov (p;Z’ﬂh)

Cov (l:guﬁa) Cov (l-éunbz) o Var .(Bu)

= a?(XQX)-i ,

donde ;0 es la varianza constante y desconocida de las perfurbaciones estocasticas
de acuerdo con el supuesto 3.



La varisnze a'que necesitamos para obiener la matriz de varienzas y coverianzas es
desconacide por lo cual se utiiiza un estimador insesgado ( Erz ) para estimar dicha matriz :

21 €8
o=

n-k '
donde : € es el vector columns de residuos.

€' o8 el vector irsnspuesto de € .
n es ol nUmero de observacionas.
K -1 a3 of nimero de variables explicelivas utilizadas para representer

ol modelo. ( Ya que se adiciona una verisble X1 =1 , pera representar
la ordenada al origen del modalo ) .

1.4 PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES

€! estimador de B' = ( 1 .p2 ..., Px ) que se obtiene por el métode de minimos
cuadrados ordinarios ( /:? ) tiene propiedades muy importanies que se mencionsh @
continuacion .

t) Ceda componente de é es una combinecién lineal de los componentes del
vector Y respectivamente,

2) Cade componente de ? &3 un sstimador insesgado del verdadero valor dele
coiespondiente componente de [3 , es decir ,

E(BI):'BJ Jo42, -,k



En notacion vectorial;

E[B)=E[(x'x)'x'k]=E[(X'X)"' X" (XB+ £)]
=E[(x'x)"'x'x8] + E[(x'X)"x €]
=E[B]+ (X' X)'X'E[£]=8

3) Los componentes deo [:7 son los estimadoses de varisnze minima y (ss verianzas y

covarisnzas de [:7 s estiman ol estimar {8 mairiz de varianze-covarienzs por medio
de la siguiente expresidn;

o (B ) = #*(X' X"

Por otra parte ¢) estimador & de la verianza constante pero desconocids o de las
pariurbaciones astocdsticas, es un estimador insesgado, es decir,

E(6d?)=0a?
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Demastraciéa .

o) -t ee)

e'e=(Y - XK~ XB)
=(£-x(x'x)" x ¥ MK - X(X' X)" x'K)
= (1, - X(x'Xx)" X1, - XX X)Xy
=y(I,- X(X'X)"' X"}t
=(Xp+eNI, - X(X'X)" X'} XB+g)
= §'(I. - X(X'X) X')B que e un exalar
> g(1,- X xy' x)e=ele(1, - X(X' X" X')e}
¥y :r{g'(ln - X(X'XY ‘X')g} {(1, X(X'X)"'X"ee')
Como la trata y la esperanss 3on operadores Rneales | por bo Lanko :
E[er{(1, - x(xx)" x")ee')] = er{E[(1, - X(x* )" X)es ]}
=er{(1, - X(X*X)" X")E[ee']}
=er{(1, - X(x* X)"'X)0? 1)

R E[a']=—-—-—k—)tr{(1 - X(X' X)X 1,]

-(" ({1} - o[ x(x'X)" X))
-(u—k)
=(naik)
E[ 6']=0?

~(er{1,)- {3 x(x x)"})

n}""{lx})-':




El estimador /_9 tiene la propledad de ser el mejor estimador linea! insesgado de [] .
bemasiracile .
@ =[(X'X)"X']x , porocual @ e una funcidn Mrealde Y

J como sx demomrd anseriormenie p_ e un eximador insesgado |, por bo
fanso , @mmahcmamlumm:hugm .

Sea § cuakquler miembeo de la clase de estimadores tineales ¢ insesgados

> i puedeser exrito como : ﬂ=[(X'X)"X' + C]If

= B eselmejor cxmador tneal nsemgado de P & [VCov(f) - VCov(§)]

aunamlzm“dhﬂa;mﬂm V{ persenecientea la clase .

Ef=E(X' X)X + C)]=H(X"X)"'x" + €)(Xp+ 8]
=Efp] + (CX)E[p] + (X'X) X'EIE] + CE[¢g]
=p+ CXQ

y como {§ pertenece a ka famifia de extbmadores Bneakes ¢ insesgados

> CXp=0 VP = CX=0

@-p)={exyx + e} 5 @-p=[ex)xly)

= voav(§) = E{(B- )(E - ] = f{(Cx X" xo+ e (0 x)" x4 )]
=((exy"x* + €) Eles 1( X(xx" + €)
:0':(X'4) + 0! CC'



y veor(g)= £ - 8- )= Ef{(0e 0" x)ef{(0x 07 x)el ]
{00 )" %) Efee] (x(X* X))
=g (X'X)"

= [VCov(@) —VCov@)]= a!CC’

0! auna consanke dewonockds mayor que ooy CC' e una marriy
semidgfinida posithva

> [VCDV(E) - VCov(ﬂ)] & na matrig semidgnkda posttva

@ a ¢l mejor emimador lineal ¢ insergado de [} .

I.§ ELEMENTOS PARA SUSTENTAR A POSTERIORI EL. MODELO

Los elementos que sa utiizan principaimente pars susieniar e posterior &l modelo son
ol cosficiente de determinacién R ° y les pruebas de hipStesls acerce de la signficencla
plobal de e regresion y del verdadero valor de los pardmetros ( B ).

€l cosficienta de determinecion R * a3 un eiemento utizado pars la * cantidad * de
sjuste de la funcidn de regresion y determine la proporcién de veriabliided lotel en le
verieble depandienle que o8 axpliicada por les varisbles explicatives. E| coeficiente de
determinacion tiens como limile Inferior ¢f velor de cero que indice que o comportamiento
de la varisble dependiente no os explicads an sbsoiuto por ias veriables explicalivas y como
limte superior el velor de wno que indiceria que &l comportamisntc de la veriable
dependiente es toleimente explicado por las variables oxplicativas.,



Rz%ﬁ?{ﬁ:::; 0sRP<1,

donde : SCR es la suma de cuadrados debida a la regresion y representa a le sums
totel de cuadrados que o3 explicada por fa regresion

SCT es fa suma lolsi de cusdrados y es e medida de variacion en ia variable
dependiente con respecio a su media .

N celculer la diferencia enire la suma {otel de cusdrados ( SCT ) y la sums de
cuadrados debida a le regresion ( SCR ) se obliene ls suma de cuadrados que no es

explicade por la regrasién (SCE ) :

SCT -SCR=(Y'Y ~nY?) (0L ~n¥?)=y'Y- L'}
=r't-(xB(xp)
=1'¥ -2AXxB(xB)+(xB)(XB)
=P'Y-28X'X(X'X)'X'Y+BX'XP

Al faclorizar se obtiene:

SCE = SCT - SCR =(Y - XB)(Y - Xp)=¢'e

SCE =¢'¢

donde: SCE se conoce cominmente como suma de cuadrados del emor o suma
de cuadrados de rasiduos.

Sin embargo, el coeficienta de determinacidn R * muestra clerts deficiencia ol ser
uilzado pere comprober s bonded de ejuste de modelos eMemativos. Le deficiencis
consista en que i incrementer las varisbies explicativas en un modeio of coeficiente de
determinacidn nunce decrece; of conirerio siempra sumenta,



Pare la problemética sefislada anteriormente es necesario utilizar un coeficiente de

determinacién stemativo conocido como R ? ajustado ( R? ), Yo que el coeficiente se
ajusia por los grados de lbertad asociados con {as sumes de cusdrados en Ia siguiente

ecuacion:
Ri-yp.|-fe [ (k) }
Py -af *[n-1)
que os equiveiente a,
B - ("'1) Y X
R’ = 1-[(”_”(1 R )}

ANussr R? se alimine la deficiencla preseniede por R? , ya que ol efladlr

varisbles expliceiivas en of modeio el cosficients de determinacidn R ? produce una
reduccién en ol témino ( 1- R? ) que se compensa con el incremenio que genera el
témino (n-1)/(n-k).

Recordendo ol supuesto 6 que indica que las perturbaciones estocésticas se
distribuyen normaimente con media cero y varianza constante ( o~ ), {enemos en nolacién
veclorial |

e~ N(0,0°l)

Con base en dicho supuesto, se puade sfirmar que ©

g~ N, (X'X)")



Demarlracida
B=(X'X)'X'F=(X'X)'X"(XB+¢)
=f+ (X'X)'X'g

-

La funddn generadora de momentos de B
- VA tlos (xxy' x5
My0=E[e?]=Ee 4]
= E[ ell ot xx)' X' ]: P E[ el ]
dmde : U= (X'X)'X"

= My0)= et M i)

cme £~N(@, a*1,) = Mf)=e" (o)1

por lotanto Mé(‘)= el’é e—‘;l'(ﬂ’l.) L

_ Ly x (oon) xxrxy'e

D My0= ettt ot (XX
que e la funddn gemeradora de momentos de una
disiribucion normal con media By marrlg devarianga

y covarlanga ot (x'x)7".

B~N(g o (xx)")



En ls préctice como se desconoce ol velor de a', s6 eslima por medio de b" y se
pueds oblener un valor ( £ ) para cade componente del vector ( f3 ) que se define de (a
siguiente maners ;

_ B4

" e

Porlo tanto la ¢ se puede utiiizer pers evaluar ls hipotesis acercs del verdadero
velor de P & un nivel de significencls o ; slendo dicho nivel la probebllided de rachazar is
hiptiasie dedo que as verdeders.

Por otra parte si consideramos como hipdlesis nule ( Pz =By = ... = Bc=0), que
Indica que no existe ninguna relecion enire les supuesies veriables expiicatives y Is verieble
dependients, se puade oblener of velor F que se define de la siguients menere

SCRI(k-1) _
SCE/(n-k) ((k-1), (w-h)]

donde: SCR o3 la sume de cuadrados debide # le 1agresion.
SCE e la suma de cuadrados del error.

Por lo lento, por medio de la disiribucion F se puede resiizer Is pruebae de significancla
plobai de la regresién como un slemento pera susterder & posteriori &l modeio,
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CAPITULO 1I



RESIDUOS DEL MODELO DE
REGRESION LINEAL

I1. 1 EL RESIDUO COMO UTENSILIO PARA VERIFICAR SUPUESTOS
DEL MODELO.

En ¢l capRulo anterior se define ol modelo de regresién lineal y se proporciona una
estimacién de sus pardémetros, buscendo que la diferencia enire las observaciones Y y su
estimacién ( modelo 7, ) sea minime. Tel diferancia se express por medio dei vector de

residuos (¢), que se define cumo ol veclor cuyos elementos estén formados por s
diferencia entre las ocbservaciones de Ia variable dependiente y su estimacion,

e"=y"""y" ‘=1,2.-0-"' I

por consiguiente

donde :

Es importante realizer un andiisis profundo de los elementos que constituyen el veclor
de residuos ya que se utiicen pars detectar si existen violaclones en los supuestos del
modaio da regresion iinest ulikzando principsimente gréficas. Las violaciones que se pueden
detecter por medio de los rasiduos son las siguientes ;

1. Existencle de observaciones discrepanies “outilers® en los datos.

2. Varianza no constante de les periurbaciones estocésticas .

3. Presencle de autocorrelacion entre los elementos del vector de perfurbacién es-
tocéstica.
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4. Dependencia enire las observaciones de las variables explicetivas y los elemen-
fos del vecior de perturbacion estocéstice.

5. El vector de perturbacion estocésiice no sigue una distribucion normal.
6. Lo especiicacion det modelo no es le adecuade :
0 ) Le forma funcional de les verisbles explicelives incluldas en el modelo no
ot o adecusde.

b ) Lot variables explicalives incluidas en ¢i modelo de ragresion lineal no son
suficientes.

11.2 TIPOS DE RESIDUOS.

1.2.1 RESIDUOS ORDINARIOS.

El vactor de residucs definido an i seccién anterior es el vector de residuos
ordinarios cuyos elamenios se celculsn como i diferencia de las observaclones de ls
varisbie dependiants y su astimecién.

£=Z”£.

|,

=X

-

Sustiuyendo o) velor dei vector { §) se tiene :

F=X(x'x)'xy

Por lo tento;

e=F-X(X'X)'x'y
=(1,-X(X X' X"y

1



Por consiguiente :

¢e=(I -HY (3)

Denolendo s la metriz H como

H=XX'X)'x',

donde :
5
X= .&' 6, X=[§1, ) ch"'fﬂl
X'
y

X' o3 ol vactor fila que conliene la I-ésima observacion de las
varisbies axplicalives.

¢ esel vector columna que contiene los velores de la j-ésima
verisble axpiicetive.

Detalforma, X o3 la melriz compuesta por fos veclores x,' o ¢;.

La metriz H{ es conocide como le mairiz sombrero ( * Hal - matrix * ) ya que H

splicade o Y nos de 2. ey decir, ® le pone el sombrero *. Este malriz tiene las
caracteristices siguiantes ;

) Es siméirica, os deck , H=H
b)Esidempotente, es deckk,  H = H?
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Por olro lado la metriz (1, — H) hereds lus ceracteristicas de ls meiriz sombrero.
Estas matrices son iransformaciones lineses que proyectsn ortogonaimente cuelquier
vacior en un aspacio finesl; H en of espacio generado por les columnas de ls matriz

Xy la mairz (1, - H) en el complemento ortogans.

Pora ol andlisis de residuos es Importente conocer s rejacidn que existe entre el
veclor de parturbacién estochstico (£) y su estimador (€}, ia cual se muesirs partiendo de

s ecuacidn (3 ).
¢e=(,-HY

Susttuyendo o vector (Y ) se tiene ;

e=(l, ~HXXB +5)
(X8 +e- HX B - He)

(X8 +e- X(X'X)' X' X8 - X(X'X)"' X'¢)
XB+e-XB-X(X'X)'X'g)
L-X(X'X)"'X')g

L]

f

(
=(

Por lo felo ;

¢e=(I,-Hk (4)

Por medio de la acuacién (4 ) se puade observer que le relactdn entre el vector de
perfurbacion estocsstica y su esiimador depende asentisimente de ios elemenios de ls
matriz i , es deck :

6= g "E,hu &
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Considerando la relacion anterior podemos determiner que si los elementos de la
malriz sombrero ( H ) son lo suficlentemente pequenos sl veclor estimador compuesto por
los residuos ordinarios, sive como sustiluto del vector de perturbecién estocdsiice | en otro
caso, dicho estimador pusde ser limtado como represeniania del vector de perturbacion
estocéstica .

Tomendo en cuenta le relacion sefialada en la ecuacién ( 4 ) y los supuestos det
modelo de regresién linesl referentes a las periurbaciones estocdsticas podemos deckr que
el vecior de residuos se distribuye normeiments con fos pardmetros sigulentes :

Ee)=Q » Var(e)=0l,-H) ,

de tel forma :
e~ N, o¥1,-H))
Demerlraciéa .
s &~ N(@Q,d'l) > M(l)=eith
e=(I,-H)¢

= M= B[ et |= ] e
=E[ el'f )= M (I)

domde : [' = ['(I.—H)

= M[f) = eift-menyn-m
= g i (M- M

> M ‘(l) ¢s/a fundén generadora de momentos

de una distribucidn nermal con media gy
matrig devarinzay covarlangs o*(1, - H).

e~ N(Q, o(1,-H))
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Por o {anto .
¢~ N©O, 02 (1-4,)) ,

donde ;
bee=x(X'X) 5,

X, o3 ef vactor cofumne que confiene I I-ésima cbservacin de ias
varisbles exphcativas.

E! objetivo de! astudio de los residuos es examinar pera determiner cualquier
suposicién incorrects concemienie & ks supuestos distribucionales del veclor de
perturbacidn astochstice a partic de un endlisls restizedo con su estimador ( vector de
residuos ).

Debido & que la relacitn entre el vactor de perturbecion estocastico y su estimador no
¢s peifects en el senlido de iguaided, les eReracicnes ol modelo pars el vector de
parturbacién estocéstico genersimente no son irensmitidas ersimente e su estimador.

Es imporfente hacer nofer que ef vecior de residuos se uilize pars verficar uno por
uno los supuestos del modelo, ya que s! fusran wverios los supuestos que fallan
simulténeaments, serla resimente complicado detecter las skeraciones ocasionadas al
modeio.

H.2.2 RESIDUOS ESTANDARIZADOS

Los residuos eslendarizados son utizedos en tdcnicas de verificecion de aigunos
supuesios del modelo de regresion Sneal, principsimenie pare resizer grifices con of
propésiko de delacier obsarvacionas discrapantas * Outtiers * y gréficas sobre pspel norma!,
femas que serén sbordados en secciones posteriores,

Estos residuos se definen de la sigulents manera ;

[ ]
W, =24 {5)
a
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Tomando en cuenta la relacion sefialada en la ecuscldn ( 4 ) y los supuestos del
modelo de regresion lineal referentes a las perturbaciones estocésticas podemos decir que
los residuos estandarizados se distribuyen aproximedsmente de la siguiente menera :

w,~N(0 ’ (1"hu))

La Idea de utiizar estos residuos se basa principeimente en que si se cumple el
supuesto de normalidad en las perturbaciones estocésticas y los vafores (K,) son
pequefos, se asocle a los residuos estandarizados con una distribuclén normal con media
cero y vartanze sproimadamente uniaria .

I1.2.3 RESIDUOS ESTUDENTIZADOS

Los reslduos ordinarios se presenlan en unidades del problema original ( unidades de
les observaciones ) tal como se puede observer en la ecuacién ( 4 ), su distibucién
depends de o® ( parémetro desconocido ) y de los elementos de H ( conocidos ), por fal
razon los resullados oblenidos del andlisis de estos residuos no se encueniran en una
ascela Kbre de parémetros desconocidos. Por olra parte cada rasiduo ordinario tiene une
verienzs que en generel es diferente a la de los demds residuos .

Por esia razén se busca la menera de expresar a los residuos de tai forma que su
distribucién (en presencla del supuesio 6 ) no dependa de ninglin parémetro desconocido,
dicho de ofre forma , Que su escela ses Unica y que fodos los componentes del vector de
residuos tengen los mismos primeros dos momentos.

Los residuos estudentzados ( Cook and Welsberg ( 1982 , capltulo 2 ) ) son el
rasultedo de heber dividido of rasiduo ordinario (cuya distribucion depande de determinados
parématros desconocidos y de los elementos de la diegonal A ) por estimadores de los
parémetros desconocidos, de 1el menere que el coclenta tenga una distribucion libre de
dichos parémetros y todos los residucs tengan los mismos primaros dos momentos. De esta
forma los residuos estudentizados cumplen con lo sugerido en el parrefo anterior .
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Exisien dos lipos de residucs esiudeniizados, los residuos estudeniizados intemos
(1) ylos residuos estudenitzedos extemos ( 4 ).

8 ) ESTUDENTIZACION INTERNA

€s equelle on que la extadistics y ol estimador, en ente ceso, (¢) y ()
rodpactivements son dependienies y 58 celculen e partir de los mismos dalos. Evtos
residucs 54 definen de la siguisnie meners .

"='1_“L“‘ (»1,5,..8
oyi-ky

donde : 7, = Residuo estudentizado intemo.
4 » Residuo ordinerio.

~
ot = Cusdredo medio del error, iembién referido como cusdrado
medio de los residucs.

Be pusde observer que e estimador de la desviaciin esténder (o) y los residuos

ordinerios (#;) no son variebles alestores indepandientes ya que of primer témino ¢
colculs utiizando los residuos ordinarios, por fo cual se dice que (7)) no sigue una

distribucion t de Student,

4 b ) ESTUDENTIZACION EXTERNA

! Los residuos estudantizados exemos requieren un estimedor de (o?) que sea
independiente de los residuos ordinsros , buscendo de este forma que los reslduos
estudentizados sxdemos lengen une distbucion | de Student.
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Bajo ol supuesto de nomalided de ks erores, definamos a (%) como ol cuadrado
madio de 108 residuos sin ¢i k4simo caso, #s decir ; originaimante

y1= L€
bl= S5 (6,
por lo tento :
£e?
o gl=k_ = Le=5(n-k)
‘ n—-Kk bt
Por consiguiente
‘2
i (n-k)- S &’(n—k -—_-—-*—-—)
IO = Wl Nl )
“ n-k-1 n-k-1 ’
de tal forma

Los residuos estudentizados extiemos se definen como :

t,::——%zm = 843,...0 ,
o, -k

donde : § = Residuo estudeniizedo extemo.
¢ = Residuo ordinanio.

(21?,,) = Cuadredo medio de los residuos exceptuando el -4simo caso,
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En esle caso la ostadistica y of estimador, (¢) y ('c(‘)) respectivamenie son
independientes , por lo cusl podemos decir que los residusies estudenizados extemos
(4 ) ve distribuyen como una | de Student con ( n-k-1) grados de kberted.

Eslos residuos estudentizados exemos se relacionsn con los residuos
esiudeniizados intemos ( 7 ) de la siguiente maners ;

. e - e,
‘ &(3)1/1""11 &J”"k‘ﬂzm
n-k-1

¢, _ Nm-k-l .y

= l L =
n-k-rt ay1-k, Jn-k-r
n-k-1

y por fo tanto :

"2 =r 2 (nﬂ——kk_—’j? )

§1 s observe Ia ecuacion anterior se puede sfirmer que ( 4! )es una transformacién

monodiona de { 7! ) . Es importante sefaler que (os (4 ) no son independientes entre s! ,
pero sl idénticamente distribuidos .
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I1.2.4 RESIDUOS PREDICTIVOS
Para oblener los residuas ordinarios y los residuos estudentizados se utikza el vector
estimedo (é) que se calcula considersndo lodas las observaciones.

Con ol propdsiio de conirasiar dos cantidades independisntes se utiizen los residuos
prediciivos, pars los cusies se ulikza el vector estimado (3, ) que se celcula gin considerer

le i-¢sima observacion de las veriables,

{08 residuos predictivos ( Cook and Weisberg { 1982 , capliulo 2 ) ) se definen de is
sigulente meners .
’:(:)=Y:"P:u) b= Li,m o,
donde :
€ ) oS ol k-dsimo residuo ordineric que se calcule sin utilzar ls -ésime
observacién de las variables por medio del vector estimedo (8 ).
¥, eslalésima observacion de la varisble dependiente .

a4

¥ ) o5 ls entimecién de la -ésima observacion que se celcula sin
utiizer dicha obsarvacién de les varieblas por medio del veclor

ostimado (3 ) .
Se puede mosirer que el vaior de l‘i (i) s puede caicular on téminos de (g) :

~ - sy )!
Yoy=%"By=%' XX e '
i I-h,
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x,' as ¢l vector e que contiene le ésime observacion de las varisbles
axplicatives.
ém as ol estimedor de S cakculado sin utiizar e |4sima observacion
de las verisbles axpiicativas.

Los residuos predictivos se pusden calculer en lérminos de los residuos ordinarios de
acuerdo con la relecion siguiente

¢

e,y = —dee 7
) <k, (7

De il relacidn y bajo el supuesio de normalidad en les perturbaciones eslocdsticas,
podemos dackr que el I-dsimo residuo predictivo se distribuye de la siguiente menera

0.2
"“’"N(°’ 1-;.,,)

Es importanie sefalar que e! -ésimo residuo predictivo multiplicado por -8, ¥
dhvidido por la ralz cuadrade del cuadrado medio de los residuos exceptuendo el i-ésimo
caso coincide con el késimo residuo estudeniizado exderno ta! como se muesira a
continuacion :

1=y _e1-h -k,

6'“) 6'(1)\/1 ~h i

- en(1-h,) - ¢ -
&(1)\/1"’11 a'u)\/Chu

4
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Otra forma de escribir ¢! ésimo residuo estudentizado extemo en téminos del
kdsimo residuo predictivo es le siguiente

-1
by =% (x'(t)x(n) &

X o) esiemeliz X sin considersr et ésimo vector file.

La forma etemativa para calculer e Hésimo residiuo estudentizado extemo se
desprende de le siguiente reiacién

1

-k, 1y By

De ia ecuacion ( 7 ) se observa que cuando los elementos (a;;) son pequefios la
diferencie entre los residuos predictives y los residuos ordinerios es minima, sin embargo, si
los elementoa (a,,) son grandes, existe une gren diferencia entre los residuos ordinerios y

los residuos predictivos. S! los elementos (&, 3on grandes puede resultar muy distinto
verficer los supuestos con los residuos predictivos en lugar de utilzar los residuos
ordinerios.

1.2.5 RESIDUOS RAO-BLACKWELL

El residuo que aqui se denomina Rao-Biackwell ( O'Reilly and Quesenberry (1973,
seccion 4) ) proviene dei procedimiento que se describe @ continuacién :

1. Estimer insesgadamenle ls funcién de distribucién nomal esiandarizada de la
variable dependiente.
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Bsjo el supuesto de normelided en las perturbaciones estochsticas la variable
dependisnie también se distribuye normal , es deck,

g,~N(@0,0") = Y,~Nx'B,o?)
Demartraciéa.
l,|=§l'é+8|

= M, (¢)=E[e"]= E[,«..'gu,)]
== Elen]= et M (1)

como £~NO, o’) = M,l(t)=e’4“’
‘ J mionces M,l(t)':e""ﬁ""’ que €3 ka fncion

generadora de momenios de una distribucidn normal
i conmedia X,'B yvarianw o,

o Y‘NN( &l'@y 0':)

Entonces ;

— ,'
7= “EL Ny

De esta manera la funcién de distribucion de Z) evaluada enzes :

i F(z; '8, %)= @ (—’-"-———:—‘1—3]
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Siendo :

i) Je- fl'e
o Le funcidn de distribucion N(0,1) eveluada en 2.

El estimador insesgedo de varisnzs minime de is funcién de distribucion anterior
resulte ser

(n-k-1%(y, “'-!l'é)
V-, )Xn-K)a? - (y,~x,'B)

Fz; x,'8, 09)=G

+

( Ver Ghurye and O¥in (1969 , pégine 1268 ))

donde ls funclén G es le funcion de distribucion t de Student con ( n-k-1) grados de
libertad y ¢! residuo Raeo-Blackwell (5;) es precisamente el argumento de G pero

sustituyendo el valor y; por la varieble aleatoris ¥;.

N U (¥,-x.3)
L - Xa-k)5 (¥, - x,B)

2. Sl se Iransforma una varisble elestoria con su propla funcién de distribucién
(conlinua) se sabe que la comespondiente varisble sleatorie Iransformada sigue una
distribucion uniforma en ! intervalo (0,1). Ahora blen, si se trensforms s una varisble
slestoria con su funcién de distribucion estimadore Reo-Blackwell y ésta es continua,
entonces la variable alestoria transformada sigue una distribucién uniforme en el intervalo
(0.1) que se denola por U(0,1).

35



Por lo snteror G(s;) sigue una distribucién U(0,1) y es obvio que &, llene como

distribucion a G ; es decir, s, se distribuye como una { de Student con { n-k-1 ) grados de
libertad,

Es importante mostrar que el residuo Reo-Blackwel coincide con el residuo
estudeniizado extemo (7, ), para fo cual se reslizs ¢! desamolio siguiente :

(m-k- (¥, -x8)
J(1 b, Xn-R)o? Y- 5B

(m-k-V'[¥,- 58]

J(1—Il“){(n—k)az 1LALT) J

(1- k)
= -
\/(1 - ‘(()P(:;f:i:; G;:L.:).:J
= <
[("-kw .
— (11) bl Twy

\/—(a—\/“ k) (m/(1 k) B

36



Considersndo todos ios residuos que se snalizaron en este capliulo y la relacitn
existenfe enire efios, se puede sefialer que ef residuo de Rao-BiackweN que coincide con e
residuo estudeniizado axtemo es el que dede ser ulikzado pare realzar un sndlisis eficiante
con respecto e la verificacidn de los supuesios del modelo de regresidn lineal y
particularmante on el supuesto de normelided en les pertrbaciones esiocésticas ; que es ¢)
fems centrel de asle frabajo. Lo enterior por Iss propiededes distribucionales ya
mancionadas y pot (e bese tedrice que o susients.

II.3 PUNTOS DISCREPANTES * OUTLIERS " , PALANCA E
INFLUYENTES.

Al considerer las observaciones de las variebles que son utiizadas en un modelo de
regresion linesl, o8 imporiante mencionar que pueden exislir algunas de elas gue ocasionen
severes elteraciones o modelo. Teles observaciones pueden ser de lres fipos y
cominmernte $6 CONOCEN COMO ;

1. Puntos discrepantes "outllers*.
2. Puntos palence.
3. Punios influyenies.

f1.3.1 PUNTOS DISCREPANTES " OUTLIERS "

Los puntos discrepentes "outiers®, son aquelias observaciones cuyos residuos salen
de un rango de conflanze previemente definido.

Estas observaciones discrapantes se dejecian usuaimente sl greficer fos residuos
L, , §, 0 w, conira cuniquiera de las variables expiicalivas o conlra la estimacién de ia
varighie dependiente.

Al rsaiizar In gréfica los puntos discrepantes serén squeilss observaciones que
ebandonen is banda de conflanza predeterminada airededor del cero.
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Para determinar los residuos que se deben utiizar pare realizar ias gréficas se puede
considerar la relacién que existe entre los residuos estudentizados intemos y ios residuos

ostonderizedos

Dado que K, es mayor que cero, se puede ver que e| valor absaluto del residuo
esiudentizedo inlemno ¢s mayor que ei velor absolulo del residuc estenderizado, por lo que
7; refleja mejor les desviaciones que w,.

A considerar la relacion que existe enire los residuos estudentizados extenos y los
residuos estudentizados intemos tenemos que

4L =n

por lo que pera un residuo estudentizade inflemo tal que | 5 |> 1, se tlens que el valor

absoluto del rasiduo estudentizado extemo es mayor que el valor absciuto del residuo
estudentizedo intemo. Por lo lanto se pueda ver que los residuos estudentizados extemos
refiejan més draméticamente grendes desviaciones que los residuos estudentizados
infemnos.
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Bejo el supuesto de normalidad en las perlurbaciones estocsticas se puede decir
que los residuos estudentizados edemos se distribuyen como una t de Student con
n&k4 grados de kbertad . por lo cusl si uliizemos dichos residuos pers detoctar
observaciones discrepantes * outliers " se puede determinar fa banda de conflanza en hase

ol valor ta con el siguiente criterio

Si oi valor sbsokdo de £ excede el valor ta, la observacién i- ésime se
considers une observacion discrepsnte , donde :

Ca es el valor de la vartable { oblenida de la distribucién t de Student con
n&-1 grados de Hberiad al nivel de significencie o .

Cuasndo detectamos observacionus discrepantes, se procede a detecter o origen de
dichas observaciones. Sl los puntos discrepantes provienen de errores en la recopliacién de
ias observaciones, estas son anuladas y se procede s reaiizar ¢! andlisis sin conslderarias,

I1.3.2 PUNTOS PALANCA

Los puntos palencs son ( Beisiey, Kuh snd Weisch (1980 , capitulo 2 ) ) son aquetias
observaciones de las varisbles expiicativas ( vector columna ¢; ) que generan un elemento

k,, demasiado grende. Esias observaciones ceusan sfteraciones en el modelo debido a

que la relacion que existe entre las perturbaciones estocdsticas €, y su estimecién ¢; es ia
siguiente :

"
e=¢g~-Lh, e,
Considerando que ¢, o5 una estimacién de €,. es indispensable que los elementos

Il“ de la melriz ( H ) sean pequenos, en caso contrarfo se ocasionan efleraciones en et
modelo.
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Para determiner si alguna observacién de veriehies explicativas genera un punto
paianca es imporianta considerar Ia siguiente relacién .

;-Ihn: k

Da la relacton enferior se puede establecer qua el valor * promedio * de los elementos
de le disgonel de la matriz ( H ) es ( A/ ) . Do tal manera el valor ( 247) s

utilizado como medida puntual siendo el limite suparior y sa dice que si un etemento A;,
rebasa tel limite se considera como un punto palance .

En los pémefos antariores se habla de puntos palance generedos por una
observacién de veriabies explicefives, sin embargo, puede suceder que tales puntos
pelence se originen por una variable explicstiva en particular, a dicha ocurmrencia se le
danomine palsnca parcial,

Para axplicer ef significado de paianca parcist es necesario Introduclr ¢l concepto de
maelriz de pradiccién por lo cual sa desarmolla a continuscton

Lamatriz (X *) es aquetla an (a cuai a |a matriz ( X' ) se le aumenta af vector (1) porto
cuat se obilenen una matriz de |e siguiente forma :

(X"M=(X:Y) ,

donde :
(X' *) es la metriz de prediccion de [ x (K + I)] de le mairiz ( X ).

De tal forme, la correspondiente metriz de prediceion (A *) de (X *) esta dada por:

(I, -y, -H)

Hr=H
YTTPUL -
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Por lo tento :

Ahors consideremos a la matitz de prediccién construide de la siguiente forma :

Xt =(Xu1‘¢!) '

donde :
X' eslamatriz( X ).

X[, esis matriz ( X' ) sin considerar el vecior (¢,) que contiana los
datos de la }-ésima variabla explicativa .

Por lo cual desamollando un analisis similar tenemos :

(2, - ”w)ﬁﬁ'(’. - ”m)
e, ‘”u])cl

H =H,+

donde :
H" esiameiiz H .

Por io tanlo, tenemos que :

hi, = h,, R I T [ es— (9),

donde :
kf 1 son los elementos de is diagonal de la metriz (H').
A;; ;) son os elementos de is disgonsl de la matriz ( A, ) que se calculs

sin considerer los detos dei vector (¢,).
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De tel forme :
" =, ""n[;l )

siendo

& =(61p5);|---'5./)'

El vector &; se conoce como el vector normaizado de residuos cuadrados

obtenidos de le regresion de la variable expliceliva ( ¢; ) sobre todas las demis variables
apicetivas,

Para delerminar si siguns observaclén de cuaiquier veariabie explicative genera un
punto paianca, es imporiante considersr la siguiente relacion .

17315‘/ =1

De la slerior relacion se puede establecer que ei valor promedio de los elementos
Gy es{ Y7). Porlotanto el valor ( 27 ) es uliizado como medida puniual siendo el

timite superiory sa dice que si un elemento 5‘.,. rebasa dicho limte se detects un punto

palance en ls -ésima observacion de la J-ésima variable explicetiva.

Compsarendo as ecuaciones (8) y (9) se puede decir que un punio palanca es
una observacion discrspante en ei espacio de ias variables explicativas,

Observando s ecuacion (8 ) se sprecia qus el vaior de Il;l. ¢s grande por alguna de

las siguientes razones .

1. El valor de K, es grande, es decir, existe un punio palence.

2. Laobservacion -ésima en las variabies es una observacién discrepante * oulier "
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Si se encuenira un punio palenca en la ésime observacion de lss verables
axplicativas, of problems se puede solucionar resizando una trensformecién sobre las
varisbies explicativas. i of reaiizer un sndlisls se Rege e ls conciusion de que e palanca es
percial, se aplica una transformacion sobre la variable explicative que ocasione ef problema.

11.3.3 PUNTOS INFLUYENTES

Los puntos influyenies ( Betsley, Kuh and Welsch (1980 , capRulo 2 ) ) son squelias
observaciones que individusl o conjuntamente demuestran mayor inpacto en los valores
esiimados que ol resto de les observaciones.

A partir de la definicién anterior se pueden describir dos lipos de Influencia :

0 } inlloéncla parcie!
b ) influencia conjunta

0 ) INFLUENCIA PARCIAL

La influencia parcial se delects en la observacion que individualmente demuestra
mayor impacto en los valores astimados, que el resto de las observaciones.

Para deferminer si la ésima observacion debe ser considerads como una
observacion influyente, se wuiliza como medide la distancia de Weish - Kuh denaminade

| DFFITS , | . Esta 63 una distancia que refieja la diferencia que existe af realizar is
estimacion de la verisble dependiente Y, considerando y sin considerar i iésima
abservacion ; de tal fornie que mienires mayor es | DFFTTS | | , mayor es ie influencia de
la H-ésime cbservacién,

yt"Yi(i)

DFFITS, =-J;;m’ 7
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donde :

f'. es la estimacion de la -ésima cbservacion de la varisble dependiente

i (1) 05 la eslimacién de la -ésima observacion de la varisble dependiente
que se calculs sin utilizar tel observacién de las variables por medio

del vector estimedo (3,,).

Por lo tamo ;

. Cla (XX ki e
i([@'g(”] 1‘[£ lé l"kﬁ ]:'

DFFITS , = =
¢ a;;k“ ok,

Como o es desconocide se utiiza & gcomo estimador, quedando ta distancia de
Walsh - Kuh de ia sigulente maners :

Suponlendo un balance perfecto en lamatriz ( X ), ¢l valor para [DFFITS ;| debe
ser k/ { .De tal menera ¢l valor 2 /% es uliizado como medida puniuai para determinar
sila |- ésime observacién es influyente , y se dice que si IDFFITS | es mayor que

—
2 \/% dicha abservacién es infiuyenle.



Es importanis considersr la influencia de uns observacidn con respecto a un sélo

coeficients, para lo cusl se utilize la sigulente medide denominade | DFBETAS |, l que es

una medide que refleja la dferencia que existe en la estimacion del coeficients J ol

considerar ia |-4sima observacion y ol no cansideraria | de lai forma se obtiene [a influencia

de ia -43ima cbservacién en el coeficlente (,B i)

ﬁ/”ﬁ/m ’
;2l/ar(/? ,)

DFBETAS |, =

donde :
By, esiaestimacion del coeficienie g;.

b,“) es s estimaclén dei coeficiente g; sin considerar |a -ésima observacién.

Se liene que:

(X'X)'x' e,

ﬁ—ﬁ(l)z (1_"') ’

por la lanlo , para oblener fij - ;7/ (i) 8 considera el elsmento (}, 1) de la metriz:
' R
c=(x'xX)'x ,

ysele denomina C. |, de tal forma :

g

. . C,
Bi-Bpy=7"4-¢

I-h
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Por olro lado ﬁ., ( p' ,j se estims o (ravés dej producto entre la reiz cuadrada del
[-6simo elemento en ia disgonal de le melriz (X X)™' o cual se ie denomine a, ylsmk

cuadreda de & 7, que us un estimador de 0%,

Por lo tento :

- Cii ¢ - Cu 4
(1-k)Jarh e, J-k)e,

DFBETAS ,,

Ef valor 2 e es utiizado como medide puniual para determiner ls influencia cliada
[

snteriomiente, de tal menera sl IDmETAS i l exceds dicho valor, se dice que Is }-

ésima observacion 8s influyente con respecto al coeficiente ( i!, Y

b ) INFLUENCIA CONJUNTA

Le influencis conjunts se detects en aquellas observeciones que conjurdsmente
demuestran mayor impacto en los valores estimados que el resto de ias observaciones,
Pusde suceder que ol snalzar individusimente una observacién no presente influencia
parciel, pero si dichs observacién es tomads en conjunio con olres, puede ser stemente

influyente.

Para detectsr influencia conjunta se pueds utilizar la generallzacion pera ias medidas
enelizsdes snleriomente que syudan s dstectar influencla parclel. Dicha generaiacién
consiste en wtilizer coeficlentes que se calculan sin considerar en tal estimacion un

subconjunto de (m) observeclones.
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II. 4 TIPOS DE GRAFICAS

Para poder verificer si se cumpien los supuestos del madelo se realizan distintos tipos
de grsfices tonendo como base fos residuos. Debido & que los diferenies lipos de residuos

se encuentran reiscionados enlre elics, s pusden elaborar las gréfices ullicando ios
residuos estudentizados axdemos ys que estos como se menciond anteriormente reflejan
més dramiticamente las dosviaciones y no dependen de las unidades del conlexto del

probiema por lo cusl ayuden a reslzer un mejor snalisis que fos olros residuos,

A continuscién se mencionan sigunos tipos de grafices que son [as mas ulilizades
pera varificer sl se cumplen los supuestos dei modeio,

II.4.1 GRAFICA SOBRE PAPEL NORMAL

En esle tipo do gréfice se puede observar si ef supuesio de normalidad en los emrores
es violado , pare lo cusl se grefican los residuos esiandarizados en un papei especioi
“papel normat” que presente una escele reiscionada con los porcentiies de una distribucion

normai esténder,

Pars poder determinar sl ol supuesio de normalidad en los errores es viciade se
observa ¢ comportamiento de ios residucs el ser greficados . Siios residuos se presantan
de manera semefante & una finee rects se dice que les perturbeclones astocésticas £, se
distribuyen nomaimente, en ceso conirario, &5 decir, que los residuos presenten un
comporiamiento semejante & una iines curva se dice que &f supuesto de normelided no se
cumple en las perlurbaciones estocdsticas. Para mayor informacién sobre ei uso de "papel
nomal® , véase por ejemplo , el libro de £ Agostino y Stephens (1986, capfiuio 2).

La violacion de este supuesto se puede soiucionar utiizendo transformaciones en ias
varisbies,
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GRAFICA SOBRE PAPEL NORMAL

-

.2 -1 0 1 ?
Quenbiss of Stenderd Normal

No hay una cisra evidencia pere considerar que las periurbaciones estocasticas no se
distribuyen normaimente.

I1.4.2 GRAFICA DE RESIDUOS CONTRA VALORES AJUSTADOS

En este tipo de gréfica se pueden oblener conclusiones con respecto a dos supuestos
del modaio de regresion kneal.

; 1) Varianzs constanis en las observaciones
| 2) Especficacion comacta del modelo.

En esie caso se grafican los residuos contra los valores ajusiados de ls variable
dependiente. La razon por ia cusi se ullizen en in gréfice los velores sjustados de le
variable dependiente y no ia variable dependiente se debe a que los vectoras (¢) y (¥)
esién comrelacionadas y el andlisis se puede ver alterado, sin embergo, los vectores (g) y
(£) no presentan comelaciéin por lo que se puede realizar un endlisis correcto a Iravés de
elfos.
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A resler la grifice s pueden prasenter diferenies compoitamientos significativos

QuUe 30 resumen principaimente

mnires y que se enlistan s continuacion ;

o ) Bi fos residuos se presenien on fe grifica dentro de une bande horzonta! sin

comporiamiento especifico eiguno, se dica que s varienza o3 consianle en (a3
observaciones y la especiicecion del modelo es adecuada por lo cusl ef andlisis de minimos

cuadrados as vélido.

v

>

Los residuos se presenten en una banda horizonta! sin comporiamlento especiico alguno.

b ) Si los residuos no se presentan en le gréfica en una banda horizontel se dice que

la varlenza no es constente.

nug

. « " "
*
-, : -

»

t 4
- b o e e -
. «
" »
. -
.

29

"

Los residuos abandonan fe banda harizontal, en este casq ia varianze

increments con los valores de §,.
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La violecién de este supuesto se puede soluclonsr por medlo de la eplicaclén de
minimos cuadredos generalizados (considerar varienza no constente) o por medio de la
resizacién de una trensformacion en le varisbie dependiente buscendo eviter que los
residuos sbendonen ie bande horizontsl.

¢ ) 8l los residuos siguen un comportamiento especifico se dice que el modelo es
inadecuado ya que se presume que los erroras absorben e influencls de un eror de
aspecificecién en ol modelo.

e
N
.:o. '-'-
| SO 1L s -
-" ",
] 1]
'y
v
1]

Modelo Inadecuado

Para solucionar la violacién del supueslo presenlado en ia gréfica anlerior
(espacificacién incorrecte del modalo ) se pueden incluir en el modelo téminos cruzedos y /
0 cuadréticos on las verisbles explicalivas o también se puede aplicar une trensformacion
en e varisble dependiente.

I1.4.3 GRAFICA DE RESIDUOS CONTRA CADA VARIABLE EXPLICATIVA

Este tipo de gréfica es uliizado pare obtener conclusiones con respecto & los
supuesios de varianza constenta y especificacion corrects del modelo, de igual manera que
el tipo de grafice enterior, s6lo que en este caso se grefican los residuos contrs ceda
varisble explicativa pare reelizer un andlisis con respecto e cada una de estas variables. Ei
objetivo do estas gréficas consiste en sislar la influencia individusl de cads una de les
variabjes explicativas.
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Al resiizar la grafice se pueden preseniar en los residuos los mismos comportamientos
(a0),(b)y (c) descritos en ol tipo de gréfica snterior , pero ahora conire cada variable
explicetive, obteniendo las mismas conclusiones y reaizando los mismos sjustes para
sofucionar el problema en caso de que aiguno de los supuesios ses violado.

La diferencia ol reslizer este tipo de gréfica radice principaimenia en que i ol modelo
no esia comectaments especificedo y se requiere la splicacion de une trensformacién en les
veriabies axplicetivas, podemos detarminer cuales de estas requieren dicha lransformacion.

I.4.4 GRAFICA DERESIDUOS CONTRA EL TIEMPO

Las gréficas de este tipo se utizen pars verificer los supuesios de verisnze constante
y espacificacion corracie del modelo. Para reslizer dsts grafica es necesario conocer el
orden an que fueron oblenidos los datos de las varisbles explicelives que se estén ulittzando
on ol modelo debido a que 3e graficen los rasiduos contra ¢l tismpo.

Al realizar ésta gréfice se pueden presenter diferentes comportamientos :

8 ) Si los residucs se presantan en la gréfica deniro de una benda horizontel sin
comporiamiemo espachco elguno, se dice que ls varienza es constente en les
observacionss y s especiicacién del modelo es coirecis.

-

tiempo

Los residuos se presentan e una banda horizontal y sin comportemiento
especifico eiguno a irevés del tiempo.
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b ) Si los residuos ! ser graficados se van incrementando o decrementando o través
dej liempo, se dice que ls varianza de Iss perurbaclones estocasticas no es consiante.

A .
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tempo

Los residuos se van incrementando con respecto el iempo.

Le violacién de este supuesto se puede sofucionar por medio de fa aplicacidn de
minimos cuedrados genersitzedos.

¢ ) §i of greficer los residuos estos prasenien un compottemiento simier @ {éminos
cnzados y/o cuadriticos en ef tlempa, se dice que of supuesto de especificacion correcte
del modelo este siendo violado.

mtae
(] AR 2
* ‘: "t
. S,ag e
T
&
y
tlempo

Los residuos presentan términos cruzados  través del tiempo.
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Le violcion de este supuesto se puede solucionar modificando e modalo con
términos cruzedos y /o cuadriticos an las variebles .

Pera verificar of supuesto de normalidad en las pertrbaciones estocdstices existen
elgunos mélodos, snire (03 cuslas 5o encuenire le gréfice sobre papel normal mencionsde
brevemente en este caphiuio. En o que reste de este (rabajo, se describe un procedimiento
més objetivo para determiner sl les perturbaciones estocistices se distribuyen normaimente
0N b&o modelos de regresion ineal multiple, tal procedimiento se menciona en o sigulenle
ceplulo.
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CAPITULO I



METODOS DE COMPROBACION DEL
SUPUESTO DE NORMALIDAD

III.1 SUPUESTO DE NORMALIDAD EN LAS PERTURBACIONES
ESTOCASTICAS.

€} supuesto de normelided en las perturbaciones estocasiices es una hipitesis muy
importante en ol modelo de regresion inesl miltiple, ys que en tel consideracion se basen le
pruebe de significancie global del madelo y les pruedas de significancie pers cads verieble
explicative del mismo. Pars poderio verificer o3 necesario conlar con métodos que nos
ayuden o delerminar si of comporiamiento de tes periwbaciones estocésticas se puede
esocier 8 la distribucién normel,

Tol como s& menciond en of capRulo anterior, uno de los mélodos ulikzados para
comprober e supuesio de normelided es ol conocido coma * Gréfica solre papel nomal °,
sin embargo, on esta mélodo le decision depende de la spreciacion del individuo que esté
haciendo el endlisis, por lo que nO 8 N métado que esteblezce objelive y estadisticamente,
ol resultado de lo que 38 desea prober.

IIl.2 PRUEBA BERA-JARQUE.

Existe un méfodo muy ulilzado por economistes pare comprober el supuesto de
normelided on les periurbaciones estocdsticas que se conoce como le pruebs Bera-Jarque
( Judge end Hill (1988 , capliulo 22) ) y tiene s siguiente interpretacion :

Considerando ¢l modelo de regresion linesl :

Y= Xg +€

donde.

E(g)=0 , E(gg')=0%1, ,

y bajo la hipttesis :

§~ N(Q!o‘)I‘) '
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enlonces of fercer y cuarto momentos pera un elemento en £ dados respeciivemente
por;

h=E(e})=0 ,  p=E(el)=30"

Esta prueba de normalided se basa en considerar qué len tajos sa encuentran las
estimaciones de! fercer y cueio momentos, [i, v [i,, de los comrespondisnies en una
nomael ;estoas ,de 0 y 37" respactivamants , donde :

&’=1$ef
n

Pera rasizar esta pruebs sa consideran las versiones & escels de 4,y /4, Que se
conocen como medidas de sesgo y curtosls respectivamente.

Le medida de sesgo de una disiribucion se refiere » su grado de asimelria y esid
deda por

K-t

mientras que la curtosis de una distribucion se reflera tanto 8 lo picudo de ésta como
sl peso de sus colas y esté dade por .

Como la distribucién normal tiene una curtosis igual a 3, se puede deck que una
medide del exceso de curtosis es .

_H 3o
(,!_3___‘__;‘___
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La pruebs Bera-Jjsrque es un método conjunto que consisle en verificar si las
estimaciones de /B /o (b~ 3) son significativamente distintas de cero, en cuyo caso
podemos sfirmar que las perturbaciones estocdsticas no se distribuyesn normaimente .Dado

que £ no es abservable, las estimaciones de JII y (B, - 3) se resiizan & través de los
residuos, por fo cusi se oblienen los estimadores siguientes.

3 LY
£¢; Hy= ;Zﬁef

=l -3 B3

La prusbs Bers-Jarque queds estructurads para el problems de pruebas de hiptlesis :
Ho : Les perturbaciones estocAsticas se distribuyen normaimente. vs,

Ha : Las pariurbaciones estocsticas no se distribuyen normaimente.

Lo estadistics Bera-Jarque que esié dada por.

(] (-9
6 24 !

A=n

y bajo la hipdlesis nuls de que les perfurbaciones estocdsticas se distribuyen
nommeimente, se distribuye asintSlicamente como 3 y flende @ ser grande si
JI /o (B,-3) dferen signficetivamente de cero. Se aclera que pars n finito
pueden ( y deben ) uliizerse los punos de rechazo oblenidos por Monte Cardo que
sparecen en ol fibro de Jarquo‘y Bera ( 1987, phg 169).
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La prueba Bere-Jarque se basa en el parecido del tercer y cusrio momentos con fos
de una distribucion normal por lo que si la no-normalided se debe a ofres diferenclas, esta

prusbs no las deteclaria,

111.3 METODO FDE DE BONDAD DE AJUSTE.

£l problema de dondad de sjuste se considers formaimente como un problema de
prusba de hipotesis en of cusl le distribucién ( F ) o8 miembro de una familie no
poraméinics J comoko puede ser ia femitie de todss [as distribuciones continuss, o en su
caso, ds todas las distribuciones discretas. Para introducir ef problems de bondsd de ajuste
sa utiizaré ol caso simple con ( F ) uns tuncién de distribucién confinus y tomando como
base una muesine X = ( X, X;,..., X, ) Je la mencionada funcién de distribucion de le

siguisnts forme.

Probas :

HyF=F Vs, HF+F, ,

F;: o9 un stio elemento perfectaments identificado de J.

H,: hipttesis nuls.
H,: hipSlesis siteme,

En los métodos de bonded de sjusie para prober (Ho), le idea es contrester la
hipétesis con ia evidencls, representedes en este caso por (F) y is muestre
X = (X, X;,..., X, ) respectivemente.
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Asociada & cusiquier muesira siempre existe una funcién de distribucion conocida
como funcion de distribucion empiica (F.(x)) ia cusl pemile representar la evidencia
muesirel y se defina de le siguiente manera

=1s
Foo= B ey

1 (e} ® la indicadora del evento ¢ .

Existen varios resultados relacionados con el comporiamiento asintético de la funclén
de distribucién empiice, slendo uno de eslos ¢i lema de Glivenko - Cantelli ( O'Reilly

Togno Federico ( 1990 , seccién 3 ) ) que sfirma que bajo (HO ):

D, =Supy|[E.(x)-F(x)) 50 cuands -,
con probabilided 1.

Lo enterior suglers que i se cumple (H), le funcién de distribucion empirice (F (x))
y (Fy(x)) como funciones, deben ester muy cerce, es deck, el conlraster ie evidencia
conlra la hipStests i diferencie debe ser minima. L estadistica o métrica (D, ) es conocida
como la esladistice del supremo.

Pare cusiquier estadistica o métrica de este tipo 7, (F, (x), Fy(x)) se busce obtener
su distribucion bajo (H;) pate poder eveiuar le probabilidad de que (¥, ) tome un valor *
grende *, caso an al que podriamos cuestionar si (H;) es clerta. EI motivo por el cusl se
dasea conocer la probsbiided da que le estadistica (y, ) tome un velor ® grande ° slendo

(Hp) cierte o5 pate conroler 1a probabiidad de rechazer la hipotesis nula (H))
equivocadamsnte,
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El computo para oblener las distribuclones exaclas da una métrica (y, Jsusle ser muy
complicado, por ello el use de las disitibuciones asintéticas que son presenladas,
usualmenle, como tablas con valores criticos para niveles de significancia preespecificados.

Al quedar definido e! probleme de bonded de ajuste y establecer los elementos
utlizados en fai probleme, a continuacton se dasarrolian los pasos baslcos que constiluyen
el procedimiento seguide para le bondad de sjuste en ei ceso simple;

1. Transformar cada (X)) perianeciente a la muestra con (F}), este es,
&= R(X,), yoblener (&,&,...,,).

El objetivo de esie paso es usar in transformacion de una variable aleatoria continus
con su propie funcién de distribucién ( considerando ( J7; ) cierta ), resaifando Ia ides de
transformar af {0,1] y enfoncas probsr uniformidad.

2, Calcular in estadistice (¥, ) con ia cua! se decidi6 irabajer.

La estedistica (7, ) que se ellja debe ser adecuada segin algun criterio (potencie ,
factibiiided efc.) .

3. Comparar sl resuftado dei valor de la estad!stica con ios valoras da las tablas
correspondientes ai nivel de signMcancia previamente selecclonado.

4. Tomar la decision de acepiar o rechazar Is hipdtesis nuls ( H, ) con base en o
observado en e paso anterior,

£1 problema compuesto de bonded de sjuste s simiiar o) probiema simple pero en
presencia de parémetros desconocidos.
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Al pasar dal procedimleno desenollado para el problema de bondad de ajuste simple
8l compuesto, {a exensién mas utlizada sélo requlere de |s modificaclon del primer paso en
cusnto sf computo de la estadistica , y al uso en el tercer paso de ias tablas apropiadas que

utlizan le distribuclén asintética que corresponde a este caso compuesto. Para el paso uno,
se emplean ostimadores eproplados susttuyendo 8 F,(,,0) por I{,(~,Z)), con 0 e

vector de parémetlros estimados.

111 . 4 ESTADISTICAS BASADAS EN LLA FUNCION DE DISTRIBUCION
EMPIRICA,

Pere reslizar prusbes de bondad de ajuste se pueden ulilzar varias estadisticas o
méiricas del tipo ¥, (F,(x), Fo(x)) que surgen a pertir de 1a idea de contrastar la funclon

de distribucién empirice con ia funcién de disiribucion deda por ( H; ). Eslas métricas como
s¢ observe , s8 basan en la funcién de distribucion emplrica ( FDE ) y se clasificen segin su
construccién en las siguientas dos clases .

1. Estadisticas de! Supramo.
2. Estadisticas Cuadrétices.

Las astadisticas dei supramo ( DYAgostino and Stephens ( 1986 , capliulo 4 ) )
ressan punios an |os cusles is dferencia entre la funcldn de distribucion emplrica y |8
funcién de disiibucion propuesta en ( H, ) es mayor. Las mes ulliizadas son
D', D", D, V ysecalculan de ia siguiente forma:

Pora calcular is estadistics (D*) se utiizan fos valores en ios puntos taies que
(E (1)) e mayor que (K (x)), de tel forms :

D* = Sup, {F,(x)- F,(n)}
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Pata calcular la estadistica (D) se utlizan los valores en los puntos tales que
(F,(x)) es mayor que (F, (x)), de tal forma :

D~ = Sup {F,(x)- F,(x)}

La estadistica ( D ), fue introduclda por Kolmogorov y es la métrica més uliizada de
osia clase. Su célculo requiere Unicamente de considerar el resullado mayor entre iss dos
estadisticas antariores, de tel menere .

D = Max(D*,D" )= Sup,|F,(x)- Fy(x)|

La estadistica ( I ) es wtikzada pere puntos en un clrculo, fue Introducida por Kulper
y se ceicule sumando ( D* )y (D" ), de tel menera :

V=D+D

Las estadisticas cuadrélicas ( D’Agostino and Stephens ( 1986 , capftulo 4 ) ) estén
dadas por ls femilla de Crémar - Von - Misas que se define de la sigulenie manera .

. 2
Q=nT{F,u)- Fw} vindFyo) |

donde :
Wix) es una funcién qua se elige segun ei peso que se le desea dar a

i derencie {F.(x)~ Fy(x)} para cedavalorda X .

Cuendo W(s)= 1, resulla la estadistica de Crémer- Von - Mises, conocida como W2

y cusndo Wix)=[{E,(x)}{1-F(0}]" se obliena le estadistice Anderson - Darling
comunmenta denoleds por A?; que olorge mucha importancia a las discrepanclas que
ocurrsn en veloras muy grendes de X' (en valor absolulo ) ; esto es, en las coles.
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Le estadistica Anderson - Derling es la més ulilizada y adecuada pare reafizar
pruebas de normailded en bondad de ajusie como lo han mosirado numerosos estudios de
simulacion reportedos en iersiura,

Lo velocidad de convergencla de ias distribuciones exactas ( n finito ) & fa asintética
es exiraordinarie, y baste mencionar el caso da la esladistica Anderson - Darling pare le
cuel se recomiends &l uso de su distribucion limite para 8 25 en el caso simple. Le
distribucién limite tabuiads exiraida det libro da D'Agastino y Stephens ( 1986 ) pare el ceso
da prueba de una distribucion normat con ambos parémetros descanocidos es .

PRUEBA A

( CASO NORMAL CON AMBOS PARAMETROS DESCONOCIDOS )
A (NveL)
050 0.2% 0.15 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005

VALORES CRITICOS
0. 341 0470 0.561 0.834 0.752 0873 1.035 1459

( D’Agostino end Stephens (1966, peg. 123 ))

Esis misma distribucion es Is uliizade pere ¢l caso de is pruebs de normaiidad en
regrasion ( ver O’ Rellly, 1993 ).

.5 APLICACION DE BONDAD DE AJUSTE EN LA COMPROBACION
DEL SUPUESTO DE NORMALIDAD.

Pera comprober ¢l supuesio de nomalldad en las perturbaciones estocésticas del
modslo de regresion fineal muliple so wtilzard un método de bondad de ejuste que use
como muestra & los reslduos Reo-Blackwaii por sus proplededes y como estedistice a (a
Anderson - Darling ( A% ) por ser is més adecusda.
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El problema de bondad de ajuste para comprobar el supuesto de normalldad en las
periurbaciones estocésticas queda planteado de la siguiente maners .

Probar :
H,, : Les periurbaclones estocdslicas &, £4,..., £, se distribuyen

normeimente N(0, 0'2),
vs.

H,: Las pertubaciones estocesticas &, £,,..., £, no se
distrbuyen normeimente N(0, o?).

N quedar plentendo of problema de bondad de ajusie se procade da acusrdo e los
sigulsntes pesos .

1. Se calculan los residuos Reo-Blackwell del modelo de regresion linesl moltipla,

(n-k-1*(Y,-x,'B)
§ = i=1,2,...,8-1

V- Xn-K)5? (¥, - 2B )

Los residuos Reo-Blackwell 5, lel como se menciond en el capfulo enterior se
disidbuyen como una t de Sludent con ( #—~ k- 1) grados de kberlad, pero no son
independiontes.

2. Se calculan las estedisticas de orden § ;) ; esto es, se ordenan de menor & mayor
los referidos residuos

‘“)S‘“”) ‘=1.2,...,n"‘1
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3. Se calculsn los valores Z ,, ransformando los residuos Reo-Blackwell ordenados
con la funcién de disiribucién ¢ de Sludent con ( A~ & — 1) gradas de fibertad (G, ., )
de la siguiente manera .

= G,y o5 (u) '

donde .

G}, (=) os ta funcidn de distribucidn de una varisbie aleatoria t de Studen
con ¥ grados de kberiad, eveluada en ™ .

E! paso enterior con el objeto de utiizer e fransformacién de una variabie sieatoria
continua con su propie funcién de distribucion ( {ransformacién con {a infogral de

probabkided ) y i trensformar et [ 0 , 1] prober unormided an los Z ) oblenidos.

4. Calculer ol velor de la estedistica Andersan - Dering A2 ; equi referida como A °,
y wtilizar la table ya mencionade.

A =-n-(1)( £ @i-0 e+ w12, )] )

§. Elagir ei nivel de significencia ( @ ) que determina {a probebilided de rechazar ia
hipétesis nula ( i, ) siendo verdedera.

6. Comparer ol resullado de la ssladistice /_12 con ai valor critico de im labla de
disiribucion limite praseniade en ia seccion snterior,
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EJEMPLOS

Para ilustrar la leorla que se muesira en las secciones anleriores, se presentan a
conlinuecion algunos ejemplos que fueron exiraidos de libros especializados en el anélisis
de regresion con el objeto de Hever a cabo sigunas pruebas y en particutar ja pruebs sobre
la distribucion normel, que fue defaliada en el caplivio anterior y de lel forme, oblener

conclusiones.

El primer ejemplo se extrajo da Lyman Ott ( 1984, p. 475 ) ; dei iibro "An Introduction lo
Statistica) Methods end Dals Analysis"

EJEMPLO 1.

Una compaftia esté inleresada en desarrollar un modelo de regresién que le permita
predecir adecuadamente ias vanias mensuales de sus sutomdéwies ( estandar y de lujo )
afectusdes en uns cludad determinade.

Tomando como base un andlisis empirico, se ullizan los delos de muestreos
resizados en le ciuded por ase compahia pera los sigulentes conceplos:
1) Nomero de Yenlas mensusies (en miles),
2) Precio de (s Gasolina por gaién ( déiares ).
3) Tesa de [nterés spliceble al comprer una unidad a plazo (%).
4) Modeio del sutomovil ( 1) esténder & 0) de lujo ).

Los datos oblenidos dursnte los dleclocho meses snleriores por estos conceptos para
fos automdviles esténdary de fujo se presentan e continuacién:

65



WES | RUMERODE | PRECIOOELA | TASADE | MODELOORL .
. NENTAD (V) | OASOLINA(PO] | INTERES(T) | AUYOMOVIL M)
1 221 1.39 12.1 i
1 1.2 1.39 121 0
2 154 1.44 12.2 1
2 5.4 1.44 12.2 0
k] 1.7 145 12.3 1
3 76 145 123 0
4 10.3 1,32 14.2 1
4 2.5 1.32 14.2 0
5 114 1.35 158 1
5 24 1.35 158 0
6§ 15 1.28 16.3 1
6 1.7 1.28 16.3 0
7 13.0 1.26 16.5 1
7 4 1.26 16.5 0
8 12.8 1.26 4.7 1
8 7 1.26 14.7 0
8 146 1.25 134 1
8 39 1.25 134 0
10 18.9 1.24 129 1
10 10 1.4 129 0
1 193 1.20 11.2 1
1" 68 1.20 11.2 0
12 30.4 1.20 10.9 1
12 101 120 10.9 0
1 28.2 118 10.3 1
13 84 1.18 10.3 0
14 286 1.10 8.7 1
14 19 1.10 9.7 0
15 375 .11 9.6 1
1% 14.1 1.114 9.6 0
16 36.1 1.14 9.1 1
16 143 1.14 9.1 0
17 398 1.17 18 1
17 149 147 - 18 0
168 “3 i.18 8.3 1
18 15.6 1.18 8.3 0

E! modelo que se propone consiste en hacer una regresién de la variable
dependiente, representada en este caso por el nimero de ventss mensusles ( V), en las
varisbles explicativas que se definen a confinuacién:
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PG = Preclo de la Gasoline por geldn ( déleres ).
T | = Tasa de |nterés aplicabie al comprar une unided 8 plazo (%).
M = Modelo de! automévil { 1) ervbader
0 ) delngo
Modelo de ragrasion lineal mittiple:

V=70 +pB(PG)+ B,(TI) + (M) + &

Al relizar ie estimacion de los parémelros con el método de minimos cuadredos
ordinarios se oblienen los resuledos siguientes:

56,0744
=| A6 Fl= 22,6642
14422

SCR = 3713.1462 n=36, k=4
SCE= 7252538 R?=0.8366
SCT = 4438 4000 R =0,8213

Do sl forma ia estimacion del modelo de regresidn iineal muftipls estd dade por la
siguiente funcién:

P,=56.0744 - 16.1436(PG,) ~ 2.3322(T1 ) + 14.4222(M))  1=12.....36

Lo eslimacién de la meiriz de varisnzes y covarianzas de los coeficientes esiimedos
es:
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s (40 HE S
VCOV(/?)= 0.7371  -18567 01314 0
~12591 0 0 2.5182

PRUEBAS DE SIGNIFICANCIA DEL MODELO,

Antes de realizar las pruebes de significancia es imporiante aclerar que sl las
perturbaciones estocdsticas no se distribuyen normalmente la validez de dichas pruehas
podris cuestionarse.

La pruebe de significancla global det modelo consiste en contrastar las slguientas
hipbtesis :

Hppy=5=p=0 w.  H:f;#0 paraalgun j=234.

_(8.5.R)(k-1)

= (S.SE)(n-k) tnww

Porlo que :
F=54611]

WUlizendo un nivel de significancia { @ =0.05 ) se obliens un valor en tablas de :

Fén,=2.904

Serechazs M, s F>FS,

Por lo tanto se rachaza /f, , es decir 5, # 0 peraalgin j=2,3,4.
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Para evaluar hipélesis acerca de! verdadero valor de cualquier ﬂ, se realiza Ia prueba
t , por lo tanto para comprober si ios pardmelros son significativos se realizardn estas

pruebas bajo le hipdtesis (ﬂ, =0)
Hyf=0 v, HB=20

(= 1211"/91

~{
var (7 (s-k}
A l .

Bejo /1, setienequa £ =0

Por lo tanto:
1=15.6030

Utilizando un nivel de significancie ( & = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de :

105y = 2.038
Rechazamos Hy si [#]> 105

Por lo tenlo sa rechaza la hipblesis nula , es decir , 5, # 0, io cust indica que el valor
del modelo con fodes las variables explicalivas igusles a cero es distinto de cero.

HyB=0  vs.  H:B, 0

1= ﬁ -ﬂz "'t( )
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Bsjo H, se tiene que §, = 0

Por{o tanto:
1=-17329

Utilizando un nive! de significancis ( & = 0,05 ) se obliene un valor en lablas de :

{03 = 2,038

Por fo que se acepta 1, , es declr, 5, = 0, 1o cusl Indica que ta verisble explicativa
PG no es significativa y no deberla incluirsa en ol modelo.

H:f,=0 v  H:£=0

-
t=:147% ~t,.
Ver ((S)]

Bejo H, se tiene que §, = 0

Por {0 lanto:
1=-64346

Uilizendo un nivel de significancie ( @ = 0.05 ) se obllene un valor en tablas de ;
t?ﬁ’ =2.038

Por lo que se rechaza [7,, , es decir, §; # 0, 1o cual Indica que !a variable explicetiva
T a9 significativa en éste modelo.
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Hyf,=0 vs. H:f,20

1= Ay --/f, ~ l(‘,,,)
;il;crrﬂi )
Bejo /1, setiene que J, =0

Por lo tanto:
1=9.0883

Utilizando un nive! de significancis ( & = 0.05 ) se obliene un valor en tablas de :
0028
ey =2.038

Por fo que se rachazs /1, , es declr, A, # 0, lo cuel indica que |a veriable explicativa

M es significative an éste modelo.

Al reaiizer las pruebas { se determina que le variable explicativa PG no debe Inclulrse

on o} modelo , por fo cual ol modelo de regresion lineal miNiple que debe ser ulilizado es ¢l
siguiente :

V=0,+B,(T)+p(M)+E&

Al realizer le estimacion de jos pardmetros con el mélodo de minimos cuadrados

ordinarios se obtlenen los resultados sigulentes:

S

B (00465
B=|B, |= -2.6776J &= 24,0399

> 4
B, 14.4222
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SCR= 36450847 n=36, k=3
SCE= 793.3153 R*=0.8213

SCT= 44384000 R’ =0.8104

De tal forma la esiimacion del modelo de ragresion lineal mulliple estd dade por la
siguiente funclén:

P,=40.0465 - 2.6776(TT ) + 14.4222(M,)  1=1,2,...36
Le estimacion de la matriz de varienzas y covarianzas de los coeficientes estimados
s !

ey (155020 -11735 -13355
VCov(B)={ -11735 00972 0
=L -13355 0 26711

PRUEBAS DE SIGNIFICANCIA DEL NUEVO MODELO.
Le prueba de significencls globel del modelo es la siguiente :

Hy:p,=8=0 vs. Hef,#0  paraagin j=23.

(S.5.R)/(k-1)

F= (S.SE)n-k) 'o®

Porlo que ;

F=138134
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Uliizando un nivel de significancia ( @ = 0.05 ) se obliene un valor an tablas de

Fi, = 3.293

Por lo lanto se recheza 1, , os deckr §, # 0 pera slgin /== 2,3,
Pruebas { bajo Ia hipdtesis (4, = ()

Aep =0 v H:f=0

Bejo [, se tiene que 5, = 0

Por lo tanto:
$=10.1712

Utlizando un nivel de significancia { @ = 0.03 ) se obtiene un valor en tablas de
tf,‘,’f’ =2.036

Por io que se rechazs /7, , es declr, §, = 0, lo cual indice que & valor del modeio
con lodas {as variables expiicalivas Iguales a cero es distinlo de cero,

Hp=0 v H:f=0
B, -5
= . ~t.'
‘}Vu(é) i
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Bajo /1, seliene que f§, = 0
Por lo tanto:
t = -8 5881
Utilzando un nivel de signtficancia ( @ = 0.05 ) se obliens un velor en tablas de :
s =2.036

Por lo que se rachaza f7, , es decir, §, # 0, lo cusl Indica que la variable explicativa
Tl es significativa en éste modelo.

H:8=0 v H:f=0

ufa:-(%n(..k,
Var

Bajo H,, satiene que 5, =0

Por lo tanto;
1=88244

Utifizando un nivel de significancla ( & = 0.05 ) se obliene un valor en tablas de
t?,‘g’ =2.036

Por lo que se rechaza /7, , es decir, £, # 0,10 cusl indica que Ia variable explicativa
M es significetiva en éste modelo.
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Al conlar con un modelo adecuado en base a las pruebas de significancia se presenta
a continuacién la tabla que confiene a todos los residuos mencionados en el segundo

caphulo,
Residuos - Residuse est,
' erdinares internod’; |

0.029033 0.0&1881
-0.447845 -0.474191 -0.092666]
-8.402310 -6.779390 -1.360923
-1,980088 -2.096710 -0.410301
-0.834663 -10.416389 -2.178146]

0.487670 0.516471

-6.147183 65637417

0.475058 0.512947

-0.783046 -0.859038

4.650177 5.245314

-3.324268 -3.811476

5.207084 6.074455

2.711266 3.133780

8.433478 9.747766

-2.308376 -2.610622

3.013846 3.288346

-3.969222 -4.266006

-0.267000) -0.284856

-1.028008, -1.091682,

1.494214 1.686764

-5.179884 -5.602606

-3.267681 -3.460580

4.816844 6.130370

-0.700033 -0.810462

1.310300) 1.406287

3.067478 -3,202106

-3.142319

-6.696588

9.496426

-0.262690

6.599697

-1.290147

7.139008

-4.894554

13.692380,

-2.508040
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A conlinuacién se preseita una tabla con los residuos esludentizados externos( ti). los
elementos de la diagonal de la malriz (H) y el veclor normalizado de residuos cuadrados
(5)); Sus cotas superiores e inferiores respectivas pora delectar puntos discrepenles
*oulliers* y puntos pelanca se presentan en la Ultima fila de la labla y dichos puntos
aparecan sombreados en la tabla :

] o0 ] e &S

0.008186 0.066659| 0.000003 0.000003 0.027778
-0.092666 0.066668 0.004666 0.000003 0.027778
-1.360923 0.065622 0.000060 0.000066 0.027778
-0.410301 0.066622 0.003772 0.000068 0.027778

-2.178146 0.055766 0.000182 0.000210] 0.027778

0.100811 0.065766 0.003062 0.000210, 0.027778
-1.317209 0.073862 0.016729 0.018307|  0.027778

0.099168 0.073862 0.003619 0.018307| 0.027778

-0.162672 0.111745]  0.051349] - 0.088189| 0.027778
1.008626 0.111745{ 0024781 - 0.06818 0.027778
-0.720680 0.127829] . D.0M0AT : 0.072278] 0.027778
1.163196 0.127628{  0.035274] - 0.072R78{ 0.027778
0.688586 0.134829¢ - 0.072648 - - O.078278 0.027778

.oz 0.134820] 0.039688] [ 0.0MRV¥ 0027778
-0.486064 0.083477] 0026518] 0027921 0027778
0.636266 0.083477] 0.008200] 0.027821] 0.027778
-0.836656 0.062684] 0006614 0.007128] 0.027778
-0.065391 0.062684| 0.000133] 0007129 0027778
0.212916 0.068326| 0.002532] 0.002771| 0.027778
0.309717 0.058328] 0.000356] 0.002771] 0027778
-1.092038 00686321 0002811 0.003076] 0027778
0.879182 0.058632] 0014834 0003076 0.027778
1.014331 0.06111 0005077 0.006658] 0027778
-0.167783 0061112 0019723 0008866 0.027778
0.272048 0.088256] 0.011608] 0012700 0.027778
-0.642343 0.068286] 0.031298] 0.012700] 0.027778
-0.80839 0.078310f 0.020794] 0022754| 0.027778
-1.326642 0.078310] 0.045533] 0.022764] 0.027778
1, 089414 0.080269] 0022684 0.024713| 0.027778
-0.060836 0.080269] 0.048164] 0024713 0027778
1.296280 0.091276{ 0.032643] 0035720 0027778
0.248970 0.091276] * D.OBREEM 0035720 0.027778
1.377118 0.129357] - 0087848 - 0.079801] 0027778
-0.920646 0.128357] 0.108162] . 0.07880%] 0.027778
~2.509104) 0.113083] 0062680 0.087837] 0.027778
-0.476674 0.113003] 0.088004] - 0.087887] 0027778
L8=1.004 LS=0, gl - LN HTE SUPERIOR = 0.08888

Los limites para (dentificar ® outllers ® se obluvieron a un nivel de significancia
a=90.05
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En la labla que se presenla a conlinuacidn se muestran la distancia de Weish-Kuh
( DFFITS ) que se utiliza pars delerminar si la 1-ésima observacién es influyenle y ei valor
absoluto de la medida DFBETAS que es ulliizada para determinar sl Ia i-&simae observacién
es influyente con respecto al ésimo coeficients ( }Il ). Sus respectivas colas superiores

para detectar abservaciones Influyentes se presentan en Is Uttime fila de la labla y los
puntos influyenies aparecen sombreados en la tabla,

0. 0. 0.012138 0.0271

0.0738 0. 0.031088 0.0471

0.1 0117727 0.074992 o1

0.1 0.091633 0.008760 0.106

o, 0.284008 0.208448 0.

0.6711 0.302906 0.316927

0.01 0.011587, 0.008300 0.

0.41 0.245686 0.257006| 0.22683

0.0 0.006258' 0. 0.0436
R 0.

0. 0. 0.270834 0.1

TR T G e ) T,

0.1211
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Los resultados oblenidos en las tablas anteriores se pueden resumir en :

1. Las observaciones §, 14, 29 y 35 son observaciones discrepantes “outliers® , es
decir, su residuo seie dei rengo de conflanze,

2. Aunque pueds haber sospeche de punios palenca debido » verios valores bij que
rabasan su cols suparior generando palanca percisl de cbservacionas para alguna
varieble explicetive , se puede ver que todas los valoras de s diagone! de ia matitz
( H) no rebasan su cote superior, porio que no existen puntos pajanca.

3. Cansiderando s is madide DFFITS las observaciones 14 y 35 soninfluyenles y en
base o is medide DFBETAS las observaciones 14 y 35 influyen en ls estimacién
de fos pardmetros p1, P2y 3.

GRAFICAS PARA LOS RESIDUOS.

RESIDUOS (ti) CONTRA VALORES

AJUSTADOS
3 ¥
. "
: ., - . *
~r . .
0 P 1, e . hd
og .. . . -
»
3 + +— + + —
6 8] 6 10 156 20 26 0 36
VALORES AJUSTADOS
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RESIDUOS (1i) CONTRA VARIABLE
EXPLICATIVA ( T1)

: » .
* . [] - -"
s
¥,
] 3 6 8 12 16

TASA DE INTERES (% |

RESIDUOS ( ti ) CONTRA VARIABLE
EXPLICATIVA (M)

RESDUOS (§)
o

TWO DE MODELO

RESIDUOS (ti ) CONTRA EL TIEMPO

3 v
- . .
: - . [ ] . .
. 0 .
° i . — ' ] * ot . Y [ I T .
[ ] L] * . . *
3
-3 +
o s 10 15
TIEEMPO (MESES )




RESIDUOS.ESTANDARIZADGS

GRAFICA SOBRE PAPEL NORMAL

Quantiles of Standard Normal




VERIFICACION OEL SUPUESTO DE NORMALIDAD.

Para verificer &l supuesto de normalidad se utiiizara ia estadistica Anderson-Darling
modificada (47 ), que se describa a continuacion :

1. Se cuents con fos residuos Rao-Blackwell ( s, )

kA (K-x)
JO-R)n- 07 (1 -5 )

2.Se consideran los estadisticos de orden § ), con:
SM< SU‘.D UZEN RN B

3.Gea g, = G.,,,_,(sw) en dénde G._,,_,'.: Sy ) es la funclén de distribuctén de

una { da Studen! con n-k-1 grados de libertad evaluada en ( S )

4. 56 calculs o velor A

A= "”’(};) 21 (2-9 ['n"'(i}”n{"'z(--(n)}]
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Los resultados oblanidos de los puntos anletiores se presenlan en la sigulente |abla:

gy
0.018438
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De tal forme:

At = 0.44225816

y 56 rachaza ef supuesta de normalidad si ef valor de la esladistica excede af valor de
lablas (segin a ).

PRUEBA .

( CASO NORMAL CON AMBOS PARAMETROS DESCONOCIDOS )
a ( NIVEL)
050 0.25 0.45 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005

VALORES CRITICOS
0.341 0470 0.561 0631 0.752 0.873 1.035 1.159

Por lo tanto . con @ = .25 o cualquler valor menor. se acepts Ia hipotasis nula y se
cancluye que las perturbaciones estocéstices se distribuyen normaiments.

Por ofre perte s se verifice el supuesto de normafidad en ies perturbaclones
esiocésticas a irevés de {a pruebs Bera~Jarque se obliene el resuliado siguiente:

A = 1.3534996

La dacision en s pruebe es sechazar £, st 4 es mayor que e} valor crifico de la
{able.

DISTRIBUCION de A4

@ ( NvEL)
0.50 0.25 0.20 0.10 0.05 0.025 0.04 0.005
VALORES CRITICOS (eaintétice}
13863 27726 3.2190 4.6052 59915 73777 9.2103 105966
VALORES® CRITICOS (N finito = 36 )
2.616 Jee
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Por lo tanto , con @ = .10 o cuaiquier valor menor, s¢ acepta la hipdtests nule y se
concluye que las perturbaclones estocasticas se distribuyen normalmente.

Se puede noler que sunque se delacieron cualro puntos discrepantes en ef anéllsls
so aceptd ol supuesto de nomelidad en les perdurbaciones estocdsticas con {as dos
pruebas anteriores.

El segundo ejemplo sa extrajo de Nater, Wasserman y Kutner ( 1990, p 439) ; del
libro "Applied Linear Stelisticel Modetls®,

EJEMPLO 2,

La unided quinirgics de un hospiiel esié interesads en oblener un modslo de
regresion que le permits pradeci adecusdamente e tlempo de supervivencis en pacientes o
los cuales se les practicers una operacion aspaciica del higado.

So seleccioneron slestorismenie 54 pecientes a los cusies se ies resi2é una
sveluacion preoperatoria que proporciond informecién para los siguientes conceptos:
1) Funcidn del Tlempo de supervivencia de los pacientes .
2) Nivel de Coaguiecion en la sengre
3) Kded del paciente.
4) Funcionemiento de la Enzime en ¢l paclents,
§) Funcionemienio del ffigado del paciente.
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Los datos obtenidos pare los cincuenta y custro pacientes por estos conceptos se
presentan & coninuacion:

A e RORRESRARENTO]
 TIEMPO OF - .| DEL19GADO
[ 23010 269
2 20043 170
3 2 3096 218
4 20043 201
B 27087 430
] 19031 68 38 72 142
7 1 9031 67 46 83 1
8 21038 37 68 81 2867
9 23064 60 87 93 2560
10 23076 37 78 94 240
1A 26172 83 B84 83 413
12 18129 67 3] 43 186
13 <G99 ] 96 114 3¢5
14 26186 68 83 88 366
16 20263 17 82 67 240
18 23366 74 74 68 240
17 19396 60 86 2 296
18 1 B316 37 b1 41 1 66
19 23324 73 68 74 266
20 22366 68 €7 87 302
21 20374 62 62 B 286
2 21336 34 83 63 112
23 1 8461 67 28 68 210
24 23424 6.8 67 €6 340
26 2 4409 63 69 100 296
26 21684 68 61 73 360
27 22677 62 62 98 2 48
2 21689 12 76 90 669
29 1 8673 62 64 66 2N
30 22604 68 6 B9 268
31 18613 32 64 66 074
32 17834 8.7 46 2 262
33 20646 6.0 1] 73 360
34 24698 68 T2 93 330
36 20807 LY ] 68 10 264
36 22648 63 ] 39 260
37 20M9 286 izl 86 206
38 20792 43 8 118 2886
39 21790 48 81 76 245
40 21703 6.4 pd 88 181
41 1917 62 49 72 1 64
42 18764 36 28 99 130
43 28840 88 86 88 6 40
44 2.1847 66 56 7 286
46 22810 34 n 93 1 48
46 20899 (13 40 84 300
47 24928 46 7 108 306
48 25999 48 86 101 410
49 21987 6.1 67 77 286
60 24914 39 82 103 4685
51 20934 66 77 46 198
62 20969 64 86 40 P2
63 22087 6.4 69 86 233
54 2 4966 88 78 72 320




E! modelo que se propone consiste en hacer una regresion de la variabie
dependiente, represantads en este caso por el logaritmo del llempo de supervivencia de los
pacionies ( T), en las varisbles explicalivas que se definen & continuacién:

C = Nivei de Cosgulacién en is sengre.
E = Edad del paclente.
FE = Funclonamieno de |a Enzima en ol paciente,

FH = Funcionamiento del ligado del paclente.

Modelo de regresidn linesi multiple:

T=p,+F,(C)+ B,(E)+ SFE) + p(FH)+ &

Al reaizar la astimacién de los parémelros con el método de minkmos cuadrados
ordinarios se obtienen los resukados siguientes:

A

A 0.4888
B 4 8%3 &= 0.0022
= = , o= U
2=\ A 0.0095

Al 00019

V:/
SCR = 3.8630 n=54 k=5
SCE = 0.1098 R?=0.9724
SCT = 3.9728 R =0.9701

De tal forma is estimacién del modelo de regresion lineal multipie esté dada por ia
siguiente funcién:
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1,=0.4888+0.0685C,) + 0.0093 E) + 0.0095 FE) +0.0019( FH,)

=1,2,...,54

La estimacién de Ia matriz de varianzas y covarianzas de jos coeficiantes estimados

(13N
0.0025 - 0,0002
A~ e -0.0002 2.96E - 05
eov(B)=| -LAOE-05  S8SE-07
-LS0E-05  1.07E-06

0.0003 -345E-05

- L40E - 05
S.8SE-07
L9IE-07
S.17E-08

- 1.98E- 06

PRUEDAS DE SIGNIFICANCIA DEL MODELO.

~ 130K - 05
LOIE - 06
S17E - 08
LS1E - 07

- 2.40E - 06

0.0003
-3.45E - 05
~1.98E - 06
~2.40£- 06

9.43£ 05

Antes de reatizer las pruabas de significencie es imporiente aclarer que si as
parurbacionas astocastices no se distribuyen nomaimente la validez de dichas pruabas

podria cuestionarse,

La pruebe de signiicancia giobai dei modelo consiste en contraster las sigulentes

hipolasis :

Hy:p,=p,=p,=p;=0 .

F

Porloque :

H:g,#0

(S.S.E)(n-k) "=

F =431.0972

mraalgin | =2,3,4,5.

Utliizando un nivel de significencia ( @ = 0.05 ) se obliene un vaior en tebias de :

F(:,Q ) = 2.574

Se rechaze 1 sk

F>Fie )

Por lo lanto s rechaza la hipdtesis nuis , es decir, 5 # 0 para algin j = 2,3,4,5.
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Para evaluar hipétesis acerca del verdadero valor de cualquier B, realiza |s prusha
t, por lo tanto para comprobar si los pardmetros son significativos se reslizardn estas
pruebas bajo la hipbtesis (3 =0 )

Hyf=0 v H:f#0

-

\= BB

Bejo H, setiene que 5, =0

Por o tanto:
1=9.7297

Utiliizendo un nivel de signficancle ( a = .05 ) se obliene un valor en tablas de :
l(",f’)’ =2.012
So rachaza H, sl [1]> U5}

Por lo tento , se rechazs la hipttesis nula , es decir, 5, # 0, lo cuai indica que el
valor del modelo con todes las variables axplicetivas iguales a cero es distinto de cero.

Hyp, =0 wv. H:f#0

-

(= J% -



Bajo H, setiene que £, = 0

Porlotento :
1=12.5961

Utilizando un nivel de significancla { & = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de :
1(031)’ =2.012

Por 1o que se rechaza H , es dec , 3, # 0, 1o cual indica que la variable explicativa
C o5 significative en éste modelo.

H:B,=0 v H:B#0

o
Bajo [, setiene que §, = 0
Por lo tento :
1=21.1893

Utilizando un nivel de significancia ( & = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de :

teas = 2,012

Por fo que se rechaza /7, , es declr, B, # 0, 10 cuel indica que la varisble explicativa
€ es significativa en éste modelo.
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H:f,=0 v H:f=20

ﬂl */?4

L= m ~ b

Bejo H, selieneque 3, =0
Por lo tento :
£=23.9105
Utifizando un nivel de significencia ( @ = 0,05 ) se obtlene un valor en tablas de :

28 = 2.012

Por ko que sa rechaza /7, , es decir , 7, # 0, lo cus! Indica que ia varisbie explicaliva
FE o8 signiicativa en éste modeo.

Hy:f=0 vs. H:p=#0

B -
{= - ...(.‘
‘[Va(%) et

Bajo H, setiena que f§, =0
Poriotento :

£=0.1983
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Utilizando un nivel de significancia ( @ = 0.05 ) se obliene un vaior an tablas de :

g = 2,012

Porto que se acepta 1, , es decir, 4, = 0, lo cusi Indica que la variable explicative
FH no es signiicativa y no deberia inciulrse en of modeio.

Al ranitzer ins prusbes { se delermine que is varible explicativa FH no debe inciuirse
en &f modelo , por lo cusl el modelo do regresion lineal muitipie que debe sor utillzado es el
siguiente :

T=p,+pC)+B,(E) +(FE) + ¢

Al reaiizer o estimacion de ios parémelros con el método de minimos cuadrados
ordinarios se obtienen los resuledos siguientes:

s
0.0095
SCR = 3.8629 n=54, k=4
SCE = 0.1099 R =0.9723
SCT = 3.9728 & =0.9707
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De tal forma Ia estimacidn del modelo de regresion lineal multiple esté dada por la
sigulente funcion:

T, = 0.4836 + 0.0692(C,) + 0.0093(E,) + 0.0095(FE,) 121,251,

La eslimacion de ls malriz de varianzas y covarianzas de los coeficlenles estimados
es

00018  -0.0001  -8.56E-06 -8.39E-06
Foow(f)=| Q000 L66E-05  -I3E-07  LBSE-07
F/=| -8S6E-06 -131E-07  [46E-07  1.20E-09
839F-06 18SE-07  L20E-09 9.39E-08.

PRUEBAS DE SIGNIFICANCIA DEL NVEVO MODELO PROPUESTO.

La prueba de significancia global del modelo es le sigulente :

Hyp,=p=p=0 vs. H:f,#0  paraagin .20

F:M(i:l)_ ~F
(soS-E.)/(n_k) (K- m-k)
Por lo que :
F =586.0431

Utitzando un nive! de significancia ( @ =0.05 ) sa obllene un valor en tablas de
F(n3 ,5%0) = 2.80

Por lo lanto se rechaza /1) , es decir §, # 0 pars sigin j =2,3,4.
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Pruebas { bajo la hipstesis (J, = 0)

Hp=0 v H:f20

-

ﬂiﬁ

(=B

Bajo H setlene que f§, =0
Por lo tanto:
1=11.3450

Ulilizendo un nivel de significancla ( @ = 0.05 ) se obllene un velor en tablas de :

1045 = 2,011

Por lo que se rechazs H, , es decir . §, # 0, lo cual indica que el vaiar del modelo
con fodas les varisbles explicativas igusles a cero es distinto de cero.

H:p=0 vs. HB=#0
b,
(= i ~
\f"-"lrkﬂgj o
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Bajo f1, se tiene que f, =0

Porlo tanto :
t=106.9755

Utilizando un nivet de significancia ( @ = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de :
l("fo”) =2.011

Por lo que se rechaza F, , es declr, 5, # 0, lo cual indica que ta variable explicativa

C es significativa en éste modelo.

H:p=0 v H:f#0

l= :]-“C% ~ i)
@

Bajo f, se liene que f, =0
Por lo lanto :

1=24.2992
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Utlizando un nivel de significancia ( a = 0.05 ) se obtiene un valor en tablas de :
M = 2,011

Por lo que se rechaza £, , es decir, ff, =0, lo cual indica que Ia variable explicaliva
E es significativa en éste modelo.

Hy:f=0 vs. H:f 20

- ﬁl_ﬂl {

B

(a-k}

Bajo f, se tiene que 5, =0

Por lo tanto :

=31.0817

Utiizando un nivel de significancia ( @ = 0.05 ) se obllene un valor en tablas de :
t(°-§}’) =2.011

Por lo qua se rechaza /1, , es decir, 5, # 0, Io cual indice que la varisble explicativa
FE o5 significetiva en éste modelo.
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Al conter con un modelo adecuado en hase a [as pruebaes de significancle se presento
a conlinuecion la lebla que contiens a lodos los residuos mencionados en el segundo

cepfulo.

-0 198547
-0.139463
0903724
-0 346460
~0 446120,
-0 066360,
-0840488
<2 176128
0722376
0560180
-0 385413
1 194759,
0508742
0121585
0 111185,
-0 344945
- 651910
0.142044
0125302
-0 203820
2950768
0179324
0 310816
0426624
0.236404
2.04269
-1 356051
-0 459106
2.06325)
1444692
0.858110
-0.108797
0635074
-0 052765
0 054346
~2.102122
192520
1543187
-016202%
-0 149884
-1 297489
-0 985878/
-0 057686
0839784
-0 329630
0206068
0466003
0127511
011276)
0018689,
0 016844,
0269238
0178191

012745)
-0 201642]
-0 142728/
0038802
-0 370034
-0 46089 ),
0067738
0963875
-2 210030)
-0 743040
0674742
+0 402096
1295509
052190€
-0 12460
0113732
) 374126
-1 661016
014458
0126300
<0 288009,
3158780
0191696
0 34666
0 446063
0210753
2 422204
157814)
-0 470400
z 115279
+1 507098
0966232
-0191225
0646354
-0 053426/
-0 056311
22207
2.265039)

et el
012619)

0199597,

1563758,
01084990
-0 152599
+1 39850
-t 053480
-0 05634
-0 876890]
£ 340585
6213503
0507836
0129025
0118479
0019332
0Ot 6751
0262725
-0 178881
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A continuacién se presenta una tabla con los residuos estudentizedos externos( t). los
elementos de la diagonal de la matriz (H) y el vector normalizado de residuos cuadrados
(8]); Sus cotas superiores e inferiores respeclivas para detectar puntos discrepantes
‘outilers® y puntos palance se presenten en la Gllima fila de !a tabla y dichos puntos
aparecen sonbreados en la {abla:

L 8 L] dit di2
01261 00X%4 000t ¥ LEDAR)
019797] NFUF 00t 00n4%12
Qrny 0048194 0 00 %60; 0022744
0030413 0070051 0 008765! 000046
036501 7] 012919 X T
045721 0062240 3 }]]
YN 047159 0024854 4 000074]
0 g1547] 00s348 0000065 0032M8
- 003147 0.UBI% 0¥
¥ ooraon 0000000 003020
0570054 00500%) 00142 000193
0 3067 0091160 PYinTY) 0003076
1 30457 [ X KX 00001094
as1e074 04 0 00O
012178 004THM 0000873 a024914
0t1260y 004480) 0004977 0015409
0 00g 00142 0 001959
- 1 0109218 00070
a0%14 00041 2% 200073)
0125647 0059029 0000723 0 000004 0002)98)
0 2851 0 020860 0010583 0001918 000783
0127366 0025007 0021607 0034045
012398 0029%0 X 002587
QN6 0022892 0001148 00D 000HB
044245, 9045282 LI 0004321 0001369 002418
02 2019%0] 0002149 4000001 0000349 0000721
U U0 0 00)713) DOU116) oI5 002465
) [:K) ) 1004056 0024067
I 0005239 0021402
0006 0000636 0010%6) LLIEHE]
00091%6] v
0007170) 0000112
0008497 0o IN
000007 9 0001 4€ 00NN 0018449
000%9Y 0012631 0000303
0024539 -\
DO07178 0007223
9001791 00028 ¢ 007757 0004263
007764 0017558 0002077 0012768 00774
EXTY: 01901 0 U%33 0 QALY ; 00154
1.08465% 0174222 DUIZSYY
4 057759 0025, 0004167 000008,
081483 0082642 0000262} 0 017295| 0005520
anrd 0083129 0 0nes4] onmrIy
anry 0 060607 0.00%597)) 0008217 0029
0504034 LR 005191 2 006191 (L%
0127749 0073328 0001564 ¢ 03874 00000
0117304 0034148 0005279 00N60 0028819 oo
0019137 007 38) 0 0042 90096 0 022744
0016583 0108363 0 0026% 0 0000% 005028
0260264 00632 DONETS Q04137 0001504
0177143 0 0 799) 0 0 G 009430 0 0048
LS=1078y ‘
U109

Los {imites para dentificar * outliers * se obtuvieron a un nivel de significancia

a=0.05
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En Ia tabla que se presenta o continuacién se muestran la distancia do Walsh-Kuh
{ DFFITS ) que se ulliza para delerminar si la i-4sima observaclon es influyente y el valor
absoluto de 1a medide DFBETAS que es utilizada para determinar si la i-4sima observacion

¢s Influyente con respecto al j-ésimo coeficiente ( ZJ, ). Sus respectivas cotas superiores
para detectar observaciones Influyenies se presentan en la dliima fila de la tabla y fos
puntos infiuyentes aparecen sombreados en ia tabla,

v remevorm . romvermmere —
JOFFITS | { | OFBETAS 11 |/ DFBETAS 21 {|/ DFBETAS 3i /[ DFBETAS 41}
0020768 0 U04777] 0010794 0002155 00C4249
00347971 0024307 001361 0006107 0016522
0030746 0008678 002181) 0009090 0008508
0011239 0001747 0000617 0002872 0009045
0137599 0097528 0082618 0000601 0107273
0117795 0070389 0006067 0097474 001667
00121 § 0009232 000060) 80002627 0005549
0204675| 0079538 0160193 0048687 0000814
0413126, 0171955 0073854 0070443 0250404
0207964 000077 134954 0093872 0065577
0131004 0070025 0020975, 0092143 0027466
0118494 0 070190 0023069 0045406 80807¢7
[ 9. 0018461 i g 3e5207]
011869 0 058867 0001132 0UBGUY? [
0 027652 0003735 0019956 0003213 0005048
0024387 0 008U 46| 0014302 0008626 0004357
015574 0049189 0017806 0069434] 0107080
) 0156501 |
00274 000937 0018318 0003950 0000057
002013y 000189 000024) 0007658
0 04§} 002878 00} 0004553
007130, 003473 00197 001ON?
0050767 001137 000247) 0010459 0019674
009747 0037999 0031762 0016766
003342y 001107} 0000222 0004463
0 45715)) 0167921 0006437 0224764
: ¥l i L [} 0.416640
\ 0.03461)
0 46542 009174 0.056554 0230558
pasaeest T 0039930
0 49976) 019 0233 0199954
0030467 001835) 0013254 0005548
0121637 0055374 000686 0047359
0008271 0004935 0001953 0002159
! 001260 000021 €} 0 000891 0 0QE 012
] ) g 2437 004458
X 01389 1 %
013627 0136759 0017478 0032371
0033167 000787 0002760 0016397 0012156
0, 0020385 0007003 0017246 0046460
[H] 0.4 I 0170490
0 } 0124220 016187
000955! 0003347 000377 0002463
0260920, 0014756 0184135 012013 0067370
0087615 001698 0029861 0067876 £016244
£ 057195 00156934 001986 0020019 0037934
0152769 006701¢, 0041440 0102607 0076575
001574 0005118 000804¢ 000438 0091132
0037817, 0008955 0018757 0020850 012960,
0005306 000100 00006Y?7 Q002068 00030807
0005691 000090)) 0000030 0002987 00c4062
004200 0006660 0016965 0010227 0015604
0057226 0032697 ¢ 04£977 0018080 1701249
PR —
S e O II2\08
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Los resultados obtenidos en les tablas anterores se pusden resumir en :

1. Las observaciones 9, 18, 22, 27, 30, 37 y 38 son observaciones discrepantes
*outliers®, es decir , sus rasiduos seian del rango de conflanza,

H. Las observaclones de las variables explicalivas que generan puntos paianca son;

1) La observacion 13 enia primera veriable explicativa ufiizeda para representar

Im constanta dat modelo y en ias variabies explicativas E y FE.

2) La observacién 17 en la variable explicsliva FE.

3) La observacion 28 en la primera varisble explicaliva uilizada para rapraseniar

la constante del modelo y en la vatiable axplicaiiva C.
4) Lo observacién 32 en les variables expllcativas C y FE.

5) La observecion 38 en las veriables explicativas E y FE.

. Considerando a ia medida DFFITS iss cbservaclones 13 ,18, 22, 28, 37,38 y 42
son influyentes y en base ¢ la medida DFBETAS podamos afirmar lo siguiente:

1) Las observacionas 13y 38 influyen en la estimacion de los parémetros fi1,
B3y pd.

2) Las observaciones 18y 28 Influyen en la estimacion de los parémelros 1,
p2yp4.

3) Laobservacién 22 influye en Ia estimacion de todos los parémelros .
4) La observaclén 37 influye an la estimacion de ios parématros P2y p3.

§) La observacién 42 Influye en s estimacion de los perdmetros §1y §3.
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RESIDUOS (§)

GRAFICAS PARA LOS RESIDUQS

RESIDUOS (ti) CONTRA VALORES
AJUSTADOS

1.6 2 26
VALORES AJUSTADOS

RESIDUOS (ti ) CONTRA VARIABLE

EXPLICATIVA (C )

NIVEL DE COAGULACION EN LA SANGRE
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RESIDUOS (1 ) CONTRA VARIABLE EXPLICATIVA(E)

4
U ¢ . . . -. )

-4 4

Q 10 "0 30 40 [2¢] €0 70 80 N 100
EDAD DEL PACIENTE
RESIDUOS (6 ) GONTRA VARABLE EXALICATIVA ( FE)

4
: |, - -
g 0 A * Ta¥ 'I: .! .I."'t ‘.'l . N
y . L .u *

4 ~ — .
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VERIFICACION DEL SUPUESTO DE NORMALIDAD.

Para verificar ei supuesio de normalidad se utllizard la estadistica Anderson-Darling
modificade (4 ), que se describe a continuaclon :

1. Se cuenta con os residuas Rao-Blackwell (5, )

(m= k=% (- 5B )
JO-R)m-0)F - (¥ - 508 )

2. Se conslderan los estedisticos de orden 5 ), con:

S < Sy Vo odat -t

’

3.8ea z,= ._,,_,(sm) endénde G,_, || s(i)) es lafuncién de distribucion de

\

una t de Studant con n-k-1 grados de iibertad avaiuada en ( S )

4. Sa calcula el valor 4°

A= —n—(%) £@i-9 nz+tn{t-z, ..y}
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L.os resultados oblenidos de los punlos anleriores se presentan en la siguiente labla:

su). i (‘)

ESILEL 0012323}
-2300126 0012748}
-1 691658 0048531
1602707 005771)
-1521038 006659}
-1 412385 0082022
-1 05466 0148378
0824830 0192967
0061647 0196540
0 74655) 0229450,
-0 466706 0321389
045723) 024762
-0 390693 045929
-0 370685 0356181
0 366817 0357667
-0 337524 0350562
-0 205351 0.388289
0199597 042130
0109372 0425292
018134 0427701
0177140 0430064
0151100 0440259
Q141319 0 444093}
0123368 0451160
0117304 0453550
0057750 0.477088
0057160 0477325
0055747 0477085
-0 052091 0479017
0019137 0492405
0016582 0433419
003841 0515243
0.11260) 0644597
0125645 0543736
012619) 0543952
0127749 0550565
0143258 0556663
0109739 057405
p21147) 0583302
0236468 059299
0260283 0602124
0331576 062922

0442467 0669950
050403 059175)
051807) 0696630
0570954 0.714646
0642547 0.23824)
0965578 0830501
1304571 0500933
1567343 0940566
2194512 0983515
2390321 099366
255227) 0993064
3495164 0993452
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De tal forma;
A? =1.84840111

PRUEBA A’

( CASO NORMAL CON AMBOS PARAMETROS DESCONOCIDOS )
a ( NIVEL)
0.50 025 0.15 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005

VALORES CRITICOS
0.341 0470 0.561 0631 0.752 0872 1.035 1.159

De la tabla de valores criticos, con cualquier velor de @ mayor o Igual a .005 , se
rechaza la hipdtesis nula y se concluye que las perurbacionss eslocasticas no se
distribuyen normaimente. Como las tablas terminan con un valor de @ =.005 , no s& puede
exhibir el nivel de significancia observado, en este caso ( p - value ),

Por olre pare si se verifica o supuesto de normalidad en las perturbaciones
estocAsticas a través de |a prueba Bera-Jarque se obtiene el resutado siguisnie:

A = 8.3264948

DISTRIBUCION de 4

a (NIVEL)
0.50 0.25 0.20 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005
VALORES CRITICOS (asinttica)
13663 27726  3.2190 4.6052 59915 73777  9.2103  10.5966
VALORES CRITICOS ( N finto = §4 )
29304 4.2616

Porlo tanto , con @ =.05 o cualquler valor mayor, se rechazaria la hipétesis nule .
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A conlinuacién se procede a realizar la verificacion del supuesto de normalidad
eliminande 1as observaciones discrepanies * oulliars *, con los resullados siguienfes:

A? =1,01193646

De Ia labla de valores criticas, con cuslquier valor de @ mayor ¢ igual a .025 , se
rechaza la hipblesis nuia y se concluye que ias peruibaciones estocéslicas no se
distribuyen normalmente. Se puede concluir que ain sin considerar as observaclones
discrepantes, el supuesto de normalidad en las perturbaciones estocasticas sigue stendo
rechazado Inclusive con niveles de significancia muy pequefios.

Por olra parde si se verifica el supuesto de normalidad en fas perlurbaciones
estocéstices sin considerar las observaciones discrepantes a lravés de la prueba Bera-
Jarqua sa obtiene el resuliado siguiente:

A=2.774676

DISTRIBUCION de 2

a ( NIVEL)
0.50 0.25 0.20 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005
VALORES CRITICOS (asIntética)
13863 27726  3.2190 46052 58915 7.3777 9.2103  10.5966
VALORES CRITICOS | N finito = 47 )
284 4479
Por fotenlo , con @ = .10 o cualquier vaior menor, s¢ aceptaria |a hipélesis nule .

Se puede ver que ol eliminar las observaciones discrepantes la decisién con respecto a la
hiptlesis de normalidad en las perturbaclones estocésticas es muy distinfa .



El tercer ejemplo se exirajo de Willlam H. Greene ( 1993, p. 206, 207 ) del libro
“Ecomometric Analysls®.

EJEMPLO 3.

La industrie SIC 33 productera de melales esté Interesade en deserrollar un medeto
de regresion que le permita predecir adecuadamente el valor agregado snusl a declarer.

Tomendo como base un anélisis empirico, se uthizan los datos declarados en enos
anteriores basados en [0S sigulentes concaplos:

1) Velor Agregado (costo final).

2) Labor ( costo de mano de obrs ).

3) Capital (costo da las instelaciones y del equipo ).

Los defos obsarvados da los velntisiete aros anleriores por estos conceplos se
presentan a continuacién:
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OBSERVACIORES |- LOGARITMO DEL. | LOGARITMO DR | LOGARITMO DE
" | VALORAGREGADD | - LAROR{L*) | " CAMTAL{C*)
1 6.488126 5.089608 6.634764
2 6.841541 5.367983 6.206168
3 7.012701 6.228109 8.5691348
4 7.090818 6.504640 7.062774
6 6.969096 6.363762 6.696217
6 8,133300 6.637676 8.424644
7 7.794778 6.115428 8.029404
8 8.356428 6.571163 8627842
9 7.393380 5.770007 7.388410
10 7.148385 5.634061 7.363774
" 6.911998 £.485694 6.406326
12 6.395045 4.946843 6.774647
13 6.748877 4.977010 7.436606
14 7.061017 5.481783 6.983506
15 7.668804 5.386870 7.664130
18 9.196142 7.366632 9.646066
17 6.992345 6.465969 €.784720
18 8.999080 6.007683 9.118182
19 8.083186 6.267169 8.646936
20 7.410677 6.719620 7.438007
2 8.5649659 6.728268 8.567636
2 8.126158 5.648974 8.120963
23 6.384941 6.016766 6.970632
24 7.378996 5.660335 7.616741
26 7.633207 6.200797 7.821234
20 7.727996 6.421750 7.404527
27 6.614263 4.919961 8.844658

El modelo que se propone consiste en hacer una regresién de la veriable
dependients, representada en este caso por el logartmo de! vaior agregado enual ( VA* ),
an las varisblas explicetivas que se definen a continuacién:

L* = Logaritmo de L abor o costo de mano de obra.

C* = Logaritmo de Capital o costo de las instalaciones y del equipo.
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Modelo de regresion lineal muttiple:
VA* = B, + B(L¥) + B,(C*) + &

Al realizer la estimacion de los parametros con el método de minimos cuadrados
ordinsrios se obtienen los resutados siguientes:

_{B) (12100
f=| B, {=| 0.5570 ol= 0.0386

- Z’a 0.4088
SCR= 141316 n=27, k=3
SCE= 0.9261 R? =0.9385
SCT = 15.0576 R =0.9334

De tal forma la estimacldn del modelo de regresion lineal miliple estd dade por la
sigulente funclon:

PA*,=12100 + 0.5570(L*,) + 0.4088(C*,)  i=12..7.

Le estimacion de !a metriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes estimados

o (01159 -0.0208 0.0006
VCov (B)=| -0.0208 0.0161 -0.0096
=\ 0.0006 -0.0096 0.0073
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PRUEBAS DE SIGNIFICANCIA DEL MODELO.

La prueba de significancia global del modelo es la sigulente :

Hy:p,=5=0 Vs, H:f, #0  paraalgin ;.23

_ (S.S.R.)/(k—1) N
_(S.S.E)/(n_k) (-1, n-K)

Por lo que :

F =183 .,1188

WUtiizando un nivel de significancia { @ = 0.05 ) se obliene un valor en lablas de ;
F{g.u ) = 3. 40

Por lo tanto s rachaza /1, , es decir §, # 0 paraaigin j =2,3.

Pruebas t bajo |a hipdtesis (ﬂ, =0)

Hyf=0 vs. H:f=0
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Bajo H, se tiene que f§, =0

Por lo {anto:

t=3.5539

Utilizando un nivel de significancia ( @ = 0.05 ) se obllene un valor en tablas de :

thh = 2.064

Por lo que se rechaza 1, , es decir , B, # 0, lo cual indice que el valor del modelo
con todas las variables explicativas iguales a cero es distinto de cero,

Bajo £, se liene que £, =0

Por o {ento :

t=4.3932
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Utilizando un nivel de significencla ( a = (.05 ) se obtiene un valor entablas de :

£ = 2.064

Por fo que se rechaza F; , es decir, J, # 0, fo cual indica que ia variable explicailva
Ti es significativa en éste modeio,

HB=0 vs. HB#0

{= ﬁ:’ —ﬂJ ~t
Va\l - (n-k)

Bejo f, setiene que 4, =0

Por lo tanto :

t=4.7909

WUlilzendo un nive! de significancia ( & = .05 ) se obtiene un valor en lablas de :

the = 2.064

Por lo que se rechaza f1; , es decir, £, # 0, fo cuel indica que la verlable explicaliva
M es significativa en éste modelo.
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Al contar con un modelo adecuado en base a las pruebas de significancia se presenta
8 conlinuacién la labla que conliene a lodos los residuos mencionados en el segundo

capltulo.

Residuns Residuos Residuos est. | Reslduos Residuos

ordinanios | estandarizadas| - inlernos prediclivos | Rao-Biackwsl)
ol wi d oif) i eied
0.139902 0.712218| 0.823607 0.187086 0.817807
0.067835 0.371352 0.078481 0.364662]
0,200346 0.214895 1058973
-0.072367 -0.076612 -0.369716|
0.028674 0.030460 0.147098
-0.161915, -0.179488 -0.863238|
-0,103736 -0,109392 -0.634169
-0.040854 -0.046186 0213548
0.061126 0.063239 -0.260368]
-0.160127 -0.167268 -0.775691
0.002464 0.002777 0.013037
-0.339654 -0.384145) -1.842173;
-0.273208 -0.373264 -1.687049
-0.067061 -0.06981 -0.291661
0.220168 0.252802 1212768
0.014079, -0.019481 -0.082647]
-0.0372562; -0.039737 -0.191896!
0.169708 0.207176 0.962735
0.166234 -0.186901 -0.893722
-0.026246 -0.027256 -0.133343
0.092769, 0.10732% 0.499970
0.449032 0.529384 2.818282
-0.021888, -0.025396 -0.118914|
-0.041643 -0.044695 0215219
-0,232690, . -0.260421 -1,242742
0.471297 ) 0.508743 2.827179
-0.062278 -0.281 -0.058652 4.276414
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A continuacion se presenta una tabla con los residuos estudentizados extemos( ti). los
elementos de ia disgonal de la metriz (H) y el vector normalizado de residuos cuadrados
(8]). Sus cotas superiores e Inferlores respectivas para detectar punlos discrepantes
"outliers® y punlos pslanca se presenian en Ia UNima fila de ia tabla y dichos puntos
aparecen sombreados enla tabla :

Yy 0.041126]
0136217 0014961
0.067704 0.028374
0043041  0.007553
0081941] 0017021
0.097 0.049161
0.061706|  0.008852
0.102604]  0.063023
0039802]  0.000065
0045342] 0008472
0.112626| 0.008783
0.116817]  0.086407

| 0.084737,

0.008703

0.018
. 0.Z1008
0.000113 0.007636
019898 0.020182
0.01 0014185
0.000651 0.000004
X 0.047919)
N X 3 0.151784]  0.002884] .. O i

-0.118914) 0.168037, 0.061976 0.020491{.
-0.216219 0.085288 0.005582 0030048
~1.242742 0.070806 0.015714 0.02
o 0.013420] 0032846
0.070143 0045383

Los limHtes para idantificar " outilers ® se obluvieron a un nivel de significencla
a=0.05
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En lo tabla que se presenta a continuacién se muestran la distancia de Welsh-Kuh
{ DFFITS ) que se ulitizo para determinor si la i~ésima observacion es influyente y el valor
absoluto de la medida DFBETAS que es utilizada para determinar i la {~ésima observacién
es influyente con respeclo &f j-ésimo coeficients ( }), ). Sus respectivas colas superiores

para deteclar observaciones Influyenles se presentan en la Ollime file de la tabla y los
puntos influyentes aparecen sambreados en la tabla.

TOFFITS 1] |/ OFBETAS (1 /[JOFBETAS (2 [IOFBETAS 181

0.191808 T

0.047963 0.082339 0.11533%
0.184743 0.011128 0.099181
0.032846) 0.001366 0.014838}
0.019814 0.006978 0.016857]

0.034241

0. 0.161610) 0.216662 0.14611
0. 0.339601[ . . 0,6M\ IR

0.09651 0.077543 0.082373 0.

113



Los resullados obtenidos en las tablas anteriores se pueden rasumir en :

| Las observaciones 12,22 y 26 son observaciones discrepantes “outliars”, es
decir, su residuo sale del rango de conflanza.

il. Las observaclones 1,13 y 16 son puntos palance ys qua su residuo sale del rango

de confienza y exisien varios velores de las 5y que rebasan sucole superior
generando pelence parcial de observaciones pare siguna variable explicaliva les
cusles son :

1) Las obsarvaciones 1, 13,15y 22 en las varisbles explicalivas L*yC*,
2) Les observaciones 2y 23 en la veriable explicativa C*.

3) Le observacion 16, 18y 21 an la primers variable expiicativa utiizada para
representar la constante dei modelo .

lil. Considerando @ |a medide DFFITS las observaciones 12, 13 y 22 son influyantes y
en base a la medids DFBETAS se puede afimar lo sigulente :

1) La observacion 1 influye enie estimacion del pardmetro p3,

2) La observacion 12 influye en la estimacion de los parémetros p1 y.p2.

3) Le observacion 13 influye en la estimacion de los parémetros p1, p2y p3.
4) La observacién 15 influye en la estimactén del parémetro p2,

5) La observacién 22 y 26 Influye on la estimecién de ios pardmetros p2 y.p3,
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RESIDUOS (1 )

GRAFICAS PARA LOS RESIDUOS.

RESDUOS ( 1) GONTRA VALORES AJUSTADOS

4
a8
. [ ]
.. . "
0 g - ’
. -
[}
..

4 .
0 2 4 6 8 10
VALORES AJUSTADOS
RESIDUOS (¥ ) CONTRA LA VARIABLE EDPLICATIVA (L°*)

. : .
[N vy . .
0 2 4 6 8§

LOGARITMO DE LABOR ( L")
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RESIDUOS (8 ) CONTRA VARIABLE EXPLICATIVA(C®)

4
;‘ » v
a 0 v .--'o, T 0 ¢
-4 + + 1
0 2 4 L] 3 10
LOGARTMO OF CARTAL (C" )
RESIDUOS ( 8 ) CONTRA &1 TIEMPO
4
: . »
g O | |
N . » s N . v LA »
-4
9 € 0 16 20 ol i
TIEMPO [ AHUAL )
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GRAFICA SOBRE PAPEL NORMAL
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VERIFICACION DEL S8UPUESTO DE NORMALIDAD.

Para verificar el supuesto de normalidad se ulilizaré la estadistica Anderson-Darling
modificada (A4° ), que se describe a continuacion :

1. Sa cuenta con los residuos Rao-Blackwell { s, )

o k=R (K- x0p)
-k )n-BF (¥, -5F )

2. Se consideran los estadisticos de orden s ), con:
S < Sgy ¥ A=t

3.508 2, =G,.,.{5) endonde G,_,..i's, * eslafuncion de distribucien de

una { de Student con n-k-1 grados de libertad evaluada en . § )
4. Se calcula el valor 4

.71"=—n—(/1,/,;) hi’ (2i-9[Inz, +In{1—z(._‘.,)}]
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Los resuliados obtenldos de los punlos anleriores se presentan en la slgulente tabla;

S

0

k10

0.81790684
0.36458217,
1.06897348
-0.36971664
0.14709635

-1.84217319
-1.68704858
-0.29165147,
121276452
-0,05264601
-0.19188677
0.86273487|
-0.89372160,
-0.13334338
0.49596995
281828187,
-0.11891388)
-0.21621870
-1.24274238
2.82717938
-0.27641785

-1.84217319

-1.68704856
-1.24274235)
-0.89372160
-0.86323536
-0.776569104
-0.53416839
-0.36971564
-0.29165147,
-0.27641786
-0.26036800
-0.21621870
-0.21364808
-0.19189677,
«0,13334338
-0.11891388
-0.08264661
0.01303670
0.14709635
0.38456217
0.49996965
0.81790684
0.95273487
1.05897348
1.212764862
2.81828187

2.82717838

0.03223017

0.06266697,
0.11324182
0.19035388
0.19846037
0.22291732
0.29917608
0.35748838
0.38658371
0.39234784
0.39844838
0.41574691

0.418390568
0.42475396
0.44754083
0.45318006
0.48748313
0.50514453
0.56783072
0.64062299
0.68307696
0.78909834
0.82458474
0.84969641
0.88123324
0.99512436

0.89622328
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De tal forma:

A?=0.773866
PRUEBA 42

( CASO NORMAL CON AMBOS PARAMETROS DESCONOCIDOS )
Q (NveL)
0.50 0.25 0.15 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005

VALORES CRITICOS
0.341 0470 0.561 0.631 0.782 0873 1.035 1.159

De Is tabia de velores criticos, con cualquier valor de @@ mayor o iguai 8 .05, se
rechaze la hipblesis nula y se concluye aque a dichos niveles de significancia las
perfurbaciones estocésticas no se distribuyen normalmenle. Por io tanto el nivel de
significancia observado ( p - value ) es menor de .05 .

Por olra pare si se verfica el supuesto de normelidad en las pedurbaciones
estocasticas através de la prueha Bera-Sarqua se obtlens el resuftado siguiente:

A=3.472672

DISTRIBUCION de A

a (NIVEL)
0.50 0.25 0.20 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005
VALORES CRITICOS (asintética)
13863 27726 3.2180 46052 59915 73777 92103 10.5966
VALORES CRITICOS ( N finito= 27 )
2362 3575

Por lo tanto , con @ = .10 o cualquier valor mayor, se rechazaria la hipdlesis nula .
pero sl se utiliza @ = .05 , entonces ésta pruebe no rechaza la hipétesis de normalidad.
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A continuacién se procede a realizer la verificacion dei supuesto de normolided
eliminando las observaclones discrepantes * outllers *, con los resultados sigulentes:

A?=0.687921

De ta tabla de valores crlticos, con cualquier valor de @ mayer o Igual 8 .10 , se
rechaza la hipdlesis nula y se concluye que a dichos niveles de significancia les
perturbaciones estocaslicas noe se distibuyen normalmente. Por lo tanto el nivel de
significancla observado ( p - value ) es menor de .10.

Se puede concluir que al no considerar las observaciones discrepantes y al utilizar un

nivel de significancia @ = 0.05 . la decision de la prueba cambla, es decir , ahora se
obliene que las perfurbaclones estocasticas se distribuyen normalmente,

Por olra parle si se verifica el supuesto de normalidad en las perurbaciones
estocasticas a través de la prueba Bera-jarque se obllene el resultado siguienle:

A=3.243361

DISTRIBUCION de A

@ ( NIVEL }
0.50 0.25 0.20 0.10 0.05 0.025 0.01 0.00%
VALORES CRITICOS (asintética)
13863  2.7726 3.2190 4.6052 59915 73777 9.2103 105966
VALORES CRITICOS ( N finito= 24 }
2.274 344

Por lo tanto , con @ = .10 o cuslquier valor mayor, se rechaza la hipétesis nula y se
concluye que ias periurbaciones estocdsticas no sa distribuyen normaimente. Se observa
bejo esta prusba qus el eliminer ios puntos discrepanles del andlisis. e decision no cambia.



CAPITULO
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SIMULACION

V.1 OBJETIVO Y PROCEDIMIENTO DE LA SIMULACION.

En este capitulo se presenta una simulacion que consistio en generar perturbaciones
estocasticas de tal forma que se distribuyan normalmente para poder evaluar el valor &
( probabilidad de rechazar e} supuesto de normalided dado que se cumple dicho supuesto)
con dos propésitos principales:

+ Comparer los niveles de significancie presentados en la tabla de la distribuclén
limite del estadlstico Anderson-Derling ( .A° ) con los niveles de significancia obtenidos por
Ia simulacion para |a estadistica Anderson-Darling modificada ( A ! ).

¢ Obtener una tabla para la verificacion del supuesto de normalidad a través de la
estadistica A .

El procedimiento para evelusr ¢ valor & para |a estadlistica 22 toma como base el
ejemplo 2y es el qua se prasenta s continuacion .

1) Se genera un vector de perturbaciones estocésticas ( £) de tamafio 54
distribuido normaimente con medis ceroy varlanze &’ obtenida dei ejemplo 2.

2)Por medio de dicho veclor de perturbaciones estocésticas se obliene el vector
de residucs e través de Ia siguiente relaclon ;

Q':”"'H)g '

donde:;

H esia malriz sombrero ( *Hat-Mairix") oblenida por las veriables
explicatives del ejemplo 2.
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3) Uilizando el vector de residuos obtenido se calculan los residuos RAQ -
BLACKWELL :

. (n-k-1)"e,
-k )n-0FE -

donde:

n=5 k=4 y &¥=0.0022 porsertomados del ejemplo 2 .

A&, sonlos elementos de la diagonal de la metriz // menclonada en el
punto 2.

4) Se celculen las estadisticas de orden 5, y se obtlenen los valores de 3 ;)
transformando los residuos RAQ - BLACKWELL :

<) =Gl-k-|(s(l)) )

donde:

Gr(*) es fa disiribucién de una varisble siesloria t de Student con ¥
grados de libertad evaluada en .

5) Caiculer el valor de la estadistica A ! por medio de la estad(stica Anderson-
Derling (A%).

6) Repelir ol procedimiento enterior 1000 veces generando veciores de
perturbaciones estocestices ( £ ) distinfos de famsfo 54 .
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V.2 COMPARACION CON LA TABLA DE DISTRIBUCION LIMITE
DEL ESTADISTICO A%,

Los valores de la estadistica 712 caicutados con el procedimiento de ia secclén
anierior son comparados con ¢! valor de ia tabia de distribucion limile del estadistico Aly
se obliene e nimero de vaces que se fechaza el supuesio de normalidad en las
perturbaciones estocdsticas ( dedo que dichas perturbaciones provienen de la distribucion
normal ) para fos distintos niveles de significancis.

Los resultados oblenidos en {as mil veces que se realiz6 el procedimiento se presenta
para os distintos niveles de significancia & en s iabla sigulente.

COMPARACION DEL NIVEL EMPIRICO a'Y TEORICO

@ Teirico 050 025 045 040 005 0025 001 0005
Valores criticos  0.341 0470 0561 0631 0752 0873 1.035 1.59
“Nivelempiico o 0504 0252 0.143 0036 0043 0028 0011 0005

-2
* Praporcion de veces ( ds 1000 jenque A excedio ei valor critico.

Se puede ver que la proporcion de vecas qua se rechaza el supuesto de normalidad

en ta simulacian { a ') so sproxima sl nive! ledrico de significancia a de Ia labla de
distribucion limite de la estadistica 4% .
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L o i e o et et

V.3 GENERACION DE UNA TABLA PARA VERIFICACION DEL
SUPUESTO DE NORMALIDAD A TRAVES DE LA ESTADISTICA 4' .

En esta seccién se construye la table para s verificacidn del supuesto de normalidad
en las perturbaciones estocésticas por medio de la simulacitn reaiizada al inicio del capttuio.

Para la construccidn de le tabla se busce el minlmo valor al cuel el porcenlaje de
veces que se rechaza el supuesio de normalided en la simulacion ( @ ' ) coincide con los
nivelas de signficancia presentados en la lable de distribucion limite de la estadistica
Anderson-Darling ( A ) . La tebla oblenide con una aproximacion de custro decimales pera
el veior minimo se presents & continuacién |

a' 0.50 025 048 6.10 005 0025 0.01  0.005
VMT 03422 04715 05559 06262 07198 08969 1.0762 1.1292

Donde;

V.M.T. es ¢l valor minimo de tablas al cual el porcentaje de rechazo
coincide con a ',
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CONCLUSIONES

El mélodo preseniado para la verificacién del supuesto de normelidad en las

perturbaclones estocasticas ilene bases tedricas muy firmes que lo respaldan y su
aplicacion es sencilla, por lo cual se propone para ser utilizado en los modelos de regresién
inael y de tal forma poder apoyarse en esta prueba para justificar { en el caso de aceplar
normalidad en las perturbaciones estocasticas ) el uso en el andlisis de regresién de dicho

Al reslizar la comparecion de este método de verificacién del supuesto de normalidad

con ofros ya existentes se puede concluir lo sigulente:

1)La Gréfica Sobre Papel Normal es un método muy sencillo para verificar el
supuesto de normalidad . sin embargo , no es un méfodo que establezca
estadisticamente el resultado de lo que se desea probar ya que Ia decision
da aceplar o rechazar la normalidad depende de la apreciacion.

En el método llusirado en esle trabajo , la decision no depende de la
apreclacion . Ademés dicho método detarmina con que probabilidad se
comaterin ¢l emor de afirmar que las periurbaciones estocasticas no se

distribuyen normeimente siendo que si lo hacen.

2)La prusba Bera-Jarque presenta algunss imiaciones de tipo {eérico ensu
desatrollo ya que se bese en el tercer y cuario momentos . situacidn que no
ocuire con el método propuesto en este trabajo que cuenta con une
base teérice muy firma tal como se establecio anieriormente. Adicionalmenie
la simulacién realzada en el capfiulo V, muestra en sus resutados un valor
o’ muy aproximado al velor o de latabla de distribucién limite del estadistico

Anderson-Darling.

Por olra parte , al considerar los resutados obtenidos por ambos mélodos de
verificaclon en los tras sjemplos del cepfiulo IV , sparece ls prusba Bera-Jerque
como un método en ocasionas distinto en cuanto a resulados que el método
deserroliedo an este trabajo . Se subraya que su distribucién asintética es una
mala aproximacion para n chico . por lo que deben usarse los puntos criticos
obtenidos en Jarqua y Bera (1987, pdg 169).
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Sin embargo . ¢l problema de la normalidad en las periurbaciones estocésticas no
esth resuelto completamente , ya que la presencia de observaclones discrepanles
“ oulliers " pusde ocasionar que se rechace el supuesto de normaiided en las
perurbaciones eslocasticas y ademas pera delectar observaciones discrepantes * outliers *
se ulilza ¢l supuesto de normaiided en las perturbaciones estocéstices |, lo cuel implica la
ocuirencie de alguna de las sigulentes Ires siluaciones:

1) Se delectan puntos discrepentes y se acepla el supuesto de normaiidad en ias
perlurbaciones estocasticas ( Ejemplo 1).

Lo anterior significa que es muy posibie que al eliminer ias observaciones
discrepentes en los dalos , la normalidad seguird aceptdndose en las
periurbaclones estocasticas. £n esta situacion no hay ningun probiema.

2) Se detectan puntos discrepantesy se rechaze ei supuesto de normalidad en
las perurbaciones estocAsticas , pero al eliminar las observaclones
discrepamtas en el andlisis . ahora se acepta el supuesto de normaildad.
( Ejemplo 3).

Obsérvesa que ls deteccidn de puntos discrepantes prasupone normalidad .y
si no hey normelidad , es posible que esos punlos en reslidad no sean
discrepantes.

Lo enterior significa que ias observaciones discrepantes eran le aparente
cause de la no normalidad en las perturbaciones estocésticas. En este caso
no se puede saber slla normalidad existla y iambiénios * outliers " o sl ia
normalidad no axistla pero s! habla “outliers °.

3) Se deleclen puntos discrepantes y se rechaza el supussto de normaildad en
las perturbaciones estocasticas . sin embargo . al eliminar les observaciones
discrepantes del endlisis el supuesio de normalidad se sigue rechazando.
(Ejemplo 2).

Esto significe que las perdurbaciones estocasticas definitivamente no se
distribuyen normaimente , por lo cual se plantea el sigulente probiema en
relacion a * outllers *:

*Las obsarvaciones que fueron consideredas como discrepantes enel
andlisis , ¢ realmenie eran “ outiiers " 7.
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_ TABLA DE VALORES OBTENIDOS DZ LA ESTADISTICA MODIFICADA (. A%)
CON LOS VECTORES DE PERTURRACIONES ESTOCASTICAS SIMULADOS.

VECTOR| ( A%y |vECTOR| ( A*) |vECTOR| ( AY) |VECTOR| ( A%)
7 0134641 3] 3. o1 0.438134 (1] D.160167
2 0.472934 62 0.267337 102 0.211062 162 0.218471
3 0729787 59 0.708684 103 0.209231 153 0686449
4 0.233563 64 0.573830 104 0.419142 164 0.332639
] 0.419065 65 0.288211 106 0.482402 165 0.224828
6 0.334485 56 0.197077 108 0.169129 158 0.843233
? 0177112 87 0.668349 107 0.453829 167 0.409966
8 0.341439 68 0.428381 108 0.930772 168 0.478582
9 0.686446 &9 0.339470 109 0.326426 168 0.377762
10 0.340837 60 0.926684 110 0.372683 160 0.413455
11 0.422688 61 0.213997 mm 0.4165658 161 0.240716
12 0.216568 62 0.532436 112 0.406676 162 0.656081
13 0.315241 63 0.1876568 113 0.276162 163 0.223674
14 0.356699 64 0337378 14 0.866290 164 0.386025
16 0.347367 66 0.468788 116 0.114107 165 0.310628
18 0.207022 68 0.6873 M 116 0.328147 166 0.190736
17 0.919850 87 0.224560 17 0.323403 187 0.281406
16 0.360448 68 0.239924 118 0.483271 168 0.369616
19 0.342990 89 0.248802 119 0.678389 169 0.274859
20 0.116888 70 0.341457 120 0.272632 170 0.684938
21 0.192198 " 0.378264 121 0.308469 171 0.327996
22 0.378380 72 0.355816 122 0.662949 172 0.352599
23 0.387385 73 0.205499 123 0.240928 173 0.265463
24 0.896829 74 0.648828 124 0.616311 174 0.657244
26 0.450473 7% 0.442623 126 0.162630 176 0.403348
26 0.254140 78 0.3122% 126 0.220967 178 0.367429
27 0.434541 Yai 0.468485 127 0.165726 177 0357857
28 0.292296 78 0.088302 128 0.314906 178 0.092469
29 0.449764 79 1.030780 129 0.687354 179 0.241624
30 0.687206 80 0.415880 180 0.417866 180 0.237319
k1) 0264218 81 0.331060 131 0.599979 191 0435158
® 0.390240 o) 0.510400 132 1.886128 182 0.209065
33 0.837736 83 0.485735 133 0.401343 183 0.382320
34 0.280682 84 0.314902 134 0.314762 194 0388411
3% 0.400178 86 0.160060 136 0.348962 185 0.344358
6 0600123 96 0.735045 136 0.238262 108 0.703470
37 0.116212 a7 0.600078 137 0.392935 187 0.404116
38 0672508 88 0.204345 138 0.308082 188 0.326057
39 0211201 89 0.342161 138 0.254456 169 0.265003
40 0.472416 90 0.294543 140 0.433821 190 0.61086%
41 0.243486 91 0.272049 141 0.269730 191 0.6684386
2 0.263131 ) 0.261782 142 0.248243 192 0.189575
43 0.620826 [: <] 0.687770 143 0.373145 193 0.326913
LY 0.288250 94 0.347720 144 0.5692571 194 03821156
45 0.408126 96 0.295811 145 0.210264 195 0.701051
A6 0.461218 98 0471174 146 0.218471 196 0.241622
47 0.359178 97 0.348312 147 0.409904 197 0,371699
48 0.413418 88 0.226892 148 0.261504 198 0.604930
49 0.198393 99 0.650387 149 0.843560 199 0.185217
80 0.856246 100 0.883961 160 0,201272 200 0.832496




TABLA DE. VALORES QBTENIDOS DE LA ESTADISTICA MODIFICADA ( A%)
CON LOS VECTDRES DE PERTURBACIONES ESTOCASTICAS SIMULADOS.

vectoR.| ( A*) [vecroa] ¢ A*) [vecror | ¢ A%):|vecron] ( A%
-mzr L‘b!m& ) 381 0315007

202 0.296388 262 0.234143 302 0.272361 352 0.800645
203 0.283797 253 0.243680 303 0.3084586 353 0.761498
204 0.616653 264 0.324027 304 0.422426 354 0.372623
208 0.249767 265 0.641254 306 0.365308 355 0.257448
208 0,311908 256 0.396383 306 0.297680 356 0.666879
207 0,383097 267 0.160711 307 0.360630 367 0.161078
200 0368880 250 0.267184 308 0.426581 358 0.336692
208 0.269156 260 0.649607 309 0.423804 369 0588386
210 0.527847 260 0.508182 310 0.4446665 360 0310012
21 0.223237 261 0.439848 311 0.308173 361 0.3268351
212 0.289137 262 0.302137 312 0438262 362 0.817799
213 0.999728 263 0.124591 318 0.759339 363 0.245174
214 0.189998 284 0.321086 314 0.376848 364 0.196421
216 0.541960 265 0.766611 316 0.496221 365 0.168547
218 0422424 268 0.409666 318 0812614 366 0.902266
217 0.253909 267 0.475999 317 0.340093 367 0.568222
218 0.669384 288 0.431088 318 0497468 368 0.138017
219 0.382374 269 | 0721889 319 0.289208 369 0444838
220 0.209217 270 1.097459 320 0.484306 370 0.285770
221 0.307648 2n 0895182 321 0.656068 3N 0.358776
2 0.262065 2n2 0.683261 322 0.895047 372 0.220027
o2 0.312094 27 0.646847 323 0217122 373 0.167241
224 0.186098 2N 0.204591 324 0.228817 374 0.541609
226 0.269984 2% 0.207026 2% 062737 376 0673469
e 0641847 27 0.448516 326 0.718016 ) 0.186617
27 0.400544 2N 0.213649 327 0.182396 37 0.488169
228 0.176987 2. 0.158833 328 0.156338 378 0.237188
229 0.337230 M 0.137632 329 0.337548 379 0.085348
230 0.317281 200 0.219487 330 0.762613 380 0.681268
P 0.576760 281 0.431369 391 0.3659186 381 0.453741
232 0.661203 202 | 0363905 392 0.265364 392 0.324963
233 0.387796 283 0.422603 233 0.248418 303 0.314257
23 0596740 204 0.434360 334 0.202730 384 0190235
23% 0.361750 285 0.483803 336 0.259423 385 0.312006
298 0102018 208 0558058 336 0.507082 386 0.291910
237 0.287269 267 0.345700 37 0.327866 387 0168007
238 0.630847 288 0437390 338 0.556047 asg 0.383491
239 0.272323 299 0.209893 339 0.920684 389 0.443787
240 0212538 290 0.168994 340 0.113409 390 0.406654
20 0.273409 21 0.263342 31 0224176 391 0.400842
202 0.38772% 282 0.113858 342 0.208108 392 0422760
243 077N 299 020778 | 340 0.361686 393 0.269601
244 0.262345 264 0.372844 344 0.283740 394 0.400887
245 0522789 296 0.308584 348 0.403101 3% 0.809540
48 08NTN 208 0458273 348 0.196901 396 0.287438
247 0.400364 207 0.462486 347 0.189432 397 0.328320
248 0.200836 208 0316080 348 0.26633 390 0.328753
249 0.267938 209 0.635760 349 0.516170 390 0.490918
260 0.202784 300 0916240 960 0.236088 400 0.920289




_ TABLA DE VALORES OBTENIDOS DE.LA ESTADISTICA MODIFICADA (- A% )

. CON L08 VECTURES DE PERTUR!ACIONEG E'TOCAST[CAS SMUALADOS.

VECTOR | (:A?) | vecTon .| VECTOR L i?!; VECTOR| ( A%)
402 0.645860 462 602 0.450634 662 0.668933
403 0.441806 453 503 0.861489 563 0.339408
404 0.473202 454 504 1.033176 554 0.281260
405 0.638299 456 606 0.323163 65656 0.479554
408 0.389207 458 606 0.623816 666 0.437596
407 0.612480 457 607 0228738 657 0.323327
408 0.476023 458 508 0.256368 658 0.374014
409 0.608792 469 600 0.412066 569 0.341938
410 0.384835 460 610 0.370847 560 0.628684
411 0.300638 481 511 0.337070 561 0.526289
412 0.441278 462 612 0.235045 562 0.391753
413 0.260048 483 513 0.426848 663 0.232635
414 0.207741 484 514 0.316168 684 0.483834
415 0.656432 486 515 0.610266 666 0.248663
416 0.275847 488 516 0.169196 566 0.322114
417 0.187830 467 617 0.497496 567 0.328726
418 0.188300 488 518 0.262245 668 0.2680148
419 0.1696503 489 519 0.187483 669 1.114463
420 0.227008 470 520 0.449680 570 0.348973
421 0.536873 an 621 0.238292 YA 0.324448
a2 0.273848 472 622 0.677493 572 0.304961
423 0.160586 473 823 0.302088 673 0.194831
424 0.333713 474 524 0.36046 1 574 0.196065
425 0.262483 476 526 0.176387 676 0.388072
426 0.177248 476 626 0.266620 676 0.167876
427 0.340763 a7 827 0.536111 877 0.148842
429 0.179081 478 628 0.327830 678 0.172973
429 0.674068 470 629 0.19964 1 5719 0.479445
430 0.244908 480 630 0.700847 580 0.162966
43 0.116307 481 631 0.361018 581 0.322972
432 0.202951 482 632 0.658466 682 0.490110
433 0.269931 483 633 0.308332 583 0.271333
434 0.271832 484 §34 0.350499 564 0.304626
436 0.382812 486 536 0.198017 585 0.609608
438 1129141 496 538 0.166941 586 0.403472
437 0.235918 487 637 0.386728 687 0.195268
438 0.449043 488 838 0.298984 6588 0.508492
439 0.300882 489 8539 0.198457 £99 0.391019
440 0.650806 490 540 0.424971 690 0.335708
441 0.632408 491 . 641 0.610640 691 0.311966
442 0.364353 492 0.891522 6542 0.437013 592 0.480417
443 0.171423 493 0.133910 543 0.436813 [3: <] 0,385409
444 0.181872 494 0.476004 544 0.638384 594 0.980464
445 0.308836 495 0.3584886 545 0.187260 595 0.503548
446 0.4116544 496 0.5663896 546 0.324583 6596 0.416345
447 0.688623 497 0.232058 647 0.325067 697 0.691228
448 0.221832 498 0.4906566 648 0.462369 6598 0.326301
443 0.281162 496 0.314009 649 0.667957 699 0.303421%
450 0.247981 600 0283778 650 0.2074156 600 0.320716




TABI.A DE VALQI'ES OITEPIDOS OE LA ESTADCSTTCA MODIF!CADA ( A%)
con DOG vecmms OE NMACOONEG E.TO(‘ASTICAB SMJI.ADQS. :

BEEL R ERRREEE22RCR3283888538RRR22

( !
0 261%1
0.379038
0.240503
0.260708
0.173872
0.407197
0227314
0.376433
0.196486
0.285342
0.208577
0.963507
0.478087
0.8966561
0.200876
0.292021
0.266906
0.700916
0.441150
0.6368296
0.342824
0.215316
0.329596
0.378888
0.248421
0.364308
0.336879
0.226480
0.766708
0.147702
0.287026
0.198990
0.458410
0.429068
0.248679
0.326694
0.474317
0.128637
0.333330
0.134231
0.212109
0.420189
0.182199
0.569415
0.245816
0.506660
0.230813
0.2763€0
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