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LA VISCOSIDAD VOLUMÉTRICA DE FLUIDOS DENSOS. 

Resumen. 

En este trabajo se describe un método para evaluar la viscosidad 
volumétrica de mezclas de fluidos densos. Dicho método se basa en cálculos 
obtenidos al utilizar la expresión proporcionada flor la Teoría Revisada de 
Enskog para dicho coeficiente de transporte, modelando a las partículas del 
sistema con los diámetros efectivos de la teoría de líquidos de esferas duras 
(EDHST). Los cálculos se realizaron para diversas mezclas, en su mayoría 
hidrocarburos. Gran parte de estos resultados son de tipo predictivo debido a la 
falta de datos experimentales con los que se pudiera realizar una prueba de la 
precisión del método utilizado. 

Entre los resultados obtenidos se encuentra que el cociente entre la 
viscosidad volumétrica y la viscosidad cortante obedece un principio de estados 
correspondientes con respecto a la densidad de masa reducida de la mezcla, 
observándose que en las regiones de alta densidad (n*>0.7), la viscosidad 
volumétrica ea del mismo orden de magnitud que la viscosidad cortante. 
Se obtiene además, para el caso de fluidos monocomponentes, que existe una 
dependencia de la viscosidad volumétrica con el cuadrado de la densidad. 
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Capítulo 1 

La viscosidad volumétrica de fluidos 

densos. 

1.1 Objetivo. 

El objetivo del presente trabajo fue estudiar las características generales de la viscosidad 

volumétrica en sistemas monocomponentes y mezclas binarias de fluidos densos. Para tal fin 

se realizó un estudio numérico utilizando la expresión proporcionada por la Teoría Revisada 

de Enskog (del inglés, RET) para dicho coeficiente de transporte. La teoría de Enskog es una 

teoría de esferas duras que para aplicarse en fluidos reales, requiere del cálculo de diámetros 

moleculares que caractericen al sistema. Las partículas que conforman a un fluido real in-

teractdan bajo una ley que puede aproximarse con un potencial modelo. En este trabajo el 

modelo utilizado para caracterizar la interacción entre las moléculas del fluido fue el potencial 

de Lennard-Jones (12-6). Para asignar un diámetro efectivo a las moléculas que interactdan 

vía un potencial de Lennard•Jones, se utilizó la teoría de los líquidos. En esta teoría se muestra 

que en el régimen de alta densidad existe un criterio para asignar un diámetro efectivo a la 

molécula. Este diámetro será dependiente del estado termodinámico del sistema. Al proci.ili. 

miento de asignar un diámetro efectivo y utilizar RET, se le llamará a lo largo de este trabajo 

por sus siglas en inglés "EDIIST " (EITective-Diaineter llard•Spbere Theory). Algunas de las 

predicciones teóricas obtenidas en este estudio numérico para el caso de sistemas monorumpo• 

mentes se compararon con un escaso grupo de medidas experimentales registradas desde 111 



hasta la fecha. Los resultados obtenidos en este estudio numérico en el caso de mezclas binarias 

de Huidos densos, son de tipo predictivo debido a la falta de resultados experimentales que 

permitieran efectuar una evaluación de la precisión de EDIIST. 

En la siguiente sección de este capítulo se describen las principales dificultades que han 

acompañado históricamente a la determinación de la viscosidad volumétrica de los fluidos. 

Como allí se señala, dichas dificultades tienen lugar tanto en la definición conceptual como en 

la evaluación experimental del coeficiente de transporte en cuestión. 

En el capítulo 2 de este trabajo se proporcionan las características más importantes sobre la 

evaluación experimental de la viscosidad volumétrica, describiendo a grandes rasgos las técnicas 

experimentales empleadas y el grado de exactitud de los resultados obtenidos con su utilización. 

El capítulo 3 del presente trabajo tiene como objetivo dar una descripción de la Teoría 

Revisada de Enskog (RET) que es una generalización de la ecuación de Boltzmann (sistema 

diluído) al caso de un fluido denso de esferas duras'„en el marco de la Teoría Cinética. La 

expresión obtenida por RET para la viscosidad volumétrica está dada en términos de los 

parámetros moleculares que 'caracterizan al sistema cuando se resuelve la ecuación linealizada 

de Enskog. Este procedimiento y la expresión mencionada se proporcionan en las secciones 3.4 

a 3.6 de dicho capítulo. 

En el capítulo 4 se describe la metodoloda seguida en el estudio numérico, presentando 

los detalles técnicos generales que muestran cómo se evaluó la viscosidad volumétrica y los 

resultados obtenidos. En vista de que la mayor parte de estos resultados son de tipo predictivo, 

debido a la falta de reportes experimentales, se propone corno trabajo subsecuente al presente el 

realizar mediciones experimentales de la viscosidad volumétrica para fluidos densos, utilizando 

la técnica de dispersión de luz (Brillouin). Esta técnica experimental se describe en la sección 

2,2 de este trabajo y sus fundamentos teóricos se presentan en el capítulo 5, para un sistema 

monocomponente y para el caso de mezclas binarias, 
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1.2 Aspectos históricos de la determinación de la viscosidad 

volumétrica. 

La viscosidad volumétrica, n, es el coeficiente de transporte relacionado con los procesos de 

dilatación y de compresión ocurridos en el seno de un fluido. Este hecho queda doscrito en la 

ecuación de balance de momento de la mecánica de fluidos0 33), 

O
-di-
pu 

 +V • (puu+V) = O 
	

(1.2.1) 

donde p es la densidad del sistema, u = u(x, y, z, t) es la velocidad en el fluido (la velocidad 

promedio-loopkiellIst~rfr, el flujo de momento, esta dada por el tensor de presion(2): 

o 

= pl4  — 2q Vu —K(V • u) +1r 	 (1.2.2) 

donde 14  es el tensor unitario, ° denota a la parte simétrica, sin traza de Vu, p es la presión 

termodinámica y q es la viscosidad cortante. De esta relación se observa que la viscosidad 

volumétrica tiene lugar en aquellos procesos para los que V • u # O, es decir, cuando el fluido 

es incompresible 

La evaluación experimental de la viscosidad volumétrica está ligada a los avances alcanzados 

en el campo de la experimentación acústica(3). Cuando una onda de sonido se propaga en el 

seno de un fluido, la densidad, la presión y la temperatura de un elemento del mismo variarán 

en el tiempo. La amplitud de esta onda decae exponencialmente con la distancia(4) debido a 

la aparición de un proceso de absorción entre la onda y el medio, debido al intercambio de 

calor y de momento entre la perturbación acústica y el sistema. 'lacia 1845 Stokes dedujo una 

fórmula para la absorción de la energía acústica en fluidos viscosos(5.6), en la que se establecía 

que el coeficiente de atenuación, a, de ondas ultrasónicas en un fluido dependía únicamente de 

la viscosidad cortante. Posteriormente, y junto con Kirchhoff, Stokes obtiene para a (539'219: 

a 
= pC 

2r2

31j 
(4 

1

+  A(7 — 1)+K) 
	

(1.2.3) 

donde f es la frecuencia de las ondas ultrasónicas, p es la densidad del medio, r es la veloci 
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dad de propagación del sonido en el fluido, Á es la conductividad térmica, i es el cociente de 

calores específicos Cp  y Cu, a presión y volumen constantes, respectivamente. De esta forma, 

la relación de Stokes-Kirchhoff establece que la absorción del sonido para una onda de frecuen-

cia ¡ tiene su olgen en tres efectos acumulativos que son: los debidos a esfuerzos cortantes, 

relacionados con la viscosidad cortante; los correspondientes a la transmisión del calor, dados 

por la conductividad térmica; y aquellos originados por la compresión y la rarefacción, es decir, 

vinculados con la viscosidad volumétrica. Como Stokes carecía de valores experimentales para 

la viscosidad volumétrica, optó por asignarle el valor de cero, sin embargo reconoció que tal afir-

mación carecía de una justificación teórica cuando el sistema en cuestión ito±lun gas ideal 

munoatómico17.1°1. El sentir de Stokes se reflejó casi cincuenta años después cuando se observó 

que las medidas experimentales para la absorción del sonido discrepaban de las predicciones 

teóricas. En particular, D45,8) señaló que el coeficiente de absorción del sonidb para el aire 

era de 4.2 x 10-scorl cuando la frecuencia (le la onda era de 6800 ilz, mientras que su valor 

calculado con la teoría clásica de Stokes era de 0.62 x 	 Es decir, el valor predicho 

era mucho menor que el hallado experimentalmente, con una diferencia de 3.6 x 

equivalente a una diferencia porcentual, con respecto al valor experimental, del orden del 85%. 

Se sugirió entonces que tal discrepancia podía estar ocasionada por un intercambio de calor 

debido a radiación solar. Sin embargo, Rayleigh(5.9) evaluó tal efecto en el aire, encontrando 

que era del orden de 1.2 x 10-7cm-I y que no representaba el total de la discrepancia. Justo 

en este punto es donde surge históricamente la evaluación de la viscosidad volumétrica ya que 

tal diferencia se asociaría entonces con los efectos de cambios en densidad ocurridos en el aire 

(compresión y rarefacción). Para obtener dicho coeficiente de transporte se le despejaba de la 

relación (1.2.3) (de Stokes-Kirchholf), es decir: 

= 	-27,2 	511 + 
a pC3  (4 	7 - 1 
71 
	,) 

midiendo el factor de atenuación sónica a por medio de la técnica de eco de pulsos117(13,13). 

La detección de las discrepancias observadas entre los valores teóricos y experimentales de 

la atenuación de sonido dió lugar a la aparición de varias teorías que trataron de explicar el 

hecho. Para el caso de fluidos poliatómicos los autores llerzfeld y Rice(i) parten de suponer 

(1.2.4) 

4 



que los procesos de relajamiento molecular originan la atenuación del sonido, obteniendo tina 

expresión para el intercambio de energía entre los grados traslacionales y los grados internos de 

libertad (rotacionales y vibracionales) de las moléculas del sistema. La atenuación del sonido se 

calculó entonces a partir de la solución a primer orden para dicha expresión. La comparación 

entre los valores predichos con esa teoría y los resultados experimentales de Neklepajew(t1,12) 

resultaba satisfactoria aunque, como los autores señalan en su reporte, carecían de medidas 

experimentales confiables que pudieran utilizarse como probatorias de su análisis. 

Como se muestra en el Apéndice A de esta tesis, la termodinámica lineal fuera del equilibrio(13) 

explica fenomenológicamente la absorción del sonido a bajas frecuencias. Con bajas frecuencias 

se hace referencia a procesos para los que wr < 1, donde w es la frecuencia asociada a la pealo.. 

bación (la onda sonora) que tiene lugar en el sistema y que origina su estado fuera del equilibrio, 

y r es el tiempo de relajamiento asociado al proceso irreversible de absorcióri del sonido, es decir, 

el tiempo en el cual el sistema relaja a un nuevo estado de equilibrio. A partir de esta teoría se 

obtiene una expresión para el factor de atenuación del sonido en fluidos que contiene a la parte 

clásica de Stokes-Kirchholf y que incluye a la viscosidad de relajamiento (ver expresión A.I6 de 

dicho apéndice). Esta viscosidad es la que realmente representa los efectos vinculados con los 

procesos de relajamiento moleculares durante la absorción del sonido, dejando a la viscosidad 

volumétrica su carácter de coeficiente de transporte, independiente de cualquier interpretación 

en términos de aquellos procesos de relajamiento inducidos por el intercambio de energía entre 

los grados de libertad externos e internos. Cabe señalar que el análisis mostrado en el apéndice 

Ase realiza para el caso simple en el que solamente se considera la existencia de un único proceso 

de relajamiento en el sistema, sin considerar efectos cruzados entre los procesos de transporte 

y el proceso de relajamiento. Un análisis más general en el cual se considera que los procesos 

de transporte molecular y los procesos de relajamiento inducidos en el fluido están relacionados 

por los coeficientes viscorreactivos dados en la teoría de Onsager-Curie(13) , se encuentra en los 

trabajos de García-Colín et al(14.15.16) para el caso de sistemas poliatómicos en los que ocurre 

una reacción química. 

En general puede afirmarse que para fluidos poliatómicos, la atenuación del sonido tiene 

lugar mediante dos clases diferentes de procesos de relajamiento(41: 

1.• Un proceso de relajamiento térmico como el señalado por Iferzfeld y Rice. en el que la 
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energía total del fluido se distribuye entre los grados de libertad externos (traslacionales) de las 

moléculas y en tre sus grados de libertad internos (rotacionales y vibracionales). 

2.- Un proceso de relajamiento estructural, asociado con la viscosidad volumétrica, en el 

que la onda de sonido perturba el arreglo espacial local de las moléculas. 

Por tanto es claro afirmar, a partir del análisis dado por la teoría del relajamiento inolecu-

lar (ver apéndice A), que es imposible obtener una evaluación experimental confiable de la 

viscosidad volumétrica en fluidos poliatómicos mediante la técnica experimental de absorción 

del sonido, utilizando el método de sustracción mencionado (1.2.4) debido a que la absorción 

sónica tiene diversos orígenes en este tipo de sistemas. Dicho método de sustracción para eva • 

luar la viscosidad volumétrica sólo es válido en sistemas monoatómicos en los que, incluso, la 

comparación entre distintas fuentes experimentales arroja diferencias entre los valores de este 

coeficiente de transporte del orden del 40%07). 
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Capítulo 2 

Características generales de las 

determinaciones experimentales de 

la viscosidad volumétrica. 

2.1 Evaluación experimental de la viscosidad volumétrica uti-

lizando la técnica de absorción del sonido. 

Como ya fue mencionado en el capítulo anterior, la mayoría de las mediciones experimentales 

de la viscosidad volumétrica para fluidos reales se han efectuadO a partir de los resultados 

obtenidos con estimaciones de atenuación del sonido. Estas mediciones son escasas e inexactas 

debido a que el valor de la viscosidad volumétrica se calcula a partir del exceso de la absorción 

del sonido medida con respecto a su valor clásico, el cual involucra únicamente a los efectos de 

la viscosidad cortante y a los de la conductividad térinica(5.7). Las viscosidades volumétricas 

evaluadas de esta forma son bastante inciertas ya que el exceso de absorción del sonido tiene 

diversas fuentes para el caso de sistemas poliatómicos(4). 

Actualmente los datos experimentales de la viscosidad volumétrica obtenidos con la técnica 

de absorción del sonido están limitados a 111101 cuantos fluidos, muchos de ellos monoatómicos y, 

en general, en regiones cercanas ya sea al punto triple o al punto crítico. En este sentido pueden 

citarse los trabajos de Cowan et al(17.18.19) para el argón, kriptón y xenón para estados inny 
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cercanos al punto crítico. En lo que respecta al punto triple se tienen los trabajos de Malbrunot 

et a112°) y de Mikhailenkoln) para el argón, kriptón y xenón, los de Galt(22) y Naugle y Squire(231 

para el argón, todos ellos reportando un único valor de la viscosidad volumétrica. El trabajo 

de Madigosky(24) es de las pocas referencias disponibles que no está limitada a alguna de las 

regiones mencionadas y que proporciona valores para la viscosidad volumétrica del argón en el 

intervalo de densidades de 0.5 a 1,0 gictn3  y a una temperatura de -38,6 °C, por lo que, como se 

señala en el capítulo 4 de esta tesis, fue utilizado como fuente de comparación para la primera 

parte del estudio numérico realizado. 

El instrumento más popular para medir el factor de atenuación del sonido es el interferómetro 

sónico, concebido originalmente por Pierce(3). En una versión más moderna, utilizada por 

Litovitz y Carnevale(25), este aparato consiste de un cilindro de acero inoxidable que tiene en 

su interior un pistón movible. El cilindro contiene al liquido que es el sistema en el que han de 

realizarse las medidas de atenuación sónica. Un cristal de cuarzo, sujeto al cilindro, funciona 

como oscilador al ser excitado por una señal eléctrica. Dicho oscilador juega el papel tanto de 

transmisor como de receptor de la señal, por lo que a esta técnica se le ha denominado taMbién 

como de eco de pulsos. Tras la excitación del cristal de cuarzo se genera un pulso ultrasónico 

que viaja a través del líquido, reflejándose en una superficie movible, sujeta al pistón, y puesta 

para tal lin. El pulso regresa al oscilador, midiéndose entonces los cambios en la señal eléctrica 

con un microamperímetro. La distancia entre el cristal y la superficie reflectora puede variar 

mediante la utilización de un tornillo micrométrico. Como fue referido en el capítulo anterior, la 

viscosidad volumétrica se determina entonces a partir del método de sustracción de la absorción 

rlásicat" descrito en la sección 1.2 de este trabajo. 

A continuación se proporciona una relación de las características más importantes obtenidas 

en las investigaciones experimentales para la viscosidad volumétrica que utilizan la técnica de 

absorción del sonido. 

1.- En el trabajo de W. M. Madigosky(241 se obtiene la viscosidad volumétrica del argón, 

utilizando la técnica de eco de pulsos, a una temperatura de -38.6 °C y en el intervalo de den-

sidades de 0.5 a 1.0 gicin3. El autor reporta una incertidumbre experimental del coeficiente de 

transporte en cuestión que va del 80% para bajas densidades, basta un 10% en densidades altas, 

sin hacer referencia a la incertidumbre asociada a cada dato. El aspecto más significativo de 
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este reporte es la observación de una dependencia cuadrática con la densidad para la viscosidad 

volumétrica. Los valores experimentales mencionados se enlistan a continuación y, como ya fue 

señalado, se utilizan como fuente de comparación en una parte del presente estudio numérico. 

p 	 104 K 

(Densidad) 	(Viscosidad Volumétrica) 

(g/coa) 	 (pise) 

	

0.508 	 0.9 

	

0.694 	 2.9 	 (Ref. '24), 

	

0.812 	 3.3 

	

0.896 	 4.4 

	

0.958 	 4.8 

	

1.008 	 5.6 

El ajuste de una parábola a los resultados experimentales mencionados (mediante la técnica 

de mínimos cuadrados) proporciona la siguiente expresión: 

	

104K = —0.573 + 0.533p + 5.5p2 	 (2.1.1) 

con un coeficiente de correlación de 0.993. 

II.- En los experimentos de Cowan et 017,18,19) se utiliza también la técnica de eco de 

pulsos, obteniendo la viscosidad volumétrica del argón, del kriptón y del xenón líquidos, en 

regiones cercanas al punto crítico de cada sistema. Por esta razón no pudieron ser utilizados 

como comparación para los resultados del presente estudio numérico. Sin embargo estos trabajos 

proporcionan, por un lado, información sobre la precisión relacionada con la utilización de dicha 

técnica experimental y, por otro lado, algunas características de dicho coeficiente de transporte 

en esas regiones. A continuación se enlistan las principales características de estos reportes, 

haciendo referencia, en cada caso, del sistema de estudio: 

1.) Tanto para el argón07), kriptón(18) y xenón(19) las mediciones del cociente del coeficiente 

de absorción del sonido, a, y la frecuencia f de las ondas sónicas, so efectuaron con respecto 

a la presión del sistema, a lo largo de isotermas. A partir de la relación (1  2.11 S° 'liude 

observar que la confiabilidad en las mediciones experimentales de la viscosidad volumétrica 

depende de las incertidumbres asociadas a cada una de las variables involucradas en el molido 
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de sustracción de la técnica acústica. Cowan et al reportan como valores máximos para dicluis 

imce•tidumbresp7,is,19):  un 3% para el término (a/ f 2 ), 3% para pC3/2r2, 5% para la viscosidad 

cortante y, y 10% para el término 47 — I)/Cp. Por tanto, el cálculo experimental de la 

viscosidad volumétrica tendrá asociada una incertidumbre máxima del orden del 20%, debida 

a dichos factores. 

2.) Para los tres gases nobles analizados, los autores reportan que el valor de la viscosidad 

volumétrica aumenta en regiones cercanas al punto crítico. Se afirma además que la estimación 

del coeficiente de absorción del sonido, a, es poco confiable en dichas regiones debido a la inesta-

bilidad presente en cada uno de dichos sistemas al tratar de alcanzar su equilibrio. Esto origina 

una gran incertidumbre en la determinación de la viscosidad volumétrica en las vecindades del 

punto crítico. 

3.) Para el argón(17) se observa que la viscosidad volumétrica es función de la densidad y 

de la temperatura en el intervalo de 90 a 150 K. Se observa además que, a lo largo de la curva 

de vapor saturado, el cociente de la viscosidad volumétrica y de la viscosidad cortante, ►c/r), es 

proporcional a (Tc —T)t, en el intervalo de temperaturas de 90 a 140 K. 

4.) En el caso del argón(') se observa que el valor de a/f 2  permanece constante con respecto 

a la variación de la frecuencia f. Esto deja de ser válido cuando f toma valores menores a 35 

Mliz y, en especial, en las cercanías al punto crítico. Los autores señalan que estas desviaciones 

de un valor constante para dicho cociente no son atribuibles a proceso de relajamiento alguno 

y son indicativas de grandes fluctuaciones en la región cercana al punto crítico(26,27). 

5.) En los tres sistemas se cumple que el cociente entre la viscosidad volumétrica y la 

viscosidad cortante, Oh obedece un principio de estados correspondientes con respecto a la 

densidad reducida. En el caso del xenón(19) el cociente Kiri depende de la temperatura y de 

la densidad, sin que se concluya que exista una dependencia de este estilo para la viscosidad 

volumétrica. 

O.) Para el caso del xen6n09) se observa que a lo largo de la curva de vapor saturado y en 

una región cercana al punto triple, el valor de la viscosidad volumétrica, si, decrece conforme 

disminuye la densidad p, llegando a un valor mínimo en p=2.8 g/cm3, A partir de ese valor en 

la densidad, t< aumenta por la cercanía con el punto crítico. 
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2,2 Evaluación experimental de la viscosidad volumétrica uti-

lizando la técnica de dispersión de luz (Brillouin). 

Cuando se conocen los valores de la conductividad térmica y la viscosidad cortante de un 

líquido, se puede determinar experimentalmente la viscosidad volumétrica del mismo utilizando 

la técnica isoentrópica de dispersión de luz con la que se mide el ancho, r, de la línea de Brilloui u. 

El espectro de Rayleigh-Brilbuin se origina por fluctuaciones en la densidad ocurridas en el 

medio. La evaluación teórica de la distribución de intensidades de la luz dispersada por el 

sistema se obtiene a partir del método convencional del análisis de fluctuaciones partiendo de In 

linealización para las ecuaciones de la hidrodinámica(28.29,67), encontrándose el triplete formado 

por una línea central o de Rayleigh, dada por una lorentziana y el par de líneas de Brillouin. 

situadas una a cada lado del pico central de Rayleigh. La fundamentación teórica del análisis 

de las fluctuaciones hidrodinámicas para obtener el espectro Rayleigh-Brilbuin se describe en 

el capítulo 5 de esta tesis para el caso de un sistema monocomponente, sección 5.2, y de una 

mezcla binaria, sección 5.3. 

Las frecuencias correspondientes al doblete de Brilbuin son: 

kC f = ±— 
2r 

(2.2.1) 

donde C es la velocidad del sonido y k es el vector de onda: 

4w nsen (1) 
11, — 	  (2.2.2) 

y donde n es el índice de refracción de la muestra, Ao es la longitud de onda para la radiación 

incidente en el vacío, y O es el ángulo de dispersión. 

Cuando una onda de sonido viaja en el seno de un fluido monocomporiente, el ancho, r, de 

las lineas de Brillouin, a la mitad de su máximo, están dados por (ver sección 5.2): 

kz 

p  
r =

2w 

(7  _ 4 
(2.2.3) [A

Cp 
A+

3 
r)+ 

donde p es la densidad del sistema, -y es el cociente de calores específicos, Cr  es el calor especitice 
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a presión constante, A es la conductividad térmica, 7/ es la viscosidad cortante y K es la vis. 

cusidad volumétrica. Teniendo el valor experimental de 1' así como el resto de las propiedades 

termodinámicas involucradas en (2.2,3), se despeja el valor de s. En el caso de un sistema for• 

orado por una mezcla binaria el espectro de BrIllouin tendrá el correspondiente valor de r, dado 

por la expresión (5.3.111) (capítulo 5) que involucra, además de las propiedades del sistema 

relacionadas en (2.2.3) y, entre otras, el coeficiente de difusión, I), la variación del potencial 

químico con respecto a la concentración, a temperatura y presión constantes, \.s
') , de la 

Ttt 
mezcla, etc. Nuevamente la viscosidad volumétrica ha de obtenerse al despejarla en la expresión 

para 1'. El arreglo experimental") utilizado para medir el espectro de dispersión de lirillouin 

es aquel en el cual se tonta la salida de un láser de longitud de onda conocida para hacerla 

incidir sobre una celda que contiene la muestra a analizar en su espectro de dispersión. La luz 

dispersada por la muestra se enfoca con la ayuda de una lente hacia una apertura (pinhole) y 

de allí es miríada a un polarizador para seleccionar cierta componente polarizada. Entonces, 

dicha componente se colina con una lente hacia un interferómetro Fahry-Perot. La salida del 

interferómetro se envía hacia una segunda apertura con la ayuda de una segunda lente y, pos-

teriormente, se hace incidir a un tubo fotomultiplicador. La salida digital del fotomultiplicador 

se conecta a un sistema estabilizador DAS-10 el cual está conectado además por una interítse 

al interferómetro, a un generador de voltaje de rampa y también, a un sistema computarizado 

para efectuar el análisis de las cuentas("). Cabe seíialar que esta técnica de medición para eva —

!llar s es, posiblemente por su naturaleza, más exacta que la utilizada en medidas de atenuación 

del sonido, ya que en esta última no se toma en cuenta la presencia de procesos de relajamiento 

ajenos al proceso de transporte vinculado con la viscosidad volumétrica y que pueden tener 

lugar en sistemas poliatómicos como se muestra en el apéndice 031. En este sentido puede 

hacerse mención de las observaciones de tipo comparativo existentes en la literatura, entre 

las medidas experimentales de la viscosidad volumétrica para el xenón, obtenidas por un lado 

con la técnica de absorción del sonido0°) y, por el otro, con la técnica de dispersión de luz 

(Brillottin)(29). Esta comparación(19) muestra el mismo patrón de comportamiento para dicho 

coeficiente de transporte en las cercanías del punto crítico, cuando se utilizan ambas técnicas 

experimentales. Sin embargo, los valores obtenidos con la técnica de absorción del sonido(►9) 

son, aproximadamente 40% mayores a los reportados por mediciones que utilizan técnica de 
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dispersión de lui (Brillouin)(2°). 

En lo que respecta a las mediciones experimentales obtenidas para la viscosidad volumétrica 

utilizando la técnica de detección del ancho de la línea del espectro de Brillouitt(2°.°7), se men-

cionan a continuación las características relevantes de los trabajos existentes en la literatura. 

1.- La viscosidad volumétrica reportada por Barahudin et all291, utilizando la. técnica isie 

entrópica para la determinación del ancho de la línea de Brillouin, puede resumirse en los 

siguientes puntos: 

I.- Los sistemas analizados son, nuevamente, el argón, el kriptón y el xenón. Las regiones 

termodinámicas del análisis son cercanas al punto triple y al punto crítico, para los tres sistemas. 

2.- Para el argón los autores reportan una gran concordant:ia con las medidas de la técnica 

ultrasónica, dadas por Cowan et al(17). 

3.- Los autores reportan la existencia de un comportamiento tipo estados correspondientes 

para la viscosidad volumétrica, acorde con las predicciones experimentales de la técnica ul-

tra.sónica(17.18.1°). 

11.- En el trabajo de Camine et a1(T7) se compararn los resultados experimentales de ab. 

succión del sonido y el espectro de dispersión de luz para el tetracloruro de carbono, reportando 

que para frecuencias sónicas mentores a 600 Mllz, la viscosidad volumétrica es aproximada-

mente del mismo orden de magnitud que la viscosidad cortante. 

111.- El trabajo de Goodman et oil") reporta que la viscosidad volumétrica, fti, de la for 

manida es significativamente mayor a la viscosidad cortante, 	en regiones de frecuencia 

hipersónica. Los experimentos de este trabajo se realizan en un Intervalo de temperaturas 

para el sistema que van de los 5 a los 100 °C, encontrando que 

2.3 	Evaluación experimental de la viscosidad volumétrica uti- 

lizando simulaciones de dinámica molecular. 

La dinámica molecular utiliza métodos de simulación por computadora con el fin de calcular las 

propiedades termodinámicas del sistema bajo estudio. Dicha estimación se efectúa. mediante 

un proceso de seguimiento para las posiciones y las velocidades de las N partículas que consti 

tuyen al sistema. Éste se localiza en una caja cuyas dimensiones son condiciones a la frontera 
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periódicas para la posición de cada uno de sus constituyentes. N está limitado por la capacidad 

en memoria de la computadora a utilizar y generalmente es menor a 103, Las trayectorias de las 

partículas se obtienen a partir de la integración numérica de las ecuaciones de movimiento de 

Newton en las que se incluye la ley de interacción entre partículas, F. El tiempo macroscópico 

durante el cual han de ocurrir las interacciones de los componentes del sistema dependerá de 

su estado termodinámico inicial (temperatura, T, densidad, p), de la masa de cada partícula, 

mi y de la ley de interacción(33) entre ellas. Las variables termodinámicas como son la energía, 

la temperatura y la presión, son variables que pueden expresarse como funciones de las posi-

ciones y velocidades de las partículas a partir de la Mecánica Estadística(32). Por lo tanto, las 

simulaciones de dinámica molecular permiten obtener propiedades termodinámicas a través del 

cálculo de promedios en tiempo y posición de dichas funciones(31.34). 

Creen y Kubo(37) propusieron que los coeficientes de transporte pueden ser escritos como 

integrales evaluadas sobre la función de correlación en el tiempo: 

C(1) = (i1(0)A(t)).= 	• .1 dpdqA(p,q;0)A(p,q;t)f(p,q) 	 (2.3.1) 

donde t es el tiempo, p = p(t) y q = q(t) representan las coordenadas de momento y de posición 

necesarias para describir al sistema en el espacio fase. A(p, q; t) es la función arbitaria del 

espacio fase sobre la que se desea obtener la correlación en el tiempo y f(p,q) es la función 

de distribución en el espacio fase para el sistema en equilibrio. Por definición C(t) evalúa 

las fluctuaciones que ocurren en el sistema con respecto al estado de equilibrio y juega en 

la Mecánica Estadística del No Equilibrio el mismo papel que la función de partición en la 

Mecánica Estadística del Equilibrio, con la excepción de que ésta última es única para ese 

estado, mientras que fuera de dicho estado, habrá de determinarse la función de correlación en 

el tiempo para cada proceso de transporte en particular08). 

Cualquiera que sea la función A(p,q; t) elegida, la evaluación exacta de C(t) requerirá de 

la solución de las ecuaciones de movimiento para cada una de las partículas en el sistema 

promediando sobre un conjunto representativo (ensamble) de equilibrio. Las técnicas de la 

dinámica molecular en el equilibrio permiten efectuar la integración numérica de las ecuaciones 

de movimiento con el objeto de evaluar la función de correlación en el tiempo. En tales condi- 
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dones se utilizan las integr:des do Green- Kubo para obtener las expresiones para los coeficientes 

do transporte que, en el caso de la viscosidad volumétrica estad: 

ke = 	jo  dt 	jaa(0) julo) 1 f „ 

donde V es el volumen del sistema, k1 es la constante de Boltzmann y 	es la temperatura. 

Los superíndices a y b toman los valores de las coordenadas x, y y z. El término J"(t) está 

dado por: 

N 1 	 N 
J''"(t)= E —pia(t),,„(t)+ E ri a(t)Pia(t)- pV 

i=1 	 i=1 
(2.3.3) 

donde pia(t) es la componente a del momento para la partícula j-ésima, mientras que ri, y Fia  

son, respectivamente, las correspondientes componentes de la posición y de la fuerza que actúa 

sobre dicha partícula y p es la presión del sistema. 

Existen pocas fuentes de datos para la viscosidad volumétrica en las que se han utilizado 

simulaciones de dinámica molecular. Estas fuentes se limitan al estudio de un sistema mono-

componente, el argón, en determinadas regiones de densidad y temperatura. A continuación se 

proporcionan las características mas importantes (le los estudios relacionados a este tema. 

I.- El trabajo de Levesque, Verlct y Kurkijarvy(36) es el primero en el que se evalúa la vis-

cosidad volumétrica mediante la aplicación de las técnicas de estudio de la dinámica molecular, 

proporcionando una sola medida correspondiente al punto triple. Estos autores reportan un 

valor muy pequeño para la viscosidad volumétrica y el cociente O) = 0.26 ± 0.05. 

La única fuente de datos obtenida con dinámica molecular que abarca regiones más 

amplias en temperatura (aproximadamente 80.300 K), para tres valores de la densidad de masa 

(1.311, 1.414, 1.485 gcm-3 ), es la correspondiente a Borgelt et al(40) para el argón. Estos 

valores fueron utilizados posteriormente por Castillo et J411 para comparar los resultados 

obtenidos para la viscosidad volumétrica proporcionada por la teoría Revisada de Enskog. 131 

objetivo de llevar a cabo la comparación mencionada (que también fue realizada en forma simi-

lar para la conductividad térmica y la viscosidad cortante) fue el de evaluar con EDIIST cuál 

de los diámetros efectivos dados por la teoría de líquidos era el más eficiente para modelar 

(2.3.2) 
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a las partículas del sistema. Castillo et al(") reportan que la utilización del criterio varia-

cional de itasalah•StellM) proporciona un valor para la viscosidad volumétrica del argón que 

difiere un 20% con respecto a los valores dados por las simulaciones de dinámica molecular 

mencionadas(40, para valores de la temperatura reducida, r(= 1:07E) mayores a 1.2 0 1.3. 

Los esquemas perturbativos(31.35) para evaluar dicho diámetro efectivo proporcionan para tal 

diferencia porcentual, valores superiores al 30%. 

111,- Cabe señalar que existen diversos trabajos en los que se determina la viscosidad 

volumétrica mediante un análisis de dinámica molecular para sistemas monocomponentes cuyo 

objetivo es el de estudiar las características de algunos potenciales intermoleculares, pero sin 

hacer referencia a un sistema real. En este sentido pueden citarse los trabajos de Iloheise034) 

para el caso de un potencial de esferas suaves y el correspondiente a Joslin, Gray, Michels y 

Karkheck(aul para un potencial de pozo cuadrado, 
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Capítulo 3 

La viscosidad volumétrica y la 

teoría cinética. 

3.1 La ecuación de Boltzmann. 

La Teoría Cinética permite evaluar las propiedades termodinámicas e hidrodinámicas de un gas 

a partir de las propiedades microscópicas de las partículas que componen al sistema. Esto se 

logra resolviendo la ecuación integro-diferencial e irreversible de Doltzmann que establece la 

razón de cambio en el tiempo para la función de distribución de una partícula que colisiona con 

otras, Dicha ecuación tiene la forma(42,46): 

[fh
— 	• Vr 

vn
— • VI f(r,v, t) = 	(fi  — f f) 'vid bdbdsodvi 

	
(3.1.1) 

donde f(r, y, t) es la función de distribución para la partícula 1, que está situada en r, viajando 

con velocidad v al tiempo t; 	 t) es la función de distribución para la partícula 2, que 

colisiona con la primera, y que está situada en r, con velocidad vi, al tiempo t. F es la fuerza 

externa que acida sobre cada una de las partículas del sistema y ni es la masa de cada una de 

ellas. La variable vi es la velocidad relativa entre las partículas interactuantes, 

vR  = v — vr 	 (3.1.2) 
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wkulu azinottal y b es el ()arrime( ro de impacto (le la 	 II .1( 1011 I 	I(.11. 

,uno 

= fir.v. .ii 	 3.i ta 

I, .1.  r,v;.11 	 (3.1.3.1» 

que son las funciones de distribución para las partículas interactuantes después de la colisión, 

es decir, cuando se desplazan a las velocidades y' y y; , respectivamente. 

La ecuación de Doltzmann representa la variación en el tiempo para la función de dis• 

trilmción de una partícula, dada dicha variación por:02) 

ithr.v,t) (i) 	

( 

f(r,v,1) 	Of(r,v,t)) 

k. — ) fltou 	01  

(3,1.4) 

donde el término de flujo está dado en (3.1.1) por: 

(0f(r,v,1)) 
= [—v • Vr  — 	• Vv]f(r,v,t) 	 (3.1.5.a) 

flujo 	 111 

mientras que el término de colisión es: 

(Of(r,v,t)) 
= f I IV 	f j( ) Ivillbdbd(pdvi 

\ 	01 	/ rolidián 
(3.1.5.b) 

3.2 Generalización de la ecuación de Boltzmann a sistemas 

monocomponentes densos. 

Debe hacerse mención que la ecuación de Doltzmann es válida para un sistema itionocompottente 

en el límite diluido ya que su planteamiento ha requerido las siguientes suposiciones:(4)  

1.) sólo se tienen colisiones binarias entre las partículas del sistema. 

2.) las funciones de distribución para cada una de las moléculas a interactuar se evalúan en 

el mismo punto del espacio. 

3.) debe satisfacerse la hipótesis del caos molecular. 

4.) la función de distribución describe localmente el comportamiento del sistema por lo que 
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dicha función tiene una variación lenta para longitudes físicas I: 

A < 1 < 

donde A es el camino libre inedia para las moléculas y V es el volumen total del sistema. 

Para el caso de un sistema en el régimen denso las hipótesis I.) a 1.1 •a no pueden describir 

el estado del sistema, debiéndose entonces tomar en cuenta los siguientes hechos: 

i.) El tamaño finito de las moléculas que colisionan origina que sus centros no se localicen 

en el mismo punto. 

ii.) La correlaciones de velocidad y de posición no deben despreciarse para el caso de un 

sistema denso. 

iii.) No pueden despreciarse las colisiones entre más de dos partículas. 

Al tomar en cuenta estos hechos, Enskog(45) realizó una extensión de la cenado!' de Boltz-

ma un para sistemas diluidos con el objeto de tratar un sistema monocomponente en el régimen 

denso. Para esto mantuta) la hipótesis 1.) e introdujo las correspondientes 1.) y ii.) como 

consecuencias de los aspectos geométricos a tener en cuenta durante la compresión de un gas 

de esferas duras de diámetro o. Es decir, si el centro de una de las esferas a interactuar se 

encuentra localizado en la posición t.' = r, entonces la otra esfera deberá estar situada en la 

posición r2  = 	donde k es un vector unitario en la dirección que une los centros de las 

esferas(40. Enskog propuso además, que la hipótesis del caos molecular 

En la teoría cinética moderna se salte que los efectos de correlación para las posiciones de las 

moléculas a colisionar están incluidos en la función de correlación de pares0'0, g(r1, r2 ), simulo 

que .1:rpt2g( 	r2 ) es la distribución de probabilidad de encontrar una partícula en la posición 

Vi, dado qUe otra partícula se encuentra en r2  con respecto a un origen de coordenadas. Enskog 

intuyó este concepto de la función radial al proponer que la hipótesis del caos molecular para 

el caso de un sistema denso debería ser la correspondiente al caso diluido, multiplicada por 

x(ri, r2 ), que es un factor probabilístico con el que se emitía la frecuencia de las colisiones para 

dicho sistema denso, es decir: 

Hipótesis del caos molecular para un sistema denso según Enskog: 

k(r,r—cdi)f(r,y,t)f(r—aft,y1,l) 	 (3.2.1) 
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Utilizando entonces (3.2.1) y un procedimiento similar al seguido para el caso diluido. En-

slwg obtiene la ecuación generalizada de Boltzmann para la razón de cambio de la función de 

distribución de una esfera duran"): 

[;* + y • vr + 	vvi f(r, t) = f fIA(r, 	 t)f(r+cric, v1,01— 
\(r,r—Inic)f(r,v,t)f(r—art,y1,t)ilv Ribdbdsldv 	 (3.2.2) 

3,3 	Generalización del método de Enskog a mezclas fluidas, 

La primen, generalización del método de Enskog fue dada por Thorne(47) para una mezcla 

binaria de gases. Posteriormente, Thatn y Gubbins(48) realizaron la extensión al caso multi-

componente. Un análisis detallado de tales extensiones fue realizado por Barajas, Carcía-Colin 

y Pilla(40, detectando una falla en la fundamentación teórica de las mismas. Estos autores 

plantearon la interrogante referente a cuál debía ser el punto de evaluación para la función de 

correlación de pares debido a que ahora, el sistema era una mezcla de esferas duras con distintos 

tamaños y examinaron las consecuencias de evaluar a la función de correlación en tres puntos 

diferentes sobre la línea que une los centros de las moléculas: 

En el Centro de Masas 

En el Punto de Contacto 

En el Punto Medio 

encontrando que ninguno de estos tres debía preferirse ya que cualquier elección conducía a una 

incongruencia con la termodinámica irreversible debido a que las fuerzas de diftMión dependían 

de dicha elección, Se planteaba así un fuerte cuestionamiento a lo que se conoce romo la Teoría 

Estándar de Enskog, cuyas siglas en inglés son SET. Para solventar el problema planteado en 

SET para las fuerzas de difusión, van Beijeren y El'IlSt (511'Si '52)  desarrollaron una reformulación 

de la teoría de Enskog, conocida como la Teoría Revisada de Ensktig, tuyas siglas en inglés 

son BIT. Estos autores introducen a la función de distribución de pares para las moléculas 

de especies i y j, romo una funcional no local de los campos de la densidad de cada una de 

esas especies. La justificación de tal argumento se basa 	el hecho de q uo en  un est alló so 
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uniforme, la función de distribución de pares contiene gradientes de la densidad local, potencias 

en los gradientes, así coleo derivadas espaciales de órdenes superiores a uno, Por lo que el,  

RET se incluyen funciones de correlación exactas que toman en cuenta las no uniformidades 

espaciales y que sin: funcionales no locales de los campus de la densidad (nk) para los distintos 

componentes del fluido. Esto es, en RET se introduce a la función radial de distribución romo 

una funcional local del perfil de las densidades en la mezcla, por lo que el factor probabilístico 

x, definido por Enskog y referido en (3.2.1) se transforma como: 

x(r1 ,r2 ) 	go(r,r±crifil {//k}) 	 (3.3.4) 

De esta manera, van Heijeren y Ernst obtienen un conjunto de ecuaciones cinéticas en E'!' . 

acopladas y no.lineales para una mezcla de L componentes de esferas duras dadas por: 

[201  + vi Vr 	• Vvi fi(r,vi,t) = 	Jii(ji fi) 
1=1 

(3.3.5) 

donde el término de colisión está dado por: 

Jii(fh)= f 	 {nknf(r,v1,1) ji(r+aiiii, , 01— 

r —crol! (nk))/i(r, v l)fi(r 	, , t)Jdlidvi 	 (3.3.6) 

donde 0 es la función de Ileavlside. El lado izquierdo de (3.3.5) representa al término de 

flujo ó arrastre. La variable 	= (a; ai)/2, es la distancia entre los centros de las dos 

esferas duras interactuantes; (Ti y cri representan los diámetros de las esferas de especies í y j, 

respectivamente. La variable 	representa ahora a la velocidad relativa entre las partículas, 

vü = vi — 

3.4 	Solución a las ecuaciones cinéticas de RET en el régimen 

hidrodinámica Método de Chapman-Enskog. 

C01110 se señaló en la sección anterior, van lleijeren y Ernst resolvieron el problema encontrado 

en SET al humillar RET. El objetivo de ésta y las siguientes secciones del capítulo, es describir 
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el procedimiento genero --kteefe en 	literatura para obtener, en particular, la expresión de 

la viscosidad volumétrica de un fluido denso, en el marco de 11E1153). 

La expresión (3.3.5) establece la variación en el tiempo para la función de distribución 

de cada una de las partíe-' 	lel sistema. Resibois(51) estableció un teorema II para esta 

ecuación, con lo que puede afirmarse que el sistema evolucionará al equilibrio total al cabo de 

transcurrido un lapso de tiempo. Sin embargo, este teorema II no proporciona información 

sobre el mecanismo por el que se llega a tal catado. Entonces, López (le Maro et al(53) apbcan 

la estructura del método de solución de Chaptuan-Enskog(55) utilizado en el caso de sistemas 

monocomponentes diluidos, así como las relaciones de escalamiento obtenidas por Barajas, 

García-Colín y Piña(49), con el objeto de resolver el conjunto de ecuaciones cinéticas (3.3.5). 

Este método propone un desarrollo en serie para la fondón de distribución del sistema cuando 

éste se halla en un estado cercano al equilibrio local, utilizando la imagen de que el camino al 

equilibrio queda caracterizado por los tiempos de relajamiento del sistema. Sean las siguientes 

variables características del qistema(56.57); 

.: que es el camino libre medio para los componentes del sistema. 

L: que representa una longitud macroscópica asociada al sistema (como podría ser VI", 

donde V es el volumen 

íd.: que es el tiempo asociado a A. 

1,„„,: que es el tiempo asociado a la magnitud macroscópica L. 

Se pueden identificar entonces dos procesos consecutivos por los que el sistema llega al 

equilibrio total: 

a) Un proceso rápido o estado cinético, del orden de tiempos para los que 1 < t„1„,. En este 

estado la forma correcta para las propiedades del sistema se obtiene vía f, (e,y„l). que debe 

evaluarse como solución general de la ecuación (3.3.5). 

b) Un proceso lento del orden de f,„„cr . Cuando t 	td,„ el sistema alcanza el equilibrio a 

nivel local en lo que se conoce como régimen hidrodinámica. En este estado, las propiedades 

del sistema están dadas por la dependencia de la inaswellialia local en las L densidades locales 

ni(r,t), dadas por:(42) 

ni(r,t) = 	fi(r, vi,t)dvi (i = 	 (3.1 
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la velocidad inedia local u(r,t), definida por: 

it( r, )u( r, 1)= E j ji(r, vi, t)inividv, 
r=t 

y la temperatura local T( r,t ): 

L 31 
it( r,t )kar(r,t)= E fi( r,14,1)-mi g(r,t)dvi 

2 i=1 

donde las densidades locales, totales, n y p están dadas como la suma de las densidades locales 

ni y pi , definidas por: 

L 
n(r, t) = E nicr, 

i=. 

Y: 

p(r,t) = Epar, t) = E minio, o 
i=.  

El vector: 

(3.4.4,0 ) 

(3.4.4.b) 

Ei(r, t) = vi — u(r,t) 	 (3.4.5) 

define a lo que se conoce como la velocidad peculiar para la especie 03), mientras que kH  es la 

constante de Uhlmann. Las relaciones (3.4.1), (3.4,2) y (3.1.3) se obtienen como consecuencia 

de los cinco invariantes colisionales02), 

número de partículas 

momento de las partículas 

energía de las partículas 

Cuando t > f,„,,„ el sistema alcanzará el equilibrio total ya que entonces las partículas babraii 

viajado muchas veces distancias del orden de L, homogeneizando los valores de u( r,t ) , 

y de T( r,t). En dicho estado el sistema quedará descrito por los valores de equilibrio a y 
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totales07). 

De los incisos a) y b) puede definirse un parámetro que caracterice a los dos procesos 

menclueadus sobre la longitud I, dado por: 

tchn 
# 

.111.1Cr 
(3.4.6) 

teniéndose entonces que mide las desviaciones de las propiedades macroscópicas del sistema 

a partir de un estado de homogeneidad espacial que se alcanza mucho después de un tiempo 

Se realiza entonces el desarrollo en serie referido para las funciones de distribución involu- 

cf atlas en (3.3:1), en función del parámetro 	ohteniéndose:(41  

far, vi  1 Injull= fr )(r, vi  {ni}ull ILIP )(r,v, 1 {ndul')  	(3.4.7) 

Cunfu por definición it proporciona la variación relativa de las cantidades macroscópicas{m }, u 

y 1', sobre 1, el camino libre medio para las partículas del sistema, entonces, dicha variable 

será a su vez proporcional a los gradientes de tales propiedades en la mezcla. En el cálculo, 

se utiliza como un parámetro para seleccionar los términos de igual orden en los gradientes 

involucrados en el desarrollo!"). Al finalizar, se le asigna el valor de uno. 

La solución para las ecuaciones (3.3.5) se obtiene a partir. del desarrollo anterior para las fi, 

desarrollando a orden it los lados izquierdo y derecho de las mismas. Se igualan entonces los 

coeficientes que se obtienen para las mismas potencias de dicho parámetro. Este procedimiento 

conduce a un conjunto de ecuaciones para 1;10), 41),... etc. 

Cono) el operador de colisión Jii(fifi) en el lado derecho de (3.3.5) contiene a las funciones 

de distribución h y 	evaluadas en distintos puntos del espacio, debido a que las moléculas 

involucradas en la colisión no son puntuales(49.53), se debe efectuar además un desarrollo en 

serie para cada una de esas funciones en torno al punto r. Para la función de distribución de 

la partícula de especie j se tiene que: 

Mr±rri j ic,vi,t)= mr, vi, o ± 	0.10, vi,1 

Or 
I  0,211'O °rar (r,v ,t)+ 	(3.4.8) 

2! 1"  



Mientras que para la función de correlación de pares, el desarrollo es(58.74): 

go(r, r±aii 	Ink = 91,19(aii; tf(R))+ 

f dry —R
) 

, eintAt na9,(rs:,(r,,,P4(%))  i(n=n(t3)=  

=fi  nnil fl(R))+ 	t tt  

(3.4.9) 

donde n(R) = 	ni(R) denota a la densidad total, local, a elegirse como aquella que describa 

el estado del sistema. La notación ágii/ándri, t) indica la derivación funcional de la función 

de correlación de pares con respecto al campo de las densidades. 971(crii, n(R)) representa 

a la función de correlación de pares en el equilibrio, evaluada en el punto de contacto y en 

la densidad, n(R), elegida. Debe hacerse mención de que los desarrollos (3,4.8) y (3.4.9) se 

justifican en base a la hipótesis de cercanía al equilibrio local para el estado del sistema que se 

ha requerido(49) 

3.5 Linealizacidn para las ecuaciones cinéticas de RET. 

El objetivo del presente trabajo es efectuar la estimación de la viscosidad volumétrica, que es 

un coeficiente de transporte definido en el marco de las leyes de la hidrodinámica a primer 

orden en los gradientes('). Por tal razón, la solución de (3.3.5) deberá tomar en cuenta los 

términos del desarrollo (3.4.2) que involucren ese orden de aproximación para las variables 

hidrodinámicas {ni}, u y T.(s8) A este procedimiento se le conoce como la linealización de las 

ecuaciones cinéticas de RET. En tal caso (3.4.2) toma la forma("): 

fi(r,v, (u i) uT) = fr)(r,v;  ) {ni}u2')11 (tn(r vi ) {nt}uTil 
	

(3.5.1) 

donde g(r, 	(ndu7') es la función de distribución en el equilibrio local dada por la 

maxwelliana: 

a 
( 

Jr(r, vi, t) = ni(r,t) ( 	
nt; 	

exp 	
In j(Vj u(r,t))2  

2trkBT(r,t)

) 2  
2kBT(r,t) 

) 
(3.5.2) 
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Los desarrollos (3.4.8), (3.4.9) y (3.5.1) se sustituyen a ambos lados de las ecuaciones (3.3.5). 

El término de flujo para dichas relaciones (lado izquierdo en (3.3.5)) requiere de las expresiones 

que proporcionan la variación en el tiempo de las cantidades (ni), u y '1' (definidas en (3.4.1), 

(3.4.2) y (3.4.3)), es decir, de las ecuaciones de conservación para la masa, el momento lineal 

y la energfaM. Éstas se obtienen multiplicando las expresiones (3.3.5) por los invariantes 

colisionales: 1, noti y lino!, respectivamente, integrando sobre vi y sumando sobre todas las 

i. Se llega entonces a (58): 

La ecuación de continuidad: 

Otri 0 J; 
(— 4- nittl 

01 	Or 

La ecuación de movimiento: 

iji(PU) 4. 	P puta) 	niF; = O 

La ecuación para la energía: 

O 
ve- 

[pu2 	, 	3 	,I 
2  -r rcfri 

, 	O 
4- yi . 

, 	1. 	PU 	_,_ 3 	1, 	7, [1011 1 (T  "V 111.8.) ti + 73>  • U] 

- El, Fi (II 4- nitt) = O 
mi 

(3.5.5) 

En estas últimas relaciones se tiene para: 

El vector de flujo de masa: 

J,(r, l) = f (3.5.6) 

El tensór de presión: 

-11(r, I) = Y+4  k(r, + P O(r, t) 	 (3.5.7) 

donde P k(r, t) representa a la contribución cinética, dada por: 

Tik(r,1)= 	finliEildvi 
	

(3.5.8.a) 
i=t 
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mientras que P o(r, t) es la contribución potencial de P ("): 

Vo(r,t) = Ef:j.,1  ale%) f f f in i(E: — Ei)kf; fix 

{I + III  • iog 
2 Or fi 

(3.5.8.b) 

El vector de flujo de calor está dado por: 

4(r, t) = .11(r, t ) + .11(r, t) 	 (3.5.9) 

donde 	t) representa a la contribución cinética, dada por 

il(r, = E I firlioldvi  
i=i 

mientras que Jt(r, t) es la contribución potencial de 481: 

41r,  t) = 	(719,9(trii) f f f 	— EDIfifix 
1 
+.5-1-5 

0 
 iog fi 0(ic•vii)(ievii)dicdvidvi 

2 Or fi 

(3.5.10.a ) 

(3.5.10.b ) 

gl(crii) representa el valor de la función de correlación de pares en contacto para las esferas de 

especies i y j, en el equilibrio, es decir, el valor que toma gli cuando se reemplaza a la densidad 

por la correspondiente al equilibrio local, total, valuada en el punto r(53). El vector de flujo de 

masa, ecuación (3.5.6), así como las contribuciones cinéticas de (3.5.7) y (3.5.9) tienen su razón 

de ser en el mecanismo del transporte traslacional de masa, momento y energía cinética, respec-

tivamente, que ocurre en el sisterna(42). Por otro lado, las contribuciones potenciales a dichas 

relaciones ocurren por la transferencia instantánea de momentum y energía, respectivamente, 

que tiene lugar durante la colisión de una esfera del componente i-ésimo de la mezcla con una 

esfera del componente j-ésimo, vía el potencial entre partículas(45). Todos los flujos se evalúan 

con respecto a la velocidad local del centro de masas, u(r, t), lo cual se aprecia inmediatamente 

por la presencia del vector de la velocidad peculiar 

En las relaciones (3.5.6), (3.5.8) y (3.5.10) se han de incluir los desarrollos para las funciones 

de distribución fi, fi, dados por (3.5.1). Se obtienen así las expresiones de los desarrollos a 
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primer orden en los gradientes para el vector de flujo de masa, para el tensor de presión y para 

el vector de flujo de calor(55). En particular, la contribución (3.5.8) para el tensor de presión, 

a (lirio I orden de aproximación, está dada por: 

70(r.1)(1) 1E4. 0.09(n,  jfff ra.(E' — Ellf(3)  f (3)  x - 	••-• 	• 	• 

a O ¡MI  
{1 + 	+ 	+ 	• 	log 	0(k.vii)(k.vii)dkdvidvi (3.5.11) 

Esta Mima relación será utilizada en la sección 3.6 del presente trabajo para determinar la 

expresión de la viscosidad volumétrica, objetivo del estudio numérico. 

La integración en (3.4.10) de las expresiones /¡, las cuales son parte del desarrollo funcional 

para la función de correlación de pares(74) dado por (3.4.9), se realiza mediante la aplicación 

del desarrollo de cúmulos en gráficas de la teoría clásica de fluidos en equilibrio (5a,74)  dados 

por: 

(rik})= WijZi(rt,rzi {nk}) 	 (3.5.12) 

= I — 0(a;, — r) 	 (3.5.13) 

Yii(r), r2 1 {nk}) = 1  +E r  f drini(riM(rhr2 1 1'1)+ 

+ - E/ 1  f droireni(v)no(9)V4(ri, r2 1 ri, re) + 	 
21 	I. = 

(3.5.14) 

siendo 	r2  el, 	....) las mismas funciones de Ilusind utilizadas en el desarrollo en serie 

para la función de correlación de pares en el equilibrio y son gráficas con N puntos que llegan a 

ser estrellas cuando una unión •f (función de Mayer) se agrega entre los puntos raíz 1 y 2(53.74). 

Después de llevar a cabo el proceso algebraico involucrado en los procedimientos descritos 

anteriormente, se encuentra finalmente que el conjunto de ecuaciones cinéticas linealizadas de 
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It El: para las funciones (i) está dado por(53): 

0)) 	Í1.1  
411 	+2C"C, 	+ 

2 ri-,2 	31  O 
[ni"' T  ar 	2  " 	" ar 	— 511"..1.1" i 

= Elf=1 liinjlij(4)a) (3.5.15) 

donde; 

= 	( a ) 7i  fi(  ) dvi fr)  I (11(1. v ii )0(1. • 5)(0:+0; — 	4,i) 	(3.5,16,a) 

" 	3 C9, n  i fi; = 1+ 	2, 7;  .g 5 — 	1 i  kow  111 jj j=1 

= 1 + 8- E algU(aii )rti t2,ii. 

Pils 	L  
= 1 3 E 61911(% )ni l-„ii, 

(3.5.16.b) 

(3.5.16.c) 

(3.5.16.d) 

En este capítulo la variable C.; no debe confundirse con la variable C que en los capítulos 

precedentes se utilizó para representar a la velocidad del sonido. La variable Ci  está dada por: 

111¡ 
Ci = 	 

21187(r,1) 
(3.5.17.a) 

= 	 (3.5.17.b) 

Además: 

1110 = 	+ 111, 

ai) /ni + iati 

= — 
kE 

1' 2r 
Pi" = 	E al9(aii)rtini} 

" i,j=1 

3.5.17.t 

(3.5.17.4 )  

(3.5.17.e) 

(3.5.18.a) 
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= 	
(9/1 _ limi aPiisi 	 4ir d. 	
k o, ir 	

p 
	+ 	+ TEalig i(copii '22) 

Jr 	 mi;  
(3.5,181) 

y donde y es el potencial químico de la especie i. 

3.6 	Expresión para la viscosidad volumétrica. 

Las relaciones (3.5,15) forman un conjunto de ecuaciones integrales, lineales, no-hontogéneas en 

las funciones 0. Dichas ecuaciones son solubles si el término no-homogéneo es ortogonal a las 

soluciones de la ecuación homogénea(4a). Se encuentra que (3.5.15) es soluble en las funciones 

0, ya que las únicas soluciones a las ecuaciones homogéneas son los invariantes colisionales que, 

además, son ortogonales al término no homogéneo. La unicidad de tales soluciones se impone 

al pedir que se satisfagan las siguientes relaciones(63.55): 

4°)Oidvi = O 

E I f(°oni vi dv, = o 
i=1 

• El jr)4); (-1-tool)dvi = O 
2 i=t 

Por lo que(53,55); 

(3.6.1.a) 

(3.6.1.b) 

(3.6.1.c) 

p( r. I) r..7 	fi(r,vi,t)midvi = 	fr)(r, vi, t)tnidvi (i = 1, 2, —, L) 	(3.6.2.a) 

p( r.1)u(r, = E j fi(r,vi,t)mividvi = E I 4°)(r, vi, Ontividvi 	(3.6.2.b) 
(.1 	 i=t 

2 	

1 
--n(r,t)ke(r,t)= E I fi(r,vi,t)-

1 
 ntiEl(r,t)dvi = E f fr)(r,vi,t)-

2
InEhr,t)dvi 

i=t 	 i=1 

(3.6.2.c) 

A partir de las expresiones (3.6.2) se define en forma completa la maxwelliana local dada en 

(3.5.2).021  
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Una vez establecidas la existencia y unicidad de las soluciones 4) para el sistema (3,5.15) se 

debe proporcionar su forma analítica. Esta forma general se obtiene al observar que el miembro 

derecho de dicho sistema es lineal en las funciones 0, mientras que el miembro izquierdo es lineal 

en los gradientes de cantidades macroscópicas de diferentes órdenes tensoriales. Luego, como el 

operador integral no debe alterar el orden tensorial mencionado, ni tampoco debe mezclar los 

gradientes referidos, entonces la solución deberá tener la forma genera1:(47.55) 

1 	0InT 	I 	OuI „ O ‹,5; = 	 : 	-11¡-•U 	E DI .ilk  
ni 	Or 	n, 

D¡ 
 Or

, 
 n, 	Or 	k., 

(3.6.3) 

A partir de este punto se ilustra el camino convencional del método de solución de Chapman- 

Ettskog planteado en la literatura147-55), resaltando solamente las características más impor- 

tantes del mismo cuando se desarrollan las expresiones paca 	1-37,* 	y DI en polinomios de 

Sonine(47), 

es una función escalar que depende de 1.1; Ai y DI son funciones vectoriales de 

mientras que III es una función tensarla' de Z. Al sustituir (3.(1.3) en las ecuaciones linealizadas 

(3.5.15) se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones integrales para las funciones ni, 
y W(53.55): 

	

E,11-1 11,71111)( Al) = 	 f 41)1.111))1A,  + 	cti 	 vi; 	vi;  ládv, 

=-1,e(c.1-;) 	 (3.6.4.a) 

Ei=, 25/10(E). Ei=t911 f f fr)  f.1°)17, + 	— ífi l3iJa10(1. vi;  )(k • 5 )tificiv, 

2E' (u) = 	Ci  Ci 	 (3.6..1.b) 

11,9•Ici(11;) = E.1-1  921  f f jP ) jr )(11: u; ii — 11 ilaliede • v .1;11. vii)dicdv, = 

= 	(? - 
	

(3.6.4.c) 

	

= 	921  f f f(u)49131' + Da r  — Dk — Dijjal,0(1. v ;11. vi ,)(Iktiv, 

(bik —1)1 
	

(3.6.4.111 

Debido a que los operadores integrales lp son isótropos en el espacio de las velocidades, se 

tiene entonces que 	X , A; y DI son tensores isótropos eu dicho es paciolsul. Poi labio. la, 
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expresiones para estas funciones deberán tener la forma: 

= Ai(Ei)Ei 	 (3.6.5.a) 

= 	[EiEi — Erri 

	
(3.6.5.b) 

ili(Ei) = /4(4) 
	

(3.6.5.c) 

1ME¡)E¡ 
	

(3.6.5.d) 

Reemplazando (3.6,5.a-d) en la expresión para las 	relación (3.6.3) y, entonces, utilizando las 

ecuaciones resultantes en las condiciones de unicidad (3.6.1.a-c), se obtienen para éti, II; y 

las condiciones: 

= O 	 (3.6.6.a) 

E j 4°),,,v?A;dv, = 	 (3.6.6.b) 
i=t 

E j fr)rnivpiidvi  = O 	 (3.6.6.c) 
i=1 

E I 	= O 	 (3.6.6.d) 

Siguiendo al método, la forma explfcita de las funciones 	B¡, II¡ y 1.); de (3.6.5.a.d) se 

obtiene al desarrollarlas en polinomios de Sonine definidos a un orden r, indice In y argumento 

x2  pur( 17): 

519(x2) = r 
r(r rn l)(—z2 )/  

f.° 	— 1n(1 m 
(3.6.7) 

En particular, la evaluación de la viscosidad volumétrica requiere únicamente del desarrollo 

mencionado para (3.6.5.c)(2), que está dado por: 

110:i) = E h(i)sfr) (0m
2
j1) 

t-5:0 r   
(3.6.8) 
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A partir de las relaciones (3.6.8), (3.6.6.a) y (3.6.9.c) se debe tener que: 

hl)  = 0 	 (3.0.9.a) 

E 	= o 	 (3.6.9.b) 
" 

Para determinar los coeficientes 	se debe sustituir la ecuación (3.6.8) en la expresión 

(3.6.1.c), multiplicar las ecuaciones resultantes por Si° y después integrarlas sobre 455). Al 

utilizar las propiedades de ortonormalidad de los polinomios de Sonine se obtiene entonces 

un conjunto de ecuaciones lineales para los coeficientes de (f.6.8). Se emplean entonces las 

siguientes transformaciones de escala(4n,53): 

= ni 
	 (3.6.10.a) 

Crril  = 
	

(3.6.10.b) 

Las transformaciones (3.6.10) permiten escribir a las ecuaciones para los coeficientes hl' )  en 

forma similar a las expresiones correspondientes para mezclas de esferas duras, multicompo-

tientes, en el límite diluido. Por otro lado, con el objeto de obtener resultados prácticos, se 

restringe el número de polinomios de Sonine en (3.6.8), aceptando la convención de que para 

obtener lo que se conoce como la N-ésima aproximación de Enskog, se deben tomar solamente 

N polinomios de Sonine(531, de tal forma que la variable r de (3.6.8) corre de O a N.1 en la 

sumaturia. Por tanto la u•ésinta aproximación de Enskog para 

L N -1 
E E 

1, 	,, 
= 	°pi, con i = 1,2,....L; p = 1, 2, 	N — 1 

i=1 y= I 	 'l  

,,,„ = 	EL 55 [s(p) (c2)  , sto (0)] 	[slr) (c2) ,,9191 (0) 
' 	u 	2 	

( 
	 if 	n2  f=t 

donde las integrales de paréntesis (bracket) están dadas por(53•55): 

• 
(F+Oli 	

1 	
II  I ) 	— 10(1. v 	vii )rgidldvidvi 

) 

(3.6.11,a) 

(3.0. 1 Lb ) 

(3.6,12.0 • 
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II 
IP, (;)- = 1 
	j fi(0).00)GiiFi  — 110(1. v)(ft • vli )(77,11tildv ir/y j 

— 
(3.6,121) 

Para obtener las integrales de paréntesis ( bracket ) [51")  (C2) , Sí9)  (C2)] y [.5119  (C2) , Slq)  (C2) 
2  

se debe seguir el procedimiento seitalado en el apéndice D de la referez da 55 y en la referencia 

62. En estos trabajos, las integrales mencionadas se evalúan mediante las integrales llamadas 

ft, dadas por: 

2IrkBT(tni + inj)) 2  (r + 1)! [i  (1 + (-191 
 a [5111f)1„v 	k 	mon, 	4 	2(1 4. 1) 

(3.6.13) 

A partir de las expresiones para la contribución potencial y cinética del tensor de presión 

(3.5.11), y las relaciones (3.6.11) para los desarrollos de las funciones cfii, (3.6.3), se encuentra 

que el coeficiente en la expresión del tensor de presión cine acompaiia al término rk, • ul 

es, comparativamente con la relación fenomenológica (1.2.2), la expresión para la viscosidad 

volumétrica, dada por(63): 

L L 	 L 2 	• • 	 2  
= 1E E ( 	 — 

 
ri' ¿P  bcALig19(aiJ) nv  9 1....zi=1 1=1  

(3.6.14) 

ron: 

 

2 ;_rnia = li  

p (3.6.15) 
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Capítulo 4 

Estudio numérico. 

El objetivo del estudio numérico desarrollado en este trabajo fue evaluar la viscosidad volumétrica, 

K, para !luidos puros y mezclas binarias, a distintas•temperaturas y concentraciones de sus 

componentes. Para ello se utilizó el algoritmo numérico desarrollado por López de l'aro y 

Kincidd(14  y modificado por Castillo(64) para la expresión obtenida en RET(63) de dicho coe-

ficiente de transporte (ecuación (3.6.14) del capítulo anterior). El desarrollo en polinomios de 

Sonine(53.") se realizó hasta la 10a. aproximación de Enskog. La justificación de este hecho se 

basa en el análisis para la convergencia del desarrollo en polinomios de Sonine, efectuado por 

López de llar° et al(00), para el caso del coeficiente de difusión mutua. 

En las secciones 4.1-4.5 de este capítulo se presentan los detalles técnicos dela metodología 

seguida en el estudio numérico. En la sección 4.1 se muestra y justifica el modelo del potencial 

empleado para la interacción entre las partículas del fluido. En la sección 4.2 se presenta la 

aproximación de Carnahan-Starling para la función radial de distribución, la cual es utilizada 

en la expresión de la viscosidad volumétrica, proporcionada por RE'T (ver ecuación 3.6.14). 

La obtención del diámetro efectivo utilizado para modelar a las partículas del sistema que hall 

de interaccionar con el potencial de Lennard-Jones (sección 4.1), se muestra en la sección 4.3. 

La sección 4.4 describe a grandes rasgos, el programa de cómputo empleado para obtener los 

valores numéricos reportados en este trabajo. El estudio numérico consta de tres partes, las 

cuales se presentan en detalle en la sección 4.5. La sección 4.6 contiene los resultados obtenidos 

así como la discusión de los mismos. Las conclusiones del trabajo se presentan en la sección 

4.7. 
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4.1 Modelo para el sistema. 

El cál,  ido de la viscosidad volumétrica se realizó para fluidos densos, compuestos por moléculas 

poliatOmit as y monoatómicas y cuya forma es aproximadamente esférica. La interacción de 

estos componentes se modeló utilizando el potencial de pares 12.6 de Lennard-Jones, I. .1. cuya 

expresión analítica está dada por(31): 

010.1,  [p...,

)

v2_

kr/

(,...,, \ 61 

Ir  
(4.1.1) 

donde r es la magnitud del vector r, que es la separación del par de partículas a interactuar, 

(situadas en los vectores ri  y e2  con respecto al origen de un sistema de coordenadas fijo). La 

expresión (4.1.1) representa lo que se conoce como un potencial de dos parámetros, a y e. En la 

figura (4.1.a) se muestra un diagrama para este potencial. En dicho diagrama puede observarse 

que cuando r = o, s5(r) = O, es decir, a es el valor para el que ocurre el primer cero del 

potencial, mientras que para r = ro, 46(r) = e. La elección de este potencial molecular se basa 

en las propiedades obtenidas con simulaciones de dinámica molecular para sistemas compuestos 

por partículas que siguen esa ley de interacción. a partir de dichas propiedades se concluye que 

la estructura de un líquido de Lenuard-Jones, en altas densidades, está definida por la parte 

repulsiva del potencial molecular y, además, que dicha estructura es, esencialmente, la misma 

que la de un fluido de esferas duras efectivas, es decir, esferas cuyas dimensiones dependen 

del estado termodinámico del sistema. A continuación se enlistan los resultados obtenidos 

con las simulaciones de dinámica molecular que corroboran la elección del potencial 12.6 de 

Lennard-Jones para modelar la interacción molecular de los sistemas estudiados(68). 

a..) La fase líquida del sistema de 11,-.1 corresponde a la zona de alta densidad, fuera de 

la región crítica, en el diagrama de fase. Este hecho se ilustra en la figura (4.1.e) y es un 

comportamiento característico de un fluido real. Como se ilustra en la misma figura, la región 

de alta densidad corresponde a los estados termodinámicos para los que 	< ro, donde p es 

la densidad numérica del sistema (ri/3  representa una longitud característica para evaluar la 

separación entre las partículas). 

b.-) Cualitativamente se sabe que las fuerzas repulsivas intermoleculares definen la estruc-

tura de un líquido. Dichas fuerzas de repulsión entre las partículas de un líquido ocurren a 
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Potencial de pares 
	

Diagrama de fase. 

En nla 
	 (4,1.e) 

Función de distribución radial 
glrl 	 (4.1,d). 

(Ile) 

Fig.  4.1 ( Tomado Ref . 68 ) 
(4.1.a) Potencial de Lennard-Jones. 
(4,1.b) Separación del potencial de Lennard-Jones en una parte repulsiva u(r) y una parte 

atractiva, u(r). 
(4.1.c) Diagrama de fase obtenido por simulaciones do dinámica molecular para un fluido de 

Lennard-Jones, 
(4.1.d) La linea continua (--) representa a la función de distribución radial para un sistema en 

el que solamente se ha tomado en cuenta la parte repulsiva del potencial, de acuerdo a 
la figura (4,1.b). La linea a trazos ( 	) representa a la función de distribución radial 
para un sistema en el que el potencial do Interacción es el correspondiente a esferas 
duras. Los puntos señalados como (0) corresponden a la función de distribución radial 
para un sistema en el que sus componentes interactúan con el potencial de Lennard-
Jones, 



intervalos cortos de distancia (del orden de ro) y tienen su origen en la superposición de las ca-

pas de electrones externas de las moléculas. Cualquier desplazamiento en una de las partículas 

del líquido originará un cambio significativo en la energía asociada a la configuración del sistema. 

Por otro lado, las fuerzas atractivas entre los componentes del sistema son (comparativamente 

con las fuerzas repulsivas) de largo alcance (r >> ro). Estas fuerzas originan un campo de fuerza 

atractivo que da lugar a la aparición de una energía de cohesión en el sistema, necesaria para 

estabilizarlo como líquido(3l). Los cambios asociados a esta energía de cohesión, debidos al 

desplazamiento de una de las partículas, son despreciables en comparación con los correspon-

dientes al caso de las fuerzas repulsivas("). El sistema de L J proporciona cuantitativamente 

estos hechos cuando se le descompone en una parte repulsiva, uo(r), y otra atractiva, u(r), 

como se ilustra en la figura (4.11)("). La función de correlación de pares, y(r), ó función 

de distribución radial, define cuantitativamente la estructura del sistema. Calando se calcula 

esta función de distribución en fluidos hipotéticos para los que, en un caso, las interacciones 

entre partículas estén dadas por, únicamente la parte repulsiva, no(r), y, en otro caso, por el 

potencial de L-J, 95(r), se encuentra que la función de distribución para el potencial L-J, g(r), 

coincide exactamente con go(r), que es la función de correlación del sistema que interacciona 

con la parte repulsiva del potencial, uo(r). Este hecho se ilustra en la figura (4.1.d) y corrobora 

la afirmación cualitativa de que la parte repisiva del potencial molecular es la que define la 

estructura del estado líquido. 

c.• La función de correlación de pares, gd(r), obtenida con simulaciones realizadas en un 

sistema con un potencial de esfera dura, ud(r), (fuerzas de contacto, instantáneas, entre las 

partículas) y la correspondiente a interacciones repulsivas entre partículas, go(r), obtenida para 

un sistema con potencial de interacción no(r) (ver fig. (4.1.b)) se ilustran en la figura (4.1.d). De 

este gráfico, la comparación entre las funciones radiales de distribución gd(r) y go(r) conduce 

a afirmar que las moléculas de un líquido pueden modelaron por una esfera dura apropiada. 

El diámetro efectivo, d, asignado a dicha esfera es dependiente del estado termodinámico del 

sistema y debe cumplir lo siguiente: 

- d ro. 

• d disminuye al aumentar la temperatura (ya que el punto de retomo del potencial 

disminuye al aumentar la energía del sistema). 
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- d disminuye al aumentar la densidad del sistema. 

4.2 Función de distribución radial. 

El uso de la función de distribución radial, y(r), permite calcular las propiedades termodinámicas 

de un fluido(32•139 ). Esto se lleva a cabo en el marro de la Mecánica Estadística, al suponer que 

la energía potencial del fluido, 1/N(ri, r2, 	 rN), compuesto de N partículas es aditiva por 

pares, es decir, que puede escribirse corno: 

fiN(rbrz, 
	rN) = E u(rii ) 
	

(4.2.1) 

donde los vectores el , r2„ rN representan la posición de cada una de las N partículas que 

conforman al fluido respecto al origen de un sistema de referencia. a(r;i) es la energía potencial 

asociada al par de moléculas i y j, y rq es la distancia de separación entre ellas. En particular, 

una de las propiedades termodinámicas que pueden evaluarse utilizando g(r) y la expresión 

(4.2.1) es la presión del sistema, dada por: 

p  = kir  to 	= 	(0111 ZN 

OV 	B 	°V  )111,T 
(4.2.2) 

donde Q es la función de partición para el sistema, V es su volumen, T es su temperatura y kn 

es la constante de Boltzmann. Zis,' es la integral de configuración para el sistema, dada por: 

Ziy -- 1:1 

	
—auN pri  ,r3 	 

cMdzidyill.ri • • dxNdyNdzN 	 (4.2.3) 

con fi = 111;NT. Cuando se sustituye la expresión (4.3.1) en (4.3.2), se encuentra para la presión 

del sistemat"): 

P =p-  P2  r  rii(r)g(r)4xr2dr 
kBT 	61,1BT ° 

conocida como la ecuación de estado para un fluido. 

Cantaban y Starling(59) propusieron una ecuación de estado para un sistema compuesto 

por esferas duras a partir del desarrollo en la serie del virial reducida. Los autores parten del 
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desarrollo del virial propuesto por Ree y llooverl35) para un sistema de esferas duras y llegan 

a expresarse en una forma cerrada el factor de compresibilidad, Z, como: 

PI' 	(1 + Y + 	— y 3 ) = 
N 1:8T 	(1 — 

donde y es la fracción de empaquetamiento(31), dada por: 

Y = 	6Inrra3  

L = INIrcr3  

y n es la densidad numérica. 

Chrnaltan-Starling(70  encuentran una expresión para la función radial de distribución en 

contacto, y(r) = y(a) para un sistema de esferas duras de diámetro a, utilizando u'(r) r--

-lc'y°tri6(r — a) en (4.2.4) y sustituyendo en (4.2.5). En el caso de una mezcla con I, especies 

de esferas duras, la expresión para la función radial de distribución, en contacto est691:  

,2  
11S, 	_ 	I 	3(  ' __La1 • 	j.  2 alai º 

) 	;2  gej taii/ — 
13 	al  + 	

( 
(3)2 	ai ai (1 (3)3  

donde: 

— E niais 

i.1 

En las dos últimas expresiones al  y al  son los diámetros de las esferas duras de especies i y j, 

y ni es la densidad numérica de la especie i en la mezcla. 

Se ha observado que la expresión (4.2.13) coincide prácticamente con los valores obtenidos 

para la función de distribución radial de un fluido de esferas duras, calculada a partir de 

simulaciones de dinámica molecular. Dicha coincidencia ocurre hasta un valor de (3  = 0.5. A 

partir de este valor, las simulaciones en computadora muestran una transición de fase fluido. 

sólido, la cual no ha podido ser descrita por ninguna preescripción teórica para g(69). 

(4.2.5) 

(4.2.6.a) 

(4.2.61) 

(4.25) 

(4.2.8) 
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4.3 Diámetro molecular efectivo. 

En base a los argumentos referidos en la sección 4.1 de este capítulo, se modeló a los diámetros 

asociados a los componentes del sistema con el objeto de hacerlos dependientes del estado ter-

mudinámico041. Para esto se utilizaron los criterios existentes en la teoría de líquidos. En 

el presente trabajo se reportan los resultados obtenidos con el criterio variacional de Itasaiah-

literii, debido a que se obtuvo una menor dispersión de los datos con el manejo de dicho crite-

rio, en comparación con el resto de los esquemas de carácter perturbativo, y que también fueron 

utilizados. Dichos criterios perturbativos son los correspondientes a. Harker-IlendersonP1.35), 

Weeks-Chandler-Andersen(31.35) y Verlet-Weiss(31.35). En este mismo sentido, Castillo et al(41) 

afirman, en su trabajo sobre predicción de propiedades de transporte utilizando EDIIST, que 

la utilización del criterio variacional mencionado es la mejor opción para calcular la viscosidad 

volumétrica a partir de 'tu, cuando r r 1.2 (T' = kBT/E). 

Criterio de ltasaialt-Stell(61). 

Estos autores propusieron un método de tipo variacional para evaluar una cota superior de la 

energía libre de Ilelmholtz, F. de un sistema monocomponente, en términos de la energía libre, 

F°, y de la función de distribución radial, 0(r), de un sistema de referencia (denotado muto 

"0"). El sistema para el que se evalúa la cota mencionada es aquel en el que las interacciones 

moleculares siguen el potencial de Lennard-Jones, s5", (expresión 4.1.1), mientras que en el 

Sistema de referencia, el potencial, rhus, es el correspondiente al de esferas duras, (con sus siglas 

en inglés, 11.9) de diámetro d. Los'autores parten de una expresión para el límite superior a la 

energía libre dada por la desigualdad de Gibbs-llogoliubov, obteniendo: 

b < 	+ 142  í g°(r)ti:( r )(Ir 	 (4.:3.1) 

donde p es la densidad de masa del sistema y A es el parámetro del método variacional, con el 

potencial de interacción. 0(0, dado por: 

011'1 = 	+ 	r) 	 (4.3,2) 
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De esta última expresión se tendrá que: 

0L.101 _ 011S( r )  

le [(1)12  - (1)i r 

ra da

da  

} 
(4.3.3) 

siendo d = la. La cota superior para l', a un valor dado de T y p, se obtendrá entonces 

minimizando el lado derecho de (4.3.1) con respecto a d, al utilizar (4.3.3). Se define el conjunto 

de variables reducidas: 

p` = pa3; d.= bao.;  „,„ 	kif?'
r = -; Y = 170, 

e 
(4.3.4) 

Utilizando (4,3.4), la desigualdad (4.3.1) toma la forma: 

  

(4.3.5.a) 

donde: 

pktiT 

Con: 

ril3p* 	2rp

* 

1 [
I.4(1

3
p
.

) + (— 
6 

t 	WIPP') (4.3.51) 

(4.3.5.c) 

(4.3,5.d ) 

4/(1) P» T.) = 	plIBT 	t?3T• 

	

z,. 	4 	4 	dis(y,113ply2dy 
1,1031)1= 	

fo 

VITy 	1-76)°  

) = J

o 	y12
r°Q 	OS( y, g3p.)y2dy 

En (4.3.5,c-d), gils denota a la función radial de distribución de esferas duras para la que 

se utiliza la aproximación tabulada de Percus-Yevick, obtenida por Throop y Bearman(69. 

En forma más precisa, dicha tabulación se emplea para evaluar las integrales de (4.3.5.c-d), 

utilizando una aproximación de mínimos cuadrados dada por Kozak y Rice OD, y con la que 

se obtienen los siguientes resultados: 

1,1(d') = —0.9021 — 0.3321X— 0.20520 + 0.3558d'3 
	

(4.3.0.a) 
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= 0.4353 + 0.5540d* — 0.0273(1•2  + 0.4187d*1 	 (4.3.6.a) 

En el presente trabajo se utilizó la aproximación de PadéM para evaluar el exceso de la energía 

liboe del sistema de esteras duras. Dicha aprokimación se debe a lloover y Itee(61) y está dada 

por: 

— 2.0,4:05d, [1 — 0.23195811(P + 0.0205828111.21  

Pkr/7 	 [I — 0.88615657d' + 0.18120022(P21 
(1.3.7) 

El diámetro d, obtenido con (1.3.5.a). (1.3.5.b), (4.3.6) y (4.3.7) depende de la temperatura 

y de la densidad. Al comparar los resultados obtenidos para la energía libre en exceso evaluada 

con el diámetro efectivo d y con simulaciones de MuittmCarlo, los autures(611  reportan una 

diferencia porcentual menor al 10% en sistemas (le alta densidadOm. 

4.4 Descripción del programa de cómputo. 

El programa implementado para evaluar a la viscosidad volumétrica de una mezcla binaria fue 

realizado por López de limo y Eincaid(60  y modificado por ('amillo164). Dicho programase basa 

en la expresión (3.6.15) del capítulo 3 de este trabajo, obtenida en 11.11'. La evaluación numérica 

he efectúa basta la décima aproximación de Sonine(6°). Se utiliza, además, la aproximación de 

Carmdiait-Starling para evaluar la función de distribución de pares en contacto 

programa está elaborado en el lenguaje FORTRAN IV y está dividido en bloques. En el 

primero de ellos se dá entrada a los parámetros requeridos de la mezcla binaria, que son: 

!Ve que es el número de componentes del sistema. Para el caso de una mezcla binaria ,VC = 2. 

ha arreglo AM( / ) en el que se dá entrada a las Masas de las moléculas (le cada especie. 

El arreglo DI(I) en el que se dá entrada a los diámetros de las moléculas de cada especie. 

XC(/ ) que representa las concentración de cada especie en la mezcla. 

//110 que es la densidad de masa del sistema. 

T que es la temperatura del sistema 

II P que es la presión hidrostática del sistema. 

N P que es el orden de aproximación de Monjil'', 1011 < N 1' 

1.11 los arreglos anteriores, I = 1,2, 

1.'11 el segundo bloque del programa se utiliza la subrutina DIAMOP con la cual 	ht 

42 



un diámetro efectivo para cada componente de la mezcla, de acuerdo a lis criterios existentes 

para tal fin en la teoría de líquidos. Ett el presente trabajo se reportan los resultados obtenidos 

con vi liso de la opción correspondiente al criterio de IlasitialeStelle'n, Mlassouri•CanlGdd. 

Con dicho criterio se observó una menor dispersión de los datos en forma comparativa con d 

resto de los criterios existentes, los cuales son de carácter perturbativo, y que también fueron 

utilizados. Dichos criterios son los correspondientes a liarker•lienderson, Weeks•('handlcr,  

Andersen y Verlet•1Veissta' ,asf. 

En el tercer bloque del programa se calculan las integrales de paréntesis (bracket) mediante 

la evaluación de las integrales 11 para esferas duras, definidas en (3,6,13) del capítulo 3 de este 

trabajo. En esta evaluación se hace uso de la subrutina 11HINT en la que se han imitlemeetado 

las fórmulas de la referencia No, 62 de la bibliografía de este trabajo para los polinomios de 

Sonine 

En el cuarto bloque se evalúan los coeficientes de Sonine al orden N P. En este cálculo se 

utiliza la subrutina, MATIN2. Esta subrutina pertenece a la biblioteca de FOWERAN y sirve 

pata invertir una matriz, obteniendo la solución del sistema de ecuaciones lineales asociado a 

la misma, 

A continuación, se imprimen los valores encontrados para los coeficientes de Sonine y los 

deterIllinallteS de las matrices evaluadas con el objeto de asegurar que éstas no sean singniares. 

En el quinto bloque se evalúa a la viscosidad volumétrica. 

El último bloque contiene los formatos de impresión. 

El procedimiento para evaluar la viscosidad cortante se describe en la referencia 63 de la. 

bibliografía de este trabajo. 

4.5 Sistemas bajo estudio. 

Los sistemas a estudiar fueron lo siguientes: 

larte A del estudio numérico. 

Comportamiento de la viscosidad volumétrica t con respecto a la densidad de niasa 

Este análisis se llevó a ah para sistemas monocomponentes, a la temperatura de 231.; 

K. La elección de esta temperatura se debió al hecho de que el trabajo de Madigosky(") es 
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de las pocas fuentes de información disponibles que no están limitadas a una región específica 

del diagrama de estado, proporcionando valores para la viscosidad volumétrica del argón en el 

intervalo de densidades de 0.5 a 1.0 g/cm3, a la temperatura referida (-38.0 °C), por lo que se 

utilizó cuino fuente de comparación en esta parte del estudio numérico. En dicho trabajo se 

concluye que la viscosidad volumétrica depende del cuadrado de la densidad. 

El resto de sistemas monocomponentes analizados a la temperatura de 234.5 K fueron: 

C114 Metano. 

C113  — C//2  Etano. 

C// 

N2 Nitrógeno molecular. 

02  Oxígeno molecular. 

Ne Neón. 

Kr (Criptón 

Xe Xenón 

Parte 11 del estudio numérico. 

Comportamiento de la viscosidad volumétrica h: para una mezcla binaria, con respecto a la 

fracción molar del primer componente, que en todos los casos fue el Neón (Ne), manteniendo 

fija la temperatura de la mezcla. Debido a la falta de referencias experimentales, esta parte del 

estudio numérico sólo es de carácter predictivo. 

Los sistemas analizados fueron: 

N ele II3 — C112  - CN3 Neón/Propano 

Ne1C113 — CH3  Neón/Etano. 

Ne/C112 CLI? 

Ne/ Xe Neón/Xenón 

Ne/Ar Neón/Argón 

Ne/C1/4  Neón/Metano 

Nel Kr Neón/Kriptón 

Los parámetros de Lennard•Jones para la mezcla se calcularon de acuerdo a las reglas de 
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Lorentz-perthelot (31): 

012 = 	+ 02) 
	

(4.5.1) 

E I 2 = VéTií 

Parte C del estudio numérico. 

Comportamiento del cociente flin con respecto a la densidad numérica reducida de la mezcla 

binaria n', manteniendo lijas la temperatura reducida del sistema, 'I', y la fracción molar del 

primer componente, xl, t: y n son, respectivamente las viscosidades volumétrica y cortante del 

sistema. Aquf: 

u' = ?tia? + 712 4 	 (4.5.2) 

T. =  
£ 

(4.5.3) 

son, respectivamente, la densidad y la temperatura reducidas de la mezcla, ni  y ri2  son las 

densidades numéricas para los componentes de la mezcla, mientras que 02  y 02  son los diámetros 

de esfera dura asignados a las moléculas de cada especie. La evaluación de la viscosidad cortante 

se describe en la referencia 61 de la bibliografía de este trabajo. 

Esta parte del estudio se aplicó a los tres gases nobles, Ar, Kr y Xe y a 19 mezclas binarias, 

en su mayoría hidrocarburos. De nuevo, la falta de referencias experimentales obliga a que esta 

parte del estudio numérico sea únicamente, de carácter predictivo. 

4.6 	Resultados y Discusión. 

Resultados para la parte A del estudio numérico. 

La parte A del estudio numérico se describe en la sección anterior. La figura 4.2 muestra 

comparativamente, los valores calculados de la viscosidad volumétrica con respecto a la densidad 

de masa del sistema (gcrn-3), en una gráfica log•log a 234.5 K. En esta gráfica se han señalado los 

datos experimentales proporcionados por Madigosky(24). Para el resto de los fluidos analizados, 

los cálculos son predictivos debido a que no existen mediciones experimentales. De esta figura 
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se ha concluído el hecho de que: 

/12 

	
) 

que coincide cuu la predicción experimental de Madigosky, referente a la dependencia de la vis. 

cusiihul volumétrica con el cuadrado de la densidad1241. Como fue señalado en la sección (2.1.3) 

del capítulo 2 ;le este trabajo, las incertidumbres experimentales de la viscosidad volumétrica, 

mutiladas en la referencia mencionada, van desde un 80% para bajas densidades, hasta un 

101X. en la región de altas densidades, sin hacer referencia específica de la incertidumbre experb. 

mental de cada resultado. Por lo anterior puede observarse (le la gráfica 4,2, que la estimación 

porcentual dada por EDIIST para la viscosidad volumétrica del argón es del orden del 24%. 

Resultados para la parte 11 del estudio numérico. 

La parte II del estudio numérico se describe también en la sección anterior. La figura 4,3 

muestra los valores calculados de la viscosidad volumétrica de una mezcla binaria con respecto 

a 1;1 concentración del primer componente (fracción molar), que en todos los casos fue el Neón 

(SO, manteniendo lija la temperatura de la mezcla a 300K y a la densidad molar fija de la 

mezcla, 0.03 mul/cm3. Debido a la falta de referencias experimentales, esta parte del estudio 

nuniérico sólo es de carácter predictivo. De la gráfica 4.3 puede concluirse que tanto para 

el grupo de gases nobles como para el grupo de los hidrocarburos, siendo cada uno de ellos 

el segundo componente de la mezcla, se observa que la viscosidad volumétrica del sistema 

aumenta conforme aumenta el parámetro de Lennard-Jones, a, de dicho segundo componente. 

Un resultado similar se encuentra al observar que entre mayor sea el peso molecular del segundo 

componente, mayor es el valor de la viscosidad volumétrica de la mezcla (manteniendo siempre 

Cuino primer componente al Ne). En esta parte del estudio nutnérico se obtuvieron gráficas que 

mustrallil ti el mismo comportamiento cuando se elegían otros valores de temperatura (200 y 

250 K) y concentración molar del primer componente, fijos para la mezcla. 

Resultados ¡tara la parte C del estudio numérico. 

La parte t! del estudio numérico se describe en la sección anterior. La figura 4.4 muestra el 

~pon:Luden tu del cociente nig con respecto a la densidad numérica, reducida, de la mezcla 

binaria is•, manteniendo lijas la temperatura del sistema, r = 1.35 y la tracción molar del 
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Primer componente, xi = 0.25. n y t son, respectivamente las viscosidades volumétrica y 

cortante del sistema. 

fasta parte del estudio se aplicó a los tres gases nobles. Ar. /ir y Xe y a 19 mezclas binarias, 

en su mayoría hidrocarburos, A partir de esta gráfica pueden observarse dos hechos interesantes: 

1) En altas densidades, la viscosidad volumétrica es una propiedad física tan importante en 

magnitud como lo es la viscosidad cortante. 

II) Todos los sistemas analizados relacionan el cociente de las viscosidades volumétrica y 

cortante con la densidad reducida en una n►isnna manera, de tal forma que pareciera obedecerse 

un principio de estados correspondientes, como se afirma en los trabajos de Cowan et alt►7,►s,nu1 

para la determinación experimental de la viscosidad volumétrica (ver sección 2.1 del capítulo 

2 de este trabajo). El principio de estados correspondientes obtenido en el presente estudio 

numérico es prueba de la consistencia del método utilizado, ya que se han estudiando sistemas 

en los que la interacción entre partículas se modeló por el potencial de dos parámetros dado 

por (4.1.1)1a► l, 

Cuando se analizó el cociente tc/y en temperaturas reducidas menores a la señalada en la 

gráfica 4.4, se apreciaron ligeras variaciones, observándose el mismo cotnportan►iento descrito. 

Al variar los valores de la concentración del componente I (fracción molar) en x►  = 0.5 y 

= 0,75, se obtiene la misma forma para dicho gráfico. 

N uevamente, la falta de referencias experimentales obliga a que esta parte del estudio 

numérico sea de tipo predictivo, únicamente, Una aplicación de la curva 4.4 podría ser el 

utilizarla para estimar la viscosidad volumétrica a partir de una técnica de predicción de la 

.viscosidad cortante, que para el caso de hidrocarburos podría ser el método TRApp03509. 

4.7 CONCLUSIONES 

De los resultados obtenidos e►  este estudio numérico, señalados en la sección anterior, pueden 

concluirse los siguientes hechos importantes: 

1) En altas densidades, la viscosidad volumétrica es una propiedad física tau importante en 

magno id romo lo es la viscosidad m'imite. Se puede observar que la viscosidad volumétrica. 

rit a la viscosidad cortante, q. son del mismo orden de magnitud para valores de la densidad 



reducida de la mezcla cuando n" » 0.7 (u' = n'a? n2a1). 

2) Para todos los sistemas analizados se encuentra que la razón de la viscosidad volumétrica 

a ja cortante, como función de la densidad reducida, a la misma temperatura reducida, tiene 

una forma única. Este hecho está de acuerdo con el principio de estados correspondientes. 

3) Se obtuvo una confirmación teórica del resultado experimental reportado por hl adigosky(21) 

que hace referencia a la dependencia de la viscosidad volumétrica con el cuadrado de la densidad. 

4) Para las mezclas binarias del Ne estudiadas, donde el segundo componente es un gas 

noble o un hidrocarburo, se observa que la viscosidad volumétrica del sistema aumenta conforme 

aumenta el parámetro a de Lennard•Jones de la mezcla. Esto ocurre cuando la concentración 

molar y la temperatura son fijas. 

5) Para las mezclas binarias del Nc estudiadas, donde el segundo componente es un gas 

noble o un hidrocarburo, se observa que la viscosidad volumétrica del sistema aumenta conforme 

aumenta el peso molecular del segundo componente en la mezcla, cuando la concentración molar 

y la temperatura son fijas. 

0) La escasez de referencias experimentales obliga a que el grueso del presente estudio 

numérico sea de tipo predictivo. 
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Capítulo 5 

Fundamentos teóricos del espectro 

de Rayleigh-B rillouin. 

Como puede concluirse del capítulo anterior la falta de resultados experimentales para la viscosi-

dad volumétrica en sistemas densos y sus mezclas, es un obstáculo para la prueba del método 

seguido en el presente estudio numérico. 

Se propone entonces realizar medidas experimentales de la viscosidad volumétrica mediante 

la técnica isoentrópica de determinación del ancho de la línea de Brillouin en distintos estados 

termodinámicos del sistema, como trabajo consecuente de este y con el objeto de corroborar 

los resultados aquí obtenidos, labor que se llevaría a cabo con el objeto de dar continuidad 

a las predicciones encontradas en el presente estudio. En el presente capítulo se describe el 

procedimiento teórico para analizar el espectro de Rayleigh-Brillouin mediante el análisis de las 

fluctuaciones hidrodinámicas que ocurren en el sistema. 

5.1 Espectro de Rayleigh-Brillouin(28,307). 

La dispersión de la luz tiene lugar cuando existen inhomogeneidades ópticas en el medio dis-

persor o en su superficie. Estas inhomogeneidades ópticas pueden ser originadas por incluir 

partículas en el medio o también, por fluctuaciones térmicas de carácter estadístico que ocurren 

en el sistema. Dichas inhomogeneidades originan fluctuaciones en la densidad que, a su vez, 
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causan fluctuaciones en la constante dieléctrica, e, del medio cuya expresión estará, dada por: 

e(r, I) =< e > +be(r, I) 	 (5.1.1) 

donde < e > es el valor promedio de e mientras que ée(r, t) denota a la fluctuación mencionada, 

La descripción del experimento en el cual se manda luz sobre un cierto material, para luego 

medir la intensidad dispersada en una cierta dirección, se basa en las ecuaciones de Maxwell. 

Partiendo de estas ecuaciones se obtiene la siguiente relación: 

2 	i 02  
D 	= —V x V x (3/•-• < e > 

donde ces la velocidad de la luz y: 

D = f< e > -1-cot5XIE 

tu es el valor de la constante d'eléctrica en el vacío y óx es la fluctuación asociada a la suscepti. 

bilidad eléctrica, x, del sistema. El miembro derecho de (5,1.2) es un término fuente que origina 

la dispersión de una cantidad de luz y que tiene su origen precisamente en las fluctuaciones de 

e. 

En general, la constante d'eléctrica de un fluido puro, monocomponente, es una función de 

la densidad, p, y de la temperatura, T, del sistema, por lo que el término be(r, I) de la expresión 

puede escribirse como: 

be(r = (Oe) 
—„ 	bp(r,i)+ ( Oe 

 ) bT(r ,t) 
(IP  

(5.1.4) 

donde Kne,t) representa las fluctuaciones en la temperatura que pueden tener lugar en el 

sistema. Experimentalmente se ha encontrado para muchos sistemas líquidos que el segundo 

término a la derecha de (5.1.4) es cero, por lo que el cálculo del espectro dispersado por el 

fluido con la teoría de fluctuaciones involucra únicamente a la densidad espectral, 5„p(k,w), de 

(5.1.2) 

(5.1.3) 

50 



la función de correlación para la fluctuación en la densidad, (6p*(k,0)6p(k, t)). Es decir: 

1 
5,,„(ko.1) = '21r r dte 'w (6p.  (k,0)(5p(k, t)) 

-03  
(5.1.5) 

Como se describe en la siguiente sección de este capítulo, el objetivo del experimento propues- 

to en este trabajo es medir la densidad espectral (lada por (5.1.5) para un sistema mono-

componente. El análisis correspondiente a mezclas binarias se decribe en la sección (5.3) de este 

capítulo. El cálculo de S„(k,w) se realiza a partir de un análisis hidrodinámico de las fluctua-

ciones en la densidad que tienen lugar en el sistema. La evaluación experimental de Spi,(k,(J) 

podría efectuarse en el laboratorio Rayleigh-Brillouin del IFUNAM donde se cuenta con un 

láser de ióu-argón, un interferómetro Fabry-Perot y su sistema computarizado para control y 

adquisición de datos. 

5.2 	Fluctuaciones hidrodinámicas para un sistema monocomponente 

Un líquido es un sistema denso en el que ocurren fluctuaciones de manera espontánea y continua. 

Las perturbaciones locales que se originan por dichas fluctuaciones alteran el estado de equilibrio 

del sistema. Durante el relajamiento de dichas alteraciones, cada grado de libertad o modo del 

sistema, retorna a su valor en el equilibrio. Los modos colectivos del sistema son aquellos en 

los que el relajamiento es lento, es decir, su tiempo de decaimiento es grande comparado con el 

tiempo de interacción molecular, rc. La descripción (le estos fenómenos colectivos de larga vida 

constituye el objetivo de la hidrodinámica lineal, la cual se obtiene al linealizar las ecuaciones 

de la hidrodinámica. Esto se lleva a cabo introduciendo en las ecuaciones de la hidrodinámica 

los efectos de las fluctuaciones en densidad, p, temperatura T y velocidad promedio, u, del 

sistema monocomponente, con respecto a un estado de equilibrio. Dichas fluctuaciones pueden 

escribirse como: 

fiP = - Po 

67' = T - To 

6u = u 

(5.2.1) 
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donde los valores con índice "O" indican el valor en el equilibrio para la propiedad en cuestión, 

mientras que é indica la fluctuación asociada a dicha propiedad. 

Las ecuaciones de la hidrodinámica a utilizar son las ecuaciones de conservación: 

01 
p V • (pu) = O 	 (5.2.2.a) 

i u + (u. V)u + 7 -1C 2(p-IVp + oNT)- vi  [V2u+V(V • u)] - v2V(V • u) = O 	(5,2.2.b) 

01 
'2' (u• V)u+ u-1(7 - I)V • u - ( pcv)-' ( Av'T + 00= O 	 (5.2.2.c) 

donde monocomponente, u es su velocidad, 7 = Cp/Cv es el cociente de los calores específicos 

a presión y volumen constantes, respectivamente. La variable C representa a la velocidad 

adiabática del sonido, dada por: 

C 
= (111 )1  OP 

(5.2.3.a) 

p es la presión del sistema, a es el coeficiente de expansión térmica, dado por: 

_ 
" P  OT 	 p 

(5.'2.3.b) 

Las variables vi  y v2  representan a las viscosidades cinemáticas, dadas por: 

vi = 1111-1 
	

(5.2.3.c) 

1/2  = 112P-1 
	

(5.2.3.d) 

donde i, es la viscosidad cortante y th es lo que se conoce como la viscosidad dilatacional del 

sistema, dada por: 

rl1 = 
, 

ts 
3 

(5.2.3.e) 

donde es la viscosidad volumétrica. (/)„ es el coeficiente de disipación viscosa, dado por: 

4),)  = 	 (5.2.3.f) 
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donde: 

= 2r1.1, + náijki 
	 (5.2.3.g) 

es el tensor de esfuerzos, mientras que A representa a la variación del tensor de deformación, 

definido por: 

1 ( O 	o ) 
	

(5.2.3.b) 

Es conveniente elegir un conjunto estadísticamente independiente de las variables fluctuantes 

deben formar . Para tal efecto se elige al conjunto de variables: (s,p, w, 	112 ), donde s es 	la 

entropía del sistema, w es la corriente longitudinal, w = poV • u, mientras que it; representa a las 

componentes de la corriente transversal, pi = po (V x ti);  .Con las definiciones anteriores y las 

sustituciones mencionadas, se obtiene el conjunto de las ecuaciones hidrodi náuticas linealizadas: 

- (ry - 1)1 6p(r, t) + C2 w(r, t) pon-t(7  - 1)xV26s(r, t) = O 	 (5.2.4.a) 

- 	+ vB) V21 w(r, t) 4- V26p(r, t) = O 	 (5.2.4.b) 

- XV2) 53(1, t) - opjl xVihp(r, t) = O 	 (5.2,4,c) 

- 1)V2) µi(r, t) = O 	 (5.2.4.d) 

- PV2) p.,(r, t) = o 	 (5.2.4.e) 

donde x = A(poCr)'t es la difusividad térmica y e = gpar, vp = niql, con 4+ 92  = + 

povi. La variable se conoce como la viscosidad longitudinal. 

El conjunto de ecuaciones (5.2.4) es un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales que, 

por conveniencia, se resuelve utilizando el método de la doble transformación Laplace-Fourier: 

00 	00 
Ik(s) = 	dte"' 	d3reik'rbx(r,t) 

o 	-00 
(5.2.5) 

donde s = e+iw es la variable compleja de Laplace. Aplicando (5.2.5) a cada una de las variables 

del sistema (5.2.4) se obtiene un sistema de cinco ecuaciones transformadas. Los coeficientes 

de este sistema se utilizan para construir lo que se conoce como la ecuación hidrodinámica 
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matricial de dispersión dada por: 

(á+ (7- 1)x0) 	poe' 	Pon-I  (7 - 1)Xk2 	O 	O 

-pj I k 2 	(s 4- vi k2) 	O 	O 	0 

pi laxk2 	O 	(8 + Xkl 	O 	O 
	

(5.2.6) 

0 	0 	0 	ts + v1121 	O 

O 	0 	0 	0 	[s + vkl 1  

La solución de (5.2.4) vía (5.2.6) conduce a definir tres tipos diferentes de modos desacoplados 

para el sistema: 

Modos acústicos: 

st  = ±iCk - rk2  
(5.2.7.a) 

donde = 	+ (7 - 1)x). Este tipo de modos se propagan a la velocidad del sonido C y 

ocurren por la existencia de fenómenos de propagación debidos a fluctuaciones en la presión, a 

entrupía constante, desacopladas de las fluctuaciones longitudinales del campo de velocidades. 

Modo entrópico: 

so  = -x112  
(5.2.7.b) 

que corresponde al modo de difusividad térmica debido a la existencia de fluctuaciones en la 

entropfa a presión constante. Dichas fluctuaciones no se propagan y dan lugar a un efecto 

netamente difusivo. 

Modos cortantes: 

s;=1 ,9  = -vk2  
(5.2.7.c) 

A partir de los resultados anteriores se construye la función de correlación para la densidad: 

(bpi(01,k( 8 )) = ( 8  + vik2 )(8  7X0) + (1 — 7'1 )(C k)2  
(8 — so)(8 — 34.)(s — 	(5Pk(0)6Pk(0)) 

	
(5.2.8) 

donde (01(0)6pk(0)) es el factor de estructura estático S(k). 

A partir de (5.2.8) se obtiene la expresión para la densidad espectral de las fluctuaciones en 
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la d..iisolud, dada poi. 

11.2  2.‘13 	
(1'0? 

= 	 (:)---+ 	 15,2.9) ,(k) 	‘,./ 2  + ( Ak") 	•  
—
/ 
[r + 	- 1))d C

k 
[(u) 	Ck

+
)2C+

..k
(rk2)2 

+ 	c";21-4-1(rk2)21 7 

Esta última relación es la correspondiente a la forma del espectro que puede medirse con técnicas 

de la espectroscopía de dispersión de luz. En la gran mayoría de los casos dicho espectro se 

aproxima a la suma de tres lorentzianas que corresponden a los tres primeros términos de 

(5.2.9). La figura 5.1 ilustra el espectro obtenido para el argón líquido así como el origen de 

las tres líneas del espectro. El pico central o de ltayleigh tiene su origen en las fluctuaciones 

que ocurren a presión constante y corresponde al análisis del modo de difusividad 

(5.2.7.b). Las dos líneas situadas en las frecuencias —Ck y +Ck son las componentes de Stokes 

y de anti-Stokes, respectivamente, del doblete Brillouin-Mandelstam. Su naturaleza obedece a 

la existencia de fluctuaciones a entropía constante, correspondientes al análisis de los modos 

acústicos, (5.2.7.a), 

La determinación experimental de las líneas del espectro Itayleigh-Drilbuin permite evaluar 

la siguiente información sobre el sistema: 

1.- Propiedades termodinámicas: El cociente de los calores específicos, 7 	Co/C,,; la 

velocidad del sonido adiabática, C; la compresibilidad isotérmica, yr,. 

2.- Coeficientes de transporte: La difusividad térmica x; la viscosidad longitudinal, vi. De 

esta última variable, si se conoce el valor de q para el sistema, se podrá evaluar la viscosidad 

volumétrica, k. 

5.3 	Fluctuaciones liidrodinámicas para mezclas binarias(28.67). 

El objetivo de esta sección es mostrar la generalización del análisis de las fluctuaciones hidrodinámicas, 

ilustrado en la sección anterior, al caso de mezclas binarias. Dicha extensión al caso de mezclas 

binarias es importante ya que permite evaluar el espectro de dispersión de luz para sistemas 

que, por ejemplo, puedan reaccionar químicamente. A continuación se describe a grandes ras-

gos el procedimiento de generalización que, en estructura, es similar al descrito en la sección 

5.2 para el caso de un sistema tnonocomponente. La expresión correspondiente a (5.1.1) para 
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las Iluctuaciones de la constante dieléctrica del caso monocomponente toma la siguiente forma 

para una mezcla binaria: 

6e(r,t) = ( OE  
	bp(r,t) 

(De  
—) 	c(r , I) + Or 	671r , t) 

OP c,T 	 T,p 	 07' r.c 
	 (5.3.1) 

donde be es la fluctuación asociada a la concentración, c, y .5p es la fluctuación de la presión, 

p, del sistema. Tanto la ecuación de continuidad, (5.2.2.a) como la ecuación de Navier-Stokes, 

(5.2.2.b) son válidas para la mezcla, con los factores de compresibilidad y de expansión térmica 

y las viscosidades cortante y volumétrica, correspondientes al sistema total. La ecuación finen - 

izada para la energía está dada por: 

7)7  - 	T(r, 
t)- 
 I  kr (111) 	t) C 1T 

° V2 

	

Oc al 	
el 
° YiP(r11)"  e,T 

	 (5.3.2) 

donde s es la mamila, t es el potencial químico y es la difusividad térmica de la mezcla. La 

variable kr es el cociente de la difusión térmica, dado por: 

k_r = - 
Tu 	

—ckc - i) 
 

D' 	, , 	
(5.3.3) 

siendo Del coeficiente de difusión y D' el coeficiente de difusión térmica. La ecuación de 

difusión para la concentración de una mezcla binaria es: 

—c(r,t)+ 	= O 
	

(5.3.4) 

en esta diurna expresión je(r,i) es el flujo de difusión linealizado, dado por: 

jr(r, t) = -D [V c(r ,t) + To-1  kr57T(r,t)+ likpC7p(r,t)] 	 (5.3.5) 

La variable kr  está (lada por: 

=
(

01 i 	(21\ = D" c(e _ 1)  
Pu 	\ )4' OC 1 	D 

(5.3.0) 
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CON: 

( 0E\ 	Oe\ 	Oe\ 	Oe\ 
57 )) ens = 	) 	mo — 

Oe 	aE 
— (1) p 

donde D" es el coeficiente de baro•difusión. Para describir el estado del sistema se utiliza el 

conjunto de variables estadísticamente independientes (p, e, 41) con: 

. 	(i) = T 713, 2-p 	 (5.3.7) pu CP 

en esta última relación cp  es el valor del calor específico de la mezcla a un valor constante 

de e. Con la descripción del sistema obtenida al utilizar el conjunto de variables (p, c, O), la 

fluctuación para la constante d'eléctrica dada por (5.3.1) se transforma en: 

(124,,sp(r,t) 4. (0-9,4,40,i)+ (1,1),esofr,$) 	(5.3.8) 

A partir de este punto el método sigue las mismas lineas mostradas en la sección anterior para el 

caso de un sistema monocomponente. Las ecuaciones iddrodinámicas se linealizan, incluyendo 

la ectuteiún (5.3.4) que es la ecuación de difusión para la concentración del sistema. Dicha li. • 

nealización do las ecuaciones bidrodinátnicas se efectúa de tal forma que se obtengan expresiones 

en función de las fluctuaciones 6p, 6e, 50 y de la corriente longitudinal w = poV • u. A las 

ecuaciones linealizadas se aplica nuevamente, como en el caso de un sistema monocomponente, 

la transformación doble de Laplace•Nurier dada por (5.2.5), obteniéndose, entonces la matriz 

de los coeficientes de la ecuación de dispersión: 

     

[. 
+ Dk9 

op2  (y)
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,Dk2 
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(11) Dk2  

o 

9D1.:9  

(3  +W 24(11)700)  
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[11 (P) ,p  o Di- 
P 	I  

+Cirl  TOPP" t Xjk2 

.--"0"- I  k2  

717 1  kr Dk2  

[C2  p,141 (k) pipD-1. 

C2  pootxik; 
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4; 	DJk2) 

O 

o 

poc2  

 

o 

[s mk9 

(5.3.9) 
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donde: 

pu 	I u  (Ce po 

Y: 

dp l'i 

= OP a e 

(5.3,10.a) 

(5.3.101) 

La solución a orden k2  para la ecuación de dispersión permite obtener los modos: 

(5.3.11.a) 

con 

, 	I 
2 

= 	+(1 —  1)X + a Dl 
(5.3.11.b) 

a = (CPoS0)2  (la 	
(5,3.11.c) 

zy 
 

Y: 

U 	I =
2  

.1.(x  _ E)k2
[l2 	 (X — 12-)2 .1 

(5.3.11.d) 

con 	= D + 6 = D {I 	°717, ()l• La solución del sistema de ecuaciones de dispersión, 

transformadas de acuerdo a (5.2.5), se utiliza para construir las funciones de correlación: 

(biok(0)Ik(s)) 	(bei(orek(s)) 	(bouolak(s)) 	(6cuorok(,,))  

(6n(0)5k(0))' 	(6cuorck(0)) 1 	(houorok(0))1 	(5e7,(0)5ek(0)) 

	(5.3.12) 

A partir de las expresiones obtenidas para el conjunto de funciones de correlación dadas por 

(5.3.12) se obtiene la expresión para la densidad espectral de las fluctuaciones de la constante 

dieléctrica, e. Dicha densidad espectral está compuesta, en forma similar al caso de un sistema 

monocomponente, por un doblete de Drillouin, Sg(k,w) y una línea central, o de Ilayleigh, 

0.1). En el experimento de Elrillouin se mide Sg(k,w), cuya expresión involucra dos 
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lorentzianas 

5  

principales y una 

k8T I  (In 2  

contribución pequeña, no lorentziana, es decir: 

rk2 	 rk2  

(53.13) 

+I( 8E) 2 	(1,4 -4•)k 

[(w + co + (rk2 )2 	(w — Ck)2  + (rk2 )21 
2  (gs) 	0211 	_LA +  

—2 (1) 	(L)1 ) 
\api ,,c\ori 

4- Ck 

kap) 	aC) T.p .r  C 

(21'9-11-̀ 	x + 911145  
p,c 	poCr  C 	kr C 

— Ck [ 
(u) + Ck)2 	(l'k2 )2 	(w — co +(rk2 )21 

donde x, es la compresibilidad adiabática a concentración constante. Entre las diferencias que 

se observan para las densidades espectrales obtenidas en los casos monocomponente, relación 

(5.2.10) y de una mezcla binaria, expresión (5.3.13), puede señalarse que la inclusión de la 

ecuación de difusión para la concentración del sistema, (5.3.4), ocasiona que el ancho de 

las líneas de Brillouin, proporcional a la variable I', incluya en forma adicional el término 

(CPu''' )21)  (1) 	para el caso de la mezcla, con respecto a la expresión de 1 del caso mono- 
2 	oC 

componente. Es decir, que una característica de la medición directa del espectro de Brillouin de 

una mezcla binaria, como es el determinar r, involucra a las propiedades del sistema: difusión, 

D, potencial químico, Is y concentración,c. En la sección 2.2 del capítulo 2 del presente trabajo 

se describe a grandes rasgos el arreglo experimental típico para la determinación del ancho 

de las líneas de Brillouin, utilizado tanto para sistemas monocomponentes como para mezclas 

binarias. En dicha sección se proporcionan además, las características más importantes de las 

evaluaciones experimentales para la viscosidad volumétrica, realizadas con los experimentos de 

dispersión de luz ( Brilluuin ). 



Apéndice A. 

LA VISCOSIDAD VOLUMETRICA Y LOS PROCESOS DE RELAJAMIENTO"). 

Esta sección tiene como objetivo el mostrar cómo un análisis de los efectos irreversibles de la 

propagación del sonido en un fluido viscoso, realizado en el marco de la termodinámica del no-

equilibriuM), conduce a una expresión para el coeficiente de absorción sónica. Dicha expresión 

contiene los efectos producidos por los diversos procesos fuera del equilibrio que pueden tener 

lugar en el sistema. Entre los procesos irreversibles que acompañan a la propagación del sonido 

en un medio, y que dan lugar a la absorción y dispersión del mismo, pueden citarse la conducción 

del calur, los flujos viscosos y los procesos de relajamiento, Como un ejemplo del análisis de 

un prure,u de relajamiento pueden citarse los trabajos de García-Colín et alt a '-16)  en los que 

se estudian las características de la propagación del sonido para fluidos en los que ocurre una 

reacción química. En estos trabajosa"-16) el proceso de relajamiento es la reacción química 

mencionada, 

Si se considera al sistema como un fluido isotrópico en el cual tienen lugar: un ónico proceso 

de relajamiento, la conducción del calor y fenómenos de tipo viscoso, entonces la evolución en 

el tiempo de la entropía s de Gibbs está dada por: 

ds 	dV 
dt 	di 	di 

- A 
dt 

(A.1) 

donde 1 es el tiempo, «,s la energía interna específica, 7' es la temperatura, p es la presión ter-

modinámica, I: es el volumen, A es la fuerza termodinámica asociada al proceso de relajamiento 

y 	es su variable de progreso. Por ejemplo, en el caso en el que el proceso de relajamiento 

a ocurrir VII el sistema sea una reacción química, la variable A representa la afinidad química 

para la reacción, mientras que es su grado de avance05), El balance de entropía obtenido a 

partir de las leyes de conservación para la energía y para la entropía (A.1) está dado por: 

ds 
p—

di
= -5"•44-n (A.2) 
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siendo p a 11-2 , la densidad numérica del sistema y J, el flujo de entropía dado por: 

J, = -9- 
	 (A.3.a) 

y la fuente de entropía: 

o u 
'97' 	 : 	(v u) 	p ulf I  > o  

• 	 (A.3 b) = -J 
Ì 
	

7'2
- 	

T 	T 	T di 

Las ecuaciones fenomenológicas que relacionan los flujos de calor y de momento con sus 

respectivas fuerzas termodinámicas, incluidas en (A.3) y en las que no se han de considerar los 

efectos cruzados con A, están dadas por: 

Flujo de calor: 

	

Jy  = -A(VT) 	 (A.4.a) 

Un tercio de la traza del tensor de presión viscosa: 

	

II = -K(V • u) 	 (A.4.b) 

Parte simétrica con traza cero, del tensor de presión viscosa: 
o 

	

= -2/)(Vu) 	 (A.4.c) 

En las dos últimas relaciones la parte viscosa del tensor de presión, II, se define por la relación 

P = 	+ 	 (A.4.d) 

donde P es el tensor de presión, I es el tensor unitario y p es la presión del sistema, 

La ecuación fenomenológica para el proceso de relajamiento está dada, por: 

(A.5.a 

donde 0 es una, cantidad positiva. El tiempo de relajamiento, r, asociado al proceso y a (A.5.a) 

se define como el tiempo característico en el que / disminuye en un factor e-1  su valor inicial 
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cuando I y .s son constantes. Dicho tiempo de relajamiento está dado por: 

I 	\ 

UA.)1.,, (A.51) 

Para todo el fluido se ha de suponer que la conductividad térmica, A, la viscosidad cor 

tante 	y la viscosidad volumétrica, ti, son uniformes. Se supone además que los procesos 

de relajamiento y de transporte son independientes, relacionados entre sí por los coeficientes 

viscoreactivos (es decir, no habrán efectos cruzados con V • u). Se han de despreciar también 

aquellos efectos disipativos debidos a la viscosidad rotacional, La ley de la conservación de la 

masa del sistema es: 

11V 
p 	= v•u 

(It 

Para la conservación del momento se tiene la ecuación de Navier-Stokes: 

du  
p— = —Vp+ qau+ 	tc) V (V•u) 

3 

Mientras que la expresión para la energía está dada por: 

o 
d«1V 

p-z) = s (y • u)2  + 2n(Vu): (Vu) +tAT 

Se cuenta además con las tres ecuaciones de estado para el sistema: 

(A.7.a) 

(A.7.b) 

(A.7.c) 

De esta forma sé tiene un sistema conformado por las ocho ecuaciones (A.1), (A.3.b), (A.5.a), 

(A.6) y (A.7), escalares todas ellas a excepción de (A.6.b), para las ocho variables,V, u, p, 

T, a, A y F. En principio este sistema se puede resolver, junto con las condiciones iniciales y 

a la frontera necesarias. La aproximación acústica es aquella en la que se linealiza el sistema 

mencionado, de tal forma que únicamente se mantengan a primer orden las desviaciones de las 

variables involucradas con respecto a un estado de referencia, que es un estado de equilibrio 
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(A.6.b) 

(A.G.c) 



termodinámico y de reposo para el sistema. Denotando con un subíndice O a dicho estado de 

referencia se tendrá, por ejemplo, para la temperatura 7' el cambio a T Th  para la densidad 

numérica p el cambio a p— pu, etc. Teniendo en cuenta que la afinidad se anula en el equilibrio 

(A0  = O), se obtiene el siguiente sistema de relaciones para dicha, aproximación acústica: 

Ov 
Pu — = V • u Ot 

(A.8.a) 

Ou 	 1 
pu al  = —Vp+ tiáu (-

3
t, 	V(V • u) 

O< 	OV 
Pow = —Popo w AQT 

Os Os OV 
= 	pu  

Ot Ot Ot 

(A.8.b) 

O 
= —fiA 

14) 	 O 	 Op 
—P — Po = — 	l'o) ( —P) (e — + (-0 ) (s —  80) (LW 3,( ( t  al v,, 	as v,(  

A = (w) 
A 	 / 0A1 

m (V — Vo) 	
O A \ 

vo (( — (o) 	(8  — so) Os m 

OT — 	
= (OV 

—"') (V — V0) + (---‘)0T
(
) vo(1 — (o) + (Fi )v  (3 8° )  ¿ 

03 

(A.8.e) 

(A.8.f) 

(A.8.g) 

(A.8.11) 



El método de solución plantea entonces que se exprese a cada una de las ocho variableS 

físicas del sistema (A.8), y denotadas 1)(t. q(c; I), mediante la integral de Fourier: 

oc. 4 

2tr 

Si se define; 

K k iDt 

k = 	=arñ  

i7(k;w)c -'w"' ik'rdrdi. 	 (A.9) 

(A.1O.a) 

(A.10.1)) 

se encuentra que la variable q(r, t) puede expresarse en términos de una superposición de ondas, 

parcialmente atenuadas, con amplitud ij(K;LI)c-75.'r, y velocidad de fase C = 	propagándose 

en la dirección de a Los vectores k y it son vectores paralelos, mientras que i» es un vector 

unitario. El factor a representa la atenuación de la amplitud (le las ondas por unidad de 

longitud, w es su frecuencia y k es el número de onda. Por tanto, (A.9) toma la forma: 

.xt 

ilq(K;w) = 	¡ y 9(0)eiwt-iKrdrdi 	 (A.11) 

00 -•• 00 

Efectuando la transformación de Fourier (A.11) para las ecuaciones (A.8) de la aproximación 

acústica, se obtiene un conjunto de ecuaciones en las variables P, 6, j, i, T, .1, Á y f  que 

representan las transformadas de rotule:. de V — Vo, u — ue, p — pu, 	c an , 7' — To, s — so, 

A — •tu  y f — fu, respectivamente, todas ellas funciones de K y w. La solución a dicho sistema 

de ecuaciones existirá siempre y cuando el determinante del conjunto de coeficientes sea cero, 

lo cual es equivalente a tener una relación de variable compleja entre w y K de la forma 

f(w; K • K) = O. Por tanto, la solución buscada estará dada por la superposición de ondas 

de sonido cuyos valores w y K obedecen a la relación f(w; K • K) = O. Se tendrá así que la 

velocidad C y el factor de atenuación para la amplitud a de dicha superposición de ondas 

quedarán determinados, en forma única, por la frecuencia w. A partir de las relaciones (A.10) 
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se obtiene que: 

I< .1( 	— < ti 	2ikri 	 (A.12) 

es decir, ni la velocidad de propagación del 	C, ni el factor de atenuación de la amplitud, 

7, dependen de la dirección de propagación rñ. De la relación (A.101) se observa que u, la 

velocidad del fluido, es un vector paralelo a K, por lo que la polarización de las ondas de sonido 

es de tipo longitudinal, es decir, la vibración ocurre en la misma dirección de propagación. 

Después de eliminar algebraicamente a las variables i y S' en las ecuaciones transformadas 

según ( A.11) y tras obtener una serie de expresiones que relacionan a P, 	y Á linealmente 

con 	es decir, fi = &'V, = ktV,Á = kAV y = krV, se obtiene lo que se conoce COMO el 

conjunto de las susceptibilidades acústicas, dadas por los coeficientes de V en dichas relaciones. 

Al eliminar los términos que contienen a la conductividad térmica a segundo orden, es decir, 

en A2, y considerando únicamente los efectos lineales en A, n y x, se obtiene, a partir de la 

susceptibilidad que relaciona a fi con 9, la expresión entre la frecuencia wyK•K: 

K K 	— 1u 4 VI+ 	Ac  

	

Pu 
	

cp,A • cm 
	 (A.13) 

donde Cu  es la velocidad del sonido en ausencia de procesos irreversibles y TI„ ei; la viscosidad 

de relajamiento efectiva, dada.por: 

	

= kuT ( 01)2 	 (A.14) 

Lii.s cantidades 9„,i  y cv,A son los calores específicos a presión y afinidad constantes, y a volumen 

y afinidad constantes, respectivamente. En la obtención de (A.13) se ha supuesto además que 

Wr ,c 1 (límite de bajas frecuencias). La velocidad del sonido está dada por: 

(A.15) 



n'ion( ras que el 'actor de atenuación es: 

fi = 
t, Tzu I.  ep,A 	CV,A) 

2(.1pu d 	 cp,A'cvA 
(A. 16.a 

que es proporcional al cuadrado de la frecuencia. Este factor de atenuación muestra el carácter 

aditivo de los cuatro efectos de relajamiento dados por la viscosidad cortante, n, la viscosidad 

volumétrica, N, la viscosidad de relajamiento, lj,„ y la conductividad térmica, A. 

Sustituyendo la expresión = 'Uf en (A.I6.a), se tiene que: 

ip = 	+ 	Acp,A —  cv,.1  

°Pu 3 	 CV,A 
(A.16.b) 

Esta última relación contiene a aquella proporcionada por Stokes-Kirchhoff. referida en la 

sección 1.1 de este trabajo (ecuación (1.2.3)), sin el término correspondiente a la viscosidad de 

relajamiento, ñ, . Dicho término describe los efectos vinculados con los procesos de relajamiento 

moleculares que ocurren durante el proceso de absorción del sonido. Por tanto, se puede afir-

mar que (como fue señalado en la sección 1.2 de este trabajo) la viscosidad volumétrica, N, es 

un coeficiente de transporte independiente de cualquier interpretación en términos de aquellos 

procesos de relajamiento inducidos por el intercambio de energía entre los grados de liber-

tad externos (traslacionales) e internos (vibracionales y rotacionales) de los componentes del 

sistema. 
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