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Kntre los fendmenos estudiados por la fisica de suclos Jos procesos de transfer-
encia de aguna ocupan un lugar importante, particularmente en la agricultura,
Para el estudio de esios procesos se han desarrollado ecuaciones diferenciales
fundadas mas o menos sobre la. experiencia v caleadas e base a otros formal-
istius que aparecen en las ciencias experimentales. La ecnacion largamente
nulizada para describir la transferencia de agua en el suelo es una ecuacién
Fokker-Planck no lineal. 19 nwy afortunado el hecho de que esti ecuacidn sea
precisamente la. que rige estos procesos en el suclo, ya que algunas soluciones
obtemdas en el dominio de la matematica de difusidn de probabilidades han
sido adaptadas para ciertas condiciones especificas a la trausflerencia de agua
en el suelo — en particular soluciones de los problemas de difusidu del calor y
difusion de los gases —. Nuevas soluciones han sido igualmente propuestas. La
fisica. de suclos ha por lo tanto enriquecido con sus soluciones el universo de la
ccnacion Fokker-Planck. Pero ella también ha sucitado nunierosos problemas,

Veamos como surge la ecuacian de Fokker-Planck, para lo enal necesitare-
mos algunos conceplos prelintinares,

Un medio poroso es una estructura solida continua la cual tiene gran canti-
dad de espacios vacios, o poros, en ella. lin ciertos sélidos porasos los espacios
vacios no estan conectados o bien la conexion es demasindo estrecha, lo cual
inpedira que un iido Huya a travds de ellos. A dichos medios porosos los
Namaremos tmpermeables al fhujo de fhuidos, Si, en cambio, los poros de un
medio poroso estin interconectados de manera que un fluido fluya a través de
cllos Hamaremos permeable a dicho ntedio. P este trabajo nos abocaremos al
estudio de medios porosos permeables.

Cousidereinos un medio poroso con estructura aleataria. La medida prome-
dio (¢) de una cantidad dada ¢ (2) se deline como el promedio de esta caunti-
dad sobre una cantidad independiente de experimentos hechas en dicho medio
poroso. Fl medio se Hamard. homagéneo si estadisticamente el comportamiento
geométrico na depende de fa posicion,  Los medios porosos hamogéueos se
caracterizan por ser estadisticamente ‘invariantes’ bajo traslaciones, y por la
existencia de dos longitudes de escala, Dichas escalas son:

{i) la longitud de escala ¢ de una particula promedio del medio poroso,
(ii) la longitud de escala £ de la frontera exteriar del medio poroso.

Se considera que [ <« L. La existencia de esta designaldad permite la
mtroduceidn de una longitud de escala intermedia £ tal que

raran (0.1)
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lsta diferencia de escalas nos permitird. estudiar el medio poroso desde los
pratos de vista ‘microscdpico’ y ‘macrosedpico’.

Bscalu macrogeopica

Vealos primeramente el razonaniento a escala ‘iacroscdpica’ L segiin
(0.1).

Clonsideremos el ovimiento de un luido cuyo volumen de liquido con-
tenido en una unidad de volumen de suclo esta dado por ¢ (z,y,z,1) y con
un campo vectorial de velocidad § (2,9, 2,1). Supondremos que q (=, v, 2, £)
es un campo vectorial continuamente diferenciable en R? para cada tiempo
t, y 0(z,y z,t) una funcidu de valor real coutinunmente diferenciable. A
8 (z,y, z,t) se le conoce como contenido valumétrico de agua.

Defininios 3 = 07q el vector ‘flujo’ de volmnen de agua. Sca €2 una region
fija arbitraria eu R, himitada por la superficie § = Q. Eutonces, el volumen
total de fluido que pasa a travds de la frontera de Q, del interior hacia ol
exterior, en una nnidad de tiempo esta dada por

//_m f ( q - 't?) S

o hen

N

/ T wds (0.2)
o

doude T es el vector normal hacia afucra en cada punto de 5. Aplicando en
(0.2) el teorema de la divergencia de Ciauss obtendremos que el volumen total
del fluido que sale de 2 en la unidad de tempo a través de su frontera es, [ver
‘ourant/John],
/ T WS = / V. Trlmrlyd,z
oy Q
o hien

-

(}"‘.“"jS.—./V- 0 dedydz. 0.3
/.-'m @ ne 0 ( i) (03)

Por otro lado, ¢l volumen total de fluido contenido en £ en cualquier instante
estd dado mediante [ 0dedydz, porlo quela disminucidn por unidad de tiempo
del volumen de fluido contenido en ) es, ya que 0 (2, y, 2,t) € Ct,

d Ry
_— )ledyds = — B el ”
# /“f fatlyd: J{x oy e (0.4)

Suponiendo que se cumple la ley de conservacidn de la masa y si no existen
fucntes ni sumideros de fluido en £, entonces, la cantidad total del volumen
del fluido que sale de § a través de la superficie 99, ecnacion (0.3), debe ser
exactatuente igual a la pérdida de volumen de fluido contenido en Q, ecuacion
(0.4). Es decir, en cualquier instante £y para cualguier regidn §2

0
3 )-—’ K | T e f— FodiA 4
/ﬂ \Y% (6 q ) dedydz -/n o dedydz

INTRODUCCION



o hien

/;1 I[%? +V. ((J'{f)} dzdydz = 0,

como o} integrando es continuo y la region 2 arbitraria, tendremos que

)

A

Y -
+V.(0q) =0 (0.5)
\ / *
lo cual expresala loy de congervaciin de lo maga para ¢l movimiento de fluidos,

Sea M (ir, 5,2, 1) la energia potencial que contiene el agua por unidad de
peso en un tiempo £, y el cual es igual ala suma. del potencial de presion del agua
en el suelo W, y del potencial gravitacionnl que asociaremos a la coordenada del
eje 7 orientada positivamente hacia abajo, Ast I tiene unidades de longitud,
Adewmds VT representa el gradiente de la entergia potencial y es directamente
proporcional al campo vectorial de velocidad @ de acuerdo a la ley de Darey,
la cunal se expresa como

T =-Kvil (0.6)

donde K es Hamado coeficiente de eonductividad hidrauiica. De dicha igualdad
obtenemos que K tiene unidades de velocidad. Ast la ley de Darcy nos indica
que ¢l campo de velocidad del agua en un medio poroso estard generado por
la fuerza gravitacional en cada punto del agua, y por la fuerza de presion que
ejerce en dicho punto el agua que se encuentra en la superficie.

El cocficiente de conductividad hidrdulica es una constante que expresa la
facilidad con que el agua atraviesa. un suelo. La maguitud del coeficiente de
conductividad depende de la viscosidad del agua y de la geometria (tamaiio,
forma y area de los poros) del suelo a través del cual fluye el agua [ver la
ecuacién (0.10).]

En la mayoria de los suelos el valor de K depende ademds de la direccion
e que se produzea el movimiento del agua (por ejewmplo, si el fluido se nweve -
en direceidon paralela o perpendicular a los planos de estratificacion), o bien, el
valor de K variard si ¢l suelo estd formado de diversos materiales distribuidos
irregularmente.  Asi, para deterntinar el valor de K la geometria del suelo
jucga un factor primordial y dificil de controlar en el flujo de un finido o través
de un medio poroso. Luego, expresaremos mediante K () la dependencia del
covficiente de conductividad hidrdulica en la geometria del suelo,

Asimisino, ¢} contenido volumictrico de agua en una unidad de volmimen del
suclo dependerd del potencial de presidn del agua en el suclo ¥, lo cual se
expresari como @ (V).

Las relaciones i (0) y 7 (%) son conocidas como las caracteristicas hidrodinamice
del suelo, y la expericncia inmestra que dichas relaciones son altamente no lin-

cales.
La wntroduccion de la difusividad hidraulica definida por D (0) = f—‘-((g%,
. N s : v ‘
donde ¢ () = -‘;;“’7 es la capacidad especifica, nos leva, con (0.5) y (0.6), a la
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acUAcion iy .

. " . AN ) .

5 = VD (@) Vo] - T (0.7}
que es la ecuacion que nos describe el comportamiento de nn fluido a. través de
un medio poroso, y la cual es del tipo Fokker-Planck.

Obviamente para resolver la. ecuacién (0.7) es necesario conocer las car-
acteristicas hidrodindmicas del suelo K (0) y 6(¥). Este puede alcanzarse
signiendo dos caminos, los cuales pueden ser complementarios:

(1) wedicién y solucién del problema inverso,

(i1) a partir de las propiedades geométricas del suelo.

Ion este trabajo estudiaremos el segundo de estos casos.

Para hacer explicita las relaciones entre la geometria y las caracteristicas
hidrodindmicas del suelo, se utilizan amphanente las siguientes dos leyes, en
las cuales se considerard ahora una escala microscépica { segin (0.1).

Bscala microscdpica

El médico {rancés J.L. Poiseuille (1799- 1869) interesado en el flujo de la san-
gre en las venas y los capilares llegd a investigar ol flujo en tuberias de didmetros
pequeiios. Sus resultados se resumen en la Hamada ley de Poiseuille la cual
relaciona. la velocidad media del agua ¥ en un capilar cilindrico, asociado a
un poro de radio r, y el gradiente de energia i de tal manera que

v = -l agy (0.8)
Su.
donde p,, es la densidad del agua; u la viscosidad dindmica del agua y ¢

fa constante gravitacional. La viscosidad dinamica se define como viscosi-
dad / densidad,

Por menisco se entiende la concavidad o convexidad que forma la superficie
de un liquido con la pared del sdlido que lo contiene,

Eu la meyoria de los problemas de fluidos el efecto de la tensidn superfi-
cial puede considerarse insignificante; sin embargo en el fenémeno de ascenso
o descenso de un liquido en un tubo capilar, la tensién superficial tiene un
papel predominante. Esto se observa en la ley de Laplace, la cual refaciona el
potencial de presion del agua en el suelo ¥, cou el radio niedio de curvatura r,
del menisco de agua en un poro de radio r mediante la expresion

2

Y = —
Pyt

donde ¢ es la tensidn superficial en la interface agua-aire. Los radios de cur-

vatura y poro se relncionan a través del dngulo de contacto « entre el meniseco
/’ .

del agua y las particulas del suclo mediante » = r, cos (). Ver figura.

4 INTRODUCCION



Ast, de acuerdo a (0.1), Ia ley de Darey proporciona una. velocidad media
en un seutido vacroscdpico’ £, ya que es el flujo de agua por una unidad de
superlicie que contiene poros y patticulas, micntras que la ley de Poiseuille pro-
porciona una velocidad media en un poro, es decir, en un sentido ‘microscépico’

[,
Gleometria del suelo

Para obtener un modelo conceptual que relacione la conductividad hidraulica
K (0) con la geometria del suclo, considereinos un ‘escurrimiento’ del agua
siguiendo la. direccion del eje 2 y hagamos un corte perpendicular a dicho eje
dividiendo en dos cl sdlido poroso y obteniendo asi dos secciones de rea total
Ap cada una (ver Figura.) Bn ingenieria usalmente se estd mis interesado en
la razén de flujo volumétrico total @ que en la velocidad local ¥'. Para ello se
define Q, en un flujo de velocidad uniforme, como el producto de la velocidad y
Ja.seccion de drea normal al flujo. El flujo total de agua @, a escala microscpica
[ segtn (0.1), y que atraviesa un drea clemental dA serd entonces

(/Q - —\?l’lA,

de donde el flujo total con respecto al drea total, es decir a escala inacroscopica
L segin (0.1), estard dado por

dQ _ _dA

v
Ay Ap

o bien, en términos del diferencial de drea relativa dp = dA /Ay
dg = Vdp

donde ¢ es ¢l amado flujo de Darcy: dq = dQ/Ap. Si Q representa el do-
minio de los poros Henos de agna en una seccidn unitaria de suelo (a escala

o — v v .
macroseopica. £), ¥ la velocidad media sobre todos estos poros (a escala mi-
croscopica () y o un drea relativa, entonces [ V'dyp serd el flujo de agua a
través de , que os precisamente ol flujo de Darcy ¢ a escala £, Con base a
ésto y usando (0.8)

TR [y
q—Avlw (&lA'MJVJL (0.9)

Al relacionar esta expresién con la ley de Darcy (0.6) obtendremos la. relacion

) ) . . » ’ ' -
entre Ia conductividad hidranlica Ky la geometna del suelo, i.e. los tamaiios
de los poros r, de wanera tal que

K(Q) = %J- [ g, (0.10)

INTRODUCCION b



(r)

Iis conveniente diferenciar en esta expresion los diferentes efectos debidos por
' S /

unta parte a las propiedades del Huido y por otra a la gecometria del suelo. Para

ello introducimos el coeficiente de permeabilidad k que por definicion estd dado

como

Mm:%Lﬂw, (0.11)
de tal manera que K = kp,g/p.
Porostdad y Saturacion

s imiportante hacer wotar que el contenido de agua en una unidad de vol-
uiten de suclo 0 estd acotado. La cota superior se llama porosidad volumétrica
total del suelo o simplemente porosidud, se denota como ¢ y se define como

_ W _ Volumen Total de Vacio
V¢~ Volumen Total de Suclo

b (0.12)
donde Vi = Vs 4+ Wy, siendo Vs el volumen total de sélido.

Siendo ¢ cola superior tendremos 0 < 6 < §, yde (0.12) 0 < ¢ < 1.
Definimos S, el grado de saturacidn del suelo, como S = /4, por lo que
0 < S5 < 1. De acuerdo a estas desigualdades 6 se conoce también como
porostdad voluméirica parcial, lo que permite hacer abstraccion de la naturaleza
del fluido y o considerar necesariamente al agua como el liquido que fluye en
el medio poroso. El valor de Ja permeabilidad & enando el dominio de los
poros estd totalmente leno con el fluido, es decir cuando Q = Qp, se denomina
permeabilidad saturada y se denota ks.

Sea f {r) una funcién de distribucion la cual describe los espacios vacios
de un medio poroso, Purcell (1949) remarca que en un sistema de capilares
paralelos la fraccidn del drea de flujo ¢ serd igual a la fraceidn de la porosidad
volumétrica parcial 0, es decir

d (r) = db (r) = [ (r)dr. {0.13)

De aqui que la expresién de Purcell para la permeabilidad saturada kg sea, de
(0.11) '

(o = -~ i = - A .
ks sL’jﬂ 8Arr$ (0.14)
yaque { = $S.

Models probabilistico

Childs y Collis-George {1950) analizan el problema desde Un puntode vista
probabilistico. Al inicio del pdrrafo anterior, intitulado ‘Geometria del suelo’,
se realizé un corte perpendicular al ¢je z para obtener dos secciones de drea
total Ay cada una. Abora se realizardn dos cortes perpendiculares al eje del
escurrimieuto z para obtener dos secciones paralelas. Los autores suponen
que la funcion densidad de la porosidad es la misma en ambas secciones, lo

INTRODUCCION



cual es razonable para medios homogéneos. Ahora bien, si r, y ry denotan
los radios de los poros de la primera y scgunda seccidn respectivamente, en-
tonces la probabilidad del intervalo conteniendo a ry ¢s precisamnente igual a
la fraccidn de drea representadi por dif (r) = f{r1)dry.  Andlogamente la
probabilidad del intervalo conteniendo a 7y sobre la otra seccion es igual a
did (ry) = [ (ro)dry. La probabilidad de que estos intervalos se encuentren de
manera completamente aleatoria en un punto intermedio seri el producto de
estas dos probabilidades, al considerar ambos eventos como independientes.
i otras palabras, el producto de las fracciones de drea elementales df (ry) y
d0 (r4) (a escala microscdpica [ segin (0.1)) representa el drea comin de flujo,
por lo que

dip (ry, ra) = di () dO (ra) = f(r) [ (r2) drydry. (0.15)

¢ ., - N oy
Ast la expresién de Childs y Collis-George para la permeabilidad saturada ks
serd, de (0.11),

R 1 2 4 . - ﬁ 2 Y "™ H
ks = 5 fnT R (1) d (1) = 5 [ RS (r) S () (010

yaque 0 = ¢Sy donde R es un radio efectivo del drea comiin de flujo.
Clorrelacidn de modelos

Mualem y Dagan (1978) seitalan que el modelo de Purcell puede ser for-
malmente deducido del modelo de Childs y Collis-George si el area connin de
flujo proporcionada por la ecuacion (0.15) es redefinida como

d‘P (rl) r'l) = f(rl)b (T"z - 7']) dT'ldrrz

donde § designa la distribucion delta de Dirac.

En términos probabilisticos el primer modelo representa nna correlacién
total entre las dos secciones, mientras que el segundo una decorrelacion total,
De la cenacidn (0.14) se infiere que ks o ¢, en tanto que de (0.16) inferimos
que kg o« ¢*. listos dos modelos representan ast los comportamien tos ex brentos
posibles.

Millington y Quirk (1961) intentan por prinera vez proporcionar un en-
foque intermedio entre los dos modclos precedentes. Ellos consideran una cor-
relacion parcial entre las dos secciones. La correlacion la introducen en el drea
wotal comin entre las dos sccciones, es decir,

/ dip (r1,19) = 7 donde 1 < y< 2.
1970

Ast ol modelo de Purcell se obtiene cuando vy — V; y el modelo de Childs y
Collis-CGieorge cnando 4 — 2. Los autores snponen que la porosidad de cada
seccion paralela de Area sea igual a ¢¢, con d = v/2. Asi, o drea total comin de

INTRODUCCION 7



flitjo, denotado 11, s obtiene mediante el producto de las dreas de cada seccidn,
es decir

= ghgt = ¢ =g (0.17)
Fllos propouen un valor de d siguiendo el siguiente razonainiento: puesto que
el drea y el volumen son proporcionales a 1% y L respectivauiente , donde L
es nua longitud, entonces en cada. seccidn paralela de drea se cumple

; 23
aree o L* o vol*®,

Aplicando esta relacion a gy ¢, drea y volumen comun de flnjo (o vaclos)
respectivamente, tendremos aliora que ¢l drea comin se puede expresar como
po= ¢3¢, de donde d = 2/3 de acuerdo a (0.17). Por otro lado, con-
siderando que la estructura formada por los slidos esta fija, el drea total de
los sdlidos es proporcionada por (1 - $)*/°.

Muodelo Fractul

(. Fuentes (1992) interpreta esle razonamicnto basindose en la relacion
superficic-volumen propuesta en The Fractal Geornelry of Nature [1983] por B.
B. Mandelbrot, a saber,

(G-orea) (G-nol)*? (0.18)

donde G-area indica que el drea se mide a una escala (7, por lo que la unidad de
irea serd G2, Andlogamente se considera G-vol, el volunien a escala G, por lo
que la mndad de volumen serd G°. Si para I C JR® existe s > 0 cuya G-area y
G-volumen satisfacen la relacion (0.18), diremos que I tiene dimension fractal
5.

En los objetos reales tridimensionales la relacion (0.18) no puede, obvi-
amente, extrapolarse a valores infinitamente grandes o pequetios a escala G,
por lo que debe existir un linite inferior y un limite superior para los valores
permisibles en la variacién de G [véase M.Rieu/E.Perricr, por aparecer.]

La relacion (0.18), drea(us)-volumen(gy), aplicada a los sdlides conduce a,
generalizando el razonamiento a sélidos de medios porosos en ",

s = s (0.19)
)

donde pug = 1 = p, ¢s = 1 — ¢, d = s/n. La relacién drea(ss)-volumen(e
aplicada a los poros nos lleva, generalizando el razonamiento comno en (0.17),
a que

p= ¢, (0.20)
Se considera que todos estos pardnmietros se miden a una escala G.

Clomo s+ = 1, de (0.19) y (0.20) tendremos ¢ + ¢** = 1, que junto con
ds+¢ = 1 obtenemos Ia relacion entre la porosidad volumétrica y la dimension
fractal, a saber,

(1-g) +4=1 (0.21)
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o bien, ya que d = s/n
(1= ¢)F 4 ¢ =1, (0.22)

Asimisimo, la relacién entre la porosidad areal y la dimension fractal sera

(1= p)d 4 i = | (0.23)
o bien
(1= )% 4 pfe = |, (0.24)

La grafica en la Figura 1 mucstra la funcién o (). Obsérvese que d — 1/2
cnando ¢ — 0,y d — 1 cuando ¢ — 1.
La Figura 2 muestra la funcidn 1 ($).” Graficamente observamos que p < ¢.

09

/

d(é) ]
07 —

el

06 /

0.5

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 |
¢

Figura 1. Grafica de la ecuacion (0.21): d(¢)

Casos purticulares

Algunos valores remarcables de la dimensién fractal y de la porosidad se
obtienen para los siguicntes casos:

L. Para el valor de Millington y Quirk, d = 2/3 (si n = 3 entonces 5 =
2), se puede denmostrar a partir de la ecuacidn (0.21), que la porosidad
volumdétrica. ¢ satisface el polinonio

B 4 37T — 6% + 3¢ — 124" + 404 ~ 604 4 39p ~ 8 = 0,

cuya tinica raiz en el intervalo (0, 1) es ¢ 2 0.3671, lo cual implica, por
(0.20), que p 22 0.2628,
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‘ ¢
Figura 2. Grafica de p(4) a partir de las
ecuaciones (0.20) y (0.23)

2, 5 la porosidad volumétrica es igual al volumen de los slidos, es decir,
¢ = ¢s = 1/2, entonces de (0.21)

() ()=

. d " o
Considerando z = (-2-) , obtenemos la ecuacion que define la proporcion

aurea [ver Huntley, 1970], a saber, £* 4+ — 1 = 0. Observemos que z es

. . d o
precisamente js. Considerando la raiz positiva tendremos:

(a) el drea de los sélidos:

IJ'S = EO-G'BO,

V5 =1
9

(b) como pg = 2~ eutonces

d=logy (l -*-’)\/5) & 0.6942,

por lo que la dimension fractal, para n =3, serd s = nd = 2.0827,

(¢) y como pg + u = 1 la porosidad areal serd

3-5

= 22 & 0.3890.
2
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. Si la porosidad areal es igual al drea de los sélidos, es decir, u = ps = 1/2,

cutonces de (0.23)

I
—_

() ()"
()03

L
Lo Y . . .
Tomando 133 =¢ = (‘;) ** se obtiene nuevamente la ecuacién que define

o hien

»!

—

I3 . I's oo .
la proporcidn aurea, 27 4 ¢ — 1 =10. La raiz positiva proporciona:

(a) la porosidad volumétrica a partir de (0.20)

] -
4= .‘/Sq L g.61m,

-

(b) nuevamente de (0.20) tendremos que d = ;—(&{%, que con los valores

depyd |
d= = 0.7202
2log (-‘i&)

2
. . I'd . .
donde consideramos logaritmos en base 2. Asi, la dimensidn fractal,
con n = 3, serd s = nd = 2.1606, '
(c) y como ¢s + ¢ = | el volumen de sdlidos serd

3 -6

bo = = = 00820,

11
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1. POROSIDAD FRACTAL

En el capitulo introductorio se obtuvo la cenacion (0.22)

(1= @) + ¢ = | (1.1)

donde ¢ os el G-volmen de vacios de un medio poraso y s su dimensién fractal
definida en Mandelbrot [1983)].

Fn este capitulo daremos una nueva interpretacion a dicha ecuacidn me-
diante el uso de la dimensidn de Hausdoril en sustitucion de dicha dimensién
fractal. Para ello requeriremos ahora medir los conjuntos con la s-medida
de Hausdorfl, que para el caso particular s = n se reduce a la medida n-
dimensional de Lebesgue L, (ver Teorema 17 del capitulo 3).

Asi, sean £ C IR un conjunto compacto y no-vacio y U el paralelepipedo
de menor volunen que coutiene a 7. Para evitar casos triviales supondremos
que el volumen de U es estrictamente positivo, es decir, Vol (U) = L*(U) >
0. lintonces la porasidad de I con respecto a la medida de lLebesgue L™ la
denotamos e, y la definimos como

MU\ E) 1.2)
= Vaqn .
De aqui obtenenios que e € [0, 1], Hay que tomar en cuenta que esta definicidu
de porosidad generaliza la definicién dada en (0.11) del capitnlo introductorio,
por lo que ¢ y e en general sou diferentes.

Si considerainos ahora e comoen (1.2) y a s como la dimensién de Haus-
dorfl de E, la relacion entre e y s dada por la ecuacion (1.1) sélo se satisface
para los casos triviales ¢ = 0 y e = 1, por lo que en esta tesis generalizare-
mos la definicién del pardmetro e de manera que la ecuacién (1.1) siga siendo
vilida para cualesquier valor de e entre 0 y 1. Dicha generalizacion se hard
considerando en todo momento que s es la dimension fractal de Hausdorff, Es
decir, queremos emplear en una forma no trivial la relacién (1.1) para el caso
en que s = dim y (£).

Veamos primeramente que en cfecto ¢ s6lo puede tomar los valores de cero
y uno si satisface la ecuacion (1.1). Para ello supongmfms lo contrario, que
0 < ¢ <1, entonces (1.2) inplica que 0 < L* (E) = L*([I)=1* (U \ F) < 400
Luego entonces s = dim ; (£) = nyaque e, 1" (£) = [* () [ver Teorcina 17
capitulo 3], y esto implicaria, de (1.1), que | =e4¢* = 1, es decir ¢ (e — 1) = 0,
porlo que ¢ = 0 o bien ¢ = |, lo cual contradice la formainicial en que toimamos
e. Asi, los conjuntos cuya porosidad con respecto a la medida de Lebesgue e sea
estrictamente positiva y menor que 1 no satisfacen la igualdad (1.1), ademis
de que ticnen dimensiéu de Hausdorfl entera, n precisamente. Bs decir no
se requicre de la dimensién fraccionaria de Hausdorfl para describir a estos

il
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conjuntos. Para eslos conjuntos precismnente se puede emplear fa ‘porosidad’
¢ definida en (0.12) junto cou la dimension fractal s.

Supongamos ahora que ¢ = 0, entonces (1.2) unplica L* (U \ F) =0y por
lo tanto, yaque el cubo U € IR™ es compacto y no-vacio, 0 <L™ (F) = ["(U) <
400, y huevmnente tendremos que s = dim 4 (F) = n, aunque en esle caso
e = 0 st satisface {1.1). Por dltimo ¢ = | Lambidn satisface (1.1) y adewds por
(1L.2) L™ (E) = 0y porloranto s = dim g (1£) < n. Resumiendo, si e representa
el valor de fa porosidad de un conjunto n-dimensional con respecto a la nedida
de Lehesgue, entonces la identidad (1 — e)'!™ 4 ¢1sI™ = | s6lo se satisface para
aquellos conjuntos en los que ¢ = 0 o 1, y finicamente en el segundo de estos
casos podria tratarse de un conjuuito con dimension de Hausdorfl no-entera,

Ast, solamente o} caso can porosidad ¢ = 1, segin (1.2), podria implicar
que el conjunto tenga dimensién de Hausdorft uo-entera. Sin embargo el valor
de dicho pardmetro, a saber e = |, no seria uada significativo en la descripeion
de todos estos conjuntos.

Ast pues, a continuacion deliniremos un nuevo pardmelro que satisfaga
(1.1) en uua forma no trivial, en sustitucion de las ‘porosidades’ 4 y ¢ dadas
por (0.12) y (1.2) respectivamente, y de manera tal que podamos utilizar la
dimension ¢ de Hausdorfl. Dicho pardmeltro estard asociado en forma inica al
conjunto 7 y serd un valor estriclaienie entre cero y uno. Se definird ademds
para ciertos conjuntos particulares como veremos a continuaciou.

Cabe hacer sin einbargola siguiente observacién: En el capitulo introducto-
rio se obtuvo que la dimensién fractal s que satisface (1.1) es vilida para ciertos
objetos tridimensionales reales y dicho valor es vilido sélo dentro de un limite
de escala ferior y uno superior. Sin embargo, si el valor de s lo consideranos
vilido a cualesquier escala de medicion, la dimension fractal s coincidira fre-
cuentemente con la dimension Box-counting, y ésta a su vez coincidird con la
dimensién de Hausdorf en objetos awto-similares.

1.1 Coniu ntos sP

8]

Definicion 1 Sea £ C IR un conjunto de Borel tal que 0 < H*(F) < 400 y
0 < dim g (£) = s < n. Definimos lo constante de contraccidn del conjunto
£, denotada P, como al dnico valor de P € (0,1) tal que

(1= )%+ PR =1,

Al conjunto I con dichns condiciones lo [larnaremos Conjunto-s £ de IR*, o
gimplemente Conjunto-s/” cuando este claro el espacio IR*.

. . I ‘. /,
La exwtencia de P se observa en la grafica de la Figura | en el capitulo
introductorio, considerando Py s/n en sustitucion de ¢ y d respeclivamente,
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A continuacién enuineramos algunos conjuntos bidimensionales particulares
en los cuales se determina su pardmetro P, (ver Figura 1.1)

¢ En el producto cartesiano del Cantor Ternario (ver capitulo 11) € x
Cy dimpg (Cx Q) = 2log(2)/log(3) ~ 1.261859..., de donde P =~
0.200748 .. ..

o Iin ¢l tridugulo de Sierpinski S, dim yy (S) =log (3) /log (2) =~ 1.584962. . .,
de donde P ~ 0.86%160.. ..

e Parala espouja tridimensional de Menger E, dim y; (£) = log (20) / log (3) =~
2.726833. . ., de donde P’ =~ 0.9985806 .. ..

Figura 1.1
e T TSierpinski

Si I C IR* es un Conjunto-sP entonces de la grifica de la Figura 1 del
/ . . . 1 4
capitulo introductorio se tiene que } < d < 1 donde d = 5/n, de aqui que

-g-<s<n (1.3)

para cualesquier entero positivo n.

Los siguientes dos teoremas nos relaciona los Conjuntos-# P con los conjun-
tos autosimilares,

Teorema 2 Sea E C IR"* un Conjunto-sP. Enlonces eristen funciones de
similaridud oy y o de IR™ an IR con constantes de contraceton (1 — P) y P?,
respectivamente, y cuyo conjunto no-vacto, invariante y auto-similar J C IR"
es tal que

dim g (F) = ndim g (J) = ndim 5 (J).

Ademds, 0 < H'" (J) < co.

Demostracidn:  Definimos las transformaciones ; : IR* — IR* para j = 1
y 2, como

W(F)=0-P7+h

v () = PPF + I

- - v .’ Y
donde Ay y hy son vectores constantes de traslacion por determinar. Camo

[ ) -wu(T) = 0= P =Ty ] (7) - e (7)] = )7 - 7],
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y adewds U < L= P 0Ty 00 PO entonees oy y s son funciones de
similaridad con coustantes de contraccidn (1 = P) y P? respectivamente. -
tonces por el Teorema 10 del capitulo 10, existe un conjunto compacto no-vacio
J € IR el enal es invariante bajo iy y ¥, es decir, tal que ¢y (J)Us (J) = J.

Veamos ahora que para ciertos valores de Iy Tiay 1 ¥ 2 satisfacen la
condieidn del conjuto abierto, es decir, que existe un conjunto wo-vacio abierto
y acotado V de 1™ tal que ¥ 2oy (VYU (V) con dicha anidn disjunta. kn
efecto, tomemos en particular ¢l cubo unitario n-dimensional

neveces
A

~

V={(0,1) % x(01).
Entonces,
o (VI W (V= (= PYIVIL 4+ PV = (PP = P+ ) VI (1.4)

Ahora, si definimos la funciéu continua f: [0, 1] = IR como f{t) = (> -t + |,
entonces § alcanza dos maximos en el intervalo [0, 1fent = 0yt = 1, asi
como un nitnimo en £ = 1/2. Luego § < P = P+ | < | para cualesquier valor
de P € (0,1). Por lo tahito de (1.4) tendremos que 0 < 2|V < v (V)| +
b2 (W < [IVIl. De aqui que podamos elegir adecuadatuente las constantes
— —
hy y hy de manera tal que los cubos ‘contraidos’ ¢y (V) v #h (V) queden
. . . . -
completanente contenidos en V de manera digjunta, (En particular, h, = 0

yo<1l-P<a <l-P < paraj=1,...,nydonde ha = {ayy. 0.y on)
hacen que se satisfaga la condicion del conjunto abierto en 1y y 1), Que
dicha unidn sea disjunta nos dice que J es awto-similar, por el Teareima 15
del capitulo 10. Entonces por el Teoreina 14 del capitulo 10, si r = dim g (J)
tendremos que (| — P)"+ P = 1 ademas de que 0 < 11" {J) < oo. Poriltimo,
g: M~ IR

b (1= P) 4 P2
os estrictamiente decreciente en todo su dominio, pues y'(t) < 0Vt € IR, y por
lo tanto inyectiva. De aqui que como

dado I € (0, 1) podemos definir la funcién la cual

(] - p)r 4P’ =] = “ - P)s/u +1,2,/,L
es decir, g (r) = ¢ ('—"-), entonces r = s/n, y como ademds 0 < A" (J) < oo,

obtencmos los resultados deseados ya que r = dung (J) y s = dim i (1) .0

Corolario 3 k| conjunto no-vacin tnvariante y autosimilar J C R™ del Teo-
rema @ anterior ns totalments disconero,

Demostracién:  Del teorema anterior dim gy (J) = dimy (E) /n < 1, lo
cual implica por el Teorema 22 del capitolo 3 que J es totalimente disconexo.0

I el siguiente tearema (7 x -+« X G n-veces, indica el producto cartesiano.
Gx o xGCI yaque G C IR
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Teorema 4 Sea I/ C IR un Conjunlo-sP, entonces exisien funciones de sim-
taridad vy y wa de IR en IR con constantes de contraccion (1 = P) y P* re-
spectivamente y cuyo conjunto no-vacto tnuvariante y auto-similar G C IR es

tal que
i-vaces TLe VECOR
e e, , -
dim () = dim ((r’ X oo X G) =dim g ((;‘- X oo X Z?)

o bien
dim i (E) = ndimyy (G) = ndim g (G).

Demostracidn: Como b es un Conjunto-sP en IR™ entonces por el Teo-
‘ . . ¢ n
rema 2, existe un conjunto no-vacio J C IR" tal que

dim g (J) =dim 3 (J) = ;

Alora, por definicion de Conjunto-sP, 0 < s = dim g F < n. Asi, dimy (J) <
1, lo cual implica por el Teorema 14 sobre proyecciones (capitulo 7) que

dim g [Projy (J)] = dim 4 (J) para casi todo Il € G

donde G,y es el espacio de todos los subespacios 1-dimensionales de IR, y
Projn (J) denota la proyeccién ortogonal de J sobre . El para casi todo
es con respecto a la medida de 4, en Gp, definida en el capitulo 5, ast
You {11 € Gy ¢ dim g [Projp (1)) # dim y (J)} = 0. De aqui que exista Ily €
Gy, tal que

dim g [Projy, (J)] =dimg (J) = (1.5)
Asi, tencmos un conjunto no-vacio (ya que 0 < s/n < 1) Projy, (J) C R,
cuya dimension de Hausdorft dim ;4 [Projn, (J)) = s/n € (0,1). Asimismo
(1= P)T* 4 p2P2

2l

= 1 donde P es la constante critica asociada al conjunto E,
Fis decir, el conjunto Prajn, (J) es un Conjunto-2F en IR!, entonces aplicando
nuevamente el Teorema 2, existen funciones de similaridad ¢, y ¢, de I en IR
con constantes de contraccién (1 — P) y P? respectivamente, y cuyo conjunto
invariante y autosimilar G C IR es tal que

_ dimg [Projn, (J)] _ s
a ] “n

dini; (G) = dim g (@)

por (1.5), y como 5 = dim j; (F), tendremos que dim 4 () = ndin ; (G) =
ndim g (), lo cual demuestra una de las afirmaciones del teorema. Ya que
dim 7 (G) = dim  (G) entonces por el Teorema 13 del capitulo 9

n-vocos (rn—1)veces
. e E—— . ——f———
dim g (Gx---x(:’) =dimy {G X XGxXUE
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(el v

. m——— . .
=dimy [ G x o x G 4 dim g (G

HAVACRE
P

= dim () - +dimy ((}’)‘ = ndim y (@) = dimy (E),

por lo obtenido anteriormente y 1o cual demuestra completamente el teorema. O

Clomentarios
Hagnuios unas abservaciones sobre estos resultacos:

o Bl dltimo teorema nos dice que para cualesquier £, Conjunto-sI en IR",
existe un conjunto (7 auto-similar y totalmente disconexo en M}, cuyo
producto cartesiano n-veces genera un conjunto en R* con la misma
dimension de Hausdorfl que F.

e Las funciones de similaridad ¢, y ¢, ticnen la misma forma para cua-
lesquier valor deny P.

o Sobre la forma particular de las constantes de contraccién, a saber,
(1= P) y P?, cabe mencionar que los resultados anteriores se pueden
obtener en forma andloga si consideranios como constautes de contraccién,
cualesquier nimeros ¢; y s en el intervalo (0, 1), tales que

c:/'L-i‘-C;Iu:»l y U<+l

¢ La forma particular que ticuen las constantes de contraccién, a saber
(1 = P) y P*, deberdn de ser corroborados en objetos reales tridimen-
sionales, bidimensionales y unidimensionales mediante la medicién de
sus pardietros Py s. Bl resto de este capitulo se dedica en particular a
la obtencidn de s mediante diversos métodos.

o Los Teoremas 2 y 4 no implican que £, el Conjunto-sP, sea autosinilar.

o Los resultados obtenidos en los Teoremas 2 y 4 son nnevos.
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1.2 Conjuntos Tridimensionales

n las secciones signientes veremos algunas de las formas en que puede recu-
perarse el pardimetro P de un conjunto tridimensional, mediante proyecciones
¢ intersecciones con planos o rectas, Para ello emplearenios los resultados de
los capitulos posteriores. Definamos alguna de la notacién empleada en dichos
capitulos y que necesitaremos cn lo que resta de éste:

G (n, m) denota al espacio de todos los subespacios vectoriales IR™ de IR™.
0* (n,m) denota al espacio de todas las proyeccioues ortogonales de IR* so-
bre IR™. Ademds yum y 1%, denotan a las medidas O (n) invariantes sobre
G (n,m) y O* (n,m) respectivamente. Si z € IF'y I C IR, 7. (F5) denota la
traslacion de Een ot {w € IR*: w—z € K},

INTERSECCION CON PLANOS
Teorema 5 Sea £ C I un Conjunto-sP arbitrario, entonces
dimg (E) =dmg[Fnrn (V)] +1 (1.6)

para l1* Xyy5-casitodo (2, V) € ExG (3,2), dedonde 1/2 < dimy{E N7 (V)] <
2.

Demostracion: De (1.3) se tiene que dimy (E) > 3/2 > 1, luego, del
Teorema 7 del capitulo 8 dim 4 [EN 7 (V)] = s — 1. Yaque 3/2 < s < 3, se
sigue la segunda alirmacion. 0

Obscrvemos que en este caso 7, (V') es simplemente un plano bidimensional
que conliene a x € 7.

De esta mancra podremos obiener la dimensién de Hausdordl de cualesquier
Conjunto-sP E en IR calenlando la dimensién de Hausdorif de conjuntos bidi-
meusionales que resulten de intersectar a If con planos bidimensionales,

llay que tener en cuenta que csta resultado, ast como los que veremos a
continuacién, son validos ‘casi donde quicra’ con respecto a una medida o
medidas particulares, es decir, el conjunto de puntos donde dicho resultado
no es vilido tendra ‘medida’ cero. Por lo tanto, si dicho conjunto de medida
cero es un conjunto denso y numerable en el subespacio que lo conticne, la
aplicacion practica de dichos teoremas pnede plantear un inconvenicute dificil
de superar,

PROYECCION SOBRE PLANOS

Seau £ C IR® un Conjunto-sP, 11 € G (3,2) subespacio bidimensional
y 7. (D)€ G (2, 1) una linca recta que estd contenida en 11 y que pasa por un
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puttiu e & Progg (1), domde Progg (17) denota la proyeceion ortogonal de E so-
bre [1. Nuevamente como 3/2 < dim g (E) < 3si dim 5 (F) > 2 ¢l Teorema 11
del capitalo 7 referente a proyecciones nos dice que dittt y [Projg ()] = 2 para
13 5-casi toda proyeccién en 0% (3,2) generada por I1; si en cambio | < 3/2 <
dim 4 (1) < 2 entonces por el Teorema 14 del capitulo 7, dim i [(Projy (B)] =
dim g () para 3 ,-casi toda praycecién, por lo que en ambos casos tendremos
dimn I {l’rv)ju (1’;)] > 1.

Ahora veamos al conjunto Projy (E) como un subconjunto de IR? e in-
tersectémonlo con la recta 7, (1)) la enal defininos anteriormente (ver Figura
1.2.)

Figura 1.2

I'4 . .
Iintonces del Teorema 7 del capitulo 8 sobre intersecciones, tendremos que
‘casi siempre’

dim H [P‘"()_’)'n ( I’,‘) N, (1))] = dim " [1’1‘!.1_7[1 (I’:)] +1 -2

es decir
divu gy [Progy (E)] = dim 4 [Projp (E) 0 (D)] + 1.

Hemos llegado asi al siguiente resultado
Teorema 6 Sea o C IR un Congunto-sP arbitrario, entonces
dim g [Projy (£)] = dim 4 [Projp (EYn r, (D)) + 1 (1.7)

para oy ,-casi toda proyeccidn en O*(3,2), y H* X yy,-cusi todo (&, D) €
Projy (I) x ¢(2,1).

Observamos de (1.7) que dim 4 [Projn (E)] > 1 1o enal esta de acuerdo
para los Conjuntos-s” tndimensionales.
Denotemos

A= dimy [Projy (E)nr (D)].
De (1L7) 0 < f £ 1. Supongamos que 0 < f < 1, entonces por el Teo-
rema 6 tendremos ahora que ‘casi siempre’ dim 7 [Progy (£)] < 2. Afinnamos
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que esta tiltima desigualdad implica ‘casi siempre’ que dimg (E) < 2. En
efecto, si dimp (£) > 2 entonces por ¢l Teorema 11 capitulo 7, ‘casi siem-
pre’ dim i [Proji (£)] = 2, lo cual contradice la suposiciébn inicial. Por otro
lado, si dim g (1) = 2 entonces por ol Teorema 14 del capitulo 7, ‘casi siem-
pre’ dim g [Projy (£)] = 2 lo cual contradice nuevamente la suposicién ini-
cial. Asi, 0 < f < 1 implica ‘casi siempre’ dim 5 (F) < 2, y nuevamente
por el Teorema 14 del capitulo de proyecciones teudremos que ‘casi siempre’
dim g (#) = dim g [Projy (£)], que al sustituirlo en (1.7) obtenemos ‘casi siem-
pre’ dimg () = A4 1. Resumimos este resultado en el siguiente teorema

Teorema 7 Sea Is C IR* un Conjunto-sP arbitrario, y supongamos que para
3 2-casi tada proyeccion en 0*(3,2), y H* X yy,1-casi todo (2, D) € Projy (E) X
G(2,1) _

0 < dimg [Projn (E)n (D) < I,

enlonces para dichos términos
dim g (E) = dim g [Projn (E) N (D)} + 1.

Por lo que este tcorema nos permite oblener la dimension de Hausdorff
de un Conjunto-s P tridimensional mediante el cdlculo de la dimensién de un
conjunto nuidimensional,

Supongamos ahora que en el Teorema 6 # = 0, entonces de este mismo
Teorema ‘casi siempre’ dim g (Projy (£)) = | lo cual no es posible, ya que
como dim y (£) > 1 nuevamente los Teoremas de Proyeccion implican que
dim g7 (Projn (B)) > 1. Se tiene ast el siguiente corolario

Corolario 8 Sea E C IR® un Conjunto-sP arbilrario, entonces
dim g [I’rojn (['/') Ny (D)] >

para 193 4-casi toda proyeccion en 0*(3,2), y I° X y1-cast todo (2, D) €
Projn (F) x G(2,1).

INTERSECCION CON RECTAS

Veamos lo que resulta al interseciar el conjunto F con rectas tridimension-
ales de (7(3,1). Supongames ahora que en o Teorema 6 tengamos f# = 1,
entonces del mismo Teorema ‘cast siempre’ dimy; [Progy (£)] = 2 de donde
por los ‘l'eoremas de Proyeccién dim y (£) 2> 2.

Supongaios que dimg (£) > 2, e intersectemos el Conjunto-sP I con
rectas tridimensionales 7, (1), donde z € E'y D € G7(3,1). Entonces por el
Teorema 7 del capitulo 8, dim 5 [E N7, (D)] = 5413, es decir ‘casi siempre’
¢ = dimy [I7 07, (D)] + 2. Expresamos ésto en el siguiente enunciado
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Teorema 9 Sew I C IR un Congunto-sP tul gue dim g (E) > 2. Bntonces
dim (1’/‘) = dim g [E nr, (D)] + 2
para H¥ X ¥y -cusi todo (z, D) € I7x (7(3,1).
Por dltimo del Teorema 6 del capitulo 8, si dim y (£) < 2 la interseccidn
con rectas tridimensionales ‘casi siempre’ serd vacia, enunciamos este resultado

comao sigue

Teorema 10 Sean I C IR un Conjunto-sP tal que dimy (F) <2, y z € IR
arbitrario, entonces para yay-cast todo D € G (3,1)

(E\{z}n (D) =0.
De esta mancra el Teorema. 10 nos peritiia. ‘casi sicmpre’ utilizar el Teo-

rema 9 para determinar la dimensién de Hausdorff adn cuando no se conozca
de antemano la condicién dim g (E) > 2 en los Conjuntos-s /.
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9. ALGEBRA DE CONJUNTOS

¢ » 14
Iin este capitulo veremos algunos conceptos que serdn usados en capitulos pos-
teriores,

Definicion 1 Sea X cualquier conjunto no vacio. Una coleccion no vacia
' de subconjuntos de X se llamard o-Algebra si se satisfacen lus siguientes
condiciones:

i) SiE€l entonces X\ EeT

i) $i By, By, ... €' entonces Lj E.el.
n=1

De las leyes de DeMorgan observamos que si I' es una o-dlgebra, entonces
o0
NE, e€ls E, €Iparan = 1,2,.... Ademds se tiene que la diferencia

n=1
de conjuntos, definida como A\ B = AN (X \ B), tanbién es una operacién
cerrada en T'.

Teorema 2 Sea C una coleccidn arbitraria de subconjuntos de X, entonces
eziste una minima o-dlgebra la cual contiene a C. Bs decir, eziste una o-dlyebra
F(C) lu cual contiene a C, y si B es una g-dlgebra arbilraria que contiene a €
entonces I'(C) C B.

Demostracidn:  Sea F la familia de todas las o-algebras de subconjuntos
de X que conticnen a C. F e no vacia ya que al menos se encuentra la
a-8lgebra potencia P (C), la cual obviamente contiene a C. Definimos ahora
['(€) =n{B|B € F}. Entonces C es una subcoleccién de conjuntos de I (C)
ya que cada BB en F contiene a C. Veamos que I'(C) es una g-dlgebra. En
efecto, si I5 € T' (C) entonces E € B para toda B en F, y como cada B ¢s una
a-lgebra entonces X \ I/ € B para toda B en F, es decir, X \ E € I'(C).
Andlogamente, si I9), I, ... € I'(C) entonces F), E,... € B para toda B en

F, luego entonces como cada B es o-dlgebra ﬁ E, € B paratoda B en F, es
n=1

00
decir, U E, € T(C). Asi, I'(C) es una o-lgebra que contiene a € y por lo
nsl

tanto esté en la familia F. Por la construccién de T (C) es claro que si B es
una o-dlgebra que contienc a € entonces I' (C) C B.0O

A T'(C) también se le lama la o -algebra generada por C.

Definicion 3 Una medida exterior m sobre un conjunto X es una funcidn
definida sobre todos los subconjuntos de X que toma valores en el intervalo
[0, +00] y tal que:
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i) m(#) =0
i) (Monotonia) m(A) < m(B) siACB

itt) Si Ay, Ay, ... es una coleccidn numerable o finita de subconjuntos de X
entonces
m(U A,,) < Zm
n=1 ne=]

Definicion 4 Una medida p es una funcidn definida sobre una o-dlgebra I'
de subconjunios de X que loma valores en el intervalo [0, +00] y tal que:

i) () =

it) (Sigma Aditiva) u( U Ln) E p(Es) para cualesquier suceston nu-

merable o finila de subconyuntos dzsyuntnc de B, enT.

Observamos que la condicién de monotonia de una medida exterior m es
en u una consecuencia de su definicién. En efecto, st A C B entonces podemos
expresar a B como la unién disjunta B = AU[B \ AJUBURU: .., y por ser p
sigma aditiva tendremos que

p(B) = p(AU[B\AJURU ) = p(A)+p (B \ A)+u(B)+ - = u(A)+u(B\ 4)
y como i (B \ A) > 0 se sigue el resultado deseado.

Denotaremos la diferencia X \ £ como F£*.

Definicion b Sea rm una medida exterior en X. Un subconjunio I de X se
llasmard m-medible ¢ medible con respecto a la medida exterior m, s
para cualesquier conjunto A C X se tiene que

m(A) = m(ANE)+ m{AnE).

Teorema 6 Sim es una medida exterior en X y FE es un subconjunto de X,
tendremos que:

i) Sim(A) 2 m(AnE)+m (AN E) para cualesquier A C X entonces
es m-medible.

it) Sim (F) = 0 entonces E es m-medible.

Demostracion: i) Como A = (AN E)Y(A N E<) y m es medida exterior,
entonces m (A) < m (AN E) +m (AN E<) y el resultado se sigue.

i) Sea A un subconjunto arbitrario de X. Como AN E C IJ'y m es medida
exterior, entonces m(AN E) < m(E), de donde m(ANn E) < 0, pues por
hipétesis m (I) = 0. Y por la no negatividad de la medida exterior

m(AnEk) =0 (2.1)
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Asimismo m (AN ) < m(A) ya que AN E< C A, de aqui que con (2.1)
m (AN E) + m(A N E¢) < m(A) para cualesquier subconjunto A de X. El
resultado se sigue por el nciso anterior,.0

El siguiente teorema es muy importante ya que nos dice que para cua-
lesquier medida exterior en un conjunto dado X, siempre existe una o-dlgebra
en X mismo donde dicha medida exterior llega a ser una medida. La de-
mostracién puede consultarse en el Royden.

Teorema 7 Sea m una medida exterior en X. La coleccidn M de conjuntos
m-medibles forman una o-dlgebra, y la restriccidn de m o M es una medida,

Definicion 8 Sea {E.}o, una sucesidn de conjuntos en X, entonces defin-

. ¢ ] . * { . 0 . vy
imos el limite inferior y el limite superior de dicha sucesidn, denotados
lim E, y lun E, respectivamente, como

n=—+o00
lm E, = U N E.
=00 =ln=k
y [~ B a]
hm E. = ﬂ U B
=ln=k

Asi, ¢l imE, consiste de todos aquellos puntos que se encuentran en todo
E, salvo un nimero finito de ellos, y el imE,, consiste de aquellos puntos que
se encuentran en una infinidad de conjuntos F,. De acuerdo a las definiciones
se sigue entonces que el Kmite inferior y el Wmite superior de una sucesién
de conjuntos en una g-dlgebra también estardn en dicha o-algebra. Cuando
imF, = imE, escribiremos simplemente lim E, para dicho valor comin; por
cierto ésto siempre sera valido si { E,} es una sucesién creciente o una sucesién
decreciente de conjuntos. En efecto, sea {E, } una sucesion creciente de con-
juntos, entonces por definicién de limite superior

ii—n-;En=ﬂUEn
k=1n=k

n—+o0

pero U B, = U B,V k=1,2,...yaque £, C B, C -, y como ademis
by = N32, Bj, entonces

ik

donde la tltima igualdad es por la definicién de limite inferior, Asi, si {E,} es
una sucesién creciente

n:)g

é l=
¢‘J

llm B, =lim E,. (2.2)

fi=+00
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Por las leyes de DeMorgan dicha igualdad también se cumple para una sucesion
decreciente de conjuntos en X,

Veamos ahora algunos resultados referentes a cualesquier medida dada.

Teorema 9 [Continuidad de los medidas] Sea p una medida en una o-dlgebra
I' de subconjuntos de X,

() Si By C E; C - es una sucesién creciente de conjuntos en T,
entonces

il ) =l ().

(i) St Fy D F; D -+ es una sucesion decreciente de conjuntos en I, y
ademds u(F1) < oo, entonces

i Jim, Be) =Jimy ().
(i) Para cualesquier sucesién de conjuntos { )52, en I' se tiene que

p(lm F) < lim w(R).
n—oo 1=+ 00

Demostracién: (i) Podemos expresar
U En=E U ||J(EN\E _1)] (2.3)
n=1 n=2

donde la unién de la derecha es disjunta. Asi, por ser 4 medida tendremos

o (lim, 5) = (U B2) = (8 + S (B B

n=1 n=2

= lim {;J.(E;) + ijp(la‘n \ E,.-l)}

n=12

y como la expresion del lado derecho de (2.3) es una union disjunta

k
=kr220 u [El U U (En \ Eu—l)]

n=2
=lim p[By U(E\ Ey) U (B \ By) U+ U (By \ Binn)]

y como E; C Ly,
= lim p[F]
k—o0

es decir (nl:l_l‘lolo En) =lim p(E).
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(it) Definimos E, = F)\ F, paran =1,2,. ,entonces B, C B,C B C
es una sucesion creciente. Ademds se tiene que ﬂ F.=R\ U E, , entonces

() =+(1n)
= #(FI\ O En)

n=l
y como (U Ex) < p(Fy) < oo

y por el inciso anterior
= p(F)~ lim ps(En)

=lim [1(R) - (B
=lm p(F\ E).
Pero Fy \ E,, = F, N ES | y por construccién E, = F, \ F, luego
R n[F\F)°
= RN[RNF = FLN[F} UF]
=[RNFJU[ANF]l=FRNE
= F,

yaque Fy D F, . Asi, p(F \ E,) = u(F,) , y por lo tanto (nli_.n;o Fn) =n|LlIJ°

p(F).
il) Definamos Fy = ﬂ F, para k = 1,2,..., entonces de la Definicién 8

’lv—

de limite inferior de una sucesién de conjuntos podemos escribir im F, =

n—+c0
U Ey. Pero { Ex} es una sucesion creciente de subconjuntos. En efecto, sea
:z, E B,, entonces z € F,, Vn > k, en parlicular para n > k + 1, es decir
z € ﬂ F, = By, Asl, Ei C Exy1 como se deseaba mostrar. Asi

nz=k+l
o 7) = (0 )
oo k=1

= (i, 51

por ser una sucesion creciente, y usando ahora el inciso (2) anterior

= lim 1 (Ek) =kli_m p(Ex)
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nuevamente por ser { Ex} creciente, y como By = (%2, F; C F, paran > k
entonces

<lim N(Fn)

n=—+0Q

para cualesquier sucesion {F,} de subconjuntos en la o-algebra I.00

Conjuntos de Borel

Definicion 10 Ses X un espacio topoldgico. La coleccidn B de conjuntos de
/o, ’ . .
Borel es lo minima o-dlgebra que contiene todos las subconjuntos cerrados de

X.

Dicha ¢ Algebra minima existe por ¢l Teorema 2 de este capitulo. Ademds
B también es la minima o-algebra la cual contiene a todos los subconjuntos
abiertos de X

Un subconjunto de un espacio topolégico X que pueda expresarse como
unién numereble de conjuntos cerrados se lamard conjunto F,. De aqui que
todo conjunto numerable sea un F,, lo mismo que cualquier conjunto cerrado.
Diremos que un subconjunto de X es un subconjunto Gj si éste puede ex-
presarse como una interseccién numerable de conjuntos abiertos, por lo que
cualquier conjunto abierto es un Gz Ademds de las definiciones el comple-
mento de un conjunto F, es un conjunto Gs y viceversa. De acuerdo a las
definiciones anteriores los conjuntos I'; y G estan contenidos en los conjuntos

de Borel.

Medida exterior regular

Definicion 11 Sea X un conjunto no-vacio. Una medida exterior m en X se
dice que es regular si para todo conjunto A en X eziste un conjunto m-medible
E en X, tol que AC E y m(A) = m(E).

Lema 12 Si m es una medide exterior regulor en X y {An}o%, cualesquier
sucesion crectente de conjuntos en X, entonces

lim m(A,)=m ("ll_l.lgo An) .

ne~+00

Demostracidn: Sea A, C Az C -+ una sucesion creciente de subconjuntos
arbitrarios de X. Entonces porser m una medida exterior regular, para cada A,
existe un conjunto m-medible £, tal que B, D A, y ademds m (£,) =m (Ay).

Entonces por (2.2)
(s 4) (i 1)

< m(Ln_u E,)

N~
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yaque A, C B,V n=1,2,...,y comom es una medida, al restringirse a los
conjuntos E, podemos utilizar la continuidad de la medida, véase Teorema 9,
para obtener

<lm m(F,) =lim m(A,) <lim m(4,).

Nn—+ 00 Nt OO n—+o0
Por lo tanto
m (,.lﬂ{l, An) S"lﬂlgo m(An). (2.4)

Por otro lado, Ay C U2, A, entonces, por monotonia de m

n=l
[
m(Ax) € m (U An)
nzl
y como ésto es valido para cualesquier natural k

fim () < v () ) = (1, ). 25)

n=l

De (2.4) y (2.5) se siguc el resultado deseado.C

> 1 Medid o

Definicion 13 Sea < X, p > un espacio méirico. Una medida exterior m en
X se llamard medida exterior métrica s

m(BU F) = m (E) + m (F) (2.6)

siempre que E y F estén separados positivamente., Decimos que los conjuntos
E y F estdn separados positivamente si

p(E, Fy=inf{p(z,y):2€E A y€F}>0

Mostraremos que si m ¢s una medida exterior méirica entonces la coleccion
de todos los conjuntos m-medibles, incluird a los conjuntos de Borel. Para ello
necesitamos el siguicnte lema:

Lema 14 Sea m una medida exterior métrica en el espacio métrien < X, p >,
Sea {An}r., una sucesidn creciente de subconjuntos en X tal que lim A, = A,
Supdngase ademds que p(An, A\ Ant1) > 0 paran =1,2,... (ver Figura 2.1).
Entonces

m (A) =lim m (An).
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Demostracidn: Como A, C Ay C ++», y A = U, A, D Ay para cua-
lesquier natural &, entonces m (Ax) < m(A). Luego entonces

lim m (4) < m(4). (2.7)

Veamos que la otra desigualdad también es vilida. Para ello definimos los
siguientes conjuntos B;, (ver Figura 2.2)

Bl =A1
Figura 2.1 By = 4;\ Ay
B:; = A3 \ A;z

B, =A\ A1 sin2>2
De esta manera tendremos que B, C A, para todo natural n, y ademds si
. n+2<ientoncesn+1<i~1,porloque
B.'=A.'\A.'_1CA\A,'_1 yaque ;,CA ViEN

CA\Ay  yaquen+1<i-1,
Esta dltima contencidn es por lo siguiente: Ya que Ax C A; si k < J entonces
A5 D A} dedonde AN A C ANAf. Esdecir ANAj C A\ Aysik <jy

en particular para k = n+1y j = i — 1, que es precisamente la contencion
utilizada. Asi

Figura 2,2

p(Bn,Bi) 2 p(An, A\ Aua) >0 Blon+2<1

es decir, B, y B; estardn separados positivamente si n + 2 < i, Ademds por
construccién se tiene que p (B, Bi) = p (U;-‘=,-Bj, B.-) siempre que n + 2 < 1,
entonces aplicando (m — 1)-veces la igualdad (2.6) de la definicion de medida
exterior métrica tendremos que

m (kml Bg,,_l) - i:lm (Byeor) | (2.8)

y andlogamente

m

m ( k(;jl BQ,,) = 5" m(Buy). (2.9)

k=1
Como UL, Bag—y C Agym y también UL, By, C Az, entonces, si alguna de las
series (2.8) o bien (2.9) diverge cuando n — oo tendremos que lim m (An) =

oo y el resultado del lema se seguiria trivialmente de la desigualdad (2.7).
Supongamos entonces que ambas series convergen, por lo tanto

m (A) = m (O A,,) =m [A,,u C] B,‘}

n=1 k=n41
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< m(A,L)+m( CJ .Bk) <m(dn) + i m(B)

k=n+1 k=n+l

. . " /
ambas desigualdades por ser m medida exterior. Asi

m(A) Slim m(An)+ fim 3 m(B)=Jim, m(4n)
=n+1

ya que el residuo 122 ., m (Bi) — 0 cunado n — oo. Y junto con la desigual-
dad (2.7) se obtiene la igualdad deseada.Od

v . v e /,
Veamos a continuacién uno de los principales teoremas de esta capitulo.

Teorema 16 St m es una medida ezterior méirica en un espacio métrico
(X, p), entonces todos los conjuntos de Borel de X son m-medibles.

Demostracidn: Ya que los conjuntos m-medibles forman una o-algebra y
los conjuntos de Borel son la minima o-algebra que contiene a los subconjuntos
cerrados de X, es suficiente demostrar el teorema para cualesquier subconjunto
cerrado de X. Es decir, si £ C X es un conjunto cerrado y A C X es arbitrario
entonces habria que demostrar que

\‘ _ m(A) 2 m(ANE)+m(AnE).
/ Definimos, para n = 1,2, ... (ver Figura 2.3)
ITK, A={e€ANE| ple,B) 2 1/n)
Figura 2.3 y como ANE C F entonces p(A,,ANE) > 1/n para n=1,2,... Es

decir, A, y AN F estén positivamente separados, asi para cada n = 1,2,. ..
se tiene que

m(ANE)+m(A4,) =m{(ANE)U 4,] < m(A) (2.10)

donde la desigualdad se sigue porla monotoniade m y yaque (AN E)UA, C A
paran =1,2,.... Por construccibn A; C A; C +-, por lo que

U Anv=lim {z€ANE] oz E)2>1/n> 0}
n=1
={z€ANE| p(e,B)>0}=ANE* (2.11)
donde la dltima igualdad se sigue por el hecho de ser E un subconjunto cerrado
de X. Demosiremos ahora que (ver Figura 2.4)
plAny (ANEY\ Appn] >0  para n=1,2,... (2.12)

Sea z € (AN E°)\ Auyy, entonces z ¢ Anyi, de donde existe z € F tal que
p(z,2) < Z7. Si ademds tomamos y € A, entonces p(y,z) > 1/ny por la
desigualdad triangular

Figura 2.4

1 1 1
. > — " — - 0
play) 2 0 (1 2) p(m,z)>n n+ | n(n+l)>
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para n = 1,2,.. ., es decir, (2.12) queda demostrado. Ahora, sustituyendo
(2.11) en (2.12) obtendremos que  p(A,, Uiz An) \ Avpn] > 0 paran =
1,2,...y porel Lema anterior y nuevamente (2.11) obtendremos  m (AN E) =
m(USL, An) ::"li_{lo\o m(A,). Bste resultado junto con (2.10) cuando n — oo,
nos da m(ANE) + m(ANE) < m(A) ya que (ANE)U A, C A para
n=12,...y obteneimos el resultado deseado.d

l s » »
Para finalizar este capitulo veamos aquellas inedidas que estan concentradas

en cierto conjunto particular,

Definicion 16 Sea p una medida sobre una o-dlgebra T' que contenga todos
los conjuntos de Borel de IR®, Elsoporte de u es el minimo conjunto cerrado
D C R tal que u(IR™\ D) = u(D°) = 0. Diremos que p es una medida sobre

un conjunto A, si A contiene el soporte de p.

I3 Vo . .
Asi, por definicién, el soporte de una medida es un conjunto cerrado.

Sea < X, p > un espacio métrico y z € X. La bola cerrada con centro & y
radio r > 0 la definimos como B, (z) = {z € X| p(z,z) < r} Asimismo, la

bola abierta la definimos como B? (z) = {2 € X | p(z,2) <r}

Teorema 17 Sea p una medida con soporte D C IR*, Entoncesz € D si y

s6lo si p(B, (z)) > 0 para todor > 0.

Demostracidn: Sea z € D el soporte de p. Supongamos que existe r > 0
tal que (B, (2)) = 0 entonces el conjunto cerrado D\ B?(z) esta contenido
propiamente en D y es tal que su complemento tiene medida cero, lo cual
contradice que D sea el minimo conjunto cerrado con dicha propiedad. Por lo
tanto (B, (z)) > 0 Vr > 0. Reciprocamente, sea s (B, (2)) >0 VYr> 0y
supongamos que z ¢ D, cl soporte de . Luego z € D¢, donde D° es abierlo,
por lo tanto existe ¢ > 0 tal que B (z) C D¢, por lo que (B¢ (z)) < u(D°)

0. Esta contradiccién nos lleva a que z € D.O

Necesitaremos mds adelante las siguientes definiciones,

Definicion 18 See u una medida sobre una o-dlgebra ' que contenga todos los
borelianos de R*. Llamaremos o u una distribucion de masa si p tiene so-
porte compacto y 3§ 0 < p(IR™) < 00, En particular para cualesquier conjunto

p-medible A, diremos que p(A) es la masa de A.

Definicion 19 Una medida de Radon p, es una medida sobre un espacio

de Hausdorff localmente compacto X, con las siguientes propiedades:
(i) Si K es un subconjunto compucto de X, entonces p(K) < oo.
(i) SiV es un subconjunto abierto de X, entonces V es p-medible y

w{V}=sup{p(K): K es compacto, K CV}.

(iit) Si E es cualquier subconjunto de X, entonces
p(E) =inf{u(V): V es abierto, EC V},

ALGEBRA DE CONJUNTOS



CAPITULO3

MEDIDA Y DIMENSION DE HAUSDORFEFF



3. MEDIDA DE HAUSDORFF

En lo subsiguiente trabajaremos siempre en el espacio Euclideano n-dimensional,
IR™, cuya norma la denotaremos como ||o||. Sin embargo gran parte de los resul-
tados que obtendremos son validos para cualquier espacio métrico en general.

R . 4 . [3
Definicion 1 Sea F' un conjunto no-vacro de IR*, Definimos el didmetro de
F, denotado |F|, como

|F| = sup [lz -yl
z,yEF

Definicion 2 Definimos o una fomilio {U:} como una 6-cubierta de F, si
{U:} es una colecctdn numerable o finita de subconjunios de IR® tal que 0 <
W) <8y FcUl;.

1

Denotemos el conjunto potencia de IR* como P (IR").

Definicion 3 Sea F un subconjunio de IR™ y s un nimero real no-negativo,
entonces definimos para cada § > 0 el mapeo H} : P (IR*) — [0, +00] como

M} (F) = inf {ZIU;I’ : {Us} es una §-cubieria de F} . (3.1)

i=]

Observemos que el infinio se esta tomando sobre todas las 6-cubiertas {I4}
de F.

De acuerdo a esta definicion si tomamos 0 < £ < 4, el valor de H{ (F) serd
mayor o igual al valor de H{ (F) pues todas las cubiertas de F' de didmetro
maximo ¢ estan contenidas en el conjunto de cubiertas de radio méximo 6. Es
decir, H} es mondtona creciente cuando § decrece. Esto nos lleva a la siguiente
definicién:

Definicion 4 Sea I un subconjunto de IR* y s un ndmero real no-negativo.

Definimos lo medida exterior s-dimensional de Hausdorff de F', deno-
tada H* (F), como el siguiente limite

H* (F) =lim H} (F). (3.2)

Observemos que dicho mite existe por ser H} mondtona creciente cuando
§ decrece. Porlo tanto H* : P(IR") — [0, +00).

Teorema b Tanto H como H? son medidas exteriores en IR*.
5
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Demostracidn:  De acuerdo a las definiciones de I y de H* ambas son
funciones que estdn definidas en el conjunto potencia de IR™ y toman sus valores
en el inervalo [0, 4-o00].

Sea j un entero positivo arbitrario. Cualesquier bola n-dimensional de
didmetro 1/; es una §-cubierta del conjunto vacio, asi por (3.1) Hi (9) = 0
y como ésto es vilido para cualesquier 6 > 0 entonces por (3.2) H* () = 0.
Veamos que ambas funciones también satisfacen la propiedad de monotonia.
Sean A y B subconjuntos arbitrarios de IR™ tal que A C By § > 0 arbitrario.
Tomemos una 6-cubierta arbitraria {If} de B, entonces, ya que A C B dicha
§-cubierta también lo sera para A, de donde

Hi (A) = inf {Z |Wil':  {W.} es una é-cubierta de A} <Y |u
i=] 1=l

y al tomar el infimo en ambos lados de esta desigualdad sobre todas las -
cubiertas {¢/;} de B obtendremos,

Hj(A) <inf {E [Uil':  {l} es una S-cubierta de B} = H{ (B)
v=1

y por lo tanto H}(A) < Hi(B)si A C B. Y como esto es vélido para
cualesquier § > 0 entonces también H* (A) < H*(B).

Probemos por dltimo que si A, A;,... es una sucesién numerable y arbi-
traria en IR" entonces H§ (U;Ai) < T B} (Ai) y lo mismo con H*. En efecto, si
existe un conjunto A; tal que H} (A;) = 400 el resultado se sigue directamente,
y andlogamente con H*. Supongamos entonces que Hj (A;) < 400 para toda
i = 1,2,..., entonces por la Definicién 3, dado ¢ > 0 arbitrario existe una

. . 00
§-cubierta {M,‘ﬁ}ml de A; tal que
S W) < 2 ¢
X e < B (A0 + 5 (33)
n=l 2
para cada i = 1,2,.... Ahora, por la construccion de las §-cubiertas tenemos

que
00

U Gug‘)a GA. y donde 0 < [U) <6 Vi€ N

1=lns=l =]

es decir {LI,(,‘)} es una §-cubierta particular de U2, 4;, de donde

ng€N

:f (G Ae) < f: > o)

i=1

<y [H} (Ai) + %] de acuerdo a (3.3)

(.1.)‘ = 'w H; (A) +¢
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y como ¢ > 0 se tomd arbitrario tendremos que

H; (G A.-) < gug (Ai).

=l

Como ademds esta desigualdad es vdlida para cualesquier § > 0 el resultado
también serd valido para H°. Asi, tanto H} como H* son medidas exteriores
en R*.00

De acuerdo al Teorema 7 del Capitulo 2 podemos hacer la siguiente definicién:

Definicion 8 La restriccidn de la medida ezterior H* a la o-dlgebra de todos
los conjuntos H*-medibles se llamard medida s-dimensional de Hausdorff.

Abusando de la notacién, tanto la medida exterior como la medida s-
dimensional de Hausdorff las denotaremos mediante H*, haciendo referencia
explicita a cada uno de ellos para evitar confuciones,

El siguiente teorema nos dice que la o-algebra sobre la cual estd definida
la medida s-dimensional de Hausdorfl es bastante grande, es decir, incluye una
gran cantidad de conjuntos entre ellos todos los borelianos.

Teorema 7 Todos los conjuntos de Borel de IR™ son H®-medibles.

Demostracidn: Sea p la méirica euclideana de IR*. Sean E' y F cualesquier
conjuntos de IR" positivamente separados, es decir, p(E, F) > 0. Tomemos
0< § < p(E, F) arbitrario y {U;} una S-cubierta de E U F, entonces para
cada i = 1,2,... 5e tiene que U;, N E = B o bien ;N F = @, Porlo tanto
podemos descomponer la cubierta {t/;} como la wmién {U} = {A} U {Bi}
donde ANF =@y B;NnE =@ parai = 1,2,.... Ademds {A;} es una
§-cubierta de E'y { B} es una é-cubierta de F. Entonces

H}(EUF) =inf {Z ||’ :  {Ui} es una S-cubierta de EU F}

=l

= inf [Z |Al*+ Y |Bi*: {A}U{Bi} es una S-cubierta de EUF}

i=1 i=1
= inf {Z A+ Y |8
=l 1=}

{Ai} y {Bi} son é-cubiertas de £/ y F respectivamente}

= inf {Z |Ai|* : {Ai} es una §-cubierta de E} +

1=1

+ inf [Z |Bil': {B;} es una §-cubierta de F}

i=1
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esta dltima igualdad por la propiedad aditiva del Infimo, ast

H(EU F) = H!(E) + H} (F)

para cualesquier 0 < § < p (B, F) y haciendo § — 0 obtendremos que H* (FU F) =

H'(F) + H*(F). Es decir H* es una medida exterior métirica en el espacio
métrico euclideano, entonces por el Teorema 15 del capitulo 2 todos los bore-
lianos n-dimensionales son H!-medibles.0

Definiciones equivalentes de la medida s-dimensional de Hausdorff se pueden
obtener si el infimum en la definicion de Hj se toma sobre §-cubiertas de con-
juntos abiertos, o bien de conjuntos cerrados, o inclusive -ya que cualquier
conjunto estd contenido en un conjunto convexo del mismo didmetro- sobre
conjuntos convexos. En dichos casos, ain cuando pueden obtenerse valores
diferentes para i3, el valor del limite H* seguira siendo el mismo en todos
estos casos. Sin embargo, si tomamos el infimum sobre §-cubiertas con bolas
cerradas se obtiene una medida diferente a la de H*, en cuyo caso se le llama
medida esférica de Hausdorff. (Ver capitulo 4).

Teorema 8 Sea B C IR™ un conjunto arbitrarto y H* lo medida exterior s-
dimensional de Hausdorff en IR®. Entonces:

(i) Eziste un conjunto G en Gy que contiene a E y tal que H* (G) = H* (E).
En particular H* es una medida exterior regular.

() Si H* (E) < 400 y ademds es H'-medible, entonces eriste un conjunto
B en F, contenido en E tal que H* (B) = H' (E), y por lo tanto, dado
¢ > 0 eziste un conjunto cerrado H C E tal que H* (E\ H) < e

Demostracidn: (i) Si H* (E) = 400 entonces IR" es un conjunto abierto de
igual medida lo cual probaria este inciso. Supongamos entonces que H* (E) <
400, Paracada j = 1,2,... existe (por la definicién de H}) una %—cubierta de
conjuntos abiertos de F, denotados {Oj}ro, tal que

[- 4 . 1
Y10l < 1y (B)+ (04
k=1

para j = 1,2,... Definimos ahora G = N3, U, Ojk. Como UyOj D F para
cada 7, entonces G = N, UL, Ojy D E, es decir, G D E. Y como UsOjy es un
conjunto abierto para cada j, entonces G € (5. Ahora G = N; U, Oy C U0y
para cada j = 1,2,..,, es decir {Ojx},>, es una ?--cubiertn de G, entonces de
(3.4) y por la definicién de I} tendremos que

11;(0)511;(13)%, i=12,...

y cuando hacemos j — +oo H*(G) < H*(F), de donde H*(G) = H*(F)
ya que £ C G, lo cual demuestra la primera afirmacién del inciso. Ya que
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IF C IR™ se tomé arbitrario y los conjuntos G5 son [/'-medibles tendremos que
H! es regular,

(i) Sea E H*-medible y I* (E) < +00. Por el inciso anterior existen
conjuntos abiertos Oy, 0y,... con N;O; € G5 y tales que

EcN0;co; i=12.. (3.5)
=1
/g (ﬂ o,') = H*(E) < +o0.
y=1

Por lo tanto

it (ﬁ 0;\ E) = K" (ﬁ oj) ~ II*(E) = 0. (3.6)

Ahora, como todo conjunto abierto de IR™ es un F,, supongamos que O; =
Upe Firparaj = 1,2,...donde { Fjx};7. | es una sucesion creciente de conjuntos
cerrados para cada j. Ahora, como E es H*-medible, entonces E N Fjy es H*-
medible para toda j, k en IN, por lo que, usando la continuidad de H? con la
sucesion creciente {E N F}y,, tendremos

lim H*(EN F) = (hu“n:o En r;k) = I (Enkgl F,-,‘)
=M (En0;) = H*(E) < o0
pues por (3.5) E C O;. De aqui que, dado ¢ > 0 existe k (j) € IV tal que
(1 e € .
H (LﬂFJ,‘(J)> <'2—J.‘, ]-—-1,2,... (3.7)
Si definimos el conjunto cerrado F = N2, Fix(;), entonces
H'(F)> H*(EnF)= H*(E)- H*'(En F*)
ya que F es H*-medible y H* () < 400

En (nl FJ'k(J')) ]
1=

= H*(E) - H* [Eﬂ U 'jck(j)] = H*'(B) - A* [U (EﬂFﬁ‘(j))}
=1

y por ser H* medida exterior y ademds por (3.7)

= H* (E) -

> H'(E)- Y, H* (B Fp) > B (B) -

=t =1
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Por lo tanto
o (F)> 0 (F) - (3.8)
Alora, ya que Fj;y C U Fi para j = 1,2,..,, entonces N5z, Firgy C

172 UzZ, Fix lo cual implica I C N%2,0; por construccién de F' y (') De aqui
que

H*(F\ E) <H=(ﬁ )

por (3.6), y por lo tanto H*(F \ E) = 0. Ademds, por el primer inciso existe
un conjunto G € G5 con

GO F\E ytalque H'(G)=0. (3.9)

Ademds, como G € G entonces G¢ € F, de aqui que existan conjuntos cerrados
By, By, ... tales que G¢ = U2 B, y como F es cerrado entonces

F\G=FnG = FnUB =U FnB,)
nx=1 n=l
Ademds F'\ G C E. En efecto, como F \ E C G entonces F N E° C G de
donde F*U E 3 G¢ y por lo tante F N (F“U E)D> FNnGe = F\G. Es decir
F\GCFN(FeUE)=FnECE. Asi F\G es un conjunto ¥, contenido
en E, lo cual implica H*(F\ G) < 400 y como F C (F\ G) UG entonces
B (F) < H'(F\G)+ H*(G) y por (3.8) y (3.9)

I*(F\G) > H'(F) > I (E) -

Resumiendo, dado un conjunto £ C IR® que es H*-medible y H* (E) < +o0
y dado ¢ > 0 arbitrario, existe F'\ G € ."i, con F\GC Ey H'(F\G) >
H*(F) - ¢. Luego, en partlcular para ¢ = 1 existe B, € F, con B, C F y tal
que H*(B,) > H* (E)- L. Definimos ahora B = U, B, el cual obviamente es
un conjunto en F, y estd contemdo en F, luego entonces para todo k = 1,2,.

H* (B) = 1-1'([] Bn) > H* (By) > H*(E) -

n=l

] -

por lo que H*(B) > H*(E) y ya que B C E entonces H* (B) = H*(E), lo
cual demuestra la primer afirmacién de este inciso. Ademds como B € F,,
existen conjuntos cerrados iy, Hy, ... tales que £ O B = U, H,, mds aiin,
podemos lomar la sucesién {H,} creciente por lo que usando la continuidad

de H* "
H*(E) = H*(B) = H* (U H,,) =lim H° (H,).
n=1

A, dado ¢ > 0 arbitrario existe N € IV tal que H* (E) < H* (Hy)+¢, lo cual
implica que H*(E\ H,) < ¢ yaque £ O Hy, y esto demuestra la segunda
afirmacién del inciso.0
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3.1 Contracciones y propiedades de la medida H*

Teorema 9 Sean F C IR™ y X > 0 arbilrarios y H* la medida exterior de Hausdorff,
enlonces

H*(\F) = \'H* (F)
donde A\F ={)z: z € F}.

Demostracién: Sea {U;} una §-cubierta de F, entonces {\U;} es una )-
cubierta de AF; por lo que

Hi& (/\1’1) S ZI’\UJI‘ =) ZIUJIJ .

7=l Jj=1

Como ésto es vilido para toda §-cubierta de F entonces Hi; (AF) < A H} (F)
y cuando § — 0

H(\F)< M H* (F). (3.10)
Sustituyendo ahora en esta desigualdad A por 1/Ay F por AF obtenemos

L

o H* (AF)

1
s(2AF) <
H(A,\F)_

o bien

NH'(F) < H (AF). (3.11)
De (3.10) y (3.11) obtenemos la igualdad requerida.0]

Definicion 10 Sean FF C R", f: F — IR™ un mapeo y o« > 0. Diremos que
f satisface la condicién a-exponencial de Holder si

I£ (=) = f (Il < ellz = ol | (3.12)

para todo £,y en F' y cierta constantec > 0. Bl caso particular @ = 1 se reduce
¢ la condicién de Lipschitz, es decir

If =)~ £ Wl < cfle - ol (3.13)

pura todo z,y en F y cierla constante ¢ > 0,

Observamos que las nortnas en cada uno de los lados de estas desigualdades
estdn en diferentes espacios,

Obviamente cualquiera de estas dos condiciones implican la continuidad de
la funcidn.
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Teorema 11 Sea F C IR™ arbitrario y H* lo medida exterior de Hausdorff,
St un mapeo f 1 F — IR™ satisface la condicidn w-ezponencial de Holder con
la constante ¢ > 0, entonces para cada s > 0

s (f (M) € csH (F). (3.14)
En particular si f satisfuce la condicidn de Lipschitz tendremos que
1 (f (F) < o' (F). (3.15)

Demostracion: Sea {U4;} una §-cubierta de F, entonces F' C U;li; lo cual
implica F' C U;(F n;) y por lo tanto f(F) C U;f (FNY;). Ademds de la
definicién de didmetro de un conjunto, tendremos que para cada j = 1,2,...

[f(Fal)l = sup |if(z) = fy)Il < sup cllz—yll* < cll* < cs®

zyEFNU; z,y€FNU;
(3.16)
es decir, {f (FNU;)} es una c6*-cubierta de f(F). Y de (3.16)
[f(FnU)|e < ev fuf?
para cada j = 1,2,... por lo que
LI (FAU)s < ov Yo JUsl°
1=l =1
y como la §-cubierta {U/;} se tomd arbitraria entonces
L
H3. (f (F)) < co H} (F)
y cuando § — 0, c6* — 0 por lo que se sigue el resultado buscado
H%(f (F)) < =l (F). o
Inclusive si f es unaisometria, es decir || f (z) — f ("l = |z — v}, tendriamos

que H* (f (F)) = H* (F). En efecto, si f es isometria entonces es inyectiva, por
lo que f~! restringida a f (F) es Lipschitz con constante ¢ = 1 por lo que con
(3.15) H (F) = H'[f* (f(F))] £ H*[f (F)] La otra desigualdad se sigue
directamente de (3.15) con ¢ = 1,

Veamos ahora que /* es invariante bajo traslaciones, donde denotaremos
Fiz={w+e: weF} Lastraslaciones y rotaciones definen isometrias por
lo que tendremos los siguientes resultados.

Teorema 12 La medida exterior de Hausdorff H® es invariante bajo trasla-
ciones, es decir, H* (F + z) = H*(F) para cualesquier F C R* y = € R™.

Teorema 13 La medida exterior de Hausdorff H* es invariante bajo rota-
ctones.
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3.2 Medidas de Hausdorff y Lebesgue

Como es de esperarse las medidas exteriores de Hausdorff y de Lebesgue en
IR*, H™ y L" respectivamente, estin relacionadas, Para demostrarlo veamos
algunos teoremas previos.

El préximo teorema nos dice que dada cualesquier coleccion de conjuntos
suficientemente grande que cubra a un conjunto FE, existe una subcoleccién
disjunta que cubre a casi todo F.

Definicion 14 Seas E C IR*. Una coleccidn de conjuntos V se llama clase de
Vitalide £ si paracadaz € Ey§ > 0extsteU €Veonz € Uy0<|U| <6

Teorema 15 (del Recubrimiento de Vitali) Ses H* lo medida exterior s-
dimensional de Hausdor(f en IR*, Sea E un subconjunio H*-medible de IR y V
una clase de Vitali de conjuntos cerrados de E. Entonces podemos seleccionar
una sucesidn (numerable o finita) disjunta {U;} de V tal que o T;|U;|° = 00
o bien H* (E\ U,‘Uj) =10

Demostracidn: Fijemos p > 0y supongamos que |U| < p paratodo U € V.
Seleccionaremos la sucesién deseada {U;} inductivamenie. Sea U, cualquier
miembro de V. Supongamos que Uy, Us, ..., Uy, han sido seleccionados y sea

dn =sup{|U|: UEVY A UnNU;=0 Vji=1,..m}.

Si dn = 0 entonces £ C UT,U; y el teorema quedaria demostrado. Si
dpn > 0 sea Upn1 un conjunto en V disjunto de U7, U; tal que |Uns1| 2 3dm.
Supdngase que este proceso continua indefinidamente y que L; |Uj|' < oo.
Para cada j sea Bj la bola con centro en U; y con radio 3 [U;|. Afirmamos que
para toda k£ > 1

k 00
p\Utc { B (3.17)
j=1 J=hk+1

En efecto, si z € E \ U%_,Us, entonces existe U € V que no intersecta a
Ury...,Un y tal que z € U. Ya que |U;| — 0, por la convergencia de la serie
%5 1Uj|', entonces existe un m € IV tal que |Un| < U], es decir, |U| > 2|U,)
para algunam € IN. De acuerdo a la construccién de {U;}, U debe intersectar
a U; para alguna j, con k < j < m parala 9ual U] < 2|Uj|. Luego, por
geometrnia elemental U C B; de donde se seguiria (3.17), Asi, 816> 0

Hg(E\DUJ)SHI;(E\OUi)SH;(O BJ)S ALY

j=1 sj=h+l J=h+l

<SB! (3.18)

=1
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¥

con tal de que & sea suficientemente grande para que |B;| < 6 8i j > k y asi
B; pueda considerarse como una §-cubierta partlcular de B;. Y como cada B;
es de radio 3 |U;|, entonces | B;| = 6|U;] y asi de (3.18)

Hj (E\ U Ui) <6 ) (U
=1 1=k+1

y como L; |Uj|" < oo entonces H} (E\ U Uj) = 0 para toda § > 0, luego
Jj=1 .

entonces H® (E \u,U j) =0 y queda demostrado el teorema.0

Necesitaremos ademds del siguiente resuliado geométrico, el cual nos dice
que el conjunto de méximo volumen con un didmetro dado es la esfera. La
demostracién puede encontrarse en el texto Convexity de Eggleston.

Teorema 16 E!l volumen n-dimensional de un conjunto cerrado y convezo de

didmetro d es, a lo mds, /2 (‘d) /(gn)!, el volumen de una bola de didmetro
d.

Teorema 17 Sean L™ y H™ medidas de Lebesgue y Hausdorff respectivamente.
§i E C R, entonces L"(E) = ¢, " (E) donde cp = 7"2/2" (dn)L. En
particular ¢y = 1 y¢3 = n/4.

Demostracign: Dadoe > 0 podemos cubrir a E mediante una coleccién de
conjuntos cerrados y convexos {U;} tal que T; [U;|* < H™ (E) +¢. Porel teo-
rema anterior, con d = |U;|, se tiene L (U;) < cn |U;{", y por construccién de
medida de Lebesgue L" (F) = inf 3; Vol (C;) donde el infimum se toma sobre
todas las cubiertas de E' por sucesiones {C;} de n-paralelepipedos. Llamamos
n-paralepipedo a un conjuntode la forma{z € R": a; < z; < b, 1<i< n}
o bien cualqmer otro conjunio resultante al sustituir algunos o todos los signos
de < por <. Ast

E) < Z LM(U;) € en E|U I" < e, ™ (E) + cqe

J=1

de donde por ser ¢ > 0 arbitrario L (E) < c, H" (E).
Veamos ahorala otra desigualdad. Sea {C;} una coleccién de paralelepipedos
que cubren a F y tal que

Y Vol (C)) < L* (E) +e. (8.19)
J
Podemos suponer que los paralelepipedos sean abiertos sin que la desigualdad
(3.19) se altere. Para cada j las bolas cerradas contenidas en C; y de radios a

lo més § forman una clase de Vitali de C;. Por el Teorema del Recubrimiento
de Vitali existen bolas disjuntas { Bji};~., en C; de didmetros alo mds § y tal
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que 0" (C; \ Ug%, Bji) = 0 y por lo tanto con H} (C; \UgZ,Bjx) = 0. Ya que
la medida exterior de Lebesgue L™ es una medida de Borel, entonces para cada
i=132...

2Ln (By) = L* (g Bjk) < I"(¢;)
De donde
H3 (E) sgﬂg ©) < S B [( g Bjk) U (C;\ U Bj»)]

j=1 k=1

<Y Y HP(Ba)+ ) HY (Cj \U Bjk)
J=lk=1 j=1 k=1

oo 00 00
S Y IB"+0=3% ;' L" (By)
J=1k=1 I=1k=1

Set Y LM(C) < 'L (B) + e
=1

esta dltima desigualdad por (3.19) y por lo tanto ¢, Hf (E) < L"(E) + ¢ para
cualesquier € y §, luego entonces ¢, H* (F) < I (F).O

3.3 Dimension de Hausdorff

En esta seccién H* indicara la medida exterior s-dimensional de Hausdorff.
De la definicion de H} observamos que para § < 1y {U;} una §-cubierta
arbitraria, la sumatoria 3 {U;|' es no-creciente con respecto a s. Luego, por
la Definicién 4 H* también sera no-creciente con respecto a s. Mds ain, para
F C IR™afirmamos que i existe un nimero real no-negativo 3o tal que 0 <
H* (F) < oo, entonces dicho ndinero es dnico. En efecto, sea t > so y {U;}
una §-cubierta de F con 0 < § < 1, entonces paracada j = 1,2,...

|Uj|t < IUJ'|’°

Wi\ (1"
(T \%
YUt g g Y (Ul

j=1 j=1

y tomando el infimum sobre todas las é-cubiertas de F, con § < 1, obtenemnos

o bien para cada j

de donde

HY(F) <§&"HP(F)  sit> s (3.20)
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Y como estamos suponiendo que 0 < I[* (F') < oo, entonces cuando § — 0,
obtendremos de esta dltima desigualdad que para t > s

H*(F) =lim 1} (F) <lm (5=) lim K (F) =0,
Es decir It (F') = 0sit > so. Es decir, siendo sq un real no-negativo
8i 0 < H® (F) < 0o entonces H* (F) =0 V1 > s (3.21)

Ahora supongamos que tomamos ¢ < sp, donde sq > O es tal que 0 < H* (F) <
oo, entonces de (3.20)
H (F) < 60~ Hi(F)

o hien

Y (F) > —— A (F)

= -t )

por lo que

B (F) =fy B4 P) 2 () i B ) =

i
§so—t
Es decir, siendo sq un real positivo

st 0 < H*" (F) < oo entonces H*(F) =00 V0 <1t < s (3.22)

De (3.21) y (3.22) se sigue que dicho valor s, si existe, es dnico. Inclusive si
H* (F) = 0 de (3.20) obtendriamos nuevamente que H* (F) = 0 si t > so, por
lo que (3.21) sigue siendo valido si s6lo consideramos H*® (F) < oo, aunque este
valor sy ya no serd necesariamente nico. Anélogamente (3.22) seguira siendo
vélido si solamente consideramos 0 < H**, aunque ya no tengamos nuevamente
la unicidad de sq. Porlo tanto, con esta observacidn y de (3.21) y (3.22) existe
un punto critico sy de H* (F) en el cual dicha funcién tiene un brinco de oo a
0. A este valor critico sy de H* (F) lo llamaremos dimensién de Hausdorff de
F, y lo denotaremos dim g (F), llegamos asi a la siguiente definicién

Definicion 18 Seca H* la medida exterior s-dimensional de Hausdorff en IR®
y F un conjunto arbitrario en IR", entonces lo dimension de Hausdorff de
F, denotada dim g (F), se define como

dimy(F)=if{s>0: H'(F)=0}=sup{s 2 0: H*(F) = o}.

ast
00 sis <dimy(F)

So

Figura 3.1
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;; n (F)={0 st s > dimy (F).
Frecuentemenie a los conjuntos de Borel B C IR" tales que 0 < H* (B) < o0

se les llama s-conjuntos (s-sets).
Veamas ahora algunos resultados referentes a la dimension de Hausdorff.
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Teorema 19  a) Sea F C R* arbitrario, entonces 0 < dim g (F) < n.

b) (Monotonia de dimpy) Si E C F conjuntos arbitrarios de IR™ entonces
dim g (E) <dimy (F)

¢) Sea O un abierto de IR* entonces dimy (O) = n.

d) Si Fy, I, ... es una sucesidn numerable de conjuntos en IR*, entonces

dim g (U F,) = sup {dim z (F;)}.
JEN

=1
e) St F es un conjunto numerable entonces dim y (F) = 0.

Demostracidn: a) Sea C un cubo en IR™ de lado unitario. Dividdmoslo,
en la forma obvia, en k" subcubos iguales U;, cada uno de lado i/k. Sea

62 1@ > 0 entonces

kn kn
B (C) = B} (U Uj) <Y B3 (U;) = k" Hy (U;)

i=1 Jj=1
< kK He (U;) ya que § > /n/k
<K (—{ﬁ) =n"? < oo

Asi, si C es un cubo unitario n-dimensional H} (C) < n*/* < oo para toda
6> @ > 0 por lo que cuando § — 0 obtendremos que H" (C) < oo. Y
por (3.21) H*(C) = 08 s > n. Ahora comoR" puede expresarse como una
unién numerable de dichos cubos unitarios C; entonces si s > n H* (IR*) =
H* (U;C;) £ ©; H*(C;) = 0. De donde H* (IR*) = Osi s > n, y por monotonia
de H*, H*(F) = 05 s > ny F es cualesquier subconjunto de IR* y por la
Definicién 18 de dimensién de Hausdorff 0 < dim g (F) < n.

b) Sea E C F. Si dimyF = oo la desigualdad es trivial. Supongamos
entonces que 3g = dimyF < oo, por lo tanto Ht(F) = 0si t > s, y por
propiedad de monotonia de la medida si E C F entonces Ht(E) < H'(E),
por lo que H!(E) = 0si t > 5. Esto implica, por la definicién de dimensién
de Hausdorff que dim g F < 39 =dimgF.

¢) Si F es un abierto de IR" entonces existe una bola abierta B, n-dimensional,
conienida en F. Obviamente B tiene volumen n-dimensional positivo, por lo
que el Teorema 17 implica que dim yB = n. Y por monotonia . < dim g F,
que junto con el primer inciso obtenemos la igualdad deseada.

d) Sea F, F;,... una sucesién de conjuntos en R*. Como F, C U, F;

para cada k, la monotonia de la dimensién implica dim yzF, < dim (U; ;)
para cada k= 1,2,... de donde

supdim g (Fy) < dim g (U F,) . (3.23)
keN

j=1
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Veamos ahora la otra desigualdad. Si dim g (F) = co para algun entero pos-
itivo 7, o bien sup, dim y (F;) = o0, dicha desigualdad quedarfa demostrada.
Sca entonces sup, dim g (F;) < oo, y tomemos ¢ > dimy (F;) para toda j,
entonces H' (F;) = 0 para toda j, que junto con el hecho de que

(r) sErm
j=1 j=1

obtenemos que H*(U;F;) = 08i t > dim g (F;) para toda j € IN, o bien si
t 2 sup; dim g (F;). Asi por definicin de dimensién de Hausdorff

dim ( FJ) < sup{dim 4 (F})}. (3.24)
j=1 JEN

(3.23) y (3.24) implican la igualdad deseada.

e) Sea F' un conjunto que conste de un solo punto, digainos z, entonces
cualesquier cubo U con centro en dicho punto y lado § > 0 es una §-cubierta
z, por lo que T;{U;|° = |[U]® = 1y esto implica dim zF = dimy {z} = 0
para cualesquier z € JR*. Ahora si F' es un conjunto numerable, digainos F' =
{21,23,...} entonces por el inciso anterior dim g F = sup; dim y {z;} = 0.0

Teorema 20 Sea F C IR* y supongamos que la funcidn [+ F — IR™ satisface
la condicidn a-ezponencial de Hausdorff. Entonces

dim g [/ (F)] <  dim p (F).
Demostracidn: Del Teorema 11
HYe (f(F) < H (F) = 0 si ¢t > dim g (F)
de donde, ya que o > 0
B (f (F)) = 0 o Et; > i-d'.mf, (F)
que por lo definicion de dim g tenemos que

dim i (f (F)) < %dim” (F). o

El siguiente corolario nos dice que la dimensién de Hausdorff es invariante
bajo transformaciones bi-Lipschitz.

Corolario 21 Sea F C IR* conjunto arbitrario.

a) Sea f: F — JR™ una transformacidn Lipschitz, entonces

dlmH[f(F)] S dim” (F)
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b) St f: F' — IR™ es una transformactdn bi-Lipschitz, es decir, si existen
constantes 0 < ¢; < ¢3 < 00 tales que

allz =yl < If () = fF W) L eallz - vl

para todo z,y en I, entonces

dim g [f (F)] = dim ; (F).

Demostracién: El primer inciso es el teorema anterior con o = 1. Veamos
pues el segundoinciso. Si f es bi-Lipschitz entonces f es inyectiva. En efecto, si
f(z) = f (y) entonces comocy ||z — y|| < ||f (2) — f(v)|| tendremos que = = y.
Asi, podemos ahiora definir f~ : f(F) — F como sigue: para z € f(F),
f~t(2) = zsi ysblosi f(z) = 2 De aqui que, s f(z)=zy f(y) = w para
z,y en F entonces

a1 () - £ )] < 7 - w Vs,uwe f(F).

Es decir, f~!: f(F) — F es una transformacién de Lipschitz, y por ol inciso

anterior
dim g [f~ (f (F))] < dim g [f (F)]

y como f~! es biyectiva en su dominio f (F), entonces f=* (f (F)) = F, porlo
que dim z F < dim y [f (F)]. El otro lado de la desigualdad se sigue del inciso
anterior.0)

En general, la dimensién de Hausdorff de un conjunto nos dice muy poco
acerca de sus propiedades topoldgicas, sin embargo cuando dicha dimensi6n es
menor estrictamente a 1, el conjunto serd totalmente disconexo, es decir, dos
de sus puntos distintos cualesquiera nunca estardn en una misma componente
conexa de dicho conjunto.

Teorema 22 Un conjunto F C IR* tal que dim g (F) < 1 es totalmente dis-
conezo.

Demostracidn: Sean z y y puntos cualesquiera distintos en F. Definamos
la transformacién f, : IR® — [0,00) como f, (z) = ||z — z||. Luego, f; es una
transformacidn de Lipschitz ya que

\fe (2) = fo () = 12 = 2l] = flw = 2]l < ||z w].

Por lo tanto, del teorema anterior, dim g [f, (F)] < dim g (F) < 1. Asi, f, (F)
es un subconjunto de IR tal que H! (f, (F)) = L' (f. (F)) = 0, de acuerdo a la
definicién de dimension de Hausdorff, y la relacion existente entre las medidas
de Hausdorff H™ y de Lebesgue L™ De aqui que [f, (F)]° sea denso en IR.
Ahora, como f; (y) > 0, entonces por densidad de (f, (F)]° existe un mimero
real r ¢ f, (F) y tal que 0 < r < f5 (y), de aqui que

F={z€F: ||z-z||<r}u{z€eF: ||z-2||>r}.
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Es decir, existen dos conjuntos abiertos no-vacios y disjuntos de IR™ tal que &
estd en uno de ellos y y en e otro, lo cual implica que = y y estan en diferentes
componentes conexas de F. Ya que £ y y se tomaron arbitrarios en F, F es
totalmente disconexo.O
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4, MEDIDAS Y DIMENSIONES

La medida y dimensién de Hausdorll estudiadas principalmentie hasta ahora
son una de las tantas formas que existen para asignarle una ‘medida’ y una
‘dimensién’ a un conjunto dado de IR".

En este capituly estudiaremos diversas medidas obtenidas a partir de la
llamada construccion de Carathéodory, las cuales usaremos posteriormente.

A diferencia de lo que ocurre con una ‘medida’, los criterios a seguir para
asignarle una ‘dimensién’ a un conjunto dado no existen como tal. Es decir,
en la actualidad no existen criterios o reglas que nos digan si una cantidad
puede o0 no ser considerada razonablemente como una dimension. Sin embargo
uno desearia que ciertas propiedades se satisfagan, como las obtenidas para
la dimensién de Hausdorft [ver Teoremas 19 a 22 del capitulo 3]. La mayorfa
de las dimensiones satisfacen las propiedades de monotonia e invarianza. La
propiedad de que un conjunto abierto n-dimensional tenga ‘dimensién-nueva’
n nos asegurard que esta nueva dimension es una extension de la dimension
topoldgica.

En general, al definir una nueva dimensién se tratard de cuantificar la nocién
intnitiva que tenemos sobre que tan densamente un conjunto ocupa el espacio
métrico en el que se encuentra.

En este capitulo estudiaremos la dimensién Box-Counting y la relacién que
guarda con la dimensién de Hausdorfl. A diferencia de esta iiltima, la dimension
box-counting no se obticne a partir de una ‘imedida’,

4.1 Dimensidn Box-counting

La dimension box-counting es una de las dimensiones mds difundidas y usadas

actualmente, ésto se debe a su relativa facilidad para calcularla, ya sea teorica
é

o empiricamente. :

Definicion 1 Sea F cualesquier subconjunto no-vacio y ucotado de IR* y sea
Ns (F) el minimo nimern de conjuntos de didmetro o lo mds 8 que cubran a
F. Entonces definimos las dimensiones box-counting inferior y superior
de F respectivamente, como

(4.1)

(1.2)

MEDIDAS 'Y DIMENSIONES 48



St dichos valores son iguales llamaremos a dicho valor comiin la dimensién
bex-counting de F', y lo denotamos

dim g (F) = lim log [ ()]

§=0 —log (§) ° (4.3)

Definiciones Byutvalentes

Exisien definiciones equivalentes de la dimensién box-counting que en oca-
siones resultan mds convenientes. Por ejemplo, considereinos la coleccién de
cubos en una malla o red §-coordenada en IR", es decir, cubos de la forma

[ud, (my +1)8] x -+ x [, (tma + 1) 6]

donde my,...,m, son enteros y § > 0. Sea M;(/F) el mimero de §-cubos de
malla que intersectan a F. Dichos cubos forinan obviamente una coleccién
con Ms(F) conjuntos de didmetro §y/n que cubren a F, luego entonces, si
N5y (F)esel minimo mimero de conjuntos de didmetro a lo més § que cubren
a F, tendremos

Nsm(l) < Ms(F). (4.4)
Si §y/n < 1 entonces — log (§y/n) > 0 por lo que de (4.4)

log [Nsym (F)] < lop[Ms ()
—log(§y/n) ~ —logy/n - log(é)

por lo que al tomar el finite cuando § — 0+ en ambos lados de la desigualdad

log [M;s (F)]

—>°ﬂ<—

-

(.l_i_l!lB (F) S?{% "‘lOg(US) (4'5)
y
— log [Ms (F
- s () <y £ (49

Figura 4.1
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Por otro lado, cualquier conjunto de didmetro a lo mds § estd contenido en a lo
més 3" cubos de malla de lado §, para ello basta escoger un cubo que contenga
un punto de F junto con sus cubos vecinos (ver Figura 4.1 para el caso en R?).
Ast

Ms(F) <3Ny (FF)

y al tomar logaritmos obtenemos las desigualdades opuestas a (4.5) y (4.6).

Esta opcion para encontrar la dimensién box-counting es bastante usada
cmpiricamente. Para encontrar la dimensién hox-counting de un conjunto de
IR? se hace una cuadricula de lados § y se cuentan el ndmero Ms (F) de cuadra-
dos que intersectan al conjunto . Esto se hace para diversos valores de 6. La
dimensién box-counting es la razén logaritmica en la cual Ms(F) se incre-
menta cuando § — 0, y entonces se podrd estimar la pendiente de la grdfica de
log [Ms (F)] contra — log (§) la cual estimard a dim g4 (F).
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Otra manera de definir dim 5 es interpretando Mz (F) como el minimo
mimero de cubos de lado § que cubren a F, y dichos cubos siendo arbitrarios,
es decir, cuyos lados no necesariamente sean paralelos a los ejes coordenados.
Nuevamente se tienen M;(F) conjuntos de didmetro a lo mds 6y/n que cubren
a I, por lo que se tiene (4.4) y por lo tanto (4.5) y (4.6). Asimismo cualquier
conjunto de didmetro a lo mas § ests contenido en un cubo de lado § por lo
que M; (F) < N;(F) y se obtienen las desigualdades opuestas.

Andlogamente se obtiene dim ; si tomamos N; (F) como el minimo nimero
de bolas cerradas de radio § que cubren a F.

Resumimos lo anterior en las definiciones equivalentes siguientes:

Definicion 2 Las dimensiones boz-counting inferior y superior de un subcon-
junto F' de R y la dimensidn boz-counting de F, si existe, estdn dadas por

(4.1), (4.2) y (4.3) respectivamente, donde Ny (I) estd dado por cualguiera de
los Inctsos siguientes:

. /. 3 )
(i) el minimo niimero de conjuntos de didmetro o lo mds 6 que cubren o F';
(i) el ndmero de §-cubos de red que intersectan a F';
Ve 4o . ]
(tit) el minimo nimero de cubos arbitrarios de lado 6 que cubren o F

(iv) el minimo nimero de bolas cerradas de radio § que cubren a F.

Las equivalencias podrian extenderse ain mds, de hecho, en la practica uno
adopta la definicion que mejor le convenga. Inclusive en (4.1), (4.2) y (4.3) es
suficiente considerar los limites cuando § tiende a cero en una manera discreta
y no necesariamente en forma continua. Una forina de hacerlo nos la da el
siguiente teorema. ‘

Teorema 3 En las definiciones anteriores es suficiente considerar los limites
cuando § tiende a cero mediante cualquier sucesion decrectente 8y tal que Gyq 2
cby para alguna constante 0 < ¢ < 1; en particular para Sy = c*, k= 1,2,....

Demostracidn: Sea Nj(F) el minimo mimero de conjuntos de didmentro
alomids 0 < § < 1 que cubre a F. Sca el natural £ tal que j4; < 6§ < 6.
Supougamos que § es suficientemente pequeiio de manera que 1 < ¢/84y, de
donde &, < 1. Entonces —log (5) > — log (8x) > 0, ademds N; (F) < Ny, (F)
por lo que

lmmm<mWMm
—log(6) = —log(&)

y como 1 < ¢S4 < 1/6k

< Jog [No, (F)] _log [N, (F)]
- ¢ ) log(c)—log (k1)
log | —

41

DIMENSION BOX-COUNTING 50



por lo que

— log [Ns(F)] _ — log [Ny, ()]
E—I?tl) - log (8) Skh-l‘]flﬂ —log (&)

Ya que {5k} es una sucesién a parlir de la variable continua §, la desigualdad
opuesta es directa. El caso del limite inferior se obtienc en forma andloga.O

Mediante este teorema podremos calcular Ny mediante una cuadricula de
lados 1/n, n € IN, y después con una cuadricula de 1/n?, después de 1/n®y
ast hasta obtener una cantidad finita de resultados que nos permitan evaluar
dim ; a través de la pendiente en la grifica log-log,

Veamos la relacin entre la dimension de Hansdorfl y la box-counting,

Teorema 4 Sea F un subconjunto de IR™ arbilrario, entonces
dim H (F) _<_ (lilllg (F) S Zﬁﬁg (F) .

Demostracion: Si F puede cubrirse por N (F) conjuntos de didmetro §,
entonces de la definicion de I} tendremos que

13 (F) < Ny (F) 5", (47)

Ahora si s > 0 es tal que 1 < H*(F) = limso H{(F) entonces existe &
suficientemente pequeiio tal que 1 < H} (F), que al aplicar logaritmos en (4.7)
y resolver para s obtendremos

log [Ns (F)]
S e

considerando que log (§) < 0 al tomar § suficientemente pequeiio, de donde

. log [N (F)] _ .
<hm ——— = .
S_%Eﬂo = log (5) dimy (F)
Y como s se tomd arbitraria, tendremos entonces quesup {s > 0: H* (F) > 1} £
dimg (F), de donde se sigue el resultado ya que sup{s > 0: H*(F)> 1} =
sup{s > 0: H'(F)= oo} =dimy(F).0

4.2 Construccién de Carathéodory

|)]

A continuacidn haremos una breve descripcion sobre la construccién de Carathéodory
para la obtencién de diversas medidas en un espacio métrico dado.

Sean ‘X un espacio métrico, F' una familia de subconjuntos de X, ¢ una
funcién tal que
0 < ¢(S) L0 siempre que S € F,
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y0<§<oo.
Para cualesquier A C X, ¢5(A) serd el infimum sobre el conjunto de

mimeros
Y. ¢(5)

Seqa

correspondiente a todas las familias numerables G tales que
GCFn{S: |S|<8 y AclG
El hecho de que ¢5 > ¢, para 0 < § < ¢ < oo implica Ia existencia de

$(A) = lim ¢5 (A) = supds (A) siempre que A C X.
Fawe S 530

’ 4, /Z,
Procediendo en forma andloga a lo hecho con H} y H* en el capitulo 3 se

demuestra que @5 y 1y son medidas exteriores en X, inclusive que i es una
medida exterior métrica, y entonces por el Teorema 15 del capitulo 2 tendremos
que todos los subconjuntos abiertos de X son y-medibles.

Si todos los miembros de F' son conjuntos de Borel, entonces todo subcon-
junto de X estard contenido en un boreliano de igual ¢s-medida, por lo que 3
también serd una medida de Borel regular.

A 1 suele llamdrsele el ‘resultado de la construccion de Carathéodory
de ¢ sobre I’ y a ¢; se le suele llamar la ‘medida de aproximacidn de
tamafio §’. '

Asi, la construccién de Carathéodory nos proporciona un método para
obtener un medida ¥ a partir de una funcién ¢ definida sobre una familia
F de conjuntos de un espacio métrico. En general 1 no es una extension de ¢,
pero refleja las propiedades de { y F' mas adecuadamente. Dependiendo de la
eleccién de  y F se obtienen diversas medidas 1. En particular veamos algu-
uas que requeriremos en capitulos posteriores. En todos los casos siguientes,
X es un espacio métrico con métrica p.

¢ Bl caso en que I sea la familia de todos los subconjuntos no-vacios de
X,y ¢(S) =|5|’ donde s > 0, 3 resulta ser claramente la medidad
s-dimensional de Hausdorft, H*, sobre X, con las propiedades que ya
vimos en el capitulo 3,

o Observemos que que si tomamos s = 0 en el caso anterior entonces se
obtiene H®, la medida contadora sobre X,

o Nuevamente si ¢(5) = |S|' con s > 0, pero ahora F siendo la familia
de todas las bolas cerradas B(a,r) = {z € X: p(a,z) <r}en X. A
la medida y resultante la Hamaremos medida esférica s-dimensional
sobre X, y la denotaremos S*. Claramente H* < 5* < 2'H’,
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e Sea X = IR*. Sea ¢ (S) = |S|® para s > 0, y tomemos ahora F' como

la familia de todos los cubos binarios seini-abiertos n-dimensionales, es
decir, conjuntos de la formma

my my 41 my My 41 My, My +1
) < ) xx [ e

donde k es un entero no-negativo y m,, my son enteros. Entonces la
medida ¢ obtenida es 1a medida de malla o de red s-dimensional, y
la denotaremos M*. Y comotodo cubo binario es de Borel entonces M* es
regular. Asimismo la medida exterior ¢5 = M} tiene la propiedad de que
es finita sobre cualesquier conjunto acotado de JR*. En el capitulo sobre
productos cartesianos demostraremos que H' < M* < b, H*, donde b, ex
una coustante que solo depende de n. la clase F llamada red o malla
de conjuntos tiene la propiedad de que si U}, U, estdn en F' entonces o
UynUy=8,0U, C Uy 0U,C U. Ademds cnalquier conjunto de cubos
binarios en F estd contenido en una cantidad finita de otros conjuntos de
cubos binarios. En particular, dada cualquier coleccidn de cubos binarios
en I' es posible encontrar una subcoleccién disjunta con la misma unién
si removemos todos aquellos cubos contenidos en otros. A ésta propiedad
la lamaremos propiedad de red o de malla.
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5. LEMAS PREVIOS

En este capitulo enunciaremos varios resultados que seran necesarios en los

capitulos referentes a interseccién y proyeccion de fractales. Definamos primer-
antente algunos conceplos.

Sea (O (n) el grupo ortogonal del espacio Euclideano n-dimensional IR™,
¥ Un la medida de Haar duica en O (n) tal que 9, [0(n)] = 1. Si m es un
centero tal que 0 < m < n, entonces O* (n,m) denota el espacio de todas
las proyecciones ortogonales de /R* sobre IR™, y (' (n,m) denatard al espacio
de todos los subespacios m-dimensionales de JR". Necesitaremos las medidas
Unm et O* (n,1) ¥ Yuym ev G (11, m) lag cuales dejan invariante a O (n) [véase
Federer 2.7.16(16) para la existencia de dichas medidas invariantes.] Si p €

O*(n,m) y V€ G(n,m), y ademds A C O*(n,m) y B C G (n,m), entouces
por definicién

I W (A)=du{g€ O(n): poye A},
ma A BV = 0 fu SO0 (Ve B},
Ademas las medidas 19;)," Y Ynn~m se relacionan mediante la siguiente expresion
Ynimm (A) = 05 {p € 0" (n,m) : ker(p) € A}
para cualesquier A C G{n,n —m).

A lo largo de este capitulo . y m denotardn cnteros tales que 0 < m < n.

Denotemos por $*~} la esfera unitaria {z € IR": ||z]| = 1} y recordamos
queparaa € " y r > 0la bola cerrada {z € IR : ||z — o}l < r} la denotamos
como B"(a,r) o simplemente B(a,r). Si w € IR entonces ||w|| denotard la
norma euclideana k-dimensional.

Lema 1 Sea lu funcidn
1 : ,
B (0.1) st o
78 (0,
donde §*=V C IR™ x IR"™, definida como
[y, 2) = (y, /1 --Ilyﬂ'z)
entonces

(1) [ es Lipschitz

(it) 5i0 < § < & y D IR -+ IR™ es el operador proyeccidn definido como
pler, .. en) = (0,000 20), enlonces f mapea B™ (0,6) x S"~1 sobre
{J' € s IIP( H 8}
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Demostracidn: (i) Sea (1, 7) = (U Yo Zmilyo -y ) € B™ (0' %) X
Sr=m=1 entonces por la definicin de f

f(yvz)= (yh'--)!/vmzmﬂ\/] —y"l!""'—y‘rzn)“')zn\/l"y'll—""'y’fn)

= (f[,-- -,fm)fm+l)"')f"~)

luego entonces

g—%: ik paraj=1,...myk=1,...,m
donde §jx denota la funcién delta de Kronecker. Asimismo
;)d';{i - \/l __;All:kj"jﬁ_ = paraj=m+1...,nyk=1,...,m
Ademis
g{i: paraj=1,....myk=m+1,...,n

y también

of; — : J :
5o = b1 = - = 1= ol

paraj = m+1,...,nyk=m+l,...,n;dondey = (y1,...,¥m). Y comolly|| <
1, entonces todas estas parciales existen y son continuasen B™ (0, %) X §n=m=L,
Veamos que ademds estdn acotadas continnainente en dicho conjunto.

En efecto, comoy € B™ (0, %) y z € S"~™~! enlonces %5 < J1=lyl* <,
lud <4, llzll = 1y || < 1, Yo cual implica, para k = 1,...,m, que
9
DYk
ajf;
Ok

<1 sig=1,...,m,

| -
E—=  sij=m+1,...,n,

V3
yparak =m+1,...,n, que
ol
2z

<1 si'=1,...,h.

Ast, todas las parciales estan acotadas continuamente por 1 en B™ (0, %) X
Sr=m=! o cual umplica que f es una transformacidn de Lipschits en dicho
conjunto. [Véase Lema 2-10 del Spivack]

i) Sea w = (wy,...,w,) € {w €S |p)| <. Afirmamos que el
vector

1), w
1.1.=(w1,...,w,,“ nil rURRRE . 2)
V=Tl =iyl
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donde denotamos y = (wy,...,my,), estd en B™(0,8) x S"™"1 y es tal que
S (1) = w. En efecto, como w € S*! entonces

wideotwd w4 Fwl=l (5.1)

Ademds, § > § 2 fp(wll = [(wi,...,walll = ol = Jw+-- + w2, de
donde 1 - ||y||* > 1, de acqui que el vector u sicmpre existird y pucda definirse
de la forma en que se hizo. Asimismo vemos que y € B™(0,6). Ahora si
consideramos el vector en IR*-™

7__:( Wen 41 Uiy, )
VAT Y TWTE

entonces ||zf] = —=2 who + oo +w? =1 por (5.1) y asi z € $r
, el = b 2 =1 por (5.1) y
Asi, u € B™(0,6) x S* ™1, Uis claro que f (1) = w.0

Lema 2 Eziste una constante ¢y que depende solamente de n y m, y tal que
Il {J. € 5l Hp (":)” < 5} < e f™

para tadap € O*(n,m) y § > 0.

Demostracidn: Supongamos que 0 < § < 1y, para simplificar la no-

tacion, supondremos ademds que la proyeccién p esta dada por p(z,,...,2,) =
(1., 2n) . Definimos f : B~ (0,4) x §*=m=1 = §*=! € IR™ x JR*™ medi-

ante f (y,2) = (y, 21— IIyHZ) Del lema anterior sabemos que dicha funcién

es Lipschitz y mapea B™(0,8) x S*~"~! sobre {& € $* : ||p(z)]] £ 6} para
0 < & < &, denotemos por K la constante de Lipschitz de f, entonces por el
‘Teorema 11 del capitulo 3 tendremos

= {z e 5 Ip(e)] < 8} < K™ H™ [B™(0,6) x 5*]
y por el teorema de Fubini

= Kn-m [Bm (0, é)] Jr-m-) (Su—m—-l)

= Ku—-l (25)'“ H‘n—m—-l (Sn—m—l) = (.‘115.'"

donde estamos denotando por ¢ todos los pardmetros dependientes de n y
m.0

Lema 3 Friste una constante ¢y que sélo depende den ym y tal que
G AP € O (mym) ¢ ip (2)l] £ 6} < o™ JJf|™

para toda z € R™ y § > 0,
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Demastracidn:  Podemos considerar que la proyecccion p estd dada como
Pl B By - @) = (21,000, 2), ¥ comop () = 2| p (fl—:lT) siempre
que z # 0 podemos restringir la demostracidn para el caso en que & € 5", Sea
entoucesz € 5" fijoy fijemos también g € O* (n,m). Definamos ¢ : O (n) —
S"-! mediante ¢ (g) = g («) para toda g € O (n). Asi , podemos encontrar
una coustante ¢ que sélo dependa de n y tal que &, (9! (E)] = cH"~! (E) para
E C S*! [Ver Federer 3.2.47(3) y 3.2.28(5)]. Asi, si ¢ € O* (n, ), entonces
por la definicion de J; . con A = {p € O*(n,m): ||p(z)|| £ §}, tendremos
que

I {p €O (um): |lp(2)| <8} = {y €O(n): qog € A}
=d,{g €0 (n): goge O (n,m) A |(goyg)(z)]| <6}
=Un{g €0(n): |l{goy) ()l < 8}
ya que q estd definido en todo IR, en particular en g (z) € 5*! C IR, luego
< [ {yeS™ o)l < 8}
y como &, (9~ (E)] = c/I"~! (E) para. todo E C 5"} entonces

= ™! {y €S gl € 6} < eey6™

- esta ultima desigualdad por el Lema 2.0

Veamos ahora una resultado equivalente para un conjunto en G (n,m).
Denotamos como dist (z, V) la distancia de un punto z a un conjunto V con
la métrica cuclideana, p, en IR".

Lema 4 FEriste una constante ¢y que sdlo depende den y m y tal que
Tm {V € G(n,m): dist (z,V) < 6} < cyb™ ™ ||]|™"
jpara toda z € IR* y 6 > 0,

Demostracidn: (Ver Figura 5.1) Sea £ # 0 en R" fijoy § > 0. Dela
relacion entre las medidas J;, ._,, ¥ Yn,m tendrenios, tomando F' C G (n, m) de
la forma F' = {V € G/ (n,m): dist(z, V) < 6}, que

Figura 5.1

> T (F) = L,:n,n—m {P € o (n)n - 7"’) ' k(!l‘ (p) € F}
= AP €O (n,n—m): ker(p) € {V € G(n,m): dist (z,V) < 6}}
=) e {p €O (n,n~m): dist [z, ker(p)] < 6} (5.2)

Afirsamos que ||p(z)|| = dist [z,ker(p)] para cualesquier p € O*(n,m) y
z € IR™ (ver Figura 5.2). En efecto, si & = (2),...,2,) podemos considerar
que p(zy,. .., Tmy ..y 2n) = (21,..., 2m) luego entonces

el = Jai+ -+,
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= \/(ml - 0)2 +oet (wm - 0)2 + (mm+l - $m+1)'2 +et (mn - x")‘l

m-vaces
. N
=m[{p(ur,w): w= (0)-")O)wm+h-")wn)}

=inf {p(2,w): w € ker(p)}

m-veces

. 0o et g
ya que w € ker(p) si y sélosi w = {0,...,0,wpyy,...,wy |, y esta Gltima

expresidn es precisamente dist {z, ker(p)], que es lo que desedbamos mostrar y
dist{x, Ker(p) ) = |) p J| que junto con (5.2) se sigue que

Yo (F) = 8, o {p € O (myn—m): [|p(a)l] < 6}

S Cb‘n—m Hx “m-—n

Figura 5,2

de acuerdo al LLema 3.0

5.1 Desigualdades Integrales

En esta seccién asurniremos las siguientes condiciones:

(& a) M es un espacio métrico separable.

(Wb)F : R* x M — IR es una funcién de Borel no-negativa tal que
F (z,a) < ||z|) para todo (z,a) € IR* x M. .

(& ) @ y b son ndmeros positivos y ¢ es una wedida regular de Borel sobre
M tal que
ploe M: F(2,0) < 6} < b6 o] (5.3

para todo ¢ € IR* y § > 0.

Hacenios estas suposiciones para aplicarlos posteriorinente con M = O* (n, m),
£ (z,p) — |lp(e)l], y con M = G(n,m), F: (z,V)+— dist(z,V) Los
Lemas 3 y 4 anteriores garantizan que ¥}, ,, ¥ ¥n,m satisfacen la condicién (5.3)
con & = my « = n— m respectivamente.

Lema 5 Sca p una medide exterior sobre X tal que p(X) < 00, St a 2 0,
telRy[: X —={welR: 0 <w<La} es una funcidn p-medible, entonces

a

[fdu= [rdufee X f(@) <1},
X 0
donde la integral del lado derecho es lo integral de Riemann-Stieltjes.
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Demostracidn: Caso 1: Si f = 0 ambos lados de la igualdad son igual
a (X). Sca entonces ¢ > 0, luego f* es acotada y u-medible en X, con
0< ft<a SeaD=ry<r; < <r,=a una particién del intervalo [0, a].
Definamos ahora, yaque ¢t > 0

3k={:c€X: rf_1<f‘(;r.)5rf}.

Dichios conjuntos son p-medibles, disjuntos y Ur_, Ex = X, entonces T, p(Ex) =
p(X) < oo,ycomog(r)=u{z € X: f'(z)<r'}es no-decreciente con re-
specto a r € IR, entonces

n

Srhan{seX: o <fe) <ri} < [ fdn

k=1 X

<Y by {:c €X: r_ < ft(z) < r,“} (5.4)
k=1

o bien
n

b e € Xt mio < () S} < [ fld
k=) X

<Y orpfee X ro < f(e) S}

k=1
y como ésto es valido para cualesquier n, cuando n — 0o tenemos que el
primer y dltimo térininos de la expresién anterior son igual a una integral de
. . . 4
Riemnann-Stieltjes, asi

a

/f‘@:/r‘dp{:cé)(: f(z)<r}.
X

0

Caso 2: Sinf(f (z)] > 0, digamos &, entonces, por el caso anterior sélo
habria que analizar cuando ¢ < 0. Perosi 0 < & < f(z) < a entonces
at < ft(z) < € cuando t < 0y para cualesquier z € X. Ahora si tomamos
la particibn 0 < §g=ro <1 <+ <r, =a, t < 0 implica 0 < a* =1} <
rt_y <<t < =&. Y nuevamente ya que g(r) = {z: ft(z) < r'} es
no-decreciente con respecto a r, para cualesquier ¢t < 0 podemnos obtener una
expresion andloga a (5.4), a saber

1
Sru{eeX: dg /e <ra} s [fa
X

k=n

1
<Y rop{eeX: st <)

k=n

ycomot <0

Yoru{ee X: m < fe)Sn} < /f‘clp.
k=1 X
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n
<Y oriow{e € X rgm < f(2) S}
k=1

y cuando hacemos n — oo, nuevamente el mite comin en ambos lados de la
expresion anterior ¢s una integral de Riemann-Stieltjes, y nuevamente obten-
emos el resultado deseado.

Caso 3: Caso general parat y f arbitrarios segin las hip6tesis del teorema.
Definimos f, = sup { f ;’;} entonces, para cada n tendremos que inf [f, (X)] >
0 (ver Figura 5.3). Ademds, |f, ()] < a para todan € IN y paratodo z € X,
asimnismo lim f, (¢) = f(z) paracadaz € X. Y como p1(X) < oo el Teorema
de la Convergencia Acotada [Ver Royden] nos lleva a que

/ fldu = "li_l']clo / frdu
X N

y por los dos casos anteriores
th o>
i\ \ .
l 4 X -'I/\‘\- = ,,'L'&/ rdulz € X ¢ fu(2) <1}

~J ./ ® ’

a

" :/r’dp(zé,\': [(g)<r}. O
0

Figura 5.3
Veamos una de las desigualdades integrales que nos serdn de utilidad en
/ 3 . . I} ]
los capitulos posteriores referentes a proyeccidn e interseccién de conjuntos,

Lema @ Sean M, F y ¢ como en (& a), (# b) y (d c) respectivamente, Si
0<t<ayz € IR, entonces

[ F (0 dpn < el
dondec =1b [] + t{e— t)"].

Demostracidn: Aplicando el Lema 5 a la funcién F : R*x M — I}
tendremos que

fi=ll
[Feo)tdea= [rdplae M F(za) <)

0

donde dipa nos indica la integracion en M, es decir, con respecto a la segunda
componente de F. Apliquemos ahora integracion por partes al término derecho

de la igualdad:
seanu=r"t ydv=dp{a €M: F(z,a) <r}

luego entonces du = ~tr~"'dL'r y v=p{a€ M: F(z,a) < r}
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donde L' denota la medida de Lebesgue en IR!, de aqui que
[ (.0 dpa =10 {a € M : F(z,0) < )l -

=l
- / plae M : F(z,a) <r} (—tr"‘"l) dl'r
a
=llel™ ¢ {a: Flz,a) < llall} - lim e fa: F (7, 0) < €} +
flzll
+t / rlo{a: F(z,a) <r}dl'r
)

Ahora de la condicién (& c) sobre ¢ tendremos que
plaeM: F(z,a)<6)
¢t
paratodot € IR, ¢ € IR* y a € M. Asi, la expresién anterior quedar como

Il=ll
[Fle,adpa < el oo Fie,a) < llell}+ [ 70 {a: F(ze) < rhdbite

0 <fm <bllelt™

y aplicando la condicién (# c) a la expresion de la derecha con & = ||z|| en el
primer sumando y & = r en el segundo sumando, tendremos que

ll=l
< ell™ bl ol + ¢ [ 5=t=26r o]~ dEtr
0
Hall
= b]fe]|~ + bt [jz|| / A
0

_ -t — ra—t "1“
= blaf|™ + bt ||z

o~t

r=0
yaque 0 < t < «, y después de hacer las simplificaciones correspodientes

obtenemos

e
= b|lafl e

lo cual es el resultado deseado.Od

Lema 7 Sean M, F, y ¢ como en las condiciones (# a), (# b) y (& ¢). Si
p es una medida regular de Borel sobre R*, u(IR") < 0o, z € IR* y § > 0,
entonces

/#{y €R*: F(z-ya)<S}dpas 66‘"/"m = ylI™ duy.
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Demostracidn:  Dela condicién (& b) F es una funcién de Borel no-negativa,
de aqui que {(y,2) € IR* x M : I (¢ — y,a) < 6} es un conjuntode Borel. En
efecto, pues F(z — y,a) = F o g,, donde g, es la traslacién g. : R* X M —
IR* x M definida como g (y,a) = (z — y,a), y la composicién de funciones de
Borel es de Borel. Entonces,

/p{yem": F(w—y,a)ﬁ&}dwa:/w{aEM: F(z - y,a) <8} dpy

donde aplicamos el Teorema de Fubini, y alora, por la condicién (& c)

< [[b6% iz = ol duy = 68" [ o =il do. 0

5.2 Propiedades de densidad

Seanr > 0y € IR*. Yaque B" (z,7) es un boreliano en IR* y por la condicién
(% b) F: IR* x M — IR es una funcién de Borel, entonces el conjunto

{(y,z,a) €R* x R x M : y€B"(z,r), F(z —-y,a) <5}
es un conjunio de Borel en R* x IR* x M. Por lo tanio
p{y€B(z,r): Flz—ya) <6}
es una funcién de Borel con respecio a (z, ), de acuerdo al teorema de Fubini.
Lema 8 Sean u una medida exterior en R*,z€R",a€ M yr >0, entonces

¥ (U, z,0) =lim 6p{y € B(z,r): F(z~y,a) <6}
§=e(4

¥ 2,0) = lin 92 (1,2,0).
£
son funciones de Borel-medibles con respecto a (z,a).

Demostracidn: Sean § > 0y r > 0. Por lo mencionado anteriormente
u{y € B(z,r): F(z—y,u) <8} es una funcidu Borel-medible con respecto
a (i, a). Denotemos por f dicha funcién medible, entonces f : " x M — [0, 0]
estard definida como

f(z,0) = u{y € Blz,r): Floc—y,0) <6},

luego para cualesquier A > 0, el conjunto {(z,a): f(z,a) < £} es un conjunto
de Borel en IR" x M, es decir para cada § > 0 el conjunto

{(z,a): u{y€ B(z,r): F(z-y,a) <8} <f}
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es de Borel en IR® X M para culesquier g > 0. En particular para 6 > 0y f
igual a 6 el conjunto

{(z,0) € IR*x M : f(z,a) < §5°} (5.5)
es de Borel en R x M. Asi, dado p > 0 definimos
Fo={(z,a) € IR" x M: f(z,0) < B§*  paraalgin § < p}

el cual es la unidn de conjuntos de la forma (5.5) y por lo tanto es boreliano
para cada p > 0. Ahora si tomamos el limite cuando § — 0% obtendremos que

{(m,a)é[R"XM:%%(ﬂ}:ﬂFp. (5.6)

p>0

Veamos que F, es decreciente cuando p decrece En efecto, sea 0 < p; < py y
z € Fj entonces f (z,a) < ﬂé"‘ para algin § < py, o bien para algin § < p;, lo
cual lmpbca que z € Fyy, ast F,, C Fy. Entonces podemos considerar la inter-
seccién en (5.6) sobre el conjunto de todos los valores racionales pOsmvos de p;
pero interseccion numerable de borelianos es un boreliano, de aqui que (5. 6) sea

un boreliano en JR® x M para cada real 5. Por lo tanto ¥ (1, z,a) h_n n

es una funcién de Borel con respecto a (z, a), lo cual demuestra la pnmer afiir-
macién. Como * decrece cuando r > 0 decrece, entonces por lo que acabamos
de demostrar ), paran = 1,2,... es una sucesién de funciones de Borel con

respecto a (z, a), las cuales convergen a 2, por lo que dicho limite también es
de Borel con respecto a (z, a) [ver Royden].O

Lema 9 Si u es una medida de Borel regular sobre R*, p(IR") < 00, z € IR"
yr >0, entonces

’/‘/’r‘Jl (1, z,a)dpa < b j flz — ol duy.
B(z,r)

Demostracidn:  Por definicién de ¢

f¢“(u,m,a)d¢a=j j Plu€B@r): Flz-y 028}

§=—0+ 60

dpa

y usando el Lema de Fatou

< lim ju{ueﬂ(x ,T) 601‘"(1-11, a) < 6}

dypa
=ﬁl__ "‘/u{uGB:cr) F(z—y,a)<68}doa
= _n. fxmm vip{y € R*: F(z—y,a) £ 8} dpa
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y usando el Lema 7

<lim 568" [ xoen @) llo = ol diy =b [ llo =yl duy. O
B(z,s)

Veamos el siguiente resultado que serd necesario para la demostracién del
lema posterior. Para ello definimos lo siguiente: decinios que G es una par-
ticion de Borel de A si y s6lo si (¢ es una familia numerable y disjunta de
conjuntos de Borel tal que UG = A.

Lema 10 Sea ¢ la construccidn de Carathéodory que resulta de ¢ sobre la

familia de todos los conjuntos de Borel de un espacio métrico y separable X,
con

¢(A) < ), <(B) ' (5.7)

Bed .
siempre que G gea una familia numerable de conjuntos de Borel de X, y tal
que A CUG, St A es un subconjunto de Borel arbitrario de X, entonces

1 (A) = sup { Y" ¢(B): H es una particion de Borel de A} .
Bell

Mds aiin, si Hy, Hy, ... son las particiones de Borel de A, entonces

lim sup {|B] : Be H} =0  implica que llm Y. ((B) =1 (A).
e * BeH;

Demostracion: Como 9 es la construccién de Carathéodory que resulta
de ¢ sobre la familia de todos los conjuntos de Borel de X ,entonces ¢ se evalia
dinicamente en los conjuntos de Borel de X. Asi, si § es cualesquier conjunto
de Borel de X, por (5.7) tendremos que ¢(S) < T pea ¢ (B) para cualesquier
familia numerable G de conjuntos de Borel en X, tales que UG D A. Y en
particular podemos tomar a todos los elementos de G con un didmetro no mayor
que §, para cualesquier § > 0 dado. [s decir ((5) < T peg((B) es vilido
para cualesquier &-cubierta con borelianos de S, de aqui que ¢(S) < 45(S5)
para cualesquier § > 0, por lo que

¢(S) < ¢(9) para cualesquier conjunto de Borel S en X, (5.8)

Por la construccién de 1, dicha medida es regular de Borel, ademds de que
todos los Borelianos son 1-medibles. Luego si H es una particion arbitraria de
Borel de A, entonces

sar=v( Y B) =T HB)2 T ¢(B)

HeH pent BeH
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usudo (5.8), lo cual es vilido para cualesquier H, asi,

P (A) > sup{ Y. ¢(B): H es una particién de Borel de A}
Bel

> inf{ Y. ¢(B): H es una particion de Borel de A}
Bel

>inf { Y ¢(B): G es una 6-cubierta numerable de Borelianos de A} = ¢5 (A),
Bed

y como ésto es valido para cualesquier § > 0, la dltina expresion es precisa-

mente 1 (A) cuando § — 0%, de donde se obtiene el primer resultado buscado.

Ahora, si los didmetros de los miembros de H; tienden a cero, entonces, para

cualesquier § > 0
liminf Y ¢(B)
17 el

2 inf { Y. ¢(B): @ es una §-cubierta numerable de Borelianos de A}
BEG

dondela expresion del lado derecho es ¢5 (A) y es vilido para cualesquier § > 0
de aqui que
liminf 3 ¢(B) 2 ¥ (4)

17 pen;
que con el resultado de la primera afirmacion del teorema se sigue la segunda
afirmacidén.0 ‘

En el capitulo referente a proyeccién de fractales, que veremos mds ade-
lante, requeriremos la afirmacién L™ [p(E)] > 0, donde [™ es la medida de
Lebesgue m-dimensional y p € 0* (n,m). Si en el conjunto F la proyeccién
p toma el valor y, la afirmacién L™ [p(E)] > 0 podr4 ser sustituida por una
afirmacién mds fuerte, asaber, [ N (p| E,y)dL™y = co, donde N (p | E,y) se
define como el nimero de puntos (posiblemente oo) en el conjunto ENp=! {y}.
En general, a N (f,y) se le lama la multiplicidad de la transformacién f.
Veamos el siguiente teorema que nos da un primer resultado al integrar dicha
multiplicidad.

Lema 11 Sean X un espacio métrico separable, 4 una medida exterior en Y,
y [ una transformacidn de X en'Y, tal que f (A) es p-medible siempre que A
sea un subconjunto de Borel en X. Si((S) = pu[f(S)] para SC X,y esla

medida sobre X que resulta de la construccidn de Carathdodory de ¢ sobre la
familia de todos los subcongunlos de Borel de X, entonces

(A = [N(F] A y)duy
para todo subconjunto de Borel A C X (ver Figura 5.4).
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Figura 5.4

i (iyn

1(S)

Figura 5.5

Demostracidn: Sean Hy, Hy,... una sucesiéon de particiones de Borel de
A, tales que cada miembro de I} sea la unidn de alguna subfamilia de Hj4, y

sap{[S{: S€ H;} -0 sij— oo

Sea Uy la funcién caracteristica de f (S) y lomemos y € Y arbitrario. Entonces,
por la forma en que se definieron las H;, 81 j — oo, cada elemento de [~ {y}
quedard contenido en un s6lo elemento S de la particion de H, (ver Figura
5.5), de tal forma que Tgeq; Cs (y) tiende al ndmero de elementos en A cuyas
iuuigenes bajo f son iguales a y, es decir, tiende al nimero de elementos de
AN f~'{y}, que denotamos precmamentc cono N(f| Ay). Ademds, dicha
sucesion es no-decreciente cuando j — o, asf, para cada y € Y

Y. Cs(y) = N(f1Ay)  cuandoj — oo. (5.9)
S€EH;

Lnego entonces, si A C X es un subconjunto de Borel arbitrario, por el Teorema

10 anterior
(A Jan:o Z ¢(9)

SeH;

lim 3, u[f(S)]

S€H;

J=oo

de acuerdo a como se defini6 ¢, y ya que Cs es la funcién caracteristica de
f(S)

= lim Cs (y) duy
e SGH

= hm Cs (y) dpy

como consecuencia del Teorema de convergencia mondtona , y nuevamente por
dicho argumento

/hm Y. Cs(y) duy

SE€H;

=fN(f | Ayy) diy
por (5.9).0
Corolario 12 Sean las hipdtesis como en el Teorema {1 anterior. Entonces

la transformacidn y — N (f| A,y) es p-medible para toda f: X — Y, tal
que [ (A) es p-medible siempre que A C X sea boreliano,
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6. PROPIEDADES DE DENSIDAD

Recordemos que un subconjunto £ de I se llama un s-conjunto, (0 < s < n)
si E es H'-medible y 0 < H'(E) < oo, En esta secciébn veremos algunas
propiedades locales de los s-conjuntos, en particular las referentes a densidad.
Sea B(z,r) la bola cerrada con centro en « y radio r. Definimos la densi-
dad superior e inferior de un s-conjunto £ en un punto z € IR"* como

H (ENB(z,1))
(2r)’

D'(E,z) =lim

. . H(ENB(z,r
D’ (b,:n) :__‘ITE% ( (2")’( } ))
respectivamente. Si D' (E,z) = D*(E, z) diremos que la densidad de F en
z existe y escribiremos simplemente D* (E, z) para dicho valor comiin, En

algunas de las demostraciones serd de utilidad manejar la densidad econvexa
superior de un s-conjunto E en z definida como

- . H! (EnU)
D, (E,z) =!l_133 {sup-—-—‘—[—ﬂ;——— , (6.1)
donde el supremum se toma sobre todos los conjuntos convexos U con z € U y
0 < |U] € r. Ya que cualquicr conjunto esta contenido en un conjunto convexo
de igual didmetro, el supremum en (6.1) podria inclusive tomarse sobre todos

los conjuntos U tales que z €U y 0 < |U| < 1.
Lema 1 Sea E C IR* un s-conjunto y ¢ € IR™. Enionces
2D (E,z) < D’ (E,z) < D, (E,z). (6.2)

Demostracidn: Sea U convexoy p 2 r > 0. Siz € U entonces U C
B(z,r) donde » = |U], de donde |U|™ H*[ENU] < r*H*[EN B(z,r)] =
2! {(21‘)"' H(ENB(z, r)]} y de aqui obtencmos la primer desigualdad, Ya
que B (z, r) es convexo, el supremumen (6.1) incluye todas estas bolas, por lo
que la segunda desigualdad también se sigue.O

Veamos ahora que las densidades son funciones medibles con respecto a
¢. Recordamos que una funcién f : IR* — IR es y-medibie (respectivamente,
Borel-medible; semicontinua superiormente) si el conjunto {z : f(z) < o}
es y-medible (respectivamente, de Borel;, abierto) para todo «. Definiciones
equivalentes de funcidn p-medible se obtienen al sustituir ‘<’ por *>’, '<’ o
‘>', Salvo que se indique lo contrario los conjuntos medibles se tomarin con
respecto a H*,
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Lema 2 Sea I/ un s-conjunto.

(i) I*[EN B (z,r)] es una funcidn de = semicontinua superiormente para
cada r > 0, y por lo lanto también una funcidn de ¢ Borel-medible para
cada r > 0.

(i) D' (E,z) y D’ (E, ) son funciones de z Borel-medibles.
Demostracidn: (i) Dados r > 0y & > 0 definimos
F={z: B*[ENB(z,r) <a}.

Sea z € F, Como B (z,r +¢) decrece a B(xz,r) cuando ¢ — 0* (ver Figura
6.1), entonces por la continuidad de H*, [Teorema 9(ii) del capitulo 2]

H'[ENB(z,r+¢)] — M [ENB(z,7)]

8 € — 0. Luego entonces existe ¢ = ¢(z) > 0 tal que H*[ENB(z,r +¢)] < .
Ahora sea y € B (z,¢) arbitrario, entonces B(y,r) C B(z,r+¢), ya que s
w € B(y,r) entonces lw—z|| < |lw—yl| +|ly—2|| < r+e Asi de dicha
contencién H*[EN B(y,r)] < H*[EN B(z,r + ¢)] < @ de acuerdo a como se
tomé ¢. Porlotantoy € F' Yy € B(z,¢), es decir B(z,¢) C F, y como
z € F se tomd arbitrario entonces I es abierto en IR",

(ii) De (i), {z: H*[EN B (z,r)] < a(2r)'} es abierto, entonces dado p >
0 el conjunto F, = {z: H* (ENB(z,r)) <«a(2r)' paraalginr < p} es la
unién de conjuntos abicrtos y por lo tanto abierto. Ahora {z: D (E,z) < o} =
Ne>0F,. Ahoracomo F, decrece cuando p decrece, podemos tomar dicha inter-
seccion sobre los racionales positivos de p. De aqui que {z : D* (B, z) < o} sea
un Gs y por lo tanto un boreliano para cada , es decir D’ (£, ) es una funcién
Borel-medible con respecto a z. Anilogamente se demuestra para D’ (E, z).0

Teorema 3 Si E es un s-conjunto en IR*, entonces D, (B, z) = 0 para H*-
cast todaz ¢ .

Demostracidn: Fijemos o > 0. Mostraremos que el conjunto medible
F = {z ¢E: D,(Bxz)> 0} tiene I7*-medida cero. Ya que H* es regular
existe, dado § > 0, un conjunto cerrado By C E tal que H'(E\ B) < 6.
Alora, para p > 0 sea

V={U:Ues cerradoycénvexo,O( Ul <pUNE =0y ' (EnU) > «|U|'}.

(6.3)
Aliora, de acuerdo a la definicién (6.1) y a que By es cerrado, V es una clase de
Vitali de conjuntos cerrados de F, por lo que por el teorema del recubrimiento
de Vitali [Teorema 15, capitulo 3] existe una sucesién, numerable o finita,
disjunta {U;} en V tal que o ¥;|U|' = o0 o bien f* (F\ U;U;) = 0. Veamnos
que ¢s la segunda opcidn la que se cumple en este caso. En efecto, de (6.3)

EIUI’ < %Zf[’(ls‘n U)=-~H (EHUU.-)
i Wy i

=
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ya que los U; son disjuntos, y como ENYU; C E\ E; ya que los U; no

intersectan B, entonces
< 111'4(13\ B) < S < oo,
T o

por lo que efectivamente II* (F'\ U;U;) = 0. Asi, yaque H; es medida exterior

H:(F) < H;(F\L‘JU;) + I (FnL‘JU.») < (F\ym) + LI <§-

Como esto es vdlido para cualesquier § > 0 y cualesquier p > 0, entonces

H(F)=00

Teorema 4 Si E es un s-conjunto en R* entonces D, (E,z) = 1 en H*-casi
todaz € E.

Demostracidn: Seanw <1y p > 0, definimos el conjunto

F={ecE: I’(EnU) < «|U|" para todo convexo U conz € U y |U| < p}.

(6.4)
Entonces F es un subconjunto de Borel de E y de acuerdo a la definicion de
H? existe una p-cubierta de F, {U;}, de conjuntos convexos tal que ¥, |Ui|* <
H!(F) 4 ¢. Entonces, suponiendo que cada U; contiene algin punto de F' y
usando (6.4) tendremos

(R < 10 [Fayu] s T (Fav) < i (En)

< ozZ[U.-l’ <w[H'(F)+¢].

De aqui, y como H* (F) < H* (E) < voy & < 1es fijo, entonces H* (F) < 2¢;
pero ¢ > 0 es arbitrario, luego entonces H* (F) = 0. Ya que F se definié para
cualesquier p > 0 entonces por definicién D, (E,z) > « para H’-casi toda
z € [, y esto es verdadero para toda o < 1, luego entonces D (E, z) > 1 para
H*-casi toda z € E.

Veamos ahora que la otra desigualdad también se satisface usando el teo-

remade Vitali. Sea« > 1y definamos F = {a: €E: D,(E z)> a}, luego en-

tonces F es un subconjunto medible de E. Sea Fy = {:c €F: DI(E\Fz)= 0}
entonces aplicando el teorema anterior al s-conjunto E\ F' tendremos H* (F \ Fy) =
0. Ahora, dela definicion dada en (6.1) obtendremos que D, (F, ) > D. (E, z)~
Di(E\F,z) > asiz € F. Seae > 0, entonces como Hf — H* cuando § — 0
entonces existe p > 0 tal que

I (Fo) < TIWil* + 5 (6.5)
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para cualesquier p-cubierta {W;} de Fy. Alora sea
V={U: U es cerrado y convexo, 0 < |U| <py H*(FNU)> «|U|'} (6.6)

es una clase de Vitali para Fo, entonces, dado ¢ > 0, afirmamos que podemos
encontrar una sucesion disjunta de conjuntos {U;} en V con

H! (K Z |U}" +e. (6.7)

Iin efecto, por el tecorema del recubrimiento de Vitali existe, en ¥, una sucesién
disjunta {(U;} tal queo T |Ui|* = co o bien H* (Fo \U; Ui) = 0. SiD U]’ = o0
entonces (6.7) es directo. En otro caso, sea {V;} una p-cubierta del conjunto
H*-medible F\( U tal que T [V < H* (Fy \ U, Ui)+3¢. Dicha cubierta existe

por la definicién de H*. Asi, {U;} U {V.} es una p-cubierta de Fy entonces de
(6.5) H* (Fo) < i |Uil" +Z: [Vil* + 3¢, y por lo tanto ya que Fy es un s-conjunto

m (noyu) =i @) - 1 (R\UB)
<L+ +3 5= S+ —«—zm e

que junto con el hecho de que

H'(Fy) = A" (FO\L‘JU.-) + H (FonL‘JU.-) =0+ H* (FoﬂL‘JUa)

se sigue (6.7) en cualquiera de los dos casos del teorema de recubrimiento de
Vitali. Con este resultado tendremos que

H(F) = H* (F\ Fo) + H* (Fo) S 0+ L |U* + ¢

y por (6.6)
<%ZH’(FnU‘~)+eg lyH’(F)+e
Q R C

Ya que esto es vilido para cualesquier ¢ > 0 entonces H* (F) = 0sia> 1, lo
cual deseabamos demostrar,0

Usando (6.2) obtenentos el andlogo a estos dos dltimos teoremas para den-
sidades circnlares, y los cuales necesitaremos en nuestro desarrollo posterior.

Corolario 5 Si I/ es un s-conjunto en IR", entonces D* (E,z) = 0 para H*-
cast todu z ¢ F.

Corolario 6 Si E es un s-conjunto en IR®, entonces 2= < D' (B, z) < 1 para
Hé-casitoda z € F.
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7. PROYECCION DE FRACTALES

En este capitulo analizaremos las proyecciones ortogonales de conjuntos con
dimensién fractal de IR™, sobre subespacios de menor dimension. Veremos que
bajo ciertas condiciones la ‘sombra’ que proyectan dichos objetos nos permitird
obtener alguna informacion sobre el conjunto original,

Por ejemplo, un objeto tridimensional o una superficie bidimensional proyec-
taran ‘gencralmente’ sombras bidimensionales sobre un plano, asimismo una
curva suave unidimensional en el espacio proyectard sobre un plano ‘general
mente’ otra curva spave unidimensional, Sin embargo, en general para un
subconjumto arbitrario £ C IR" con dimensidn fractal, si Il es un subespacio
k-dimensional de IR® y Projy ¢s una proyeccidn ortogonal de IR™ sobre II, la
dimensidn fractal de la proyeccién de £ sobre Il no se obtiene en forma tan in-
mediata. Investigarenios la medida de Hausdorfl de Projy () en términos de
los pardmetros conocidos de E y veremos que la dimension del conjunto proyec-
tado depende tanto del conjunto E como de su relacién con el subespacio 11
Veamos un primer Teorema.

Teorema 1 Sea E cualesquier subconjunto de IR® y sea 1l cualesquier sube-
spacio en IR™. Entonces

H* [Proju (E)} < H* ().

Demastracidn: El mapeo proyeccidn es una transformacidn de Lipschitz
ya que || Projn (z) = Proju (y)|| < ||z — yl| para cualesquier z y y en E, luego
entonces del Teorema 11 del capitulo 3 se sigue el resultado del lema.O

De dicho teorema se sigue que dim 7 [Projn (F)] < dim g (E). El resto de
este capitulo se refiere principalinente a buscar las condiciones que me permitan
obtener la desigualdad opuesta. Los resultados que se obtienen son diferentes
dependiendo de si la dimensién de Hausdorff de E es mayor o menor a la del
subespacio 11 sobre el cual se proyectara,

A un subconjunto S de un espacio vectorial V lo llamaremos subespacio
afin si ysolosi v+ pw e S,conw, fen Ry o+ g =1 Encaso de que
0 € S tendremos que S es un subespacio vectorial o lineal de V.

7.1 Proyeccion sobre un subespacio de menor dimensidn

Si 1 s una medida exterior sobre un conjunto X y A C X, entonces |4, la
restriccion de p a A, se define como

(u4)(B) = (AN B)
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para cualesquier B C X,

Lema 2 Scan p una medida regular de Borel sobre R™, y E C IR® un conjunto
de Borel tal que p(F) < 00, Sip € O*(n,m) y h >0 entonces

p{z € E: " (ulE z,p) S h} < 2"‘m"‘“h/ N(p| E,y)dl™y.

Demostracidn: Ya que

pee B v (B o) <k =0 (s B v (s < bt 1)
es suficiente probar el resultado
ule € B: gm (ulB,z,p) < B} < 2mnPh [ NG| By y)dimy.

Parasimplificar la notacién, consideremos que p estd dadocomo p(y,. .., 2,) =
(z1,...,2m). Sean r y d mimeros positivos tales que d < r/n. Tomemos
IR*= IR™ x IR"™ y denotemos IR*~™ como

R =) Qi
1=1

donde @y, @y, . .. son cubos cereados paralelos a los ejes coordenados con in-
teriores disjuntos mutuamente y con lados de longitud d (ver Figura 7.1).
Supongammos que [ N(p| E,y) dL™y < oo, ya que de lo contrario el resul-
tado del ieoreina es directo. Entonces, podemos elegir los cubos ; tales que
L™ {p[En(P x 8Q)]} = 0, ya que L™ [p(ENV)] puede ser positivo sola-
mente para una cantidad a lo més numerable de subespacios V afines disjuntos
{n — 1)-dimensionales de IR".
Siz€ R* § >0y p> 0, denotaremos

I{z,6,p)
={U€IR": lmi_yils‘s’ 1=1,...,m; Ixi—yi]5p1 i=m+1)"'1n}'

Sea E(z,6d
f(w) =!il_n_#[ -C, D()]
§=0 m
paraz € IR" y
E=En{s€eR"xQ;: f(z)<h} parni=12,... (7.1)

(ver Figura 7.2). Entonces por razonamientos andlogos al Teorema 8 del
capitulo 5, f es una funcién de Borel. Sea ¢ > 0 y fijemos &. Por la regu-
laridad de la medida de Borel . y yaque E es un boreliano, existe un conjunto
cerrado F; C FE;, [ver Rudin] al que

p(E) £ (1 +¢)p(k) parai=1,2,... (7.2)
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Ahora seleccionemos cubos cerrados P; C IR™ paralelos a los ejes coordenados,

tales que
piRycUPp (7.3)
J=1
y .
EL"‘(PJ-) S L™[p(F)) +e (7.4)

j=1

Dichos cubos existen de acuerdo a la construcciéu de la medida de Lebesgue
mediante estos conjuntos [ver Rudin), (ver Figura 7.3).

o Proj(F;)
]
Fd
Figura 7.3 o —
red
:T;R Q
pj / /
= P Rll m

Entonces, de acuerdo a como consideramos p y por (7.1) y (7.3)
F.-CUP,W(Q; parai=12,..,
j=1

donde U, P x Qi C IR" es, para cada 7, un cubo con lados paralelos a los ejes
coordenados de IR*. Entonces

Fici‘;n[u}’,xqi], i=12,...
j=1
o bien
FcUFEn(FxqQ), i=1,2...
j=1
de donde
p(R) < Y ulFin(Px Qi) i=12... (7.5)
1=l
Mostraremos aliora que
p[Fn (P x Q)] < 2 hL™(F) parat = 1,2,,.. (7.6)
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Supongamos que (7.6) es falso para alguna 7. Ahora, para = 1, 2,.. ., dividamos
Py en 2™ subcubos congruentes y obtendremnos una sucesion decrecicute { Ri}
de subcubos de P; tales que

|Ry| = 27%| 1] (71.7)
(ver Figura 7.4), y como supusimos (7.6) falso entonces '

wF: N (R x Q)] > 2™RL™ (Ry) . (7.8)

- . lLas expresiones (7.7) y (7.8), se obtienen en forma completamente andloga

I a las expresiones (8.17) y (8.18) encontradas en la demostracidn del Lema 2
R,-cnel Capitulo 8. Ya que los conjuntos compactos no-vacios F; N (Rx X Q;)

forman una sucesién decreciente existe por propiedad de compacidad nit punto

¢ € NI F (R x Q). Sea & la longitud de cada uno de los lados de R;.
- 8k % Entounces

Figura 7.4

Ix d.d) p{ENI(x, 8, d)]

Fn(Ryx Q) C Enl(z, b, d)
yaque F; C E; C E, y Ry x Q; C I(z, 5, d) para toda i y k (ver Figura 7.5).
De este resultado y de (7.8)
B{ENT (2,6, d)] 2 w[F 0 (Re % Qi)] > 2™RL™ (Ry)

y como Ry es un cuboen IR" con una longitud de cada uno de sus lados igual a
bx, entonces la medida m-dimensional de Lebesgue es simplemente el volumen
de dicho cubo, es decir, L™ (Ry) = 6. Asi, de la (ltima expresion, para toda
k=1,2,...

> 2™h

| Siofe e N

Q¢

------------------ T luego entonces, como el lado derecho no depende de &

d lim /A[Eﬂ I((C,(Sk, d)]

k~e00 s

> omh, (7.9)

T .* Ahora, de (7.7) se sigue que 65 = lado (P;) /2% donde lado (P;) es la longitud de
cada uno de los lados del cubo P;. Luego entonces para cualesquier 6 > 0 tal
que 0 < & < 8, = lado (P;) /2, existe un natural k > 2 tal que 24580 < §, sea
ademds dicho natural k£ el primero que satisface dicha desigualdad, entonces

sk > lado (P;) lado (P;)
M o« J
I Ri J ok Sé< k=1
Figura 7.5

es decir § < § < 26 Porlo tanto 3= < § o bien 3-,,-,-‘3;‘7 < g ¥ como ademds
[{z,6,d) D [(z,d,) entonces de (7.9} obtenemos que

f(z) =km plENT(6d) > lim plBnl (2,5, d) > h.

o o 270
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Es decir, f () 2 h, doude & € N2, I, " (Ry x Qi) y de acuerdo a como se
coustruyeron los F; ésto implica que ¢ € £, lo cual estd en contradiccién con
(7.1). Por lo tanto (7.6) se satisface.

Luego entonces, utilizando (7.2), (7.5), (7.6) y (7.4) obtendremos que para
v=1,2,...

() < (1 +e)p( (1+¢ i (BN (P x Q)]

<+ 2SI (B) < (1) 2 (L™ [p (F)] + ¢}

=1
<(+e)2™h{L™[p (FE)] +¢}
yaque F; C E;, y cuando ¢ — 0

p(E) S 2RIPPE)] pari=12

de aqui que
ST u(B) < 2 Y b (p (B) (1.10)
=1 =1
Ahora, recordemos que L™ [p (E; N E;)] = 0 para i # k (en efecto, ya que los
@; se tomaron con interior disjunto y tal que L™ {p[F N(IR™ x 3Q;)]} = 0),
y como

{zeBECR: f(z)<h}=E
1=1

g

U [En{zeIR™x Q,: f[(x)<h}]

13

ya que tomamos IR"~"™ = U2, (), entonces

pl{ze B f(z)<h}< ip(l'?.’) < 2'“I;§:L'"[;;(1,)]

=l
usando (7.10)

=2"hY, / Xp(o) (y) db™y
i=1

3 los ; e
donde yy(z;) es la funcion caractenstica de p (1) y utilizando ahora el teorema
de convergencia mondtona de Lebesgue

(3
= omh / S Xpcn) (0) dL™y
=1

por dltimo como los I; C F, el mimero de elementos N (p| B, y) en ENp~! {y}
es mayor que ¥ Xp(x;) (v) para cada y € IR™, luego entonces

< 2™h / Np|E,y) L™y,
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Ahora, comod < r/n entonces I (2, §,d) C {y € B(z,r): |lp(z - y)|| < m‘/26}
para algiin § > 0 suficientemente pequeiio (ver Figura 7.6).. Por lo tanto

pf{z € E: (B, 2, p) < h}
= p{z €l:hms&™u[En{y€ B(z,r): |ple-y)l| <8} < h}
4=+0

y sustituyendo § por mi/2§

= p{:c €k %n_l m-m2gm, [Eﬂ {y € B(z,r): |lp(z —y)l| £ m”26}] < h}
-0

= u{z eE: %i:.mo §™p [Eﬂ {y € B(z,r): |lp(z -yl < ml/'zé'}] < m"‘/zh}
que por lo encontrado anteriormente

< 2"‘m"‘/2h/N(p | E,y)dL™y,
y haciendo r — 0% obtenemos el resultado deseado.O

Lema 3 Seca p una medida regular de Borel sobre IR™ y E un subconjunto
p-medible de IR* con 0 < i1(E) < 00, Si

f||a: —y|7" duy < 00
B

para cast toda z € F con respecto a p, entonces

[ N Ey)dimy=co

para casi toda p € O* (n,m) con respecto a O}, ..

Demostracidn: Por la regularidad de la medida, E contienie un subcon-
junto cerrado con p-medida positiva, luego entonces es suficiente demostrar el
teorema para el caso en que F es cerrado. Sea

P={p60‘(n,m): /N(pl E,y)dL"‘y<oo}

demostraremos que P tiene ¥}, -medida igual a cero. Entonces del Lema 2
anterior, p € P implica que

¥ (LB, 5,p) > 0 (7.11)

para casi toda = € E con respecto a 1, de donde, ya que 0 < p(F) < 00

/1/)"‘ (1B, z,p)duz > 0. (7.12)
[9
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Por otro lado, como Y™ (ul L, z,p) = [il‘(l)l+ ™ (ul B2, 2, p) entonces por (7.6)

existe un ro > 0 tal que Y™ (u|E,z,p) > 051 0 < r < rg para casi todaz € B
con respecto a p. Asi, por ¢l Lema de Fatou

[ 9 L, 1) 655 <l [ 4 (uL By 2, ) 5
) r—40 )

Shimb [ lle = ol (el By

B(x,r)

usando el Lema 9 del capitulo 5,

= b lim f lz = ylI ™™ duy =0

r—=+0
BnB(z,r)

ya que para p-casi toda ¢ € F, [pllz — yll™™ duy < oo, y para cualesquier
£ > 0 existe ry > 0 tal que p [N B (x, )] < € [Ver Royden]. Por lo tanto

[ 4" (ulB, 2, p) 49 p = 0 (7.13)

para casi toda ¢ € F con respecto a pi. Ahora, sea p € P cualesquiera, entonces
por el teorema de Fubini

/ / Y™ (bLE, z,p) duzdd; .p = / / Y™ (uLE, 2, p) d¥; . pduz =0,
E B

usando (7.13) y el hecho de que x(E) < co. Asi, este resultado junto con
(7.12) nos dice que ¥}, ,, (P) =0, lo cual demuestra el teorema.0

7.2 Medida de Hausdorff y Capacidad

En esta seccion usaremos ideas de la Teoria del Potencial para estudiar proyec-
ciones ortogonales de s-conjuntos. Veremos que la dimensién de Hausdorff y
la capacidad de un conjunto estan relacionadas, y en ocasiones resulta mds
conveniente usar capacidades para el estudio de las propiedades dimensionales,

Definamos algunos conceptos preliminares. En lo subsiguiente consider-
aremos que j es una medida de Radon. De acuerdo a la definicion del soporte
de una medida p, que denotamos supp (1), [ fdu = 0 para cualesquier funcidn
continua f que se anula en supp (u).

En el capitulo 1 definimos distribucién de masa como una medida de j en
IR™ con soporte compacto y 0 < (JR") < 00, en este capitulo consideraremos
que 4 es ademds una medida de Radon.
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Sea t > 0. El t-potencial en un punto z debido a la distribucién de
masa u se define como
/ dp (y
lle - yll‘

La t-energia de p estd definida por

LG = [ #e)dnte) = [ HELL,

Si K es un subconjunio compacio de IR*, la t-capacidad de K, denotada
C:(K) se define como

Gu(K) =sup{ s supp) € K, (k) =1},

Ya que en la t-capacidad el t-potencial y la t-energia pueden ser infinito, con-
sideraremos la convencién 1/co = 0. Para un subconjunto arbitrario £ C IR"
definimos

Cy(E) =sup{C,(K): K escompacioy K C F}.

De aqui que si B C £ entonces G (E) < C,(E') para cualesquier ¢t > 0.
También si u es cualesquier distribucién de masa con f; (1) = oo entonces

I,(1) = co para cuelesquier s > t. En efecto, pues si 9 > ¢ entonces
flz—yll™ < |lz —y||* por lo que I, (1) € Iy De aqui mismo tendremos
que C, (E) £ G (E), por lo que si C;(F) = 0 entonces C, (£) = 0 paras > t.

Lema 4 C,(E) > 0 si y sdlo st existe una distribucidn de masa p con soporte
contenido en E tal que [, (p) < oo.

Demostracidn: Se sigue directamente de la definicién de {-capacidad, O

Lema 5 Sea E un subconjunto compacto de IR* con H*(E) < 00. Sea ut una
distribucidn de masa con soporte contenido en E y sea

Fn={a:€E: EM=O}.
r-+Q

rl
Entonces u () = 0.
Demostracidn: Fijemos > 0y p >0, y sea

F={meE: elBlerl Vrsp}. (7.14)

Sea {U;} una 6-cubierta arbitraria de F' con § < p, entonces, suponiendo que
cada U; contiene algin punto de F, existirdu bolas {B;} centradas en F con
|Bi| < 2|U;} € 2p y con U; C B; para cada i. Entonces

<z« ol 5))
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cousiderando r < |B;| /2 < p en (7.14), y por lo tanto
< c\'z \Ui|*
;

Esto es vilido para cualesquier §-cubierta. {U;} de I, de donde u (F) < ol (F)
y de aqui u(F) < of* (F) < a* (E). Como H*(E) < coy @ > 0 es arbi-
trario u(F) = 0, asimismo p > 0 se puede tomar arbitrariamente pequefio, por
lo que u(Fy) =0.0

Obtengamos ahora la relacién basica entre la medida de Hausdorff y las
capacidades.

Teorema 6 Sea E un subconjunto de IR

(i) St E es un conjunto de Borel con C,(E) = 0 entonces H* (E) = 0 para
todo 5 > .

(it) §¢ H* (F) < oo entonces C, (E) = 0.

Demostracidn: (i) Supongamos que E cs un conjunto de Borel con H* (E) >
0. Mostraremnos que C, (F) > 05i t < s, para ello usaremos el Teorema 4. Por
el Teorema 4(ii) del capitulo 9 existe un subcoujunto compacto F C E, con
0< H*(F) < ooy tal que

H’[B(z,r)N F] < br, (zeR, r<i

para alguna constante b.. Definamos u = H*|F la restriccién de H* a F.
Entonces u es una distribucion de masa con soporte contenido en F. Sea

€ Ry
p(r)=p[B(z,r))= I’ [B(z,r)n F] < br* (7.15)
con r < 1. Entonces
dp(y du(y du(y
ho)= [ [ e [
Rn Hr=yll<2 [le—gli>1
t dp (y)
<b(14+4—)+ / oL
= g —1 e
( 3 ) WS/ Ll

por el Lema 6 del capitulo 5 junto con (7.15), ademis en la integral restante
llz — yl|™* < 1 por lo que

<b(1+ ?%)Jrux-v/u» dp) b (14— )+ () = b (14 =)+ (F),

por (7.15). Es decir ¢, (z) estd uniformemente acotada en IR", luego entonces
L) = [ () du(e) < [ ed(e) = en () < o0
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dimy(E)

Figura 7.7
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como se deseaba.

(1) Por la forma en que se definid la t-capacidad Cy para un conjunto
arbitrario es suficiente demostrar el inciso para el caso en que E es compacto.
Sea u una distribucion de masa arbitraria cuyo soporte esta contenido en I,
mostraremos que [, (1) = co. Sea Fy el conjunto

Eo-——'{-.veE: Egg-"—[—”%w—ﬁnw}

Si z € Ey podemos encontrar una sucesién {r;} decreciente a cero y tal que
p(B (z,r)] 2 er? para algin ¢ > 0. Si u({z}) > 0 entonces de la definicién
I, (4) = o0. Supongamos entonces que p {z}) = 0, entonces por la continuidad
de p existe q; con 0 < ¢ < ri y p(Ai) 2 Ler} pura cada ¢ = 1,2,..., donde
A; es la regién anular B(z,r) \ Bz, ¢). Toman(lo subsuceslones en caso
necesario, podemos suponer que ri;; < ¢; para toda 7, obteniendo la sucesién
{A:} disjunta, Porlo tantosi z € Ey

é, (z) = ﬂ‘_Q)FZi d#(y"_zr’f

o=l = &) Te =yl

yaque ||z —y|| £ ri Vy € A;, luego

o
>yl (Sﬁ)
B =1 1’" 2
Por el Lema 5 el boreliano Ey contiene p-casi todos los puntos de E, luego
entonces u(Ey) > 0y I, (1) = [ ¢, (2) du(z) = 0o. Como esto es vilido para

cualesquier distribucion de masa 1 cuyo soporte esté contenido en E, entonces

G, (F)=0.0
Corolario T 5i E es un subconjunto de Borel de IR*, entonces
dimg (E)=inf{t: C,(E)=0}=sup{t: Ci(F)>0}.
Demostracién: (Figura 7.7) Se sigue del teorema anterior y del hecho
de que I* (E) = co para s < dimy(E), y de que H*(E) = 0 para s >
dimpy (E)D
Este corolario a veces se usa de la forina siguiente

Corolario 8 Sea I un subconjunto de Borel de IR",

(i) Sil, (1) < co para alguna distribucidn de masa p con soporte contenido
en E, entonces t < dimy (F).

(i) Sit < dim g (E), entonces eziste una disiribucidn de masa p con soporte
contenido en E y tal que I, (4) < co.
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Teorema 9 57 & C IR" es medible con respecto u todu medida de Radon y
si O (E) > 0, entonces [*N(p| B,y)dL™y = oo para ¥,  -casi toda p €
O* (n,m).

Demostracidn:  Se sigue del inciso (i) del Teorema anterior y del Teorema
3.0

Teorema 10 Sea I5 un conjunto de Borel de IR* y dimy (E) > m, en-
tonces [* N(p| E,y)dL™y = oo para ¥, ,-cusi toda p € O*(n,m), por lo
que L™ [p ()] > 0.

Demostracion:  La primer afirmacion se sigue del Corolario 7 y del Teoreina
anterior, Ya que la integral se evalia sobre p (E), entoncesque [* N(p | E, y)dL™y =
oo implica que la medida de Lebesgue m-dimensional de p (E) es estrictamente
mayor que cero.0

Asimismo L™ [p(E)] > 0 implica que m < dim g {p(FE)], y como ademds
p(E) C IR™ tenemos el primero de los dos resuliados importantes de este
capitulo,

Teorema 11 Seu E un conjunto de Borel de IR™ y dim i (E) > m, entonces
dim g [p(E)] = m para ¥, ,-casi toda p € O* (n, m).

7.3 Proyeccion sobre un subespacio de mayor dimensidn

El iltimo teorema de la seccion anterior nos dice que al proyectar cualesquier
conjunto de Borel F con dimension de Hausdorff s en un subespacio m-dimensional,
m < 3, entonces la proyeccién ortogonal de E sobre dicho subespacio casi siem-
pre tendré dimensién de Hausdorfl m. En esta seccion veremos que si s < m
entonces la proyeccion ortogonal de F sobre el subespacio m-dimensional ahora
tendrd casi siempre dimension de Hausdorff s.

En lo que resta de esta seccidn supondremos que 0 < S m, b > 0,y pes
una medida de Borel regularen O (n,m) tal que p {p € O* (n,m) : ||p(z)]] < 6} <
b8 |||~ para toda z € IR* y 6 > 0.

Lemna 12 Si0< s <« y K es un conjunlo compacto de IR*, enlonces

/ dpp < ¢
(R = T (R
donde ¢ = b[1 + s/ (@ — 3)].
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Demostracion: Sea p una medida de Radon en JR™ tal que el soporte
supp(u) C Ky u(K) = 1. Si p € O*(n,m) defininos la medida pyp en
IR™ como (pgu) (A) = u[p~' (A)] para cualesquier A C IR™ (ver Figura 7.8).
Entonces (#): pgu es una medida de Radon en IR™, tal que supp (u) C p(K)
y (pau)(p(K)] = 1. En efecto, p#u es medida ya que pu lo es, en partic-
ular (pyu) (U2 Ay) = plo™ (UiA)] = plUip™ (A)] € Tiulp(4))] =
v (g} (Aj). S O es un abmrto arbltmrlo contemclo en [p(K)]° entonces
p™ (O) C [p~{p (K))I" C K¢. Luego p[p™ (O)] = 0, es decir (ppu) (0) = 0,
por lo que supp (pyp) C p(K). Asimismo (pyu)[p(K)] = p[p™ (p(K))] 2
1 (K) =1y como ademds 1 (IR") = | entonces (ppp)[p(K)] = 1.

Sea ahora B C imagen(p) = IR™ y ¢ > 0 demostraremos que existe un
abierto W de IR™ tal que B C W y (pgu) (W) < (pau) (B) + ¢ Expresemos
a IR™ como la unién de una sucesion de subconjuntos abiertos de IR™, § =
Vo C Vi C V,C v con cerraduras compactas. Escojamos ahora, (por ser y de

m
A Radon), subconjuntos abiertos U; de IR™ para j = 1,2, ... tales que
Figura 7.8
AJ‘ = p_l [B N VJ\ V‘._l] C UJ‘
Yy
p(U) S =+ u(4y) (7.16)

(ver Figura 7.9). Observemos que p [p"‘( )\U } es cerrado, por lo que
=V \p [p ( ) \U} ¢s abierto en IR™ (ver Figura 7.10). Ademds por

|a coustruccion

BaVi\Vi..c W,

b (W) C U (7.17)
Porlo tanto BC W =2, W, y ast

(o) (W) = [ (W)] = {p"‘ (CJl W,-)} < g:lu o™t (w;)]

y usando ahora (7.17) y (7.16)

SERO)S g+ D)=+ Tulh)

—(+§ju[-l (BNV;\ V) ,]_c+zp[p-l (B)np™ (V)\ ™" (Vim)]
Fgura 7.9 =c+ Y (™ (B)) [ U\ (Vo] = e+ o7 (B)] = e+ (ppn) (B).

Asi para cualesquier B C IR™ se tienc que

(ppre) (B) = wf {(ppps) (W) : W es abiertoy A C W},
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En fomm audloga se demuestra que si W es un abierto en JR™ entonces
(pgu) (W) = sup {(pgp) [F]: F es compacto en IR™, F C W}, Asi, las coudi-

ciones (&) se satisfacen. Alora como (¢, 0p)yp = plp~to ¢ = (pen) ¢3!
entonces @, es pg-medible, luego

L (pyn) = / 4. @) d(ppn) () = [ (6, 0p) (2) o (o)

dp (y) dp (=)
= [#b e = [
Por lo tanto

[ 1 pn o) = [[f (e = DI du ) dis () di 1)

y usando el teorema de Fubini y el Lema 6 del capitulo 5 se tendrd

< ffelle =i du ) o) = o1, ),

y como [C, (K)]™* = inf I, (1) se sigue el resultado deseado.Cl

P VW) Lema 13 Si0<s<a, B C R yC,(E) > 0 entonces esiste un subconjunto
de Borel @ C O (n, m), independiente de ¢ tal que p(Q) = 0y C,[p (E)] > 0,
Figura 7.10 para todo p € O* (n,m)\ Q.

Demostracidn: Tomemos un compacto K C F tal que C, (K) > 0. Dicho
K existe ya que C,(E) > 0y por definicién de s-capacidad C,, Afirmamos

que el conjunto
Q={p€0(n,m): C,[p(K)] =0}

tiene las propiedades requeridas. En efecto, bajo estas condiciones, por el lema
anterior tendremos que f C,{p (K ) dpp < ¢C, (K)™ < 0, lo cual solo es
posible si ¢ (@) = 0. Por otro lado como

C,[p(E)] =sup{C,(K'): K' Cp(F), K'-compacto}

y en particular con el conjunto K tomado inicialmente C,{p (K)] > 0, para
cualesquier p € O* (n,m)\ Q y p(K) C p(E), entonces C,[p(E)] > 0 para
todo p€ 0* (n,m)\ Q.00

Observemos que la condicién C, (E) > 0 implica s < dimy (£). Enun-
ciemos ahora el segundo de los resultados principales de este capitulo. Recorde-
mos que n y m son enteros tales que 0 < m < n, y « es un real tal que
0<a<sm

Teorema 14 Si E es un conjunto de Borel de IR* y dim j; (E) < a, entonces
extste un conjunto de Borel@ C O (n,m), independiente de ¢, tal que ¢ (Q) =
0 y dim g [p (E)] = dim g [E] para todo p € O* (n,m)\ Q.
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Demostracidn: Sea s; = dimy (F) — 1/4, para j = 1,2,... (ver Figura
7.11), entonces por el Corolario 7 €, (E) > 0, luego por ¢l lema anterior existe
un conjunto de Borel Q; C O* (n,m), independiente de ¢, tal que ¢ (Q;) =0
y Cy; [p (E)] > 0 para todo p € ¢* (n,m) \ Q. Definimos ahora @ = U3, @,
entonces @ satisface las propiedades deseadas. En efecto, obviamente Q en
boreliano ¢ independiente de p. Ademds ¢(Q) = 0, ya que ¢ es aditiva:
0(Q) £ ;¢ (Q;) = 0. Por iiltimo, para cualesquier p € 0* (n,m) \ Q ten-

dremos que
dim 7 [p(E)] =sup{s: C,[p(E)] > 0}

= lim {8,‘ =dimn(E)— -:-} =dill1;1(E). a

51 dimy(E)

Figura 7.11 Por ¢l Lema 3 del capitulo 5 este teorema es vilido en particular para
a=myp=1d, ..

J=400
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8. INTERSECCION CON SUBESPACIOS

En este capitulo examinaremos la interseccién de conjuntos s-dimensionales con
subespacios afines m-dimensionales de IR*, Siz € IR* y A C IR" denotaremos
por 75 (A) la a-traslacion {y € IR*: y — z € A} de A,

Lema 1 Sean F' un conjunto compacto en IR* y z € F'. Supongamos que para
todo valor de r € IR y H*-casi toda z € F, ("™ (H*|F,z,V) es una funcidn
medible no-negativa de V € G (n,m) con respecto a Y p. Sean p y g nimeros
reales positivos y supongamos ademds

(1) que para todo V € G(n,m) y H*-casi toda z € F

.‘/)Sn-m) (Ha [F, z, V) -

rt

es no-decreciente con respecto a r, y

(it)

/ ¢$n—m) (H' ]_F, z, V)d%mv =0 (7“')

ot
cuando r — 0% para H*-casi toda z € F, y donde O(r9) nos indica que
la integral es de orden r9.

Entonces

/ i ¢(n-—m)(Hl[F z, V)d’y V=0

r-0+
para H*-casi toda z € F.

Demostractdn:  De (i) existe M > 0y ko € IN tal que

:p"i’""(f!'[F z,V) —hp
/ = oV < 25 M

si k > ko, para H*-casi toda 2 € F, luego entonces

zp‘,'_':""(n F,z,V)
[ 3

'l’Yn.mV Z/ZM‘p(u..m) H? I.F) z, V)d%’mv

g
k=1 %
ya que 0 < 279 < 1 para cualesquier ¢ > 0. La igualdad anterior es conse-
cuencia del Teorema de convergencia monotona ya que para cada natural k,
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’2"‘:/»,(2':"") (II'| F,z, V) es una funcidn medible no-negativa de V con respecto

/
a Yagm. Asi

o0

/ Z BT (P B2, V) dpumV < 00
de donde
Z YT (B2, V) <
para casi todo V € G (n,m) con respecto a ynm. De aqui que
lim Ayl (He | Fy 2, V) = 0 (8.1)

para casi todo V € G (n,m).
Supongamos ahora que r es cualquier mimero real tal que 0 < r < 1,y sea
k ¢l natural para el cual 2-(+) < r < 2%, de aqui que

[2—(k+l)p] o) (Hs | Fyz, V) <[] i) (0| F, 2, V)

pt t

ademas con la hipétesis (i)

< [orw] B LILEAZ

de donde para todo V € G (n, m)

l/)Sn.—m) (H-’ I_F, z, V) <o %n—m) (H" I.F z, V)

rt - -kt !

aliora, esta desigualdad junto con (8.1) y ya que 0 < r < 27 nos lleva a que

¢$n—m) ("’s [‘F, 2, V)

lim =0
r—0+ pt
para casi todo V € G (n, m}, de donde
(n—m) (1[4
— Y (II LF,z,V) dnV = 0

r —00+

para casi toda z € F.O

Lema 2 Supongamos que E es un subconjunto de I con 0 < H* (E) < oo,
t>0yVeGmm) Sill*(Enr.(V)) =0 para toda a € R* entonces

(n—-m) )
m s (1| Bz, V)

r—+ rl

para H*-casi todaz € I,
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Demostracidn: Ya que

¢$n-—m) (H" I.E) z, V) = lim ™" (H" I.E) ({y € B(z,r) v dist (a: - V) < 5})

S0t
entonces el resultado del teorema que desesmos probar puede expresarse como

ii_n;i lim r=t6™"H*(En{y € B(z,r): dist(z~y,V)<é}) =00
F=0% 80+
para H*-casi toda = € E. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que E

es un conjunto acotado. Ademss, para simplificar la notacidn supongamos que
V € G(n,m) es de la forma

V=A(z1,22,..,2n): 21=...=Cpem =0z, € Rparai=n—-m+1,...,n}

¥y que el conjunto de puntos (z,,...,2,) € F son tales que 0 < z; < 1 para
i=1,...,n—m. Supongamos que @ > 0y x > 0 son arbitrarios, y denotemos
por Ey = Ey (o, &) el conjunto de puntos z = (z),...,2,) de E tales que

sup im r~%™"H (En{y € B(z,r): dist(z—y,V)<6}) <a (82)

r<h §—e0+
Demostraremos que H* (E,) = 0.

Ahora, como 0 < H* (E) < 00, entonces existe un conjunto cerrado Fy C E,
tal que

%II‘ () < ' (Fy). (8.3)

Sean Iy, Iy,..., I intervalos en los ejes z1,27,...,%n-m respectivamente,
entonces denotamos

SUy={{z1y...,zn): z €Ly 1=, un—m z;€ER, j=n—-m+1,...,n}
. Ahora, debe existir un punto (¢1,...,€,-m, 0,...,0) en al cubo cerrado

w={(zy. 02 0S5 <) i=h =M Zyempy =00 = 2 =0}

(8.4)
y una sucesion de cubos cerrados de la misma forma u,, r = 1,2, ... tales que
(61,--.,5"_7,;,0,...,0)6'ltf, paar=12...

fim L™ (1) = 0 (8:5)
y -1
[L(u-m) (Ur)] H* []J'1 ns (u')] 2 H (F]) (8.6)
parar=12,...

Denotemos a = (£,...,-m,0,...,0), Ahora, el conjunto Fy N7, (V) es
cerrado y acotado, y por lo tanto compactoen IR*. Por hipétesis H* [EN7, (V)] =
0 para cualesquier ¢ € IR* y V € G(n,m), y como ademds I} C F, entonces
Ht(Fynr,(V)) = 0. Porlotanto, dadoe > 0, podemos encontrar una sucesion
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finita de cubos abiertos K, j = 1,...,pen 1, (V), de forma tal que (ver Figura

TalV) 8.1)

AN (V)C LPJ K; (8.7)
§Zj|1< < (8.8)
ill Kl < (89)

y

[Kij<w, J=1,...,p (8.10)
Para cada cubo K; deuotemos por T'(K;) el producto cartesiano de K; con
los cjes z4,...,Zn-m. Yaque se tiene una cantidad finita de cubos abiertos K;
Figura 8.1 que satisfacen (8.7) y F; es cerrado, entonces de (8.5) existe un natural N, tal
que si r > N, entonces (ver Figura 8.2)

1NS(w)C U'I )08 (w). (8.11)
j=

Ahora, de (8.6) junto con (8.11)
L&) () H (F) € H*[F0 S (u,)]

{I‘lﬂ[o (K;)nS () }=f[’{0 [nT(K ﬂS(u,)]}

L
T

[FLAT(K;) 08 ()], (8.12)

/N
Ahora, para cada 7 y r, T(K;) N S () es un ‘rectdngulo’ en IR* de ‘base’
i)

b el
E J Le=m) (u,) y ‘altura’ L™ (K;). Asi, para todo z = (&y,...,2,) € Ry teneinos
N de (8.2) y (8.10) que

1 o :“:1:-:::5*-: R .sl-!%li s [EN{y € B(z,|K;|): dist(z -y, V) <8} <alK;]' (8.13)
, o

paraj =1,2,...,p.

Z;'a (v) Por otro lado, veamos que de (8.2) podemos obtener la siguiente desigualdad
Figura 8.2 N A para todo natural r = 1,2, ...
(£ ()] ™ B[RO T (K,) 05 ()] < 27" K (8.14)

j =1,2...,p. Demostraremos esta desigualdad suponiendo lo contrario. En-
tonces, supongamos que para algin natural ry la desigualdad (8.14) no se sat-
isface. Para simplificar la notacién denotaremos dicho cubo cerrado u,, como
J. Ast

(Lo ()] B[R AT () S ()] < 2 malKlL (8.05)
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Deacuerdoa(8.4)J = {(3:1,...,9:,._";,0,...,()‘) 1 0< <1, i=1,...,n—-m).
n-com;;:mentes
Abora dividamos J en 2"~™ subcubos cerrados y congruentes, es decir, sub-

cubos de la forma (Iy,...,/-,0,...,0) donde I; € {[O,-’gir, [%, 1]}, i =
1,...,n—m, Denotaremos a dichos subcubos de J como Jp, ¢ = 1,2,...,2""™,

'
As

de donde

y entonces para j = 1,...,p

EnT(K;)nS(J) =U[FlnT(Kj)nS(Jq)]

y aplicando la s-medida de Hausdorff obtendremos

nem

B [FATE)NSWD] < ¥ BIRNTEINSEN, G=1.0p

que junto con (8.15) tendremos

gn~m

Y. H'[F.nT(K;)n 8 ()] 2 2" ™a|K;|' L™ (J) (8.16)

9=l

para j = 1,...,p. Ya que cada sumando en el lado izquierdo de la anterior de-
.sigualdad es no-negativo, entonces al menos uno de dichos sumandos, digamos
q = 1, debe ser mayor o igual que

arem | K[ LO=m) (J)

m=-m

es decir

W [FNT (K;)N S ()] 2 o) Kl L™ (J),
y de acuerdo a la definicion de las J,, se tiene
LE=m) (J) = Vol=m™) (J) = 2"V ol () = 2" L™ (1),
por lo que

IR NT (K) NS ()] 2 2% K[ L™ (1), §=1,...,p.

K;

Anlogamente, dividamos J; en 2™ subcubos cerrados y congruentes, y de-
notenios por J; aquel que satisface

' [ANT(K) 0 S ()] 2 2al K L™ (), G =1,.p.
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Procediendo en esta forma obtendremos una sucesion decreciente {J,}o, de
subcubos de J tales que
ol = 27*|J] (8.17)

[L("'"‘) (J.‘)]_1 H I NT(K)NS(J)] = 2|k (8.18)

parau=12,..579=1,...,p

Ya que los K; son una cantidad finita de cubos abiertos que salisfacen
(8.7), tendremos que paracada j =1,...,pyu= l 2,... los conjuntos Fy N
T (K;)NS(J,) son compactos y por (8. lR)son RO-Vacios. Abl por (8.17) forman
una sucesién decreciente de conjuntos compactos y no—vacfos encajados, luego
entonces por propiedad de compacidad para cada 7 = I,...,p existe un punto
7y € N2 [FLNT(K;)NS(J.)] Denotemos mediante 6, la longitud de una
de las aristas del cubo J,, entonces L") (J,) = Voll»=™) (J,) = §0—.

Por otro lado, para j = 1,...,p se liene que para toda u=1,2,..

{v € B(z,|Kjl): dist(zj—y,V) <&} DT(K;)NS(J)
(ver Figura 8.3), y como E D F
En{ye B(z,|Kj|): dist(z -y, V) <8} D ANT(K;)NS(J)

que junto con (8.18) obtendremos, para cada j = 1,...,p y todau = 1,2,.

(L0 (1)) 7 B (BN {y € B (2, [Kyl) o dist (2~ 9, V) S 6.J] 2 "o K.

dist{zj-y, V)

TIK; )0 Sty

| Jf:"’Ju
; = —
> < Jy—>] | 284 Figura 8.3

Ahora, L(*=m) (J,) = §0=™) y como la desigualdad anterior es valida para
toda u, entonces

lm &P H*[EN{y € B(z,|K,)): dist(z —1y,V) <&} 2 2 ™a|K,},
(8.19)
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paraj = 1,...p. Ahora, para cualquier 0 < § < §,, existe un natural u tal que
8, < § < 26, debido a (8.17), Ast, de 6, < § se liene que

{y € B(z;,|Kj]): dist(z; -y, V) £ 6} D{ye B(Zj»IKjl) vdist (27 -, V)< 6u}»
y de 1/, < 2/6 junto con (8.19)

lim 26" H'[EN{y € B(z,|Kjl): dist (2 -y, V) < 6}] = 2" ™| K;|",

§—0+

paraj=1,...,p, o bien

lim 6™ "H*(En{y € B(z,|K;l): dist(z ~y,V) <8} 2e|Kyl', i=1,...,p,

S0+

~ pero ésto contradice (8.13) ya que z; € F| paratlodaj =1,...,p. Porlo tanto
(8.14) es verdadero, que junto con (8.9)

P

SR AT (K508 (1)] € 2"l () 31K

i=1

< 2 L) (y, ) e,

Ademds, L™ (u,) > 0 por lo que usando (8.12) se tiene H* (F\) < 2" "™«e,
lo cual es vilido para todo ¢ > 0, de aqui que H* (F}) = 0y entonces de (8.3)
H*(E,) = 0. Por lo tanto de (8.2), para H*-casi todo z € E

sup i r~t6™"H' (En{y € B(z,r): dist(z—y,V) <8} 20,

[ L

y comow > 0y & > 0 se tomaron arbitrarios el lema queda demostrado.O

Lema 3 Si0<u<s, EC R y H* (E) < oo, entonces

lm v / llz —yl|™" dH'y < g2
r—s(+ s§—u
BnB(zr)

- para H*-casi toda z € IR",

Demostracidn: Sea z € R* y r > 0. Como H*(ENB(z,r)) < 00y
0 < ||z - yl| < r para cualesquier y € EN B(z, r), entonces aplicando el Lema
5 del capitulo 5

llz = yl|™ dH*y = fp‘“dﬂ’ {y€ EnB(z,p): llz -yl €0}
BnB(x,y) 0

= [ oAl {En B (z, p)}
0
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e integrando por partes, con

@=pt df =dIl" {lFn B(z,p)}
da = ~up™Vdllp  f=I"{ENB(zp)}

de la dltima integral tendremos
= [p"‘H' {ENB(z, p)}];=0 +u j p tH{EN B (z,p)}dL'p
0
=rH' {ENB(z,r)} - pl_if(])l+ p*H* {ENB(z,p0)}+
+1sz‘““1H’ (En B(z,p))dL'p
y usando propiedades de :lcnsidad, Corolario 6 del capitulo 6,
<rH{ENB(e,r)} + u/'p‘“"ll[’ {EN B (z,p)}dLp.
0

Mediante esta desigualdad y tomando r > 0 arbitraio tendremos

ru-? / lz —y||™ dH*y
EnA(z,r)

<rH'{ENB(z,r)} +ur*" /p'“'"H’ {ENnB(z,p)}dL}p
0
y nuevamente por el Corolario 6 del capitulo 6

r
<2 4yt / o1 (20)' dL'p,  para H'-casitoda z € B,
0

=9 +uru-s2a/ps—u-ldLlp
0
yyaque s —u—1%# ~1

s—u \T" u—g1)9 .
= 99 4 ypteie ( P ) =9 4 urt=g (r:-u) =9 S , |
s$—Uu §—-1u §—u

p=0

Lema 4 Si E es un subconjunto H*-medible de IR*, 0 < H*(F) < oo, en-
tonces
dimg[Enm (V)] 2s+m=-n

para H* X Ay pm-casi toda (z,V) € E x G (n,m).
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Demostracidn: Es suficiente demostrar el teorema para un subconjunto
compacto arbitrario F' de E, y naturalmente para s+m—-n> 0. Sea0 <t <
s +m — n. Denotemos

f e, V) =T vty (1| F2, V]

para (z, V) € IR* x G (n,m). Entonces si las condiciones (i) y (i) del Lema 1
las satisface esta funcién f tendremos que

/f(za V) d'Yn,mV =0 (8.20)
F

para H*-casi toda z € F. Veamos entonces que dichas condiciones efectiva-
wente f las satisface. Del Lema 9 del capitulo 5

[orm e VidnaY <b [ =yl dy
F . FnB(z,r)
y como § > n — m usando lema anterior para r > 0 arbitrario tendremos que
blsrs+m—n
Ts+m-—-n

para H*-casi toda = € IR™. Por jo tanto

n=m ] ! opdtm—n—~t
f‘/)' [H I_F$ m’V]d'Yn,mV < b 8r

¢ =
r st+tm—-n
F

lo cual nos dice que la integral de la {zquierda es del orden de r9, con ¢ =
s+m=—n~—t>0 Ademds como

'/’E"—m) (H'|F, 2, V] = limsro6™ " {y € B(z,r): dist(z~y, V) < 8}

entonces Y™ es no decreciente con respecto a r, y si tomamos ademds un
real positivo p > ¢ entonces r»~* también es no decreciente con respecto a r.
Ast las condiciones (i) y (i) del Lema 1 se satisfacen por lo que efectivamente
la igualdad (8.20) se satisface.

Por los resultados del capitulo 5, (comentario antes del Lema 8), sabemos
que Y= [H*|F, z,V] es una funcién Borel medible en R* x R" x G (n, m).
Entonces por el teorema de Fubini y como H* (F) < o0

//f(z,V)dH’md'n.,,nV = fff(%v)d’)’mmvdﬂ,“ =0. (8.21)
: F

Apliquemos ahora el Lema 2 de este capitulo al conjunto
By={seF: H'{Fnr (V)]=0}

INTERSECCION CON SUBESPACIOS 93



Figura 8.4

94

para V € G(n,m), entonces [ (z, V) = co para H*-casi toda = € Ey. De aqui
que por (8.21), H* (Ey) = 0 para 7y, ,,-casi todo V € G (n,m). Ahora el con-
junto {(z,V): z € Ev} es H' X ~yum-medible (ver Teorema 6.1 del Mattila),
y por el Teorema de Fubini (H* X v,,) {(z,V): 2 € Ev} = 0. Porlo tanto
HH{FOr (V)] > 0para (H* X v m)-casi todo (2, V) € F x G (n,m). Y como
ésto es vilido para cualesquier ¢ tal que 0 <t < 34 m — n, entonces

dmg[Fnr(V)]2s+m-n
para (H* X ~,m)-casi todo (z,V) € F x G (n,m).0
Lema 5 Supongamos quer >0ys >0, 2 € R*, EC R" y H*(E) < co.
Sis>n—m,
[ BB\ B, NN 7 (V) dgam < ™ B (B Bz, )]

donde ¢ es una constante que solamente depende de n, m y s.

Sis<n—m,

(E\ B(z,r)]nn(V)=9
pare Yo m-cass todo V € G (n, m). .

Demostracidn: De acuerdo a la definicidn de la medida esférica s-dimensional
5. dado cualesquier entero positivo k existe una famikia de bolas cerradas en
H

R, {Byi}2 ) tal que

E\B(s,r) C ) BosC R*\ B (=:3) (8.22)

i=l
(ver Figura 8.4), y

D 1]

ilBk,il’ < S'[E\ B(z,7)] +%
=1

pero ya que S* < 2*[1*, dicha desigualdad se puede expresar como

S 27 | Byl < H* [E\ Bz, )] + % (8.23)
=1

ademads las bolas pueden escogerse tal que
By < '/15 (8.24)
Ahora, sea By; una de estas bolas con centro en un punto w € IR*, entonces
W {V €G(n,m): Bysnr (V) # 8}
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= Toym {V €G(n,m): dist(w—z2,V)< '_%"_"_I}

(ver Figura 8.5), lo cual se obtiene al trasladar simplemente el origen de coor-
denadas al punto z, ademds

< Yo AV € G(nym) ¢ dist (w—2, V) < | By}

y usando el Lema 4 del capitulo 5, existe una constante c; que depende de n y
m, y tal que
Sy |Brl" ™™ jw — 2™,

T BaN 5w
+ |Bk,l| 12

Figura 8.5

[
L ol

Alora, como toda By; C IR*\ B (:c, a-) entonces |jw — z|| > & de donde
|lw = g||™™" < 2"~™r™-" ya que n > m, por lo que se sigue

< ey | Byt 2 e, (8.25)

Ahora, si s > n — m, entonces |By; N7 (V)'*™™ < |Bii|'t™™, y con-

siderando el didmetro |#| = 0 tendremos que

[ 1B (V)" dy ¥

< |Bigl ™™ [ dtum {V € Gy m): BN (V) # 8}
y por (8.25)
S |Bk"_|:+m-n ¢s lBk.iI"-m gn-Mem=n .. s lBk.il‘ gi—pim—t (8.26)

Ademis, el integrando no-negativo |By; N 75 (V)|"*™ ™" es continuo con re-

specto a V y por lo tanto medible con respecto a 4, ;. Entonces, sumando
sobre 1 = 1,2,... y empleando el lema de Fatou

[ Y 1B )P dpn? = [ lim 3 |Begnrs (V) dumV
=9 =1 '

koo =y

<lm [ Y |Buinirs (V)" dyunV
=00 Y (=]
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y por el teorema de convergencia mondtona, (8.26) y (8.23)

S_m Z/l&mﬂ Tx )Il+m"" d'y,, wmV < |lm chlBhls gn=m m-n

--vm =1

Semmrn lim 2 {H* B\ B (o) +

k—rco
= 2" "™ HY (B B(z,7)] (8.27)
Ahora, por (8.22) y de acuerdo a la definicién de la medida de Hausdorff

o= {(B\ Bz, )l N (V)} S im - B (V)

=1

Y como [* f (u) < [* g (u) st f(u) £ g (u) c.d.q. entonces esta Gltima desigual-
dad junto con (8.27) nos dard

/ " rmen (B B (2, r)] 0 1 (V)} dyam (V)

<[ Jim 5 1By 172 (V)™ eV

koo =y
< e 2™ 4 (B \ B (2, r)] = c(nymys)r™ " H! [E\ B (z,r)]

con lo cual queda demostrada la primer afirmacion.
Demostremos ahora el caso en que s < n — m. De acuerdo a (8.22), para
k=1,2...

Yo {V € G(nym): [E\ B(z,r)]N7: (V) # 8}

gfyn'm{VEGn,m UBk,,ﬂT, )#0}

=1

< i%'m {VeG(nm): Beinr(V)#8}
1=l

y por (8.25)

o0 ,
-<_ Z Cs |Bk"_|u-m an-mrm—n s 2n—m - Z lBk lln-‘m

=l i=)
w .
= c;;‘l"""r""'" Z |Bk"_|a |Bk'i|u—m—s
izl

y usando (8.24) con n — m — s > 0 tendremos
IL~1n 1= 1 T & L)
< 2ty - Y | Bial
k i=l
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n—m-—a
< eg2t e (%) 2 [H" (E\ B(z,r)) + %
de acuerdo a (8.23), y haciendo tender & a infinito tendremos que si s < n~m
entonces
l n—-m-—s
&) —o

de donde [E'\ B(z,r)] N7 (V) = @ para +, m-casi todo V € G (n,m).0

Veamos ahora un importante caso particular de este teorema. Asimismo
aplicaremos dicho teorema para determinar cuando es posible obtener la de-
sigualdad opuesta en el Lema 4.

Teorema 8 Sis<n—m,z € R, EC IR y H* (E) < oo entonces,
B\ {=}]n7. (V) =0
para Yom-casi todo V € G (n,m).

Teorema 7 Si s > n—m y E es un conjunto de Borel en IR* tal que 0 <
H* (E) < o0, entonces

dmyg[ENr(V)|=s+m-n

¥
A= [En, (V)] < o0

para H* X 4, m-casi todo (z,V) € E x G(n,m).

Demostracién: Sean z € IR* y 0 < § < r. Sea § = py,02,,..,ps = 1
una particién en subintervalos iguales del intervalo [6,7]. Ahora, aplicando el
Teorema 5 parael conjunto ENB (2, pi41), obtendremos, ya que ENB (z, piy1)N
B(z,pi) = EnB(z,p) y M\ B(z,p:) = M\ [M N B(z, 0:)), que

[ B (B 0B e )] \E N B e sl N7 (V)} eV

< o1 {{E N Bz, pis)] \ [EN B (2, 5]}

parai=1,2,...,k— 1. Tomando la sumatoria finita parai = 1,...,k—1en
ainbos lados de esta desigualdad obtendremnos

[ = (B B, a1\ B B (e, ) 17 (V) Y

i=]

<eS @B (B0 B e, pis ]\ B0 B s, )

ycomopy=8yps=r

[ B (B0 BN B0 B )07 ()} dnV
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k=1 .
S (B0 Ble, )]\ (51 B e

Si hacemos ahora tender k — oo, el lado derecho de la anterior desigualdad
resulta ser una integral de Riemann-Stieltjes, es decir

[ E N BN B0 B @) 0 (V) dnV

< / pm Al {E N B (z,p)}. (8.28)

p=6

Integrando el lado derecho por partes mediante

u = pmn dv =dil* {EN B(z,p)}
du = (m —n) pm~"1dllp v=H"{ENB(z,p)}
obtendremos

/ ol {En B (z, p)}

p=8

=" " H {EN B (z,p)},z5 — (m - n) f pm " H{EN B (z,p)}dblp

p=b

= "= (BN B(z,r)} - 6™ H {ENB(z,6)}+

+(a=m) [t HH{EN B (w,p)}dlp

p=6
y como § >0

<t B BN Bz} + (n=m) [ o7 (BN Bz, o)} dbp

p=4

que junto con (8.28)

[ B (20 B (5, I\ E N B (s, ) 17 (V) iV

< crm B BN B (7))} +cln—-m) f P H{EN B (2, p)}dL'p.

p=6

Elintegrando del lado izquierdo de esta desigualdad es una funcién no-creciente
de §, por lo que al hacer tender § — 0 en ambos lados de la desigualdad

[ i (B B, s (V)} dvamV
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< o™= H (BN B(z,r)} +eln~m) [ B {EN B (s, p)} L.
0
(8.29)

Ahora, E N7, (V) puede expresarse como una unién disjunta, de la forma
Enr,(V)={£\ B(z,r)]nr(V)}U{[F N B(z,r)]N 7, (V)}, de donde por
aditividad de la medida

[ B B A7 (V)] dynV =

= / "HAmn (BN B (2, 1) 0 7 (V)} dem V +

+ [ B (B B(e,r) N7 (V) dyV
aplicando el Lema 5 junto con (8.29) tendremos que
<crmHY B\ B(z,r)] +cr™ " H [EN B (z,r)] +
te(n—m) [ H (B0 B s, p)]dLp
4]
<(d+c)r™H (E) +c(n—m) fp""'““IH’ [E N B(z,p)ldLp

0
para cualesquier z € R" y r > 0, o bien

)}dLlp

=(d+¢)r™ "0 (E) +c(n— m)/P”m—"—lH {Enp‘B(m,p
0

y por propiedades de densidad, pues 0 < H* (E) < oo, tendremos que
pH' [ENB(z,p)] <2

para H-casi toda z € B} y como s +m —n —1 > -1 de la iiltima expresién
tendremos

<(+c)r™"H (E) +¢(n—m)2 fp”'"‘""‘dL‘p
0

e Y i ¥
= (' +¢)r™ " H* (E) +c(n - m) 2 (s+7n"")p=o

s+m—n
= (' +c)r™"H* (E) + ¢(n ~m)2* (...f_.__..)

s4+m-n

y como 0 < H* (E) < oo esta (ltima espresiom es finita para cualesquier r > 0,
en particular por ejemplo para r = 1. Asi para H*-casi toda z € E

/' H4™ (B A7, (V)} dpomV < 00
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por lo que

Vo,m {V €G(n,m): M {Enr (V)}= oo} =0

para H'-casi toda z € E. De aqui que para II* X v, ,-casi todo (2, V) € E X
G (n,m) tengamos que H*+™" {EN,(V)} < 0o, de donde para H* X 4, -
casi todo (z,V) € E x G (n,m)

dimg[Enr,(V)]<s+m-n

que junto con el Lema 4 se obtiiene la igualdad deseada.O

Cabe hacer la observacién que la validez o falsedad de este teorema per-
manece abierta para el caso s =n —m,
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9. PRODUCTO CARTESIANO

Una forma de obtener fractales ‘nuevos’ a partir de unos ya dados es mediante
su producto cartesiano. Usando la definicion clisica de dimensién se sabe que
para conjuntos I/ y F tales como curvas ‘suaves’, superficies o variedades k-
dimensionales dim (E x F) = dim(E) + dim (F). Sin embasgo dicha igualda
deja de ser vilida para el caso de la dimensién de Hausdorff. Sin embargo,
vercmos que en algunos casos particulares podemos obtener dicha igualdad,

.a medida de malla o de red, se usa frecuentemente junto a la medida de
Hausdorfl para obtener algunas propicdades referentes a esta dltima de una
mauera mas sencilla, ya que como veremos ambas medidas son ‘comparables’,
En este capitulo la utilizaremos para demostrar que todo conjunto £ C IR" de
Borel tal que H* (E) = oo conticne un subconjunto compacto cuya s-medida de
Hausdorff es finita y positiva. Asimismo la utilizaremos para obtener algunos
resultados referentes a la medida de Hausdorff del producto cartesiano entre
dos conjuntos,

En el capitulo 4 introducimos la medida de malla o de red. Veamos ahora
la relacién que guarda con la medida de HausdorfT,

Teorema 1 FEzisten constantes b, que dependen solamente de n, tal que para
todo ¥ C IR®

H} (E) < M} (E) < b, H; (E) (9.1)
360< 8 <1,y ademds

I (E) < M*(E) < b H' (E). (9.2)

Demostracion: Sea 0 < § < 1. Ya que la medida de Hausdorff se toma
sobre una clase mayor de cubicrtas Hi (E) < M} (L), que es la primer de-
sigualdad de (9.1). Ahora si U es cualquier conjunto con 0 < |U| < §, sea £ el
entero positivo tal que

2-k=t < |U] < 27F (9.3)

y sea S un cubo binario de lado 2=* que intersccte a U. Ahora, si consideramos
a S junto con sus cubos binarios vecinos, entonces U estard contenido en una
coleccién de 3" cubos binarios de lado 2-% y didmetro 2-%/n. Subdividiendo
cada uno de estos cubos en 2% cubos binarios mds pequeiios, U esta contenido
en b, = 3"2* cubos binarios de didmetro

217k m2~r < 2|U| /n2
por (9.3), y como /n < 2*~! para todo natural n entonces
<l <6, (04)
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Ahora, sea {U;} una §- (nbmrln de I3 con Colljlllll()ﬂ arbitrarios, Para cada
t tendremos que U; C _1 b.,, donde {S._,} es una coleccion de b, cubos
binarios de dmmctro a lo mas |3, es decir, de acuerdo a (9.4) |S;| < |Ui| £ 6.
Ast, B C U2, U, S y ademds

SIS0 < 3 S —anlUl ,

1] y=) 1=t =l
por lo que al tomar el nfimum sobre todas las §-cubicrtas {U;} de E

.(IJ bn

E) <inf )" |Syl* < b, (E)

i=) y=1
lo cual demuestra (9.1). Haciendo 8§ — 0 obténemos (9.2).0

. . /,
Veamos dos lemas que requeriremos posterioriente en este capitulo.

Lema 2 See {E;} una sucesidn decreciente de subconjuntos compactos de IR™.
Entonces, pare cualesquier 6 > 0

2l (hm E, ) > lim H(E;). (9.5)
Jeo )
Demostracidn: Tenemos que By D Ey D --.. Sea {U;} una b-cubieria

arbitraria de lim;_,., F;. Para cada 7, sea V; un conjunto abierto conteniendo
a U; tal que |Vi| < 2|Ui, el cual existe por ser H} regular. Denotemos por V
al conjunto abierto {J; V.. Afirmamos que E; C V para anlin entero positivo
J. Supongamos lo contrano, entonces { £; \ V} ¢s una sucesion decreciente de
conjuntos compactos no—vauos, la cual, por propiedad de compacidad tiene un
con_|unto limite no-vacio (lim;.., £;)\V, lo cual contradice que V 3 lim;..., E;.
Asi, existe un entero j tal que E; C {2, K, es decir, {J; V; es una 26- cublerta
de E; por lo que H3;(E;) < 2‘_‘ [Vi{*. Asi, por todo ésto

23 NUL 2 Vil 2 Hig(Fy) > Jim Hy(Ey)
i=1 i=1 e

la dltima desigualdad ya que { £;} es decreciente. El resultado se sigue ya que
la 6-cubierta {U;} de linj_, I7; se tomd arbitrariamente.0

Por el Teorema 9, capitulo 2, de la continuidad de una medida sabemos
que si {E;} es cualquier sucesion creciente de subconjuntos en IR™ entonces
lim o M* () = M (lim,_o, F;). Sin embargo, éste resultado no es valido
para M}, ya que ésta medida no es regular (ver Lema 12, capitulo 2), aunque
tenemos el siguiente caso particular:

Lema 3 Sea {E;} una sucesion creciente de subconguntos en IR™ y supongumos
gque cada E; es una unidn finita de cubos binarios. Entonces

M; (lun E; ) = lm M} (E;).

Json ]-—000
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Demostracign: Denotemos E = lim; E; = U;E;.  Ya que Mj(E;) <
M; (E) para toda j, es suficiente demostrar que M} (E) < lim; M§ (E;) para
el caso en que lim; Mj (E;) < oo, Como E; es una unién finita de cubos
binarios, el infimum al tomar M§ (E;) se alcanza por alguna coleccién finita
disjunta de cubos binarios, ésto por la propiedad de red que tienen los cubos
binarios. Supongamos que para cada j, S; es dicha é-cubicrta finita de Fj,

luego cntonces

Y 10l = Mi (E;). (9.6)

CESy
Supongamos ademds, también para cada j, que no existe otra d-cubierta de
E; que satisfaga (9.6) y que tenga una menor cantidad de cubos binarios a la
de S;. (#)Afirmamos que si S € S; entonces existe T' € Sj4, tal que S C T\
En efecto, si S € S;, entonces S debe contener un punto de E;. Este punto
también estard en Ly, y ast en algin T' € Sj41. Por la propiedad de red se
tendrd que o S C T o bien T C S. Con la primer contencién estaria probada la
afirmacién, luego supongamos que T' es un subconjunto propio de S, entonces
podremos hacer cualquiera de los dos casos siguientes: (a) reemplazar S por
los cubos de ;41 que estdn contenidos en S para reducir Toeg, |C)’ y ademds
tendriamos que S C T o bien, (b) reemplazar los cubos de S;;) que estan
contenidos en S por el mismo cubo simple S, y as{ S = T, para reducir, ya sea
Tces;y, [C]' —en el caso de que existan traslapes en Sj+1—, o bien reducir
el nimero de términos en esta suma —y que tengan las propiedades como en
(9.6)—. Esto prueba la afirmacién ().

Sea {Cy, Ca, ...} el conjunto de cubos binarios que se obticuen de |32, S; al
excluir cualquier cubo contenido en algiin otro cubo de la coleccion, de donde
dichos conjuntos serdn disjuntos dos a dos. Entonces F; C 52, C; para toda
J,y como E = U; E; entonces E C |2, C;, y asi por definicién de M}

M (E) < TG (0.7)
i=1
Pero para cada cubo C;, C; pertenece a S; para j suficientemente grande,
de acuerdo a (§). Asi, dado k, podemos encontrar j (k) lal que los cubos
C1,Cy,.. ., Ck estén todos en Sjky. Usando (9.7) y (9.6) oblendremos que
Mi(E) < tim SIGI < Jim Y (O = lim Mj (Ej) < lim M} ()
k—co =1 k=0 CeSin) k—oo oo

y el lema queda demostrado.O

9.1 Subconjuntos de medida finita

En los teoremas siguientes veremos que existen una gran variedad de s-conjuntos.
De hecho veremos que dado cualquier conjunto de Borel con H* (E) > 0 pode-
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™

mos encontrar un subconjunto compacto F de E tal que 0 < H* (F') < co.
Teorema 4 Sea I un subconjunto cerrado de IR™ con H* (E) = co.

(1) Sea ¢ > 0, entonces existe un subconjunio compacto F de E tal que

H(F)=¢
(it) Eziste un subconjunto compacto F de F tal que H* (F) >0y
H [B(w,r)ﬂ]"] < br?, z€RY r<|
pera alguna constante b,

Demostracidn: (i) Sea ¢ > 0. Supongamos que E es cerrado y acotado en
"y H* (E) = co. Del Teorema 1 M*(E) = co por lo que existe un entero
mg tal que

$-moys (E) 2 ch, (9.8)

siendo b, la constante del Teorema 1.

Definiremos inductivamente una sucesion decreciente { £}, de subcon-
juntos cerrados de E: sea F,,, = E. Para k > my, definiremos Fy4; mediante
su interseccién con cada cubo binario de didmetro 27%/n, y por lo tanto de
lado 27, Sea I cualesquier cubo binario de didmetro 2-%\/r, entonces (ver
Figura 9.1): Caso (a): si

Mj-om BN [ S 2700l = 1! (9.9)

C' E ii 9 definimos Eyxy1 NI = E, N T entonces
Mgz (B N 1] = My 5 (BN T

s k+ . ) ) .
—P.———-l"Z‘ l ya que al considerar MJ_, Ji o realidad los Wnicos cubos binarios de mds

Figura 9.1
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que estamos considerando para cubrir a £ N [, y que no se consideran en
M, /5 8 Ginicamente 1/ mismo. De aqui que si M, sy sz < H|* entonces
M3z = Mj iy sz Y8 que la tinica cubierta de mds de M3, - nos da un
valor mayor a cualesquiera de los de Mé'—ml)\/,:- Y si M;_(m,ﬁ = |{]" entonces
como la cubierta formada dnicamente por 1 cstd en M;_, Sy igual a |1]'

volverian a ser iguales. Por esto y (9.9)
MiengsBion N 1] = Mim s [Ben ) S 2740 =1, (0.10)

Caso (b): Si
M‘;-(Hl)\/v_n[E" ni] > 27kl = H|* (9.11)

entonces definimos Ey4q N T que sea un subconjunto compacto de £, N 1 tal
que

My g [Braa N 1] = 27001 (9.12)
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Dicho compacto existe ya que M1, ﬁ[EkH N 10 A] donde
A= {(~00,00) X +++ X (—00,00) X (—00,u]} C IR"

es continua con respecto a u. Ahora como Mj_41) sz [Ek 17} > |1|* entonces al
considerar M;._, ., la inica cubierta minima no considerada en M; iy 7 €8
{1} la constituida l’lnlcamellte por I. Y como gy 1S)° = |1}, por (9.11) ésta
serd la cubierta minima tal que My, ~[Exn 1] = |I| = 2-knsl?, Entonces
por (9.12)

M.;..(Hl)\/';{Ekq.l n I] = M;-;W{E}; n 1] = Qskyl?, (9‘13)

Asi, para ambos casos (a) y (b) la desigualdad (9.10) es vélida. Como F es
acotado podemos tomnar la suma gobre todos los cubos binarios I de didmetro
2-%\/n y ya que cualquier cubo binario que se utilice en alguna de las cubiertas
para calcular M;_, v Y Moo /R debe estar en uno de los cubos binarios [

de didmetro 2-*\/n, tendremos que (9.13) implica
Mg_(m)ﬁ[EkH] = M} sz [EBy] para k > my.
Iterando obtendremos
Mios sz (B = M3-my gz [Bme]  para k2 ma. (9.14)

Sea I un cubo binario de didmetro 2-*\/n. Si mg < k < r entonces por la
construccién de {E;}, E, C Ek41, por lo que usando la monotonia de M y
aplicando (9.10)

M';-(Ml)\/,T{Er nlj< ME-(MI)‘/,:[Ek-{-l nil< 2 kpel2, (9.15)

Hagamos el andlisis siguiente: al calcular M;.. 4(E] se utilizan cubiertas
constituidas por cubos binarios de didmetro a lo mds 2-*\/n. En particular,
cuando se utiliza un cubo binario I de didmetro exactamente 27%\/n, ya que M}
se evalia sobre cubos binarios, tendremos que M}, - [E, N1} < M}, 2{I] =
[1]". Pero por (9.15) My o, 5 [E 0] £ |I}°. Ahora la dnica cubierta de
E, I con cubos binarios de didmetro 2-*/7, es la constituida dnicamente por
el cubo binario I precisamente. Entonces de estas dos dltimas desigualdades
vemos que al evaluar M., ~-[E, N 1] no es necesario considerar la cubierta {I}.
Porlo tantoal calcular M;_, -[E:] cualquier cubo binario I de dimetro 27k /n

pude reemplazarse por cubos binarios de didmetros de a lo mds 2-(-+1)\/n sin
incrementar el valor del infimum. Por lo tanto

My gy i (Br] = My (Bl paramo k<.

Iterando esta expresion para k = mg,...,r — 1 se tendrd que M;_n, \/E[E'] =
o= M., £[E], y usando (9.14)
M;- o ji[Er] = M3emg gz [Ena]  parar 2 mo. (9.16)
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Ademds por construccién { By }o

sSmo
t08 110-vacios, pues se construyeron a partir de E que satisface (9.8). Asimismo
de los casos (a) y (b) analizados anteriormente los [ resultan ser cerrados.

Sea F el compacto I = (§2,,, Lx. Entonces del Teorema 1y la expresion
(9.14)

es una sucesion decreciente de subconjun-

H(F)< M (F) = klim M. s (F)
yaque M* =lhims oM}, ycomo By D 8, DD F
SkﬁTlI;) M';"’ﬁ [Ek] = M‘:‘l""‘ﬂ\/ﬁ[lgmol < 00, (9.17)

Por otro lado, por definicion de H*
2H (F) 2 2 Hirtmpsn o (F) = 2 Hietmprnr s ( i Ek)
y usando el Lema 2, asi como el Teorema 1
Zkli_g Hmy e (Ex) 2 b7 kli-l]cla M;-mq s (Ei]
y por (9.16)
= by! Bm Myomy g [Bmo] = b7 M3y g5 [Bimo] 2 2°c

esta ltima desigualdad por (9.8) y ya que Ey,, = . Este resultado junto con
(9.17) nos da ¢ < H*(F) < 00, 8 H*(F) > ¢ entonces un conjunto de la

forma FN{(-00,00) X +++ X (—00,00) X [u,00)  tendrd medida exactamente

[ J

(n—ls-rveces
¢, usando la continuidad por arriba y por abajo de H*,
(i) Con una pequeiia variante al inciso (i) demostraremos (ii). Sea J un
cubo binario cerrado de didmetro 27"\/n donde r > mg, y myo se define como
en el inciso (i), (ver Figura 9.2). Sumemos nuevamente (9.10) sobre todos

' -m _+ los subcubos binarios I de diametro 2-*\/n y que descansan en J (k > r), y
2 [ ]

continuaimos como en el inciso anterior para obtener, en lugar de (9.14),
J M';"ﬁ(Ek n J) = M‘;-"‘o (7} (E'no n J)) k 2 r 2 mO

y ast obtener, en lugar de (9.17)

gt ,‘ , H (FNJ) € Mier (B0 J) € My s (9) < [

y donde F = gL, Ei. Ahora, cualquier cubo cerrado Jo puede ser cubierto

, . . ., , ¢

Figura 9.2 por, a lo mds, n+ 1 cubos binarios consecutivos de didmetro a lo mds | Jo|. Asi,
para cualesquier bola cerrada de radio r < 1 se tendrd que B(z,r) C UR, J;

,donde |Ji] £ r £ 1, por lo que

q0 q0 0
H*[B (z,r)N F) < 1 [U Jin 1"] <SS H(FAL) <Y <br @
=1

i=l i i=l
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Diremos que un conjunto es o-finito si se puede expresar como la unién
numerable de conjuntos de //*-medida finita, Observemos que un conjunto que
no sea o-finito tiene H°-medida infinita.

Lema 5;
Sea E C IR* un un conjunto de Suslin. Si E no es o-finito entonces existe
un subconjunto cerrado F C E tal que H* (F) = 00,

Demostracidn: Podemos suponer que E es acotado, y por hipdtesis no es
o-finito. Ademds es suficiente probar el teorema parala medida M*. Definamos
un sistema {A.-l;,...g,} de cubos binarios cerrados tal que

Aivijijg C A para j = 1,2,... (9.18)

y tal que
E = U [Ag, N Ay, NN Ay ﬂ] (9.19)
TR TS
donde la union se extiende sobre todas las sucesiones infinitas de enteros posi-
tivos 13, 13,...,1;,.... Dichos conjuntos existen ya que E es Suslin.

Sea m) un entero positivo tal que Mi_.., (E) > 1. Dicho entero existe ya
que M* (E) = oo. Definimos

N, = U [Ail N A, N ] (9'20)

483000

extendiendo la unién sobre todas las sucesiones {i;,13,...} de enteros tales
que 1 < i) < r. Entonces {N,}, es una sucesidén creciente de conjuntos y
E =U%,N,. Escojamos un entero ry sificientemente grande de manera que:

(i) M)-, (N:)) > 1, dicho entero r; existe por el Lema 3; y ademds tal que

(i) Ny, no sea o-finito.

Entonces por (i) M* (N,,) = limpm, oo Mj_, (Ny,) = 00. Luego podemos
encontrar un entero m; > m, tal que M!_,,, (N,,) > 2. Denotemos por N,,,
la union (9.19) extendida sobre todas las sucesiones 1), i3, .. para la cual 1 <
ty 1, 1 <43 <r. Entonces {N,,,};2, s una sucesion creciente de conjuntos
y Ny, = U2, N;,,. Elijamos un entero r; suficientemente grande de manera
que;

(1) Miom (Neirs) > 1
(1) Mj_m, (Nyir;) > 2, dicha r; existe nuevamente por el Lema 3; y ademds
(i) Ny, noes o-finito,
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Continuando cn esta forma obtendremos dos sucesiones de enteros m; <
tmy <oy r,rg, .. tales que para cada j tengamnos

Mion, (Nopour,) > v (9.21)

parav =1,2,...,4, y donde ademds N,,...; no es o-finito.
Definamos para j = 1,2,...

Fj = U [Ail NA, NN A“"""f]

l_<_i.,5ry

I = ﬂ F;.
i
Observemos que Ay N Ay, N+ N Ajipi; = Aiggyei; por (9.18). Ast, por
ejemplo
' Fi =Ugier Ay = AAUA U UA,,

F2 = Ulgi;.SruAl'l n Ailu = Ul_(_ius_ruAili;

CA CAz Cap

A

=AU UAp, UAy U U Ay U UA U Udn,

4 / . . .
de aqui que F, D F, y asi sucesivamente, es decir {F;} es una sucesién decre-
ciente. Ademnds cada F, es cerrado, ya que son la unidu finita de cubos binarios
14 ’ Y
cerrados, de aqui que ademds sean acotados, También N,,,..; C F; y porlo
tanto de (9.21)

Mim, (F) > v

para toda v y 5. De esta desigualdad, y aplicando el Lema 2 a {F;}, que es
una sucesién decreciente de compactos tendremos

Hinys (F) 227" i Hiom, (F) 2 2707 i M3m, (F})

—apel B v
> 27%%; Jl_l_.rg (v)= B

para toda v. De aqui que H* (F) = oo.

Ademds F C E. En efecto, supongamos lo contrario, entonces existe ¢ €
I tal que z ¢ E. Pero si z ¢ E entonces existe 1 tal que & € Aj,.i, ¥
¢ ¢ Aijisipy (Véase la igualdad (9.19)) Tomando en cuenta ésto, y por la
forma en que se definieron los F; existira un cutero ry tal que, iy = ry, es decir
z € Aij.r, pero ¢ ¢ Ajj.iyeyy,, lo cual implica que z ¢ Fryy y ésto contradice
que z € . Por dltimo, comno F es cerrado el teorema queda demostrado.O

Corolario 6 Sea E C IR* un conjunto de Suslin tal que H* (E) = co. Fn-

tonces existe un subconjunto cerrado de E de medida finita arbitrariamente
grande.

PRODUCTO CARTESIANO



Demostracidn: Si E es o-finito entonces B = UGy, donde H* (G;) <
co Vi. Y como H*(F) = oo, entonces dado cualesquier natural v existe
un natural £, tal que v < H* (Uf‘;lG;) < Tk G < 00 Y como H* es
regular existe (ver capitulo 2) un conjunto cerrado F, C U G; y tal que
i (Uf‘;lG;) < H*(F,) + ¢, que junto con la desigualdad anterior implica
H*(F,) 2 v, y se demuestra el corolario. Por otro lado, si E 1o es o-finito

entonces por e lema anterior existe un sybconiunto cerrado de F con H*-
medida infinita, y por el Teorema 4 quedana demostrado el Corolario.0

Combinando este Corolario con el Teorema 4 obtendremos el signiente
resultado importante,

Teorema 7 Sea E C IR™ un conjunto de Suslin tal que H* (E) = 00, Entonces

dado cualesquier constante ¢ > 0 existe un subconjunto compacto F de E tal
que H* (F) = c.

9.2 Producto Cartesiano de conjuntos

Necesitaremos primeramente el siguiente lema.

Lema 8 Sean A C R arbitrario, {I;} una §-cubierte numerable de cubos
binarios de A, y {a;} una sucesidn de nimeros positivos. Supongamos que ¢
es una constante tal que

Y a>c (9.22)
{s: z€5;}
para toda ¢ € A, Entonces
S a* 2 M (4). (9.23)

Demostracidn: Supongamos primeramente que las colecciones {1;} y {ai}
son finitas. Por la densidad de los racionales podemos encontrar para cada 1,
un racional 0 < af < g;, tal que Ty .¢p;) af > ¢ para toda z € A. Después
podemos multiplicar por un factor adecuado, pues los g; son finitos, de manera
que podamos suponer que los a} sean enteros. Por dltimo tomando al-copias
del cubo binario J; para cada i, podremos asi suponer que a; = 1 para toda i.

Con base a dichas suposiciones (9.22) nos dice que cada z en A estd en
al menos [c] de los cubos binarios, donde [c] es el minimo entero mayor es-
trictamente que ¢. Sea A C ; [, donde {/;} es la cubierta que tomaimos
inicialmente. Entonces como z en A estd en al menos [¢] de los cubos de la
familia {I}, existen al menos [c] cubiertas de cubos binarios de A, digamos
{Iites,»- -+ {Li}igs, Ademds cada una de dichas cubiertas puede escogerse
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disjunta por la propiedad de red de los cubos binarios. Como ademds |f;| < §
Vi entonces

A) < ZIII'IV') pamj=l,2,...,[c]
€Y

y tomando la suma sobre todas las j, obtendremos

[ Mi(A) < ). lll’<Z|1|

1€V, 5,

y como ¢ < [c], (9.22) se sigue para el caso finito considerado. Supongamos
ahora que {/;};2, es una §-cubierta infinita nunerable de cubos binarios de A.
Definimos el conjunto

Ay ={z€IR": Z a,.~>c}
{s<k: z€l;}

para cada k = 1,2,.... Entonces del caso finito considerado
R348 K k
Sca a,>, m=1 Za.- |G > eM} (Ax).
si I,=(0.1) =1

L=[174.112) Pero cada Ay, es una unio6n finita de cubos binarios (ver Figura 9.3) y la sucesién
2 {Ax} es no-decrecienie con A C UyAy = limy.c Ay, Entonces aplicando el

If(23) Lema 3 a la desigualdad anterior cuando k — oo
entonces
A= A= 01) Salhl > e lim M3 (Ay) = cMj (hm Ak) >cMi(A). O
A= (000 (2.3) =t
Figura 9.3 ‘ Si ECR* = IR™ x IR*™ y W € IR™, entonces llamaremos al conjunto

By ={7 elR": (W, 7)€ E} una seccién de E,

Teorema 9 Sean0<m < n, FCIR" y AC IR™. Supongamos que existe una

constante ¢ tal que 58 (€1,...,&m, 0,...,0) € IR*, donde W' = (&,...,&n) € A,
entonces

H' (Eg) > (9.24)

Entonces H**(E) > cH* (A).
Observemos que las medidas H*+* y H* se encuentran en espacios diferentes.
Demosimcio’n Sea V el subespacio m-dimensional de IR* dado como

= {(z1,.++)2m 0,...,0): z; € R}. Porel Teorema 1 es suficiente probar
el resultado para M en lugar de H. Dada § > 0 sea {S;}32, una \/né-cubierta

de cubos binarios en IR" de F. Para cada W € A tendremos Ey C Ui [Si],
de donde por definicion de M

() < X sl (0.5)
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Por otro lado si Proj(S;),_,, denota la proyeccién ortogonal de S; sobre los
€J€s Zyna1, .+, Ly, entonces \Poy n_m| <15 De aqui y tomandot > 0 que
satisfaga (9.24) y ya que ll’ro; "-ml = |[S’ W’I

t
1S1a] < IS, (9.26)
Ahora si A; = {'u')' €A: M} ([/'3,) > c} entonces para W € Ag y con (9.24),
(9.25) y (9.26)
< M{(Eg) < ) |5:|¢

{l’: WEProjV(S,-)}

donde Projy (S:) es ¢l cubo binario de didnetro a lo mds /mé que resulta
al proyectar S; sobre el subespacio m-dimensional V. Asi tomando [; =
Projy (S)) y a; = |Si|' en ¢l Lema 8 anterior

eMi (As) £ Y 1SilH | Projy (Si)|’

=1

[=2] [v o]
< SISHS = SIS
1=l

t=]
y como ésto es valido para cualquier /nS-cubierta de E mediante cubos binarios{S;},
entonces

eM (As) S MK, (E) < M™*(E).

Alora, de acuerdo a como se definié As, este conjunto se incrementa hacia
A cuando § decrece a cero, por lo tanto si tomamos 0 < § < p, tendremos
A, C A, por lo que

M3 (A,) < M3 (As) < TIM™H ().
Como § > 0 es arbitrario
M* (4,) < ™ Mo (E)
y por la continuidad de la medida M*
M (A) < IM(E), O

Ahora considereinos a £ como el producto cartesiano A x B, Se considera
en dado caso que 0+ 00 = 0.

Corolario 10 Sean A C IR" y B C IR™, enlonces
I+ (A x B) > H' (A) H* (B)
donde A x B C R™™,
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b (AxB), = x+B

Figura 9.4
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A

X

Demostracidn: Si H*(A) o H'(B) son iguales a cero no hay nada que
hacer. Supongamos que 0 < /f* (A) < ooy 0 < H'(B) < co. Luego, sea ¢ > 0
tal que 0 < e < H'(B). Ahorasi W € A entonces H' [(A X B).ﬂ] = H'(B) >
¢, donde ¢ = H*(B) — ¢ (ver Figura 9.4). Luego por el teorema anterior
He+t[A x B] 2 (Ht(B) — €) H* (A) de donde se sigue el resultado ya que ¢ tal
que 0 < ¢ < H*(B) es arbitrario. Si H*(A) = H'(B) = oo entonces por el
Teorema 7 existen s-conjuntos compactos tales que Ay C Ay By C B. Por
el caso que acabamos de demostrar 0 < H* (Ag) Ht (By) < H** (Ay x By) <
H*** (A x B). Como las medidas de Ay y By pucden escogerse tan grandes

™ comno queramos entonces f1*+*(A x B) = 00.0

Dicho corolario en términos de la dimensién de Hausdorff nos dé el siguiente
resultado

Teorema 11 Sea AC IR* y B C IR™, entonces
dim 4 (A x B) 2 dim 4 (A) + dim ; (B).

Demostracidn: Sean syt nimeros tales que s < dim g (A) yt < dim  (B),
entonces H*(A) = H*(B) = oo. Luego por el Teorema 7 existen s-conjuntos
compactos tales que Ay C Ay By C B. Y con el corolario anterior ten-
dremos 0 < H*(Ao) Ht (By) < H*+t (Ao x Bo) £ H***(A x B), lo cual im-
plica dim ;; (A x B) > s +t. Tomando el supremum sobre la forma en que se
tomiaron s y ¢ se obtiene el resultado deseado,0

La desigualdad contraria de este teorema no siempre se da, sin embargo se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 12 Pure cualesquier conjuntos AC IR* y B C IR™
dimg (Ax B) £ dhnH(A) +dimp (B).

Demostracidn: Sean s > dim y(A) y t > dimp (B). Luego existe §, > 0
tal que B puede ser cubierto por Ny 7z (B) < 67 cubos cerrados de red de lado
§ para todo § < &. Sea {U;} cualesquier §,/n-cubierta de A mediante cubos
cerrados de red, y tal que T |U;|' < 1. Paracada i, sea {W,,} una cubierta de
B mediante Ny, 7 ( B) cubos de red de lado |U;|. Entonces U; X B est cubierto
por Ny, sz (B) cubos cerrados de red (n + m)-dimensionales {U; x W;;} de

lado |U;|. Asi A x B c U;u; (U, x Wi;), de donde

oo Muilya(D) o s+t
Hi¥t(Ax B) < Z Z Ui x Wi < 3 Nayaee) (VR IUH)
= =]

=1

y por la forma de las cubiertas de A y B, tendremos que

< is—-tn(sﬂ)/'l !Uil, !Uilt < n(a+e)/‘2 i §tst lU‘,la < n(a-H)/'z'

=1 1=l

PRODUCTO CARTESIANO



Y como § > 0 es arbitrario fI** (A x B) < oo, por lo que dim ;4 (A x B)
3 + t siempre que dim g (A) < s y dimp (B) < ¢, de donde dim y (A x B)
dim ; (A) + dimp (B) .0

‘onjuntando los dos dltimos resultados tendremos el siguiente resultado
importante

<
<

——

Teorema 13 Sean A C R* y B C IR™ arbitrarios. Si dim g (B) = dimp (B)
entonces

dim 5 (A x B) = dim j; (A) +dim 4 (B).

En particular, veremos que en todos los fractales generados por funciones
de similaridad la dimensién de Hausdorfl iguala a la Box-counting, por lo que
podremos aplicar este teorema para el cdlculo de la dimensién de Hausdorfl
entre el producto carstesiano de un conjunto auto-similar y cualesquier otro
conjunto,
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10. CONJUNTOS AUTO-SIMILARES

En este capitulo estudiaremos aquellos conjuntos fractales los cuales estan con-
struidos de partes las cuales son similares al conjunto en su totalidad. El con-
junto C ternario de Cantor es uno de los fractales mds simples que ilustran
este comportamiento. Asi C N [0,1/8] y C N [2/3,1] son similares a € pero
contraidos por un factor de 1/3. C N[0, 1/9], cni2/9,1/3], Cn(2/3,7/9]y
C N [8/9,1], son similares a C pero contraidos por un factor de 1/9, etc.. Ver-
emos que para este tipo de conjuntos la dimensién de Hausdorff, asi como la
Box-counting, pueden determinarse en una forma bastante sencilla. De hecho
las dimensiones dependeran basicamente de los factores de contraccién,

Iniciemos con algunas definiciones de dichos conceptos. En particular puede
tomarse [) = IR" en todas las definiciones siguientes.

Definicion 1 Sea D C IR® un subconjunto no vacio y cerrado. Un mapeo
S : D — D es llamado una contraccion en D si existe una constante ¢,
con 0 < ¢ < 1, tal que ||S(z) = SO < cllz—y|| para todo z, y en D.
Llamaremos razén o constante de contraccién de S a la constante ¢,

Definicion 2 Sea D C IR® un subconjunto no vacio y cerrado. Un mapeo S
D — D se llarmard similaridad en D si eziste una constantec, con0 < ¢ < 1,
tal que ||S () — S (W) = c||z = yl| para todo z, y en D. Llumaremos razén o
constante de similaridad de S « lu constante c.

De estas definiciones se sigue inmediatamente que toda funcién de con-
traccién o de similaridad es continua en su dominio.

Definicion 3 Sea D C IR® un subconjunto no vacio y cerrado. Sean Sy, ..., S
contracciones en . Llamaremos a un subconjunto F' de I invariante bajo
lag transformaciones S; si F =7, S; (F).

Definicion 4 Sean 5y,...,Sm similaridades en D. Llamaremos a un subcon-
junto F' de D auto-similar st F' = U7, S;(F) y si ademds existe s > 0 tul
que H*(F) > 0, pero H* {S; (FYN S;(F)} = 0 parai # j.

Es decir, un conjunto auto-similar es la unién de un mimero de pequeiias
copias similares al original. La condicién sobre la medida de la interseccion
nos permitira asegurar que los traslapes no son suficientes para que se pierda
la similaridad. Esto también queda expresado en la siguiente definicion

Definicion 5 Sea ) C IR* un subconjunto no vacio y eerrado. Diremos que
las transformaciones Sy, ..., Sm de D en D satisfacen la condicidn del con-
junto abierte si existe un conjunto abierto y acotado no vacio V C D, tal
que Ui, Si (V) C V, con dicha union disjunia.
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10.1 Métrica de Hausdorft

Definiremos ahora una méirica, lamada de Hausdoril, que nos permitird cal-
cular la proximidad entre dos conjuntos compactos n-diunensionales.

Sea K la coleccién de todos los conjuntos no vacios y compactos de D,
donde D C IR™ es no vacio y cerrado,

Definicion 6 Sea A € K. El cuerpo ¢-paralelo de A, denotado [A],, es el
conjunto cerrado de puntos dentro de una distancia e, es dectr

[Al,={zeD: |j&=z|| £e¢paraalgin z € A}.

Recordemos que en un espacio normado X de define la distancia de un
puntoz € X a un conjunto £ C X como nf {||z - w||: we€ E}.

Teorema T El conjunto K, junto con el mapeo py definido sobre K x K como
pu(AB)y=wmf{e: AC[B|, yBcC[A}

forman un espacio méirico. A py la llamaremos métrica o distancia de

Hausdorff en K.

Demostracién: (Ver Figura 10.1) Demostremos cada una de las condi-
ciones de una métrica y para simplificar la notacion escribiremos simplemente
p para indicar la métrica de Hausdorff. (i) Que p existe, es no negativa y finita
se sigue de su definicidn y de que los conjuntos en los que se aplica son com-
pactos. (i) Como A C [A], para todo ¢ > 0 entonces por la definicién de p
tendremos que p (A, A) = 0. Veamos ahora que p(A, B) = 0 implica A = B.
En efecto si p(A, B) = 0 entonces por definicion de dicha métrica

Ac[B, y BClAl, VYe>o. (10.1)

Ahora, suponiendo lo contrario, es decir que A # B, entonces, sin perder
generalidad podemos suponer que existe o € A tal que a ¢ B y como B es
cerrado dy = d(a, B) = mingep [|a — b|| > 0. Luego ontoncos {a} A [B]y,; = )
/1o cual contradice la primer contencién de (10.1). De aqui que p(A, B) = 0

Figura 10.1 implique A = B. (iii) De la definicién de la métrica de Hausdorff es directo que
p{A, B) = p(B, A). (iv) Demostremos por dltimo la designaldad triangular:
que para cualesquier A, By Cen K, py (A, B) € p1 (A,C)+p1 (C, B). Seaa
elemento arbitrario de A. Por la desigualdad triangular de la norma eiclideana
y la definicion de distancia de un punto a un conjunto

p(a, B) < flo— b < flo.— cff +flc - bf

para todos b € B y ¢ € €. Luego, tomando el infimum de |c — bff sobre los
elementos de B, tendremos que

pla, B) Sfla~cfl +p(e, B) S fla=¢ff +e
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para todo & > 0 tal que [B], D C, luego entonces al tomar el infimum sobre
dichas ¢, y por la definicidon de pgy

<la =l + pu (C, B).
Y como este resultado es vilido para todo ¢ € C entonces
p(a)B) < p(a,C) +pH(CsB))

por lo que, andlogamente a como se obtuvo py (C, B), tendremos p(a, B) <
pir (A, C) + pyr (C, B) donde a € A es arbitrario. Asf, al tomar el supremum
de p (a, B) schre los elementos de A tendremos que & < py (A, C)+py (C, B),
doude €, > 0 es tal que [B], D A Andlogamente se demuestra que & <
pi (B,C) + pir (C, A) donde & > 0 es tal que [A],, O B. Estas dos desigual-
dades implican precisamente la designaldad triangular.0

Necesitaremos el siguiente teorema.

Teorema 8 ( de Seleccion de Blaschke ) Sea K una coleccidn infinita de
conjuntos no vacios y compactos dentro de una regidn acotada de IR™. Entonces
eziste una sucesidn {E;} de conjuntos diferentes de K que convergen con la
métrica de Hausdorff a un conjunto no vacio y compacto B.

Demostracidn: Prmero formaremos una sucesion de Cauchy con conjun-
tos de K. Sea {Ey;}; cualquier sucesion de conjuntos diferentes de K. Para
cada k > ! definimos una subsucesién infinita {Ey;}; de { By}, coma sigue.
Sea By una coleccién finita de bolas cerradas con didmetro a lo mds 1/k y
que cubran a B. Cada Fj_,; intersecta a una combiuacién determinada de
dichas bolas, luego existe una subcoleccidn infinita { By}, de { Ei-}; la cual
todos los términos de esta nueva sucesién intersectan exactamente las mismas
bolas de B;. Sea F la unién finita de las bolas de By con dicha propiedad., es
decir, cada término de la sucesion {Ex;}; intersecta todas las bolas cerradas
que forman F, asimismo cada término de la misma sucesién esta contenido en
la unién finita de dichas bolas cerradas. Entonces By C F C (B, ), para
toda {, la segunda contencién ya que las bolas cerradas en F son de didmetro
alo mds 1/k. Ast pg (B, F') < 1/k para toda i, lo cual implica que

14 7 ' 1 l
P (Biis B} £ o (Biiy F) + o (F, Bnj) S £+ —

para toda ¢ y j. En particular

I T 2
o (Eig, Byj) < 7 +:77 <

S ot ) (10.2)

[ vy v
de aqui que la sucesion {£;}, sea una sucesion de Cauchy, donde hemos deno-

tado E; = E.',.u
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Ahora sea
o o
E= n U E.‘
s=1 \i=j
donde la barra indica la cerradura del conjunto en cuestidn. Como F; € K,

entonces {(U“’_E_J- E.)} es una sucesion decreciente de conjuntos no vacios y

j —
compactos, de aqui que E sea no vacio y compacto. Por (10.2) (U{';,' E.') C
[EJ]'z/j para toda j, por lo que

Ec[E,,  paratodaj. (10.3)

Demostremos ahora que E; C [E,);. Si z € E; entonces por (10.2) z € [Ei,;
‘o . / . ' T N AY

s 1> §, de aqui ql‘le £ € I(U??_.k E‘)lz/, si k > 7. Tomemos yx € (U, Ei) tal
que ||z — yx|| < 2/7 para cada k = 1,2..., luego por la compacidad secuencial

de la sucesién {(Uf‘;k E.)} , existird una subsucesion de {yx} convergente a un
puntoy € IR" y tal que ||z — y|| £ 2/7; pero y € N2, (U, Bi) = E luego
z € [E]y,, es decir, E; C [E];);. Porlo tanto de este resultado y de (10.3)

tendremos que py (F, Ej) < 2; J, es decir, la sucesién {E;} converge a un
conjunto no vacio y compacto E bajo la métrica de Hausdorff.O

Tenemos ahora el siguicnte teorema esencial en el desarrollo posterior de
este capitulo y cuya demostracién esté incluida en la demostracién del Teorema
8, de la expresién (10.2) en delante. :

Teorema 9 Sea D C IR™ un subconjunto cerrado y K la coleccidn de todos
los subconjuntos compactos y no vacios de D. Entonces K con la métrica de
Hausdorff py forman un espacio métrico completo.

Veamos aliora uno de los teoremas que nos permitird construir fractales a
partir de funciones de contraccién o similaridad. Para ello definimos lo sigu-
iente. Sea {S,...,Sn} conjunto de contracciones en un conjunto no vacio y
cerrado D C IR", entonces denotaremos mediante S a la transformacion de
subconjuntos de D definida como S (F) = U'%, S; (F). Denotamos ademds las
iteraciones de S como S°(E) = E, y S**'(E)= § (S“ (E)) para k 2 0,

Teorema 10 Sea K la clase de todos los subconjuntos no vacios y compactos
del conjunto cerrado ) C IR*, Sean Sy,..., Sy contrucciones en D con con-
stantes de contraceidn ¢; < 1. Entonces extste un inico conjunto compacto y
no vacio F el cual es invariante bajo las transformaciones S;, es decir,

m

F=5(F)= U Si(F). (10.4)

N i . ' 3 3
Ademds, st K es cualquier conjunto compacto y no vacto de K, las iteraciones
S*(K) convergen o F en la métrica de Hausdorff cuando k — oo.
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Demostracidn:’ Por el teorema anterior K es un espacio métrico completo
con la métrica py. Ahora, sean A, B € K arbitrarios, entonces

pu[S(A),S(B)] = pu [CJ S (4), CJ Si (8)

< max oy (Si (A), S (B)]

ya que si § es tal que el cuerpo o-paralelo [S;(A)], D Si(B) para cada
i=1,...,m entonces [, S (A)];, D UL, Si (B) (ver Figura 10.2).

Figura 10.2

Y como cada S; es una contraccidn con constante de contraccidén ¢; < 1,
tendremos que si A C [B]; entonces S;(A4) C [S; (B)];,,» de donde

i (S (4),5 (B < ((max &) ou (A, B) = dou (4, B)

donde ¢’ = max; ¢; < 1, lo cual implica que S es una contraccién en K, entonces
por el teorema de aplicaciones contraidas en espacios mélricos completos existe
un tnico F € K tal que S(F) = F, con lo que se demuestra la primera parte
del teorema. Asimismo el principio de aplicaciones contraidas nos dice ademds
que si tomamos cualesquier K € K, py TS" (K), F] — 0 cuando k — 00.00

Corolario 11 Sean las hipdtesis como en el teorema antertor, entonces st E €
K es tal que S;(E) C E parat =1,...,m entonces

F= ﬁ Sk (E) (10.5)
k=1

donde F es el conjunto invariante bajo las transformaciones S;. Mds ain,
S;(D)#7 existe E € K con tales caracteristicas,
Demostracidn: Siempre existira un conjunto compacto no vacio FE tal que
S(E) C k. Por ejemplo tomando E = D N B(0,r) con tal de que r > 0
. 8ea suficientemente grande (ver Figura 10.3). En efecto, en general para 1 =

5.o..,m

Blo'\'L S (B)=Si(DnB(0,r)) C Si(D)NS;(B(0,r))C DNSi(B(0,r))

Figura10.3  yaqueS;: D — D, y comoS; (B (0,r)) C B(0,r) también para toda ¢, se ticne
dicho conjunto E. Ademds, como S*(E) C 5%~ (E) para loda k, entonces
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Figura 10.4

R ‘e . . 4
{S’“ (E)} ey una sucesion decreciente de conjuntos no vacios y compactos, por

' ' sy / - ' y -
lo que tienen interseccion no vacia y compacta NSk (B) = limg S*(F) = F,
donde la segunda igualdad se debe a la unicidad del punto fijo dado por el
teorema anterior.O

Veamos ahora unos lemas previos a otro de los teoremas principales de este
/,
capitulo,

Lema 12 Sea {Vi} una coleccidn de subconjuntos abiertos y disjuntos de IR™
tal que cada V; contiene una bolu de radio ayr y estd contenida en una bola de
radio agr. Entonces cualquier bola B de radio r intersecta a lo mds (1 + 2a5)" [a}
de los conjuntos cerrados V;,

Demostracién:  Si B no intersecta a algdn V; el resultado es trivial, Luego
supongamos que B intersecta a ¢ > 0de los conjuntos {V:} Si B intersecta a V;
entouces V; estd contenido en una bola concéutrica a B y de radio (1 + 2a3)r
(ver Figura 10.4). Y ésto sucede con cada uno de los ¢ conjuntos V; que
intersecta B, entonces, sumando los volumenes de estas q bolas interiores de
radios a;r cada una, tendremos que

¢ [en(@17)"] € 0 (2ayr + )"

ya que los V; son disjuntos, y donde ¢, es el volumen de una bola de didmetro
uno (ver Teoremas 16 y 17 del capitulo 3). Esta desigualdad implica precisa-
mente la cota buscada.O

Lema 13 (Principio de distribucidn de Masa) Sea E C IR™ y p una dis-
tribucidn de mase en E. Supongamos que para alguna s existen realesc > 0 y
§ > 0 tales que

p(U) < e|U)

para todo conjunto U con [U| < 6. Entonces H*(E) 2 s (E) Jecys <
dim y (E) < dimy (F).

Demostracidn: Si {U:} es cualesquier cubierta de I entonces

0<u(h) < (Un) s Tu) ST,

la primera desigualdad por ser u distribucién de masa, y la iltima desigualdad
para toda cubierta {U;} tal que |Uil < 6. Tomando el infimum sobre dichas
cubiertas, u(E) < cHi (E) por lo que H* (E) 2 p(E) [e.0

Teorema 14 Supongamos que las stmilaridades Sy,. .., Sy en IR* satisfacen
la condicidn del conjunto abierto con ruzonescy,..., o, respectivamente. St F°
es el congunto invariante bujo lus transformaciones S; entonces s = dim g (F) =
dim g (F'), donde s estd dado por

Yoe=1 (10.6)
Ademds, F es un s-conjunto, es decir, 0 < H* (F) < co.
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Demostracién: Supongamos que s satisface (10.6). Para cualesquier con-
junto A de IR® escribiremos A;, i, = S, 0-+:08;, (A). Denotemos mediante Ji
el conjunto de todas las sucesiones de k-términos (4, .., %) donde 1 < 4 < m.
Entonces, usando iteradamente la igualdad (10.4) tendremos que

F = U Ii‘ill-w‘l'
Ji

Veamos que esta cubierta de F nos permnite obtener una cota superior para la
medida de Hausdorfl. En efecto, para cualesquier z, y en JR" se tiene que

H(Siy 0+ 05, (2) — (S 0+ 0.5,) (W)l
= ”(Sn 9.0, iz-l) (eiz) - (‘ o0 Sin-l) (Cisy)"

= =gy e -l

es decir, 5;, 0+-+ 0 5;, es una funcién de similaridad con razén (¢, - c,),

entonces
!F"h"~|"l| = Bup 'lli‘ilv"'l‘.h (m) - 1‘!»-'-|‘h (y)“
Ilyep
= sup [|(Si, 0+ 0.5,) (2) = (Siy 0+ 0.5;,) ()]l
z,yEF
= (i ++ i) sup e =yl = (i oo e) | FY, (10.7)
2,y EF

de aqui que

o AF il = 30 (e ) | F)
Jk

I

m m
- (): ) (z ) FJ = PP (109
=1 )=l

usando (10.6). Ahora, de (10.7) y ya que F es acotado, dado § > 0 arbitrario
existe £ € IV tal que [F;, .| £ (maxi¢iem «:.-)" |F| £ 6, es decir, {F.'h_,,,.'.}h
es una §-cubierta particular de F, luego entonces, de (10.8) y la definicién de
la medida de Hausdorff, H (F) < |F|’ para cualesquier § > 0, luego entonces
H:(F) < |F|' < 00, de donde dim g (F) < s.

Probemos ahora la cota inferior H* () > 0. Sea I el conjunto de todas
las sucesiones infinitas I = {(i),4,...): 1 <ij <m}, y tomemos el cilindro
Liyie = {1, -+ oyt Gkt .-} 2 1< g5 € m} el cual consiste de todas aque-
llas sucesiones en [ con los términos iniciales (7y,...,4%). Definiremos una
distribucién de masa en F, pero para ello definamos prinero una en [, Si
L. € I definimos p(fi,,..5,) = (¢ +-+¢y,)", entonces p es una distribucién
de masa en I con p(I) = 1. En efecto, los cilindros de / tienen la propiedad
de red (o uno contienc al otro, al tomar dos de ellos, o bien son disjuntos). Si
Liy,ois iy i € Liyyoy entonces como (i - dphy oo ) (800 i)', 1 satis-
face la monotonia, ademds claramente se tiene

By isb s O Digyin) = 1 (B i) S 8y i yonhe) F By in) s
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y cuando son disjuntos directamente se tiene la igualdad. Asimismo ya que

(i rey) = L0y (e v eiye)' de acuerdo a (10.6), entonces p(f;,,.i,) =
ey b (L iy i)y lo cual nos levaaque p (1) = p (lingaeo Ji) = limgoe, (i) =

1, por la continuidad de la medida, Ahora, a partir de u definamos una dis-

tribucion de masa i sobre el conjunto invariante I' como sigue: si A es un sub-

“conjunto arbitrario de F' entonces i (A) = p{(i1,i2,...): 2i)is,... € A}, Esto

de acuerdo a quesegiin (10.4) y (10.5) podemos expresar F' = |J {z;, ,;,,..} donde
i) gy = Ny Siy 000+ 0 Sy, (E), siendo esta expresién de F independiente de
E, con tal de que S; (FF) C Eparai=1,...,m. Setiene ademds i(F) =1, en
efecto ya que I estd precisamente formado por todas las sucesiones (i t3,...)
con 1 <t; < m, que es precisamente I, por lo que i(F) = u([) = 1. Asl ji es
una distribucion de masa.

Veamos ahora que i satisface las condiciones del principio de distribucién
de Masa.

Sea V un conjunto abierto que satisfaga la condicién del conjunto abierto,
entonces £ C V, donde V indica la cerradura de V. En efecto, por continuidad

de las similaridades S; (V) C §;(V), y como S(V) = Y™, (V) C V en-
j j j=17)

tonces Y7, 5; (V) =9 (V) C V. lterando esta dltima expresién obtenemos
una sucesion decreciente {S" (V)} . de conjuntos compactos que por el Coro-

lario 11 convergen a F. En patticular F C V y F;, ., C V.., para cada
sucesion finita (iy, ... ,tx). Sea B cualesquier bola de radio r < 1 encontraremos
ahora una cota superior para ji(B).

Cortemos cada sucesion infinita (4y, 13, ...) € I después del primer término
ik para el cual

(llsx}g:n c.') r< i, S (10.9)

para formar la sucesion finita (iy, ..., 1), y denotemos mediante Q el conjunto
de todas las sucesiones finitas obtenidas de esta manera. Veamos que existe
un & dnico que satisface (10.9). En efecto, como 0 < r <1,y 0 < ¢ < 1,
i = 1,...,m, entonces dada cualquier sucesién {1y,143,...} existe un natural
k tal que ¢; ¢ i, < r, y supongamos que dicha k es el primer natural
que satisface dicha desigualdad. Luego entonces r < ¢+ -¢;,_, de donde
e < G Ciy o Gy, Gy S 7y pero (mibygigm ¢) 7 < ¢, 7 con lo cual se obtienen
ambas desigualdades de (10.9). Asi para toda sucesién nfinita (i;,is,...) € [
existe un dnico k tal que (i1,...,%) € Q. Ya que V..., V,, son disjuntos,
por la propiedad del conjunto abierto también lo serdn Vi, .iv1y .o Vioiom
para cada sucesion finita (t1,...,1). Procediendo de esta manera vemos que
la coleccion de conjuntos abiertos {V,,.c, + (i1,...,%) € @} es disjunta. De
esta manera se obtiene también que F C Ug Fi,...is € Ug Viiyoin-

Tomemos aliora constanies a, y aa tales que V contenga una bola de radio o,
y a 8u vez esté contenido en una bola de radio a;. Entonces para (¢1,...,%) € Q
el conjunto V;,,_;, contiene una bola de radio c;, -+ ¢j,a; y por (10.9) contendrd
una bola de radio (min; ¢;) r4;, asimismo estd contenido en una bola de radio
¢, *++ci,a2 y por lo tanto contenido en una bola de radio azr. Sea @ el
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subconjunto de todas las sucesiones (11, ..,%) en () tales que B intersecta a
Vi, .iny donde B es una hola de radio r < 1. Por el Lema 12 habrd a lo mds
q= (14 2a5)" a7 (min; ¢;)™" de dichas sucesiones en ¢,. Entonces

p(B)=p(FnB)y<pf{(iyin...): 2. E FNB} < {U [.',,...,a,}
o

yaque si £;,4,,.. € FNB C g, V.h,_,';,‘, de donde existe un natural k tal que
(t1y ..+, 1) € Q1. Asf, comoen @y los [y, son disjuntos

BB Y ully,i) =Y le ) S 3o S
]

] (A

la peniltima desigualdad por (10.9). Ya que cualesquier conjunto U esté con-
tenido en una bola de radio |U|, tendremos que i(U) < ¢|U|', que con el
principio de distribucion de Masa obtendremos H* (F) > ¢=! > 0, que con la
cota superior obtenida anteriormente se tiene 0 < H* (F') < 00, lo cual implica
dimy (F) = s,

Demostremos aliora la relacion con la dimensiéon box-counting, Si @ es
chalesquier conjunto de sucesiones infinitas tales que para todo (3y,2,...) €
I existe exactamente un entero k con (%;,...,1%) € @ entonces procediendo
inductivamente con (10.6) se obtiene g (e, ciy++-¢;,)’ = 1. Por lo tanto si
tomamos @) como en (10.9), @ contendrd a lo mds (min; ¢;)™' r=* sucesiones,
(se sigue de la definicion de dimensién box-counting, capitulo 4: Nj o §-2),
Para cada sucesion (i), . .., %) en @ tendremos lV“""""’ =gy lV’ <r lVl,
as) F puede cubrirse con (wnin; ¢;) ™ r=* conjuntos de didmetro r |V| para cada
r < 1. Perode una de las definiciones equivalentes a la dimension box-counting
(Definicién 2(i) del capitulo 4 ) dinr  (F) sc puede obtener a partir del minimo
nimero de conjuntos de didmetro a lo mds § y que cubran a F, por lo que
dimy (F) < s, y como también s = dim ;7 I se sigue el teorema,0

Corolario 15 Sean lus condiciones como en el teorema anterior, donde F es el
conjunto invariante de las similaridades {S;}%,, entonces H*[S; (F) N S; (F)] =
0 para i # 7, de aqui que F sea auto-similar.

Demostracion: Como las 5; son similaridades con constantes ¢;
Z H (S (F)] = Zcfll’(l“) =M'(F) =1 (U S;(F))
i=1 =1 =1
la dltima igualdad por (10.4). Pero 0 < H¥ (F) < o0, luego por la propiedad

aditiva de H* la igualdad anterior solo se podra dar si #*[S; (F) N S; (F)] =0,
y por la Definicion 4 se sigue que F es anto-similar.0

En el caso de que se tenga un conjunto de contracciones en lugar de sim-
ilaridades, los resultados del Teorema 14 ya no se dan, sin embargo se tienen
los siguientes dos Leoremas que también son de gran utilidad.
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Teorema 16 Sean {S;}-, conlracciones en un subcon]unto rerrado Dc R~
y cuyo conjunto invariante es F. Supongamos que para i = 1,,

[15: (=) = Si ()| < cill= = wll

para toda z,y € D y donde ¢; < | pare cada 1. Entonces dimpy (F) < sy
g (F) < s, donde

Demostractén: La demostracion de las dos afirmaciones son exactamente
la primera y dltima de parte de la demostracién del Teorema 14.0

Observeinos que bajo las condiciones de este teorema se tendra ahora
|Ai,...ia] € ¢iyvovciy|Al para cualesquier conjunto A, en lugar de la igualdad
como es el caso de las similaridades.

Teorema 17 Sean {S:}L, contracciones en un subconjunto cerrado D C IR™
y cuyo conjunto invarante es F, F =y, S;(F), con dicha unidn disjunta..
Supongamos que parat=1,...m

blle = yll < [1Si (=) — Si ()|

para toda 2,y € D y donde 0 < b; < 1. Entonces dimp (F) > dimy (F) > s
donde

m

Demostracidn: Sead > 0 la minima de las distancias entre cualesquier par
de conjuntos compactos disjuntos Sy (F), ..., Sn (F), es decir

d= mininf {2~ v = € 5(F), y € 5 (F)}.

Sea Fj ., = Siy0: 08, (F) y definamos u como s (F;, ..i,) = (b, -+ bi,)" en
forma andloga a la demostracion del Teorema 14. Luego, usando la condicién

sobre g m ”
E/“'(El|"'|"k|‘ Z = (b‘l ’ ‘t)
=1 t=1

=H l‘u, ,u (U I'u. ,u,t)
i=1
la dltima igualdad por (10.4), por lo que al ir barriendo todos los subindices:
p(F) =1, de donde u es una distribucién de masa en F,

Si z € F, existe una sucesion infinita y umca i1,4,... tal que z € K,
para todo natural k. Para0 < r < dsea k el minimo entero tal que b, -+« b;,d <
r < b+ by, d, la existencia y unicidad de dicha & se demuestra como en
(10.9). Sidl,..., 1 es distinto de iy, ..., i, los conjuntos Fy,.;, y Iy, i son
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disjuntos y tienen una separacién de al menos by, - b;,_d > r. En efecto,
T () . . .
si j es el minimo entero tal que i; # i entonces £}, y Fy lienen una sep-
aracion de al menos d, ademds F,, ., C F, vy F“;v--"i C F‘i , por lo que
'd
G ponifyenrin ¥ F;{,,__,;-;,,_.,% estan separados por al menos by, -+ b;;_ d. Asi, como
r< by by, dy z € F, i, entonces F N B(z,r)CF, ., de donde

;L[B(:c, r)l = “[F N B (z, 7')] < /“(I"il.-:..in) = by oo bi,) Sd7r

Si U es un conjunto arbitrario de /R* que intersecta a F", eutonces U C B(z,r)
para alguna z € F y con r = [U|. Asi p(U) < d=* |U}*, por o que el prin-
cipio de distribucién de Masa implica H* (F) > d* > 0 que a su vez implica
dimy (F) > 5.0
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11. CONJUNTOS DE CANTOR

i conjunto ternario de Cantor es uno de los conjuntos fractales mas sencillos de
construir. Dicho conjunto ha sido generalizado de muy diversas maneras y en
este capitulo estudiaremos algunas de dichas variantes, Veamos primeramente
el conjunto ternario de Cantor.

11.1 Conjunto Ternario de Cantor

Definimos

Eo = [0, 1], 1

Eo=[0.4]uf3,1],
(11.1)
Br=[o3ufaiufhiua,

' )
en general I, j = 1,2,. .., se obtiene al remover el ntervalo abierto central de
longitud 3~7en cada uno de los subintervalos de E;_,, de donde E; consiste de
2! intervalos, cada uno de longitud 3=, El conjunto ternario de Cantor se
define como el conjunto C = (%%, 5. Como interseccion de cerrados que es,

! también es cerrado y por lo tanto compacto. Ademds es no vacio, por ser la
interseccion de una sucesién decreciente de compaclos no vacios,

Por construccién, ningin intervalo estd contenido en C, es decir, G es to-
talmente disconexo, resultado que oblendremos también en el Teorema 1.

Veamos que ademds C es perfecto, es decir, que es cerrado y denso en
st mismo. Es suficiente con demostrar que todo punto de C es un punto de
acumulacién. Sean ¢ € C arbitrario y J cnalesquier intervalo abierto que lo
contenga. Sea [, el intervalo cerrado de F,,, donde E, es un conjunto de la
forma (11.1)que contiene a z, y tomemos n suficientemente grande para que
I, € J. Tomemos como w uno de los extremos de I, tal que w # z. Luego
w € CNd,ycomo J se tomd arbitrario entonces 2 es un punto de acumulacion
de C, lo cual implica, ya que también se toméd ¢ € C arbitrario, que C es denso
en 51 mismo. Asi G es un conjunto perfecto que no conticne ningtin intervalo.

Veamos cudl es la medida de Lebesgue de C, de (11.1) se sigue gque

or=1-{aa(f) o))

CONJUNTOS DE CANTOR 125



126

3 _w-k-—l _l_)k_ _lm (g)k—
=1-2 (3 =1-3L(3) =°

k=1 k=1

' N N . N N .
As, el conjunto ternario de Cantor tiene medida de Lebesgue cero por lo que
dim 4 (C) < 1. Obtendremos a continuacién un resultado imds preciso.

Teorema 1 5i C es el congunto ternario de Cuntor, entonces

~——

dim y (C) = dim p (C) = 2B

= = 0.6309297 ...
log (3

—

Demostracidn:  Definamos los mapeos Sy y Sy : IR = IR como 5y () = 3z
y Sa(z) = Le+ 2. Claramente ambos mapeos son similaridades con constantes
de similaridad ¢; = ¢; = 1/3. Asimismo satisfacen la condicion del conjunto
abierto. En efecto, para el conjunto abierto y acotado V = (0, 1) se tiene que

, 1 2
01 35Mus V= (05)u(51),

con dicha unién disjunta, y como ademds C = Sy (C)U S, (€') la unicidad del
conjunto wnvariante de S; y S, (ver Teorema 10 capitulo 10) nos dice que C
es el conjunto invariante de dichos mapeos, Asi, aplicando el Teorema 14 del
capitulo 10 se tiene que dim ; (C) = dim 5 (C) = s donde (1/3)" +(1/3)' =1,
que al resolver para s obtenemos s = log(2) / log (3).0

Teorema 2 Si C es el conjunto ternario de Cantor entonces H*(C) = 1,
donde s = dim 4 (C).

Demostracidn: Sea Ej un conjunto de la forma (11.1). Como E; 3 C'y
esta formado por 2-intervalos de longitud 3~/ entonces, si s = log (2) / log (3)

2 . o o
Hyi (€)<Y (37) =23~ = 2127 =
i=l ’
yaque 3' = 2. Haciendo j — oo, obtenemos H*(C) < 1.

Para probar la designaldad opuesta mostraremos que si F' es cualquier
coleccidn de intervalos que cubren a C, entouces

RSN (11.2)

1€F

Usando la compacidad de C es suficiente probar esta desigualdad cuando F
¢s una coleccién finita de intervalos cerrados. Haciendo nuevas reducciones
{reduciendo alguno de los extremos si éstos se encuentran completamente en
el complemento de C), podemos considerar que cada I € F sea el minimo
intervalo cerrado que contiene algin par de intervalos de red, J y J', que
itervienen en la construccion de C. (J y J' no tienen que ser intervalos de
un mismo £;.) Si J y J' son los intervalos mayores con dicha propiedad,
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Figura 11.1

entonces el intervalo I de la cubierta I estd lormado por J, seguido por un
mtervalo K en el complemento de €, y seguido por dltimo por J', es decir,
I'= JUKUJ'(ver Figura 11.1). Porla forma cn que se construyeron los £ se
tiene que {J| < |K| y [.J'| < |K]|. Entonces ya que (' es el conjunto invariante
de las funciones de similaridad S, y $», nsando el Teorema 13 del capitulo 10
tendremos que [I|° = |S; (D|* + |S2(1)]* para cualesquier subintervalo I' de la
construccion de C, por lo que

1P 21+

Ast podemos sustituir I por los dos subintervalos J y J' de C,y la suma en
(11.2) no se incrementard. Procedemos de la misma manera hasta que después
de un mimero finito de pasos tengamos una cubierta de C' con intervalos de
igual longitud, digamos 3/, Esta cubierta estd contenida en /'y contiene a su
vez a lodos los subintervalos de F;. Como los subintervalos de E; son tales que
T (31) = 21871 = 22~ = |, entonces la cubierta contenida entre E; y F
satisface la desigualdad (11.2) y por lo tanto tatubién la satisface la cubierta
original de F.0

11.2 Conlunto Uniforme de Cantor

Generalizaremos el proceso de construccién del conjunto ternario de Cantor.
Paraello cada conjunto E; constard ahora de m-subintervalos de cierta longitud
A>0.

En efecto, sea m un entero positivo mayor o igual 3 2, y A un nimero
real tal que 0 < A < L. Sea b > 0y [ = [0,b] el intervalo de longitud
[{] = b. A partir de dicho intervalo [ construimos m-subintervalos de longitud
M| cada uno e igualimente espaciados, y de manera que los extremos del
primer y dltimo subintervalo coincidan con los extremos del intervalo /. A
dicho conjunto lo denotaremos Fy,. Claramente la longitud de Fy, es mA|l|.
Iin la siguiente iteracidn repetimos el procedimiento para cada uno de los m-
intervalos obtenidos de I. Es decir, ahora cada subintervalo de longitud A|J|
s¢ va a dividir en m-subintervalos de longitud A?|/|, por lo que tendremos el
conjunto F), formado por m? subintervalos de longitud A?| ] cada uno, de aqui
que su longitud L' (F\,) = m?A?|1|. En general, en el k-ésimo paso tendremos
el conjunto Fy, forado por m*-subintervalos de longitud A*|I| cada uno, de
donde L' (F\,) = (mA)¥|I|. Definimos ¢l conjunto uniforme de Cantor,
Fran, como Foy = N2, Fy,. En forma andloga a lo hecho con € se demuestra
que I, es perfecto.

Teorema 3 Sean 0 < X < L. Si Foy es el conjunto uniforme de Cuntor

entonces

dim H (va\) = dun I (le\) = ..__.___Iog (TN.)—

—log ()
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Ademds H* (Fny) = 1.
Demostracidn: Definamos los m mapeos 5; : [0, 4] — [0, b] como sigue

S (e) = M
Si(e)=Ne+b parai=2,...,m

donde los b; son tales que los m subintervalos generados queden igualmente
espaciados. Entonces claramente Sy, 5,,. .., 5, son funciones de similandad
con constantes ¢; = ¢3 = +++ = ¢, = A, Ademds para el conjunto abierto y
acotado V = (0, b} se tiene que U™, S; ({0, b)] C (0, b) con dicha unién disjunta.
Asimismo F,, es el conjunto invariante bajo las S; ya que F,y = U, S; (Fu).
Luego por el Teorema 14 del capitulo 10 tendremos que s = dim g (F,y) =
dim g (Fry) donde ¢+ ¢ =1, por lo quem)* = 1 y de aqui s = "’lo;(,\';‘ .
La demostracién de que H*(F,3) = 1 es completamente andloga a la del
Teorema 2.0

LI
conjuntos uniforme de Cantor sean totalmente disconexos. Ademds, de la

definicién de dimensién de Hausdorff la medida de Lebesgue de cualesquier
conjunto uniforme de Cantor Fy,x es igual a cero.

Veamos que valor se obtiene para s = dim g (Fry) = dim g (Fr)) cuando
A\ se aproxima a 1/m o a cero, para m entero positivo fijo,

Como 0 < A\ < 1/m < 1 entonces ™ « 1 de aqui que todos los
, de aqui q

[ )
' ' A O
{000 '\_lerll/m dlmn(I'mA)—-A_anlllm log () = 1, (11.3)
AN A A
asimismo

maA-—»1"
mA—>0*

. . o log (1/m) '
,\l-il-llolo dim g (1',,,,\) _,\I:To —l-(—)EC\)—' =0 (11.4)
lo cual era de esperarse geométricamente (ver Figura 11.2). Asi, para m entero
positivo fijo, dado cualesquier conjunto F C IR con dimension de Hausdorff
$ € (0, 1) existe un conjunto uniforme de Cantor i,y con la misma dimensién
que F, con tal de que mA' =1,

11.3 Series y conjuntos de Cantor

128

Sea 0 < a < 1. Consideremos la sucesion {a;}, donde a; € (0, 1) para toda
i, y tal que 152, a; = a. Con base a dicha sucesion {a;} definiremos ciertos
conjuntos Fy en el intervalo [0, 1] en analogia con la construccién del conjunto
teruario de Cantor. Veamos: Fy se define al omitir de [0, 1] el intervalo abierto
central de longitud @y, y obtener dos intervalos cerrados. Ahora a cada uno de
los dos subintervalos de F) le ‘quitamos’ el intervalo abierto central de longitud
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11.4 Factores de contraccion

FACTORES DE CONTRACCION

ia /2. Bin general, Fy se obliene al ‘quitarle’ a cada uno de los 2= subintervalos
cerrados de Fi_y, los intervalos abicrtos centrales cada uno de longitud ay /24~
(ver Figura 11.3). Asi a Fi-, le estamos ‘quitando’ un coujunto abierto de
longitud 2k- (3%57) =, para obtener Fx. Definimos el conjunto s-Cantor
como I, = (5L, I,

ot > 11 Fn
b :""_HA\:_——\: { F|
Yy 4 322
} | - { —t e F2
asld asi1 a3/d asld
Y S ".'}‘*.* e Fs

Figura 11.3

. s - . .
Esta construccidn, asi como todos los resultados sobre F), siguientes pueden
generalizarse si definimos F, a partir del intervalo [0, 8] y la serie ¥ a; = b,
De acuerdo a la construccion anterior la medida de Lebesgue del conjunto
a-Cantor, F,, es

Ll(l”,,)z1—(al+a2+a3+---)=l-—Za¢=l—-a, (11.5)

y como o € (0, 1] entonces 0 < L' (F,) < 1. De aqui que tengamos el siguiente
resultado

Teorema 4 Si F, es el conjunto a-Cantor obtenido mediante la serie T, a; =
a, donde a; € (0, 1) V1, entonces

dim ¢ (F,)

=1 sld<ac<li
dim;{ (Fa) <l

sta=1

Demostracidn: Se sigue de la relacién enire las medidas de Hausdorfl y
Liebesgue junto con (11.5) y la definicion de dimension de Hausdorff,O

Lo mismo que C y £,y el conjunto g-Cantor es perfecto, ademds de seguir
siendo totalinente disconexo ain cuando se tenga dim g (Fy) = 1 paraa = 1.

" / . .

En lo que resta de este capitulo trataremos de obtener mejores cotas (in-
ferior y superior) paradim g y dim g de F, cn el caso en que a = 1, es decir,
cuando ¥, ; = |,

En la construccidn del o-Cantor se definieron ciertos conjuntos Fi los cuales
constan de 2" subintervalos todos de igual longitud, digamos [y, y los cuales se
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obtienen a partir del intervalo [ = [0, 1]. Definamos a partir de ellos la siguicnte
sucesion {£}, a cuyos términos llamaremos factores de contraccién de F,

€1=Z"s &:T’ vy &=y (11.6)
0 1 k-1
(ver Figura 11.4).

o L ]

0 l °a 11 F,
DT :F.
el 2 322 a2f2
ey iy F2

— : - Lo
R A HH HH K
Figura 11.4

Supongamos que ninguno de los 2% subintervalos cerrados de cada Fj se
traslapan, y que ¢ € (0, -;-) V k, luego existe el supremuin de la sucesion {€},

por lo que definimos ¢ =sup &. Claramente ¢ € (O, %] Ahora utilizando
k

a ¢ como factor de contraccién podemos gencrar, a partir de I, el conjunto
uniformne de Cantor Fy¢. En el k-ésimo paso de Fy¢ se tienen 2* subintervalos
cada uno de longitud £* y los cuales forman una cubierta de Fy (serd necesario
hiacer una pequeia traslacién en cada uno). Por lo tanto

| _ (%) 10g(2)
dim (Fo) < dimy (Fo) < fim — 2 = 230 67

Usando estos factores de contraccion podemos inclusive ‘aproximar’ a F, de
la forma siguiente: Sea k entero positivo y tomemos el conjunto {¢1,&;,.. ., &},
Contraemos el intervalo [0, 1] por un factor de ¢, para formar dos subintervalos:
el extremo izquierdo del primero de dichos subintervalos debe coincidr con el
extretno izquierdo del [0, 1], y el extremo derecho del segundo subintervalo debe
coincidir con el extremo derecho del [0, 1]. A continuacién contracmos estos
dos subintervalos por un factor ahora de &, para obtener cuatro subintervalos
de longitud £,£; cada uno. Repitiendo esta procedimiento k-veces se tendra un
conjunto con 2* subintervalos disjuntos de longitud &,&,- -+ & cada uno, que
por otro lado es exactamente igual al conjunto Fi que se obtiene ¢n el k-ésimo
paso de la construccion del conjunto ¢-Cantor, es decir, estos 2% subiniervalos
coinciden con F, al menos hasta el conjunto F. Definamos ahora k-funciones
de similaridad del [0, 1} al [0, 1] como f; (z) = (é1€a-+ Ek) e +a;, (7 = 1,..., k),
donde las a; son constantes de traslacidn definidas por los extremos izquier-
dos de los 2% subintervalos obtenidos anteriormente. Luego, del Teorema 3
el conjunto invariante generado por estas similaridades tendrd dimension de
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Hausdorff
klog (2)
—log(&i&a &)
Cuanto mayor sea el valor de & que tomeimos mayor ‘aproximacién’ tendremos
con ol conjunto g-Cantor. Surge aqui la pregunta de si dicho cociente tiende a
la dimeunsion de Hausdorfl de F, cuando k — co. Regresareinos a esta pregunta
en la siguiente seccion.

(11.7)

En forma andloga a la cota superior podemos encontrar una cota inferior
para F,. Para ello definimos ahora el factor de contracién p = infy €, por lo
que p € [0,1). Si p = 0 entonces dim (1) = dimp (F,) = 0 de acuerdo a
(11.4), y del hecho de que si {£;} conticne otra subsucesién que converja a un
mimero no-nulo (aparte de la que converge al cero), entonces la longitud de los
intervalos al aplicarles las contracciones con base a estas dos subsucesiones es
menor que si aplicamos solamente los términos de la subsucesion que converge
al cero. Para el caso en que p > 0 se tendra ahora que en el k-ésimo paso
de Fy, se tienen 2* subintervalos cada uno de longitud g*. Inclusive, salvo
traslaciones, de acuerdo a la definicién de p se tendrd que en el £-ésimmo paso
de F,, cada uno de sus subintervalos puede ser cubierto por cada uno de los
subintervalos de Fj, doude recordamos que Ni £}, = F,. De aqui que

' . _ log (2") log (2)
dimp (Fo) 2 dimy (F) 2 kh..l.l:o — log (o%) ~ —log (p)’

Resumiendo

Teorema 5 Sea {ba.-} una sucesidn de términos en el intervalo SO, %) y tal que
Yo = 1, Sea F, el conjunto a-Cunlor definido o partir de dicha serie y o
partir del intervalo [0,1]. Sea {€x} lu sucesidn definida en (11.6), Enfonces

(1) St & =nsup, & entonces

dim ; (F,) < T (F,) < 2B

~log (§)
(it) Sip=infi & y p > 0 entonces
_lol___gg(%[))) <dimy (F,) < dimg (F,).

(iii) Si p = 0 enlonces dim yy (Fy) = dimp (F,) = 0.

. , . /
Estos resultados coinciden ademids con los Teoremas 16 y 17 del capitulo
10,

Por ¢jemplo en ¢l Cantor ternario tendriamos & = 1/3 V£, por lo que £ =
p=1/3y por (i) y (ii) del Teorema 5 dim ; (C) = dim g (C) = log (2) / log (3)
como debe ser. Inclusive si tenemos ol caso extremo en que & = 1/2 VEk, en-
tonces & = p = 1/2 por lo que ahora tendremos que dim  (F) = dim 5 (F,) =
1 como era de esperarse, ya que en este caso F, es precisamente el intervalo

[0, 1]
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11.5 Aproximaciones mediante un Cantor Uniforme

132

Il Teorema 5 nos proporciona una cota, tanto inferior como superior, para
dim 4 (F,). Sin embargo en ocasiones dichas cotas pueden resultar demasiado
burdas. Las dificultades para obtener expresiones mas exactas de la diniensién
de Hausdorff del conjunto o-Cantor surgen del hecho de que dicho conjunto
F, no necesariamente es auto-similar, es decir, que no se obtiene como un
conjunto invariante de cierta cantidad finita de funciones de similaridad. Sin
embargo usarenios conjuntos autosimilares (especificamente el conjunto uni-
forme de Cantor), para aproximar la dimension de Hausdorff de F,.
De acuerdo a como se construyé el o-Cantor podemos expresarlo como

F,=nE; = ,1.1.32, E; (11.8)

yaque B4y C E; (escribo E; en lugar de F; comose hizo en la seccion 11.3 para
cvitar duplicidad de notacién mds adelante.) En el k-ésimo paso, el conjunto
E; consiste de 2% subintervalos disjuntos y cerrados, todos de igual longitud
li, y el cual se obtiene al remover de cada uno de los 2%~! subintervalos de
Ey-., el intervalo abierto centrado de longitud 4+, De aqui que la longitud
total de los intervalos abiertos removidos en Ei.; para obtener [, sea de
k-1 (5‘;'-}_\-) = a,. Y con respecto al intervalo inicial Ey = [0, 1], en el k-ésimo
paso se han removido intervalos cuya longitud total es de a; + ay + -+ + .
De aqui que la longitud Iy de cada uno de los 2* subintervalos que forman Ej
sea, expresada en términos de la sucesion {a,}, de la forna siguiente

l—a,—a;—...—a
I = 2 . (11.9)
Si usamos los factores de contraccién obtendriamos [ = £ &+ €, como se
vié en (11.7). Ahora, dado un natural k cualesquiera tomemos el conjunto
uniforme de Cantor Fy ,, el cual, de acuerdo a como se construyeron los
‘antor uniforme podemos expresarlo como

[y ¥}
Fya = (119 = lim £ (11.10)
j=1
En particular, F{*) se obticue al contraer 2*-veces el intervalo [0, 1] por un factor

4 . . 1l .
de [, Asi, F,(k) ‘coincide’ con el coujunto Ly (salvo algunas traslaciones que
fueran necesarias hacer), y ésto sera expresado diciendo que Fyu ;, coincide con

F, o ordenk. Bsdecir, N5 B = By = (Fl(k)) donde 1) indica las traslaciones

necesarias para que cada subintervalo igualinente espaciado de Fl(h) coincida
con los de Ej. Por lo tanto, entre mayor sea el valor de k, F i, se ‘aproxima’
mejor a F,, Luego entonces con (11.8)

k
Y — I D — R ?(k)
r, _mgﬂ. —klu&w(ll ). (11.11)
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Como el conjunto invariante generado por ¢ (Fl(")) (es decir, a partir de cada

subintervalo de ¢ (Fl(k)) defino 2* funciones de similaridad las cuales generardn
un conjunto invariante) y el conjunto Cantor uniforme Fy ;, difieren solo por
sus constantes de traslacion, entonces la dimensién de Hausdorff de ambos
conjuntos invariantes es la misma para cualesquier entero positivo k. Con base
a ésto afirmo lo siguiente {véase también (11.7))

dim g [ku_il;o FM] = dimy [klim o ( th))] , (11.12)

Asimismo, ya que Fy , es invariante, auto-similar y con dimension no-entera
para cada k afirmo que

dim  [Jim Py = fim dim [P (11.13)
Ahora, de acuerdo al Teorema 3 y de la igualdad (11.9)
. ) log (2") log (2")
dlm” (1‘2;'“) = e (l ) = I Y—
g(lk) - log (l=u=gg=-=as)
log (2) (11.14)

= log (2) _ log(1-ay —::-—...—a!) '

De esta manera podemos estimar la dimensién de Hausdorff del conjunto a-
Cantor como sigue, de (11.11)

dim 1 (F,) = dim | fim  (F)|
habiendo supuesto (11.12) y (11.13) verdaderas
= dim [;.“.‘.‘; F.z.‘,,] = Jim dimr [Fony ]

y con (11.14)

_ log (2)
log (2) + lim {leallztazgrecaa)}
Resumiendo
, log (2)
= 1.15
dim 5 (F,) g (2) + A (11.15)
donde denotamos
A:—klim {log(l—a]—lzt-;—...—ak)}' (11.16)

/ > v » ’ » .
Asi, esta aproximacion dependera ademds de la serie 152, o = 1, es decir de

que el limite en (11.16) exista, aunque pueda ser oo. Supongamos que dicho
l{imite existe, luego 0 < A < co. De (11.15) se tendrd que 0 < dim g (F,) < 1,
inclusive de dicha igualdad obtenemos el siguicnte resultado
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Teorema 6 Sea Y, a, =1, donde a; € (0,1) Vi. Sea F, el conjunto g-Cantor
oblenido a partir del internalo [0,1] y mediante dicha serie. Supongamos que
A definido en (11.16) existe y que (11.12) y (11.13) son verdaderos.

(i) Si A =0 entonces dim y (F,) = 1.

(it) S0 < A < 0o entonces la dimension de Hausdorff de F, estd dada por
(11.15), de donde F, es totalmente disconexo.

(iti) Si A = oo entonces dim g (F,) = 0.

Ejemplifiquemnos este teorema con algunos casos particulares:

¢ 5i Y%, =adonde0 <a<}, A =0 porloquedimg (F,) =1locual
coincide con jo obtenido en el Teorema 4.

e Sea r > 1y la serie geoméirica L5, r* = 1/(1=-r1) =1 =
Definimos la constante b tal que b+ 372, r=* = 1, entonces b = =3, Solo
es de interés el caso b > 0, por lo que solo estudmremos el caso r 2 2,
Entonces de (11.16), donde estamos considerando a b el primer término
de la sumatoria a; + -+ + ax, tendremos que

log [1 —b—pr 2~ r—(k-—l_)].
A=- lim ‘ (11.17)

koo k

) (k-1)+1
R -
=1 l——;l- 1—r-

j
entonces de (11.17) tendremos que

A=~ hm log[l—b-(%}:;‘— l)] =~ lim 108[2—1)-11—3;-
ko0 k Jm P

y comob = (r — 2) /(r — 1), al sustituir y simplificar tendremos que

=~ hm -lf-)-g-—[-(-ls—:irl:—- lim log( ) H.log( )

k—oo ¢ k—co k

=log(r).

Ast, 0 < A = log(r) < 0o para cualesquier real » > 2, y por el inciso (i)
del teorema anterior obtendremos de (11.15) que

dim 4 (F;) = log (2) . (11.18)

e /, . ' 4
Observemos que utilizar una hase logaritmica diferente nos llevard a val-
ores diferentes de A, pero a un inico valor de la dimensién de Hausdorff.
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- Para ¢l Cantor uniforme con m = 2y A = 1/4, dimy (F,) =
E%% = 1/2, lo cual coiucide con (11.18) para el caso r = 2 del

. . k
cjemplo anterior, donde b = 0 ya que 132, (-;—) =1

~ Si en (11.18) consideramos el caso r = 5 entonces b = 3/4 ya
que Y52, 57% = 1/4, y asi A= log(5) de donde dim 4 [F,(,._.b)] =
log (2) / log (10) =~ 0.30103.

Observaciones

El Teorema 6 nos permite asi obtener una aproximacién o bien el valor
exacto de la dimension de Hausdorff de F, cuando ¢l comportamiento de la
sucesin {;} sea demasiado irrcgular de forma tal que no podamos determinar
explicitamente su Hmite.

El conjunto Fa j, que usemos para aproximar el conjunto o-Cantor es auto-
similar, y de acuerdo a lo obtenido anteriorinente podemos hacer dicha aproxi-
macién tan grande como queramos. Asi, dado k arbitrario podemos aproximar
el conjunio ¥, mediante 2* funciones de similaridad. Sin embargo ésto ya
plantea un inconveniente, pues por ejemplo para una aproximacion a orden 10
se requeriran 2% = 1024 funciones de similaridad.

También es importante resaltar que Fyu , es iguala F, hasta el orden k, pero
no es posible saber que tan grande o pequeia seguira siendo la diferencia entre
ambos conjuntos a partir del término k + 1, ya que ésta dependerd del com-
portamiento de los tériminos agyy, a4y, ... los cuales ya no se estan tomando
en cuenta en Fi g, . En este caso el Teorema 5 nos ayudarfa. a complementar el
valor de la dimensién.

11.6 Cantor Afin

CANTOR AFIN

Haremos una construccién andloga a la de Fy, pero en este caso el intervalo
abierto que se retira en cada subintervalo no estard necesariamente centrado.
Veremos dos casos particulares.

Sean Ay, Az, By, B, nimeros reales en el intervalo (0, 1). Sea Ey = [0,1].
Definimos F), como la umén de dos subintervalos de longitudes A, y By. El
subintervalo de lougitud A, se obtiene al contraer Ey por un factor de A, y su
extremo izquierdo coincide con el de Ey. De la misma manera el subintervalo
de longitud B, se obtiene al contraer Fy por un factor de B, y su extremo
derecho coincide con el de Ey (Ver Figura 11.5). Asi E, estd formado por
un subintervalo ‘izquierdo’ que se obtiene con el factor de contracion A, y un
subintervalo ‘derecho’ que se obtiene con el factor de contraccién B,. Definimos
ahorael conjunto F; comosigue: a partir de cada uno de los subintervalos de E,
se obtienen dos subiniervalos, el izquicrdo y el derecho, donde el subintervalo
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izquierdo se obtiene con el factor de contraccién Ag, y el subintervalo derecho
con el factor B;. De esta manera F, estd compuesto de cuatro subintervalos
cerrados de longitudes A A,, A\ By, By Ay, y By B,. Supondremos que estos
cuatro subintervalos de £ son digjuntos dos a dos, (aunque podria considerarse
el caso en que algunos de ellos se intersectan en sus extremos.)

0 1
Eq: } —
Ay B4
E.: F { i |
E,: A1A2 A1BZ B1A2 B1Bz
2. | -4 — — H

Caso: A;+B, <1

Figura 11.5

Ast
0< AjA, + A B, +.B|Ag + BB, < 1

o bien
0< (A +B)(A+ By) <L

No es necesario pedir la condicién de la interseccién vacia (0 < A, + B, < 1)
para los subintervalos de E,; pero de llegar a traslaparse, A, y By deberdn de
considerarse como dos subintervalos diferentes a la hora de construir E; (ver
Figura 11.6).

A partir de E, construiremos un conjunto invariante como sigue, Para
i=1,...,4 definimos las funciones de similaridad f; del [0, 1] al [0, 1] como

f1 (Z) = AlAQZ

f2(z) = A\Byz + hy
f;; (J‘) = AzBlm + hg
fi(z) = BiBazx + hy

donde hy = Ay — A1By, hy = 1 - B], hy = 1= BB, En la definicion de estas
funciones no importa si los subintervalos de E, se traslapan, 1< Ay + B, < 2,
aunque en este caso la correspondencia entre el orden de los subintervalos
dentro del [0,1] y el indice de las similaridades serd diferente a la del caso
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0 < Ay + By < 1. Luego, por los Teoremas 10 y 14 del capitulo 10 existe un
coujunto compacto y no vacio G C [0, 1], el cual es el conjunto invariante de las
similaridades f;. Ademds s = dim y (G) = dim p (G) es tal que 0 < H*(G) <
0,y

de donde
(A1 + B) (43 + By = 1.

Dicho razonamiento puede generalizarse como sigue. Sean Ay,..., Ay y
By,. .., By niimeros reales en el intervalo (0,1), y E; = [0,1]. Paracada j =
1,...,k, el conjunto E; se obliene al contraer cada uno de los subintervalos de
E;_; en dos subintervalos cerrados, usando el factor de contraccién ‘izquierdo’
A; y ¢ factor de contraccién ‘derecho’ B;. La unién de estos 2/ subintervalos
formardn E;. Asi, el conjunto B} estars formado por 2% subintervalos cerrados
los cuales ademds deberan de tener intersecciones dos a dos vacias.

0 1
Eo: t |
A By
E,: | { '
B1A; A,Bi
E,: : A1A2 ’ | 172 1 f B|-1-{Bz

Caso: A,+By =1

Figura 11.6

Con base a dichos subintervalos definimos 2* funciones de similaridad con
constantes de contraccion

- ; k
Ci = Ty 0t Oy t=1,...,2

donde o € {4;,B;}, j=1,...,k

Como los subintervalos de Ey a partir del cual se definieron las similaridades
son disjuntos dos a dos, entonces dichas funciones satisfacen la condicién del
conjunto abierto. Ast legamos al siguiente y Gltimo resultado
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Teorema 7 Sean Ay,..., Ak y By,..., By nimeros reales en el intervalo (0, 1),
St G es el conjunto invariante de lus 2 funciones de similuridad que se definteron
en la construccidn del pdrrafo anterior, entonces s = dim g (G) = dim 5 (G)
donde

k
[T(A + B}) = 1.
=1

Ademds 0 < H* (G) < oo,

/ .
Cabria preguntasse que sucede cuando k — oo, ¢s decir, cuando el ndmero
de contracciones diferentes A; y B; tiende a infinito, y si es posible utilizar el
v . . . 1} [
Teorema 7 anterior como aprozimacidn de dichos conjuntos hmite.
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CONCLUSTONES

o s facuible el empleo de fractales en el estudio de los problemas de fil-
tracion de Huidos e un medio poroso, como nn inétodo alternativo para
determinar las caractenisticas hidrodindmicas del suelo Ky #. Sin e
bargo, ésiv dependera de nua buena elecerom y deternminacion que se haga
de la dimensidon fractal del medio poroso.

o La expresion (0.22)
(1= §)% +d% =1

obtenida en C. Fuentes [1992] es vilida para la dimension fractal s de un
medio poroso n-dimensional, y siendo o el G-volumen de vacios de dicho
medio. La dimensidn fractal ¢ se toma de acnerdo a la definicion dada
por B.B. Mandelbrot [1983] en su Capitulo 12,

o Siconsidermmos alora a s como la dimension de Hausdorll de un conjunio
v-dimensional [, es decir s = disn g (E), entonces el parimetro ¢ de
la expresidn (0.22) debe redefinitse para evitar resultados triviales. En
particular, cn esta tesis se definid un mievo pardmetro P, a saber, como
aquel dnico valor en el intervala (0, 1) tal que la expresibu

(1- P)e 4+ P¥ =)

se satisface.  Llamamos Conjunto-s/” al conjunto £ con dichas condi-
clones,

o Dara cualesquier Clonjunto-s 2, 1" < 7, existe un conjunto invariante,
totalimente disconexo y autosimitar 1 ¢ IR val que dim g (F) = ndim g () =
sdun gy U)o Ademas, J estit generado por dos funciones de similaridad
de IR en IR, con constantes de contraccidn | = Py P2

o Para cualesquier Conjunto-s P, F C IR™, existe un conjunto invariante,
iotalmente disconexo y amosiudar G ¢ I tal que

IR 1oV biTg

. D etat——— , ,-‘-——-A———\
dimyg () =dimy [ Ox o x G =dim; [ Gx- o x(O

o hien
dim g (1) = ndiw g (48) = ndim 5 (G).

o Para cualesquier Conjunto-sP, & < IR ol conjunto mvariante y an-
tostniilar ¢ C IR es generado por dos Tunciones de similaridad con con-
stantes de coutracaidn 1 — 7 v 1% La torwa de dichas funciones no
dependen mi de n ni de I

CONCLUSIONES 139



o La dimension de Hansdortl deoun Comnato-s 1 tridimensional 15, ‘casi
sietapre’ puede recuperarse al terseetar a dicho conjunto con un plano
bidimensional V. Estrictaimente

diny (F) = dim, [FOr (V)41
para I1* X yp-casi todo (z, V) € I x ({3, 2).

e Sea I un Conjunto-s! tridimensional y L € ¢/{3,2) mn plano bidimen-
sional. S proyectamos ortogonalimente a F sobre Il, bajo ciertas condi-
ciones podremos recuperar la dimension de Hausdor(U de I9 al interscetar
dichia proyeccién con una recta 1) contenida en 11, Estrictamente, si

0 < Asdimy (ProjgEYnr (D)) <1

para 13 ,-casi toda proyeccion en O* (3,2) v 0* X yy1-casi todo (¢, D) €
Projn (£) x G'(2,1), entonces

dim H (1'/‘) =4+ 1

e Sca E C M Cunjunto-sP.

- Sidim g (E) > 2y 2 € I, entonces, *casi siempre’ puede recuperarse
la dimensién de Hausdorfl de £ si intersectamos dicho conjunto con
reclas D € ({3, 1). En efecto,

dim g (B) = dim gy (B0 (D)] 42

para H' X vy -casi todo (x, D)€ E x G(3,1).
= Sidimpg (F) < 2y 2 € IR, entonees para v -casi toda recta 1) €
a3, 10
B ()] (D) = 0

Los resultados anteriores son validos para. Conjuntos-s 2, sin embargo, para
ello se obtuvieron resultados de conjuntos n-dinensionales mds generales, entre
los cnales enunciamos los siguientes:

o 5i I CIR™ es un s-conjunto, entonces 12§ L2 = 0 para [ '-casi toda

ol

o Si [£ C IR es uu s-conjnnto entonces 274 < DV (I, 2) < 1 para I'-casi
toda ¢ € I,

o Para cualesquier conjunto de Borel (Suslin} 12 de 2" tal que dim g (F) <
"y
dim 7 (E) = dim y [Proyy (F)]
’

ara 1 -cast todo espacio m-dimensional 11 € O (1, m).
Vl'".. l 0
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e Paras<n—m,z€R" ECIR"y II"(k) <,
B\ {7 (V)=10

para Y m-casi todo ¥V € G {n,m).

e Sis>n-—my Fosuns-conpunto borehiano (Suslin) en %, entosces
dimy{Ernr(Vy=s+m-n

para X v, -cosi todo 1z, V) € 1 x (GHn,m).

¢ l’ara cualesquier conjuntos A C H*y B C K™
dim 5 (A x B) > dimy (AY + dimy (B)
dandose la ignaldad si dim 5 (4) = ding (4).

e Sea ) C IR subconjunto cerrado y K la coleccion de todos los sub-
. / - e
conjuntos compactos y no-vacios de ). Entonces K, con la wdtrica de
Hausdorff py, forman nn espacio métrico completo.

‘on referencia a los conjunios de Cantor obtuvimos los resultados sigu-
ientes:

o Para el conjunto perfecto uniforme de Cantor Fy, con 0 < maA < 1, se

tiene
log (m)
log (A}

o Sea m uu cntero positivo arbitrario. Dado cualesquier conjunto £ C N
con dimensién de Hausdorfl 0 < s < 1, existe A y por lo tanto un conjunto
uniforme de Cantor I,y con la niisma dimensidn que F. Para ello escoger
A tal gue mAY = 1,

dim g ('Fm_\) =dim g (Fn) =

o Para el conjunto perfecto o-Cantor, F,, obtenido a partir de la serie
T =a, con a; € (0, 1) V 1, se tiene que

-Nl<cac!
dimy () =1

- Sia=|
dim g (1) <1

n’ . ’ . ~ . . .
Asi, ningin conjunto g-Cantor obtenido o partir de una serie 0 < T 0, < |
y del intervalo (3, 1] tendrd dimeusion de Hausdorlf fraccionnnia,

Ya que £, C IR el resultado anterior para el caso a = 1 es completamente
obvio. De aqui que se descen obtener mejores cotas para la dimensién de un
a-Cantor generado de una serie de la forma 3;0; = 1. Cuaundo el compor-
tamiento de la sucesién {4}, no es posible o dificil de determinar, wna primera
aproximacién para dini y (F,) se obtiene mediante ¢l signiente resultado:
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o Si los términos a, de nna seric o, = 1Para los lactores de contraccidn
Eivéay oy &k detinidos en la Seccidn T4 a partic del conjunto o-Cantor,
F,, se ticue que

S0 € s ()

. a PRI ] . l()g (2)
s l'vr < I‘J S o
dim g (15) < dimp (1) < o (9)

S WY ::'n’z[ {&}, con p >0,

_log(2)
log (o)

Ldum g (F) < diwy (F,).

dimy (F7) = dimg (F,) = 0.

Los Teoremas 16 y 17 del Capilulo 10 nos pueden llegar proporcionar
mejores cotas que las que acabamos de enunciar. Sin embargo, en general
estas cotas pueden legar a ser demasiado burdas, por lo que el siguiente resul-
tado nos ayuda a encontrar la dimension de Hausdorfl de conjuntos F, en una
forma mds general y exacta:

o Sca F, cl conjunto o-Cantor obtenido a partic de la serie T, ¢, = 1y del
intervalo [0, 1]. Delfinimos

l()g(l Ay =iy L., (lk)

A=-lim

Ko AZ
Si las igualdades

.“m dim y [F'.’.‘.l»} = dimy Llilll 1'.3_31:‘{&} = dim Llilll 1 (Ff“)}
b 00 i)

K=+

son validas, entonces:

~SiA=0
dintyy (Fy) = L.

Si0< A<

. , log (2
dim g (l‘a) = ﬁ%

ademds de ser I, totalmente disconexo,

- S A =
dim g () =0.
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o 5i G ¢s el conjunto invanante de las 2%-funciones de similandad definidas
en la seccidn 11,6 a partir de las constantes Ay,..., A y By, ..., By,
donde dichas constantes se encuentran en ol intervalo (0, 1), entonces
s = dim g (G) = din » () donde

A.'
[T{A7+B7) =
r=]

Se conocen pocos resultados referentes a los conjuntos Cantor afin, en gran
parte debido a que intervienen una infinidad de pardmetros que son dificiles de
controlar. Sin embargo, el enunciado anterior nos da una primera pauta para
buscar resultados audlogos a los obtenidos con los conjuntos ¢-Cantor.

Cabe mencionar por dltimo, debido al comportamiento impredecible de
ciertos pardimetros, que tambidn seria factible utilizar fractales ‘aleatorios’ para
tratar de describir tanto a los conjuntos o-Cantor como a los Cantor afin.
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APENDICE A

En este apéndice incluimos wna tabla con algunos valores de ¢ y @ que se
obtienen a partir de la expresion (0.22), a saber: (1= §)¢ + ¢* = 1, donde
i o= sfny siendo s adimension fracial delinida en la paging 8 del capitulo
imtrodictario. Asimisio, dicha tabla puede aplicarse a los parfimetros Py d'
a partr de la Delinicidn 1, pagina 13 y donde o = ¢/n, siendo en este caso s
la dimensién de Hausdorfl.

Recordemos que £ < < Ly 0 < < [ Andlogamente sd <y
N Pt

Se utilizaron los miétodos de Biseccion y Newwoun-Raplison para encontrar
los valores de la tabla.

Los errores de ¢ (a bien, ) son del orden de 107,

s caleulamos nd {respectivamente »d), tendremos o dimension fractal
(respectivamente, la dinension de Hausdortf), de un conjunto n-dimensional.

d (obiend®) ¢ (obienP)
- 0.5* -0

0.54 0.0004524
0.55 0.0025489
0.58 0.0347950
0.60 0.0848837
0.62 0.1555076
0.65 0.2871789
0.67 0.3832505
0.68 0.4317630
0.70 0.5270345
0.72 0.6171253
0.75 0.7371698
0.80 0.8862317
0.82 0.9268736
0.85 0.9686903
0.87 0.9852807
0.90 0.9971673
0.95 0.9999973
—1- -1

Al




APENDICE B

A continuacion se muestran algnnos valores para los parimetros P y s =
dim g7 de acnerdo a fa Detinicion 1 de la pagina. 13.

Los métodos empleados fucrou el de Biseecion y ol de Newton-Raphson.

Los errores de P son del orden de 10~7,

Los conjuntos mostrados fueron generados de acuerdo al método para un
Sistema de Funciones lteradas (11'S), [ver por ejemplo Gulick {1992) capitulo
4.} Bl valor N indicado representa el miimero de puntos generados para oblener
dicho gifico,

o Conjunto ternario de Cantor: s = log(2)/log(3) ~ 0.6300297, P ~
0.2007480

e Conjuntouniformede Cantor,conm =3y V= 175 « = log (3) [ log (5) =~
0.6826061, P o~ 0.4443562

N =150
o Conjuntode Koch: s =logt41) /log (3) = 1.26155695, P ~ 02007482

' s,

!J.IA\' ’l‘.\;"‘!.‘,
e 5 {J
5 R L,
N =1000
o Carpeta de Camtor € x ¢ 5 = log(4) /log(3) =~ 12618595, P ~

(J”Z()O74H'Z e B NE KN
i{'-’ ok 1
iH LI

N = 1500

o ‘Tridngnlo de Sierpinski: s = log (3) /log (2) = 1.6849625, P ~ 0.8681609

B1



o Carpeta de Sierpinski: s = log (8) /log (3) & L.RO2TR94, P~ 0,9999033

; ;&"ff iR .‘ ) i
: 5

o Variante de la Carpeta de Sierpinski: s = log (H) /log {3) & 14649735,
P~ 0.6695703

e Esponja de Menger: ¢ = log (20) / log (3) =~ 2.7268330, P =~ 0.9985505

o Piramide de Sierpinski: s = log {4) /log (2) = 2, P =~ 0.3670764.



' APENDICE

A continuacién se muestran algunos Coujuntos-sP contenidos en 2] los
cuales son generados por dos funciones de similandad con constantes de con-
braccidn 1 — P y P? respectivamente. Fsto de acuerdo al Teorema 4 del Capitulo
I, pig. 16.

En cada fignra se indican los valores de la constante de contraccién Py
su dimensidn de Hausdorit s, asi como of mimero N de puntos generados para
ilustrar dicho conjnnto.

'fodas las figuras estin contenidas dentro del enadrado [0, 1] x {0, 1].

Los segmentos de recta izquierdo y derecho en la parte mferior de cada
figura denotan la longitud de 1 = Py P? respectivamente,

Todas las figuras se obtuvieron mediante ol método para un Sistema de
Funciones lteraday (115), { ver Gulick (1992) ] If programa en QBasic se
incluye en el siguiente apsndice.

P=0.05 N=1000 P=0.2 N=1500
. AR N I I T |

S =1.174248 $ =1.261512
P=03 N=2000 P=0.4 N=2000
IR % 2 §ﬁ :_"“ AL T TR (1) " e
HEROAOB IS

YRR W k[

g m il i ;: '-':: ':-Si :ﬁi
: ‘ : w: v::v RECUANE W&
L R R
§ = 1.305424 § 1346099

Gt



P=06 N = 5000

P BN g oQu AR O 3 S T3t
e Ny iy 8% Wb gl BY M
Ve Bl Vel oy ™ N LN
A W Nk 03 oun MY Le
P=0.5 N=2500
— ACHEAES S DR T
WY U MEn DT HE NI AN FNT
?lll !.:I uww WsW AL B oS N Y e
AR oWy e w W AR S5 bk NEE
[ :17 Nvew 2(_: a8
O M QRN
Che 3 I
nisowl o Ma Srd Y COEd A s N [ 3 I ERUEE
PRI SRt Y L AR A RN WROUW 0 »‘t".&
ME N sl AR ST IHT TR A 1
S =1.388484 IR wHORR Wb My By
nt oy de. 14 RYC IR T PR M T
o T 44 ERCEMT I (O 3
Y R RS LS I D B
R 28 S A% v oag F) I i

S =1.432155

P=08 N=3000 P=09 N=2000

bR o oo
- el LON -t .
LR [ v !
of Pirs LI TR IV A

mathe kLY OBL st

R Bl st Wes .
B Ry BB gl N

CHO A L
i [T S,

FH R

mbtol  Br M Mo £,

§=1.536884

P=095 N=1500 P=0.99 N=1000

. - s ¥

[ I

w b b

b B & b e o l"'
ot i,
& B Mbrr,., H i

S =1.669256 S =1.756901
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APENDICE D

FEM  PRUGRAMA EN QBasic QUE GRAFTCA CONJUNTOS-sP

REM CONTENRIDOS EN EL FLARC.

REM SE UTILIZAN LAS CONSTANTES DE CONTRACCTON

REM «1-P) Y P°Z DE ACUR:RDO AL TECREMA 4 DEL CAFITULO 1.

KEY OFF: CLS : SCREEN 3
WINDOW (-.&, -.2)-(1.2, 1.3;
FRINT 7 INTRODUCTR EL VALOR DEL FARAMETRO F,
FRINT TAL QUE 0 « P « 1"
INPOT P
PRINT " SCUANTAS ITERACIONES DESEAS REALIZAR?™
INFUT N
CL3
PRINT "CONJUNTQ-sbP CON F =" F5 " ¥ "; N; "ITERACIONES"

.~ 2

FEM Las siguientes dos lineas trazan <) marco de la figura:
LINE (-.05, ~.05)-(1.05H, ~. 05y LINE - 1.0G5, 1.056)
'LINE - (-.05, 1.05): LINE - (- .06, - 05}

REM Lo siguiente es el algeritmo del metode para un
REM Sistema de Funciones Iteradas (JF3)
FORI =1 TON
g = 4 % RND
IF g <« 1 THEN 100
IF g <« 2 THEN 200
IF g « 3 THEN 300

X = (1
Y= (1 -
GOTO 500

i
s
et

% X
"

100 X (1 - By ¢« ¥
Y Yy P o2+
GOTO 500

1ol

y—
1
rre

~,

Y = (1 - Py ¢ Y
GOTO 500

300 X

£+ P 2y+ 1 - F I
Y )

{
Y« P 7 (2 - F 7

o1

500 PSET (¥, Y): REM Grafics el punte
NEXT 1

REM Lag giguientes dog lineas trazan los segmentos de
REM rectas con longitudes 1-P » F 5

LINE (O, -.07)-¢(1 - P, - .07
LINE ¢} - P~ 2, -.07)-(L, -.07)

A3 = INPUTE(1): END

D1



	Portada
	Contenido
	Capítulo 0 Introducción
	Capítulo 1 Porosidad y Dimensión Fractal
	Capítulo 2 Algebra de Conjuntos
	Capítulo 3 Medida y Dimensión de Hausdorff
	Capítulo 4 Medidas y Dimensiones Alternativas
	Capítulo 5 Lemas Previos
	Capítulo 6 Propiedades de Densidad
	Capítulo 7 Proyección de Fractales
	Capítulo 8 Intersección con Subespacios
	Capítulo 9 Producto Cartesiano
	Capítulo 10 Conjuntos Auto-Similares
	Capítulo 11 Conjuntos de Cantor
	Conclusiones
	Bibliografía
	Apéndices



