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INTRODUCCIÓN. 

Si 7 y 7) son dos transformaciones de Mdbius que generan un grupo discreto no elemental 

entonces se cumple la siguiente desigualdad 

itr,(7) - + 1r(10-171-  - 21 k. 

Esta desigualdad fue encontrada por Troels Jorgensen en los años setenta y juega un papel 

fundamental en la teoría de los grupos Fuchsiartos y Kleinianos. Esencialmente dice que f y 

7) no pueden estar ambas cerca de la identidad. 

Existen múltiples aplicaciones de esta desigualdad. En esta tesis se desarrollarán algunas de 

ellas, por ejemplo, la existencia de horodiscos ( horobolas ) ajenas e invariantes bajo la acción 

del grupo (Teorema 3,3 ), o las restricciones universales de los grupos de rango dos, éstas dicen 

que los elementos generadores de estos grupos no pueden mover "muy poco" los puntos de 

1I2  (Ha), ver Teorema 3.4. 

Una aportación importante en esta tesis es lograr una mejor cota de la "cercanía" a la 

identidad de dos transformaciones que generan un grupo discreto no elemental,esta se logra en 

el Corolario 2.3., comparar con la obtenida en 1131 Sección 5.4. 

Existen grupos para los cuales la desigualdad es igualdad, estos grupos llamados extremos en 

el caso Fuclisiano son ciertos grupos triangulares ver [J,Kj. Finalmente quisieramos mencionar 

que esta desigualdad ha sido generalizada recientemente a dimensiones altas > 4 por F. W, 

Gehring y G. J. Martin ver EG,MI. 
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lim If (1)- f(x)- D (x)(y x)i  = O 

por lo que 

If(Y)- f(1.)1 	I DÍ (x)(1/ x)i 

ly — xl ly — xl  

si 	f es conforme D f (x) = pt(s)A donde A es una matriz ortogonal y 

escalar positivo, de esta manera 

	

1Di(x)(11 —  	ili(x)11(11 — 27)1  

	

xl 	ly 

iy — xI  

5 

lim 
y-,: 

CAPÍTULO 1 

PRELIMINARES 

Densidades 

En este capítulo presentaremos algunos resultados que usaremos en esta tesis. 

Definición. Sea I) un dominio en R" y f 	R" diferenciable se dice que f es 

conforme en 17 si su diferencial es un múltiplo escalar positivo Ir(z) de una matriz ortogonal, a 

p(x) se le llama factor de conformalidad. 

Obsérvese que 

gtirá 

11(9)-
iy 
 f(x)1  

= P(x); 

Este limite existe ya que como f es diferenciable entonces 



p(x, y) = fnf W1) 

donde "y recorre todas las curvas suaves que unen x con y, (de hecho se tornan curvas suaves 

por tramos). 

Proposición 1.1. p es una métrica. 

DEmosTRACioN. p es evidentemente no negativa, p es simétrica ya que 

19-x 	= ea (-7) 

p satisface la desigualdad del triángulo ya que si p(x,y)-1- p(y, z) < p(x, z entonces existiría 

una curva ryt  que une x con y y otra ry2  que une y con z tal que 

ea(sir) 	ea(y2) < p(x, z) 

6 

14 (.0 

esto Ultimo se justifica observando que, como A es ortogonal entonces 

1A(1) — .r)1= lu — • 

Definición. trua densidad es una función definida en un dominio de Ilt" la cual es continua 

y positiva. 

Dada una densidad A en C R" se define una métrica en de la siguiente manera: 

Primero definimos la longitud de una curva suave ry : 	bj 	1) con respecto a A como 

fa Ab(i)) ll'(1)1 di 
a 

esta longitud la denotaremos por Uy), esto nos permite definir la distancia de x a y en 1) 

como 



W1) > e x("to) r > O 

por lo tanto p(x, y) > O. O 

Por otra parte, sea A una densidad definida en D, si f es una biyección conforme de D sobre 

un dominio DI  y ii(x) es el factor de conformalidad de f, entonces Di hereda la densidad 

donde 

pero .7,1 + "r2 une r C011 Z. I aalta SOlitleellte probar que p(r, y) 	si .1' P y. Sea 	una bola 

cerrada con centro en r y radio r tal que y a N C 1), por cont nulidad A alcanza un ínfimo 

AH  en X, dada -) una curva que une con y sea .ro  el primer punto de -1  si la recorrernos 

enpezando por :r tal que :ro E ON 

figura 1 

entonces si la es el segmento de curva de y que une a x con xo, se tiene 



y por lo tanto una métrica p i , de esta manera f es una isometría de (O, p) sobre ( P i . ) 

ya que darla -y:[a, 

If ' 7(t h'(1 )1 di hi  (1)1 

Ah(1))  
((1))

p(- (1)11-/(t)1,11. 

= ta(-y). 

La penúltima igualdad resulta de observar que como f es conforme en 1.) entonces 

'(1)1= PM!». 

En particular si D = Di  y 

A( f x) 	
a (s) 

 
11,  (x) 

entonces f es una isometría de (D, p) sobre si mismo. 

Matrices 

Consideremos el conjunto de las matrices de 2x2 con entradas complejas, la clase de las matrices 

no-singulares (cuyo determinante es distinto de cero) forman un grupo, el cual se denota por 

GL(2,C), el subgrupo deGL(2,C) de matrices con determinante igual a uno se denota por 

SL(2,C). 

Se denota la traza de A como trA, un calculo sencillo rnues 

tr(AB) r.  tr(B A), 

por lo que 



[A,131 = Ir (A13') 

= 	1171 + 	trá. 

Se verifica fácilmente que este es en efecto un producto flermitiano, por lo cual induce una 

norma en GL(2,C) de la siguiente manera 

IlflII = [ A, Al = 5/1(112  + Ib12  + 
ic12+ 

 1(112 

(solo es necesario demostrar la desigualdad del triángulo, lo cual se probará en seguida). A 
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Ir( 11)111 
	

r( .411 	1?) = 

Por otra parte, consideraremos a las matrices de 2x2 con entradas complejas como un espacio 

vectorial sobre C. 

Sea 

( 0 1,) 
A= 

d 
con a, b, e, d C 

definimos la transpuesta llennitiana A' de A como 

( A' = (A)` = 	11  
b 

Definición. Dadas dos matrices 

A=
o  b 

cl 
13=

o É3 

(5  

  

se define un producto Elermitiano como 



11A1111  111311 2  — 11A112  1[13, A112 	o. 

ya que [13, Al = PIT3 

es consecuencia de (i) ya que HIPO= B 

iii) corno 

11 A112  — 2 Idet (A)1 > la12  + 	+ le12  + 1c/12  — 2 (ladl + ibej) 

= (Ial — 131)2  + 	— Ici)2  ?_ O. 

lo 

su vez esta norma induce una métrica (lada por 

IIA — B11 = 	— 	+ — 	+ — •yl? + — bi21 . 

Lema. 1.2 Sean A y /3 matrices e nt nees 

i) 11A, 1311 	11A11 II f311 

ji) 1lr (A /41 	11A11 11/311 ; 

iii) 2Idet 	IIA112 ; 

IIA + BII 	IIAII + IIBII 

v) 	IIABII 	11/11I • 

DENIOSTRACION. 	Sea 	C = 	A] A — 11A112  ti 

11(112  = tr {([13, A] A —1AV B)([11, 41' 	11A112  B.)} 

= tr (1[13, AW AA* — 	11A112  AB' — 11/1112  [13, AjE3 A' + 11/1114  B1P) 

=1[ 13, A112  11A112  — 	A112  11A112 	11A112  11B A112  + 11A114 11!3 11 2  



1n( + frYI2  5 (1a12  + lb)2) 0(11 2  + 1712) 

esto es por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En forma análoga se obtienen desigualdades 

para los otros sumandos. 

Por lo cual 

IIAB112  5 (1a12  + I61 2  + Ic12  + Id12) (101 2  + 1012  + 1112  + 111 2). 

para demostrar iv) consideremos la siguiente identidad 

11.4 + /3112 	11/U 2  + [A, 13) + (n,.) +11F3112  

5• 11A112  + 2  11A11 11/111 + 11/111 2  

= (I1A11 + 111111) 2, 

ya que 	/3)1 S 11'401j 

tt) 	tenemos que 

A13 = 

(

no + lry 	n13 + bb 

cct + 	db 

11,411112  = Int) + 1,712  + Ia13 +bb12  + leo + d112  + 1c33 + (1b12  

Ahora 



— 	O 

es decir A„ I3„ --I AB. Esto muestra que GL(2, e) es un grupo topológico con respecto a la 

métrica 11.1 — 1311. 

Grupos .(liscretos. 

Daremos tres definiciones equivalentes. 

Definición 1. Un subgrupo G de GL(2,C) es discreto si dadas X, 	A2,... matrices en 

G, con A„ 	X entonces A„ = X para toda n suficientemente grande. 

Definición 2. Un subgrupo G de GL(2,C) es discreto si dadas Al, A2, matrices en O,  

12 

Es claro que 

b„ 	( a b 

	

eri dr, / 	C d 

en la métrica de GL(2,C) si y solo si a„ --+ a, 14, 	b, 	e, (1,, 	d. Esta observación 

implica que la transformación A —+ A -1  es continua en 1.( 2,C). Achinas si A„ —+ A y 

—+ II entcatces como 

II A„ fin  — ABII = IIA„1.1„ — An 13 A„11— ABll 

= IIAn(Bn — B) (A,, — A)110 

por el lema 1.2 inciso (v) tenemos 

	

liAn(13,1 13 ) (An — A)Bil 	ki 	— BU k2 HAn — AH 

(A„ converge y en consecuencia liA,,11 < k1, también Hin < k2  para ciertas constantes k, y k.2) 

de esta manera el segundo miembro de la desigualdad tiende a cero ya que 1113„ — 1311 —+ O y 

11/1,, 	All —+ O. por lo tanto 



con 	.V, X E GL(2.12) entonces /1,, 	X para toda n suficientemente grande. 

Definición 3. t7rt subgrupo G <le G1,(2,C) es discreto si darlas :11 , A2 , ... matrices en G, 

con /1,, 	/ entonces /1,, 	/ para toda u suficientemente grande. 

La definición 1 es equivalente a la 2, ya ya! si X E GL(2,C) y /1,, ---# X entonces 

XX -  -= /, 

de esta manera 	 a partir de cierta n, 

La delinicion 1 es equivalente a la 3 ya que sí suponemos que B„ 	X entonces 

X '13„—+1. 

Lema 1.3. Un subyrupo G de 51,(2, C) es discreto si y solo si para cada k positivo el 

conjunto 

{A E G 

es finito. 

DEMOSTRACION. Sí este conjunto es finito para cada k, entonces C1 no tiene puntos de 

acumulación, es decir todo elemento de G es aislado y por lo tanto (-; es discreto. Por otro 

lado si para alguna k este conjunto es infinito existen elementos distintos A,j E U con IlAa < 

k, 	n 	 Se pueden identificar a las matrices An  con puntos en lits  los cuales estan 

contenidos en una bola cerrada y por el tuorema de Bolzano,Weierstrass éste conjunto de puntos 

tiene un punto de acumulación, por lo tanto hay una subsuceaión de An  que converge; digamos 

a una matriz 13 y corno la función determinante es continua, 13 E SL(2, C) , por lo taro q es 

no discreto. El 

13 



12  =j2  = = —1. 

ij=k, jk=i, ki=j• 

ji = —k, kj = —I, ik = —3. 

Por otra parte, si escribirnos x iy =z y u+ iu= w entonces 

(xl+yi) i (uj-bek) 

= (x14-yi)+(u14-1,1)j. 

14 

Cuaternios 

Un n0101110 es una matriz de 2x2 con entradas complejas de la forma 

El conjunto de ellikternies es denotado por 111, la adición ', multiplicación es la definida para 

las matrices, se prueba fácilmente que: 

(i)1111 es un grupo abeliano con respecto a la suma. 

(ü) R — (01 turma un grupo no abeliano con respecto a la multiplicación. 

(iii) H es un espacio vectorial de dimensión cuatro sobre el campo de los ¡mineros reales 

con base 

1= 
 ( 1 

(1 

( O 

—1 

O ) 

1 

1 

O 

i= 

k 
) 

i 	O 

O 	— 

( O 

tl 

Se verifica que 



Esto sugiere que mili forma mriveniente de escribir los cual erriios es la siguiente 

con la multiplicación 

(21  + 1r'ij)(22 	21)2j) = (2122  — iviTé2 ) 	(21 us2  + ini72 2)j. 

Un cálculo ¿nuestra que esta es la multiplicación definida anteriormente. En particular si 

t E IR, IHI contiene una copia de R3  mediante la identificación 

(x, y, t) 1-9 (x 	iy) 4- tj 	ron ,r, y, E R. 

Niatrices unitarias. 

Definición. Una matriz de 2x2 con entradas complejas es unitaria si y solo si 

AA' = 1 	donde A' = 

obsérvese que si A es unitaria Idet(A)12  = 1, a continuación enunciarnos el siguiente teorema. 

Teorema 1.9. Sea A en S L(2,C), las siguientes afirmaciones son equivalentes, 

(i) A es unitaria; 

(i0 11A112  = 2; 

(iii) A es un cualernio, 

DEmosTRAcioN, Supóngase que 

A=
a  

b  
e d 

por lo que 

15 

ad — be = 1 



+ 1/42 	dr..' + hd 

+ -1,1 	1,12  + 1111 2  

de aqui se sigue que si a es unitaria entonces tiAll2  = 2, por otra parte un calculo muestra que 

- 	+ lb + 	All 2  

	

[kir lo cual si ;1,42  = 2, se concluye que a = d y b = 	y A es un cuaternio; finalmente 

si /1 es un cuaternio 

ja12  + Ib12 	(1 

o 	jar2  +1,42  

corno de t(A) = 1, entonces 1017  + Ihl2 = 1; por lo tanto A es unitaria, O 

Denotaremos a la clase de las Matrices unitarias con determinante igual a uno por S II (2,C). 

Una de las propiedades de las matrices unitarias es la de preservar la norma de los vectores, es 

decir si A E 	(2, e) y x = (z, w) E C2  entonces llAxll = 114; esto se sigue ya que corno 

(

a 	bz )= (az+bu, 

—b 	ñ 	1u 	—Tz +aw 

de esta manera se tiene 

llAxl12  = laz + btal 2  + 	+7iu/12  

= (az + bw) (az +19w) + (4z + 	+ aré) 

= lazl2 + Ibutl2  + lawl2  + lbzI2  

= (101 2 	lbl2)(iz12  +1101 2) 

= ilx112  

AA' = 

AA' = 

16 



2 

(PM = a + 
(ix 

1'  

al) 
(x si x a 

Si 	= R." U {ce} , se extiende 45 a ft" definiendo 0(a) = co y 95(0o) = a, Se tiene que 

02(x) = x para toda x E it" y 4) es tina biyección de Pi" sobre si mismo. 

Los planos en á" (de codimensión 1) estan definidos como el conjunto 

{x E R" i (x a) = t} U {oo} 

donde a E R", lai = 1 y t E R, estos planos se denotan por P(a,l), La reflexión i  en el plano 

17 

+ 	= det(A) = 1). De manera similar 11r/111 = 	ncluye que si 

.V, Y son matrices de 2x2 con entradas complejas, /I E 51.7 (2,C). 

A. 1 — AYA 
	

= :1(.v v),1 
	

ilX 

de esta numera se obtiene el siguiente resultado. 

Teorema 1.5. Si A E 511(2,C) entonces la transformación X 	AXiI 	es uno 

isometría del espacio de matrices complejas de 2x2 sobre si mismo. 

Transformaciones de Milbitis. 

En esta sección entmciarernos algunos resultados que usaremos en la tesis. Estos resultados no 

los probaremos, las demostraciones se pueden consultar principalmente en [13] capitulo 3, otras 

referencias útiles son [L] y 

Reflexiones en esferas y planos. 

La esfera con centro a y radio r la denotaremos por S(a, r), la reflexión (o inversión) en S(a, r 

es la función y5 definida como • 



Co.) 	
figura 2 

Definición. Una transformación de Itliibins que actua en fe es Una composición finita de 

reflexiones en esferas y planos. 

1'(u, 1) se define de la siguiente manera 

l»(X) = 17 	2Kr • a 	11a, 	.r E R" 

y se define t', (oo) = oo. De esta muriera 4',  es también una transformación biyeetiva de á" en 

el mismo que satisface 4.2  (,r) = x. Se puede probar que las reflexiones /,') y 	son continuas 

con respecto a la métrica cordal en 	la cual se define de la siguiente numera 

  

21x —1/1 

(1+14)1(1  + P/i2 )1  

 

d(x, !I) = 

 

 

2 

 

  

(1 + 1x12 )1 

 

    

Además 	y o son conformes e invierten la orientación. 



I,as transformaciones de I\ lóbius asi definidas forman un grupo, el cual se delata por 

I (IR" ) y el subgrupo de las transformaciones cíe Nfilitis que preservan la orientación se 

denota por M(li8"). Algunos ejemplos de transformaciones de Manis son las translaciones, las 

rotaciones y las lunnotecias. 

Extensiones de Poincaré 

Sea q la reflexión sobre la esfera ,5'(a, r), a E Rn , se define su extensión de Poincaré j) como 

la reflexión sobre la esfera s(a, r) donde Q = (a, 0), a E IR" I  y de manera análoga dada 

una reflexión sobre el plano mil, o se define su extensión de Poincaré iT) corno la reflexión 

en P(a,1), á = (a,0), a E ir +1 . Además dada E GAI(Rn), si (,4 = 0„...eq donde Oi  es una 

reflexión sobre una esfera o plano, se define la extensión de Poincaré de 0, corno = 

H" designa el semiespacio superior en IR", es decir 

= {(xi , x2 , ..., irn ) E 1Rn x,, > 0) , 

Se puede probar que toda extensión de Poincaré de GAI(Rn) es una isometría del espacio 
1 

Ir" con la métrica definida por la densidad A (x) = -- donde x = (xj,..,,x,,+ 1). A 
B3 

 

con esta métrica llamada hiperbólica se le conoce como el espacio hiperbólico tridimensional. 

También se puede probar que la métrica hiperbólica satisface la siguiente relación, si x = se3 

y y = les con e3  = (0,0,1), entonces 

°g  Gs) 
p(x,y) = (1,2) 

usando esta relación se obtienen otras dos identidades que serán de gran utilidad mas adelante. 

Yi 2  coshp(x,y)= 	n  
z:r3y3 

senhlp(x,y ix — 111 2  
4 X3 1/3 

19 



Consideremos el conjunto de transformaciones de la forma 

az+b 
12) = ez d 

donde a, b, e y d son numeros complejos dados con ad — be # O, 

20 

Además las geodésicas o curvas que minimizan dist nc as son semicírculos Euclidianos or- 

togonales a 1R2  junto con las rectas verticales en 113. 

Modelo de la hola unitaria. 

Consideremos la transformación yj =00a donde 00  es la reflexión en S(c „ t 1 , N/7i) y u la 

reflexión en el plano ,r,„ = (1, la transformación O transforma el plano x„ f I = O sobre la esfera 

5(0, 1) = S" y 11' 11  sobre la n + 1 bola unitaria denotada por !3 t , además 

lim k)(Y)  - <1)(27)1 	- 1(1)(42  
11-*x 	ly — x1 	2x" 

Usando los resultados de la sección 1.1, la métrica p en IP+ i induce una métrica en TP,1-1  

definida por la densidad A 

2 

1 — 142  

Ahora, dada una isometría tj,  de ill"41  esta define una isometría en D'u dada por 

00-1. Esto muestra que GA,I(R") es conjugado en GA1(11r11 ) al subgrupo que consta de_ 

los elementos que dejan a B"+1  invariante y son precisamente las isometrías de t3"1-1 . De esta 

manera se obtiene un segundo modelo del espacio hiperbólico llamado el modelo de la hola. 

PSL(2,C) 

En esta sección analizarémos la acción de las transformaciones de ISEibitts en ft2  y su extensión 

a 1113. 



H3  = {z 1j z E C, t>0}, 

De ésta manera la extensión de Poincaré de 	esta dada por la transformación 

(az + b)(ez +1) + ce7:12  lad - bel  ti  
"§(2 ti) = + + t2  

21 

Estas transformaciones se extienden a biyecciones del plano eon,plejo extendido 

-Cu {00} 

sobre si mismo definiendo 7)(oo) = oo si e = 0 y g(-) = oo, 7j(oo) 	- si e 9.-c-,  O. Se 

puede demostrar que el conjunto de transformaciones de la forma (1.5) es un grupo bajo la la 

composición, éste grupo se le puede identificar con 

l'S t,(2,C)= I, 
(2,C) 

de ésta manera, cada transformación 1de la forma (1.5) estará representada por la matriz 

b 
9= 

e d 
con ad- be = I 

 

Obsérvese además, que la composición de las transformaciones equivale a la multiplicación 

de matrices en PSL(2,C). Por otra parte se demuestra sin dificultad que cualquier reflexión 

en un círculo o una recta en el plano es de la forma 

az+ b 
c"z + d 

e inversamente las transformaciones en PSL(2,C) son composiciones de translaciones, rota- 
! 

ciones, homotecias y la transformación 	-, por lo cual se puede identificar PS1(2, C) con 

M(1R2). Usando esta identificación se puede extender D(z) en (1,5) a ift,3  mediante su extensión 

de Poincaré. Para hacer esto explícitamente identificaMos a (x, y, t) E IP con el cuaternio 

x 	yi tj, con esta notación 



Denotaremos a las transformacii ates (le i'SL(2,C) con una letra con una barra arriba y a 

una matriz en (7/.(2, C) qta,  la representa con la misma letra sin barra, 

Se definen las siguientes funciones en 1 S1(2.C) 

traza. t-g) 	0'20)  
det(y) 

I I 	1 I  

(dei (g)I 

	

donde g es una matriz en GL(14,C) que representa a 	se verifica fácilmente que éstas 

funciones estar bien definidas, es decir si 111  y y2  son matrices (pie representan a Tj entonces 

tr2(gt) _ 1r2(12) 	 iigt 	111/111  
det(gi ) 	det(g2) 	idet(91 )1' = idet(92)I 

Obsérvese cite 

la (?)) = 1.1.2  (i -y- 	) 

A continuación enunciaremos dos teoremas que se usarán mas adelante y cuyas demostra-

ciones se omiten (estas se pueden consultar en (13) cap. ,1). 

Teorema 1.6. Para cada il E PSL(2, C) se tiene 

10112  = 2coshp(ii 9(i)), 

Teorema 1.7. Dada g E SL(2,C), las siguientes afirmaciones son equivalentes 

(i) 9 E SU(2,e), 

fijj E SO(3) donde f es la transformación canónica que manda H3  en B3  

es decir f  es la reflexión sobre el plano xy seguida de la reflexión en S(C3,4). 

Definimos ahora formas standard en PS L(2, C); para cada k O, k E e se define 

mk(z) = kz 	(si k 1), 

mt(z) 	z +1. 
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Obsérvese que para toda k 

tr 2(mk ) = k 	l + 2 

Además se puede probar que toda transformación TI E 1'.S'1(2. CL.) TI 	/ es conjugada a 

una forma standard m k , ríe esta manera se obtiene el siguiente resultado. 

Teorema 1.8. Sean 7; y ,q transformaciones en 1'51(2,C) ninguno de ellos la identidad. 

Entonces h y Ti san conjugadas si y solo si 

r  2 (1) = 

A continuación clasificaremos a las transformaciones de PSL(2,C) con respecto a su traza, 

para lo cual daremos la siguiente definición. 

Definición. Sea 	/) una transformación en PSL(2,C) se define p como 

(i) 7)Cs parabólica sí tr20-) = 4, 

(ii) "tj es elíptica si 0(j) E (0, ,I), 

fiio y es larodrónlica si tr2(1) ¢ (O, 4[ ó 0(1) no es real. En el caso de que 

tr2(1) E (4, oo) a j se le llama hiperbólica y si tr2(ij) no es real a 	se le llama 

estrictamente larodrómica, 

Sea y E PSL(2,C), 	1, se define el orden de y como el mínimo entero positivo k tul 

que gk = 1, obsérvese que sí Tj es de orden finito entonces es elíptica. Las transformaciones de 

orden dos se caracterizan por tener traza igual a cero, es decir es conjtigada a una de la forma 
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Razón cruzada. 

Dados cuatro puntos distintos 21 , 22, z3  y 23  enC se define la 1122011 cruzada de estos plintos 

COMO 

(21 — 23)( 2.% —  '2) 
[2i 23, 23, 2.1) = 

(21 — 23)(2.; — 23) 

Esta definición se extiende por continuidad y asi se determina la razón cruzada en el caso 

de que 2)  oo, además se puede probar el siguiente resultado. 

Teorema 1.9. Sean za, z2 r  z3  y 2,1  cuatto plintos distintos y al, u.,2 , W3  y 11,4  

también cuatro puntos distintos. 	Entonces 	32 ) , 22, 23, 243 = [11,1 ,21,2 , 	w43 	si y sólo si 

existe g E PSL(2,C) tal que Tj(zi) = 

Grupos elementales 

Dado un grupo G actuando en un conjunto X, la órbita de .r E X esta definida por el conjunto 

G(x) = {DM :7",* E G). 

Definición. Un subgrupo G de PSL(2,C) se dice que es elemental si y sólo si existe al 

menos una O-órbita finita en L13. 

Los grupos elementales se clasifican en tres categorías de acuerdo con el número de elementos 

de su órbita finita 	xj. 

Tipo 1: o > 3 o 	E IR3  — C. 

Tipo 2: o =1  y xi E e. 

Tipo 3: n=2yxi, x2 E e. 

En el caso discreto, los grupos de tipo 1 son elípticos finitos. 

Los grupos discretos de tipo 2 son de tres clases. 

a) Cíclicos finitos (éstos también son de tipo D. 

12) Contiene parabólicas, todas fijan un mismo punto, no hay loxodrórnicas aunque puede 
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haber elípticas (éstas lijan el punto lijo parabólico). 

e) Contiene lo)nalromicas, no hay parabólicas y todos los elementos del grupo fijan los 

mismos dos puntos. 

Los grupos discretos de tipo 3 5011 conjugados a un grupo C. cuyos elementos son de la forma 

z 1-1 
	

O
k n 

donde 	= 1 y 	> 1 ver [FI! Sección 5.1. 

Finalmente enunciaremos un resultado que se usará en los siguientes capítulos. 

Teorema 1.10. Iodo subgrupo no elemental de PS L(2, C) contiene .un numero infinito 

de elementos lo.rodrómicos, de tal ;nailon que cualquier par de ellos no tienen plintos fijos en 

común. 



CAPÍTULO II 

DESIGUALDAD DE JORGENSEN 

En este capítulo se analizarán algunas propiedades de gnipos uu eletnentales y discretos, en 

particular entubaremos algunos resultados que exhiben el caracter aislado do sus elementos. 

Primero demostraremos 1111 resultado que usaremos para probar la desigualdad de jorgensen. 

Teorema 2.1. Sea 7 E PSL(2,C), f 	Id, tal que no es de orden dos. 	Dada 

E PSL(2,C), sea MI) la transformación -01-1. Si 0(9) Y 7 para alguna n entonces 

(7, i) es elemental. 

DEMOSTRACION. Sea 

Do '""1 	Dm 	- I i(grn- t) - 1  • 

donde 0(g) = 	 ya que 	OCU), se tiene 

	

(1,"(1) = 	-171;-1 1; 

Consideremos dos casos. 

Caso 1. Supongase que 7 es parabólica con punto fijo a, corno 7-77 , es conjugada de 7 
entonces (7,„ tambien es parabólica, con punto fijo 1„.. t (a), por hipótesis Tm= f, entonces jn 

fija a. Por lo que a = 	(a) y en consecuencia a es punto fijo de *,/, 1  para toda e > 1, 

en particular g(a) = a y (7, I-) es elemental. 

'Caso 2. Supongamos que 7 fija dos puntos a y a. Como 

entonces yr  fija a Ir- t(a) y yr.,. 1 (fl). 

Si 	„ = 7, §„ fija a y fi, por lo que 

{a,fi} = {91_ i (a) §„_0)) ;  

SI "fin _ l  intercambia a y fi entonces (I„.,1 )2  fijaría a , fi y a los puntos fijos de 	por 

lo tanto 	será de orden dos y 7 tambien (ya que 7 y 	son conjugadas), lo cual es una 
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contradicción. l'or lo que 

?), i(o) =o  y 1, ( 1) = .1  

Inductivarnente este razonamiento muestra que y,. fija o y /1 para todo e 	1; 

Por lo tanto f y 	dejan el conjunto {o, 3} invariante y (7, ) es elemental. O 

Ahora presentaremos el resultado principal de esta tesis que es la desigualdad de Jorgensen, 

Teorema 2.2 (Desigualdad de Joiyensen) Sean 7 y T  dos transformaciones en PS1:,(2,C) 

que genemn un grupo discreto y no elemental entonces: 

lo(i) 	1(07-1 D-1 )- 21 > 1 . 

Observemos que si f y y son matrices en S L(2, C) que representan a f y 1 respectiva-

mente, éstas están deterrninadae de manera única salvo por un factor —1, por lo tanto la traza 

del conmutador f gr 1 Ir t esta bien definida, entonces 

Ilr2(f)— 41+1tr(f 	g-1) — 21 	1. 

DEMOSTRACION. Si 7 es de orden dos su traza es Igual a cero y el teorema se cumple. 

Supóngase que 7 no es de orden dos. 

Se define inductivamente 

9D 	9 	Y 	gn f 91;1 	 (2,1) 

La idea de la demostración e3 la siguiente, supóngase que (7,5) es discreto y no elemental 

y que la desigualdad no se cumple, ésto nos llevará a que gn  = f para alguna rt y por el 

Teorema 2.1 se tendrá que (7 ) es elemental lo cual contradice las hipótesis. Consideremos 

dos casos, el primer caso 7 es parabólica y en el segundo 7 no lo es. 
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(01.00 

) 1 .~ (12  — ae 

1 — ac 

( f  , f  _ i 	1  ... 	1 + y O -1- C2 

C2  

I(12 < 1  

1e1 < 1. 

Ahora usando (2.1) se tiene 

an 	 an 	( 1 1 ) 

an+1 bri f. 1 	1 — CM:In 	g 
Cn+1 dn + 1 	 1 ancn  

por lo cual 

en
" 	para toda n > 1, 

28 

n 

(2.2) 

en+1 drin 	en  d, 	O 1 	—e„ a, 

Caso 1, 7 es parabólica. 

C'onjugando se pede suponer que 

Y 	11= — be = 1 , 	r• 	0. 

se tiene que 

	

'T(f g 	) 2 + 

Por lo que si la desigualdad no se cumple tenernos 

itr2(f) 	+ 	1g
' )_21 

)— 2  < 1; 

esto es 



y como 	lel < 1, se tiene (pie e,, 	O cuando o 	oo. 

Además 1(1,d 5 n + 	. Esto se prueba por inducción. 

Para o = 

a l  = I — ea 

por lo que 

-i- 

corno lel < I esto implica que lar! 5. 1 + lal . 

Suponemos valido para n, esto es 

la„I 5_ 71 + lal 

y demostraremos para el caso a + 1. Como 

an+t = 1 + eran 

lan .f  I 5 1 + ic2" la„I 

por hipótesis de inducción se tiene 

5 1+ 	(n + lal), 

lan+11 5 1 + n + lal 

Probaremos ahora que lan c,i l --> O 	cuando n —+ 00, 

5 len! (n + !al) 

n Ic12" 	lal 	, 

lim 'cinc,' 5_ lim n Ic12n 	lim tal Ic12' , 
ft -100 	 n—000 	 n—roo 

y se tiene 
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I tr2(1) ..= — -112  

lir(f 	 = bel 

Si la desigualdad de Jorgensen no se cumple entonces / < 1, donde 

112  
= (1 -1- lbc1) 	— — 

30 

1 
u 

siempre que los límites de la derecha existan. 

El segundo límite ciertamente tiende a ovo, también lirio n 1, 	tiendo' a cero 

Jim ro l o'V = lino nexp(2' log 	o (por Illopital). o, • 

Se concluye que a„r.„1 —+ O 	cuanalo 

Finalmente ya que (j,:rj) es discreto 

n 

a„ 	b„ ( 

se tiene 

b,, 

co 

—+
1 

Aderriás 

1 

'O 	1 ) 

(1 	1 

b„ = a 	1 	)' usando (2.2). 

' 

para a suficientemente grande, y por el Teorema 2.1 	, -g) es elemental, lo cual es una 

contradicción. 

Caso 2, 7 loxodrórnica ó elíptica. 

Conjugando podernos suponer que 

= (u o  
) Y 9= 

U 

a b e 

d 
con be # 0. no fija O ni oc 

Como 



Cn t 

Iblcll = ¡bel 	+bel 

5 ¡bel (1 + 	— 	= 

Suponemos válido para para n, es decir ibnc„i < 'bel un, por lo que 

Ibne•ni < !bel . 

Se tiene 

1bn  fle-n4 ti 5 Ibneni (1 + ibcD 
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u
1  

— 
u 

Usando (2.1) se tiene 

bn t 1 

(In 11 

an 

en 

bn 

dn 

ti 

6  

1)  

— 
11 

1 	, 

"en 

—bn 

<ni 

and„u — 12:11  a,,b„(1  — u) 
1 	11 

11,, 	11  — u 
obsérvese que 

por lo que usando 

se tiene 

Ahor mostrarémos que  

„ I 
bn 4 len 4 1 = 	brIen (int —  — u)

o 
 • 

andn = 1 bnen 

bn 	en t = —bnen(1 	bn( n )(t 	
1 

/ — 71)-, 
 
- 

11),,c,1 < lz" !bel 

por inducción, si n = 1 



y de manera similar 4+  un I t. 
entonces 

1 
— — 

U = 1%1 

1111 

bmfl 

bn  
< pi, 

bn  

ttn  

bn.I.1 
un+ 1 

< pi 

y usando la hipótesis de inducción 

114, len 	I 	j 7" Ihri (1  + Piel) 

Como suponemos p < 1 tenemos (pie p" 	O cumulo o —4 o.), 

por lo tanto bu en  —4 O y on d„ —* 1. 

Como 

a n y!  = u„d„u (b„en )
It  
— 

cuando o 	oo, l'or otro lado 

Y 

1 
It — 

u 

Como 

il — 
tl 

bn = 	1 — 

— — 1/ 
1/ 112  > 

1 

para n suficientemente grande. Por lo tanto 

fin  
71n1.  
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Corolario 2.3 Si 7 y 5 generan un grupo discreto y no elemental y f y y son 

matrices en S L(2,C) que representan ajyy respectivamente, entonces 

	

max {II f — 	,Iig — 	> 0.61 

DEMOSTRACION. Expresamos a f corno f= 1+ A 

donde 

	

ac d 	Y 	( 0 1 
A = 	 = 

I 0 

por lo que 

33 

Por consiguiente para N fija, suficientemente grande y para toda n > I tenemos 

bis; n  
urV 

 

(11)1' 
bN 

    

De esta desigualdad concluimos que —
b„ 

tiende a cero cuando n -4 NI De manera similar 

n"e„ 	O, finalmente estas estimaciones implican que 

( .f -- ng2af n 	"2n  = 
1L 2" (2n 

cuando 	oo; 

Como (7, Ti) es discreto, se tiene que f g2„ f" = f para n suficientemente grande, esto 

es g2„ = f , lo cual implicaría que (7,1) es elemental (Teorema 2,1), que es la contradicción 

buscada, O 

Obsérvese que la desigualdad de Jorgensen implica que f y g no pueden estar simultane-

arnente muy cerca de la identidad. A continuación calculamos una cota inferior para 

max Illf — ¡Il lig — 



+ a 	b 	 1 + (1 
Y f 

+ 

además f = 1 + A' 

donde 

 

(d —b 

-C 

 

= 

 

  

y 	det(A) = —ir(A) ya que f E 81,(2, C). 

Obsérvese tarnbien que 11A11 = 11A'11 y 

A + A' + AA' = 	 (2.3) 

De manera similar escribimos g = 1 -I- 11, 	= 1 + 13' y obtenemos también 

111311 = 11 B*11 y 	+ 13' + 1313' 	O. 

Substituyendo f y y por 1+ A y 1+ B respectivamente, en la desigualdad de jergensen 

obtenemos 

Itr2  (1 + A) — 41+ Itr(1 + A) (1 + 13)(1 + A')(1 + 13') — 21 ?. 1, 

el segundo sumando se puede escribir de la siguiente manera 

Itr (1 + 13 + A + AB) (1 + 13' + A' + A' B*) — 21, 

Desarrollando y usando (2.3) tenemos que 1tr(f 91-11-1) — 21 es igual a 

8' + A' + A*131  + 13 + 1313* + 13 A' + BA'13' + A + AB' + AA' + AN.81+ 
tr 

AB + ABB' + ABA' + ABA'B' 
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= 	R A' + A + AA' ) 	+ 	+ A' 13' + A (II + 	) + 	+ A I A' 11'11 

= 	(HA' + IA' 	— A Ir Ali A" + Allí)* 	. 

t)btettiendose 

t r 2  (I + A) — .11 + 11r(II A' + 	- AB* -t- .413/1* 	A/1.4'13* )1 ;> 1. 	(2A) 

(0' b' 
Si 13= 	 , Un cálculo sencillo muestra que tr( ti 	= tr(A131, ildelniíS COMO 

c' 

tr(AL I A') = tr(HA'i ) y 

( a' 
b' ) (ad — be 	O 

(HA' A) = 
e' 	d' 	0 	ad — be 

—a' (a+(I) 

* 	—(11(a + (I) 

se tiene 

tr (AB 	= —tr (A) Ir (Ji) 

y (te manera análoga se prueba que 

Ir (13 A*131= tr (A*13' 13) = —tr (A) Ir (H). 

Simplificando la desigualdad (2.4) tenemos 

14tr(A)1 	Itr2  (Al 	21tr (E)I Itr (A)1 	(AI3 	L 

Utilizando (ii) y (iv) del Lema 1,2, observamos que 

Itr(ABAs  /311 DA11111"1 
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por otro lado, como det(A)l 	1/r(.4)! usar« lo (in) del Lenta 1.2 obtenefuol, 

11'111' 
1 	)1  

por 10 cual, (2.5) implica 

1  2 	+ 	 21/312  + 	+ H/1112 111111 2  
• 

Si e > 11,111 y e > 111311, entonces 

, e
4 

 l  
2e-  + 	+ 	+ e. > 1 

simplificando y completando cuadrados tenemos 

(e2 	1 )2  > 
44 

7 — 49 

por tanto e > 0.613 lo cual demuestra el corolario. Obsérvese que la cota obtenida en el 

Corolario 2.3 es sustancialmente mejor que 0.146, la descrita en [13] sección 5.4. 
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CAPÍTULO III 

APLICACIONES 

Ahora presentaremos algunas aplicaciones de la desigualdad de Jorgensen. Como primera apli-

cación, mostramos que un grupo no elemental es discreto si se cumple esta condición para sus 

subgrupos de rango dos. 

Teorema 3.1. Sea G un subgrupo no elemental de PSL(2, C) entonces G es &servio si y 

sólo si para toda 7 y S-  en. G el grupo (TI) es discreto. 

DEMOSTRACION. Si U es discreto evidentemente todo subgrupo de U tambien lo es. Para 

probar la suficiencia suponernos que cada (7,S) es discreto, para todas 7, q E G pero que 

G no es discreto, por lo que podernos encontrar distintas 	 1) en U representadas 

respectivamente por las matrices fi, f 2, ... en SL(2,C) las cuales convergen a la identidad. 

Además podernos suponer que ninguna 7,, es de orden dos ya que tr(7„)---,  2 y 7„ de orden 

dos implica ir( 7„) = 0. 

Sea 	D' E U representada por la matriz g, entonces fog I y-1  -' / por lo que 

tr(Ingf,71 I) -* 2 

y 	 Itr2(7,,) - 41+ lir(fng f 1 g- I ) - 21 -0 O 

Se sigue de la desigualdad de Jorgensen que para n suficientemente grande (7„, 71) es 

elemental. 

Por otro lado, como U no es elemental, G contiene dos elementos loxodrómicos que 

no tienen puntos fijos en común (Teorema 1,10). Sean g y Tr tales elementos, para n 

suficientemente grande los grupos (7„,S) y (7„, Ti) son elementales y discretos, lo cual 

implica que 	deja invariante los puntos fijos de Si y Tr, corno 7, no es elíptica de orden 

dos, 7, fija cada uno individualmente, por lo que 	y 1r tienen los mismos puntos fijos, lo 

cual es una contradicción. O 

Establecemos ahora otra aplicación del la desigualdad de Jorgensen en el caso particular de 

que f sea parabólica, observemos primero que el punto al infinito en fi3  corresponde al polo 

norte en el modelo de la bola. Este mediante una rotación se puede mandara cualquier punto 
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por lo que 

tr(!gf -to-')= 2 +c2 A2  

y corno /r2f = 4 al substituir estos valores en la desigualdad de Jorgensen obtenemos 

141 

38 

en la esfera unitaria. Esta rotación vista como isometría hiperbólica de 	en si ti ni esta 

definida por una transformación imitada (Teorema 1.7). 

Teorema 3.2. Sean 7 y y en PS1.(2,C), y suptingase qiw 

elemental, entonces 

O) Si 7 es parabólica se tiene que 	— /1111g — 111 	I. 

(ii) Si 7 y Ti son parabólicas entonces para toda x E 113  

scriqp(x, 7x)serthIp(xjjr)> 

cs discreto gnu 

donde p es la métrica hiperbólica, 

DEMOSTRACION. Sea 7 parabólica, si 7 no fija oo existe Ti representada por una 

matriz unitaria h de tal manera que 77 7 Ti- t fija co, si f es una matriz que representa a 7 

entonces por la observación previa a este Teorema y usando el Teorema 1.5. se tiene 

y análogamente ésto es válido para g , Por lo cual se puede suponer (pm 7 lija oo 

f = 
(

donde e2  = 1, 
fe) 

( a b 

e d 
(ad — be) = 1 

calculando el conmutador f g f t  y-1  se tiene que 

( f gf  _ 1, ,, 1 = (ae + eA)(ed +e,l)-1- (eb+ dA)(—ee) 

* ce(—be trA) + edac 



Ilf — /11= 2senh4P(/3(1)) 	y 	119 — /11 = 28enith(j, D(j)), 

usando (i) se tiene 

senhIP(jJ(j))8enhIP(jIT1(i))?- 
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Finalmente como lif 	111 > 1,\1 	 — 1f1 11.> 	entonces 

Ilf — 111 119 — 111 .2 1. 

Para probar (ii) escogemos matrices f y y que representan a 7 y rij respectivamente 

COTI 

trf 	trg = 2 

un cálculo sencillo muestra que 

11/ — /112  = 111112  + 2  — 2  Re [Id] 

= 11f112  — 2  

y de manera análoga 

119 — 1112  = 11g112  — 2. 

Por el Teorema 1.6. se tiene que 

11/112  = 2c°8hP(iti(i)) y 119112  = 2coshP(i,?1(i)) 

por lo que 

111 — /112  =2"shP(1,7(j))— 2  

119 — /112  = 2coshP(j,T/CD) —  2  

utilizando algunas identidades trigonométricas y simplificando obtenemos 



x — 7(x)t 
senh21p(x,7(x)) = 

l 

4x3V
—
(x)J3

2 
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Esto verifica (ii) en el caso particular en que .r = j. 

como se mencionó en el Capítulo I, las extensiones de l'oiticaré de / 'S L(2, C) son transitivas 

en 113; por lo que dado x E //3  existe 	(extensión de l'oinearé) tal que (.1-) = j, corno h 7 T, 
y Tr7j/i I  son tambien parabólicas y 	7 	,T1li I ) es discreto y no elemental, aplicarnos 

(ii) a este grupo por lo que se tiene 

senhIpCi,T1 Ti 

como 1r es una isometría hiperbólica tenemos que 

P(J, 7 17 -  '(.i)) 	P(T/ 	 (i)) = P(s,i(x)) 

P(,7,TIDT: ' (j))= P(1  (i),717i (i)) = n(x,Y(x)) 

con lo cual queda demostrada la afirmación, O 

Ahora presentaremos una interpretación geométrica del teorema anterior. Urca hambok E 
en 113  es una bola Euclidiana abierta en 113  que es tangente a C, si le es el punto de tangencia 

se dice que E esta basada en ro, una horobola basada en co es un conjunto de la forma 

	

{(si , x2, a:3) E 113  : ,r3  > k > 	. 

Se define para cada transformación parabólica 'g E PSL(2,C) la horobola 

	

Ey = {x E H3  : senItIp(x,5(x)) < 	. 	 (3.1) 

Si w es el punto fijo de 1, Ey  es una horobola basada en w. 

Una manera de observar que Ey  es efectivamente una bola Euclidiana abierta es la siguiente: 

Sea j(z) = z 	1, utilizando la expresión (1.4) y escribiendo x = (x 1, x2, x3) y 7(x) = 

(xl  + 1, x2, sa) se tiene 



{E.1.:D es parabólica en G} 

es permutada por G en el sentido que se establece en (3.2.) y para Ti E (7 Pa Mica, 

Er, n 	= O a menos que "g" y h tengan puntos fijos en común. 

DEMOSTRACION. Usando (3.2.) es claro que dada E- una horobola y Ti E (7, h(E) esta 

Al 

donde (7(r)13  denota la tercera coordenada de 7(a). por lo que 

sr nhIp(x,j(z)) 	--
1
-- 

2,r 3  

si 	scoh,l2 p(x,7(,)) < ientonces 	<
- 	

por lo tanto .r3  > 1. De esta manera 
'2.r3  

x3) E H3  ita > 	. 

9(E7) es el plano :es = 1 el cual, bajo la acción de 7i, E l'SL(2,C) será transformado en 

una esfera Euclidiana tangente a é (ésto es por conformalidad). 

Por otra parte obsérvese que para toda Ti E 1', 91,(2,C) se tiene 

scrili3p(x3r) = senti4p(hx,17.7x) 

= 	scn/l1P(/, Ti 7 1:19) 

donde y = 	a: E E7 entonces y E E7, 7 Ti-1  e inversamente. Se concluye que 

-RE» = E,, 7r • 	 (3.2.) 

De esta manera si 7) es parabólica con punto fijo w, como :9 es conjugada de 	z 1 

entonces Ey  es una horobola basada en w. lk acuerdo con el teorema anterior se obtiene el 

siguiente resultado. 

Teorema 3.3. Sea G un subgrupo discreto y no elemental de 'PSL(2,C) con elementoS 

parabólicos, Ti parabólica en G, Eu  la horobola definida por (.'.t.). EntonceS la familia 



figura 3 

12 

en la familia de horobolas, por otra parte si h E G es parabólica y existe 2 E 113  tal que 

z E N-1  n E7,- entonces por definición 

,st n1171,1)(z,:i. j(z )) < 

Y 

	

	 sutil 4.1)(2,-/-i(z)) 

por lo tanto 

strthilp(z, j(z))scriqp(z,17(z)) < 	 (3.3.) 

si (-0,W) es no elemental la expresión (3.3.) contradice el teorema 3.2., por lo que si 

n 	0 entonces 0,71.) es elemental, es decir q  y Ti. tienen el mismo punto lijo. O 



 

1 2 	1 	2 
— = 	 4sen20 

1121 

 

 

(3.4) 

  

Por otra parte tenernos que para toda x y y en 113  (ver Capitulo I, afirmación (1.4)) 

4senh23p(x,y) = 
ix  

X2//3 

además Ti actua en R3  (visto corno CxR) por la fórmula 

(2, t) 	(u2z, I 	t) 	(identidad (1.6)) 
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Terminaremos esta tesis con algunas aplicaciones de la desigualdad di iiirgensen que nos 

dicen que tanto mueven O los puntos de //3  los generadores de grupos discretos ti(i elentelitales. 

para esto necesitaremos algunos resultados sobre la acción geométrica de las transformatitines 

elípticas y loxotlrómicas. 

Supóngase tila! 

tl 	
11 

) 
9 = 	1 ti = 	exp(i0) 

es decir y es elíptica o loxotlrómica, entonces 

2  1 11 
— = 

1 
)(S 

1/ 

1 
11) 
1/ 

= ¡u¡2  — 2 ReEl + 
1 111 

Como 

= 1 — 2sen20 2i.sen.Oros0, 

se tiene 

1 2  
/E  

 

il 2  —'2 4sen2O 	
1 

  

por lo que 



Por lo cual si 	= (z, t) E 113  se tiene, 

— 	+ 	01'1)2  

1u1 2  12 

1 2  1 - 112 1 2  +  12(f  - u1 2 ) 2  

I td 2  12  

.1scrih 2 
	

Tf(i)) 

obtenítudose 

( 	
2 

,isenh.2 5(X, y(:r)) =  
t 

1 
11 —  

2 (— )2 

 

Ahora, el eje A de íj es por definición la geodésica que une los puntos fijos de 1, en éste 

caso son los puntos de la forma (0, 0, t) en 113. 

Definición. Dada 7 E PSL(2,C), loxodrómica se define la longitud de tionslación de 7 
T—f  como 7= p(x, 7x) donde x es cualquier punto en el eje de 7. 

Esto está bien definido ya que siempre se puede conjugar 7 a una transformación como la 

descrita arriba y (3.5) nos dice que esta definición es independiente del punto que se tome en 

el eje. En efecto, para x = (0,0, t) en A, z = 0 y usando (3.5) se tiene que 

4senh.21T7  = (In) — 
1 

)2. 
	 (3.6) 

En el caso que 7 sea elíptica se define la longitud de translación corno cero. 

Nótese también que los dos terminos que contienen a u y 1 — en la expresión (3.4) son 
u 

invariantes bajo conjugación ya que pueden expresarse en terminos de la traza de Tj y la oligitud 

de translación de l, por lo cual sen20 también es invariante bajo conjugación. 

El término, —121 tiene un significado geométrico, se afirma que 

Ixl = senhp(s, A), 	x = (2, t) E H3, 

y 	la justificación es la siguiente; 
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Ix — SC312  

l'or k) que 

coshp(x, sea) = I + 
21s 

iz12 	s2  

y serilt2  p(x, A) = cosh2  p(x, A) — 1 

p(x, A) = p(x,(x1e3). 

Asi entonces 

(Josh p(x , A) = — 
t 

Finalmente, combinando las expresiones (3.4), (3.5) y (3.6) obtenemos 
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p(.r, A) = inf {p(.r, u!) : u,  

A = w u: = sc3, s > o) . 

21s 

sustituyendo 	1112  = 1z12  

x 2 

coshp(x, se3) = 1 l  

2ts 

2s 

 

exj 
— — 	

jx1 

21, 	s 	t 

además, se da la igualdad si y solo si a = ixl , por lo tanto 



builh2  j2 p(.rjp- ) = sun h2 p(x, A) (Ast nh 2(1T7i) + .1st n 20)1- 

= -1st uh 2  p(x, ..4)sen/r 5(4)+ 48(.1111'1(x, A)scn 20 	nh 2(ITI) 

= leash2o(x, .4)senh 2(111) + •Isr nh'o(.r, A)sr n20 

por lo tanto 

scnh2 1 p(x,:qx) = cosh2 p(x, A),senh 2(.14) + s nh2 p(x, A)st n20 	(3.7) 

Esta última expresión muestra que el desplazamiento por 71 (es decir, cuanto mueve y a los 

puntos de I-13)   depende de tres factores: la longitud de translación T§, el ángulo de rotación O 

y la distancia al eje A. Por conjugación la expresión (3.7) es válida para toda 7 E PS L(2, C) 

loxodrómica o elíptica. 

Teorema 3.4 Supóngase que (g, h) es discrxdo y no elemental 

(i) Si 1 es parabólica, entonces pum toda r E H3  

serthlo(xjx)serthIp(s,417,-1x)> 

(ii) Si 1 es hiperbólica, entonces para toda x E 113  

senqp(xJjx)senhlo(x,49-i» x)> gi  • 

(iii) Si Tj es elíptica ó estrictamente loxodrómica y además '&21 —11< 

(lo cual define una vecindad de la identidad), entonces para toda x E ii 

mar {seilltIo(x,Ix),senItIp(x,W' x)} > 

DEMOSTRACION. La afirmación (i) es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2, por lo 

que concentraremos nuestra atención en las afirmaciones (ii) y (iii). Como este resultado es 

invariante bajo conjugación, podemos suponer que la matriz asociada a y es de la forma 

(
y = 
	o 	

con uc = exp ig 
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ud — be 	1, 	(I, 
(a 

d 

Usando la desigualdad de .lorgensen para el grupo 0, "Tt) obtenemos 

(1 -I- lbel) 	
1 

—  
a 

Para acotar el termino ¡bel ~gemas una transformación de Manis auxiliar 7 que 

mande 0, oo, /7(0), li(oo) a I, —1, te, —te respectivamente, esta transformación nos permitirá 

expresar lbel en termines de la distancia entre A y li(A), transladando a una posición donde 

es mas sencillo determinarla. 

'fi)A 

"AA 

(a) 	 tb) 

figura 4 

La ventaja de ésto radica en que la función desplazamiento involucra los termines p(x, A) 

y p(x,TiA) y usando desigualdades adecuadas estas se pueden expresar en termines de p(A, TzA). 

Dicha 7 existe si y solo si se da la igualdad de sus razones cruzadas, es decir sí y sólo si 
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Y 

2 



O equivalentemente 

(1 — ie) 2  
= 	 

w 
(3.9) 

(..'orno bc. 	(1 (por que el grupo O), Ti.) es no elemental), existen dos soluciones para (3.9) de 
, 

la forma w 
I  

, —. Sea w solución de la ecuación (3.9), podemos suponer que I wi "?.. 1. 

De la definición de métrica hiperbólica se deduce que 

p( 	,ji A) = p(1 4, 7 TIA), 

= int {p(x , y) : a,  E 7A, yEf T'A} , 

= P(1,1 	el), 

= log 	. 

La penúltima igualdad se deriva de lo siguiente, si (x, y, t) E 7A y (u, e, s) E 7 774 entonces 

(x —  u)2  + (y — v)2  (t — 8)2 	1 1- 1.0 2(xu yu  ts) 
s 	 ts 

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene xu ye + t.s < 1 mi además s < 	y 

< 1, por io cual 

(x — u)2  + (y — v)2  (t — 8)2  > 1 4- 11112  — 2 	(1  — 142  

ts 

Lo cual muestra que 

p(x ,Ti A) > p(e3,1011 e 3) 	x E A, 
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¡bel < cosh2  4p(A,TiA), 

el eosh es estrictamente creciente, usando la desigualdad del triángulo se tiene 

lbel < cosh2112. [p(A, s) p(x,  

cosh[p(il,x) p(x ,I7A)) -I-1 
2 

coallp(A, x)coshp(s,T LA) + serthp(A, x)sertlip(x,Tul) + 1  
2 
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para simplificar cálculos escribimos a a,  como c.r p2(n 	r 3), obteniend,)se asi 

/(.4, /7.4) = 2o. 

Además, sustituyendo 	= erp2(n 	en la ecuación (3.9) se tiene 

I  —  
4 ¡al 

(1 — u;)(  I  —  
.11w' 

1 — 211e[wI in12  
41w) 

1 — 2 exp 2o cos 2;3 exp 4o 
4 exp 2a 

cosh2n — cos2/3 
2 

como — cos 2/3 < 1, entonces 

cos/i2o  + 1 
lbel 	

2 	
cosh2o 

por lo que 



= cosIt2  p(x,TIA)(serth2(1T) + sert20) 

1 2  
— — 

= cose p(x ,Tt A) 	
U 

de manera análoga se tiene que 

12 

Selth2 -5(x, 9X) Sen20 = cosh2  p(x, A) 	
IL 

 

por lo tanto 

(senh2  p(x, 	x) sert20)(senh2  Ip(x,rjx) + sert20) 
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4 

COM() 

ea:di 	) — 	) 

se tiene 

(fas h p(A, )eos h p(x ,Tt A) > 1+ st oh p(A, x)se o h p(x,I A), 

sustituyendo esta expresión en (3.10) obtenemos 

coshp(A, r)eosh p(x,T, A). 	 (3.11) 

Por otra parte, usando (3.7) de la discusión previa a este teorema se obtiene 

senh2  p(s 	x) = cosh2  p(x,ii A)senh2  (1.71) + se nh2  p(x ,T1A)se n2  0 , 

(ya que el eje de Tc0i-  es hA ). Combinando esta expresión con (3.1), (3.5) y (3.7) de la 

discusión previa obtenemos 

scnh2  p(x 	1 x) + sen20 = cosh2  p(x,TiA)serth2(17'1) + sen20(senh2  p(x, TtA)-1- 1) 



rosh p(.r , A)m4i1)(.4, -1.4A) 	 

además de las expresiones (3.8) y (3.11) se tiene 

2cosh p(x, cosh 	,Iit) u  

asi entonces 

coshp(x, A)coshp(x,T 11)1u — 
1 

 11 

 
2 

4 

por lo que 

(senh21p(x,kg: x) sen20)(senh2  Ip(x, jx) sen20) 	111  

si 7, es hiperbólica entonces sed = O y se verifica (ii). En cualquier otro caso escribimos 

= max {senhlp(x, h7j1a i x), senil ip(x,"jx)} 

2 

> 1  

entonces 

  

ni2 + scn2  O > — s 

de la hipótesis para el inciso (íil) tenemos 

 

ó equivalentemente 

  

  

2 
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que e tenemos (desigualdad del triángulo), además como cada uno de estos terminos es meno 

max {p(x,lx), p(x,Tix)} k 0.16 

DEN1OSTRACION. Sea x E H3, si p(x,-gx) < e y p(x,Tix) < e acotaremos e usando el' 

Teorema 3.1. Como 77-1  es una isometría hiperbólica se tiene 

p(x,Tirfri- 1  x) = p(Tt- I  x, gh x), 

p(Ti-  cx,  x) + p(s x) + pe-1x ,DTt 

que 
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k) cual usando (3..1) implica que 

sen2O < 

por lo que 

m2  4- 

I ; 

nt > 

con lo cual se concluye la demostración del teorema. O 

Una consecuencia del Teorema 3.4 es el siguiente corolario. 

Corolario 3.5. Sea N una vecindad de la identidad en PS L(2, C) definida por 

(7 Itr2(7) — 4I < 

Si g esta en N y si (1,i) es discreto y no elemental entonces para toda x E H3  



53 

p(.r,TigTi 	< 

Ahora, sea 

r = nue( {,9cnitlp(x, -ü,r), senh p(x ,ID17 t x)} 

por el Teorema 3,4 r > 7, por otra parte , como p(x,j.r) y p(x, hgh x) son ámbos menores 

que 3e se tiene que Ip(x,Dx) y 2 p(x 	1 :r) son menores que 1E. 

Por lo que 

y también 

Asi entonces 

Y 

por lo tanto e > 0.164. 	O 

sen/tilp(x,lx) < serthl e 

senil 3p(x ,TipTC x) < senhl e• 

senh1e > r> 

> 9enh-I(i) 

e > lsenh" I  (1) 
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