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INTRODUCCION.

Si f y 7 son dos transformaciones de Mobius que generan un grupo disereto no elemental

cutonees se cumple la siguiente designunldad
2F FoFloo 1y
() = | + [T T -2 20

Esta designaldad fue encontradn por Troels Jorgensen en los afios setenta y juega un papel
fundamental en la teoria de los grupos Fuchsianos y Kleinianos. Esencialmente dice que f
7 no pueden estar ambas cerca de 1a identidad,

Existen miltiples aplicaciones de esta desigualdad. En esta tesis se desarrollardn algunas de
ellas, por ejemplo, la existencia de horodiscos ( horobolas ) ajenas e invariantes bajo In aecidn
del grupo (Teorema 3.3 ), o las restricciones universales de los grupos de rango dos, éstas dicen
que los elementos generadores de estos grupos no pueden mover "muy poco™ log puntos de
H? (H%), ver Teorema 3.4.

Una aportacidn importante en esta tesis s lograr una mejor cota de la "cercania” o la
identidad de dos transformaciones que generan un grupo discreto no elemental, esta se logra en
¢l Corolario 2.3., comparar con la obtenida en [B] Seccién 5.4. '

Existen grupos para los cuales la desigualdad es igualdad, estos grupos lamados extremos en
el caso Fuchsiano son clertos grupos triangulares ver [J,K]. Finalmente quisieramos mencionar
que esta desigualdad ha sido generalizada recientemente a dimensiones altas > 4 por F. W,

Gelring y G. J. Martin ver [G,M].
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CAPITULO 1
PRELIMINARES
Densidades

En este capitulo presentaremos algunos resultados que usaremos cn esta tesis.

Definicidn. Sea 1) un dominio en R® vy [ ¢ D +— R diferenciable se dice que [ es
conforme en = si sn diferencial es un miltiplo escalar positivo si{x) de una matriz ortogonal, a ’
p(r) se le Hama  factor de conformalidad.

Obsérvese (ue

o L) = (2)

e ly—a] Mk

Este lmite existe ya que como f es diferenciable entonces

i @)= f(2) = DI@ - 2) _

b= y ~ af

por lo que

v ) |y~ af ly — =

st f es conforme D f(z) = p(z)A  donde A es una matriz ortogonal y ‘p(z) es un

escalar positivo, de esta manera

DSy =) _ |z Ay - =)
ly — x| [y = =]

]




S
estailtimo se justifica observando que, como A es ortogonal entances
1Ay = o) =1y — .

Definicion. Una densidad es una funcion definida en un dominio de R™ la cual es continua

y positiva.

Dada una densidad A en D) € R se define una métrica en ) de la siguiente manera:

Primero definimos 1a longitud de una curva snave ~ : {2, b = ) con respecto a A como

b
[ oo

esta longitud la denotaremos por £(7), esto nos permite definir la distancia de x a y en I

como

plx,y) = inf £5(y)

donde 4 recorre todas las curvas suaves que unen « con ¥, (de hecho se toman ¢urvas suaves

por tramos).

Proposicién 1.1, p es une mélrica.

DEMOSTRACION. p es evidentemente no negativa, p es simétrica ya que

p satisface la desigualdad del tridngulo ya que si p(z, y) +p(y, 2) < p(x, z) entonces existirfa

una curva 4, que une T con y y otra 49 que une y con z tal que

G(1) + G(m) < plx, 2) -
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pero Ay -+ une rocon 2. Falta solamente probar que plr, y) > 0 st # 50 Seir N una bola

cerradi con centro ey radio rtal que y ¢ N C D, por continaidad A aleanza un infimo

Ag en N, dada 4 una curva que wne 1 ocon y L osea g el primer punto de 4 sia recorremos

H

enpezando por.r tal que 1 € N

/ X i N

figura |

entonces si 4 es el segmento de curva de 4 que une a x con xg, se tiene

H07) > &) Zmh >0

por lo tanto p(z,y) >0. O

Por otra parte, sea A una densidad definida en ), si f es una biyeccién conforme de I) sobre

un dominio D y p(x) es el factor de conformalidad de f, entonces Dy hereda la densidad o, ‘

donde
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y pot o tanto nna métrica py, de esta manera [ es una isometria de (D, p) sobre (Dy,py)

va que dada aifa b —— D

l‘ |
(o(f7) = / oA

b
=/,i883ﬂhUNh%npu

=6 (7).

La pentiltima igualdad resulta de observar que como [ es conforme en [ entonces

|F (0] = n(x()).

En particular st D= D, y
M)
AM[r) = —
(fr) e

entorices f es una isometria de (D, p) sobre si mismo.

Matrices

Consideremos el conjunto de las matrices de 2x2 con entradas complejas, la clase de las matrices
no-singulares (cuyo determinante es distinto de cero) forman un grupo, el cual se denota por
GL(2,C), el subgrupo deGL(2,C) de matrices con determiﬁante igual a u;xo se denota por
S1L(2,C). ‘

Se denota la traza de A como {rA, un calculo sencillo muestra que
tr(AD) = tr(BA),

" por lo que




(BAB Yy = tr( AR ) = ().

Por otra parte, considerarcmos a las matrices de 252 con entradas complejas como un espacio
veetorial sobre C.

Sea

A=) =

Definicién. Dadas dos matrices

se define un producto Hermitiano como

il

(AB] = w(AB")

a@ + bid + & + db.

Se verifica fdcilmente que este es en efecto un producto Hermitiano, por lo cual induce una

norma en GL(2,C) de la siguiente manera

N = (4, Al = lal® + b2 + |ef? + [d

{solo es necesario demostrar la desigualdad del tridngulo, lo cual se probard en seguida). A

9
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s vez esta norma induce nna métrica dada por

iA-Bl = {\ﬂ-nt?+ib~fﬂ’+1«~wt“+ld»h\2]%.

Lema. 1.2 Sean A y B malrices entonces

i) A Bl <AL B

i) [tr (AB)] < | AR B

iii) 2|det (A)] < JAN;

i) | A+ B < (Al + 18]

v) fAB <Al IBY-

DEMOSTRACION. i)  Sea O =[B,AJA-||A|*B

lew = e {(1B, Al A = AN BYTBIAIA - AN B°)}

=t (|[n, A AAT = (B, A AP AB = | AP (B AIBA + AL mr)
= |[B, Al | A = 118, AN AN - 1AW B, Al + AN 181

= [l AIMIBI* - AP (B, AlI* 2 0.

ya que [B, A] = [A, B].
ii) es consccuencia de (i) ya que || B*|| = || B]|.

iti) como

| A% = 2{det (A)] > fal* 4+ b2 + lef® + [d)* = 2 (|ad] + |be])

= (lal = ld))* + (16l = le)* > 0.

10



para demostrar 12} consideremos fa signiente identidad

A+ B2 = AP+ A B+ (BA + By
< AP+ 2B+ hs

= (A + B2,

suque [TABI] < AN IBI.

v} lenemos que

aa+by  af+bb

Al =
cad+dy e+ db

NABY? = Jac + by)? +]aB +b8]* + |ca + dy|* + |eB + db)*
Ahora
laa+ 12 < (laf? + %) (jal® + 1n1?),
esto es por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En forma andloga se obtienen desigualdades

para los otros samandos.

Por 1o cual

HABI® < (jal* + o + (el + 1) (1ol +181 + b +18%). O

11




s claro que
ay, by, a b
en ¢ d
en la métrica de GL(2,C) sty solosi ay —a, by = b, e, — e, dy — d. Esia observacion
implica que la transformacion A — A~ ¢s econtinna en GL(2,C). Ademis st A, = Ay

B, — I} entonees como

“An“n - AB“ = ”Au“u - AHB + An“ - A“”

= | 4B = B) + (Aw - A)B|

por el lema 1.2 inciso (v) tenemos

.

1AM(Ba = B) + (A = A)BE < ky |By = B+ ka || A ~ A

(A converge y en consecuencia [|Ay)] < &y, también || B]} < ky para ciertas constantes ky y ky)
de esta manera el segundo miembro de la desigualdad tiende a corc; yaque l[[By - Bl -0 y
[lAL ~ Al = 0. por lo tanto

|ALB, = AB|| = 0

es decir 4,8, — AB. Esto muestra que GL(2,C) es un grupo topologico con respecto a la

métrica |4 - B].
Grupos discretos.
Daremos tres definiciones equivalentes.

Definicién 1. Un subgrupo G de G1(2,C) es discreto si dadas X, Ay, Ay, ... matrices en

G,con A, — X entonces A, =X para toda n suficientemente grande,

Definicién 2. Un subgrupo G de GL(2,C) es discreto si dadas Ay, Ag,... matrices en G,



cot Ap - X, X € GL2.C) entonces A, = X para tada n suficlentemente grande,

Definicion 8. Un subgrupo ¢ de GL(2,C) es discreto st dadas A, Ay matrices en G,

con A, — 1 entonices Ay = [ pars toda nosuficientemente grande.
La definicion 1 es equivalente w la 2, ya que si X € GLE2,C) y An — X entonces

Andpd = XX V=,

.

de esta manera A, = Ay a partir de cierta n.

La defiicion 1 es equivalente a ln 3 ya que si suponemos que 3, — X entonces

X, =1L '

Lema 1.3, Un subgrupo G de SL(2,C) es diserelo si y solo si para cada k positivo el

conjunto

{(AeG: Al <k}

es finito.
DEMOSTRACION. Si este conjunto es finito para cada &, entonces (7 no tiene puntos de
acumulacion, es decir todo elemento de G es aislado y por lo tanto G es discreto, Por otro

Jado st para alguna k este conjunto es infinito existen elementos distintos A, € G con ||4a]) €

k, n=.1,2,... Sepueden identificar o las matrices A, con puntos en R¥ los cuales eston
contenidos en una bola cerrada y por el tuorenia de Bolzano-Welerstrass este conjunto de puntos
tiene un punto de acumulacion, por lo tanto hay una subsucesion de Ay que converge, digamos

aunamatriz By como la funcién determinante es continua, B € SL(2,C) por lo tanto G es -

no discreto, 0O
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Cuaternios

Un enaleruto s una matriz de 2x2 con entradas complejas de la forma

[N

q= (1.1

i
=
4t

B} conjunto de cuaternios es denotado por H, 1a adicion y nmitiplicacion es la definida para
las matrices, se prueba facilmente que;

(i) H es un grupo abeliano con respecto a la suta.

(it) H = {0} forma un grupo no abeliano con respecto a la nultiplicacion.

(1ii) H s un espacio vectorinl de dimension cuatro sobre el campo de los nuineros reales

con base

1 0 i 0
1 = i o=
01 0 —i
0 1 0
j = k= N
-1 0 i 0

Se verifica que

Por otra parte, si escribimos x +iy=2 y wu+iv=1wuw entonces

g = (z14+pi) + (uj+vk)

= (x1+yl)+(ul+ui)j.

14




Isto sugiere que una forma conveniente de escribir los enaternios es L siguiente

q =2+ wj

con la multiplicacién

(21 + w ) (2 + o) = (2(29 — wyT) + (2wg + w129 ).

Un eileulo muestrn que esth es la multiplicacion definida nnteriormente. En particular si

t € R, H contiene una copia de R* mediante In identificacién

(g )y — (@ +iy)+tj  cona,yt€R

Matrices unitarias.

Definicion. Una matriz de 2x2 con entradas complejas es unitaria si y solo si

AA =1 donde A* =7

obsérvese que si A es unitaria |det(A)|? = 1, a continuacién enunciamos el siguiente teorema. !
i

* . aJ I . §

Teorema 1.4. Sea A en 5L(2,C), las siguientes afirmaciones son equivalentes. '

(i) A es unitaria;

(i) | A =2

(iii) A es un cualernio.

{

DEMOSTRACION. Supdngase que

a b ;

A= ad-be=1 i

¢ d -

i

por lo que .
g

o




fal? + 2 ar+bd
Ad® = _ ) .
dedid e+ d)?

de nqui se sigue que si a es unitaria entonces []1]"’ = 2, por otra parte un caleulo muestra que
-2
v 7,
lu - (ll Fh+e = A -2

Por lo cnal si iIAHl =2 scconcluyeque a=d y b=~% y Aesuncuaternio; finalmente

si 4 es un cuaternio

[a]? +[b]? 0
0 Ia[“’ + |b|2

AA® =

como det(A) = 1, entonces

al* + b2 = 1; por lo tanto A es unitaria. O
Denotarémos a la clase de las matrices unitarias con determinante igual a 1no por SU(2,C).
Una de las propiedades de las matrices unitarias es In de preservar la norma de los vectores, es

decir si A € SU(2,C) y = = (2,w) € C? entonces [[Az| = ||z]; esto se sigue ya que como

a b 2 az + bw
~b 7 w b2 4 aw
de esta manera se ticne
2 2 T Ll
Az|)* = |az + bw|® + |—bz +aw‘

= (az + bw) (az + bw) + (~bz + aw)(~bz + W)
= |az® + jbuf + |aw]® + b2
= (laf* + [1*)(12]* + wl?)

= al?

16



(Ja) + 102 = det(A) = 1). De maners similar lr Al = Yol se coneluyve que si

A0 X0 Y son matrices de 252 con entradas complejas, A € SU2,C).
Jaxat-ava = [ACY =¥y = gy - v

de esta manera se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.5, Si A € SU(2,C) enfonces la transformacion X v+ AXA™Y s una

isometria del espacio de matrices complejas de 2x2 sobre si mismo.

Transformaciones de Mobius.

Ein esta seccién enunciaremos algunos resultados que usaremos en la tesis. Estos resultados no
los probaremos, las demostrnciones s¢ pueden consultar principalmente en [B] capitulo 3, otras

referencias vtiles son (L] y [IN).

Reflexiones en esferas y planos.

La esfera con centro a y radio  1a denotaremos por S(a,r), 1a reflexién (o inversién) en S(a,7)
es la funcién ¢ definida como

2
Py (e—a), sizs#a

o) =a+ l—;—:—-

Si R" = R"U {00}, seexticnde ¢ a R" definiendo d(a) =00 y ¢(00) = a. Se tiene que
¢} (x) =z paratoda z € R" y ¢ es una biyeccion de R sobre si mismo. k

Los planos en R" (de codimension 1) estan definidos como el conjunto

{zeR"{(za)=1}U{o0}

donde a €R", |a] =1 y  €R, estos planos se denotan por P(a, ). La reflexién ¢ en ¢l plano

17
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P(a,t) se define de la siguiente manera

ey =x =2 a) -t reR”

y se define 1(o0) = 00, De esta manera ¥ es también una transformacion biyectiva de R" en
el mismo que satisface  v2 (r) = &, Se puede probar que las reflexiones @ y ¥ son continuas
con respecto a la métrica cordal en B®, la cual se define de la siguiente manera

2|r —y|

~ (1 + )31+ [yl
d(x,y) =

sty 300

N
(1 + o))t

Ademis ¢ y 4 son conformes e invierten la orientacion.

¢()()

5(a,Y)

(o) (b)

figura 2

Definicién. Una transformacidn de Mébius que actua en R® es una composicion finita de

reflexiones en esferas y planos.

18 L PRSI
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Las transformaciones de Mobius asi definidas forman un grupo, el eual se denota por
GA(R™) y of subgrupo de las transformaciones de Mobius que preservan la orentacion se
denota por M(R). Algunos ejemplos de transformaciones de Mébius son las translaciones, Jas

rotaciones y las homotecias.

Extensiones de Poincaré

Sea ¢ la reflexidn sobre la esfera S(a,r), a € R®, se define su extensién de Poincaré & como
la reflexion sobre la esfera $@,r) donde @ = (a,0), @ € R™! y de manera andloga dadn
una reflexién ¥ sobre ¢l plano P(a,t) se define su extension de Poincaré y como la reflexion
en P(G,t), d=/(a,0), @€ R"*! Ademds dada ¢ € GM(R"}, si ¢ = ... clonde ¢; es una
reflexién sobre una esfera o plano, se define la extension de Poincaré de ¢, como ;5: 471,...«;711.

H" designa ¢l semiespacio superior en R", es decir
H" = {(z1,29, ., ap) € R 12 > 0}

Se puede probar que todn extension de Poincaré de GM(R") es una isometrfa del espacio

donde z = (21, ., Zns1). A H

H™! con la métrica definida por la densidad Mz) = =
nt1
con esta métrica lamada hiperbdlica se le conoce como el espacio hiperbolico tridimensional.

También se puede probar que la métrica hiperbélica satisface la siguiente relacion, six = sey

y y=1tey coneg=(0,0,1), entonces

ple,y) = flog |7 )13 (1.2)

usando estn relacién se obtienen otras dos ldentidades que serdn de gran utilidad mas adelante.

z =y '
coshp(z,y) =1+~ . 1.3
(z,y) sy (1.3)

2
senh*3 = ——-———-'x-yl . .
seni ')p(m‘ Y Az3s @ 4)




Adends las geodésicas o enrvas que minimizan distancias son semicirenlos Fuclidianos or-

togonales a B? junto con las rectas verticales en HY.

Modelo de la bola unitaria.

Considerenios la transformacion ¢ = ¢po donde ¢y es la reflexion e S(c, 41, \/‘E) y ola
reflexion en el plano w41 = 0, la transformacion ¢ transforma el plano 2,y = 0 sobre la esfera
S(0,1) = 8"y H™'' sobre la n 4+ | bola unitaria denotada por B™!| ademis
A2
() = dlx)] _ 1 = Jo(z)|

lim =
vy -z 2y

Usando los resultados de la scecion 1.1, la métrica p en H**V induce una métricn en B+

definida por la densidad A

2
M) = e
(x) -

Ahora, dada una isometria # de H"'! esta define una isometrfa en  B**! dada por
Sy~ Bsto muestra que GM(R™) es conjugado en GM(R™H) al subgrupo que consta de.
los elementos que dejan o [**! {nvariante y son precisamente las isometrfas de B™H, De esta

manera se obtiene un segundo modelo del espacio hiperbélico lamado el modelo de la bola.

PSL(2,C)
En csta seccién analizarémos ta accién de las transformaciones de Mobius en R? y su extension
a RY,

Consideremos el conjunto de transformaciones de la forma

_az+b
Tezdd

5(2)

donde a, b, ¢ y d son numeros complejos dados con ad — be # 0.

20




Estas transformaciones se extienden a bivecciones del plano comiplejo extendido

C = Cu{oo}

L . _ . _,d a }
sobre st mismo definiendo §loo) =00 si ¢=0 y Fl~—)=o00, Floo)=~ si c# S
[ o
puede demostrar que el conjunto de transformaciones de la forma (1.5) es un grupo bajo la Ia
composicion, éste grupo se le puede identificar con

SL,C)

PSLR,C) =

de ésta manera, cada transformacion g de la forma (1.5) estard representada por la matriz
g= con ad = be=1
Obsérvese ademds, que la composicién de las transformaciones equivale a ln multiplicacién

de matrices en PSL(2,C). Por otra parte se demuestra sin dificultad que cuaslquier reflexién

eh un cireulo o una recta en el plano es de la forma

e inversamente las transformaciones en PSL(2,C) son composiciones de translaciones, rota-
ciones, homotecias y la transformacion z — %, por lo cuel se puede identificar PSL{2,C) con
M(R?). Usando esta identificacién s puede extender g(z) en (1.5) a R? mediante su extension
de Poincaré. Para hacer esto explicitamente identificamos a (z,y,1) & R® con el cuaternio

z + yi + tj, con esta notacién
W={z+tj:2€C, t>0},

De ésta manera la extensién de Poincaré de g esta dada por la transformacion

(az +b)(cz +d) + a&l* + lad — be| tj 06)

Az 4 li) =
oz +4) lez+df +]eP 2 ‘ ~

21
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Denotareines a las transformaciones de P25 L{2,C) con una letra con nna barra arriba v a
una matriz en L2, T que la representa con la misma letra sin barra,

Se detinen las siguientes funciones en PSL(2.C)

, .2 i
traza®(y) = %ﬂ y 7] = - fatl
det(g) [det(g)|?

donde g es una matriz en GL(2,€) que representa a @, se verifica fdcilinente gue éstas
funciones estan bien definidas, es decir si g, ¥ g2 son matrices (ue representan a § entonees

o) _ %) londl . llol
detfgr) ~detlg) T deu(g)lF (det(ga)l?

Obsérvese que

— T )
(i) = 2 (hgh ).
A continuacion enunciaremos dos teoremas que se usardn mas adelante y cuyas demostra-
ciones se omiten (estas se pueden consultar en [B] cap. 4).

Teorema 1.6. Para cada § € PSL(2,C) se liene

Ig)* = 2coshp(3,3()))-

Teorema 1.7. Dade g € SL(2,C), las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) g€ sUeC), ,
(i) 7@7"1 € SO(3) donde T es la transformacion candnica que manda H* en B ,‘ j

es decir | es la reflexidn sobre el plano xy seguida de la reflezidn en S(es, V2.

Definimos ahora formas standard en PSL(2,C); para cada k# 0, k€ C se define

my(z) = kz  (sik#1),

mi(2) = z+1L
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Obsérvese que para toda &

trimg) =k + % +2

Ademds se puede probar que toda transformacion € PSL2.C)  §# 1 es conjugada a

una forma standard my, de esta manera se obticne e} signiente resultado.

Teorema 1.8. Sean Tt y § transformaciones en 1S 1(2,C) ninguna de cllos In identidad,

Entonces T y § son conjugadas si y solo si
tr* (1) = tr}(7).

A continuacién clasificaremnos a las transformaciones de PSL(2,C) con respecto a su traza,

para lo cual daremos la siguiente definicion.

Definicidn. Sea §(# I) una transformacion en SL(2,C) se define j como
(i) 7 o5 parubdlica si 1r¥(j) = 4,
(i) 7 es eliptica st tr¥(g) € 0,4),
(iii) 7 es lozodrdmica si Lr*(7) ¢ (0,4] 6 tr*(F) noes real. En ol caso de que
tr4(G) € (4,00) a 7 se le Hama hiperbdlica y si tr2(G) noes real n § se le llama

estrictamente loxodrémica,

Sen g € PSL(2,C), §# I, se define el orden de § como el miimo entero positivo k tal
que §* = I, ohsérvese que si § es de orden finito entonces es elfptica, Las transformaciones de

orden dos se caracterfzan por tener traza igual a cero, es decir es conjugada a una de la forma

exp(if) 0 i 0

0 exp (—i%) 0 —i

a8
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Razon cruzada.

Dados enatro puntos distintos 2y, 29, 23 ¥ 2y en € sedefine I mzdn cruzada de estos purnitos
como

{21 = )z~ o
(21~ 2)(zy— 2

(21,20, 28,24) =

st}

Esta definicion se extiende por continuidad y asi se determina fa razdn cruzada en ef caso

de que z; = 0o, ademsds se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 1.9, Sean z;, zy, 23 y 23 cuatto puntos distintos y wy, wa, wy y wy
también cuatro puntos distintos.  Entonces [z,,z;,z;;,z“] = [wy,wy, wywy)  siy sélo si

existe §€ PSL(2,C) tal que g(z) = wy.

Grupos elementales

Dado un grupo G actuando en un conjunto X, ladrbitade & € X esta definida por ¢l conjunto

G(z) = (5(z) : 5 € G}

Definicién. Un subgrupo G de PSL(2,C) se dice que es clemental si y solo sl existe al

menos una G-drbita finita en RY,

Los grupos elementales se clasifican en tres categorfas de acuerdo con el niinero de elementos
de ;zu érbita finita {z1,29,... 20} .

Tipo L: n >3 02,2, 2n € R3=C.

Tipo2:n=1lyz € C.

Tipod n=2yz, z2€C.

En el caso discreto, Jos grupos de tipo 1 son elipticos finitos.

Los grupos discretos de tipo 2 son de tres clases,

a) Ciclicos finltos {£stos también son de tipo 1).

b) Contienc parabdlicas, todas fijan un mismo punto, no hay loxodrémicas, sunque puede
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haber elipticas (éstas fijan el punto fijo parabélico).
¢) Contiene loxodromicas, no hay parabdlicas y todos los elementos del grupo fijan los
mismos dos puntos.

Los grupos discretos de tipo 3 son conjugados a un grupo G euyos elementos son de la forma

wEan

2 o 2z Wta"z

2

donde  Jwl=1 y jof»1 ver [B] Seccion 5.1,

Finalmente enunciaremos un resultado que se usard en los siguientes capitulos.

Teorema 1.10. Todo subgrupo no elemental de PSL(2,C) contiene un nwmero infinilo
de elementos loxodrémicos, de tal manera que enalquier par de ellos no lienen puntos fijos en

comadn.

{
i
i
i

25

.

e e it B e BT S s e e s et




CAPITULO 11
DESIGUALDAD DE JORGENSEN

Iin este capitulo se analizardn algunas propiedades de grapos no elementales y discretos, en
particular estudiaremos algunos resultados que exhiben el caracter aislado de sns elementos.

Primero demostraremos un resnltado que usaremos para probar la desigualdad de Jorgensen.

Teorema 2.1, Sca [ € PSL2,C), T # Id, tal que no ¢s de orden dos.  Dada
§ € PSL2,C), sen o(G) In transformacion G571 Si ¢"(F) =T pare alguna n enlonces

<T, 7j> es elemental,
DEMOSTRACION. Sea

.Tl() = :‘7 y ?jm = .’7m-» 17(@";4 ) ) l'
donde ¢™(G) = ¢(¢" (), ya que Gy = (7)), se tiene
9" = Tn = Go-1JOnl

Consideremos dos casos.

Caso 1. Supongase que f es parabdlica con punto fijo a, como 7, o conjugada de 7
entonces 7, tambien es parabélica, con punto fijo g, (@), por hipétesis 7, = J, entonces Jy,
fijaa. Porloque a=g,_,(a} yenconsecuencia a es punto fijo de g, para toda r 21,
en particular jla)=a ¥y <T, 57) es elemental,

Caso 2. Supongamos que [ fija dos puntos @ y B. Como G, es conjugada dé 7
entonees §, fija o gy {a) ¥ G- 1(0). o

Si 9, =71, Tafija ay B porloque

{a,f} = {.‘7n~)(0) ' gn-l(ra)};

o
o

Si §n_, intercambia a y f entonces (g,.,)? fijarfa a, # y a los puntos fijos de G, ,, por

1o tanto 7, serd de orden dos y T tambien (ya que T y 3., son conjugadas), lo cual es una
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contradiceion. Por lo gque

ey =a y 4,3 =4

Inductivamente este razonamiento muestra que g, fijna y 3 paratodo r 2 5

Porfotanto f y 7 dejan el conjunto {a,3} invariante y <j, §> es elemental. O
Ahora presentaremos el resubtade principal de esta tesis que es la designaldad de Jorgensen,

Teoretna 2.2 (Desigualdad de Jorgensen) Sean Ty § dos transformaciones en P§1(2,C)

que generan un grupo discrelo y no elemental entonees:
o) = 4|+ o7 T -2 2 1

Observemmos que si f y g son matrices en SL(2,€) que representan a § v 7 respectiva-
mente, éstas estin determinadas de manera Gnica salvo por un factor ~1, por lo tanto la traza

del conmutador  fgf~'g~! esta bien definida, entonces
|or2() =] + Jertsor g7y ~ o] 2 1.

DEMOSTRACION. Si f es de orden dos su traza es igual a cero y el teorema se cumple.
Supéngase que [ 1o es de orden dos, i

Se define inductivamente
=9 ¥ g1 =glg « (2.1)
La idea de lu demostracidn es la sigujente, supéngase que <7, §> es discreto y no elemental
y que la desigualdad no se cumple, ésto nos Hevard a que g, = f para alguna ny por el )

Teorema 2.1 se tendrd que <7, ‘:7> es elemental lo cual contradice las hipdtesis. Considerémos[ ‘

dos casos, e} primer caso | es parabélica y en ef segundo | no lo es.
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Caso 1, f es parabolica.

Conjugando se puede suponer gue

i a b
f= yooog= ad —be =1, c#I.
0 1 cd
Como
o 14 ca 4t | = a? ~ac
foflgl= ,
ot l ~ac

se tiene que

t{faf g =24k

Por lo que si In desigualdad no se cumple tenemos

’h'”(f) - ‘ll + Ilf'(fgf"’.f/"") - 2| <1

esto es
fef! <1
Je] < L
Ahora usando (2.1) se tiene
anst bnyi _{ @n by . dn  ~bn
- ]
Cny1 duyt ¢n dn 61 —Cy @y
ant1 bnpr l~cugn  aj 4y -
= ' (2.2)
1 ot "c?; L aney
por lo cual
P paratoda n21,
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yeomo o] < 1, setiene que ¢ — 0 cuando n — oo
Ademds Ja,| <o+ . Esto se prueba por induceion,
Para n =1

ay=1—-ca

por lo que

jar] <1 leflal,

como || <1 esto implica que  |ay} < 1+ a].

Suponemos valido para 1, esto es
lan] < 1+ e
y demostraremos para el caso n + 1. Como
Aptl =]+ c'z"a,,

lansil S 14 102“} |an]

por hipétesis de induccién se tiene
Jania] < Ut || @+ Lal),
Jansal € 140 +]al.
Probaremos ahora que |apen| — 0 cuando n — oo,
|ancal < lenl (0 + Ja])

=n)d" +af |,

y se tiene

: ' b : »
Jim, loncal < Jim, el i, Jof e
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siempre que los mites de Ta derecha existan,

3 PIRS . . I i AL
Ll segundo lmite dertamente tiende & cero, tarmbicn i nel” tiende a eero
Tiovx
. gn . . . .
’}U‘Il n el =:"h[x’1(k nexp{2"logle}) = 0 (por L'Hopital).

Se conchiye que fagen] — 0 cvando 1~ 00 3 Ademds by, = al | — 1y nsando (2.2),

ap by Pl

=

ey dy

Finalmente ya que <TT/> es discreto se tiene

—

an by

¢ dy 01

para n sulicientemente grande, y por el Teorema 2.1 <T 71> es elemental, lo cual es una
contradiccion.

Caso 2. T loxodrémica 6 elfptica.

Conjugando podetnos suponer que

0 b
f= | y 9= coni be # 0. (§ no fija 0 ni oo)
9 =
i

Como

() 4] = 'u - %r

2

[T

jirtras97") 2] = e

Si la desigualdad de Jorgensen no se cumple entonces  p < 1, donde

= (1 +{be]) u—ﬁ").
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Usando (2.1) se tiene

appr by ay by u 0 dy, =y
= |
eny1l oy en dy 0 ;; —Cp g

[T t
apdyu ~ — b (= - u)
= t
and !
—Cpdp(— — 1) %~ bt
t
obsérvese que
1 |
S 2
II”,, 1Cpg ) = "'(lnb"(.‘"(i”(;; - U) .
por lo que usando
antdy =1 = byey
se tiene
1

bngrengr = =bney (1 + linen ) (u = z)

Ahor mostrarémos que
Jnen] < " |be] .
por induccién, si n =1

112
[bicy| = |be] |1 + bel fu ~ ;:'

2
< bef (1 + Jbe]) u= —H = 1t |be] .

Suponemos vélido para para n, es decir |byea| < |be| 4, por lo cjuek
[bren| < |be].

Se tiene

12
u~—l
U

lbn»+1%+1| < |bren] (1 + be))
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v usando la hipdtesis de inducecian

1 2
g rem o < g Joe] (1 4 Jbe]) in - ;;‘ ,

=" fbe|.

Como suponemos i < 1 tenemos que p" — 0 cuando n— oo,
porlotanto by, =0y apdy = L
Como

anyy = apdyu - (b"c,.);;

- |
entonces  any) — uy de manern similar  dpy) — —  cuando n - 00, Por otro lado
u

1
bpyy = a,.b,,(;; - 1t)

bryy
by

= lan‘

1
==,
U

L 1
A, lullu-— —‘.
n u

Como
1 i
2o |- -1

bty

< |ufpt,

pare n suficientemente grande. Por lo tanto

by )i Eg
untl un

bn ) ) : o : ‘ﬁ

wn|’

32




Por consigniente para N fija, suficientemente grande y para toda n > 1 tenemos

l)N,;n /( %)n QI_\L
uMin uv|

. . by -
De esta desigualdad coneluimos que —'7', tiende a cero coando n — co. De manera similar
({3

u"ey — 0, finahnente estas estimaciones implican que

a g

.. 2n e

flamft =] u o f coando n — oo;
u?n Con day,

Como <7, ‘ri) es discreto, se tiene que gy, f" = f para n suficientemente grande, esto
es gon = [, lo cual implicarfa que <7,a> es clemental (Teorema 2.1), que es la contradiccién

buscada, O

Obsérvese que la desigualdad de Jorgensen implica que f y g no pueden estar simultane-

amente muy cerca de la identidad. A continuacién calculatnos una cota inferior parn

max {[|f - |l llg - Ii}.

Corolario 2.8 Si f y 7 generan un grupo discreto y no elemental y f y ) son

matrices en SL(2,C) que representan a f y G respectivamente, entonces

max {||f ~ |l llg = 7]} > 0.61

DEMOSTRACION. Expresamosa f como f=1+ A

donde

por lo que

RX}




lda b ) L+d b
i
¢ 1+d - | +a

ademas  ['=T4 A

donde

y det{A)= —~ir(A) yaque feSL2,C).

Obsérvese tambien que |A]| = ||A*] ¥
A+ A+ AL =0 (2.3)
De manera similar escribimos  g=1+8, ¢ '=1+B" yobtenemos tnmbién
IBl=1B] y B+B +BB =0

Substituyendo f y g por I+ Ay I+ DB respectivamente, en la desigualdad de Jorgensen

obtenemos
}uﬂ (I +A) —4] (T A+ B+ AT+ B -2 2 1,
el segundo sumando se pucde escribir de la siguiente manera
ltr (I +B+A+AB) (I + B+ A* + A'B*) = 2|,
Desarrollando y usando (2.3) tenemos que |tr(fgf~'g7") — 2} es igual n

B 4+ A+ A*B' + B+ BB* + BA* + BA'B* + A+ AB* + AA* + AA*B* +
AB 4+ ABB* + ABA* + ABA*B* '

ir
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= (A + A+ AAYB A BA + BAR + A(B 4+ BETY) + ABA 4 ABA B

=t (BA" 4 BAB = AB® + ABA® + ABA' )]

Obteniendose

172 (1 A) = A4 r(BAT + BAB® = AL+ ABA” -+ ABA'B')| 2 1. (2.1)

. a

St B= , Un ailenlo sencillo muestra que tr(BA*) = tr(AB*), ademas como
dod

r(ABA*) = tr(BA*A) y

a v ad—be 0
(BA*A) =
Jdod 0 ad — be
~' (¢ +d) *
* ~d' (@ + d)

se lene

tr(ABA*) = —tr (A) btr (B)

y de manera andloga se prueba que
tr(BA*B*) = tr (A'B' By = ~lr (A) tr(B).
Simplificando la desigualdad (2.4) tenemos
jaer ()] + |ur? (A)] +20er (Bl (A)] + Jer (ABA*B*)| 2 1. (2.5)
Utilizando (i) y (iv) del Lema 1.2, observamos que

ltr(ABA* B*)| < | AB|| | A*B")




<A

por otro lado, coma [det{ A} = [0r{A) usando (i) del Lema 1.2 obtenemos

() £ =

.

hAl’
)
por lo cual, (2.5) implica

1 PR
oyt + VAL BB g .

Sie> |Al vy e > 1B}, entonces

A A
‘252+%+%+5"2l

simplificando y completando cuadrados tenemos

2 A M
2N s L
E+zlzg

por tanto € > 0.613 lo cnal demuestra el corolario. Obsérvese que la cota obtenida en el

Corolario 2.3 es sustancialmente mejor que 0.146, la descrita en [13] seccién 5.4.
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CAPITULO 111
APLICACIONES

Ahora presentaremos algunas aplicaciones de la desigualdad de Jorgensen. Como primera apli-
cacion, mostramos que un grupo no elemental es discreto si se cumple esta condieién para sus

subgrupos de rango dos,

Teorema 3.1, Sea ¢ un subgrupo no elemental de PSL(2,C) entonces ¢ es discreto siy
sélo si para toda f y G en G el grupo (7,§> cs discrelo.

DEMOSTRACION. Si (4 es discreto evidentemente todo subgrupo de ¢ tambien lo es. Para
probar la suficiencia suponemos que cada (7,_7)> es discreto, pura todas f, j € ¢ pero que
(7 no es discreto, por lo que podemos encontrar distintas f, Fyv ... (# I) en (! representadas
respectivamente por las matrices f1, fy, ... en SL(2,C) las cuales convergen a la identidad.
Ademds podemos suponer que ninguna f,, es de orden dos ya que tr( f,,) — 2 y f,, de orden
dos implica & f,) = 0.

Sea G €G ‘ representada por la matriz g, entonces fugfitg”t - [ por lo que
r(fugfyte™') —2

y |o2(F) = 4| + [trfngfi ') =2

Se sigue de la desigualdad de Jorgensen que para n suficientemente grande <7,,,§> s

-0

elemental.

Por otro lado, como ' no es elemental, G contiene dos elementos loxodrémicos que
no tienen puntos fijos en comin (Teorema 1.10), Sean 7 y % lales elementos, para n
suficientemente grande los grupos <7,\,'_r}> y <7,,,7i> son elementales y (liscrétos) lo cual
implica que f,, deja invariante los puntos fijosde § y %, como J, no es diptica de orden

dos, f, fija cada uno individualmente, porloque 7 y % tienen los mismos p\mtos'ﬁjos, lo

cual es una contradiccién, 0
Establecemos ahora otra aplicacién del la desigualdad de Jergensen en el caso particular de

que J sen parabélica, observemos primero que el punto al infinito en H® corresponde al polo

norte en ¢l modelo de la bola. Este mediante una rotacién se puede mandar a cualquier punto
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en b esfera unitaria. Esta rotacion vista como tsometeia hipesbolion de HY on siomismo esta

detinida por una transformacion unitarts (Teoremna 1.7},

Toorema 3.2, Sean [ oy § on PSLE.C), y supingase que (f?/) vs discrelo y no
elemental, entonees

(i) Si [ es parabilica se tiene que {f ~ Hllg~ 1 2 .

(i) Si f y 7 son parabilicas endonces para toda & € 113
F ey s,
s(*nh%p(.xﬁ, fe)senhypla, ) 2 3

donde p es la métrica hiperbélica,
DEMOSTRACION. Sew [ parabolica, si [ no fija oo existe & representada por una

T Tl . .
matriz unitaria hi de tal manera que h f h " fija 0o, si f es unanatriz que representna f

entonces por lu observacién previa a este Teorema y usnndo el Teorema 1.3, se tiene

e BN TR

andlogamente ésto es vilido parn 7. Por o cual se puede suponer que | fija oo
&

e A "
[= donde € =1, 9= {ad ~ br) = |
0 ¢ 2o«
calculando el conmutador fgf~'g™! se tiene que
1o {ae + cA) (ed + A} + (b + dA) (—ce) *
fol g7 =
* cg{~be — uM) + edag

por lo que
tr(fpf g ) = 242N

y como {r?f =4 al substituir estos valores en la desigualdad de Jergensen obtencmos
feAl 2 L.
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Finalmente como ||f = I}} 2 |\ ¥ llg = I} = {e]  entonces

W=ty -1z

Para probar (i) escogemos matrices [y g que representan a [y § vespeetivamente

«on

trf=1trg=2
un cdleulo sencillo muestra que
IS = 12 = 170 + 2= 2Re (0]

2
=" -2

y de maners andloga

lg = 1)1 = ligl* - 2.

Por el Teorema 1.6. se tiene que

U7 = 2coshp(3, F()) v Nglli* = 2cosho(s, 5(3))

por lo que

I = 1? = 2coshp(j, F(5)) - 2
lg = I))* = 2coshp(3, 3(3)) — 2

utilizando algunas identidades trigonométricas y simplificando obtenemos

If = 1l = 2senhgp(G 7))y g = 1l = 2senhp(5 5(4),

usando (i) se tiene

senhgp(j, J(5))senhgo(i,5(7) 2 §.
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Esta verifica (i) en el caso particular en que - = J.

Como se menciond en el Capitulo 1, las extensiones de Poincaré de PSL(2.€) son transitivas
en HY por lo que dado € 11" existe T (extension de Poincaré) tal que h{r) = j,como b f I :
¥y I_zjlﬁ”‘ son tambien parabdlicas y <7; T !‘ﬁ(‘]ﬁ ' l> es disereto y no elemental, aplicamos

(1) a este grupo por lo que se tiene

senhdp(jk TR () senhyp(i Tl ' () 2 4

como i es una isometria hiperbolica tenemos que

pUR TR (D)= o GLT T G)) = plery F(x))

pGLTah () = oh G g (5)) = ple ()

con lo cual queda demostrada la afirmacién, 0
Ahora presentaremos una interpretacién geométrica del teorema anterior. Una horobola b
en H? es una Lola Buclidiana abicrta en H? que es tangente a €, si w es el punto de tangencia

se dice que Y esta basada en w, una horobola basada en 0o es un conjunto de la forma
{(.’Et,;l,‘Q,:lfs) e iz >h> 0}.
Se define para cada transformacion parabélica § € PSL(2,C) la horobola
Y= {r € H® : senhdp(z, j(z)) < %} (3.1)

Si 1w es el punto fijo de 7, Eg es una horobola basada en w.

Una manera de observar que 375 es efectivainente una bola Euclidiana abicrta es la siguiente:

Sea J(z) = z + 1, utilizando la expresién (1.4) y escribiendo & = (zy,z9,23) y f(z) =

(21 + 1,x9,23) se ticne

e -7

scnhQQP(z'T(x)) = 4;1:3[.7(1)]3
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donde [f(#))s denota 1 tercera coordenada de J(r). por lo que

. - !
s s nh%p(;r,f(.r)) < % entonees ~)—l~‘ < %, por fo tanto oy > 1. De esta manera

Z—[— = {(.’I';,‘l’-),.lf;;) € }‘]3 Ly > 1} .

é)(}:-}-) es ¢l plano g = 1 el cual, bajo la accion de hoe PSL(2,C) serd transformado en
una esfera Fuclidiana tangente a C (ésto es por conformalidad).

Por otra parte obsérvese que parn tode i € PSL(2,C) se tiene

senhdp(z, Jr) = senhjp(ha,l fr)

i

senhp(y, R T )

donde y=h(x), sire }:-/- entonces y € p 7R C inversamente. Se concluye que

W) = S5 7R (3.2))

De esta moners si 7 es parabélicn con punto fijo w, como § ¢s conjugada de T=z+1
entonces 3oy os una horobola basada en w. De acuerdo con ¢l teorema anterior se obtiene el

siguiente resultado,

Teorema 3.3. Sea G un subgrupo discrelo y no clemental de PSL(2,C) con elementos

parabolicos, § parabdlica en G, Tg la horobola definidu por {9.1.). Entonces la familia
{}:5 17 es parabdlica en G}

es permulada por G en el sentido que se establece en (3.2.) y porn h € G parabdlica,

YN Yg=0 amenosque Gy T tengan puntos fijos en comiin.

DEMOSTRACION. Usando (3.2.) es claro que dada 375 una horobola y heq, E(EE) esta
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en la familia de horobolas, por otra parte si b € ¢ cs parabolien y existe 2 € H® tal que

2 € Y 2N Y5 entonces por definieion

P b—

st nh%p(m?)(l)) <

¥ senhyp(z,h(z2)) < 4

por lo tanto
senhd p(z,5(2))senhdp(2,h(z2)) < 4 (3.3.)

sl <'r7' h> e5 no elenwnml la expresion (3.3.) contradice el teoremn 3.2,, por lo que si

YNEr # 0 entonces q, h es elemental, es decir § y & tienen el mismo punto fijo. O

I

figura 3



Terminaremos esta tesis con algunas aplicaciones de la designaldad de Jorgensen gue nos
dieen que tanto mmeven a los puntos de 11 los generadares de grapos diseretos no elemeitales,
para esto uecesitaremos algunos resndtados sobre la necidn geométnien de las transformaciones
elipticas y loxodrémicas.

Supdngase gue

a 0 ‘
g = 1 = [ujexp{id)
0 -
I8

es decir § es elfptica o loxodrémica, entonces

-2 = - -4

u fi
f? - 20 | +
= - S5 o -
7i Iu!l
cotno
% = | — 2sen’0 + 2isendeosd,

se tiene

4

!u — »l-l = |uf? - 2 + 49en®0 + J@,
U Juf

por lo que

--l-l')—([f —-—1—)2+4wn"0 (3.4)
t- = ul m sen .

Por otra parte tenemos que para toda z y y en H® (ver Capitulo I, ufirmacién (1.4))

2
z -yl

4senh?do(z =l
10(z,v) ot

ademds § actua en R® (visto como CxR) por la férmula

7 (2, ) — (P2, ful?t) {identidad (1.6))
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Por lo cual si = (2,4) € H® se tiene,

lz )12:}2 4 (= {ul? )
Juf? 12

A],‘,-,,”h?%,)(.r,H(Al')) =

P = 20 -
Jul? ¢2

obteniendose

dsenh?§p(x, 5(r)) = (1;.')2 lu - H) + (lu - ﬂlﬂ)Q (13.5)

Ahora, el eje A de F es por definicion la geodédsica que une los puntos fijos de G, en éste

caso son los puntos de la forma (0,0,£) en H3

Definicién. Dada T € PSL(2,(), loxodrénica se define la longitud de translacién de |

15 como ']'7 = p(z, Jx) donde x es cuslquier punto en el eje de J.

Esto estd bien definido ya que siempre se puede conjugar [ a una transformacion como la
descrita arriba y (3.5) nos dice que esta definicién es independiente del punto que se tome en

el eje. En cfecto, para x = (0,0,1) en A, 2 =0 y usando (3.5) se tiene que

1.
21T = ——)? :
dsenh?§T5 = (|u] |“|) . (3.6)

En el caso que | sca elfptica se define Ia longitud de translacién como cero.

Nétese también que los dos terminos que contienen a u y ~ en la expresién (3.4) son
an

invariantes bajo conjugacién ya que pueden expresarse en terminos de la traza de § y la fongitud -

de translacion de g, por lo cual sen®0 también es invariante bajo conjugacion.

El término % tiene un significado geométrico, se afirma que

Lz—l = senhp(z,A), z=(at)€H®,

y la justificacién es la siguiente;
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ple, A) =inf {p(r,w): we A}

A={w:w=sc3,8>0}.

Por lo que
lr - s(:;;])

coshp(x, sez) = 1+ 57

_ |z|2 41?4 g2
- 2Us
sustituyendo  [of? = |2|* 4 £

|.'r|2 + 5?
2ts

(1),

s
A\s

coshp(x, sey) =

ademés, se da la igualdad si y solo si s = ||, por lo tanto

plz, A) = p(x, |z es).
Asi entonces
&

coshp(x, A) = -—;-

senh2p(x, A) = cosh®p(z, A) - 1

Finalmente, combinando las expresiones (3.4), (3.5) y (3.6) obtenemos
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-lscnh%p(r,;‘;.r) = senh?p(a, A) (‘lsr nh(315) + dse 112()) + ‘lm‘nhg(%’lj)

i

1
2
dsenh®pla, .‘1)5("!’1’1(%1‘,”‘) + dsenhp(r, A)sen®0 + dse nh')(%'l},)

i

Jeash?p(r, .»'\)sl:nh’(%'[b) +dsend? ple, AYsento

por lo tanto
sc nh'l%p(r, jr) = cosh®p(a, A).w?nh')(.—;'l_;ﬂ +senh?pla, A)sen®0 ]

Lista ultima expresion muestra que el desplazamiento por § (es decir, cuanto mueve § a los
puntos de H?) depende de tres factores: 1a longitud de translacién T, ¢l angulo de rotacién 0
y la distancia al eje A. Por conjugacién la expresion (3.7) es vilica para toda f € PSL(2,C)

loxodrémica o eliptica.

Teorema 3.4 Supdngase que <ﬁ, h> es discreto y no elemental

(i) Si 7 es parabdlica, entonces para loda + € H?
.ﬂanh%p(m,y;r)scnh%p(a:,ﬁyﬁ*lut) > l,

(ii) Si G cs hiperbélica, entonces para loda = € H?
sc:nh%p(m,y.x)senh%p(x,723771:1:) >4

iii) Si G es eliplica 6 cstrictamenle lozodrdmica y ademds [rig—4| <
{ Y g 1

(lo cual define una vecindad de la identidad), entonces para toda & € H?
maz {sf’nhl i, hip(z, igh 'n)} >
 {senhgpic, g ), senhg pla, hgh )y > 3

DEMOSTRACION. La afirmacion (i) es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2, por lo
que concentrarémos nucstra atencion en las afirmaciones (ii) y (iii). Como este resultado es

invariante bajo conjugacién, podemos suponer que la matriz asociada a § es de la forma

g= | con u = |ujexpif




a b
ho= ad =be =1, be# 0,
Usando la desigualdad de Jorgensen para el grupo <ﬁ7p> obtetiemos

2

> (1.8)

{1+ Jbe]) ‘u - 5

Para acotar el termino [be] escogemos uma transformacion de Mébius auxiliar [ que
mande 0, oo, 7i(0), T(oo) n 1, =1, w, —w respectivamente, esta transformacion nos permitira
expresar [be] en termiuos de la distancia entre A y 7i(A), transladando a una posicién donde

es mas sencillo determinarla.

A FhA

WA

/ -1 0 1
-

(a) (b)

. figura 4

La ventaja de ésto radica en que la funcién desplazamiento involucra los terminos < p(x, A)
¥ plz,hA) y usando desigualdades adecuadas estas se pueden expresar en terminos de p( A, R A),

Dicha f existe si y solo si se da la igualdad de sus razones cruzadas, es decir si y sblo si
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l
(1~ w, —u]= [(),oo‘—'.gl
d ol

o equivalentemente

(3.9)

Como be # 0 (por que el grupo <§, TL> es no elemental), existen dos soluciones para (3.9) de
la forma w, —. Sea 1w solucién de la ecuacion (3.9), podemnos suponer que juf > 1.
w

De la definicion de métrica hiperbolica se deduce gque
p(ARA) = p(TA, T RA),
=infl {p(w,y) cxefA yef 7;/\} ,
= pley, [wlea),
= log |u| .
La perniltima igualdad se deriva de lo siguiente, si (z,1,t) € JA y (,2,8) € J 1A entonces

(F—u) (=) + (=952 14wl = 2au+yv+1s)
ts - ts

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene zu + yv + t8 < Ju} ademids s < jw| y

t <1, por io cual

(c—u)+ (=) +(t=5)? 1+ lwl? =2 (1 - |w])?

ts = ] = Jw|

Lo cual muestra que

p(mv.ﬁA) 2 p(e:h ‘Ull 63) Vr € Av
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para simplificar cileulos eseribimos a 1w como crp(a +i3), obteniendose asi

(A RA) = 20,

Ademis, sustituyendo we = erp2(a + i) en la ecuacion (3.9) se tiene

[1—wf?
b = ‘e
o AT
_ =w)(1 -
B 4w
1= 2Re[w] +|wf?
- 4w
I =2exp2acoslB3+expla ’
- dexp2a . i
_eoshla — cos2f
- 2
como —cos23 <1, entonces
|
cosh. 1 . ‘
] < '—'—’lﬁtli- = cosh*a i
por lo que
i e < cashlz;:‘p(/l,ﬁ/l), ' . !
\ el cosh es estrictamente creciente, usando la desigualdad del trigngulo se tiene . :
Jte] < cosh®} [p(A, ) + p(x, )| ~ ;
| | _ —
g cosh [p(/l,z) + plz, hA)] + 1 ~ K o
; = 2 '

_ cashp(A, z)coshp(x, hA) + senhp(A, x)senhp(w, RA) + |
= 5 ,

@)

LIL TS NG BB
SR GE U BLGEDE
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como
cosh |p(A )~ p(r,ﬁ,‘\)} =1
se tiene
coshp(A, rycoshp(x, RA) 2 1 + s nhp( A, Ysenhple, hA).
sustituyendo esta expresion en (3.10) obtenemnos
be] < coshp(A, x)coshp(z, R A). (3.11)

Por otra parte, usando (3.7) de la discusién previa a este teoremna se obtiene

1

senh®S (e, gh™ 'x) = cosh® p(x, kA )senh? (4T5) + senh®p(z, hA)sen®0,

(ya que el gje de TLﬁTz"l es b ). Combinando esta expresion con (3.4), (3.5) y (3.7) de la
discusién previa obtenemos

senh?d plz, WGk 'z) + sen0 = cosh?pl(x, RA)senh?(§T5) + sen?0(senh?o(x, hA) + 1)

= cosh®p(x, hA)(senh($T5) + sen?0)

1 2
u- -
= coshzli(w,ﬁf\)——-y~

4

de manera andloga se tiene que

1 2
!n - —l
senh*4p(z, r) + sen?0 = cosh®p(z, A) t

1

por lo tanto

(senh®$p(x, high Te) + sen?0)(senh p(z, gx) + sen0) =
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1
!
coshp(x, Meoshple, hzl)»—»-l-g~ .

ademads de las expresiones (3.8) y (3.11) se tiene

2
2coshp(x, Neoshp(r, hA) ,u 21 21
u
asi entonees
- 112
coshp(x, Aycoshp(r, hA) ‘u -
iU ~ 1
<3

A

por lo que
21 00 TrmF 2 2L oy T 2 s
(senh®gp(z, hgh "r) + sen®0)(senh®gp(x. jx) + sen®0) 2 &
si g es hiperbdlica entonces sen = 0y se verifica (il). En cunlquier otro caso escribimas
o) -
m = nax {.wnh%p(z‘, hgh ), senh%p(x, gr)}
entonces
m? + sen®0 > §
de la hipétesis para el inciso (i) tenemos
Limy 1
(@) - 4] < }

6 equivalentemente

12
’uu-- <%
17
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lo eual wsando (3.41) implica que

\

sen’o

A

Hi

por lo que

con lo cual se concluye la demostracién del teorema. O
Una consecuencia del Teorema 3.4 es el siguiente corolario.
Corolario 3.5. Sca N una vecindad de la identidad en PS[(2,C) definida por
(7: e -] < 3}
Si g estaen N ysi (§,h) es discreto y no elemental entonces para toda © € H®

max {p(x,ym), p(:c,l—zz)} >0.16

DEMOSTRACION. Sea z € H3, si p(z,5z) <e y plz,hz) <e acotarémos e usando el

Teoremu 3.4, Como %~ ¢s una isometrfa hiperbélica se ticne
1 e |
plz hgh “z) = p(h ™ "z,5h "x),

< p(h™'2,2) + plz, 52) + p(G2, 0 '),

(desigualdad del tridngulo), ademds como cada uno de estos terminos es menor que £ tenemos:

que
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Ahora, sca
r = max {srznh%p(m, 7r), mjnh%p(‘r‘ hgh” l:r}}.

- . . =} .
por el Teorema 3.4 r 2 %, por otra parte , como p(x,Gr) y p(r, hjh "2} son dmbos menores

, . _ o
que 3¢ se tiene que §p(z,gr) y 3p(x,igh x) som menores que Je-
Por lo que

nhd ol nhd
senhyp(r,ge) < senhye

y también

o
scnh%p(m,hyh I) < senh%&

Asi entonces

sih 3 1.
senhge > 12 g

de > senh"l(;})
€ > fsenh™ ()

por lo tanto € > 0.164, 0
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