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INTRODUCCIÓN. 

Una caracterización importante de los espacios normales es la dada, por H. Tietze en su 

teorema de extensión, para funciones reales de subconjuntos cerrados de espacios normales; 

precisando, cualquier función de un subconjunto cerrado de un espacio normal con valores 

en d intervalo unitario 1 es extendible a todo el espacio. En si el teorema de extensión de 

H. Tietze establece que l es un extensor absoluto para los espacios normales.Como un caso 

particular del teorema de extensión de H. Tietze se tiene el teorema de P. Urysohn . 

El interés de este trabajo se centra en la generalización equivariante del famoso teorema 

de extensión de .1. Dugundji [Du, 1] publicado en 1951, que es a su vez una extensión del 

teorema de Tietze. Muestra que cualquier subconjunto convexo de un espacio vectorial 

localmente convexo es un extensor absoluto para los espacios metrizables. 

La generalización equivariante del teorema de extensión de 1. Dugundji se debe a 

S. Antonian [An, I] publicada en 1985. Muestra que cada función equivariante f : A —►  B, 

de un subconjunto cerrado invariante A de un G-espacio nietrizable X, con G grupo de Lie 

compacto, con valores en un conjunto covexo invariante B de un G-espacio localmente 

convexo, admite una extensión equivariante a una vecindad invariante de A. Esto significa 

bevemente que, B es un extensor absoluto de vecindades para todo O-espacio metrizable. 

Este es uno de dos teoremas de extensión de una función equivariante publicados por 

S. Antonian. 

Para comprender el enunciado del teorema principal necesitarnos los conceptos de 

6-espacio, bajo la acción de un grupo, donde el concepto de grupo es en sentido general. 

Además de conjunto invariante y de función equivariante, términos básicos en la 

demostración del teorema [1. I, 2 y 3]. Una condición que se requiere en el enunciado del 

teorema es que el grupo sea compacto de Lie [II. 3], esto para asegurar la existencia de 

tubos alrededor de las órbitas del conjunto cerrado invariante A [II. 4]. 
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Los conceptos de tubos y rebanadas, desarrollados entre otros por Palais [Pa] y definidos 

mediante el concepto de II-kernel [II. 4J, se utilizarán en los lemas preliminares [III. I I.  

Resultados, como son la existencia de cubierta tubular y cubierta G-canónica, en los que se 

apoya la prueba del teorema [III. 2] Sin embargo requerimos en este trabajo la presentación 

de tubos y rebanadas hecha por Bredon [Bre]. 

A lo largo del presente trabajo, cuando un término aparece subrayado, es porque se está 

definiendo. Los principales conceptos usados en este trabajo son definidos de manera 

explicita; muchos otros conceptos se destacan subrayados, sin dar una definición explicita, y 

algunos otros, de topologia general, se da por hecho que son conocidos. Respecto a los 

teoremas, lemas y proposiciones son presentados, a lo largo del trabajo, en negritas. De esta 

manera se destacarán las ideas del presente trabajo. 
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CAPITULO 1 

1. ACCION DE GRUPOS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS 

Comenzaremos definiendo los elementos necesarios para ver de qué manera un grupo G transforma a 

un espacio topológico X, bajo su acción. Primeramente definiremos la acción del grupo de la siguiente 

manera: 

1.1 Definición.- Sea G un grupo multiplicanvo con elemento idéntica e. Una _acción por la kquienks 

de G cn un espacia topológico X es unaMelón B: G xX -X que satisface: 

0(h,0(g,x)) = Oflig,x). para soda r EX, y g,h€G. 

Al: Ofil,X) x, para todo x EX 

A,: 61: X —IX dada por 4 (x) = Ofg,x) es continua ¡ora ffida gEG 

Se denota usualmente 0(g,x) = gx y las condiciones Al y A2 se escriben cómo h(gx) = (hg)x y ex = x. 

La acción 0:G x X X induce una función O, : X 	X ( a cada x le asigna gx) para toda g en G 

donde Al  implica 0,,,,(x)= (0„.0h)(x) y A2 implica 0, = I„. Entonces 0, -1 = (0,)1, puesto que 

,s(x) = O.,(gx) = (g'ig)x = ex = 0,(x) = x = (0,).1001(x). Por tanto 04: X --> X es un 

homeomortismo. 

0 también induce un homomorfismo Ó:G —› llonsea(X);g1-10, en el grupo Homeo(X) de 

homeomorfismos de X sobre sí mismo con la operación composición. 

Efectivamente B(G) es grupo pues se cumplen : 

1. Si Oo  , Br,ellonteo(X), entonces O, o Br, (x) = Br (g,  x) = (g,g„)x = B,rg,(x). Por consiguiente 
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0,„, E Ilomeo(X). Por lo tanto Ó(g,g,) = Os,iu  = 
Yi 

o 0,, =ii(g,). (5(g 2 ). 

2. 0. = IN  ellomeo(X). 

3. Para todo geG, O 	021  E Humeo(.'). Si O, el lomeo(X), con geG implica que existe 11  c 

tal que 00  = 	E I lomeo(X). 

Una acción O es etimiya  si el homomorfismo inducido t5;(; --> llomeo(X) es inyectivo, lo cual 

significa que gx = x para toda XE X implica que g = e. En otras palabras una acción de G en X es 

efectiva si todo elemento g de G distinto de e mueve al menos un punto de X (gx x). 

Para cada acción O GxX X y cada subgrupo H < G definen una acción O I ittx : 1-1xX -4 X de U 

sobre X. Puesto que H es cerrado bajo la multiplicación, se cumple (111112)x = hi(h2x) para toda h,, h2 

E H. Además, como Il es un grupo se tiene, MI y se cumple e(x) = x para todo XE X y por A3 se 

cumple la continuidad de Oh para cada hall < G. 

Emplearemos la notación siguiente para S cG y A c X : SA = 0(SxA)= (ga : g E S, a E A). 

1.2 Definición.- Un conjunto A contenido en X es  ~rime  de X si GA = A. En este caso, O Itio  es 

n'inacción de G en A. 

1.3 Definición-. Si A - (a) el conjunto GA = G(a) = (ga g e G) es la órbita  de a en X 

1,4 Proposición: Para xbri EX se cumple G(y, ) = G(s, ) O 	 - 0 

PRUEBA:  Supóngase G(xi)nG(x2) x 0 y sea xeG(xi)n G(x2). Entonces existen gi, g2EG tales 

que x = gixi  = glx2. Se tiene entonces que xi = gi'lg2x2; asi xieG(x2). Esto implica que G(xi) 
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G(x2). Luego gilgixi = xh x2EG(x1) y, por consiguiente, 0(x2) c 0(x1) Por lo tanto, G(x1) = G(x2) 

De la proposición anterior, tenemos que el conjunto de órbitas (Gtx) : x E X) descompone a X en 

clases de equivalencia con la relación xi  — x2  si y sólo si (hl) = G(x2), es decir, existe ge G tal que 

x2 

El espacio cociente se denotará corno X/0 y se llama el_espacio  de órbitas  de X, y la función cociente 

: X 	X/G que envia x en el punto G(x)EX/G la llamaremos proyegión canóniga. 

Así el espacio de órbitas X/G es el conjunto de órbitas con la topologia cociente: Un conjunto A 

contenido en X/G es abierto si y sólo si Tro'l(A) es abierto de X, donde rru'l  (A) es unión de órbitas. La 

topologia de X/G es la inducida por rto (la mayor topologia tal que rto  es continua). 

1.5 Proposición: La proyección canónica 2r0:.3 /4.  —>XG es abierta 

/'BUENA:  Sea A c X, irdi(rro(A)) = U G(a) = U gA = U 0,(A) Si A es un subconjunto abierto 
.1 	y40 	yi0 

de X, como cada O, es un hoineomorfismo, 0,(A) es abierto, lo cual implica que U 0,(A) es abierto 
go(.1 

• y, por lo tanto, rto(A) es abierto en X/G. 

Observemos que para un subconjunto abierto A de X y Sc G, SA es abierto por ser unión de 

abiertos gA con gen S. 

1.6 Definición.- ¡'ara cada A c X sea GA  /g e G : gA = A) el estabilizador  de A. Es. claro 

que si A es un conjunto invariante, G,4  - G. 
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1.7 Proposición: El estabilizador de G,4 de un subconjunto A de X es un stilwrupo de G. 

	 e€C3A  porque eA = A. Ahora, si ge GA  entonces 	GA  , ya que gA = A implica A 

g• lA. Finalmente, si g y h pertenecen a CiA, ghA = g(hA) = gA = A. De donde glieGA. 

Cuando A = (x), a su estabilizador GA  = G,= (gEG : gx = x), se le llama también el gjpo de 

isotropja de x. 

1.8 Proposición: Para todo x EX y heG, 

PRI1E114:  Si gEGI,,, es decir, g(hx) = hx. Entonces Illg(hx) = x, asi 	, Esto implica 

que gE hG,til. Por consiguiente Ghl C hG„ 	Ahora, si gEliG„ 11'1, se tiene g(hx) = 

• (hgoli1)(hx), con go  EG, , asi g(hx) = h(gux) = hx . De donde, gEGH. De lo anterior se concluye 

Oh, 

Un grupo G actúa por la derecha en X si existe una función XxG -4 X, (x, g) H xg que 

satisface: 

A'1: (x8)11= x(gli). 

A'2: xc = x. 

A'3: x 1-4 xg define una función continua de X en si mismo. 
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Como en las acciones por la izquierda , x i—> xg es un homeomortismo. Si A es abierto en X y S 

c G, AS = (ag : a e A, g e S) es abierto en X. De hecho, cada acción por la derecha de Gen X 

determina una acción por la izquierda definiendo gx = xg''. 

Consideremos siempre acciones por la izquierda, salvo que en algún caso se indique lo contrario. 

• 2. ACCIONES CONTINUAS DE GRUPOS TOPOLOGICOS 

Definimos en la sección anterior la acción de un grupo. Ahora al grupo le daremos la estructura de 

espacio topológico, considerando a las operaciones de grupo continuas, de la manera siguiente: 

2.1 Definición.- Utuniqx, topológico  G es un grupo provisto de una topologia tal que las 

operaciones del grupó, la multiplicación p :G xG 	((g,h) gh) y la inversión r : G --iG (g 

Hg ), son conlinua.s. 

Algunos autores suponen que la topología de un grupo topológico G es de Hausdorff, es decir G es un 

espacio de Hausdorff. Esto equivale, como veremos en la siguiente proposición, a que el conjunto (e) 

• de G sea cerrado. 

2.2 Proposición: Para un grupo topológico G se tiene: 

(1) Pato cada h EG krxfunciones multiplicación por la i;:quienks 1/1, : g fa lig y derecha 	g 

gh llamadas traslaciones son homomorfismos de G sobre si mismo. 

(2) G es un espacio homogéneo (para toda gbgjeG existe f : G -)G homomorfismo kil que 
• 
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ftgd - 

(3) Para A,B c G, si A es 101 subconjunto abierto en G, entonces AB p(44.1) y /34 - p(13 x4) son 

abiertos. 

(4) Si Ves vecindad de e, gl! y l'g son vecindades de gen G. 

(5) Si Ves vecindad & e, existen U y W vecindades de e tales que 1' 2  = p(1w) c 11 y IV .1  - 

i(W) c U. Es más; existe una vechklad A de e tal que 44.1  c 

(6) Si (e) es cerrado en G, entonces G es de llausdoilf. 

(0 G es regular, 

PRUEBA:  (1) La restricción lila, th) es continua y la función G —> 	( 11) que envía gen (g, h) es un 

homomorfismo. Luego, la composición que envía g 1—> (g, h) 1-1 gh es continua, su inversa es la 

función continua que envía g 	así pah  , que envía g 1—> gh, es un hoineomortismo. 

Análogamente se prueba que también lo es pit,, 

(2) Sean 81, g2EG. Entonces g 1—> g2gl'ig es un homeomortismo por (I), y envía gl  en &l'II = 

(3) AB = (gh : g E A, h E B) = 
bel!
U Ah y BA = (hg : g E A, h E 13) = 11) hA. Pero, por (1), si A es 

abierto en X, hA y Ah son abiertos en X. Por lo tanto, AB = U Ah, y BA = U hA son abiertos. 
Phi!! 	 hae 

(4) gV = (gv : g E G, v e V) = Iii„(V), donde 	G 	G, está definida como tii,(g') = gg'. Por (1), 

es un homeomortismo. Entonces gV es vecindad de g. 

Ahora, si rid,:G •—> G, es el homeomortismo multiplicación por la derecha, lidg(g') = g'g, Vg = (vg : g 

E G, V E y) =114,(V) es abierto. Esto implica que Vg es vecindad de g = 04,(e). 
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(5) Por la continuidad dell existen vecindades VI, V2 de e, tales que p(VixV2)c. U. Sea V = 

V i  n V2 . Entonces p(VxV) = V2  c U. Ahora, dada U vecindad de e, existe W vecindad de e tal que 

t(W) = W 'I, con W c U, por la continuidad de t. También, para la vecindad anterior V de e, existe 

una vecindad A de e contenida en V tal que KI  c V . Entonces AA'' c.. VV = V2  c U. Por lo tanto, 

existe una vecindad A de e tal que ANI  c U. 

(6) Supongamos (e) es cerrado. Sea geG, g =Iii,(e). Puesto que pi, es cerrada, (g) es cerrado en 

G. Así, G es un espacio Ti. Ahora, sean g, heG tales que g x h. Como IfIg x e y G es T1  , se tiene 

que existe U, vecindad de e , tal que lilge U. Por el inciso (5), sea V vecindad de e tal que VVI  c 

U. Entonces filio VV t  y gtzhVVI  . Luego gV n hV = 0, pues si no litera vacío, existiría %E 

gV n hV tal que x = gvt  = hv2, g = 	EliVV*1  , contrario a lo antes obtenido. Por tanto, gV y 

hV son vecindades ajenas. Así, G es de ilausdorff. 

(7) Por ser G homogéneo basta probar que e y un cerrado C de G que no contiene a e tienen 

vecindades ajenas. 

Puesto que eEG-C , y G-C es abierto, existe una vecindad V de e tal que VV 'I  c G-C. De donde, 

vv.'nc= 0 y yncv-0. Por tanto, V y CV son vecindades ajenas de e y C, respectivamente. 

Debido a la asociatividad de la multiplicación, la propiedad del elemento idéntico e y la continuidad de 

las multiplicaciones izquierda y derecha para cada g E G, se infiere que p: GxG 	G es una acción, 

llamada traslación de G en G por la izquierda (o por la derecha) ya que satisface los axiomas Ai, A2 y 

A3  de acción por la izquierda (o los correspondientes de acción por la derecha). 
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Dado un subgrupo II de G, como en la sección I, Pi actúa por traslación (izquierda) en G y las órbitas 

son las clases laterales (derechas) I lg. El espacio de órbitas Gni es el espacio cociente de las clases 

laterales y la proyección canónica q:G -•> Gil les abierta. 

2.3 Proposición: Sea 11 un suhgrupo de un grupo topológico G. Entonces FI, como subespacio de G, 

es un grupo topológico. Si II es subgrupo normal, el grupo cociente Gll es un grupo topológico y q.• 

--)G/11 es un epiótotfismo continuo y abierto. 

pRUEPA:  Puesto que it e t son continuas para cualquier I I < G, se cumple que it I tiat y t I 11  son 

continuas. Por tanto, FI es un grupo topológico. 

• Dado que 	es la acción de FI en G ( traslación izquierda), por la proposición 1.5, la proyección 

canónica q: G --►  G/II es abierta. Cuando El < G, en el grupo cociente G/11 las operaciones it' e t' se 

definen como 	g2H) = gig2H y t' (gil) = g'ill. Estas operaciones son continuas, debido a que 

los diagramas siguientes son conmutativos. 

GxG a > G 

x 

G-2—> U 

G/// x G/ II 	G1 H 	G/lI--L-)G111 

ti' es continua, puesto que qxq es continua, abierta y sobre. Ya que W11x6/11 tiene la topologia 

cociente de GxG respecto a qxq, Vo(qxq) = qott continua implica it' continua, por la propiedad de las 

fiinciones cociente. Por la misma razón, t'oq = qot continua, implica t' continua. 
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El concepto de espacio vectorial puede ser extendido al concepto de espacio vectorial topológico de la 

manera siguiente. 

2.4 Definición.- Sea I. un espacio vectorial, con una topologia, sobre el campo de los números 

reales R. Si las operaciones suma de vectores a : 	1, y multiplicación por escalares v : 

RxL --> 1. son continuas respecto a la topología producto en ¿xl. y RxL, con la topología usual 

en R, se dice que L es un espacio vectorial topológio (real). 

El conjunto D = (c : c = Xb 	-X)a; O 5 ›. 5 I ), para a,b L, es el segmento que une a a con b. 

Un subconjunto C de L es convexo si para cada c,d en C el segmento que une a c y d está 

contenido en C. Es claro que cualquier espacio vectorial L es convexo. 

El espacio vectorial topológico L es Jocalmente convexo si para cada punto a en L y cada 

vecindad U de a , existe una vecindad convexa V de a contenida en U . 

Por ejemplo, todo espacio vectorial normado (L, II  II) es un espacio vectorial topológico respecto 

.a la topologia de la métrica d(x, y) = II x - y II y es localmente convexo porque las e-vecindades 

V.(x) son convexas. 

3. G-ESPACIOS. 

3.1 Definición.- Un G-espacio consta de un esixicio topológico X finto con una acción continua O: 

G.« 	X del grupo topológico G sobre X y con la topología producto en GxX 
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Observemos que si X es un G-espacio y 11 < G, como vimos en la sección 2, 11 es un grupo topológico 

y X es un II-espacio con la acción de Gen X restringida a I IxX. 

Si A es un subespacio invariante de X, entonces A es un Despacio con la acción de G en X restringida 

a GxA. 

Consideremos un grupo topológico G y un O-espacio X. 

3.2 Proposición: La acción 0: ad - X del G-espacio X es abierta. 

PRUEBA:  Dado que los abiertos básicos de GxX son de la forma WxU con W abierto de G y U 

abierto de X, 0(WxU) = WU es abierto, por la observación que sigue a la proposición 1.5. Por tanto, 

O es abierta, 

3.3 Proposición: Si X es un O-espacio de flausdortf, entonces para cada xeX, el grupo de isotropía 

G„ es cerratk en G. 

PRUEBA:  Sea he (7„ — G . Supongamos que ler =y y yx x. Como X es de flausdortf , x ey tienen 

vecindades ajenas U y V respectivamente. Por la continuidad de la acción, existen vecindades W de h 

en G y A de x en X contenida en U tales que WA c V. Pero como he (7, —G, , existe geW n G,. 

• Por tanto, x = gxe WA c V, luego xeU n V. Contrario a la hipótesis. 

De la proposición 1.8 se sigue que los grupos de isotropía de puntos en la misma órbita son conjugados, 

porque todos los puntos de la órbita de x tienen grupo de isotropía conjugado a 6, 
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Si G, = (e), es decir, si Gx  es trivial, para toda x en X, se dice que la acción de G sobre X es libre ( para 

todo g e, gx x x, para toda XE X ), es decir, O mueve todos los puntos de X. 

3.4 Definición.- Una función continua : X --> Y entre G-espacios es equivarkvite si lo (gr) = gq)(x). 

3.5 Proposición: Sea lo : X Y equivariante. asomes 

• (1) (J., cGo.,, para Jalo x EX 

(2) Si lo es nn homeontafismo, entonces 94  :Y --)X es equivarianie. 

PR11E114:  (I). Sea g€Gx, g(p(x)= (p(gx)= 9(x). Por tanto, geGwd. 

(2). Si rp es un homeomorfismo, entonces *I  existe y es continua. Sean gEG, 

 

 

Ye Y y  x = .1  (Y). 

Entonces (p '1(gv) = (p*i(g((p(x))) (9'19Xgx) = gx = gqii(y). Por lo tanto, (p'l  es equivariante. 

Observése que si (i actúa libremente en Y y cp : X -4 Y es equivariante, entonces G actúa libremente en 

X, ya que para toda xe X, como G,,t,)  = (e) y G, Os,), (e) c 	(e). Luego GA  es trivial. 

Se dice que dos O-espacios X,Y son equivalentes si existe un c0 : X -4 Y homomorfismo equivariante 

( cp es unantivalencia ) 
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CAI'ITULO 11 

1. ACCIONES DE GRUPOS COMPACTOS 

En la demostración de la siguiente proposición utilizaremos los siguientes resultados de la teoria de 

redes, [Du, 2) capitulo X. 

Para empezar recordemos que una red en un conjunto X es una función de un conjunto dirigido A 

(A, 5) en X, donde (A, 5) es un conjunto preordenado (i.e. 5 es una relación binaria reflexiva y 

transitiva) tal que para cualesquiera X.,X'cA existe X" la cual satisface X51 " y X'5X". 

Como en el caso de sucesiones, una red en X se denota (xx)),,,, entendiéndose que se trata de la 

función X 1-4 xx. Una 54tbred, 	de  una red (x),)),,,1  en X está determinada por una red (4),,r 

en A tal que si y 5 y' en (F, 5), entonces Xy 5 Xy en (A, 5) y para todo XE A existe yE I" tal que 

X 5 X. Se dice que la red (x),),,,A  converge a x en un espacio topológico X y se escribe xx --> x, si 

para cada vecindad V de x existe XEA tal que xx,  E V para todo X 5 X'. 

Los resultados que usaremos respecto a redes son los siguientes: 

(a). Si x). —› x y todos los términos x), de la red pertenecen a un cerrado C de X, entonces xeC. 

(b). Sea E c X. Entonces, x E F. si y sólo si existe una red en E que converge e x en X. 

(c). Sif: X —O( es continua y Ick  --> x, entonces la red (flx),))),,,t  converge a qx) en Y. 
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(d). Sea (ab  b),),,,A  una red en AxB. Entonces (ah, 	—> (a, b) en Axil si y sólo si al  --> a en A y 

14. —> b en B. 

(e). Toda red (xx)).,,,N  en un subespacio compacto K de X tiene una subred convergente. 

Ahora supongamos que G es un grupo topológico compacto. 

1.1 Proposición: Sea (hin grupo topológico compacto y sea X un G-espacio con la acción O Entonces 

(1). 0: GxX -X es cerrada ( además de continua, abierta y sobre). 

(2). Si A es un .subconjunio cerrado de X GA es cerrado, y si A es compacto, entonces GA es compacto. 

En particular, las órbitas G(x) son compactas ( si X es n, entonces las órbitas son también 

cerradas). 

(3). rro : X X'G es cerrada (además de continua, abierta y sobre) y propia. (i.e. para todo compacto 

K de XG, tra'1(K) es compacto), 

(4). X es compacto si y sólo si XG compacto. 

(5). Si X es un e.spaclo de Hausdorjf, entonces XG es de Hausdorjf 

(6). Si X es localmente compacto (y Ti ), entonces X'G también lo es. 

(7). Si Ves una Ivcimild de un coi junto invariante B, entonces existe una lecindad abierta A invariante 

de B y contenida en V 

PRajj„4: (1). Sea A un subconjunto cerrado de GxX. Se demostrará que 0(A) es cerrado. Sea yE 

0(A), existe una red (yx);;;,‘  en 0(A) que converge ay, esto es, yx = 0(gx, XL) con (p„,„ 'OEA y 
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gkx), 	y. Ahora, puesto que G es compacto, toda red en G tiene una subrtxl convergente. Podemos 

suponer que la red (g),} A  converge a un punto g E G. Luego, por la continuidad de t, inversión en G, se 

tiene que t(g).) —› t(g), es decir g):' --> g'i. Y puesto que O es continua y g).x). --) y, se tiene : 

0(g):1, goc).) 	0(8'1,),  ) = g *ly 

Como 0(1(g).), 	= 0(g):1, ax),) = gag).x).) = x), debido a lo anterior, (x).) ).„, \  converge a l'y. 

Así, (Ex. xx) -4 (11.15); pero (2,x, x)JE A y A es cerrado, lo cual implica (g, g*Iy)6 A. Por tanto, 

0(g, g'iy) =y E 0(A). Entonces O (A) = 0(A). 

(2). Si A es cerrado, entonces GxA es cerrado en GxX, y como O es cerrada, 0(GxA) = GA es cerrado. 

Si A es compacto, por la continuidad de O, 0(GxA) es compacto. 

(3). Sea A c X cerrado. De (2) tenemos que trdi rro(A) = GA. Puesto que rro  es una identificación (o 

• función cociente) tenemos que rro(A) es cerrado. Ahora supongamos que K c X/G es compacto. 

Probaremos que ir4;1(K) es compacto. 

Sea * cubierta abierta de rro't(K) . Para cada kEK, existe xE X tal que no(x) = k. Como Irdirto(x) = 

G(x), ndl(k) es una órbita y por el inciso (2), es compacta. Por consiguiente existen Uki ,...,Ukdb, e* tales 

n(4) 

que no-t(k) e U Uu= Uk . Dado que ni)  es cerrada, kE Vk = (X/G)-n„(X-Uk) es abierto para cada kEK. 

La cubierta abierta (Vk)k.ix, de K tiene una subcubierta finita, esto es, KcÚG. Entonces 

rrii i(K) c U rriii(VO c Ukj= U U Uko . 
pi 	 pl 	pi PI 

Por lo tanto, * tiene una subcubierta finita, y ird i(K) es compacto. 
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(4). Supongamos que X es compacto, ya que no  es continua, no(X) = X/G es compacto, por ser la imagen 

continua de un compacto. Reciprocamente, si X/G es compacto, (3) implica que X también lo es. 

(5). Sea X espacio de Flausdorff. Sean p, qe X/G con p x q. Entonces ndl(p) = G(x) y giii(q) = G(y), 

con G(x) n G(y) = 0. Además las órbitas son compactas, y puesto que X es de Hausdorff, ndl(p) y 

ruil(q) tienen vecindades ajenas. Por tanto, existe un subconjunto abierto U de X tal que nji(p) c U y 

U n no'l(q) = 0. Como no(y) = geno((/) para algúnyendl(q), porque no(U) norro"!(q) = it,(U) n 

(q) = 0, y no(U) es cerrado (ya que no es cerrada) y como peir(U) abierto, obtenemos no(U) y 

(X/G)-ito(U) vecindades ajenas de p y q respectivamente. 

(6). Probaremos que cada pe X/G tiene una vecindad compacta. Sea xeX tal que rto(x)= p. Entonces 

= G(x) es compacto en X, espacio localmente compacto. Luego existe K, compacto, tal que XE K 

c K Mi p = no(x) e no(K) c no(K), y no(K) es compacto. Además, como no es abierta, no(K) es 

abierto. 

(7) Sea V una vecindad abierta de B, un conjunto invariante de X. Como X-V es cerrado, ne(X-V) es 

cerrado, y como 13 es invariante, rto(B)n no(X-V) = 0. Efectivamente, si ito(x) e no(13) n ite(X-V), con 

xe X-V y no(x)etto(B), entonces XEno'i no(B) = GB = B, y por lo tanto, 13 n X-V x 0, en contradicción 

con B c V. Consideremos el conjunto A = no'l((X/G)-no(X-V)), resulta que A es abierto e invariante. 

Veremos que A contiene a 13 y está contenido en V. Puesto que no(B) c (X/G)-no(X-V), B = no's(no(B)) 

c no-I((X/G)-no(X-V)) = A, así B c A. Ahora, para todo xeX-V, no(x)eno(X-V), es decir, 

no(x)e(X/G)-tro(X-V). Por tanto, XE ito'ino(x) y no'Irto(x) n A = 0. De lo anterior se sigue que A c V. 
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1.2 Proposición: Sean G un grupo compacto y X Y dos G-espacios. Si 9 C --> Y es una función 

continua de un cerrado C de X en Y tal que siempre que c y gc estén ambos en C', entonces 9(gc) = 

g9(c). Entonces 9 puede extenderse en forma única a una función equivariante y,': GC a Y. 

PlIE11/1:  Definirnos gi'(gc) = grp(c) para cada gcG y cEC. Comprobemos que rp está bien definida. Si 

gc = g'c' con g'E G y c'e C, se tiene c = g'Ig'c', y, por hipótesis , rp(c) = cp(lig'c')= 	Asi 

rp'(gc) = wp(c) = ggig'ip(c1)= g'ip(c') = 

Para demostrar la continuidad de rp', consideremos un conjunto cerrado A en Y y una red (x0)„40  en 

cp'''(A) convergente a %E 9"I  (A). Podemos escribir x„= g„c,, para cada «Ea, con II«  EG y c0  EC. 

También podemos suponer que (g0• )„, 60  es una subred de (g,.),5 a  convergente a g en G, por ser G 

compacto. Entonces g." 	= c., y asi c0 , --> g- 'x. Como Ces cerrado, se tiene que g'ixEC. 

Por otro lado supongamos que a., = 91 (x„,)= 91 (g„, c., ), con a., E A . Entonces se tiene que 

a„, = g.,9(c0„). En consecuencia, a., —>g9(g"l x) =139(11 x) = gr.  (gg.lx)= (x). Por lo cual 

9' (x)EA, ya que A es cerrado. Por tanto, xerp"I(A) y con esto se prueba que 9”1(A) es cerrado. 

2. INTEGRAL DE IIAAR 

De aqui en adelante supondremos que G es un grupo topológico compacto y de Hausdorff. Consideremos 

11, y 	las traslaciones derecha e izquierda, respectivamente. Como vimos éstas son homeomorfismos 

de G sobre si mismo 
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Sea C(G,R) = (f fiG R continua). Observemos que C(G,R) es un espacio vectorial sobre los reales: 

Para y, 1.9eC(G, R) y e, deR, ddyinanzos ÷10 )(g) = yi(g) +19(g) y (c9)(g) = c9 (g). Se cumplen 

entonces 

1. r9eC(G, R) y c9eC(G, R). 

1. c(1111-10(g) = c010.1f YO» = c10119 -feloW 

3. f(e+d)w1(g) = (e 1-‘1)4) = cyyg)i-d 

4. Existe o EC(G, R) tal que r o - y, para toda yleC(G, R), donde o (g) = O para loa' geG. 

Esto significa que C(G, R) es un espacio vectorial real. Las traslaciones inducen las transformaciones 

lineales 14, 	: C(G,R) --) C(G,R) dadas por Rh(`P)(g) = IP(gh) = 1P(pii,(g)) y Lt,(1P)(g) tP(pdh(g)). 

Además se define cp Z y si 9(g) z tp(g) para toda gaG. 

. 21. Teorema: Existe unafunción 1: C(G,R)-911 única, que satisface: 

(a). 	W) =1( 971) + 1(1119. 

(19.1(eY) = cl(V) ,c e R 

(c). I(Volth ) =1(Y9 = 1(7010, heG, de manera que I es implante por la derecha y por la izquierda). 

(d). Si V' 20 pero SPoP, entonces /(V) > O. 

(e).1(1) = 1, donde 1:G R , función j(g) = 1 E 

La demostración de la existencia de la integral de Haar, invariante por la izquierda para grupos 

localmente compactos de Flausdortf G. Puede verse en [H - RJ CAP. 4 
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2.2.0i.finición.-Takfunción lineal I:C(G,R) --> I( que .satisface  los incisos (a), (b), (c:) y (d) del teorema 

anterior se dclitw como una  nuegral de !loar  en G y es Única si .satisface el inciso (e). Esta es la integral 

de ¡/ciar normalizada que usaremos Denotaremos a la integral de ¡loar de la finilla SiglihnIN 

1(9) = , f,(s )t(g, 

El inciso (c) puede escribirse como 1  (gh)dg = J (g)dg = j cp (11 -1g)dg 

y el inciso (d) como fi dg. ftig  = 1. 

Por ejemplo, si G es finito de cardinalidad r, jcp(g)dg = (—
r

)
s ao 
E Mg» es la integral de llaar en O y está 

normalizada porque 

t f  
kcnprtco 	r p2)(g)dg = E Ic191 + c2921(g) = —

I
o .« E coVg) r gtO ci91(g) = CIIIPI(g)dg+CjIP2(8)dg 

.1(149(g))dg =
r 	

v(hg). j- 
g
E

1 
 9(g)= ftp(g)dg y análogamente f(Lktp(g))dg = Ita(g)dg . Luego ésta es E 

*C1 	r 4( 

la integral de Haar. Finalmente Idg 	t(g) = rr .1. 

2..1. Proposición: la integral de ¡loar así dt;finhko tiene las siguientes propiedades: 

(1). Si o o entonces I (g)dg 242  (g)dg .  

(2). 1 /450.4? 1 s 01)11950)1h a. 

MERA: 	Se cumple, ya que si (pf  - epz  1 O, entonces 	tpi)dg O; y, por lo tanto j(qh yz)dg 

f(91)dg • 1(92)dg 2 O. 
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(2). Como (p es continua y G es compacto, existe sER, s z 0 tal que 1 tp(g) 15 sup{ 1 (P(g)1 ) ,.(; = s, 

-s S tp(g) S s. Por tanto f((p(g))dg 5 Isdg = sfdg = s, y análogamente, -s 5 f(P(.13)dg. Por tamo, 11(9)dg 15 

s'aiP(1T(J)ho. 

2.+1 Teorema: Sea 0G x A --> R confitura, CO?? A nn espacio topológico. Idlimción F:A --) R 

por 

F(a)  = f lo(g,a)dg para lodo a c-A. 

es continua. 

PRUFM:  Se probará que dada una vecindad V de F(a), existe U, vecindad de a , tal que F(U) c 

Sea ae A y e > O. Puesto que tp es continua en (g, a) para cada gEG. Dada la vecindad 

(q)(g, a)-e, tp(g, a)+e) de 9(g, a) en R, existe una vecindad W de (8, a), tal que tp(W) c 

(9(g ,a)-e, (p(g, a)+e). Sean Vg, vecindad de g en G, y Uaw , vecindad de a en A, 

tales que WzVgxUaw . Por tanto, tp(VgxUa4o) c (9(g, a)-e, tp(g, a)+e). 

Puesto que (Vg)ra  es una cubierta de G y G es compacto, se tiene que G = U Vgi  para ciertas 
..1 

131, •••, gnEG.Consideremos la vecindad U = ñ Uno' ) de a. Entonces, para toda geG y bEU, 9(g, b) 
• 

E tp(Vgsx Uatto)c (9(8,  a)-e,tp(g, a)+E). Por tanto para U vecindad de aE A, se tiene 1 9(g, 	- 9(g, a)1 < 

e. Así, I  F(b) - F(a)1 = 1 fc,(g,b)- 0(g,a))dg1 5 sup{ I 9(g,b) - 9(g,a)1 )11.:o < e. 
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2.5 Lenta : Sea X un G-e.qx-tcio. Si f: X -) Res unaJ'unción continua, 

IT9 - f(Odg 

define una finen»; cona/uta de X en R,  invariante, es decir, F(hr)=1Tx) pan: toda heG. Y si S es un 

subefflacio inwriante de X y f(,S) c.I intervalo acotado, entonces P(S) c J.  

PRUEBA:  Del teorema 2.1(c) se sigue que Rin) = ff(Itgx)dg = 1f (gx)dg = F(x) ,para toda heGla 

continuidad de F está probada en el teorema anterior para rp la composición (g, x)1-4 gx 	ggx). Ahora 

supongamos que a 5 qs) 5 b para cada seS. Por la proposición 2.3(1) se tiene 

Entonces a 5 F(s) 5 b, para todo seS. 

Sea d una métrica para X un G-espacio metrizable d es invariame si d(gx,gy) = d(x,y) para todo gEG, es 

decir, el homeomoifismo x1-4 gx bajo O, es una isometria para todo geG. 

2.6 Teorema : Sea X un G-esixicio metrizable. Entonces existe una métrica d inwriante para X 

consistente con su topología. Además para p,q E XG 

(p,q) = infld(x,y) x e ne' l  (p), y E mil(0) 

es una métrica en XG que Induce la topologia cociente de XG. 

PRUEB4:  Sea p cualquier métrica consistente con la topologia de X. Para x, y puntos de X definamos 

d(x, y) = sup( p(hpc, gy))i. G. 
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Fácilmente se prueba quedes una métrica invariante en X. Esto último porque 

d(hx, hy)= stip( p(ghx, ghy)), = d(x, Y) 

Lo que no es inmediato, y probaremos a continuación, es que d y p generan la misma topologia. La 

demostración consiste en mostrar para cualquier sucesión de puntos (x,,) en X que (;) converge a xo  en 

(X, d) si y sólo si (x„) converge a xo  en (X, p). 

Como p(x, y) 5 d(x, y) entonces claramente xo  —> xo en (X, d) implica que x. --> xu en (X, p). 

Supongamos ahora que x„ —> xo  en (X, p). Dado e > 0 elegimos vecindades abiertas O, de g y V, 

V8P(,)(X0) de xo tal que 0(0,xV,) = Or  V, c 	(IN ):= (y e X p(y, gxo) < e/2 ). Por tanto para 

cada h e O, y x en X tal que p(x, xo) < No  se tiene que p(hx, gxo) < e/2. Por otro lado, por la 

compacidad de G, se tiene G = U O. . Sea S = 1.2 min( Sts,), , 81,) ). Para esta S > 0, existe N tal que 

p(x., xo) < S para cada n i N. Por consiguiente, para todo gen G, como g está en Og; para alguna iE (1, 

n), p(x„, xo) < S 5 8(9) para cada n 2 N, asi que p(gx, ¡pro) < e/2. De donde, p(gx.„ gxo) 5 p(gx,,, 

g4x.) p(gor„, gxo) < e/2 +e./2 = e para toda n 2 N. Y hemos probado que (;) converge a xo en (X, d). 

Ahora probaremos que j(k-,37)=infid(x,y).x E go-1(1),y Ir,' (9)) para z, E AA ,es una métrica. Es 

claro que d(7, Y) = 0, 	 sg = •dg, 50 y IR, ST) S 15z, + a("i, y). Además, si 

= 0, puesto que j(rc, y) = inf{d(x,y):x e rro-'(t7), y E tris  (y)) y las órbitas mi)  (1), 

(y) son compactas, se tiene d(x', y') = O para k i E ffe -1  (V), y' e ff,-' (y), lo cual implica tr.0.1 (V) 

tyg. De donde = y.  
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Para probar que a induce la topología cociente de X/G, bastará mostrar que ir,. X 	(X / G j) es 

continua y abierta. Pero esto se sigue de la igualdad 

(x))=1',J  (V), para !oda x E ir' (7) 

que a continuación probamos.  

Como d(V,P) 5 d(x, y), para lada x E ir (51), y E ir (y) la proyección canónica disminuye la 

distancia. Esto implicaría ir, (V; (x)) c  V,3  (V), para toda xE ne'1(x ). Falta probar que 

(1) c ir,(V; (x)). Ahora si y E lit'l(V), infid(x,y):x E ir,' (7),y E ir„-1(y)) (6 . 

Como 'ro"' (V) y e.  ,' 1 (3) son órbitas compactas, existen x„ E rr,-1(19,y, E ir,-'(5) tales que 

d(x,,, yo) = inf(d(x,y):x E ir„* I(V),y E ir,»(p)}= J(x) ( e; pero tro(ito). 	. Entonces existe 

gEG tal que x = gx, y como d es invariante, d(x,,, yo) = d(gx,,, gye) = d(x, gy.) <e. Así, también se 

cumple y = gyeen, '1(y') y d(x, y) < e, por lo que yEV(x). Por consiguiente, V!(.?) c ne(V;(x)). 

Cada cubierta abierta localmente finita de cualquier espacio metrizable X admite una partición de la 

unidad subordinada. En caso de que X sea un G-espacio metrizable con G un grupo compacto, 

consideraremos a (Uk),d, una cubierta abierta invariante localmente finita de X, esto es, para cada 

XE A, th es invariante. 

2.7 Definición .- Una familia de funciones continuas 0 19,4  : X —o 11 es una partición dr la 

unidad subordinado a (114).4.4, cubierta abierta de un G-espacio metrizable X si : 

Cada punto llene una vecindad V tal que 039 - O para toda AEII salvo para un Minero finito 

de Indices. 



25 

(ii). Z9 ,(x) = I , para cada x eX 
AiA 

(iii). 14(X -1/A) --- O , para cada 2eA. 

Diremos que la partición de la unidad (1) es invariante  si para cada XcA, ro, : X --> 1 es invariante 

(91(gx) = (p),(x) para todo g EG). 

2.8 ProposicMn : Sea X un G-espacio métrico y (1.14 )4 ,,I  ruca minería abierta invariante de X. 

Entonces existe una partición de la unidad invariante (o: X -->1),4„A  subordinada a  

PRUEBA:  Consideremos a (no(111))),,,, . Sabemos por la proposición 1.5 del capítulo 1, que rro  es 

continua y abierta. Consecuentemente, (no(U1))),,A 	es cubierta abierta del espacio X/G. 

Mostraremos que es localmente finita. Sea p un punto en X/G. Entonces, para cada punto x en 

no*I(p), por ser (1.1,1,„5  localmente finita, existe una vecindad abierta N, de x tal que N, r) U?. = 0 

si A. no pertenece al conjunto finito de Indices A, . Consideremos a la vecindad abierta N = U N. 
x«itts 

que contiene a la órbita no'l(p) , así que N r, U). = 0 si 	UA. As . Por ser compacta la 

órbita, existen XI, , X., tales que no''(p) c IPA  = M c N. Entonces no(M) es vecindad de p tal 

que no(M) n no(U1)= 0 si UY (puesto que no1(no(M)n no(Ux)) = M n = 0 si X0/19. Por la 

proposición 2.6, tenemos que X/G es metrizable. Entonces existe (io, : X/G --> 1)›..A  partición de 

la unidad subordinada a (ro(U1))XIA  Sea epa = yp no : X --> I. Entonces se obtiene la partición de 

la unidad, hpkb—k , buscada. En efecto : 
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(i). Obsérvese que cada punto de X/G tiene una vecindad W tal que xv›.(W)= O para toda ) x X1, ..., 

A.,„ Si xe V = n„ '(W), entonces (pi,(V) = O para toda X x XI, 	X. 

(i1), E49,k(x) = 	4i,k (iro (x)) = 1 	para cada xe X. 
AiA 	 44A 

(iii). q».(X Uk) = gilorro(X - Uk) = tV>.(X/O - rto(Uk)) = O para cada Xe A. 

3. GRUPO DE 1.1E. 

3.1 Definición.- Si X es 1111 espacio topológico, una congos un botneomodismo W r X, --> V, donde V. 

es un abierto en Ir y X, es abierto en X 

3.2 Definición.- Una variedad dderenciable(C) de dimensión n es un par (X $), donde X es un 

espacio de Ilausdorff y dS = ( 	—› )„„a  es uno colección de cartas que satisface 

(i) la colección (X.1„„n  es cubierta abierta de X 

(n) Para cualesquiera ct,)3Ea, si X, n Xp x 0, lofunción 9.0911 4  del abierto 90(XanY0) de 

It" a ir es diferenciahle (C). 

in) La colección (Pes ~nal respecto a (u), esto es: si es una carta tal que para cada 1,e(15 

con dominio9 ridontinio9..* 0 y las funciones flag,' y (p,,ap ' I  son diferenciables(C). 

entonces lo el) 
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La colección de cartas 1 que cumple (i) y (ii) es un  atlas de X y si cumple también (iii) es un atlas 

maximal. t es la estructura diferencial de la n-variedad X.Cualquier atlas siempre está contenido en 

un único atlas maximal. 

Sean (X, 0) y (Y, 'Y) n-variedades. Decimos que .una función continua f: (X, 1) —› (Y, '1') es 

diferenciable  si para toda o,: 	—> R", carta de 1, y t'in : Yp —> R" , carta de '1', la función 

Wo fy>,;I: (pa( X„ n f*I(Y0)) —> y") es diferenciable (de clase Ca ). 

3.3 Definición.- Un grlivo de Lie es un grupo topológico de IlausdorffG con una estructura de 

n-variedad diferenciable, tal que las operaciones p , r son difrenciables (de clase C"), donde la 

estructura diferenciahle en G.G es la que se obtiene del atlas ( qtanty 	 pka„ 

inducido por la estructura diferenciahle 	: X„ 	)„,a  de G. 

Las cartas en la estructura diferenciable pueden darse localmente alrededor de la identidad e en G: 

basta considerar el homeomorfismo traslación }-3 hg que transforma una vecindad abierta U de e en 

O sobre la vecindad abierta hU de h, para cada h E G. Es más, un grupo topológico de Hausdorff G 

es un grupo de Lic si existe una vecindad abierta U de e en G y un homeomorfismo x :U —› W, W 

subconjunto abierto de W, para algún n, con x;(3) la i-ésima coordenada de x(g)ER" , ge U, tal que: 

x de) = O, i = I, 	n, y existen funciones C" reales 	y 	definidas en alguna vecindad del OER2n  

y del OE Rn  respectiva que cumplen : 

91(X1(3)....,X4),X 1(lt), ,X.(1)) 

para toda g,hE V, vecindad abierta de e, con VcU, y 

Xdtt .1) = 	Au113.5) 
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para todasEW vecindad de e con W = W •IcU. Esto implica que las operaciones de gnipo son 

diferenciables alrededor de e. 

4. TUBOS Y REBANADAS. 

• En esta sección definiremos, siguiendo a Bredon ([Bre] cap II, secciones 4 y 5), los conceptos de 

tubo y rebanada usando el producto torcido. 

Dado un subgrupo H de G y A un H-espacio, definimos la acción de II en GxA como sigue: 

h(g, a) = (gh'i, ha), h, geG y acA 

El espacio de órbitas (GxA)/H se denota Gxki A y la imagen de (g, a)eGxA respecto a la proyección 

canónica GxA --> Gxii  A la denotaremos 1g, al. Por definición [g, a] = [gh 'I, ha] . Esto implica que 

[gh, = [g, ha], ya que h(gh, a) = (ghh*I, ha) = (g, ha). 

El espacio Gxii A, llamado producto torcido ,esa su vez un G-espacio con la acción 

g'(g, a] = [g'g, a] , g', gEG y aeA. 

. 4.1 Definición. Una órbita P de un G-espacio es de tipo 11D —(gHg'r  : yeG), tac!~ de todos los 

subgrupos conjugadas a 11 en G, si (G, : re!') = (11). 

4.2 Definición.. Sea X un O-espacio con G compacto y PcX una órbita de tipo 	. Un tubo 

alrededor de P es un homeontotfismoG-equiworianie 
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9: GxuA -› WcX 

para A un II-espacio, donde to(Gxo A)=W es una vecitukki abierta inuariatue de 1' en X llanada 

conjunto tubular, 

Obsérvese que en la situación anterior cada G-órbita en Gxif A contiene un punto de la forma [e, a). Si 

ae A y x = 9([e, aJ)cP, entonces P = G(x), y como Pes del tipo (11), G, es conjugado a fi. Pero por ser 

9 homeomorfismo cquivariante, G, = 	Por otro lado, 	porque si de, a] = [g, a] es igual 

a [e, a] si y sólo si g = eh.' y a = ha para algún hE U, esto equivale a g = h'i  E ti,. Entonces G, = H, c H y 

como G, es conjugado a II, G.,,= H. 

• Ahora sea i„ : A -> Gxii A, a 1-> [e, a) es un encaje II-equivariante. La composición 904 : A -> X es 

también un encaje ii-equivariante, cuando 9 es un tubo, Por tanto no se pierde generalidad al identificar 

el FI-espacio A con el conjunto Winvariante gle, A]) de X, esto es : A = 9([e, A)) c X. Con lo anterior 

podemos definir lo siguiente. 

4.3 Definición.- Sea X un G-e.wacio y x EX Un subconjunto S de X es una rebana*, en x si xeS, 

GIS) = S y lafinción lo :GxG„ S --> X &ida por tg, t-qs , es un tubo alrededor de G(x). 

44 Teorema- Sean X un G-espacio , xeScX y ti = G, . Monees las siguientes entincialos son 

equiwdentes: 

(1) Existe un tubo v: Gx114 --> X alrededor de G(x) con aje, A p = 

(2) S es una rebanada en x . 

(3) GS es una Iswitukul abierta de G(x) y existe una retracción equivarialtie r: GS - G(x) tal que 
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r'' (x)=S 

PRUEBA (1) => (2) Suponiendo, como antes se dijo, que A = S, entonces claramente S es una 

rebanada. Para probar (2) = (3), consideremos una rebanada S en x. Por definición, 	Gx11 S-->GSc_X 

es un tubo alrededor de G(x) con ip([g, si) = gs. Por otro lado, [g, 5)1-4 gx define una función y : Gxii S 

G(x). Esta función está bien definida ya que si [g, sj = [g', s'j, por definición g' = gh*I  para alguna lieH 

G. . Entonces g'x = 	= gx. Su continuidad resulta de la continuidad de la función (g, s) 1-4 gx que 

es la composición de y precedida por la proyección natural n de GxS sobre Gxii S. Entonces existe una 

función r definida por el diagrama siguiente 

G x „ S --91—)GS 

	

y 	 r 

G(x) 

Como r = yoq : GS --) G(x) , r(gs) = gx para cada geG y seS luego r es una retracción, r ea 

equivariante, ya que si zeGS es tal que gs = z, con geG y se S, para cada g'EG, r(g'z) = r(g'gs) 

g'gx = g'r(gs)= g'r(z). Por último se tiene, para cada SES, r(s) = yac, sj) = x . Entonces r(S) = x por lo 

que Sc r"I(x). Luego consideremos gse r'l(x) con gen G y s en S. Al aplicar r obtenemos x = r(gs) 

&(s) = gx. Esto implica que geG, . Entonces gsES, porque G„S = S, y así r'i(x)cS. Por tanto, 

S = r'i(x). 

(3)(1) GS es vecindad abierta de G(x), órbita en X. Consideremos el diagrama siguiente 

	

G x S 	
01 

S  >GS 

tr 

Gx „ S ---Z--'›G(x) 
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Definamos 9: Ovi, S 	GS por 9([g, sJ) = gs. Veamos que 9 está bien definida. Consideremos [g', s'] 

= [g, sj con g, g'EG y s, s'ES. Entonces g' = 811'1  y s' = hs con hE I f. Luego g's' (gh *1 )(hs) = gs, 

por lo que 9 está bien definida. La continuidad de 9 se sigue de la continuidad de 9.ir = O I 0.3 Además, 

9 es sobre. Veremos que 9 es inyectiva. Tomemos g, g'EG y s, s'ES , tales que si 9(1, s)) = 9([8', 

gs = g's' . En consecuencia s = g ''g's'. Si aplicando la retracción, se obtiene r(g*Ig's9 = r(s) = x y 

g*Ig'r(s') = g'Ig'x por consiguiente g *Iglx = x y g'Ig'EG, = H. Por todo sea h = 	entonces g' = 

gh y s = hs' implica g = 	y, por lo tanto, [g, s] = [g', si Por último, 9 es cerrada, puesto que para 

cada C cerrado en Gxii S, 9(C) = 97t(tx *i(C)) = 0(rt 'I(C)) es cerrado, ya que ir .1(C) es cerrado y O es 

cerrada. 

Utilizando el concepto de FI-kernel es el desarrollado por Palais [Pa], un conjunto tubular, o imagen 

de un tubo, es de la forma GS con S un H-kernel. 

45 Definición.- Sea X nn G-espacio y H un subgrupo cerrar de G. Un cotyunto ScX es un II-kerrati 

respecto a GS si: 

. (a). GS es abierto en X 

(b) S es cerrado en GS: 

(c) S es nottriante respecto a H. 

(d) Si gEG-11, gS r -) S --- 8 
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4.6 Teorema: Sean X un G-espacio y x cScX Entonces S es una rebanada en x si y sólo si x ES y S es 

un Grketwel 

PR11E11..1:  4-9 La función constante e: S —> (x1cX satisface que para s, gse S c(gs) = ge(s), porque si 

s y gs pertenecen a S, (d) implica que geG., . En consecuencia ge(s) = gx = x = c(gs). Por lo anterior la 

función constante satisface las condiciones de la proposición 1.2 capitulo II. Por tanto existe una única 

extensión equivariante r: GS —> X de la función c. Claramente r(GS) = Gr(S) = G(x). Luego r: GS —> 

G(x) es una retracción. Veremos que r 'I(x) = S. En efecto, se tiene que S = e '1(x) c r "I(x). Ahora, si 

hsEGS con r(lis)= x, entonces x = Iv(s)= he(s) = hx. Eesto implica que heQ, . Por (3) lisEQS = S 

y asi S = '1(x) La función r satisface las condiciones del inciso (3) del teorema 4.4 que aunado a la 

' condición (a) implica que S es una rebanada en x. 

Por hipótesis S es una rebanada. Entonces cumple (3) del teorema 4.4, esto es, cumple (a) de la 

definición 4.5 y existe r: GS 	G(x), retracción equivariante, con S = r *1(x). De aqui se infiere (b). La 

condición (c) se cumple puesto que si gse S, entonces x = r(gs)= ge(s) = gx . De aqui que sea, y por 

consiguiente G,S = S. Por último, para ver que cumple (d) sea zegS r S, entonces z = gs = s' con s y 

s' en S. Aplicando r se tiene g c = ge(s) = r(gs)= r(s') = x. Por tanto geGx. 

4. 7 Teorema: Sea G un grupo de Lie compacto. aiste entonces un tubo alredetkr de una órbita de un 

G-e.spacio completamente regular. 

La demostración de este teorema se puede encontrar en [Bre) página 86, pero aqui la omitiremos porque 

utiliza resultados de geometría diferencial los cuales no son considerados en este trabajo. Sin embargo, 

como una consecuencia de la existencia de tubos, se tiene el corolario siguiente : 
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4.8 corolario: Sea G grupo de Lie compacto. Si P es una órbita de un G-espacio X compkkunente 

regular, entonces, para Ulla vecindad U de e en G y algún punk) x EX, existe una wcinchl V de x ial 

que para algún yel; existe u eU con u G›, u c 

PRUEBA:  Supongamos que P = G(x). Por el teorema anterior, existe una rebanada S en x que por el 

teorema 4.4implica que , GS es abierto en X y existe una retracción r: OS a G(x) tal que r'i(x) = S. 

Entonces V = US es abierto en GS y, por tanto, V es vecindad abierta de x en X. Si ye V, y = us con 

tiEU y seS. Luego G, = uG,u , por la proposición 1.8 del capítulo I, asi que u 'IG,u = G,. Por otro 

lado, la equivariancia de r y la proposición 3.5 del capitulo I implican G4G,/,, . Pero como r(S) = x, se 

tiene Q(,)  G. y de aquí que se cumpla el resultado u 4G,ti c 
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CAPITULO III 

1. LEMASPRELIAINA RES. 

Para enunciar el teorema principal 2.1 es necesario hacer uso de los siguientes conceptos de la teoría de 

retractos. En particular trabajaremos con la clase O4Y de O-espacios metrizables. 

1.! Definición- Un G-espacio X es llamado un extensor absoluto (extensor absohn de vecindad) para 

G al y lo escribiremos como XeG-AE (XeG-ANE), si para cualquier ZeG-1r y cualquier subconjunto 

A cerrado invariante de Z cadí pricidit equivariante f:A --> X puede ser extendido a una filldáll 

equivarimite F:Z --)X (F:11 X para alguna vecindad invariante (1 de A en 2). 

G-espacio X es un retracto absoluto (refracto absoluto de vecindad) para G-1 1'y lo escribiremos 

XeG-AR (XEG-AN19, si XeG-We y para cualquier encaje cerrado equilariante LX -)Y, con Y e-G.*. 

la imagen 1(1t) es un refracto equivaricutte de Y (retracto equimriante de alguna vecindad abierta 

intoriante eN }). 

1.2 Definición, Dados G-espacios X Y y 1 1  tal que H : Xxl 	, se dice que H es uta &2~119 

equivariante si es equivariante respecto a la acción diagonal de O en XxLchrmie G actúa trivialmente 

en 1, esto es : 

g(x,t) = (gx,i) y H(gx,t) = 

Un grupo G actúa linealmente en un espacio vectorial topólógicyr (real) L si 

+ hl) = sgvi  + tgvi  para cualesquiera 	s,ieR y geG. 

A 1. se le llama brevemente ung-espacio vectorial 
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La prueba del teorema 2. I se fiindamenta en los conceptos vistos en el capitulo II (tubos y rebanadas), 

además del concepto de cubierta O-canónica y algunos lemas desarrollados en este capitulo. 

Comenzaremos definiendo algunos conceptos mencionados anteriormente. 

1.3 Definición.- Una cubier a de un G-espacio es imariame o  tubular si comiste de conjuntos 

invarianies ó tubulares, respectimmente. 

1.4 Lema: Sea O un grupo compacto y X un G-epacio paracompacto. Entonces toda cubierta abierta 

(U„)„,,,, imariante o tubular de X tiene un refinamiento abierto localmente finito imariante o tubular, 

PRUEIJA:  Considerando la proyección canónica no :X --) X/G , el espacio de órbitas X/G es la imagen 

perfecta del paracompacto X, ya que rco  es continua, abierta y perfecta. De manera que X/G es 

paracompacto ( [Dui Cap. XI, sec. 5, teo. 5..3) . Entonces la cubierta abierta (no(U.))," , de X/G, tiene 

un refinamiento localmente finito1/= { 5/1}u,0. 

Veamos que la cubierta abierta (n04(Vx))).«,‘ , del espacio X, es localmente finita además es refinamiento 

de (.1.)„,0  . Es más, se puede obtener éste refinamiento de la forma licdi(V4)),,go  , donde rtel(W.)c 

U„ para cada cte a , de manera siguiente : 

Para cada Xe A diga un elemento a(X) de a , de manera que V>, c iro(tJam). Sea IV«  = u(5/1, : a(X) = 

a) claramente IY„ es un abierto contenido en lto(U,.). Consideremos a 2/ = (W‹,),,,o  que es refinamiento 

abierto localmente finito de (iro(U.)),>.u, . En efecto, u 2' = kifi= X/G y, á if E X/G, existe N vecindad 
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,de 	tal que N ns1),-0 siX#11,...,)4,. Entonces N n‘11.= t../(N 	?..e A, con a(X) = a) = 0, 

si a x a(Xi), 	a(X,,). La cubierta abierta ( 	(W„))..,a  claramente es invariante, que refina a 

(U„)„,,, , pues W„ c 710(U„), y como 11„ es invariante, rro l  (W„) c 	no(%) = U„ . Además es 

localmente finita ( pues si XE X, no(x) = x y N es la vecindad de 3i, que sólo intersecta a W„,, 	Wa„ , 

entonces mil  (N) es vecindad de x, pero de mil  (N) nir&I  (W.)= mil  (N nW.), se tiene que sólo 

intersecta a mil  (Ww), 	011.». 

Consideremos la cubierta abierta (mil  (W,J)„,a  del espacio X. Como antes, resulta que es refinamiento 

invariante localmente finito de (1.13„,0  . 

• Si los elementos de (U„),,,,, son tubulares, U„ = GS„ con S„ un 11„-kernel (con H„ = 0,„. y x„ ES„ ). 

Probaremos que la cubierta (mil  (W...)).0  es tubular. Sea Q„ = 	 , veamos que Q„ es un 

Ha-kemel, aplicando la definición 4,5 y el teorema 4.6 del capitulo II 

(a). GQ,, abierto : 

Es una consecuencia de que GQ„ = G(1tdl(W,,)(-1S„)= adl(W„)(-16S„ = mil(W„), esto último porque 

rt'l(W,JcU„ = OS„. 

(h). Q„ es cerrado en GQ„ : 

Como Sa  es cerrado en OS,, , existe un conjunto cerrado E de X tal que S„ = E n OS„. Entonces 

Q„ = no1(W,,) h S,, = mil(%) n E n OS„ = mil(W,,)n E; pero rri i(W„) = GQ„. Por tanto, gi es 

cerrado en GQ„. 
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(c). H.Q.= Q. 

Se tiene Q„ c HA, puesto que ee tí. Para ver que 11.Q, c Q. se observa que 11.Q. c 	= Su  

y 11,,Q, c 1-1„rti l(W.) = rro'l(W.). De ambos, se obtiene H,,Q,, c no./(W.,) n S,, = Q„, 

(d). gQ,, n 	0 para cada geG-H. 

Si geG-H., gS„ n S. = 0 y gQ,, n Q,,c gS. n S. 0, Por tanto, se cumple (d). 

Hemos probado que Q„ = rtdi(W.) n S. es un H.-kerne! y, como se vió en (a), GQ. = rtdl(W„). Por 

tanto, rtu'l(W.) es tubular. 

1.5 Definición.- Sea U un abierto implante de un G-espacio X y (OSA  I A,„, 111k: cubierta tubular de U. 

con SA  un HA-kentel Se dice que (GSA)A,,, es una cubierta G-canónica de U respecto a X si: 

(I). (OSA) es localmente finita. 

. (2). Para algún 	existe un punto xeU tal que 11,t  = G». 

(3). Para algún punto a EX-U y alguna vecindad. V, de a en X existe una vecindad W,, c V. de a 

en X, tal que si g EG y ASA  n Wao 0 entonces las condicknes siguientes se cumplen: 

(a). gSA  c 

(b). Existe un elemento IDEO, tal que ha 	y HA c giGhag. 

1.6 Lema: Sea O un grupo compacto de Lie. Para cada subconjunto abierto hurriante Ude un 

O-evo(*) meirkable X existe una cubierta O-canónica de U respecto a X 
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PRUEBA:  Si U = X, entonces la cubierta tubular U de X que se obtiene de un tubo alrededor de cada 

órbita, tiene un refinamiento localmente finito tubular (GS„)„,a  . Claramente se tiene : 

(1) (GS,.),,,a  es localmente finita. 

(2) Cada GS,, es tubular, por lo que para cada aea , existe XE S. con G, = I1 , es decir, S. es una 

rebanada en x. 

(3) Como X-X = 0 , se cumplen las condiciones por vacuidad. 

Por consiguiente , (GS.)„,a  es una cubierta G-canónica de X. 

Si U x X, consideremos una métrica invariante d en X (d(gx, gy) = d(x, y) V gEG; x, yE X). Esta 

existe por el teorema .2.6 del capitulo II. Sea 0(x, r) una bola abierta del espacio X con centro en el 

punto x y de radio r (0(x,r) = (y : d(x, y) < r)). Si XE U, definamos a r, =d(x, X-U)/4. 

Para cada órbita P contenida en U, elegimos xeP y una rebanada fija Q, en el punto x. Tal rebanada 

existe como consecuencia del teorema 4.7 del capitulo II , ya que G es un grupo de Lie compacto y una 

vecindad tubular de P es de la forma GQ, con Qx una rebanada en x,  Sea R, = Q, n 0(x, r„). El 

diámetro de R. es menor o igual a 2r,, ya que el diámetro de 0(x, r„) es 2r„ y R, c 0(x, r„) 

Probaremos que R, satisface (a), (b), (e) y (d) de la definición 4.3 de0,-kemel: 

(b). I?, es cerrado en GR,. 

Claramente , R. c GR„ n Q. Ahora consideremos YEGR, n Q, , Entonces y = gz para algún gEG y 

ze R, = Q, n 0(x, r,) . Por consiguiente, yEgQ, QA  y gEG,. Como d(x, z)< , y d(x, z)= 

d(gx, gz) = d(gx, y) = d(x, y) , se tieneyE0(x,;), Luego también se tiene que yER„ . Hemos probado 
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R, = GR.„ n Q,, con Q.  cerrado en GQ„. Por todo lo anterior, resulta que R, es cerrado en GR,. 

(c). R, = G, R,. 

En efecto,resulta de: 

=(%,(Q (10(x.r,)) = U,  g(C). noNr.» = zy,W, 	ngo(x,r,» = 	no(sx,r,»Q. =flo(K,r,)= S  

(a). GR, abierto en X.  

Por la definición R, = Q, n 0(x, r,), R, es abierto en Q, . Entonces A, = Q, - R, es cerrado en Q, ,por 

tanto en GQ, , y como G es compacto, GA, es cerrado en GQ, . Si 0 ;t gi R, n g2Ax , 

g2 'l  gi R, n Ax c g2 *1  gi  R, n Qx . Luego g2 'I  gi EG, y, por (c), 	giRx = R,, , obteniéndose 

R, n A, x 0. En consecuencia, GR, n GA, 0. Por tanto, GR, = GQ, - GA„ es abierto, 

(d). Si geG-G„ , entonces gR, n R, = 0. 

En este caso, gR„ R„ = g(Q, o(x, r„)) rl(Q, n 0(x, r,)) (gQ, n Q,) n 0(x, rx) = 0, ya que Q, 

es una rebanada en x.  

Consideremos ahora la cubierta abierta tubular (GR„),„,u. de U, donde U' c U y U' intersecta a cada 

órbita de U en un sólo punto x. Por el lema 1.4 esta cubierta de U admite un refinamiento abierto tubular 

localmente finito, (GS„),.,u- , donde XE S, C R„ S„ = GS, n R, y S, es un Grkemel para cada 

xEU" c U'. Obviamente, se satisfacen las condiciones (1) y (2) de la definición 1.5 de cubierta G-

canónica de U. Veremos que se satisface (3) del capítulo 111: 

Sea aE X-U un punto y sea V, vecindad del punto a. Puesto que O GxX —) X es continua, entonces, 

dada V, vecindad de a , como O'l(V,) es vecindad del punto (e, a), existe E, vecindad de e, tal que 

DUIL 
SAW 2E, LA liBLIOTECt 
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Ex ( a) c 11(V,) y, por el corolario 4.8 del capitulo 11, existe una vecindad 0(a, e) c V. del punto a tal 

que para cada punto xe 0(a, e), se puede encontrar un elemento bEE que satisface G, c 	= Cn„ 

Si W,= 0(a, e/4), W, es la vecindad buscada que cumple las condiciones del inciso (3). En efecto, si 

gS, n W, x 0 para cada XEU" , probemos (a) gS, c V, . Si wegS, n W,, se tiene d(a, w) < e/4 Y 

wEgS, c gR, . Entonces d(w, gx) 5 diámetro(gR„) = diámetro(R,) (por ser d invariante). Luego : 

d(w, gx) S 2r, = d(x, X-U)/2 = d(gx, X-U)/2 

Como aEX-U, se tiene d(gx, X-U) 5 ci(gx, a). Esto implica que 

d(w, gx) s d(gx, a)/2 

Por consiguiente, d(a, gx) 5 d(a, w) + d(w, gx) < e/4 + d(w, gx)/2. De aqui que 

d(a, gx) < et2 

Por lo anterior, el diámetro(gR,) = d(gx, X-U)/2 5 d(gx, a)/2 < e/4 

Como debemos probar gS, c V,; mostraremos algo más, a saber, gR,c 0(a, e), pues gS„ c gR,. 

Consideremos un punto z en gR, . Entonces ¿4a, z) S ata, w) + d(w, z) <e/4 4. diárnetro(gR„), con 

wEgS„ n W, . En consecuencia 

d(a, z) < e/4 + e/4 = e/2 < 

Asi, zE0(a, e); por tanto, gR, c 0(a, e) c V, . Además, como gxEgR, c 0(a, e), debido a la forma 

como se eligió 0(a, e), existe un he E tal que G,„ c 	. Por consiguiente 0, =8'144 c giCh.g . Ya 

que haE V. porque E, c V, , con esto se cumple (b) del inciso (3) de la definición 1,5 del capitulo Hl 

para (GS,),,;iy... 
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1.7 Lenta: S'ea II c G .subgriqx) cerrado y S un il-kemel cal respecto al G-espacio X = GS. Entonces 

existe una única función continua a : X —› 	tal que xegS si y sólo si gEct(x). Además a es 

' equituriante respecto a la acción de G en G/II por traslación izquierda. 

I)RUEB/I:  Sea H < G cerrado y S un /I-kemel respecto a X. Para cada punto x en X, elegimos gEG 

tal que xEgS. Entonces se afirma : 

(1). g es único módulo f I ( si xeg'S, gil = 	). 

(2). Definamos a : X ---> G/11 como a(x) = gil, donde g es tal que xEgS. a está bien definida y es 

continua. 

(3). Si G actúa como traslación en G/11, a es equivariante. 

Procedamos a probar las afirmaciones anteriores. 

ti). Como S es un 11-kernel respecto a X se tiene, por definición GS = X. Para cada xEX, elegimos 

g,EG tal que xeg,S. El elemento g no esta determinado por x; pero la clase -g = gH = a(x) si lo está 

porque si xeg,‹S n g'„S, entonces giixEg;Ig'„S (1 S x 0 . En consecuencia, por la definición 4.5 de 

H-kemel del capitulo II, se tiene 	Por consiguiente, 11,11= g',,H. Es más, si g,,H = g'H, entonces 

se obtiene g;ig'Ell y g;Ig'S = S, por ser S un H-invariante. Por lo anterior, la función a : X 	G/H 

dada por x a(x) = gil', con xEgS, está bien definida . 

W. Para la continuidad de a , sea XuE X y consideremos U, vecindad abierta de a(x.) en G/H. Sea 

E = q*I(U) en G, con q G --> 6/11 la función cociente. Puesto que X = GS = 0(GxS) y O es abierta, 

entonces la función 
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O I 0.3  : GxS --> GS = X 

es continua y abierta. Como el conjunto ExS de GxS es abierto, ya que E es abierto en G y S abierto en 

S, su imagen bajo O , ES = W, es abierto en X. Falta verificar que x,,EW c a 4(U). Esto se cumple 

porque x„Ea(x„)= g„,,IIEU por lo que g,„EE y, en consecuencia, x„Eg„,S c ES = W. Ahora, si XEW, 

entonces x = gs, donde g E E, SE S; y como xEgS, a(x) = gH = q(g)e U, pues gcE. Luego, a(W) c 

U. Por tanto, a es continua. 

(I). La equivariancia de a se prueba tomando un x en X y g' en G. Si a(x) = gH, xEgS. Luego g'xE 

g'gS, entonces a(g'x) = g'gH = g'(g11)=g'a(x). 

1.8 Lema: Sea II c G un subgnipo cerrado, sea q: G --)G/H la/unción cociente (que manda un 

elemento g a su clase g = gil) y Sea Mi el conjunto de puntos 11-fijos del G-espacio X es decir, 

XIII) = (x eX 	= x, hen). Entonces la Melón 4: (G / 11) x  MI] •-> X,definida por, 

ff(f3, x) = gx, es continua 

PIEIEBA: .§ está bien definida. Puesto que g, = g, implicada que gi = g2h para algún he El,' y para 

XE X[111, g,x = g,In = g2  x. La continuidad de 4 se sigue de la continuidad de la acción de Gen X, 

de la continuidad de la función cociente q y de la conmutatividad del diagrama 

(G I H)x X1111 7-2--a 

al 
G x 
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Puesto que q es abierta, entonces q'Imni es abierta y, por tanto, identificación, y como ff(g'Imiii) = q es 

continua, entonces C' es continua. 

1.9 Corolario: Para cada g E G111, la correspondencia x H gx define tau función continua 

: XIII) 
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2. GENERALIZACIÓN EQUIVARIANTE DEL TEOREMA DE EXTENSIÓN DE DUGUNDJI. 

Una vez desarrollados los elementos que se requieren para la prueba del teorema principal, procedamos a 

enunciado y demostrarlo. 

• 2.1 TEOREMA: Sean G un grupo de Lk compacto, A un subconjunto cerrado invariante de un G-

espacio X metrizable, y B un subconjunto convexo invariante de algún G-espacio lineal L localmente 

convexo. Entonces cadafitnción equivarianie f : A -->.B abulte una extensión equivariante 	--)B 

para alguna vecindad invariante N del conjunto A en X Es decir, B es un G-ANE. 

Wad: Para cada órbita G(a) c A, existe una vecindad abierta invariante N, de G(a), tal que para 

algún xEN, existe un gEG para el cual G, c 411. Esto se sigue del corolario 4.8 del capítulo B. 

Consideremos la vecindad abierta invariante del conjunto A en X N = U N, . Construyamos la extensión 
octA 

equivariante F: N --*B de la función f : A B : 

Sea U = N-A. Por el lema 1.6, existe una cubierta G-canónica 	, A , de U con respecto a N. Sea 

• G subgrupo cerrado correspondiente al Sr„ es decir, Sk  es un Hl-kernel. Consideremos el conjunto 

de puntos de A fijos respecto a Hl, Ak. =(a e A : Ha c 	De la definición 1.5 (2), para algún XEA 

existe un punto xEU, tal que Hl  = G,, con xEU c N. Asi, xeN, para algún t'EA. Consecuentemente, 

por la proposición 1.8 del capitulo 1, FI - G, c gG,g"1  = G, . Entonces gaEAl  y Al  0 para cada 

XEA. Además, cada Al  es cerrado, puesto que si %E 1, y se tiene una sucesión (x„) c , con x„1—> x, 

dado hEill  entonces hx, ta hx, ya que la acción de Gen x es continua pero hx, = x4,1-4 hx. Por tanto, 

hx = xeAk. 
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Por otra parte se elige, para cada XE A, un punto n en Sr, y se le asocia un punto ar,EAk  tal que 

	

r/(x,„ ax) < 2r/(x),,   (1) 

En virtud de la proposición 2.8 del capítulo II, existe una partición de la unidad (9,, : U -►  [O, 11)),,,, 

invariante subordinada a la cubierta abierta (GS).)x4A  de U. Sea XE U. Por definición de partición, 9),,(x) 

O sólo para X I, X2,....,X„, y, como está subordinada a (GS1),,,‘  , se tiene que xEGS4  , i = 1, 2,....,n. 

Definamos F(x) de la manera siguiente : 

f (r) 	 XE A 

('(x)= E9,(x)f ( -0-,(a(x), a 4)) , si x€ .11=N- A 

cona : U Gin> ; 0A  : G/1-1r, x Aa -►  A para cada XEA, en donde a y 	son como en los lemas 

1,7 y 1.8, respectivamente, correspondiente al G-espacio GS›, . Entonces F(x)EB para todo xeN, pues 

xEA implicada F(x) = f(x)EB. Ahora, si xe U, se tiene 

F(x) = E9A(x)f (j4(a (x), a.1)) 

Como f (é-  (x), a4 ))= f (ga ,) para cualquier g talque xEgS). f(gar.)= gt(ak)EgB " 13 y como 

E 94(x) =1 es suma finita, por ser B convexo se tiene E f,(x)f(J,(a(x), a 4 )) e N. Por lo tanto, 
So A 	 Ao/i 

F(x)EB para todo XEN, y F está bien definida, puesto que 0,(x)= O siX* X , i =1, 	n. 

o 
Por construcción, F es extensión de f y, por tanto, es continua en el conjunto A. Por otra parte, cada 

punto ri de U, tiene una vecindad V tal que 9),(V) = O para toda X x X1, X. Entonces FI Ves una 
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suma finita de funciones continuas 94  (x.)/(1/4  (a (x9, a4  )) para toda x'E V y, por tanto, es continua. 

Esto demuestra la continuidad de F en U. 

Falta probar la continuidad de F en OA = A nti .Sea ae OA y sea .1 vecindad arbitraria de F(a) = 

f(a) en L. Sin perder la generalidad, se puede suponer que 1 es convexa, pues L es localmente convexo. 

Como f es continua, existe una bola abierta 0(a, e) con centro en a tal que «A n 0(a, e)) c .1. 

Consideremos V, = 0(a, e/6). Como (GSk )1,1, es una cubierta G-canónica de U y, por la definición 1.5 

inciso (3), "existe una vecindad W, de a, contenida en V. , tal que si gEG y gSk  n W.* 0 con XEA, 

entonces se cumplen : 

(a) gSk  c V.. 

(b) Existe un elemento heG, tal que haEV, y Ha c g '1C„g . 

Se afirma que F(W,) c J. En realidad, si xEA n W. c A n 0(a, e), entonces, por definición de F , F(x) 

= fix)EJ. Pero si xe U n W. , suponiendo que 9k(x)= O, para toda X x X4, i =1,2,...,m , entonces 

F(x) = L 94  (x)f (e4  (a(x), a 4 )) 
i.; 

Como (GSk),..,‘ es una cubierta G-canónica de U, xEGSk  para 1= /44, . Entonces xe gkSk  n W, y se 

tiene, por la propiedad (a) de W, , que gkSk  c V„ en particular x = gkxl, 	gkxxEV. = 0(a, ei6) 

y, por la propiedad (b), para algún g'EG, Ha c g,k iGogk  y g'aEV, ; pero gk'IG«,gh = 	. De 

donde Ha c Gsiso  y, por la definición de Ak ak'ig'aEAk. Entonces, usando (1), la invariancia de la 

métrica d y el hecho que gkxk  , g'aE V. = 0(a, e/6), se tiene 

o(x>„ ak) < 2d(xx, Ak) 5 2t1(x,„ gk Ig'a) = 2d(gkxk, g'a) < 2e/3 
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Además d(a, glax) 5 d(a, gxxx) + d(gxxx, gxax) < e/6 + d(xx, ax) < E/6 + 2E/3 < e. De aqui que golE 

0(a, e) n A. Entonces (1 14(a (x), a,) )= f(glax)E1 por las definiciones de a y «4  y porque xEg,,,Sx  , 

para le (X, : i=1,...,in). Debido a la convexidad de 1 se tiene F(x) = E 9,(x)f (g,a,)el. Por 

consiguiente, F(W.) c 1 y así la continuidad de F en el punto a está probada. 

A continuación daremos un caso en el que el conjunto convexo invariante B del teorema resulta un 

G-extensor absoluto. 

2.2 Corolario: Co,, las hipótesis del teorema 2.1, sí además 1111 (v e 1.1 gv = v , V geG) x O, 

entonces en la afirmación del teorema se puede tomar la vecindad N = X 

PRUEBA: Sea VoEB[G] para VE B y tel. Como II es convexo, entonces 4)(v, t) = tv + (l-t)v„e13. 

Entonces+ : Bx I —> 13, con 4(v, O) = v. y 4(v, I) = v, es una G-homotopia de Id, a la función constante 

v.. Puesto que 4(gv, t) = tgv + (1 	= g(tv) + ( I -t)gv„ = g[tv + ( I -Ovo) = g4(v, O, esto implica que 

B es G-contraíble . Aplicando el teorema de la teoría de Retractos : "Todo ANE es localmente contraible 

y si es ANE y contraible entonces es AE." válido para el caso equivariante [An, 2], al espacio BEG-ANE, 

obtenemos que Be G-AE. 
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