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INTRODUCCION

El proposito de la presente tesis es el de dar, de manera accesible, una vision general
de lo que se ha flamado Demostracion Automatica de Teoremas (DAT). Esta es un
area que tiene tanto a la Logica Matematica como a ta Computacion como las ciencias
que le dan fundamento. Es ademas un excelente ejemplo propio para evidenciar la
gran interrelacién que existe entre estas dos ciencias y la forma en que pueden

interactuar arrojando resultados por demas interesantes para ambas partes.

La presente tesis se dedicard pues, a establecer un semblante de lo que es la
Demostracion Automatica de Teoremas lo suficientemente riguroso para dar un
seguimiento a los resultados que aqui se presentan, pero de manera que el lector sea
llevado directamente a los temas necesarios para un entendimiento de esta drea. Asf
pues, se omitirdn algunas demostraciones que pueden ser revisadas en la mayoria de
los libros de texto basicos de Logica Matematica y se enfocara la tesis mas a atacar el

problema desde un punto de vista practico.

Asimismo, se incluye una propuesta de un algoritmo para la ejecucion semi-automdtica
de desmostraciones dentro de la Logica Matematica y su implementacion en lenguaje
C. Dicha propuesta tratara de ser "eficiente” en relacion al problema que se desea
atacar, es decir, la demostracion de un teorema. La eficiencia de la que se habla, es la
razén por la que no se propone un demostrador totalmente automatico. Esto se podra
entender con mayor facilidad en relacidn a las observaciones que se hardn en los

capitulos [ y Il de la presente y son consideraciones de caracler totalmente préctico.



CAPITULO 1

Conceptos y resultados preliminares de Légica Matemética

Antecedentes

El lenguaje de la Logica Matematica esta conslituido por formulas llamadas Férmulas
Bien Formadas. Estas son las "frases" de la Ldgica y, como todo lenguaje, se puede
estudiar conforme a dos ramas de la Lingiistica diferentes:

La primera es la Sematica, que estudia a las formulas o frases por el significado que
tienen, y los resultados de este estudio se encuentran en la Teoria de Modelos. La ofra
forma es la Sintactica que se dedica a estudiar la estructura gramatical o funcional del
Lenguaje. EI método sintactico estd mas bien relacionado con el uso de gramaéticas o
sistemas formales (que son estructuras mateméticas). Estos Ultimos se pueden ver
como mecanismos de produccién del lenguaje. Son de especial importancia aquellos
sitemas formales que a partir de un conjunto de formulas llamadas axiomas generan a
todas aquellas férmulas que son universalmente validas (U.V:)(desde el punto de vista
sematico). Asi, mediante ‘reglas bien definidas”" se pueden obtenter "resultados
ciertos". A esta drea de la Ldgica Matematica se le llama Demostracién Automatica de
Teoremas (DAT).

Definicién del Lenguaje de Primer Orden.

A continuacién se da una definicion del Lenguaje de Primer Orden de la Ldgica
Matematica. Como cualqulier lenguaje éste se encuentra constituido por simbolos:

Definicién: El alfabeto del lenguaje de la légica de primer orden consta de dos tipos
de simbolos. Los llamados Simbolos I6gicos que son:

1. Variables:x, ,x, ,x, ...

2. Conectivos: v, A

3. Cuantificadores: 3, V

4, Negacion. -

5. Simbolo de igualdad: ~

6. Simbolos de puntuacién; (,),,

Ademas, un conjunto de simbolos no ldgicos que tienen la capacidad de representar
constantes, funciones y relaciones entre los elementos a los que hace referencia una

formula, esto ultimo desde el enfoque sematico, Desde el sintictico sdlo son otros
simbolos dei lenguaje.



7. Simbolos de funciones [, [, /",
8. Simbolos de predicado. /i, /0, /"
9. Simbolos de constantes: ¢, «,, ¢, ...

En una férmula se emplean tantos de estos simbolos como sean requeridos para
expresar completamente el contenido sematico deseado para ésta. Sematicamente las
variables y constantes permiten representar a diversos elementos de un conjunto
flamado Universo de Interpretacién. Como su nombre lo indica, las variables podrén
tomar diterentes valores de representacion mientras que las constantes representan a
elementos distinguidos de este conjunto. Las variables pueden ser modificadas por
cuantificadores como son 3 (existencial) y v (universal).

Ademas de las variables y constantes los simbolos funcionales nos dan {ambién la
facuitad de referirnos indirectamente a elementos del Universo de interpretacién. Estos
simbalos, como su nombre lo dice, representan funciones que toman valores en los
elementos def Universo y son formas de referencia indirecta a éstos. A las cadenas de
simbolos del lenguaje que representan elementos del Universo de Interpretacion se les
llama términos y se definen inductivamente.

Definicidn. Un término es;
- Unavariable x, o unaconstante ¢ ,paraalgunai N

- Una cadena de {a forma f,"‘(l,,...,l”') .endonde ¢,,...f, Sontérminos.

Una cadena de simbolos del lenguaje es un término sdlo si lo es en base a los incisos
anteriores.

Los simbolas de predicado sirven para representar propledades que pueden tener los
elementos del universo o clertas relaciones entre elios. Una de estas relaciones, que
posee un gran significado especial, definido de antemano, es la de la igualdad,
entendida como identidad, y es representada por el simbolo ‘=",

Los canectivos “A", “v* y la negacion “~* sirven para crear, a partir de férmulas, otra
formula mas compleja. Representan lo que entendemos por conjuncién (y) "A* &
disyuncion (o) "v". La negacion “-" representa lo mismo que la palabra "no" en
lenguaje natural, y hace que o que se encuentre después de elfa tome el significado
contrario ( en sentido sematico) a la férmula original, Con estos simbolos y con los
términos se definen las llamadas Férmulas Bien Formadas, que constituyen los
elementos o Frases dej fenguaje de Pimer Orden.

Las Fdrmulas Bien Formadas son las cadenas de estos simbofos que constituyen el
Lenguaje de Primer Orden. Las férmulas se definen al igual que los términos,
inductivamente:



Definicién. Una Férmula Bien Formada es:
- Una cadena del tipo 7" (1,.. /) codeltipo s, =1,
Endonde 1,,...,1, .11, sontérminos

AL ALY

Estas formulas son llamadas Férmulas Atdémicas.
- Las cadenas de la forma:

(hAB) (v E) () (nr) (k)
endonde /,},} son formulas

Una cadena de simbolos es una Férmula Bien Formada solo si lo es en base a los
incisos anteriores.

Las férmulas bien formadas de la forma (/v l,) se abrevian como (I',' - l‘;)

Las férmulas del tipo (ﬁl;’v l';)/\(ﬁl'; v l‘,‘) se abrevia (l«,‘ « ’;)

De esta manera quedan definidos enequivocamente los elementos del lenguaje
correspondiente a cierto conjunto de propiedades y funciones en particular. Estas se
laman Férmulas o Férmulas Bien Formadas.

Por ejemplo, la cadena de simbolos siguientes constituye una férmula:

(((V.\',(—w(flx: P(x, ,xz)))) v I’J")v (—-I’,’(f,'(x,),f(x,))))

La siguiente no es una formula:
A5, V)

Como una convencién para simplificar el lenguaje se pueden utilizar las letras P, Q, R,
S, T, etc. para simbolos de predicado y f, g, h, |, m, n, etc., para simbolos de funcién.
Ademas se pueden omitir algunos paréntesis, siempre y cuando no se haga ambigua
su lectura.

Como ya se menciond, dado un lenguaje de este tipo, es posible asignar a él un
conjunto de elementos o Universo de Interpretacion, una Interpretacion para los
simbolos no ldgicos y una interpretacion candnica de los simbolos ldgicos. Todo esto
se denomina una interpretacion del lenguaje y de esta manera es posible dar a cada
formula bien formada de este lenguaje un significado preciso y un valor de verdad para
esta Interpretacion, (es decir, verdadero o falso). Haremos notar que el valor de verdad
de una férmula depende de la interpretacion, (es decir, verdadero o falso). Haremos
notar que el valor de verdad de una férmula depende de la interpretacion dada para
ésta.

Definicién. A una interpretacién en donde una férmula F es verdadera se le llama un
Modelo de F.



Definicidn. Se llama Universalmente Valida U.V. a una formula F si es verdadera en
cualquier interpretacion posible del lenguaje del tipo que emplea la formula.

La valides universal de una formula F se denota;
F

Definicién. Una formula F se llama insalisfacible si ninguna intepretacion de su
lenguaje la hace verdadera.

Teorema. Una formula F es Universalmente Valida si, y solo si, su negacién ~F es
insatisfacible.

Ef objetivo de [a presente tesis, como ya se menciond, es e/ de dar un procedimiento
que identifique formulas universalmente validas. Ef leorema anterior expone las bases
de otro método para descubrir sl una férmula es universalmente valida, ya que, es
equivalente a que la negaci6n de esla formula sea insatisfacible, entonces, bastara
con analizar esta negacién. A fos procedimientos de demostracion automatica que
utilizan [a negacién de formulas les Hlamaremos procedimientos de refutacion.

El problema que ataca esta tesis es, pues, ef de dar un procedimiento para descubir si
una formula ¢ es U.V. o, fo que es lo mismo, descubrir si g es insatisfacible.

Desde el enfoque sintactico del fenguaje se definen también ciertos conceptos, ya no
para darle un significado a fas férmuias, sino pra formalizar su gramética. Para esto se
usan las Gramaticas o Sistemas Formaes.

Un Sistema Formal es un mecanismo que define de manera simple las raglas
sintacticas que estdn permitidas dentro de un lenguaje determinado (o sea, las reglas
que generan al lenguaje). Los definimos como un mecanismo en e sentido de que ,
por su forma, nos permite realizar cambios en las cadena del lenguaje de manera
sistematica sin necesidad de una comprension de! significado de su accién.

Un Sistema Formal se define como:

1. Un conjunto decidible de férmulas bien formadas del lenguaje lamadas axiomas.
2. Un conjnto de reglas claras no ambiguas que nos llevan de modo decidible de
algunos elementos def lenguaje en ofros. Estas son nombradas Reglas de inferencia,

Se llama un Teorema al resuitado de aplicar un niimero finito de veces, reglas de
inferencia a axiomas o a férmulas demostradas con anterioridad, es decir otros
teoremas previamente demostrados.

Al conjunto de férmulas que constituyen ef desarrolio del teorema es un sistema formal

determinado se le llama Demostracién de éste.

La definicion de un teorema, dado un sistema formal, se puede dar, entonces,
inductivamente de fa siguiente fomia;

Definicién. Los teoremas de un sistema formal S son;
1. Ei conjunto de axiomas
2.Ef resultado de aplicar una regia de inferencia a axiomas o a otros teoremas.



Mds que esto, el concepto que se formaliza con la definicion de sistema formal, es el
de proceso mecanico o sistematico, como quiera que se entienda esto. La tesis que se
maneja aqui es la de que todo proceso mecanico puede teorizarse mediante un
sistema formal y viceversa: todo sistema formal corresponde a un proceso mecanico.
Por lo menos esto ultimo resulta evidente ante la dehnicion dada.

Esto ultimo nos hace pensar en la posibilidad de que alguna maqguina que maneje
informacion, como lo son las computadoras, pueda realizar esta manipulacion
sintactica. La liga entre las computadoras y los sistemas formales es muy estrecha. La
presente tesis se enfocara a enfatizar este hecho y a buscar formas en que esta
manipulacién se haga de manera practica.

A continuacién se darad un ejemplo de un sistema forrnal para la Logica de Primer
Orden o Ldgica de Predicados:

1. Un conjunto de axiomas que consta de Formulas Bien Formadas del lenguaje, de
manera que puedan ser identificadas con precision:

1.1 El conjunto de taultologias *
1.2 Las formulas de la forma: (Vx(a - (a)f)) en donde t es sustituible por x en a

1.3 Las férmulas de la forma: (Vx(a - §) - ((Vxa) - (Vx5)))
1.4 (Vx(x = x))

1.5 Las férmulas de la format (Vx,y(x 2y (a(x) - a%))) en donde a(%)

denota el resultado de sustituir x por y en algin lugar de « .
1.6 Las formulas de la forma: (a — (Vxa)) en donde x no ocurre fibre en a.

* En este inclso se utilizan esquemas de axiomas, en donde cada esquema representa
a un nimero infinito de axiomas. Aun asl, no se pierde la decidibilidad del conjunto de
axiomas, ya que estos pueden ser facimente reconocidos por la simple observacién de
su forma.

2.- Laregia liamada Modus Ponens que aplica a un conjunto de dos férmulas y tiene
como resultado otra férmula. Esta es una regla conocida desde hace mucho tiempo y
posee la cualidad de que si las dos formulas a las que se aplica son verdaderas {en
sentido sematico) la férmula resultante serd también verdadera.

Se esquematiza de la siguiente manera:

Ev—
"}

7



En cuanto a las taulologias, el problema de identificarlos esta garantizado por el
isomorfismo entre éstas y las formulas universaimente validas del célculo o ldgica
proposicional, es decir, aquella en la que sdlo se hace referencia a predicados, en
donde no intervienen las variables ni las constantes del conjunto universal. Para este
tipo de formulas existen procedimientos de demostracion que resultan ser completos (0
sea que pueden demostrar la validez universal de cualquier tautologia), y que en caso
de no serlo también daran una respuesta negativa. A este tipo de procedimiento se le
denominara algoritmo. Pueden consultarse diversos algoritmos para la validez
universal del calculo proposional, como el de Tablas de Verdad, Arboles de Verdad y el
algoritmo para la identificacion de tautologias: el algoritmo Davis-Putnam para el
calculo proposicional,

La existencia de reglas de inferencia que preserven la veracidad en sentido sematico
nos hace pensar en una relacion entre los dos conceptos de los que hemos hablado:
verdad vs. mecanismo formal. Esta relacion existe y fue demostrada por el famoso
logico Kurt Gédel en la década de los treinta;

Teorema de Completud y Correctez de la Légica de Primer Orden.
Los teoremas del sistema formal anterior se corresponden exactamente con las
formulas universalmente validas del lenguaje.

Este ultimo metateorema constiluye el pila de la Demostracion Automatica, ya que
seria imposible hacer este tipo de manejo de formulas si no hubiera una relacién entre
la verdad de las férmulas y los procesos de manejo simbélico de éstas
(demostraciones).

Formas Normales

A continuacion, se dan un conjunto de transformaciones para férmulas bien formadas
que nos permiten realizar una manipulacién simbdlica de las férmulas de una manera
mas simple. Estas transformaciones estan justificadas por una serie de metateoremas
cuya demostracion se puede encontrar en [Malitz).

A lo que se pretende llegar, dada una formula es a una fémula légicamente
equivalente cuyas literales no dependen una de ofra. en cuanto a cuantificadores o
conectivos. Ademas se encuentra ordenada de manera que facilite su manipulacion
simbdlica. A esta forma la llamaremos forma clausular.

Las siguientes transformaciones van del conjunto de Férmulas Bien Formadas a él
mismo y preservan siempre la satisfacibilidad.

La primera de estas transformaciones preparatorias de una formula es la Forma
Normal de Skolem para Satisfaccién de una férmula. Dada una férmula , existe otra
férmula denotada FNSS ( ) que tiene en el lugar de cada variable cuantificada
existencialmente una nueva constante o una nueva funcién, adicional al lenguaje, que
depende exclusivamente de las variables libres o cuantificadas universaimente.



Ejemplo:

Sea ¢

flx])«l’( v () a \/z‘_lw( P(w)a P(x)a ,,,‘]'(:))))

FNSS{p):

(I’(rl)v I’(h)) v (V.\'(l’(.\'k l(:)) A Ma)a I’(:)))

Sk1 () es una de las mencionadas funciones de Skolem que sustituye a la variable *w"
(cuantificada existencialmente), y en este caso depende de el valor que tome la
vanable cuantificada universalmente (‘z"). La cuantificacion existencial de "x” es
sustituida por una constante “a" y la de "y" por la constante "b".

El proceso por el cual se llega a obtener la FNSS (@) se llama Skolemizacién y es
posible realizarla algoritmicamente. Este algoritmo se puede consultar en cualquier
libro de texto de Légica Matematica, por ejemplo (Malitz).

Contando con este algoritmo podemos aseverar que para cada formula del lenguaje
podemos encontrar otra formula que esta libre de cuantificaciones existenciales y que,
gracias al Teorema de Skolem, sabemos que conserva su satisfacibilidad;

Teorema de Skolem. Una formula ¢ es satisfacible si, y solo si FNSS (@) lo es.

Los procedimientos de refutacion utilizan esta forma normal de Skolem aplicada a ia
negacion de la formula que quiere demostrar automaticamente. Lo que se logra con
esta formula normal es liberar a una férmula de sus cuantificadores existenciales sin
que ésta pierda su significado *:

¢ es U.V. siy sdio si —¢ es insatisfacible
¢ es insatisfacible si y s6lo si FNSS(—¢ }lo es
Entenderemos por un significado el valor de verdad (verdadero o falso) que toma una
formula ante las diversas interpretaciones de ella. De esta manera dos formulas
tendran el mismo significado si y solo si, cualquier interpretacion que haga verdadera a
la primera también jo hard con la otra. Llamaremos a esta relacién entre formulas
equivalencia 16gica y se simbolizara:

p=¢

(selee ¢ eslogicamente equivalente a ¢ )



También se definird otra relacion entre las formulas que resulta ser un debilitamiento
de la anterior. Llamaremos a dos formulasg y ¢ logicamente equiposibles sigp es

satisfacible cuando, y sélo cuando ¢ también lo es. O, dicho de otra manera:
¢ esinsatisfacible si, y solo st 4 o es
y se simboliza:
P g ¢

Es claro que ésta es una relacion de equivalencia, también que es una relacion mas
debil que la de equivalencia logica, ya que i dos formulas son légicamente
equivalentes, también serdn légicamenie equiposibles, pero no a la inversa:

IP(x) & P(c); pero IxP(x) * I(c)
Otras transformaciones a formulas que serdn de utilidad en estos procedimientos, son
la Forma Normal Prenex y las formas Normales Conjuntiva y Disyuntiva. La primera de

éstas, tiene la cualidad de tener todos los cuanlificadores que aparecen al principio de
la formula. Por ejemplo:

P (I’(u) v —‘I’(b)) A (V:(I’(Sk 1(;)) A Pa) A —J’(z)))
FNP(p): Vo{(Pla) v ~P(B) A (P(SK 1) n Pla) ~ ()

L.a Forma Normal Prenex es, pues, otra formula que posee todos sus cuantificadores

antes que cualquier predicado. Esta forma normal posee |a cualidad de preservar no
solo |a posibilidad sino también el significado, para toda t6rmula ¢:

Teorema de existencia de la Forma Normal Prenex:
Para toda formula ¢ , existe una Forma Normal Prenex asociada FNP(), que se puede
obtener por medio de un algoritmo y que cumple:
Todo modelo de. ¢ es modelo de FNP(ip) e inversamente 6:
Pp= FNP((p)

Las siguientes transformaciones que usaremos son las Formas Normales Conjuntiva y
Disyuntiva de una férmula . Denotadas FNC(y) y FND(yp) respectivamente.



L.a Forma Normal Disyuntiva de ura formula ¢ es una férmula que tiene la siguiente
estructura’

(@0 ngn mpu v Mo APw A AP )

En donde cada ¢, es una formula alomica o la negacion de una férmula atomica.
Estas ultimas se lamaran de ahora en adelante literales. Esta forma normal tiene, al
iguai que la anterior, la cualidad de ser Idgicamente equivalente a su forma original.
Entonces, para cualquier férmula ¢

g = FND(p)

La contrapante dual de esta forma es la Forma Normal Conjuntiva o Forma Clausular
cuya estructura es:

(ﬂon VPV, )/\‘”A(lpml V. V"-V‘/’nm,,)
Donde cada ¢, es una literal.

Aligual que ia Forma Normal Disyuntiva, ésta es equivalente a la original:
ip = FNC(tp)

Ejempio:
@ va((Pla)n QB) v P(z) v ~R(a) v~/ ’(h))
ENClor Ve((Pla)v P(e)v —R(a)v ~PR) A Q@) P(z) v -R{a) v ~P()))

Como se pueds observar, el camino que se toma para liegar a esta forma es el de
aplicar las leyes de distribucion de ia conjuncién y de ia disyuncién. A cada uno de los
elementos de la conjuncion se les llama clausulas, y, como ya se menciond, a cada
parte de una cldusula se denomina literal (atdmica o negacidn de atdmica). Por ultimo
se expondrd un teorema que permite eliminar de una férmula los cuantificadores
universales que aparecen en ella sin perder su significado semantico.

Teorema. Una formula con cuantificadores universales de la forma Vxx,..x,@ €s
verdadera en una interpretacion si, y sbélo si ¢ es verdadera en esa misma
interpretacion.

Ejemplo:

¢ vA{(Pa)v ~P(R) A (PISKIE) A Pla) n ()
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FNSCUGp) (P} (b)) ~{P{SKY:)) ~ Pl o - 0(2))

Los metateoremas y las definiciones hasta ahora dados, justfican cierta simplificacion
de las formulas. En resumen, lo que se liene hasla el momento es una formula o:

AynAn nd, - T

De la cual se intenta averiguar su Validez Universal. Esto como se vid, es equivalente
a mostrar la insatisfacibilidad de -«:

¢ es U.V. siy solo si -« es insatisfacible
La preparacion que a continuacion se les da a las formulas es:

-Primero se construye su Forma Normal de Skolem para satisfaccion, de manera que
es insatisfacible si y solo si FNSS(—p)

-La forma Prenex de esta Ultima es logicamente equivalente a ésta, y, entonces
garantizamos que:

FNSS(—) es insatistacible si y s0l0 si FNP(FNSS(—p)) lo es.

-Por uitimo, se obtiene la Forma Normal Conjuntiva o Clausular y se eliminan los
cuantificadores universales (Forma Norma! Sin Cuantificadores Universales FNSCU)
Asi tenemos:

FNSCU (FNC(FNSS(~p)))))es insatisfacible
si y s6lo si FNP (FNSS(—p)) 1o es.

y por lo tanto, esta ultima férmula es insatisfacible si y sdlo si ¢ es una formula
universalmente valida.

La féormula que se obtiene al final de esta serie de transformaciones tiene las
siguientes propiedades;

- No posee cuantificadores

- Esta en forma clausular

- Es equiposible logicamente a -« y por lo tanto es insatisfacible si y sélo si ¢ es U.V.

Los siguientes teoremas son fundamentales para e! campo de la DAT proporcionan un
método para probar la insatisfacibilidad de una férmula dada.



El Teorema de Herbrand
Antes de enunciar este teoremis, es preciso dar algunas definiciones

Definicion. Una instacia de sustitucién de una clausula o una clausula instanciada es
el resultado de sustituir las vanables de dicha clausula por términos constantes. Estos
ultimos se definen inductivamente como sigue, es decir, un término constante es:

- una constante 6

- una funcion aplicada a términos constantes.

Definicién. Un enunciado sin cuantificadores es una formula sin cuantificadores,
que solo contiene términos constantes.

El siguiente teorema, el de Herbrand, es considerado por muchos, {a piedra angular de
la demostracion automatica. Este teorema provee un método para la comprobacion de
la insatisfacibilidad de una formula del lenguaje. En éste se reduce la necesidad de
probar un numero infinito de interpretaciones posibles de la férmula a una simple
revision de satisfacibilidad de un nimero finito de formulas simples.

Aqui tendremos que recordar que el tratamienlo mencionado en las secciones
anteriores transforma cualquier formula del lenguaje de primer orden en una
conjuncidon de clausulas, es decir, en una conjuncion de disyunciones de literales
(férmulas atdmicas o negaciones de formulas atomicas). Esta conjuncion de clausulas
no tiene cuantificadores y puede o no tener variables. Una instancia de sustitucion de
una conjuncién de clausulas es claramente un enunciado sin cuantificadores.

Teorema de Herbrand. Una férmula en forma clausular es insatisfacible si, y sélo si
hay un conjunto finito de clausulas instaciadas inconsistentes entre sl. (Contienen una
formula inconsistente)

Ejemplo, Sea
3.r3)((l’(x) v P() A V23w P{w) A Px) A ﬁl’(:))))
Sera convertida en:
(Pla)v —P(b)) A P(SK(z)) A Pla) A —iz)

o mejor:
Pla)v —P(h) clausula 1
P(Sk(z)) clausula 2
P(a) clausula 3
-(z) clausula 4

Esta formula es insatisfacible ya que las siguientes instancias asi lo indican.
Obsérvese que solo las cldusulas 2 y 4 tienen variables; las clausulas 1y 3 ya estan
instanciadas.

En el ejemplo.



Instancias de sustitucion:
-P(a) clausula 4 (2/a)
P(a) clausuta 3

Esla subformula es inconsistente.

Este teorema fue demostrado originalmente de manera sintaclica en 1930 y esa
demostracion es de gran complejidad, sin embargo, los libros modernos utilizan para
explicarlo, la claridad de la herramienta sematica y la relacion entre estas dos, dada
por el Teorema de Completud de Godel. su demostracion puede ser revisada en
cualquier libro de logica. P, ej. [Malitz].

El otro teorema que termina la justificacion de que este método de demostracion
automatica algoritmico, es decir, siempre da una respuesta correcta (la formula es
satisfacible o no) en un tiempo finito. Dicho de otra manera: es un problema decidible.

Teorema. La satisfacibilidad de un enunciado sin cuantificadores es decidible. [
Loveland}.

Lo anterior significa que hay un algoritmo o proceso efectivo de dacision tal, que dado
cualquier enunciado sin cuantificadores, decide si éste es satisfacible o no lo es, de
modo efectivo y en tiempo finito. Con este Ultimo teorema se ciemran los antecedentes
que justifican a la DAT.

El método implicito en el teorema de Herbrand junto con este Ultimo sera entonces:

1. Ralizar instancias de sustitucion de las clausulas de la formula utilizando las
constantes y funciones que aparecen en ella.

2. Checar si el enunciado sin cuantificadores resultante de la conjuncién de estas
clausulas es safisfacible o nolo es.

3.1 Si es satisfacible se agregan o cambian® nuevas isntancias al conjunto que ya se
tiene y se ejecuta el paso 2.

3.2 En caso de ser instisfacible, entonces el conunto de clausulas también lo es (por ei
teorema de Herbrand)

Representaremos el procedimiento con el siguiente diagrama:

Féimula en
Forma Clausular
Se agregan o cambian
Instancias de Susltucidn

NO TIENE
ODELO

pata Cldusulas

FIN



* Al afadir instancias de clausulas al conjunto de clausulas instanciadas, no se
modifican 1as hipdtesis del teorema de Herbrand ni su aplicacion, ya que si B es
insatisfacible (B es un conjunto de clausulas instanciadas) también lo es B C para
cualquier C, conjunto de cldusulas instanciadas. Por lo tanto, es conveniente agregar
nuevas instancias al conjunto, dejando las que ya estaban, pues asi, es posible
obtener la contradiccion buscada



CAPITULO 2

Historia de la demostracion automatica desde 1954

Antes de comenzar con una breve revision del campo de la demostracion automatica
de teoremas (DAT) dentro de la Lagica Matemética o de las Ciencias de la
Computacion seria conveniente poner en claro algunaos conceptos que se utilizaran en
el transcurso del capitulo.

Empezaremos por dar una definicion de lo que se entenderd por Demostracion
Automatica de Teoremas: segun Loveland {Loveland], 18 demosiracidn automatica de
tearemas es el uso de computadoras como ayuda para efectuar céiculos no
numéricas, es decir, aquellos sobre fa validez de expresiones de algtin lenguaje
simbdlico.

Si conservamas la antertor definicidn, procedemaos entonces a revisar algunos modelos
de Demostracidn Automnatica. La evolucion de estos modelos puede ser considerada
como natural, con base en el estado reinante de 1a learia de la Légica Matemética y de
la Computacion, en los afios cincuenta, fecha en que tiene inicio.

Deduccién Formal

El demostrador que parece ser el mas "natural” es la deduccién formal ejecutada por
una maquina, Si observamos la definicién de un sistema formal, encontraremos que en
base a un conjunto conacido de axiomas y, mediante 1a aplicacion de clertas reglas de
inferencia, se puede llegar a demostrar cualquier teorema. Ya con esto, podemos
concebir naturalmente a un autdémata que siga los pasos antes mencionados,
convirtiéndose asi, en un generador de teoremas, una maquina que produce una lista
de todos los teoramas de una teoria determinada por los axiomas y las reglas de
inferencia con fos que se alimente. Sin embargo, esto no da un proceso efectivo para
generar un tecrema determinado de antemano.

Metodos de Herbrand

Otros procedimientos basados también en i Logica Matematica son aquellos que
ulilizan los resultados del Teorema de Herbrand, como ya se menciond garantiza ia
demostracion (0 en su forma dual, la insatisfacibilidad) de una férmula mediante la
revisién de un conjunto de cljusulas instanciadas. Mediante la sustitucién de sus
variables por un numero finito de elementas pertenecientes a fos liamados Univesos de
Herbrand. Los Universos de Herbrand estan constituidos pro todos los términos
constantes posibles en el lenguaje de la formula, Este método, como se verd, es
probablemente el de mayor imporiancia en el desarroflo de DAT.,

Uso de heuristicas

Los dos métodos anteriores son formas de manipulacién simbélica. la deduccion
formal y los métodos de Herbrand toman en cuenta para su ejecucion sdlamente jos
simboios que aparecen en la férmula sin siquiera darles una interpretacion o
significado. Sin embargo, la forma en que un matematico demuestra un teorema no



esta excenta de interpretacion de simbolos que aparecen en la formula; asi como
tampoco del uso de la experiencia ni de 1a intuicion. Es por esto que las heuristicas
constituyen una herramienta mas para la demostracion automatica. Entenderemos por
heurislicas a las reglas o ayudas de los tipos mencionados anteriormente. Dentro de
estas heurislicas podemos mencionar |a intervencion del matematico como apoyo a un
demostrador de teoremas, lo que es llamado en inglés ‘“Man-Machine Aproach”, es
decir, fa intereaccion del hombre con una computadora para 1a solucion de problemas
planteados.

Hasta ahora se han mencionado tres méledos de demostracion automatica, pero, para
obtener algoritmos de demostracion automatica que sean practicos se utiliza siempre
la combinacion de métodos. Es una de las medidas usadas frecuentemente al construir
un demostrador que sea efectivo y eficiente* . Como se vera mas adelante, desde los
inicios de la DAT no se ha dado una separacion clara entre estos métodos; ni se ha
dado una preferencia por alguno.

1954-1965

En esta seccion se describirdan someramente los avances en “Demostracion
Automatica de Teoremas” (DAT) desde sus primeras aplicaciones hasta 1965, una
fecha muy significativa par alos interesados en el area, ya que denota la apariclon de
la regla Resolucion de J.A. Robinson. Esta regla tiene y ha tenido gran influencia en el
campo y ha sido utilizada por muchos investigadores quienes han inventado gran
cantidad de refinamientos con diversas apliacaciones.

A medidados de los afios cincuenta, el desarrollo de las computadoras pernitié a las
universidades el acceso a las primeras maquinas, Estas fueron rpidamente solicitadas
por cientificos que, con diversos proyectos comenzaron a obtener beneficios de su
potencialidad. En Logica Matematica, dado su grado de desarrollo, existia un medio
apropiado para desarrollar los primeros demostradores automaticos, pioneros de la
inteligencia Adificial. Surge la idea de utilizar estas poderosas maquinas como
instrumentos capaces de realizar el trabajo de demosirar teoremas. Esta idea,
acarreada desde siglos atrds por pensadores como Leibniz, quien propueso el
desarrollo de un “Calculus Ratiocinator”: un calculo mediante el cual demostrar la
verdad o falsedad de fa afirmacion de cualquier tema, se redujera a una simple
operacion de calculo. Esto sdlo se hace realizable hasla el surgimiento de maquinas
capaces de ejecutar los algoritmos sugeridos, y con la cafidad de las computadoras
digitales.

Ante esta situacion, las ideas desarrolladas en torno al proyecto de Hilbert para la
creacion de un fenguaje y un céleulo que formalizard a la Logica, asi como los
resultados obenidos a partir de ellas, se hicieron inevitablemente atractivas tanto a
lbgicos como a cientificos de 1a computacion.

En 1954, dentro del "Summer Institute for Symbolic Logic" en Cornell University, un
congreso de verano en donde se reunieron por primera vez un nimero considerable de
lbgicos junto con otro tanto de cientificos de fa computacion, para discutir temas de
interés comun, surgen algunas propuestas de desarrollo para la demostracidn
automatica. Abraham Robinson, de fos faboratorios Argonne en Estados. Unidos,
propone por primera vez a esta comunidad el ulitizar los universos de Herbrand y



algunos teoremas de la Logica para atacar el problema con el uso de maquinas
ordenadoras. |Robinson A]. El mismo Robinson hace algunas sugerencia para la
eficiencia de los demostradores que se puedieran construir con ella. La demostracion
por medio del Universo de Herbrand, como ya se ha visto, involucra la sustitucion en la
formula de un cierto numero de elementos de este universo o modelo hasta encontrar
una refutacion. Algunas de estas sustituciones son innecesarias para la demostracion.
Es mas, las suslituciones relevantes tienen cierta relacion con lo que llamamos
intuicion matematica; es decir, de alguna manera observamos al hacer una
demostracion ciertos elementos de un modelo que nos permite llegar a una
demostracion. Robinson ejemplifica esta situaciéon con un teorema de la Geometria:

Sea ABC un triangulo cualquiera:

Sea C' tal que BC=8BC'
Se desea demostrar el siguiente teorema;

Teorema:
AB+BC2AC

La suma de los lados AB y BC es mayor oigual a AC

Demostracion:
ZACC' 2 ZACC

~AC' 2AC
Pero AC'= AB+ BC'= AB+ BC
~AB+BC2AC
Teorema Auxiliar; En un tridngulo cualquiera, si £Z1y £2 son dngulos y £1 2 £2,
entonces L1 2 L2; donde L1 = .2 son los lados opuestos a los angulos £1y £2
respectivamente.
También en 1954, Martin Davis utilizando la computadora de! Instituto de Estudios

Avanzados (IASC o Johniac, de cariilo, en honor de John von Neumann) implementd
por primera vez un algoritmo para la demostracion automética. El procedimiento



utilizado es el algoritmo de Presburger para la aritmética aditiva: Este algoritmo
garantiza el calculo del valor de verdad de proposiciones en las que se ulilizan
igualdades y congruencias madulo algun entero mediante la transformacién de toda
proposicion a otra equivalente, pero que no contiene cuantificadores. Los resultados
de este primer acercamiento computacional fueron pobres. Fue un gran logro que la
maquina demostrara que la suma de dos pares es par. Sin embargo, la computadora
de la que estamos hablando tenia una capacidad de 1024 palabras de 40 bits, lo que
equivaldria a unos 5 Kbytes, una capacidad muy pobre comprarada con la de las
actuales computadoras. A pesar de estos dificiles inicios de 1a DAT, la experiencia
acumulada por cientificos y programas como eslos que mencionamos es que se logrd
llegar a resultados importantes.

Este primer demostrador del que se tiene registro, no utilizé el Universo de Herbrand
como base del algoritmo; ni tampoco se hace uso de otros teoremas clasicos de la
logica como el Teorema de Skolem, ni de la forma normal conjuntiva o clausular,
técnicas que con el paso de los aflos se convirtieron mas 0 menos en comunes para
cualquier demostrador, pero hay que hacer notar que estamos hablando de los
primeros intentos. Algunos otros demostadores usaron el Universo de Herbrand sin
una guia para las instancias de sustitucion. Ademas muchos de estos primeros
demostradores no utilizaron el Teorema de Skolem que evita el trato con
cuantificadores existenciales. Los resultados de estos primeros demostradores solo
probaron teoremas muy simples debido a la explosion combinatoria que se presenta al
generar a los Universos de Herbrand.

Tenemos otro ejemplo, el primer articulo que registra a una maquina que demuestra
(Davis no registré sus resultados por escrito en 1954). La llamada "The Logic Theory
Machine", data de 1957. Fue realizada por Newell, Shaw y Simon . Este programa
coriid por primera vez en la navidad de 1955 y llegd a demostrar cerca de 40 teoremas
de Principia Matematica de Rusell y Whitehead. Su forma de trabajar consistia en una
parte algoritmica-logica y una parte heuristica. La maquina trataba de demostrar el
teorema haciendo sustituciones en la formula, pero si no hallaba una demostracion
pronto, entonces trataba de atacar un subproblema que puediera dar luz sobre la
solucion del teorema. Esta es una idea muy importente que se desarrolla después y
que se aplica en otros meétodos (se conoce como "backward chaining” o
“"backtracking"); y que esta presente en técnicas de demostracion automatica como
Resolucion, Otros conceptos fundamentales que se esbozan por primera vez en este
programa son la representacion de problemas y el "Matching” (unificacién).

En 1958, Gilmore, inspirado por la técnica de E.W.Beth: Tablas Sematicas, se dedica
durante algunos afos a la realizacién computacional de un modelo de demostrador.
Este método no utilizaba siquiera el Teorema de Skolem, aunque si, el Universo de
Herbrand. El algoritmo de demostracion que utilizd implicaba el manejo de formas
normales disyuntivas, cuyo crecimiento es exponencial al sustituir variables en una
formula. Los resultados obtenidos por Gilmore fueron moderados, aunque, dada su
situacion histérica, facilitaron el trabajo para investigadores posteriores. Logra dar
demostraciones de formulas validad moderadamente complejas, del célculo de primer
orden, sin igualdad:

EleyV:((((l{y - Gy) & 1) a{((Fy - Hy) 2 Gr) A (((Ey > Gy) > He)) > (F2A Gz H:))))
demostrada en 01 min.



f].\'\/y\/:(((( Fyz = {(iy - II\')) > l"r\')) ~ ((I~:,\' » Gy Yo Hzn I"\'_y) -y I'b:)
demostrada en 1.42 min.
Sin embargo, la siguiente formula:

3.\'3)'\/:(( Fxy = (Iyz A I"::)) /\((I-‘x_p AGxy) o (G a ('i::)))
La cual parece ser tan sencilla como las anteriores, no pudo ser demostrada, a pesar
de que se ulilizé el mismo método en la computadora durante 21 minutos.

Hao Wang, trabajando en una IBM 704 Data Processing Machine, en los laboratorios
IBM en 1958, y posteriormente en los laboratorios Bell (1959-60), desarrollé 3
programas demostradores de teoremas: El primero, enfocado en el célculo
proposicional. Este, probd 220 de los teoremas del principio Matemética, de manera
totalmente automatica en 37 min. (lo que actuaimente serian segundos).
Posteriormente. realiz6 uno para una parte decidible del célculo de predicados vy,
después, un tercaro que tenia como dominio el calculo de predicados completo (Léglca
de 1erorden).

Los programas utilizaron las técnicas de Herbrand y de Genlzen para mostrar la
validez de formulas, pero el problema de la explosion exponencial de términos de
Herbrand quedaba sin una solucion o propuesta de solucion viable, Wang sugirié y
comenzd a trabajar sobre la linea de reconocimiento de patrones dentro de las
sustituciones de variables para evitar este crecimiento del tiempo de ejecucion del
algoritmo.

Dentro de esta misma linea, en 1960, Martin Davis y Hilary Putman proponen un nuevo
algoritmo para manejar las formulas instanciadas. Estas ditimas se toman en su forma
normal conjuntiva o forma clausular, la cual seria adoprada posteriormente por muchos
algoritmos. El algoritmo de Davis y Putnam logra reducir el tiempo de buisqueda de una
demostracion o refutacion; mediante la separacion de un conjunto de cldusulas en una
conjuricion de varios conjuntos de estas mas simples. Las conclusiones a las que
llegan estos investigadores: es necesario proponer una busqueda en las instancias de
sustitucion del Universo de Herbrarid y es necesario excluir lineas o partes de férmulas
que no sean relevantes a la demostracion. Este algoritmo se discutird posteriorinente
con mayor detenimiento, siendo en buena medida, parte fundamental del ejemplo
construido en la presente tesis.

La solucién a los problemas planteados anteriormente por Davis y Putnam seran
considerados en 1960 por Dag Prawitz que propone un método para encontrar
refutaciones de férmulas con el uso de igualdades. El avance anterior fue reconocido
inmediatamente por Davis quien lo adopté en un nuevo algoritmo que combina la
busqueda de sustituciones con el algoritmo de {Davis-Putnam].

Otro ejemplo de esta década de desarrollo de la DAT, es el de aquellos Investigadores
que prefirieron seguir el camino de la demostracién automatica con heuristicas o con
una relacion mas directa con los modelos de las formulas que estdn demostrando. Un
ejemplo de esto lo tenemos en la "Geometry Theorem Proving Machine", desarroliada
en 1959 en la que hace notar la gran ayuda que puede ser para el demostador, trazar
primero un modelo de los axiomas del teorema que se quiera atacar. Esto Uitimo como
una guia para encontrar las sustituciones requeridas en la demostracion. Los autores
demostrador geométrico utilizaron diagramas de problemas geométricos como ayuda
del demostrador, Junto con ésto, se usé tambieén el principio del “backward chaining”
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que consiste en reducir el problema a submetas que, de ser demostradas llevan a la
demostracion de la proposicion.

Al final de estos primeros diez afos de demostracion automatica, en 1964-65, J. A.
Robinson enuncia su regla de Resolucién, donde se formalizara el concepto de
busqueda de sustituciones con una regla particular llamada unificacion matching.
Resolucion es una derivacidn de unaregla enunciada por Gentzen.

Av.vd, v
Byv.vB, vl

Av.vd, vBv.vi,

La cual a su vez es una generalizacion de la regla de encadenamiento de los sitemas
formales:

-Av B A DB
~-Bv( B
~Av( A

Como conclusién de estos primeros diez alos de demostracidn automatica, podriamos
subrayar el hecho de que si bien no se dieron grandes resultados en cuanto la
demostracion automatica, es indudable que gracias a estos primeros experimentos
surgieron las ideas de los grandes métodos de demostracién automatica, que,
posteriormente se desarrollaron y que se encuentran atn en desarrollo,

Dos ejemplos

Analizaremos dos procedimientos de refutacién de particular importancia. E! primero de
ellos es el procedimiento Davis-Putnam, uno de los primeros. El segundo es el
procedimiento de Resolucidn que, como se vera posteriormente, da pie a gran parte
del trabajo desarrollado en la DAT. Ambos procedimientos se enuncian a los sitemas
formales que, como hemos visto, representan a los procesos mecanicos. Los dos
permiten la simplificacion de un canjunto de clausulas instanciadas mediante el empleo
de reglas que garantizan la equiposibilidad légica de éstas con el resuitado. Después
de cierto tiempo, éstas permiten ver claramente la satisfacibilidad o insatisfacibilidad de
cualquier formula instanciada.

Procedimiento Davis-Putnam
Este procedimiento puede ser descrito como un sistema formal en donde los axiomas
son un conjunto de clausulas instanciadas como estas:

P(c,9(c)) Q(a) “P(c,g(c))  clausula 1
Q(a) P(c.g(c) clausula 2
Plc.c) Q(a) ~Pcg(c))  clausula 3
~P(c,c) Q(a) ~Pc(g(c))  clausula 4
Q(a) “P(cc) P{c,g(c) clausula 5
~Q(a) cldusula 6

Y las reglas de inferencia son las siguientes:
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R1. Se eliminan todas las clausulas que contengan una tautologia, es decir, las que
conlienen a una literal L y a su negacion

Ej:
R1
P(c.a{c)) Qfa) ~P{c.afc)
Q(a) P(c.9(c)) Q(a) P(c.g(c))
P(c.c) Q(a) ~Pc.g(c) P(c.c) Qay ~Pcglc)
~P(c,c) Q(a) ~Pefg(c) ~P(c.c) Qa)  -Pc(g(c)
Q(a) ~P(c.c) P(c.g(c) Q(a) ~P(c,c) P(c.g(c)
~Q(a) ~Q(a)

R2. Si se encuentra una clausula que contenga a otra, es decir, si tienen dos
clausulas. Av B y A se elimina la primera.

Ej:

R2
Qa) P{c.a(c)) Q(a) P(c.gch
P(c.c) Q(a) ~Pc.g(c) P(c.c) Q@) ~Pcglc)
“P(c,c) Q{a) “Pc(g(c) ~P(c.c} Qa) ~Pe(g(c)
Q(a) ~P(c.c) P(c.g(c)
~Q(a) -Qf(a)

Esta regla enuncia en cierta forma, el principio de exclusién de los sistemas formales.

R2. Si se encuentra en el conjunto de clausulas una clausula que consta tnicamente
de una literal L, y ademds no existe otra clausula que conste Unicamente de la literal -
L se eliminan todas las cldusulas en las que aparece L (excepto la clausula que consta
unicamente de L) y todas las ocurrencias de L.

Ej:

R3
Qfa) P(cg(c)) P(c.g(c)
P(c.c) Q(a) ~Pc.g(c)) P(c.c) ~Pc.9(c))
“P(c.c) Q(a) ~Pe(g(c)) ~P(c,c) “Pc(g(c)
~Q(a) ~Q(a)

R4. En caso de que no se pueda aplicar ,R1, R2 ni R3, se escoge una literal L tal que

aparezcan L y-L en el conjunto de clausulas, y se forman los siguientes conjuntos
simplificados:

R4.1- El conjunto original menos las clausulas en donde aparece L.

menos las ocurrencias de -
mas la clausula unitaria: L.
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R4.2- El conjunto original menos las clausulas en donde aparece --L
menos las ocurrencias de L
mas la clausula unitana: -L

En otro ejemplo:

“R(a,b) R(c,f(c))
R(a,b) R(c.f(c))
R(a,b) =R({c,/(c))
-R(a,b) =R(c.i(c)
~Q(a)
R4
Para L=R(a,b)

R4.1 R4,2
R(a.b) “R(a,b)
Ric.f(c) Ric.f(c))

“R(c.1(c)) “R(c.f(c))
~Q(a) ~Q(a)

En las dos ramas de este drhol, de demostracién se puede ver por su simple forma,

que no tiene modelo ninguna de las dos.

Y también para esta literal, en las dos ramas del drbol resuitante podemos ver, por su

simple forma que no tiene modelo, ninguna de las dos. Andlogamente sucedera para
= =R(c,}(c)).

Este procedimiento se comporta como "algaritmo" siempre y cuando se le alimente con
un conjunto finito de clausulas instanciadas. La correctez y completez de este
algoritmo esta fundamentada por los siguientes teoremas [Loveland).

Teorema. Un conjunto finito de clausulas instanciadas con términos del universo de
Herbrand son satisfacibles si, y s6lo si asi lo indica el procedimiento Davis-Putnam.

Teorema. El procedimiento Davis-Putnam siempre termina en un nimero finito de
pasos dando un resultado correcto, y las siguientes equivalencias logicas:

R1)AvPv-P=sA

R (AvB)AAAD=AAD
RILAAVLIA(Byv-L)ADsLABAD
RA)(LVAIA(-LvB)ADs(AADA=L)V(BADAL)
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Resolucion.

El siguiente procedimiento es el de Resolucion Este es similar al anterior en cuanto a
que se basa también en el teorema de Herbrand, que se alimenta con cldusulas y en
que es un procedimiento de refutacion, pero adquiere diferencias en ciertas partes
fundamentales. Una de estas diferencias es la de permitirse usar una regla de
inferencia (la regla Resolucion) que no preserva la equivalencia ldgica de un conjunto
de clausulas. De esta forma se permite que el modelo de un conjunto de cldusulas
inferidas no lo sea de las cldusulas originales. Ademads, el sistema esta formado por
una sola regla de aridad 2. Esta ultima, la regla Resolucion, se aplica repetidamente a
diferentes pares de cldusulas llamadas Clausulas Padres y, da como resultado una
sola cldusula llamda Resolvente. La regla de inferencia Resolucion es la siguiente:

Dadas las clausulas:
AvL en donde L es una literal
~LvB

AvB

Lo que es equivalente a lo siguiente:

-A - L cldusulas padres
LB
-A-B resolvente

Posteriormente se incorpora a este sistema el Algoritmo de Unificaciéon que permite
comparar dos términos 1, y /, para determinar si mediante alguna sustitucion en las

clausulas en [as que se encuentran, es posible la igualdad:

En donde s es la sustitucion mencionada para las clausulas en donde se encuentran ¢,
Yy !, . 1,8y f;:s denotan el resultado de efectuar la sustitucién indicada en los
términos 1, , =12,

De esta forma se puede hacer deducciones como la siguiente:

{av p(1))s cléusulas padres
{Bv -P(1,)}s mediante [a sustitucién
AvB resolvente

en donde A y B son proposiciones del calculo de predicados. Mediante Unificacion es
posible trabajar con cldusulas sin Instanciar para descubrir si dos literales son
unificables.
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Ejemplo:

P(X1,g(X1)) Q(a) -P(X1,9(X2)) clausula 1
Q(a) P(X2,g(X2)) clausula 2
P(X3,X3) Q(a) -P(X4,g(X4)) clausula 3
-P(X5X5) Q(a) -P(X5,g(X5)) clausula 4
Q(a) -P{c,c) P(c.g(c) cldusula 5
-Q(a) cladusula 6

El procedimeinto de Resolucién y el algoritmo de unficacion quedan acoplados en
1968. Fue llamado Resolucién General y consiste en buscar pares de clausulas como
el de las clausulas 3y 4:

P(X3.X3)  Q(a) -P(X4,g(X4)) clausula 3
-P(X5,X8) Q(a) -P(X5,g(X5)) clausula 4

de manera que contengan a dos literales contrarias en su signo y con la misma letra
predicativa y cuyos subtérminos sean todos unificables por una misma sustitucion s.
Esta sustitucion se pueden escoger de manera que sean lo mas generales posibles, s
decir, que contengan a la menor cantidad de términos instanciados con constantes o
términos constantes,

En el ejemplo, las mejores sustitucion es:

{P(X3,X3)  Q(a) ~P(X4,g(X4)) }.X3/X8 X4/X8 clausula 3
{~P(X5,X5) Q(a) ~P(X5,g(X5)) } X5/X8 cldusula 4

Las clausulas quedan:

P(X8.X8)  Q(a) -P(X8,g(X8)) clausula 3
-P(X8,X8) Q(a) -P(X8,g(X8)) clausula 4

Al aplicar Resolucion con unificacion se obtiene una nueva clausula:

{P(X3,X3) Q(a) -P(X4,g(X4)) } X3/X8 X4/X8 clausula 3
{~P(X5X5) _Q(a) -P{X5,q(X5)) } X5/X8 clausula 4
Q(a) -P(X8,g(X8)) resolvente: clausula 7

Aqui se obtiene lo que se lHama unificador mas general con e} cual es posible dejar
algunas variables sin instanciar y asl se facilita el proceso. E} hecho de haber motido
una de las dos Q(a) resultantes y uno de los P(X5,g(X5)) se llama factorizacién
("factoring") y en algunos sistemas se incluye como una regla de inferencia mas.

El objetivo de este procedimiento es encontrar las combinaciones de esta regla
aplicada a cualquiera de Jas clausulas que se tienen, a fin de obtener la cldusula
vacia: {]

24



Ejemplo.

{Q(a) P(X2,9(X2)) } X2/X5 clausula 2
{Q(a) ~P(X5,q(X5)).} clausula 7
Q(3) resolvente: clausula 8

~ Q@) clausula 6
o resolvente: cldusula vacia

Asi, utilizando la clausula 8 y sin necesidad de usar unficacion, la clausula 8 y Ja
clausula 6 nos llevan a {a cldusula vacia, fa cual es [a meta de este procedimiento y
significa que el conjunto original de clausulas es insalisfacible. Es obvio que hay
muchas formas posibles de aplicareste procedimiento, algunas veces de demostrara
primero una formula porque Ja secuencia de aplicacion es la adecuada.

En el ejempto anterior, siempre se utiliza en cada aplicacién de Resolucidon, una
cldusula que es resolvente previos. A esta forma de aplicar Resolucion se le llama
Resolucion Lineal y como ésta hay muchas variantes.

El boom de Resolucién.

A partir de 1960, surge entre los investigadores de la DAT, una cierta canvicCion de
que fos métodos de manipulacién sibdlica representaban la opcion deseada para
construir un demostradar que fuera altamente eficiente y de mayor ampiitud que los ya
mencionados. Aumentaron los esfuerzos para encontrar, mediante el ingenio,
herramientas conceptuales que resuitaran més eficientes.

A principios de los sasentas, surge una de las ideas que tomaron mayor importancia
en los trabajos subsecuentes. El Aligoritmo de Unificacion o simplemente Unificacion
formd parte fundamenta en el desarrolio de ia Demosiracion Automatica, Fue
desarrollado principaimente por J.A. Robinson, quien a partir de 1964, comenz6 a
trabajar en el camp asesorado por William F, Miller en Argonne National Laboratories
en los Estados Unidos. Este, al analizar ef problema de {a explosion combinatoria de
términ en el algoritmo de Davis-Ptnam, se interesd en revisar las ideas propuestas por
Dag Prawitz (Prawitzj en torno a la realizacion de busquedas para la sustitucion de
términs en cidusulas. Es ahi donde Robinson encontré los antecedentes a las ideas de
Unficacion, (esta idea se puede encontrar también esbozada en otro articulo de 1930
de Hebrand.

Como se ha visto, en {a manipulacion simbélica de férmuias (que involucran metodos
de Herbrand), no todos ios elementos del universo de Herbrand son importantes para
la demostracion. El algoritmo de unificacién provee una forma de acercarse a las
sustituciones adecuadas en las cldusulas pertenecientes a una férmula a fin de evitar
la anumeracion de todos los simbolos posibles del universo de Herbrand. De esta
forma, y en base a las ideas mencionadas, J.A. Robinson propone en 1963 un nuevo
método de demostacion automatica que combind con el algoritmo de Unificacion
(como lo nombr6} y una derivacion de |a regfa "cut' de Gentzen,

Este procedimiento fue llamado Resoiucion. Fue publicado en 1965 y paulatinamente
atrajo ta atencion de los invesligadores dedicados al campo de la demostracion
automatica.

El método de Resolucion con unificacion tal como ha sido explicado en la seccion
anterior, no resuitd muy eficients en la praclica. Sin embargo, las ideas subyacentes en
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él, fueron de gran importancia, com se vera. El uso de algunas restricciongs o guias
para la aplicacion de esta regla en demostradores, pueden aumentar su eficiencia
grandemente.

Diferentes grupos de investigacion se sintieron atraidos hacia esta nueva propuesta vy,
casi de inmediato fueron adoptando las ideas de Resolucion y tratando de mejorarlas
surgieron algunas modificaciones como: "Unit Preference” o preferencia por Clausulas
Unitarias e Hiperresolucion, ambas surgidas dentro del primer afnos de vida de
Resolucion.

Cléusulas de Horn

Una clausula de Horn es una clausula que tiene a lo mas un atomo no negado, es
decir, son de la forma:

A vy, viB 6 v v,

que son loégicamente equivalentes a:

(- And) > B —(A)v..vA,) que se denota: (A, v..vA,) -

Las clausulas de Horn se clasifican en:

(A A.A4)> B reglas (con exactamente un atomo no negado: B)
(Av..va,) - metas (sin a&tomo no negado)

- B hechos (cuando n=0)

(] clausula vacia (es sdlo una notacion y significa fin

de la demostracion)

Utillizar este tipo de cldusulas, Unicamente significa reducir el lenguaje a un
subconjunto del Lenguaje de Primer Orden. No obstante lo anterior, este conjunto de
clausulas, parece ser suficientemente expresivo para [a mayoria de Ias aplicaciones de
la DAT.

Por otro lado, los métodos que utilizan Resolucidn se hacen muy eficientes al
restringirse a clausulas de Horn. Por ejemplo, el lenguaje de programacion logica
Prolog del que se hablara posteriorments, utiliza cldusulas de Horn como su lenguaje
de programacion.

Resolucién Unltaria

La variante de Resolucidn "Unit Preference” o "UR-Resolution” ("Unit Resulting
Resolution), consiste en aplicar en primera Instancia Resolucion a las clduslars que
contan unicamente de una sola literal. Asi, se garantiza que el resolvente es de una
longitud menor que la clausula hase utiizada junto con la cidusula unitaria. Esta
ostategia de Resolucion fue propuesta por Larry Wos, Dan Carson y George
Robinson.
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En su caso mas general, se expresa asi:
An mA -y B vB

-» A,

'vv») A

m

B

.I} o

- B,
Este método junto con el algoritmo de Unificacién es complelo baje cldusutas de Horn.

Hiperresolucién.

Otro ejemplo de un refinamiento de Resoiucion fue inventado por el mismo Robinson
también en 1965, y es llamado Hiperresolucion, ya que permite usar Resolucion varias
veces en una sola inferencia. Esta varianie consiste en utilizar como base de
resolucién sélo cldusulas que contienen literales positivas (del estilo: 4, ) y efectia en
un sélo paso todos los resolventes posibles con cldusulas que contienen a la negacidn
de alguna de estas literales.

Estas variantes, como se podra obervar, aceleran la velocidad en que se llega a una
refulacion mediante Resolucién y presentan ventajas sobre ésta. Estos son sdlo
algunos ejemplos de refinamientos que se han desarrollado sobre este método de
demostracién automatica, En et libro: Automated Theorem Proving (Loveland) se
explican detalladamente 26 de estas variaciones que se han desarrollado,

Grupos coma et de ta Universidad de Edimburgo, las revistas "Computational Logic",
dirigida por Bernard Meltzer y la "Machine Intelligence” dingida por Donald Mitchie,
también en Edimburgo; el grupo de la Universidad de Marsella en Francia, dirigido por
Alain Colmerauer, fa Universidad de Rice, las Argonne National Laboratories y la
Universidad de Stanford, estudiaron y propusieon nuevas ideas en tomo a Resolucién
que evalucionaron y ganaron partidarios hasta formar lo que podriamos liamar el Boom
de Resolucién que siguid consalidéndose hasta converlirse en el procedimient de
demostracion mas importante en la DAT.

Otra de las aplicaciones a que did fruto Resolucion fue e desarolio de [a
programacion ldgica. Esta consiste en una forma de programacion que combina el
tratamiento logico sematico de los problemas con los algoritmos computacionales
adecuados para una méquina serial, es decir, cumpie perfectamenie con la definicion
que hemos dado de un demostrador automatica,
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Para finales de los 60, dos de los grupos interesados por Resolucion llegaron a
desarrollos interesantes: el de inteligencia artificial de la Universidad de Marsella,
dirigido por Alain Colmerauer, Phillipe Roussel y Bob Pasero estaba interesado en
crear sistemas de preguntas-respuestas que utilizaron el lenguaje natural y el de la
Universidad de Edimburgo dirigido por Robert Kowalski. Estos grupos combinaron su
trabajo con el estudio de las ideas desarrolladas en ese momento en torno a
Resolucién e implementaro una nueva variante de Resolucion llamada SL-Resolucion.
La culminacion de este trabajo fue un novedoso lenguaje de programacion llamado
Prolog que se aplica a un conjunto restringido del calculo de predicados (Cldusulas de
Horn) y que utiliza la sofisticacion algoritmica de Resolucion para ser un procedimiento
eficiente de demostracion automatica. Este lenguaje rompe con la forma tradicional
(imperativa) de los lenguajes de programacidn h ha demostrado ser excelente para la
manipulacion no numérica de datos como el procesamiento del lenguaje natural.

Otras Tendencias

Algunas de las ideas que se desarrollaron dentro del campo y que han tomado forma
como métodos establecidos, pueden ser agurpadas en lo que lamamos la rama
"Simulacién del pensamiento humano o natural", en la DAT. Estas técnicas son
prolificas, como se verd posteriormente, en el periodo de fines de los sesenta en
adelante. Aunque algunos de estos procedimientos de demostracién carecen del rigor
de la légica, entiéndase que pueden no ser completos en el sentido ldgico o que no
incluyen a todo el lenguaje de primer orden: muchas veces resuelven con gran
eficiencia problemas de complejidad mayor, que a otros demostradores mas
formalistas les constaria gran cantidad de tiempo de memoria de cdmputo. El uso de
estos métodos es de gran utilidad, por lo que trataremos de comprender algunos de
ellos.

Haremos notar que estos procedimientos no son de demostracidn puramente
simbdlica, ya que al tomar en cuenta propledades o resuitados que se relacionan con
el problema atacado, se esta considerando la interpretacion sematica, los modelos o
las porpiedades de una teoria axiomatica. En estos casos las ayudas para el
demostador que llamaremos heuristicas, consideran el significado de lo que se va a
demostrar.

Por ejemplo, la fdrmula demostrar es:

And,ndy>T

una heuristica tomara en cuenta las propiedades expliicitas que posee la leoria
generada por 4,, A,y A, para asi encontrar una refutacion de:

ANANANST

En cierta forma, estas heuristicas implican la accién de un supervisor u observador por
fuera del procedimiento de demostracion que dirige el empleo de estos métodos.
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Otra estrategia, es la de sacar propiedades que estan implicitas en el conjunto
axiomatico de una formula y hacerlas explicitas al convertirflos en reglas de inferencia
del procedimiento de demostracion. Este es ef caso de las Reglas de Sustitucion (en
inglés, "rewnte rules") utilizadas en las teorias que usan un lepguaje con igualdad. En
estas ciertas igualdades, de entre las que se encuentran en los axiomas, son tomadaos
el procedimento como reglas de ejecucidon del mismo. Un ejemplo de regias de
sustitucion que pueden ser incorporadas en la teoria de grupos son.

X+ (-x) >0 neutro aditivo
((ery)r2)=(x+(y+2)) propiedad asociativa

Esta corresponde a un axioma de la misma teoria, y es implementada como una regla
del procedimiento de demostracion.

Ademas, se puede intenetar el transformar mediante estas reglas a todos los términos
a una forma candnica, de manera que todos los términ que aparacen en las instancias
de una formula, son mas simples y en donde fa verificacion de su validez es mas
sencilla. En el ejemplo anterior, se reducen todos los términos que son de la forma
+{x,-(x)) a 0 que es un término mas simple. Hay que hacer notar que no siempre se
puede flegar a una forma normal de los términos, y por lo tanto no es un método
totalmente efectivo, aunque existen sistemas axioméaticos en los que si se tiene
completud. Como ejemplo de esta heuristica, podemos citar el algoritmo del
Pressburger, para la aritmética de la suma <N,+> atacado por Martin Davis {Davis ].
Esta misma idea la podemos encontrar en una varante de Resolucion llamada
Demodulacion o Reduccion para el manejo de la igualdad.

Demodulacion:

Cir) clausula en donde aparece r como término
= {r=4)
Clt)

Estas reglas surgen alrededor de 1970 y son adoptadas por varios investigadores
como Knuth, Benedix obteniendo buenos resultados en la practica.

Unaidea de A. Robinson mencionada anteiormente es la de considerar como apoyo a
la demostracidn a un modalo de los axiomas de la férmula. Como ya se vid, se puede
obtener una guia de lo que es necesario hacer para la refutacion de estos axiomas
junto con la negacién de la conclusidn. Esto puede ser dtil para eliminar caminos
errdneos de demostracion causados por tomar en cuenta modelos en los que los
axiomas no se cumplen, (antecedentas inconsistentes Implican cualquier conclusion).
Se Instuye que la contradiccidn o inconsistencia de una formula se encuentra en los
axiomas junto con la negacion de la conclusion y no en los axiomas solos, Ademds,
considerar un modalo real (completo) de los axiomas de una foérmula inconsistente,
debe ayudar a encontrar la refutacion de ésta,
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Por otro lado, una nueva mejora para un demostrador es la de contar con
procedimiento que trabaje en mayor nivel (metanivel), que pueda realizar diferentes
labores y tamar otras decisiones de un procedimiento mas mecanico o de bajo nivel.
Las decisiones que puede realizar esle “supervisar” pueden ser, por ejemplo, el
suspender una rama de demostracion de un procedimiento meanico cuando ésla es
demasiado larga en ef tiempo 0 se tiene "conocimiento” de que no conduce a nada. o
fa de aplicar ciertas reglas en algun orden para hacer mas rapida la demostracion; o el
de realizar ciertas sustituciones convencientes en una férmula. Los supervisores a su
vez, pueden ser reglas que se aplican mecanicamente segun un metaprocedimiento.
También puede consistir de relgas heuristicas introducidas por un usuario e inclusive
pensar en la posibilidad de que el supervisor sea el mismo usuario encargado de
demostrar cierta f&rmula con uso de conocimiento matematico para tomar las
decisiones antes mencionadas. Dentro de esta linea podemos encontrar un
demostrador lamado SAM ("Semiautomated Mathematics"). Este comenzd siendo un
verificador de demostraciones y continud creciendo hasta convertirse en un sistema de
interaccién con el matematico. En 1967 llegé a demostrar, con la supervision de un
matematico, un lema de Teoria de Latices reconocido como un avance hacia una
pregunta abierta {Loveland).

Otra estrategia de ayuda a la demostracion automatica, es el empleo de cierta base de
conocimiento y det reconocimiento de patrones en fdrmulas. Consisten en tomar como
ejemplo f'romulas similares 0 analogas demostradas previamente y que, por lo tanto,
siguiendo un razonamiento similar, pueden ser demostradas. Como ejemplo, tomemos
el "Geomelry Theorem Prover" de Gerlenter, ya mencionado. Este puede resolver
mediante un mismo razonamiento, varias pruebas, gracias a que en Geomelria se
encuentran facilmente simetrias en diferentes problemas.

Es ufit también, buscar ciertas simetrias y analogias entre formulas de una manera
puramente sintéctica. Esto, sin embargo, involucra también el usc de otro sistema que
descubra estas simelrias o analogias actuando sobre el demostrador.

Como refinamiento mas alla de los mecionados, se puede dar todos aquellos utifizados
por a Inteligencia Artificial, en gran variedad. E! término "Base de Conocimiento” se
refiere a un conjunto de datos que contiene hechos o fémulas relacionados con cierto
problema y que ha sido demostrados previamente o se incluye como ayuda para la
demostracion de un teorema. Esta idea se sigue de la necesidad de un matematico de
utilizar conocimiento previo sobre un tema, como lo son, por ejemplo, femas y otros
teoremas, para demostrar una férmula: Los problemas a los que uno se padria
enfrentar, al tratar de implementar ayudas como ésta, pueden ser, el escoger un
tearema previo de entre una base abundante de otros teoremas para utilizarlos y el de
como ulifizarlos. También es un problema a resolver, cuéles resultados obtenidos por
un demostrador son importantes y por lo tanto, tendran que formar parte de la base de
datos. Con todos estos problemas es necesario encontrar soluciones sencillas, de
implementar y que sean claras de entender. En olro caso podriamos flegar a los
extremos de una base de conocimiento tan grande que sea impractica de usar y, por
otro lado, una base de conocimiento inttil 0 demasiado corta.
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CAPITULO il

Un procedimiento para demostracién automaética

En este capitulo se presentard un procedimiento de demostraciéon automatica basado
en el procedimiento Davis-Putnam (antes mencionado). A éste se le alimenta con un
conjunto de cldusulas sin instanciar, o sea que se presuponen hechas las
transformaciones del capitulo 1. Para hacer esto, automaticamente se pueden ultilizar
los programas: [Sabre], [Murguia).

El procedimiento, como se puede ver en el Diagrama 2, contiene varios procesos que
atacan el problema desde puntos de vista diferentes y contiene ademas un médulo de
interaccion con el usuario.

[ FNSCUFNCENPENSSCR)) |
I

I Heuristicas ]
I

Instanciacion de Clausulas ]
I

| Anélisis de Ia Igualdad

Algoritmo de
Decislén
paraCl.

diagrama 2

Los médulos de que esta formado son:

- Heurlsticas

- Instanciacion de Clausulas (Instancias de Sustitucion dadas para el usuario)

- Analisis de la Igualdad

- Algoritmo de decision pdra clausulas instanciadas sin igualdad (Algoritmo Davis
Putnam)

La férmula que se quiera demostrar, primero pasara por el modulo de heuristicas. Este
delectarad asi la formula pra l1a que se quiere insatisfacibilidad, tiene modelo. Los
siguientes tres modulos se repiten hasta que se logran agotar las posibilidades de que
lia formula tenga modelo. Esto Gltimo se hace afadiendo al conjunto de instancias de la
fdrmula (en un principio vacio) nuevas instancias de sustitucién de la fdrmula a
demostrar.

Noétese que el procedimiento anterior puede no terminar nunca, es por esto que no
llamamos algontmo a nuestro método de demostracién automdtica . No se garantiza
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que siempre llegue a un fin. Sin embargo, el Teorema de Herbrand garantiza que la
formula es universalmente vaida si y sélo si el procedimiento asi lo indica.

Nétese que para cualquier férmula « FNSS(«r) es siempre una férmula universal
pura, es decir, de la forma Vx, ..x [ con f sin cuantificadores.

Se manejaran en este capitulo los siguientes dos ejemplos a fin de que se pueda
seguir el procedimiento completamente:

Sean
El. A o =(Va3y(Pxy v Pyx) A VxVy(Pxy - Pyy)) - 3ePiz
Ej. B o=

V.rV)(g(x) =y n(-ryv If/(x)) ARx A I’y) = VewIud(zsu-s (PwARwAvazals z))

fas formulas a demostrar.
Estas al ser negadas y convertidas a su forma clausular quedan como sigue:

Ej. A: Forma Clausular de i = FNSS(~¢)

Pxf(x) v Pf(x)x
——np\‘/y \ Pyy

-Pzz

Ej. B: Forma Clausular de y = FNSS(-¢)

gw) = 1

b=u

-Py v Pf(x)

Rz

Pr

—“Psv ~Rs v -vzb v -tzb

para probar en éstas, Ya no su validez universal sino su insatisfacibilidad.

Otro ejemplo:

Ejemplo C:

Px v Pi(x) v Qy v ~Qz v x=y

Pav Qw v Qr asw

-Pf(t) v ~Qa v -a=t

Heuristicas.

El objetivo de estas reglas es el de eliminar casos triviales, en los que y tiene modelo,

es decir, la formula original ¢ no es universalmente valida y por lo tanto, el
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procedimiento siguiente no terminaria Cuando fa fdrmufa y sea tal, que por su forma
{aln sin instanciar sus variables), siempre tenga modelo, estas heuristicas fo detectan.
Se evita, de esta manera, caer en el error de intentar demastrar algunas fdrmulas que
na son universaimente validas. Las heuristicas que se proponen son [as siguientes:

A. Si en cada clausula hay por fo menos una igualdad, entonces, fa formufa y tiene
modelo.

Dado este caso, representando a en la Forma Normal Disyuntiva (dual de la F.N.
Conjuntiva o Clausular) de y, podemos encontrar una subférmula de que sea una
conuncién de igualdades y que esté separada del resto por el conectivo “v*. Esta
subférmula siempre tiene modelo, pues siendo conjuncién de igualdades, basta tomar
un universo unitario, s decir con un solo individuo e interpretar como ese unico
individuo a todas las canstantes que pudieran aparecer en la subférmula. Entonces
todas las igualdades serdn verdad en esa interpretacion para todas las instancias de
las variables que pudieran aparecer (cuantificadas universaimente).

La razén esencial por lo que esto sucede es que las afirmaciones de tal subformula
son fodas no negadas y por lo tanto y siempre tendrd madelo. En esta situacion,
podemos concluir que la formuta original ¢ no es Universalmente Valida y terminar el
proceso.

B. Para que un conjunto de cldusulas no tenga modelo, es necesario que contenga
una cliusula que tenga exclusivamente iiterales positivas y una cldusula que tenga
exclusivamente literales negativas.

Tomemos el caso contrario, s decir: que en toda cldusula de y podamos encontrar
una fiteral positiva o bien que en toda cldusula de y podamos encontrar una fiteral
negativa. En tal caso tendremos una subférmula de y, en su forma normal disyuntiva,
que consiste Unicamente de literales positivas 0 una que consiste Unicamente de
literales negativas, unidas por conectivas “A" y unida con el resto de y por un conectivo
"v". En cualquiera de los dos casos esta subformula siempre tendrd modeio ya que si
€s una conjuncién de literales positivas es posible dar una Interpretacion del tipo de
Herbrand que sea modelo; y si es una conjuncién de literales todas negativas, el
complemento de! modelo de Herbrand antetior, es modelo suyo. Por lo tanto, la
férmula tendra modelo ya que la subférmula mencionada esta coneclada al resto por
una disyuncién. Al igual que el caso anterior podemos afirmar que la férmula y
siempre tendra modelo, el proceso terminay pnoes UV,

La justificacién anterior esta basada en los siguientes teoremas;

Teorema. Si S es un conjunto de clusulas, S tiene modelo si y solo si S tiene modelo
de Herbrand.

(Este teorema no siempre es cierto para férmulas que no estan en forma clausular)
Teorema. Todo conjunto de cldusulas donde toda clausula tenga al menos una literal

positiva o donde loda clausula tenga al menos una literal negativa, tiene modelo de
Herbrand, Véase [Lloyd).
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C. Si para algun simbolo de predicado P, no hay una clausula que contenga literales
con P, unicamente positivas y otra clausula en donde haya literales con P, unicamente
negativas, entonces es posible eliminar todas las clausulas que contengan el
predicado P.

En caso contrario, tendriamos, de la misma manera que la justificacion de fa regla
naterior, varias subformulas de ¢ que contienen proposiciones con P sdlo positivas (o
solo negativas). Las cldusulas que contienen a P no son significativas para la
demostracidn de que la formula tenga o no Modelo desde el punto de vista del método
empleado, por lo que se pueden eliminar y el resultado es un conjunto de clausulas
equiposible légicamente.

D. Si existe una funcion que aparece en una y sélo una clausula y dentro de esta
clausula hay otra funcién, que también aparece sélo en esa clausula de la misma
andad, entonces es posible identificar estas dos funciones. Ver [ Prawitz]

Es claro que cualquier interpretacion para una de [as funciones se les puede dar a la
otra, sin alterar el hecho de tener o no tener modelo. Es decir, son logicamente
equiposibles.

Instanclacién de Cléusulas.

El paso siguiente, segun el plan que se ha trazado para la demostracién de ¢ (0
refutacion de y=FNSS(~¢) en FNC, sera Instanciar las variables de y con términos
constantes. Estos pueden ser:

- Constantes 6
- Funciones aplicadas a términos constantes
(su definicion, como se vi6 es recursiva).

Al resultado de hacer esto lo lamamos instancia de sustitucion de una clausula,

Por el teorema de Herbrand, el cojunto y no tiene modelo si y s6lo si existen instancias
de sustitucibn de y: ...,y tales que:
¥,A.AY, Notiene modelo.

Una vez teniendo un conjunto de instancias de sustitucién es sencillo comprobar 'si
éste tiene o no modelo. Haya, entonces, una razon por la cual los demostradores de
teoremas no se han podido llevar a niveles précticos, el numero de posibles modeios
para un conjunto de clausulas instanciadas, presenta el siguiente indice de
crecimiento:

[1ic”  donde|C,] es el numero de lterales enla clausula C, y n es el nimero
de instancias que se han efectuado hasta ese paso.
Esta cantidad, como se puede observar, tiene un crecimiento exponencial que, en

pocos pasos saturaria cualquier maquina en donde se intente implementar. El tiempo
fequerido para analizar un nUmero asi, lo vuelve impractico ain con la mejor
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compuladora existente. Es por esto que se desea que las instancias que se ulilicen en
el procedimiento sean las adecuadas y solamente éstas. De esta manera, el
procedimiento puede hacerse lan efectivo como se desee.

Por otra parte, hasta donde alcanza la revisién hecha para este trabajo, no se ha
enconirado un procedimiento efectivo para escoger las instancias (es decir, que no
gaste demasiado tiempo o memoria). Sin embargo, la experiencia humana, de la
misma forma que cuando se encuentra la demostracion de un teorema, se puede
considerar la mejor de Jas opciones para oplimizar el proceso.

Es por esto, y siguiendo el consejo de Hao Wang {Wang) de hacer demostradores
interactivos, que hemos preferido hacer que esta parte de! procedimiento sea llevada a
cabo por el usuario; en ausencia de algun algoritmo o criterio efectivo que nos indique
qué sustituciones hacer,

Se pasara, pues, por este modulo de interaccién con el usuario tantas veces como el
problema y el proceso siguiente lo indiquen. Se espera de éste que realice
sustituciones adecuadas, usando su intuicién de manera que el procedimiento sea
eficiente.

EjA: Pnmera instancia = {w/c, /¢, y/c, 2/f(c)}

Pcf(c}) Pf(c)c
“Pcc Pcc
~Pf(c)f(c)

Ej. B: Primera instancia = { I/a, r/g(b), s/a, Vf(f(a)), u/f(f(a}), v/a, wib, /a, y/f(a), Z/a}

g(b)=a
bxf(f(a))
Pf(a) ~Pf(a)
Ra
Pg(b)
~Pa “Ra azb f(f(a))zb

Ej. C: Primera instancia = {W/a, y/f(b), Z/a, w/i(b), r/i(b), Va}

Pa Pf(a) Qi(b) ~Qa axf(b)
Pa Qf(b) Qf(b) a~{(b)
-Pf(a) -Qa naxa
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Analisis de la jgualdad

Dadas ciertas instancias de sustitucion de «, tomamos de las cldusulas que contienen
igualdades, un conjunto de éstas, con elias se realizaran una serie de algoritmos que
pueden dar como respuesta que ciefto conjunto de cldusulas instanciadas de
sustilucion en particular tiene modelo o no; pero exclusivamente por las igualdades
que aparezcan en ella.

Este tratamiento de las instancias se divide en tres algoritmos:

1. Algoritmo de ordenamiento del conjunto de igualdades
2. Algoritmo de ejecucion de clases de equivalencia

3. Andlisis de desigualdades

que se efecttia de la siguiente forma:

Dado un ordenamiento de los conjuntos de igualdades, se le aplica a cada conjunto,
un tratamiento especial para la igualdad. Este algontmo se alimenta con un conjunto
de clausulas instanciadas y un conjunto de igualdades dentro de estas instancias.

El diagrama de flujo de esta parte del demostrador se encuentra esbozado en el
diagrama 3:

Para cada conjunto
de igusldades

Algoritmo de ejecucidn
de clases de equivalencia

11
v
1}
¥
]
H rove
+
‘
]
i
]

[ Andlisis de Desigualdades

decision para C 1
sin igusldad

El conpnto ds
clbuuhtw
no tiena madelo

disgrama 3
Algoritmo de ordenamiento del conjunto de igualdades.

Empezamos por el ordenamiento minimo posible, segtin un orden determinado. El
orden que se utilizara para las igualdades es el siguiente:
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Sean:

las igualdades en las clausulas (\,...,C, respectivamente

Sabemos de antemano por la heuristica A de la seccion anterior, que no puede haber
igualdades en cada clausula, ya que esto nos llevaria a que la férmula y tiene modelo
y ¢ no es UV. Puede suceder, sin embargo, que haya clausulas que uUnicamente
contengan igualdades. Colocaremos a éstas Ultimas cldusulas en los primeros
renglones de igualdades.

Con las clausulas que conlienen solo igualdades se forman conjuntos minimos de
igualdades, de manera que contengan una y sélo una igualdad de cada una de estas
clausulas. Estos conjuntos también se ordenan: M,,M,,.. . M,.

El primer conjunto consiste de las primeras igualdades de las cldusulas que sélo
contienen igualdades (conjunto minimo de igualdades).

Se forman los siguientes conjuntos:

lo= My, 1,y = M, engeneral 1, = M,

obsérvese que si no hay clausulas que contengan slo igualdades M = ¢ es el Unico
conjunto minimo.

En los ejemplos, e! B tiene como tnico conjunto minimo a M, = {g(w)=/,b=n)
Ahora se definen en los siguientes conjuntos de igualdades como sigue;

1, =M, (el j-ésimo conjunto minimo de igualdades)

1.1 l': es una enumeracion de todos los conjuntos que incluyen al conjunto

iy
minimo My que tienen a lo mas una igualdad, de cada una de las clausulas que tienen
igualdades ademas de predicados, considerando todas las combinaciones o modos
posibles de cumplir lo anterior.

De esta manera, al final obtenemos un orden para conjuntos de igualdades:
[0 FYRTIN PN IOV PO P (o
Estos conjuntos /, tienen propiedad de tener a lo mas una igualdad de cada cldusula -

que tiene igualdades y predicados, y exactamente una iguaidad de cada cléusula que
unicamente tenga igualdades; y son todos los que se pueden formar asi con las
clausulas instancladas dadas de y.
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En el ejemplo B, solo hay un conjunto de igualdades y es el conjunto minimo
1, = {g(b)=a,bH({(a)}

En el ejemplo C:
1o =0
1,, = {as(b)}

+segun el orden utilizado aqui [Shostak}
Inmediatamente después se ejecuta el siguiente algoritmo
Algoritmo de ejecucion de clases de equivalencia.

Para cada uno de estos conjuntos de igualdades de igualdades. Esto Ultimo solo para
los términos que se estan considerando, es decir, aquellos que aparecen en las
instancias de clausulas que se estan analizando. Dado un conjunto de igualdades I:
=l Ay s Ay =1,

donde todas las 1,,, ,, coni=1,2... n son términos constantes, sea T el conjunto de

términos que ocurren en alguna igualdad de 1. El problema de decidir si un térmmino
1, en este conjunto es igual a olro lérmino /,, puede solucionarse mediante el

siguiente procedimiento.

Dado el conjunto de términos T, se realiza una particidn {7, ,i <n} , de la siguiente
manera:

1. Se toma el conjunto T de términos constantes y se considera cada elemento como
una clase (ordenados por complejidad de términos y dos de igual complejidad, por
orden lexicografico).

Ej. B: Iy = {gb)=a, bM(f(@)))  T={ab.g(b)l(f(a)
1, = {(a} T,={0} Ti=(gb)} 7, = {t((a)}

2. para cada (1, =/, ) enel conjunto de igualdades, se une la clase de 7, conla de T;
para formar una nueva clase.

Ej.B: I, = {a,g(b)} Iy = {bIiKa))

3.Sinel yr,e T, entonces 7, w1, = T, es decir, se renombra a una de las
clases como la unidn de las dos.

4. Siguiendo un orden de complejidad determinado, se comAparan SM#yam,) con
S (v,....,v,) sies que existen dos térmios con el mismo simbolo funcional f".
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En caso de que para todo 1y, = v, , es decir, pertenezcan a la misma clase de

equivalencia correspondiente a estos dos términos

Aplicando los pasos 1y 2 y luego los pasos 3 y 4 tantas veces como sea necesario y
siguiendo el orden dado hasta terminar la lista de términos, obtendremos la particiion
de T en clases de equivalencia obligadas por el conjunto | de igualdades.
Asi, termina el algoritmo dando como respuesta un representante de cada clase de
equivalencia y cuales términos pertenecen a cada clase de equivalencia.

Para su implementacion se utilizan las funciones UNION (X Y 2) y FIND(X). Véase
[Tarjan). Segun éste, el numero maximo de pasos a realizar para terminar es n, donde
n es el numero de términos de T. Esto, en tiempo de computadora, representa un
proceso de crecimiento lento y por lo tanto resulta eficiente para nuestros propésitos.

Sustitucién de términos equivalentes por representantes:
La idea es considerar el caso de que las igualdades de /, son ciertas, lo cual es

equivalente a sustituir todos los términos iguales por un representante segun Ias clases
de equivalencia obtenidas y no considerar ya las igualdades:

Dado un conjunto de instancias de y y dado /, un conjunto de igualdades de C,
definidos (", como C menos las clausulas que lienen alguna igualdad en /, y menos
las igualdades que no ocurran en [, sustituyendo en las literales, cada temino por su
representante segun las clases de equivalencia obtenidas.

Andlisis de desigualdades.
Ahora tomando en cuenta sélo a las cldusulas cuyas igualdades no estan en /, se

procede a un analisis de desigualdades:

En esta parte se pueden eliminar cldusulas y ocurrencias de igualdades; de manera
que terminando este proceso, podamos llegar al siguiente paso, tnicamente clausulas
sin igualdades (ni desigualdades) para ser analizadas. Dentro de este analisis, como
ya se menciond, sélo intervendran cldusulas que no contengan alguna igualdad que
pertenezca al conjunto /,. Una vez que se ha llevado a cabo el algoritmo de

equivalencias y que se han sustituido los términos del conjunto de instancias por
aquellos que son iguales en cualquler modelo de /,, es posible encontrar una

refutacién de (', observando las desigualdades de este conjunto. Llamaremos
desigualdades imposibles para 7, a aquellas que, después de haber hecho las
sustituciones de térmnos relativas a /,, , el resultado es una expresion del tipo (/= 1)

donde las dos ocurrencias de t son exactamente el mismo término. Es decir, estas
literales son siempre falsas ya que para cualquier interpretacion, un mismo término se
interpreta igual.

Cualquier otra desiguaidad es una desigualdad posible ya que puede tener una
interpretacion en la que sea cierta.
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Una refutacion de (7, mediante desigualdades, consiste de una cidusula () « (',

que esta formada exclusivamente por desigualdades imposibles para /, (Hay que
recordar que estamos analizando el caso en que /., se cumple, para llegar a una
refutacion).

Si este no es el caso, podemaos continuar buscando una refutacion de ('l, , pero ahora
solo mediante simbolos predicativos

Por otra parte, fas clausulas que contengan desigualdades posibles para /,, es decir,
aquellas que no son necesariamente falsas para /,, tienen modelo siempre, pues

siempre podemos elegir un modelo en el que los términos mencionados sean
diferentes. Espresaremos lo anterior con la siguiente equiposibilidad légica, denotada
[}
Si C es una cldusula del tipo anterior, entonces:

L nConCRIAC

Entonces, podemos no tomar en cuenta, para el andlisis subsecuente, aquellas
clausulas que contengan desigualdades posibles.

EjB:
1y, = {g(b)~a,b=f{f(a))}
Cw Pf@) -Pf(a)
Pa Ra
{ “Pa -Ra asb  bzb}*

Obsérvese que a#b es una desigualdad posible, por lo que la clausula entre llaves (*),
no se toma encuenta en lo que sigue, y se vuelve a considerar en otra posible nueva
instancia.

Por lo tanto, los pasos a sequir en este andlisis de desigualdades son; Detectar si
existe una clausula que contenga sélo desigualdades imposibles,
En caso afimativo (", no tiene modelo posible y por lo tanto el caso en que /, se

cumple ha sido refutado. pasamos entonces a buscar una refutacion para el siguiente
conjunto de igualdades /,,, o /. En caso negativo, se elminaran todas las

ocurrencias de desigualdades imposibles, se ignoran el resto de este procedimiento,
pero no se eliminan,

Se tomaran en cuenta si se agrega una nueva instancia.

Como resultado obtendremos un conjunto de subcldusulas que no contienen
igualdades ni desigualdades y que tienen modelo si, y solo si el conjunto original C de
instancias de clausulas tiene modelo.

Ej. B:

Pf(a) ~Pf(a)
Pa Ra
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Algoritmo de decisién para clausulas instanciadas sin igualdad

Este algoritmo tiene como entrada un conjunto de cidusulas sin variables y sin
igualdades C. A este conjunto ie son aplicadas una serie de reglas (R1...R4) y criterios
(C1, C2 y C3), basados en el procedimiento Davis-Putnam de refutacion; véase [Davis
Putnam], mediante el cual, es posible determinar si el conjunto de clausulas liene
modelo 0 no.

Este grupo de reglas de simplificacion y criterios de decision, se utilizan dentro del
algoritmo en la forma que indica el Diagrama 4.

Ademas en caso de que tengan modelo, el agoritmo convierte la férmula en varias
férmulas mas simples, (férmulas hijas), dispuestas en un arbol, de manera que el
conjunto original de clausulas (raiz del arbol) tiene modelo si, y slo si, alguna de éstas
(hojas del arbol) lo tiene. Este proceso, entonces, ademas de indicar si la formula con
que se alimenta tiene 0 no modelo, simplifica la férmula para ser tratada
posteriormente (en caso de tener modelo); y esto, sin que pierda su contenido, es
decir, el conjunto de cldusulas aun junto con otro conjunto de instancias de cldusulas
(C A C’) tendrd modelo si, y sélo si alguna de las formulas hijas (C; A C,) (junto con C')

lo tiene:

Las reglas que se aplican dentro de este algontmo son las siguientes:

Conjunto de cldusulas instanciadas

] sin igualdad ni desigualdades
1

l R1 tantas veces como sea posible ]

I R2 tantas veces como sea posible J

] de
[01 L El conjunto de clausulas es vaclo? I—S'—-l FIN I Clbaias lone

102 LHay una subférmula inconsis!eme?}g——tﬂf\i_l %’*ﬁ
m
i

tiene

[ R3 tantas veces como sea posible I
e

C3 ;Aparecen L y L en el conjunto |NO El Emm

de cldusulas?

2.

-{ R4 una sola vez ]

diagrama 4
R1. Se eliminan del conjunto de clausulas todas aquellas que sean tautologias.

Estas seran todas aquellas cljusulas que contengan a una literal L y a su contraria en
signo, denotada como L
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Ej. A:

Pcf(c) Pi(c)c R1 Pct(c) Pf(c)c

“Pcc Pcc £

“Pi(c)f(c) ~Pf(cjf(c)
Ej. B:

Pf(a) “Pka)

Ra R1 Ra

Pa =% Pa

Estaregla se obtiene de la equivalencia logica:
AnPv—L=A

Denotamos con Ri una aplicacién de la regla.

R2. Si el conjunto de clausulas hay dos clausulas (', y C, tales que:
C,=CvH

enlonces se elimina la clausula C,

Estaregla se obtiene de la equivalencia ldgica:
(AvB)AAADsAAD

RA3. En caso de que exista una clausula con una sola literal L, y que ademas no exista
otra clausula con solamente la literal =L, se eliminan de C todas las ocurrencias de L
y todas las clausulas que contengan a la literal L excepto la que sélo contiene a ésta.

Esta regla se justifica con la sigulente equivalencia légica;
LAa(LvAYA(LvB)AD=sLABAD

Siempre y cuando B no sea una férmula vacia.
R4, Si en una clausula se encuentra una literal L, y en otra su negacion -L (fuera de

los casos mencionados anteriormente) entonces la formula original C es equiposible
légicamente a la disyuncidn de las formulas C, y C, definidas de |a siguiente manera:

, es el conjunto original de clausulas menos las clausulas que contienen a L menos

las ocurrencias de L.
, es el conjunto original de cldusulas que contienen a L menos las ocurrencias de -L

La disyuncion de las formulas asi obtenidas, es equivalente ldgicamente a la onginal
mediante la aplicacion de la siguiente equivalencia légica:
(LVvA)A(CLvBYAD= ((LAAAD)V(LABAD)

Con este paso se sistituye la formula C por dos férmuias mds simples.
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Junto con las reglas, usamos algunos cnlerios para determinar si el conjunto de
cldusulas tiene o no modelo. Estos criterios se explican a continuacion.

C1. Si después de quitar las tautologias (R1), el conjunto C queda vacio, entonces C
tiene modelo.

Ademds, podemos afirmar que la instancia de suslitucion que se realizé no tiene
ninguna utilidad para el procedimiento que se estd empleando, por lo que la
eliminaremos, ya que convierte a la férmula y en una tautologia.

C2. Si en el conjunto de clldusulas C se tiene una cldusula que consiste Unicamente de
una literal L, y otra clausula consistente unicamente de la literal ~L, entonces C no
liene modelo.

Este es el caso en que C esigual aL A =L A B, donde B es el resto de las clausulas.
Esto, evidentemente no tienen modelo posible.

C3. Si en la férmula aparece una literal L en una cldusula y su negacién L en otra
clausula, aplicamos la regla R4 obteniendo dos formula shijas mmas simples cuya
disyuncion es equiposible logicamente a la original, y regresamos a repetir este mismo
algoritmo para la primera férmula hija, y luego para la segunda. Si en la férmula ya no
es posible encontrar literales L tales que su negacion esté en otra cldusula, entonces
la formula C tiene modelo. Esto sucede porque un conjunto de cldusulas en donde
siempre ninguna de sus literales se encuentra negada en otra clausula, siempre tiene
modelo. Véase [Loveland]. Ademas podemos garantizar que la férmula C se encuentra
simplificada al maximo y es necesario entonces, realizar una nueva Instancia de
sustitucion el el conjunto original de clausulas, y agregarsela a la formula C, junto con
las instancias de igualdades y las ddusulas que no se tomaron en cuenta por tener
igualdades posibles.

En resumen, los resultados que se obtienen alimentando este algoritmo con un
conjunto de clausulas instanciadas sin igualdades, son los siguientes:

1. En caso de que las cldusulas no tengan modelo, el algoritmo asi lo indicara.
Ademas, se tendrd al terminar de ejecutarse el algoritmo, un conjunto de varias
clausulas simplificadas que tendran modelo si, y solo si, junto con cualquier conjunto
de clausulas instanciadas tienen modelo.

2. En caso contrario, Se obtiene una respuesta negativa indicadora de que se hizo una
sustitucion adecuada de as variables de la formula. '

En ambos casos el algoritmo termna y su resultado es transferido al resto del
procedimiento general de decision.

Para ilustrar los pasos anteriores, terminaremos los dos ejemplos A y B que hemos
desarrollado a lo largo de este capitulo:

Ej. A: Segunda instancia = {w/c, x/c, y/f(c), z/f(c)} 1=

Laférmula anterior, con la nueva instancia y las reglas usadas es:
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Pcf(c) Pf(c)c Pcf(c) Pl(c)c Pi{c)c
=Pf(c)f{c) ~Pf(c)f(c)

Pci(c) Pf(c)c R2 R3

~Pcf(c) Pc)f(c) = =Pcf(c) pf(c)i(c) =5 =Pcf(c)
~Pf(c)f(c) -Pf(c)f(c)

Tercera instancia = {w/f(c). x/c, ylc, 2/c} 1o =0

Pf(c)c Pf(c)c Pkc)c

-Pcf(c) R2 ~Pcl(c) R3  ~Pcf(c)

=Pf(c)f(c) =3 ~Pf(c)(c) = ~Pf(c)f(c)

-Pf(c)c Pcc =Pf(c)c Pcc Pcc

Pcf(c) Pf(c)c

-Pcc -Pcc =“pPcc *

* Indica que no tiena modelo, por lo tanto y no tiene modelo y ¢ es universalmente
vélida.

Ej. B:
Segunda instancia = {l/f(b), rif(f(a)), s/f(a), Yg(b), u/a, v/i(f(a)), w/a, x/a, y/g(b),z/f(a) }
g(b)=a
b ~ f(fa))
Ra
Pa
~Pa ~Ra azb  f(f(a)) =b
Pf(a) ~Pg(b)
Rf{a)
Pt{f(a))
-Pt(a) -Rf(a) f(f(a)) #b g(b) #c

Aplicando el algortmo de clases de equivalencia al conjunto /, de las cuatro
igualdades anteriores, es facil ver que se obtiene una sola clase {a,b,g(b),{(b).f(f(a))} , y
sustituyendo todos por “a", vemos que las dos desigualdades son imposibles, por lo
que obtenemos:

Ra Ra
Pa Pa ¢
-Pa ~Ra R2 ~Pa *
Pf(a) -Pa = Pf(a) ~Pa
Rf(a) R3 Rf(a)
Pa =
-Pf(a) -~Rf(a) -Pf(a) ~Rf(a)

De aqui, por el criterio C2, *indica que esta instancia C,, no tiene modelo, por lo que,

al no tener otro conjunto de igualdades que evaluar,la formula no tiene modelo y la
férmula original es universalmente valida.
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Conclusiones

Como podemos observar, muchos, si no es que todos los métodos de demostracion
analizados utilizan el concepto de supervisor: un sistema que rige el comportamiento
o los pardmetros de otros sistemas de demostracion y que se encuentra en otro nivel
de ejecucian. Esto nos lleva a tener que enfrentar los problemas de la complejidad de
realizacidn de estos metaprocedimientos propios de la Inteligencia Artificial.

Por otra parte, el desarrallo de la computacion se ha ido incrementando hasta alcanzar
niveles insospechados en los que grandes velocidades de computo y grandes
capacidades de memoria son comunes aun para el usuario hogareio. A pesar de esto
no se ha logrado un éxito total en demostraciones automaticas. Todo o anterior nos
hace pensar que es necesario buscar nuevos rumbos, diferentes opciones para lograr
un avance mas satisfactorio. Podemos encontrar ejemplos de buenos resuitados
surgidos a partir de la implantacion de este tipo de métodos menos formales como
algunos demostradores mencionados. Tal vez, en la actualidad se pueda hablar de un
retorno a la bisqueda de métodos del estilo de imitacion del pensamiento humano. O
quiza combinaciones mas complejas entre el estilo logico y el llamado en inglés “fiuman
oriented”.

Como conclusidn, si bien podemos considerar a los métodos légicos de demostracion
como los méas adecuados para ejecutarse en una computadora {por ser procedimlentos
simples, seriales y deterministicos) probablemente sea mas productivo considerar
métodos no tan efectivos (en sentido 16gico) pero algo mds eficlentes (no infallbles),
pero Utiles). Podemos encontrar ejemplos sofisticados de demostradores automaticos
que precisamente combinan varios métodos {(de los mencionados y olros) y que
resultan ser herramientas utiles al matemdtico, al cientifico de la computacion y que
son de gran interés para Ia Inteligencia Arificial.
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Apéndice 1: Manual

El proposito de este demostrador automalico es el de facilitar el proceso de
demostracion simbdlica, no el de realizasla totalmente. Es decir, éste proceso necesita
de la interaccion con el usuario en una pare de la demostracion (eleccion de
instancias).

Para los que no estén familiarizados con este método, o podemos resumir, sin afan de
dar una explicacion completa, de la siguiente forma.

1. Sea A un conjunto finito de formulas de la Ldgica de Primer Orden llamados
axiomas.

A={ A 4.4}

y T otra férmula también dentro de la Logica de Primer Orden.
Uno se puede preguntar si;

ALT
@s decir, si T se deduce de A en el calculo de predicados. Lo que es equivalente a que:
AT
(T es consecuencia logica de A) y a que
F N Y B B e P

sea una fdrmula universalmente valiida (U.V.)

Ejemplo: Sean A y T las siguientes fdrmulas:
A={ f(x)xx

“Qa-Pyg(y)

~(Qav Pf(z)z) ~»Pzw

~(Qav ~Ptiv)) -»-Pigit) }

T=Qa

(Notese que todas las variables aparecen iibres en la formula. Este es un requisito
para intoducir las fémulas al demostrador)

Se desea saber si la formula es U.V. O sea que:
ANAA N AT i ~p
no tenga modelo, en donde ~T es la negacionde T.

2. Aun la férmula no puede ser intorudicida en el demostrador. Para ello hay que
hacerle una serie de transformaciones descritas en ios capitutos 1 y l) hasta llegar a fa
Forma Clausular de ~¢

Toda fémmula puede ser llevada asu forma clausular en la que se han eliminado los
cuantificadores existenciales y los universales se omiten. Ademas, la férmula se divide
en clausulas:
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(‘/’n Vv V‘/’m)

('r"n VN v 3n)

(V’...n VY V.. VY m)
Esta Ultima transformacion se puede realizar automaticamente mediante un programa
desarrollado en Prolog por Sonia Sabre: [Sabre] o por [Murguia) también en Prolog.

Ejemplo y (~q):

f(x)=x

A (Qa v Pyg(y)

A (Qa v Pf(z)z v ~Ptg(t))
A (Qa v ~Pti(v) v ~Ptg(t))
AQa

Una vez hecho lo anterior, se puede introducir la férmula en el demostrador:

Al ejecutar e! programa mediante la instruccion; A:\>dem.exe, se cargara el programa
a la memoria. Entonces aparecerad la siguiente pantaila:

Este ment al ser despiegado completamente se veria asi:

las ventanas 1,23 son de Entrada de datos, Informacién y Procedimientos
respectivamente.

Lo primero que hay que hacer es introducir la férmula a la memoria temporal de la
maquina. para esto hay que abrir 1a ventana de entrada y salida de datos.Ent./Sal. y de
esle menu escoger la opcion F. Origen. Entorices aparecerd el cursor en la pantaila y
se podra introducir la férmula respetando la siguiente puntuacién:

Para predicados: - Estos deberan representarse con una letra Mayuscula excepto la
X" que se encuentra reservada.
-No se ponen paréntesis para agrupar a |0s términos y éstos se separan con *,",

4



Pata téminos: -Como simbolos funcionales se pueden usar cualquier letra miniscula.
- Los subtérminos de n término se separan con comas,
- Todos los simbolos funcionales llevan paréntesis.

Para clausulas: - Cada clausula sa escribe en un renglén separado.

- Los simbolos “v" se omiten y las literales (formulas atdmicas o negaciones de
formulas atomicas) se separan por "/".

-El simbolo ", se escribe Alt-6 en los leclados latinoamericanos y con Alt y el nimero:
170 directamente desde cualquier teclado. inmediatamente después va el simbolo de
predicado.

L.as constantes pueden ser cualquier letra mindscula y las variables son: X1, X2, etc.
Al final de la formula, en un renglon aparte, debe ponerse Gnicamente un punto: "

La férmula del ejemplo queda comectamente escrita asi:

%) =f(X1):X1
@ QalPX2:g(X2)

(3 Qa/PI(X3),X3/~PX3;X4

(4) Qal~PX5;{(XB)/~PX5,g(X5)

(5) -Qa
(©) .

Una vez hecho esto, es nacesario hacer instancias de sustitucion en las cldusulas con
el fin de que en conjunto sean inconsistentes. para hacer esto hay que entrar a la
ventana: Ent./Sal. - Instancia y escribir con la puntuacion correcta (la mencionada
anteriormente) los términos constantes que sustituirdn a las variables de cada clausula.
Se cambia de férmula con las fiechas. Después de hacer la instancia, teclear *ESC"
para ia opcion de incluir dicha sustitucion (S/N).

Ejemplo:

(1) =f(c);c Xtlc

(2) Qa/Pc.g(c) X2/c
5 ~Qa

Después hay que correr el Algoritmo de Decision para Clausulas Instanciadas con las
instancias que se tienen hasta el momento. Esto se hace con la opcién Ejecutar-
Algoritmo de la ultima ventana.

Algoritmo. E| algoritmo que se utiliza en este sistema se basa en el algoritmo Davis-
Putnam [Davis-Putnam] y se describe en el capitulo 3 de asta tesis. Este ird sefalando
cuando ejecula cada una de |as reglas descritas en dicho capitulo (R1 - R4), con el fin
de dar un seguimiento la férmula instanciada. Después de cada una de estas reglas
hay que oprimir la tecla ENTER

En caso de que el algoritmo asi lo indique, la férmula seré insatisfacible y su negacién
una verdad universal. En caso contrario, como en el ejemplo, habrd que segur
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agregando instancias de clausulas con el procedimiento mencionado hasta que estas
se vuelvan inconsistentes aunque puede ser que esto nunca suceda.

En el ejemplo:
4) Qa/i~Pc;f(c)Pe;g(c) X5/c
X6/c
(3) Qa/Pf(c),c/~Pc;g(c) X3lc
X4/g{c)

El conjunto de cldusulas instanciadas, se puede ver en la ventana: Informacion-
Instancias

=f{c).c

Qa/Pc.g(c)

-Qa

Qa/~Pc f(c)/~Pc;g(c)
Qa/Pf(c).c/~Pc;g(c)

Esta formula no tiene modelo.

Para terminar con el programa hay que teclear ClI-T
Para regresar de cualquier pantalla anterior teclear "ESC",

Cualquier férmula de la Légica de Primer Orden y por lo tanto, toda sentencia de un
universo posible, puede ser procesada con este método de demostracién simbdlica.

Otros ejemplos;
Férmula Forma Clausular
(a) Vx3APxy v Pyx) A VXV Pxy = Pyy) b 3o Pzz) Pxf(x) P(x)x
~Pxy Pyy
P2z
(b) VxVyPxy pVy3xlxy Pey
~Pxb
(©) 3x(Px A VY{Qy > Rey)} b {0y - I Px A Rxy)) Pc
~Qy Rcy
Qb
“Px =Rzb
©) I(Px AVHOY > ny)) FY){3xPx A (Qy - Bszy)) Pc
“Qy Rcy
“Px Qb
“Px “Rzb
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(d) Sea ¢

4,
4,

A,

VVyVeom(m(x, y),2) = m(x m(y, )
Vwni(w, ¢)= w

Vudem(ux) = ¢
VxVyVem(y,x)=miz,x) > y=2

Forma Clausular de ~¢:

m(m(x.y),2)xm(x,m(y,z))

m(w,e) =w
m{u,f(u)) ~e
m(b,a) =m(c,a)

bxzc

Propiedad Asociativa
Elemento Neutro p/derecha

Elemrento Inverso p/derecha

Ley de la Cancelacion.
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