953 A%  UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA

DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

APLICACIONES DE LA TEORIA DE
NUCLEOS EN DIGRAFICAS

T E S I 8§
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
A CT U A RTTIA
P R E § E N T A
VERONICA PUENTE VERA

%}g\\m PBECTOR DE TESIS:

ARA, .. HGEIRENSH, GALEANA SANCHEZ
SRR
L R W

l;ivi'.‘ e
N feg

h
v

1996

RACOLEAD DE CIENCIAR

TESIS CON | avoomn mcod
EALLA DE ORIGEN

TESIS CON
FALIA DE ORIGEN



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



."\ IXICC

M. en C, Virginia Abrin Batule

Jefe de la Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis:
Apllicaclones de la Teorfa de Nicleos en Digréficas

rcalizafio por Puente Vera Verdnica

con nimero de cuenta gg3g3yy-g - pasante de lacarrera de 00 c0

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio,

Atentamente

Director de Tesis :&L//;W—

Propietario Dra, HorterfSia Galeana Sanchez
Propiewrio or. Hugl/'I arto Rinc6 Mejfa cen 1.

Propictario M. en C. Vj glnla Ayfn Batule
Suplente

Galloler

Mat, Laura Pastrana Ramfrez

Suplente M. en C, Patricia Cortés Flores

Consejo Depattaniental de Matematicas

Act, C@gﬁ@ﬂ@’arrillo Qu(ﬁoz



CONTENIDO

INTRODUCCTON ottt steb st atrastsareseeeeenssesseenaeeerraee eras i
L DEFINICTONES ottt e et eetes e ereeeesee e aeraeassessreees et eneee e e ern e I

2UAPLICACIONES (s e sieeibessin s s e s eraas 17

2.1, UBICACION DE ESTACIONES DE RADAR .covrevereriinsisnsanssenneeresrssssssvnenes 17
2.2, DETECCION 0 LOCALIZACION DE GRUPOS DE PODER O PANDILLAS ..v...21
2,3, UN PROBLEMA DE COMBINATORIA EN LOGICA vevvvvvvennniiensssssinseneniensai 24

2.3.1. Las antibases de unn teorfa conninnnennesennenneenn 27

2.3.2. La digrifica de implicaciones ... 31
2.4. TOMA DE DECISIONES INDIVIDUAL sonvvevessnersrvinnnsnoressiosssussserrassssveranse 33
2.5, TOMA DE DECISIONES toivviinrmiersassarnsnvnneissmenssssosnsssssenssrssessosssnsssses 30
2.6, TOMA DE DECISIONES GRUPAL 1vivvrsnrennissnsssrassssssssnnrsnenisvassosssrsneserso 38
2.7, JUEGOS TIPO NIM .ocitiinnninesinnnsnecnnnonnmssriennessiosssessrsssssensessend |
2.8, OTRO JUEGO TIPO NIMuviieiisinnurnnnenmseniensinesiseninennsisseseensee 43
2.9, UN JUEGO VENENOSO uieiiereerinmmrnnisinnennsssnsesssesessssssnsssasssonnaessassaessans 9
2,10, NUCLEOS Y FUNCIONES DE GRUNDY ..oiiivieciniinrenersersesninnesinssssssnesases 39
2.11. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE CONJUNTOS INDEPENDIENTES Y
TRA\’E'CTORIAS DIRIGIDAS DE LONGITUD MAXIMA i cnvnnecinnnnnnnnensninnsiniens 38

3 RESULTADOS ..ottt e 63

APENDICE ..oyttt eses et sss ettt e 76



INTRODUCCION

El propésito del presente trabajo, es el de expouner algunas aplicaciones de lu
Teoria de Nicleos en Digraficas. Estas aplicaciones son de gran utilidad

para el problema de toma de decisiones y para otras dreas en general,

En la primera parte de este trabajo, daremos las definiciones que requerimos
sabre la Teoria de Digrdficas, ilustrando algunas definiciones para su mayor
comprension. Estas definiciones nos ayudardn a su vez a entender los
modelos matemdticos utilizados en la segunda parte, en la c¢ual se
desarrollan las aplicaciones, dando en la mayoria de ellas un ejemplo

concreto.

En la tercera parte se dardn algunas condiciones suficientes para que una

digrifica tenga ntcleo.

Terminaremos el trabajo, implementando el algoritino para encontrar el

ntcleo de una digréfica sin ciclos dirigidos.

El concepto de nicleo surgio a partir de un problema en la Teoria de Juepos,

5t "

que en principio Von Neumann lo Hamo solucion de un juego
Posteriormente C. Berge noto que el mismo concepto resultaba de utilidad

en olros contextos, y to llamo " nucleo de una digrdfica ™



DEFINICIONES

I. DEFINICIONES

1.1 Una digrafica D consiste de¢ un conjunto finito no vacio de objetos
Hamados vértices (nodos o puntos) y denotado por (D), junto con una
coleccion de pares ordenados de distintos elementos de V(D). llamados ias
flechas de D y denotadas F(D), Si f e F(D), escribimos £ = (u.v): tal que n. v
€ V(D). como una flecha que va de v a v, representada en la siguiente

figura:

[ e 1
u v

1.2 Decimos que # y v son los extremos de la flecha £ w es llamado vértice

inicial y v vértice terminal.

1.3 Una flecha de la forma (x,x) es llamada lazo. En este trabajo,

()

e

consideraremos digréficas sin fazos.

1.4 Decimos que la flecha (v,v) incide hacia v,

e )
u v

1.5 Decimos que la flecha (v,u) incide desde v.

O ——p®
v u
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1.6 Dado N g V(D), y x € V(D), denotaremos por xN-flecha a una flecha que
incide desde x hacia algin vértice en N, Nx-flecha. a una flecha que incide
desde algtin vértice en N hacia el vértice x, y N;N-flecha, como una flecha

que va de algin vértice de Ny a algin vértice en N,

1.7 La valencia o grado interior de v e V(D), es ¢l nimero de flechas que

inciden hacia n. (Notacion §°(u))

1.8 La valencia o grado exterior de v € V(D). es ¢l niimero de flechas que

inciden desde 1. (Notacién §° (1))
[.9 Definimos la valeneia o grado de v € V(D), como
Sp(u) = 8 p(u) + 8" p(u).

Ejemplo:

8 p(u)y =4, 8p(n)=3 y Syu) =1

1.10 Definimos I'"(x) = {y e V(D) | (x0) € F(D}} como los vecinos

exteriores de D.
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LAY Definimos U °(x) = ty e PD) 1 vex) @ Fe)) como los vecinos

interiores de D.

12 P(x)=r(x)u 1)

De la digrdlica anterior, podemos decir que:

) = fix, zowdk v 1U(x) =t v,y

Dado L ¢ V(D) definimos:

113 TR (L) = {x e (D) tal que existe una Lx-flecha)

Ejemplo:

sea L={a. b, ¢}
os——b 0

dﬂ—o (XY

(L) = {d ¢

114 Un gv-camino es una sucesion de vértices (v = 2., 2y 4 . . 0 2, =v) tal

que (53.5) € F(D) §(21,,,5) € F(D), paratoda i, 0 5 < n-1.

1.15 Un wv-camino dirigido es una sucesion de vértices (n=zy, 2y, . . . .

p=v) tal que (24.2,,) € F(D) paratoda i, 0 i< n-l.

1.16 Un paseo (dirigido). es un camino (dirigido) en el cual no se repiten

flechas.



DEFINICIONES

1.17 Un paseo es cerrado (dirigido) si empicza y termina en el mismo

punto,

1.18 Un ciclo (dirigido) es un camino (dirigido) cerrado en donde no se

repiten vértices, excepto el primero y el dltimo.

1.19 Una av-trayectoria (dirigida) es un wv-camino (dirigido) en el cual no

se repiten vértices.

Llamaremos vértice inicial de la trayectoria al vértice u, y vértice terminal

al vértice v,

Denotaremos por (u,T,v) a la uv-trayectoria T, y por ¢(T) a la longitud de la

trayectoria T,

En la siguiente digréfica:

L

L

a b

e c

.

_
d

tenemos que:

(a, b, ¢, d) es un ad-camino

(e, d, b, ¢, d, b, ¢) es un ec-camino dirigido

(e, d, b, ¢, d) es un paseco

(c. d, b, a, d, ¢) es un pasco cerrado

(d, b, a, d) y (b, ¢, d, b) son ciclos dirigidos

(e, d, b, a) es nna ea-trayectoria dirigida
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1.20 Lna flecha (in.v) es simétrien, si (v.u) € F(D).

] v
[l ananns 1

1.21 Una flecha (u,v) es asiméteica, si (vie) ¢ F(D).

u v
¢———he

1.22 Dy es una subdigrifica de D si:

1Dy g VD). FDy) g FID)
1.23 Una digrafien D es simétriea, si todas sus flechas son simétricas.
Ejemplo:

X'r“""—"_"“*.y

Ne

1.24 Una digrifica D cs asimétrica, si todas sus {lechas son asimétricas,

\\ / ,.

*

9

Ejemplo:

1.25 Sea Sim(D) la subdigrifica de D definida coma sigue:
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- 1Sim(y)y = 1'eh)
S FSimi) = fe Dy lfcs simétrica).

Ejemplo:

digrafica D Sim(D)
a._..____,..h e a . ob .c
.. ]/ ’.
co-—-~———0--d/ co *d

1.26 Sea Asim(D) 1a subdigrafica de D definida como sigue:
-V(Asim(D)) = V(D)
FAsio(D)) = { f e F(D) lfcs asimétrica).

Ejemplo:
digréfica D Asim{D)
a8 . b e ﬂ.-————-nb 4
(] [ ]
/ l
c N A c--—-————-————ud

1.27 Definimos el complemento de D como la digrafica D que cumple con:
D) = ¥en)

() € FrD) sty sélo si (xp) € F(D).

[



Digréfica D

DEFINICIONES

Digrafica D

a .__“\____‘_/_;.. b

1.28 Una digrifiea D ¢s completa, si para cualesquiera u, v € V(D) ocurre

que (a,v) & F(D) o (vanye FD).

Ejemplo de digrificas completas:

1.29 Una digrdfica D es conexa, si para cualesquicra u, v € (D) existe una

wv-trayectoria. En caso contravio, diremos que D es no conexa,

Ejemplos:
Digrafica conexa
b
¢ C

1/

.—-——-—ou————.d
e

Digrafica no conexa

b
@) @
u/ o

-ye
e

1.30 Una digrsficn D es unilateralmente conexa si para cualesquicra das

vértices u, v, al menos una de las siguientes proposiciones se cumple:

a) Existe una uv-trayectoria dirigida

b) Existe una ve-trayectoria dirigida.
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Ejemplo:

b C
] '/, ‘/
d

1.31 Una digrafiea D es fuertemente conexa, si para cualesquicra dos
vértices o, v, cxislen una wp-trayectoria dirigida y una vu-trayectoria

dirvigida.

Bjemplo:

1.32 Una componeute fuertemente conexa de D, es una subdigrifica

fuertemente conexa de 1, y es maxima por inclusion,

1.33 La digrifica de condensncién de D, denotada C(D) tiene un vértice por
cada componente fuertemente conexa de D, y (c,.0,) € FIC(D)) si y solo si
existe al menos una flecha de la componente fuertemente conexa ¢, a la

componente foertemente conexa ¢, en D,
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Ejemplo:
Digréfica D

2
N

. 4——8

s

cd

*é—0

20
ct .,/ \‘.

Digrética de Condensacibn

Fijémonos en lu siguiente digrafica D, pues nos servird para ilustrar de la

delinicion 1,32 ala 1.36:

1.34 Dada D una digrifica, decimos que D) es subdigrdfica inducida por

A ¢ V(D) sic
a) V(D) = 4

b) (. v) € F(Dy) siu,vedy (uy) e F(D).

La siguiente digrafica, es una digrafica inducida por {d, ¢, f) < VD)

[

1.35 Dada D una digrifica. decimos que D, es subdigrdfica inducida por

A F(by st
ay ey = A



DEFINICIONES

b) Los vértices de D, son los extremos de las flechas en A,

Denotaremos Dfad] la subdigrifica inducida por 4 < V(D).

La siguiente digrifica es una digrafica inducida por {(b,¢), (¢.d), (d.a),
(a,b)} < (D)

S 'c\,,
A4

.36 Un conjunte [/ ¢ V(D) es independiente si para cualesquiera dos

vértices x, y € 1, (x) & F(D).

Los siguientes subconjuntos de vértices cumplen con ser independientes:
{hy d\ S}, {e, ¢, a} {a, e, ).

Podemos checar la independencia del conjunto (h,d.f}: entre h y d no hay

ninguna flecha, entre ¢ 'y ftampoco y entre b y ftampoco.

1.37 Un conjunto 4 < V(D) es absorbente si para cada v e V(D)-4 existe

una xA-flecha en D.

Los signientes conjuntos de vértices cumplen con ser absorbentes:
odiby e foboel {a. e A fache, doed f).

Podemos verificar que ¢l conjunte {f. ¢, b.} es absorbente:
El vértice a lo absorbe el vértice b, al vértice ¢ el vértice d. y al vértice ¢ el

virtice f.
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1.38 Un conjunto N ¢ (D) es niteleo de D si es independiente v absorbente.

Los siguientes conjuntos de vértices son nicleos de D:

UdohY, da, e f}

Notemos que el nicleo de una digrafica no siempre es dnico, y no toda

digrafica tiene nticleo.

Ejemplo de digrificas sin nicleo:

: b,/g“\,c
AN |

Observemos en la primer digrifiea que si tomamos cualquier vértice como
elemento del nicleo, digamos y; x ni z pueden estar en él, pues ¢l nicleo es

independiente, y de esta forma, a z no lo absorbe un elemento del nicleo.
En general los ciclos dirigidos de longitud impar, no ticnen nicleo.

También los ciclos dirigidos asimétricos, con las demds flechas simétricas

son ejemplos de digrificas sin nicleo:

|y S——-1
N\,
S
c' L J-%



Fa siguiente digrafica tiene mas de un nacleo:

]

Aqui observamos que {a.c) y {h.c) son nicleos de fa digrifica anterior.

y S

Otro ejemplo es una digrifica bipartita fuertemente conexa.

1.39 Una digrifica D es nucleo-perfecta (NP) si Dy cadd wna de sus

subdigraficas inducidas ticnen nicleo,
Ejemplo de una digrdfica nicico perfecta:
L

TN

]
N

Un niicleo de D es {a, ¢, ¢}, fijémonos en la subdigrifica inducida por {5, ¢,

d,e, [}

———h

c.
4

—.’-\ /'c:.

El nicleo de fa digrafica anterior es {f. d. b}, abora veamos fa subdigrdfica

inducida por {c, d, ¢, [}:
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I nacleo de la digrafica anteriar es {f. d}. la subdigrdfica inducida por {d.

Uy /:

L1 micleo de la subdigrifica anterior es {f, d}, la subdigrafica inducida por
te /)

e
.

/

f
El nucleo de la subdigrafica anterior es {f}, y es claro, que el nacleo de la

subdigrdfica inducida por 1/} es {}.

Mas ejemplos de digrificas nucleo-perfectas, son los ciclos dirigidos de

longiud par.

1.40 Una digrifica D es nucleo-imperfeeta- eritiea (NIC) si D no iienc

naclea, pero toda subdigrafica inducida propia de [ tiene nicleo.

Fjemplo de digraficas nicleo imperfectas criticas:
X
L]

2N
SN

e @

y 2
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Los ciclos dirigidos de fongitud impar, son ejemplos de digraficas NIC, un
ciclo dirigido de longitud impar na tiene naelea, y al quitar cualquier
vértice, nos queda una digrafica sin ciclos dirigidos, la cual tiene nictea. En

el capitulo tres, se demuestra este resultado.

La digrdficas con ciclos dirigidos, asimétricos, pera que entre los vértices
hay flechas simétricas. también cs un ejemplo de digrafica NIC, como lo
muestra la digrafica anterior. En este caso, estamos hablando de una
completa, y el nticleo debiera ser un sélo vértice, pero esto no ¢s posible, a
menos que quitemos al menos un vértice de ta digrafica, la cual seria una

subdigrdfica inducida.
1.41 Sean Dy y D,, dos digrificas, Dy es isomorfa a Dy (D = Dy) si existe
una funcion f:1(D)) - V(D,) biyectiva tal que (u,v) es flecha de D) si y sdlo

st (flu), flv)) es flecha de D,

Ejemplo de 2 digraficas isomorfas:




DEFINICIONES

1.42 Una digrdfica D es teansitiva si cada vez que existe ung wv-trayectoria
dirigida , (n,v) € F(D).
Ejemplo:
T
,;j;i-—-q.\k\
a hw;‘ /e

N

<

L

1.43 Una digrafica D es bipartita, si existe una particion de V(D) en dos
conjuntos ¥,y tal que cada flecha de D tiene un extremo en Vy y otro en

l" 2

Ejemplo:

be —pod

[ e 1 1
g

1.44 Una funcién g (D) — 2" w {0} es una funcion de Grundy si para
toda x € 1'(D),

g(v) = (minfeZ w0yl iefgo!lyert ().

Una funcién de Grundy también puede delinirse como g tal que:

DSi gdx) = k> 0, entonces para toda j, 0 < < k existe y € I (x) tal que
&(y) =j

2)Si g(x) = k, entonces para toda y € 7' (x) gly) # k
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Ejemplo:

&
L]
0 A \
// \\‘ d 34 14
/l. /. be be
. p
/
N
EJ
gla) = 0 gld) =2 ey =l gy =0
glhy = 1 gle) =1 g'(h =0 ey =1
gley =0 N =0 gile) =1 gn=au

Para construir ta funcion g, camenzamos can g(f): este valor estd obligado a
ser 0. pues na le podemos asignar un valor mayor que 0, pues ' = 9. gle)
es b.opues V() = {). gld) puede ser 2.6 0, le asignamos valor de 2 pues
') = fe,a), y como gle) = 1, g(a) debe ser 0. g(b) debe ser distinto de 0,
y el entero minimo es |, asi g(b) = 1, y g(¢)=0.

Observemos que la funcion de Grundy no es tnica,

Y notemos que no toda digrafica tiene funcion de Grundy:

AN

0
Dimos valor de 0 al vértice y, el valor del vértice 2 queda obligado a ser |,
el vértice x tendria el valor 0, pero esto no satisface la definicion de funcion

de Grundy.

16
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2. APLICACIONES

En esta seccion desarrollaremos algunas de las aplicaciones de la Teoria de

Nicleos en digrificas.

Dado un cierto tipo de problema. se dd un modefo matematico utilizando
digrdficas. ¥ se di una solucion al problema planteado mediante la Teoria de

Nucleos. En cada caso trabajaremos al menos un problema particular.

2.1 UBICACION DE ESTACIONES DE RADAR.

Consideremios un conjunto de lugares estratégicos x;, xa, Xp..., X, que
Hamaremos celdas y se quiere tener bajo vigilaneia de radar a cadn una de
las celdas de manera Optimia, es decir, encontrar el minimo namero de
radares necesarios para esto y donde colocarlos, bajo las siguientes
condiciones:

un puesto de radar se puede vigilar a si mismo y una celda puede ser

vigilada por mis de un radar.

Daremos un planteamiento de este problema como sigue:

Por cada celda x; tomamos un vértice x;, 1 € i<
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.
' Xn

y ponemes una flecha (v.x;) si al eolocar un radar en v; se alcanza a vipilar

v desde v i#j L0 <

xi x3 x4
¢ . ; ] x7
/ S
y o
x? / //”' //
\ ' N4 v &
x2 x6 b

Al hacer esto obtenemos una digrifica; de hecho obtenemos una digrifica
simétrica ya que si desde x; alcanzamos a vigilar x; cnlonees desde x;

alcanzamos a vigilar x;.

x1 x3 x4 x7

B " [ /‘1 /
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En este ejemplo S-§ xy, vy, vy | oes un nucleo de la digrifica, y podemos ver
que las celdas x,. x;, X5 Xeo ¥ Xy estdn vigiladas, por las celdas que

perlenceen al micleo.

Ahora ¢l problema se reduce a encontrar un niicleo 8 de cardinalidad minima
ya que para cada x ¢ S existe una flecha de x a S, por ser D simétrica y §
independiente maximo por inclusion; y colocar un radar en cada elemento de

5. De esta manera cualguier v ¢ S estard vigilada por un elemento de S.

Ejemplo: Tenemos la siguiente digrdfica, que nos muestra el aleance de ¢ada

radar:

o .
x3 x4
[
x5 x6

Esto significa que si ponemos nn radar en la celda xp. alcanzaremos a vigilar
las celdas x2 y x5 si ponemos un radar en la celda vy, entonees alcanzaremos
a vigilar las celdas x( vy x;. En general. si ponemos un radar en la celda x;
alcanzaremos a vigilar a I''(x;). Un nicleo de esta digrifica es {x), x5, X5},
ast que solo basta poner radar en las celdas x, xj, ¥, y asl todas las celdas

estan bajo vigilancia de radar. El nicleo es de cardinalidad minima.
Si N es niteleo entonees es un conjunto independiente maxinmo y un conjunto

absorbente minimo.(Resultado 3)

Toda digrifica simétrica D tiene nefeo (Resultado 4)

1



Asi el problema de encontiar el conjunto de celdas que serdn los radares.,
lendri solucion por el resultade anterior. y un nuclea de cardinalidad
minima de la digridfica asociada al prablema de ubicacion de estaciones de

radar es solucidn.

20
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2.2 DETECCION O LOCALIZACION DE GRUPOS DE PODER O
PANDILLAS

Consideremos ahora un grupo § de personas dentro de alguna organizacion y
supongamos que queremos localizar las posibles “pandillas™ o “grupos de
poder”™. Podemos pensar que un grupo de poder o pandilfa, es un grupo de
personas A < §al que cualquier persona que no estd en 4 es dominada por
alguna que si esti en A,y si a y b estan en A, ninguna de cllas domina a la

otra.

Plantearemos el problema usando digrificas como modelo:

Tomamos un vértice por cada elemento del grupo S: xy, xa0 o 0 o X, ¥
ponemos una flecha de xi, a x5 G, 1 <0 j < n) siox; domina a x;. Ahora ¢l
problema se reduce a encontrar conjuntos de  vértices o que  sean
independicntes y absorbentes, pues al ser independiente, significa que las
personas en A4, no se dominan entre si, y el ser absorbente significa que
cualquier persona que no este en A, sera dominada por al menos una que si

esté en A,

De esta forma, cada pandilla o grupo de poder esta representada en la

digrafica por un micleo.

Ejemplo:
Sean x;, Xa. X3 Xy Vs, Xo. Xpo Xg. las personas que pertenccen a determinada
organizacion: la  siguiente digrifica nos muestra las  relaciones  de

dominancia entre los miembros de la organizacion:

U
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s

En esta digrifica, el conjunlo A=} x;. a0 x,. x;) es nbeleo.

Y podemos decir que las personas x,, vy, ¥, ¥y de Lo organizacion, son un
1Y due Ay g
grupo de poder o pandilla, pues entre cllas no se dominan, y las personas x,,

Xy, X5, Xy son dominadas por ¢l conjunlo .

Ejemplo:
La siguiente digrifica nos muestra la relacion de dominancia entre las

personas a, by e, d, e, fo go v b de una organizacion:

Observemos que la digrafica anterior no eonticne ciclos, asi que podemos
encontrar un nicleo, y el problema de cncontrar un grojo de poder esta

resuelio,
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El nucleo de la digrdlicaes: §eod. o [}

Cn el tereer capitulo, se dan algunas condiciones necesarias para que una

digrifiea tenga micleo.

to
s
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2.3 UN PROBLEMA DE COMBINATORIA EN LOGICA.

Consideremos un conjunto de proposiciones P={py, py...., p,} ¥ un conjunto

de tcoremas del tipo: “p; implica p;"

Estos teoremas pueden ser representados por una digrafica D, con un
conjunto de vértices P, donde (p;, pj) € F(D) si y sélo si p; implica p; se
sigue de uno o mds de los teoremas dados. Supongamos que queremos
mostrar que todas las implicaciones representadas por las flechas del
complemento de D (D) son falsas, es decir que la teoria representada en D
¢s completa. Mds precisamente. que por cada pareja (ng) p 2 qy (0g) €
F(D), quercmos asignar un estudiante que tiene que encontrar un cjemplo de
que p se cumpla pero ¢ no (e¢s decir un contracjemplo de la afirmacion p

implica q).
Resolveremos este problema,

Consideremos la siguiente digrifica D, la cual suponemos que es completa y

queremos verificar que lo es:

Pl » * P4

P3
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D. digrifica complemento de D:

s suficiente con probar la falsedad de las implicaciones representadas por
las 5 flechas: 3,4, 5,7y 10 de D de las cuales se sigue la falsedad de las
otras implicaciones faltantes.

Tenemos:

P - by de otro modo (p, = p)=>(p, = p,) contradice la afirmacion de que

la flecha 4 es falsa.

Py A s de otro modo (p, = p) = (py = p,) contradice la afirmacion de que

la flecha 3 ¢s falsa,

Py A py, de otro modo (p, = py) = (p, - p,) contradice la afirmacion de que

la flecha 10 es falsa.

P - py, de otro modo (p, = py) = (p, = p,) contradice la afirmacion de que

la flecha 10 es falsa.
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oo e de otro wado (py -y = Opy - po) contradiee aafirmacion de que

la Necha § os falsa,

Veamos como se Hegd a esta solueion,
Sea M una digréfica cuyos vértices representan a fas fechas 1.2, .., 10 de
Dy donde una flecha es dibujada de i a j si y solo si la implicacion i es

verdaderd”™ implica “la hmgtlicacion j es verdadera™

i 2 9 6 8

[ . . \ l\ L]
L4 l - 4

I S T

En H el conjunto N={3, 4. 5, 7. 10} ¢s un nicleo, es decir, es absorbente ¢
independiente. Del hecho que N es absorbente, se sipue que si las
implicaciones 3, 4, 5. 7y 10 son falsas, entonces todas las implicaciones |,
2, 3,4, 5, 6. 7. 8.9, 10 son falsas. ya que si tomamos cunbquivr otra
implicacion que no esté en N, si esta fuera verdadera, como existe una flecha
hacia n e N, se tendria que n serfa verdaders. y al ser N independiente.
resulta ser minimo con respecto a la propiedad anterior pues cualquier
elemento de N cuya falsedad no puede ser deducida de fa fatsedad del resto
de los elementos de ¥ ya que no hay flechas de N-{n} a n. Como N ¢s el
tnico ntcleo de /7 . se sigue que 5 contraejemplos son necesarios para

mostrar que todas las implicaciones de D son falsas.

20
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Toda digrifica ransitiva tiene wicleo (resultado 50 fa digrdfica [/ resultd
ser una digrafica bipanit y transitiva, y por eso fué posible encontrar un

nucleo,

2.3,1 LAS ANTIBASES DE UNA TEORIA

Una teoria formal tipica 7 = (X,C) consta de:

i) Un conjunito X cuyos clementos ¥, Xz, x5, . . . son Hamados proposiciones
1) Una relacion de cerradura C en X} que depende de eada tearia, para S <
X, C8) denota el conjunto de todas las proposiciones en X que pueden ser

prohadas a partir de las proposiciones en S,

Asiquex e C(X), Y C1) = x e C(1).

Escribiremos C¢s) en tugar de C({s}) pata s e .

Una teorfa 7' = (X.C) es unitaria si (x € C(S) = 35 e § tal que x € ().

En otro caso T es plural.
< €(s)

O ©

Si una teoria T es unitaria, puede ser representada por una digrafica
transiliva con un copjunto de vértices X, donde (x,y) es una flecha si y sélo

six e Cy).

1o
-~
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Una bhase de axiomas bara T es un conjunto # < X tal que C(B) = X'y el cual

¢s minimo con respecto a esta propiedad.

Unu antibase para 7" es un conjunto 4 ¢ N tal gue Cfx) n A = @ para todo x
€ Xy ¢l cual es minimo con respecto a esta propiedad. La interpretacion de
esta definicion es que si todas las proposiciones en A son falsas, entonces
todas las proposiciones en X son falsas, y 4 es minimo con respecto a esta

propiedad.

La inversa 7' = (X,C") de una teorfa 7' = (X,C) esta definida por: x € C'(§)

siysolosiCix)nS# @,

Lema 2.3.2.1: La inversa 7 de una teorla 7 es unitaria y transitiva,

Demostracion. Sea S« Xy x e C'(§), entonces C(x) N § = @ por definicion
de C',

Sea s € Cx) N S, entonees Cx) N (s} = @ esto implica que vy € C'gs) y por

lo tante 7' es unitaria.
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Ahorac e C'th). b e C'ta) = Cle) n (b} 2@, Ch) N {a) #3 = b e C(c)y

ae Cth) =>ae Ce)=Cle)n {a) #@ = ¢ e Clla).

Lema 2.3.2.2: Un conjunto 4 < X es una antibase para T siy solo si 4 es una

base para 7.

Demostracion. Si 4 < X es una antibase para 7 entonces C(xj N A # @ para
toda x € X'y es minimo con respecto a esta propicdad. Esto es, x € C'(d)
para toda x € .\, donde ' es la-relacion de cerradura de 7. Esto implica que
X = C'(4) y A es niinimo con respecto a esta propiedad , por lo tanto A es

una base de axiomas para 7.

Ahora si 4 ¢s una base de axiomas para 77, entonces C'(d) = Xy o4 es

minimo con respecto a esta propiedad, esto es. x € C'(4) para toda x € .

Esto implica que C(x) N A # @ para todo x € X, por lo tanto A es una

antibase para 7.

Como 7, la inversa de una teorfa T es unitaria, entonces puede ser

representada por una digrdfica transitiva, es decir, 7" es transitiva,

Lemn 2.3.2.3: A < X es una base para T' = (X, ') si y sélo si es un nicleo

para H, donde H es la digrafica transitiva que representaa T,

Demostracion, Sea H la digrafica transitiva que representa a 77, entonces

V(H) = X'y (x.y) € F(H) si y sdlosix e C'(y).

29
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Sea N oun nucleo de M, entonces N oes un conjunto independiente y
absorbente, Entonces para x € V- N existe y € N tal que (v,y) € F(H), esto
es x e C'p)oporlo tanta X = C(N), y N es minimo con respecto a esta
propicdad, yu gue si suponemos que existe N c N tal que X = C'(N),
tomamos x° € N-N'"y como N es independiente x' ¢ C'(v) para todo y € N,
entonces X' g C'(N') y por lo tanto X ¢ C'(N’'), por {o tanto N ¢s una base

de axiomas para 7

Inversamente, sea N una base de axiomas para T, esto es, V= C(N) y N es
minimo con respecto a esta propiedad. Como 7' es unitaria entonces para
cada x ¢ X existe y e N tal que x e C'(y), es decir (xp) € F(ll) y N es

minimo con respecto a osta propiedad, por lo tanto A es absorbente,

N es independiente ya que si suponemos que existen x. x' e N tales gue
(x.x') € F(H), enmtonces si y € C'(x) (3.x) € F(H) y por la transitividad de
I, (y, ") € F(H) es deciry € C'(x') por lo tanto X = C'(N-{x}) pero esto no

¢s posible por que N ¢s minimo. Por lo tanto N e¢s nicleo de /.

Teorema 2.3.2.1: En una teorfa 7' = (X,C) todas las antibases ticnen {a misma

cardinalidad.

Demostracion. Por el lema 2.3.2.2 4 ¢ X es una antibase para 7 si y sdlo si
A es una base para 77, por el fema 2.3.2.3 esto sucede si y solo si 4 es un
nicleo de /. donde H es la digrdfica transitiva que representa a 7. Por el
resuftado 5 en el capitulo 3, todos los nucleos de [ tienen {a misma
cardinalidad, por lo tanto todas las antibases para T tienen la misma

cardinalidad,
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2,3.2 LA DIGRAFICA DE IMPLICACIONES

Sca £ una digrafica transitiva cuyos vértices representan proposiciones. y
cuyas flechas representan implicaciones, ¥ sean xp. X5 . . Xy las Jlechas de
fa digrifica complementarin D.Sea X = { X Xaeo o X } ¥ para S € X,
denotemos  C(S) las  implicaciones  gue  se pueden  derivar  de  las
implicaciones ¢en S . es decir, tadas las tlechas de X que esiin en a

cerradura transitiva de D + S. La pareja = (X.C) es una teorfa.

Teorema 2.3.3.1: En la teoria 7 = (X.(), definida anteriormente por una
digrafica transitiva D, todas las antibases tienen la misma cardinulidad, y
esta cardinalidad es el nimero de absorcion de la digrdfica /1 definida por
Fell) = X, y () € FrH) siov solo sty es una flecha de la cerradura
transitiva de ) + x. Ademds , hay una correspondencia uno a uno entre las

antibases de 7'y los nicleos de H,

Demostracion.

1T es una digrafica transitiva; (x,p) € F(H) siy sélosiy € C(x), esto es siy
sdlo si C(x) n {3} # @, es decir, si y sdlo si x € C'(y). Esto quiere decir que
I representa a 7'y por el lema 2.3.2,1 T’ es unitaria y par lo tanto I es
transitiva, De los lemas 2.3.2.2 y 2.3.2.3 se sigue directamente la
demostracion.

Asl este teorema nos da el minimo ndmero de estudiantes necesarias para el

problema planteado.
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Ejemplo. consideremos la siguiente digrifica de implicaciones 1.

o p2
et 1
[ ] [ ]
p3 p4
D complementa:
pt & p2
2 $ /’ 4
\
8 3
‘JV{ \\\"3
p3 6 4
y la digrafica H:
I ?\ /:‘
[ [ -—-——]l l{-—-—-:‘\.
6 9 8 7 10

Tenemos que el nicleo de I contiene a los vértices 5, 6, 7.y 9, por lo tanto,
cuatro  contracjemplos son necesarios para  demostrar que  todas  las

implicaciones de D complemento son falsas.
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2.4 TOMA DF DECISIONES INDIVIDUAL

Consideremos el problema en el que una persona debe celegir una opeidn
dentro de un conjunto Fs={xy. xa. .oy X, de alternativas. El problena puede
ser resuelto de 1a siguiente manera:

Sea ¢ 1 digrdfica cuyos vértices son las alternavivas dadas. oxistird una

Mecha de x;, a v six; es preferible a x;.

O} @
x| i

Al encontrar un nacleo en G, ¢l nimero de alternativas se reduce. Notemos
que G no tiene flechas simétricas ni ciclos dirigidos pues seria una
contradiccion. G es una digrifica transitiva ya que la relacion de preferencia
¢s transitiva. 'Y como toda digrdfica transitiva tiene ndcleo (resultado §,
siempre cncontraremos una solucion al problema de tomar una decision

individual,

Ejemplo:

La siguiente digrafica nos muestra las preferenciins de una persona:

a—-————¢b .c
/
//
d
/'/
8 ——rmrar}
e f q
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Iis decir. 1a persona prefiere la alternativa b, que la a. la alternativa d que la
by por lo tanto prefiere la alternativa ¢ que la «; la alternativa ¢ es
preferible que la o, y por lo tanto también es preferible que la ¢ y la b, La
alternativa ¢ también es preferible que la c. Y por altimo, la alternativa g es

preferible que la f.

Un nticteo de esta digrafica es {e. g}y podemos decir que la persona puede
elegir cualquiera de estas dos alternativas, pues entre cllas no existe
preferencia alguna, y cualquiera de las dos es preferible que cualquier otra

alternativa.

Ejemplo:
A cierta personn le dan una lista de posibles lugares para pasar un fin de

semana

(1)Quedarse en el D.F.,, (2)Guanajuato, (3)Pucbla, (4) Acapulco
(5)Cuernavaca, (6)Tepoztlin, (7)Mazatldn y (8)Cancun. A continuacion se

presenta Ia Digrafica correspondiente al problema planteado:

El nieleo de esia digrafica es {7, 8)
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Entonces fa persona puede ir a Mazatin o Canciin a pasar ol fin de semana.
pues cualquiera de los dos fugares es prelerible gue los demas, y entre ellos

no existe preferencia alguna.

wn
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2.5 TOMA DE DECISIONES

Supongamos que un grupo de » personas 1. 2, .. . . # se reunird para tomar
una decisién sobre algin asunto (es decir, elegir una situacion de un
conjunto X' de posibles situaciones). Para resolver ¢l problema de edmo
elegir una sinacion, lo primero que se ocurre ¢s considerar las preferencias
individuales. pero cuando » 2 2 encontramos que las  preferencias
individuales podrian no scr compatibles digamos que la persana | prefiere la
situacion o a la b, pero fa persona 2 opina que b ¢s mejor que a, Como

resolver este probiema?.

Este problema fue primeramente planteado por John Von Neumann y
veremos como soluciono ¢l problema de las incampatibilidades en las
preferencias individuales. Para esto introdujo la nocion de preferencia
efectiva y la definié coma sigue: diremos que a es efectivamente preferible
a b, si existe un grupo de personas (dentro de las n personas), capaces. si

quieren, de imponer la preferencia de a sobre b.

Denotaremos @ > b si a es efectivamente preferible a b y notemas que esta

refacion no es necesariomente transitiva.

Podemos ahora dar un planteamiento del problema usando digrificas como

modelo.

Tomemos un vértice por cada una de las posibles situaciones a considerar, y

ponemos una flecha de a a b, si b es efectivamente preferible que u.
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[—y
a b

Obtenemos asi cierta digrifica D, si podemos cncontrar un conjunto S ¢
FeDy, tal que S sea niacleo de D, habremos reducido el problema a elegir una
situacion en S, ya que por ser § independiente, tenemos que para
cualesquiera dos elementos de S, no hay uno que sea efectivamente
preferible que otro, y por ser § absorbente, tenemos que para cualquier
sitwacion fuera de S siempre hay al menos una en S que es efectivamente

preferible.

Ejemplo:
A continnacion tenemos la digrafica, que nos muestra fa relacion de

preferencia efectiva de un grupo de personas:

b

b0

Un nucleo de esta digrafica es {e, d}, asl que el grupo de personas, pucde

escoger la situacidn ¢ o la situacion d, pues ¢ o d ¢s mejor que cualguier

otra situacion. y entre ¢ y d, no hay relacion de preferencia cfectiva, es

decir, no existe un grupo de personas capaces de imponer una que la otra.

.
iy
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2.6 TOMA DE DECISIONES GRUPAL

Supongamos que un grupo de personas se redne para tomar una decision, cs
decir, elegir una alternativa de un conjunto {py, pi..., p,} de alternativas,
Lin este modelo, tomaremos en cuenta, las preferencias individuales, pues se
consideran importantes,

Maodelaremos este problema utilizando multidigrificas,

Decimos que una multidigraficn cs una digrifica con flechas maltiples.

Cada alternativa, serd representada mediante un vértice en la maltidigrdfica:

A cada persona le asignamos un color,
De pia pjy pondremos una flecha de color £, cuando la persona & opine que p;

es mejor gue pj.

¢—————)e

pl n

Si en la moltidigrifica podemos encontrar un nueleo, este serd una solucion

al problema de elegir una alternativa.
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Podremos escoger cualquier alternativa representada en dicho ntcleo, pues
tenemos que entre cualesquiera dos alternativas del nicleo, ninguna cos
preferible a 1a ofra, y para cualquier alternativa que este fuera del nicleo,
siempre hay al menos una persona que opina que una alternativa dentro del

nicleo es mejor.

Definimos C(D) = D w ey & F(D) de color i | existe sw-trayeetoria

divigida de color i en D}

Resultado: Si D es una multidigrdfica completa, tal que €(D) ticne nacleo,
entonces dicho nielco es upa solucidn para el problema de toma de

decisiones grupal.

Ejemplo:
Consideremos el siguiente problema, lus personas i, j, k tienen que decidir
entre estos deportes, a cual asistirdn, Cada una marca su preferencia de la

siguiente manera:

NATACION SOCCER
a
1 \ 0\
k
BOLIC
OLICHE __+BASQUETBOL
-
AN
T~
BHESBOL JOCKEY

Tenemos que un nicleo de fn multidipralica asociada alproblema es (TKD,

Basquetbol}, asi que las personas i, j. k pueden asistiv sin problema a
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cualquiera de las dos deportes que conforman el nicleo de la digrdtica, pues
nadie prefiere uno a otro, y para cualquier otre deporte. al menos una

persona opina que TKD o Basquetbal son mejores opeiones.
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2.7 JUEGOS TIPO NIM

A partir de una digrifica describiremos un juego tipo Nim para dos personis
Ay B.
Dada una digrafica D=(X,F), clegimos un punto cualquicra de la dipgrifica

digamos :=.

1 primer jugador ticne que elegir un punto de la digrdfica, tal que existe
flecha de z hacia el punto elegido. LI siguiente jugador tiene que clegir un
punto tal que haya flecha desde el punto elegido por el anterior jugador
hacia el punto elegido por el dltimo jugador en torno ete. y pierde el jugador

que ya no puede clegir un punto de ta digrafica (es valido repetir puntos).

Observemos que si la digrafica tiene ciclos dirigidos, entonces el juego

podria no terminar.

Pero si pedimos que la digrafica que vamos a utilizar no tenga ciclos
dirigidos, entonces siempre habrd una estrategia ganadora, pues una
digrifica sin ciclos dirigidos siempre tiene micleo (resultado 11, capitulo 3).
Veremos que el primer jugador que clige un punto en § un ntcleo de D, la

digrdtica utilizada como tablero siempre tiene una estrategia ganadora,

Supongamos que A fue el primer jugador que eligio un punto x en S. Si de x

no sale ninguna flecha, entonces el jugador A ha ganado y si de v sale alguna
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flecha, digamos f=(x.p) tal que B eligid oo cntonees y € S, pues 8 es

independicnte. y ya que S es absorbente vy y ¢ S, existe = e S tal que (1n.2) €

F(D); asi que el jugador 4 puede elegir ¢l punto z y seguir jugando.

Tomemos como tablero ta siguiente digrdlica:

NEZ

L]
\ 124

[ ]
27
5

N e

Un nicleo de ta digrafica es {z,. 23, 25, 29, 20}

9.

Ejemplo:

El jugador que gana, es aquel que se posiciond en los vértices 2y, 23, s, 27 ¥

Consideremos la siguiente digriafica como tablero para el juego Nim deserito

anteriormente:

-

. h
; 4 / /
;S. Vs

m n

Sabemos que una estrategia ganadora e¢s colocarse en los vértices que
! pertenczean al nucleo de la digrifica, en este caso un nucleo ¢s {(h. d, g, i, 1,
nl.y el jugador gue quicra ganar. deberd colocarse en estos vérlices.

Notemos que como la digrifica no tiene ciclos dirigidos. el juego termina.
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2.8 OTRO JUEGO TIPO NIM

En este juega participan dos jugadores y se tienen s ceriflos (puede ser
cualquicr otro objeto) colacados en una mesa. Las jugadores toman su turna
alternadamente, cada jugador en su turno podrd tomar uno o dos cerillos

segdn lo prefiera.
Gl jugador que tome el dltimo o los dos altimos cerillos, serd el ganador,

Si o oes el numero de cerillos del juego, entunces podemos dar una

representacian de los estados def juego en una digrifica.

El ndmero de cerillos que estén sobre Ta mesa, corresponderd a un vértice en

ta digralica,

Al iniciar el juepa, tenemos # cerillos, entonces tenemos el vértice n

o,

Tendremos una flecha () en la digrifica, si un jugador tomo de los u

ceritlos uio o dos. de tal forma que dejo v ceritlas en la mesa.

Todo el jucgo estari representado por 1a siguiente digrifica:
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n.l n-l n5 3 1
' s l /
' \J./‘____,/..—-u éo—/-———v-

n-2 n-4 n-6 2 U

Estrategia

Puesto que el vértice “0" indica que ya no hay cerillos, entonees. el jugador
que gana (amémosle J), es el que se coloca en este vértice, Dicho de otra
manera, en la mesa quedaban uno o dos cerillos, y J; tomé el Gltimo o los

dos altimos ecrillos, dejando cero cerillos en la mesa,

Para que esto suceda, es necesario que ¢l jugador que pierde (Hlamémosle
Jy). se cologue en los vértices | 6 2, ¢s decir, que deje 1.6 2 cerillos sobre la

mesa,

Y para que el punto anterior suceda. Jy, debid colocarse en el vértice 3, o
dicho de otra manera, debid dejar 3 cerillos sobre la mesa, y asi

sucesivamente hasta lerminar con los vértices.

Observemos que el jugador que se colaca en los vértices de la forma 3m.

Im<n, m=0.1.2,3,..., ¢s el que gana el juego.

Notemos también, que las vértices de la forma 3m. constituyen un nicleo de

la digrifica asociada al juepo.
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Demostraremos por induccion sobre el nimero de vértices de D, que los
vertices de la forma 3m, constituyen un niceleo de la digratica asociada al

juego:

Observemos que si F(D)={vy, vi. ... v} entonces (v,1y) € F(D) sy sdlo si

Por canstruccion D no tiene ciclos dirigidos, y por lo tanto tiene nticleo (ver

resultado 11).

para |V(D)|=3 tenemos que vy es nicleo de D,

Supongamos que fa proposicion es cierta para un juego con & vértices k<p,
es decir el mitcleo serfa {vy, vy, vgo...)

demostraremos que la proposicion es cierta para una digrdfica con p
vértices.

Eb vértice vy es de exgrado cero, y al aplicar el algoritmo para encontrar ¢l
nicleo de una digrifica sin ciclos dirigidos. que consiste en tomar los
vértices de exgrado cero, definimos D= D-{vértices de exgrado cerof(ver

algoritmo en apéndice), obtenemos Ia digrdlica D= D-{vy,v va).

Por hipotesis de induecion los vértices del nieleo de D7, son de la forma 3m,
demostraremos que N= N(D') U {v,) es nitcleo de D.
Ningtin vértice de la forma 3m es adyacente a vy, por construccion de D.

Por lo tanto N es independiente.

N es absarbente. pues vg absorbe a vy y vy,

Por lo tanto N es miclea de Dy sus vértices son de la forma 3m.
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Ljemplo:

Comencemos un juego tomando 12 cerillos, y supongamos que gana ol
jugador que toma el altimo o los dos ultimos cerillos.

Asi que ¢l jupador que comienza el juego, no es precisamente el gue gana.
pues el jugador que comienza el juego deja once o diez eerillos, lo que
equivile a colocarse en el vértice 11 6 10 que no son de 1a forma 3m de la

digrifica asociada al juepo.

Asi que al principio del juego tenemos 12 cerillos:

= 1T

Il jugador que tiene su turno primero )i, tomari uno o dos cerillos, dejundo

once o diez cerillos

I il

Iin cualquicra de los dos casos, ¢l otre jugador J,, pucde dejar solamente
nueve cerillos. que equivale a posicionarse en el vénice 9 de la digrifica

asociada al juego,

TN
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3, solo pucde tomar uno o dos cerillos, asi que dejard ocho o siete cerillos,
lo que equivale a colocarse en el vértice 8 6 7 de la digrifica asociada al

juego,

[T gl

J, puede volver a un vértice de la forma Im dela digrdfica asociada al juego,

en este caso 3(2)=6, que es lo mismo que dejar 6 cerillos

il

Asit J; solo puede dejar cinco o cuatro cerillos, que equivale a posicionarse

en los vértices 5 6 4 de la digrafica asociada al juego,

dlill il

), puede regresar en la digrafica a un vértice de la forma 3m en este caso 3,

que equivale a dejar sélo 3 cerillos.

2l

Y asi J, solo podrd dejar uno o dos cerillos. que equivale a colacarse en ¢l

vértice 2 0 1 de la digrifica.
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1 1

J, gana ¢l juego tomando el ultimo o los dos dltimos cerillos, que es
equivalente a posicionarse en el vértice 0 de la digrifica que representa a

este juego,

1" 9 7 5 43 1
12-/ / /
\ , \ , B YA
10 g 6 4 2 0
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2.9 UN JUEGO VENENOSO

Aqui describiremos un jucgo, en ¢l cual los jugadores toman como tablero,

una digrafica que cumple con las siguientes definiciones.

Una digrifica D s exteriormente finita si para wdo v e Feyo §7,(v) es
finito,

Ejemplo:

N
[\/ NV
/ AN

/ \

U digrdfica D es progresivamente finita si para todo v € V(D). v no es ¢l
origen de una trayectoria infinita.

Ejemplo:

WANANAN
IAVARVARY/
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Un semindicleo o ndeteo tocal 7 de ) es un subecodjunto no vacio de 1'(1)
tal que:
i) L es independiente

i) parat todo v € 7,°(L), » tiene un sucesor en /.,
Observaciaon, Si I'(D) = L w Fy'(L) entances 1 es atcleo de D.
Reufus del fuego Venenoso:

Dos jugadores 4 v B taman camo tablero del juego veaenoso una digritica

(sin lazos).

Juegan alternadamette escogicndo en turno uyn vértice sucesor del vértice

escagida en el turno anterior por ¢l oponente,

El jugador A4 comienza el juego escogiendo un vértice de su preferencia.

[l jugador B envenena el vértice sobre el que jucga.

El veneno de 8 es usada en contra de 4, 4 no puede jugar sobre vértices
envenenados por B, B puede jugar sobre vértices envenenados.

El juego termina cvando 4 no tiene opeidn de colocarse mds que sobre un
vértice envenenado o, cuando B no puede colocarse cn an vértice sucesor del

escogido por 4.

Lo que interesa es encontrar una estrategia en la que . sobyeviva al juego

VENehoso.

Teorema 1. Sea D una digrafica exterior y progresivamente finita. 1 jugador

A puede sobrevivir al juego venenoso en D siy sdlo si D tiene nicleo local,
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Demostracion.
Sca D una digrafica exterior y progresivamente finita, sea L un ndieleo local
de D. Supondremos que D no tiene vértices de exgrado cero, pues la

estrategia de A es trivial para este caso,

A toma su primer turno y escoge un vértice de L, puede continuar jugando
en los vértices de L. ningdn vértice de L puede ser envenenado y A puede

seguir jugando a salve infinftamente en los vértices de /.

A se coloca en su primer jugada en el vértice x ¢ L; B se coloca ¢h algin y &
Iy (x), como L es nicleo local tenemos que si (x,p) € F(D) . entonces existe
una Hecha de p hacia algin x; e L, A se coloca en x,. B se colocaen = ¢
Fp'(xy), ¥ por el argumento anterior, 4 puede tirar en algdn vértice de £ ...

Por lo tanto 4 sobrevive al juego venenoso, y la estrategia de 4 es buscar un

seminticleo en D.

Ahora, sea I la estrategia de sobrevivencia del jugador A, Supongamos que
B aplica la estrategia O, que consiste en turna a turno, envenenar a las
swcesares de todo vértice v jugado por 4. Es decir. si el vértice v jugada por
A, ha stdo visitado & veces par A. entonces el jugador B envenena el k'-

ésimo sucesar de v, &'= A(mad H"*(r)l): Tk <1y,

4 sobrevive si y solo si existen vértices en los cuales puede jupar

infinitamente sin ser envenenados por 8,

Observamos que cads pasco infinito en una digraficy progresivamente finita

contietie vértices ocurrentes un ntimero ufinito de veces,

51



APLICACIONES

Sea I el conjunta de vértices en los cuales A juega una infinidad de veees

determinado por (2,0).

Decimos que I es seminticieo de ).

J ¢ independiente va gue todos los sucesores de x @ 3 son envenenados en

algin momenta,

Six e 3 debe existir en 717 (x)) un vértice y que es jugado infinitamente
por A.

Juguemos en fa siguiente digrifica:

o
- =
2]

-
L d

o
=]

Comienza ¢} juego el jugador 4. colocdandose en e} vértice . E) jugador B
solo puede tirar en el vértice b, asi que envenena dicha vértice, . puede tirar
en . g o e, pero tira en d. B cnvenena el vértice g. A se pasiciona cn el
vértiee £, B envenena el vértice k. A se pasiciona e el vértice i B envenena
el vértice . 4 se posiciona en j. B envenena el vértice m. A se posiciona en

h. B envenean el vértice ¢, A se posiciona en ¢. B regresa al vértice b ..
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Los vértices sobre los cuales se mueve el jugador 4 constituyen un
seminticleo de la digrdfica que tomamos como tablero: de esta manera, ¢l
jupador A4 sobrevive al juego venenaso, y puede jugar infinitamente sobre
es0s véitiees, sin ser envenenado por B.

La signiente digrifica, muestea el seguimiento del juego. (1A) significa que

la jugada 1. fue hecha por el jugador A,

(28)
(e 2 < .
7
(N
de

(654} A
[

(68) & | {88 m {108)
{88

La siguiente digrafica es Hamada Digrafica de Danaids Barrel:

"—

7S

————
»

VARV

La digrafica anterior, es exteriormente {inita, no es progresivamente finita y
no tiene nucleo local, v sin embargo existe una estrategia de sobrevivencia

para el jugador A,
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La siguiente digrdfica os Hamada Digriafica de Sisphus:

\\ £S5
\

75

\
Pl
N
'\

La digrafica anlerior es progresivamente finita, no es exteriormente finita,
no tiene micleo local, y sin embargo exisie una estrategia de sobreviveneia

para ¢l jugador A,
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2.10 NUCLEOS Y FUNCIONES DE GRUNDY

Recordemos fa definicion de una funcion de Grundy:

Una funcion g:17(D) » 2° w {0} es una funcion de Grundy si para toda v e
NI

giv) ={minieZ° V0] iegm)l yer ).

Una funcion de Grundy también puede definirse como g tai que:

1)Si g(x) = k> 0, entonces para toda j, 0 < j < k existe y € '(x) tal que
s =]

2)Si g(x) = k, entonces para toda y € Tr) gv) = k

Si D es una digrifica tal que cada subdigrifica de D tiene nuicleo, entonces

D tiene tuncién de Grundy.

Demostracion: Sea D una digrifica tal que cada subdigrafica ticne nicleo,
Sea Ny un nicleo de D,

Sea N, un nucleo de D=D-N,,

Sea N; un nicleo de D;=D;,;-N;.;. Los conjuntos N; forman una particion de

D).
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Sea g(x) un entero definido por:

gixy=ke>xe N,

Demostraremos que glx) es una funcion de Grundy de D:

Sea glx)=k, demostraremos que para cada j<k, existe un vértice y e I'"(x) wl
que g()=j.

Sea N; tal que j<k, por construccion, D; contiene a Dy, como Nj ¢s nicleo de
Dy y x ¢ Nj, entonees existe p e Nj tal que (v.p) € F(D)

™

por fo tnto y € I7(x) tal que g(y)=j

Sea glx) =k, entonces para toda y e I'(x), g(») # k, pues de otra forma Nk

no seria independiente.

Por To tanto g(x) es funcion de Grundy

Si D es una digrafica que tiene funcion de Grundy, entonces D ticne nicleo,
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El conjunto N=1x] x e V(D). g(x)=0} satistace:

Hxe N=gx)=0=> nly_'l‘z,g(y) SO0 x)NN =0,
rel’(x

Nyg Npe(x)>0=> //'!in g =0T (x)NN 2Q.
yel*tn

tis decir, ¢l conjunto N es absorbente e independiente.

57



APLICACIONES

2.11 ALGUNOS RESULTADOS SOBRE CONJUNTOS
INDEPENDIENTES Y TRAYECTORIAS DIRIGIDAS DE LONGITUD
MAXIMA®,

En esta aplicacién, darcmos algunas condiciones suficientes para que una
digrafica cumpla la siguiente conjetura propuesta por J. M. Laborde, C.

Payan y N. H. Huang (1982).

Conjetura: Toda digrdfica D tienc un conjunto independiente §, que

intersecta a cada trayectoria dirigida de longitud maxima.

Denotaremos por 7(D) al conjunto de vértices terminales de las trayectorias

dirigidas de longitud maxima,

Y por A(D), al nimero de vértices de una trayectoria dirigida de longitud

maxima de unn digrdfica sin lazos.

Consideremos la siguiente conjetura: Para cada digrdfica sin lazos D, existe

un conjunto independicnte S tal que A(D-S) < MD)4 .

A continuacidn se presentan algunas condiciones suficientes para que una

digrifica satisfaga Ia conjetura anterior.

* Sume Resulis On Independent Sets and Longest Directed Paths. . Galeana-Sinchez and Hugo A. Rincon
Mejia

1), M. Laborde, C. Payan y N. H. Huany, Independent scts and longest directed paths in digraphs. Graphs
and Other Combinatorial Topics. Proceedings of the Third Checostovak Symposium on Graph Theory
(1982) 173-177
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Sei C o FOM-TWU. St D-C tiene ndeleo N entonees 2(D-N) < (D),
Demostracion por contradiceion
Supongamos que existe T upa trayectoria dirigida de fongitud wmaxima con

SnP(t) = @y sea zy el vértice terminal de T

Claramente z, € [(F(D) - O) n(d (D) - 8] ¥ coma S es niicleo de D - C
existe y € Stal que (z4.y) € F(D)
por lo tanto t° = 1 U (54.)) es una trayectoria dirigida tal que 1a longitud de

t es mayor que ta fongitud de 1. Lo cual es una contradiccion.

Curolario. Sea D una digrafica, si D[T(D)] tience nicleo S, entonces A(D-8) <

| MD).

o Tomemos fa siguiente digrafica D:

Podemos observar, que A(D)=4 y que ¢ es el vértice terminal de la
traycctoria dirigida de longitud méaxima,
Consideremos C= V(D)-T(D).
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asi 1 -C es la siguiente digrafica:

D-C viene nitcteo S={y}. asi A(D-S)=3<A(D)=4.

Teorema 2.

Sea C (V(D)-T(DN v {xe V(D) | Ty = K',,(.\'). nix) = 3(x)}

K',(x) es la digrafica simétrica completa con n vértices.

Si D-C tiene nucleo, entonces existe § ¢ V(D), un conjunto independicnte

tal que 2(D-S) < M(D).

Demostracion

Sea (" =Cnfxe D)1z K'n(.\'), n{x) = 8 0}

Procederemos por induccidn sobre la cardinalidad de los vértices de (7,

Si €7 = & entonces fa demostricidn de este feorema se sigue direclamente
del teorema anterior.

Supongamos que 7 ¢ @ y sea N up nueleo de D-€. como N es
independiente, podemos suponer que existe 1=(zy, 2,. . . .. ,) Uha trayectoria

dirigida de longitud médxima tal que t AN = @,
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Caso 1.z, ¢ T(M)-C . Tenemos que 2, & (I'(M-CY v (1°(D)-N1 y como N oes
nucleo de D-C. entonees existe y € N tal que (2.0 € FUD) vy U=t W (g0 lo

que contradice fa ¢leccion de 1.

Caso 2.z, € C. Notemos que 2, € (7 pues z, € T(D), probamos que N v

{zq) €5 un conjunto independiente .

Supongamos que ¢existe s € N tal que {(8,2,), (2,.8)) O F(D) # . Como ¢h
¢l caso I vemos que (z,,8) € F(D). Por lo tanto (s, z,) € F(D). Ahora Ia
hipdtesis implica que {(2,.).5). (5,200} F(D) y T = (240 o2y x5.2,) €8 Una
trayectoria dirigida tal que “¢*) =+ (1), Se sigue que Nufz,) es un
conjunto independiente. D¢ hecho es un nicleo de D - €, donde ) = C-{z,]
v se sigue de la hipdtesis de induccion, que existe un conjunto independiente
Sc V(D) tal que A(D-8) < A D).

Ejemplo:

Digrdfica D

Sea C= {a.c.d.e f}

Entonces D-C es la digrafica:
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I q
[ ]

N
L Llestmanes TRt 1} ?0

i J k i h

De aqui, N={hhi,k}

=

Sea t=(a.c.d.ef)

Estamos en el caso 2. /& C. por lo tanto fe(”

Sea S= N U |/}, Es claro que § es independiente y AD-S) < (D).
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3, RESULTADOS

En este capitulo, daremos alguna condiciones suficientes para que una

digrafica tenga nicleo.

Antes de dar las condiciones suficientes para que una digrifica tenga nicleo,

expondremos algunos resultados previos.

1. Todo camino cerrado dirigido de longitud impar contienc un ciclo

dirigido de longitud impar.

Demostracion por induccion sobre fa Jongitud del camino.
Sea ¢(c) la longitud del camino c.

Para ¢(c)=3 tenemos ¢=(zy, 2y, Z3, %)

20 # 2y, pues (zy, 24) € F(o)

2y # 23, pues (2, 2;) € F(¢)

Zy ¥ Zg, pues (2, z¢) € F(c)

tepemos que ¢ es un ciclo dirigido de fongitud 3.

z1
L ]
20 22

llipdtesis de induccién: Todo camino dirigido cerrada de longitud impar
menor que 2nt1, n 2 1 contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Sea ¢ = (2y. 2y . - Zyneps 2y) U ciclo cerrado de longitud 2041,
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e

iz 7z Viojentonees, ¢ es un ciclo dirigido de longitud 201,
Si oz oz para alguna i<, entonees 1enemos ¢ = (35, Suo v Spe e Sjeee St
21), sean
¢y F S I 5 E e T 2y)
¢ = (&L o)
Como ¢ es de longitud impar. tenemos que ¢; o ¢, es de longitud intpar:

ey <o)y ter) < ee)
sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢y es de longitud impar y par
hipotesis de induccion, ¢, contiene un ciclo dirigido de longitud impar,
llamémosle ¢, ¢’ c ey e

Por lo tanto ¢ contiene un ciclo dirigido dirigido de longitud impar.

2, @(D). la digrifica de condensacion de D, no tiene ciclos dirigidos,

Demastracion.

Supongamos que @(D) tiene al menos un ciclo dirigido.

Sea (Cy, €y, ..., Cp) un ciclo dirigidoen @(D) y y = C, v ¢ U...u C, uma
subdigrifica de D.

Sean u, v € F(Cy) i e {1,2,....n} como C; es una componente lucrtemente
conexa en D, entonces existe una nv-trayectaria dirigida en €, y tomo €, <
¥, en y existe una uv-traycctoria dirigidua.

Sean a e Ciy b e Cjcon i<, s el vértice de salida de C;, ¢; ¢l vértice de
entrada a C;. Como a € C; y C; es fuertemente conexa existe Ty una as;-
trayectoria dirigida y en y existe Tjj una siej-trayectoria dirigida. es decir
una trayectoria dirigida de Cya Cp y por ser ¢ fuertemente conexa existe 7,

una ¢;h-trayectoria dirigida.
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Ty = (e T8) W G ) © (e Thob) es una ab-trayectoria dirigida,

fixiste 7, uma byj-trayectoria dirigida, pues b e C; y € ¢s fuertemente
conexa y como Cj ¢ y existe 7), una sje-trayectoria dirigida y camo a ¢ (
existe T una e;a-trayectoria dirigida,

Tomemos T, de la siguiente manera (b, Ty, 8) O (s, T, ¢i) W (¢ Ty, ),
tenemos que Ty, es una ha-frayectaria dirigida.

Asi que ¥ ¢s fuertemente conexa, lo cual contradice ¢l hecho de que cada ¢
componente fuertemente conexa de [ es maxima por inclusion.

Por lo tanto @(D) no tiene ciclas dirigidos.

e S S e’-——n-z-—-ob—-o:!‘-}——os,

— 1, /

\\M Q—...,___...,_-'—’-"""-‘j

3. Si N es ndcleo. entonces es wn conjunto independicnte mdximo y un

conjunto absorbente minimao.

Demostracion.
Sea N un ntefeo. si z ¢ N, entonces existe una flecha que va de - a N, y el

conjunto N U {z} no puede ser independiente.

Sih e N T=N-[h) nopuede se absorbente. pues por ser N independiente,
p pues p i

no pucde haber una flechade ba T

Aqui comienzan las condiciones suficientes para que una digrifica tenga

nicleo.
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4. Toda digritica simétrica D tiene nicleo (€. Berge 1973),

Demostracion:

Sea N un subconjunto independiente maximo de V¢D), para cada = ¢ N existe
w e Ntal que = es adyacente a w (de lo contrario podriamos extender N a N
vzt contradiciendo que N es independiente maximo) v ocomo D oes
simetrica se tiene que (z.0) € F(D),

Nétese que como N es independiente entnnces un subconjunto propio de NV

no ey absorbente.

5. Toda digrafica transitiva D tiene nicleo, mas adn, todos los nicleos de DD

tienen la misma cardinalidad y todo conjunto absorbente minima ¢s nteleo.

Demuostracion. Sea N g V(D) tal que cada elemento de N proviene de una
componente terminal fuertemente conexa de D distinta, y escojase un
clemento por cada componente terminal, es decir, de dicha terminal no salen
flechas. N ¢s un conjunto independiente: sea v e N, por definicion de N, v
pertenece a alguna componente terminal fuertemente conexa de D, entonces
de v no salen flechas hacia otra componente . en particular hacia otra
componente terminal fuertemente conexa. Por lo tanto v no es adyacente
hacia fos demids elementos de N.

& es absorbente:

Observacion, Como D) es transitiva, u, v estan en {a misma componente

fuertemente conexa si y séla si (1,v) v (v.0) son {lechas de D.
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Sca v e F(D) - N entonces v estd en alguna componente fuertemente canexa
de D. 8t dicha compounente es terminal, existe « en esa compaonente tal que
e N.y por la observacion anterior, (v,n) € F(D).

81 la componente gne contiene a v no es terminal, como D os finita, existe
un caming dirigido de esta componente a otra que si es terminali sean ny, 1,
los vértices inicial v final respectivamente de este camino, como D es
transitiva, (wyap) € F(D). por la observacion, (vuiy) € F(D). por lo tanto
() € F(D). Por otro lado existe u en la componente terminal fuertemente
cohexa que cantiene a uy , tal que v € N, y ntevamente por la observacion
(iy,06) € F(D} y por lo tanto (vau) € F(D) conu € N,

Inversamente, sea N un ndcleo de D, supongamos que existe una componente
fuertemente conexa en D tal que ninguno de sus vértices pertenece a N,
como de dicha componente no salen flechas hacia otras componentes,
entonees N na serfa absorbente, lo cual contradice que N es nucleo, Por lo
tanto N contiene un vértice por cada componente terminal fuertemente
conexa.

Por fo anterior, todos los nicleos de D tienen la misma cardinalidad.

6. Toda digrafica bipartita tiene ntcleo,

Demostracién por induceion sobre el nimero de vértices n de D.

Para n=1 el resultado es inmediato

Hipdtesis de induccion

Toda digrifica bipartita con un namero de vértices menor que a tiene

nicleo.

Sea [ una digrifica bipartita,
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Caso 1) D no tiene vértices de exgrada cero.

Sabemaos que existe una hipartician de FeD) digamos o ol que toda

Mecha de 1) tiene un extremo en Iy otro ¢n V.

Afirmamos que 17 es nicleo de D,

Iy es independiente por definicion de D.

Demostraremos que I es absorhente.

Sea v e !, como D na ticne vertices de exprado cero entances existe xV,-

flecha en D,

Andlogamente V. es micleo de D.

vt ve

. *

¢ ’
[ ]

L]

ot 1)

o~ p B

Casa 2) D tiene vértices de exgrado cero;

definimos

Ny = tx e PD) 8 p(x) = 0

So = {x € I'(D)}|existe xy-flecha en D para alguna y ¢ Ny}

Dy =D - (Ng U §y) claramente Dy es bipartita con un namero de vértices

menor que n. por hipdtesis de induccion Dy tiene nicleo, digamos N).

Afirmamos que Ny U Ny es ntcleo de D.

Cada uno, Ny, N; son independientes por construceion, v no hay tlechas de

Ny a Ay por definicion de Ny,
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Tampoco hay flechas de Ny a Ny por la definicion de S, v Dy. Por lo tanto N,
¢y es independiente.

Ny W N, es absorbente:

Seax 2 (N W Ny

si v e N, entances existe x\Ng-tlecha,

si x € Dy entonces existe xN-flecha.

Por o tamo N, w N, es absorbente,

7. 8i D es una digrdfica fuertemente conexa sin ciclos dirigidos de longitud

impar, entoncees D tiene nucleo.

Demostracion:

Sea my € V(D), y sean IV y Vy < V(D) tal que:

Y, ={z € V(D) |existe myz-trayectoria dirigida de longitud par},

Vy ={z & V(D) | existe myz-trayectoria dirigida de longitud impar}.
Demostraremos que VN Iy = @

Supongamos que V,n V, # @

Seawe Vynl,

Camo w € V). entonces existe myw-trayecloria de longitud par Hamémosle
T,

y como w € V, entonces existe mgw-trayectoria de longitud impar
llamémosle T5.

Como D es [nertemente conexa, existe wmg-trayectoria. llamémosle Ty,
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T
g T
s re,
-~ \\\
. T3 S
mno -\4—e ‘ + [ — _/: w
. v
T~ 2

Si Ty es de longitud par. tomamos ¢ =tm,. Tsow) @ OF0 Fioomg) ¢ es un
camino cerrado de longitud impar, y por el resuftado 1. ¢ contiene un ciclo
divigido de longitud impar. Lo cual es upa contradiceion, pues D no tiene
ciclos dirigidos de longitud impar.
Si Ty es de longitud impar, tomamos ¢,=(mg, Ty w) W (w. Ty, my), ¢y es un
camino cerrado de longitud impar, ¢; contiene up ciclo dirigido de Jongitud
f impar. Lo cual es una contradiccion, pues D no tiene ciclos dirigidos de
longitud impar.
Demostraremos que Vy U Vy = V(D)
¥, U ¥y ¢ ¥(D) esta dado por la construccion de V, y V).
my € ¥, pues la distancia a si mismo es cera.
Vzel/(D)ymeVD),m=#zla longitud de m, « z es sdlo par o impar,
entonces VY, u Vy, 2 V(D).
No existe (x,y) flecha tal que x, p € V) ni en Vs,
Supongamos que a = (x,») € Fy,(demastracion andloga para Vy).
Por definicion de ¥V, la longitud de la mgx-trayectoria es par Hamémosle ¢,
1, U (x,y) es una myy-traycctaria de longitud impar, tlamémosle ;. Como y €
Iy existe una mgy-trayectoria de tongitud par, Hamémosle 4 y como D es

{uertemente conexa, existe £, una ymy-trayectoria,
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St oty es de longitud tmpar, (my.0.p0) O (Pdyamg) es un camine cerrado de
tongitud impar, y por el resultado 1, contiene un ciclo dirigido de Jongitud

impar, lo cual ¢s upa contradiccion.

Si 1y es de longitud par. (mg.y.p) U (Pugamg) es viociwino cerrado de
langitud smpar, y por el resultado 1, contiene un ciclo dirigido de fongitud
impar. lo cual es una contradiceion.

Hemos demostrado que D es bipartita, y por el vesultado aatervior, D tiene

ntcleo.
8, Si D no tiene ciclos dirigidos de longiwd impar entonces D tiene nicleo.,

caso 1) Si D es fuertemente coaexa, entonces por el resultado anterior, D

tiene nucleo.
caso 2) D no es fuerteniente coexa

Demostracion por induccién sobre el nimero de vértices de D

[{] .
(D=1 *  elndcleo es {u)

Y \4
=2 ° ¢ . el nicleo es {u,v)

v v
e——>* ¢} nicleo es {v)

Hipotesis de induccion: si {F()} < n entonces D tiene nicleo

Sea D al que (VD) =n

n
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Sean . Cao oo fas componentes fuertemente conexas de D, Por ¢l
resultado 2. tenemos que 1o grifica de condensacion de D tiene 2l menos un
vértice de exgrado eero. Sea G este vértice ie [1, 2., Lk}, como C; ¢s una
camponente fuertemente conexa, por el resultado anterior, ¢ tiene nicico,
Hamdémosle Nj .

Sean 8y = {u e V(D) que (u.v) € F(D), para algin v ¢ F(N)) y

D= DN U Sy,

IVIDN<IVID)=n. y poy hipotesis de induccion D7 tiene naeleo, Hamémosle
N

Demostraremos gue N= N; U N es nticleo de D

Por definicion de ntdcleo, Njy N son conjuntos independientes.

Ny Ciy Cy es de exgrado cero y por definicion de N°, N'a C; por lo tanto
no existen flechas de Ny a N

Camo todas tas posibles flechas hacia N, eslin en S, ¥y N'NS, # @ se sigue
que no existen {lechas de N" a N, .

Paor lo tanta N° A N; =@ y N= N" U N, ¢s independiente.

Seax € (V(D)-V(N))

Si x e C}, j#i, entonces como Cie D'y N’ es niteleo de D', existe una
flecha de x a algin vértice de N7, y par o tanto una ¥N-flecha.

Si v e C. tenemos que N, ¢s ntcleo de C; y existe xN;-flecha y por lo tanto
existe ¥N-flecha,

8t ¥ e Sy, entonces por definicion de S, existe xN;-flecha y por lo tanto
existe ¥N-flecha,

Asl N es absorbente.

Por lo tanto N es micieo.
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9, Si D es una digrifica tal que cada ciclo dirigido tiene al menos una flecha

simétrica, entonces D tiene nicleo.

Demostracion por induccidn sobre la cardinalidad de los vértices de D.

Para uno, dos y tres vértices ¢l resultado es inmediato:

Hipotesis de induccion: Si D° es una digrifica con un nimero de vértices
menor que n, tal que cada ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica,
entonces ' tienc niceleo.

Sea D una digrifica con n vértices.

Notemaos que Asim(2) no tiene ciclas dirigidos.

Sea Ny = {z € V(D) | no existe flecha asimétrica con vértice inicial z)

Ny # @ pues cstamos suponiendo que cada ciclo dirigido tiene al menos una
flecha simétrica, y cstamos suponicndo que hay ciclos dirigidos. Si de todo

vértice saliera una flecha asimétrica cntonces habria un ciclo asimétrico.

DINy] es simétrica y por el resultado 4, D[N,] tiene niicleo digamos N,
Sean:

S, = {z € V(D) ] existe zN,-flecha }

D' = D-(N, U §)),

(DI < V(D) = n.

Por hipotesis de induecion, D° tiene nacleo digamos A,
Demostraremos que Ny u N' es nicleo de D

Por construccion no existen N'N -flechas.
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Supongamos que (z.) ¢ F(D) es una NN -tlecha, z € Ny ¢ N, Se sigue de
¢ ] | ) 4
fa definicion de Ny que (w.2) € F(D). tenemos que w e 8¢, perow € N' ¢

D- (N} US,). to cual es una contradiceion.

10, Si en D roda cicio dirigido de fopgitud impar tiene al menos dos flechas

siméricas, entonces D tiene nicleo

t1. Si en una digrifica cada cicle dirigido de tongitud impar ticne dos polos

consecutivos, entonees fa digrafica tiene nucleo.

12. Toda digrdfica sin ciclos dirigidos tiene nteleo [Joha Von Neumann].
Primero demostraremos:
Si D=(X,F) es una digrdfica sin ciclos dirigidos, entonces existe algin punto

X, € X tal que de x, no salen flechas,
Demostracion:

Supongamos que de cada vértice de D salen flechas.

Sea xy € X, de xq sale alguna flecha, digamas (xg. X)) € F, de a suposicion
se sigue, que de x; sale alguna flecha digamos (x,x;) € F, de x, sale alguna
flecha digamos (x5, x3) € F. ele, continuando asi. y ya que Y ¢s un conjunto
finito entonces necesariamente repetimos alghn punto; y considerando la
p}imcrn ves que sc repite un puste obtepemos un cielo dirigido, luego D
debe tener algan ciclo dirigida. o que contradice la hipdtesis. Asi queda

esto demostrado,

T4
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Demaostracion:
Consideremos ahora Ny={x € X tal que 87 p(x)=0].
We=tw = X tal que existe una w Ny-flecha}. Claramente tenemos que Ny »

Wy = 0.

Consideremos ahora Dy = D-( Ny v ). Si D, = @ entonces Ny es nicfeo
! ) ) 0

de 0.

Si Dy # @ consideremos a D,=( X\, ¥}) y tenemos que Dy no tiene ciclos
dirigidos y repitiendo lo anterior, tomamos

Ni={x € X, tal que 8" (x)=0)

,={w e X, tal que existe una w N-flecha]

Claramente por construccion los conjuntos Ny, Wy, Ny, Iy son ajenos 2 a 2.
De igual manera [X|>1x, 1> ... asf que continuando osf debemos obtener

que existe i 2 | tal que X, = @.

Sea fo = min {i € N tal que X; = @} y tenemos N la union de Xj con j=1 hasta

y-1, es un nicleo de D.
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APENDICE

Damos el algoritmo para encontrar el nicleo de una digrifica sin ciclos
dirigidos.

Paso 1.V =0

paso 2. sea x & V(D) tal que &8 »(x)=0

paso 3. N=Nu{x}

paso 4. D*=D-{x}-I"(x)

paso 5. D=1

paso 0. si D#O regresa a paso 2

paso 7. Fin

A continuacion se presenta el codigo de un programa cn Pascal para calcular

el niicleo de una digrafica sin ciclos dirigidos:

program calcula_nucleo;

uses crt;

var

D,A,M:array[1..100,1..100} of boolean;
NU,V:array[1..100] of integer;

guardian, Lk n.dimension,j,i,cont,adyacentes: integer,
exgrado_cero: boolean;

respuesta: char;

Procedure Quita_vertice(hh,nnnn:integer),
begin
for k:=hh+1-adyacentes to nnnn do

begin
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Vik-1]=Vik]:

for L:=1 to n do
begin
dfk-F]fH=dik i
dipik-He=d kg
end;

end:

n=n- e

end;

Procedure quita_adyacentes(h:integer);

var nnn.i:integer:

begin

nnni=ENg

for tl:=1 to nnn do

it (M[U]}{h]=true) then begin
quita_vertice(l.nnn);
adyacentes:=adyacentes+1;
end:

M:=D;

end;

function encuentraVEC:integer;
begin
=1
exgrada_cero:=false;
while (exgrado_cero=false) and (i<=n} do

begin
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exgrado _ceror=true:
for j:=1 10 n do

i ML Jtrae then exgrado_ceros=false;

it exgrado_cero then encuentraVEC:=i ¢lse encuentraVEC: =t
=it
end.

end:

Procedure Nucteo(nn:integer);
var
existe VEC:boolean;
niinteger:
Begin
textcolor(RED);
existeVEC:=true:
while ((n>1) and (existeVEC=true)) do
begin
ni:=encuentraViEC;
if ni<>0 then begin
cont:=cont+{;
Nufcont]:=v[ni}:
quita_adyacentes(ni);
guita_vertice(ni,n);
M:=D.
end
else existe VEC:={alse:

end:
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ifn=0 then hegin texteolor(white): exit: end else
it n=1 then begin

quita_adyacentesct),

quita_vertice(h 1)

cont:=cont+};

Nufcont]:=v[1];

writeln(v] ]}

end
else BEGIN write('La digridfica contiene algin ciclo dirigido, NO PUEDO
CALCULAR EL NUCLEO!!!, pulse [ENTER]...');

readin;

guardian:={:

end;

texteolor( WHITE),

end;

Begin

clrser;

respucstaz='s’;

while upcase(respuesta)='S'do

begin

cont:=0;

adyacentes:=0;

guardian:=0;

Write ("cudntos vértices tiene la digrafica?"):
readin (n):

dimension:=n;

eSTR RIS
3 e
SRR 0 g4
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for =) e n do

begin

V=i

for =1 o do

Buegin

tf ti>f then begin
writeg'dame ¢l clemento .10y de a mariz:' )
readin (k)

i (k=1) thep M{3]{j[:=true else M{i][j]:=false;
end else MU} =lulse;
end;

end:

A=M;

di=M:

nucleo(n);

clrser;

il cant<>0 then

begin

GOTOXY(2.2):
write('+');

for i:=1 to dimeasion do
begin

gotoxy(1.i+2);
write(i.'I'h

gotoxy{i+2. 1)

write{i):

gotoxy(i+2.2);

wiite('-'):
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tor j:=1 w dimension do
Begin

potoxy(j+2,i+2):

it Afijfj]=true then
wiitelni'1")

clse writeln('n'y:

end:

end:

il guardian=>1 then begin
writeln ('Los elementos del nacleo son:'):
for i:=1 ta cont do
writeln (nu]i]).

end:

end else if guardian<>1 then writelo ('La Digrdfica no tiene vértices de
exgrado ceroltl');

writeln ('""Quieres caleuniar el nucleo de otra digrifica Si o Na?');
readln (respuesta);

adyacentes:=1);

guardian:=0;

end:

end.
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