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E ‘Scncs de Founcr, LaTmsfonnada de Laplace, ete.
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‘ cualcs sonuna de Ias apllcactoncs de la tmsfonnada

INTRODUCCION

El Objetivo de este trabajo cs claborar un programa para computadora personal que permita

realizar anlisis de algunas seifales mediante Filtros Digitales.

Al correr ¢l tiempo se da uno cuenta que existen una inmensidad de fendmenos que observamos en
fa vida y no sabemos como suceden; toda la teenologia que existe Ia aplicamos dia con dia sin

saber cual es su funcionamiento, existe una enorme variedad de aplicaciones en ¢l mundo real, las

cuales van desde la medicina, la computacion, las comunicacioncs, hasta llegar a los aparatos

clectronicos que se usan en el hogar, la explotacion de los recursos naturales; todo esto son cosas

cotidianas para la mayoria dc los hombres,

Algo muy diferente ocurre ajgunas veces en lo. educacion, k enseaniza de métodos matemdticos y

computacionales resultan algunas veces fastidiosos 'y dificiles, los cuales casi nunca llegamos a

saber su aplicacion, porque son uy dbstiuc;os, fomentan tal vez, de alguna forma que sc picrda el
interés cn las matematicas, tachandolas de tediosas y sin sentido, dando como resultado el tonorde.

las mismas, lo cual la mayoria de fos seres humanos lo experimentamos desde los primeros afios d

nuestra cducacion,

‘ Fn :.l scptlmo ailo de la carrera (MAC) nos ocurrid algo muy parccxdo en, Métodos Matcmnucos
para S\stemas Dmémncos, non empczé a pnrccer Ia clase muy teénca y fomml pcro contmno alo

: ‘que muchos pensarian cl mtcn.s dcl grupo s mostraba dla con dla mayor, .odo el mundo aslstla a
esn matcm. cl profcsor nmponia, pcro con todo 'y ¢s0, la clase cra muy amma, al ﬁnahmr el curso o |

‘ muchos sahmos con dudas o cuamo ala apllcacién del curso cn donde ibamos a aplxcar Las

Al buscar i un tuna parn mi tcsmn rccordé aqucl curso de Sistcmas Dmmmcos plaﬂcando con ml IO
; formada de Founer, «.l o

profcsor mc rccomcndo leer sobn. la Trasfommda Rﬁplda dc Founcr y sus aphcacloncs, escognmos »

: .dusarrollar un programa para la Trasformada Rnp:da de Fourlcr usando Flltros Dlgltnles, losf‘ o




Al leer sobre Filtros Digitales, me sorprendi al ver el campo de aplicaciones tan amplio que abarca
: actualmente se utilizan los Filtros Digitales cn los Elcctrocardiogramas, para aislar los sonidos de
los demds musculos que se encuentran alrededor del corazon, con lo cual se logra mcjores
resultados cn el estudio del corazon; también cn la medicing, los ultrasonidos han sido de gran
utilidad, aqui los filtros (circuitos integrados) aislan la resonancia mas tenue, lo cual da como
resultado una mejor vision de los érganos; en Ia television y cine cuando s tiencn problemas con la
recepeion de la seiial, los téenicos ntilizan filtros (aparatos electrdnicos) con las cuales aislan las
ondas scnoidales de las coscnoidales para tener una mejer vision de la imagen; en ¢l campo de la
metcorologia, los cientificos pueden realizar predicciones en cuanto a lag condiciones del clima,
utilizando filtros més cspeeificos (software), donde yo trabajo es un Centro de Servicios ¢n
Hojalata nos dedicamos a cortar hojalata cn rollo- y cuadro a ciertas medidas dependiendo la
necesidad del cliente, se cuenta con un dparalo llamado detector de Calibres, lo que realiza ol
Detector de Calibres cs separar las hojas que tiencn-un espesor difercnte al cual se le indien, al
comenzar a utilizarlo se Ie programa para que trabaje con un'cierto espesor de hoja y se le da una
tolerancia de £ 0,005 de puvlgadn, por ejemplo: s¢ Ic programa para aceptar hoj:i con un espesor de
0.088"y el.aparato va a dejar pasar hoja con espcsor‘dc 0.0083"a 0.093"y las hdjaé que estén fuer

de este rango las coloca en atro recibidor de hoja, este aparato s otro ejemplo de F iltros Digitales.

Lo que a continuacién se mucstra es un pcqucﬂo cstudno de lo que son los I‘ nltros Dlgltalus y la

“Transformada Raplda de Fourier, t.sta tesina no cs tal vez lo mmumo en filtros y Transformadn
Ripida de Fourier, pero puedc scmr de mtroducenén para aquellos quc dcsean conoccr mis all.’x de: ’
estos cmceptos Una de lag dnﬁcultades que se tiene en ¢l cstudw de estos tcmas csla falta dc L
‘bnbllognﬂa en cspaﬁol dado que la mavoria de los tcxtos se encuuntmn cn ingles lo cual podna ser
un obstaculo para e esmdlo, el progrnma que.se rcahzo, resuelvc la Transformada Réplda de _'
Fouricr, cste pmgrama ma ccho en Pnscal se quc 10 ¢s Io mas usual on el medxo pero dado las’
xc.arcncnas para adqumr otro soﬂwarc (Th urbo ¢, C+tu otro) opte usar csw, pcro este programa e
: puedc unlmr t.n Lenguaje C compuléndolo nucvamcnte. Este tcma puede ser muy abundame e‘;(
| mtcresnntc, falta de algun modo tcncr mas mfonnacnon nccrca de: donde y como se puedu adqumr
este tlpo de mfonmcwn. asl como qulencs son log crudltos ch cstos tcmas aqui en cl Pals. para
'podcr platlcnry quc asu vez nos aconscjaréu lo que se podria cstudlar y rcalmr, todo encummadozl
para un mcjor aprovcchmucmo dc todos los conccptos ¥ que sc pucda contnbulr e algo por blcn o

“de mu,sln Umvcrsndad y porque no por el Pais =
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L- ANALISIS DE SENALES,

1.1 .- Anilisis de Seiiales.

Muchas de las seiiales que encontramos son analdgicas por naturaleza, esto es, las seifales son
funciones de variable continua: en muchos casos, como el tiempo y espitcio, usualmente toman un
rango de valores continuo. Estas sefiales pueden ser procesadas directamente por — sistemas
analogicos apropiados tales como filtros, analizadores de frecuencia o multiplicadores de
frecuencia, para la propucsta de cambio de sus caracteristicas o extraccion de algin ruido. En estos
casos decimos que la seital ha sido procesada directamente y ¢s nna forma analogica; tanto [a seiial
de entrada como la seffal de salida son formas analdgicas.

El Procesamicnto Digital de Sefales ataile a la sustitueion de elementos analogicos, tales como
amplitudes, moduladores y filtros; las ondas que deben ser procesadas son filtradas, después
convertidas a representaciones digitales, para finalmente regresarlas a su forma original, El
procesamicnto digital de seffales provee un método alternativo para el procesamiento de seilalcs
analogicas. El desarrollo de procesamientos digitales, es una necesidad para una interfase cntre
sefiaks analdgicas y procesadores digitales. ‘Esta interfasc es Ilamada Convertidor Analégico

Digital (A/D). La salida del convertidor es una scifal digital que cs apropiada para un Procesador
Digital,

s smaL
DIAMAL voTAL
ENTRADA PROCESAROR | SALDA a1 PROX ; BiA. | sama
| ANALOGICO ey —P b DlarAL P
B oo | e . . |_oesmiuzs i
Annocc ANALOGICA |+ ANALORCA 3 - WA ASwtich
PROCLSAMUENTD ANALIGICO DE SENALLS IROCEAAMINTO DIGITAL DE SEAALES

l i1.- Vemajas del Procemmlemo Dtglral sobre elAnalégrco

Un sistemaDigital ngrmnablc permnc flexibilidad - en rcconﬂgumr las' opcrncloncs dcl.‘]

- Procesamicnto Digital de Sefiales simplifi cando y cambiando ¢l progiama; la rcconﬁguraclbn cn,

Sistemas’ Analdgicos usualmemc implica un rcdxseﬂo del hardware, probando y verificando las

‘seﬁales apropiadas. ‘E! Procesamiento- Digital provee un -mejor-control. d¢ las necesidades de - -

precision, Las toleranciag en los componentes de los circuitos aualéglcos los hacen extremadaiicite -
dificiles para ¢! rediscilo de sistetnas y para controlar la exactitud de U sistema de Proccsmmento :

cxacmud

Un dlseﬁo azmlégxco se dctcnom con'el tlempo y solo (] controlablc en una base est{mca Con un

. Sistema Dlgual Progrmn:xblc el disefladar construye un sxstcma analéglco con cicrta degradnmon lo gt

cual provoca la pérdida de la informacion. La cuanuﬁcnelén es ¢l proceso de representacion de una
nuestra nnaloucn porel mvd mas cercano que corresponde cxactamentc a una escala mtcgral

aloglco de Sefales. Un sistema dlgnal provce mucho mejor contml de los. requenmlcmos dc - '



1.2 .- Muestreo

La mayoria de las scfiales que son procesadas con filtros digitales tictien su origen como una
sciial analogica antes de que sean procesadas por un filtro digital.

Este proceso de convertir una scfial analdgica en otra digital constituye una parte fundamental en
la mayoria de los sistemas de filtraje digital. El Convertidor Analdgico Digital se responsabiliza de
tomar muestras de la sefial a lo largo de la variable independiente (usualmente el tiempo) y también
de muestrear la amplitud de la sefial. La variable independiente requiere ser muestrada debido a
que cl proceso de mucstreo debe convertir Ia variable independiente continua de la sefial analégica
alos indices discretos de la sedal digital. La amplitud también debe ser mucstrada, en razén de que
la mayoria de los filtros son implementados sobre computadoras analdgicas que no pucden
representar a los nimeros con una preeision arbitraria. A este proceso se lo conoce como ¢rror de
cuantizacion, ¢l cual proveca un cierto grado de incertidumbre cn la representacion, que
internamente genera la computadora de los datos.

El convertidor analégico-digital mucstrea la scital analogica a lo largo dc su variable
independiente, cvaludndola en valores discretos de esta variable y asignandole los valores
cuantizados a los elementos succsivos de Ia secuencia digital: En gencral la seffal analdgica es

mucstrada a una variable fija, de modo que las mucstras queden igualmente espaciadas a lo largo -

de esta variable independicnte.” Al espaciamicnto’ entre lag mucstras se denomina. el periodo de
muestreo, lo denotamos con T, ¢l k-ésimo elemento de ln sccuencm dxgltal corresponderd a la seial
cunnhzada enel i mstantc kT+(0), estoes :

‘(k) Q{\(kT o

El opcmdcr Qf} representa el proceso de cuanuzacnon y t(0) cl valor de Ia variable independiente
cuando ¢l clemento O-ésimo - fuc  tomado. “E) proceso de’ muestreo lo podemos ilustrar: a
. continuacion, en donde las Hneas horizontales denotan los valores que pueden ser rcpresemados por' .
la computadora digital y las lineas verticales a los valores de- la. vanable independiente cuando las
muestras’ son tomadas. 'EF k<¢simo «.lememo de’[a “secucncia dlgmll queda determinado por- la - -
interseccion de la-k-¢sima tinca verticai y' Ia linea-horizontal mis, proxima al valor de la sefal
- analdgica en el tiempokT +T(0). La secucncia dlgnml resultante no represcnta en forma ‘totalmente S
exacta a 1a sefial analdgica debido a los valores imprecisos ¢ de las amplltudes de Ia scital analéglca, :

npresenmndo ala seﬂnl amléglca sélocn algunos valorcs desu vanable mdcpendxcntc

s L : 'f
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yes det' nida como um opemuon amménca B

Las sefalcs analogicas que varian lentamente pucden ser representadas muy aproximadamente
como sefiales digitales derivadas a pantir de velocidades de muestreo bajas, cn tanto las sefiales que
varian rapidamente requicren de velocidades de muestreo superiores.

A manera de ilustracion, ¢l mucstreo de una seffal coseno analogica puede generar ambigiiedad,
debido a que ¢s posible para clos sefiales analogicas de distintas frecuencias gencrar sedales
digitales idénticas. Por ejemplo, las sefiates analdgicas de frecuencia w y w+2a/T proporcionaran
la misma scfial digital. A este proceso se le conoce como aliasing, ya quc por ef efecto del proceso
de muestreo sobre seiales coseno de difercntes frecuencias, se podria asumir la misma imagen
digital. Para prevenir tal efecto de aliasing ¢! periodo de muestreo debe ser suficientemente
pequefio para acomodar las variaciones en la seflal analdgica,

Una flimitacion préctica cs I velocidad de operacion de fos convertidores A/D y de las formas del
Procesamicnto Digihl de Sedlales, lo cual es fogrado a través de la muestra de seiiales v fa
cuantificacion de [a misma, resultando una dlstorsmn, que nos impide reconstruir Ja sefial analdgica
original de la muestra cuantificada.

1.3 .- Respuesta 'de un Sistema en la Frecuencia

Resulta ocioso buscar una funcién que sea tolalmente maltcrada cuando pasa por un sistema,
pues aunguc tal funcién existe, la funcion cero, xk = 0, no resulta de ninguna wtilidad particular.
De este modo ef grupo de-funciones en el que estamos pensando debe ser minimamente afectado
por cualquicr sistema, es decir, se trata de funciones que son escaladas por una constante cuando
pasan por el sistema, Una de_tales funcloncs L llamada una ugcnfunclon y la constants d

‘ cscalamlcmo un eigenvalor,

La funcidn digital ek ¢s una exgcnﬁmclon de unisistema.si y. sélo si fa salida resultame dc In

aplicacion de ek n fa entrada del sistema ¢s ka misma funcién ck, muluphcada por una canstante, fa -

constantc ¢s ¢ eigenvalor A, y es una funcion de la eigenfunmén particular y ¢ del sistema, Debldo a

~'que la entrada y [a salida estdn relacionados por la sumatoria’de convolucién de la respuuta ;
’ lmpulswa, hk, con la emrada,unaelgcnﬁmclén debe satisfacer Ia relacxén

M* zhl(,k-\ :

Supongase que h(t) y x(t) son contmuas o una funclén en Ll ucmpo. La convolumén dc h(t) y "; )

x(l) estd rcpfcsenmda por

ym h(t) ’ x(t)

ym= hm CYDIT




Para evaluar la convolucion de 2 funciones en un ticmpo cn particular t, ¢s necesario multiplicar
una de las funciones con la conversion anterior de Ia otra funcion (un instante antes), y determinar
el drea resultante. Este proccso se muestra en la fig. siguiente, para x(t) sicndo la funcion rect [(t -
TI2)/'T} y h(t) siendo una funcion cerrada de una longitd T,

NI N S

hit) X(t- ¥} ) x(-1}

120 (82}

Repitiendo ¢l proceso para toda t y determinando ¢l dsea sobre el tiempo, y(t) es una variable
complcja, Nétese que la convolucion siempre invoea una mancha faera de las ondas que fucron
convolucionadas, fa amplitud del resultado corresponde a la suma de las amplitedes de la

mnm» A\ > T\ > T\ >?\ »T\ >
AL b b it

B TR N NN ﬁ_,\._i__,_f

BT e wT wse mITR T

En otras palabras la convolicien de una funcion (1) con un impulso de longitﬁd A wsicldhadd o

Cent=t, simplemente r n:posmona la funcién de entrada x(1) en la’ locahdad del |mpnlso con escala e -
~ A. La salida de un filtro cn particular, es posible computarla para cunlqutcr entrada dada; stn” .
. embargo siempre cxisten algunas entradas qie ‘Tepresentan mayor intérés que otras; la secnencia

impulsiva que vista en forma digital és una entrada @ dlferenma de s commpanc ana!égma) quc
eslen cl lndaec 0) 0 de olra mancm : ‘

e b sik=0
e 6k= 0 de otra manera -




La respuesta impulsiva dc un filtro es por definicidn, su salida cuando la entrada es un impulso,
¢l escaldn discreto es | para indices positivos (incluyendo ¢ 0) y 0 para indices negativos :

Lsik>0
0 de otra manera

v cuando este escalén es presentado como la cntrada de un filtro, la salida del mismo es referida
conto la respuesta escalon del filtro.

Eigenvalor

Eigenfuncion

e —bP | SISTEMA |—P he,

1.4.- Concepto de Filtro v

Un filtro e5 una caja negra con un conjunto de entradas y salidas. La caja contienc alguna forma’

de procesamicnto que genera las salidas a partir de las catradas, En general cxisten: dos fuertes
motivaciones para cjecutar operaciones de filtraje; una cs la de mejorur la calidad de las entradas,
la otra es ¢l procesamicnto 0 extraccion de informacion a pamr dc las cmradzm A commuacl(m s¢
mencionaran dos ejcmplos de uuhzaclén ' ‘

a) El elcctfocardsograma (EKG) es una nnportame hemmlema en cl dmgnosm.o y tratamxentc de'
los problemas cardiacos. La seflal EKG es simplemente cl potenclal eléctrico generado por fos -
latidos del corazém; a pamr de esta representacion cléctrica, ¢l especialista puede inferir muchas - e
‘cond:cmnes asociadas con el desorden cardiaco. Todos los muscilos, no solo el corazén, generan oAl
potenciales eléctricos; este ruido no es de utilidad ¢ interficre con ¢l dnagnbsnm' por-lo que es-de .
‘mucha utilidad un filtro que remueva o que por Io mcnos atentic ln componcnte de ruido muscular i
‘enla sel'ial dcl cleclrocardlogranm ’

COrazén & e |
0 EKG"‘ ,FlLTROU f‘-‘-"‘EKG.;g
~Musculo/' e : B

' v‘b) Es uuestro proposuo constmlr una estacnon meteorolbgtca aulom.‘mca en la quc, vxsta como un “: S
- filtro,” s¢- pronostique el clima, Ia temperatura, ‘el viento y fa l[uvxa de ‘maftana_a partir de -
; 'mcdlcmncs de la tempcmtura. viento, lluvm y presxon bnrométnca antenores. En esta aphcneléu;‘

o




asumimos que todas las mediciones (entradas) son exactas, de modo que no hay razén para
filtrarlas para mejorar la calidad de las mismas. El \nico propasito del filtro, en este caso, es
extracr informacion a partir de los datos.

VIENTO J—— VIENTO
LLUVIA [E—— r LLUVIA
TEMPERATURA ] FILTRO TEMPERATURA
NUBOSIDAD NUBOSIDAD
CLIMA
PASADO PRONOSTICADO

1.5.- Tipos de Filtros

1.5.1 .-Tipos de Filtros

~ Como se sabe un filtro es un proceso de catradas y salidas, por cstas mismas caracteristicas

existen dos tipos de filtro: los Filtros Analdgicos y los Filtros Digitales. Log filtros analégicos
difiren de los digitales por la naturaleza de la entrada y la salida. Un filtro analégico procesa
entradas analogicas y genera salidas analégicas; ¢n tanto'que un filtro digital procesa y- genera - -
datos digitales. Los filtros analdgicos estan basados en la relacion de las opcraclones matemiticas
de diferenciacion ¢ integracion; cn tanto que Ios ﬁltros dnglta!es sélo rcqumrcn desarrollar»»
operaciones de suma, multlpllcactén y rctardoA

La mayoria de las sefiales se rcpmsentan en térmmos du dos vannbles, una dt,pendlentc yl la otra

indcpendiente; la variable dependiente representara al dato, en tanto que la variable ‘independicnte
representa el orden de este dato. La “informacion analogica: es caracterizada ‘por una variable"
, md«.pendnentc contmua que puede tomar cualquier valor, en tanto: que la; informacion digital se Sl
g caractcnza por una vanablc indepcndlentc dlscreta que sblo puede tomar detenmnados valores

: En resumen - los datos dngnales son caractenzados por uny vanable mdcpendnente discreta,
Algunos datos son digitales de modo natural, sin embargo,*todos los tipos de datos pueden ser
convertidos a un formato digital, restringiendo 10s valores dé la variable mdepcndxeme Los filiros’

digitales, operan exclusivamente ‘sobre entradas dlgltales y. generan salidas digitales, ‘Los datos 0 i

-~ informacton digital son rcprcsemados COINO-UNA Secuencia dc numems ordenados. csm sccuencmf s

puLde ser ﬁmm con indlccs y fin arbltranos

\J,\a,\s‘ ,‘lu

0 puedm lmctar en algun punto arbmano y connnuar para sncmpre

: x:g,xls,xxo,.., B

N 16 ‘,y




la sceuencia de datos mds general ticne su punto de partida en el menos infinito y continia por
siempre hasta ¢l més infinito :

XL, N0 X,
; En resumen los datos digitales son representados por una seenencia ordenada, La scevencia ¢s
' indizada por enteros y cualquier elemento de esta secuencia ordenada es denotado por x (indice).
Estos indices pueden requerir un intervalo de valores finito o infinito,
1.3.2.-Caracieristicas de los Filtros Digiales
(1) El procesamiento de un filtro digital es DISCRETO en el tiempo. Las operaciones,

- entrada/procesamiento/salida, vequieren un ticmpo finito para completarse; de esta manera ¢l
filtrado no puede ser continuo,

. N - ’ nnnnn \)( T >< ~~~~~~ >< .—“*}

{ tiempo continuo tiempo discreto . ‘

: (2) E! procesamicnto de un filtro digital ¢s Discreto cn sus datos: Las operaciones,

! entrada/procesamiento/salida, tienen una resolucidn finita (digitos o bits fijos); de esta manera no

| pueden ser continuos. . ‘

I L memme e o ‘x’xXxxxx R :

; - - Xk xx‘x; LA

{ R . XX XXX
~ Datos continuos -+~ - : o Dalos discrclos

1.5.3 - Dominios _pdrh el eﬁﬂgdla de Filtros .

Lo filtros dlgnalm 5¢ pueden estudmr en el dom:mo analéglco 5, t.n Ll dommjo d)gnal z, t,n cl

T T dom:mo dela frecuencmf yencl domm:o dcl hcmpot ‘ B
. . |
L - Dominios - fComoseespcclfcaunﬁltro analdglco e
Lo ~ Dominioz - Cémo s¢ implementa un filtro digital, : i
" Dominio f e Como analizar un ﬂltro analogico 0'tin fmro dsgnal ;
 Dominigt - ,‘._,_Comovenﬁcnr un ﬁltro dlgnal T :
: .
o ,Adcmés o8 posxblc Operar las szguientcs transfomlacmnes emrc ©508 cuatro dommxos '_ ) 5
,;; ‘ s Convxcne un ﬂlt:o analéglcoo.un ﬁltro dtgual equwalcn:cg, & ‘
‘ coef Computa fa rcspuesta en frccucncm de uit ﬂltro analogaca. : 1

o
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Computa la respuesta en frecuencia de un filtro digital.
Mide la respuesta en frecuencia de un filtro digital.
cvalia la respuesta en tiempo de un filtro digital,







2. -FILTROS DIGITALES

2.1, Diseito de Filtros con andlisis de Fourier,

La respuesta ¢n frecuencia de un sistema discreto lineal ¢ invariante cn tiempo cs periddica con
periodo 27; v Ia respucsta en frecuencia H(e®) y Ia respucsta impulsiva hn) estin relacionadas por

neto

H(ejwT) = ZhnT) ¢™..(1)

para un sistema causal no recussivo, como:

ksl
y(n)= 2 bux(n-k) - - o (2)

sabemos que cuando ia cutrada ¢s x(n) = é“ c.ntonccs la respuesta en estado estacionario queda
espegificada por : :

we)=d® B L)
dondc ¢™esla e:genfuncuén y H(e" ¢s ¢l eigenvalor asociado. Susmuyeudo la ec. (3) en ci Indo :
izquierdo du Iace. () y x(n) =" cn el lado dcrccl\o, obtcncmos la rcspu:sta en Ia fmucncla Vv

ne L

H(e‘") ='z bnc“““ ;‘-...‘(4) |
: : i ‘o, B :

Por otro lado al CSCl'lbll‘ faec. { 1) paraun filtro causal csto cs, h(n) =0 para u<0 con un numero :
ﬁmto dc retardos L, (cndremos quc pn g :

n-l.

H(e"’) zn@kﬂ RO

ysi comparnmos con la cc (4) tenemos !

b= b.. e

Ia cual establcce quc los valores de Ia respucsta 1mpu|snva h(n) son lguales a los coeﬁcwntes bn en TR
- Ia écuncion diferericial en el sistema para un filtro mio recursivo. Al disefar filtras iniciamos con ls S
'espcclﬁcamoues de fa tespuesta en frecuencin descada- y la dclermmacl()n de los coeficientes del

filtra bo, b, ..., bu; laec; (1) dald relacion para la respucsta en fmcuencm He® en términos de los

- coeficientes del filtro h(n); sin embargo, requerimos de una c‘presmn pam los ccx.ﬁctemcs dcl ﬂltro i
: cnténnmosdelnrespuestacn frecuuncm, COMO: . F

Oo*r:n

. ﬂnoo

- w .




la ec. (7) junto con la (1) constituyen e par de transformadas de Fourier, esto cs, si conocemos Hie
%), la otra parte del par podemos determinarla usando la sig, ec. con 6o = -p

n= rd
H(e")—z hn)e® & h(n)-l j He®ede  ..(8)
stntesis andlisis

la ecuacion para H(¢"® ) ¢s conocida como expresion de sintesis debido a que la respuesta
en frecuencia es sintetizada a partir de la suma de los coeficientes de un nimero infinito de
exponenciales complejos e, n= 0, I, ... Por otro lado la ecuacion para los cocficientes hin) s
ung expresion de andlisis y- ¢l drea bajo la curva determina las h(n) para todos los valores
correspondientes de n. Para una scilal analogica muestreada, cl par lo podemos denotar como :

nsto o wi2
He) =2 h@T)e™ & hT)= 1 |,, HET) ™ dw ..(10)
ne b Wi

donde s = 2pfs = 2n/T ¢s la frceucncia de muestreo en rad/s. De cste modo, el disefio de un filtro
digital lo podcmos realizar con cl siguiente procedimiento :

. Detenminar ia respuesta en frecucncm para H(e’“) Ia cual es obtenida para la aplicacion particular

del filtro,

Determinar !a rcspuesta impulsiva h(n), la cual produco In respuusta on frccucncm dcseada on
otras palabras encontrar los valorcs de h(n) en la ec. (7. : ‘

Modificar fa respuesta 1mpulswn h(n) para ohtcncr un ﬁltro précnco. enla . (8) vemos que para

S produclr la respucsta en frecuencia h(¢) se requiere un nimero infinito de valores para h(n). Esto‘

¢s 1mpricuco v, por lo tanlo. h(n) dcbe ser (runcuda aun numcro razonable dc tcrmmos -

; Implcmcntar cl ﬁltro dlg\tal con un programa aproplado de compu!adora 0 un clrculto mtcgrndo

22 mn«rp_rﬁi'ngjhs'-_ |

o Hl ﬁltro dc pasa bnjas pemute sélo el paso de frccucncla bajas dc una scﬂal de entrada que pasa a .
" través dql filtro. Estc ﬁltro esel mns nmponante de todps, ya. que prcsenta un buen r«.chazo al -

ruldo

Lamnci&"de-:raﬁgfezcncia'del, filtro digital en o donisio deses:

B

(wstl)

i




Las ecuaciones del filtro digital en ¢l dominio de z son :

(1) Adelanto rectangular Sal = Sals + (Ent - Sals)*dt/(dt+1)
(2) Retraso rectangular Sal = Sals + (Ent - Sals)*dt/t
(3) Trapezoide Sal = Sals +(Ent + Ents - Sals - Sals) * dt /(d¢ + 2t)

El filtro de pasa bajas trapezoidal normalmente proporciona los mejores resuftados, ¢l filtro pasa
bajas de adelanto rectangular cs ¢l mas ficil de implementar, En resumen, cuando t es mucho
mayor que dt, el término dt/(dt + 7 ) en la ccuacion del filtro se podrd aproximar por dt/t; cl
resultado sera Sal = Sals + (Ent - Sats)*dt/t que ¢s ¢l filtro de pasa bajas mas practico,

Ademas la multiplicacion se¢ puede aproximar haciendo "un desplazamicnto a la derecha en un
compositor digital para aumentar Ia velocidad en el proceso de filtrado.

2.3 - Filtro Pasa Altas

El filtro pasa altas permite Gnicamente ¢l paso de sciiales de frecuencia alta, y es lo opucsto al
filtro pasa bajas; la diferencia de este filtro con respecto al pasa bajas es-que es muy sensible al
ruido. El principal uso de los filtros pnsn altas es ¢l de remocion dci error por ajuste en una seiial.

La f‘unclon de transferencia en cl dominio de § es 15/(ts + 1), Las ecuac:ones dlgltales en el

. dommlo dozson:

(1) Adelanto rectangular : Sal = (Sals+Ent Ents)'t‘/(dtﬁ) |
*(2) Retraso rectangular: Sal =Sals * (t ~di/t + (Ent - Ents) ~
(3)Trnpezbidnl Sal *Sats‘(Zr dt)/(21 dt)‘(Ent Ents)‘Zt/(ZHdl)

B En el domlmo des, ¢l filtro pasa altas = | - filtro pasa bzuas

R 115/(ts+.l)=‘l - i/(rs+ n

L :“ % :




En ¢l dominio del tiempo un filtro pasa altas s¢ pucde construir utilizando un filtro pasa bajas con
la misma constante t, como s¢ muestra :

ENTRADA + SALIDA DE
UNFILTRO

| 7
L PASA BAJAS __J ) PASA ALTAS

En aplicaciones reales,  debera ser mucho mayor que dt.

2.4 .- Filtro Pasa Banda

Los filtros pasa banda sélo permiten ¢l paso de seffales de media frecuencia. La banda de paso de
estos filtros se¢ disefia para ser muy estrecha, de tal manera que solamente sean reconocidas y
puedan pasar las frecucncias estables. estos filtros gencralimente s usan para gencrar una banda
estrecha de ruido en una banda ruidosa, Una banda estrecha de ruido es un tipo de riido que
contiene-componentes de frecuencia en una banda de frecuencia angosta; este ruido se observa
como una onda scnoidal, pero su fasc y magnitud cambian repentinamente. La funcién de
transferencia en ¢l dominiode ses :

dnfi*k*s

S +nf * k * 5+ (2nf)

En ¢l ajuste del filtro se realizan los siguicntcs pasos g

1. Seleccionar la banda media de la frecuencia £ ,
~'2. Seleccionar k para controlar la rcspucsta en frectencia del ﬁltro

A medida quevsc dlsmmuyc el_ valor dek, :la respucsta serd mds nguda.ﬂk '

Caracieristicas | Frécue'néia‘ | Ganancia | " Fase

© bandaderechazo | < | . <l | adelantada
‘cemmdelabandndepaso =fc ol .0 :

bandadctcchazo e >l defnséd;i"'




cocficientes. Notamos que los valores pico cerca de la discontinuidad en ambas graficas son

aproximadaniente de 1.09.
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2.5.- Fenémeno de Gibbs

El fenomeno de Gibbs cs muy importante en la teoria de filtros, La magnitud en la respucsta en
frecuencia para un filtro ideal pasa bajas (fase cero) la observamos cn fa siguientc fig. y el par
apropiado de la serie de Fouricr es :

[
hp)=1_ fc™®dp = ) senmbc) n=0,h 2, ..,
21 0c nn

con
na+¥

HE®)= % h(n)e®
n=.¥

IH(cjo)l

“@n-0g ¢ Poc -0c  m-0c

la rcspuesta en frecuéncia de la'ﬁg. 1o pucde ser realizada por la ecuacion 2 por dos razones :

Primero, no podemos implementar un filtro con un numcro mfuuto de términos como se¢ requncre en
la ecuacién de sintesis para H(e®) ‘

: chundo cuando existe dlscommmdad en la grafica de magnitud como en Ia dela ﬁgum y aunquo,

usemos un niimero infinito de términos, no scrﬁ lmposlblc obtcner I respuc.sta en ﬁccucncm para

' 'estas discontinuidades;

Para. ﬁltros de alto orden snempre habm un sobrc tiro de nproxxmadmncnte 8.95 % cerca de wna :

discontinuidad, a esto se e conoce comd Fendmeno de Gibbs. Este efecto puede verse claramente L

en la sig. ﬁgum donde s¢ mucstra Ja apro)umaclén de Fourier pam ﬁltros pasa bajas con 101 Yoo

M
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3.- TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER
3,1.- Transformada Discreta de Fourier

E! desarrollo del par de Transformadas Discretas de Fourier, ¢s solo necesario para derivar la
relacion matematica de los resultados, con cada una de las modificaciones requeridas como : el
dominio en el tiempo de la muestra, truncacion y ¢l dominio en la frecucncia muestrada,

Considere el par de Transformadas de Fourier de la fig. (a). Para discretizar estc par de
transformadas, primero es necesario muestrear la onda h(t), el mucstreo puede escribirse como
h(t)Ao(t) donde Ao(t) es el dominio en el tiempo de la funcion muestreada (fig. b). El intervalo del
muestreo es T, la funcion puede representarse asi ;

¥
h(t)Ao(t) ='1‘l(t) % 8(1-kT)
R

¥

- £ WD) BUKT) v m

K= ¥

El resultado dc esta multiplicacién puede observarse en Ja fig.(c), ndtese que el efecto de aliasing

. ¢s resultado de T. Después Ia funcion muestreada es truncada por multiplicacion con el rectingulo

de la funcion x(t), fig.(d).

_ I -T/2<t_<To-T2
X(t)=.< . _

by

0 enotrocaso ... )

dondc Toesla duracién de la funcxén tmncada Una pregunta obwa sobre este punto es 1,Porqué
la funcion' rcctnngular X(t) no esth centrada en cero'o en Tw2? El centro de’ x(t) en cero es aludido’

" por problemas de notacién. La razén para no centrar Ia funcién rectangular en to/2 8¢ puede volver

obvia en cl snguxentc plantcumento tmncando los campos

h(t)AO(t)‘((t) [E h(kT) S(t-k'l')]x(t)

' m'-- o
o '»_V.~E h(km(tm I ‘(3)1

donde ha sndo asuuudo que hay N funclones unpulso equidlstantes falsas demro del mlervalo JATANIN
truncado. que es 'N=ToT, El ejemplo de la onda’ truncada y su Tmfommda ‘de Fourier son
ilustradas en la fig. (¢). Comoencl ejemplo anterior, la lruncaclén en el domuno del uempo rcsulta g e
! una ondulncxéncneldomnuodclnﬁecuencm S : ‘ N

27




I » @ 1 >

. L
T

h®Ao() [0 *Ach
O ‘ .
(© >
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El paso final en la modificacion del par de Transformadas de Fourier originales, es mostrar la
Transformada de Fourier de la ec. (3) en ¢l dominio del tiempo, este producto es equivalente a
convolucionar la onda truncada mostrada en la ce. (3) y la funcion tiempo AL(t), ilustrada en la fig.
(f). La funcidén AL(t) esta dada por :

v
Al()=TOZ §(t-rTO) ...... )
kY

La relacion descada es {h(t)Ao(t)x(t)]AL(t) por lo tanto
Nt ¥
[h(hhAo()x(n]*Al(t) =[ L h(kt) 5(t-KT)) * [ToZ & (t-rTo)|
k=0 =¥

N4
= ...+ To & hkt)5(t+To-kT)
K=0

N
~ +To Z h(kt)d(t-kT)
Ke0

Nl v
‘o +To Z h(kT)8(t-TokT)+... (5)

Nétese que cs una funcwn periddica con periodo To. En una notacin . mas compacta que se

‘ puedt. escribir como :

¥oONd

ht)=To X [Z hkT)d(tKT-rTo)] ...(6)
kac¥ K=0 .

- . -

Se escogid la notacién do h(t) para decir que esum aproxlmactén dc. hit). Nétesc que el rcsultado : ,

de la convolucién ec. (6) ¢s una funcién periédica‘con periodo To, cl cual estd formado de N
muestras. Si la funcion rectangular ha sido escogida, tal valor muestreado coiicide con ef altirno-
punto de la funcion rectangular, la convolucién de la funcién rectangular con lmpulsos espaclados

*encl intervalo To, pucde resultar un ahasing en ¢l dominio del tiempo. Esto es el punto N'deun

~ periodo pucde coincidir con (y sumarse a) ¢l primer punto de} s:gulentc periodd. Para‘estar seguro .

- quecl aliasing cn el dominio del tiempo no ocuri, es necesario escoger ef intervalo de truncacién -
~(fig. d), nétese que.los puntos finales de la funcién de truncacién mienten en el punto medlo de dos L
'valorcs muestreados adyacentes penniucndo cl nllasmg enel dommio del tlempo) '

H(nfl‘O) zans(r-nfo) ro'= .m, oI
'dondc ' i :

RO - i '
a..=|rroI h(t)e"’""’"' dt n*Otl£2 (s)

i La Transfonnada & Founcr dc ina funclén penédxca h(t) es una. secucncla de lmpulsos " Lt :
equldlstantes ATENTY ; : .



Substituyendo a (ec. 6) en 1a (cc. 8) se tienc
ToT2 ¥ NI

au=l/TofTo T T hKT) S(kT-rTole #%

Tl’ =% K

la integracion es solo sobre un periodo, entonces :

To T2 N4

an= g I h(KT)S(KT)e togy
K=0

i Ne} ToT/2
a = 2 WKT) [, €™TB(-KT)dt
K=0
N-t
= I h(kT) ¢ T wl9)
K=0

_como To=NT, la cc.(_9) puede reéscribirsc como

N
an= I h(kT)¢ V™ p=xl, iZ (10)
K=0

"y la transformada dc Fou'rier de ia ec. (6)es:

¥ N-l. L o ‘ ‘
HONT)=Z T . hkT)ed®s ()
n= ¥ K=0 ' R

v Con una evaluacnon precipitada dc la ec(11) noes obvno que Ia transfonmda de Founer.
HONT) no es periddica, como s¢ itustra en la fig, (g), porque hay sblo N distintos valores . j

! ‘ ‘complcjos compumbles de laee. (11). Pnra establecer este factor haremos n=r donde r es un entero‘ PR

L : ; arbltrano, entonccs : SR R el

H(r/KT) 42 h(k'l‘)c""""“ [N () e

'Ahora n=r + N nétcse que

: :l_u.j;',k(i';:w-: = ve“’v"“"" Q’jz’“‘, o .

B v.'é‘c;llﬂi“m R (e




donde ¢™ = cos(2pk) - jsen(2pk)=1 para k tomando valores enteros. Esto paran=r+N

N
H(r+N) =X hkeelmso+n
NT K=0

N1
= I hkT)e o
K=0

= H(r)
NT (14)

Por lo tanto, hay sélo N: i/alorcs distintos los cuales (cc. 1) pueden ser valuados; H(n/NT) es

periodica con un pcnodo de N muestras. La transformada de Fourier pucde expresarse también
como ; .

N '
H(n )= I h(kT)e?™N n=0,1,..,N-1..(15)
NT ke :

Laec. (15) es la transformada de Fourier descada; la expresion tiene N muesiras de tiempo y N
muestras de frecuencia por [a forma continua de Ia Transformada de Fourier. Si s¢ asume que las
N muestras de la funcién original h(t) es un periodo de la onda periddica, |a- transformada de -
Fourier de esta funcion periodica esta dada por las N muestras computadas (cc. 15). La notacion

H(NT) ¢s usada para indicar que la transformada de Fourier dnscrcta o una aproxnmacldn ala- S
v transfonnndn de Fourier continua, Normalmente se escnbe ‘

A e
G(n)= I gkheren nfo,‘l.¢..,N*l-...(l6)*

N'l'»‘m‘)_

* donde la transformada de Fqun'_é_fdp la t‘;m’ci@ periédica muestrada g(kT) es idéﬁtiba_a G(n!N’l) o




3.2.- Transformada Ripida

Considére la transformada discreta de Fourier

N-1
Xm)= T x0(k) ™™ 1=0,1,...N-1 ..(1)
N=0

donde tenemos que reemplazar kT pork y wNT por n para conveniencias de notacion. Notemos

que (cc. 1) describe N ccuaciones computables. Por cjemplo si N=4 y si permitimos que
W =giWN - {2)

entonces Ja ee, (1) puede cseribirse como :

X(0) = x0(0) Wo + X0(1) Wo + x0(2) Wo + x0(3)Wb

X(1) = x0(0) Wo + X0¢1) Wi +x0(3) W2 + x0(3)W3

X(2) = x0(0) Wa + X0(1) W2 + x0(3) W4 + x0(3)W6 ...(3)

X(3) = x0(0) Wo + X0(1) W3 + x0(3) W +x0(3) Wy

La ec. (3) puedc ser mas ficil representéndela en fonna de mamz :

X(o) Wo. Wo  ‘Wo  Woj o Xo(0)

X(W | = Wo Wt Wi W3 Xo(1)

X i W W2 Wi We Xo) |

X : Wo W3 We  Wo K Xu(a)_ <4
y Mis COMpaCto como: F

k(n)’?wﬂ X0 .5)

Exammnndo la . (4) revela que W y posnblemente x0(k) son complcjas, cntoncl's Nl es una . k

multiplicacion complcja y (N)(N l) ¢s una adxcnén compleja ncccsana para los requcnmnentos i i
: computaclom\es s o T

Desarrollo lntuntlvo

P sar f algoritmo d Ia Trasformada Répida de Founer, s convcmente logerdl

nimero de puntos mudstrales Xo(k) dc acuerdo a I siguients relacion N=2', donde res un entero,

 Mistardeel desarrolio removerd esta restriccion. EI resultado de la ec. (4) es Tesultado de cscoger s
N=d=2r=2% P°' l° tanto Wms aphcar la Transfonnada Réplda de Founer alace. (4)

ay




E} primer paso para desarrollar la Transformada Rapida de Fourier, para este gjemplo €5
reescribir la cc. (4). como

X(0) 1 | 1 1 Xo(o)
X() = 1 Wi w2 Wi Xo()
X@) | w2 wo w3 Xo(2)
X(3) 1 w3 w2 Wi Xo@)_{... (6)

La muatriz de la ec.(6) fue derivada de la ec.(4) usando la relacidn Wik = Wakmoion. Recuerde
que {nkmod(n)] es el residuo de la division de nk entre N; si N=4, n=2, y k=3 entonces

w6=W2  ..(7)
donde -
Wik= W6 =EXP {(-j2n/4) (6) = cxﬁ [-§3m)
=oxp (fjn] =exp [(42r/4)(2)) = W2 = Wekmodin) .(8)

El segundo paso en ¢l desarrollo cs factorizar la matriz cuadrada en :

X[o) l w0 0 1 0 wo | o Xo(0)

X[ = 1 w2 0 0 0 10 Wwo LX)
1) 0 0 1 - Wi L0 w2 0 o X2y
3) 0 0 1 w3 0 10 ] .wW L |Xo(3)

”'(9) g N ’. N - AN v". . .

El método de factonmnén estd basado en la teoria de Ia Tmnsfonnada RAplda de Fourier. Es. .
suficieiste mostrar que la mulnplxcacldn de las dos matrices cuadradas (cc. 9) dan como producto :
una matriz cuadrada (cc. 6), con 'excepcion de log renglones | 'y 2 que han sido intercamblados. (la

‘numeracion es 0, 1,2, 3). Nétese que esto intercambio ha sido tomadoen cuenta (cc. 6)_

reescnblcndo el veetor columna X(n), dcnolzmdo el intercamblo dcl vcctor por:

Coxme= x|l

8 tlenc quc accptar que el factor (cc 9) es corrccto, aunque los rcsultados cstén revueltos P
,debc de ewammar ¢l namero de multlpllcaclones rcquendos pnm computnr Ia ccuacldn pnmero
ik lenemos L ‘ N ;
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‘ ‘Aqui se vela eﬁclcnaa dc! nlgontmo

Xi(o) 1 0 wo 0 Xo(o)
Xi(1) 0 | 0 wo Xo(1)
Xi(2) 1 0 w2 0 Xo(2)
X1(3) 0 1 0 w2 X)) ... (D

Este cs ¢l vector columna 1 (k) que ¢s igual al producto de las dos matrices de la derecha (cc. 9).
El clemento x1(0) s computado por una multiplicacion compleja y una suma compleja.

x1{0) = xo(0) + Woxo(2) .(12)

El elenicnto x1(1) es también determinado por una multiplicacion compleja y- una svma. Sélo
una suma compleja es rcqucnda para computar x1(2) :

xi(2) = xo(O) + W2 %(2)
=x0(0) -W'x0(2)  ..{13)
donde la mlllllpllcaClon complgja WOxo(Z) ha sid ya computada en el dctcnmnante de w(O) (ec.

12). Por ¢l mismo razonamicnto, ‘x1(3) ‘8 computada -por una, sola suma compleja- y no
multiplicaciones. El vector ifermiedio estd entonces detcrminado por cuntro sumas complcjas y dos

multiplicaciones complejas, Sigamos con ¢l desarrollo dcl método (ec. 9.

X(0) Xz(o)

R W0 0
X@)| = X2(1) = 1 w20 0
Xl | X0 1o 0.1 wi
X0)| - ."Xg(s)-' 0 0 w3

Lan

El lérmmo v2(0) es detemumdo por una multlphcaclén complcja y ina sumn
xz(O) x(O) + WOxl(I) ( I5)

EI elcmenlo x2(l) s mputado por una suma porquc WO W2 De fomm slmllar x2(2) €8

- delennmado por una muluv!mclén y una suma compleja, y. x2(3) sélo por una suma

Computnr X(n) sngmﬁca que la ‘ec. (IO) mqulere un total de 4 mulllpllcaclona complejas y 8 ;

sumas complejas. Calcular X(n) por la cc, (4) requiere 16 multiplicaciones complejas y-20'sumas - . "= -

. complejas. thcseque ¢l proceso de factorizacion de la matriz introduce ceros en los factores dela oo

- matriz y, como un resultado, reduce el nimero de mulliphcacloncs requendas Para este ejcmplo, el
proceso de factorizacion de la matriz, rediice el numero d¢ mulliplmcnones por un factor de dos. -

Para el calculo ¢l tiempo esth mayonm:nte gobemado por cl numero requendn de multlphcaciones,' i

M




Para N=2' ¢! algoritmo de la transformada rdpida de Fourier ¢s simplemente un procedimiento
para factorizar ntatrices d¢ NxN en r matrices (cada una de NxN). Cada factor de la matriz tiene
propiedades especiales de mininizac el nimero de sumas y mulliplicaciones complejas. Si s¢
extiende esto al ejemplo anterior, cntonces la transformada rapida de Fourier requicre Ni/2 = 4
multiplicaciones complejas y Nr=8 sumas complejas, donde ¢t método dirceto (ec. 4) requiere N*
multiplicaciones complejas y N(N-1) sumas complejas, Si s asume que ¢l tiempo de cileulo cs
proporcional al niintero de multiplicaciones, entonces la relacidn aproximada del caloulo de la
transformada ripida de Fouricr esid dada por :

Ni=oN
Nii2 ¢ . (16)

¢l cual para N=1024 = 2'* ¢s una reduccion computacional de mas del 200 %. En la sxguiemc
figura se ilustra-la relacién entre ¢l nidmero de mulnplxcactones requeridas por la transformada
rapida do Fourier y el método dirceto.

El procedimiento de factorizacion de fa matriz introduce una discrepancia. Recucrde que el

“resultado X(n) toma el fugar de X(n) estoes:

— X(0) T Xo(0) |

XN) o= | X(2) fenlugarde. . X(w) = ] Xo(1)]’
o Xm ol a Xo(2) '
X3 ) — 1y Xo(: (17)

Este nuevo arreglo s mhcmnte on o proccso dc factonmcndn y esun problema menor porquc e i

‘ scnmllo genemhzar una lécmca para d\.sclfrar X(n) para obtcner X(n)

Rccscnblendo X(n) mmplmndo el componentc bmano n con su equwaleme bmano P

Voo _ g X(m) .
Tosewaelve: o X))
S X(ol)

X(n) (18)

o Obsérvese que s cl ATgUmENIO bmnno dc la €, ( 18) cambna de golpe. o rcvxerte bmanamente,b-
‘ (cslo €5 que 01 canibiaa 10 Y 10 cambia a0 I) se tiene ;

CTxeo] o [xe]

XN ‘=  X(IO) ‘cambiaa Axont
e X0 S X(10)
LX) . ;: X(ll) (w)

38

, Quc o8 una forma rara de dcscnfrar ul dcsarrollo gcncrahzado de Ia transfonnnda rapnda de’fk ek
jFouncr 2 . : RS



n24¢
Numero
- Calculo Direcio
Maliplicaciones \\
51
(x1000)
256
. / Algeritme TRF
128 \
64 \‘
o T : Tozi >
N (vumero de puzios muse tredes)

3,3.- Algoritmo del Método.

3.3.1.- Algortimo.

La evaluacién directa de la Transformada Discreta de Fourier requiere N multiplicaciones
complejas y N-1 sumas complejas para cada valor de X(k), y dondé hay N valores para determinar,
son nccesarias N? multiplicaciones y N(N- 1) sumas . Cmccucmemcmc. para valores de N muy
grandes. como 1000, Ia evaluamon directa rcqulcrc considerablcmcnte a la computadora :

La eficiencia y la moderna aproxxmnclén para I evnluacnén de Ia Transfommda Dlscn.ta de_ i
‘ Founer esatravés del n!gontmo de la Transfommda Rﬁplda de Founer \
332 -RéprésjemdcidﬁGréﬁca deuna Scﬂdl. '

Convemmos la £c. (9) e unn rcprescntaclén gréﬁca, como 50 muestra a commuaclén,

representamos el vector o arreglo de datos por una columna, vertical do nodos alaizquierda de la-

figura. El segiindo am:glo ‘vertical de nodos es el vector x1(k) calculado enlaec:(I)yel siguients -
- arreglo vertical comspmde al vector x2(k)= X(n), cc. (I I) En gencral debe de haber ¥ arreglos :
calculados dondeN— 2" I =

oo La imclpmacxén de la ﬁgura €3 como snguc Cada nodo tlenc dos I(mas sblldas Ias cuales.,
rcprcscmm las rutas de cada nodo, La uta transmite o brinda una ca.hﬁcnclén pmvemcme deun’”

. arreglo, multiplica la calificacion por WP, ¢ introduce ¢l tesultado en ol nodo del siguiente arreglo. " L
El factor WP aparece cerca de las flechas dé ruta, abstencrse de este factor |mphcn que W" l El LR

o n.sullado entra al nodo provemcme dzla suma de dos dlreccloncs
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La representacion grafica ¢s entonces un método para ropresentar los requerimientos
computacionales en factores de matrices para ¢l algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier.
Cada columna de §a grafiea corresponde a un factor de la matriz;son requeridos arreglos verticales
de N puntos (N=2"). La utilizacion grafica nos permite describir ficilmente los procesos de
factorizacion de lamatriz de tamafio N.

ARREGLOS CALCULADOS

| il
ARREGLO DE N

DATOS 1=t 142 123 1=4

: o0

: % wowu' 0. )\ow«(m
MJ(I /

: p7u 1) /wu ;c.m/ 5(7»0(1) x-l(l)

A2

. ""_f"" g x!(*) an

i \ 0 xl()) / wa gf x2(3) Wi x¥(d) W2 ()

- Y\' g xl(-l) r “gﬁ/ 1 W [T
X9 / >

% xl(ﬂ [ x:m > \g;,m(s) GBS st)

TRALES W8 x2(6) P # Y3001 UMW %46}

mm\\)\ /"/s\

i ' a P“"""— >
| ank ‘X““’A X 1e) Wi Wi (N

V"‘ Nm W W i) WP PAR DENODOS
ol st
sa(v) N wy'mn PARDE V3 xm) Wo T x49) DUALEY -
A1) AN N _ ,

' EIQ [ u: 9’
A1) ﬁ\\ ltﬂ)\ W ' ){ .

X9)

T x‘.‘.(ll) PUATESWID 00— wis g (LI
1) ‘

o ’Inmy tw e f
WK

Yol (1% W K13
xxm : :

xl(]!) N TIPS ; G u14)
s O , Y

: bl . . S
wl (1) - wiZ x15) WA 019) 0 WIS xES)

i
i
i
i
|

33 3,-Nados Dualjes'-.-'; o

lnspcccwnando la sugmcntc ﬁgurn, nos revcla que en cuda arreglo podemos cncontrar dos nodos_
cuya ruta de transmision se deriva‘del mismo par de niodos pero de un arreglo prevno. Por ejemplo e
el nodo XI(O) y-xi(8) son computados en términos de los nodos x0(0) y x0(8). Notese que los nodos -
U Ka(0) Y Xo(8) 0 quedan dentro e los. c{xlculos de cualquner otro nodo Estos nodos los deﬁmmos S
R como pardenodu duales. kS :

~_Como’ cl célculodc un par d¢ nodos dualcs es mdcpendxentc de los dcmés es posnble desarrollarlo‘ o
Soen forma computmonal Observesc cn la ﬁg que sxmulténeameme 56 puede cnlcular xn(O) y \n(B),\ ‘

(1A




en términos de xo(0) y xo(8) y retornar el resultado cn localidades de almacenamiento previamente
ocupadas por xo(0) y xo(8).

ARREGLOS CALCULADOS
| !
ARREGLO 1=1 1=2 1=3 I=4
DE DATOS
X0} L
:o“l/ x10) 9:(2(01 W;g ﬂ(()z><W()w x4(0)
\
X0l — " .
S 7 £ 75(11\g ’W?um Wi
02 /& ol >
\ N / m /xl(:) , /wo/xZ(!) Sy Oy < xi(2)
\ \ \/ / ﬂxlm P2 /wV x10) w00 wn;wn
‘0(4) \
N /Vzmb\wu/" xigh)

. T ’xJ(S) Wil xals)

$d .
6/- x4(6)

L4

x0(7).
LU
0@ ‘
o 7 — W’xm)
X0(9) R y ,/\'&
i wd X /’ ‘w w9 *409)
R 0
x0(10) L 3‘1)& s ¥

‘w.\ xam»\ B o x4{10)

X010 M-—>P
0o UL
YA g
: g xmz_)
(1) e QRN

Wi

x‘(l'l)t.. ]

A g W O Wil s‘(lll)

Veamos. ahora el espacxo emre un par de nodos dunles Con respecto a la f g antenor, pnmcro. 5

enel arteglo =1, hay un par de nodos duales, ¢s decir xl(0), x1(8) es sepamdo por k=8=NIZ‘

ol ameglo 1=2, hay un parde nodos duales, ¢s decir: X2(8), x2(12), es sepmdo por. k—4-N/2'

forma similar, un par de nodos duales aparece en x3(4) y x3(6), en el armglo I=3,es scparado por . 5

k=2=N/2'=N/2*. Generalizando este resultado, observamos que ¢l cspacianiento entre nodos
duales en un ancglol estd dado por N/2% A, si considsmnos in nodo dual en panmular xl(k),’ A
" entonces su nodo ¢ e x(k * N/2‘) Esta propledad nos penmtc ldentlﬁcar féciltmnte un par de nodos: o

' dualus e ‘ 3 S,

E c(ulculo dc un par de mdns dualcs requiere sélo de una multlphcaclén Para. aclarar csto o
.. congidérese el nodo x2(8) y su dual x2(12), ilustrado cn fa ﬁg anterior. La ruta de transmisiondel
wl nodo xZ(IZ) cs muluphcada por Wy W6 pnmordxalmcnte a Ios nodos de cntrada x2(8) y x2(12) [

8.




e e i e e

respectivaniente, Es importante notar que W* = - W'y sélo es requerida una multiplicacion,
donde el mismo dato x1(12) serd multiplicado por estos términos. En general, si el factor de peso
en un nodo cs WP, entonces el factor de peso de un nodo dual es W®N2), solo es requerida una
multiplicacion cn el caleulo de un par de nodos duales, El cilculo de cualquier par de nodos duales
esta dado por ¢l par d¢ couacioncs

(k) = x4 (k) + Wi (k + N/2Y)
xitk +N2) = xa (k) - Whan (k +N2Y .. (21)

En el calculo de un arreglo, normalmente empezamos con k=0 y sccuencialmente hacia abajo el
arreglo, Como un estado previo, fa dualidad de cualquicr nodo cni ¢f leine arreglo sicmpre ¢s N/2'
hacia abajo en ¢ arreglo. Donde ¢l espaciamiento es N/2" por lo que debemos saltar después de
cada n/2' nodos. Para ilustrar cste punto, consideremos el arreglo 1=2 dc la siguiente figura. Si
empezamos con-el nodo k=0, entonces ¢l nodo dual se encuentra en k=N/2%=4 que sc pucde
verificar inspeccionando la figura, Recorriendo ¢l arreglo, notanios que el nodo dual s encuentra
sicmpre localizado debajo de la localidad 4 del-arreglo hasta que se alcance el nodo 4. En este
punto ya tenemos un conjunto de nodos previamente encontrados; csto es, estos nodos son los
duales para fos nodos k=0, 1,2 y 3. ¢s necesario saltar sobre los nodos k=4, 5, 6, y 7. Los nodos 8,
9, 10y 11 siguen con la idea original de los nodos dualcs encontrndose por debajo de la localidad
4 del arreglo. En general, si trabajamos de la parte de arriba hacia abajo del arreglo 1, entonces
caleularemos la ec. (21) para los primerds N/2' nodos, saltando el siguiente N/2!, etc. Sabemos que
tenemos que parar de saltar cuando ¢l indice de un nodo sea mayor que N-1.

Determinando W-debemos definir las propiedades de cada arreglo con c&ccpclén del valor de p. .
El valor de p ¢s definido por : a) Ia escritura del indice ken bmano que se forma con y bxts, b) .
escalando o deslizando este numuo

3 3 4- Diagémé de E?xtjo de la Tmn&j’ormada 'delda de Fburfer :

S¢ snbe de lo antenor que lo que primero computamos ¢s el arreglo 1=l empezando con el nodo

k=0 y trabajando hacia abajo del arreglo 'En este nodo k, calculamos el par de cc. (21) dondo pes UL
- determinado por el procedimiento. descrito. Se continda calculando ¢l par de cc. (21) hasta que o
encontremos una region de nodos la cual sera saltada Saltamos gobre los. nodos apropiados y . -
‘continuamos hasa que sé tennim. de calcular todo ¢l arreglo. Entonces s¢ procede ‘a calcufar los

" drreglos restantes usando ¢l mismo procedtmlento Finalmente descifraremos ¢l ultimo arreglo para .
" obtener el resultado deseado, A connnuaclén cxpllcaremos o dlagmma de ﬂu)o de la Trmsfonnada B

Riipxda de Founu'

: Flg [, Descnbe los datos de entmda necesanos Se asume que cl vector xO(k) es complejo y su” T
indice scrd k= 0, 1, ., N=1, Sixo(k) cs real, entotices Ja. patte imagmnm debe ser cero, El numero IR
Code pumos muestudos N debe sausfawr la rclaclén N-Z’ dondc resun numero rcal ‘
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Fig, 2. El parametro | es ¢l nimero de arrcglos que deben ser considerados, Se cmpieza con el
arreglo 1=1. El espacio entre los nodos duales estd dada por el parametro N2; para ¢l arreglo I=1,
N2=N72 . El parimetro NU1 ¢s ¢l salto a la derecha requerido cuando se determina ¢} valor de p
en laec. (21); NUI es inicializado con y-/. El indice k del arreglo es inicializado con k=0, asi
trabajaremos de fa parte de arriba a la parte de abajo del arrcglo,

Fig. 3 .- Verifica que ¢ arreglo 1, el cual cs calculado, sea mayor a r. Si esto sucede entonces

pasa a la fig. (14) para ir a obtener ¢l resultado, Si no han sido calculados todos los arreglos, se
procede aira la fig. (4).

Fig. (4) .- Pone ¢l contador I-1. Este contador monitorea el nimera de pares de nodos duales que
van a ser considerados, Recudrdese que es necesario ordenar tos nodos de tal forma que los nodos
que han sido considerados no se encuentren una segunda vez. El contador I es cl control para
determinar cuando ¢! programa va a saltar.

Fig. () y (6) .~ Aqui se desarrolla la cc. (21). Una vez que k e I han sido inicializados con 0 y {
Tespectivamente, el nodo inicial considerado es el primer nodo del primer arreglo, Para determinar
el factor p para este nodo, printero debemos de escalar (dividir en partes iguales) el nimero binario
k para recorrerlos r-| partes. Para realizar csto, debemos caleular ¢l valor entero de k20 =
k2 y noner el resultado en M como se muestra cn fa fig: (3). De acuerdo a este procedimicnto
para determinar p, debeinos reversar M bits, donde M estd rcpresentado por r=Nu bits. La funcién
IBR{M) denotada eu In fig. (5) €s una rufina especial bit i mversxon

Fig. (6) cs el célcu!o de Ja ecuacidn (21). Calculamos ef producto W x(k '+ N2) y asignamos ¢
resultado a una localidad temporal de almacenamicnto. Después sumamos y restamos este término

» de acuerdo a laec, (21). Et resultado es ui nodo dua! de satida,

Cuando ¢} procedimiento recorre ¢ arreglo al sngulcmc nodo (ﬁg Dk se mcremema en l Para .
eludir al calculo otra ves de un nodo que ha sido considerado previamentc, verificamos (fig, 8)sil

¢s igual a N/2. para ¢f arreglo | ef mimero de nodos que puedsni ser.considerados consecuuvameme v

sin saltar alguno, ¢s igual a N/2=N2. En la fig. (8) s determina esta condicion. Si § no es igual a

. N2, enonces procedemos a recorser en uno al arreglo ¢ incrementar | como se muestra en fa fig.

" los nuevos valores dc k

(9). Recuérdese que ya hz\biamos mcremcntndo k en 1a fig: (7) Las ﬁgums (5) y (6) s repm:n para'

I
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B ®
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SI 1=N2 (fig. 8), entonces tcnemos que tomar i nodo prewnmentc considerado Sabemos que
debemos saltar N2 nodos poniendo k = k+N2, Porque k ha sido previamente i incrementado en I, en
la fig; (7), ¢s suﬁclente saltar los nodos prevnamcnte conslderados incrememandok en N2 ‘

e Después de que se desunollé el requenmlento computaclonal md:cado en las, ﬁguras (5) y (6) T
para el nuevo nodo k= k + N2, debemos verificar primero en no exceder el tamaflo del arreglo.

Como se muestra en laﬁg, (11),sikes mmrqueN -1 (recuérdese quekesunk\dlcequc vade0a- i

CN-l) untonccs lmclahzamos cl contador | lgual al en la ﬁg (4) Y. rcpeumos en las ﬁguras (5) y (6) e

Si k>N len Ia fg (ll), sabemos que tenemos que procedcr con el sngu:ente arreglo De nqul ~
“como se ‘miestra”en la fig. (IZ). I ¢s incrementado: con 1. . El nuevo espaciamiento N2 es
- simplemente N2/2 (recuérdese queel espacmmnemo esN/2!). NUI ‘cs decrementado con | (NUI es”

i igual a'y-1), y k se inicializa con cero, Entonces verificaremos en la fig. (3) si- todos los arreglos el
© ' han stdo calculados.’ Si eito sucede, procedemos a. descxfrar el rcsultado ﬁnal Esms opcraclones-r RO TS

- "sondcsnrrolladas en hs fig. (I3)ala(l7) & L ; P

S




o En la figura (13) sc tiene i = IBR(k). Otra ves utilizamos la funcién bit-inversion IBR(k). Hay

; que recordar que para descifrar Iz Transformada Répida de Fourier simplemente intercambiamos

‘ x(k) y x(i). Esta manipulacién cs desarrollada en la fig, (15). Para desarrollar la fig. (15) es

; necesario determinar, como se muestra en la fig. (14), si i es menor que k. Este paso es neccsario
para prohibir la altemancia de nodos previamente utilizados,

En la fig. (16) s¢ determina cuando todos los nodos han sido descifrados y ¢n la fig (17)
simplemente incrementamos k. En la fig. (18) describimos Ia ldgica de la funcion bit-inversion

IBR(k); Tencmos que implementar el procedimicnto bit-inversion, tomando cn cuenta que las
variables x(k) y WP son nimeros complejos.

3.3.5.-Algoritmo de Decimacion en el Tlempo.

Describamos la transformada discreta :
Nl .
s X(k) = Z x(n)Wn*» donde W= ¢i?PN
n~0
¥ 5¢ asume que -
i N=2
donde r es un entero, La suma pucde factorizarse en dos partes :
".N»I» e N y - :
X(k) = Z s@Wn™ + I x@)Wy™
0 ")

. altemnmenlc
N2

i \ ' ’ X(k) E\Io(n)Wn.m‘ +Wxﬂ£vu(n)WN - ...(l)‘

donde - . ERRREAREETS I -
7x1o(n)=x(2n) ‘j x1|(|1)=x(2n+l) o) :

S paraOLn’NIZl Dcsdcquc

I . ‘ . WN”‘" —-W""un

R R L Lacc (l)puedcsermpresadacomo.
e "N |l- : ‘ k L
X(k) z ‘(lo(n)W"mNn +w~.>:x“(n)w“"m x

u-ﬂ o e

.‘42: :



claramente
X(K) = Xio (k) + WN*Xu (k) (3

donde x10(k) y x11(k) son periddicos, cada uno con un periodo de N/2, y tenemos que :

X(k+N/2)=Xso (kN2HWN VDX (k+N/2)=Xoo (K)-Wr* Xu(k) ...(4)

Las ecuaciones 3 y 4 pueden ser reercscntndns por una grifica de mariposa, como la siguicnte

(a), donde la scilal negativa en Wx™ es pertinente al computar X(k+N/2). Esta representacion

grafica puede simplificarse en el diagrama (b) para una mejor conveniencia, Tenemos que recorrer

i un camino arduo para expresar el elemento N deseado en la Transformada Discreta de Fourier

: como una funcion de dos (N/2) clementos de la Trasformada Discreta de Fourier, -Asumiendo que

e " el valor dc Xu(k) y Xu(k) estan disponibles en sus correspondicntes arreglas, los valores de X(k)
pucden ser realmente computados como una representacion en la fig. (c).

X1y o o
\\\ ‘ //ov . .
\‘l ‘ // 1)
N
P
AN
RN
' ey o N, xswn }a
| } ) ) ) .
; dlagrama do mariposa
; .
.
x10% »l . x%) ' mm .
‘ R //’ _ ’
o . ! : N REI RN pL
i ' L L l,/‘.(\ S o
P e b . -
B S wiw N ewn ‘ . ‘
) ’ : . . [ R i t ) .decirmcionienplilquo .
{ ‘ . disgrama simpificada ke )

Wlorimo deja TRF  * primero y :egundo clcl!n v
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#) nciclo

Xuo(k) y Xn(k) pueden ser ahora expresados - en términos de (N/4)-clementos de la Transformada
Discreta de Fouricr representando este ciclo, para Xiofk) se puede escribir

Nipt

X (k) =E Kio(mW

Nl N
, = T xio(2n)W oy, + ).m(2n+l) Wi K30+ 1)
I ned | -
; Nig b R 7Y .
=¥ xu(n) Wm"" + Wy ’kz le(n)WNu"“ we(3)
n~0 N
'y, similar para Xu(k)
’ . NAd
! Xi(k) =Z xu(n)Wyiin
| . 0 . o
| .,Nul - Nibl .
= Lxa(n) Wnu‘“ + Wu“‘EXu(n)WNu PR TN (S
i II-U;-- o - e
§ . ' donde’;

Xo@=Xe(I) o Xa()=Xe(ntl)

Xa@=Xu@) o Xe@=Xe@ur) o

q |
e
s ) [




; Para OENEN/M-1,

Consecucntemente de las ecuaciones (5y6)

Xio(k) = X (k) + Wx™ Xa (k) Xuo(k + N/4) = Xu(k) - W Xn (k)

Xn(k)=Xak) + WN"'"_Xu(k) Xu(k + NM) = Xa (k) - W X (k)

Ast si los valores de Xn, Xu, Xn y X estin disponibles, Los valores de Xiofk) y Xu(k) y los
valores de X(k) pueden computarse como se muestra en la fig. (c).

En la misma forma, el énesimo ciclo del procedimiento es ;
Xinva(k) = Xmo (k) +Wa-2m: 56X (k)

Ko N/ = Xoo ) - W21 4
Xmn(k) ;).(m(k) + Wi &Xos (K)

X (kHN/2m) = Xa(k) - W2 X () AT L
| donde o B | B .
Xoo(n) = Xenin(2n)

Xmi(n) = X(m-l)l(zn + l) : o : '
Xa()=Xew@) @)
Xo()=Xam(ntl)

* para O£ngN/2" - |, ; o L

. Claramente el procedimiento termina con el erésimo ciclo N=2), dados xa (), i (1),.. S0 e,
v"'reduceunclcmenm‘d:secuenc:ia;cn’_cu'yocaso T e e

| KOmso

- parai =01, N, los valores de la peniltima Transformada Discreta de Fouricr pueden ser

obtenidos ‘pd; ‘lngcqgéiénn'de nrri_b'avc@mov:' S

Y i(.li§(0)=:;.g(0)+w°_'~x,l('o:) S

Xu(0)= xa(0)+ W 0)

S .‘x:ﬁl-l)l(.0)=Xa1(0_)+‘.V°N.de‘(‘(“)>) i




Xian(0) = xa(0) + Wnxn(0)
Asumigndo la secuencia {xrd(0), xr1(0),...}, ¢s posible que en un arreglo los vatores de X
{k) para i=0, I, ... pucdan ser computados como en la fig. (d). Entonces los valores de Xoa(k), Xo-

aw, ... pueden scr computados en una forma secuencial, para que después puedan ser obtenidos los
valores de X(k).

La tinica tarea que penmancce pendiente en este punto c3 la de identificar los elementos
xa{0), x1(0),.... Afortunadamente esto s ficil; como se puede mostrar ya que x (0} estd dado por :
*n{0) = x(q)
donde g es fa r-bit mpresuitacién binaria de p inversa. Por cjemplo, si N=16, r=4, y
xu(0) = x(0)
xi{0) = x(8)
xa(0) = x(4)

xxs(0) = x(15).

En cfecto, la secuencia {x%{0), xu(0), .'..} €s una vcrsifm_ 'redrdénadn dé ‘IS sg#ugn;i’a’{s(b); \:( 1),

)
A mane'r::z,de cjemplo constﬁxyambs el algoritmo de decicacién enel ticx'ppb pém N=§.

Xio= NO). X(Z). x(‘t) x(6))
X = {x(l)  X(3), x(9), x(7)}

y la ccunexén 7 dn

o ,j_xm-{x(o) X))
Soxn={x(l), x(6) )
Cxe= {28}
xn= {X(S) X(7)}“‘ S

‘ y ﬁnalmentc dc la macxén 8

e {x(o»,f‘"_‘
T B
,.,&.:—'(X(Z)}‘ s

) tl"" '''''''

9 {xm} ‘

B algommo puade ser ficil de programnr Como se puedc observar en la siguwnte ﬁgum, unn du. - fon
v ’lns sahdas de cada mtrada son computadns cl clemento de emmda no nccesnn scr grandc pam scr, R



Vy§0nk®2k62kﬂ'p 3] ;o

procesado y pucde ser representado por su correspondicnte salida, Cuando se procede de la misma
forma de izquierda a derecha, al final de los caleulos ¢l arreglo de las entradas contienc los
clerncntos deseados por la Transformada Discreta de Fourier. En gencral, cada cielo del algoritmo
envuelve N/2 mariposas, como se muestra en fa fig,, y cada mariposa requiere una multiplicacion
{compleja). Dado que hay r ciclos computados y r=log: N, ¢f niimero total de multiplicaciones es
(N/2)log: N opucsto al N? en el caso de la valuacion dirccta.

X3 (1) X21} (k) X11 (0 Xt
0 ~ 0
N4) g i
X2} 10
(6} }.?\\—- i
) 0
o) 0 T )
) F~ 1 0
7 o'/<: \ ;

Algoritmo de decimacton en el liempo de la Transiormads Rapida de Fourier para N=8
3,3.6.-Algoritmo de Decimacion en Frecuencia

Este prmdxmrento csta dado por una secuencia de separaclon det Indice presente y del viejo dc .
los clementos, Este procedimiento es repetido en cada nueva secuencia hasta que cs obtenido un
clemento sccuencial. Una alternativa del algoritmo de la Transformada Répida de Fourier puede. .
ser desarrollada dividiendo Ia sccuencia dada a través de su punto medxo y rcpenr el nnsmo‘ i
procedlmlauo para cada secuencia rcsultan!c i

podcmcs escribir: :
' xm Ev(n)Wu*‘WZv(n)Wn

',Nm

= 2 [x(ﬁ) + Wn klex(n + N/2)] WN

X ):xnu(:i)wwz T e T

;_X(zkh) Ex:l(n)Wm

B R

!x‘n(n);[x(n)._x(n+N/z)]wN-z ;.-..'(z)'j .

.



para O0£n£N/2-1, Asi ¢l nuevo y los vicjos valores de Xtk) estdn dados por las Transformadas
Discretas de Fourier de xu(n) y sn{n), respectivamente, Asumicndo que fos valores de x(n) son
almacenados secuencialmente en un arreglo, los valores de xi(n) y xn(n) pueden ser computados
como se ilustra en la siguicnte figura, donde la mano izquierda de ln mariposa representa a la cc.

1y

El mismo ciclo ahora puede aplicarse a xwo(n) y xu{n). Para x« {n)

NAd

X(2k) = E [x(n) + Wn™™2 xio(n + N/§)] Waa™
y de forma similn: ;am x1{(n)
N .
x(2k+1) =n§ [xu (n) + W N2 xn (n + NI4)] We™
de aqui con k®2k 6 2k +1
N

X(4k) = £ s0(n) W™t
0 i :

NEC

X(4k+2) = £ xn (m) Wy
, L

LET

X(dk+2) = ni xa2 () Wa*

NIk

v X(dk+2) = axn (W™

donde n i“”(h)*m(n)ﬂm(ni-NM)
_ m’l(n)i= [x;«(:i} -xm(m‘iNI“lb)]W'i“'i ‘
‘xﬂ(l’l_);X)l(ﬂj%‘!(é(ﬂi‘_N“i s j’ S

0 = [0 (0) 3 (NI

e
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1
Po-

x(n) H10,(n)
0 0 0

N2l n N2 N4t

n+ Ny

N | . Y T I
’ Xt ()

fig. (w)

X20(n)

X21 (n)

x 2Un)

% 2(n)

xn). ' xii () X2 @ Q

ol

T 7

“X()

(X(@)

X(6)

X

E0l R

Xl

<t Hanfla s o =~
] ol lle | w e

-—O-—O-—O'—Q

ﬂgb

Algonuno dc dcnuwcmn cn- el ucmpo de ly l‘rmlsl’onnndu Rd pldn de I‘ounc: pnm N=8

para 0£n£(N!4-l) Los valorcs dc xxo(n) xan), .. puedcn scr computndos como cn ln ﬁg (a) La_ ‘ : e
Transfonnada Dlscreta de Founer de cada una dc cstas secuenclas da un cuurto dcl valor de X(k) :
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De igual forma, ¢l ciclo énesimo

N4

X(2K)= I o (n)Wau ™
wo

X(2k42 ) = Zxo ()Wan*®

donde Ni = Ny

Xmo (1) = Xm0 (1) + Xeman(n + N/2™)

X (1) = [Xn0{0) » Ximno (1t + N/2)J W20l
 para O£nEN/2m -1 |

En el caso previo, el procedimiento termina cuando m=r, al mismo tiempo xr0(n), xri(n), ..
reduce a cada uno de los elemento de secuencia, dando cl. valor dcseado por la Tmnsfon'nada» ,
Discreta de Fourier.

x(0) xm(())
: xm - x4 (0)

~EL nlgontmo completo para N—B es llustmdo enla ﬁg (b) Como pu!emos observar, los valores i e

Cde Xk apareccn en el arreglo desordenado de: I salida, Se observa que, puede sor ficil reordenar -

"lo realizado, reversando la representacion binaria T-bit de Ja localizacion indexada al final del - Lt
. “caleulo, La ventaja de este algonuno e que Jos valores de '((n) son locahzados en el armglo de
- entrada secuencml ‘ ‘ . . ‘

SIS,
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4.- PROGRAMA DE COMPUTADORA

4.1 .- Programa de computadora.

A continuacion se mencionara los procedimientos que se utilizaron para realizar el programa de
computadora,

Funtion Eleva -Dado que Pascal no cuenta con una funcion que cleve un numero a una potencia
diferente a dos, s crea esta funcion con la cual se puede aproximar en forma casi exacta el calculo

descado,

Procedure Lectura . En este procedimiento se introducen los valores a calcular, se condiciona que
¢l numeyo de valores sea mayor a cero y menor 3 1024 ya que cs una condicién del método (TRF),

Procedure Bit_Reverse .- Aquf se intercambian fos renglones de la matriz de datos, el cual es un
punto clave para ¢i desarrollo de la Transformada Répida de Fourier, con {o cual se realizan menor
numero de operaciones que con la tradicional Trasformada Discreta de Fourigr.

Procedure Calcula - En este procedimicnto se realiza o que es ¢l calculo de ia transformada, ¢l
cual rcprcscnta la eﬁc(eucm v modema aproximacion de la Transfonnada Discreta de Founcr

Pracedure Limpia .- Lunpsa la matriz de rosultados, para que no contcngu basura al momento de
utilizarse.

Procedure Filtro .- Calcula el Ft!tro después de habersg calculado la Transfonnada Répxda dc
Founcr, ¢l cual es un fltro de ancr Grado de tipo Retraso Rccumgular. ‘ ' X
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Program Fourier;

b Uses Crt;

f Var

i R1R2,LIa,Ib,lc 11,12 ; Integer,

! LMNK: Integer;
Ray,C1,C2,1i,T1,T,W,W1,AA1,C3,C4,C5,B,BLK1: Real,
: G1,G2,FL:Array[0..1023) Of Real,

Function Eleva(R,S:Real): Real;
Var
. F:Real;
Begin
F=Ln(R);
‘Eleva:=Exp(S*F)

: , Procedure Lectura;
i . “Begin :

' . - N=0; .

Repeat

Cirscr; ‘
Gotoxy(5,2); an(‘Numcro De Puntos’ o

| Read(N); s

“o o Until ((N>0) 0r(N<1024)),

B - Ke=3; : ‘
i v el toxy( 10,4);Write( Entre Los Valores‘),

~‘ - S .Forl—OToN-lDo o }
g L Wme('(}[' ']')Rea.d(om]), o

" e Wnte('Gl[’ ']‘) Readln(GZ(lj),
End

P Pmcedureth Reverse
o o) Forl l'l'oN-!Do T e T B R T e

Begm
lf(l<L) len o

.-Tl=Gl[L-l] e s e e
) e R e
'Gl[L-l]=G£[H],- o APV TR FE S N

GG

CGIf)=TE

G2[1-1}=T2;




End;
M:=N Div(2),
If (M<L) Then
Begin
While (M<L) Do
Begin
L=L-M;
- M:=M Div (2);
End;
End;
- L=LtM,
End,
End:

Procedure Calcula;
Begin
Pi:=3.141592,
W:=Cos(2*Pi/N);
WI:=-Sin(2*PiN);
For Ic:=1 ToK Do
Begin.
R1:=Round(Eleva(2, K-lc})
_For Ib:=1 ToRI Do
Begin
R2:=Round(Eleva(2,lc-1));
For la=1 To R2 Do
Begin . ‘
I1:=(Ia~1)+(Ib- I)’Round(Elevn(2 lc)) - :
12; -(ln-l)+(lb-l)‘Round(Elwa(2 lc))+Round(Elcva(2 Ic-l )),
A=GI[I); ’ :
Al =G2[lll. b
“B=GNI2),
CBL=GRE
- cl -(In-l)‘Eleva(Z K-lc),
B Gl[ll]-A+B‘Elevn(W.Cl),
e GZ[ll] =A1+BI*(-Eleva(-W1 Cl)),
-B*Eleva(W.Cl), - S
= -Bl‘(-Elcvu(Wl Cl)), :

Proccdurcl.lmpm,v o ,
Be in-

“For l=0Te 1023 Do
FI[L)=0;

i
U
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Procedure Filtro;
Begin
Limpia;
Forl;=1ToNDo
Begin

FI[I}:=F 1[I [+(GH{I-1]-F U100,
End,
End;

Begin

Lectura,

Bit_Reverse:

Calcula;

Filtro;

Clrscr; .
For I:=1 ToN Do
Begin -
Gotoxy(5,2+1);Write(F(,1") =\ F1{1]);
End, '

End.




4.2 .- Ejemplo de Aplicacion.

Evalue la Transformada Rapida de Fourier y el Filtro Pasa Bajas para la funcion retardo ¢ donde
=0.1,02..,08

Filtro Pasa Bajas a usar :

Sal = Sals + (Ents - Sals) * dt/t
CORRIDA
NUMERO DE PUNTOS : §

VALORES

Gl1}=1.105
G[2)=1.221
G[3)=1.349
Gl4)= 1491
Gi5]=1.648
G[6)=1.822
G[M=2013
G[8}=2.225

VALORES DE LA TRANSFORMADA
REALES © PROGRAMA

Gl)= 1.296 ‘ G[1]=1285
GRl=-151 G[2] =-1.566 -
© Gf3)= 0889 . GP3)=-09% -
 GH]=-0236 © Gd]=-0296
o Gfs)=-0.641 T G[5]=-0654
L Gle)=-0078 T gle]=-0199
G 0247 ‘ G[7]=-0267 =
Gm--ous, : o Gsl=0129

VAI.ORBS DBL FlLTRO

| nm,ss s 'PROGRAMA“- S

1-612'“ 1001 Gl I e
-'ng|3|=08060 S GRIS0R0TY

- G4= 0678 OISR e
ORI 0SS T G0,




GI6] = 0.461 GI6] = 0.488
GI7] = 0.408 G[7]= 0412
G[8] = 0.328 G[8] = 0.358

j
i
;'




DATOS INICIALES
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