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INTRODUCCION 

El propósito de este trabajo es desarrollar, en base a aproximaciones, 

las ecuaciones que permitan determinar las secciones de dispersión para 

la colisión entre un átomo ionizado y una molécula diatómica, 

fundamentalmente se aprovechan las aproximaciones de Born y las de Born-

Oppenheimer. 

Para la colisión que se propone abordar, entre un ión y una molécula como 

blanco actualmente existen, soluciones")  a bajas energías para pocas 

unidades de ev, y a altas energías superiores a 1.2 Mev. 

DINAMICA DE COLISIONES ION-MOLECULA A MEDIANA ENERGIA 

En este trabajo el objetivo es obtener formalmente la expresión para la 

amplitud de dispersión correspondiente a la colisión de un ión con una 

molécula diatómica a partir de primeros principios . 

En forma aproximada ya se ha dado un reporte al respecto (I) al que 

llamaremos aproximación híbrida, que consiste en usar la aproximación de 

Born a la luz de la aproximación adiabática. 

En este trabajo se parte de la ecuación de Schródinger para el sistema 

ión-molécula, tomando en cuenta a los estados que representen 

físicamente los sistemas en colisión. Posteriormente, al rearreglar para 

la amplitud de dispersión los operadores y valores esperados se llega a 

las mismas expresiones reportadas en la aproximación híbrida y 

adiabática. Este mecanismo no supone la situación de ajuste de los 
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electrones en forma lenta. la situación final para el estado de 

equilibrio estará gobernada por los potenciales individuales de los 

fragmentos. 

La aplicabilidad de éste trabajo está en relación con : los efectos de 

ionización, excitación e intercambio de carga y disociación.(2,3,4)  

ANTECEDENTES 

Dado que la aproximación de Born se supone válida a altas energías, es 

posible")  usarla con cierto éxito para el cálculo de secciones 

transversales de procesos que ocurren en colisiones atómicas y 

moleculares a energías moderadas (en el intervalo de 1 Kev a 100 Kev). 

La principal reserva para la validez en la aplicación de la aproximación 

de Born es que en este intervalo de energías, las colisiones son lo 

suficientemente lentas como para que los electrones de los sistemas en 

la colisión, sean capaces de ajustarse considerablemente durante el 

tiempo que dura el proceso. 

El propósito de éste trabajo es formular una aproximación de Born 

modificada en la que los núcleos son tratados tal como se hace en la 

aproximación de Born, pero los electrones son tratados de acuerdo a la 

aproximación adiabática. Además se incorpora en la formulación de la 

teoría un término de exitación electrónica como desviación del 

comportamiento adiabático. Se exhibe que para aquellos procesos que 

están dominados por parámetros de impacto relativamente grandes, la 

sección transversal de la excitación electrónica se convierte 

exactamente en la sección transversal de Born. 
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Uaándo la aproximación de Born modificada, la teoría híbrida 

predicel" un mecanismo vibro-rotacional para la excitación y 

disociación de sistemas moleculares en colisión con átomos y otras 

moléculas. Tal excitación, que puede ocurrir a pesar del movimiento 

electrónico adiabático, es causada por las tensiones creadas en el 

interior de la molécula por fuerzas de polarización-inducidas. 

SINOPSIS 

Para el tratamiento de colisiones entre dos sistemas atómicos ó 

moleculares a energías moderadas en el intervalo de 1 Kev a 100 Kevs, se 

acostumbra usar la primera aproximación de Born para el cálculo las 

secciones transversales de exitación, aunque existan dudas acerca de la 

validez de ésta aproximación a tan bajas energías. La principal objeción 

al uso de la aproximación de Born no modificada reside en el hecho de 

que, para energías incidentes menores a 100 Kev los electrones de los 

sistemas en colisión son capaces de ajustarse considerablemente durante 

el tienpo de la interacción. Como un resultado de ésta observación, la 

aproximación de Born debe ser modificada para permitir que los 

movimientos de los electrones sean adiabáticos ó casi adiabáticos en los 

sistemas en colisión; mientras que se sigue tratando al movimiento de 

las partículas pesadas, de acuerdo a la primera aproximación de Born. 

El ejemplo más simple de ésta aproximación, es el cálculo de la sección 

transversal elástica a bajas energías, usando la curva de potencial para 

la energía molecular adiabática como potencial dispersor. Este potencial 
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incluye por supuesto la energía electrónica de la aproximacion 

adiabática junto con la energía nuclear repulsiva. 	Realmente , ésta 

aproximación fué usada con algún éxito por Schoenebecku°  para 

interpretar la estructura de la sección transversal diferencial a 

pequeños ángulos observados por Boersch y Forst"! para el Li.+  con gases 

nobles a 30 Kev. 

En casos más complejos, Peek"t" encontró por su parte la validez de las 

medidas experimentales llevadas a cabo por McClure" a 10 Kev, dicho 

cálculo fué llevado a cabo para la distribución angular de la 

disociación de los fragmentos de la ruptura de H. Peek, Further y otros 

demostraron que para ésta interacción existe una buena concordancia 

entre la sección transversal de la aproximación de Born y el experimento 

por arriba de los 10 Kev. 

Puesto que el 1.1.4.  a 30 Kev tiene casi la misma velocidad que HZ a l0Kev, 

aparece una contradicción entre las conclusiones que surgen de éstas dos 

líneas de investigación. 	Ya que se requiere del movimiento electrónico 

adiabático para explicar el experimento del 	Mientras que la 

aproximación de Born , que no permite distorción electrónica alguna, se 

necesita para explicar los datos experimentales del Hl; . La solución a 

ésta contradicción requiére que la aproximación de Born sea modificada 

lo cual desarrollaremos en el presente trabajo. 

En el capítulo 2 , se formula la aproximación de Born modificada. En 

ésta aproximación , los núcleos son tratados tal como se hace en la 

aprox. de Born pero los electrónes son considerados adiabáticamente. Por 

ésto lo que se tiene es una combinación 6 hibridación, es una 

aproximación que incorpora los efectos de una distorción-electrónica. 
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Los efectos de exitación-electrónica se incorporan a la teoría en los 

términos del gradiente, lo que representa la participación del 

movimiento adiabático. Este último aspecto de la teoría está en escencia 

contenido en el artículo de Chen y Watson(12); sin embargo, lo que ellos 

tratan es el movimiento de partículas pesadas a la luz de la 

aproximación eikonal en lugar de la aproximación de Born. Por lo que 

concierne a los efectos de exitación electrónica, la teoría de Chen y 

Watson es más comprensible con respecto a la que contiene el presente 

trabajo; Esto se debe a que, las simplificaciones son inherentes para el 

tratamiento de partículas pesadas en la aproximación de Born usual pues 

ello permite expresiones simples de forma-cerrada para aplicarse a 

muchos procesos importantes. Lo cual es adecuado para secciones 

transversales que son dominadas por parámetros de impacto relativamente 

grandes. 

En el capítulo 5 se muéstran los resultados de la teoría aplicados a la 

interacción ión-molécula encontrando que la sección transversal de la 

dispersión elástica y la inelástica es exactamente la que se obtiene 

usando el potencial de interacción adiabático. 

Por otro lado, para la exitación electrónica se tiene una sección 

transversal muy cercana a la que se obtiene de la aproximación usual de 

Born. Por cierto, si la función de onda electrónica exacta se obtiene 

con la aproximacion de la expansión de una perturbación, donde la 

función de onda a una separación infinita se toma a órden cero, 

entonces, a primer órden el resultado se reduce exactamente al resultado 

usual de Born. 

Así los resultados relevantes aportados por la teoría que se discute en 



el trabajo presente son los que corresponden a casos en los que uno de 

los sistemas en colisión es una molécula diatómica y la partícula 

incidente es un ión (átomo ionizado). Por tal razón, el contenido de 

éste trabajo se dedica a las colisiones que involucran moléculas. 
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Capitulo 1 

ASPECTOS GENERALES 
DE LAS APROXIMACIONES 

DE BORN Y DE BORN-OPPENHEIMER 

Este primer capitulo constará de una breve introducción de las 

aproximaciones de Born y de Born-Oppenheimer haciéndo énfasis en las 

consideraciones que serán usadas en el desarrollo del trabajo, 

específicamente en el cap. II. 

APROXIMACION 	DE 	BORN 

La aproximación de Born se puede obtener partiendo de la teoría de 

perturbaciones dependiente del tiempo!") 	Puesto que en éste análisis 

solo se toma en cuenta las interacciones coulombianas durante el tiempo 

de la colisión , el Hamiltoniano total del sistema se separa en dos 

términos; al primero lo denotaremos por H , al cual corresponde una 
o 

solución exacta y conocida de estados no perturbados ; El segundo 

término, es el que representa la interacción entre los sistemas y se 

considera que su valor es pequeño en comparación con l; la idea es de o   

que la interacción no sea capaz de modificar fuertemente los estados sin 

perturbar; éste término escencialmente es un potencial, que en nuestro 

caso es coulombiano, que no dependerá explícitamente del tiempo y que 

representaremos como V(r). El cual será responsable de la transición de 

un estado inicial a otro final del mismo tipo debido a que la 

interacción modifica ligeramente el estado descrito por la función 

incidente. 

La formulación de la teoría de perturbaciones se desarrolla en textos 
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estándares de Mecánica Cuántica"  y en este trabajo por hacer éntasis 

en la relación entre la amplitud de dispersión y el potencial en forma 

directa como se usa en la aproximación de Born, preferimos el siguiente 

desarrollo: sea la ecuación estacionaria de Schródinger en tres 

dimensiones 

2  

2m 	V
2 
 0E(r) 	Val 0 (í) = E 0E(1) 	con E > O 

y donde h/2n = h, si hacemos la consideración de que 	2mE/h2  = k2  

la ecuación de Schrbdinger queda : 

(v2  + k2) 	IG ( 	= 
2m 

h a 
V (r) 0 (r) 	 (1) 

cuya solución deberá tener un comportamiento asintótico para 

E > O , y rV(r) —> O como: 

0 (1) = 	+ f(n et Ir  ) r  (1') 

donde el primer término es una onda entrante y el segundo una onda 

esférica saliente de amplitud f(n). 

Para construir la solución de la ec. de Schródinger (1) nos apoyaremos 

en la función de Green (que será construida líneas adelante); debido a 

que el 1" miémbro de (1) es semejante a la ecuación inhomogénea 

(v2+k2)G(,i•) = - (r-r«) 	 (2) 

para esta, cualquier función O que satisfaga la siguiente ecuación 

integral 
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(i) a elk". 	22 G(1,i') V(1') O(í') 	d3  1' 
h 

(2') 

será solución de la ec.(1), como se demuéstra a continuación 

(v2 4. k2 ) 	(1)  

(512  + k2) 	e
Ilt.r 2m 	G(1,11 ) V(r') 0(1') d3  1' 

h
2 

cuyo operador laplaciano se distribuye a los dos sumandos 

(v2 + k2)  &Icor 	2m 

h2  
(V2  + k2) G(1,í') V(/') 0(1') 	d3  1' 

1 	
(3) 

Substituyendo en (3) la expresión de (2), tomando en cuenta que el 

primer término es anulado, se tiene : 

1 

0244c2)0(r)  = — 2m 	. 8(r.1.,) V(r')  0(z,)  dar' 
h2  

aplicando las propiedades de 3(1-19 

(V2+k2) 0(1)  2m V(r) 0(1) 
h

2 

se observa que ha resultado la ec. (1) de nueva cuenta, lo que implica 

que (2') es solución. 
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CONSTRUCCION DE G(í,í') 

l kr 
1,2 ie

lrkr 
Partiendo de la identidad 	2 e— 	• 	e

Ikr 	1 	
•r. 

se obtiene 
	024.k2, e 

r 	• 	e 
kr 	 I k r(V — 2 1 ) 
	

(3') 

ya que 	V
2 1 —= 4n 8(í), por lo que (3') - -9n e

¡kr  (r) = -471 3 (í) . 

Finalmente cambiando el origen a un punto 	í', 	para la exponencial 

y el denominador se tiene 

eik17-;.1 

(v2+k2) 

	

	 (4) 
4n 1r-r') 

al comparar (4) con (2) se deduce que 

etkl;-;, 1 

= 

	

	 (4') 
4n 1Z-1,1 

al usar (4') en (2') resulta 

0(i') 	= 	eIk• r 

  

r  ,k 1 ;41  

e  11-11 
V(í') 0(/') d31' 	(5) 

2n h2  

Ahora se plantearán las condiciones asintóticas, ya mencionadas en (1'). 

Sea i = n r (con n vector unitario), tomando en cuenta que una función 

h(í-í') se desarrolla en serie de Taylor como: 

h(i•-i') = h(i) - 	V 
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y si h representa el valor absoluto, 

entonces 	 tí" - ( 	. 
' 

 

) 	Ir' 	 -- = 

IrI ir-z') 

 

  

r P•n's  

e
tkir--;.' 1 	 e tkr e-Iltr'on 

Entonces en (4') 

y también 

1 	 1 	 1 	í". n
1 =  	= —p, { 1 - 	r 	 J 

1- 
 Ir-i,i 	r - i'. n + ... 

1r'. n 

r 
[ 1 +  

con lo cual (4') 
e
ikInr.,r1 ^ e ikr 

1 
e

-1kr":3 
+ O ( Z) 

 Inr-11 	 r 

y al substituir en (5) 

       

e
!kr 

0 (1) 	= 	e
fk.nr 

   

e
-nn.r ,  V(P) 0(i'') d3  Z' 

 

     

2n h 2  

   

r 

        

        

y al comparar con (1') que se satisface si 

f(n) 

  

e 	 o(r,) (131, 
2n h 2  

 

    

lo que es exacto para cualquier potencial V (r'). Con esto se satisface 

la ecuación diferencial y sus condiciones de frontera. Donde se ve que 
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G(í-i') debe tener el comportamiento de onda saliente. 

Si V es suficientemente pequeño (5) se resuelve iterativamente ya que 

el segundo miembro de dicha ecuación es corrección muy pequeña a ell.r , 

la cual es la onda incidente y puede verse como el órden cero de 

corrección. 

Ahora bién, usándo para f(n) 	que es la amplitud de dispersión, a 

= etkn•r.  iir(í') como la onda plana sin perturbar 	O(í') 	= e
lkor' 

entonces 

A A 

	

A 	 m 	 IkIn -n)•r' 

	

f(n) 	= 	 e 	° 	 dei' 	 (6) 
2n h2  

donde 	n es el vector que marca la dirección de la onda incidente por 

lo que 	k(n-n ) = a 	es el cambio del vector de onda debido al 
0 

proceso de dispersión. También puede verse como la transformada de 

Fourier de V(r) en donde la hrt es la variable de transformación. 

hkn = Pn 

Por otro lado si con P = 17-27ni 

r 
= hkn = Pn 

entonces reescribiéndo la ec.(6) se transformará en : 

Ilttn 

f(n) 	=   1 e 	° 	V(í') d'i' 
2n h2  

	 J 
-111)1•7.' 	 *r. 	3.  

e 	V(1') 	e ° 	d r' 
2n h2  
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IP .r' 
	

IP 

m 

- 2n h2 	e  

por lo que finalmente, para la sección transversal diferencial queda l")  

d am2 	IP r or IP
I or 	

12 

I f(n)I", 
	 I 	

e = 	 < e 	IVI  
d 4n

2
h
4 

(7) 

que es la conocida aproximación de Born para la sección transversal 

diferencial, donde se muestra que el valor esperado se obtiene entre 

estados del mismo tipo, con lo cual se fundamenta que V debe ser pequeño 

de acuerdo a la teoría de perturbaciones con cuyo resultado concuerda. 

APROXIMACION DE BORN-OPPENHEIMER 

Esta aproximación considera un hamiltoniano molecular constituido por 

dos partes; una nuclear HN y la otra electrónica Ha. Aquí se toma en 

cuenta que la interacción es lenta y que los electrones tienen 

oportunidad de irse acomodando. El Hamiltoniano total para esta 

consideración será 	H = HN  + He. 

Como en el caso de Born se toma en cuenta al potencial coulombiano como 

fuente principal de interacción, éste depende de la posición de los 

núcleos X
A y de los electrónes x por lo que tendremos V = V(XA,xI ) 

y el hamiltoniano total será 

7 

h 	v(') e  h 	
= 



h2 
	 11

2 
2 	 2 

H = — E 17,71- VA  - E . 711-- vi 
 + V(XA,x1) 

 
A 	A 	I 	1 

Ahora bién, la primera consideración de ésta aproximación consiste en 

h
2 

separar el término 	 V lo que significa que los núcleos 2 
A 2 MA  

prácticamente tendrán movilidad no tan importante. Aunado a ésto es 

necesario suponer que el Hamiltoniano que resta H.  es soluble es decir 

que : 

	

H.0 (XA, xi) 	= 	E(XA) 	(XA, xi) 	 (8)  

11 	= 	— E 	V
2 

+ V(XA  ,x I  ) 
1 
2 m

t  

Esta expresión gobierna el movimiento de los electrones en un potencial 

que corresponde a las atracciones y repulsiones de todas las partículas 

del sistema. 

Ahora bién, al considerar que 	He 	pueda depender de un cierto 

parámetro a través del potencial V se tiene debido al uso del teorema 

de Hellman-Feyman", lo siguiente : 

8 V  < 	 <-F > 
a x 	 a X 	 A 

A 

lo cual implíca que, E(XA) se comporta como un potencial promedio en el 

que se encuentran sometidos los movimientos de cada uno de los núcleos. 

Esto permite escribir para el movimiento de los núcleos la sig. 

ecuación: 

h
2 

donde 

a E(x A ) 
(9) 
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h
2 

[ E r—m--
A A  

V2  + E(XA) 1 o(xA ) 	= 	c.  e(xA ) 
A  

(10) 

La suposición de Born-Oppenheimer consiste en separar la función de onda 

como el producto de una función de onda que depende de las coordenadas 

electrónicas y la otra como fución de las coordenadas nucleares, además 

de tomar como solución a primer órden para el sistema completo al 

producto de las dos funciones de onda (8) y (10), ya tomado en cuenta 

esto : 

(p o 	= 	0(XA ,x1) 9 (XA ) 

Por lo que para el hamiltoniano completo se tiene 

. 	 h2 2 	h  2 
H I# 	a 	— E 

-f
VA  — E rrn  Vi  + V(XA ,xI ) 	0(XA 'XI ) e(x,) 0 	 A 	A 	1 	I 

cuya acción del laplaciano nuclear sobre el producto de funciones 

se desarrolla como 

vA  	{ 9)(x,,x1) e(XA) ] 	. 	v•v 	[ 0(xA,x,) e(xA) ] 

	

y •{ V 0(XA,x1) 9(XA ) 	+ q)(XA,x1) y 0(XA) ] 	= 

(V20) O 	+ 170).V13 + VlbeVel 	+ 91 v2e 	= 

( 57241) e + 2 VO.V9 + 4) V28 	 (12) 
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Substituyendo en (11) la ec.(8) 

h
2 

H 0 o — E 2M 7: 
A 	A 

2 

E  h n2 
L 	A 

2 MA 'A 
+ E 

J 

e 

y con (12) 

h
2 

— E Tir  [ (V20) e + 2 VO.Ve + 0 Vze3 ] + E 0 
A 

h
z 	

h
2 

0 	— E 7711- 	+ E O 	— E 57g- [ 2 VO.Ve + e 020 

	

A 	A 

haciendo uso de (10) para el primer paréntesis 

h
2 

0 c
o 
 e — E2 MA  [ 2 VO.Ve + e v20 ] 

A   

por lo que (11) queda finalmente 

h
z 

[ 2 

h
a 

*Ve 	0 Vze ] 

[ 2 VO.Ve 	0v 

miembro 	se 

2 0 

anula, 

(13) 

en 	caso 

H 0 O
o  0 
	— 	

E2 MA 

y al factorizar respecto a 	00 	: 

(H-c 	)00 	— E 
o A 

esta 	ecuación 	seria 	exacta 	si 	el 	segundo 

contrario la aproximación depende de que tan pequeño resulte. 

10 



integración sobre variables espaciales 

O • 	( H - c.) 0e 	d Cn  d C.  

2 

M
A 

- E 
2 
h 	I 

0
* 
e
* 

( 2 l'OVO + 

e n 

© V20 ) d C,  d C.  

Para lo cual evaluamos su contribución multiplicando e integrando por 

* * 
los complejos conjugados de O O para enseguida llevar a cabo una 

Para la integral del primer sumando se tiene 

(2 yoyo) dcn  dc. . 2 f 0 

e n 

8 0 
51  dcn  dc.  a A 

intercambiando integrales 

I. In  8 
d a 	dO 

d XA 41 dE d  
A 

Cn d C.  = 2 	O 
8 O 	 a0 

1RA 	0  Fi?» A 
e 

d CeI  d  Cr, 

y debido a la conservación de la probabilidad 

f 	a0 	 1 	8 

j
0 3-7, d C.  = —7— 

8 X
A 

	
6
2 
d C.  = O 

e 

con lo cual el primer término se anula. 

El segundo término de la integral no se anula pero dado que 

h 2 

V
2 

2 M A  

no es determinante comparado con el movimiento electrónico, esto es 
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equivalente a decir que 

rn 
A 

2 

	

V 	S 	- v2 

	

A 	 M
I 

I 

o sea 

	

V
2 	

V
2 

	

A 	 I 

	

mÁ 	M
I 

lo que implica que los movimientos nucleares sean lentos y la 

descripción del estado electrónico deberá tomar a la separación 

internuclear como parámetro. 
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Capítulo II 

TEORIA 	HIBRIDA 

INTRODUCCION 

Esta propuesta consiste básicamente en usar la aproximacion de Horn y la 

de Horn-Oppenheimer, para ofrecer un modelo lógico-formal para 

colisiones de partículas a energías intermedias, donde una es un ión Y 

la otra una molécula. Ver figura anexa, en el que: 

A : proyectil (átomo ionizado). 

B : partícula blanco (molécula). 

El Hamiltoniano total de todo el sistema lo representaremos como: 

•k 	A 	A 	A 	A 	 A 	A 	A 	A 
H.BHA  +He  +T

8 
+VAB 	con 	VAB 

e, V00  + V + V
PP 	9-, 

(i
I
,i..1 ): vectores de posición de los electrones respecto a los centros 

de masa. 

1 ; vector de la posición relativa entre las dos partículas. 
. 
HA: el Hamiltoniano de la partícula A. 
... 
H
e
: " 

.. 
T1,1: operador de energía cinética de traslación relativa entre A y B. 

Vil: el total de todos los potenciales de interacción. 

V
P-e : el potencial que perciben los electrones debido a los protones de 

la otra partícula. 

V.: potencial de interacciones electrón electrón. 

protón protón. 

protón electrón. 
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FIGURA ILUSTRATIVA DE LA COLISIOU 

   

B 

 

• 

Situación previa al choque de las dos partículas. El proyectil, ión A, y 

el blanco, molécula B. 

p,m : Masas reducidas, µ de las dos partículas y m de la molécula. 

11,1J : Vectores de posiciones de los electrones respecto a los centros 

de masa. 

: Vector de posición relativa entre las dos partículas. 

ro  : Vector de separación intermolecular. 

V : Velocidad inicial del proyectil. 
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APROXIMACION 	HIBRIDA 

Es importante dar un resumen breve de este formalismo en virtud de que 

servirá de comparacíon en varios aspectos para nuestro cálculo exacto. 

1.- De acuerdo a la primera aproximación de Born, vista en el capítulo 

anterior, el Hamiltoniano total del sistema A que choca con la molécula 

diatómica 13 (ver figura) se expresa : 

A 	A 	 ... 
H 	= 	HA  + HB + TR + V

AB 
	= 	Ho + VAB 
	 (14) 

. 	. 
donde HA  y Ho  son los hamiltonianos de cada sistema por separado, y en 

tales condiciones 	el sistema total 	tendrá la 	energía 	cinética 

relativa Til  ,además, Va  será el potencial de 

respecto a la suma de los otros términos, el 

las interacciones electrostáticas de ambos 

electrón-electrón, V 
ep 

electrón-protón y 

potencial es la 

Born. 

2.- En 

interacción muy pequeño 

que deberá contener todas 

sistemas, que son : Ve.  

V
PP 

protón-protón. Tal 

contribución perturbativa para la aproximación de 

la aproximación adiabática, también explicada en el capítulo 

anterior, el Hamiltoniano total se separa como : 

A 

	

H = HN + He 
	 (15) 

. 	 . 
con HA  el Hamiltoniano nuclear y H.  el Hamiltoniano electrónico, Ahora 

bién al considerar los sistemas separados adiabáticamente, tendremos los 
. 	... 	... 	.. 	. 

operadores de cada partícula así 
	

H A  = H 
Ae 	 II13 = HBe +  HAN 

15 



(los índices: N se refiére a núcleo, . a electrones, A y B ya fueron 

aclarados). 

De suerte que los sumandos de (15) estan constituidos como sigue : 

H
N 	

HOW• + T0 + V 	He  = 11 	HB e• 	+ V
e - e 

+ V 
PP 	 P'm 

donde Vee 
 es el potencial coulombiano de interacción de los electrones 

de una partícula a los de la otra, Vp.e  es a su vez el potencial 

coulombiano de interacción de los electrones de una partícula a los 

protones de la otra. 

En esta aproximación se considera que existe una función de onda para 

todos los electrones 	0.(r,R,r8) 	tal que satisface la ecuación 

adiabática para le  : 

He 	(r ,R,r) 	= cn (R,r13 ) On (r1 ,R,r0 ) 
n 

(17) 

donde r = {r1} es el conjunto de las coordenadas electrónicas respecto 

al centro de masa del sistema A + B, la separación entre los centros de 

masa de las dos partículas es R, la separación entre los dos núcleos 

de la molécula estará expresada por re. Ver figura. Ahora bién, el 

valor-propio de la ecuación anterior c es a la vez el potencial de HN  

para el movimiento nuclear descrito por xm(R,11) ,es decir de acuerdo 

al capítulo anterior ecuación (8) 

[I
N 
+ (Rr )]/

m
(R,r) = Enm 	(R,rB  ) 	 (18) 

m  

16 
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La aproximación híbrida consiste en considerar que los electrones del 

sistema se ajustan adiabáticamente durante el tiempo de la colisión de 

acuerdo a la ecuación 17 ; Mientras tanto los protones no han de poder 

ajustarse, así que habrán de ser tratados bajo la dinámica de la ec. de 

Schródinger dependiente del tiempo a la luz de la primera aproximación 

de Born; de manera que la parte espacial de la solución híbridau)  para 

la función de onda total es 

(r. 
 R, ro) 	= 	e

ii.1 
XL, ( ra ) 	On (r,R,$) 

	
(19) 

xv no es solución de la ec. (18) sino más bién es la función de onda 

para el sistema calculada sin ninguna interacción con A. 

El factor 	e
111.5 	describe el movimiento promedio del sistema A 

relativo al B, la expresión indica que se le está considerándo a la 

partícula incidente como una onda plana conforme a la aproximación de 

Born, que como es sabido desprecia todo efecto del sistema A sobre el B 

en los estados no perturbados. 

Por lo que toca al ambiente molecular de B, descrito por xv  ; habrá que 

considerar que no se deformará sensiblemente cuando se aproximen entre 

sí A y B, debido a que los protones son muy lentos 	para que se 

ajusten en un tiempo muy corto de colisión. Aún más, puesto que xv  

corresponde al estado vibro-rotacional deB' xv  se debe calcular 

adiabáticamente sin ninguna interacción con A. La On(r,R,rB) 	no es 

consistente con xv  , pero sí será consistente con On(r,m,r0), es decir 

con una separación infinita entre las dos partículas A y B. 

Los elementos Okvn(r,R,rd forman un conjunto completo de funciones 

ortonormales y en si constituyen la aproximación híbrida, donde cada 

17 



elemento resulta del producto de tres funciones, 	los dos primeros 

factores corresponden a la descripción del movimiento de los núcleos 

de acuerdo a la forma en que se realiza la aproximación de Born, el 

último factor es el que describe el movimiento electrónico de acuerdo a 

la aproximación adiabática. 

Debido a que Okvn  forma un conjunto completo de funciones ortonormales 

cualquier función de (r,R,$) y en particular la solución general 

fir,R,r13,t) 	se puede expresar como combinación lineal de la base 

4i(r,R,r13,t) 	= akVn ( t ) 0 	(r R r ) e 
-iEkvnt 

kvk " n (20) 

Un 

con akvn  dependiente del tiempo y cada estado no perturbado 0kVn se 

multiplica por el factor dependiente del tiempo 	e 
-iEkVnt 	

donde la 

energía total (expresada en unidades atomices) está dada por 

K
2 

EkVn = — + Cn  (A) + e Vn (B) 2µ  (21) 

ii es la masa reducida de todo el sistema (A+B), cn(A) 	y 	cvn(B) 

corresponden respectivamente a las energías internas de cada sistema 

cuando están aislados, las cuales 	son calculadas en sus centros de 

masa que les pertenecen, con n sus estados electrónicos. 	Por último, 

la energía Ekvn 	es la que se emplea en la aproximación de Born, por 

lo que ésta no es la energía-propia de los estados descritos por (20). 

Es decir que 	 H O (r,R,r) u * EkVn 0 (r,R,$) 
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DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES 

Sea la solución completa para la ecuación de Schródinger dependiente del 

tiempo: 

a 
H = ih 
	

(22) 

y 

fir,R,ru,t) = 
-iE , n  t akVn (t) 1,0

k 1, 	" (r R r ) e 11  (23) 

kVn 

substituyendo (23) en (22) 

-iE t 	a 
a

kVn
kVn kVn

(t) 	e = 
ih 

-iE nt 

kVn(t) 	kVn 
e 	kli  (24) 

kVn 
	

kVn 

Se desarrollarán los dos miémbros de la igualdad por separado. Para el 

segundo se tiene: 

a 

k" 	
,„ a t 	a„„(t) e-iEkvnt) 

kVn 

de ésta expresión, en su parte de la derivada parcial del producto de 

dos funciones, resulta 

-iEkVnt 	 -iEkVnt  
cvn (t) e 	- iEkVna144(t)  e 	= 

19 
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r," { AkVn (C)  - kVnak Vn 
( t ) 
	

e 

por lo que la expresión del 2°  miémbro ahora es 

= 	ih • -iEkvnt 
kl1n 

{akVn (t) 	-iEkVnakVn (t) 	e (24') 

kVn 

A la ecuación 24 se le incluye el resultado previo, y se multiplica por 

k' n' 
	

(el complejo conjugado de la función de onda espacial), 

e integrando sobre todo el espacio, 

J
il'i, , v, n,( r.Rsrp )  

-iE t 
akVn(t) kVn 

e 	kVn 

 

  

 

kVn 

 

(25) 

= 	[ (r" R r ) ]. 

kVn
(t) -iE

kVn
akVn(t)} 

e-iEkvnti 
dt 

Se juntan las dos deducciones previas, eqs. (24) y (24') en la ec.4 

-iE 
" 
„nt 

H 	tp k Vn akVn e 	dt 

kVn • 
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ih 	
1111 kPn 	 n kVn 

a 	} 	
e-iE 

kVnt 
Cjt 

kVn 

 

se integra a todo el espacio indicado por la variable "t" que representa 

las coordenadas espaciales 

tal integral no afecta a los coeficientes 	akVn  ni a los 	EkVn 

I

O k , v , n , 

kVn 

-iEkVnt  H 
k Vn 

e 	dt akVn 

-iEkVnt  
J

-ih k'V'n'kVn 
{ákVn -iE  aklin  

kVn 

agrupando los valores esperados de H, del otro lado de la igualdad y 

reacomodando términos junto con f 0,,v,n,okv.d= - 1 	se obtiene: 

-iE 	,t k'V'n 
<0

k'V'ns 
I H 10kVn>  e 	akVn 

Al 	hacer la integral del segundo miémbro
kk' 

ó
VV' 

ónn' la presencia 

del efecto de las sumas desaparecen 

-iEkVnt  = ih {ikVn -iEkVnakVn } e 

juntando las exponenciales del lado derecho de la igualdad, y 

despejando a á se tiene 
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(27) 

_ _1£2 	i e ivit 	
2 Xv t 91495n 2 n + 2ik.17Rn 

ih 
kVn = 

(26) 

= -h E 	a 	+ 
kVn kVn 	

awv.  e 

kVn 

la evaluación de los elementos de matriz de H requiere considerar por 

separado: 

	

H 0
kyn  = 
	+ 	cn(R,r ) 	+ H

an 	
+ V 2 4( 	 PP 

sJ 

kVn 

cuyo desarrollo se demuéstra a continuación, 

dado que 

Si 	H = He+ T+ I3 + Vpp 

A 	 A A A A 

H kVn 
= ( He+ TR+ Ha

+ Vpp)Wn 

Y 
	

Okvn= e!1.5  xv (1-8) On(r,rB ,R) 

tal que 	H.O.  = c.(R,rB) 0.  

T 	ed•ii 	-  
- 	

1( 2 	
e 

2 µ 

22 
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Y 
	

T
R 	

= 	v(r13) Tri 	Oe(r,r8,R)] 

v (r ) (— 2µ
) 	

Oe(r,rp,R)) 

X
V 	2 r 	 l".r 	

a.
' 
 2 

CQ e 	) On  + 2 ( V e)•V tpn + 	570n ) 
2µ  

V 
 e

ik.7 
( -K2q5e  + 	2i IZ•V On+ 1720n) 

substituyendo el resultado anterior en (28) 

K 2  
11  okvn = 	(c. ( R , ro ) 	2m +11 + V 

PP 
 ) 0 

kVn 

(29) 

(2i TZ•V q5n+ 5720 ) 
2 11 	 11 

En lo que repecta a la molécula B si 	x;(r1) 	es la función 

electrónica y xv(rB) la función nuclear, se tiene que su comportamiento 

adiabático se describe como 

HBe?¿ (r )=C
n
(B)xe(r ) 

O 

1-1 UN  + c n  (13) } XV  (rO )Int(B) 	XV  (rU  ) 

para el movimiento electrónico 

para el movimiento nuclear 

por lo que 
	

H
00 XV(re

) = {e
Vn
(B) - c

n(13)} x(rB) 	 (30) 
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donde HBe 	y 	Him son los hamiltonianos electrónico y nuclear 

respectivamente. Si la molécula B está muy alejada del ión A se tiene 

que la energía total de A + B es e 	(R 	m ,r0) = e n(A) + e (B) 	que 

debe satisfacer (17) independientemente de la orientación de rol,. 

Substituyendo de esta relación e.(B) en la segunda ecuación de (30) y 

rearreglando términos, se tiene: 

1FIN X (rB) 	{c n 
(A) + eP.  (B) - c n - (03,rB)} XV  (rD) 

2 
como la energía total es 	EkVn 2 11 + E

n  (A) + En(B) 

se tiene que 

2 
HDM 	x  (rII  ) = {EkVn -   

-ú- co (co, r13)} Xv  (rB ) V  

Por otro lado si H = - 	v2  + 
DN 	2 m r

B 
	rB  

y se aplica a 0 kia 

en virtud de que 0n  depende de rB  se tiene en forma semejante como 

en (30') 

MBN °kVn 	{en (A)  + C Vn (B)  - en (m'II)} Ihiwn 

(32) 

- 
 21m— e".5  { 	 B 	B XV (V2  0 I + 2 (y

r
X

V
) (Vrn ) 

B 
n 

sustituyendo en (29) y a su vez en (26) 

24 
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i á 	(t) = 

{ = 	l 	cOuvn 	len , (R, s) - en, (w,rd + V I up 
k'V'n' 

k'v'n'' 

1 — — <0
kVn le 	IX V

2 
2 	m 	 + 2 (V rll X ,)* V, B11 	On ,> + r  

- —1— ,ffi 	le
ií'.11 

2 u 	 X 	[ V
2
+ 2ik'.57]1 0n ,> 	• ru 	R 

• a 	(t) e 
i(Ekvn-Ek'Wnit  ) 

que en forma abreviada puede escribirse 

iá
kVn

(t)  M (kynik'y'n,) ak,y,n, 	
i(E,. 

k'y'n# ft) 	e 	
Vn

-E 	)t 

k'von# 

M (kvn;k'v'nq 
Mnuclear 	Melectrónica 	Mvibro-rotaclonal 

con: 

Mnuelear 	4kVn 	len' (111 ro)  -en' lee re)  +Vpp1 	Vik' V i  > 

25 
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1  M. 
	- 	 le

ik'•R 
x 	V

2 
+ 2ik "V1 1 n .> 9 electrónica 2 u 	xvn 	 y- 	ra  

(33b) 

M 	 —2
1

M 
op

kVn le
ik'•R 

fx .V
2 

+ 2 (V X )• 	1 	O,> vlbro-rot. V. ro 	re V' 	 n  

(33c) 

El último término describe la excitacion electrónica entre los estados 

vibra-rotacional del sistema. 

El segundo término describe la excitación electrónica debido al proceso 

de colisión y se debe considerar en los procesos inelásticos. 

Al primer término es elefecto de las interacciones nucleares y describe 

el proceso inelástico. 

Estos son los términos de comparación con los cálculos de las otras 

teorías. 
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Capítulo III 

TEORIA 	ESTACIONARIA 

Esencialmente en esta sección se parte de la ecuación de Schródinger 

estacionaria. 	Para evaluar la amplitud de dispersión y los valores 

esperados ; se emplearán masas reducidas, µ para el sistema de las dos 

partículas (el ión y la molécula diatómica) y m para el sistema 

molecular. 

El Hamiltoniano total del sistema estudiado en capítulos anteriores, 

ahora lo podemos expresar como": 

H 
, 	2 	, 	2 

= 	- -Á- V - 	+ 	+ V 
2 µ 	2 

Á-  
m r 	e 	pp 

(34) 

donde le  = Te  + V siéndo Te  la energía cinética de los electrones 

y 	V 	el potencial de todas las interacciones entre protones y 

electrones 

La ecuación de Schródinger correspondiente para el sistema completo será 

	

2 	2  

	

— —4— V 	— — —̂V
r 
 +fle +V

PP 
 —E 	O (x,r,R) = 0 	(35) 2 	2 m  

En esta ecuación consideremos a 	le  ,sujeta a la condición : 

rie03 (x,r,R) 	= 	e (r,R) 0 (x,r,R) 	que le llamaremos condición 

diabética, tal condición implica que el potencial en la región de la 

27 



colisión es establecido por los protones, así como de c (r,R) valor 

propio de un estado definido electrónico 01  

Puesto que esta expresión es una ecuación de valores propios, la 01 
 

forma conjunto completo por lo que 

0(x,r,R) 	= 	E 	(r,R) 0 (x,r,R) 
1 

Las 1
1 
 son coeficientes del desarrollo que solo dependen de las 

posiciones de los núcleos, dado que ya se atendió la situación para los 

electrones. 

Al sustituir lo anterior en la ec. (35) y además, aplicar la condición 

diabática para 11a  se tiene la expresión : 

Z21u dR — 511 1721- 	491(r,R) 01
(x,r,R) + 	[ He  + Vpp- E ] 01r¢1  . O 

(35') 

tomamos en cuenta que : 

V(r,R) 	(x, r, R) 	(92  1) 	+ 2 n
9•Y0

) 
+ (V  O1) 
	1 

2 	
(r,R) 	(x,r R) = (V

a 
O) 	+ 2 r (15•V

r 	
+ (y2 	) r J 	I 	 r 1 1 

Y ahora, substituyendo en (35) y multiplicando por Oi 	que es el 

conjugado de la función de onda solución 01  , y enseguida efectuando 

el producto interno, se obtiene 
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(36) 

< 95: lv,21 03  ). + 2(V,.$3 ) < sh*, 	'yr 	>x] 2 m 

— 2 u 
2 

< (P i
h 
 ivij 	+ 2 (VR0 5 ) < (A i

*  
1 	1 01  >xl 

2 

- -1-  (V/t 	2m ) - -1-  (Vr  /i) + 	c(r,R) +V+El 2 	
1
I 	

O 
uR 	 pp  

Considerando la descripción del sistema B de manera separada del A. el 

ambiente molecular obedece que 

E- 
511 	+ U(r)] 
	p1 

 (r)= cut 
sol  (r) 
	

(37) 

debido a que 9 (r) forma conjunto completo se tiene : 

(r,R) = 	91(r) 	fij(R) 	 con f1J(R) 	por determinarse, 

sustituimos a 1 dada por (37) en la ecuación (36), enseguida 

multiplicamos tal ecuación por 	91,  ( la función compleja conjugada de 

un estado K distinto al J ). Seguidamente integramos respecto de r, 

de lo que resulta: 

1 	J 

[ < 0ki < m l l VR  I 0) >x >r  f 1J  + 
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2 <4),,I <1,1),I V, 19y. IT9,.• vafii 
1 

- 	2  m 	< 10,1 < (11 1 Vr I 95) >x I /° 1 >r 11) 

1 	) 

2 <9,I 011 Vr 	 fi, 
1 
 + 

_1_ 
 vR fkl 	

<9k
1 U(r) 19> 	k cB 8  ] fu 1 	l g  

+ 	<lok i e i (r,R) 191>r  fil  + ypp— E dki f li  

donde se usó el hecho de que (37) implica : 

5.5 Oki 91. 1  (Pi>, 	<%1  U(r)  19]>, 	Ski 

En la ecuación (38) se tiene a f U por determinar. Para un caso sencillc 

como el de onda plana que es solución de dicha ecuación podemos generar 

información abundante en la discusión que continúa. 

Ya que f i , es una de las soluciones posibles, si tiene la forma de 

onda plana la ecuación (38) se puede transformar en lo siguiente 

Si f 	esi.1 1 „2 	 °11 
4 	V

Rf  IJ 
= 	et" 	= 	— 	= K e IK 

	

2 g R k1 	2 g 

(38) 

0 
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el primer término queda: 

(f 

	
*
0

* e  tí.ii[V  a 1 	R  + 2iV•Vl0j0i  dr dx = 01<  

a 	.— 
— 7

1-1  j 1 0 [V
0 
 + 21K.VR]0101  dr dx 

ki  

este término tiene relación con la 	M electrónica de la solución 

híbrida, ec. (33c), pero ahora como operador dinámico de la 

interacción electrónica. 

El segundo término se puede expresar como: 

1 
— 
511 	[ 	9:0: ell'il  1V:0.1  + 2 Vr0i.Vrpd dr dx 

e intercambiando el segundo término y factorizando 0j  dicha expresión 

es 

P 1 	 * * 	. 	, — 5-11  Z Z [ 1 1 91,01 etil 	
[V: + 2 Vr0I.V j 0, dr dx 

1 J 

éste término es idéntico a la 	M vibro-rotacional de la híbrida, 

ec. (33c), también con comportamiento de operador dinámico de la 

interacción vibro-rotacional. 

1 
— 2 bi 
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Por último, el término de energía de (38) es: 

21µ 
,572
¡In
, 
 ' 	21m rV'1  + r c(r,R) - E P,  = 

meramente formal 

— 2
1 A 

(— 2
1 
µ 

572, 	
m r 

y
20 ) 	[C (r,R - E + ypplyi  

Rvi  

si 	01= E p1 (r) f ii (R) 

Y 	f 1  (R) = el1.5  

p(r) e
' 

 

1  f02A — 	1,2A 	/ K2  1K•ii e i1.11  2 

	

- 	2 m 	Vrp(r) 2 µ "Ril 	2m 	'r' 2 µ 

V
2 

+ u(r)] so(r) = cg  p(r) 	Y 2 m 

2 
v
r 

2m p(r) = {en  - U(r)} p(r) 

entonces el 2: miémbro es 

por lo que: 

p(r) et"  IT + cp  - U(r)1, 

32 

pero [ 



= l <41
i 
 19 (r) ell.ii  er + CB  - U(r)1 + (e (r,R) - E + Vpp l I I jsy 

1 

pero 
	 E = T + c A  + ca  

T + e n  = E - c" 

entonces 

1 os  I9(r) en"  (c(r,R) - cA  + y + ÷ I I f ilb? 

el que corresponde al elemento nuclear M de la solución híbrida (33a), 

pero como operador de energía potencial para la interacción elástica. 

En este capítulo queda establecido que las amplitudes de dispersión 

derivadas con la ecuación de Schródinger dependiente del tiempo, exhibe 

el comportamiento dinámico de la interacción correspondiente. 
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Capitulo IV 

TEORIA 	DINAMICA 

En este capítulo se presenta el desarrollo de la teoría Dinámica de 

Colisiones cuyos resultados coinciden con los de la teoría estacionaria 

y también con los resultados de la híbrida. Este desarrollo es más 

general que los anteriores además de que es congruente con ellos. En él 

se propone una solución dependiente del tiempo. 

Designaremos las distancias de los electrones a sus núcleos respectivos 

con la letra x, 	la distancia entre los núcleos de la partícula 

diatómica con r y la distancia entre las dos partículas con R. 

Considérese una función de estado II  kVn 	
§

KV 	' 
(r,R) 0 (r,R,x) con 

§
KV
(r,R) 	por determinarse y en la que la 	On 	cumple con 

Ha  0 (r,R,x) = En(r,R) On(r,R,x) 	,además, 	al multiplicar la 

I  kVn 	
por la exponencial 	

e-iEkVnt 	
tendremos la función solución 

completa a la ecuación de Schródinger dependiente del tiempo 

/(r,R,x,t) = 	/ ekv.(t)  °kv., e  
k n 

-iEkynt 

Al emplearla en la ecuacion de Schródinger dependiente del tiempo, 

obtenemos 

a 
H 	(r,R,x,t) 	= 	i u-E  1 (r,R,x,t) 

i k 	[ikVn 
-iE

kVn 
a

kVn] kVn e
-iE t 

kVn 
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ahora bién, a los números cuánticos del estado recién expresado los 

denotaremos con primas, luego multiplicamos a la ecuación resultante por 

Okv,  , finalmente efectuamos el producto interno sobre R, el resultado 

será : 

. 	
-iEk'v'n'l = Z < 	Ilky. 1 H 1 9k,v,,, > ak'V'n' (t) e 

k'V'n' 

[ ilk'V'n' (  VlkVn ilbk'V'n') + Ek'V'n' ak'V'n' ‹ Ili kVn Ilik'V'n' )  
k' 	n' 

-iE 	t 	 -iE 	t k'V'n' 	 k'V'n' • e 	 = [ idkVn + E
kVn 

akVn ] e (39) 

En la ecuación anterior se tiene pendiente el desarrollo de H 9 
k'V'n' . 	. 	. 

donde el hamiltoniano estará dado como : 	H = He  + Til+ HIN  + V 
PP 

A 

en el que debemos hacer algunas consideraciones del sumando Hin, y su 

acción como operador sobre la función solución general 	tli k'v'n,' 

Recordemos que se propuso que ésta tuviera la forma del producto de dos 

funciones tales que una dependiera solo de las coordenadas de los 

núcleos y la otra de las coordenadas de todas las partículas 

involucradas. La segunda, ya la escribimos lineas arriba, y la primera 

Ow(r,R), cuyas condiciones matemáticas a partir de la finitez 

derivabilidad y continuidades es conveniente expresarla en términos de 

un conjunto completo 9a  tal que sea solución de Huipa  = Ea9a  lo 

que corresponde por separado a la molécula E, con lo cual debido a que 
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En n 

[ 1 a 	 2 

5ri (Vrt Ikv) 445n 4. Ikv (VII cln )  + 2 (VnIkv)  ' (ya(In ) I + 

las vpik  son eigenfunciones del problema molecular se puede expresaL 

cualquier solución 	Okv como 95kV 
= E vivfik(R) , donde los fv,(R) 

coeficientes estan por determinarse. 

Regresando a la ecuación (39) y tomando en cuenta la acción del operador 

;I sobre la parte espacial de la función general de onda solución, 

01,,v,n, en un estado de numeros cuánticos primos; para sencillez del 

desarrollo de este cálculo no estarán apareciendo las primas aunque 

estan implícitas, tenemos 

A 	A. 

H Ok,v,n, = H 	4,14,(r,11) On(r,R,x)]=[ 1e 
+TR +HBN 

+VPPI /kVn 	(40) 

obsérvese que el hamiltoniano total es el mismo que se usa en la 

aproximación híbrida, ya que el problema físico es el mismo, la 

modificación está en la función 1Pkv 	
Efectuando la acción de los 

operadores respectivos, la ecuación anterior ahora es igual a : 

1 2 

KV 
	H

e  0n  	2 11 VII (/MI4in ) 	+ (HUN 	VP P ) IkVf/n 

+ H 	45 I + V 	(/ 	) 13N 	kV n 	PP 	kV n 
(41; 

Analizando la acción del operador HM 
por separado, tomando en cuenta 
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2 
que HBN = — 2 m r + U(r) y que las funciones 1kv  y 0n  dependen de 

r; tenemos 

  

 

NON (1RI)0n )  
1 	2 

- 
2 M r 

+ U(Y) 	§kv515n 	= 

   

1 2 

	

— (1, 	) 	+ 	U(r) § 0 
2 M r 	n 	 kV n 

21m 

2 	 2 

[ 	rkV 	+ §
kV rn 

+ 2 (lir,/kV )• (P
r
O

n
)] + U(r)

KVOn n 

Los términos primero y último del renglón anterior son los componentes 

de HM actuando sobre 
ti)KV 

por lo que se pueden agrupar en (HBN KV )0
n 

tenemos el resultado 

1 	2 

Hati (°k1 /n ) 	 l'kV )95n 	2 m ICIkV Vr95n 	+ 	2 (VrIkv ) (Vrq5n )  

esta expresión se substituirá en la ec, (41) donde además se usará el 

criterio ya señalado de que 	He 
0(,17) = En  0n(1,17) 

1 	2 

(V11 l'kV ) 95n 	+ ("13N tlk1,195n PP KV n H /111'v'n' = En (1KV 95n 	y 1? 	— 

— 2 	

2 

[ 020 n ) KV 
+ 2 (V

IIKV ) 	 2

1

111 (V 0 )] — 	[(Vr 0nkV  + 2 (VrkV ) • (V 0 )] "1"$1 	Fl 	rn 

El 1" término E es el valor de la energía electrónica de todo el 

37 



sistema; El 20  es la configuaración espacial del potencial Coulombiano 

de los núcleos al que han de estar sujetos todos los electrones del 

sistema. 

El 3o  y el 4, agrupan ambos la contribución de la masa reducida de las 

dos partículas en colisión, además de que los laplacianos y 

gradientes son exclusivamente sobre R. 

El 5o  agrupa a los términos que multiplican a la contribución de la masa 

reducida de la molécula, la partícula B. Además de que solo contiene 

parciales respecto a r, en contraste con el 3, y el 40. 

	

Substituyendo en la ec. anterior a 	¿kv 
	por 	E 91v(r) fik(R)  1 

tomando en cuenta la dependencia de cada función al aplicar las 

parciales respecto a cada variable r ó R, se tiene 

m 	[ (V: fik) 9:y(r)  I 1ln 

1 
H k'y'n' = ( Eh  + Vmd KLn  — 5-77 

+ I [  Hau  fia(R) 911,(r) 	On  + 

r  2 
{ 	2  p 	(VR°O)fik911, 	

+ 	2 91 v (VrIf  ik)  • (91195.)  

1 r  2 
2 m L (Vr(Pri ) f lk9(1,) 	+ 	2 f ik (Vr9(11). (Vr95n )  

tomando en cuenta que 
	

H
UN 

/
kV 	

E
IV kV 	para el problema 

molecular de H ; el sistema H + C cumple que : 
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[ 2  9,v, (V,On,)*(V,1 

	

1 

f110) + 

1 

[ 2 (VrIlly').(Vul6ni)1 

	
f , 

lk 

1 
	

2 

2 
	

(Va 
	

95n,) 

	

9 t y, 

2 

2 M 
	(Yrn , ) cp w' 	+ 

H  

1 
+ ( E

n, +V + E 	) tii 	— 
' pp 	11) , 	k'IP'n* 	2 11 	Z 	[ (V2  f Ik 
) 	

IV 	n 
 , (r)0 1 

2 
(V 
	

/In, 	flk,IPIV, 
	 2 91v, (Vf ) .(V

II
0 

(Vr 9511' )  
[ 2 	 P(V f 	9

1v' 	 (Vr9 	r0 n' 

exhibiendo el factor fIV 

H 	 = 

1 	2 

+ 	(En, + ypp+ Eiv, ) 	111 — 2 µ 	(Y f I k 	9;;,' (r) (11 

(43) 

1 

2 

1 

2 m 

En este punto del desarrollo lo que queda por determinar es la forma de 
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las funciones 	Sifik. 	por ejemplo dicha función tiene la forma eii.í 

que seria lo más frecuente para una onda plana entrante, la expresión 

anterior conduce a los resultados de Russek, como enseguida se ilustra: 

sea 	95,,v. E 9,p(r) flk(R) 	por lo que 

H 	 = 

(En, + y + E 	) 
PP 

1 

— 2 ti L 
a 

(5/Rf k ) ',y, ( r) 0,1 + 

    

2  (V 0,,,) v [ 

    

1 

2 

2 

(yr 9511' )  } [ 2 (Vr IP, v ,)•(VrOn,)] 	f 
lk" 

  

si 	flk 	e11.1  , una onda plana, no le afecta ":" 

por lo que 	V
2 
 f lk,  = - K2  e 

entonces el ter  término 

1 	

[ 2 	

K2 
1,2  d, (VR  f lk" ,) 	99iv' (r) 	— 2 	 2 µ 
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el segundo término 

(V 

2 u 

1 

2 u 
(r) e

ti.1 
So l v ,   [ 2 + V2

„.1 	o.,  

1 

4 	

,(r) e
a.1 

— 	

v 
2 	+ v2n1 can, 

y el 3" término 

1 	 2 

2 m 	
(Vr  0n,) 9,v, 

2 (Vr9iv,).(9.,)
1 

2 

— 
	
2 	

e k 	2 V r 
(E IV 

,)•V r
+(E 911»

) vr 

et1.1  [ 2 V rgp v , (r).Vr+ 9v, (r)v2 	fin, 

A la ec. (43) la multiplicamos por 
0

n .recordemos que se tiene 
'Iw 

expresada como (E f lk
9 ) 9n  

, enseguida realizamos el producto 

i 	111  

interno sobre (x,r,R), con lo que tendremos : 

41 
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< 9kIln I 	I 	V ' n' 	r,k 

1 

	

< 	likVn 	I 811, .+111,P+El 	v' I 

2 

u 	E 	<flk 	I 	VR 	fl ' k' 511 
1 	1' 

V' n' 	5x,r,R 

<911, 	I 	' V' 5r 	<9n 	I 	glin' 

1 ( 	2 

. 2 	1.1 	f I k 911//n 11V11 9n' )91' V' 1. 2 91 ' V' 	.VR} 	fl' k' 
1 	I ' 

, 
2. 5-1 fik911,0. {(172,95.,)91, y, 2 (Vr9I'v').(17,4).')} 	fl'h' 

1 	1' 

expresando las integrales como productos internos y usando las 

propiedades de ortogonalidad de las funciones de onda 

< 
kvn 1 H 1 °k'v'n' > 

< 	1 En' + Vpp+ I 	 > 

1 	 2 

2 u 	< flk 
I VII I f Ik' ›R 	8 	.8 vv' 

1' 

1 

/2 µ 	< fik 
1 

2 

< 9 IV I < ~n IVR 1 9n' 5x1 91t, 1>r 	+ 
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+ 2 < 9 I  v I < 	I VRI (:),,s 5x •  9R 1 9IV >r 
f 	

R
/ + 

  

2 
'P lv< I 	<<1. I vr 1 4) 	>. 1 	v 	+ 

+ 2 < 911,, I <95 n 1911- 14'n'›x. Vr1 91'1,' >r 
f 	)1
l'k' R 

 

Podemos agrupar a los dos últimos términos de la ec. anterior, si 

introducimos la convención de que 

1 

2 M 
	

< f  k 

a 	{r  lo que implica 
1 

2M
a  {

1/2m 

1/2u 

con lo cual obtenemos los siguientes elementos de matriz 

< /km 1 H 1 lijksvins 	= 

< Itikpn 	1 En' 	Vpp4. Ety' 1 	/1/K'y'n' > + 

1 r 	 2 

— 2 11 	fIn  1 V 1 f lk  , >n 	8vy'nn' 

a 

< (Pul <111, 1Va1 4)11'5x 1 97I'v' 5, 

43 

1 

2M, 
	

< flk 



+ 2  < 91v 1 <95.1Valló '›x. Val9I'v'>, 

 

Este resultado concuerda con la teoría de Simmerman" ya previamente 

citada. 
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Capítulo y 

SECCIONES TRANSVERSALES 

En esta sección se exhibe el resultado para la amplitud de dispersión en 

términos del valor esperado del potencial entre las funciones 

adiabáticas. Dicho resultado permite la aplicabilidad de la 

lº aproximación de Born a energías moderadas con sus correspondientes 

restricciones físicas para que la perturbación sea débil pues en última 

instancia, éste sería el requerimiento para la validez de la 

aproximación de Born. 

Y como se ha observado recientemente!")  se presenta éste resultado para 

casos de colisiones elásticas e inelásticas. 

Para determinar la sección transversal se considera un estado inicial 

":" y uno final del sistema "r". En unidades atómicas, la sección 

transversal diferencial esta dada por" 

daFl 	, 	ti 1  2 kF 
--au-  - , 2 n ' 	k1 

 

siendo MFl 
el elemento de matriz para los estados inicial y final. Si 

MFI I
2 

presenta simetría azimutal, la sección transversal total está 

dada por : 

a 	= 	(27/v:) -1 
	f 	

i
. 

MFl  1 2 K dK 
	

(44) 

IC a 1 n. 
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donde v1  es la velocidad relativa inicial. III  y Kr  las magnitudes 
de los momentos relativos de los estados, K la magnitud del momento 

transferido, esto es K = IKr  - KI F. 

COLISIONES ELASTICAS 

La seccion transversal en una colisión elástica, se determina a 

través del elemento nuclear" de M',. La estructura del elemento es 

semejante a la mostrada en los tres capítulos anteriores. 

Sea Vn(rB,R) definida como en las ecuaciones (7,33a). Siguiendo el 

procedimiento desarrollado en los capítulos anteriores, se puede mostrar 

que: 

IK1 •R * 	* 1R I •II 
Mnue. i 	= 

Metas . 
` 	= 	e 	xnY  0. 	Vn(rB,R) 	xnV  0' dR dr dr0  e   

integrando respecto a r, se sigue 

Metes, 	
J 

' 	= 	e
IV" 

1 r„v 12  V. (5,R) dR drB  

substituyendo 	Me lao  en la ec. (44) se encuentra que . 
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max. 

= (2nv1)-1 	f 	I M‘  elas. 1 2  K dK 

K 
m 

representa la sección transversal total que resulta para la interacción 

elástica. 

COLISIONES INELASTICAS 

Las colisiones inelásticas presentan dos contribuciones a la sección 

transversal: la electrónica y la nuclear de 	tél'w. Sin pérdida de 

generalidad se considéran unicamente los cálculos relevantes de ambas 

excitaciones. 

EXCITACION NUCLEAR 

La parte mas importante en las excitaciones nucleares es 	El 

cálculo de la sección transversal es semejante al del inciso anterior. 

La única diferencia está en que los estados y y y' son diferentes. 

Entonces 

IX .11 	* 	 IRLA
e 

 
= 	l l 	X 	q5

* 
1./n(rB,R) 	 On' dR dr dr 

v ibr-rot 	
e 	n V 	n 	 13 
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o bién 

J 
e

11 
M. 	

IK•
dR I x 	x 	V Ir ,R) dr v Ihr-rot 	 nV nV' 	n B 

Usando la teoría de perturbaciones
09M20 

para Vi,  puede 

desarrollarse a primer orden como: 

= 	V"))  + V(  "n 	 " 

de tal forma que 

V
(.) 	

< 	(03) 	1 ye 
e 
 +V ep  + 	PP 	

On' (cc) > 
r 

z I 	n(o)  I Ve.  + Vel  + Vpp  

m 	n 	
C (co) - c (te) 

I 	O:, (m) ›r 	1 2  

 

El elemento de matriz adquiére entonces la forma 

dR 	 v(0) + Vn( t } M 	 dr v lbr-rot 	 *% 111,  "niP 	n 

Si 	V AB  = VEE + Ve  + VPP 	donde 	V
(o) 

se escribe en 

su forma integral, se tiene 
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vlbr-rot 

IK• 	 1 
e 	

11  xnv  x„i", dra 	0,'
*
(03) VAB  0„' (03) dr 	+ V,

1) 
 

separando la exponencial y agrupando términos se sigue: 

M' 	. 	< 0 	(o) 1 VA  I 0 	(%) > + M' (" 
vlbr-rot 	 U4 	 a 	k' V' n' 	 v Ibr-rot 

que es la conocida aproximación de Born. 

Substituyendo 
	

Mv Ibr-rot 
	 en la ec. (previa) se encuentra que 

la sección transversal en una excitación nuclear es 

a = (2nv
2
)
-1 (o) 

M' 
yIbr-rol 

(11 + M' 
Ibr-rot 

1 2  K dK 

La primera integral de 	a 	corresponde precisamente a la sección 

transversal ordinaria de la primera aproximación de Born. Lo que era de 

esperarse dado que los elementos de matriz se determinan para r —4 m 

y los exponenciales se calculan como partículas aisladas, La 

modificación impuesta por lo tanto, se manifiesta fuertemente en la 

segunda integral si se recuérda la forma que tiene el potencial Va  . 
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r. VrOgp 

)F k A - a 

1-1,1111111gErriEEcil 



1 
2 	

e
11("R 

X 	( 	+ V2
11 ) 0'' 	dR dr dr5 + n  

1K
2 

2 	I 	[ 	2 	I) Un 	k' V' n' 

50 

EXCITACION ELECTRONICA 

Sabemos que el efecto de la excitación electrónica se encuentra 

incorporado en los términos 	VR 	VR
2 

del operador 	TR 	Por ello, 

considérese el producto interno del mencionado operador con 0 
kVn 

< ~kVn I TR "k 
(45) 

°kI2r1 	I eir 'II X v, 	 V2n ) I 

Puesto que TR es un operador hermitiano es posible separarlo 

y reescribir (45) en la forma 

wkVn I TR I 	V' n' 

2 

2 	°kv:, [ 2Kµ 

	

IC
2 	 1 

	

2u 
	

2µ 



1 	 2 * * 
dR dr dr

u 
e

-11S•11 X* 	
( 2iK•Vn + R ) 	95n' 

integrando y tomando en cuenta que los estados son diferentes 

< °kVn 1 TR 1 	> 

(46) 

    

1 

 

e
l (K'-KI sR x 	x dR dr 4 µ 

 

    

    

   

n 
* 

( 2iKs•YR  + VR ) (Pn' dr O s , 	( 	+ VÁ )* tti ' dr 

  

   

aplicando 	( 2iK'.5711  + V: ) 	a las funciones electrónicas expresadas 

en los capítulos anteriores, Y de acuerdo a la Teoría de 

Perturbaciones
09H20) 

( 2iKs 	+ VR ) 	(R) 

< 410,  (.3) 	I ( 2iK'•VR  + VR  ) VAB  I 

m 	n' 	 e
n (0) - 	e (0) 

51 

O:, (co) >r 
(1):,(w) 

(47' 

  



y para la parte conjugada 

 

( 2iK•VR  + VR )* O(R) (R) 

 

(48) 

 

< 	(co) 	1 ( 2iK•Vít  + VR2) Va  1 	tiS' (02) > r  
(0 ) 

  

* n C (m) - C (0) 

  

Substituyendo (47) en la primera integral de la ec. (46) y considerando 

únicamente ésta se encuentra: 

2 
< 0:a  (0) 	I ( 2i/(1 •57n  + VR  ) VAH  1 	0,,, ,(m) > 

r  
46:.(m) dr 

(c.) - co(0)) 

la suma no depende de 

que resulta 

r por lo que puede salir de la integral, de lo 

< 	(m) 1 ( 2iV.VR  + v: ) 	AB 	1 0,R,(0) >, 

en, (0) 	- 	%( 'o ) 

y para el conjugado 

< 	0:0 (w) 1 ( 2i1(*VR 	+ 	V A ) 	AB 	
1 O'n 	( 03 ) >: 

e (0 ) 	- 	en' (0) 
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K
2 

K' 
2 

2 µ + 	cn, (co) 2µ + c.(0) 

introduciendo las dos últimas expresiones en (4E) y simplificando se 

obtiene 

< VI
kVn 

1 TR 1 ID
k'V'n' 

> 

1 	 1 
2 µ 	cn,(co) 	- 	cn(co) 

	

x
* 
 X dr 	

t(v-KpR dR 	< O:,  (co) I (FU +K) .5VAB  I 	(co) >, 

	

D 	
e  

integrando por partes respecto de R y dado que 

(49) 

se tiene 

M' 	 = < 	1 	> clec. 	 ilkVn 	TR 

I 	x*  x 	dr 	e IIV..KP dR 	< 	(*3)  ' Vta  1 O'n , (03) >r  
V V' D 
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o bién 

	

M I lee, 
	

< okv„ (o) 	1 VA. 1 	vi, wn. (w) 

Substituyendo 	M'-lec. 	en la ecuación (44) se obtiene, otra vez la 

aproximación de Boni pero entre estados adiabáticos 

+Az. 

CT 	(2nv ) 1 	

1 	< /1111,n (''') 	I VAD I 	4ik' V' n' (D))  > 	12  K dK  

• t n, 

esto es, la contribución de la excitación electrónica a la sección 

transversal para la modificación impuesta. He aqui la gran importancia 

del resultado y que se reproduce la primera aproximación de Born, pero 

entre estados adiatáticos, lo cual es novedoso. 

En el caso estacionario el cálculo es directo ya que las 

contribuciones aparecen como valor esperado de la cantidad dinámica. 
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Capítulo VI 

COMENTARIOS 	Y 	CONCLUSIONES 

La investigación de los efectos de ionización, excitación, 

disociación e intercambio de carga debido a colisiones entre iones 

pesados y moléculas, puede describirse a la luz de la teoría híbrida, 

estacionaria 6 dinámica. Sin embargo en cuanto a la energía de 

interacción para el ión incidente se puede decir lo siguiente: 

(a) La teoría híbrida explica correctamente los efectos 

violentos a energías entre 1/2 Mev y 1.5 Mev de energía 

para el i6n!2'4.11/  

(b) La teoría estacionaria y dinámica explicaría los mismos 

efectos, pero cabe señalar que son más amplias, por incluir 

flexibilidad en el comportamiento molecular y en este sentido, 

la teoría híbrida es un caso particular, como se demostró al 

substituir a la onda plana como solución del sistema de 

ecuaciones. 

(c) Para la amplitud de dispersión las tres teorías 

expuestas, reproducen la aproximación de Born pero entre 

estados adiabáticos ó diabáticos, lo cual es inesperado ya que 

tradicionalmente dicha aproximación estaba reservada para 

interacciones a alta energía
(21) 

E >, 2 Mev. 
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El éxito de la aplicación de Born a niveles de energía menor que el 

acostumbrado está en la intensidad de la interacción. Por lo que la 

validez a altas energías en realidad lo que significa ea que los iones 

pasan muy rápido y el tiempo de interacción es corto, además el 

parámetro de interacción es alto, en este aspecto la interacción es 

débil como lo requiére la Teoría de Perturbaciones. Cuando la 

interacción es lenta, el t.empo de colisión es grande y solo para 

parámetros de impacto grandes la interacción es débil y nuevamente es 

válida la aproximación de Born. 

Finalmente, la exhibición de la aproximación de Born en la teoría 

híbrida requiére un tratamiento para la amplitud de dispersión ; en 

cambio las otras dos discusiones presentan resultados casi directos del 

valor 'esperado de las interacciones nuclear, electrónica y vibra-

rotacional del sistema. 

Faltan por hacer cálculos y más experimentación para establecer la 

validez de éstas teorías así como determinar su posible generalización. 

Con respecto a aplicaciones recientes, el ca'..culo de la sección 

diferencial es de suma importancia, la relación existente entre este 

parámetro y la producción de radiación de los sistemas moleculares 

exitados por colisión que permiten caracterizar estos sistemas y 

disponer así de un importante análisis de partículas, lo cual es útil en 

estudios de contaminación. 
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