OWNGHE

}

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA ]@ .
== DE MEXICO 1
YN : (: 8 “ 1N

NS o
w FACULTAD DE INGENIERIA
ol . DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

PROGRAMACION POR METAS Y
APLICACIONES

T E S I S

L % QUE PARA OBTENER EL GRADO DE

o MAESTRO EN INGENIERIA
L ESPECIALIDAD

INVESTIGACION DE OPERACIONES

PRESENT A

CLAUDIO ALFREDO LOPEZ MIRANDA

DIRECTOR DE TESIS:

M.I. RUBEN TELLEZ SANCHEZ

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN

MEXICO, D.F. JUNIO 1996

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



DEDICATORIA

./4 mi /u/a mm’a micae[:z: / m o['im/y ‘3 / ............ / jm/y /

A quien le robé of primer aito de su vida para realizar mis esbudios de maestria. peu/ona
/u)'a por no eslar conligo cuands a,urem/idle a galear, aungue siempra me acompaiiaste en mis
noches de edlua/ia, erad by primero en mi pensamiento y by primero en mi corazdn, por I

Wiert’la Aarmoda Ae rea/:'zar/o mi »wjor ad/iwrzo, mi g&'era o[,t'm/a, mi /Zwa,‘ gracias por

hacerme tan /e/:'z cuandy me abrazas /nunca olz'ia/are’ aqua’/ dia Gue /Zgue’ deo mu'co con tu
carrilo, le veias fan [i‘m/a 'oe/:mcila/.

Z)etlico mi lesis a lu ,ort'mer uilo (/e t/i{/a
./dmid Aijos C/:m(/io y jguea/ifa:

por bos innumerables dras gue guarz/aron Ju amor y sus besos a pa,oa‘ para cuandp /lzgara de
( me'xico. A uskedes enlrego todo mi amor en aste lraéajo. A mi Gordss Gort/ia bondl Y
/wrmoda i /:z vez, quien nunca me ¢{ejo’ adlmliar por a/arme un ‘ado. _/4 mi Ca/ilo, a/ niito mdy
buenemoso a/e_loz/o e/ mum/o, mi gran campedn, mi amigo ,oe/o[am, mi orgu//b, mi esperanza;

alk /u'jilo gue me has a/enlar/o a darte un buen ajem,o[:).
. % _/4 mi espoda jranct'd.'

Qm’en /m Juﬁi(/a Y com,oarh't[o Z)J momenlos mdi (/i/;’ci/éd en /:)d u’/?l'moa tres asios. &n tu
i’ amor y comprendidn Auéiem Jl'r/o impodié/ia lerminar esto lraéajo. _/4 mi o['im/t/ ‘S con lm/o mi
» amor, é mds ua/:'odo (/e mi w}/a, mi gran compaiiera r[a cuarto, mi a/:na, mi lesoro, ./4 mi

Wina ) /:z mufieca gue z/edéora/a mi w'a/a (/e amor y z/e cariito catla a/t'a. gmciad por slempru.



./dmid /lered en e/cieé: Czluf/io Y mcae a

OZ’OJ redponda“ivd (lt! que yD edle' %u:/mn(/o ,oor Jal{'r m/el:mle. En /zonor a Ju recuerclo, a s

endefianza, a su amor, a u carifio, a ud JacrtﬁciaJ. ./4/ caée/& cano de mi Wa(/re ya /2:
aclmiracio’n Je mi pa:/re.

gmciad apa’ Y mama’ peor fiue(/ar;!e conmiyo para Jt‘empra

./dmid JUermanoJ con amor: Carman, CAoy, }aima, marléa, gmia, Jam’er Yy o(’m‘d, a cm/a uno

(/e miés Aoér;‘nod.

Munca /tuét’em /)ocliclo /A’gar /mdla aqm’ 8 no luviera /zermanoé a qut’en guerer tanto. g)mciad

por ser mé ﬁznzt'/t’n, gracias por su apoyo mora/y edpin'lua/

%iod Z)J éem/iya dt'umpre.
./4mi degum{a ja;m’/ia:

./4/ S' jrancidca, a ji/c’, ﬁa ue/; g/izaéel/t, Carme/ila _/4 ueclila. Qui:mad uar(/an
q y -9 g

Z) me/'or z/e 4w cariito para mi,

./4 /;z mujer que mds amo Jed/)ue’d c/e mi &poda.'
Carmen me'a Oduna o['l'm’rmga

Cua/;iuier P(l&él’d ed paquer’x’a campamz/o con su amor, g;'rm'ad POI‘ dn a/wya, /)or e amor,

por du comprension, y por sus Aemlict'oned

graciad mamd.

./4mc' gran amigo 5% Je A .7orre uga

Con Guien he comparh'«lo ée/&a momenlos aca«/e’micoa; compaiiero y co&ga d /icenciulum Y
maeslria, graciaa por acom,oaiinrmu Yy a/énlnrma en Zz ciuclaz[ t/e me’xica. g)raciad por

Jamémr en mi una nmidlaclpor diem/)m.



AGRADECIMIENTOS

A mi asesor y divector de tesis M.|. Rubén Téllez Sinchez ageadeseo su apoyo
: académico desde mi primer semestre de maestria. Gracias por impulsarme a

ser un mejor Investigndor de Operaciones, especialmente en ol aren de
optimizacion lineal.

A tres de los profesores que tuve en maestria, quienes en gran parte
constituyen mi formacion profesional en programacion entera, teorin de redes,
téenicas de optimizacion y matematicas aplicadas, ademas de fungiv los dos
primeros como sinodales de mi examen de grado

M.1. lalia Flores de la Mota

M.1. Rubén Téller Sanche:
Dr. Sergio Fuentes Maga

Ly A los sinodales encargados de vevisar este trabajo: M.I. Ricardo Aceves
» Garein, M.1. Mactovio Sautto Uallgjo y al M.I. Gonzato Negroe Pérez.

A tres masstvos de la Zniversidad de Sonova a quienes considero en
alguna forma constructores de profesionales, eada uno de ellos cambio en su

: momento ol destino de mi vida ( en especial o Paco).

M.C. Pedro Flores Pérez
Dr. Fernando Luque Vizquez
M.l Francisco Javier Tapia Moreno

Al Sindicato de Jrabajadores Acadimicos de la Zfniversidad de Sonora
| (ST AZAS) por su lucha en busea de la superacion académicn de todos los
5 maestros por igual.

Al Patvonato de  Lstudiantes Sonovenses A.C. cuyo apoyo fue
imprescindible pava terminar mis estudios.

AL CONACY'7 por su apoyo economico pava vealizar mi estudios de
posgrado.



INTRODUCCION

Al iniciarnos en el campo de la Investigacion de Operaciones, la mayoria de nosotros comenzamos
con la programacién lineal (PL), avanzamos en la teoria, formulamos problemas y dominamos el
método simplex. Luego, pasamos a la programacién entera, dindmica, modelos de redes, entre
otras. Al convencernos que la optimizacién con un solo objetivo es demasiado extensa, decidimos
especializarnos en un &rea en particular (la programacion lineal por ejemplo).

En muchos problemas précticos la PL tiene algunas limitantes, la mas obvia quiza, es la que me
motivé a elaborar el presente trabajo ¢ Coémo resolver un problema de optimizacién si tenemos mas
de una funcién objetivo?. Mi propdsito es contestar la pregunta anterior a través de la
PROGRAMACION POR METAS (PM), al menos en parte. Intento ademas extender el estudio de la
programacién lineal, introducirnos a la Programacion Lineal Multi Objetivo (PLMO) y proponer una
herramienta de optimizacion aplicada. El trabajo esté orientado para quienes dominan el método
simplex y la teorla de programacion lineal, que pretendan resolver problemas lineales multiobjetivos
o analizar problemas con restricciones conflictivas que den lugar a una region factible no convexa.,
0 problemas con restricciones que no necesariamente deben cumplirse.

El caso multiobjetivo mas general consiste en optimizar (max o min) varias funciones objetivos a la
vez, sujetas a un conjunto de restricciones. La PM se utiliza en problemas con mas de un objetivo y
conflictivos entre si, es decir, problemas que no pueden formularse en el campo de la PL porque el
sistema de restricciones resulta inconsistente. Asimismo a problemas netamente multiobjetivos
cuando se han establecido metas o niveles de aspiracién para cada uno de ellos, donde la
optimizaclon tradicional de objetivo simple no puede aplicarse, o al menos, no es la recomendada
para representar la problemética real. Con el trabajo pretendo difundir la teoria de PM, poco
conocida en nuestro pais, que rompe la tradicidn de optimizar con un sélo objetivo.

El mayor logro de la PM consiste en hacer “factible” un problema multiobjetivo "no factible” usando
un nuevo concepto de variables, mismas que se analizaran en el capitulo uno, La PM permite
también representar en el modelo, por medio de penalizaciones en la funcién objetivo vy
estableciendo niveles de prioridad, las preferencias y prioridades que tienen las metas para el que
toma las decisiones. La forma natural de manejar las necesidades reales del problema, la sencillez
con que aborda el caso de metas conflictivas y la gran aplicacién que tiene en el campo
multiobjetivo, en lo personal, me parecen el atractivo principal de la PM.

Con el presente trabajo quiero ofrecer a estudiantes, profesores y personas interesadas, una
herramienta de utilidad que no ha sido difundida ampliamente en empresas y universidades. El
material cuenta con los elementos basicos que debe utilizar el investigador en la formulacion de
un Problema de Programacion por Metas (PPM) y sus algoritmos de solucion. Las aportaciones
en el 4rea desarrollada son de tres clases: Las primeras son a las que llamo aportaciones
intangibles, ya que al desarrollar un tema es necesario escoger los ejercicios adecuados y
seleccionar ideas que muestren lo mas interesante de cada materia; pues bien, disefarlos no es
tarea facil cuando se quiere claridad y sencillez, yo diria que tienen un mérito académico. La
literatura disponible (libros principalmente) se dedica a proponer el uso de la PM y hasta ahl: es
decir, presentan los temas y algoritmos de solucion (si usted quiere), pero no discuten las
dificultades que surgen. al aplicarlos, asi como tampoco proponen mejoras en los mismos; de tal
manera que al llegar a las aplicaciones reales, no hay suficientes elementos para usar
exitosamente la programacion por metas. Lo anterior me obligé hacer sugerencias especiales en
cada uno de los temas y a incluir un capitulo de tépicos de PM y otro de aplicaciones, donde se
analizan de forma particular, las técnicas para mejorar los compromisos de la solucién 6ptima de un
PPM; esta es mi segunda clase de aportaciones. La tercera aportacion que considero de gran valor
“Lineal", fue describir como estan basados los algoritmos de programacion por metas en el método
simplex de la PL, especialmente el simplex lexicografico y el dual multidimensional; si bien es clerto
es un tema para los que dominan el uso de la PL, donde pueden obviarse resultados, mi trabajo



busca reducir la distancia entre la PL y la PM, de hecho, casi todo se puede entender con el método
simplex, caracteristica que no tiene laliteratura.

En los capitulos | y Il presento la introduccién a la teorfa y los modelos de PM sin prioridades. El
capitulo | contiene la descripcion de la PM y el planteamiento y resolucion de modelos de
optimizacion como PPM. La base de los modelos estd en las variables de desviacion, y en la
minimizacion de la suma ponderada de las desviaciones relevantes como funcién objetivo. Todo
ello enmarcado en el contexto practico de los problemas. En este capitulo encontrara la forma de
interpretar la solucién éptima de un PPM que es muy distinta a la de uno de PL. La solucién grafica
de los modelos multiobjetivo juega un papel importantisimo. Por ello presento en el capitulo Il el
concepto de métrica que nos ayudara a interpretar no sélo la solucién grafica dei PPM, sino también
a conceptualizar 1a PM en un sentido mas amplio. Lo ejemplos fueron seleccionados con el fin de
manejar el concepto geométrico de la desviacion de una meta en un punto dado de la seccion 2.3,
evitando caer en un contexto matematico.

En el capltulo Il se tratan los métodos de solucion para modelos de PM con prioridades. El método
grafico, el método secuencial, el método de la gran M multidimensional, el método simplex
lexicografico (MSL) o simplex multifase, y el método simplex aplicado secuencialmente al problema
dual multidimensional de la PM, constituyen nuestro acervo de algoritmos de solucion. En cada uno
de los métodos he sugerido, al final de las secciones, una variedad de ajustes y modificaciones que
mejoran la eficiencia de los algoritmos y abren nuevos campos de aplicacion.

Algunos resultados teéricos de la PL, como el manejo de costos reducidos y la propiedad de
holgura complementaria requerida en el dual multidimensional, las he remitido al apéndice de la
tesis, con el fin de no distraer la atencién del lector del concepto aplicado que llevamos en los
temas. Cabe sedalar que el trabajo se orienté en un sentido aplicado y no teérico; sin embargo, el
apéndice ayudara al lector interesado a entender las bases del MSL.

E! capitulo IV lo he destinado a topicos de PM, donde menciono los cambios y artificios mas
comunes estilizados en los modelos, por ejemplo, el manejo en porcentajes de las variables de
desviacion, escalacion de las restricciones, descripcién de la estructura de penalizacién o
preferencias por trozos, opciones para determinar ios niveles de aspiracion para las metas,
cantidades de relajaclon que le dan flexibilidad al modelo, los principios de la programacion por
metas interactiva y la formulacion de problemas de PLMO como problemas de PM. La seccion 4.5
al final del capltulo esta encaminada a comparar, a través de un ejemplo, los modelos de PM y los
de PLMO; laintencion es ilustrar los pros y contras entre uno y otro. Para finalizar incluyo el manejo
de penalizaciones negativas y el caso de funcion objetivo no acotada en los PPM.

Recomiendo el material como libro de referencia para cursos de programacién lineal y técnicas de
optimizacién a nivel maestria e incluso ingenieria, ya que se abordan problemas economicos,
financieros, planeacion de la produccion, racionalizacion de recursos y de calendarizacién, entre
otros. Motivado por la carencia de textos especializados en el area y la poca difusion que tiene la
PM, me he preocupado por incluir en los capltulos un analisis detallado de cada uno de los temas.
Como parte final de la tesis, ofrezco un caplitulo de aplicaciones con modelos tradicionales de la
teoria de optimizacion, procurando que fueran claros, llustrativos e interesantes. Sentiré que mi
esfuerzo habra valido la pena, si después de revisar el contenido de la tesis, el lector descubre que
la programacion por metas sitUa a la programacion lineal en otra dimension, y a su vez logro
introducirlo al campo multiobjetivo. Sinceramente lo invito a compartir la respuesta a la pregunta
que me hice durante mucho tiempo, que hicimos al principio, y que posiblemente el lector la
comparta. ¢ Qué hacer cuando tenemos mas de una funcién objetivo?. Mi trabajo esta dedicado
especialmente para aquellas personas que se esfuerzan por encontrar una respuesta a lo anterior,

El Autor
C.A.LM,
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CAPITULO1
PROGRAMACION POR METAS SIN PRIORIDADES

1.1 Introduccion

Todos nosotros estamos acostumbrados a situaciones que nos obligan a tomar una decision general que
englobe nuestros deseos, objetivos, metas, exigencias 0 necesidades, y al optimizar nuestro objetivo
seleccionado, resolvemos nuestro problema en un sentido general; pocas veces, en lo particular. Similar
ala idea de maximizar la riqueza de los accionistas, maximizar utilidad o minimizar costos. Esto mismo
sucede con la Programacion Lineal (PL) que se dedica a resolver problemas de optimizacion con un sdlo
objetivo, maximizar o minimizar nuestro objetivo “mds importante” y tnico,

En la vida de las grandes empresas la PL tiene una aplicacion interesante pero limitada, debido a que los
propdsitos de la empresa dificlimente se englobardn en un solo criterio de optimizacion. Las
obligaciones legales, compromisos sociales y nivel de endeudamiento, generalmente compiten con la
idea de aumentar la produccion, reducir la fuerza de trabajo o maximizar utilidades. Las prioridades de
los departamentos, los compromisos sociales, los objetivos gerenciales (ventas, costos, productividad,
reemplazo de equipo) generan conflictos al competir por los recursos disponibles (dinero, tiempo,
espacio, maquinaria, personal). Un modelo con objetivo simple de minimizar costos de produccion,
tendrd serios problemas con el departamento de ventas o con la calidad de los productos. No se puede
esperar altos vollimenes de ventas o ganancias elevadas de un plan que minimice costos, quizéd un nivel
aceptable de utilidades pero ¢ no serfa posible mejorarlas incrementando el presupuesto?. Un modelo
que maneje un sélo indice de optimizacién dificilmente serd capaz de optimizar otros, Por ejemplo,
supongamos que una determinada empresa desea incrementar su presencia en el mercado ofreciendo
productos de alta calidad, sin embargo, para lograr lo anterior la empresa deberd recurrir a préstamos
que incrementardn su endeudamiento, ademas de sobrellevar determinado riesgo en la inversién. Es
obvio que la empresa no querra inicamente maximizar el nimero de clientes potenciales o maximizar su
riqueza, sin querer minimizar el riesgo y endeudamiento que conllevan, Cuando existe una serie de
objetivos generaimente conflictivos entre sf, como en el caso anterior, es imposible optimizarlos todos a
la vez, en su caso se buscard una solucion satisfactoria o preferencial que de alguna manera tome en
cuenta la importancia que tiene cada uno para el decisor.

Las siguientes situaciones son algunos casos donde un sélo objetivo de optimizacion no sirve para
representar adecuadamente la problematica: Distribuir el presupuesto familiar en el mes, ayuda
econdmica a zonas marginadas (prontitud y cantidad de ayuda), lanzamiento de un nuevo producto al
mercado (impacto-inversion), seleccidn de personal (categorfa, especialidad, necesidades), distribucion
de agua (zona industrial, pablica, agricola), inversién de portafolios (requiere al menos dos objetivos,
minimizar riesgo y maximizar rendimiento), racionalizacion de recursos (medicamentos, uso de equipo,
ndmina para el pago de enfermeras), inversiones en moneda extranjera (minimizar la pérdida en cambio
de divisas, liquidez en los proyectos), calendarizar un programa de actividades, usignacion de becas
estudiantiles (cantidad, montos, dreas de investigacion), disefiar un plan de estudio para una carrera
profesional, etc. La PL no puede aplicarse a los problemas anteriores (al menos bajo los procedimientos
tradicionales) porque estd orientada a optimizar un sélo objetivo.

Al enfrentarnos al problema de tomar una decision optima procuramos que tal decision esté lo més
cercanamente posible de satisfacer todas nuestras necesidades (generalmente son mids de una). Por lo
tanto, debemos elegir un modelo que represente todos nuestros objetivos. Es de suponer que algunas
metas tengan diferente grado de importancia y compitan entre si, consecuentemente, habra algunas que
estemos dispuestos a sacrificar para alcanzar aquellas de mayor prioridad. La PROGRAMACION
POR METAS (PM) servira precisamente para establecer todas nuestras metas en un mismo problema,



PROGRAMACION POR METAS SIN PRIORIDADES

Hoy en dia la Programacién Por Metas es una herramienta utilizada ampliamente en la resolucién de
problemas de Programacién Lineal Multi Objetivo (PLMO), con un grado de aceptacién cada vez
mayor, Los primeros en trabajar con problemas de programacion por metas fueron A.Charnes y W.W,
Cooper al inicio de los afios 50's, pero su campo comenzo a desarrollarse hasta 1961, Ellos propusieron
resolver el problema de Regresion Lineal usando un modelo de PL. Posteriormente diferentes
investigadores aplicaron los modelos de PM a problemas con objetivos multiples cuya solucién por
medio de PL no era posible. El interés por desarrollar problemas de programacién por metas ha crecido
rapidamente, actualmente existen modelos para resolver problemas de programacion por metas entera
(PME), No lineal (PMNL) y modelos de redes. En esta tesis me dedicaré (inicamente al estudio de la PM
lineal denotada por (PML) o simplemente (PM), en el entendido de que las metas o funciones objetivos,
asi como las restricciones y variables de decision serdn del tipo lineal (aunque en algunos ejemplos
ilustrativos las variables enteras son relajadas a continuas para simplificar la explicacidn del método).
Los siguientes problemas son ejemplos tipicos que limitan el uso de la programacién lineal y abren la
brecha de aplicacién de la programacion por metas,

Tipo 1: Regidn factible vacia

Un agricultor desea determinar una mezcla de fertilizantes, A y B, que aplicard en sus cultivos tal que
minimice los costos totales de fertilizante. Suponga que los costos (en pesos) y la composicion de
nutrientes primarios para las dos mezclas son como sigue:

Fertilizante tipo A Fertilizante tipo B
Costo (pesos/ton) 900 1,000
Nitrégeno (Kg de N/ton) 240 280
Fésforo (Kg de P,Os/ton) 150 100
Potasio (Kg de K,O/ton) 220 250

Las necesidades de fertilizante por hectdrea son: 120 Kg de nitrdgeno y 50 Kg de fésforo (P,Os); para
cuidar el rendimiento por hectdrea del cultivo y para no afectar la fertilidad del terreno en proximas
cosechas, el potasio (K,0) debe ser restringido a 70 Kg como minimo y a 100 Kg como mdximo, La
combinacion de costo minimo se obtiene al resolver el siguiente problema de programacion lineal:

Min Z =900x, +1,000x,

s.a,
240x, +280x, 2120

150x, +100x, 2 50
70 £220x, +250x, <100
x20

donde x, y x, son las cantidades de fertilizante tipo A y B utilizadas, Analizando la tercera restriccion se
ve que no es posible encontrar un conjunto de soluciones factibles al sisteima, y no hay manera de que el
método simplex de la programacion lineal encuentre una solucidn dptima (con x; = 0.4545, y x, = 0 el
potasio estard en su valor méaximo (100) pero los otros dos “no alcanzan” a cumplirse). El problema estd
en que la tercera restriccion es una restriccion rigida obligatoria, sin embargo, si la convertimos en una
meta usando variables de desviacion: 220x, + 250x, - d* < 100, esta restriccion permitird factibilidad, La
variable d*hace posible que 20x, + 250x, sobrepase las 100 unidades. Aqui d* representa el exceso de
potasio necesario para hacer factible el problema (para aumentar las aportaciones de los otros dos
nutrientes, el agricultor deberd convenir en aumentar la cantidad de potasio aplicada al cultivo, teniendo
claro cudnto estd dispuesto a “empeorar” y a “mejorar” cada nutriente), Si los requerimientos fueran
exactos, es decir de igualdad, seria todavia més diffcil una solucion factible del problema
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Tipo 2. Caso multiobjetivo y violacion de restricciones

Para determinar un plan de produccion agregada es necesario decidir cudntas unidades producir de
varios tipos de producto, sujeto a restricciones de capacidad de demanda, fuerza laboral, inversién de
capital y alguna otras (estas restricciones podrian ser rigidas en muchos casos; pero en otros, es posible
que la demanda no se satisfaga necesariamente, o podria disminuirse 0 aumentarse la fuerza de trabajo, o
bien podria recurrirse a financiamiento extraordinario). Adn cuando las restricciones sean inviolables
(requerimiento de la programacion lineal), los productores podrian estar involucrados con dos criterios
de optimizacion ademds de minimizar costos: maximizar acciones (expresadas como un porcentaje de
las unidades vendidas) y minimizar la suspensién de labores (expresada como un porcentaje de los dias-
hombre laborados). El problema adquiere un cardcter multiobjetivo que deja fuera el uso de Ia
programacion lineal tal como Ia conocemos, Por otra parte, supongamos que los productores pueden
gestionar nuevos recursos que aumentaria su presupuesto inicial, sélo que para solicitar el préstamo,
necesitan conocer con exactitud el monto de inversion adicional (por cuestion de pago de intereses no
desean pedir mis de lo que realmente necesitan); jpero como podrian contemplarse en un problema de
programacién lineal el presupuesto propio y un presupuesto “indefinido” a la vez?...en este caso la
programacion lineal no serfa muy adecuada para representar la problematica real,

Por otro lado, la programacion por metas si permite contemplar el uso de presupuesto adicional por
medio de las variables de desviacian, por ejemplo, supongamos que 3x, + 2x; + 4x; < 5000 representa el
capital invertido en un proyecto de produccion, al cual se han determinado 5000 pesos de presupuesto
inicial; si convenimos que la expresion anterior es una meta y no una restriccion, podemos introducir las

variables de desviacion haciendo 3x, +2x, +4x;+d” ~d; =5000, d;' podria representar el capital

solicitado en préstamo cuando la inversion exceda los 5000 pesos, mientras que d|” sera la cantidad de
dinero disponible para préstamos cuando la inversidn requiera menos de los 5000 pesos, o bien,
presupuesto no utilizado.

Mi trabajo propone el uso de la programacidn por metas especialmente cuando las restricciones del
problema estén en conflicto y originen una region no factible como en el caso | anterior; o cuando
existan varios objetivos a la vez, a los que es posible detertninarles un nivel de aspiracion; o cuando la
prograrnacion lineal no represente adecuadamente la problemdtica real al no permitir que se infrinjan
restricciones bajo ninguna circunstancia (en la préctica hay restricciones que tienen un “colchdn” que fes

permite ajustarse, como en el caso del presupuesto o el nivel de ventas anteriores).

Iniciemos el estudio de la programacién por metas aclarando primero lo que entenderemos por una ieta,
Una meeta se define como el proposito por alcanzar de un objetivo, representa nuestra determinacion de
lograr algo, expresa nuestros deseos de alcanzar un nivel establecido, Los propdsitos de una meta estin
determinados claramente y el logro o no de ellas se wtiliza como criterio de ayuda para la toma de
decisiones “eficientes”. Cuando establecemos metas utilizamos la filosofia de llevarlas lo mds
cercanamente posible a su valor aspirado, llamado blanco de la meta, propdsito de la meta, o valor
objetivo de la meta, Es posible que las metas sean conflictivas entre sf y no permitan la realizacion de
todas simultdneamente; por lo que debemos establecer penalizaciones y niveles que expresen nuestras
preferencias entre una meta y otra, e indicar cudles son mas importantes.

1.2 Variables de Desviacion,

Un problema con metas multiples requiere introducir un nuevo tipo de variables denominadas variables
de desviacion d;’s, que midan el alcance logrado por cada uno de los objetivos respecto a sus metas,
Estas variables nos indican la desviacion que existe entre el valor actual de la meta y su nivel de
aspiracion preestablecido. Asi, el propésito principal del modelo serd entonces minimizar la suma (total)
ponderada de dichas desviaciones.
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Denotaremos por d;’ la desviacién positiva de la meta i, que representa el logro
conseguido por encima de la meta. Cuando d,” sea positivo significa que

sobrepasamos el nivel aspirado por ia meta, Por otro lado, d; representa la
desviaclén negativa que indicara lo que nos falté para alcanzar el nivel aspirado

por la meta, l.e. lo que no se consiguié. Cuando d; sea positivo significa que
estamos por abajo de la meta.

A d sele conoce también como el superdvit o sobrelogro de la meta, y a d; como el déficit o
sublogro de la meta.

Supongamos que la ecuacién 4x, +3x, representa el tiempo total utilizado (en minutos) en
fabricar un articulo, y nos hemos trazado la meta de no sobrepasar los dos minutos en su
elaboracion (como lo hace nuestra competencia), Dicho de otra forma, lo que deseamos es que

4x, +3x, <2

sabemos que cumplir esta meta es suficiente, pero podria no cumplirse satisfactoriamente, ya sea
excediéndonos o ahorrdndonos tiempo. Esto se representa con la ecuacion

4%, +3x, +d] —d =2

La desviacidn total de la meta se mide con

| 4x, +3x, -2 |=d} +d;

Aln mas, desearfamos minimizar esta desviacion

Min | 4x, 3%, -2 | (L.1)

pero el valor absoluto no es una expresion lineal, si usamos artificios para linealizarla, la ecuacién
1.1 es remplazada por las expresiones

Min d; +d;
s.a.
4%, +3x, +d; —d =2

donde d,” y d representan la desviacion negativa y positiva sobre la meta fijada de 2, cudnto
tiempo no ahorramos respecto a la competencia y cuanto nos sobrepasainos, respectivamente. Ef 2
es el objetivo o blanco de la meta. Posiblemente solo interese no sobrepasar el tiempo establecido
por la competencia, por lo que la funcidn objetivo tinicamente contemplaré la desviacién en exceso
d’.

Utilizando las herramientas de la PL para definir la parte positiva y negativa de una expresion
tenemos

d/ =(dx, +3x,-2)"
d] =(4x, +3x, -2)"

o bien
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4x, +3x, -2 si (dx, +3x,-2)>0

d’ =(4x, +3x,-2)" =
f=(norde =) {0 si (4x, +3x, ~2)<0

17 = (dx, +Ix, ~2)" 0 si(4x, +3x; -2)>0
= X, +Jx, ~ =
TR (430 -2) i 35, -2)<0

observe que d yd, son 20. Otra forma de escribir las ecuaciones anteriores es utilizando la

notacion de valor absoluto

1
d' = -2-[ |4xl +3x, —2]+(4xl +3x, —2) ]

d; = -21-[ |4x| +3x, - 2| —(4xl +3x, ~ 2) ]
sumando y restando las ecuaciones obtenemos ,

df +d; =ax +3x, -2

df ~di =4, +3x,-2
y al trasponer términos de un lado a otro

4y, +3x, +d; —d| =2

Con el desarrollo anterior vemos que en general, si Z(x) representa el i-ésimo objetivo y b; su meta
establecida, las variables de desviacion estan definidas como

df =%[ 2,0 -b]+@0-b) |

dy =%[ |Z,(x)-b,|-(Z,.(x)—b,) ]

con
d +d7 =| Z,(x)-b, | (1.2)
d' -d; =Z,(x)-b, 1.3)
al trasponer términos en 1.3 se tiene '
Z,(x)+d —d =b (14)

por lo tanto, cualquier expresion de la forma Min IZ,(x) - b,l
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en un problema de PM se sustituye por las ecuaciones
Min (d; +d}')
sa. Z(x)+d ~d =b

L5

1.3 Método de la programacién por metas

La PM surge cuando intentamos resolver un problema con varios objetivos generalmente
conflictivos entre sf o incompatibles; se utiliza también en problemas de PL inconsistentes, p.ej.
cuando la region factible es no convexa (vacia), o cuando los objetivos son inconmensurables
(medidos en unidades diferentes). La idea basica de la PM consiste en transformar cada objetivo en
una meta, introduciendo las variables de desviacion y escogiendo niveles de aspiracion b; para las
metas , que representen un nivel de logro aceptable en cada objetivo, A cada meta se le asigna un
orden de prioridad Py (si hay) y se minimiza la suma ponderada de las desviaciones relevantes en
cada meta, en el orden establecido de prioridades.

Los principales modelos de la PM son

1) PM sin prioridades

2) PM con prioridades

3) PM interactiva

4) Minimizar la maxima desviacidn
5) PM multiobjetivo

La PM sin prioridades representada por el modelo arquimediano, contempla aquetlos problemas
donde las metas no estan sujetas a jerarquias u orden de prioridades. El problema resultante se
resuelve con los métodos de la PL, y sera analizado en la seccion siguiente, La variante mas
interesantes de los temas restantes corresponden a modelos donde las metas se van optimizando de
acuerdo a su prioridad y se estudian en los capitulos 3 y 4.

1.4 Programacion por metas sin prioridades (Modelo Arquimediano)

En el modelo Arquimediano todas fas metas son igualmente importantes, inicamente se asignan

pesos o penalizaciones w; a las variables de desviacion, con el proposito de marcar las preferencias
del decisor entre una meta y otra, La funcion objetivo (f.0.) del problema de programacion por
metas (PPM) consiste en minimizar la suma ponderada de las desviaciones,

Definimos la Forma 1 del modelo de PM arquimediano como

Min 2 (w/d;  +w/d/)

i=l
C'x+d] ~d} =b,
Clx+d; -df=b

2

(1.6)

C'"x+d,~-d 5 =b
XxeS

m
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donde

W pesos o penalizacion asignada a las variables de desviacion
m nimero de metas

n niimero de variables de decision

d7  desviacion negativa de lameta i

d’  desviacion positiva de la meta i
C'x  i-ésima funcion objetivo transformada en la meta i
c vector renglon de coeficientes de costos

g

b; nivel aspirado por la meta i

X variables de decision

S Espacio de soluciones factibles determinado por el conjunto de soluciones reales del
problema,

Por la naturaleza de las variables de desviacién, si d >0 entonces d = 0 y viceversa. No
obstante ambas podrfan resultar cero simultdneamente, d; = d;” = 0. Lo anterior significa que d;

y df no deben ser positivas al mismo tiempo y estard representado (implicitamente) con la
ecuacion
df ed; =0paratodai=12,..m

esta restriccion no es lineal, pero afortunadamente no es necesario incluirla en el modelo ya que el

simplex se encarga de excluirlas automéaticamente (las columnas correspondientes a d;” y d; son
linealmente dependientes y no es posible tenerlas en una misma base snnultaneamente) En el
apéndice encontrard una demostracion formal de esta propiedad.

Los pesos w; deben ser estrictamente no negativos, es decir w, 2 0 para toda i, aunque en ciertos
casos se permite w, < 0 siempre y cuando no resulte una funcion objetivo no acotada. Al menos
que se diga lo contrario, en esta tesis los pesos w; serdn siempre mayor o igual que cero (un peso
negativo es equivalente a maximizar la desviacion en vez de minimizarla),

El modelo de PM arquimediano corresponde a un problema de PL siempre y cuando cumpla las
propiedades bisicas de linealidad, a saber: proporcionalidad, aditividad y divisibilidad. Asi, serd
factible resolver (1.6) con el método simplex.

1.5 Formulacion de modelos de PM

Los siguientes ejemplos seran utilizados principalmente para explicar cdmo formular un problema
en un modelo de PM, por el momento no interesa el como se resuelven; aunque la solucion se basa
en una aplicacion directa del método simplex de la PL. Al final de cada ejemplo expongo la
solucién dptima con propdsitos meramente aclaratorios.

Ejemplo 1.1, La renovadora de calzado “La Sin Rival” se dedica a la reparacién de suelas de dos
tipos de calzado, botas y zapatos de piso. Las botas se reparan en 40 minutos, mientras que los
zapatos estan listos en 30. Se disponen de 8 horas de trabajo corrido en un turno diario, La utilidad
es de $40 y $20 por par reparado de botas y zapatos, respectivamente, El duefio de la compaiifa
desea maximizar el ndmero de pares reparados por dia, sin exceder las 8 horas de trabajo
disponibles, Asimismo, requiere un beneficio minimo de $400 diarios. ;Suponiendo que existe
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demanda suficiente, cuantos pares de botas y zapatos deberdn repararse diariamente para satisfacer
las imposiciones del gerente?.

El problema en cuestion es uno de PL y su formulacion es la siguiente

Max Z=x, +x,
s.a.
40x, +30x, <480  (tiempo en minutos)
40x, +20x, 2400  (utilidad en pesos)
x; 20
donde

x = pares de botas reparados por dia
X, = pares de zapatos reparados por dia

¢ equivalentemente
Max Z = x, + x,
5.a.
+x, ++x,s8 (horas)
4x, +2x, 240 (endecenasde §)
x; 20

La resolucién de este problema es muy sencilla y podemos obtenerla graficamente al desplazar la
funcion objetivo Z sobre el ¢je de ordenadas x; en la figura 1,1. La solucion optima resultante es

7' =14 pares, con (x;,%;) = (6,8)

Figura 1.1 Soluciones factibles del ejemplo 1.1
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El problema anterior es en realidad un problema de programacion entera, cuya solucién deberia
obtenerse con métodos de planos de corte o algin otro. Para no complicarnos la existencia con la
programacion entera, usaremos alguno de los siguientes principios:

1) Si la solucién dptima del “problema lineal” es entera, dicha solucién es también 6ptima
en el “problema entero”.

2) Seguiremos las recomendaciones del Dr. Taha: Siempre que sea posible evitaremos los
problemas enteros.

Otra alternativa del gerente es proponer como objetivo principal maximizar la utilidad o algin otro,
veamos como se transformaria el problema anterior en uno de PM.

Ejemplo 1.2 Supongamos que el gerente se propone las siguientes metas como aspiraciones no
como restricciones:

Meta 1) Reparar més de 15 pares por dia
Meta 2) Obtener una utilidad minima de $400.

Planteamiento

Para empezar, si el problema fuera uno de PL la solucion éptima del problema anterior no sirve,
por que no cumple la primera meta. Por otro lado, representando la meta 1 con la restriccion

“suave”
X +x 215
y la meta de utilidad con la restriccion “suave”

40x, +20x, 2400

el término “suave” significa que la meta-restriccion puede o no cumplirse, no es una restriccion
rigida tradicional, es un deseo,

La primer meta del tipo mayor igual (2), no se satisface cuando reparemos menos de 15 pares,
entonces quedar por debajo de la meta es importante. Luego, la desviacion negativa de esta meta

(d, ) debe incluirse en la funcion objetivo del PPM. La meta-restriccion asociada a la meta | es

X+ %, +d -d/ =15
donde

a; mimero de pares que faltaron para alcanzar las 15 reparaciones como minimo,
d/ numero de pares que sobrepasan las 15 reparaciones.

La meta de utilidad también es del tipo 2 y sera beneficiada siempre que minimicemos el déficit de
utilidad, d; . La meta restriccién correspondiente es

4x, +2x,+d; -d; =40

El modelo de PM que representa la problematica es
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Min (wid[ +w;dy)

X, +x,+d; —d; =15
4x, +2x, +d; —d; =40 (1.7

ix +4x, <8

X),%,,d20
donde d es el vector de desviaciones.

Observe que una ganancia por arriba de los $400, d; >0, no perjudica el nivel de utilidad
deseado; sino que esta en favor del logro de dicha meta, Esto explica porqué d; no se incluyd en
la f.0. (al igual que d;)'.

Intuitivamente podemos localizar graficamente la solucion dptima del PPM, como
el punto x de fa region factible que mejor se aproxime conjuntamente a las dos
rectas (netas) al mismo tiempo. Para identificar las desviaciones no deseadas se
han sefialado con un circulo en la figura 1.2,

Asignando w; =wj = | yaplicando el método simplex a (1.7) obtenemos la solucion dptima
xx=6d =1d;=0
x,=8d =0d; =0
Z'=1

4

(las desviaciones las puede obtener remplazando el valor de X, y x; en las meta-restricciones).

d; = | indica que nos quedamos un par por abajo de la meta perseguida de 15. Mientras que
dy =0 nos dice que alcanzamos satisfactoriamente la utilidad minima de $400. El valor minimo
delafo. (1.7)del PPMes Z' =d; +d; = |,

Observe en la grafica 1.2 que la region factible S resultara vacia si las metas fueran restricciones
rigidas en el problema,

El valor de la funcion objetivo del PPM (1.7) no tiene significado practico (y en general asi es) por

que d,” representa pares de zapatos y d»” representa unidades monetarias (8). d; +d; no admite
interpretacion, similar a sumar manzanas con naranjas.

Por Gitimo, note que existe una mejor alternativa en cuanto a utilidad haciendo x; = 12 y x, =0 con
U(x) = 480. Sin embargo, en el sentido de la fo. del PPM (1.7) dicha solucion no es dptima
(d; +d; =3). En este sentido se dice que la solucién optima de un PPM es suficiente para

cumplir con los niveles sélo hasta donde se hallan establecido ( en el capitulo cuatro se ilustra la
forma de encontrar esta “mejor” solucién).

| . . - + . . .
Nétese que las variables de desviacion d iy d ; son cquivalentes a las variables de holgura y superfluas (antificiales) pero en un
criterio mas amplio.
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Figura 1.2 Grafica del ejemplo 1.2

Ejemplo 1.3 Supongamos que el gerente decidid cambiar sus metas anteriores por las siguientes

Meta 1) Reparar gxactamente 15 pares diarios.
Meta 2) Alcanzar un beneficio minimo de 800 pesos.

Dichas metas son representadas por las desigualdades

Meta | X, +x, =15 (1.8)
Meta 2 4x, +2x, 280 ‘ (1.9)

Reparar menos de 15 pares (d > 0 ) 6 reparar més de 15 pares (d; >0 ) es en perjuicio de la
meta 1y ambas deben incluirse en la f.o,, tal meta es llamada del tipo bilateral, i.e, de igualdad.

Procediendo igual que en el ejemplo anterior al incluir las variables de desviacion, el nuevo modelo
de PPM resulta

Min (wid; +wid! +w;d;)

xl+x2 +d|-"'d|+=15
4x +2x,+d; —d; =80

$x,+1x, <8
X, %,d20

La manera de representar una meta por medio de una desigualdad no es una condicion estricta que
debe cumplirse necesariamente como en la PL; de lo que se trata es acercarnos a ella lo més posible
utilizando los recursos disponibles. De hecho, las restricciones 1.8 y 1.9 ni siquiera pueden
satisfacerse simultaneamente, en este sentido, las metas son conflictivas entre si, debido a que
satisfacer la primera (x, + x5 = 15) implica quedarnos cortos en la segunda (ver figura 1.3), Por otro
lado, satisfacer la utilidad minima de 800 pesos implica sobrepasar la meta de 15 pares como

"
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méaximo. Cualquier problema de PL que incluya las restricciones 1.8 y 1.9 no tendra soluciones
factibles. Sin embargo, al incluir las variables de desviacion agrandamos la dimension del
problema, permitiendo ahora la existencia de factibilidad al “estirar” las meta-restricciones, este es
el verdadero mérito de las variables de desviacion.

Observe en la figura (1.3) que la meta | se cumple satisfactoriamente en el segmento de A a B, el
drea rallada corresponde a los puntos que cumplen adecuadamente la meta 2, mientras que el drea

sombrerada corresponde al conjunto S de soluciones factibles del PPM determinado por la
restriceion %5 x, + /i x, <8.

@y

Figura 1.3 Grafica del ejemplo 1.3

Para entender el verdadero propdsito de la PM analicemos lo siguiente: Es obvio que las metas son
conflictivas entre si y no es posible satisfacerlas simultaneamente; incluso, satisfacer la segunda
implicaria salirnos de la region factible. Pero, a sabiendas de que las metas NO se cumpliran ;qué
punto (x;,%,) de la region factible minimiza el incumplimiento de nuestras metas?. Dicho de otra
manera, estamos concientes que nuestras metas no se cumplirdn (al menos simultaneamente), lo
que nos queda es intentar que el incumplimiento total (ponderado) sea minimo, i.e. minimizar la
suma de desviaciones relevantes. Cuando existen preferencias de una meta sobre otra se asignan
pesos para marcar dichas preferencias.

Eligiendo arbitrariamemte w; = w; =wj =1, y exforzandonos un poco, descubriremos que la
solucién dptima del PPM (1.3) es

X, =12 d; =3 d; =32
x,=0d =0 d} =0
7' =(3+0)+32=35

con la siguiente interpretacion: Por tal de lograr utilidades altas y buscar reparar |5 pares diarios al

mismo ticmpo, lo mejor que podemos hacer es reparar 12 pares de botas por dia. dy =3y d =0

significa que faltaron 3 pares para alcanzar la meta establecida de 15. Asimismo dy” = 32
representa un déficit de $320 en la utilidad minima fijada de 800 pesos.

12
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1.6 Representacion de las metas en un PPM

Representaremos una meta utilizando la notacién de funcién objetivo de la PL

Z,(x)=C'x=0c, X +c X, +...4c,x

lll "

representa una f.o. lineal, donde C es el vector de costos y x el vector de variables de decision. A51,
la meta i quedara representada con la expresion:

meta { {C'x=2z }conzih

Los tipos de metas que utilizaremos serdn los siguientes:

meta | { C'x=z } conz 2b 6 C'x2 b
meta 2 {C'x=2z, }con 7,58, Cx < by
metad {Cx=2z }con z =b, Cx=b,
meta 4 , {C'x=z, } con z,e [b} b} C'x € [b),b;
meta § { Cix =z } con z, no restringida Cx

donde b, representa el valor aspirado por la meta /'y z; su valor actual,

Las metas | y 2 son del tipo unilateral, la meta 3 de tipo bilateral, la meta 4 de tipo intervalo serd
descompuesta en

{ C'x =z, } con z,5b) ) Cx 2 b

{C'x=z, }con z20] cxga

La quinta meta del tipo no restringida, es utilizada de forma especial para indicar que Zg(x) no
tiene un nivel de aspiracién fijo (i.e. representa una funcion objetivo del tipo minimizacién o
maximizacién segin el caso) y se estudiara hasta la seccion 4.51,

La tabla 1.1 resume la relacion entre el tipo de meta y la funcién objetivo del problema de
programacion por metas,

Tipo de Meta Desviacion a
minimizar
Z(x)2b d-
Z(x)<h dt
Z(x)=b d-,d’
Z(x) no restringida d” 6 d*segin
el caso.

TABLA 1,1 Metas y desviaciones relevantes

13
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Ejemplo 1.4 Una compaiiia fabrica dispositivos de memoria para computadoras personales,
Actualmente ofrece cajas de 4 Gbytes (tipo 1), 8 Gbytes (tipo 2) y 16 Gbytes (tipo 3), de 50
unidades cada una. La capacidad de produccion mensual estandar es de 1,200 horas. En la tabla 1.2
aparecen los datos de la compaiiia

Capacidad | Tiempo de Ventas
de Dispos. | fabricacion | méximas
(Gh) Hrs.xUnid | esperadas
4 8 50
8 2 40
16 20 70
Tabla 1.2

IBM es su mejor cliente y ha ordenado 30 cajas de 4Gb y 40 cajas de 8Gb, Las metas trazadas por
la compaiifa son

1) Tener contentos a IBM
2) Cumplir con las ventas programadas y
3) No subutilizar la capacidad de produccion (evitar tiempos de ocio).

Todas las metas tienen la misma prioridad; sin embargo, existe una penalizacion de $4 por cada
unidad no abastecida a IBM, $3 por cada hora de labor no utilizada, y $1 por cada unidad que

resulte por debajo de las ventas programadas. Formule un modelo de PM de fabricacién optima
para la compaiifa.

Planteamiento
Seax; nimero de cajas producidas del tipoi=1,2,3

Es posible producir unidades parciales de una caja, por lo tanto (j principio 2!) x; es una variable
continua.

Metas del modelo
La primer meta exige satisfacer la demanda de IBM lo que implica

x 230
x, 240

las meta-restricciones asociadas seran
Xy +dy —dy =40

De acuerdo a la tabla 1.1 la contribucién a la funcidn objetivo del PPM, la determinan las
desviaciones d|” y dy con su respectivo coeficiente de penalizacion w, y w;, donde

d; y d,’ son la desviacién positiva y negativa en la demanda de 4 Gb, respectivamente
d; y d; son la desviacién positiva y negativa en la demanda de 8 Gb, respectivamente

Aqui, d” representa la demanda insatisfecha (escasez) y d* exceso de oferta o sobreproduccion (al
menos con IBM).
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La segunda meta pretende cumplir las expectativas de ventas, a saber:

x, 250
X, 260
x, 270

por lo tanto, las restricciones que apareceran en el problema son

¥, +d; ~d} =50
.\'2 +(1“- —d; = 60
xy+di—di =70

los términos a incluir en la f.o.son d; ,d] y d; con sus respectivos pesos ;.
Por tltimo, el tiempo laborado en horas lo determinamos con
8x, +12x, +20x,
para no subutilizar la capacidad de produccion de la planta es necesario que
8x, +12x, +20x; 21200

la ecuacion anterior nos dice que la planta quisiera sujetarse a las 1200 horas, pero de ser necesario
incurrird en tiempo extra, ya que no indican ningin limite para ello. La variable a minimizar
relativo a esta meta es d; y la meta-restriccion asociada es

8x, +12x, +20x, +d; -d; =1200

- + ¥
donde d; son las horas no laboradas y ds~ las horas extras de produccion.

Asignando las penalizaciones monetarias establecidas, el modelo completo de PM para la’

compaiiia es

Min Z=4(d’ +d;)+(d; +d; +d;)+3d;

X, +d -d =30
x,  +d; ~dy =40

Xy +d; —d{ =70
8x, +12x, +20x, +d; —d; =1200

Aplicando el método simplex o por inspeccion (filosofia mochila), la solucion optima del problema
esx;=50,x,=60yx;=70conZ*=0y
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dy =0 d’ =20
d; =0 d;y =20
d; =0 dy =0
d; =0 y df =0
d; =0 d; =0
d; =0 d; =1320

El valor dptimo de la funcion objetivo es cero, por lo tanto todas las metas se cumplen

satisfactoriamente. Si observamos la desviacion positiva de la tercera meta, d; = 1320, que
representa el tiempo extra de produccidn, nos dice que fueron necesarias 1320 horas extras para
alcanzar la meta de ventas programadas (jlas horas extras rebasan el tiempo estandar de

produccion!).;Qué representara d;| = d; =207,

Ejemplo 1.5 Si el gerente hubiera decidido no permitir horas extras (sin darle importancia a
posibles horas de ocio) la meta estaria representada por la desigualdad

8x, +12x, +20x, <1200

correspondiéndole la misma meta-restriccion del problema anterior, pero la variable que debe
e + ¢
minimizarse es ahoradg , y el nuevo problema seria

Min Z=4(d, +d;)+(d; +d; +d;)+d{
con w; =1 y sujeto al mismo conjunto de restricciones.

Inspeccionando las restricciones ¢ aplicando el simplex de nuevo resulta como solucion dptima
y=30,x,=40yx; =24 conZ*=76y

d; =0 df =0
d; =0 d; =0
d; =20 dy =0
di=20 7 d;=0
d; =36 df =0
d; =0 d; =0

La nueva solucion satisface el pedido de IBM y se evitan horas extras de trabajo, pero no se logra
satisfacer el programa de ventas. d; =20 significa que faltaron venderse 20 cajas de 4 Gb,
d; =20y d; =34 apuntan que nos quedamos cortos en las ventas de cajasde 8 y 16 Gben 20 y
34 unidades, respectivamente. Considerando conjuntamente los tres productos hubo un déficit total
en ventas de Z = 76 unidades, En esta acasion especial es posible dar una interpretacion practica a

la funcion objetivo Z por que el resto de las desviaciones fueron cero, pero debemos ser cuidadosos
en este aspecto.
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Ejemplo 1.6 Formule el siguiente problema como uno de PM

metal {x, +2x, =2} conz =6

meta2 { x,=z, } conz <12
sa.
3, +x,<24
2%, +7x,<35
X,%,20
El modelo de programacion por metas es

Min wid] +w/d] +wd;
s.4.
X, +2x, +d] ~d/ =6
X, ~-dy =12
3x, +x, <24
2x, +7x, <35

(1.10)

La formulacion anterior sélo incluye las desviaciones relevantes. Para escribir el problema con
ignaldades es necesario introducir las variables de holgura S; y S, igual que en la PL.

Min wid; +wd} +wid;

5.a.
X+ 2%, +d] ~d] =6
X, +d; -d; =12
3, +x, +8, =24 (1.11)
2x +7x, +8, =135

x,d=0

Observe que la variable d; no era necesaria, pero algunos autores la incluyen para acompletar la

base al simplex (tenga presente que la forma correcta para representar sin d;” la segunda meta-
. [y + +

restriccion es ¥, ~d; S4ynox, ~d; =4),

En la practica sucede a menudo que asignar las penalizaciones w; resulta ambiguo; no existe un
criterio categorico que determine adecuadamente dichos coeficientes. Generalmente se asigna al

principio un conjunto de valores y posteriormente se van modificando de acuerdo al analista y al
decisor, al interpretar las soluciones obtenidas,

Ejercicio 1.7 En el problema de regresion lineal se busca determinar los coeficientes @, y a, de la
recta y =a, X + a,, que mejor aproxima a un conjunto de observaciones (x; ;) en el plano XY. El

criterio mas comiin de regresion lineal es el de minimos cuadrados, que consiste en minimizar la
suma de los errores elevados al cuadrado

Min Y (ax, +a, - y,)} A

i=l
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donde el error es ¢; = (a;x; + as) - y;, Sin embargo, existe el criterio alternativo de minimizar la
suma de los errores en valor absoluto

1]

MinZ| ax, +a, -y, B

i=l
Formule el modelo de regresion lineal B como uno de programacion por metas,

1.7 Formas equivalentes del modelo arquimediano

Las siguientes estructuras del modelo arquimediano seran utiles en la PM con prioridades y
serviran también para mantener una analogia con la PL.

Forma 2.

Min Z(w,' di+w/d])

i=l

CuXy +CppXy Feveeente x +d —d] =b

CZle +szx2 +"""+(.'2,‘x” +d2- "'d; =b2

SR S

XTI TE T}
Praserarene

- - + -——
ConX) HCppXy Ho000et+C, X, + dm - dm = bm

xe$
x,d,d*" 20

Forma 3. La forma matricial del modelo arquimediano es

il

Min Z(w,'d,' +w'd )=wd +w'd"
i=]

Cx+1.d"-1-d"=b
xe S (1.13)

x20,d 20d" 20

donde C, d, x y S son como se definicron antes, I representa a la matriz identidad de (m x m) y
W= (W Wy e, Wo ) Y WE = (W05 i, W, ).

En resumen, forinular un problema como un modelo de PM requiere bdsicamente de la
introduccion de las meta-restricciones, minimizando Unicamente las desviaciones relevantes

determinadas de acuerdo al criterio de la tabla 1.1. En la mayoria de los casos la f.0. del PPM no
tendra interpretacion practica,



CAPITULO IT

SOLUCION GRAFICA DEL MODELO DE PROGRAMACION
POR METAS SIN PRIORIDADES,

Introduccion,

El presente capitulo esta dedicado al estudio de la solucion grafica de un modelo de PPM sin
prioridades, basado en el criterio de la métrica ponderada L, sobre el espacio de objetivos y el
espacio de decisiones. Presento también la interpretacion geométrica de la desviacion de una meta
en un punto cualquiera, que servira para el resto de los capitulos, Al final incluyo la definicién de
metas eficientes que determinan al conjunto de soluciones dptimas del PPM.

2.1 La Métrica L
Para ilustrar graficamente la solucion de un PPM es necesario conocer ciertas propiedades de la

métrica Ly, en especial los contornos que ella origina. Una métrica L es una funcion que permite
calcular la distancia entre dos puntos (vectores) en R™, Utilizaremos la expresién

fix- y"L
para representar la distancia entre los puntos x, y de R™ de acuerdo a la métrica L.

Las propiedades que debe cumplir una meétrica L son las siguientes:
D fx-ol,=ly-xl,

2 fx-yl,=lx-yl, =0 x=y

3) fx-yl, <|x-, +fz-l,

4 Jx-yf, 20

Existe una familia interesante de métricas Ly’s (con p = 1,2,.....,00) que funciona muy bien en la
teorfa de optimizacion. La métrica Ly, se define de la siguicnte manera:

[ 4 %'
-y =[z|x, | } s pelde
i=|
donde

x=(.\‘|,.\‘2,.....,xm):
Y= (yh Yo ».Vm)

Al asignar un valor especifico a p trabajamos con un tipo de métrica en particular, por ejemplo:

parap=1

sl = 2 b =)

19
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Parap=2
%

i} 2
Zl'xi —y,l
f=

U" - y" ly

para p =

""—y"h = Max lxi —y,-|

=)

Cuando p =, la distancia entre x y y de acuerdo a la métrica L, se reduce a seleccionar el

maximo de las componentes 'x, - y,', ya que esta es la que predomina al evaluar la expresién

A

M
o ZIX, "yil
=

Jx-y

Cuando calculamos la distancia entre dos puntos x, y es importante saber que tipo de métrica se
estd usando, ya que cada métrica define un criterio distinto de distancia. Por ejemplo, la distancia
entre los puntos x = (6,4) y y =(2,1) de acuerdo a la métrica L; es iguala 7

Ix=l,, =16-2+4-1=l4+[3=7

Pero si medimos la distancia de acuerdo a la métrica L, resulta

Ix-y],, =l6-2 +}4-1 =47 437 =5

Cuando p = la distancia que se obtiene es

= Max {[6-2/4-1| }= Max {43}=4

L. i1

Ix-y
en resumen, al usar una métrica distinta se obtiene una distancia diferente,

2.2 Contornos o vecindades de las métricas

La caracteristica que nos interesa de una métrica es el contorno que esta origina sobre un punto x

Definicion 2.1. Un contorno o vecindad de x, es el conjunto de puntos que se encuentran a la misma
distancia del punto x,

La figura 2.1 muestra los contornos generados por la métrica Ly, , para diferentes valores de p.
Tales contornos representan a todos los puntos que distan 3 unidades del origen de acuerdo a cada
métrica, Para p =co el contorno resulta un cuadrado, observe que los puntos (3,0), (0,3) y (3,3)

satisfacen la expresion |x-0], =3. Cuando p=2, la métrica L, es la bien conocida métrica

euclidiana cuyos contornos son las circunferencias. El rombo representa los contornos originados
por la métrica L.
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X2

Figura 2.1 Contornos de las métricas

En adelante solo mostraremos interés por la métrica L; y los rombos que origina esta métrica; en
realidad nos interesa el caso de la métrica ponderada L," definida por la ecuacion

i
"""y i =ZW1|xl "Yi| 2.0
i=l
donde w = (W}, Wa,......,Ws) €s el vector de peso o ponderaciones, tal que w, 2 0 para toda /.

Veamos los contornos que origina la métrica L,¥ cuando x e y son puntos en el plano, R% Por
simplicidad se ha elegido al puntoy como el origen (0,0).

Si w, = w, decimos que las componentes (x, - ;) de (2.1) estdn igualmente ponderadas y el
contorno resultante es
X2 ,

/ m-—‘z=—l

Xy

Figura 2.2, Rombo equilibrado

si w, > w, decimos que la primera componente tiene mayor peso o preferencia y el contorno
corresponde a un rombo alargado verticalmente,
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-W
m=—% <-1
/ i
B
X1

Figura 2.3 Rombo alargado verticalmente

Por dltimo la figura 2.4 representa el caso w, > w,

x|

Figura 2.4 Rombo alargado horizontalmente

Cuando la segunda componente tenga penalizacion mayor (w;>w,) el contorno resultante serd un

rombo alargado horizontalmente. Observe que la métrica L, es un caso particular de la métrica

ponderada Ly” cuando w; = wy = e =y, = 1,

Ejemplo 2.1 Graficar todos los puntos que disten 6 unidades del origen de acuerdo a la métrica
ponderada L," con wy =3y wy= . Es decir, todos los puntos que cumplan la ecuacién

x~o

i =W =0+ wyle, =0 = wx |+ wylx, | = 6 (2.2)

En este ejemplo w;>wy, por lo tanto el contorno resultard un rombo alargado verticalmente (figura

2.5). Note que el punto x* =(2,0) est4 a una distancia de 6 unidades del origen por que satisface la
ecuacion (2.2),

[x -0

”=mhhmmh%DHwF6
Igualmente el punto = (0,6) cumple dicha condicion
g

[x-0

i =X0)+1(6) =6

22
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Figura 2.5 Contornos del gjemplo 2.1

El concepto de vecindad puede generalizarse a conjuntos de la siguiente manera: La distancia del

punto x al conjunto M se define como la distancia minima entre x y los puntos de M, representado
con la siguiente ecuacion

d=d(x,M)= Min |x-y| , @3)
yeM “1

El contorno de un conjunto M encierra a todos los puntos x que se encuentran, de acuerdo a la
ecuacion 2.3, a la misma distancia d del conjunto M.

X9 X2
(. .
| M : M
|
Ak‘]c Ak:uf
m=-1\/ CRE ms>- BT
s -
a) wi=w, X b} wa>w X1
X | X
I d!
lom
| /
[ /

Figura 2.6 Contornos sobre un conjunto
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En la figura 2.6 el caso a) representa al contorno generado sobre M por la métrica ponderada L,",
con W, =w,. b) representa el caso cuando la segunda componente es “mas importante” que la
primera (W, > w,). Si la primera componente es preferida a la segunda (v, > w,) resulta el caso
¢). El conjunto M en d) tiene como fronteras dos diagonales, los contornos en este conjunto son
obtenidos de manera especial y con cierto cuidado (aqui w, = w,).

Es importante notar en la figura 2.6 la separacidn lineal que existe entre los puntos A y B respecto
al punto C. En a) los puntos A y B se encuentran a la misma distancia de C, en b) el punto A estd
mds alejado que B, y en c) el punto A estd mds cerca que el punto B. Lo anterior ayudari a marcar
graficamente las preferencias en el PPM (ndtese también las pendientes).

2.3 Interpretacién geométrica de las desviaciones

En el presente capitulo y en los posteriores serd de gran ayuda tener una nocidn geométrica de la

desviacion de una meta en un punto x cualquiera, La figura 2.7 ilustra en el plano R? la desviacion
de una meta,
X2 ‘

X]

Figura 2.7 Representacion geométrica de las desviaciones
Supongamos que la meta i viene dada por la ecuacion
ax) + bxy =¢

entonces, la desviacion de la meta i en el punto x = (x;, x) se calcula de las siguientes dos maneras

I)d =aA;,  medida horizontalmente
2)d =bA, medida verticalmente

Por ejemplo, la desviacion de la meta 4x, +2x, =8 enel puntox = (1,1) es

ld=aA, =4(}5)=2 6
2)d =bA, =2(1)=2

esta desviacion corresponde al nivel alcanzado por la meta en el punto (1,1) figura (2.8).
4 X +2xy =8

+
Desviacion =2
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Xg‘
)

-
X

Figura 2.8 Desviacion en el punto (1,1)

2.4 Conjunto Ideal, Espacio Solucién y Espacio Objetivo

En la mayorfa de los problemas de PM (y multiobjetivo) el punto x que satisface simultineamente
la mayorfa de las metas (sino todas), casi siempre es no factible o simplemente no existe (caso de
metas conflictivas entre s). No obstante, la PM selecciona aquel punto x del conjunto S que mejor
aproxima las metas a su valor objetivo. En la figura 2 9 encontramos al conjunto S de soluciones
factibles, y al conjunto M* llamado Conjunto Ideal' o Conjunto Utop)coz que representa los
puntos donde las metas se alcanzan simultdneamente; ambos conjuntos en el espacio solucion o
espacio de decisiones x; en R", En la grifica 2.9 se observa que la solucién dptima del PPM serd el
punto X €S mds cercano al conjunto M’

El problema se complica cuando el conjunto ideal M’ en el espacio solucién es vacio, ya no es
posible medir las distancias. Por tal razon, es necesario transformar el problema a un nuevo
espacio, el espacro de objetivos z)’s, donde el conjunto utdpico M resulte no vacio, i.e. el espac:o
de soluciones, R", es transformado en el espacio de objetivos, R™.

2|

{2,3)

oA ——
Xy

Figura 2.9 Espacio Solucidn del ejemplo 2.2

! Se le llama conjunto ideal por que ahf deberian satisfacerse todas las metas.
Utépico por que generalmente es vacio.
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Ejemplo 2.2 Resolver el siguiente modelo arquimediano de PM

meta | {Zxl -X, = z,} con z, 2 b,

mela 2 { X, = 22} conz, 2 b,

s.a.
3¢, - x,<3
X% 20
COl'lbl=4Yb2=5.
X
2 by 22 ‘

3

Figura 2.10 Transformacion del espacio de soluciones al
espacio de objetivos

El conjunto Z de soluciones factibles en el espacio de objetivos corresponde a la imagen de todos
los puntos x del conjunto S bajo la transformacion Z = Cx, donde C es la matriz de coeficientes de
las meta-restricciones. El siguiente teorema nos ayudara a determinar completamente al conjunto Z
(la demostracion la encontrara en el apéndice ),

Teorema 2.1 Todo punto extremo del conjunto S tiene como imagen un punto extremo del

conjunto Z, y viceversa. Todo punto extremo del conjunto Z es la imagen de un punto extremo del
conjunto S,

Por ejemplo, sustituyendo el punto x' = (), x2) =(2,3) en las meta-restricciones
C'x=2x,-x,=2,=2(2)-3 =1
Cx=  x,=2z,=3

Es decir, el punto x' = (2,3) se convierte en el punto 2 = (1,3) bajo la transformacién Cx. De
manera semejante encontramos el resto de los puntos extremos de Z, obteniendo
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Espacio X EspacioZ
Punto Punto
Extremo Extremo

(0,0) setransformaen (0,0

(1,0) (2,0)
(2,3) (1,3)
(0.2 (-2,2)

El teorema 2.1 establece que los puntos extremos del conjunto Z estin determinados
completamente por los puntos extremos del conjunto S y viceversa,

Por otro lado, el conjunto utépico M’ se transforma en el conjunto ideal M del espacio objetivo,
Asl, la solucion optima del modelo arquimediano consiste en determinar el punto x = (x;,x;) (0
puntos) del conjunto S cuya imagen(es) z = (z,z;) minimice la distancia entre el conjunto Z y el
cor‘}junto M. Nos proponemos ilustrar que aqul, la distancia corresponde a la métrica ponderada

Ly".
"
= 2wl =yl
i=l
Si recordamos que la desviacion de una meta esta representada con la expresion
lZ/ (x) - b/l
y al definir las variables de desviacion d; yd] resulta
IZ, (x)- b,l =d +d;
WZ,(X)=b| = wid] +wid}

analizando ahora la funcién objetivo del modelo arquimediano

d(x,y)=|x-y

Miny (wid; +w/d}) = Min w,|Z,(x) - 5] Q9
il 'l
y definimos
2] [2(0] b ]
2, Z,(x) b,
EA Z;(x) b,
7= = y b =
-z'" . LZ'” (x)- me o

vemos que la ecuacion 2.4 no es otra cosa mas que la distancia minima entre el punto z y el punto
b, de acuerdo a la métrica ponderada L,".

m

d(zb) = ||z—b“,‘lw =Y wlz -b|= iw,.[Z,(x) -b| conxe$
i=]

i=l
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en nuestro caso el punto z (21 22y ooy Z)' pertenece al conjunto Z de soluciones factibles y el
punto b = (b, by, ..., b)' pertenece al conjunto utépico M, en el espacio de objetivos.

2.5 Solucion grifica del PPM en el espacio objetivo z,

Al utilizar los contornos que origina la métrica L sobre el conjunto M localizaremos graficamente
la solucidn dptima del ejemplo 2.2, cuyo modelo de PPM es el siguiente

Min wid +wd;

5.a.
2% -x,+d; -d| =4
X, +d; —=d; =5
. 3%, - x, <
-x, +2x, <4
x20,d20

(98 )

Considerando las variables d| y d; igualmente ponderadas, e.g. w; = wj =1, los contornos de Ia
métrica L, sobre el conjunto M corresponden a la figura 2.11, y el punto éptimo resultante es 7',
que se indentifica desplazando los contornos hasta tocar al conjunto Z; semejante al
desplazamiento de la f.o. en un problema de PL. Por lo tanto, la solucion éptima del PPM
corresponde a todos los puntos X €8S enel espacuo de decisiones, tal que sus.imégenes van a dar al

punto extremo z'. En este caso el punto extremo x' es el inico punto que tiene por imagen al punto
z', dea qui que la solucidn dptima (nica es x'=(2,3).

¥

by | 1
Figura 2.11 Espacio objetivo del ejemplo 2.2
Trazar correctamente los contornos sobre el conjunto M es la base para resolver graficamente un

PPM. Por tal motivo, se ha graficado en la figura 2.12 los diferentes contornos sobre ¢l conjunto M
en el espacio objetivo, para los tipos de metas mas comunes. A saber:

a. una meta del tipo mayor o igual y otra menor igual que
b. ambas metas del tipo de igualdad

¢. una meta de intervalo y otra mayor o igual que
d. ambas metas de intervalo
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c) wWi<w, d) wy= W

Figura 2.12 Contornos sobre el conjunto utdpico M.

Hay ocasiones donde el conjunto M se intersecta con el conjunto Z resultando trivial la solucion
Optima.

A—
Z)

Figura 2,13 Interseccion del conjunto Z y el conjunto M
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Graficamente es més sencillo descubrir la solucidn dptima trabajando en el espacio objetivo por la

facilidad que dan los contornos, aunque siempre existe la posibilidad de usar el espacio solucién x;.

Ejemplo 2.3 Resolvamos graficamente el problema representado en la figura 2.14. La funcion
objetivo para este problema es

Min (wid; +wyd; +wijdy)

con las siguientes metas

metal C'x =z con z e[b,’,b,"]= [104]

meta 2 C’x=2z, con z, 2h,

donde C'=(2, Dy C’= (-1,2). Los puntos extremos de S se transforman en

Espaclo Solucién Espacio Objetivo

(0.0 T (0,0)
(0,3) T (3.6)
(3/2,3) (6,9/2)
(3,372) (15/2,0)
(3,0) (6,°3)
x*=(16/3,13/5) *=(12)

Xy

Figura 2.14 Espacio de Decisiones
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Es dificil obtener con claridad los contornos sobre el conjunto M, pero si nos trasladamos al
espacio objetivo y analizamos el conjunto M resulta

« |

! )/, |

I 4 [

1

| / |

| /M/ |

2! I 7 :

| / |

2 / / |

bz" Z l‘lQ\ >4 .J
sl W

26

Figura 2.15 Espacio de Objetivos

DependlendoJ de los pesos asignados a las desvnac;ones, la solucion optima podria resultar el punto
z,el punto 2 o el segmento completo de z a 2%, En reahdad son los puntos de § cuyas imagenes
caen en el segmento 2, (i.e. puntos en el segmento xx ) Supongo que el lector es tan observador

como para descubrir porqué un punto en el segmento 2’z (6 en xzx) no es candidato a solucion
dptima,

Otra razén por la que preferimos trabajar en el espacio objetivos, es porque el conjunto M’ en
algunos casos es vacio, forzandonos a trasladarnos al espacio Z como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4 Considere el siguiente problema de PM
Min (wid[ +w/'d; + wyd; +wydy + wid; +wid})

C'x+d] ~d} =2z, con (z, =b,)

Cx+d; —d; =z, con (z, =b,)

C'x+d; ~d{ =z, con (z, =b,)
xeS

Observe que todas las metas estan en forma de igualdad. La figura 2.16 representa la problematica
en el espacio de decisiones. En este caso las metas no logran satisfacerse simultdneamente
resultando un conjunto M’ vacio, El espacio objetivo es ahora R’ sin embargo -como diria el Dr.
F.M.- no causa mayor dificultad, porque el conjunto utdpico M es no vacfo y consiste (inicamente
del punto (b), ba, b3). Como el espacio objetivo es tri-dimensional, los contornos sobre el punto (b,

bgz, b3) tendrdn la forma de diamante (en vez de rombos) pero la interpretacion es la misma que en
R’
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X1
Figura 2.16 Conjunto M" vacio

2.6 Solucidn grafica del PPM en el espacio de decisiones x;

Para identificar con éxito la solucidn dptima en el espacio solucidn, hay que poner mucha atencion
en los pesos asignados a las desviaciones 6 identificar correctamente los contornos.

| Ejemplo 2.5 Considere ¢l PPM cuya grifica aparece en la figura 2.17

Min wid] + wyd;

—x, +3x, +d; - d} =6 (26)

“Sx, +6x,  +d; —d; =3 (3)

| | 2%, +3x, +8, =11 (s)
f ’ X, +8, =4 (%)
‘ X, +8 =3 ()

Figura 2.17 Espacio de decisiones del ejemplo 2.5
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Note en la grifica que se han encerrado en circulo las desviaciones no deseadas de las metas.

Supongamos que la meta | tiene una penalizacion mayor que la meta 2, i.e w; > w;,, y pensemos
cudles serian las iteraciones del simplex con la intension de resolver graficamente el problema.

CASO 1.

La base inicial consta de las variables de holgura S,, S;, S; y las desviaciones negativas, asi la
solucidn inicial es (x),x;) = (0,0), punto O. En la primera iteracion el simplex brincara del punto O
al punto A que es el mas cercano. En este punto - d; =d, =0 por que A estd sobre la recta que
representa la meta restriccion y cualquier punto sobre la recta cumplira la meta en forma exacta. La
siguiente opcidn es moverse al punto D 6 al punto B (observe que en B la segunda meta seguira
cumpliéndose totalmente). En realidad D no es opcidn para el simplex, la razon es que al brincar a
D empeoraria la segunda meta y mejoraria la primera; en cambio, brincar a B mejorarfa la primer
meta sin empeorar la segunda, y el simplex busca siempre mejorar sin empeorar. De aqui que la
tercera solucion sea el punto B, Hasta este momento no se ha mencionado el hecho de que
w; > w,. Digamos por simplicidad que solo resta la siguiente opcion para llegar al dptimo:
mantenerse en el punto B 6 pasar al punto C. Las desviaciones no deseadas son d; y dy, en C
tenemos d; =0 y d; >0y en Btenemos d; >0 y dy =0. De acuerdo a la funcién objetivo, -

la desviacion total en el punto C seria wyd; y en B seria w;d]". Entonces, C es el punto dptimo
siempre y cuando se cumipla

L - 1-
wody <wid,

. wd,; Q.5)
W >—2-
d,

en caso contrario el punto dptimo serd B, Es posible determinar la expresion 2.5 si conocemos el

valor de d; en el punto C y el valor de d| en el punto B. Estimandolos graficamente con un poco
de intuicién, descubriremos que no es necesario conocerlas especificamente, a ojo de buen cubero

dird que la relacién 2.5 es valida para muchos w; > w,. Cuando intentamos resolver el problema
en el espacio solucién no se puede esperar mucho de los contornos, hay que usar la experiencia.

g

g
c
D e . g
A —

Figura 2.18 Soluciones dptimas para la segunda meta
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CASO2.

Otra manera de analizarlo es la siguiente, la solucion inicial (0,0) cumple totalmente la segunda

meta (d, =0), la grifica 2,18 sefala todos los puntos del espacio factible donde esta meta
permanece dptima.

La pregunta que debemos hacernos es ;de todos tos puntos del conjunto §,, cudles son los puntos
que mejor satisfacen la primer meta?. La grafica nos indica que la respuesta son los puntos

comprendidos en el segmento AB. Resulta evidente que la mejor opcion de S, es entonces el punto
B.
X2

E———
X1

Figura 2.19 Conjunto de opciones para la meta |

La pregunta final sera ;Quién es mds importante, la primer meta o la segunda?. Como w; > w;,
siempre que w, sea “suficientemente” mayor que 1, la solucién optima apuntara al punto C;

pero si' W, solo es “relativamente” mayor que W), es posible que el optimo se mantenga en el

punto B, o incluso en un punto intermedio (aqui “relativo” se usa en ¢l mismo contexto que lo usé
Albert Einsten),

Como ejercicio puede intentar descubir la solucién optima utilizando los contornos sobre el espacio
Z, su experiencia para encontrar graficamente la solucidn tendra un repunte significativo,

2.7 Frontera Eficiente

Sabemos que en un problema multiobjetivo es casi imposible que exista una solucion factible que
optimice todas las funciones objetivos al mismo tiempo, En su lugar se espera encontrar una
solucion que domine a otras en al menos un objetivo. Tal solucidn se conoce en la PLMO como
solucion no-dominada o solucién eficiente. Las soluciones no-dominadas tienen una caracteristica
importante de monotonia, que es la de preferir mis a menos. Sin embargo, en un PPM no es posible
mantener tal caracteristica de solucion no-dominada, debido a que la programacion por metas
contempla soluciones dominadas como soluciones dptimas de un problema (el caso cuando la
solucion es suficiente para cumplir las metas). En su lugar se utiliza el concepto de metas
eficientes correspondiendo al criterio de minimizacién del PPM.

Definicion 2.2 Sea x €S una solucidn factible del PPM, y sea d su vector de desviaciones
relevantes asociado, Entonces, x es meta cficiente si no existe otra solucion x' con vector asociado

d' talque, d' sdyd' #d(ie d' <d paratodai,y d' <d, paraal menos una i),

En otras palabras, una meta es eficiente si no existe otra meta tan buena coino esta pero mejor ain
en al menos una desviacion.
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Lo importante de la definicion anterior es que seiiala que las soluciones dptimas de un problema de
programacion por metas se encontrarin en el conjunto Mg que contenga a todas las metas
eficientes. Por lo tanto, si logramos obtener el conjunto My (una vez definido el vector de
desviaciones relevantes) podremos identificar las posibles soluciones dptimas del PPM.,

En el ejemplo 2.5 el conjunto de metas eficientes Mg, corresponde al segmento de recta que une los
puntos C y B de la grafica (2.17). El vector de desviaciones relevantes en un punto X lo escribimos
de la siguiente manera:

dy

dy

d=

d o |d
Sid=| ' | eselvectorde desviaciones asociado al punto C y d = " el vector asociado al
+ +
d, d;

punto D, notamos que C domina al punto D con su vector de desviaciones,

d; d; y
Y < con d; <d;

d; d;

por lo tanto D no es una meta eficiente, Observe que en el punto C, ;' =0, y de todos los puntos

de S que tengan d; =0, C es el que tiene la minima desviacion d; , eso convierte a C en una meta
eficiente,

En la figura 2.14 del problema 2.3 el conjunto de metas eficientes Mg lo identificamos como el
segmento de recta x,X’, en la figura 2.9 el conjunto M, consta del segmento x;,X; (;por qué?).

La siguiente grifica nos muestra las fronteras de metas eficientes del problema de PM y el
conjunto de soluciones no-dominadas de la PLMO, considerando un sistema costo-utilidad. Las
metas eficientes se identificardn como todos aquellos puntos que con una desviacion fija sobre el
costo programado, es la que mds se acerca al nivel aspirado en rendimiento. En otras palabras, una
meta es eficiente si con una desviacion d, fija, la desviacion d, es lo mds pequeiia posible. De aqui
que el conjunto My, lo formen los puntos del segmento AB y BC.

En el contexto de la PLMO las soluciones no-dominadas se identifican como todos aguellos puntos
que con un nivel de costo fijo, arrojen la médxima utilidad. En la figura 2.20 vemos que el conjunto
de soluciones no-dominadas de la PLMO coincide con el conjunto de metas eficientes, My, de la
PM. Observe que al pasar de A a B el costo “empeora” y el rendimiento “mejora”, esto siempre
sucederd al pasar de una solucion no dominada a otra.

Con un sistema riesgo-rendimiento de un portafolio de inversiones (fig. 2.21), identificamos al
segmento AC de soluciones no-dominadas de la PLMO, como todos aquellos puntos que tienen el
mismo rendimiento pero de menor riesgo; o bien, aquellos puntos que con un nivel de riesgo
constante generan el mayor rendimiento. Las soluciones no-dominadas se dice que son las
soluciones mejor comprometidas para el decisor,
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Utilidad

G

Costo

o
>

Figura 2.20 Frontera eficiente costo-utilidad

Para efectos de ilustracion, la meta de riesgo se ha considerado de tipo intervalo, Note que el punto
B es una solucién dominada ya que existen otras de menor riesgo pero de mejor rendimiento, por
ejemplo A. Sin embargo en el contexto de la PM, el segmento AB forma el conjunto de metas
eficientes, por que el vector de desviaciones asociado a cada punto resulta mucho mejor, i.e.
desviaciones mas pequefias en relacion a los niveles aspirados por las metas.

El problema muestra que hay soluciones mejor comprametidas para el decisor (no-dominadas) que
las soluciones Sptimas que resulten del PPM. Es probable que el decisor no conozca bien la
relacion entre riesgo-rendimiento, llevando a un planteamiento deficiente del PPM. El problema

deberia analizarse antes de adoptar alguna accién. Con este ejemplo vemos que una meta-eficiente
no necesariamente serd una solucién no-dominada,

Rendimienta ‘

Ap |
B8
|
I
C | I
| |
b! pY ‘
] ] Riesga

Figura 2.21 Frontera eficiente riesgo-rendimiento
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CAPITULO III

PROGRAMACION POR METAS CON PRIORIDADES

3.1 Introduccion

La programacion por metas es un caso especial de la programacion multiobjetivo, se utiliza cuando
se han fijado niveles de aspiracion o metas a cada objetivo. En la practica no todos los objetivos
tienen la misma importancia, asimismo, hay metas que tienen estrictamente mds prioridad que
otras. Por ejemplo, en un pais podria tener mayor prioridad satisfacer las necesidades alimenticias
de sus habitantes que la construccion de carreteras; en el suministro de agua en distritos de riego,
es prioritario satisfacer a los distritos con siembras de temporada que a particulares; minimizar el
costo en un plan de transporte podria tener mds prioridad que minimizar el tiempo de entrega, o
viceversa; calendarizar la produccion en base a la demanda puede obedecer a las prioridades que se
tengan con los clientes; la liquidez de una inversion puede ser mas importante que el monto de
impuestos, etc.

Articular prioridades en un problema multiobjetivo depende bdsicamente del problema practico
que estemos resolviendo, pueden intercalarse a priori o de manera progresiva en el modelo.
Intercalar las prioridades progresivamente le da un toque mis real, sin embargo existen también
muchas situaciones que definen las prioridades de antemano, donde la PM tiene cada vez mds
aceptacion. La PM es util en la resolucion de problemas con niveles de prioridad preestablecidos;
ademds, ¢l método que utiliza es aplicable a la formulacion de problemas lineales, no lineales y
cuadraticos. Sin embargo, debido a lo especial de cada caso s6lo abordaremos el de objetivos y
restricciones lineales.

En la practica puede ser trivial cudles metas tienen mayor prioridad que otras, pero puede suceder
(y de hecho ocurre) que no sea ficil determinar un orden de preferencias adecuado, en problemas
donde los objetivos son muy competitivos entre si. Existen varios criterios para establecer niveles
de prioridad dependiendo de la problematica, entre estos podemos mencionar: uso de la funcién de
utilidad, comparacion por parejas, naturaleza de las metas, criterios de dominancia estocistica de
primero y segundo orden, uso de la matriz de descomposicion de preferencias, y la experiencia
mistma, De cualquier forma corresponde al decisor (en el presente trabajo) establecer dichos niveles
y no sera tratado aqui; una vez establecidos, el analista (nosotros) procede a resolver el problema
utilizando la PM.

Basicamente existen cuatro métodos para la resolucion de un problema de PMCP

1) Método secuencial

2) Método simplex lexicogrifico

3) El método simplex aplicado al problema dual multidimensional de la PM
4) Método de la inversa reducida

Unicamente desarrollaré los tres primeros métodos que constituyen material suficiente para
resolver satisfactoriamente el modelo con prioridades. El tercer método se puede consultar en
Spronk [43], p. 79. Como tema especial realizo un estudio detallado del problema dual
multidimensional de la PM que aparece muy poco en la literatura, destaco las cualidades del
método y obtengo la solucion primal de manera especifica.
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3.2 El modelo de Ia programacion por metas con prioridades
El modelo general de la PMCP es
Min i}%iP,.(w,‘d,' +w'd)
C'x+d; -d; =b,
C'x+d; -d; =b,

s0s0000vss0ncee (3.1)
C"x+d; ~d, =b,
xeS

x;20,d,20
donde d,, b;, x, c y 8 son como se definieron anteriormente y

P niimero de niveles de prioridad establecidos en el modelo (p<m)
P coeficiente de prioridad {

i
W, coeficiente de pesos

El sistema de ecuaciones (3.1) es equivalente al modelo (I.12) al incluir los coeficientes de
prioridad P;.

Sucede que la meta i no necesariamente corresponde al nivel de prioridad i, Luego entonces, la
forma mds general del modelo resulta

Min il’k(p,‘d' #A,d%)
k=1

Cx+ld -1d" =b
xeS @)
x20,d 20,d" 20
donde
By = (W, Wapyreenes Wi )
A= (W s Waisereos Wi )
A7 = (d7 dy ey
d+=(|+’ 2', ,,,,, ,W,,','
k=12

En los modelos de PMCP (3.1 y 3.2), las metas correspondientes al coeficiente de prioridad P, son
infinitamente mds importantes que las metas de prioridad P,, esto se denota escribiendo Py>>> P,
. Las metas de prioridad P, son infinitamente mds importantes que las metas de prioridad Ps, i.e,
P;>>> Py, y asf sucesivamente hasta el nivel de prioridad mas bajo, Los coeficientes P;'s son
motivo de gran controversia en la PM, algunos piensan que los Py no deben ser cantidades
numéricas sino ordinales exclusivamente; al asignar un valor numérico a cada Py por grande que
este sea, la relacion de importancia podria no quedar establecida correctamente, En este sentido los
sumandos en la f.o. de (3.2) no tiene interpretacion congruente.
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Utilizar coeficientes de prioridad Py para asignar metas a un nivel de prioridad determinado, crea
problemas de comprension por que no induce un criterio claro para decidir que valor numérico se
debe dar a cada P;, y ain cuando puedan sumarse asignando cantidades infinitamente grandes, la
suma de tales cantidades podria ser no representativa del grado de prioridad resultante,

La problematica anterior aunada a los errores computacionales que ocasiona, motivé a un nuevo
planteamiento de la funcion objetivo del problema de PMCP, llamado “Programaciin por metas
lexicogrdfica”, en el sentido de que cada componente de la funcion objetivo representa un nivel de
prioridad y donde los niveles no llegan a mezclarse. La nueva manera de escribir la f.0, es

Min - Lex a= {p,d" L ST AP I Y N }

Cx+Ild -Id* =b 3.3)
xeS
x20,d20

donde Min-Lex significa minimizar lexicograficamente la funcion objetivo, Esto es, buscard
satisfacer las metas de primera prioridad tanto como sea posible; luego si el espacio factible lo
permite, satisfacer las metas de segunda prioridad, luego la tercera, y asi sucesivamente hasta
ltegar al nivel de prioridad mas bajo. La solucién dptima del problema de programacion por metas
con prioridades (3.3) se denomina “Minimo Lexicogrifico”.

A continuacion propongo un ejemplo que servira para ilustrar la solucion grafica de un problema
con prioridades, asi como en la aplicacion del método secuencial y el simplex lexicografico.

Ejemplo 3.1 Cierta compafiia se dedica a la fabricacién de piezas de aparatos mecdnicos. Una
clase de pieza en especial se fabrica en dos tipos de calidad, normal y extrafina. Para la fabricacion
de la proxima corrida la empresa recurrira a financiamiento externo. Actualmente la maquinaria
disponible esta calibrada para producir 9 moldes de refaccion por corrida; pudiendo combinar los
moldes extrafino y normal en una misma corrida. Las piezas extrafinas se venden a $300 por
unidad y las normales a $100. Debido a ciertas facilidades que tiene la empresa por el momento, el
costo de produccion por unidad es el mismo para cualquiera de los dos tipos e igual a $100. (La
compaiifa no recibe ninguna utilidad en las piezas de calidad normal pero con tal de mantenerse en
la competencia ha contemplado su fabricacién). Se pretende producir al menos 5 piezas de calidad
extrafina y 3 de calidad normal. Las metas establecidas por el administrador de la compaiiia en
orden de importancia fueron las siguientes:

a) Obtener ingresos superiores a los 1200 pesos por corrida de produccidn,

b) Evitar ajustes en la maquinaria (cualquier ajuste implicarfa tiempo y costo). La empresa es
indiferente por ajuste inferior o superior de maquinaria ya que el tiempo y costo de reajuste es el
mismo, la penalizacion cargada a esta meta ¢s de | (tiempo de retraso en horas).

¢) Satistacer la necesidad minima de produccion. La proporcion de demanda en el mercado de las
piezas extrafinas es 5 a | en relacién a las normales. Se ha decidido usar estos valores como
penalizaciones en la f.o. para las desviaciones de esta meta (el 5 representa el costo de oportunidad,
en prestigio, para la compaiiia en caso de ofrecer el producto).

Las metas anteriores podran realizarse siempre y cuando no excedan el financiamiento obtenido de
$600.

39



PROGRAMACION POR METAS CON PRIORIDADES

Formulacion

Sean  x; = No. de piezas producidas de calidad extrafina
x2 =No. de piezas producidas de calidad normal

La meta correspondiente a la primera prioridad (P|) esta representada por la desigualdad
P,(3x, + x, 2 12) encientos de pesos

a esta meta le corresponde en la funcidn objetivo la desviacion d|” y su meta restriccion sera
3, +x, +d] 212

Como segunda prioridad se debe evitar cualquier ajuste de maquinaria, esto es, la cantidad de
piezas producidas debe ser igual a 9; la restriccion que representa a esta meta es entonces

P,(x, +x, =9)

y su meta restriccion serd ¥, +x, +d; —d; =9, contribuyendo a la funcién objetivo con el
término Py(d, ™+ "), note que wy” =w,” =1 es el tiempo de reajuste,

Por iltimo, la meta de prioridad Py establece que
Py(x, 25)
Py(x, 23)
las meta-restricciones correspondiente con sus desviaciones relevantes serdn
X, +dy 25
X, +dy 23
Asl, la representacion de prioridades queda establecida con el siguiente conjunto de ecuaciones
P,(3x, +x, 212)
Pz( xl +x2 = 9)
34
Py (x, 25) (3.4)
P, x,23)
sujetas a x, +x, <6

El modelo completo de PMCP que representa la problematica es el siguiente
Min=Lex { d;, dy +d}, 5d; +d;
3x,+x,+d —d =12 (cientos de pesos)

X +X,+dy -dy =9 (unidades)

X, +dy —dy =5 3.5
x, td{ -d;y =3
X+, +8, =6  (cientos de pesos)
x,dz0
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3.3 Solucién grifica del modelo de PM con prioridades

El espacio de soluciones factibles S estd determinado por la Gltima restriccion x, +x, < 6.
Agregando (nicamente la meta de primera prioridad, el espacio de soluciones optimas para esta

meta se muestra en la siguiente figura (3.1); d, se ha encerrado en un clrculo para identificar en la
grafica la desviacion no deseada.

Figura 3.1 Conjunto de soluciones optimas para Py
(Primera Etapa)

Cualquier punto sobre la region S serd un dptimo para P, ya que hacen d; =0, La solucion inicial
x* =(0,0) pasard al punto extremo x'= (4,0) en esta primera etapa.

Luego, pafa la meta de segunda prioridad el espacio factible queda reducido al conjunto S en vez
del conjunto inicial S. Al incluir las metas de segunda prioridad P, (segunda etapa) obtenemos

x0 a6

Figura 3.2 Soluciones dptimas simultaneas paraP, y Py
(Segunda etapa)
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Cuidando que P no deje su valor 6ptimo, ie. no salir de S', intentamos acercarnos lo ms posible
a larecta x, +x, =9, de aqui que §? resulte el conjunto de soluciones optimas para P, y Py
simultdneamente. En S podemos elegir el punto “extremo” x* ¢ x* como soluciones dptimas de P
y P,. Aunque el alcance de P, no seré total, es el mds cercano posible; cualquier punto sobre S

tendrd f; >0 (=3). Luego, ¢l espacio disponible para las metas de tercera prioridad ha sido
limitado al segmento de recta s? que une los puntos (6,0) y (3,3) de la tigura 3.2.

Incluyendo finalmente las metas de tercera prioridad, la figura 3.3 presenta al segmento x*,x* como
el conjunto de metas “eficientes” para Py, dependiendo de los pesos w; y w; .

0
X
5|> X3

Figura 3.3 Incluyendo metas de prioridad Py
(Tercera etapa)

En nuestro caso w; =5y w, =1, cargandonos hacia la recta x; = §, el punto dptimo para Py (y

por ende de P, y P;) del conjunto S es el punto X' La solucion Optima en la tercera etapa pasa del
punto x” al punto X7, en x’ tenemos

d; =0 dl =4 S, =0
d; =3 d; =0 X =5
d; =0 di =0 X =1
d; =2 di =0

La primer meta se cumple totalmente (d; = 0), incluso logré sobrepasar su nivel aspirado por 400
pesos (d, =4). Las variables d; =3y d; =0 de segunda prioridad, indican que la maquinaria
deberé ajustarse a 6 unidades, d; =3 unidades menos de su calibracion actual de 9. Por iiltimo, la
corrida de produccion x, =5, x, =1 satisfacen parcialmente la produccién minima fijada ya que

faltaron 2 piezas de calidad normal, reflejado en la variable d; =2. El alcance de estas metas
agotan totalmente el financiamiento disponible (S, = 0).
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Observe en la figura 3.3 que el punto mds cercano del conjunto stal conjunto M?, seglin la métrica
- - , e 3 o - - ,
3d; +d;, es imicamente el punto x°. Siempre que d; tenga un peso mayor a d, resultara esta

, o Wy - : ,
solucion dptima (en realidad siempre que - ’ <=1 6 w; >w,, deducido de la pendiente m=-|
W
4

3
de la recta xz,x ).

Si hubiera un cuarto nivel de prioridad la solucion dptima seguiria siendo la misma ya que estamos
o 3
restringidos al punto unico x".

Si la componente Py de la funcion objetivo fuera 3d; +4d; (w; > wy), el punto éptimo seria

X', si fuera 6d; +6d; (w; =w;) con pendiente -1 en los contornos, cualquier punto del
segmento xz,xJ resulta una solucién optima.

¢Coémo modificaria el problema si la compaiifa establece que pagara una penalizacion de 0.5 horas
por unidad de ajuste de maquinaria inferiora 9, y 1.5 por ajuste de maquinaria superior a 9.

3.4 METODO SECUENCIAL

Desde mi punto de vista la PM tiene algo verdaderamente apasionante, ademds de su caricter
multiobjetivo, los métodos y principios de la PM tienen una naturaleza muy real, son totalmente
practicos, no son principios deducidos tedricamente sino de una semejanza con la realidad.

En la prictica cuando emprendemos la tarea de realizar un proyecto, sujeto a un orden de
prioridades, la persona que llevara a cabo el proyecto debe sujetarse de forma secuencial a esas
prioridades establecidas; es decir, debe cumplir primero con las metas mds importantes, luego, si
no se han agotado los recursos intentara cumplir las netas de segunda prioridad, pero de tal forma

que no altere el cumplimiento logrado en las metas de primera prioridad. Es decir, no sacrificar.

recursos invertidos en metas de gran importancia por mejorar otra menos importantes. La
realizacion del proyecto continuard secuencialmente con metas de tercera, cuarta, hasta la
realizacion de metas de infima prioridad; ¢ hasta deducir que los recursos disponibles son
insuficientes para seguir alcanzando metas. El método secuencial que estamos por analizar se basa
precisamente en la mecdnica anterior.

3.41 Desarrollo del Método Secuencial

El método secuencial se desarrolla por etapas, cada etapa corresponde a un nivel de prioridad. La
prinmera etapa comienza optimizando las metas de primera prioridad tnicamente, y se caracteriza
por lo siguiente:

o La funcidn objetivo sélo incluye las variables de desviacion correspondientes a metas de
primera prioridad

¢ Se incluyen solamente las meta-restricciones de primera prioridad

o Contiene las restricciones originales

Si la primera etapa tiene solucion tnica, esta solucion es la dptima y el problema esta resuelto. De

lo contrario, si existen alternativas dptimas continuamos con la segunda etapa. El procedimiento se
repite secuencialmente etapa por etapa hasta llegar a las metas de prioridad mas baja (etapa p).
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En general la etapa k estard formada por;

a) La funcién objetivo que contiene desviaciones de prioridad & tnicamente

b) Las metas desde la prioridad 1 hasta las metas de prioridad &

¢) Las restricciones originales y

d) Las funciones objetivos de las etapas anteriores incluidas como restricciones
rigidas en su valor optimo

Ademas, las caracteristicas de cada etapa serdn

1) Contiene una séla funcion objetivo

2) El nimero de restricciones aumenta en cada etapa (algunas serdn redundantes)
3) Las restricciones originales se repiten

4) El problema a resolver es uno de programacion lineal

El dltimo punto no dice que es factible resolver cada etapa utilizando el método simplex. Si en la
etapa k (I<k < p) la solucion del problema es tinica, el método se detiene y la solucion de ésta
etapa es la solucion dptima del problema de PMCP. Esto significa que las metas de prioridad

inferior (k+1,..., p) compiten con las de prioridad mds alta y quedardn alcanzadas Instd donde lo
permita la solucion dptima encontrada.

Ejemplo 3.2 Aplicar el método secuencial al siguiente problema de PM con prioridades

2P, (C'x < b,)
P, (C“xsb)
P, (C*'x <b,)
2P, (C’x < b,)
P, (C'x2b,)

El problema lexicografico es entonces

Min-Lex {24} +d;, d;, d +2d} }
§.a.

C'x+d  -d! = b,
C *x -dS = b,
C’x+dj = b,

s (3.6)
C x -d} =b,
X €S

Observe que no estan incluidas las variables d; , dy yd; en la f o. lexicogrifica porque no son
relevantes, Algunos autores prefieren dicha omision; sin embargo, después se requieren para

completar Ia base inicial del simplex (d;’ podria seguir omitiéndose sin problema),
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En esta tesis acostumbro incluir ambas variables ¢~ y d* para cada meta, y la funcion objetivo se
encarga de decir quiénes son las desviaciones relevantes y el tipo de meta (£, 2 o =), Por

ejemplo, si en la funcién objetivo aparece (nicamente d significa que la cuarta meta es del tipo

- ‘o T 2
C'x<b,, yalescribir C*x+d; -d; =b, nohay duda por quién cs la desviacion importante”,
Dicho lo anterior transformaré el sistema 3.6 en

Min~ Lex a = {2d; +d;, d}, di +2d; }

s.a.

C'x +d; -d}
Cix+d; -d;
C'x+d; -d;
C'x+d -d!

X €

1}

1

b,
b,
b,
by
S

Con tres niveles de prioridad el método se aplicard en a lo més tres etapas,

PRIMERA ETAPA: incluir Gnicamente las metas y la funcion objetivo de primera prioridad

Min Z,= 2d; +d;

s.a.
C’x +dj = b, p
0

X €
de acuerdo a nuestra forma equivalente
Min L, = 2d| +dj

s.a.

1

X €

Note que en Py las variables d| y d, no tienen importancia (todavia), pero serfa bueno que el
lector se convenciera de la ventaja de usar Py en vez de Py, El problema P, resulta uno de PL y
podemos aplicarle el simplex, si Py tiene soluciones optimas multiples pasamos a la segunda etapa.

b . . N . 4 TN

* Recuerde que cuando se usa una séla variable de desviacion, la meta restriccién deberd escribirse en forma de
, 4

desigualdad C'x~d; < b,.
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SEGUNDA ETAPA: agregar metas de segunda prioridad y cambiar la funcion objetivo

Min 7, =d;
S.a.
C'x+d -d =b
C’x+d; -d] = b,
C'x+d;~d] =b, P,
2d +d; = L, (3.7)
x €8

donde Z," es el valor optimo de la funcidn objetivo del problema Py. Si el problema P, tiene

solucion optima (nica, esta es la solucion del PPM completo, de lo contrario pasamos a la siguiente
etapa. ‘

TERCERA ETAPA: incluir metas de tercera prioridad
Min Z, =d; +2d;

?'a' -t
C'x+d; -d =b,
Cix+d; -d} =b,
C’x+d; -d; =b,

C'x+d~d} =b, (P,)
2d} +d; =1,
dj =12, (38)
xe$

donde Z," es la solucion optima de la segunda etapa, La solucion de Py serd la solucion optima del
problema. Las restricciones adicionales 3.7 y 3.8 en los problemas P, y P; son utilizadas para
garantizar que los niveles dptimos de primera y segunda prioridad se sigan alcanzando (en caso de
solucidn finica, estas restricciones garantizarian que la solucion siga repitiéndose).

3.42 Cambios en ¢l método secuencial

Existen otras versiones del método secuencial equivalentes a la que yo he presentado, las
modificaciones mas importantes son las siguientes;

1) En cada etapa se incluyen todas las metas y el resto es exactamente igual. Tiene su desventaja
computacional conforme el nimero de metas aumenta, pero es muy Gtil en la formulacion del
problema dual de la PMCP (ver Crowder [7], Ignizio [19]).

[] . * L] . L] ’ . . *
2) La siguiente modificacion es interesante y se intercala al método tal como se describe: Si Zy =0,

todas las desviaciones que aparecen en la f.o. Zy son cero, y pueden eliminarse del modelo siempre
y cuando se agreguen las metas correspondientes en forma de restricciones rigidas (ver Hiller [18]).
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3) Si la funcion objetivo Z contiene una séla variable de desviacion, por ejemplo Z, =d;"; en
vez de mantener en la siguiente etapa las ecuaciones (ver Steur [44])

C'x+d -d; =),

es suficiente con agregar la restriccion rigida

C'x2 b, —(d )*
donde (d)* =Z,*

En el ejemplo 3.2 la f.o. de la segunda etapa fue Z, = d;, procediendo conforme la modificacion
que estamos mencionando, el problema Py se pudo escribir

Min Z,=d; +2d;

C'x+d -d'=b
Cix+d; —-d; =b,
C’x+d; -d; =b,
C'x<b,+(d})*
2d} +d; =1,
xe$

(Py)

Ejemplo 3.3 Apliquemos el método secuencial al problema del ejemplo 3.1, que fue resuelto
graficamente en la seccion 3.3,
Min-Lex {d;, d; +d}, 5d; +d; }
5.a.
I +x,+d —d! =12
X tx, +d; —dy =9
X, +dy -dy =5
X, +di-d; =3

X +x, <6
La primera etapa del método secuencial sera
Min Z, =d;
X, +x, <6

Una solucion optima de este problema (por inspeccion) indicaZ* =0 conx; =4, x,=0d =0,

Ademas hay una infinidad de soluciones del problema ¥+, 2 ]62 , por lo tanto pasamos a la
X, X €
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SEGUNDA ETAPA: Como Z* =0, d| desaparecera cuando incluyamos la primer meta en forma de
restriccion rigida.

Min Z, =d; +d;

X +x, +d; -dy =9
3x, +x, 212
X, +X, <6

Aplicando el simplex resulta la solucién optima Z,* =3 con ¥y =3, x,=3, d; =3, d, =0.
Observe que la segunda meta y la restriccion original x, +x, < 6, corresponden a rectas paralelas
que permiten soluciones multiples y hacen factible resolver la

TERCERA ETAPA
Min Z, =5d; +d;

x|+x2+d{—d2+=9
X +d; ~d =5
X, +d; -d} =3

d; +d; =3
Jx, +x, 212
X +x, 6

El minimo lexicogrdfico de la tercera etapa resulta, Zy* =3, x,=5,x,= |, dy =2,d; =1. Esta '

solucion coincide con la obtenida graficamente en el ejemplo 3.1. Los calculos del simplex no se
incluyen porque se supone que ya sabemos aplicarlos, aunque la siguiente seccidén ayudari un

poco.
3.5 El método de la Gran M en la PM lexicografica,
La idea de esta seccion es extender el método de la gran M de la PL cuando los coeficientes de

prioridad, Py, se convierten en valores numéricos “adecuados”, y con la “esperanza™ de que las
variables de desviacion de la f.o. sean compatibles. Regresando al modelo 3.2

Min-Lex Py (pd” + A d")+eessveetP (u d” +4,d%)

Cx+Id" -1d" =b
xeS
Al sustituir por nimeros los Py's el modelo se convierte en uno de programacion lineal, sélo falta

descubrir como se aplica el método de la gran M (para detalles del método ver Hiller [18] y Taha

[45]).
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Ejemplo 3.4 Considere el siguiente problema de PMCP

Py(x, 24)
P,(x, 22)
Py(xy 23)
s.a.
2x, +3x, +2x; 214
X, +2x, <5
x20

el modelo de PPM que representa la problemética es
Min Z =Pd; +Pyd; +Pyd;

X +dy -d =4
X, +d; -dy =2

Xy, +dy -dy =3

2x, +3x, +2x, +8, =14
X, +2x, S, =3

donde S, y S, son las variables de holgura de las restricciones rigidas que determinan el espacio
factible. El método de la gran M es aplicable en alguna de las siguientes dos formas:

I. Asignar valores numéricos a las M's y resolver el problema lineal (en nuestro caso los Py’s, que
sabemos tienen el siguiente orden P, >>> Pyyy).

2. Manejar las M’s (P,) en forma simbolica,

La forma 1 es muy sencilla, la solucién se obtiene al aplicar el simplex después de asignar los
valores numéricos. Por ejemplo tomemos P, = 10,000, P, = 1000y P;= 1, sustltuyendolos enla
funcidn objetivo resulta

Min Z=10,000 d; +1000d, +d;

con esta funcion objetivo el problema se convierte en uno de PL, la solucion dptima encontrada fue
X =4 dy =0 §, =0
Yy =) dy =% §,=0
=% dy =%

La primer meta es la nica que se cumple totalmente al observar x, =4 y d;” = 0. Por otro lado

x, = Y, yd; =} indica que nos falté alcanzar la segunda meta por 3/2 de unidad. La tercera
meta tampoco fue alcanzada, su nivel aspirado era 3 y sélo tenemos x3 = 9/4. Este déficit estd
medido por dy = 3/4,
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Con el fin de que el lector no tenga problemas en la aplicacion del método (como me sucedid al
principio), decidi incluir el caso cuando los Py’s son cantidades simbélicas. Es necesario recordar
que los Py representan cantidades numéricas muy grandes y los empates se romperan considerando
que Py >>>Py >>>e0e0000555P >0,

Noo% M odrodyody dYody o dy St 8 LD
Zylo 0 O P P, P, 0O 0 0 0 0 0
d; I 1 -1 4

- l I -1 2
2
d; ! I -1 3
Ssp2 3 2 I 14
S| 1 2 ! 5

TABLA 3.1 TABLEAU INICIAL

Después de hacer cero los coeficientes de las variables basicas en la f.o. obtenemos la siguiente
coleccion de tableaus (omitiendo ceros)

YooYt drod;odody o df S S LD

Lyl PP, Py -P, P, -P; 4P +2P,+3P,
d; ©) l -1 4
- 1 | -1 2
3 :
; | 1 -1 3
s;|2 3 2 | 14
s, [ 1 2 | 5
2, P, Py -P -P, -Ps 2P, 43P,
x |1 I -1 4
; 1 1 -1 2
d; 1 1 -1 3
s, ) 2 1 6
S5 o - | N
Zy o P, H -12P, P, P 1.2P, 3/2P,+3P;
x| ! l -1 4
d; 12 1 <12 -1 -12 32
i: 1 1 3 3
S 12 112 1 32 912
X3 1 @ 12 12 112 172
TABLA 3.2

donde H = -P, + 1/2P,, El tableau 3.4 muestra la solucidn 6ptima, la solucidn final (inica coincide
con la anterior, El valor dptimo de la funcion objetivo Z = 3/2P, + 3/4P; (al igual que en el método
de la gran M de la PL) se interpreta omitiendo los Py’s, 6 en su caso dandoles una nueva
interpretacion, 3/2P; + 3/4P; indica que la meta de prioridad 2 no se cumplié por 32 y la de

prioridad 3 no se alcanzo por 34 (d; =3/4).
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Yo% drodyodyodod df S S, LD

Z, Q R .p -12p, T 3/2P,+3/4P;
x| ! ! -1 4
d; 12 1 -2 -1 -112 3R
d: 1/4 L -1/4 AR 34 3/4
x; I -l/4 1/4 12 34 9/4
% ) - 12 12
TABLA 3.4
Donde q=-Py+ 12P,+ 1/4P; y R =-1/2P; - 1/4P; y T=-1/2P, - 3/4P;

Observe que al sustituir los valores de P, = 10,000, P, = 1000 y Py =1 desde el inicio, los tableaus
no se alteraran (compruébelo). Siempre que los P, ’s sean suficientemente grandes, ambos métodos
produciran las mismas soluciones, Cabe recordar que el valor numérico de la funcion objetivo de
un PPM normalmente no tiene interpretacion, independientemente del método utilizado (el alcance
logrado por las metas es lo importante). El ejemplo anterior es una buena oportunidad para
practicar el método secuencial.

Quizas la ventaja mas importante del método de la gran M sea que estemos familiarizados con él, y
que exista software desarrollados para su aplicacion. Sin embargo, no todo lo que brilla es oro y
este método no es la excepcion, El lector se habrd percatado que cuando el niintero de niveles de
prioridad es relativamente grande, encontrar los valores adecuados de los Py’s, representativos de
prioridad, en la prictica no es una tarea ficil, amén de los errores de redondeo y escalas numéricas
desproporcionadas que ocasiona. Debemos ser cuidadosos con los Py’s ya que las variables (d;'s)
de la funcion objetivo son incompatibles en la mayoria de los casos (horas, $, ton, kg, etc.), aunque
la funcidn objetivo no es lo que importa,

Sin embargo, cuando exista un criterio claro para determinar los valores numéricos Py’s,
verdaderamente representativos de prioridades, el método de la gran M se ajusta perfectamente,
incluso con ventaja sobre los otros. En Wilamowsky [46] encontrard un modelo del problema de
asignacion multiobjetivo donde se aplica con gran éxito.

Recordemos que el método de la gran M es equivalente al método de las “Dos Fases” de la PL con
un sélo objetivo, de tal suerte que dicha equivalencia se extiende hasta el caso multiobjetivo’ . Al
nitevo método se le conoce como Simplex Lexicogrdfico o Simplex Multifase por que utiliza una
fase para cada nivel de prioridad,

Por otra parte, sabemos que el método de las dos fases de la PL (2) equivale aplicar el método
simplex sobre un tableau con dos renglones objetivos simultineamente, uno para la suma de
variables artificiales y otro para la funcion objetivo original (ver Bazaara 2], p. 156). El Simplex
Multifase o Simplex Lexicografico de la siguiente seccion trabaja de manera semejante, utiliza un
renglon de costos reducidos Z; ~ C; para cada nivel de prioridad Py simultineamente sobre un
mismo tableau; sélo que los criterios para la variable que entra los proporciona dinicamente el nivel

(fase) que se esté optimizando, el resto de los calculos proceden conforme al método simplex
normal.

b El método de las dos fases se discute en la seccion 4.53.
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3.6 Método Simplex Lexicogrifico (MSL)

La forma matricial del tableau original del MSL es

: W

B, By By| [ % s, d v g dp oy S S, LD

m

" C I -1 0

* (Zj 'Cj ) a

Donde

w Matriz de penalizaciones w; de p x (n+2m+r) elementos (“coeficientes originales de la
funcion objetivo”), W = [wy]

C Matriz de “costos” correspondientes a las meta-restricciones de (mxn) elementos

A Matriz de coeficientes tecnoldgicos de las restricciones originales(r x n)

Cp  Matriz de pesos basicos de p x-(m+r)

El elemento Cy, corresponde al coeficiente original de la j-ésima variable
basica xy, en el k-ésimo nivel de prioridad. ¢, =w, y la matriz

Cy=[peep.p].

(Z, - C,) = Matriz de costos reducidos de p (n+2m-+r) elementos. El renglén Py de esta
matriz corresponde a los costos reducidos de la k-ésima componente de la funcién
objetivo lexicogréfica, i.e. prioridad Py, (Z; - C;) es la matriz de funciones objetivos

I Matriz identidad
P, Nivel de prioridad k 6 k-ésima funcion objetivo
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r nimero de restricciones adicionales
b vector de requerimientos
g indicador del valor éptimo de las funciones objetivo

x  variables de decisién
d;”  desviacion negativa de la i-ésima meta-restriccion

d;  desviacion positiva de la i-ésima meta-restriccion
Sq variable de holgura o artificial de la g-ésima restriccion adicional
W,  peso de la j-ésima variable en la funcion objetivo &

Comparado con el tableau del método simplex de la PL, las matrices W, Cy, C
y (Z; -C)) serfan vectores renglon.

En cada iteracion del Método Simplex Lexicogrifico actualizamos el tableau de acuerdo a las
mismas reglas del simplex en la programacién lineal, a saber:

1. En el lado derecho aparecera siempre el valor de las variables bésicas actuales X, asi como
también el valor de cada funcidn objetivo (meta).

2, El pivoteo que realiza el cambio de base se ejecuta exactamente igual que en el simplex normal,

3, En cada iteracion, la variable que entra y la variable que sale de la base, se eligen con el mismo
criterio del simplex normal, basindose Gnicamente en la funcion objetivo del nivel que se esté
optimizando,

4. En la PL los costos reducidos Z~C; estdn detenninados con la ecuacion
Zj —Cj =C,,Yj -,

Z,-C, =i§=|: Cu, Yy — ¢ (3.9)

donde Y; es la j-ésima columna actual, por lo tanto los (Z-C)); para el k-ésimo nivel de prioridad
Py son

m+r

(Z;-C)) = ; ¢p, Vi =Wy = ByY, -y (.10)

donde ¢y, = Wy
5. El valor de la funcién objetivo en la PL se obtiene al evaluar
Z=CgXy
Z = (costo bdsicos) x (lado derecho)

por lo tanto el valor ay de la k-ésima funcidn objetivo serd

33



PROGRAMACION POR METAS CON PRIORIDADES

a, =Cy X, =PX,

1+
a, = Z:C“Ik X,

El siguiente ejemplo servird para familiarizarnos con las ecuaciones 3.10 y 3.11 del simplex
lexicogrifico,

3.11)

Ejemplo 3.5 Apliquemos el MSL al ejemplo 3.1, resuelto graficamente y por medio del método
secuencial de la seccion 3.4,

Min-Lex a={d;,d; +d}, 5d; +d;}

3x,+x,+d] -d =12 (2)P,
X +x, +d;-d;y =9 (5)P,
X, +dj-dy =5 (2)P,

X, +d; -d; =3 (2)P,

Xp+x,+5, =6
X%, 20d20

el tableau inicial del MSL después de omitir ceros viene dado por

ITERACION CERO: escribir la funcion objetivo en términos de las variables basicas

Tabla 3.5 Solucidn inicial

P 51
P, | x
P, l
P, P, P 0 o Xeds diody d;ododfodiod S LD  byy)|
fa-TO T 1 -1 12 1273
I 7 ! -1 9 9
5 d;| ! ! -1 5| s
! d; ! -1 ] I
S| 11 | 6 6
Pl | T 0 0 0 12[ =1(12)
] R 0200 9 =109
Pl 5 1 0 0 -5 -l 28] SGI0)

La primera matriz Z~C; se obtuvo como resultado de hacer ceros los coeficientes de las variables
basicas en cada funcién objetivo, tal como en la PL (0 equivalentemente aplicar la ecuacion 3.9),
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Para obtener el costo reducido (z-c;), de la variable no bésica x;, se multiplicd la columna P, de la

matriz Cy por la columna de x, en el tableau, y se le restd el coeficiente de x; en el renglon Py de la
matriz W, a saber;

(z; —-c,),'l = 1(3)+0(1) + 0(1)+ 0(0) + O()) -0 =13
tal como sugiere la ecuacién 3.9. Similarmente obtenemos el costo reducido para ; en el renglon
" (z;,~¢; )2” =0(0) + 1(-1) +0(0) +0(0) + 0(0) ~ 1 = -2
Los indicadores ay en el lado derecho se obtienen conforme a (3.8), multiplicando la columna Py
de Cg por el lado derecho, por ejemplo

a, = (lado derecho)x(columna P,)
a, =0(12) +1(9) + 0(5) + 0(3) + 0(6) = 9

Ja caso no es exactamente lo que hace el simplex normal ?

en la tabla 3.5 se han conservado los ceros de la matriz Z-C;, correspondientes a las variables no-
basicas para distinguirlos de los costos basicos (sabemos de la PL que z-c;= 0 si ¥; es basica).

Una funcién objetivo de minimizacién alcanza su nivel dptimo si todos los (z, ~¢;)<0 ¢

(¢; —z;20). Si observamos el renglén objetiva Py correspondiente a la mdxima prioridad,

veremos que tiene costos reducidos positivos, por tanto no estd en su nivel optimo. Segun esta

prioridad, la variable que entra es x; que tiene el costo reducido mds positivo, (z;-¢;);, sefialado con
un cuadro en el tableau,

La variable que sale de acuerdo al criterio de la razén minima del método simplex es dy . El

nimero pivote sefialado con un circulo en el tableau (3.5) corresponde al 3 de la columna x;, por lo
tanto en la

PRIMERA ITERACION: entra v, y sale d] (la matriz W no cambia en las iteraciones y no se
repite)

Py P, P Yo% odododyod; dyodyodf o df S| LD by
o U 173 173 -173 41
I S R Ve 113 -l s | 1512
5 d;| <13 -3 l 113 -1 L]
1 d; | | -1 3|3
S, @D -3 1/3 11213
P, 0 -1V 0 0 0 0 o[V
P, (23] 113 13 2 0 0 5
Py 23503 53 0 -5 -l 8

TABLA 3.6 Primera iteracion

el tableau anterior muestra que P, es optimo (sefialado con una ¥ al lado derecho), los ceros en los
costos reducidos, z-c;, para las variables no bésicas en Py, indican que el primer nivel de prioridad
tiene soluciones dptimas miltiples (criterio del simplex de la PL), asi que es posible pasar a
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optimizar el siguiente nivel de prioridad P, (fase 2). Observando el renglon objetivo Py,
encontramos que X, es el candidato para entrar a la base con el costo reducido mds positivo (Z,-

C); = 2/3 (note que el 2/3 tiene un cero arriba de él en el renglon P}). De lo anterior deducimos la
siguiente

PROPIEDAD DE ENTRADA RESTRINGIDA DEL METODO SIMPLEX LEXICOGRAFICO

REGLA 1) En adelante una variable x; serd candidato para entrar a la base en el nivel de prioridad
k \inicamente si tiene ceros arriba de su (z,-c;)y sobre la columna x;.

La columna d;" ha sido sefialada con una v, para indicar que la variable d, en adelante no debera

entrar a la base obedeciendo la regla | anterior (al entrar d| empeorarfa el alcance obtenido en P,
por su costo reducido negativo).

Existe un empate entre d; y S, para elegir a la variable que sale, procediendo arbitrariamente
seleccionamos a S, llegando a la

SEGUNDA ITERACION: entra x, y sale S (note que al entrar x, empeorard el alcance en Py ;por

queé?),
V y v
PP, P X X; dl' d; d; d; dl+ d; d; d: S\ILD b,/y,
R E 172 NY7) Y K
1 a4 ! -1 SUEA
5 : 2 () A 2] 4
! d; 12 ) oanjo|
X 1 -1 12 |3l e
P, 1N 0 0 0 0 O0JON
P 0 0 2 0 0 13N
P, 2 ] o 5 -1 1110

TABLA 3.7 Segunda iteracion

La tabla 3.7 demuestra que Py y P, estdn en su nivel dptimo pero Py no. Verificando el renglén Py

descubrimos que d| es el candidato para entrar a la base, una revisada en el lado derecho nos
llevarda la

TERCERA ITERACION: entra d|" y sale d;

P; P, P NooXodsodiody odyodfodbody df Si|LD
Y |1 f -1 5
| & ! -l 113
d - 2 ! 2 1| 4
| d: o1 A ]2
X | -1 1 1 1

P, Y0 0 0 0 0710 a0

P, 0 0 2 0 0 -1} 3 Nag=3

P, 0 -4 0 -1 -1 -1 |2 Naz*=2

TABLA 3.8 Tableau optimo del PPM
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Nos damos cuenta en cl tableau final (3.8) que Py, P y P; alcanzan su nivel 6ptimo, de aqui quc la
solucion optima (linica) del PPM es:

Variables basicas Variables No-bisicas
X =5 dy =3 di =0 df =0
X, =1 d; =2 dy =0 S, =0
dl =4 dy =0 dy =0

que como antes coincide con la solucion obtenida grificamente o a través del método secuencial
(¢por qué es finica?),

Analizando los indicadores de optimalidad, a;* = 0 expresa que la meta de prioridad Py se satisface
totalmente (3x, +2x, 22). ay* = 3 indica que x,+x, =6 estd a tres unidades dc su meta
establecida de 9. Por Gltimo, las metas de prioridad P; tampoco se satisfacen totalmente al
descubrir ag* =2, se logré hacer x; 25 pero faltaron 2 unidades para hacer x, 23 , i.e. hubo un

déficit de d] =3 unidades. ;Qué significado tendrin d =4 y d; = 3.

Los renglones Py y P, del tablcau 3.7 son los mismos en la tabla 3.8, lo cual quiere decir que una
vez quc cl renglon Py alcanza su nivel dptimo, este seguira repitiéndose (¢ por qué?),

3.61 Cambios en el método simplex lexicografico

l.- Si existe un empate en la variablc quc sale dc la base, para romperlo ventajosamentc debcimos
seleccionar a la variable que tenga el coeficicnte de prioridad mds alto en la columna que sc esté
optimizando de la matriz Cp; si persiste el empate se analiza la siguiente columna de Cy hacia la
izquicrda. En la segunda itcracion del ejemplo anterior (tabla 3.6) existio un empate entre ] y S|,
recorriendo las colunmas de Cy hasta la tereera prioridad (columna Py) d; debi6 salir de la basc en
vez de Sy, observe que d; tiene un coeficiente 1 y S; tienc un coeficicnte cero. Sin embargo, al

introducir d; obtendra el dptimo en cinco iteracioncs en vez de tres y el criterio falla, aunque en la
mayoria de los casos funcionara adecuadamentc,

2.- Es posiblc omitir los costos reducidos z-c; para niveles de prioridad inferior cuando el nivel que
se csté optimizando no sea dptimo, aunque podrian scr titiles para romper empates con la variable
entrante, Por cjemplo el renglon P; de la tabla 3.6 era innecesario,

3.- P, resultd Optima en la tabla 3.6. Los ceros de las variables no-bdsicas d",d; ,dy y d| cn el
renglon de costos reducidos Py, implican que Py tienc soluciones dptimas mitltiples; lo que permite
intentar mejorar P manteniendo el nivel alcanzado en Py, Normalmente debe succder que al menos
una variable no bdsica tenga un zj-c; = 0 que permita seguir optimizando, de lo contrario todos las
variables tendran la entrada restringida y ¢l PPM tendra solucion tnica, limitando los optimos en
las prioridadcs inferiores,

4.~ Apliquemos un poco de analisis de sensibilidad al modelo. Supongamos que d; y d; tiene la
misma preferencia en la componente Py de la funcién objetivo lexicografica, la cxpresion

Sd; +d; se transforma en d; +d; (w; =w; =1). En tal caso el tableau final 3.8 también
resulta Gptimo por que la columna P3 no cambia.
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P; P, P YooY odrodody d; df df odi odf Si|LD
X) | | -1 5
| d; | - -1 13
dr -l 2 l 2 1|4
! d: oM Ao ]2
X2 l -1 ] | |

P, N0 0 0 0 0 [0 Wa*=0

P, 0 0 2 0 0 -1 |3 [Na#=3

P, 0 0] 0 -1 -1 1|2 Na#=

Tabla 3.9 Analisis de sensibilidad al problema 3.5

La solucién x’= (5,1) sigue siendo éptima, note que es posible pivotear en dj y d; para generar la
alternativa optima x*= (3,3) con dy =2yd; =0 (jecompruébelo!). La figura 3.3 de la seccion
3.21 muestra que los puntos (5,1) y (3,3) son adyacentes, por lo tanto cualquier solucidn entre estos
dos puntos es también solucién dptima del PPM. Esto se debe a que wy = w/, cuando w; > w, la

solucién dptima ((inica) serd (5,1), y cuando w; < w; la solucién serd (3,3), tal como fue ilustrado
oportunamente en la solucion grifica del problema,

5.~ (Reflexion de las desviaciones)

Con la introduccion de las variables de desviacion d; y d para cada meta, las columnas del
tableau aumentan considerablemente afectando la eficiencia computacional del algoritmo de
solucién, la manera de evitarlo es utilizando el concepto de reflexion de las columnas. En
cualquier iteracion, la columna correspondiente a d; serd el negativo de la columna d y
cualquiera de las dos puede omitirse en el tableau. Ademas, si agregamos que el simplex revisado
omite las variables bdsicas, el tableau se reducird ain mas, y si d (d;") resulta basica, d;" (d,")
también se omitird. Los ajustes anteriores se utilizan en los codigos de computadora aplicados a los
modelos de PM mejorando la eficiencia computacional. Con estos cambios llegaremos a la
siguiente coleccion de tableaus

‘I

Pl X x| LD P, Pl dl‘ xy |LD
ar) 12 MG
P B I & |13 23 s
di ! . ‘ S| 2| |
d; 3 d: 1] 3
Sift 1]6 s, l-1s @) 2
N R 5 o«f
P, |-173 5

dr dbdb dbagr=12 df dfdi dlaf=0

P -1 0 0 0 P, 0 0 0 0 a*=$

P, 13 2 0 0
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v
P; P, d- S |LD P, d; S [ LD
" T 11 5
(I -1]13 d; -1 3
5 NDIHE HEEK
U gz |12 - o a1 2
o |12 3l 3 wl 1]
P, 0 -1} 3 Pyl4 -1 2
|Psf-2 ]10]
ddy dy d; . dy dy d;
P, 0 2 0 0 a*=0 P, 0 0 - -l
PJ (:2_] 0 -5 -1 a2*=3 [*=0 ay*=3 az*=2

el Gnico cuidado que se debe tener es llevar un renglén de variables no-basicas aparte para los z-¢;
del nivel Py que estemos optimizando.

6.- Por tltimo sefialamos que el MSL se utiliza también en problemas de PLMO cuando existe un
orden real de prioridades entre los objetivos, sin necesidad de convertirlos a metas. El método se
aplica tal como se ha descrito en el ejemplo 4.5 del siguiente capitulo.

3.62 El método simplex lexicogrifico aplicado en fornia seeuencial

Ejemplo 3.6 Una compaiifa manufacturera produce contravidrieras de tres tipos, largo (tipo 1),
mediano (tipo 2) y chico (tipo 3), cuyos precios de ventas son $18, $15 y $13 cada una,
respectivamente. Recientemente la compaiifa gand un contrato para realizarlo a corto plazo, los
tiempos de maquinaria disponibles y requeridos por cada tipo se muestra a continuacién.

OPERACION TIEMPO TIEMPO
DE REQUERIDO DISPONIBLE
MAQUINA (Hrs)
1 23
CORTADO 5§43 9500
APLANADO 6 4 3 10000
ENCRISTALADO 4 33 8000
MAMPARA 5§ 42 8500

La Direccion de la compaiiia ha establecido las siguientes metas en orden de importancia:

1) Alcanzar un ingreso en ventas de $35,000.

2) Satisfacer la demanda de 900, 800 y 1000 contravidrieras del tipo |, 2 y 3 respectivamente (use
pesos iguales para las desviaciones de esta meta, una unidad faltante en cualquier tipo produce la
misma inconformidad entre los clientes).

3) Minimizar el tiempo muerto de méquina (total). Asigne a las desviaciones de esta meta los pesos
relativos 2, 4, 4 y 3, que miden el efecto causado en el nivel de productividad.

4) No emplear mas de 150 horas extras en la mdquina cortadora.
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Formule el problema como uno de PM y resuelva,

Planteamiento y solucién

Sea x; nimero de contravidrieras producidas de tipo i =1, 2,3

Meta-restricciones del problema

Meta 1, El ingreso en ventas® de $35,000 se logra alcanzar (sin sobrepasarlo) cuando

8x, +15x, +13x, = 35,000

La meta se favorece al minimizar d " y dy

Meta 2 La demanda se supone satisfecha cuando )
Desviacion Penalizacion
x; 2900 dy I
xa 2 800 d; I
x3 2 1000 d; |

Meta 3 Los tiempos muertos de maquinaria se evitarn cuando el tiempo total laborado (por
maquina) sea mayor o igual al disponible en cada una.

Tiempo laborado Desviacion  Penl,
APLANADO S5xt4x,+3x 2 9500 d; s 2
CORTADO 6 x+4 x;+3 x; 2 10000 dg 4
ENCRISTALADO  4x+3 x,+3x;2 8000 d; 4
MAMPARA Sxptdx,+2x;2 8500 dg 3

iAquf d; 'y d; representan las horas muertas y horas extras de produccién, respectivamente.
Meta 4, El tiempo extra en ta maquina cortadora es menor de 150 horas cuando
; <150 3.13)
En caso de incurrir en horas extras observe que
Sx, +4dx, +3x,-d{ =9500

y obedeciendo al nivel aspirado
dg =5x, +4x, +3x,-9500 5150
(3.14)
5x, +4x, +3x, £9650

* Normalmente las metas de ingresos son del tipo 2, en este efemplo se supone que hay un lope méximo de ingresos, obligando a una
restriccidn de igualdad.
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La ecuacion 3.14 también expresa el “deseo” de la cuarta meta y al incluirla en el modelo (en vez
de 3.13) convertird a la meta en una de tipo intervalo (note que en general la compaiiia no tiene

objecion por utilizar hora extras, ds , dg , d; ydg no contribuiran a la funcion objetivo).

Nuestro problema de programacion por metas resultante es

Mina= {d,' td, dy +d; +d;, 2d; +4d; +4d; +3dy, dy }

8x, +15x, +13x,+d -d/

X

AP

+d; -d]
+dy -dg
Xy+d; -d)

Sx, +4x, +3x,+d; - dJ

6x, +4dx, +3x,+d; —-d

4x, +3x, +3x,+d; - d;

dy +d; -d;

x,d

il il il [} [} i i B

v

35,000

900
800
1000

9,500

10,000

8,500
8,000

0

150

(3.15)

La proxima aplicacion del MSL al presente problema, servird para mostrar que en ocasiones es
bueno aplicarlo secuencialmente cuando existe cierta sospecha de competitividad entre las metas,
especialmente las de primera prioridad; demostrando asf que el MSL es equivalente al método

secuencial de la seccidn 3.3.

Solucién

Por Iégica se espera que la meta de satisfacer la demanda de segunda prioridad compita con la meta
~ fija de ventas de primera prioridad. Con la sospecha anterior, iniciamos el MSL considerando
Gnicamente las dos primeras metas al aplicarlo secuencialmente. El tableau inicial es el siguiente

ITERACION CERO: escribir las funciones objetivos (metas) en términos de las variables basicas

P T
P, | 1
P, P MY M od dy dy dy od df df odf | LD
1 d; 18 15 13 | -1 35,000
1 d; (D 1 -1 900
| - ! ! N 800
1 N 1 1 -1 1000
P, E 15 13 2 0 0 0 35,000
P} 1 1 1 0 -1 -1 -l 2700
TABLA3.14
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La siguiente coleccion de tableaus no lleva a optimizar (lexicogrificamente) la primera y segunda
meta.

P, P Yoow o Noogsodrody dp dyodyodfodr | LD
1 dr 15 13 1 -8 -1 35,000
o0l 1 -1 900
| ; | 1 -1 800
| d; ] 1 -1 1000
P, 15 13 -8 <2 0 0 18,800
[ Pl ! 0 T -t - 900
P Py ow &g dsody dy dyod) dy ody | LD
2+ 15/18 13/18 /18 -1 118 1 1044.4
X 1 15/18 13/18 1/18 -1/18 1944.4
1 N | ! -l 800
| - | -1 1000

4 D
P, 0 0 v 0 N 0 0 0
P, L [T] o - 0 S 800
P, P Wooom o gt odsodr o d; df dp ody dy | LD
15/1 118 -1 -13/18 -1/18 | 1318} 32221

N
X ! 1518 1/18 -13/18 -1/18 13/18] 1222.2
1 J— | -1 800
X 1 - 1000
P, 0 40 0 -l 0 0 0
P, (1] 0 -l 0 -0 800
TABLA 3.15

Los ceros (resaltados) en los costos reducidos P; de las variables x, y x3 en la segunda iteracion de
la tabla 3.15, indican soluciones dptimas multiples para Py en la primera etapa del método
secuencial, luego entonces es valido continuar con la segunda etapa (optimizar P;). La tabla final
3.16 muestra la solucion optima para Py, dicha solucidn es tnica, por lo tanto no es necesario pasar
a la tercera etapa y la solucion optima del PPM es la del tablcau final,

La solucion dptima completa es (x;*, x;*, x3*) = (800, 555.83, 1000) con P;* = 0, Py* = 344.16;
evaluando (v, *, x2*, x3*) en las meta-restricciones de Py y Py obtenemos: Py* = 5988.9 y Py* = 0,
con las desviaciones relevantes

dy =0 d; =52222
dy =0 d; = 46666
d; =0 d; =3717
d; =0 dy =522.22
dy =0
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P, P W o x oMmod d; d; d; df df dy df| LD
Y 1 1715 -18/15 1315 115 18715 13/15] 386.652
ol l -l 900
] d -1/15 L1315 115 -18/15 -1 -13/15] 41333
X | l - 1000
P, T 0 0 -l 0 0 0 0
P, -5 [37T3] 215 115 1815 -1 -0 41333
P, P o M o4 d; di di 4 df df d| LD
.\'3 | ] 4 800
ol 118 15/18 -13/18 " -1/18 1518 1318] 555.83
| d: A8 1 1518 1318 A -15n8 <1318 34416
2
¥ | | - 1000
P, N 00 - 0 0 0 0
P, 118 318 =518 [TT8] -1 -1518 -1318) 344.16

sol,
unica

TABLA 3.16 Solucidén dptima en dos etapas

Con esta solucién nos damos cuenta que se cumple totalmente con el nivel de ingresos programado

en ventas con prioridad Py (d; =d =0). Las metas de prioridnd P, satisfacen totalmente la
demanda de contravidrieras tipo 2 y 3, con un déficit de 345 (redondeando) del tipo I; sin embargo

se genera un tiempo muerto de maquina de d; +dj +d; +d; ~1889 horas desocupadas, sin incluir
tiempos extras en ninguna maquina (no es dificil aproximamos a la solucion entera dptima).

Nétese que si la meta de ventas igual a 35,000 de primera prioridad, se hubiera fijado del tipo 2 en

vez de igualdad (ecuacién 3.12), la desviacién d; no apareceria en la funcion objetivo y su costo
reducido en el renglén Py del tableau final (3.16), fuera cero en vez de | (;por qué?). De esta
manera el tableau 3.16 admite una iteracion mas, con el siguiente pivoteo:

ITERACION ADICIONAL: entra | y sale d;

P B Woowmod dy dy ody d dy dy df| WP
‘ X ] 1 800
x ]! | 30018 -l -30/18 900
l+ <t 18 5 13 1 -8 .15 .13 ] 6200
X | | -1 1000
P, -0 0 0 0 0 0 0
P, 0 -1 -1 -l 0 0 0 oV
TABLA3.17

Como era de esperarse, al salir d; la segunda meta se cumplira totalmente, Las metas de prioridad
P, y P, ya nos son competitivas si no hay restriccion < en ventas, puede producirse todo lo que se
desee hasta satisfacer la demanda (vender todo lo que se pueda); unicamente que el efecto causado
en las metas de prioridad Py y P, (que ya no podran mejorarse porque Xy, x, y X3 estan en su valor

minimo) serfa, d; = 1200 horas extras en la maquina cortadora, i.e. dy = 1050 Hrs por arriba de
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las 150 deseadas (por fin lograron deshacerse de las horas muertas de produccion aunque a un
“precio caro”).

Las horas extras totales por cada maquina se resumen en la variables de desviacion
d; =1600 dy =1000 dy =1200

A veces el modelo de PM conlleva cierta deficiencia cuando la mayoria de las metas alcanzan sus
niveles aspirados, demostrando incompetitividad entre los objetivos y resultando una “solucién
trivial”. Seria bueno reflexionar en cual de las opciones es la mas adecuada: restringir o no el nivel
de ventas,

A manera de ilustrar los posibles cambios en la solucidn, he resuelto el problema en cinco formas
diferentes, la cuales aparecen en la tabla 3.18. La solucion nimero | resultd de eliminar del modelo

original 3.15 las desviaciones no relevantes, ie. dy, dy, d;, d;,d;,yd; excepto d,, esta
0y T I 5. - ' .
solucion coincide con la resultante al eliminar” incluso d, ambas arrojan los mismos valores para

X1, ¥2, ¥ X3; sin embargo la segunda produjo d = 672.22 y d; = 150 (d;" deja de ser una variable
de desviacion!); también coincide con la obtenida al sustituir la meta-restriccidn 3.13 por la meta

restriccion 3.14; de hecho, manejar la meta de tipo intervalo nos garantizard que d; y d; no
sean positivas al mismo ticmpo (;por qué?), de tal suerte que esta técnica no dard, en problemas
posteriores, un artificio para “navegar” con tranquilidad en la bisqueda de la solucion optima
del PPM con desviaciones legitimas. La segunda solucion corresponde al permitir ventas por
arriba de los $35,000, pero sin desviaciones relevantes. La tercera solucion se produjo al escalar
(automdticamente por el QSB) el problema, la penttltima solucion corresponde al intercambiar los

niveles de prioridad Py y P3. La quinta solucion corresponde al permitir ventas por arriba de los
$35,000.

dr df  d]
No ¥ %) xy P M P; P,
1 556.,5 800 1000 O 3444 5988.8 (150)
2 633 800 1000 0 2666 4933 0
3 1683 433.3 0 0 1366 1466.6 0
4 900 800 1000 O 0 6200 0
5 900 800 1000 O 0 0 1080

TABLA 3.18 Soluciones alternativas modificando las meta-restricciones

5 Cuando se elimina una desviacién d; ,locorrecto es escribir la restriccion en desigualdad (al eliminar d N
y escribir la restriccion en igualdad, €' x-d," = b, el simplex agregard una variable artificial equivalente a
d; ; o ninguna en el otro caso).
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37 EL PROBLEMA DUAL MULTIDIMENSIONAL DE LA
PROGRAMACION POR METAS

En esta seccion presentaré el problema DUAL de la programacion por metas basado en el
problema PRIMAL mds general definido por

Min-Lex a={(pid +N\d"), (uiyd™ +35d" ),y (uid™ 41 d"%) }

Cx+Id" -Id* =b
(3.16)

x20,d” 20,d" 20
donde

U,  vector columna de (mx1) pesos de las desviaciones negativas
Ay vector columna de (mxt) pesos de las desviaciones positivas

¢ operador traspuesta, u; representa un vector renglon
p nivel de prioridad mas bajo

y el resto de las variables como se definieron anteriormente,
A diferencia del modelo que hemos venido trabajando, el sistema 3.16 no contempla restricciones
adicionales (sin pérdida de generalidad se ha supuesto que todas las restricciones han sido
convertidas en metas).
La funcion objetivo del probleina primal consiste en una funcién objetivo a minimizar miltiple,
Por lo tanto el problema dual resultante tendrd un lado derecho miltiple también, un vector para
cada funcion objetivo del primal, dando por resultado un Problema Dual Multidimensional
(PDM), que dicho sea de paso se vuelve mas interesante.
Antes de formular el PDM es necesario realizar dos cambios en el problema primal, primero
eliminaremos las variables de desviacion negativas del vector a, en cada nivel de prioridad. Y en
segundo lugar multiplicaremos las restricciones por (-1.).
La componente ay de la funcion objetivo viene determinada por la ecuacion

r —nultda- bt

a, =pid +ALd (3.17)
y del sistemna de ecuaciones tenemos

d”=b-Cx+Id* (3.18)

sustituyendo 3.18 en 3.17 para eliminar el vector d resulta

a, =p, (b-Cx+Id")+A'd"

a, == Cx+(u, +AL)d") +pb (3.19)

65



PROGRAMACION POR METAS CON PRIORIDADES

Usando 3.19 y multiplicando por (-1) obtenemos la forma primal bisica
Min- Lex a= { ~WCX () + M)A ) + b, = CX () +A0)d ) + b }

-Cx-Id" +Id" =-b

x20,d” 20,d" 20

El problema dual multlidimensional correspondiente es

Max - Lex { =b'Y' + by =b' Y +p1lb }
s.a,
-C' (K (1,©)’
-] [Yl YZ o YI’]< 0 CLEXANTIN 0
l (1 +A)" (ny +4y)'
(3.20)
Y'Yl eoeee Y* o restringida
Al usar el operador traspuesta en (3.20) resulta
Max - Lex q= { ~b'Y' +ulb,...c....b'Y? +u'b }
s.a,
-C' —C'“l —C‘“'p
-1 [Y' Yz o Yp]f~ 0 Jpeeesvee 0
I My + Ay Myt A,
3.21)

Y!,Yieeoee YP o restringida

Observe en el sistema 3.21 que al realizar la operacion matricial intermedia, dichas restricciones se
transforman en las restricciones de no negatividad para las variables duales, generando la forma
candnica del PDM siguiente:

Max - Lex { =b'Y' +pt!by.cccceb' Y +p'b }
s.a,
-C' (-C'w)) —Ct“p
| [Yl Yz . 0 YD]< RXYTEYYS
I TREW TRE
3.22)
Y20 (k=12..00)
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en este sistema Y* es un vector de mx| variables duales correspondiente al k-ésimo nivel de
prioridad, C'pt, y u, +A, son vectores columna, mientras que en (3.19) —=p,Cy yt, + A} son

vectores renglon; ademas [ ;‘ b=b 'p L €S unaconstante,
OBSERVACION: Cuando la funcion objetivo del problema primal tiene un término constante, p.¢j.

Min Z=c'x+r
s.a
Ax<b

La funcidn objetivo dua} debe contener también esa constante,

Max G=b'y+r
s.aa
A'y<h

esto explica porqué la componente k (k= 1, 2,...., p) del problema dual contiene la constante ;b

3.71 Algoritmo de solucion del problema dual multidimensional

La solucidn del PDM se basa, con cierta diferencia, en el método secuencial de la seccion 3.3. La

serie de problemas primales resultantes al aplicar el método secuencial son los siguientes:

Fase 1. P, ,
Min a =pid +Nd" ={ —p; Cx+ (u)+A}) d" + ppb }
Y -Cx~Id" +1d* =-b
x20,d" 20,d* 20

Fase2. P,

Min a, = -p,Cx+(p) + A" +puib

S.a
Y? ~Cx-Id" +1d* =-b
o, W Cx+ (i +A)d" =a, *+pib

x20,d" 20,d" 20

I

XTI YT
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Fase p.

Min a, ==p Cx+(p, +1,)d" +p b

s.a
Y’ -Cx-1d"+1d" =b
o, “Cx+ (i +A)d" =a, *+p b
o, wCx+ (ny +A5)d" =a, *+ulb
o, W Cx+(1 +}Jl,_,)d+ =a,, *+pl',_,b

x,d,d" 20

donde ay* es el dptimo del A-ésimo nivel de prioridad. Note que en cada etapa el sistema es

incrementado por una restriccion que introduce una nueva variable dual o (jveremos para sorpresa
que también se reduce!),

La serie de problemas duales asociados a cada etapa del método secuencial sobre ¢l conjunto de
problemas primales anteriores resultan

D,
Max q, =-bY' +p!b
- § Y all
¢ Y'< (C“', (3.23)
I Hyt+ Ay
Y'>20
D,

Max q, =-bY? +(a,*~p|b)o, +p'b

-C' -C'p, || Y < -C',
o +h o, | [r+A,

Y! 20,0, no restingida

sessnene
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D,

Max q, = -bY" +(a, Fepib)a (@, Fpab)o, kesesseet (a Fopl bla, b

_Ct _C(p’l _C‘p’z seseee —C‘pp_l ] a, p —C‘}-lp
[op+A, BptAy eoecer Wt ¥ Mg Hp 2y

Y? 20,a, no restringida

Donde Y* es el vector de variables duales correspondientes al k-ésimo lado derecho,

Y =y yE) y a es la k-ésima variable dual asociada a la restriccion adicional del
problema Py,,. '

Ejemplo 3.7 Considere el problema de programacién por metas
Min-Lex a= {d; +d},d;, d; }

3x, + %, +d7 —d) =12
X, =X, +d; —dy =9
X,  +d;—df =5
%, +d; —d} =3
x,d>0

De acuerdo a 3.22, el problema dual multidimensional asociado usando Y = [ YLYHLY? ] y
1] [TTPNTIN I

Ma—-Lex q=-b'Y+b'p
= (~12,~9,-5,~3)Y +(0,9,12)

-3 -1 -1 0] 0] [-1] [-3]
-1 1 0 -1 o | 1] [
1 0 0 O ol | o 1

< .
0 1 0 0 Ys< of |1 |1
0 0 1 0 1 10] |0
[0 0 0 1] (1] [ 0] | 0]

69



PROGRAMACION POR METAS CON PRIORIDADES

Lo anterior es ficil de interpretar si observamos que

[3 1 12 y!

1 -l 91 ¥

C=l\ o bl Y= i

L0 3 vy
0 0] 0 0 | 0
0 0 1 0 0 0
“‘I=0 A'1‘1 “z=0 7"2=0 “3=0 7"3=0
0 1] 0 0 0 0

Para efectos de ahorrar operaciones se acostumbra manejar iinicamente los coeficientes diferentes
de cero

3o 12
-1 9 0 1
C= h= = A, =
10 s| M [0] ! H
0 1 3

po=(1) Ay =(0) py=() A,=(0)

c'=[(‘) ﬂ c'=ft 1] = 1]

donde C* es la matriz asociada a las metas de prioridad k inicamente,

Cada problema dual que resulte al cambiar el vector de lado derecho en 3.22, sera un problema de
‘programacion lineal, y como tal puede resolverse aplicando alguna version del método simplex
(revisado, simplex dual, simplex para variables acotadas, etc.),

3.72 ALGORITMO SIMPLEX SECUENCIAL APLICADO AL PROBLEMA DUAL
MULTIDIMENSIONAL

Hemos visto que el problema dual multidimensional es un problema de programacion lineal con un
lado derecho miltiple prioritizado, para resolverlo, lo Gnico que debemos hacer es aplicar el
método simplex de la PM a una serie de modelos de programacién lineal relacionados. Cada
modelo en la serie es idéntico al anterior excepto porque:

1.. El lado derecho cambia.
2, Cada modelo “deberfa” tener una variable dual mds, o .

3. Algunas restricciones dependientes de la solucion optima obtenida previamente en modelos
anteriores son eliminadas,
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Los primeros dos puntos son consecuencia de la construccion del PDM, sin embargo, no siempre
serd necesario agregar la nueva variable o como resultado de aplicar el punto 3, logrando mayor
eficiencia en el algoritmo. La observacion 3 indica que se eliminardn restricciones en cada modelo,
obedeciendo la entrada restringida del método simplex lexicogrifico en el problema primal. La
regla | del MSL establece que toda variable no-basica con costo reducido negativo en la solucién
Optima, no serd un candidato para entrar a la base en las siguientes etapas del primal. Por lo tanto,
la columna de dicha variable corresponde a una restriccion del problema dual que podri
eliminarse!l,

Regla 2 Las restricciones a eliminar en el problema dugl se identificardn de
acuerdo a la propiedad de holgura complementaria de la PL”.

Note que al resolver el PDM (3.22) de (3.16) para un lado derecho en particular, el &-ésimo lado
derecho, tendremos que en la solucion optima del modelo, toda restriccion dual no-ligada en 3.23
corresponde a variables primales que son:

i) No basicas en la solucion optima de la k-ésima componente primal a,*,
in Estan asociadas con costos reducidos negativos en el tableau dptimo de ay,

Cualquter variable de la clase /) nunca podra llevarse a la base en cualquier
tableau subsecuente, por lo tanto se elimina del tableau. Eliminar dicha variable
corresponde obviamente a eliminar una restriccién especifica en el dual (MD).

La manera de resolver el problema dual multidimensional es la siguiente;

Plantear el problema dual multidimensional asociado al problema primal de programacion por
metas lexicogrdfico, inicie con k = | y resuelva el problema especificamente con el k-ésimo lado
derecho usando el método simplex. Para el modelo lineal resuelto previamente elimine todas las
restricciones no-ligadas. Si el modelo subsecuente no tiene restricciones, el algoritmo se detiene y
la solucion actual representa la solucion optima del PDM; de lo contrario incrementar &, Resolver
agregando la variable auxiliar a y cambiando el lado derecho, asf sucesivamente hasta que k = p o
hasta que el problema resultante no tenga restricciones.

Regla 3. La solucion optima del problema de PM primal viene dada por los costos
reducidos asociados con el conjunto inicial de variables basicas en el A-ésimo
modelo dual.

Con el ejemplo 3.7 veremos como se aplica secuencialmente el método simplex al problema dual.
El primer modelo dual a resolver es
1

Max q, =-12y] =9y) -5y} =3yl +0

X, -3 -1 -1 0 0
X, -1 1 0 -0|[y 0
dy 1 0 0 0ffy < |0
d; 0 1 0 ofly, 0
ds 00 1 0fy I *
df [0 0 0 1] 1]+
(Dyy
Y'20

*La demostracion de las regla 2y 3 1a encontrard en ¢l apéndice,
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Observe que la tercera y cuarta restriceion obligan hacer y| =0 y 3 =0, mientras que las iltimas

. . , 1

dos restricciones resultan cotas superiores para las variables duales y; < 1y y} <12, En general el
problema dual resultard un problema con variables acotadas donde podrd aplicarse el simplex
revisado para variables acotadas (0 algiin otro) eficientemente.

Analizando directamente las ecuaciones (o aplicando algin método de la PL) llegamos a la
solucion optima del problema Dy, Y' = (y,l ,y; ,y; ,yj) = (0,0,0,0) con q;* = a;*= 0. Evaluandola
en las ecuaciones de D, vemos que causa una holgura positiva en la quinta y sexta restriccion; por
el teorema de holgura complementaria (ver apéndice) las variables primales asociadas, dy y d
respectivamente, son no-basicas con un costo reducido negativo, i.e. tienen la entrada restringida.

Por lo tanto serin restricciones no-ligadas en los problemas duales subsecuentes y deberin
eliminarse (regla 2).

Asi, eliminando la quinta y sexta restriccion en todas las componentes del nuevo problema dual D,,
resulta

Max q, =~12p} =9y} -5y! -3y +9

M 27
X, =3 -1 -1 00| -1
X, -l 10 =10y |2 <! (329
d 1 0 0 0:o0f|”y 0
d o 10 ojol|” !
L%

(Dy)
Y! 20,0, no restringida
D, representa al sistema de ecuaciones

el
I

~C'p, | |V < -C'p,

moth ] Lo ][R tAy

Observe que la Gltima columna de la matriz de restricciones 3.25 corresponde al lado derecho del
problema Dy, después de eliminar la quinta y sexta componente se convirtié en una columna de
ceros. Lo anterior hace redundante (innecesaria) la inclusion de la variable auxiliar o, este
resultado lo resumimos en la siguiente

Regla 4, Siempre que el lado derecho del problema Dy resuelto previamente,
resulte una columna de ceros después de eliminar las restricciones no-ligadas, no
serd necesario incluir la variable o, correspondiente en los modelos duales
sibsecuentes,
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Luego el problema D, a resolver sera

Max q, =-12y} =9y} =5y} -3y} +9

X, -3 o-1 -1 0] [y -1

. - — 2 *

X, 1 1 0 -l | 1 326
dy 0 0 0|}y 0

d; 0 1 0 0|y 1| *

(Dz)
yE20 Q=123

Con el fin de ilustrar la solucion y las variables de holgura, se aplicard el método simplex dual al
sistema 3.26, después de convertirlo en uno de minimizacion,

yioyb oyt oyl 8 8 8 SLD

AR 9
5, T A
s -1 1 -l l l
s l 0
3 ! | 1
0 S 1 3 4 5
I R 73
S| a3 o-an 4
S| -s@d 13 I BT
5, ! |
G| 0 4 0 3 5 0 3 0 4
L 1 0
5, ! -l Lo !
! Lo -l 3 !
5 ! | o

TABLA 3.19 Solucién del problema dual D, (3.26)

El tableau final indica la solucidn optima para D,

Y =(0,0,1,0) con S, =1,5, =1
q,*=a,*=4

en esta iteracion la solucién primales x, =5,x, = 0,d; =3yd, =0.

Con base en las holguras positivas (regla 2), en el siguiente problema dual D eliminaremos la
segunda y cuarta restriccion. Note que si eliminamos la segunda y cuarta componente del lado
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derecho de 3.26, el vector resultante es diferente de cero, lo que obliga a introducir la variable
adicional a.,. Asi, el siguiente problema a resolver serd

Max q, = =12y ~9y; =5y =3y; -5, +12

"

J
% [-3 -1 -l 05—1} Y2 [3]
+ i yJ s
d, 1o o0 o0ioff”| Lo
Vs D
o (Dy)

L&,

y20 Q=100

o, ho restringida

La tabla 3.20 nos lleva a la solucién optima para D,

Y’ =(0,0,3,0) con §, =S, =0

q;*=a,*=3

3 k} 3 3

woyooyleg B SLD
@12 9 5 3 5 12
S$S13 -1 -1 0 -1 1 -3
s, 1 o 0 i o
a2 5 1 3 - 4
le 1-173 143 0 /3 -1 |
Sy <173 -1/3 173 11 -l
9, -4 300 4503 3
le | 0 ] 0
3 ] | I <1 <3 3
Y3 —
q, -4 Lo -3 ENE E
yIJ || -l ] 0
o, 1o I | I

TABLA 3.20 Solucion éptima del problema dual D,

Nuestro proposito inicial era obtener la solucién del primal, i.e. (x), x;). De acuerdo con la regla 3
del método (propiedad de dualidad de la PL), el valor dptimo de las variables primales (en este

caso X, y d|') vienen dados por los costos reducidos de las variables basicas iniciales, S, y S3, del

problema dual Iy, que se obtienen del tableau dptimo final 3.20; de aqui que x, =5y d, =3, de
las eliminaciones en los problemas D y D, deducimos que

x, =0, df =d} =d} =0
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Las desviaciones negativas las calculamos con la ecuacion

d=b-Cx+1d"
obteniendo
d; 12 3 | 3 0
_oid; 9 I <115 0 4
d = ‘= -_— + =
d; 5 I 010 0 0
d; 3 0 0 3

3,73, Comentarios finales sobre el problema dual de Ia PM

Lo mas destacado en el ejemplo anterior ha sido la formulacion y resolucion del problema dual de
un modelo de programacion por metas LEXICOGRAFICO, via aplicacion sucesiva del método
simplex. Los puntos que resaltan en el algoritmo son;

1. El problema DUAL resulta un problema mudtidimensional con un lado derecho miltiple
prioritizado,

2, El problema DUAL es un problema completamente de programacion lineal, no uno de
programacion por metas.

3. La sucesion de problemas duales se reduce de tamafio de una etapa a otra al eliminar las
restricciones no-ligadas.

4. La variable adicional o, resulta innecesaria dnicamente cuando la reduccion del lado derecho
del k-ésimo problema dual resulta una columna de ceros. o, tiene como fin mantener el sistema de
prioridades del método secuencial primal.

§. El método generalmente usado para resolver el problema dual multidimensional, es el simplex
revisado para variables acotadas altamente eficiente.

6. El método simplex secuencial (MSS) aplicado al dual resuelve el PPM con prioridades mucho
mds ripido que el método secuencial sobre el primal, El MSS ha sido utilizado para resolver
eficientemente problemas de PM a gran escala, también en la mejora del método simplex
especializado en redes con modelos de PM,

7. Requiere mayor conocimiento de la PL (Teorfa de Dualidad).

8. Es mds hermoso.

Todo problema de optimizacidn tiene asociado un problema dual, multidimensional en este caso, y
personalmente sentia que de no incluirlo, el trabajo tendria un vacio dificil de llenar.
Afortunadamente encontré mas sorpresas de las que esperaba y todo un mundo de investigacion
dispuesto a someterse. Espero que mi entusinsmo contagie al lector y lo motive a seguir
apasionadamente el campo de la investigacion de operaciones,

He intentado en el capitulo dar a conocer los métodos de mayor aplicacion en la PM, el método
grifico, método secuencial, método simplex lexicografico y el dual de PM. La teorfa mostrada

hasta aqui, le permitira abordar con suficientes elementos los temas especiales de la PM tratados en
los siguientes capitulos.
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CAPITULO IV
TOPICOS DE PROGRAMACION POR METAS

Introduccion

Como tdpicos especiales de la tesis revisaremos las principales variantes usadas en los problemas
de programacidn por metas, empezando con el manejo en porcentajes de las desviaciones, tipos de
funciones de penalizacion y estableciendo los criterios de la programacién por metas interactiva.
Por medio del método secuencial analizo el caso de cantidades de relajacion, que también se
incluyen en el ejemplo de programacion multiobjetivo al final del capitulo pero analizada con el
método simplex lexicografico. En este ltimo caso propongo una variedad de soluciones del
modelo de PM, que muestra la conexidn entre la PLMO y la PM con prioridades (la conversion de
una funcion objetivo del tipo no restringida en una meta, que sin duda es un paso interesante). En el
ejemplo 4.5 describo como aplicar el método de las dos fases de la PL.

4,1 Cambios en ¢l modcto de PM

Asignar prioridades P, y factores de pesos o preferencias w;en un PPM, en la practica no resulta tan
sencillo; ain cuando exista un criterio mas o menos definido para esto (“no es una rebanada de
pastel”), El problema surge cuando tratamos de implementar los niveles de prioridad, las
preferencias o importancia que tienen las desviaciones para el decisor, que en la mayoria de los
casos son no cuantificables (tradeoffs). Los niveles de prioridad asignados podrian estar
equivocados y los factores de pesos medidos en forma desproporcionada. Algunos especialistas
intentan salvar tal ambigliedad escalando los coeficientes, normalizandolos entre 0 y |, etc., aln asi
estos métodos dejan mucho que desear. Otro intento por aproximar a fa realidad los modelos es
manejar las metas en forma de intervalo en vez de valores Gnicos, una especic de analisis
paramétrico en los niveles de aspiracidn, en lo personal me ha parecido buena alternativa cuando
no se pueden hacer aproximaciones a posteriori. Los siguientes ejemplos nos mostrarin algunas
téenicas-que se estilan en la PM.

4.11 Desviaciones en porcentajes

Ejemplo 4.1 Considere el siguiente PPM
Min Z=20d; +d;

6x, +2x,+d; -d; =10
3x, +9x, +d; —d, =65,000
x20
La desviacion d; estd en el orden de 0 a 65,000 para diferentes valores de x; y x,, mientras que d|

anda en el orden de 0 a 10, Tal desproporcion hard que el problema intente cargarse hacia d; para

llevarla a cero mas rapidamente, atn cuando d| tenga mayor penalizacion en la funcién objetivo
(wy” =20), lo cual quiere decir que la magnitud de las desviaciones influye en la solucion optima,
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Para evitar que el problema resulte sesgado hacia una variable “equivocada”, la funcion objetivo
debe contener las variables expresadas en porcentajes en vez de unidades lineales, llevindonos a
formular el problema de la siguiente manera

dy

Min 2.=20 TO~-1oo)+1 d; -100)

65000

6x, +2x, +d; —d, =10
3%, +9x, +d; —d; =65,000
x20

Otra alternativa consiste en introducir los porcentajes en las metas-restricciones y no en la funcion
objetivo, como se muestra a continuacion

Min Z=20d; +d;

6x, +2x2+ﬂ—0100 =10
10

3x, +9x, + 4, 100 = 65,000
65000

Se han omitido tendenciosamente d|'y d; para resaltar las desviaciones relevantes. El analista
decidira cudl técnica se acomoda mejor a su problema.

Expresar las desviaciones en porcentajes es de gran ayuda pero genera cierta incomodidad
numérica; en su lugar puede recurrirse a expresar las propias metas en porcentajes, a la vez que se
estandarizan; por ende las desviaciones involucradas resultardn también en porcentajes. Este
proceso es sencillo y consiste en dividir el lado izquierdo por el lado derecho antes de agregar las
variables de desviacion (en los ejemplos de aplicacion 5.1, 5.4, y 5.5 se usa esta técnica con buenos
resultados).

También se pueden escalar las restricciones para igualar la magnitud de las desviaciones. Escalar
significa cambiar de escala las metas, por ejemplo, de millones a miles de pesos o de millones de
kilogramos a toneladas (en varios ejemplos de la tesis cambiamos de escala las meta restricciones:
horas-minutos, millones-miles, etc.).

4.2 Estructura de penalizaciones

La estructura de penalizaciones generalmente obedece a una idea de preferencia lineal (lateral)
pero constante, la figura 4.1 ilustra los tipos de penalizacién para cada tipo de meta, Sin embargo
existen problemas donde las penalizaciones deben obedecer a la sensibilidad de las desviaciones en
determinados intervalos, resultando una funcion de penalizacion por trozos (fig. 4.2).

Tal caso se presenta en el problema de la dieta de la PL. Existen ciertos organismos como los
camarones que son muy sensibles a la cantidad de micronutrientes en sus porciones de
alimentacién, Si la “*porcién” contiene mas de cierto nivel de proteinas, digamos 5 mg, el
crecimiento de larva se verd afectado. El efecto final en el crecimiento del camardn sera distinto
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cuando el nivel excedido sea entre 5 y 6 miligramos, que cuando esté entre 6 y 7 miligramos. Otro
caso parecido ocurre con la sensibilidad de los cultivos a la cantidad de fertilizante aplicada por
hectdrea, el rendimiento (en toneladas/hectarea) es altamente sensible a las proporciones de

fertilizante que se expone el cultivo,

Penalizacidn

Figura 4.1 Funcién de penalizaciones

w3

b‘3‘ |
c) Z3€Eb3nb%]

Figura 4.2 Penalizacion por trozos

Para representar una funcion de penalizaciones (por trozos) recurrimos al procedimiento del

siguiente ejemplo. Supongamos que tenemos la siguiente estructura de penalizaciones con la meta
Z[(X)=90. :

desviacién penalizacion
Z,- (X) <70 d Wi
70<Z,(x)<85 d, W,
85<Z,(x)<90 ds w3
Z,(x)290 dy (N
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La desviacion positiva y negativa de la meta son
di =d +d,+d, y d =d,
Su contribucion a la funcién objetivo esta determinada con la ecuacion
w d +w'd =wd +wd, +wd, +wd,
y la meta-restriccion correspondiente resultard
Z,(x)+(d, +dy+dy)-d, =90
con las siguientes cotas para las nuevas variables de desviacion

0<d, <70
0<d, <15
0<d, <5

d, 20

4.2 PROGRAMACION POR METAS INTERACTIVA
4.21 Estableciendo niveles de aspiracion b,

El verdadero problema de la PM no es cdmo expresar las preferencias w; en el modelo, sino cdmo
obtenerlas, cémo obtener los niveles de aspiracion b; y cémo establecer el orden de prioridades. Si
la naturaleza del problema no arroja los niveles de aspiracion b, para cada objetivo Z(x), podrfa
definirse éste resolviendo el problema

Opt Z=17,(x)
8.a. @)
b €1

dondc optimizar significa maximizar o minimizar dependiendo de Z,. Un valor inicial de b, seria -
b= Z*, donde Z* es la solucion dptima del problema 4.1, Otra eleccion es resolver el problema de
minimizacion y maximizacion con el fin de encontrar el posible valor minimo y méximo para b,
Conforme cambiamos de objetivo en 4.1, surgirdn ideas (refinadas) para ir restringiendo los valores
de b; y plantear 4.1 de manera diferente (ver Reeves y Hedin [39]). O simplemente comenzar con
un valor representativo propuesto a juicio del decisor y luego variarlo paramétricamente hasta
encontrar el ideal (aquf es cuando me hice la siguiente pregunta ;A caso los verdaderos valores de
un meta no son obtenidos en la practica después de un “muestreo”?),

Para calcular los w; y proporcionar los niveles de prioridad se usa tradicionalmente la prueba de
“ensayo y error” a manera de simulacion, El analista resuelve el problema con valores w; y niveles
P, establecidos empiricamente; sucesivamente se varian los w, como si fueran parmetros
(normalmente entre 0 y 1) y se intercambian los niveles de prioridad; el conjunto de soluciones
resultantes son llevadas al decisor para que las analice, y si es el caso, adopte una solucién
considerando un “trueque” (fradeoffs) entre pérdida y ganancia de las metas. O bien, proponer un
nuevo conjunto de penalizaciones, cambiar los niveles de prioridad y modificar los niveles
aspirados por las metas; el problema se resuelve de nuevo hasta que el decisor adopte alguna
solucion como “satisfactum”, una solucién mas comprometida,
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Este proceso de consulta entre el analista y el decisor al resolver el modelo en forma progresiva,
dio origen a la llamada Programacion Por Metas Interactiva (PMI) que se aplica en aspectos como

Intercambiar el orden de importancia establecido
Modificar los niveles de aspiracion b,

Variar los valores de penalizacion w;
Proporcionar cantidades de relajacion

Cambiar {a naturaleza de las metas, entre otras.

Existen métodos para determinar los pesos w; mas o menos adecuados, pero no hay una formula o
receta que indique como variar los wy de tal suerte que la nueva solucion resulte mas eficiente que
la anterior. La practica en la resolucion de los modelos y el conocimiento del problema son de gran
ayuda en este punto (para calculo de penalizaciones y estructurar preferencias ver Byson [4], Gass
[13], Lam [27], Martel [34], Lawrence [29]).

Los niveles de prioridad podrian establecerse por alguna de las siguientes formas (ver Keeney [24],
Prawda [38] y Winston [47])

¢ Por condiciones naturales def problema
o Comparacidn por parejas
¢ Por dominancia estocdstica de primero y segundo orden

4.22 Suavizando las metas

Sabemos que en la prdctica las prioridades y preferencia entre una meta y otra existen, sin embargo
al establecer los niveles de prioridad en un sentido estricto y resolver el problema, podria dejar sin
oportunidad un nivel de alcance en otra meta, por minimo que este fuera. Esta rigidez del modelo
no es aceptada en la prictica por los que toman las decisiones. Es decir, teéricamente la solucion es
aceptada como buena, pero a la hora que el decisor la toma en sus manos no es tan buena como
quisiera, Podria decirse en cierto sentido que el decisor se arrepiente de las prioridades y objetivos
que él mismo asigno. '

E!l método simplex lexicogrifico o el método secuencial tal como se han presentado resultan
demasiado rigidos, pero pueden modificarse aceptando cantidades de relajacion que permitan
flexibilidad en el modelo, el método secuencial es util en tales situaciones. Por ejemplo,
supongamos que el gerente de una compaiiia logrd la utilidad deseada de 10 millones de pesos
establecida como meta principal, a costa de sacrificar préstamos mayores a los que tenfa
programado; para disminuir su endeudamiento, el gerente de la compaiiia deberd estar dispuesto a
disminuir su utilidad a tal grado que los préstamos queden en nivel aceptable. En otras palabras, el
gerente deberd relajar el nivel dptimo de utilidades tanto como é] considere pertinente a su negocio,
con el fin de entrar en rangos de apalancamiento alcanzables.

Ejemplo 4.2 (Inversion de capital).

Un inversionista esta contemplando invertir en diferentes proyectos. Para simplificar suponga que
los proyectos se dividen en activos financieros (acciones, bonos, etc.) y no financieros (seguros de
vida, fondo de ahorro para el retiro, ahorros, etc.). Los activos no financieros tienen una tasa de
impuestos mucho mds baja que los activos financieros. Las metas marcadas por el inversionista en
orden de prioridad son:
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1) Invertir por lo menos b; unidades monetarias en activos no financieros, con tal de evitar un pago
elevado de impuestos,

2) Obtener un rendimiento total minimo del b, por ciento en la inversion.

El problema consiste en decidir cudnto deberd invertir en activos no financieros (x;) y cudnto en
ctivos financieros (x,).

Supongamos que la figura 4.3 representa la problematica y resolvamoslo secuencialmente.

by
X2 *
Rendimiento N bs
it /
'S . Inversion en activos
s > no-financieros
£ X
L.
S d;
P
l‘ x]
No~Financieros

Figura 4.3 Espacio de decisiones

Como la meta de inversion en activos no f'nanmeros tiene mayor prioridad, la solucién optima del
PPM en la primera etapa serd el punto x! (fig. 4.4), como esta solucnén es linica, deja sin
oportunidad a la segunda meta. Observe en la figura 4.4 que el punto x' nos aleja lo mds posible de
la segunda meta; de hecho, con x' la segunda meta no se cumple y a la vez el mcumplumento en

ella es el mas grande posible en relacion al espacio factible, el rendimiento arrojado por x* seré el
mas bajo posible.

Figura 4.4 Solucion éptima de PPM considerando
la meta de primera prioridad
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CAPITULO IV

Observe que si en x' disminuimos un poco la inversion en activos no financieros es posible mejorar
el rendimiento, Comparado con el punto x', el punto X’ permlte un rendimiento mucho mejor sin
alterar significativamente el nivel de inversion de la primera meta. Por lo tanto si relajamos el

alcance de la primera meta en A unidades, entonces podemos iniciar la segunda etapa en busca de
una mejora en rendimiento. El problema a resolver sera

Min Z, =d,
C'x +d; -d; =b,

C'x2b -d; -
x €S

." i 13 - I3
donde d| es el valor éptimo de d| en la primera etapa.

Note que ¢l espacno factible disponible (ahora relajado) de la figura 4.5, lo constituye el segmento

3
vertical de x'ax que mantiene constante la distancia (desviacion) a la recta x) = b, ie.

d. =d; "+ A . En dicho segmento el punto X’ arroja un rendimiento més alto y esa serd la

soluclén dptima en la segunda etapa. Con la ﬁlosotla untenor descubrimos que el conjunto de
metas eficientes del PPM lo forman la frontera de x* a x* y de x*ax)

x2 5
x3

.
A4

x4

Figura. 4.5 Solucion éptima de la segunda prioridad
(caso relajado)

A representa la cantidad que el inversionista esta a dispuesto a sacrificar en el monto de inversion
en activos no financieros, pagara un poco mas de impuestos pero tendra mejor rendimiento.

Dependiendo de las cantidades de relajacién utilizadas puede mejorarse o no el alcance de las
metas en las etapas inferiores del método secuencial, El analista y el decisor deberan revisar el
problema para determinar las cantidades de relajacion adecuadas. Siempre que relajamos una
cantidad debemos aceptar que mejorar una meta implica empeorar otra, tal es el caso del
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TOPICOS DE PROGRAMACION POR METAS

inversionista que decide aumentar su riesgo (empeorar) en busca de alcanzar un rendimiento mayor
(mejorar). El método secuencial permite introducir cantidades de relajacidn, lo cual es una ventaja
comparado con el simplex lexicografico.

4.3 Desventajas de la programacion por metas
En la secciones anteriores vimos que los principales problemas de la programacidn por metas son

Manejo de las desviaciones

Fijar los niveles aspirados por las metas
Determinar valores de penalizacion w;
Definir un orden de prioridad en los objetivos
Determinar cantidades de relajacion

La primera se alivia con artificios matemadticos y el resto recurriendo a la programacion por metas
interactiva; tarea que no es nada facil por que lleva a resolver el problema una y otra vez (ensayo y
error). Esto de ensayo y error es muy emocionante por que permite analizar una gama de
alternativas de solucion. Por otro lado, una vez que se introducen las metas'y las variables de
desviacion al sistema de ecuaciones, el modelo adquiere otra dimension y origina otro problema:
no preserva la estructura del sistema de ecuaciones originales y no contempla soluciones no
acotadas,

El mas grave quiza sea el romper la estructura inicial del problema, enterrando asi los algoritmos
eficientes que se tengan para su resolucion, por ejemplo, en el problema de transporte (PT)
multiobjetivo. Cuando los objetivos se convierten en meta restricciones se romperd la forma
unimodular de la matriz (0’s y {'s) de transporte (ver Lopez [33]), donde ¢l método simplex del
transporte ya no pueda aplicarse.

Si verdaderamente existe un orden de prioridad en los objetivos, porqué no optimizarlos (Max o
Min) directamente y resolver ¢l problema en forma lexicogrifica; en vez de convertir los objetivos
en metas y restringirlos con niveles de aspiracion preestablecidos en ocasioines de manera dudosa.

Optimizar directamente significa que los objetivos no son convertidos en restricciones, por lo tanto
fas restricciones del problema son exclusivamente las restricciones originales, preservando asi la
estructura. Cada objetivo tendra un rengion de costos reducidos Z-C), y el método de solucién no
es otro mas que el simplex lexicografico del capitulo 111, 6 en nuestro ejemplo el método simplex
lexicogrifico de transporte que es mds eficiente cuando la estructura del problema se manticne. Ef
método secuencial no sirve por que siempre romperd la estructura. Al final del capitulo desarrollo
un caso multiobjetivo que contempla lo anterior.

Otro ejemplo en el que se prefiere la optimizacion directa en vez de la programacion por metas (si
las prioridades verdaderamente existen), es en el problema de asignacion (PA) multiobjetivo; la
diferencia con el PT estd en el hecho de que el método Hiingaro para resolver el PA no se basa en
los costos reducidos ZC;, El método Hiingaro requiere que todos los objetivos se conviertan al
caso de minimizacion 6 maximizacion, y utilizar los coeficientes de prioridad Py de la siguiente
manera:

Z=PZ,(X)+P,Z,(x) ++0 00 +P.Z (x)
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CAPITULO IV

La filosofia del método de la gran M de la seccion 3.4 se ajusta perfectamente al método hingaro.
‘En el articulo Wilamowsky [46] encontrard un criterio claro para obtener valores totalmente
adecuados de los Py en el PA,

4.4 Minimizando la maxima desviacion

A menudo ocurre que el interés en un determinado nivel de prioridad k de un PPM, sea el de
minimizar la maxima desviacion en vez de minimizar la desviacion total, Tal es el caso de
minimizar el maximo error en el problema de regresion lineal. Substancialmente el modelo no
sufre grandes modificaciones, el criterio de distancia se cambia a la métrica L.

Ejemplo 4.3 Considere el siguiente problema de PPM

Min= Lex {d; +d;, di +3d; +dy, d; }
C'x+d; =b, (2)
Cix+d; -df =b, (=)
C’x+d; -d; =b, (=)

C'x -df=b (3
xes

Supongamos que en el segundo nivel de prioridad decidimos minimizar la maxima desviacion en
vez de minimizar la desviacion total, y en el primer nivel deseamos la desviacion en porcentajes; el
nuevo problema de programacion por metas resultara

Min~ Lex [ —‘i‘l—+%~;—J-100,y Jd;
C'x+d; = )
sz+d; —dy =b, =)
Cx+d; -d} =b, (=)
C'x -di=b, (9

dy Sy
3d; sy
dy gy

XeS

x20,d20,y>0

donde y = max {d{, 3d;, dy }
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4.5 PROGRAMACION POR METAS Vs OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO
4.51 Conversion de funciones objetivos en metas

Cuando una meta corresponda a una funcion objetivo del tipo maximizar, a la que no se le debe
imponer un nivel de aspiracidn, es posible convertirla en una meta por medio de una modificacion.
Por ejemplo, supongamos que tenemos la siguiente funcion objetivo

Max 2x, —6x, +4x, “.1)
esta funcion se convierte en una meta-restriceion haciendo
2%, -6x, +4x, 2M

donde M es una cantidad positiva muy grande, Con tal de proceder en favor de la maximizacion,
corresponde minimizar la desviacién negativa d~ en la funcién objetivo del PPM.,

Min d~

2x, - 6%, +4x,+d -d* =M

Cuando 4.1 resulte de minimizacion se utilizara la desviacién d* y un valor muy pequefio para M
(negativo si es necesario). Cabe mencionar que existen otros procedimientos equivalentes al
anterior (Hiller [18], Prawda [43] y Steur [44]). Un PPM en el fondo es un caso particular de los
problemas de PLMO, y la manera de transformarlo es relativamente sencilla, como se muestra a
continuacion.

Ejemplo 4.4 Plantear el siguiente PPM como uno de PLMO
Min~ Lex {a’z' +dy, d;, df }

C'x -d/ =b,
Cx+d;  =b,
Cx  -d} =b (4.2)
C'x+d; -d} =M
xeS

donde la cuarta meta proviene de una funcién de maximizacién como en 4.1. El modelo de PLMO
equivalente es

Min {d; +d} }

Max {C'x }
Min {d; }
C'x  -d/ =b, “.3)
Cix+d;  =b,
Cx  -di=b
xe§
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CAPITULO IV

Cada componente de la funcion objetivo lexicografica del modelo de PM (4.2) se transforma en
una funcion objetivo del problema de PLMO. El sistema 4.3 se resuelve aplicando los métodos de
la PLMO, mientras que 4.2 se resolvera aplicando la PM.

4.52 Caso multiohjetivo visto como un problema de programacion por metas
Ejemplo 4.5 (Produccion de energia)

Considere el problema de seleccionar fuentes de produccion de energla. Para simplificar suponga
que unicamente estan disponibles dos fuentes: geotérmica y utilizacion de carbdn. Se han
considerado tres metas, 1) Minimizar costos de produccidn, 2) Minimizar la emision de
contaminantes, y 3) Obtener maxima utilidad por el servicio. Los costos de produccion son $15'y
$9, la emision de contaminantes 10 y 15 unidades y la utilidad unitaria es de $10 y $15, por unidad
de energia geotérmica y de carbon utilizada, respectivamente. Se deben producir al menos 160
unidades de energia y a lo mas 200. La energia maxima que puedc generarse con carbon y
geotérmicamente son 160 y 100 unidades, respectivamente,

Formule y resuelva como un problema de PM con prioridades en el orden dado de las funciones
objetivos. Proponga niveles de aspiracion b; por “ensayo y error” hasta que la solucidn obtenida
represente un compromiso real.

SOLUCION

las funciones objetivos de minimizacion se transforman en restricciones del tipo <, mientras que la
de maximizacion en una del tipo 2.

Sean
x; unidades de energia producidas geotérmicamente.
x, unidades de energia producidas con carbon,

El modelo de programacién por metas lexicografico es

Min~Lex a={d;, d;, d; }

Costo Z,(x)=15x+ 9x, +d; -d, =b,
Contaminantes Z,(x)=25x, +50x, +d; -=d, =b,
Utilidad Z,(x) =10x, +15x, +d; -d; = b,
60<x, +x, <200
¥, <100
x, <160

El problema debe resolverse proponiendo niveles de aspiracién ;s para cada meta (objetivo), El
primer conjunto de b,'s puede obtenerse optimizando individualmente cada funcién objetivo (una
manera logica de empezar). Asl, los valores iniciales son

Costo minimo by* =15(0)+9(160) = 1440
Contaminacion minima by* =25(100) + 50(160) = 5500
Utilidad maxima by* = 10(40) + 15(160) = 2800
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La tabla 4.1 contiene la soluciones obtenidas con el paquete QSB con diferentes valores de by, by y
by. El nivel de inversion (costo) determina los otros dos objetivos, por lo tanto la restriccion Z; en
realidad se utiliza implicitamente como una restriccion paramétrica. Las cantidades entre paréntesis

indican que la desviacion resultante es a favor de la meta, por ejemplo dy = (200) indica que la
utilidad alcanzada fue 200 pesos mas de lo que se habia programado como meta.

Las primeras cuatro soluciones muestran que la solucion x; = 0 y xa = 160 serd Gnica (en primera
prioridad) cuando la inversion sea menor o igual a 1440 pesos. Cuando la inversién exceda los
1440 y el nivel de contaminacidn se mantenga en 5500, en la mayoria de los casos la solucidn se
hallara sobre la recta x; + x, = 160 (caso 6, 9, 10, 11 y 12). La solucién caera fuera de la recta
anterior cuando propongamos un costo arriba de los 1440 y wn nivel de contaminacion
suficientemente mayor a los 5500 unidades (caso 5, 7, 8, 13, 14, 15,y 16).

i di  d;

No. b| bz b; Xy X2 Zl Zz ZJ Pl Pz P_;
[} 900[ 5500] 2500] O] 160j 1440] 8000; 2400] 540| 2500] 100
2| 100} 6000| 2800] O 160| 1440| 8000[ 2400 440 2000] 400
3( 1200] 7000] 2400; 0| 160| 1440| 8000] 2400 240{ 1000 0
41 14401 5500/ 2400  Of 160{ 1440} 8000] 2400 0f 2500 0
5{ 1656( 5500] 2800 20.6| 150] 1656 8000] 2450| 2500{ 2500( 530
6| 1800] 5500] 2800[ 60} 100{ 1800| 6500{ 2100 0f 100} 700
7| 1800 6550| 2100| 59.2 101| 1800{ 6550[ 2113 0 0 (lJ)L
8} 1800] 7000| 2300} 51.4 114] 1800 7000| 2228.6 0 0 714
9] 2000| 5500{ 2800 93.3} 66.7| 2000] 566.6 1933.6 0f 166.6| 866.6
10| 2100{ 5500] 2500{ 100] 60| 2040] 5500 1900] (60)| o| 460l

11] 2040 5500 1900 100 60| 2040 5500, 1900 0 0 0
12} 2400{ 5500{ 2000 100} 60} 2040{ 5500{ 1900] (360) 0} 100
13| 2400} 8000 2400{ 80| 120( 2240 5550] 2600( (120) 0 (200)
14| 2400 9000 2800 40| 160| 2040[ 9000( 2800| (360) 0 0}
15| 3000] 7500 2500 100{ 100| 2400{ 7500] 2500{ (600) 0 0
16| 3000 7000 2000] 100] 70| 2130 7000 2050| (870) 0 (50)
TABLA 4.1 Soluciones alternativas del ejemplo 4.5
OBSERVACION

Cuando todas las metas alcanzan totalmente su nivel aspirado (cada componente de la funcidn
objetivo lexicogréfica es cero) puede ser indicador de que las metas

1. Alcanzaron los mejores niveles en una competencia real por los recursos arrojando una solucion
de calidad (p.ej. caso 7y 11) &

2, Los niveles de aspiracién estaban muy sobrados y la solucién resultd “trivial® (baja
competencia). En tal caso debe resolverse de nuevo el problema con niveles de aspiracion mas
comprometidos; p. ej. los casos del 12 al 16 tienen capital sobrado y contaminacion altisima, y
cumplir con sus metas es relativamente facil. El analista debe tener sabiduria para reconocer la
diferencia,
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Podriamos haber utilizado la técnica de la seccion 4.32 para convertir las funciones objetivos en
metas usando constantes M's en el lado derecho, que llevarian a la siguiente formulacion

25x, +50x, +d; —dy =M,
10x, +15x, +d; ~dj =M,

60 < x, +x, <200
x, £100
x, £160
Como la primera y segunda meta (costo y emision de contaminantes) son de minimizacion y su
valor mds pequefio, en potencia, para valores de x; y x; es cero, escogemos M = M, = 0, Para la

funcidn objetivo de maximizacion de utilidades basta con escoger un M suficientemente grande,
por ejemplo M = 100,000, Recuerde que una funcion objetivo de minimizacion corresponde

minimizar la desviacion positiva d,, mientras que a la funcion objetivo de maximizacion

corresponde la desviacion negativa d; , asi la funcion objetivo del PPM es
Min—Lex a={d;, d;, d; }

Estoy seguro que el lector tiene ya un buen prondstico de solucion dptima (si es que entendié la
tabla 4.1 anterior),

4,53 Optimizacion directa de un problema multiobjetivo lexicogrifico

En la seccion 4.3 mencioné que la programacion multiobjetivo es preferida a la PM cuando los
objetivos tengan verdaderamente un orden de prioridad, tal como se manejé en el ejemplo anterior,
A continuacién resolveremos el problema como uno de PLMO con los siguientes propdsitos: 1)
Usar el método simplex lexicografico en la PLMO, 2) Hustrar el método de dos fases de la PL, 3)
Usar cantidades de relajacion en caso multiobjetivo, y 4) Mostrar una variante de andlisis de
sensibilidad en'la PLMO,

El problema de programacion por metas se transforma a uno multiobjetivo de la siguiente manera:

Min Z,(x) = 15x, +9x,
Min Z,(x) = 25x, +350x,
Max Z,(x) =10x, +15x,

sujeto a
60 < x, +x, <200

x, 5100
x, < 160 @4
X%, 20 "

El problema contendra una variable artificial R en la restriccién 2, entonces podemos resolverlo
con el método de la gran M o el método de Dos Fases de la PL en orden lexicografico.
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Aplicaremos este iltimo agregando una funcién objetivo de variables artificiales que tendr el
nivel de prioridad mas alto.

Min R=YR =R

Min Z,(x)=15x, +9x,
Min Z,(x) = 25x, +50x,
Max Z,(x) = 10x, +15x,

sujeto a
X, +x, + 8, =200
X +x, =S8+ R =160 '
X +S, =100 4.5)
X, +8, =160

X,%,8, 20

El tableau inicial del MSL (que no distingue cuando las funciones objetivos se expresan con
desviaciones d;'s o variables de decision x;’s) es el siguiente:

Z,1-10 -15

7,| 25 50

z,] 15 9

R| 0 0 1

Z, Z, Z, R X x 8 S R S S| LD

s TT 1 1 200
NR{1 1 -1 160
as |1 1 100
0] Sy 1 ] 160

R|1 1 -1 160

Z]-15 9 0 0

7,025 50 0

Z,]10 15 0 0

TABLA 4.2 SOLUCION INICIAL
FASE L- La primera fase consiste en hacer ceros (no-bsicas) las variables artificiales. Si todas las
variables artificiales resultan cero al final de la primera fase, tendremos factibilidad y una base
inicial para ¢l problema original.

Procediendo conforime al MSL elegimos del renglon R la variable que entrard a-la base, observe en
el tableau inicial que existe un empate entre x, y x;, ademas Z; y Z, estdn en su nivel optimo, el
empate se romperi ventajosamente eligiendo la variable que menos empeore estos optimos, a saber
x; (note que a su vez x; es la que mds beneficia la f.o. Zy ). Asi que en la primera iteracion entra x,
y sale Ry,

La tabla 4.3 muestra que la funcidn objetivo de variables artificiales R, es dptima con R* = 0, por
fo tanto finaliza la primera etapa. La variable artificial R| resultd no basica y segin el método de
las dos fases, la columna R, sera eliminada del tableau antes de iniciar la segunda fase, al igual que
el renglon objetivo R. Lo anterior significa que R debe sujetarse a la regla | de “entrada
restringida” del MSL sin necesidad de removerla (R} no podré hacerse bisica en adelante).
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PRIMERA ITERACION: entra v, y sale R,

Z_) Zz Zl R X X2 S[ Sz R[ S3 Sy LD
3 U1 -l 40
550 9 O x|t -1 160
Sy i ! 100
Sy -1 [ 0
RO 0 -t 0
Z,|-6 9 9 1440
Z,]25 -50 -50 8000
2| -5 15 -15 -2400
TABLA 4.3

Revisando la matriz de costos reducidos Z~C; de la tabla 4.3 vemos que Z, estd en su dptimo (sin
considerar a Ry), ademds dicha solucion es Gnica por lo tanto Z, y Z3 quedaran limitadas. Luego
entonces la solucidn de la tabla 4.3 es la solucion dptima del problema completo, donde Z, y Z,
alcanzan su “éptimo” pero en forma restringida,

La solucion dptima del problema de PLMO lexicogréfico es x| = 0, x, =160, con

Costo minimo Z,* = 1440 pesos
Contaminacién “minima” Z,* = 8000 unidades
Utilidad “maxima” Zy* =2400 pesos

Esta solucién indica producir el minimo de energia requerido utilizando el maximo de carbon
disponible, con un costo minimo de 1440 pesos; la emision “minima” de contaminantes seran 8000
unidades y se lograra una utilidad “maxima” de 2400 pesos.

Considerando que estamos en un caso multiobjetivo, supongamos que antes de adoptarse la
solucion, el asesor ambiental recomendd al Jefe de Produccion (JP) buscar una alternativa que
disminuya la emision de contaminantes. Después de analizar el presupuesto, el JP decidié que
puede absorber gastos de hasta 2100 pesos, es decir, incrementar (relajar) la inversion en $660.

Con los ajustes de inversion limitada (a posteriori) el problema multiobjetivo lexicogrifico
resultante es

Min Z,(x) =25x, + 50x,
Max Z,(x) = 10x, + 15x,

stjetoa

60 < x, +x, <200
15x, +9x, <2100
x, <100
x, 160

X%, 20

La funcion de costo se ha convertido en una restriccion rigida del problema.
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Aplicando el MSL de nuevo ¢ utilizando andlisis de sensibilidad en la tabla final 4.3,
descubriremos que la solucion final coincide con la “mejor” solucién del PPM cuando el costo es
de 2100 pesos. Dicha solucion es x; = 100, x, = 60 (solucién niimero 10 en la tabla4.1).

Si aplicamos analisis de sensibilidad en la tabla 4.3 debemos actualizar la restriccion Z;, pero ya se
ha pivoteado sobre ella, entonces, se actualiza tinicamente el lado derecho (2100-9(160) = 2100-
1440, logico) y se agrega la variable de holgura S; (jaln basica!), En los siguientes tableaus se ha
eliminado el renglén R y la variable artificial R, (R, jamds volvera elegirse y el renglén R se
convierte en cero sin R, entonces para que repetirlos).

SEGUNDA ITERACION: entra x; y sale x; (observe que al entrar x, disminuira el nivel de utilidad)

Zg Z| X X2 Sl Sz S3 S4 S5 LD
S (. 40
15 50| 1 -1 160
S5t 1 0 1 100
Sy -1 I 1 0
ss| 6 9 1| 660
7,125 -50 8000
2| -5 15 -2400

TABLA 4.4 Actualizacidn

Z; Z| R S| Sz S3 S.; S5 LD
S 1 1 0 40
-15 -50] x, 1 -t-l 60
-10 25f x| ! 0 1 100
Sq I 100
Ss -9 -6 1 60
7 =50 -25 5500
/A 15 5 -1900
TABLA 4.5

En el tableau final Ss= 60 indica que el presupuesto no fue usado completamente. En resumen, la
solucion final del problema relajado expresa el hecho de que el decisor (JP) estd de acuerdo en
aumentar sus costos en 660 pesos, con tal de disminuir la emisién de contaminantes en 2500
unidades (aceptar perder un poco para ganar otro poco).

El problema pudo resolverse directamente pero apliqué andlisis de sensibilidad (y asi debe ser)

para aprovechar los cdlculos; imagine un problema grande con varias funciones objetivos relajadas
alavez
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°4.6 Penalizaciones negativas

Existen diferentes procedimientos para lograr que la solucion optima de un PPM considere algunas
mejoras sobre una meta en particular, Cuando el optimo no estd “bien comprometido” con los
objetivos, puede optarse por cambiar niveles de aspiracion, manipular magnitud de desviaciones,
cambiar penalizaciones, etc.; como Gltimo artificio se recurre a minimizar desviaciones con pesos
w; negativos en la funcidn objetivo. Por ejemplo en el problema 1.2 del capitulo uno (p. 9, ec. 1.7),
encontramos que habia una solucién mejor comprometida en utilidad (U(x) = 480), comparado con
la solucion optima que dio v, =8, x; = 6 y U(x) = 400 pesos. Para hacer que el optimo busque
mejorar la utilidad, tanto como lo permita la region factible, debemos minimizar el “exceso

negativo” de utilidad, —d, , el modelo a resolver sera:
. - - - - - + +
Min Z = wid" +w;d; - wjd,

xl + .\’2 +({|- _d|*=15
4x,+ 2x, +d; —dy =40

Bx +)ix, <80
x,d>0

Desde luego que el signo menos en la desviacion positiva equivale a maximizar el exceso de
utilidad, la solucién dptima siempre buscard tener a o/ lo “més grande” posible. La nueva solucion
Optima es x; = 12, x, = 0 y U(x) = 480, Se logra mejorar la utilidad, reduciendo el nivel de
reparaciones diarias, ademds de obligar a reparar exclusivamente un tipo de calzado. El gerente
debera considerar el nivel de utilidad presente y la “pérdida” de clientes potenciales del segundo

tipo de calzado a futuro (no hay que olvidar que muchos negocios han fracasado por pretender
maximizar ganancias y desatender la demanda potencial).

El signo menos en d, garantiza que la solucion final prefiera siempre “méis a menos™; el término

d, en la f. o. garantiza que de no ser posible un exceso, al menos se tendra un déficit lo mas
pequeiio posible,

Cuando intervengan penalizaciones negativas, debe considerarse que la solucidn dptima del PPM,

podrifa resultar no-acotada como en el siguiente ejemplo (cuyo no acotamiento es trivial de acuerdo
a la region factible).

Min Z =d; —d}

X =x,+d; —=df =M
x, 20
Xy 2
donde M es cualquier constante positiva,
Las penalizaciones negativas se usan cuando hay una estimacion de que la region factible es
acotada; o cuando hay metas de alta prioridad que permitan soluciones multiples, y faciliten una

mejora en aquellas que se busquen mas comprometidas, Cuando hay competencia fuerte por los
recursos, ni las penalizaciones negativas pueden mejorar los compromisos.
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CAPITULO V

APLICACIONES DE LA PROGRAMACION POR METAS

Introduccion

Este capitulo final cuenta con cinco ejemplos de aplicaciones de la PM, con ellos se pretende
ampliar nuestra capacidad para modelar problemas como modelos de PM. Cada ejemplo contiene
diferentes tipos de metas y diferente formulacidn, y se han elegido de manera que permitan mostrar
una gran variedad de planteamientos. Podemos encontrar problemas con variables acotadas,
variables no restringidas, relaciones de inventario, desviaciones en porcentajes, y restricciones
especiales deducidas con un poco de ingenio, de acuerdo a la naturaleza de problema; asi como
también modelos con y sin prioridades. Esperamos que los ejercicios ayuden a mejorar su
conocimiento en el planteamiento de problemas de PM.

Ejemplo 5.1 (Planeacion de la Produccion)

Un equipo de noveno semestre de la carrera de Quimicos Bidlogos en alimentos de la Universidad

de Sonora, investiga la elaboracion de un embutido (salchicha) que pretende lanzar al mercado. El -

embutido es elaborado mezclando carne de puerco, cabeza y pescuezo de res, con un poco de agua.
El costo, la cantidad de grasas y protelnas aportadas por kilogramo de ingrediente, se dan en la
tabla 5.1. El equipo desea producir 50 kg. de embutido como prueba piloto y han establecido las
siguientes metas en orden de importancia

. El embutido debe consistir de al menos 15% en protelnas

2. Debe contener a los mas 8% de grasa

3. El costo por kilogramo producido de salchicha no debe ser mayor de $4.20.

Tipo l 2 3 4
Puerco Cabeza Pescuezo Humedad
Grasv/Kg, 0.53 0.11 0.24 0
Proteina/Kg. 0.57 0.44 0.18 0
Costo ($)* 4.5 4 5 0
*Los ingredientes son baratos por que s¢ surten de fa escuela de Agricultura y Ganaderia de la UNISON
Tabla 5.1

Planteamiento
Sea x; kilogramos utilizados de ingrediente tipo i=1,2,3
Meta 1) El total de protefnas en los 50 Kg de embutido es

057x, +044x, +0.18x,
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porcentaje de proteinas mayor del 15%

057x, +044x, +0.18x,
50

*(100)215 (en%)
Nota: si no se hubieran definido los 50 kg. de embutido el denominador seria x, +x, + x;.

Meta 2) El porcentaje en grasas debe ser menor del 8%

053x, + 0.1 Lx, + 0.23x,
50

*(100) <8 (en %)
Meta 3) Costo por kilogramo de embutido menor de $8 se calcula asi

~ costo total 4.5x, +4x, +5x, (en$)

4.5x, + 4yx2 +35x,
50 Kg

costo por Kg. <420

La meta-restricciones deben sujetarse al requerimiento de produccion
X, +x,+x, =50

Para ilustrar el uso de los diferentes métodos de la PM del capitulo IlI, utilizaremos: coeficientes

simbdlicos de prioridades Py en vez de minimizar la funcion objetivo lexicografica. El problema a
resolver es

Min Z=Pd; +Pyd; +Pyd;

L14x, +088x, +036x, +d; —d =15 (%)
1.06x, +0.22x, +0.46x, +d; -d; =8 (%)
0.09x, +008x, +0.lx, +d; —dy =420 (8)
X +x, +x,=50 (kg)
x,20d20

observe que las desviaciones d|” y d, estan en porcentajes.

Solucion

Asignando los valores Py = 1000, P, = 100 y Py = 1, resolvemos el problema con el paquete
LINDO o QSB. La solucién dptima obtenida es '

.\'|=0,.\‘2=50,.\‘3=0
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Observe que no hay limite maximo en la cantidad a utilizar por cada ingrediente; por lo que, la
solucion optima establece utilizar 50 Kg de cabeza de res, que es lo mas econdmico y de menos

grasa. La aportacion en proteinas es de d" =29 % mds del requerido; la aportacion en grasas es
sobrepasada en d; =3, pero el costo por Kg es ligeramente bajo ¢ igual a $4 por Kilo

(d; =020). Note que el nivel de proteinas no compite con el de grasa, el problema es el
requerimiento de produccion (50 Kg).

En la corrida del paquete LINDO las desviaciones negativas y positivas se representan con las
variables N; y Py, respectivamente (se incluye la captura y solucion del problema para mostrar
como se editaria en ¢l paquete),

MIN 1000 NI + 100 P2+ 1 P3

SUBJECT TO
2) NL+1.14 X1 +0.88X2+036X3>= 15
3)-P2+1.06 X1+022X2+046X3 <= §
4)-P3+0.09 X1 +0.08 X2+ 0.1 X3 <= 4.2
5) X1+X2+X3= 50

END

VALOR DE LA FUNCION OBIETIVO
1) 300.00000

VARIABLE: VALOR COSTO-RED

NI 0 1000
P2 300 0
P3 0 !
X1 0 83.99
X2 . 50.00 0
X3 0 24
RENGLON HOLGURA PRECIOS
DUALES
2) 29 0
3) 0 100
4) 020 0
5) 0 2

b) E! problema de usar (nicamente el ingrediente tipo 2 afecta la calidad vy el sabor del producto,
Pensando en mejorar el sabor del embutido, el equipo ha decidido limitar los ingredientes de la
siguiente manera: '

0<x, <30 05,520 0<x, <10

La solucion optima se encuentra agregando a 5.1 las restricciones de cotas y corriendo de nuevo el
programa LINDO.

x|=20,x2=20yx3= 10

El nivel alcanzado en proteinas es del 44% y el 30.2% en grasas. El costo por kilogramo de
embutido resultard $0.20 mds caro, pero con una mezcla de ingredientes mejor balanceada. El nivel
de proteinas siempre estd sobrado, pero la cantidad de grasa no puede disminuirse debido a las
restricciones de cotas para las variables.
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MIN (000N +100P2+1P3

SUBJECT TO
2) NI-P1+1.14XI+088X2+036X3= 15
3)-P2+1.06X1+022X2+046X3+N2= 3§
4)-P3+0.09 X1+0.08X2+0.1X3+N3= 4.2
5) X1+X2+X3= 50

6) X1<= 30

7) X2<= 20

8) X3<= 10
END

VALOR DE LA FUNCION OBIETIVO
1) 2220.2000
VARIABLE VALOR COSTO-RED

NI 0 1000
P2 222 0
P3 0.2 0
Pl 29 0
X1 20 0
X2 20 0
X3 {0 0
N2 0 100
N3 0 I

Ejemplo 5.2 (Planeacion de Labores)

La empresa S.I.S.A. produce forros alfombrados para asientos, que utiliza la planta FORD
(Hermosillo) en la fabricacidn de sus autos. Actualmente cuenta (en el drea de produccion) con 10
empleados de tiempo completo (TC) y 4 de tiempo parcial (TP). La jornada normal de trabajo es de
40 horas por semana para un empleado de TC, y de 20 hrs, para uno de TP, Un TC fabrica 5 forros
por hora y se le pagan $6 por hora laborada. A cada empleado de TP se le pagan $3 y puede
fabricar hasta 3 forros por hora. Las horas extras de labor para un TC se pagan a $10, mientras que
las de TP a $8. Cada forro le cuesta a la empresa $50 y se lo vende a FORD a §60. La fabrica tiene
costos fijos semanales de $5000. Los TP no tienen restriccion en horas extras de labor, Los duefios
de la compaiifa han establecido las siguientes metas en orden de importancia. Conmo primera
prioridad, Py, desean fabricar al menos 2500 forros semanales. Como prioridad P, quieren alcanzar
una utilidad semanal de $17,000 o mds, La meta de tercera prioridad, P, establece que por
condiciones contractuales los empleados de TC no deben exceder las 100 horas extras de
produccion, Con el fin de aumentar la seguridad en el trabajo, se debe minimizar el nimero de
horas normales desocupadas por los TC como la meta de mds baja prioridad, Py. Formule un

modelo de PM que sirva para determinar cuantas horas-hombre debe trabajar cada empleado por .

semana,
Planteamiento

Sean
x, No. de horas-hombre semanales laboradas por los TC
X, No. de horas-hombre semanales laboradas por los TP

Observacion: para entender la magnitud de las variables y restricciones, imagine que un empleado
trabaja solo las x horas de labor,
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Para la meta de prioridad Py calculamos la produccién total con
5x, +3x, +d; —d| =2500

donde d| es el déficit de produccion semanal y d| la sobreproduccion , respecto a la meta
perseguida de 2500 unidades. Intentamos alcanzar esta meta siempre que minimicemos la

desviacion d .
Observe que las x| horas son laboradas conjuntamente por los 10 TC, y cada uno produce (en su
horas de labor) 5 forros por hora, Es por eso que la tasa de produccién para TC es de 5 forros/hora.

Similarmente la tasa de produccion para los TP es de 3 forros/hora (seria bueno que el lector
analice la magnitud de las variables x| y x),

La utilidad en la segunda meta, Py, esta determinada por la ecuacion
U = Ingresos - Costos totales

Ingreso (neto) por forro =60-50=10
Ingreso total (10-5) x; + (10:3) x,
= 50x| + 30x2

Costo total = costo fijo + costo variable
C; =5000+6x, +3x, +4d; +5d; (52)

donde d; y dy, representan las horas extras para los TC y TP, respectivamente’.
Asi

U=1-C, =50x, +30x, — (5000 + 6x, +3x, +4d; +5d)

U = d4x, +25x, - 4d} —5d} - 5000

quedando representada la segunda meta con la ecuacion
44x, +25x, - 4d; =5d; +d; —dy =22,000
que sera beneficiada al minimizar d;
Considerando la ecuacion (5.3), las metas de tercera y cuarta prioridad se escriben como
P,)x, +d; —dj =400

X, +d; —dj =80
P,)d; +d; —d} =100

! Tomando ¢n cuenta que hay 10 empleados de TC y cada uno puede laborar hasta 40 horas normales, las horas-hombre normales
disponibles para TC serin
(40 Horas)x(10 empleados TC) = 400 (53)

de igual forma tenemos (20)x(4)=80 horas de labor disponibles para TP, Note que si x;>400 existen dy" horas extras de TC. Con el

1érmino 6x, en (5.2) se han pagado Ins horas extras a tarila normal, faitando por pagar $4 de cada hora extra para cumplir fa tarifa de
$10, por eso s incluye el 16érmino 4 ;" y no el 1érmino 10 d;". Similarmente agregamos ¢l 1érmino § dy” para tos tiempos parciales.
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. [ + ' . . '
Para evitar sobrepasar las 100 horas extras de TC minimizamos ds’, y para disminuir la ausencia de
TC minimizamos d; . Las variables auxiliares d; y d; son utilizadas para linealizar la expresion:

Costode x, horas _ 3, six, <80

laboradas por TP 1,0 8(x, - 80) six, >80

El sistema completo de restricciones sera

Min-Lex a={d;, d, di, d; }

s.a,
5x, + 3x, +d; -d =2,500
44x, +27x, —4d; -5d; +d; -dy =2,2000
X, +dy —d; =400
X, +d; =d; =80

d} +d; —d; =100
x,d20

donde

d; = Déficit de produccion

d; = Déficit de utilidad

d = Horas extras de TC arriba de las 100 permitidas
d; = Ausencia de TC

Solucidn

Es recomendable escalar las restricciones por el rango de variacién (en miles) de d; ; sin embargo,
no es necesario por que d; es la inica desviacion relevante en las metas de segunda prioridad.

- La solucion final indica que todas las metas serdn alcanzadas, Los TC trabajardn x, =456 horas en
total, con dy* = 56 horas extras, Los TP laborardn exactamente las 80 horas disponibles, x,=80, d;”
= 44 representa las 44 horas extras no utilizadas por los TC. Se producen 2520 unidades,
excediendo en d," =20 unidades el nivel establecido. La utilidad buscada se alcanza exactamente
(dh™= dy" = 0). Con esta solucién tendremos que un solo trabajador TC laborara aproximadamente
46.5 horas en promedio, mientras que los TP laboraran 20 horas cada uno.

Edicion del programa con restricciones en forma de igualdad

MIN 10000000 NI + 1000 N2 + 100 P5 + N3
SUBJECT TO
2) NI+5XI+3X2-Pl= 2500
3) N2+44 X1+27X2-4P3-5P4= 22000
4) N3+X1-P3= 400
5) X2-P4+Nd= 80
6)-P5+PI+N5= 100
END

VALOR DE LA FUNCION OBIETIVO
1} .00000000
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VARIABLE ~ VALOR COSTO-REDU

NI 0 10000000
N2 0 1000
P3 0 100
N3 0 !
Xl 456 0
X2 80 0
Pt 20 0
P3 56 0
P4 0 0
N4 0 0
N§ 44 0

La filosofta para encontrar la solucion 6ptima al problema anterior es la siguiente: Usar primero
todas las horas normales que sean necesarias de TC, si todavia no se alcanza algunas metas, usar
las horas normales de TP; si alin se requieren horas adicionales, deberan usarse en primer orden las
horas extras de TC sin pasar de 100 antes de pensar en horas extras de TP. Se prefieren las horas
extras de TC por que disminuyen menos la utilidad (costo) comparando la tasa de produccién,

Es ficil deducir que el problema tiene soluciones dptimas multiples. En teoria, cualquier solucion
que minimice la funcion objetivo es igual de buena; pero en la practica dependen de la preferencia
del Decisor, esto sucede tanto en el caso de objetivo simple como en el multiobjetivo. Por ejemplo,
al correr el problema en el paquete QSB, que utiliza el método simplex lexicografico en vez del
simplex normal (LINDO), obtuvimos la solucion éptima x,=500 x; = 14.81. los TC trabajarin 100
horas extras y los TP trabajardn 14.81 horas. Se producen 2544.4 forros que generan exactamente
la misma utilidad anterior ($17,000).

Comparando las soluciones vemos que la diferencia a simple vista son la distribucion de horas y las
unidades producidas, que son un poco més en el segundo caso. Después de hacer un célculos de
costos variables, descubriremos que la primer solucion es mucho méas econdmica que la segunda.
Es obvio cual serd las solucidn que prefiera el Decisor, invertir menos y obtener la misma utilidad.
Siempre que existan soluciones dptimas multiples, el algoritmo de solucién no siempre nos daré la
mas preferida para nosotros, y debemos forzosamente que tener una manera de compararlas. Lo
que si es seguro es que cualquier solucién cumplird de fondo nuestros objetivos mds no de forma,
igual sucede en la PL,

El problema del modelo de PM es que todas las metas se cumplen; entonces podemos hacer un
planteamiento mas ambicioso con metas mas comprometidas 6 crear un mecanismo que nos genere
diferentes soluciones miltiples para luego compararlas (la famosa curva de indiferencia en
econotnia),

Note que la solucidn x) = 500 y x; = 80 es una buena opcion de produccion, con 2740 unidades y
$18760 de utilidad , y ademas cumple con las cuatro metas, i.e, optima. El gerente tendra que
decidir si es bueno tener sobreproduccion y si es necesario que los TC tabajen 100 horas extras, ya
no siempre se puede vender todo lo que se produce.

Note que las restricciones
x, £400

x, <80
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son demasiado rigidas para ser reales. En la prictica los trabajadores sobrepasan las horas normales
dependiendo de la politica de produccion de la empresa. Esta es una razon de por qué plantear el
problema como uno de PM y no uno de PL. Sin embargo, podria usted formular el problema lineal
(al fin que ya tendrd ideas para considerar las horas extras en una restriccion), puede experimentar

también con el dual multidimensional.

La edicion del problema en el paquete QSB, que utiliza el método simplex multifase con cuatro

funciones objetivos prioritizadas, es la siguiente:

Free Format Model for ejemplo$.2

>>Min INI
>>Min IN2
>>Min 1P5
>>Min IN3

>>Subject to

>> (1) 5X1+3X2+ IN|-1P| =2500

>>(2) 44X1+27X2+ IN2-1P2-4P3-5P4 = 22000

>>(3) 1X1+ IN3-1P3 =400
>>(4) 1X2+ IN4-1P4 =80
>>(5) INS+IP3-1P5=100

Summarized Solution for ejemplo 5.2 Page: |

No | Variable | Solution | Opportunity | Opportunity { Opportunity | Opportunity
Cost-Obj | [ Cost-Obj, 2 | Cost-Obj. 3 | Cost-Obj. 4
] X 500.00 0 0 0 0
2 X, 14814 0 0 0 0
3N 0 1.000 0 0 0
4 IN, 0 0 1.000 0 0
5 |IN; 0 0 0 0 1.000
6 (N, 65.185 0 0 0 0
7 |Ns 0 0 0 0 0
8 |P 44,44 0 0 0 00
9 |p 0 0 0 0 0
10 | Py 100.00 0 0 0 0
It |p 0 0 0 0 0
12 | P 0 0 0 1.000 1.000

Priority Level 1: Minimized Objective Function (Goal)= 0

Priority Level 2: Minimized Objective Function (Goal) = 0

Priority Level 3: Minimized Objective Function (Goal)= 0

Priority Level 4: Minimized Qbjective Function (Goal) = 0
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Ejemplo 8.3 (Calendarizar la produccion)

Durante las proximas cuatro quincenas la empresa “Muebles Concordia”, dedicada a fabricar
muebles de madera, enfrenta la siguiente demanda en juegos de sala tipo colonial: 3 juegos la
primer quincena, 14 la segunda, 12 en la tercera y 15 en la cuarta, Los juegos (conjunto de sillas)
pueden fabricarse en tiempo normal de labores y en horas extras. La capacidad de produccion (en
nimero de juegos), y los costos de produccion (en cientos de pesos) durante las cuatro quincenas
aparecen en la tabla 5.2. La compaiiia busca alcanzar las siguientes metas en orden de importancia:

1. Satisfacer a tiempo la demanda quincenal, cada unidad faltante en cualquier periodo tiene el
mismo costo de penalizacion.

2. El inventario al final de cada quincena no debe exceder de 3 juegos. El exceso de inventario
repercute de igual forma de una quincena a otra, por tanto no hay preferencia en las desviaciones,
3. El costo total de produccion debe mantenerse debajo de los $25,000, por simplicidad suponga
que no hay costo por Hevar inventario.

Formule un problema para calendarizar la produccion de la compailia durante la proximas cuatro
quincenas. Suponga que al inicio de la primer quincena se tiene un juego de sala en inventario.

Tiempo Normal Tiempo Extra Demanda
Quincena ~ Cap Costo Cap Costo
1 9 $4 5 6 13
2 10 4 5 7 14
3 " 5 5 8 12
4 12 6 5 9 15
Tabla 5.2

Planteamiento

Sean

X unidades producidas en tiempo normal en el periodo t.

I unidades producidas en tiempo extra en el periodo t.,

I inventario al final del periodot.

La relacion de inventario en el periodo t es la siguiente
I, = 11-! +x,+y,-D,
donde D, es la demanda del periodo t.
La oferta del periodo t debe cumplir la demanda, es decir
Xty 2 D: - II-I
Las desviaciones relevantes estaran marcadas a la derecha de la restricciones.
Para satisfacer la primera meta hacemos: (/, = 1)
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Nty 212-1, (dy)
Xg+yy=15-1; (dyyd))

(54

La meta-restriccion 5.4 estd en forma de igualdad para evitar sobreproduccion al final del horizonte

de planeacion,

Las restricciones de inventarios son

1,<3 df
1,3 df
1,3 dS
I,=0 di.d}

y el costo de produccion es el siguiente

4x; +4dxy +5xy +6xy + 6y, + Ty, +8y; +9y, $250

dy

Nota: como existe una indiferencia “econdémica” en las desviaciones de la primera y segunda meta,

asignaremos una penalizacion de | a estas desviaciones en la funcion objetivo,

Min=Lex a={d; +dj +dj +d; +d}, di +d} +dj +d; +dy, dy }

Meta-restricciones

dx, +dx, + 5%, +6x, + 6y, + Ty, +8y, +9y, +dy —dy =250

Restricciones rigidas

Cotas para las variables

X+y,  +d]-d =12
X+t +dy -df =14
Xy yytly+dy -dy =12
Xy 4+ +d] -df =15

I +d; -d} =3
L+dg -di =
Ii+d; -dy =
Iy +dy -df =0

i =x+y-12

Ly=x,+p, +1,~14
Ly=x;+y,+1,-12
Iy=x,+y,+1;-15

0<x <9
0<x, <10
0<x, <11
0<x,s12

d20, 0<y <5,1, 20 parat =1.2,3.4
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Las variables del problema son enteras, pero pueden relajarse a continuas suponiendo que la
produccion parcial de una sala en un periodo, se termina de fabricar en el siguiente.

I, debe ser irrestricta en signo, pero como la fabrica tiene capacidad para satisfacer la demanda de
cada quincena, el inventario al final de los perfodos siempre indicara sobreproduccion nunca

escasez, por lotanto /, 20, Observe que [, =d, —d; parat=1,2,3,4,
Solucién

Usando el QSB para resolverlo o, aplicando el método secuencial con filosofia mochila 6,
analizando directamente las restricciones y prioridades (programacion dinamica), obtenemos

n=9 y=35 /=12
Xy =10y, =5 Iy =3
ry=lloyy=1 Iy =:

=12 y; =0 1y =0

Costo total = 27,600 y dy’ = 26

el resto de las variables iguales a cero. La (inica meta no lograda es la funcion de costo, que se
+ . . .

excede en dy = 26 pesos (en cientas). Observe que el inventario final es cero y la demanda

quincenal se satisface usando horas normales, horas extras e inventarios intermedios.

Free Format Model for ejemplo 5.3

>>Min  INI+ IN2+ N3+ IN4+ [P4
>>Min  IN8+ | P5+ IP6+ 1P+ 1P8
>>Min 1P9

>>Sujeto a

>> (1) IX1+ 1Y+ INI-IPl =

>>(2) 1X2+ 1Y2+ 11+ IN2-1P2 =
>>(3) 1X3+ 1Y+ 1R+ IN3-IP3I=12
>> (4) IXd+ 1Y4+ 113+ IN4-1P4 = |5
>>(5) 11+ IN5-1P5 =13

>> (6) 112+ IN6-1P6 =3

>>(7) 113+ IN7-1P7=3

>> (8) [14+ IN8-1P8 =0

>> (9) 4XI+4X2+5X3+ 6X4+ 6Y 1+ 7Y2+ 8Y 3+ 9Y4+ IN9-{P9 = 250
>>(10) IXI+ 1YL =12

>> (1) 1X2+ 1Y2+ 11-112= 14
>>(12) IX3+ 1Y3+ 112-113=

>>(13) 1X4+ 1Y4+ {13-114 = |5
>>Cotas

>> Xl k=9

>>X2<= 10

>> X3 <= |1

>>Xd <= |2

>>Y|<=§

>>Y2<= 5§

>>Y3ig=§

>>Yi<=§
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APLICACIONES DE LA PROGRAMACION POR METAS

Ejemplo 5.4 (Expansion de Rutas-Modelo sin prioridades)

Aviacion del Noroeste es una aerolinea que ofrece vuelos dentro del estado de Sonora y a ciertas
partes de los estados de Chihuahua, Sinaloa y Baja California. Debido a una desregulacion de
aerolineas, la compaiiia enfrenta la posibilidad de expander tres de sus rutas, los impactos y
requerimientos por cada ruta estan indicados en la tabla siguiente:

RUTAS
1 2 3

Demanda (por semana) 220 250 960
Ingreso/asiento 40 55 80
Sobrecargos requeridosivuelo 4 7 10
Horas-vuelo de oficiales/viaje 2 3 3
Capacidad de la agronave 20 50 120
(en no. de asientos/viaje)

Factor de Carga Promedio FCP* 0.75 06 0.52

*EI FCP es fa fraccidn promedio de asientos ocupados &n cada vuelo. Por
ejemplo, la ruta 2 Iransporta 30 pasajeros por vuelo en promedio (0.6x50)

Tabla 5.3

La aerolinea cuenta con 15 sobrecargos y 12 oficiales de vuelo para las tres rutas. Por ley, los
oficiales no deben volar mds de 16 horas por semana cada uno. Por el contrario, un sobrecargo
puede realizar hasta 7 viajes por semana,

Por motivos de mantenimiento y necesidades de conexion para otras rutas, la disponibilidad de
aeronaves para la ruta uno estd limitada a 10 viajes por semana, para la ruta dos a 6 viajes y para la
ruta tres a 5. Formule un programa de PM sin prioridades para determinar el niimcro optimo de
vuelos a programar en cada una de las tres rutas, tomando como base las siguientes metas con igual
orden de prioridad:

L. No desviar los vuelos a otros aeropuertos. El impacto en la tercer ruta es el doblc que en
cualquiera de las otras dos.

2. Evitar que se requieran mas de los 12 oficialcs de vuelo disponible.

3. Alcanzar por lo menos una utilidad promedio de $40,000 scmanales.

4. Se deben transportar tantos pasajeros como sea posible, pero la demanda esperada no debe ser

excedida (un aumento de demanda es improbable y no tiene caso ofrecer més de lo pronosticado).
Esta meta establece que debemos evitar quedarnos por arriba y por debajo de la demanda csperada.
8. No usar mds de 15 sobrecargos disponibles.

El costo de no cumplir fa primer meta es tres veces mayor que el incumplimiento en las otra cuatro

juntas . La empresa es indistinta en cl incumplimiento de las metas 2, 3 y 4, sin embargo las
desviaciones en la meta 4 deben penalizarse de acuerdo al FCP de las rutas. La meta 5 tiene la
mitad de importancia de la meta 2,

Planteamiento
Sea x; el nimero de viajes por semana programados enfarutai= 1,2, 3

Para no repetir las mcta-restriccioncs en igualdad, Unicamente se incluirdn las desviacioncs
relevantes en el modelo.
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CAPITULO V

Meta 1) No se desviardn los vuelos a otros destinos siempre y cuando el niimero de vuelos
programados no sobrepase la disponibilidad de cada ruta

X, —d; £6
x,—-dy £5

Meta 2) No usar mds de 12 oficiales disponibles

2% +3x, +3x, -d; €192
donde el lado derecho se obtiene al multiplicar 12x16 = 192 horas-hombre de vuelo disponible.

Meta 3) La utilidad promedio se basa en el FCP. La ruta | cuenta con 20 asientos por avion, su
FCP = 0.75 y la utilidad por asiento es $40. Asi, la utilidad promedio en la ruta | es

(0.75)(20)(40).x, = 600x,
luego, la utilidad promedio total serd
600x, + 1650, +4992x; +d; 240,000
Meta 4) Llevar tantos pasajeros como sea posible sin exceder la demanda esperada implica que
20x, +d; —d; =220

50x, +d; —d; =250
120x, +dj —d; =960

Meta 5) No utilizar mas de 15 sobrecargos
4x, +7x, +10x; ~dy <105

donde 105 = 15x7 viajes-hombre disponibles.

En la funcidn objetivo asignaremos penalizaciones de manera subjetiva para las desviaciones de la
primera y segunda meta, e igual a 1, E| lector puede considerar cambios en estas penalizaciones
confornie a su juicio,
Min Z =3(d] +dy +2d})+d +d; +0.75(d; +d,)
+0.6(d; +d; ) +052(d; +dg)++d;
La funcion objetivo estd sujeta a las metas anteriores que se escriben exactamente como estan. El

problema se resuelve usando el paquete LINDO, las variables involucradas son declaradas enteras
y no negativas,

Solucidn

MIN  3P1 +3P2 +6P3 +P4 + N5 +0.75N6
+0.6N7 + 0.52N8 + 0,75 P6 + 0.6P7 + 0.52P8 + 0.5P9
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APLICACIONES DE LA PROGRAMACION POR METAS

SUBJECT TO
)-Pl+Xl<= 9
3N-P2+X2<= 6
H-PI+X3<= 3
3)-P4+2X1+3X2+3X3<= (92
6) N3 +600 X!+ 1650 X2 +4992 X3 >= 40000
7) N6-P6+20X1 = 220
§) N7-P7+50X2= 250
9) N8-P8+120X3= 960
10)-P9+4 X1+7X2+10X3I<= {03
END
GIN 15

Este problema fue adaptado con datos hipotéticos que difieren de las capacidades reales, lo
importante era mostrar como representar las metas en el modelo por medio de una restriccion,

La solucion optima es x; = 11, x;= 5, y x3 = 8, La solucion indica que podran transportarse todos
los pasajeros pero teniendo que desviar ¢, =2 vuelos en la ruta 1, y " = 3 vuelos en la ruta 3. La
utitidad es superada en $14,786. No se utilizaran todas las horas-vuelo de oficiales disponibles,
pero se requieren 54 viajes-hombre adicionales de sobrecargos, que tendrdn que ser contratados,

La solucion dptima se carga a minimizar el déficit y exceso de demanda, en vez de minimizar el
desvio de vuelos que tiene mds importancia. Esto es asi por que la magnitud de las desviaciones
(cientos) de la ruta 4, superan a las de la primera meta. Por tanto, si queremos que exista una
preferencia real por la primera meta, debemos cambiar a porcentujes las desviaciones o escalar las
restricciones para igualar el rango o magnitud de variacién. Es suficiente cambiar a porcentajes ya
que el niimero de metas es pequeiio. La funcidn objetivo con desviaciones en porcentajes es la
siguiente

MIN  33.33 P1 +50 P2 + 120 P3 +0.521 P4 + 0.0025 N5 +0.34 N6
+0.24 N7 +0.0542 N8 + 0.34 P6 + 0.24 P7 + 0.0542 P8 + 0.476 P9

La nueva solucion dptima x; =9y xo = x; = 5 representa un mejor comprontiso para el Decisor, no

seran transportados todos los pasajeros de laruta | y 3 (d; =40 yd, =360), pero tampoco se
desviardn vuelos. Las horas-vuelo de oficiales disponibles siguen sobradas, y aln se requieren

viajes extras de sobrecargos, en total 16. La utilidad se quedd corta en /5 =1390 pesos.

Nuestro (ltimo ¢jemplo aborda un caso de inversiones. Los modelos de PL aplicados a problemas
de inversion de capital o distribucion de riqueza, generalmente tienen como objetivo tnico
maximizar la riqueza al final del horizonte de planeacion, Cuando el capital pertenece a un sélo
individuo, el objetivo de maximizar la riqueza al final del horizonte es el adecuado; pero cuando
hablamos de un capital comin de empresas o individuos, maximizar la riqueza ya no es suficiente,
Hay que tomar en cuenta varios objetivos como son, pago de dividendos, rendimiento anual,
liquidez de la inversion, nivel de riesgo, pago de impuestos, pérdidas en el cambio de divisas,
riqueza final, nivel de endeudamiento, pago de intereses, entre muchos otros. Ef siguiente problema
ilustra dos casos de la PL cuyos objetivos suelen ser conflictivos entre si, discutiré como se pueden
incluir ambos en el mismo problema de PL y las desventajas que presentan. Finalmente usaré un
modelo de PM que elimina las dificultades de los modelos de PL propuestos. Una vez mds veremos
las ventajas y cualidades que poseen los modelos de PM comparados con los simplemente
Lineates.
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CAPITULO V

Distribuir la riqueza eficientemente en un conjunto de proyectos que compiten por el capital
disponible, requiere decidir cuanto invertir en cada proyecto de tal forma que el rendimiento, en
unidades monetaria, al final del horizonte de planeacion sea el maximo. La decision se basa cn los
flujos de efectivo generados por los proyectos en cada perfodo y esta sujeta a limites de inversion y
capital disponible.

Ejemplo 5.5 (Inversion de Capital)

Un grupo de inversionistas analizan cinco proyectos para invertir su dinero. El presupuesto inicial
es de $1,000,000. Se han contemplado tres afios como horizonte de planeacidn, del primero de
enero de 1996 al 3| de diciembre de 1998, Los flujos de efectivo y el limite de inversion en cada
proyecto se resumen en la tabla 5.1. Por ejemplo, el proyecto 2 estard disponible hasta enero de
1997, sus flujos de efectivo indican que por cada peso invertido en el proyecto al inicio del
segundo aio, produciran $0.30 al final del mismo afio y $1 al tinal del tercer aiio. El proyecto 4 no
tiene limite de inversion, El efectivo capitalizado al final de cada afio se puede invertir en los
proyectos que estén disponibles, o bien, invertir a corto plazo en bancos a una tasa anual del 6%,

a) Formule un modelo de PM que maximice los flujos de efectivo (FE), antes de impuestos, al final
del horizonte de planeacion.

b) Los inversionistas pretenden publicar el rendimiento de utilidad que se obtenga el primera afio
con el fin de promover su empresa, y inejorar el precio de sus acciones. Por tal motivo, desean una
inversion que maximice el rendimiento de utilidad (en unidades monetarias) al final del primer aito.

T PROYECTOS
ANO 1 2 3 4 5
1/ENE/96 -1 0 -1 -1 0
I /ENE/97 3 -1 1.10 0 0
| /ENE /98 1 03 0 0 -1
31/DIC/98 0 1 0 1.75 1.4
Limite de inversion 600 500 250 — 1000
(en miles de pesos)

Tabla 5.4 Flujos de Efectivo
Solucién

Sean
x;= Capital invertido (en miles de pesos) en el proyecto i = 1,2,3,4, 5.
v = Capital invertido en bancos al inicio del afio ¢ = 96, 97, 98

El problema en cuestion es uno de PL cuyas restricciones obedecen la siguiente relacion de
“inventario™:

Inversion en el periodo t = capital disponible (efectivo capitalizado al final del periodo t-1)
Caso a.

El modelo de programacion por metas que maximiza los flujos de efectivo al final de 1998 es
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APLICACIONES DE LA PROGRAMACION POR METAS

Objetivo 1) Max FEg = 10x, +175x, + Ldx, + 1.06y,,

96)x, + X, + X, + 5, = 1000
97) Xy + Yoy = 03x, 4+ L10x, +1.06y,, (54)
98) Xs + Yoy = 1.0x, +03x, +1.06y,,
0<x 2600
0<x, £500
0<x, 2250
0<x, <1000
X320
Usando el paquete LINDO tenemos la solucion dptima (el resto de las variables son cero)

x, =600 x; = 7908

x, =400 Yo, =180
FEg; (max) = 1807.12

Analizando la tabla 5.4 descubriremos que la solucion anterior genera un rendimiento de utilidad al
final del primera afio igual a 18% ($180,000), 30% del proyecto |, 10% del proyecto 3 y 6% de
bancos 96.

rendimiento = 0,3(600)+0., 1(0)+0.06(0)= 180 (miles de pesos)

Este rendimiento serd comparada con la solucion dptima del caso b).
Caso b,

Cambiando la funcion objetivo de 5.4 por la utilidad al final de 1996 y usando el mismo conjunto
de restricciones obtenemos el modelo para b)

Objetivo 2) Uy = 03x, +0.1x; +0.06y,,

con solucion optima

x, =600 x, =250 Yo =114
x, =500 Yos =150 Vog =87084*
Uy (max) = 214,000
Evaluando en la funcién objetivo 1, los flujos de efectivo al final de 1998 serin FEgy= 1423.09
La solucidn dptima para el caso b disminuye drasticamente la riqueza al final del horizonte de
planeacion, comparada con la solucion dptima del caso a. Es decir, si los inversionistas adoptan la

solucidn obtenida en b, tendran una mejor utilidad al final del primer afio, pero una riqueza final
disminuida. Por tanto deberdn decidir que es lo que mas conviene.
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CAPITULOV

*Observe que en vez de invertir en bancos al inicio de 1998 (g = 870.84), se puede invertir en el
proyecto 5 que mejora los FEyg sin alterar la utilidad obtenida el primer aiio, i.e. xs= 870y yyg=0
con FEgg=1719.76,

Ninguno de los modelos anteriores es atractivo para los inversionistas cuando desean contemplar
ambos objetivos a la vez (aunque en este ejemplo fue ficil deducir una mejora en los FEgy sin
disminuir la utilidad Uyg, no se sabe si es la mejor opcidn con los dos objetivos juntos),

Una manera de contemplar los dos objetivos consiste en diseilar un modelo de PL donde uno de
ellos aparece como restriccion del problema, por ejemplo:
Max U =03x, +0lx, +0.6y,,
X +Xxy 42X+ Yo, = 1000
0.3x| + l.lox3 + l'06y96 - x2 "y:n = 0
l.O.\'l + 0.3x2 + 1,06))97 "xs "yqs = 0
FEM ,\'2 + |'75x4 + l-4x5 + l.06y98 2b
junto con las restricciones de cotas. El problema se resuelve para diferentes valores de b,
comenzando con by = 1422 ¢ algin otro menor, y aumentando paramétricamente hasta que el

sistema resulte no factible. El tinico problema es determinar cual es el rango de variacién para b, es
decir, el valor mis grande de b que hace todavia factible al sistema (sensibilidad).

Una segunda alternativa es maximizar los FEgg incluyendo la utilidad como restriccion rigida. La
eleccion que se hard depende de la importancia que tengan los objetivos para los inversionistas.
Como una mejor salida propongo el uso de la PM. Es recomendable que el lector haga su propia
discusion y analice las ventajas (desventajas) que tendran los modelos de PM comparados con los
anteriores, en lo personal me parecen mds reales y practicos.

Usar un modelo con prioridades seria el equivalente de los casos a) y b) anteriores, y tendrian por
asf decirlo, la misma rigidez; aunque el modelo con prioridades permite a posteriori cantidades de
relajacion, que desde mi punto de vista, son igual o mejor que el uso de la programacion
paramétrica, Por otro lado, el modelo de penalizaciones y sin prioridades es todavia més flexible, y
es el que aplicaremos a continuacion.

Max Z = wid] +w,d,

0.3x, +0.1x; +0.06y,, +d; —d, =214 M,)
Xy +175x%, + 14x, + 106y, +dy —dy =180712  (M,)
Xy Xy X, + Yy = 1000
0.3x, + 1L10x; +1.06yy — X, = yy =0
LOx, +0.3x, + 106y = X5 = Yy =0

con las mismas restricciones de cota superior, Se pueden usar valores “muy grandes”, M; y M,, en
el lado derecho en vez de las constantes, eso hard que las meta-restricciones sean en realidad
o . o e * e .

funciones objetivos y no metas™ (como matar dos pdjaros de un tiro).

* Manejar las variables de decision en miles de pesos evila que la variable de desviacién d; lenga un rango de variacion més
grande que ;. Cambiar las unidades de las variables ayuda en algunos casos a homogeneizar ln magnitud de las desviaciones,
Pueden estandarizarse las restricciones conjuntamente con el cambio de unidades para igualar adn mds el rango de variacion,
por ejemplo, dividir la meta-restriceion de llujos de efectivo entre en 10 (antes de agregar las desviaciones por supuesto),
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APLICACIONES DE LA PROGRAMACION POR METAS

La siguiente (y dltima) tabla contiene las soluciones obtenidas al correr el modelo arquimediano en
un paquete convencional de programacion lineal. Note como se encuentran las soluciones optimas
para los modelos lineales a y b anteriores.

Observando las soluciones 10 y I1 de la tabla 5.5, podemos deducir que la meta de flujos de
efectivo domina a la meta de utilidad cuandow, /w, <6/51. Por el contrario, la utilidad serd
preferida siempre que w, /w, 210/2.21 (soluciones |3 y 14). No se incluyeron en la tabla otras
soluciones repetidas que ayudaron en la conclusion anterior.

Las soluciones® de la tabla 5.5 constituyen un conjunto de alternativas para el Decisor
(inversionistas) y sugieren un “trueque” entre mejorar uno y empeorar otro (fradeoff). Asi, el
inversionista puede escoger la que mejor comprometa sus objetivos. Como las metas son
competitivas no hay solucion en el que ambas mejoren a la vez.

Observe que las mejores soluciones para el caso a) y b) por separado, son las soluciones | y 12,
respectivamente. p. €., la solucién 12 indica que cuando maximizamos utilidad (caso b) los mis
altos flujos de efectivo que se pueden generar son 1730. Por otro lado, la solucién 7 ofrece un
“equilibrio” entre el nivel no alcanzado de utilidad (9) y el no alcanzado por los flujos de efectivo
(36.33)

(1,1) | 600 0 of 400 7908 0 180 0O} . 180 34| 1807.12 0
(0.2,0.2) | 600 0 o  d4oo{ 7908 o 10| of 180 34| 1807.12 0
(0.3,0.5) | 600 of 0 . doof 790.8] ‘0 180 o 180 - 34| 1807.12 0
(:47,.06)*{ 600 0 o| 400 7908/ of 180 o 180 34| 1807.12 0
(0.5,0.4) [ 600 - 0] 179.41) 220.58| 1000] ~0f 377.35] . 0] 197.95 16.05| 1786.03) 21.090

(5,5 | 600 of 0 400 790.8] o 180] of 180 34| 1807.12| 0
(15,5) | 600f 10828/ 250 -~ 150]. 000 0] 346.71f o[ 205 9| ' 1770] 36.33

2,3) | 600 0 of 400/ 7908/ o0 180 o0 180 34| 1807.12 0

@) |60l 0| 179.41] 220.58| 1000 of 377.35 = 0] 197.95 16.05| 1786.03| 21.090
(6,5.1) | 600 0 17941} 220.58| 1000 0f 377.35| 0| 197.95] 16.05| 1786.03| 21,090
(6,5.2) | 600 o 0] 400{ 790.8] ~ o[ "180| - Of 180 = 34| 1807.12 0
(10,1) | 600] 330.05| 250/ 0.00012{ 1000 150; 2839/ ©Of 214 0] 1730 77.84
(10.2.2) | 600] 330.05| ~ 250| 0.00012| 1000| 150{ 283.91 O] 214 - O 1730 77.84
(10,2.21)| 600 108.28) 250 150 1000( oOf 346.71| of 205 9 1770 3633
(10.2.3) | 600| 10828 250 - 150| 1000 0| 346.71| 0 -205f- 9 1770 36.33
(10,6) | 600 0| 17941 220.58| 1000{ 0} 377.35| of 197.95| 16.05| 1786.03| 21.090
(20,14) | 600 0| 179.41} 220.58 1000{ 0| 377.35| 0f 197.95| 16.05| 1786.03| 21.090
(20,18) | 600 0 of 400{ 790.8] 0| 180] o 180 34| 1807.12 0

“Esla solucion corresponde al cambiar las desviaciones en porcentajes

TABLA 5.5 Soluciones éptimas para el problema de Andlisis de Inversion utilizando diferentes
penalizaciones wy, wa.

Lo importante no son los pesos sino la forma de variarlos para generar aliernativas de inversion diferentes. En esle caso solo
hallamos cuatra,
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CAPITULO V

Podemos considerar que la solucion X! generada con (wy,ws) = ( 6,5.2), y la solucién X3 generada
con (w,wa) = (6,5.1), corresponden a puntos extremos adyacentes. Por lo tanto cualquier
combinacién lineal convexa X, de X' y X?, serd una alternativa de inversion (siempre Y cuando no
exceda los limites, lo cual es obvio). Es decir, existe un pareja (w;,wy) tal que X = AX' + (1- A)X
sera una alternativa optima. Observe que los puntos X son n-adas de 8 componentes, por ejemplo

X' = (600, 0, 0, 400, 790.8, 0, 180)
Usando A = 0.5 encontramos la siguiente alternativa de inversion
X = 0.5X"+0.5X" = (600, 54.14,1 25, 275, 895 4, 0, 263.5, 0)

que genera una utilidad igual a 192.5 y flujos de efectivo de 1788.39.

Las convinaciones convexas se utilizan para que los inversionistas tengan mayores elementos de
comparacion entre utilidad y riqueza final (FE.,,;), qzle le ayuden a tomar las decisiones “cficientes”
(el segmento comprendido entre los puntos X'y X? constituye la llamada curva de indiferencia en
economia, ya que no modifican el valor final de la funcion objetivo, ¢podria estimar la tasa
marginal de sustitucion?).

Programacion Paramétrica Vs Programacion por Metas

Al usar programacion paramétrica en vez de la PM, puede ocurrir que al variar los parametros la
region factible resulte vacia y deberd tenerse cuidado con tales variaciones. Atn cuando el rango de
variacidn permita factibilidad, es posible que los elementos sean muy sensibles a estos cambios, y
por tanto, ser igual de delicados que en el caso anterior. Dificultad que se resuelve en la PM
utilizando metas o penalizaciones por trozos. Los modelos de PM son mds realistas que los
modelos de programacion paramétrica, y es preferida especialmente en los casos conflictivos
(regidn factible no convexa) donde 1a PL simplemente no funciona.
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RESUMEN Y CONCLUSIONES

A través de los capitulos hemos visto que la PM es un caso especial de la programacion lineal
multiobjetivo, cuando los objetivos se convierten en metas, de preferencia conflictivos entre si o
inconmensurables. Los métodos utilizados para resolver los PPM estdn basados en el método simplex
y en la teorfa de PL con un sélo objetivo. La diferencia principal entre un modelo de PM y uno de PL
estd en fa inclusion de variables de desviacion y en la minimizacion de la suma de desviaciones
relevantes como funcién objetivo, Los modelos de PM no contemplan la posibilidad de funcion
objetivo no acotada, ya que cuando todas las penalizaciones son no negativas el minimo valor de la
funcion objetivo del PPM es cero, por otro lado, si se permiten penalizaciones negativas, no se
garantiza el no acotamiento. La PM difiere del modelo estndar de la optimizacion multiobjetivo, en
el sentido de que en la PLMO las mejores soluciones son aquellas que resultan no-dominadas o
“eficientes”; mientras que la solucion dptima de un PPM en ocasiones resulta una solueion
dominada, Las soluciones dominadas pueden ocurrir cuando todas la metas se cumplen
satisfactoriamente (funcion objetivo igual a cero), por que los niveles de aspiracion establecidos
fueron relativamente féciles de alcanzar, Otra razon es por que los niveles aspirados por las metas se
establecen de manera subjetiva por el decisor, conforme a su criterio. Cuando la solucion optima del
PPM resulte dominada, significa que pueden existir soluciones (no-dominadas o eficientes en el
contexto de la PLMO) que no son optimas en la PM, pero que mejor comprometen a los objetivos en
la practica.

Los problemas desarrollados en el trabajo han inostrado que el campo de la PM es muy diverso. No
sélo abarca los modelos de PL, sino también los de programacion entera, no lineal y modelos de
redes, La PM es aplicable en modelos lineales no factibles, donde la PL no funciona. La PM es
preferida en muchos casos a la programacion paramétrica por que no es tan rigida, y por que hace
més reales los problemas. La verdadera desventaja de la PM es la dificultad para implementar los
algoritmos computacionales especializados, por ejemplo en la programacion entera, Tedricamente la
mayor parte de los resultados de Entera se extienden de manera natural a la PME; excepto la
implementacion de los algoritmos de computadora que pueden resultar ineficientes o inadecuados al
introducir las variables de desviaeion, Otro problema ocurre cuando las variables de desviacion
rompen la estruetura original del modelo, los métodos existentes no pueden apliearse directamente o
simplemente no funcionan. Algo similar ocurre en la programacion no lineal y en los modelos de
redes.

Los métodos de solucion presentados en la tesis no son exclusivos de la PM. El método secuencial y
el método simplex lexicogrifico son utilizados en otras areas multiobjetivo. Dichos métodos se
vuelven particulares cuando mencionamos los conceptos de PM. El método grafico del capitulo Il es
una analogia del método de desplazamiento de la funcion objetivo sobre la region factible en la PL;
s6lo que, utilizando el coneepto de métrica L y los contornos generados alrededor del eonjunto
utdpico M.

Al estudiar los métodos de solucién de la PM con prioridades del capitulo IIl, se mencionaron las
ventajas y desventajas que tienen al aplicarlos, asi como también las modificaciones que puedan
surgir en ellos, Mi intension siempre fue mantener una analogia con el método simplex de la PL, para
basar en ello todos los resuftados, procurando hacerlo entendible al lector. La aportacion personal en
este punto fue mostrar en detalle la interrelacion de los mnétodos con el simplex, que en ocasiones no
es tan sencilla como parece; por ejemplo la forma de romper empates en el sinplex lexicogrifico, el
calculo de los costos reducidos, la reduecion del tableau, la eliminacién de ealeulos inneeesarios, la



identificacion de solucidn optima (nica, la equivalencia del simplex lexicografico con el método
secuencial y la explicacion del problema dual multidimensional del PPM, entre otras; ademds de
diseiiar cuidadosamente los ejemplos numéricos con que fueron ilustrados. Este trabajo no deja a la
imaginacion la aplicacion de los métodos de PM en diversas circunstancias, como sucede en gran
parte de la bibliografia disponible; donde un estudiante con no mucha experiencia podria perderse
facilmente.

Considero que la persona interesada en el trabajo, podra revisar la solucion grafica de los modelos,
presentados en el capitulo [l y al principio del llI, para entender la verdadera razén de ser de la PM.
Dichos comentarios estan en lenguaje coloquial, sin tecnicismos, buscando llegar al sentido creativo
del lector y ahorrarle tiempo de estudio (eso espero).

La seccion de topicos y aplicaciones de PM no llevan otro fin mds que ampliar los modelos
tradicionales de la literatura disponible. Algunos temas no son tan complicados como parecen al
principio, sin embargo, no dejan de poner a prueba la astucia y el conocimiento del lector en el
planteamiento de problemas, Dominar los artificios vertidos, los situarin con mayor seguridad frente
al impredecible mundo de la aplicaciones.

La tarea de difundir la PM requiere considerar los siguientes puntos

Presentar la teoria de PM

Presentar algoritmos de solucidn

Presentar los artificios principales de la PM
Desarrollar c6digos de computadora especializados y
Entrar al campo real de aplicaciones

El autor ha pretendido modestamente, difundir por medio del presente trabajo los primeros tres
puntos, tarea que requirid tiempo y dedicacion pero que nos ha dejado satisfechos (por ahora). Si
después de analizar el contenido de la tesis, el lector se sitda en el cuarto punto, el esfuerzo habra
valido la pena; por que estara usted muy cerca de las aplicaciones reales, quizd mas de lo que se
imagina.

TRABAJOS FUTUROS

A pesar de que la PM comenzo a desarrollarse en el campo de la PLMO desde 1960, se ha
incursionado casi desde su inicio en la programacion entera, no lineal y modelos de redes, mostrando
ser una herramienta de gran aplicacién. Aunque en la actualidad su difusion todavia no es suficiente,
al menos en nuestro pais, hay mucho por hacer en la publicacion de textos especializados, y en la
aplicacion de la PM a verdaderos problemas reales. Debemos impulsar esta herramienta
multiobjetivo, versatil y dindmica con mayor empuje, las limitaciones de la programacion lincal son
demasiadas en muchos casos para representar la problematica real.

Sin duda el campo que merece atencidn especial es la Programacion por Metas Interactiva. Para ella
ya existen una serie de métodos iterativos muy alentadores; sobre todo aquellos que evitan o simulan
la intervencion del decisor en el proceso de solucion. Este campo requiere mds atencion de lo
imaginada, por eso no fue desarrollado en la tesis mas que indirectamente en los problemas (Ver
Reeves y Hedin [39), Spronk [43]). A futuro, los métodos de programacion por metas interactiva
. parecen los mds prometedores, seglin se ha demostrado en problemas reales. Faltan disefiar métodos
para estructurar adecuadamente las penalizaciones y preferencias del decisor, asi como la asignacion
de prioridades.
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Por supuesto que los grandes avances de la PM en el campo lineal, deben extenderse hasta donde sea
posible al campo no lineal y modelos de redes multiobjetivo. En estas dreas falta por desarrollar
algoritmos de PM que utilicen adecuadamente los métodos existentes para objetivo simple, o en su
defecto crear nuevos,

Los avances en los cddigos de computadora del método simplex, hacen posible la solucion de
problemas de PM a gran escala y facilitan la implementacion de los algoritmos especializados de la
PM det capitulo 111, tanto en su formato primal como en su forma dual. Implementarlos no es tan
dificil, ya que ellos utilizan al simplex como rutina principal. Creando un programa despachador de
tareas se logra programar el método simplex secuencial, el MSL o el simplex aplicado al dual
multidimensional que resulta més eficiente. Por cuestion de tiempo y espacio mas que nada, decidi
resolver los problemas propuestos en la tesis, usando los paquetes comerciales LINDO, QSB y
MicroManager que son ficiles de conseguir en el mercado. El lector hallard un cédigo completo de

~computadora para el método simplex en el libro: “Fortran Codes for Mathematical Programming:
Linear, Quadratic and Discrete” de AH. Land y S. Powel (1973). El libro contiene una explicacion
detallada de cada rutina realizada por el simplex, con su respectiva codificacion en lenguaje Fortran
para crear los programas fuentes; puede consultar también el manual de XMP del método simplex o
el algoritmo multiobjetivo ADBASE en Steur [44]. Para detalles computacionales de algoritmos
especializados en PM, recomendamos la siguiente bibliografia; Crowder y Sposito [6], Garrod y
Moores [11], Ignizio [19], [20] y [21]. Reeves y Hedin [39], Spronk [43], Steur [44], y Yih-Long y
Sultivan [48]. Encontrara una lista bibliografica muy completa de articulos especializados en temas
de PM en Zanakis y Gupta [49].

En nuestro pais debe explotarse las ventajas que ofrece la PM. Debemos romper el esquema en el que
nos sumerge la programacion con un objetivo (lineal o como se llame), Cambiar el paradigma de
optimizacion con problemas necesariamente factibles, Aplicar la PM a problemas reales y aprovechar
sus ventajas en todas las dreas, social, financiera, piblica, politica, en el sector productivo: agricola e
industrial, en los institutos de investigacion y en las universidades, Espero que mi trabajo ayude en
cierta medida con tales propdsitos.

El Autor.
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APENDICE

RESULTADOS DE PROGRAMACION LINEAL Y MULTIOBJETIVO
COSTOS REDUCIDOS

En la aplicacion del método simplex la funcidn objetivo es expresada (nicamente en términos de
las variables no basicas, eliminando los coeficientes c; para x; bésica,

El sistema inicial de ecuaciones es
X+ Gy X, + seveedr X, =12 )

A+ Axy+oeveet Ax, ch Q)

Después de realizar un conjunto de iteraciones el sistema se encontrard en wuna base
B=[B, B,,.....B,)] que transforma las restricciones en
B'Ax, +B Ajx, o000+ B'A x, sB7'D
Aix, + Ayx, +eseeet Ay, SB7'D A3)
donde A, = B'A ; representa las componentes de la columna A, en la base B. Por lo tanto, si x; es
basica

0

- O o
A;=B'A =¢ = I |~ j—ésima componente

0

Luego, para hacer cero los ¢; basicos en (1), basta con multiplicar (3) por el vector de costos
bdsicos C,, = [ Cyy2Cpyrees Oy, ] y restérseloa (1), donde ¢ es el coeficiente original de la j-
ésima variable basica. Tales operaciones dan por resultado

(€, =CyAr)x, +(c; ~CyAr)x, +20s00+(c, ~CyA)x, =2-C,B'b )
Los coet‘l_c_ientes de (4) son llamados en la PL “los costos reducidos” de la variable ;. Al definir
z; =Cy A obtenemos
¢c;~z;=¢,~CyA;=c,~C,B"A, =, ~yA, (5)
donde y = C,B™" son los multiplicadores o variables duales.

Note que cuando x; es bdsica, A; =€, entonces ¢, -z, =c; -Cye, =¢; -¢,; =0 que es lo que
buscdbamos.
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DUALIDAD
CONDICIONES DE OPTIMALIDAD
Para el caso de minimizacidn el problema es dptimo si
z,-c;=yA,;-c; <0 paratoda j=12,..,»
es decir YA ; <c¢; paraj=1,2,..,n Al escribirlo en forma matricial tenemos
YA<c¢ (6)

como y es el vector de variables duales, la ecuacidn (6) representa las restricciones duales de (7).
Las condiciones de optimalidad junto con la ecuacion (6) nos dice que cuando el primal sea dptimo
el dual serd factible, y viceversa.

Observe que si x;j es bisica (2, ~¢; = 0) laecuacidn (6) se debe cumplir en forma de igualdad, es
decir, yA,-c,;=0=>yA, =c, cuando ¥ es bdsica. Asi la j-ésima holgura dual,
v, =¢; —yAI,, es igual a cero cuando x;> 0,

Por otro lado, YA ; —c, <0 = yA ; <¢, nos dice que hay holgura dual positiva, en términos del
primal yA ; <c¢; indica que x; es no-basica. De esta forma x; = 0 cuando v; es positiva (regla 2 del
dual multidimensional), Resumiendo, en cualquier iteracion

x;>0 cuandov, =0y
x;=0 cuandov,>0 paraj= 1 2.
esdecirv,x, =0 = (¢, -yA,)x; =0 paratodaj, y expresindolo en forma matricial tenemos
vx=(c-yA)x=0

Como el dual del dual es el primal; aplicando el razonamiento anterior de manera invertida al dual
y primal, obtenemos la segunda condicion de holgura complementaria;

V5, =0 paratodai=12...u
ys=0= y(Ax-b)=0

donde s = (Ax —b)es el vector de variables de holgura primales

Los resultados precedentes constituyen el principio de la siguiente propiedad de dualidad (tercera
condicidn de Kuhn y Tucker para optimalidad).

PROPIEDAD DE HOLGURA COMPLEMENTARIA (Regla 2 del dual multidimensional)

Considere ¢l problema primal (P) y dual (D) de un problema de programacion lineal

P D

Min cx Mayx yb

s.a. Axzb sa. yA<e o
x20 yz0
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Sea X una solucioén bdsica factible (no necesariamente optima) del problema primal, P. Sea y las
solucién dual correspondiente. Entonces, deben cumplirse las siguientes condiciones de holgura
complementaria

(c~yA)x=0 v =0
y o bien y
y(Ax—-b) =0 ys=0

observe que ¢ y ; son vectores renglon. La propiedad establece que el vector X (;) y el vector de
holgura dual (primal) son ortogonales.

SOLUCION DEL PRIMAL USANDO EL PROBLEMA DUAL ( Regla 3 del dual multidimensional).

Teorema 1, Al resolver el problema dual de PL, la solucion del primal en cualquier iteracion, se
encuentra en los “precios aumentados” de las variables que dan la solucion bésica de inicio.

El término "precios aumentados” se usa en vez de “costos reducidos™ por que el dual se basa en'un
sistema de precios y no de costos (caso maximizacion), La demostracidn que doy a continuacién en
ningin momento la consideré trivial, por el contrario, fue el producto de 20 hojas de borrador y 4 noches
de desvelo...........alguna vez tenia que hacerla),

Prueba: considere el siguiente problema dual

Max q=yb
s.a.
YA<c @
y=20

donde 'y y ¢ son vectores renglon. Note que el sistema (8) es un sistema izquierdo; de esta forma las
“columnas” de la matriz A son los coeficientes tecnolégicos para las restricciones . De aqui que el
tableau sitnplex (dual) siguiente se opere por columnas.

q L { yet Vw2 " Vi
N by
» b,
" A
Y b
s, | o
" I,
Su 0
LD 0 I\
TABLEAU |

La base inicial la forman las variables de holgura S; ¢ =1.2,..m, y segiin la proPosmon que estamos
por demostrar, los “precios aumentados” en S; daran la solucion primal x =B"h,
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El problema dual de n restricciones, requiere una base de n renglones linealmente dependientes.
Supongamos que después de algunos pivoteos, el sistema contiene & (k < m) variables y, basicas, y
n-k variables de holgura S; atin basicas; originando la siguiente particion:

q ! Yor_Yea Uttt Vi

Yo | bg B,

Yoz | byt N;

bp | bw B,

S bm N;

LD 0 c
TABLEAU 2

La matrices B; y N; corresponden a los renglones de la matriz identidad, I, inicial, De este modo,
es posible escoger un reacomodo de renglones de tal forma que en el tableau anterior tengamos

B
Np=[I; 0]y B,=[0 L], ademds B pucde escribirse como B = l: } . Al poner el tableau en

B:
términos de la base B resulta:

q ! YB1 VB2 "ttt Y

Yui 0 I 0

Yoz | byeN B by N8’

bg: | 0-B,B"'by 0 L

Snz | b-N3B'by N,B’!

LD [ -B'b, B
TABLEAU 3

Observe que al hacer cero los “precios aumentados” de las variables basicas, B se aplico por la
derecha. Los elementos del tableau 3 provienen de:

BB'=[1, 0]yBB'=f01,.,]

b
BB'b, =1, 0]L:j= by,
y BiB”b, =b, = by, -B; B'bg=0

Las operaciones de matriz inversa y vector columna, se aplican por la derecha para operar sobre los
renglones de la tabla,
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Agrupando en una sola matriz los “precios aumentados” de las variables de holgura, tenemos:

= "B =1 -l =B
B, |7Lp, [F e = 1B by =B,

Por lo tanto el valor de las variables primales, dadas por la expresion x = B"b“, se encuentran en
los “precios aumentados” de las variables basicas de la solucion de inicio.

L.Q.D.§
El tableau 2 (dual) anterior tienc asociado el siguiente conjunto de restricciones primales
Bl
Nl
x]2b
N,
Al hacer un reacomodo de renglones resulta
B B Bx=b, )
X2 =
N N Nx=b, (10)

Por la propiedad de holgura complementaria, el sistema (9) debe cumplirse en la forma de
prop

igualdad, ya que representa a las variables basicas duales (que en nuestro enfoque son las

primales), es decir la holgura primal “basica™ es cero. Asi

Bx=b, = x=B"'b, (1)
Usando (11) en (10) tenemos

NB~'b, 2b, =

by~NB'b, <0 (12)

Pero (12) no es otra cosa mds que los “precios aumentados™ de las variables duales no basicas en el
tableau 3; dicha condicion se cumple siempre y cuando el dual sea dptimo (caso maximizacion),
De lo anterior también se desprende otra propiedad de dualidad importante:

El primal es factible dnicamente cuando el dual es optimo (es decir, mientras el dual
busca optimalidad, el primal buscara la factibilidad).

La expresion anterior, X=B'by, ya la conociamos, el problema era saber en qué lugar
encontrarla en el tableau dual,

Condicion suficiente para que d; 'y d;” no aparezcan en una misma base.

Usaremos la definicién (5) de los “costos reducidos” z, - ¢;, para demostrar porqué las columnas

linealmente dependientes de un problema de PL (" y d;") no pueden aparecer en la misma base.

Proposicion 2: Sean x; y x, variables de un problema de PL, con x; basica. Sean A, y A, los
vectores asociados a v, y x,, respectivamente. Si A, = aA, con o un escalar diferente de cero,
encuentre una condicion suficiente para que x; y x, no puedan ser bdsicas al mismo tiempo.
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Por deducir una condicién que establezca que si x; es basica, entonces v, es no-bdsica, z, ~¢, # 0.

Sea B= [ B,B,,..B, la base donde x; es basica, de (3) tenemos

A;=B"'A, paraj=12,..,n
Kk =B_IAk =ek
A, =B'A, =B"(cA,)=aB A,

A, =0aA; =ae, siempre que x, sea bdsica

Asi, el costo reducido de ¥, serd z, -¢, =C, A, —c, =aCye, ~c, =ac, ~c,. De esta forma
ac, —c, # 0 siempre que ¢, #oc,. Por lo tanto para garantizar la proposicidn 2, es “suficiente”
que ¢, no sea multiplo (en o) de ¢, igual que los vectores Ay y A,

Para el caso de programacion por metas, si d* y d” son los vectores asociados a las variables de
desviacion d,” y d;, entonces d* =-d” con a=-1 .Yaque en un PPM los “costos” originales
(pesos) en la funcidn objetivo, asociados a d;” y d;” son positivos 6 cero, entonces nunca ocurrird
que w; =aw, cona =-l, Delo anterior se desprende el sigiiente resultado:

Corolario 1, En un problema de programacién por metas las variables de desviacion d,” y d;” no
serdn basicas al nmismo tiempo (siempre que d* =-d7).

Usando el corolario anterior deducimos que la condicién no lineal d* »d™ =0 no necesita incluirse
en los problemas de PM, ya que esta se cumplira implicitimente. Estrictamente hablando, la

condicién d* «d”™ =0 se debe cumplir dnicamente en el dptimo (en Spronk [43], p. 83, hallard una
demostracidn diferente a la anterior),

CASO MULTIOBJETIVO

El problema de programacion lineal multiobjetivo caso de minimizacion, se define como
Min Z,=C'x
Min Z, = C*x
Min Z, =Cx
setsscnrnne
Min Z, =C"x
s.d.

xe$

donde x representa las variables de decision, S el espacio factible, Z; la i-ésima funcion objetivo y
C' el i-ésimo vector de costos o gradiente.

El problema de PLMO también se define usando el vector de funciones objetivo o vector de
criterios z, de la siguiente manera

Min z=[ Z,(x),Z,(X),0001,Z, (%) |
s.a xeS



El problema consiste en encontrar un punto factible x € § que minimice todas las funciones
objetivos, i.e. minimizar el vector z en ¢l sentido de que un vector v = (v, v, V) €s menor que
el vector u = (uy, 1y, uy) si v< u; para toda i Desgraciadamente el punto que minimiza
simultaneamente todas las funciones objetivos, por lo regular se encuentra fuera de la region
factible. Por eso la PLMO busca lo que se [lama una solucion no-dominada o eficiente en vez de

soluciones dptimas.

Las soluciones eficientes se encuentran en el espacio de decisiones, mientras que las soluciones no-
dominadas se encuentran en el espacio de objetivos, La mayoria de los métodos multiobjetivo
prefieren analizan las soluciones no-dominadas por que tedricamente son mds faciles de identificar
que las soluciones eficientes.

Definicion 1. Se dice que un punto z en el espacio de objetivos, domina al punto 2 # z, caso de
minimizacion, siempre que z; < z; parai=12,..m,y z; <z; paraal menos una i.

Definicion 2, Un punto z en el espacio de objetivos es una solucion no dominada, si no existe otro
punto z # Z que lo domine.

En forma practica se dice que z es no-dominada, si no existe otra tan buena como esta, pero mejor
alin en al menos un objetivo. Al pasar de una solucién no-dominada a otra, siempre implicara
mejorar al menos un objetivo y empeorar al menos otro. Las soluciones no-dominadas constituyen
las mejores opciones para el decisor. Las principales propiedades de las soluciones no-dominadas
en la PLMO, se basan en el teorema | del capitulo Il relativo a la transformacién Z = Cx, cuya
demostracidn doy a continuacion,

Teorema 2. Sea SC R" el espacio de soluciones factibles, y sea Z = Cx la imagen de S en el

espacio objetivo,R™. Entonces, todo punto extremo de S tiene como imagen un punto extremo del
conjunto Z, y viceversa, Todo punto extremo del conjunto Z es la imagen de un punto extremo del
conjunto S.

Dem (¢=)

Sea 2 un punto extremo del conjunto Z. Sea X la contra imagen de Z y supongamos que X no es
un punto extremo. Esto quiere decir que existen puntos x, y X, que pertenecen a S tal que
X = Ax, + (1 - A)x,, y multiplicando por C obtenemos

2=Cx=C[Ax, +(1-A)x, ]=ACx, +(1-A)Cx,
2=2z, +(1-1)z,

donde z, = Cx, y z; = Cx,, por lo tanto Z es un punto interior. Pero esto es una contradiccion ya

que por hipdtesis Z era un punto extremo. Entonces, si Z es un punto extremno su contra imagen X
también lo es.

Dem (=)

Sea X un punto extremos de S y sea z = Cx su imagen. Por demostrar que Z es un punto extremo.

De la demostracion anterior se deduce que si X es un punto interior, su imagen Z también lo es.
Por lo tanto, iinicamente los puntos extremos del conjunto S se transforman en puntos extremos del
conjunto Z. Lo anterior no niega la posibilidad de que un punto extremos de S se transforme en un
punto interior de Z, sin embargo, como el nimero de puntos extremos del conjunto S y Z son
iguales, la deduccidn es inmediata,
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