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Resumen 

Los autómatas celulares (ACs1 son mapeos de un espacio discreto en si mismo 
parametrizado por un tiempo discreto.1151  

Los autómatas celulares son fáciles de definir y también de programar en una 
computadora pero pueden mostrar un comportamiento extremadamente complejo. Es éste 
su principal atractivo, pues pueden ser usados como modelos simples de sistemas 
complejos 1121  En este trebejo, se estudian algunas propiedades estadiaticas de los ACs 
unidimensionales con el objeto de entender ó clasificar su complejidad y, en particular, se 
presenta una condición necesaria para poder decir si un AC es caótico. 

Para introducir al tema, en el capitulo I, se dan las definiciones de autómatas 
celulares en general, para posteriormente particularizar a los autómatas celulares 
elementales legales mínimos y totallaticos legales. 

En el capítulo 2, se presentan algunos de los principales parámetros estadísticos 
usados para caracterizar a los autómatas celulares elementales legales mínimos, medidos en 
su espacio de configuraciones, como la densidad promedio de sitios no-rola sobre un 
conjunto representativo a tiempos de evolución largos, la correlación espacial de sitios, la 
distancia de Hamming y la ',inopia de bloque. En este mismo capítulo, se comparan 
resultados experimentales para las densidades de autómatas celulares elementales mínimos 
clase 3 con los valores obtenidos de una teoría de campo medio. 

En el capítulo 3, se realiza un análisis de los mismos parámetros estadísticos para 
autómatas celulares unidimensionales totallsticos legales de alcance 2. 

Usando el concepto de derivada Booleana es posible estudiar el crecimiento de un 
defecto en el autómata celular y definir el exponente de Lyapunov máximo siguiendo la 
definición pera sistemas dinámicos continuos. En el capítulo 4, se presenta esto y se 
calculan los exponentes de Lyapunov máximos de autómatas celulares elementales 
mínimos legales y totalísticoi legales de alcance 2. También se muestra una relación con el 
problema de percolación dirigida 



Introducción 

Los autómatas celulares (ACs) se han utilizado como instrumentos sencillos para 
modelar sistemas complejos como fluidos fuera de equilibrio, ferromagnétos, difusión, 
percolación, sistemas biológicos y otros. Esto se debe a que los ACs son simples en cuanto 
a su formulación y, así mismo, pueden exhibir un comportamiento complejo. 

Los ACs son sistemas dinámicos discretos parameirizados recursiva y 
discretamente por el tiempo, que presentan una evolución espacio-temporal de una gran 
complef idad.(l'i Por ello, son utilizados como modelos matemáticos para sistemas naturales 
constituidos por un gran número de componentes idénticos simples que interaccionan 
localmente.124  

El objetivo de esta introducción, es exponer algunos ejemplos de la aplicación de los 
autómatas celulares en varias ramas del conocimiento. 

Un AC puede servir para modelar sistemas que contienen muchos elementos 
discretos con interacciones locales. De hecho algunos sistemas íbices que satisfacen 
ecuaciones diferenciales pueden ser modelados por un AC mediante la introducción de 
diferencias finitas y variables discretas .126)  Podemos ilustrar esto con un ejemplo, conocido 
como modelo de Ising, el cual desarrollaremos en los siguientes párrafos. 

El modelo de Ising de un ferrornagneto, es un sistema formado por N átomos en el 
cual al i-ésimo se le asocia con una variable de spin x, que puede tomar valores I y -I; ó O 
y 1 haciendo una transformación sencilla. Este modelo considera espines ordenados en un 
arreglo regular, en una o dos dimensiones, los cueles ocupen posiciones fijas y únicamente 
varia la orientación de los espines en el espacio. Por simplicidad restringiremos el modelo a 
una dimensión para el caso en el cual solo tiene dos orientaciones, denotadas 
convencionalmente por arriba (11X1) y abajo (9X0). Se pueden imaginar los ejes 
orientados perpendicularmente al plano del arreglo. Una posible configuración del sistema 
podría ser la que se muestra en la fig. (a). 

T 9 T 9 9 4, 4 44 44,  

Fig. (a). Configuración para un slalom unidimensional de espina en el modelo de idas. 

El estado del sistema es entonces í con 

R=b„...,x„) 

donde cada xi toma valores O ó I. Imponiendo una dinámica como puede ser la de Monte 
Carlo, la de Glauber ola Q2R el estado í evoluciona en el tiempo y tenemos un AC!'" 

Dos espines se dice que son paralelas si <quintan en la misma dirección (+1) Y 
aniiparalelos si apuntan en direcciones opuestas (+49). Ea forma similar al efecto 
producido en los magnetoe, loa espines tienen efecto uno sobre otro dependiendo de eu 
orientación relativa, la distancia entre ellos y la naturaleza del medio en el cual ee 
encuentran; sin embargo, en, el modelo de Ising, loa detalles de acoplamiento, que en el caeo 
real involucran efectos cuánticos, se desarrolla sobre la bese de consideraciones más 
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simples en las cuales solo se tienen en cuenta interacciones con los espines inmediatamente 
adyacentes. 

Considérese, por simplicidad, el caso de un sistema de espines en el cual las fuerzas 
de interacción entre vecinos tienden a alineados. La frontera entre dos espines puede ser 
visualizada como un resorte, el cual está en reposo cuando los espines son paralelos y se 
encuentra tenso cuando son antiparalelos. Cada resorte bajo tensión almacena una cantidad 
de energía. En la fig. (b) se muestra explícitamente la energía de acoplamiento mediante 0 

a bed e 
T0T0T14,11,14,04' 

Fig. (b). Energla de acoplamiento para un sistema unidimensional de espines. 

En la fig. (b) el espín a está alineado con sus dos vecinos. Si se tratara de cambiar la 
orientación de este espín de IN a 4,, se obtendría entonces la configuración que se muestra 
en la fig. (c). 

abcde 
— /114,10114,1t14,04,  — 

Fig. (c). Cambio de orientación de un espin pera un sistema unidimensional. 

Así, se observa que se tensan 2 resortes al mismo tiempo, uno a la derecha y uno a la 
izquierda de a, obteniéndose una ganancia de 2 unidades de energía. Por otro lado, el espín 
b está en situación indiferente de energía; i.e., si se invierte, el resorte a la derecha es puesto 
bajo tensión y el de la izquierda se relaja, la energía total del sistema permanece igual. 

Supóngase, que se actualiza un espín a la vez elegido al azar. Si se procede a 
modificar el estado del espín, los espines inmediatamente modificados serán loe vecinos del 
espín seleccionado. Entonces, la ley de conservación de le energía, solo permitirá cambiar 
de estado a los espines que se encuentren en una situación de energía indiferente, como en 
el espín b según se muestra en la fig. (d) 

a bcd 
••• t014 04414,04114 144 

Fig. (d). Cambio de estado a los espines que es enenenuan en una situación de inmergís laditererde. 

Tan pronto como b cambia de estado, el espín a se convierte ea un buen candidato 
para modificarle. Entonces, un cambio puede llevar a otro después del cual el sistema 
evoluciona substancialmente. Ahora supóngale que se requiere que el sistema evolucione 
tan rápido como sea posible.Obeérwee que siempre que un sepia es elegido; por 
consideraciones energéticas, invariablemente se inviste. Entonces se momia la ayuda de 
un "asistente" que trabaje sobre un espín mientras le trebeja con otro, obviamos» ambos en 
situaciones de energía indiferente. Todo funciona adecuadamente para valores de 
separación mayores a una distancia mínima; sin embargo supóngale que es eligen 
simultáneamente los espines c y d el resultado se muestra en la fig. (e) 
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a be d e 
1,01, 001,01,0t01, 14 

Fig. (e). Elección simultánea de los espines c y d. 

Entonces se tiene que la energía total ha cambiado de 3 a I. Un espín, desde el punto 
de vista energético es indiferente solamente bajo la suposición que cuando se modifique a 
sus vecinos este permanezca en la misma orientación. Si se desea actuar en forma local, se 
deben actualizar en paralelo tantos espines como sea posible y conservar la energía; una 
idea adecuada, para tal efecto, es actualizar todos los impares en un tiempo y luego los 
pares en el siguiente paso temporal. 

Otro ejemplo, es la modelación de un fluido con un AC, en éste tipo de modelos las 
partículas son indistinguibles y se mueven en una red en pasos discretos. Cuando 2 ó más se 
encuentran en un nodo de la red cambian su velocidad pero de manera que en la colisión se 
conserve la masa, la cantidad de movimiento y la energía?' 

Como veremos más adelante, en el capítulo 4, el problema de percolación dirigida 
es un AC probabilístico. 

En general podemos decir, que un modelo discreto con una evolución temporal 
discreta es un AC. 

Muchos sistemas en biología han sido modelados por ACs. El desarrollo de 
estructuras y patrones en el crecimiento de los organismos muchas voces parece estar 
gobernado por muchas reglas locales simples y está, por lo tanto, potencialmente bien 
descrito por un modelo de un AC .(2°I Algunos ejemplos incluyen arreglos producidos en las 
hojas de las ramas de los árboles, la formación de esqueletos radiales y muchos más. El 
comportamiento y funciones de variados organismos pueden ser modelados por ACs con 
valores por cada sitio que representen estados de células o grupo. de ellas. Los ACs son 
utilizados también para describir poblaciones de organismos inmóviles, como las plantas, 
con valores por sitio correspondientes ala presencia o ausencia de individuos en cada punto 
de la red, con interacciones ecológicas locales.Pel 

En matemáticas, los ACs se han usado para estudiar problemas en teoría de 
números.1111  Enión, los ACs pueden ser considerados como computadoras de 
proceso en parelelou 

computac
'i.  Como tales, han sido usados, por ejemplo, comomidtiplicadores 

altamente paralelos, clasificadores (sorteadores) y filtros de números prima.
pí

Em forma 
particular, en dos dimensiones han sido utilizados extensivamente pera procesamiento de 
imágenes y reconocimiento visual de patrones. ltrl  Las características computacionales de 
los ACs. han sido «lidiadas exhaustivamente y mito ha permitido demostrar que algunos 
ACs pueden ser utilizados como computadoras de propósito aseen! y pian por lo hm», 

.ser usados como paradigmas para la computación en paralelo. 
Como se indicó en las lineas anterior" la aplicación de les ACs es importante pm 

la simulación de una extensa gama de fenómenos permitiendo un análisis de estos mediste 
el uso de computadoras. Por ello resulta interesante efectuar un estudio sislenlátiC0 del 
comportamiento de los ACs pues, por una peste, se espera poder desarrollar modelos pera 
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sistemas particulares, y por otra, buscar principios generales aplicables a una gran variedad 
de sistemas complejos. 

El objetivo de este trabajo es el de presentar y discutir cantidades estadísticas que 
pueden asociarse a los ACs como la densidad de sitios con valor 1, la distancia de 
llamming, la entropfa y los exponentes de Lyapunov. A partir del comportamiento de estas 
cantidades intentamos clasificar a los ACs. La clasificación de ACs más usada y también 
más criticada es la presentada por Wolfram en 1984. 1261  Esta separa a los ACs en cuatro 
clases como se menciona en el cap. 1. Si 4 denota a una cualquiera de las cantidades 
mencionadas quisiéramos poder establecer empíricamente una aseveración como la 
siguiente: 

Si para el AC, R, 4 tiene una cierta propiedad 4,, entonces R E C. donde CC  es 

la clase j de Wolfram con j = 1,...,4 
Esto sería muy útil pues nos darla una manera de caracterizar el comportamiento de 

un AC. Lo más importante, es poder decir bajo que consideraciones un autómata celular 
elemental o totalistico es clase 3 (ver Cap. 1.5), debido a que los ACs de este tipo presentan 
un comportamiento con mayor grado de complejidad que las otras clases y por lo tanto su 
estudio es más interesante. 



Capítulo 1. 

Introducción a los autómatas celulares. 

Para la mejor comprensión de los ACs, en primer lugar, deben ser definidos estos 
entes, así como los elementos esenciales que los constituyen. Esta es una de las finalidades 
de este capítulo introductorio, donde se establecen las bases conceptuales para su futura 
caracterización estadística. 

El capítulo se divide en cuatro secciones. En las tres primeras, se presentan las 
definiciones, para el caso unidimensional de espacio de configuraciones, vecindad, alcance, 
autómata celular elemental, condiciones periódicas a la frontera, formas canónicas, reglas 
mínimas y autómata celular totalístico Booleano; los cuales son conceptos fundamentales 
en la posterior realización del trabajo. La cuarta, muestra una posible clasificación de los 
ACs y las principales propiedades estadísticas mediante las cuales se puedan caracterizar 
cuantitativamente. 

1.1 Definiciones. 

Definición 
Sea B„ = 	k I) con k E N. Un AC es un mapeol  F parameirizado recursiva 

y discretamente por el tiempo 1, de la forma 

de manera que 

Y 

F: ft:* 

+ 1)= «t» 	(1) 

RO= €1 (t),..„x L(t» 

El espacio 11 es el producto cartesiano de Bk  consigo mismo 1.-veces y se conoce como 
espacio de configuración. Como ejemplo, en la figura 1, se muestra el momio de 
configuración y un cierto flujo F, en el caso en que k = 2 y L = 3. 

Un meneo, en úneme &inda», ie define como are simia el cuU encornado pa ene Unión 1' inneekiede, 
como la desune en le«. (1), donde el tiempo tevolacloaaes peros &mol In 

é 



Figura I. Espacio de configuración en el caso envio k = 7 y L = 3. Se muestra el ejemplo de un flglo. 

Es útil, para poder usar a los ACs como un modelo, asociar al espacio de 
configuraciones una red de L sitios, la cual puede ser regular o irregular, en una o más 
dimensiones. En la figura 2 se muestran algunos ejemplos. En cada sitio se coloca una 

	

variable de estado x„ 1 = 	L que toma valores en Be . Esta variable puede representar 
el spin en el sitio, la presencia de partículas de distintas especies químicas, velocidades de 
partículas, etc. 

La función F puede estar definida localmente, es decir 

x i(t + 1). fiéj(t)j.v. 	= l,...,L 

donde Vi es una vecindad del i-ésimo sitio. Es necesario mencionar, que las funciones J; y 
la vecindad Vi  no tienen que ser las mismas en todos los sitios, sin embargo en lo que 
sigue, nos ocuparemos de ACs definidos por reglas locales que no dependen del sitio. La 
vecindad V1  puede estar determinada por la geometria de la red, como se muestra en la 
figura 2. 

En este trabajo sólo ee considerarán AC., &dianas, es decir con valores O d 1 en 
cada sitio, correspondiendo a k «. 1 y redes mnidineentionales. 

En una dimensión, es usual utilizar una vecindad simétrica de alcance r, esto es r 
sitios ala derecha e izquierda de cada sitio. En este caso, la regla local f que define al AC 
es de la forma 

	

ic,(t + 1).4 	 (2) 
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a) 

bi 

 

   

Figura 1. a) Red unidimensional b) rodee bldimensionales. La vecindad V, puede estar determinada por la geometría 
de la red Las al:Micos alrededor del sitio-Iforman parte di la vecindad V. 

1,2 Autómatas celulares elementales (ACE) 

O Inlan 

Los ACs unldtmenstonales con k =2yr =I se conocen como autómatas celulares 
elementales (ACE). 

La función local f, que se indica en la ec. 2, puede definirle por su tabla de verdad 
donde al valor O le llamamos falso y al I verdadero. En la tabla I se muestra un ejemplo. 
Es posible, entonces encontrar la expresión lógica de cualquier regla según se verá más 
adelante. Como se puede observar, la tabla de verdad contiene 2' = 8 renglones y para cada 
renglón existen dos posibilidades, por lo que hay 2" = 2' = 256 ACEa distintos. 

Wolfram numeró las 256 reglas de la siguiente forma 1241.  Cada regla tiene una tabla 
de verdad distinta y el número asociado a cada regla es la expresión en base 10 del número 
binario que forma la última columna de la tabla; de arriba, digito menos significativo; a 
abajo, dígito más significativo. Así , por emplo, al ACE de la tabla 1, se le asocia el 
número R1  = 90 y se habla de la regla 9011'1. 

Tabla I: Frackbe de astasockte para el ACE 90 

x,-i(t) x,(1 ) x1.1(t) fRegle 
O O 0'0 2" 
O ' 0 I I 21  
0 I 0 0 23  
O I l I 23  
I 0 0 1 r 
l o l o r 
1 1 0 1 O 
1 1 _ 	1 " 	0 	1  27  

e 



Los ACEs evolucionan en pasos discretos con el valor de una variable en cada sitio 
afectado por los valores de sitios en su vecindad en el paso previo. Esto indica que una 
posible representación de la red es mediante un arreglo en el cual todas las celdas tengan 
"vecinos"; sin embargo en los extremos de la red, es decir para i= I e i •-• L, no se da el 
caso. Una solución posible es la de imponer condiciones periódicas a la frontera que 
consisten en juntar los dos extremos de la red para que forme un cilindro. Esto es 

xL,I(t) = Mi) Y x0(1) = xl.(1) 	(3) 

También se pueden imponer condiciones antiperiódicas a la frontera, bajo las 
cuales los sitios que pertenecen a los extremos mantienen valores inversos al de los 
extremos mismos, i.e. 

x",(t) —ixi (t) y x0(t) = —ot,(t) 

donde indica la negación Booleana de valores (NOT) y condiciones periódicas nulas, es 
decir 

XIM = XO =0 

pudiendo, de la misma forma, igualar a 1 ó dar condiciones aleatorias. En lo que sigue 
usaremos condiciones periódicas a la frontera, como las indicadas en la ec. (3). 

Una de las formas más eficientes de simulación de la evolución de un AC Booleatto 
es utilizando la técnica de Multi-SpIn M.S.C. (c.f. apéndice C) 

Definición 

La región afectada por un sitio dado crece a lo sumo r sitios en cada dirección en 
cada paso temporal, determinando una vecindad de 2r+1 sitios, este crecimiento es 
conocido como cono de ha del autómata mildo,. 

Así, después de t pasos temporales, una región de 2rt+I sitios, puede ser afectada 
por el valor de una celda específica dada en la configuración inicial obtenida en el tiempo t 
= 0. En la figura 3 se muestra la evolución en el espacio de configuraciones del ACE 90 a 
partir de una red en la cual sólo un sitio tiene valor I y los demás O al tiempo t = 0, y otra 
estructura generada desde una configuración inicial aleatoria, para el mismo ACE, donde 
en cada sitio x, = 1 con probabilidad 1/2. Estos agramas espacio temporales generados 
representan en la dirección horizontal el espacio de configuración del AC para un tiempo t 
cualquiera y en la dirección vertical se indica la evolución temporal. En la ref. 1261 están 
los diagramas de las 88 reglas mínimas de ACEs, las cuales se definen más adelante. 



.:TY1. .41 01 

.114. 

4711Y.:14. t 

(a) 	 (19 

Figura 3. Evolución del ACE regla 90.a) Desde una configuración inicial en la que el estado del sitio central 
es 1 y los demás O (cono de luz). b) Desde una configuración inicial desordenada donde el estado en cada 
sitio .tr, = 1 con probabilidad 1/2. En ambos casos la red tiene una longitud de 640 sitios, para 200 pasos 
temporales. 

Podemos encontrar una expresión lógica para cualquier AC a partir de su tabla de 
verdad. Aquí mostramos con un ejemplo, como obtener dos expresiones lógicas, las 
llamadas formas canónicas cli,syuntiva y conjunavd91. 

Una función de asignación, para cualquier AC, se puede construir dando todos los 
resultados posibles para las 2 a-  ' configuraciones de sus argumentos, mediante su tabla de 
verdad. A partir de ésta, es posible obtener una expresión lógica para f, la cual solamente 
esté formada por operaciones binarias AND(A), OR(v) y la operación unaria NOT(—,). 

La conjunción AND, trabaja con dos operandos, da I si ambos argumentos son 1 y 
O en cualquier otro caso. La disyunción OR, al igual que la anterior, utiliza dos argumentos 
y da 1 si uno de ellos es I. La disyunción exclusiva XOR, da el valor O cuando ambos 
argumentos son 1 ó 0 y da 1 en caso que sean diferentes; esta operación corresponde a la 
suma módulo 2. La negación NOT, actúa sobre un solo argumento, dándole valor inverso. 

Considérese la tabla 1. En la columna correspondiente a f, se tienen valores 1 ó O. Se 
pueden seleccionar los renglones que tienen 1, términos mínimos, ó las casillas que tienen 0, 
términos máximos. La forma canónica disyuntiva se obtiene a partir de los términos 
mínimos y se construye como sigue. Se toma el primer término mínimo y se hace la 
conjunción de las 3 variables 	r,,,, tomando la negación de la variable 
correspondiente, si ésta aparece con O, es decir, el primer término mínimo de la tabla 1 nos 
da la expresión lógica 	A 	x„, que es verdadera en ese renglón y falsa en todos los 
demás. La forma canónica disyuntiva se obtiene como la disyunción de las expresiones 
construidas para cada término mínimo. En el caso que se muestra en la tabla 1 se obtiene la 
expresión 
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fqp = 	A-IX, A 	 A X, A X,+,)V(X,_, A -IX, A -1X,,,)V(X,_, A Xi  A-0(1,1) 

Para construir la forma canónica conjuntiva, ahora seleccionamos los términos 
máximos efectuando la disyunción de las 3 variables, tomando la negación si alguna de 
ellas aparece con 1. El primer término máximo de la tabla 1 da la expresión lógica 

x, v X,,, que es verdadera en éste renglón y falsa en los restantes. La forma 
canónica conjuntiva se obtiene como la conjunción de las expresiones construidas para 
cada término máximo. Así de la tabla 1 se obtiene 

fqQ  =(X1_1  V X, V XJA(X,_,v-x1 V 	 V X, --IX,,,)A(-1X,_1 	V --0(1.1) 

En resumen, las funciones de Boole expresadas como una suma (y) de términos 
minimos o producto (A) de términos máximos se dice que están en forma candi:kali. Es 
claro que estos métodos se pueden extender a ACs booleanos con más vecinos. 

Estas formas canónicas, son el punto de partida para el problema de minimización 
del número de operaciones requeridas para especificar una función y, por lo tanto, para su 
implementación práctica mediante un proceso serial, en una computadora (c.f. apéndice C). 

Las famas canónicas pueden ser simplificadas mediante el uso de identidades 
obtenidas del álgebra de Boole. La primera ecuación de asignación para la (unción de la 
regla 90, f" , puede simplificara) de la siguiente forma, teniendo presente que 
xey.(--ixAy)y(xA—,y), (-1xyx)=1 yque(lAx)=x 

f,,, 	A -1x, A x,,i)y(-otH  xi  A x,.,)y(x,, AIXI  --ot,,,)y 	x, 

flo 	("x 1•4 xi.i )v (ti-1 -1311.1) 

finalmente 

= 	X," 	(4) 

Por esto ala regla 90 se le llama la regla de suma módulo 2 de los vecinos. 
Otro método, que es en general muy bueno, para simplificar estas funciones es el 

que provee el desarrollo en serie de MaeLsurin que se explica en el apéndice A. En el 
apéndice de la ref. 1261 se muestran los homomorfismos Boniato@ simplificados de los 
256 ACEs. 

Una regla u aditiva sise copie (pa 

F( 	)L ill»FO) (3) 

En la cc. (5), i y ;Ion vectores de 	La regla 90 es aditiva, esto te puede demostrar 
facilmente. De la cc. (4) 
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feo= f(x,_„x i , x„,)= x„, 	x„, 
f(1)= 

Así que 

f(i)(13  f(y)' xi-i 	xifi 	Y1-1 	Yifi 

Por otro lado, 

follm= 	y,..„x, 03$ y„ 	y,,,) 

= x1-1 	OYi-i 	Yifi• 

De todos los ACEs las reglas de esta clase son la 0, 90, 150 y 204, además de sus 
reglas conjuntivas, reflexivas y conjuntivo-reflexivas mencionadas más adelante. Las regla 
O y 204 son triviales. El ACE O elimina cualquier configuración inicial y la 204 la mantiene 
inmutable. La regla 90 es la suma módulo 2 de los vecinos de los extremos en el paso 
temporal previo y la 150 es la suma módulo dos de los 3 vecinos. 

Estas reglas son importantes, en si mismas, pues la evolución de cualquier 
configuración inicial es una superposición de la configuración generada al evolucionar un 
AC desde un sólo estado no nulo de estos ACs.1241  

Definición 

Considérense las siguientes transformaciones simples: la conjugación (C), la cual 
intercambia O por 1 y viceversa, i.e. 

C(f(x, y, z))= 	—1y, --a) 

La reflexión (R) 

R(f(x, y, z))= f(z, y, x) 

y la combinación de ambas (CR ó RC). La aplicación de la combinación de las 
transformaciones conjugación y reflexión, a una función Booleana, produce el mismo 
resultado sin importar el orden de precedencia de cada una de ellas t241  como puede 
comprobarse facilmente, según se observa en la tabla 2. 

En la tabla 2, se muestra como ejemplo, el caso particular de la regla 30, de la cual 
se determina su tabla de verdad y la aplicación de las transformaciones simples. Nótese la 
igualdad de los valores en cada una de las entradas en las columnas marcadas con CR y 
RC. 
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En la figura 4, se muestra la evolución, para 200 pasos temporales, iniciando desde 
un estado aleatorio donde cada sitio toma el valor I con probabilidad Vi para los ACE 30, 
86, 135 y 149. Nótese la semejanza en las estructuras espacio-temporal generadas. 

Tabla 2. Tabla de verdad asociada al :ICE 30 y reglas elementales equivalentes mediante operaciones simples 

x,_,(t) x,(1) x,,i(t) f R(f) C(t) CR(f) RC(f) 
O O  0 0 0 1 I I 
o 0 1 0 1 0 O O 
O 1 0 0 0 00 0 
O I I I 1 0 — 1 I 
I 0 0 1 O 0 , O O 
1 O 1 I I 1 1 I 
1 1 0 1 1 1 0 0 
1 1 1 0 0 1 1 1 

Reglas Equivalentes R1  = 30 R1  .86 R1  = 135 Rf  = 149 RI  = 149 

Las operaciones anteriores imponen una partición en 88 clases del conjunto de 
ACEs. Es conveniente considerar solamente las reglas con un número en base 10 asociado 
más pequeño representativas de cada clase1241. Dichas reglas se conocen como las 88 reglas 
mínimas. 

Definiciones 

• Un ACE es legal si su función de asignación es simétrica y f(0,0,0) = 0. 
• Una reglajes simétrica si f(1,0,0) =f(0,0,1) y f(1,1,0) =f(0,1,1). 

En lo que sigue, el estudio de los ACEs se restringirá a los autómatas celulares elementales 
legales mínimos (ACELM). 
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REGLA 30 

REGLA 86 

REGLA 135 

REGLA 149 

Figura 4. Evolución espacio temporal para los ACEs reglas 30, 86, 135 y 149 desde un estado inicial al azar 
donde el estado x, en cada sitio tonta valor 1 con probabilidad 1/2, para 200 pasos temporales, en una red 
de 640 sitios. El tiempo evoluciona en la dirección vertical. 
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1.3 Autómatas celulares totalisticos (ACT) 

Se pueden considerar ACs unidimensionales donde la vecindad que define la 
evolución sea un poco mayor, digamos que contiene al sitio mismo y a 2 sitios a la derecha 
y 2 sitios a la izquierda, es decir r = 2. En tal caso el número total de reglas que se pueden 

construir es de 22', con lo cual se tienen más de 4,290,000,000 reglas. Es debido a esta 
cantidad de reglas que se hace necesario restringir su estudio. Así, se pueden definir los 
autómatas celulares totaltsticos (40). 

Definición 

Los ACT son un caso particular de AC, en los que el valor de cada sitio depende de 
la suma de los valores de sus vecinos en el paso temporal previo pero no de su posición. 

[.os ACTs son utilizados como modelos de sistemas que involucran cantidades 
localmente aditivas, tales como concentraciones químicas. 

Un ACT está definido por una función local f de la forma 

x,(t+ I). f(S(xi)) 	(6) 

donde 

s(xj).Exio, 
M 

Dado que O 5 S, 5 2r + I , se puede representar a f por una tabla de verdad. En la 
tabla 3 se muestra un ejemplo. Igual que en el caso de los ACE,, se asigna un número en 
base 10 a cada código. A manera de ejemplo, se muestra el caso particular del ACT código 
20. 

Tabla 3. &melón de allgroackko para el ACT 2° 

S(x,) «S) Código 

O O O 
I 0 0 
2 1 	• 22  
3 0 0 

1... 	4 I e 
3  0 0 
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Definición 

Un AC7' es legal si f(0) = O. Vemos de la tabla anterior que hay 2 '  = 3 2 ACTs 
de este tipo y el código asociado de la tabla 3 es un número par entre O y 62. 

En la figura 5, se muestra la evolución espacio-temporal del ACT código 20, desde 
un estado inicial al azar donde cada sitiox, toma el valor 1 con probabilidad '/2, para 200 
pasos temporales, en una red de 640 sitios. 

Figura J. Evolución espacio temporal del ACT código 20, en ano red de 640 sitios, a partir de un triado inicial al 
asar, donde cada sitios, toma valor I con probabilidad Vi, duras* 200 pasas tensporales. 
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1.4 Algunas propiedades estadísticas de ACs. 

Algunas de las cantidades, más importantes,t24 t utilizadas para la caracterización 
cuantitativa de las configuraciones generadas por los autómatas celulares Booleanos, las 
cuales se estudiarán a lo largo de este trabajo, son: 
a) 1.a densidad de sitios con valor 1. 
b) La función de correlación espacial entre dos puntos. 
e) La distancia de Hamming. 
d) La entropía de bloque. 
e) Los exponentes de Lyapunov máximos. 

Definición 

La densidad de sinos con valor 1, se define como 

p (t)= (N, NO/ L) L = N, No+ #o cil» (7) 

donde #d  NO representa el Minero de &gibe d = O, l que hay en un estado i(t) del 
sistema a un tiempo t y L o le loeciaid de le red. La Sanción 04(ñ(9) malees* el "peo" 

del vector iié) e un tiempo t eapecIfieonik Ea la flora 6, ee arieelre le evolución de la 
densidad en el tiempo pese loe ACEa II. 90 y 112. Ndleae que C0110111111 el tiempo aumenta 
lee deMádea es @pulsees e tale densidad asedie «pedes* 

Defillidéll 

Se puedo definir varias temieses de manuella, empego aiiiiieedo e Walkell»1, 
la melón ois corrdociái espacial mire dm puro C„(r), e e diem amo 

c.0 - Negiée+ 4 - Nella 4. 4 (5) 

donde 0 % as S L, I. os la longitud de le red y S(m) leste velera -I 6 +I eneldo it(ea) tema 
loa valoro O é I T'apache:rae* y h media ea tomada sabes ladee les Mea es de h sed a 
un iesstpo t lijo. EA la ic. (1) 

Nal) a  L..1 t«m) (9) 
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La función de correlación describe la dependencia estadística de los valores de los sitios 
separados una distancia 11161. Si las variables son independientes, el coeficiente de 
correlación debe ser igual a cero. 

Illwa as Ileasidad 111 :anee cm rodar 1 entsaide ~a* evelielde Issmani de asorde a les ACZ 
te, sr y tal Idriseds se un mude dinseimads me destadad p(0) = 0.2 , pare ea pelea lesperalas, 
ea me rad de 11192 dein Lis dates as prmasdiane pera II nnetkisees 1111 expoiriam 

La forme deC.(,), e tiempos largos, pera el ACE regla 22 as muestra ea la dora 7. 
Una propiedad de loa ACu es su instabilidad bejo mudes pertusteadomPi ea la 

condiciones iniciales. Sean 	P(0) e Bt, dos condipirecionee lee más dideree atan al 
ea el *atado del sitio i , el cual es llamado sitio cabal. Se dice que hay ea defecto o dello 
fe el sitio i el tiempo t = O y se duce saber si éste ee propaga a lo luso de le evoluciást 
eapecio-teoyoral del AC. 

La Manda * Howniatg H, drienetna el mikagro ds dígitos (Itlis) en los malo 
*res las Iscwocias Monas i(i) y Si(t) gas ~hicimos a partir dr condiciono 
dikiaks ZO), 00" Esta c Mine como 
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}l(1). E(x,(t)e yi(t)) 
	

(10) 

donde la E es una suma algebraica. 

   

   

C,(r) 

  

  

   

 

1 

 

 

2 	4 	6 	8 	10 

horra 7. hulla de ~Medie eepeilal 'Me 2 palee pera el ACZ 22 desde ese ~reñir 
laklal deeeeleade ese p(o) = 0S, o eme red le SI% *lee y le pene lesperelee. 

La figura $ nuestra el patrón generado por un defecto en un solo atrio en la 
configuración inicial del ACE regla 130 para 1 5 2, se adulan los sitios que son afectados 
por el dallo en cada paso temporal. 

DelinIcOn 

Para un bloque de b sitios hay 2" posibles secuencias binarias que pueden 
numerarte con un indice j tal que O S j < 2'. sea p„(J) la probabilidad de la suwarcia j 
en una configuración cualquiera. 1.9 **sopla do Now b, S, caló obda por la Rodia dol 
logaritmo do la probaNlidad A(j), os decir 

S b(i) (T) P►(x$o$P►(g) 

donde IPI(J) = I. 
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a)  X (t) 

b)  

9e• 

c)  

Ilffire I. hada geserade per em Mula w es oh die se la ~da lelehl al ro" pare 3 
poso lizisralea. Y ACIl lo Mai§ Menem ser idilio dio hl ad su oder • y lao Osos Ihrs 
valer 1.6 le Rara e) es mesan h ehledis do le evid i d Mide XI Ide h es suoirs h 

wilielh Y ~N OO. Ile c) w heme h walaelia ah lo dlehiele 
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En la práctica, ph(i) se evalúa como la fracción de veces que aparece la secuencia j en una 
configuración g. El factor de normalización escogido hace que el valor máximo de Sb  sea 
I. Este valor máximo se alcanza cuando un sistema es completamente desorganizado. (hl 

Como mostraremos en el capítulo 4, puede extenderse el concepto exponentes de 
Lyapunov de sistemas dinámicos continuos a los ACs. Sea 

Ñ = 	N,) con N)  E N', j =1,-1, para un sitio fijo i y definase el 
siguiente mapeo 

N(t +1)= F (t)N(t) 	(12) 

donde F' es la matriz Jacobiana Booleana cuyos elementos son las derivadas Booleanas 
(c.f. Apéndice A) parciales del flujo F definido en la ecuación 1 (c.f. apéndice A), U' 
representa a los enteros positivos. El producto efectuado en la ec. (12), es el usualmente 
usado para la multiplicación de un vector por una matriz. 

Definición 

Los exponentes máximos de Lyapunov (EML) 	, de sistemas dinámicos continuos, 
aplicados a ACs se pueden definir mediante la siguiente ecuación 

• (  'NO ) 	(13) = un  -E In 
IN — 

dondeINW es la norma de N.121  Estos conceptos se desarrollan con mayor detalle en el 
capitulo 4. 

1.5 Clasificación de autómatas celulares de Wolfram 

Una de las clasificaciones más conocida, se debe a los experimentos realizados por 
Stephen Wolfram?" Esta clasificación sugiere que los patrones generados por ACTs 
legales unidimensioruiles con k=2 y r=2 generados desde un catado inicial desordenado, 
pueden agruparse en las siguientes 4 CLASES (figura 9). Se muestra entre paréntesis una 
analogía con sistemas dinámicos continuos: 
I) Evolucionan a un estado homogéneo (puntos limite). 
2) Evolucionan a un estado estable o periódico (conjunto limite que contiene unas cuantas 

configuraciones (ciclos límite)). 
3) Evolucionan a una estado 'periódico (comportamiento caótico análogo al encontrado en 

. 	los atractores eximios). 
4) Evolucionan a estructuras localizada' complejas que pueden. 
Esta clasificación es generalizada, por el mismo Wolfram, para autómatas Mulatas 
elementales mínimos en el apéndice de la ref. 1241; en la cual sebia una clasificación 
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REGLA 32 REGLA SO 

MITIIITT 

REGLA 22 	 CÓDIGO 20 

Oliera f. Ejemplo de Mes 4 does caaliladves (definidas per William) de aulpertaddeale ~vadee 
es la *relatifs de ACe saidieeessieseles desde ea madi falda deeerdeaade coa eme deaeldad inicia 
p ( 0) = 0.5, ea ama red de 4411 deka pare 241 pasee leadmeralea Ea s'ideal. me comapertaadeas 

(sople> y desanimada Lee alemples esa lee ACre 32, 20, 32 y el ACT a 

La clasificación es en principio cualitativa empero, hay varios caminos para hacerla 
cuantitativa y de formular, por ende, definiciones más precisas de su clasificación. Hay reglas 
que caen en la frontera entre una clase y otra con lo que las definiciones no coinciden en su 
totalidad con los resultados experimentales. Cabe mencionar que esta clasificación sólo vale 
para ACEs y ACTa ambos legales. 

En los capítulos ¡pierdes, se efectúa un estudio sistemático de las principales 
propiedades estadimicas que caracterizan a los Milállaki3 celulares eknoweaks legales 
manimos (ACELPA) y los atadmagas celulares maniacos kgales (ACTL) de alcance 2 para 
los cuales es válida la clarificación anterior, con la finalidad de desarrollar criterios de 
clasificación más precisos. Los ACs que pertenecen a la clase 3 son usualmente 
denominados como autómatas caóticos sin beber una definición de mal", pero besados en 
su comportamiento espacio-temporal como el mostrado para la regla 22 en la fig. 9. En lo 
que sigue presentaremos algunas cantidades que pueden Mur cuantitativa la noción de caos 
en autómatas celulares, en particular podemos definir exponentes de Lyspunov siguiendo la 
definición de estos pera sistemas dinámicos continuos. 
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Capítulo 2. 

Estadística de Autómatas Celulares Elementales Legales 
Mínimos. 

El objetivo de este capítulo es estudiar las propiedades estadísticas mencionadas en 
la sección 1.4 del capítulo anterior, mediante las cuales se pueda caracterizar 
cuantitativamente el comportamiento que se observa en el espacio de configuraciones de 
cada una de las 25 reglas de los autómatas celulares elementales legales mínimos 
(ACELM). 

En la primera sección se analiza la densidad a tiempos largos, para las 25 reglas de 
ACELMs. En la segunda sección, se desarrolla un análisis teórico de las densidades 
obtenidas, mediante una aproximación de campo medio para ACELMs clase 3. 

Otra de las propiedades estadísticas importantes, es la función de correlación entre 
dos puntos, la cual se analiza en la sección 2.4. En ésta, se realiza un estudio del 
comportamiento de ésta función para las reglas de clase 3 para estados iniciales tomados al 
azar; en redes de 8192 sitios y tiempos de 500 pasos, a partir, en todos los casos de una 
densidad inicial de 0.5. 

En la sección 2.5, se estudia la evolución de un defecto. Este análisis se efectúa con 
la finalidad de describir la estabilidad o inestabilidad, en su caso, de la presencia de una 
modificación introducida en el espacio de configuraciones de un ACELM. Este proceso 
queda medido por la distancia de Hamming. 

Finalmente, en la sección 2.6, se desarrolla un análisis de una de las principales 
cantidades estadísticas que caracterizan el espacio de configuraciones de un ACELM, la 
entropía de bloque Sb. En esta misma sección se efectúa un análisis teórico de esta cantidad 
estadística mediante una aproximación de campo medio. 

La clasificación de los ACELMs, de acuerdo a Wolframt271  se divide en 3 clases: 
1. Evolucionan aun estado homogéneo (0, 4, 32,128 y 160). 
2. Evolucionan a un estado de estructuras periódicas simples aisladas (36, SO, 72, 76, 94, 

104, 108, 132, 164, 171, 200, 204 y 232). 
3. Evolucionan a un patrón desordenado (18, 22, 54, 90, 122, 126, 146 y 150). 

En lo que sigue, cuando se indique tiempos largos se estará haciendo referencia a 
5000 pasos temporales y redes grandes se referirá a 8192 sitios. En todos los experimentos 
computacionales se lace uso de condiciones periódicas a la frontera. 
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2.1 Densidad a tiempos largos. 

Una configuración al azar se puede caracterizar estadísticamente por la densidad de 
unos, definida en la ec. (7). 

Sea .Z(0) una configuración inicial desordenada al tiempo t=0, con una densidad de 
unos en la red p(0). Considérese el comportamiento de p(t), la densidad obtenida después 
de t pasos temporales en el límite para t lo suficientemente grande. Esta densidad se 
representará por p,,. 

En la ref. [24], se muestra la evolución espacio-temporal de las 88 reglas mínimas 
de autómatas celulares elementales para una configuración inicial al azar, de las cuales sólo 
nos ocuparemos de las legales. Estas sugieren que para las reglas clase 1, como la 0, 32, 72, 
etc., cualquier configuración inicial evoluciona hacia un estado estacionario con p.= O, 
aunque el tiempo de relajamiento varia. Para la regla O es muy claro que p(t)= O para todo 
t > O, puesto que la función de asignación envía cualquier triada al 0. Para los ACELMs 72 
y 32 p(t ) = O pera un valor de t > 1. La regla 204 es la regla "identidad", la cual propaga 
cualquier configuración inicial sin cambio, es decir se tiene que p. = p(0) para todo t. 

Es necesario un análisis estadístico para la evolución desde estados iniciales 
desordenados de ACELMs no triviales, mediante el estudio de cantidades que reflejen las 
propiedades generales de todo el conjunto espacio-temporal en cuanto a su evolución a 
largo plazo. Para tal efecto se realizaron experimentos computacionales estadísticos 
partiendo desde estados iniciales al azar, los cuales tenían densidades iniciales 
variables p(0), las cuales se eligieron en el intervalo [0,1] incrementándoee a razón de 0.1. 
Estas configuraciones al azar se dejan evolucionar bajo una determinada regla de un 
ACELM. Una vez alcanzado el tiempo de evolución largo, mayor al de relajamiento, se 
determina la densidad de sitios con valor 1, según la definición dada en la ec. (7). 

El experimento computacional se repitió 15 veces en todos loe casos. Esta densidad 
es tomada para el mismo valor de t. 

En la tabla 12 del apéndice D, se muestra un reporte comparativo de vahees de pe, 
cuando p(0)= 0.5 y la desviación estándar asociada a cada experimento computacional, 
para cada una de las 8 reglas de ACELM clan 3 a pedir de un estado inicial al azar. 

La existencia de una densidad p, con el mismo valor para cualquier valor de la 
densidad inicial p(0), es una caracteristica típica de los ACELMs clan 3. Ejemplos de ello 
son las reglas 18 y 150 pera las cuales se obtienen densidades claramente acotadas por los 
valores p, = 0255 ± 0.00 y p = 0.3039 respectivamente (c.f. figura 10). 

Las gráficas de densidad el infinito P. contra densidad inicial, para tiempos largos, 
mantienen una distribución que no depende del valor de p(0) siempre y cuando Uta no asa 
muy clics ni muy grande, es decir tiene la misma p, per:hualqui« p(0) en el intervalo 
0.1 < p(0) < 0.9 aproximadamente, como se muestra en la figura 11 pera el caso 
particular del ACELM 22. 
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Para la regla 4 , clase 1, se obtiene un comportamiento evolutivo donde la densidad 
al infinito, evoluciona en forma parecida a una campana conforme la densidad inicial p(0) 
crece con sesgo negativo, según se muestra en la fig. 12. 

Una característica de los ACELMs clase 2 es que el valor de la densidad al infinito 
toma diferentes valores promedio para pasos temporales pares que para impares dando 
valores cíclicos de periodicidad 2 o mayor, . Es por esta razón que no es posible hacer un 
análisis preciso como para las clases 1 y 3. Así que la densidad al infinito, para estos ACs 
debe ser redefinida en términos de su periodicidad quizá mediante un cociente de la densidad 
definida en la ec. (7) y su periodicidad. Esto podría representar un tema de una futura 
investigación. 
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Del análisis de los experimentos conmutacionales, se puede obtener una dedicación 
de los ACELMs basada en el comportamiento de su densidad a tiempo, larpoe. Esta 
clasificación es le aligimate: 	. 
• Lee densidades al ignito le comporta como une campeas con mego negativo. E* 

comportamiento se observa en la regla 4, dese I. 

26 



• La densidad al infinito no depende del valor de la densidad inicial, manteniendo un 

comportamiento que tiene la misma p„ para cualquier p(0). Este tipo de curvas se 
observa en todas las reglas clase 3 (18, 22, 54, 90, 122, 126, 146, 150) (fig. I I). 

• La densidad al infinito tiene un valor nulo. Esto se observa en algunas reglas clase 1(32, 
128 y 160). 

En resumen, podemos afirmar que si algún ACELM es clase 3 entonces su densidad 
al infinito no depende de la densidad inicial para densidades iniciales en el intervalo 

[0. I ,0.9J aproximadamente. 

Si una regla es clase I entonces su densidad al infinito tiene un comportamiento de 
una campana con sesgo negativo, excepto las reglas 0, 32, 128 y 160 las cuales evolucionan 
a un estado estacionario nulo. 

Otra manera de obtener algunos resultados para el análisis de densidades a tiempos 
largos de ACELMs es haciendo uso de la teoría de campo medio solamente válida para 
ACELMs clase 3 según se explica en el siguiente tema de este trabajo. 
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2.2. Teoría de Campo Medio 

La evolución temporal de los ACELMs puede generar correlaciones. Sin embargo, 
como una primera aproximación, se pueden ignorar estas correlaciones y parametrizar todas 
las configuraciones mediante su densidad inicial o equivalentemente por las probabilidades 
p y q=1-p, de que un sitio tome el valor 1 6 0 respectivamente. Es evidente que, con estas 
restricciones las configuraciones a caracterizar deben ser lo suficientemente "desordenadas" 
como para eliminar las correlaciones inducidas, así que esta teoría es válida solamente para 
la clase 3 definida por Wolfram. 

Con estas aproximaciones la evolución temporal de la densidad está dada por 

al P(0 -,1)- r(i -4 o) 	(14) 

donde r(o 1) y 	-4 O) representan la fracción promedio de sitios que cambian de O 
a 1 y de 1 a O en cada paso temporal, respectivamente. 
Podemos escribir 

r(o 	1). é o CA A 	donde Á = 

ro —) o). é. (—,Á A —19 
	 (15) 

con 

é = (p3 ,p2q,p2q , pq  2 02q , pq2 ,pq2 (V) 

En la ec. (15), A es un vector cuyas componentes son la especificación binaria de la 
regla del ACELM. La operación O  denota el producto escalar. El vector binario 21 
caracteriza a las 8 vecindades, asignando un 1 a aquellas que tienen un O en el sitio central y 
que por ello pueden pasar a un 1 en el siguiente paso temporal. Al realizar la operación de 

conjunción vectorial con A, se seleccionan los valores locales para vecindades de 3 sitios 
con el adecuado valor del sitio central. En el vector P, sus I coordenadas indican las 
probabilidades para las 8 posibles vecindades de 3 sitios, suponiendo cada sitio 
independiente de tomar valores 1 con probabilidad p = p y de tener valor O con 
probabilidad q = 1 - p. 

La densidad en el equilibrio se obtiene cuando 

dP O 	(16) 
dt 
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esta condición da una ecuación polinomial para p cuya raíz será el valor de la densidad al 
infinito p„,. 	 • 

Considérese el siguiente ejemplo para la regla 150. El algoritmo relacionado a la 
teoría de campo medio, se implementó mediante el uso de un paquete especializado de 
cómputo para matemáticas, Eureka the Solver versión 1.0. Dicho algoritmo se presenta en 
el apéndice 13. Los resultados obtenidos al correr el programa para cada una de las 8 reglas 
de los ACELMs clase 3, se presenta en el apéndice D. 

Tabla 4. Construcción de la regla 150 en campo medio. 

X i  _ 1 x,X / 	4. 	1 P Á —1-A ii
150 --IR'', ilAn".50 —1-án--ko  

o o o q 2  1 ' 	0 0 1 0 0 

o o i  PI ' 1 0 1 0 1 o 
o 1 0 pq 1  0 1 1 0 0 0 
0 I 1 p'q 0 1 0 1 0 I 
1 0 0 pq 2  1 0 1 0 1 0 
1 0 1  p',/ 1 0 0 1 0 0 
1  1 o p 2 q  o 1 o 1 o 1 
1 1 1 p ' 0 1 1 0 0 0 

Varios hechos quedan claros de la tabla 4. 

.1) La columna j n 	contiene un I para aquellas vecindades que tienen un O en el 
centro y que bajo la regla evolucionan a un 1 y O en todos los demás sitios. Así, se observa 
que se seleccionan aquellas vecindades que tienen un O en el centro y evolucionan a I. Si 
ahora se hace el producto escalar de ,1 n f2„, con P se obtiene la probabilidad de pasar de 
O a 1. Se tiene entonces que 

r(o—) i)= é. (mol 000) 
NI 2 pq 2 

= 2pq2  

2) Aquí el argumento es similar. 	selecciona las vecindades que tienen 1 en el centro. 

--igso  contiene I en los sitios en que la regla da O. Así, en este caso 

r(i 	o)= éo(000toolo) 
= p2q p2q  

= 2p2q 
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De lo anterior se obtiene la ecuación de evolución, de la cc. (16) y por la condición de 
normalización p + q = 1, se obtiene que 

d 

d p 	

" 
2 _ 2p2q  = 2p(110 	= 0 

t  

1 
2pq=0•5q=p=-- 

2 

La solución de esta ecuación es 

1 
P =  

El resultado experimental para la regla 150 es p. = 0.5059 ± 0.006, el cual se 
obtuvo a partir de los experimentos computacionales reportados en la tabla 12 del apéndice 
D. En el cual se muestran los valores previstos por esta teoría para las 8 reglas clase 3. 

La figura 13 muestra a p como función del tiempo, para el ACELM 150 y se 
observa que el resultado final corresponde para algunas reglas al valor obtenido a partir de 
la teoría de campo medio. 

De los resultados comparativos reportados en el apéndice D, se observa que la teoría 
de campo medio aproxima muy bien al valor de p„ para los ACELMs clase 3: 90 y 150. 
Los resultados eran de esperarse, puesto que estos ACELMs presentan un comportamiento 
lo suficientemente desordenado, presentando patrones con muchos triángulos sin una 
estructura continua, como para eliminar las correlaciones inducidas entre sitios. Para el 
resto de los ACELMs clase 3, se tienen valores que son mayores que el experimental. En 
general, se observa que la teoría de campo medio sobrestima el valor de la densidad al 
infinito, con un error porcentual mínimo de 4.6% para el ACELM 54 y méximo del 33.4% 
para la regla 126. 

Los resultados para la densidad a tiempos largos obtenidos con la leona de campo 
medio corresponden a los resultados experimentales pera las reglas aditivas de ACELMs 
clase 3. Esto nos permite hacer predicciones para ellas. Sin embargo, en el reato de las 
reglas de esta clase, las pequeñas discrepancias son el reflejo de la presencia de 
correlaciones inducidas en la evolución del ACELM. El estudio de estas correlaciones, se 
presenta en el siguiente apanado. 
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2.3. Función de correlación espacial. 

Los patrones espacio-temporales que generan los ACELMs pueden ser complejos 
como se evidencia en el apéndice de la referencia [241 Sin embargo, no son patrones 
aleatorios como veremos en esta sección, pues generan correlaciones espaciales. 

La figura 14, presenta la función de correlación espacial definida en la ec. (8) con 
r E [0,401 y t= 500, para el ACELM 18. Obsérvese como al ACELM alcanza una 
correlación de rango corto. 
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Apera 14. ~Me de oorrelecibe apead en el ielenelo 10,401y 0300 peso Impundee pele el ACEDA le e 
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slimpro tiende ripidentente a cero. Pare rejas oro aálner, es 1111141114 une eerreleción de 
corto reglo, i.e. para r I 5 se tiene que CP) * O. La elidencie da maa longitud de 
correlación no aula, ea estos aloe, le d primer indleador de la ',aeración de un "orden" al 
la «011111611 da atoe ACe. 
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estadística, pose cediendo«) individuales patero loor asemeaddi de aulas 
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sentido, no es factible una caracterización específica solamente a partir del comportamiento 
de la función de correlación. Para las 3 clases la función de correlación oscila alrededor del 
cero para valores más allá de una distancia critica r > 5. 
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2.4. Crecimiento de los defectos 

El comportamiento de la distancia entre dos configuraciones sometidas a la misma 
dinámica (crecimiento de un dallo) es considerada como una herramienta adecuada para 
investigar las propiedades de la dinámica de modelos estadísticos discretos. Sin embargo la 
relación entre estas propiedades y el comportamiento "caótico" todavía no está clara. Por un 
lado existe una conexión intuitiva entre caos y el crecimiento de un daño y, por otro, 
atractores periódicos y colapso del daño. 

A fin de analizar la estabilidad o inestabilidad, en su caso, de trayectorias en el 
espacio de configuraciones de un ACELM, se estudiará la distancia de Hanuning sobre un 
conjunto representativo, definida en la ec. (10), la cual mide el esparcimiento de un daño en 

k, definido en el capítulo 1. 
Sean 	y E 13; dos configuraciones con las siguientes características, la primera 

una configuración aleatoria y la segunda cercana a la primera de manera que 
y, = x,V i * c, y. = x. $1, i =...,-1,0,1,... donde el sitio ces el sitio central, como se 
muestra en la figura 16, este sitio puede ser cualquiera ya que estamos considerando 
condiciones periódicas a la frontera. Entonces se dice que hay un defecto o dallo en el lugar 
c, del cual se desea saber si se propaga o no en el tiempo. Sea z la diferencia entre £(t) y 
y(t) definida como 2 = 	j; donde la operación as es la disyunción exclusiva sitio a 

sitio. En otras palabras, z, toma el valor 1 si y solo si 	y,. La distancia de Hamniing, 
entre dos configuraciones 1(t) y 5,(t) a un tiempo t cualquiera, es entonces 

jg= III (17) 

donde = z,(t). 
al 

La distancia de Hanuning al tiempo 1 = O es 1 y al tiempo t puede calcularse usando 

la ec. (17). Sin embargo, hacerlo así es dispendioso ya que hay que computar tanto 2(0 
como "y (t) Usando la expansión de la función f en agrie de Taylor (c.f. apilad. A) es 

posible conocer la distancia de Hamming siguiendo la evolución temporal de í(0) y 
además es posible definir exponentes de Lyapunov como veremos en el capítulo 4. 
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Para ACEI tenemos que 

x,(t + 1) = 

y expandiendo en serie de Taylor alrededor de (41, 

xi(t+1=lkoxon.i)(1-/Ixt_ilaz_illfoitxtesYilelf./Indavi.11. 

IrG/Ixioz)*.INAlr'4"(xi-IN4)4011sHxidebs.1)1 

En la expresión anterior he Mundee r,f4r. represoras lea derivadas pacieses de primer 
orden regido a lee variables izquierda, ohm y derecha reefeceinmame (c.f. nadad. A). 
La cantidad f. es la Nidal* derivada bodegas de freepecto a lee Malles dala izquierda 
.Y del COMO vIlklede (111, Ith 14+i) debida como h ~ni derive* relph.0 abi de h 
primera derivada de fingido a xi., El oran de derivación ea irrehvaite. Leo arrea dos 
aspadas derivada. bordonee r. y f;', es dedal. de la adema 1111111ra. La tercera 
derivada boalar* que aparece, 17„ es la primera derivada respecto a 	de la primera 
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derivada respecto a x, de la primera derivada de x,.1 de f valuada en (xi.1, xj, xi.1). Esta es la 
única tercera derivada parcial de f que puede ,ser distinta de O dado que el orden de la 
derivación es irrelevante y la segunda derivada de f respecto a la misma variable es O. Por la 
misma razón todas las derivadas de f de orden superior son O y la expresión en serie de 
Taylor de la ec. (18) es exacta. La expansión en serie ^de Taylor de un AC booleano 
unidimensional de alcance r contiene las primeras 2r+1 derivadas parciales y en general, si la 
vecindad contiene m sitios, la expansión en serie de Taylor termina en la m-ésima derivada 
parcial. Por otra parte, también es posible encontrar la fórmula de MacLaurin de un AC y es 
muy económico usarla en los experimentos. 

Usando las ecs. (17) y (18) tenemos que 

z,(t + 1) = x,(1 + 1) 	y,(t + 1) 
= 	A z,.,i ED [fa A z,1 ® [f, A Z,.G1®  

[f0 A 	Z,)1® [f; A (z,_, Bz„,)] 
[fa", A (z, 	z,,,)I 	o. A (z,_, 	z, (1) z,,,)] 

Vemos de la última ecuación que basta con conocer 3(1) para 2(I)conocer y también la 
distancia de Hamming, ec. (17). En la figura 17, se muestra la evolución de un darlo en el 
espacio de configuraciones de un ACELM, es decir la evolución de It), donde se observa 
el patrón generado por el daño, para los 250 primeros pasos temporales de la regla 22. 

Es claro que para un AC de alcance r, H puede a lo sumo crecer linealmente con el 
tiempo, debido al rango de interacción y número de estados de las variables los cuales son 
finitos, es decir 

O S H 5 (2r+ O/ (20) 

Flore 17. Debed@ opeekrIesperal de ee dalo ee el apele de esellpretlesee del ACILM 22, 
para 250 pasee leoperelee te esa red de 312 debe y ese deeelded NkW p(0) = 0.3. 

Se ha propuesto llamar a la tasa de crecimiento de H como el exponente de 
Lyapunov " , que se estudiará en el capitulo 4. Siendo un poco más específicos, se repite el 

(19) 

36 



Se ha propuesto llamar a la tasa de crecimiento de 11 como el exponente de 
Lyapunov 1241 , que se estudiará en el capítulo 4. Siendo un poco más específicos, se repite 

el cálculo de i(t) un gran número de veces, se gratica el resultado promedio, que será algo 
parecido a un triángulo con bordes un poco irregulares, como se muestra en la fig. 17, y se 
define el exponente de Lyapunov por la izquierda (derecha) como la pendiente del lado 
izquierdo (derecho) del triángulo. En el apéndice de la ref. [24] aparecen los valores de 
estas cantidades para los 88 ACEs mínimos. Sin embargo, esta definición no toma en 
cuenta la estructura diferencial de los ACELMs y expresa la tasa de crecimiento lineal de 
una cierta distancia y no la tasa de crecimiento exponencial. 

De los resultados experimentales se tiene que para los ACELMs, la distancia de 
Ilumina muestra alguno de los siguientes comportamientos: 
• La diferencia obtenida después de t pasos temporales, í(I), está dada por la evolución 

del mismo ACELM, pero como si éste evolucionara desde un estado inicial de un solo 
sitio con valor I. Así, la distancia de Hamming en el paso temporal t está dada por el 
número de sitios diferentes de cero en dicha configuración. Esta característica solamente 
se observa en los ACELMs clase 3 aditivos y se debe a que son lineales, en el sentido de 
que la serie de Taylor de la función = 03) .9 termina en el primer orden. En la 
figura 18 se observa la gráfica de II para el ACELM aditivo 90. Los ACELMs cuya 
distancia de Hanuning se comporta ad son 90 y 150. 

• Crecimiento, a lo sumo, lineal en el tiempo. Un cambio en el valor del estado en un sitio 
en el vector inicial es amplificado por la evolución de estos ACELMs lo que se ve 
reflejado en el comportamiento de su distancia de Hamming. Se puede apreciar de los 
resultados experimentales que, salvo poqueflaa fluctuaciones, 11 tiende a tiempos largos a 
la forma 

H t (21) 

Los ACELMI que presentan este comportamiento son 18, 22, 54, 146 clase 3, según 
se muestra en la figura 19. Cambios en sitios individuales pueden, algunas veces, ser 
erradicados después de alguno« para temporales. Este comportamiento especial es 
característico de los ACELMs 32, 1211y 160 pera los cuales H = O para r 2 4. 

En la tabla 12 del apéndice 1), se musetrart los valores igualada por regresión lineal 
para la pendiente m de las indicas de H contra t, H(t) m  mi, para los ACELMa le, 22, 54, 
122, 126 y 146 ,clase 3, cuya distancia de Hamming presentan un comportamiento como el 
de la figura 19. 
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Figura 18. Distancia de ~Mg para 240 pesos temporales para un ACELM gdítivo  la regla 90, desde un 
estado inicial al azar con una densidad p(0) = 0,5 en una red grande, 
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2.5. Entropla de bloque. 

En un sistema irreversible, el número de posibles configuraciones puede crecer con 
el tiempo. Por otro lado, en un sistema reversible cada estado tiene un descendiente único y 
un antecesor también único. Este comportamiento hace posible la auto-organización, pues 
permite que algunas configuraciones ocurran con mayor probabilidad que otras, aún en 
tiempos de evolución largos. 

La entropf a de bloque Sb  queda especificada por la cc. (1I). En general, la entropfa 
de bloque da el promedio "del contenido de información" por sitio computado mediante la 
obtención de correlaciones en bloques de longitud b1221. 

De la definición dada en la ec. (11), se tiene que 

O S S, S I 	(22) 

La definición implica que Sb  = 1 solamente cuando todas las posibles secuencias de 
sitios ocurren con igual probabilidad. El valor de Sb  = O si solo si el valor de pi  = O para 
todo j. 

A efecto de analizar el comportamiento de la entropfa de bloque en los ACELMs, se 
realizaron simulaciones del proceso evolutivo de las 8 reglas clase 3, promediando sobre un 
conjunto representativo. Las condiciones iniciales impuestas a cada uno de los ACELMs 

simulados fueron: densidades iniciales p(0)= 0.5 para un estado al azar, en redes grandes, 
tiempos de evolución largos y longitudes de bloque 3 5 b 5 8. 

Pasra ACELMs clase 3, la entropia decrece asintoticamente, aproximadamente en 
forma exponencial, conforme aumenta el luido del bloque, después de un período largo, 
permitiendo identificar algunas cotas superiores para S como una generalización para el 
análisis finito; para posteriormente alcanzar valores de "equilibrio" los cuales son 
independientes de la densidad del estado inicial. Esto se muestra en la figura 20 donde se 
observa un espectro de entropla de bloque para 7 de los 8 ACELMs clase 3. Sin embargo, 
para algunos ACELMs los valores de la entropla de bloque se comportan como una 
constante, ejemplo de ellos son las reglas 90 y 130, clase 3 según se muestre en la figura 20 
para los cuales el valor de la entropfa es aproximadamente 1. En la figura 21, se muestra un 
espectro de entroplas de bloque como una función de la densidad inicial pera 7 ACELMs 
clase 3 para un bloque de longitud 8. 
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Figura 20. Espectro de entropias de bloque pera los ACELMs clase 3. El experimento se desarrolló con redes 
grandes, tiempos de evolución largos y 13 repeticiones del experimento computacional; pera longindes de 
bloque 3 1 b 	8. 

Como una aproximación teórica al valor experimental de la entropia, se puede 
efectuar un análisis de campo medio de esta cantidad @mediado. A partir de los resultados 
obtenidos de la sección 2.2, es factible un estudio similar de la entropie de bloque. Esta 
teoría se desarrolla de la siguiente forma. De la tabla 4, en la cobrable marcada con P se 
tienen las probabilidades para las 1 posibles vecindades de 3 sitios, suponiendo cada sitio 
independiente de tomar valores 1 con probabilidad p y de tener valor O con una probabilidad 
q =1-p  y de la definición de entropla de bloque, ec. (11), se tiene: 

I 
S5 	b In 2 " 

donde, para efectos de cálculo se define a 

S' = 1p, In p, 

de la definición ulterior, para un bloque b • 3, se tiene que 
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S' = q' In q' + 3q 2  p In q 2  p + 3p2q In p 2  q + p1  In p' 
= 3q 3  In q + 3q 2  p In q 2  + 3q 2  p In p + 3p2q 	+ 3p1q In q + 3p' In p 

= In q[3q 3  + 6q 2  p + 3p2q]+ In p[3p3  + 6p2q + 3g2p]  

= 3q[q 2  + 2qp + 	q + 3p[p2  + 2pq + din p 

pero 

( p + q = 1 

Así que 

S'= 3qInq + 3pinp 

3[qInq + pinp] 

Finalmente se tiene el valor de la entropla de bloque 

S b  = — I  S'— 
3 	 1 

[ging + pinp]= — —[qInq + pinp] 	(23) 
31n2 bln2 	 In 2 

En la tabla 5 se muestran, en forma comparativa, los valores de la entropla obtenidos 
a partir de la teoría de campo medio y los obtenidos en forma experimental, para una 
longitud de bloque 3. 

Tabla 5. Eatrop(a de raspo medio para ACELMS Ciase 3 (b 3). 

ACELM (Clase 3) Valor Experimetal Campo Medio Error relativo (%) 
18 0.7319 0,8723 19.2 
22 0.8962 0.9826 9.6 
54 0.9953 1,0000 0.5 
90 0.9999 1.0000 0.0 
122 0.8402 0.9594 14.2 
126 0.8417 0.9106 8.2 
146 0.7325 0 53.6 
150 0.9999 1.0000 0.0 

• El valor de Sb  es independiente de la densidad inicial, dando los mismos valores sin 
importar el estado inicial. En la figura 21, se muestra un espectro de entropias da bloque 
para los ACELMs clase 3 en función de la densidad inicial. 
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Capítulo 3. 

Autómatas celulares totalísticos de alcance 2. 

El objetivo de esta sección es retomar las propiedades estadísticas mediante las 
cuales se caracteriza cuantitativamente el comportamiento que se observa en el espacio de 
configuraciones de cualquiera de las estructuras geométricas producidas por la evolución de 
un ACELM, para caracterizar cuantitativamente la evolución del espacio de 
configuraciones de los ACTs. 

La primera de estas cantidades estadísticas en estudio es la densidad de sitios con 
valor 1 a tiempos largos, promediada sobre un conjunto representativo, la cual se estudia en 
la sección 3.1. 

En la segunda sección, se desarrolla un análisis teórico de las densidades límites 
para las 16 reglas totalfsticas legales clase 3, mediante una teoría de campo medio; con la 
finalidad de comparar los resultados obtenidos de los experimentos computacionales de la 
sección previa, con los que se tienen a partir de ésta aproximación teórica. 

Otra de las propiedades estadísticas importantes en la caracterización cuantitativa 
del espacio de configuraciones de los ACTs, es la función de correlación entre dos puntos, 
la cual se analiza en la sección 3,3, dónde se realiza un estudio del comportamiento de esta 
función para las 16 reglas legales clase 3, de los ACTs para estados iniciales tomados al 
azar; en redes grandes y tiempos largos. 

En la sección 3.4, se estudia la evolución de un darlo, o diferencia entre dos 
configuraciones, a través del tiempo en el espacio de configuraciones de las 32 reglas 
totalísticas de los ACTs. Este análisis se efectúa con la finalidad de describir la estabilidad 
o inestabilidad, en su caso, de la presencia de una modificación introducida en el espacio de 
configuraciones de un ACT. Este proceso queda medido por la distancia de Hamming. 

Finalmente, en la sección 3.5, se desarrolla un análisis de una de las principales 
cantidades estadísticas que caracterizan el espacio de configuraciones de un AC; la entropla 
de bloque sh. 

La clasificación de los ACTs legales, de acuerdo a Wolframtni se divide en 4 
clases: 

1. Evolucionan a un estado homogéneo (O, 4,16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62). 
2. Evolucionan a un estado de estructuras periódicas simples aisladas (8, 24, 40, 56 y 58). 
3. Evolucionan a un patrón desordenado (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, 

46 y 50). 
4. Evolucionan a estructuras localizadas compleja& de periodo largo (20 y 52). 

En todo el capitulo, cuando se indique tiempos largar se estará haciendo referencia a 
5000 pasos temporales y redes grandes se referirá a 8192 sitios. para 15 repeticiones del 
experimento, a menos que se indiquen otras características experimentales. En todos los 
experimentos computacionales se hace uso de condiciones periódicas a la botera. 
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Con base en las definiciones dadas en el capítulo 1, al igual que para ACELMs, es 
posible realizar un análisis del estado del espacio de configuraciones en la evolución de un 
ACT partiendo desde una densidad inicial de sitios con valor 1, colocados al azar en la red.  

En lo que sigue se procederá a estimar la densidad para estados de "equilibrio" 
promediando los resultados para varios experimentos sobre toda la red estudiando el 
comportamiento de p(0, la densidad obtenida después de t pasos temporales para t lo 
suficientemente grande. 

En la ref. [27], se muestra la evolución espacio-temporal de las 32 reglas totalisticas 
legales partiendo desde una configuración inicial al azar. En éstas se observa que para los 
ACTs clase 1, códigos 0, 4, 8, 16, 32, 36 y 48, cualquier configuración inicial evoluciona 
hacia un estado estacionario con p(t) =O\ 1 t10, aunque la longitud del tiempo 
transitorio vade, o bien tienen densidades al infinito que crecen rápidamente a I para 
O . 1 5 p (0) s 1 . Asl se observan dos estados absorbentes el 00...00 y el 11-11, tal es el 
caso de los ACTs 54, 60 y 62, según se muestra para el caso particular del ACELM 54, en 
la figura 22. 

0.2 	0.4 	0.0 
	

0.0 
	

10 

r(0) 

Figura 22. Gráfica de damided al infinito O. contra densidad inicial pi, E pm, pan el ACT 54. El ~cimento 
a realizó en me red arcade pare un tiempo de enlució' lao. Mem el cosegartmniesto careciendo de le claridad 
para eme ACT cima 1, et culi evolucione a se oreado sonante. Ene MIMO comeeetiminme ee aleen* en los ACTA 
60 y 62. la traes ~time no representa estrictamente la distribución de los raen eedoemelee, ria mem a 
indicó pera asa mojar visualización 

Para el código O ea muy duo que p(i) = O V t > O puesto que la regla de alienación 
envio cualquier quíntupla al O. 
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cereeeriedee Nee vez ellreledu lee miedosos herida 
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En la tabla 13, del apéndice E, se muestra un reporte comparativo de valores de pm  
cuando p(0) = 0.5 y la desviación estándar asociada a cada experimento computacional, 

para cada uno de los 16 ACT legales clase 3 a partir de un estado inicial al azar. 
De los experimentos computacionales para las densidades al infinito, se obtiene que 

en general para cualquier ACT clase 3, la gráfica de densidad al infinito pm  contra la 

densidad inicial p(0), para tiempos largos, tiene una distribución que crece rápidamente 

para densidades iniciales p (0) > O . Es decir, para densidades pequeñas p. tiende a crecer 

hasta un valor máximo, el cual permanece constante; posteriormente, la cantidad de unos en 

la red tiende a decrecer hasta anularse para la densidad inicial p(0) = 1, según se muestra en 

la figura 23 para el caso particular del ACT 30, 
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La exieteocie de une densidad po  independiente de le densidad inicial p(0), se una 
caracteriatica típica de todos ACTa legales mínimos dese 3. Los ACTs que pusiese dele 
comportando* en die densided son el 2, 6, 10, 12, 14, 22, 26, 21 y 30. Pos loe ACT, 34, 
31, 42, 44, 46 y 30 le densidad al básico crece muy ~num Hela un valor cenetente el 
cual se mantiene así en 0.1 5 p( 5 0.9 pea luego crecer nuenimeree heete 1 pera 
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p(0)= 1. Es decir, para densidades pequeñas p „, tiende a crecer hasta un valor máximo, el 
cual permanece constante y después la cantidad de unos en la red tiende a crecer hasta I 
para la densidad inicial p(0)= 1, según se muestra en la figura 24 .  

El problema que presentan los ACTs clase 2, al igual que con los ACELMs de la 
misma clase, es que tienen un comportamiento en el cual las configuraciones se repiten 
cíclicamente con periodicidad 3 o mayor. Asi se hace necesario redefinir la densidad en 
términos de estos períodos. Tales investigaciones se deberán efectuar en el futuro. 

Podemos afirmar que, ya sea que se observe un comportamiento de la densidad al 
infinito como el de la figura 23 o de la fig. 24 siempre es posible afirmar que si un ACT es 
clase 3 entonces su densidad al infinito no depende del valor de la densidad inicial, siempre y 
cuando a 5 p(0) 5 b con O < a < 0.1 y 0.9 < b < 1. 
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Para los ACT códigos 20 y 52 clase 4; su densidad a tiempos largos tienen un 
comportamiento monótono creciente, según nuestra definición de densidad dada en la ec. 
(7), i.e. a mayor densidad inicial mayor densidad al infinito con crecimiento de la densidad en 
intervalos pequeños. La curva que describe la densidad al infinito crece hasta un punto 
central medio, el cual es reportado en el apéndice E; para posteriormente evolucionar hasta 
una densidad p,„=1 para una p(0) = 1. Los ACT 18 y 22 ,clase 3, muestran un valor 

constante en la densidad al infinito para cualquier p(0) 	, como se muestra en la gráfica 
de la figura 24. 

Otra manera de obtener algunos resultados para el análisis de densidades a tiempos 
largos de ACT es haciendo uso de la teoría de campo medio, desarrollada en el siguiente 
apartado de este trabajo. 
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• Las densidades al infinito decrecen rápidamente a cero y presentan un tiempo transitorio 
grande. Este comportamiento se obseiva en algunos ACTs legales clase 1 (O, 4, 16, 32, 
36 y 48). 

• La densidad al infinito tiene un comportamiento absolutamente creciente. La curva crece 
hasta un estado absorbente, el 11...11 evolucionando hasta una densidad p,„,= I para una 

p(0)= 1. Tal es el caso de algunos ACTs clase 1 (54, 60 y 62). 

• La densidad al infinito oscila alrededor de un valor p m  constante para cualquier p(0)., 

es decir el valor de la densidad al infinito no depende del valor de la densidad inicial. 
Este comportamiento de la densidad se observa en todos los ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 
14, 18, 22, 26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, 46 y 50). 

En síntesis podemos afirmar que si la densidad al infinito es monótona con 
crecimiento o decrecimiento rápido a 1 o O respectivamente, entonces el ACT pertenece a la 
clase 1. 

Si el ACT es clase 3 entonces su densidad al infinito no depende de la densidad del 
estado inicial. 

Si el ACT es clase 4, entonces no tiene sentido hablar de su densidad pues se 
debería definir en función de un periodo totalmente aleatorio pues sus configuraciones, en 
algunos casos se anulan después de algunos pasos temporales. 

De la clase 2 no se puede enunciar nada específico pues esta clase presenta todos los 
tipos de comportamiento anteriormente señalados, por un lado y por otro, muestran 
densidades que varían según si el período par o impar. Es debido a esta razón que no es 
posible hacer una aseveración como las anteriores para las clase 1 y 3. Así que la densidad 
al infinito, para estos ACs debe ser redefinida en términos de su periodicidad quizá 
mediante un cociente de la densidad definida en la ec. (7) y su periodicidad. 
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• Las densidades al infinito decrecen rápidamente a cero y presentan un tiempo transitorio 
grande. Este comportamiento se observa en algunos ACTs legales clase 1 (0, 4, 16, 32, 
36 y 48). 
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hasta un estado absorbente, el 11...11 evolucionando hasta una densidad p.= 1 para una 
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algunos casos se anulan después de algunos pasos temporales. 

De la clase 2 no se puede enunciar nada específico pues esta clase presenta todos los 
tipos de comportamiento anteriormente sefialados, por un lado y por otro, muestran 
densidades que varían según si el período par o impar. Es debido a esta razón que no es 
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al infinito, para estos ACs debe ser redefinida en términos de su periodicidad quizá 
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3.2. Teoría de campo medio 

Las características del análisis de la teoría de campo medio aplicadas a los ACTs 
son semejantes a las impuestas a los ACELMs, sólo difieren en el número de vecinos y de 
la función de asignación en sí misma. De igual forma que en el capítulo 1, sección 1.3, la 
densidad promedio se caracteriza, en forma equivalente por las probabilidades p y q = 1-p, 
de que un sitio tome el valor 1 o O respectivamente, las cuales se suponen independientes. 

De la ecuación 19, se obtiene para estos ACs, 

r(o 	I)= ilo(Á C) donde 

A=00001111100031111010011110000111 

1'(1-+ 	11.(-,,/ A -,c) 

en ambas ecuaciones el vector 

í 3 4 	4 	3 2 4 	3 2 3 2 2 3 4 	3 2 3 2 2 3 3 2 2 3 
, p,pchpq,pq,pilpq,pq,pchpq,pupq,pq,pq,pq 

p= p2q3,pq4,p4cip3q2,p3412,p2q3,p3q2,p2q3,p2q3,p41,p3q2,p2q3,p2q3,  

PI
4
,P

2
q

3
.1x1

4
'Pi

4
911

5 

El vector binario Á caracteriza ahora a las 32 combinaciones posibles de ceros y 
unos, asignando un I a aquellas que tienen un O en el sitio central y que por lo tanto pueden 
ser modificadas dependiendo del valor de sus vecinos en el paso temporal anterior. Al 
realizar la operación de conjunción con C, el número de código del ACT, se seleccionan 
sólo los valores locales para vecindades de 5 sitios con el adecuado valor del sitio central. 
El vector P tiene 32 componentes, las cuales indican las probabilidades para las 32 
posibles vecindades de 5 sitios, suponiendo cada sitio independiente de tomar valores 1 con 
probabilidadp= p y de tener valor O con probabilidad tr. 1 - p. 

La densidad en el equilibrio se obtiene de la ecuación 20, donde resulta una 
ecuación polinomial, de So. grado como máximo, en p cuya raíz oré el valor de le 
densidad al infinito. 

Considérese el siguiente ejemplo para el código 10. Los multados experimentales 
se encuentran reportados en el apéndice F. 

Constrúyanse las siguientes tablas. 
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Tabla 6. Función de asignación para el ACT código 10 

S(;) f(s(x,) 
o o 

2 o 
3 
4 o 

o 
Tabla 7. Construcción del ACT código 10 ea campo medio 

XI-2 x,.1 x, ;,.1 x 42  é Á --171 AS —AS) ;1Af —,:i A-14  

00000 /13 100 1 0 0 
00001 14 4101 0 1 0 
O 0 0 1 0 p q' 1 0 1 0 1 0 
O 0 0 1 1 p'q' 1 O 0 1 0 0 
0 O 1 0 0 pq' 0 1 1

1 
 0 0 0 

O O 1 0 1 p'q' O 1 0 1 0 1 
O O 1 1 0 p'q ,  0' 1 0 1 	4  0 1 
O O 1 1 1 p'q' O 1 1 0 O O 
O 1 0 0 0 pq' 1 0 1 0 1 0 
O 1 O 0 I p'q' 1 0 0 1 0 0 
O 1 0 1 0 p'q' 1 0 0 1 0 0 
O I 0 1 1 p'q' 1 0 1 0 1 O 
0 I 1 0 O pi q' O 1 0 	' 1 0 1 
0 	1  1 1 0 1 p'q' O 1 1 0 0 0 
O' 1 1'1 1 O pie O 1 1 0 0 O 
0 1 1 1 1 p'q 0 I 0 	I  1 0 1 
1 0 	1  0 0 0 .pq' 1 0 1 0 1 0 
1 0 0 0 1 pyiÉ 1 0 0 1 0 0 
1 0 0 1 O p'q' I 0 	1  0 I 0 0 
1 0 0 1 1 p'q' 1 0 I I  0 1 0 
I 0 1 0 O y' O 1 0 1 0 1 
1 0 1 0 1 j'o! 0 1 0 1 0 1 
1 0 1 1 0 p'q' _ 0 1 1 0 1 0 
1 0 I 1 I yo 0 I 0 1 0  1 
1 1 0 0 0 p'q' I 0 0 1 0 0 
I I 0 0 I . _p'q' I O l' O O O 

.1 I 0 ' I ópii., 1 o t.o"o" o 
1'1 o 1 tjog,t o o' t 'o ' 	o 

r t t t O 6 *14°0 I - I 	' O I 	' O 
1 I I O r,10.0'1 0 10' I 
1 I 1 1 O p'q O I 0 I O O 

—1—"" I I I I I psO I O I O 
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La tabla 6 muestra la función de asignación para el ACT código 10 donde se asigna 
a cada renglón de la tabla, un O ó 1 según la descomposición binaria del número de código 
(de arriba, dígito menos significativo, a abajo dígito más significativo); para el cual 
representa la suma aritmética de los unos en cada vecindad dada. 

De la tabla 7 se observa que: 

• La columna A contiene un I para aquellas vecindades que tienen un O en el centro y que 
bajo el código evolucionan a un 1 y O en todos los demás sitios. Así, se observa que se 
seleccionan aquellas vecindades que tienen un O en el centro y evolucionan a 1. Si, 

ahora, se hace el producto escalar de A A / con P se obtiene la probabilidad de pasar 
de O a 1. Entonces 

r(o 	1)= é o (oi l00000lool0000tootool00000l000) 
= pq4 pq4 pq4 p3q2 pq4 p3q2 p3q2 p3q2 

= 4pq4  + 4p3q2  

• El vector 	selecciona las vecindades que tienen 1 en el centro, --f contiene 1 en los 
sitios en que el código da O. Así, en este caso 

r(i 	i) o (00000i 100000100100001 10100000101) 
p2q3 p2 (13 p2q3 p4q p2 <43 p3(12 p4 q 4. pe q  1)5 

= 4p2q3  + 3p4q + p'q2  + 

De lo anterior se obtiene la ecuación de evolución 

gl)  = 4pq4 +4p3q2 —(4p2q3 +3p4q +1)3(12 + pg 
dt 

= 4pq4 +41N2 -4p2q3 -3p4q— plc? 	= O 

La densidad en equilibrio se obtiene a partir de la ecuación 31. Resolviendo sala 
ecuación', teniendo en cuenta la condición de nomudiración p+trl ee obtiene el valor 
p= 0.4738. 

El multado experimental para el ACT 10 es p. = 0.4662 ± 0.0139 el cual, 
dentro de la incertidumbre experimental, concuerda coa el resultado. 

La gráfica de lailpira 26, muestra a p. cona Ladón de lo densidad inicial, para 
este ACT y ee observa que el multado final está de acuerdo el multado previsto por la 
teoría de campo medio. 

'Le 10111Ciáll al he ~Mean de TM» amas se dame mollea» esa NIMIO ~de laiplemaile ea el 
pasme eemerhelmi tren aeleeeálleas RAMA. Ea el Mala* Des neer» el peesema y el eeetekade 
canispeallesas el ACT 10. 
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Los valores previstos por esta teoría para los 16 códigos legales clase 3 se muestran 
en el apéndice F, en al cual se observa que los ACTs 10, 12 y 18 coinciden con los 
resultados obtenidos en forma experimental. 
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3.3. Función de correlación 

La evolución espacio-temporal de los ACTs produce correlación entre valores en 
diferentes sitios. La más simple de estas correlaciones es la espacial entre 2 puntos definida 
en la ec. (8). 

La figura 27 muestra la función de correlación espacial C, (r) con r el0,401 y r--500, 
para el ACT 18 a partir de un estado inicial al azar con una densidad de 0.5 en una red de 
8192 celdas. 

ce 

r 

film 27. TIMM de cendales afead C. pea d ACT ta amr €10,401 y rase, e pode de es 
«ah ledeld el asar. Ces esa dimekled i 11.S. Re mea red de •192 diles 

A pulir de un estado Inicial de sitios con valor 1 colocados al azar ea la red en el 
paso t 0, la evolución de los ACTs clase 3, dan como resultado conbguracdoner C011 una 
Ilación de correlación espacial la cual siempre tiende doidentente a cero; tal as el caso de 
los ACTs 14 y 28 . Para códigos clase ly 2, se aluna une correlación de corto reglo, i.e. 
para r S 5, la función de correlación espacial C.(r) • O , pero invariablemente todas ellas 
oscilan pus r>5, en un intervalo muy pequeño alrededor del cero. En la boira 21 se muestra 
en la gálica de la Loción de correlación espacial panel ACT 2 con r e (0,40) y t 300 
pasos temporal" con une densidad inicial de 0.3. 
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La existencia de una longitud de correlación no nula, aunque de rango pequefio en 
algunos de estos autómatas, es un indicador de la generación de "orden " a partir de una 
configuración inicial al azar a través de su evolución espacio-temporal. 

La evolución de los ACTs genera patrones espacio-temporales sumamente complejos 
con estructural distintivas; asi la densidad promedio a tiempos largos y la bidón de 
correlación entre 2 puntos resultan ser, como elementos de cuantificación de las 
cuacteristicas estadísticas del espacio de configuraciones, un poco "burdas", dado que 
configuraciones individuales parecen tener secuencias largas de sitios correlacionados; 
puntualizados por regiones desordenadas. 

Al igual que para los ACELMs, se obtienen resultados especificos para cada una de 
las 4 clases definidas por Wolfram. 
• Para las clases 1 y 2, la función de correlación espacial se pace cero más allá de una 

distancia critica r 2 5 . 
• En la clase 3, las funciones de correlación, tienen un decrecimiento que tiende a cero muy 

rápidamente, con la distancia r, salvo el caso especial del ACT 2 para el cual la distancia 
crítica es r a I O . 

• Para la clase 4, la correlación a gran distancia se caracteriza por eatructuras que se 
propagan en forma persistente las cuales decrecen lentamente. 
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3.4. Crecimiento de los defectos. 

En la ref. [24], se muestran los patrones experimentales generados por la evolución 
de un daño en el espacio de configuraciones de los ACTs a partir de estados al azar, 
obtenidas mediante evolución. La falta de simetría, en algunos de los patrones, es el reflejo 
de la dependencia o correlación de los valores de múltiples sitios iniciales. 

En éstos ACs se observa cualquiera de los siguientes comportamientos, en su 
distancia de líamming: 
• Para ACTs clases 1 y 2 (0, 4, 16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62), las diferencias parecen 

localizadas en unos cuantos sitios y la distancia de Hamming tiende rápidamente a cero. 
• Para AC'I's clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 34, 38, 44, 46 y 50) y algunos ACTs 

clase 2 (56, 24 y 40), la diferencia entre configuraciones sólo depende de la diferencia 
entre las condiciones iniciales. Un cambio en el valor de un pequeño número de sitios 
iniciales es amplificado por la evolución de un ACT y tiende a configuraciones con un 
incremento lineal, salvo de pequeñas fluctuaciones, en el número de sitios esencialmente 
incorrelacionados; tendiendo a tiempos largos a la forma 

H mt (25) 

lo cual era de esperarse, puesto que de las definiciones del vector i(i) (c.f. cap. 2. sec.  

2.4.) se observa que 

H 	rt + 1 

En el la figura 29, se muestra un ajuste de una recta a la gráfica de la distancia de 
Hamming contra t para el ACT código 2. El valor para la pendiente de la recta, resultado de 
la aplicación de una regresión lineal a los datos, es de 0.6223 el cual es reportado como m 
en la tabla 13, del apéndice E. 

Dos casos especiales son las gráficas de las distancias de Hamming para los AC'fs 
30 y 42 dado que tienen un comportamiento semejante a las de los ACELMs aditivos, las ' 
cuales muestran picos que se repiten a intervalos regulares, indicando que forman 
estructuras autosimilares. En la figura 30 se muestra la gráfica de la distancia de Hamming 
contra tiempo para el ACT 30. El experimento se efectuó en una red grande a partir de una 
densidad de 0.5. En el apéndice E, se muestran los resultados para el cálculo de las 
pendientes de los ajustes a las gráficas de los ACT Clase 3, de esta misma clase, los cuales 
se reportan como distancia de Hamming. 
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3.5. Entropla de bloque 

La entropfa de un sistema mide el grado de desorden del mismo. Si la entropfa es 
baja el desorden está concentrado en unos pocos bloques de sitios, Este puede, sin embargo, 
estar por otro lado, concentrado en varios conjuntos (bloques) alejados unos de otros. 

La entropfa de bloque queda especificada por la cc. (11). En general, la entropfa de 
bloque da el promedio "del contenido de información" por sitio computado mediante la 
obtención de correlaciones en bloques de longitud b1261. 

A efecto de analizar el comportamiento de la entropfa de bloque en los ACT, se 
realizaron simulaciones del proceso evolutivo de los 16 códigos clase 3, efectuando el 
experimento para 50 repeticiones y posteriormente promediar sobre el conjunto 
representativo. Las condiciones iniciales impuestas a cada uno de los ACT fueron: 
1. Densidades iniciales , para sitios con valor 1 tomados aleatoriamente, con valor 

p(0) = 0.5 . 
2. Redes de 4096 sitios. 
3. Tiempos de evolución de 2000 pasos. 
4. Longitudes de bloque en el intervalo b E [3,16] con b E N . 

Conforme aumenta el tamaño del bloque , la entropfa decrece rápidamente para 
todas las configuraciones de los ACT clase 3, los cuales posteriormente, suponemos, 
alcanzan valores de "equilibrio", según se muestra en la figura 31 para el caso particular del 
ACT 30. Este decrecimiento de la entropfa con el tiempo, es un reflejo de la naturaleza 
irreversible de la evolución del ACT. 

Los valores de Sb, decrecen aproximadamente en forma exponencial, con el tamaño 
de b, permitiendo identificar algunas cotas superiores para S conforme b aumenta (cf 
apéndice E). La definición de Sb implica que su máximo valor de I, se da solamente cuando 
todas las posibles secuencias de sitios ocurren con igual probabilidad y S = O si y solo si un 
número finito de configuraciones completas ocurre. En la figura 32, se muestra un espectro 
para las entroplas para 6 ACTs clase 3. El experimento se efectuó en redes de 4096 sitios y 
tiempos de evolución de 2000 pasos, a partir de estados iniciales con densidades de 0.5. Al 
igual que para los ACELMs el valor de la entropfa no se ve afectado por los cambios en la 
densidad inicial, mostrando, aproximadamente, el mismo valor de Sb para cualquier 
densidad inicial. 
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Como una aproximación teórica al valor experimental de la entropta, se puede 
efectuar un análisis de campo medio s. Esta teoría se desarrolla de la siguiente forma. De la 

tabla 7, en la columna marcada con P se tienen las probabilidades para las 32 posibles 
vecindades de 5 sitios, suponiendo cada sitio independiente de tomar valores I con 
probabilidad p y de tener valor O con una probabilidad q = 1-p y de la definición de entropia 
de bloque, cc. (I I), se tiene: 

1 
Sb  = 	St  

bln2 
donde, para efectos de cálculo se define a 

2' I 
S'= E Piinpi I. o 

de le definición anterior, pare un bloque b = 5, se tiene que 

g = (41,43 +541philp+  iogybilp2 +1042p3hig2p3 p4kq +r?„,,ps 

=50n1+2(k41111+594F1W+309' 11+2013P1h1P-1-209Vbil+ 

3042P1P+5(1411+2014P+251111) 

=14393  +20140'30W +2092P3  +54)4}-114514P+ 4P2 +30g2p'  +2010 +51:5  

= 	+443P+642P2  +411i +41+5414  +493P+61V +4401  +P411) 

Pero 

(P (04  = 1  
Así que 

S'= Sqlnq + SpInp 

= S[qInq + pinp] 

Finalmente se tiene el valor de la entropia de bloque 

=_ii—n2 s.=-5-12 Eqing  PinPl= 
	pinp] 

Como se puede observar, se obtiene el mismo resultado que en le se. (23), pan el eme de 
los ACELMe. 
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En la tabla 9 se muestran, en forma comparativa, los valores de la entropta de 
bloque obtenidos a partir de la teoría de campo medio y los obtenidos en forma 
experimental, para una longitud de bloque 5. 

Tabla 9. Entropla de campo medio para ACT Clase 3 (b = 5). 

ACT (Clase 3) Valor Experimental Campo Medio Error relativo (%) 
2 0.666986 0.916147 37.36 

6 0.661635 0.999563 51.07 

10 0.992777 0.988333 0.45 

12 0.762038 0.984864 29.24 

14 0.715741 0.958112 33.86 

18 0.911234 0.895582 1.72 
22 0.960074 0.982327 2.32 
26 0.924403 0.901642 2.46 
28 0.711532 0.813332 14.31 
30 0.615106 0.809370 31.58 
34 0.666959 
38 0.662569 
42 0.992814 
44 0.76281 
46 0.716262 
50 0.909816 

Las celdas vacías, indican casos en los que no es posible ob ener mediante la teoría de 
campo medio un valor determinado debido a que el valor obtenido, para p es 1. 
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CAPITULO 4 

CRECIMIENTO DE DEFECTOS Y EXPONENTES DE LYAPUNOV 
MÁXIMOS EN ACs DE ALCANCE 1 Y 2 

En la primera sección, del presente capítulo, se da una definición de exponentes de 
Lyapunov máximos evaluándolos para ACELMs y ACTs. En esta misma sección, se 
describe la caracterización del crecimiento de un defecto introducido en un punto en la red 
de ACELMs y ACTs mediante el análisis de las derivadas Booleanas. Finalineiite se 
muestra una analogía en la forma en como un defecto se propaga con una clase de problema 
de percolación dirigida 

4.1 Definiciones 

En el contexto espacio-temporal de un AC y sus variables dinámicas, no es posible 
extender directamente la definición de exponentes de Lyapunov debido al rango de 
interacción r y al número de estados de las variables xi  los cuales son discretos. 

En lugar de investigar el comportamiento a tiempos largos entre dos 
configuraciones, se hace uso de la teoría de sistemas dinámicos y se analiza la estabilidad 
local de una sola trayectoria con respecto a una pequeña perturbación en la configuración. 

En sistemas dinámicos continuos, el exponente de Lyapunov máximo (ELM) indica 
la tasa de separación exponencial entre dos trayectorias inicialmente muy cercanas donde la 
distancia se mide en el espacio tangente. El valor del ELM es el mismo para cualquier 
estado sobre la misma trayectoria, pero puede ser diferente para trayectorias distintas. 

Las características cualitativas de las propiedades de estabilidad local asintótica se 
pueden resumir en el signo de cada exponente de Lyapunov. Si > O indica una dirección 
inestable, en este caso se dice que hay sensibilidad respecto a las condiciones iniciales y 
puede haber caos. Si ñ < O, indica una dirección estable. Estos conceptos se discuten 
enseguida. 

Definición 

Estabilidad es una palabra genérica que se relaciona a la respuesta, de un sistema, 
a una perturbación. Si la perturbación es amplificada, dando COMO resultado un cambio 

'considerable en el sistema, i.e. el dallo se disemina, se dice que el sistema es inestable. Por 
otro lado, si la perturbación es abatida, dando como resultado un decrecimiento 
exponencial a cero, entonces se dice que el sistema es estable. El caso intermedio, donde la 
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perturbación persiste aproximadamente como se introdujo inicialmente al sistema, se 
habla entonces de estabilidad marginali71. 
La palabra estabilidad se usa en diferentes contextos: 
• Primero, la estabilidad bajo todas las perturbaciones posibles, de cualquier tamaño, 

aplicables al sistema; se denomina estabilidad absoluta. La estabilidad es, por lo 
general, analizada vía expansión de términos de una serie de Taylort1t. La estabilidad 
lineal es analizada cuando se rechazan los términos de orden mayor al primero. 

• Segundo, la estabilidad es aplicable a varios aspectos de un sistema dinámico. Esta se 
puede referir a puntos Individuales (estabilidad loca!), a trayectorias (estabilidad local 
asintótica), a familias de trayectorias (atractores) á a un sistema dinámico completo. 

En sistemas dinámicos, en muchas ocasiones, es de interés conocer que es lo que 
sucede, en el sistema, después de que ha transcurrido un tiempo suficientemente largo, es 
decir cuando dejan de existir tiempo transitorio de corto plazo de forma tal que el sistema 
exhiba su comportamiento "típico". 

4.2 Exponentes de Lyapunov máximos para ACELals 

En el estudio de la sensibilidad respecto a las condiciones iniciales, considerando la 
evolución temporal de dos configuraciones cercanas, está determinado por la distancia de 
Hamming; en la cual se cortó la serie de Taylor ec. (18) a primer orden por lo que se podía 
escribir 

+ P(t») (26) 

donde P' es la matriz Jacobiana de R cuyos elementos son las primeras derivadas booleanas 
parciales, c.f. apéndice A. Para ACEs la matriz Jacobiana es una matriz de Jacobi con 
F'u=0 siii-4>1 

(0(Xi-DNIXI+1) 
	

(27) 

11+1 01-1,xoxifi)con  = 	•,1,- 

En la cc. (26) la multiplicación del vector 10) por la matriz V' ei bodega" (la suma y 
producto usuales entre un vector y una matriz ion reemplazados por la conjunción y la 
disyunción exclusiva respectivamente). La 110111111 des usada en la cc. (26) está acotada por 
(2r+l)t. 

4.2.1 Crecimiento de defectos en *enlose de le derivada 
boolosne 
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puede referir a puntos individuales (estabilidad local), a trayectorias (estabilidad local 
asintótica), a familias de trayectorias (atractores) á a un sistema dinámico completo. 

En sistemas dinámicos, en muchas ocasiones, es de interés conocer que es lo que 
sucede, en el sistema, después de que ha transcurrido un tiempo suficientemente largo, es 
decir cuando dejan de existir tiempo transitorio de corto plazo de forma tal que el sistema 
exhiba su comportamiento "típico". 

4.2 Exponentes de Lyapunov máximos para ACELMS 

En el estudio de la sensibilidad respecto a las condiciones iniciales, considerando la 
evolución temporal de dos configuraciones cercanas, está determinado por la distancia de 
Hamming; en la cual se cortó la serie de Taylor ec. (18) a primer orden por lo que se podía 
escribir 

a{t+ 1)rw P(t») (26) 

donde F' es la matriz Jacobiana de R cuyos elementos son las primera, derivadas booleanea 
parciales, c.f. apéndice A. Para ACEs la matriz Jacobiana ea una matriz de Jecobi con 

= O si li  —I >1 .y 

fj-(Xi-1 ,X0Xifi) 

= 1(Xi-IIXO Xi+1) 
	

(27) 

11,1 = E.(Xi_i,X0Xj+i)CCin 	0,...,L-1 

En la ec. (26) la multiplicación del vector s(0) por la matriz E' es badana (la suma y 
producto usuales entre un vector y una matriz son reemplazados por la conjunción y la 
disyunción exclusiva respectivamente). La norma des usada en la ec. (26) esti acolada por 
(2r+l)t. 

4.2.1 Crecimiento de defectos en términos de le derivada 
booleana 
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Sean, ahora, Ni(t) el número de réplicas que contienen el defecto Zi(t) al tiempo t, es 
decir, Mi) indica de cuantas maneras puede haber un daño en el sitio i al tiempo t. Si, por 
ejemplo, se inicia al tiempo cero con solamente un defecto en algún sitio i (N1 (0) = 1) y la 
regla permite el esparcimiento de los defectos a los sitios de la vecindad en cada paso 
temporal; entonces para 

t = 01—) N(0)= (N1 (0),...,M0» con N i = d il , j = 

t = 1 1-4 N i _ I = N i = N ifi = 1 

t = 2 	Ni _2 N1,2 = 1, N i _ i = Nifi = 2, N i = 3, 

etc. 

5F1 311C n 

La evolución temporal del número de defectos para un sitio fijo i está dada por el mapeo 

N I(t+ 1) = E F' ¡JON i(t) (28) 

o en forma matricial 

NGt + 1) = F' N(t) 	(29) 

con la multiplicación usual de un vector por una matriz y los elementos de F' son 
interpretados como números enteros. 

En la figura 33, se muestra la evolución de N para el ACT 150 con t 5 2 . Las 
líneas obscuras muestran las derivadas Boole,anas. Los números representan las 
componentes NI (t) de N(1). Auxiliándonos por esta figura, notamos que la componente Ni(t) 
es el número de trayectorias en el espacio de defectos los cuales alcanza el sitio i al tiempo 
t, i.e. el número de formas en las cuales el sitio i puede ser dallado al tiempo t empezando 
desde cualquier defecto al tiempo 1= 0. Este ejemplo es particularmente simple puesto que 
las tres primeras derivadas parciales Badanas son siempre 1 y las segundas y terceras son 
siempre O (la regla 150 es aditiva). Lo que es interesante, es que la norma de N puede crecer 
exponencialmente. 

De lo anterior se define el exponente de Lyapunov máximo según la cc. (13). Se 
observa de la fig. 33 que para el ACELM 150 IN 11 g: 3' por lo que X = In(3) . 

La parte de interés se encuentra al estudiar la evolución de una pequéis patabación 
inicial a lo largo de una trayectoria dada. 
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Figura 33. Evolución temporal de un defecto para el ACT 150 para 1 	2. Las lineas (Arrimaras muestran 
los sitios donde las derivadas parciales Boolenas son I. Los números representan las componentes Ni (1) de 
N(t). 

4.3 Relación de loa exponentes de Lyapunov máximos con la 
percolacIón de enlaces 

Se observa que un defecto en un sitio 1 se disemina al tiempo t+1 si al menos una de 
las derivadas parciales booleanas no es cero, así que se puede hacer una cierta analogía con 
un problema de percolación dirigida acotada de enlaces, en donde el sitio 1 "mojado" al 
tiempo t puede mojar a cada uno de sus 3 vecinos cercanos al tiempo t+I con probabilidad 
p14. Esta analogía se puede efectuar en la práctica mediante la sustitución de la matriz 
Jacobiana deterministica F' por una matriz aleatoria M, del mismo tipol31. 

Dellnklón 

El arreglo M, es una manis aleatoria con componentes rni, , de 'afama 

{

1 si li — ji s 1 con probabilidad p 

m‘i  = O si ii — ji 1 1 con probabilidad 1 — p 	(30) 

O si li — ji > 1 

Si durante la evolución, aparecen m defectos, se pueden comidita! más réplicas del 
sistema y asignar uno de los defectos a cada una de dist°. Es decir, mi es 1 con 
Probabilidad P (1  — p) para j = 	+ r en donde i=1,...,L y es cero Ibera de las 
2r+1 diagonales centrales. 
Así 

111(t 4' I) = Me(0111(0 	(31) 

donde X,(t) es 1 ó o, si el sitio está "mojado" ó "seco" al tiempo t, i=1,...,L. En la *c. (31), 
las operaciones son Booleanas. Como antes, se puede escribir 

N(t+1)= Mp  N(t) 
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con operaciones algebraicas entre matrices y Ni(t) es el número de trayectorias que conectan 
los sitios iniciales "mojados" con el sitio j al tiempo t. Por otra parte es fácil ver, de lo 
anterior, que también es válido decir que un sitio mojado puede mojarse a sf mismo y a 
cualquiera de sus r vecinos más cercanos a la derecha y a la izquierda. 

Las matrices Mp  son matrices tridiagonales aleatorias que tienen una fracción p de 
elementos en las tres diagonales principales iguales a 1. Para poder hacer la analogía entre 
el crecimiento de los defectos en ACs y la percolación dirigida discutida brevemente, se 
interpreta a la cantidad p como la media geométrica 11,, para tiempos largos 1', de la 
fracción de l's en F'131, Le. 

Definición 

%/1' 

(r).=  lin1(11/ 	E E FII+K (t)) • (32) 
+ 	1.1 k.-r 

La evolución del número de defectos en la aproximación mediante la matriz 
aleatoria define un problema de percolación dirigida acotada con parámetro de control 

• 

Los resultados de la aproximación mediante producto de matrices aleatorias se 
encuentran reportados en la figura 34, donde la curva muestra la dependencia de X para el 
producto de matrices M(p) como función de p. Para p < I), con p, la percolación crítica, la 
fracción de sitios mojados a tiempos largos es 0, mientras que es positiva para p > N. El 
valor que se encontraré numéricamente es N = 0.441. Analicemos, en principio algunos 
casos simples. La regla 0, que mapea todas las configuraciones a la configuración (0)1, 
tiene A. = —00.debido a que su matriz Jacobiana tiene todas las entradas nulas. La regla 150 
tiene X= log 3, debido a que todas sus derivadas Boolenas son iguales a uno. Un caso de 
estabilidad marginal es la regla 204, para la cual F' es la matriz identidad y X = O. 

Para todos los ACELMs, se obtuvo el número medio de unos µ(f)en la matriz 
Jacobiana Booleana y el ELM para un tiempo finito con L = 512 y 5000 5 t 5 15000 
iniciando desde un estado desordenado con una densidad inicial de 0.5. Las cantidades 

µ(t) y A(t) son casi asintóticas para t 01$ 500 ; por otro lado se observa que muestran 

una dependencia de la densidad para valores 0.2 5 p (0)5 0.8 . Dada la naturaleza 

discreta del espacio de configuraciones puede no haber estados "cercanos" que permitan el 
paso a un estado más estable por lo que la introducción de un dallo puede proveer el camino 
a dicho estado. Notamos que los ACELMs clase 3 se ven afectados por el dallo y que los 
valores encontrados están cerca de los encontrados para el producto de matrices aleatorias. 
En general se tiene que: 

I. Los ACELMs 90, 150 clase 3 y el 204 clase 2 con 1" constante independiente de la 

configuración, tienen X= log30 conµ = 3,1,1 respectivamente. 
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2. Todos los ACELMs clase 1 (4, 32, 128, 160) tienen X = —00 para el parámetro de 
control It = O. 

3. Los ACELMs clase 3 con F' no constante (18, 22, 54, 122, 126, 146) tienen un valor de 
1.1 > 	> 0 y un esparcimiento del daño. 

Los valores de los ELM para los ACELMs de los casos I y 3 coinciden con la 
aproximación de matrices aleatorias, según se muestra en la figura 34, aunque no se 
muestran los valores para todos los ACELs clase 3. Esto también se cumple trivialmente 
para los ACELMs del caso 2. 

En resumen, después de la introducción de un defecto en el espacio de 
configuraciones de los ACELMs, el comportamiento de su ELM puede ser dividido en 3 
grupos: 
I. El ELM ñ. = —00, dentro de este grupo se encuentran algunos ACELMs clase 2 (50, 72, 

104, 178, 200 y 232). Las reglas 50 y 178 presentan un transiente muy largo del orden de 
15000 pasos temporales. Estos ACELMs tienen una 11 pequeña en ausencia de "daño" 
( 	< 0.373). 

2. El ELM ñ > 0. Este grupo contiene a todos los ACELMs clase 3 (18, 22, 54, 90, 122, 
126 146, 150) y la regla 94 clase 2. Para estos ACELMs los valores de 14 y X son 
afectados considerablemente por la introducción de un daño en la red. Los ACELMs de 
este grupo tienen 	> 	I cercana a la curva prevista por la aproximación de la 
matriz aleatoria. 

3. El ELM X skl O, un valor que nunca se encuentra en el producto de matrices aleatorias. 
Los ACELMs de este grupo muestran un valor intermedio para 1.1 (0.281) < 	< 0.54 
con ruido y L < 	en ausencia de ruido). Contrariamente a la aproximación hecha 

3 	< 13 , 
mediante matrices aleatorias N no se anula para tiempos largos. Las reglas que 
corresponden a estas características son todos los ACELMs clase 1 (4, 32, 128, 160) y 
algunas reglas clase 2 (36, 76,108, 132, 164, 204). 
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67 



0.4 

02- 

0.0 	 
00 	0.2 10 

3. El ELM A O, un valor que nunca se encuentra en el producto de matrices aleatorias. 
Los ACTs de este grupo muestran un valor intermedio para /1. El valor de N no se anula 
para tiempos largos. Las reglas que corresponden a estas características son los ACTs 
clase 1 (4, 16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62), algunas reglas clase 2 (8, 56, 58). y los dos ACTs 
clase 4 (20 y 52). 

Figura 33. La cueca muestra el ELM de una manir tridiagonal como una Loción de p. Los diamaraes 
muestran el valor aslatétko de 2 para todos los ACTs con 2 Z O. Los resultados fueron obtenidos con I - 
1000, L• 4096 y p (0 ) = 0.5 
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CONCLUSIONES GENERALES 

De acuerdo a los resultados obtenidos a partir del análisis de resultados y 
aproximaciones de campo medio, de cada una de las cantidades estadísticas medidas, 
podemos concluir que respecto a la 

DENSIDAD A TIEMPOS LARGOS  

ACELMs 

• Para ACELMs clase 3 (18, 22, 54, 90, 122, 126, 146, 150); la densidad al infinito oscila 
alrededor de un valor constante; es decir, para tiempos largos la densidad al infinito no 
depende del valor de la densidad inicial, manteniendo un comportamiento que tiene la 

misma pm  para cualquier p(0). 
• Para los ACELMs 32, 128 y 160; la densidad al infinito tiene un valor nulo. 

Los ACELMs clase 3 tienen una pm  que no depende de p(0), si p(0) no es muy 
grande ni muy pequeña. Los ACELMs de clase 1 van a un estado homogéneo y por lo tanto 
su densidad al infinito es 1 o O trivialmente. Para los ACELMs clase 2 no se puede definir 
la densidad a tiempos largos, nuevas definiciones de la densidad son tema de futuras 
investigaciones. 

ACT Legales 

• En los ACTs legales clase 1 (0, 4, 16, 32, 36 y 48); las densidades al infinito decrecen 
rápidamente a cero y presentan un tiempo transitorio grande (c.f. pie de pág. 44). 

• Para el ACT 26, clase 3 y los dos ACTs 20 y 52, clase 4; la densidad a tiempos largos, 
tienen un comportamiento monótono creciente, es decir la curva crece hasta un punto de 
inflexión central medio, para posteriormente evolucionar hasta una densidad p„=1 para 
una p(0). I. 

• En todos los ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, 46 y 50); 
la densidad al infinito oscila alrededor de un valor p., constante para cualquier p(0), es 
decir el valor de la densidad al infinito no depende del valor de la densidad inicial. 

En síntesis podemos afirmar que si la densidad al infinito es monótona con 
crecimiento o decrecimiento rápido al o0 respectivamente, entonces el ACT legal 
pertenece a la clase I. 

Si el ACT es clase 3 entonces su densidad al infinito no depende de la densidad del 
estado inicial siempre y cuando p(0) no lea muy grande ni muy pequella 

Si el ACT es clase 4, entonces su densidad al infinito es absolutamente creciente. 
Al igual que para los ACELMs, pera los ACTs clase 2 no se puede Cffilleitt nada 

especifico pues esta clase presenta varios tipos de comportamiento, creando la necesidad de 
redefinir la densidad, lo cual es tema de una futura investigación. 



TEORÍA DE CAMPO MEDIO 

ACELMs 

La teoría de campo medio aproxima bien, con un error relativo porcentual máximo 
del 34%, al valor de p,, para casi todos los ACELMs clase 3: 18, 22, 54, 90, 122, 126 y 150. 
Esto nos permite hacer predicciones para algunas de estas reglas. Sin embargo, las 
discrepancias son el reflejo de la presencia de correlaciones inducidas en la evolución del 
ACELM. 

ACT legales 

El análisis de resultados para las densidades, corresponde a los resultados 
experimentales para algunos códigos de ACT esto nos permite hacer predicciones para 
ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 30, 44 y 46), para los cuales se obtienen 
densidades que difieren a lo sumo en un 67% del resultado experimental. Sin embargo para 
los ACTs clase 3 restantes (34, 38, 42, y 50) la teoría muestra errores relativos porcentuales 
mayores al 100%; estas discrepancias son el reflejo de la presencia de correlaciones de 
corto alcance inducidas en la evolución de estos ACTs. 

CORRPLACIÓN 

ACELMs y ACTs legales 

Existe tanto para ACELMs como para ACTs legales una longitud de correlación no 
nula de corto alcance. Esto indica un "orden" a partir de una configuración al azar a través 
de la evolución de la estructura espacio temporal generada por estos ACs. 

Sin embargó, la función de correlación entre dos puntos resulta ser un poco "burda" 
como medida estadfstica, pues configuraciones individuales parecen tener secuencias de 
sitios correlacionados, en un rango corto; puntualizados por regiones desordenadas. En este 
sentido, no es factible una caracterización específica solamente a partir del comportamiento 
de la función de correlación. Para todas las clases, definidas por Wolfram, la función de 
correlación oscila alrededor del cero en un intervalo muy pequeño para valores más allá de 
una distancia criticar > 5. 

CZKIMIENUIDEDEEECIQS 

ACELMs 

Se observa que los ACELMs son muy servibles a una pequefia perturbación en una 
región localmente limitada. Se distinguen 3 caeos mutuamente exclusivos del crecimiento 
del defecto en la red: 

70 



A. La diferencia obtenida después de t pasos temporales, F.(1), está dada por la evolución 
del mismo ACELM, pero como si éste evolucionara desde 1111 estado inicial de un solo 
sitio con valor I. Así, la distancia de Hamming en el paso temporal t está dada por el 
número de sitios diferentes de cero en dicha configuración. Esta característica es típica 
en los ACELMs clase 3 aditivos y se debe a que por ser lineal la función, la derivada 
boolcana es constante (Caso inestable). 

B. Crecimiento más o menos lineal en el tiempo. Un cambio en el valor del estado en un 
sitio en el vector inicial es amplificado por la evolución de estos ACELMs lo que se ve 
reflejado en el comportamiento de su distancia de Hamming. Se puede apreciar de los 
resultados experimentales que, salvo pequeñas fluctuaciones, I I tiende a tiempos largos a 
la forma II ^4: MI en los ACELMs 18, 22, 54, 76, 108, 146 y 150. En la ecuación 
anterior m es una constante de proporcionalidad (Caso estacionario). 

C. Cambios en sitios individuales pueden, algunas veces, ser erradicados después de 
algunos pasos temporales. Este comportamiento especial es característico de los 
ACELMs 4, 32,126, 128 y 160 para los cuales 11= O para t z 4 (Caso estable). 

La clase A representa a los ACELMs caóticos. En la clase B, el número de sitios 
dañados ni se hace cero ni infinito (donde infinito quiere decir una fracción finita de una red 
"infinita", í.e. suficientemente grande). De igual forma, para la primera clase el número de 
sitios dañados no va necesariamente a infinito en este sentido. 

ACT 

En éstos ACs se observa cualquiera de los siguientes comportamientos, en su 
distancia de Hamming: 
A. Los ACTs 30 y 42 tienen un comportamiento semejante al de los ACELMs aditivos, los 

cuales muestran picos que se repiten a intervalos regulares en sus gráficas de H vs. t, 
indicando que forman estructuras autosimilares (Caso inestable). 

B. Para ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 34, 38, 44, 46 y SO), la diferencia 
entre configuraciones sólo depende de la diferencia entre las condiciones iniciales. Un 
cambio en el valor de un pequeño número de sitios iniciales es amplificado por la 
evolución de un AC1' y tiende a configuraciones con un incremento lineal, salvo de 
pequeñas fluctuaciones, tendiendo a tiempos largos a la forma II M t (Caso 
estacionario). 

C. Para ACTs clases 1 y 2 (0, 4, 16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62), las diferencias parecen 
localizadas en unos cuantos sitios y la distancia de Hamming tiende rápidamente a cero 
(Caso estable). 

La tabla 10 muestra la distribución de los ACELMs y los ACT en relación a las 
clases anteriores. 

Tabla 10. Porcentaje de reglas de ACELMs y ACTs que caen en cada una de las 3 ciases dr comportamiento 
observarlo en el crecimiento de loe defiero. 

CLASE K...1 (%) 11(,* 2 (%) 
A 17.1 23.0 
8 11.0 113 
C _ 	65.9 62.3 
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ENTROPÍA DE BLOQUE 

ACELMs 

Los valores de la entropfa de bloque decrecen asintoticamente con la longitud de los 
bloques para todos los ACELMs clase 3, permitiendo identificar cotas superiores para S 
conforme b crece, corno una generalización para el análisis finito. Estos valores de la 
entropfa de bloque son independientes de la densidad del estado inicial. Las aproximaciones 
de campo medio coinciden en forma adecuada con el valor experimental dando errores 
relativos máximos del 19.2 %. Excepto para la regla 146, para la cual el error porcentual 
relativo es del 56%. 

ACT 

Conforme aumenta el tamaño del bloque, la entropfa decrece rápidamente para todas 
las configuraciones de los ACT clase 3, para posteriormente alcanzar valores de 
"equilibrio", permitiendo identificar algunas cotas superiores para S conforme b aumenta. 
Estos valores de la entropfa de bloque son independientes de la densidad del estado inicial. 
Las aproximaciones de campo medio coinciden con el valor experimental dando errores 
relativos máximos del 37.4 %. Excepto para las reglas 34, 38, 42, 44, 46 y 50, para las 
cuales no es posible obtener resultados mediante la teoría de campo medio debido a que el 
valor obtenido, para la probabilidad p es I. 

EXPONENTES DE LYAJUNOV 

ACELMs y ACTu 

Después de la introducción de un defecto en el espacio de configuraciones de los 
ACELMs, el comportamiento de su ELM puede ser dividido en 3 grupos: 
I. El ELM = —00; dentro de este grupo se encuentran algunos ACELMs clase 2 (50, 72, 

104, 178, 200 y 232). Las reglas 50 y 178 presentan un tiempo transitorio muy largo, del 
orden de 15000 pasos temporales. Estos ACELMs tienen una µ pequeña en ausencia de 
"daño" 	< 0.373). 

2. El ELM > 0. Este grupo contiene a todos los ACELMs clase 3 (II, 22, 54, 90, 122, 
126 146, 150) y la regla 94 clase 2. Para estos ACELMs los valores de 1,1 y A, son 
afectados considerablemente por la introducción de un dallo en la red. Los ACELMs de 
este grupo tienen µ > pc  y cercana a la curva prevista por la aproximación de la 
matriz aleatoria. 

3. El ELM 1l. re O, un valor que nunca se encuentra en el producto de adrices aleatorias. 
Los ACELMs de este grupo muestran un valor intannedio pera µ (0.281 < µ < 0.54 
con dallo y I < p  en ausencia del dallo). Contrarianwete a la aproximación hecha , 

mediante matrices aleatorias N no se anula pera tiempos larva Lee reglas que 
corresponden a estas características goa Iodo loe ACELMe clase 1 (4, 32, 121, 160) y 
algunas reglas clase 2 (36, 76, 100, 132, 164, 204). 
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El comportamiento de los ELMs para ACTs legales, puede ser dividido en 3 grupos: 

1. El ELM = —00; dentro de este grupo se encuentran algunos ACTs clase 2 (24, 40, 56 
y 58). Estos ACTs tienen una 11 pequeña en ausencia de "daño. 

2. El ELM ñ. > 0. Este grupo contiene a todos los ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 
26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, 46 y 50). Para estos ACTs los valores de p. y X, son afectados 
considerablemente por la introducción de un daño en la red. Los ACTs de este grupo 
tienenµ > p y X, cercana a la curva prevista por la aproximación de la matriz aleatoria. 

3. El ELM Á a O. Los ACTs de este grupo muestran un valor intennedio para 1.1. El valor 
de N no se anula para tiempos largos. Las reglas que corresponden a estas características 
son los ACTs clase I (4, 16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62), algunas reglas clase 2 (8, 56, 58). y 
los dos ACTs clase 4 (20 y 52). 
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APÉNDICE A 

Derivadas Booleanas 

Los ACs pueden ser conectados con las herramientas del cálculo mediante las 
derivadas Booleanas. Las derivadas Booleanas de una función f son atributos, no-triviales, 
que pueden ser utilizados para caracterizar a un AC. 

La derivada booleana de la función f con respecto a su i-ésimo argumento x, se 
define comot24t 

= 	 (33) 

donde --or, = x, 0)1. 
Esta derivada, de primer orden, expresa la dependencia de la función de su i-ésimo 

argumento, es decir afAx  es uno si f cambia cuando x, lo hace. 

Es claro que se pueden también definir una derivada F' de 

x„.„ x1+1,..., x„) como una matriz Jacobiana con elementos 

F ' u  — 	
x 

La ec. (34) define una matriz F'u  de banda con valores no-nulos en la banda 
principal, I en los extremos y O en los demás sitios. 

Considérense estas derivadas desde el punto de vista computacional. Al elemento 
2 =(x,,...,x„)€ 13,1 le corresponde un número x„ E [0,29 , i.e. 

x = t x, 2 '1  (35) 
1.1 

e inversamente , a cada número x, E [0,29 le corresponde una n-ada (x, 

x, = Kilinod 2 (36) 

donde [x] indica la Ihnción Illáti/110 entero de x. Un entero es entonele un conjunto 
ordenado de números &olemos 6 bits. De este forma los enteros son ropmeestethe por un 
arreglo de bite. Se debe introducir un ordenamiento en los arreglos de bita, de fonos que le 
pueda sustituir la expresión 4, « 1,2v) por x„ 5 2" —1 . 

14 

a f 
Dx, 

a x r* 
(34) 



Esta transformación lineal entre números enteros y n-alas Iloolenas corresponde a 
la representación de cualquier entero en una computadora, la división entre una potencia de 
2 es equivalente a un corrimiento de bits a la derechat il y la operación módulo 2 toma los 
bits extremos a la izquierda. 

Estas definiciones son consistentes con lo esperado. l.a derivada de la limción 
identidad es uno y la derivada de una constante (O ó 1) es cero. Más aún, la derivada es 
lineal con respecto a la operación XOR y esta sigue la regla estándar para la derivación de 
un producto 

DO' g)  Of 	ag 
ax 	A  g$f A  a)-c 

(37) 

A.2) Derivadas booleanas de orden superior en serie de Maclaurin. 

Se puede extender la definición a mayores ordenes de derivación. Por ejemplo una 
derivada de segundo orden con respecto a x, y xj  se define como 

alx 

alai, 

Nótese que la definición es consistente con la regla de la cadena para funciones de 
variable real, i.e. 

a 2  f 	a (al.  
axay 	. 37 T 	(") 

Obsérvese que, según la definición, una derivada de segundo orden con respecto al 
mismo argumento es idInticamente cero. 

Como una notable consecuencia, se observa que se puede expandir una t'unción 
empezando en el O (el arreglo que tiene todos los bits en cero), obteniendo una serie de 
Maclaurin. Desarrollemos explícitamente este caso para un autómata celular elemental. 

Sea x,(t) un sitio cualquiera y x,..1(t), x,0(t) sus vecinos más cercanos al tiempo t. 
Localmente se tiene 

x,(i + O = f 	 (39) 

La expansión en serie de MacLaurin de f, a tercer orden, está dada por 
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x(t + )) . (0 ,0,0)0 

x, (i) A"-±.-3 	 X,(1)A a5f  

DA- 0-1 (0,0.0) 

o x„,(t)A ax„ I  
0,0,0 

af 

(0,0.0) 

a 
x,..1 (:)A ic,(1)A x„i(t)n 	  

ax 
(o,o,o) 	

ax Ox 6,1 (0,0,0) 

a7  
x,_,(t) A Xi+1(1) 

A 

a  
x,(t) A XI-1(1)  A aXiaX, I 

a  2f 

ED X, A 	A 

0,0,0) 	

n 
iu 	,f I (0,0,0) 
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APENDICE B 

En el presente apéndice se muestra el programa para efectuar el cálculo 
del valor de la densidad a tiempos largos, mediante una teoría de campo 
medio. El programa se desarrolló en un paquete para matemáticas llamado 
EUREKA The Solver, ver 1.0. En el ejemplo se muestra una corrida para el 
ACELM 18 el cual difiere del valor experimental en un 4%. 
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Eureka: The Solver, Version 1.0 

; TEORIA DE CAMPO MEDIO PARA AUTOMATAS CELULARES ELEMENTALES 
; El ejemplo suiguiente es para el ACELM 18 
; Define la función de cambio de O --> 1 

Gammal = (q^3)•AND(1,R0) + p•(q^2)•AND(1,R1) + p•(q^2)•AND(O,R2) + 
(p^2)*q*AND(0,R3) + rciA2)*AND(1,R4) + (p^2)•q•AND(1,R5) + 
(p"2)•q•AND(O,R8) + (03)*AND(0,R7) 

; Define la función de cambio de 1 --> O 

Gamma° = (q^3)•AND(0,NRO) + p*(02)*AND(0,NR1) + p•(q^2)•AND(1,NR2) + 
(p"2)•q•AND(1,NR3) + p•(q^2)•AND(O,NR4) + (p^2)•q•AND(O,NR5) + 
(p^2)•q•AND(1,NR8) + (p^3)•AND(1,NR7) 

; Condición de equilibrio 

DeltaRo = Gammal - Gamma() = 0 

; Condición de normalización 

q = 1 - p 

; Define las funciones NOT y AND 

NOT(X) = ABS(X-1) 
AND(A,B) 

; Inicializaciones 
; Inicia el valor de la regla 

RO = O 	; Define la regla en binario del ACE (18 caso particular) 
R1 = 1 
R2 = O 
R3 = O 
R4 = 1 
R5 = O 
RO=O 
R7 = O 
NRO = NOT(R0) ; Define la regla en binario NEGADA del ACE 
NR1 = NOT(R1) 
NR2 = NOT(R2) 
NR3 = NOT(R3) 
NR4 = NOT(R4) 
NR5 = NOT(R4) 
NR8 = NOT(R8) 
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Solution: 

Variables Values 

DeltaRo = -1.0737522e-12 

GammaO = .29289322 

Gammal = .29289322 

= .29289322 

q 	= .70710878 

Maximum error is 1.0737522e-12 

" ESTA TESIS PIO DEBE 
SALIR DE LA 0111EIRTECh 



APÉNDICE C 

TÉCNICA DE MULTI-SPIN (MULTI-SITE CODING MSC) 

El estudio de ACs requiere del uso intensivo de computadoras. Se selecciona una 
regla ó código y una configuración inicial cualquiera y se sigue una evolución temporal en 
lo que se conoce como un experimento computacional. Este proceso genera una gran 
cantidad de operaciones Booleanas, lo cual hace lento el proceso para determinar sus 
propiedades estadísticas. En este sentido, se hace imperante el desarrollo de una técnica que 
permita un manejo efectivo de la memoria de la computadora. En este apéndice se explica 
una de estas técnicas. 

La técnica de mai-5pin (MSC), produce una economía en el uso de memoria y 
mayor eficiencia pues por un lado, la regla de transición, es expresada solo por operaciones 
que involucran corrimiento de bits lo cual reditúa en mayor rapidez y por otro, se utilizan 
todos los bits de la palabra de memoria, evitando desperdicio de espacio en la memoria de 
la computadora. 

La idea fundamental es "empaquetar" un conjunto de variables en una sola palabra 
de memoria. Una palabra de memoria puede estar formada de 16 a 64 bits (en 
microcomputadoras), dependiendo de la máquina, y elaborar su valor siguiente como un 
todo. 

Para el caso unidimensional, se puede considerar el espacio de configuraciones del 
AC, como una red de L sitios o celdas, según se muestra en la figura 35. 

x i  x2  	XUl xi, 

~MI 

figure 35: Rad emidliamlosel de L «Idee. 

Esta red se puede implementar con un arreglo unidimensional de longitud L, donde 
cada entrada sea de tipo byte, entero o word. Sin embargo, cada celda solo tiene que 
almacenar un dígito binario; con lo que estarían inutilizados, para una palabra de longitud 
P, los P-I bits restantes, lo cual se muestra en la figura 36. 

bits p 	 ....2 1 II 

Itere 31 Arregle iseldiseerieed M MajMud L, ás& sede eekella ase ds dipe Wie, ubre • wad. 
Sir *Mary, cede asida selle Nue q  dientur m Millo hiede; seo la 1M  ~IN Iseldiedes, 
/ere me palabra de Isasiled P, he N Mi ~malee 
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Así, almacenando el valor de un sitio en un bit de una palabra de memoria, haciendo 
uso de la descripción de la regla f mediante una fórmula canónica, c.f. capítulo 1, y usando 
operaciones de bajo nivel NOT, AND, OR y XOR; la función de asignación de estados 
actúa sobre el paquete completo de variables logrando una operación más eficiente. 

En lo que sigue xi  indica el valor del i-ésimo sitio, al tiempo t, en una red 
unidimensional de longitud L. 

Los valores que toma cada sitio, para un AC [boleara) sólo pueden ser O ó I, así que 
el valor por sitio puede ser almacenado en un bit. Los bits, en cada palabra son indicados 
con letras minúsculas; las palabras de memoria se indican con letras mayúsculas y arreglos 
de palabras con letras mayúsculas con subíndices como Wk  Todos los arreglos inician en 
cero. 

En relación a lo anterior, una palabra cualquiera puede ser representada por 

W = 	, X0) 

donde Nb representa el número de bits en la palabra. Nótese que el orden de los bits en una 
palabra es el adecuado para leerlos como un número en base 2 en dirección izquierda-
derecha. 

Si el número de palabras requeridas para almacenar un renglón de la configuración 
es denotado por Nw y el número de celdas en un renglón es Nc, entonces: 

Nc = (NbXNw) (40) 

ALGORITMO 

Sea P la palabra de memoria , que contiene Nb sitios. Por el momento, no es 
relevante cual ea la correspondencia entre sitios en la palabra P con su posición en la red, 
pues esta es uno-a-uno. 

El problema se reduce, a construir una estructura en la cual todos los elementos de la 
red queden colocados en la palabra adecuada para procesaras sincrónicamente, usando 
solamente operaciones &deanes para cada uno de los bits y con cada palabra genérica. 

Hay muchas formas en las cuales se pueden asignar los sitios rq de la red, en cada 
bit de la palabra Pk  empero la tarea de construir los sitios vecinos de loe sitios 
almacenados en la palabra central debe me tan económica como sea posible. El objetivo 
final es tener los valores de los sitios que pertenecen ala vecindad do los sitios de la 
palabra Pk  en los bits adecuado' do las pelaba. Pan  y Phi  

Lo indicado anteriormente, ee puede lograr mediante la asignación del primer sitio 
de la red al primer bit de le primer palabra; el inundo sitio, al primer bit de la espada 
palabra.y asf, pera todos los primeros Nw sitios. Lee operaciones anieriores se repiten Nb 
veces en orden, para almacenar loa Nw sitios en los primeros bits de las palabree contenidas 
en un arreglo, loe siguientes Nw sitios en loe segundos bits de cada una de las palabras, 
etc.I41  

Para un renglón genérico, se tiene 
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X 

X J,I 

= X m„,„ 	)„,„ 	, X,., 	, X,,„,„ , X hl 

X i,(10-1)(N11-1) ,•" 	X1,2», 11 	XJ,Nw+1) 
(41) 

X1,21firrif XLVI» ,  XJ,N11 

Considérese, como ejemplo, una red de Nc = 32 celdas. Sea Pi  un arreglo de i 
palabras necesarias para almacenar a la red en su totalidad. Si cada una de las palabras 

cuenta con 8 bits; de la ec.(40) se tiene que l = Nw = Nc/Nb = 4 palabras. En la fig. 
37 se muestra esquemáticamente este caso. 

0 1 2 3 4 5 6 / 8 9 	celdas 	30 31 

IIII1111I1IIIIIIIIIIIII  
Palabra 1 	Palabra 2 	Palabra 3 	Palabra 4 

P(0):. 31 3 7 11 15 19 23 27 
MAMA I RECOMIDA 1 ett A LA DINCliA 

Pflp 0 4 8 12 16 20 24 28 

P(2)::: 	1 5 9 13 17 21 25 29 
93j:. 	2 61014 18 2226 30 
P141::: 	3 71115 19 232/ 31 PALMA 11111CORPIDA 	AtAliQUIRDA 

P(5):: 	4 8 1216 20 24 28 0 
Fierre 37. Red de Nc 32 celdas. Pi  arreglo de i palabras ~seria pire almeaur a la red u se 
totalidad. SI cada su de ha palabras mato toa a bits, se dese qs• I = Nw = Nc/Nb = 
palabra 

Obsérvese, de la figura 37, que a fin de implementar las condiciones periódicas a la 
frontera, los vecinos al oeste de los sitios de la primera pelaba, 	P(I), están contenidos 
en la última palabra, Xow.1 "1  P(4), un corrimiento circular de un bita la derecha de esta 
palabra y un corrimiento circular de un bit a la izquierda de la palabra Xi,o; pum loe vecinos 
al este de la palabra Xjx,„4; están en XJ,0  ; uesuran le condición. 

La forma de mismo valores a través del tiempo, es aplicando la ec. (41), a todas y 
cada una de las palabras que representan la red; i.e. se aplica la Noción de asignación desde 
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1 hasta Nw, la cual se establece mediante el desarrollo en serie de MacLaurin de derivadas 
Booleanas, c.f. apéndice A. 

Este esquema de almacenamiento puede ser usado, con algunas modificaciones, en 
cualquier dimensión; tanto para ACs Booleanos elementales y totallstieos como para los 
que no lo son. Inclusive, puede ser adaptado para vecindades mucho mayores. 

En la tabla 11 se presenta una comparación de los tiempos obtenidos en la 
actualización por sitios en la técnica estándar y la MSC para los ACE 18 y 90 para redes de 
208 sitios, a partir de estados iniciales al azar con densidades de 0,5, con tiempos de 
evolución de 600 pasos. 

Tabla 11, Comparación de tiempos de actualización por sitio para redes de 208 sitios para los ACEs 18 
y 90, haciendo uso de la técnica atildar y la MSC 

AUTÓMATA T. ESTÁNDAR (seg.) ..---MSC (seg.)  COMPARACIÓN 
90 2.6x10" 2.2x10' 1.1 
90 2.7x104  2,1x10 3  1.3 
18 2.6x10.3  1.9x104  1.3 
18 2.7x10' 1.9x10"r  1.4 

En la columna marcada con autómata, se presenta la regla con la cual se efectuó el 
experimento, primero desde un estado al azar, segundo desde un estado con un solo sitio 
con valor 1. Las columnas con los títulos T. estándar y MSC, representan los tiempos de 
actualización por sitio. En la columna de la extrema derecha, se presenta la comparación 
entre ambos tiempos tomado como el cociente de la columna T. estándar entre la MSC. 
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APÉNDICE 1) 

TABLA 12. CANTIDADES ESTADÍSTICAS PARA ACELMs CLASE 3 

REGLA p„, ±8p., p„,C. M m s, ± 8S, X 

18  0.255 ± 0.086 0.2928 0.524 05326 ± 0006 0.739687 
22 0,343 ± (5,-.07—n 0.4226 0.710 0.3505 ± 0.003 1.097195 
54 0.478 ± 0,004 0.5000 0.326 0.3493 ± 0.002 1.097195 
90 0.500 ± 0.003 0.5000 - 03016±0.002 0.692277 
122 0.504 ± 0.009 0.6180 0.848 0300 ± 0.002 0.692224 
126 0.503 ± 0.009 0.6666 0.916 0500± 0.002 1.097197 
146 0.254 ± 0.006 1.0000 0.600 03308 ± 0.002 0.802808 
150 0.5059 0.5000 - 0.3466±0002 1.097238 

En la tabla 12 se muestran los resultados estadísticos obtenidos a partir de la evolución espacio-temporal 
de los 8 ACELMs clase 3. En todos los casos, se parte de una configuración inicial al azar donde la probabilidad 
por sitio de tomar valor 0 ó 1 es de 4, salvo las densidades a tiempos largos donde se parte de densidades 
variables. Los experimentos computacionales se efectuaron en redes de 8192 celdas, con condiciones periódicas a 
la frontera, tiempos de evolución de 5000 pasos y 15 repeticiones del experimento computacional. 

La columna con el titulo p ± 8 p *muestra el valor de la densidad asintótica a tiempos largos de sitios 
con valor I y la incertidumbre asociada a la medición con p (0) = 03 . 

La columna con el título p. C. kf representa los valores de la densidad al infinito obtenidos a partir 
de la aplicación de una aproximación de campo medio. 

La columna etiquetada con ut muestra loa valores de la pendiente de la recta obtenida a partir de un 
ajuste mediante regresión lineal a las gráficas experimentales de II contra t. Las celdas marcadas con - Indican que 
el ACELM es aditivo lo que produce una gráfica de fi contra ten la cual hay picos y por ello no ea posible hacer 
un ajuste por regresión lineal. 

La columna etiquetada con Sr  ± 8S,, muestra el valor asintótico de la entropla de bloque 8. Esta 
entropla se obtiene mediante la división en bloques de longitud II , y luego are evalúa la cantidad descrita en la ec. 
(I I). El valor de la entropla parece decrecer asintitticansente con la longitud del bloque, peemitiendo localizar 
algunas cotas para gb conforme el tentado del bloque omega. 

La columna bajo el titulo ñ, muestra el valor de los exponentes de Lyepunov ~irnos de ACELMs 
clase 3 obtenido mediante un producto de matrices Jacobienas tridlegonales aleatorias. 
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APENDICE E 

TABLA 13. CANTIDADES ESTADÍSTICAS l'ARA ACTs CLASE 3 

CODIGO  ±8p. p.  C. M In S, ± SS, 21. 

2 0.270 ± 0.b03 0.3312 0.632 ± 0.005 0.6, ± 0.09 0.69977 
6 0.355 ± 0.00 0.4877 .119 ± 0.005 0.57 ± 0.08 0.69628 
10 0.466 ± 0.00 0.4738 .873 ± 0.004 0.96 ± 0,02 0.69209 
12 0.501 ± 0.00 0.5723 0.709 ± 0.009 ' 0.58 ± 0.09 0.69209 
14 -0,477 ± 0.00 06108 .166 ± 0.00 .54-±0.08 0.63651 
18 0394 ± 0.002 0.3121 .156 ± 0.00 0.90 ± 0.02 0.71163 
22 0337 ± 0.00 0.5781  .661 ± 0.004 0.78± 0.0 0.91674 
26 0.563 ± 0.002 0.6825 .15 ± 0.04 0.73 ± 0.0 0.69628 
28 0322 ± 0.004 0.7487 0989 ± 0.005 0.49 ± 0.07 0.47512 
30 0.513 ± 0.006 0,7512 0.40 ± 0.05 0.83023 
34 0350 ± 0.00 1.0 .077 ± 0.004 056 ± 0,0 0.63279 
38 0.498 ± 0.00 1.0 .925 ± 0.006 0.60 ± 0.09 0.35302 
42 0,497 ± 000 1.0 0.93 ± 0.02 0.72767 
44 0598 ± 0.002 1.0 .399 ± 0.005 0.65 ± 0,0 0.33767 
46 0,643 ± 0.00 1.0 0323±0.003 0.57 ± 0,09 0.7786 

50 0.406 ± 0.00 1.0  .468 ± 0.00 0.87 ± 0.02 1.08977 

En la tabla 13 se muestran los resultados estadísticos obtenidos a partir de la evolución espacio-temporal de los 
16 ACTs Clase 3. En todos los casos, se parte de una configuración Inicial al azar donde la probabilidad por sitio de 
tornar valor 0 ó 1 es de Vi. Los experimentos computacionales se efectuaron en redes de 8192 celdas, con condiciones 
periódicas a la frontera y tiempos de evolución de 5000 pasos. 

La columna con el titulo p, t 8 p, muestra el valor de la densidad asintótica a tiempos largos de sitios con 
valor I y la incertidumbre asociadas la medición. 

La columna con el título p„C. M., representa los valores de la densidad al infinito obtenidos a partir de la 
aplicación de una aproximación de campo medio. 

La columna etiquetada con ea muestra loe valores de la pendiente de la recta generada al vaficer H contra t para 
los ACTs clase 3, obtenida a partir de un ajuste mediante regresión lineal a las gráficas experimentales. Las celdas 
marcadas con - indican que el ACT tiene un comportamiento, en cuanto ala distancia de }lemming se refiere, similar a 
un ACELM aditivo lo que produce una gráfica de ti contra ten la cual hay picos y por ello no es posible hacer un ajusto 
por regresión lineal. 

La columna etiquetada con S, t 8S,, muestra el valor mintótico de la *mol* de bloque 8. Esta entumís se 
obtiene mediante la división de la red en bloques de longitud 8. El valor de la entropla decrece aaiMódcamente con la 
longitud del bloque, permitiendo localizar algunas colas pera Sb conforme el 'amado del bloque sumida. 

La columna bajo el titulo X, muestra el valor de los exponentes de Lyapunov máximos de ACTs clase 3 
obtenidos mediante un producto ás matrices Jacoblanas aleatorias. 
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