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Introduccién.

Retomando los origenes de la Estadistica, nos encontramos con que esta disci-
plina, considerada por muchos parte de las Matematicas, surgié con los objetivos
fundamentales de “describir” y “analizar” informacién, lo que generé dos grandes
ramas de {a Estadistica, la Estadistica Descriptiva y {a Inferencia Estadistica. Am-
bos enfoques fueron desarrolldndose exitosamente pero con el devenir del tiempo,
el “andlisis” fue cobrando mayor relevancia y la “descripcién” pasé a un segundo
término, no obstante de ser un paso fundamental como primer acercamiento a un
conjunto de datos. Conocer y entender la informacion disponible, permitird enca-
minar el analisis de una manera mds adecuada, permitiéndonos ademds, reconocer la
factibilidad del cumplimiento de los supuestos que las técnicas analiticas demandan.

Cuando se pretende realizar un estudio sobre un conjunto de individuos a los
cuales se les midieron ciertas caractéristicas, las téenicas descriptivas proporcionan
este primer acercamiento, las cuales interpretadas adecuadamente y con la ayuda de
un profundo entendimiento de los objelivos que se persiguen, darn Jas pautas para
iniciar un buen andlisis del banco de datos en cuestidn. Si se tuviera un problema

en ¢l que sblo se tuviera una variable de interés, la tarea descriptiva gquedar{a com-

pletamente resuelta utilizando instrumentos grdficos y medidas descriptivas basicas

de Ja Estadistica Univariada; no obstante, al estar ante un problema de la vida real,
es muy frecuente que el fendmeno bajo estudio demande 1a medicion de m4s de una
caracterfstica para lograr un mejor entendimiento del ismo, teniendo. que recurrir
entonces a la Fstadistica Multivariada, Ambas posibilidades se han trabajo amplia-
mente y el problema descriptivo se encuentra pricticamente resuelto; como ejemplo
pensenos en el caso multivariado en el que las variables bajo estudio son cuantitativas;
para pader describir esta siluacion se tienen un gran mimero de técnicas Gtiles, entre

las que destaca e} Andlisis de Componentes Principales (ACP), que permite describir



el comportamiento de un conjunlo de individuos a los que se les midicron un cierto
grnpo de variables, de tal suerte que la informacién recabada puede resnmirse en
una matriz de tantos renglones como individuos se lengan y tantas columnas como
variables se hayan medido, £l atractivo fundamental de esta téenica, radica en la
posibilidad representar a los objelos observados en un espacio de dimension menor
al original con la minima pérdida de informacion posible, y cuando adicionalmente
resulta que esta dimension puede ser dos o maximo tres, b herramienta grifica se
vuelve sumamente poderosa y atractiva por su interpretabilidad.

Para el caso en ¢l que los individuos fueron observados ademas, en diferentes
momentos del tiempo, la necesidad de describir su comportamiento cobra adn mayor
importancia dada la complejidad de la informacidn, pues no basta realizar un analisis
descriptivo en cada periodo de observacién, ya que se perderia el cardcler evolutivo
del fendimeno. En este caso, ¢l conjunto de datos puede resumirse en tantas matrices
como ocasiones se fiayan ohservado los sujetos, dando lugar a o que se conoce como
“Cubos de Datos”.

El Metodo Slatis propuesto inicialmente por Y. Escoufier y trabajado posterior-
meite por Christine Lavit, propone una técnica que describe este tipo de problemas,
logrando generalizaciones aldn mayores, come admitir Ja posibilidad de que ¢l con-
junto de individuos {0 el de variables) cambie de periodo a periodo, que permite
incluir situaciones practicas en las que algunos individuos no puedan finalizar el cstu-
dio en su totalidad o bien, que algunas variables cobren o pierdan importancia dentro
del contexto del problema y que el investigador se vea en la necesidad de modificar
el conjunto de caracteristicas a medir antes de terminar el periodo de observacisn,
Desgraciadamente esta propuesta no ha sido muy explotada y se encuentra muy poca
literatura al respecto, no ohstante pensamos que vale la pena difunditfa por su gran
utilidad ademds de presentar {a teorfa que la sustenta de una manera mucho mads
accesible de ¢dmo se propuso orginalmente; asimismo creemos que implementar el
método en rutinas computacionales puede contribuir también en esta tarea,

‘ La idea fundamental del Métodn Statis radica en el uso de la estructura algebraica
subyacente en los datos, en contraposicidn a la filosofia de imponerles modelos que los

ajusten. ‘Esto permite que pueda aplicarse a cualquier cubo de datos cnantitativos



que se disponga, pero con la consecuente limitacidn, que es importante no perder
de vista, de que Slalis es una técnica descriptiva que permite conocer con bastante
profundidad a los individuos y caracteristicas observadas a través de instruinentos
graficos, utilizando la informacién disponible de manera éptima, pero no puede ser
extrapolada a la poblacion que fuec muestreada por no ser una téenica de tipo infe-
rencial. Por otro lado se debe de reconocer, que si el tipo de fendmeno bajo estudio
es un censo, lo que se necesita precisamente cs una lécnica descriptiva; ademds,
dada la enorme complejidad de los cubos de datos, los supuestos distribucionales que
demandan las escasas técnicas inferenciales que atacan este tipo de problemas, son
tan restrictivos que podrian aplicarse adecuadamente sélo en muy raras ocasiones,
cobrando asi, mayor importancia una herramienta descriptiva.

Como se mencioné anteriormente, el Método Statis constituye una alternativa al
andlisis de cubos de datos y puede considerarse como una generalizacion del ACP,
por lo que se disciid la estructura de esta tesis de la manera siguiente. En el Capitulo
1 se expone detalladamente la parte técnica del método cuando el cubo bajo estudio
esta formado por una iinica matriz, con la idea de ver la forma cdmo Sialis recupera.
el ACP. Como este método utiliza conceptos matematicos avanzados, se buscd hacer
esta exposicion desde la presentacidn de los mismos, no obstante la lectura de este
trabajo demanda un manejo fluido del Algebra Lineal. En el Capitulo 2, utilizando
los conceptos presentados en el Capitulo 1, se ataca el problema més general en el
que se tienen varias matrices de datos que resumen las mediciones en cada periodo de
observacién y en el que alguno de los conjuntos, individuos o variables, puedé sufrir
modificaciones durante el estudio.

Finalmente, tratando de presentar un visién global de Statis, en el Capitulo 3
se prcsenta‘una aplicacion de este método. El problema que se atacd se resume
hrevemente a continuacidn. El objetivo era entender la dinimica demogrifica en
México a mivel estatal y nacional que sufrié el pafs en el periodo comprendido entre
1930 y 1990, a través de seis variables de interés: nimero de naciniicntos de hombres
y de mujeres, niimero de defunciones generales y de niios ‘menores de un aio y
niimero de matrimonios y divorcios. La informacién dispoxiible se obtuvo de los censos

nacionales presentados en el Anuario Estadistico de los Estados Unidos. Mexicanos



{10] publicado por el Instituto Nacional de Geografia ¢ Informitica (INEGH) y el
anilisis se Hevo a cabo utilizando las rutinas desarrolladas como parte de este trabajo
en el lenguaje S-PLUS con licencia del lustituto de Investigacidn en Matemdticas

Aplicadas y Sistemas (1IMAS) y que se anexan en el apéndice al final de esta tesis.



Capitulo 1

Otro enfoque del Analisis de

Componentes Principales.

1.1  Introduccion

" El Andlisis de Componentes Principales (ACP) es una téenica que nos permite
estudiar el comportamiento de varias caracteristicas cuantitativas medidas sobre un
grupo de individuos, es decir, observaciones multivariadas que pueden resumirse en
una matriz de datos con tantos renglones como sujetos se hayan observado y con un
nimero de columnas igual a la cantidad de variables bajo estudio. Fsta téenica nos
brinda la posibilidad de describir relaciones entre individuos, entre vatiables y sobre
todo, nos permile tevar a cabo esta descripeién con un ndmero menor de variables
perdiendo la'minima informacién posible.
~ Sin embargo, el Analisis de Componentes Priucipales, se ve restringido ante apli-
caciones. donde surge la necesidad de estudiar simultineamente. varias matrices de
datos; cuando no basta ¢} andlisis interno de cada una de ellas, sino que ademas se

requicre describir sus relaciones. Consideremos las tres situaciones siguicntes:

¢ Situacidn I, Un gmpo de i individuos se somele a un estudio que consiste
en la medicion de p variables cuantitativas en k diferentes ocasiones, con el

objeto de estudiar la posible existencia de algin patvén evolutivo de estas ca-



racteristicas en los individuos bajo estudio. El resumen de esta informacion se

puede concentrar entonces, en k niatrices de dimension n x p cada wna.

¢ Situacidn 2. Se quiere describir el comportamiento de p variables en k diferentes
grupos de individuos, donde cada uno de ellos cuenta con n; sujetos, dando lugar

a k matrices de ditensidn n; % p.

o Sitnacidn 3. Un grupo de n individuos se somete a la medicion de caracteristicas
agrupadas por algin criterio de seriacion en & grupos con p; variables cada uno

de ellos, lo que da lugar a k matrices de dimensién n x p;.

La idea de este capitulo es presentar el Andlisis de Componentes Principales de
una matriz desde una perspectiva basada en su estructura algebraica, que nos permita

abordar este tipo de situaciones sin requerir de supuestos distribucionales.

1.2 [Espacios vectoriales y dualidad.

Cuando realizamos un Anélisis de Componentes Principales cldsico, disponemos
den individuos a los que les hemos medido p variables cuantitativas, de tal manera que
la informacidn obtenida de cada uno de los sujetos puede guardarse en un vector de
dimensidn p, teniendo ui total de n de ellos. Asi, estos vectores pucden interpretarse

como elementos de un espacio vectorial con la forma siguiente

é’l’) = (I{,"‘,Z';),
g = (¢}00h),
o= (2hr,2h).

Andlogametite, desde el punto de vista de las variables, esta informacidn se puede in-

terpretar como un conjunto de p vectores columna de dimension n, qite son elementos



de un vspacio formado por las variables bajo estudio. Esto se resume como

5!." = (-’l'%""'.’l.':‘),
&‘21 = (7"{' T |~r31) s
gt = (T‘l,ﬁ T )'2:?1)!

de tal manera que el subindice denota al nimero de individuo y el supraindice se
tefiere a fa variable correspondiente.
Asl, la informacidn observada nos lleva a pensar en dos espacios vectoriales que
serdn nuestro punto de partida en el andlisis,
F : espacio de individuos. Inducido por n elementos de dimensién p de la forma
zi = (x},...,2¥) con i = 1,...,n cuya base candnica serd denotada por {L, o ,_l_'P} .
E : espacio de variables. Generado por p elementos de dimensién n de la forma
¢ = (2},...,23) con j =1,...,p cuya base candnica se denotard por {gs,. . €.}
Esto da lugar a la matriz de datos observada X de dimensién n x p,

o 2} ... o
o og? L g2
1 T o 5

L R
Tn Ty "‘ﬁ

que puede expresarse en términos de las variahles

X=(2,...,2") con g' € E,

o bien en términos de los individuos

X' =gy oo n) con g5 € F

Puesto que en las aplicaciones de la vida cotidiana, las caracteristicas cuantitativas
de interds se miden con nimeros reales, el espacio de individuos F cominmente serd
R? y ¢l espacio de variables E serd R”, lo que en general simplifica la teorfa pero que
deade el punto de vista técnico no representa una condicién indispensable,

Asi, el elemento 2] de la matriz observada, se puede ver como la -ésima entrada

del j-ésimo vector de £, o bien como la j-ésima entrada del i-ésimo vector de F,
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es decir, este elemento pucde obtenerse a través de una funcion hg que consista en

extraer la 1-ésima entrada de un vector en I o haciendo lo correspondiente en F'

variables individuos
hp: Ik — R hp - R
he(@) =2 he(z) =2,

Esto nos lleva a estudiar ol espacio formade por las aplicaciones lineales de un’espacio

vectorial cualquiera a los imimeros reales.

Definicién 1.2.1 El dual G* de un espacio veclorial G es el espacio vectorial for-
mado por ¢l conjunto de aplicaciones lineales de G — R, denotado cominmente por

L(G\R). :

El espacio vectorial dual tiene algunas propicdades interesantes que lo hacen de
gran utilidad para nosotros. Entre otras cosas, ¢l dual comparte la estructura del
espacio original; esto puede verse a través del siguiente resultado que garantiza la

existencia de un isomorfismo’ entre ellos.

Teorema 1.2,1 Sea (G,q) un espacio vectorial de dimensién finita n, con producto
escalar q,denotado por (g,b), con g, b € G, y sea q: G — R una transformacion
lincal. Enlonces ecisle un tnico veclor y € G tal que q(z) = (z,y),, por esta razon

q(z) se denotard por qy(x).

Demostracién, - Sea f = {Qv' - ,gﬂ} una base ortonormal de G, a través de la

cual podemos expresar a un vector fijo y € G como

y= g(an Weg

Si definimos  : G — R como h(z) = (g, y), entonces b es claramente lincal (herencia

de la lincalidad del producto escalar q); al aplicar esta transformacion a cualquier

1Un isomorfismo entre dos espacios vectoriales G y F, es una funciéit lineal biyectiva entre ellos.



vector g, € 3, tenemos

h(g)) = (gpuk = (QJ»SJE‘:I(Q,-,Q)@)Q = (EE':l(,z;,g)qgi,a,)q
Z?’-:l ((ﬂpﬂ)q.’lw.‘lj)q = Z?:l(ﬂ;:ll)q(!lp g.j)'l
T ilg, whbis = (g, ) = aylg;)

#

i}

como k y g coinciden en los elementos de la base B, podemos concluir que b = .
La unicidad de g, se deduce direclamente de las propiedades elementales del pro-

ducto escalar, cuando se supone la existencia de otro vector y’ que cunpla que

Qy(z) = (g,¥)s = (&, y), para toda 2 € G,

de donde se implicaquey = . O
Coustruyamos entonces, coujuntos {e},...,e0}, ¥ {[;,,[;} que formen una
base para sus respertivos espacios duales E* y F*, de tal manera que los vectores

observados puedan expresarse conio combinaciones lineales de cllos

variables individuos
g:E-R [;;I"-wR
g@)=e  [@)=d.

Estas cxpresiones se resumen a través de las transformaciones a y a’ que relacionan
los espacios involucrados y cuyas matrices asociadas son claramente X’ y X respec-
tivamente

a:B*—F d:F* =L

)=z )=

El siguiente diagrama permite visualizar esta informacién en conjunto

Xl

FP=R — O

£ — E=R"
X

diagrama 1
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Para entender las relaciones que existen entre las caracteristicas y los individuos
observados, necesitamos definir algunas medidas de “proximidad” o “asociacion” entre
objetos de la misma clase. Esto podra hacerse a través de las métricas heredadas del
producto escalar que elegimos en cada uno de los espacios, de tal manera que si
queremos cambiar de medida basta cambiar de producto interior y con ello a su
matriz asociada.

Consideremos el producto escalar cldsico m entre individuos definido sobre I de

la manera siguiente

k m:FxF-+R
(i, 2))m = abx
donde “+" denota el producto punto entre dos vectores, de donde se deduce la norma
de un vector z € F, ||zl = (z,2)m y la distancia entre dos vectores i, z;
dg, 2, = u&; - i “m. Comio se menciond antetiormente, a este producto escalar cldsico
le corresponde una aplicacién lineal my € F* que define un isomorfismo entre F'y F*
cilya matriz asociada, en términos de las bases mencionadas, sexd Hamada M = I
Asimisimo, podemos pensar en el correspondiente producto escalar euclidiano d

para el espacio de variables

d:ExE-R

con su aplicacidn lineal asociada dy € £* y con matriz D = I,

Finalmente, s6lo nos resta definir las métricas sobre los espacios duales I'* y E*,
de tal manera que se preserven las normas de los vectores originales; si atendemos a
la asignacién hecha anteriormente (¢ + z; y f; + 2/) y llamamos V a la matriz
asociada a una métrica dada sobre I y W, a aquélla sobre E*, queremos entonces

que:

o ¢l i-dsimo individuo z; € F': ||zll,, = llefll,, parai=L,...,ny

o la j-dsima variable p7 € B : ]|, = ‘fj'" para J=1,...,p.
v



las matrices quedan definidas por

V=
W

i

X'DX

(1.1
XMX' ()

i

pudicudo resumirse toda esta informacién en ¢l siguiente Diagrama de Dualidad, que

‘no es mas que la complementacién del diagrama |

individuos yr e
F=Rr e
V M D w
2 x FE=R
- variables

diagrama 2

1.2.1 Algunas métricas de interés.

Con el objeto de resaltar las proximidades y las diferencias entre las caracteristicas
bajo esludio, asi como lograr mayor interpretabilidad, se propone efectuar una trans-
lacién a cada vector del espacio de variables por su media aritmética ponderada por
la “importancia” de cada individuo, lo que produce un corrimiento de la nube de
datos que la lleva a tener por centro de gravedad, el origen. ‘La razon por {a cual
hablamos de “media ponderada” evadiendo su sentido probabilistico, se debe a la
filosofia del métoda, que busca no involucrar supuestds distribucionales. Precisemos

estos conceptos,

Definicién 1.2.2 La Media Ponderada de la j-ésima caracterdstica se define como
R n s
= zp(‘:t{,
i=1

donde py reflejo lu “importancia” asociada al i-ésimo individuo y Yl pi = 1. De
donde sc obtienc la Media Aritmeticn pam el caso particular en que p; = 1/n Vi =

Lo
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Definicién 1.2.3 El conjunto I de individuos abservados: {z,,...,zr,}, elementos
de RP, ¢s flamado Nube de Individuos y su Centra de Gravedad sc define coma el
vector g € F, que tiene en cada una de sus entradans, la media de la variable corres-

pondiente, es decir

i

Definicidn 1.2.4 Une matriz observada X cuye nube de individuos tiene por centro

de gravedad al vector Q € RP se conoce como Matriz Centrada o Corregida por su
Media.

Definicién 1.2.6 La Varianza de la j-ésima carucleristica obscrvada se define como
n
. ) wiy2
3)' —Zﬂ.(mi - & ) .
=t

Definicidn 1.2,68 La Covarianza muestral entre lo j-ésima y la k-ésima variable, se

define por

5= Yo pe! ~3)(ak - 7).

i=l
Esta ponderacion de los individnos se debe incluir en la métrica asignada al es-
pacio de variables, de tal manera que la “distancia® entre ellas refleje las diferentes
aportaciones hechas por cada uno de los individuos involocrados. Definamos entonces

el siguiente producto escalar dy, sobre la base {g;,...,¢,} de

o8l i=j
0 si isj

cuya matriz asociada D, es diagonal con elementos {py,...,p,} , donde

(ﬁhgj)llp =

Proposicion 1.2.1 d, define un producto esealar sobre 1.



Demostracidn,  Debemos probar tres propicdades:

o Simetrfa, Scan u, v €
(), = W'Dpu = (W Dpn) = o Dy = (u,u),, -

o Bilinealidad, Sean w,v,z€ F

LR 4]

(wtuz)y, =@+u) Dyz= ' +1)Dpz = U Dyztv Doz = (1,2)y +Hu z)g,

(Au, ) (I\L) Dyp = A(iDp-”-) Al 1’-)4'

P

o Por iltimo probaremos que si 1 € £ entouces (1, y_)dp 2 0. Como y € IY puede

expresarse como @ = ¥ (&, 1t)e;, usando la hilinealidad de d, venos que

(w,u)y, = (Elei w)en e ey, = Slenu) (60 Dlen wey, =
[E(—u” ] (-n—; [2 —ni)] D
que es positivo y se anulainicamente cuando (g;,1) = 0V i, es decir, cuando
y=00

Retomando e} Diagrama de Dunlidad (diagrama 2), venos que la malriz V =
X'DX (ver L.1) definida de esta manera para el producto escalar d, se expresa cn-
tonces como V' = X'0,X para cste nuevo producto escalar dy, lo que reconstruye
la matriz de varianzas y covarianzas tradicional cuando los pesos asignados a los in-
dividuos son iguales y la matriz X es centrada: Basta observar la entrada jk dela

matriz V que estd dada por
[V}]k Ep' I I’

ademds, fa norma que definc este producto escalar cs tal que reconstruye la varianza

muestral
n
N2
. Ao — ol
[, - - Son ) -
1=l
entonces, si llamamos a al dngulo formado entre fay variables £f v 27 centradas,

encontramos ,
al 8
= I 4

J 'I!d flas IL,,, 8i8)

COS (¥ =
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que es precisamente su correlacion. Es asi como se interpreta la relacidn entre las
variables: si éstas, pensadas como vectores, estdn my cercanas a la colinealidad
(@ = 0 6 o = 7) tendremos evidencia de correlacion mixima, y si se encuentran
cercanas a la ortogonalidad (o = 7/2) habrd indicios en favor de una correlacion
nula.

Asimismo, al situarnos en el espacio de individuos, no es raro encontrarse ante una
aplicacién en la que las variables medidas se refieran a caracteristicas completamente
diferentes, cuyo rango de valores y variabilidades discrepen de manera huportante.
Por ejemplo, imaginemos que estamos midiendo el salario que recibe un trabajador
y el nimero de hijos que tiene, si este individuo recibiera un aumento de $1000 ¢n
el salario no representa, ni remotamente, una situacion comparable a sufrir el mismo
aumento en la jcantidad de hijos!, por lo que sus varianzas deben interpretarse bajo
criterios difetentes, Este efecto ocasionado por la diferencia de dispersiones asi como
de unidades, podria enturbiar el andlisis, de tal manera que es recomendable disponer
de observaciones ya divididas entre su desviacion estindar, donde esta distorsion se
haya eliminado previamente. Fstamos hablando de aplicar la siguiente transformacion
(lineal) a los datos centrados ‘

o]
et
8
¥y que equivale a asignar un producto escalar particular al espacio vectorial F. Concre-
tamente nos referimos al producto escalar my;, que se define sobre la base {L, - !ﬂ}

de la manera siguiente

Lo s
;l- sl =)
([,'7,[])"!1/. =
0 si i#j
cuya matriz asociada es una diagonal con entradas My, = {;‘l—, e ,7’"} y-da lugar a

una métrica en E* con matriz asociada W = XMy X' {ver 1.1). La demostracién
de que my, define un producto escalar, es completamente andloga a la Proposicién
1.2.1.

Cabe seiialar que el efecto de esta transformacién sobre una matriz centrada es

simplemente su reduccidn, por lo que la distancia entre dos variables nos dard como



resultado precisamente su correlacion,

1.3 Inercia de una nube de puntos.

Uno de los objetivos del Andlisis de Componentes Principales, es la bitsqueda de
proyecciones ortogonales de la nube de puntos original, gue nos permitan obtener
una representacion grifica (imagen euclidiana) de los individuos o variables bajo
estudio que describa de la mejor manera posible, sn comportamiento y relaciones
en e] sentido de pérdida minima de informacién; esto nos sugiere buscar un espacio
de menor dimension a la original (subespacio afin), donde podamos lograsle. Para

presentar formalmente esta construccion, necesitaimos introducir algunos conceptos

que nos serdn de utilidad,

Definicién 1.3.1 Un espacio vectorial (G,q) o5 Hlamado Euclidiano si es real, de

dimension finita y con un producto escalur q.

Definicién 1.3,.2 Un conjunto no vacio H es un Espacio Afin Fuclidiano asociade

@ un espacio vectorial euclidiany G, si existe una aplicacion a tol que

arfIxG- H
aM,z)=M+2

que cumpla:
LYMeH, Vg, Yyed

M
(M 42} +y.

M+g
M+ {z+y)

It

2, Pare cualesquiere dos elementos M, M, € H, existe un dnico veclor ¢ € G
tal que M; -z = M;. Por esta razon,; lamarcmos al veetor z, MiM; y « los

elementos del conjunto U los Hamaremos puntos.

Algunas observaciones que nos ayndardn son las siguicntes:
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o La dimensidn del espacio afin cs la misma que la del espacio vectorial original.

o Ll par formado por un punto O € H llamado origen y una base del espacio vec-
torial GG se conoce como pareja de referencia, de tal manera que las coordenadas

del punto M € H son las componentes del vector QM. € G en la base dada.

Como se comenté anteriormente, buscamos la representacidn de los objetos en
un subespacio alin enclidiano, que capte la maxima variabilidad posible de los datos
originales. La pregunta que surge entonces es, jcomo podemos generalizar la nocion de
dispersion en un espacio multidimensional y ¢cémo llevar a cabo esta transformacion?
Esto serd posible bajo el concepto de inercia, que resume la idea de proximidad de
una nube de puntos con respecto a otro particular, con la ventaja adiciohal de que
incluye la idea de la ponderacidn de los individuos, a través de la métrica que se haya

decidido usar,

Definicion 1,3.3 Elmomento de increia de una nube de individuos {g;,i = 1,...,n}

en el espacio vecltorial ' con mélrica m respecto a un punto g € F | se define como
=5 ; 2
L= pillei - ol
)

Esta medida de inercia respecto a cualquier punto, puede recuperarse a través de
la incrcia con respecto al centro de gravedad de la nube. Este resultado se conoce

como e} Teorema de Huyghens y serd de gran utilidad en este desarrollo.

Teorema 1.3.1 Lainercia de una nube de individuos {2;,4 = 1,...,n} en el espacio

vectorial F' con mélrica i, con respeclo @ un punto g puede descomponerse como
=1 ’
s=ltle-d,

Demostracidn.

o= Tipille =l = Sipiai — 6,2~ 0w
Lipilzi—gt+g—a,2i~g+9—



I, = Dpla—gzi-g+g-antOplg- ez -9+ g0
Zl)i(ln“aali*a)m FNplE - dag - Ty - 2t - gn
+Lplg— 4 g o)n

Ln"L ,1“ Frpde ~ g g~ et “~rz“ L
Iy + 2% p - AT Pg — ) t lo=ofl =t +]e-a

Queda cloro entonces, que el punto mds cercano a lu nube ut:lzzaudo (I criteria de

it

i

it

.

inercia minima, es precisamente su cenbyo de gravedad, que pore el caso de nubes

centradas, como éste coincide con el origen, se puede reducir la definicidn (3.9 a

¢ = Zp. ailf,

iste concepto se relaciona con el ¢squema de dualidad que hablamos discutido a

través del siguiente resultado.

Teorema 1.3.2 La inercia de wna nube de individuos cenlrada, puede expresarse
como

¥ = traza(VM).
Demostracién.
P o= Tipilnll = Sodenz)n = oneMa),
2tMz; € R entonces giM i, = traza{zMz;) por lo que .

¥

fl

¥ pitraza{ziMz;) = T pitraze{zzi M) :
Yitraza(pizaiM) = traze (gt M) = traza(VAL).

it

La iltima igualdad se justiﬁca. por una expresion alternativa de V, T paziz} cuya
prueba es inmediata, O

Corolario 1.3.1

i = traza{ VM) = lraza(W D).



20
Demostracién.  La demostracion se deduce de las propiedades del operador traza.
i = traza(VM) = lraza(X'DX M) = traza( XMX'D) = lraze(WD). D
A continuacién se presentan algunas observaciones interesantes

¢ Si M = Dy entonces

i

it

traza(VD, ) = treza(V(Dye )3 (Dye)'1?)
traza((Dy ) *V(Dyya)' ) = traza(C) = p

i

donde C es la matriz de correlacién,

o Si M = I, ,la matriz identidad deducida a partir de la base candnica, la fnercia

recupera la traza de la matriz de varianzas y covarianzas ¢ = traza(VI) =
traza(V).

Pero jcomo se relaciona esle idea de la incercia de una nube, con las matrices
definidas en el Esquema de Dualidad?. La respuesta no es sencilla, pero se tratard de

aclarar en la siguiente seccidn.

1.4 Operadores adjuntos y autoadjuntos.

A partir del siguiente teorema, se desprenden los conceptos de “operador adjunto”

y “autoadjunto”, que seran indispensable para el desarrollo de esta seccion.

Teorema 1.4.1 Sea (G,q) un espacio vectorial de dimensidn finila con producto es-
calar g, y sea T un operador lineal de (5, es decir T : G — G. Entonces existe un

tnico operador lineal T*-en G, tal que

(T(g),y)q = (@, T'(LI.)),I para todo g,y € G



2]

Demostracién.  Sea y € G y definamnos q: (G — R como qfz) = (’/‘(11),1/) para
- Y

todo z € G. Primcro probaremaos que q es lineal, Sean 2,2, € G ye € R

il

(Tlear +mahvy), = () + Txa)v),
¢ (T(z.),u)q + ('l'(:l_fz),u)q = ccif2y) + q(e,)-

q(ez; + 2.)

Por el teorema 1.2.1, subemos que existe un inico veclor y, € G tal que q (z) =
(2, Yy)e U pre que sea igual a (,'['(g),y) tenemos que dcfinir T* 0 G (! comao
4),
T*(y) = g, asi
(@), = (27Ww),,

de donde es ficil probar que T* ¢s lineal. Sean Yl € GyceR,

it

(27 +i), = (T +u),=c(T@y),+ (@),
c(g, T'(gl))q + (LT'(! 2)),,

(Ll CT.(L’,]))‘I + (1‘,1”(!!2)) '
)

1
como x. ¢s arbilrario, se liene que 'I"(c,rl1 + QQ) = c'I"(y_l + '1"(1,2).

v

1}

Solo nos falta probar que 1" es dnica. Supongamos I : G — @ lineal y que

satisface que (T(Q_?),y_)q = (L, U('l)),, para toda z € G, entonces
(114), = (5, = 5.0, pr s g €6,
lo que implica directamente que T = U. D

Definicién 1.4.1 Kl operador 1" descrito en el teorema anterior se conoce como el

Adjunto del aperador T.
Nétesc que también

(& 7@ = (Tl = (0 1"W@), = ("),

lo que informalmente podria resumirse como la adicién de un **” cuando se cambia
la posicion del operador dentro del prodicto escalar,
[l siguiente teorema nos explica la manera eéino se relacionan las matrices asocia-

_ das a estos operadores.



Teorema 1.4.2 Sea ((7,q) un espacio vectorial de dimensidn finita n, con producto
inlerior ¢, y sea f una base ortonormal para G. Si1" es un operador lineal en G cuya
matriz asociada @ la base § se denota por A = [Ty y 8 = (1™, la correspondiente
para el operador T*, entonces:

()= 135,

donde [T, representa la malviz adjunta de {T1,.

Demostracién,  Sea j = {Qx"“ ,yﬂ} entonces la entrada 77 de la matriz B estd
dada por
By = (T"(g;h ) = (g, T*(g,)) = (T(g;). ;)
= Aji= (A
que es precisamente la definicidn de la adjunta de una matriz para el caso en que
todas sus entradas sean teales, de donde se concluye que B = A", O

Observemos que

o La matriz asociada A* al operador adjunto 7' de 7', no es inds que la transpuesta

de aquélia asociada a T, es decir A* = A",

o Estos resultados pucden extenderse al caso en el que el campo escalar del espacio
vectorial G sea el de los niimeros complejos, sin olvidar que la. simetria en el
praducto escalar tiene nna ligera variante: (z,y), = m donde la harra
significa conjugacion compleja; esto da como resultado que la matriz adjunta

A, sea la transpuesta conjugada de A, es decir (A%);; = 4.

Dentro de la clase de operadores adjuntos existe un grupo de particular interés,

constituido por aquellos operadores cuyo adjunto coincide con-él mismo.

Definicién 1.4.2 Seca (G, q) un espacio veclorial con producto interior ¢ y sea T un

operador lineal cn (0.1 se denomina operador antoadjunlo (o Kermiliano) si T =T,

Asimismo, una matriz cuadrada A sc conocerd como autoadjunta (o hermitiana) si

A=A~
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Ast, para ¢l caso de matrices con entradas reales, ser antoadjunta equivale a ser
simétrica. Una propiedad importante que gozan cstos operadores, es que todos sus

valores propios son reales.
Teorema 1.4.3 Seal" un operador lineal avtoadjunio en un espacio veetorial (G q).

Si X es un valor propio de T, entonces A € R.

Demostracién.  La dewostracion se hard en tres etapas:

Primero se probard que | T(2)ll, = |T°(2)ll, Yz € G.

il

() (T(e), T()), = (T"T(x), ), = (I'T"(2), 2), = (T"(x),T*()),
173

l.a segnnda parte relaciona los valores propios de los dos operadores; si A es valor

il

propio de 1" entonces X es valor propio de 7™,
Si X ey el valor propio de T asociado al vector propio z, es decir T'(z) = Az, y
definimos el operador U como el polinomio caracteristico asociado a T, U = T' — A1,

se tiene que si U(z) = 0, entonces

0= 0@, = (U@l =1~ A@I, = | -],
[7e(2) - X)), = 7*(2) = Rz,

i

[

lo que nos dice que X es un valor propio de 1. Con estos dos resultados probados,
la tesis del teorema se demuestra inmediatamente, k

Az =T(z) =T"z) = Az como g # (, entonces A = i=\eR.O

Una propiedad que caracteriza a este tipo de operadores es aquélla que afirma que
un operador es antoadjunto si y sélo si, el espacio vectorial sobre ¢l cual se define,
tiene una base ortonormal formada por los valores propios de dicho operador.” Su
demostracién no es dificil, pero se prefirié omitir con ef objelo de no hacer de este
trabajo un escrito excesivamente téenico. Para mayores detalles se sugiere consultar
! | |

Finalmente estainos en la posibilidad de presentar los conceptos y resultados que
nos permitivan relacionar tado lo presentaddo en esta seccidn, con el material expuesto

previamente.
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Definicién 1.4.3 Sea a un operador antoadjunto sobre un cspacio veclorial (G, ¢)
con maliriz asociada A. Ll cocienle de Rayleigh para un vector g # 0, elemento del
espacio vectorial G, se define por el escalar

”a(.‘.) = E](l.il':lzzj—",

equivalentemente
Rz} =

Teorema 1.4.4 Para una malriz awloadjunta A con valores prapios ordenados de-

crecientemente Ay > Xy 2 ... > A, se liene que

maxzzo Ra(x) = M,

I
>
H

minggo Ral)

Demostracién.  Como se menciond anteriormente, podemos encontrar una base
ortonormal {g;,...,,} de vectores propios de A, tales que Az; = \z;, 1 < i< n,
donde M 2 A2 2 ... 2 A, son los valores propios asociados al correspondiente ;.
Por ¢} teorema 1.4.3, sabenios que todos estos A; € R; cada vector g en el espacio
vectorial (G, ¢), puede expresarse como combinacion lineal de esta base de la siguiente

manera

por lo tanto

Az, (AZ;;,(g.z.)vg.E;‘,,(a.&,)qg,)q

|

Bale) = =gt = Tl ,
_ (E,’»‘,,(g.z.-)w!z..E;':,(syz,)q;,)q _ (Z?_,(E»I.')q-\i!i.'-Z;‘=\(Inﬂj)q£,‘)"
- [HH — flsll;

'\1(54.":':)!1(%2!’)'1(5.‘-’.7“)q - A‘.(E'E‘)‘(E'EJ)"SI] - Z:I:| '\i((x!‘?..)'l)l
[EH izl flz?

Mz ll!(bﬁq)q!: = \['

=g
La otra parte del teorema se demuestra de una manera semejante. O

IN

La igualdad se alcanza cuando el cociente de Rayleigh se evalia precisamente en
el vector propio asociado al valor caracteristico maximo (minimo) z,{z,,)
(Azyz), ('\lihll)v _ A (2 2)

Ralxy) = L= - =
e
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1.5 Construccidén de la nube de inercia maxima.

Bsta seccion busca ligar las dos previas y explicar de ddnde surge la construccién
propuesta.
Al retomar lo quie se discutio sobre la inercia de una nube de puntos (ver definicion

1.3.3), recordermnos que para el caso de nubes centradas se pudo reducir a
2
'l' = ZP' Nlium '
i

donde m representa la métrica usada en el espacio de individuos (F,m). Como sabe-
mos, cada uno de los vectores g; que conforman esta nube, pueden expresarse de
mauera tnica conto combinacién lineal de alguna base ortonormada de (F,m), diga-
mos {[], . ,[p}, concretamente g; = 2?3,(1,»,[).),,.[). , de tal suerte que podemos

encontrar una expresion equivalente para i a través de esta base
Shplled? = S @z = S p (Do ) Sherl@n fmL)
L (i £ Bk Lm (£ )
S 1 St (@0 LI Shea (i [ i
e i Dhar(in [V = Tl Dhar e [

il

m

i

i

(1.2)

i retomamos ¢l Esquema de Duelidad discutido en la seccidn 1.2 y la forma

e

como individuos y variables se consideraran clementos de espacios vectoriales con
sus respectivas métricas y relaciones duales; podemos encontrar, usando las técnicas
introducidas previamente, que las matrices que resumen esta inforinacién (ver la
expresion 1.1) resultan ser autoadjuntas, lo que nos permite introducir el Cociente
de Rayleigh (ver definicion 1.4.3) como vinculo para encontrar la nube de inercia
mdxima. Veamos con mds delalle.

En el teorema 1.3.2 y el corolario siguiente, probamos que ¢ = traza(VM) =
traza(W D). Si analizamos con enidado estas matrices y utilizamos el hecho de que
M y D son matrices. diagonales, vemos que pucden expresarse como el producto de

dos matrices simétricas con entradas reales, es decir, antoadjuntas

i

VM = X' (DXM)= AA"
WD = X(MX'D)= A{A')

i



i
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La razon por la que s¢ han nombrado precisamente AA" y A'(A')*, se explica en el
siguiente teorema, que lo enunciaremos para el caso de la matriz VM = AA°, pero

puede referirse andlogamente para WD = A(A')".

Teorema 1.5.1 La inercia de una nube de punios centrada, ¢s fo suma de los valores
del cociente de Rayleigh asociados a la matriz AA®, sobre lu base orlonormada de

veclores {_l, Y }

Demostracién.  Como sc concluyd con anterioridad, la inercia se puede escribir
alternativamente en términos de la base ortonormal {[l, .- ,L‘} (ver 1.2), a través

de la expresion

1/}—},1&" |2, = ZLP« 2 [)m

i=1 j=1
Asimismo se habia definido el producto escalar dy, y la aplicacion a (ver pig. 11) sobre
los elementos de la base {g},...,¢e2} que nos permitia pasar de un espacio vectorial
a otro de la siguiente manera
a:(E*w) - (Fym)
“(9;) = Liy
cuya matriz asociada a la base candnica de F' es X', Andlogamente
' (P, 0) — (B, d)
d(f3) =g
con matriz asociada X. Asi, el operador adjunto a® se define por
a: (Fym) = (B, w),
de tal manera que
. i [ p®
(“(Q)'Lj)m =(¢,a (Lj))w’
de donde es ficil probar que a* = w='a'm = da'm por lo que la matriz asociada al

operador ¢a® es X'DXM = VM y que habfamos Hamado precisamente AA®, (asf
como WD = X'(DX M) que habiamos llamado A'(A")*), entonces

-u[ )m = v[,)m = .1»" ([ wi



Rar (L) = (AN 1), = (,4-1;,/1-[),"
(5 (4L, u) e T (A]), 6),
Zx (A ijv '|) . »U—l) L: (A [ 1§;) JP.‘

il L),

[H

por lo que sc tiene
»
l/’ = Z H,Mu (f_]) .0
i=1

Al referirnos una vez mds al teorema 1.3.2, se concluye que

v
= Z e (,[J) = traza(V M).
J=t

Ahora bien, el resultado anterior nos dice «que la inercia total puede recuperarse
a través del cambio a una base ortonormal, sin embargo, no debemos perder de
vista nuestro objetivo principal que consiste en describir lo mejor posible, el compor-
tamiento de individuos y variables en un espacio de menor dimension. La pregunta
que surge ahora es: jcémo debemos elegir dicha base, de tal suerte que al proyectar
sobre un espacio afin de dimensién menor a la original se recupere la mayor inercia
posible o, equivalentemente, perder la miiima cantidad de informacion dispouible?

Si pensantas en los teoremas 1.4.4 y L5.1, ast como en los comentarios que hici-
mos sobre ellos, sabemos que una posible base ortonormal que podemos elegir y que
reconstruiria la inercia total a través de los cocienles de Rayleigh, es aquélla formada
por lo vectores propios de la matriz VM, Esta idea resulta muy interesante, por

varias razones.

¢ Sabemos que-la inercia es la suma de estos cocientes (teorema 1.5.1) sobre
cualquier base ortonorriada, en particnlat por aquélla formada pot- vectores
propios, pero ademds sabemos que el maximo de estos sumandos (teorema-1.4.4)

se alcanza cuando el cociente se evalia en el vector propio asociado al mdximo

valor caracteristico Ay, de tal manera, que ésta serd fa direccién que capte la

mayor proporcion de inercia.

Si eliminamos la direccion del vector propio asociado o Ay, nos queda un sub-

espacio afin ortogenal a esta diveccion (recordemos que forman un conjuitlo de
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vectores ortogonales), con la inercia restante igual al total original menos la que
fue “explicada” por la direccion del vector exclnido. Si aplicamos nuevamente el
teorcma 1.4 .4, podemos concluir que el siguiente vector que “explica” la mayor
canlidad de la inercia sohrante, es aquél que corresponde al valor propio mixime

A, y asi sucesivamente,

¢ Cabe recordar tambidn, que los cocientes de Rayleigh a los que nos hemos
referido, se aplican sobre las matrices VM o WD, que como ya se dijo, son
antoadjuntas y podemos garantizar que sus valores propios son no negativos. Fl
nimero de estos valores que sean estrictamente positivos, coincide con el rango
de la matriz correspoudiente y cuando este ndmero es inferior a la dintensidn
original, se refleja una situacion en la que en realidad, todos los puntos se

encontraban en un subespacio propio, contenido estrictamente en ¢l original.

En una aplicacidn de la vida real, lo que cominmente sucede es que necesitamos
una representacion en un espacio de dos, o a lo més tres dimensiones, de tal mancra
que buscarmos la proyeccidn ortogonal en un subespacio de, digamos, dimensién k.
Por lo que se discutié anteriormente, se propone cambiar la base de nuestros datos
observados, a aquélla definida por los vectores propios, y una ves hecha esta trans--
formacidn, proyectar ortogonalmente sobre las b primeras direcciones, es decir, sobre
los veclores asociados a tos h valores propios mas grandes. Como no se incluyeron

todos los vectores de la base, es ¢laro que no se recuperari ¢l total de la inercia, de

" donde surge la siguiente definicién:

Definicién 1.5.1 Al proyectar sobre un espacio de dimension h, definido por los -

primeros h veclores propios asociados a los mdrimos velores caracleristicos Ay >
oo 2 A, la cantidad

_Zhi A
lraza(VM)'

se conoce como “la proparcidn de inercia explicada” en ¢l subespacio de dimension h

gencrado y s una medida de la calidad global de lu representacicn,
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Definicién 1.5.2 El vector propio narmalizado u; del espacio de individuvos I' = R?,

asociado al valor propio ); de lo malriz VM (i = 1,...,p), genera lo que se conoce

_coma el i-ésimo Eje Principal,

Siguiendo con la notacién empleada hasta ahora VMy; = A, al premultiplicar
por la matriz M tenemos que MV My, = MiMuy;, y si lamamos y; = My, podemos
concluir que MVy; = \y;, lo que nos dice que si g, es vector propio de V.M asociado
a A, entonces p; = My, es el vector propio asociado también a A;, pero de la matriz

MV,

Definicidn 1.5.3 El vector ¢ = Xy; = XMuy; € I = R" se conoce como lu i-ésima

Componente Principal (i =1,...,p).

Si recordamos quiénes eran lag malrices V' y W y pensamos concretamente en las
métricas Dy, = D'y Dy, = M, (ver la expresion L) podemos notar que XM no es

mis que la matriz de datos reducida, ademas

Ay = MVy; = MX'D, Xy = MX' D¢,
= XMX'D,¢ = \i Xy = \id,
= WD, = Ad',

lo que nos dice que ¢' es vector propio de WD,

1.5.1 Descripcién de individuos.

Hasta ahora, hemos expuesto la téenica de Componentes Principales utilizando un
enfoque diferente que nos ha permitido librarnos del concepto de probabilidad que ad-
mite diversas interpretaciones, asi como de supuestos distribucionales que dificilmente
se cumplen en problemas practicos. No obstante estas ventajas tedricas, si nos res-
tringimos al uso de las métricas mds comunes, los resultados presentados hasta este
momeito pueden oblenerse mediante un paquéte estadistico convencional, sin_em-
bargo este enfoque permile adrinds de generalizar a otras métricas, hacer extensiones

que nos dan la posibilidad de evaluar la calidad de representicion de cada individuo,
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lo cual, aunque no se encuentre en la paqueteria estandar se recoinienda incluir en el
anilisis.

La interpretacion geométrica de todos estos conceptos es sumamente interesante.
Al inicio, tenfamos una nube de n puntos en R?, donde cada dimension estaba aso-
ciada a una de las caracteristicas medidas; cuando matemadticaniente se propuso cam-
biar de base a aquélla formada por los veclores propios ortonormados de la matriz
VM {1}, lo que en realidad hicimos fue un cambio de coordenadas, una rotacion
sobre el espacio R? donde las direcciones adecuadas fueron aquéllas asociadas a estos
vectores propios, ordenados decrecientemente de acuerdo a la magnitud de su valor
caracteristico correspondiente,

Estos vectores, al premultiplicarse por la matriz M, dan origen a los {1;} (conser-
vando el orden heredado de los {1;}) y son ellos los que nos permitirdn conocer las
nuevas coordenadas de cada punto despuds del cambio de cjes. La i-ésima coordenada
de los n individuos se encuentra en el vector llamado componente principal, que no es
mas que una combinacién lineal de las caracteristicas que se midieron inicialmente,
con coeficientes dados precisamente por los {g;}, es decir, ¢ = X p; (¢ € R?).

La construccién de la nueva nube de puntos, resulta entonces simplemente de
postmultiplicar la matriz de datos observados X, por aquélla cuyas columnas son los
vectores {¥;}; la proyeceion. sobre un subespacio de dimensién menor A, consistird
en incliir dnicamente los h primeros de ellos, con la garantia de haber captado la
mayor inercia posible, si se comparara contra cualquier otra combinacién lineal que
se quisicra intentar. Ademds mencionamos que la proporcion de inercia explicada
puede considerarse una nedida de la calidad de representacién de la nube en su
conjunto, sin embargo, carécemos de informacion relevante de la calidad umrgi‘nal de
un individuo particular,

Intuitivamente, un individuo g; se considera bien representado, si el ingulo que
forma con su proyeceion es pequeiio, o equivalentemente, si su norma y la correspon-
diente a su representacion son similares. Llamando o al dngulo formado entre el
individuo &; y su proycccidn g;, se tiene que

COS k= .
”l"-l'"m
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De tal manera que un punto se considerara bien representado si cosa — 1 y conforme
cos v — 0 tendremos evidencia de menor calidad, Fsta es la razén por la cual cos o
es llamado el coeficiente de calidad de representacién del i-ésimo individuo.

Cuando se tiene una buena calidad de representacion, los ejes en el nuevo sis-
tema de referencia, adquirirdn una interpretacion natural acorde al problema real,
de acuerdo con la magnitud de los cocficientes de las combinaciones lineales qne los
determinan, de tal suerte que cada eje podri pensarse como un resumen de algunas
de las caracterfsticas orginales, y la posicidn de los puntos bajo este nuevo sistema
coordenado, se interpretard con respecto a estos resiimenes, lo que puede ser de gran

utilidad al ubicarse en el contexto del problema.

1.5.2 Descripciin de variables.

Lo que presentamos en esta scecién, no se incluye en la mayorfa de los paquetes
estandar, no obstante consideramos que representa una aportacion valiosa de este
enfoque y debe mencionarse con detalle.

Como se comento anteriormente, sabemos que tendremos p valores propios no
negativos de la matriz autoadjunta VM, de los cuales p de ellos serin estrictamente
positivos (p < p), lo que indica que un individuo pudo haber aportado la misina
informacién pero a través de p variables en lugar de p, cs decir, “medimos de mas”,
Este nliimero p serd referido en lo sucesivo como el rango de VM puesio que coincide
con él.

De los p componentes principales, sélo p de ellos estdn asociados a valores propios
estrictamente positivos que seran los que realmente nos brinden informacion valiosa,
a este subconjunto lo lamarcmos {¢',...,¢*} y de acuerdo a la teorfa resumida en
¢l Esquema de Dualidad de la seecién 1.2, deberd medirse con la métrica d;. Lo que

puede verse ficilmente es que forman una base ortogonal (no normado) que genera

un subespacio p-dimensional en R”.

Proposicion 1.5.1 FEl conjunto de p componenles principales {¢',...,¢"}, ().vcr defi-

nicidn 1.5.3), forma una base d,-orlonormada.



32

Demostracién.  Recordemos algunas detalles que necesitaremos,

4

{a1;} forman un conjunto d, ortonormado de vectores propios de VM, VMuy,
.

Tarubién habfamos deducido que el vector v; = My, es un vector caracteristico de
la matriz MV, MVy = \uy,.

Asimismo dijimos que V = X'D,X y que M cs una matriz diagonal.
(che)y, = (Xun Xy, = (X My, XMuy)y, = 1M XD, X Muy;

WM(X'D,X) My, = tlMV My, = \ul M,
l\jb-ij; w)

i

Esta proposicién nos permite afirmar que bajo el planteamicnto original, aquellos
vectores que representaban la medicion de una caracteristica bajo estudio sobre toda
ln muestra (xf € R" i = 1,...p), pueden expresarse en términos de las coinponentes

principales y la métrica d,. Lo que no debemos olvidar es que no conforman un

lel, =%

de tal manera que {7'.=gf} couslituye una base ortonormada del subespacio
N gl
JEhpenp

conjunto normado pues

mencionado, sobre la cual, la variable 2 Liene por j-ésima coordenada a

Loy
ﬁ(@.qd)d”v

E ,);AL: {(li’d)lxy}Q'

Iis importante recordar que si las variables son centradas, cada producto-escalar

de tal suerte que

reconstruye la covarianza entre la variable y su correspondiente componente principal

(ver definicion 1.2.6), por lo que cadivcoordenada serd igual a esta covarianza dividida

entre \/X,-




y para cl caso de variables centradas y reducidas, tendremos que lo que se reconstruye

es la correlacidn

(-’ﬁ'}d)d = corr (JL'.C') .

n

Asf, la proyeccidn de un vector-variable g' sobre un subespacio de dimension h

(cominmente 2), estari dada por

R 1 i I ot '
£~ (g )y @2), )

y si &' es centrada y reducida, tendreros que {as cootdenadas de esta proyeccidn

1~

pue(l(:n expresayse por

o= (r:orr (£' Q‘) ye ey COPE (&1‘,9")) :

por lo que los puntos asociados a las variables estardn contenidos en una hiperestera
centrada de dimension h y radio 1. B caso mas [rccueinte, consiste en que esta
representacion se constriye sobre un plano y esti formada por una nube de puntos,
cada uno asociado a una variable, todos ellos coutenidos en un circulo de radio 1 y con
centro en e origen. La primera coordenada nos da el valor de la correlacidn entre la
variable y el primer componente principal, de tal suerte que abscisas cercanas a 1.6 -1.
serdn evidencia de que {a variable representada por el punto correspondiente; queda
muy bien explicada en términos de la prinwera componente, teniendo la interpretacion
andloga para las ordenadas. Asimismo, vatores de coordenadas cercanas a 0 sugicren
una mala correspondencia entre la variable y la componente respectiva. Fsta grdfica

se conoce como el Circulo de Correlaciones.

1.6 Objetos suplementarios.

1.6.1 Individuos sumplementarios.

En minchas situaciones practicas, necesitamos comparar ¢l comportamiento de os
individnos que estanws analizando cou algin otro grnpo que se Lome camo referencia

sin que éste se inednya couo parte del andlisis, sine dnicmnente e la representacion
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final, lo que permitiria ubicarlos graficamente y compararlos con el conjunto de interds.
Aplicaciones de este estilo pueden encontrarse cuando se estudia una poblacién y
se necesita relacionarla con otra con fines comparativos, que por no formar parte
del grupo bajo estudio, no deberd incluirse en la biisqueda del nuevo sistema de

coordenadas,

Definicién 1.8.1 El conjunto de individuos cuyos pesos asociados son idénkicamente
cero, se conocen como Individuos Suplementarios, asimismo los elementos del grupo

cuyos pesos son diferentes de cero se identifican como Individuos Activos.

Supongamos que se tienen de k individuos suplementarios, lo que da un totat de
n+k sujetos disponibles. Esta informacidn se guardard en k vectores que se ahadiran
a la matriz X, después de los individuos bajo estudio, lo que da lugar a la matriz
aumentada X, 44

&)

&,
Xppr = " | cong; €RP.
Lnii

.

QnH‘

El espacio vectorial 5, formado por los vectores asociados a las variables y su dual
E*, serdn entonces de dimension n + k; esto implica que la matriz diagonal asociada a
su métrica D}, serd de dimension (r + k) x (n + k) cuyos ditimos k renglones tendran
0 en todas sus entradas. Esto conduce al hecho de que el rango de la matriz VM
no serd alterado, sus valores y vectores propios seran los mismos que aquéllos que se
hubieran obtenido utilizando tinicamente los objetos actives: Los conjuntos {y;} vy
{w;} asoclados a los valores caracteristicos diferentes de cero, también permaneceran
sin cambios. '

La construccién de la nube de puntos que rep‘résente a los individuos en un es-
pacio de menor dimensién, se hard siguiendo la misma idea de antes, calculamos
¢ = Xntki, que nos dard como resultado un vector de (n+ k) x 1 con la i-dsima

coordenada en el nuevo sistema de referencia para todos los individnos disponibles,



tanto activos como sumplementarios. Esto lo hacemos para i = |y 2 si lo que
queremos finalmente, es una representacion en el plano enclidiano.

Por iltino vale la pena recalcar un par de detalles. Asi como se sugirid utilizar
una medida de calidad de representacidn para los individuos activos, se propone
ahora para los individuos suplementarios. La definicién es exactamente la misma.
Asimismo se recomienda ampliamente, identificar los puntos asociados a los individuos
suplementarios con algitn simbolo que los distinga de los activos, lo que aumentari la

inlerpretabilidad de la grafica al hacer la comparacién,

1.6.2 Variables suplementarias.

Anilogo al concepto de individuos suplementarios, se puede hablar de variables
suplementarias. Esto aparece en situaciones en las que se quieran comparar las varia-
bles observadas con otro conjunto que se haya medido sobre los mismos individuos
pero que no se quicra introducir en el anilisis excepto con fines comparativos. La
metodologia correspondiente es similar a la relativa a individuos suplementarios salvo
por pequerios ajustes necesarios.

Partiendo de las p variables de interds centradas y reducidas previamente, pode-
mos ensar en una ponderacion de las mismas por pesos pl,...,p" que hayan sido
asignados a cada una, atendiendo a sn importaneia relativa en cl estudio, Estos pesos,
al ignal que aquéllos para los individuos, se introducirdn a través del producto escalar

del espacio de individuos F

Posii=j

(f_."[j)m,, “lo s # I

con matriz asoclada M, = diag{p',...,p"}, de donde el correspondiente producto

escalar entre dos individuos se expresa como

(I..‘y \'Ej)m,. = L‘l:‘l\[pir;j-

La introduecidn de ! variables suplementarias se lleva a cabo agregandolas como

vectores columua en la matriz observada X, que para distinguirla de la original se



36

denotard por: X7, de tal manera que el espacio vectorial de individuos serd ahora

de dimension p+ 1 y la matriz XP* de n x (p + ) con la forma siguiente

XW = (JT.'

Para que estas variables no se incluyan en el andlisis pero sf en la representacion
final, se debe modificar adecuadamente el producto escalar m,, mencionado reciente-

mente

posii=jyademdsi<p,j<p

Vi,Vie{l,...,p+i} ([ [,
LVie{l,...,p }(Lo[))m,, 0 sii#jobieni>pdj>p,

de tal forma que la matriz asociada M = diag{p*,...,p",0,...0} es “esencialinente”
igual a M, excepto por los iltimos / renglones idénticamente cero.

Asi, el rango de la matriz V M; sigue siendo p (igual que lamatriz V.M sobre la cual
se expuso la teoria previa) y sus vectores y valores propios permanecen invariantes,
de tal suerte que lo mismo sucede para los conjuntos {w;} y {8}

A partir de este moinento, se sigue la misma jdea presentada para el caso de tener
iinicamente variables activas, se construye el circulo dé correlaciones con cada wna de
la p + ! variables utilizando tantas componentes principales como la dimension del
subespacio donde se proyecte. Ast, si éste se'escoge de dimension b, las coordenadas
de la proyeccion de Ja i-ésima variable ' estardn dadas por

i 1 i ! i b :
r' = | —=corr(z', c'), ..., —s=corr(z', ") | coni="{1,...,p+1}.
e
De adux’ que la interpretacidn sea exactamente la misma que para las variables activas,
coordenadas cercanas a | 6 -1 serdn indicios de variables bien representadas por a
componente cortespondiente. Tanto para no confundir las variables activas con las
suplementarias, asf como para que ef grifico final cumpla con su misién comparativa,
se sugiere-asignar simbolos diferentes dependiendo del tipo de variable que se esté

representando.



Capitulo 2

El Método Statis.

2.1 Introduccién

El método Statis nos permile estudiar varias matrices de datos cuantitativos si-
multineamente. El interds por un método de cste estilo, surge en aplicaciones como

las descritas en el capitulo anterior.

1. Cuando se registraron algunas variables en un grupo de individios en diferentes
mowmentos del tiempo y se trata de describir el comportamiento que siguieron a

lo largo del periodo de observacidn;

enando se registrd un cierto grupo fijo de variables en diferentes conjuntos de

3

individuos y se pretende describir el comportamiento de dichas variables al

cambiar de sujetos, y por vltiino

-

cuando un grnpo de individios se somete a fa medicién de algnnas caracterfsticas
agrupadas por algin criterio de seriacidn y se busca describir su evolucién al

pasar de un grupo a otro,

La primera situacion es la que se presenta con mayor frecuencia en la vida real y
es ttil tanto para conocer la evolucion de los individuos a través del tiempo, asi como
el comportamienio de fas variables bajo estudio duranle ese periodo. Asimismo, Jas

dos Ailtimas situaciones coinciden en que busean describir ef “desarrollo” de alguno
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de los dos grupos de objetos que permanece fijo (variables o individuos), al cambiar
el otro.

Al relomar las ideas expuestas en el capitulo anterior, en las que tanto los indi-
viduos como las variables se interpretaron como elementos de espacios vecloriales, se
puede notar que la primera situacidn corresponde al anilisis de la evolucién conjunta
de dos espacios y las dos tltimas pretenden describir el comportamiento de los ele-
mentos de un espacio veetorial al cambiar el que define el otro grupo, sin olvidar
que ambos se encuentran ligados a través del Diagrama de Dualidad. A cada wno
de estos escenarios, corresponde una estrategia de audlisis diferente, por lo que serd

fundamental hacer la eleccién adecuada al problema bajo estudio.

2.2 El concepto de “Estudio”.

Recordeinos las ideas y notacion introducida previamente,

(Fym), espacio vectorial de dimeusidn p, generado por las mediciones obtenidas
de los individuos observados y cuyo producto escalar se denotd por m, con matriz
asociada M que depende del producto escalar particular al que nos refirameos.” Veamos

algunos ejemplos, habiamos mencionamos cuatro posibles métrivas de interéds,
o para el producto euclidiano en el que(g;,2;) = 2} * 2, M serd igual a [,

¢ la métrica que estandariza las variables, que tiene como matriz asociada Dy, =
H l l . . ) 4 —
diag {;‘-, . ,;;} , ¥ a partir de la cual al aplicar la transformacidn Y = XD,
obtenemos la llamada matriz estandar;

o la métrica reswmida en la matriz Dy = diag {;'?-, . 5%}' que al descom-
ponerse como Dy, Dy, reconstruye la matriz de correlaciones por medio de la

transformacidn €' = D,V D4

¢ aquélla que pondera las variables por pesos p',...,p" cuya matriz asociada
es DP = diag{p',...,p"}. Cominmeite se aplica sobre variables previamente

ceniradas y reducidas.
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(F, d), espacio vectorial de dimension n inducido por las variables medidas y cuyo
producto escalar se denoté por d con matriz asoviada [). Mencionamos dos métricas

de particular interés,

o la métrica euclidiana cuya matriz asociada es 1) = [, su definicién ¢s andloga
a la expuesta para el espacio de individuos; en el caso de disponer de variables
centradas ta distancia inducida reconstruye la covarianga y para caracteristicas

que ademds estan centradas y redncidas, se recupera la correlacion muestral;

o fa métrica gue pondera la importancia de cada uno de los n individuos, a
través de la asignacion de pesos p; con i = 1,...,n, cuya malriz asociada es
D, =diag {p1,...,pa} y que inchuaye, como caso particular, la igualdad de pesos
cuando p; = I/n. Andlogamente al caso anterior, esta métrica reconstruye la

 varianza nuestral entre variables cuando éstas son centradas, pero ahora, pon-
derada por los pesos de los individuos. Para of caso de variables centradas y

reducidas reproduce la correlacién muestral ponderada,

Finalmente, hablamos de los espacios duales (F*,v) y (£*,w) que al incluirlos en
el analisis, nos permitieron relacionar los espacios originales; sus productos escalares
asociados se representaron a través de las matrices V = X'DX y W = XMX/,
donde 1) y ‘M representan las matrices asociadas a los productos escalares d y m,
cualesquicra que estos sean, de los espacios I y F respectivamente.

Cuando se piensa realizar un aplicacién con csta técnica, es importante empezar
por distinguir claramente el objetivo que sc persigue, identificar los objetos de interds
que motivan el andlisis, ya sea la descripcidn de los individuos, de las variables o
ambos, ya que esto definivd la estrategia a nsar.  Asinismo debemos escoger fas
métricas que satisfagan lo mejor posible nuestros requerimientos, asignar pesos a
los individuos y decidir si se trabajard con una matriz ceutrada y reducida o en su
forma original. Todas estas elecciones se resumen en el cancepto de “estudio”, que se

presenta a continnacion,
¢

Definicién 2.2.1 Un Estudio es wio terna (X, m, d), cala que se cstablecon {os pro-

duetos escalares cscogidos pura realizar un andlisis de lo madrviz X, m es un producto
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escalar sobre I que induce una distancia entre individuos y d €s un producto escalar
sobre E que induce una distancio entre variahles.

La refacidn entre individuos y variables, se establecié a través de tas aplicaciones
lineales

a:(Bwy— (Fom) o (F )= (B d) (2.1)
ale)) = & a(f) =2
(——I) =t ([)) =
con matrices asociadas X’ y X respectivaente, 1o que nos permitio presentar dife-

rentes expresiones de la inercia de una mibe de puntos centrada, ¢,

i

il

traza{ym) = braza(wd) = traza{aa*) = traza(a’{a’)")
Mocb Ak Ay

i

donde p es el rango de las matrices VM y WD, cuyos valores propios no nulos
ordenados en forma decreciente son Ay 2 Ay 2 ... 2 A,

Cuando dispoucmos de mds de un estudio y se busca describir la evolucién de
individuos y/o variables a travds de ellos, nos encontramos ante una situacion donde
se puede aplicar el Mélodo Statis propuesto originalmente por Y. Escoufier y traba-
jado posteriormente por Christine Lavit en su libro “Analyse Conjeinte de Tableaus
Quantitalifs® [5).

La idea central del método radica en la bisqueda de nuna estructura comidn de
los elementos de interds al pasar de un estudio a otro; esta estructura que tiene
por objetivo resumir las relaciones que se presenten en cada tabla, se conace como
Intraestructune y su construccidn dependerd del elemento de interds, es decir, para
el caso en que nuestro interds recaiga en la descripcion de individuos, resumnird las
relaciones entre sujetos que se presentaron en cada tabla de datos, asindsimo resumiva

las relaciones entre variables cuando éstas sean el motivo de nuestra investigacidn.

'La expresitn obtenida en cf capitulo anterior, se presentd para las yaatrices asociadas a estos
productos escalares, lo cual no constituye diferepcia alguna.




2.3 Comparacién entre objetos.

2.3.1 Estructura commin de los individuos a través de los

estudios.

Recordando algunos de los esquemas generales descritos en la introduccion de
este capibulo, distingnimos aquél en el que un grupo fijo de n individuos se somete
a un anilisis gue consiste en ta medicion de p variables cuantitativas en £ diferentes
momentos y se quiere describir {a evolucidn que sufte cada unoe de ellos a lo targo
del perfodo de observacién. Una situacion mis gencral serfa aquélla en la que se
permitiera cambiar ¢l conjunto de variables en cada intervalo de Liempo, ya sea en
niero o en elementos. Ambas siluaciones coinciden en que el conjunto de interds
estd formado por el grupo de individuos y ésle se conserva a lo largo del andlisis, a
diferencia del formado por lus variables observadas, que podria ir cambiando.

Desde el punto de vista algebraico, disponemos de & estudios en los cuales, el
espacio vectorial formado por las variables (R") permanece fijo, a diferencia de aquél
formado por los individuos. La informacidn disponible se resume entonces, en k
ternas, de la forma

(X1, myyd),.. oy (X, my, d),

donde rl espacio vectorial que permanece fijo es (E,d) = R" y cada uno de los
Liempos de observacidn induce un espacio cuya dimensién puede cambiar, atendiendo
al nimero p; de variables al tiempo j, (Fj,m;) =RP (j = 1,...,k) % A conlinuacidn
se presenta el esquema de dualidad que describe la estructura de esta situacion res-

tringida al caso en que se comparen dos estudios (X1, my, d) y (Xa, my, d).

*Cahe recordar que en el capitulo | p; se usé para referir el peso asociado al wdividuo i, no
obstante aquf surge de manera natural cono el mimero de variables en el i-ésimo estudio por lo
que se recomienda tener en cuenta esta duplicidad.  En caso de confusién, se hard la aclaracidn
pertinente. :
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]‘nl = m ‘\’i IOk X'i F’l = R
e et
V] l‘v[ 1 AI ;l V)
wllo | w
[0 X =R X, o
ereeny e

diagrama 3

donde

|

V] = .X;I)Xl y H/l = XlAfl \,‘
" X;DX; W2 = .\’ﬂWQX'é,

it

Si al cambiar las condiciones de observacidn, {lamese variables o tiempos calen-
dario, los individuos conservan esencialmente las distancias entre ellos, podrernos
afirmar que existe una estructnra comin que sc mantiene durante este perfodo; de
tal manera que deberemos centrar nuestro esfuerzo en comparar las matrices de pro-
ductos escalares entre individuos W;, lo que equivale a comparar las formas bilineales
w; € L(£*, E) contra una “estructura media” que podamos definir, Puesto que nece-
sitamos establecer un criterio de comparacién entre elementos de un espacio vectorial
{aquél formado por las matrices cuadradas de dimension n si pensanios en W; o bien
el espacio de funciones L([, E) si trabajamos con wj), definiremos un producto

escalar que nos permita hacerlo,

Teorema 2.3.1 Seana,b € L(E, F). La aplicacidn que a cada pareja {a,b) le asigna
la traza de a*b,denotada por

traza(a'b) = ((l, b)us,
define un producto escalar en L{E, F) Hamado cominmente, de Hilbert-Schmidy.

Demostracién. - Sean a,b,c€ L(E, )y M eR,
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¢ para probar simetria, ulilizaremos lo que se vio en el teorema 1.5.1, donde se

dednjo que a* = da'm, por lo que

i

(a,b)us traza(a*h) = traza{da'mb) = traza{dad’'mb) = lraza(V'm’ad’)

traza(b'mad) = traza(dbima) = traza(b®a) = (b, a)ys.

i

(A, DY ys = traza{{Aa)'b) = traza(Aub) = Mrazala™) = Aa,b)ys.

(a4 b,c)us

il

traza{{a+ b)*c) = traza((a® -+ b*)e) = traza{a*c + b"c)

traza(a®c) + traza(l*c) = (a,us + (b, ¢)us.

i

o Como se menciond en la seccidn 1.5, el operador a*a es autoadjunto con todos

sus valores propios A;,..., A, diferentes de cero por lo que
(a,a)us = lraza{a*a) =0 A 20,
la igualdad se da si A; = 0 Vi lo cual sucede si y sélosia= 0.0

Ast, para comparar dos matrices Wy y W, que contienen los [Sro(llxct()s escalares
entre todos los individuos ponderados por sus respectivos pesos, se propone el coefi-
ciente denominado Covarianza Veclorial {covy) que no es mis que su producto escalar
Hilbert-Schmidt ‘

covv(Wy, Wy) = (Wi, W3) 5 = Lraza(WyW3). '

Si estr: coeficiente se calcula sobre las matrices (o0 aplicaciones) normalizadas, se conoce

como Correlacion Vectorial o coeficiente RV

(o W
RV (W1, Wa) = (uw.u‘ IIW'zll)us'

a partir del cual la distancia entre dos matrices se simplifica a

dw(Wi,Wa) = iy - gl = VRO - RV, L)),
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de donde podemnos concluir que la condicion RV(W,, W) = 1 implica distancia nula

LS.
= il
A través de la inétrica que define este producto escalar, podomos abservar que la

entre las matrices normalizadas y que nn‘Tf

matriz de productos escalares entre individuos tiene la misma norma Hilbert-Schimnidt
que aquélla que contiene los correspondiente para las variables (matriz de varianzas

¥y covarianzas)

Proposicién 2.3.1
”W”’ils = ||V||§ls'

Demostracidn, Rccortlcmos que
w:(E"w) - (E,d) v (I ) = (Fym)
w (B, d)y > (B yw) vt (Fim) > (F",n)
W*=DWD Ve=MVM
con W= XMX'yV=XDX (ver 1.1}, entonces,

||W||;,s = raza(W'W) = traza(DWDW) = traza(DXMX'DXMX')
= lraze(MX'DXMX'DX) = traza( MVMV) = traza(V*V)
Vil ©

La notacion queintroduciremos nos permitird distinguir los vectores asociados a
individuos y variables en cada uno de los estudios, conservando las ideas correspondien:
tes al caso de una sola matriz observada. Para esta situacién mds seucilla, habjamos .
llamado g; al i-ésimo individuo de la tabla y g/ a la j-ésima variable, por lo que el
subindice denotaba el némero de individuo y el supraindice la variable, convencidn
que seguiremos usando en esta generalizacion,

(1), veclor asociado al i-ésimo individuo del estudio I, ()i € B

()4, vector asociado a la j-ésima variable del estudio I, (i) € E.

Wi, matriz de productos escalares entre individuos de la tabla [, asociada a la.
transformacion lineal wy : (£°,wy) — (F,d).

La introduccion de nna métrica entre estudios se hizo con cl.abjeto de establecer
una distancia entre las matrices de productos escalares W, cuyo cilculo serd posible

a través del siguiente resaltado.



45
Teorema 2.3.2 La dislancia cnbe dos malvices de produclos escalares enlrr indivi-
duos Wy y Wy inducida por lo miltrica e Hilbert-Schmidt, puede capresnvse conto

diys(W, Wa) = Ty X pipy(Wh ~ Wa)l; \
i iy (1200 (203, — ((22)is (@2)i)y) -

il

Demostracidn,
dh (Wi, Wa) = |Wy = Wil = traza((W, - Wa)* (W — Wy)).

La traza de una-aplicacion lineal a sobre un espacio vectorial (7 con base {g1,... g}
se define formalmente como

trazu{a) = i:(ﬂ(!li),!h‘)s

sor lo que debemos especificar sohre qué espacio vectorial estamos trabajando
r lo que debem pecifi bre qu cio vectorial estamos trabajand

(wy—wa): (E*w) — (E,d)
(wr - wa)* (B, d) — (E*,w)

{wy — wa)"(wy — wa) : (B°,0) = (", w),

asi, utilizando ademds la definicidn de operador adjunto tenemos (ver teorema 1.4.1):

1}

dys(WyWa) = T3, ((Wl ~wa)*(wy - Wu)(ﬁ,"):ﬂ})w
i (w1 = wa)(e), (w1 = wa)(e)),
Eerp (W1 = wa)(g;), (wi — wa)(gf))

= Epapi fon - wae]

it

li

pero como (wy - Wy )(e5) € (I, d), podemos expresar este vector como combinaciin

lineal de la base {g;,... €.} : (Wi — wa)(g]) = Ty ((Wl - w;)(g;-),g,-)dgi, de doude

lo anterior se reduce a

d%’ﬁ( W, ¥ “"2)

it

2?:\ Pj |"=l ((W| . W';)(Q}),Q,‘)
i (i) s) ~ (walg
= Lt Zhapipi (W - Wz)',l,w
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y como W; es la natriz de productos escalares entre individuos de la tabla i

"‘l)})mn

(Wi)i; = (( )i (4
La)is (Cz)j)nn|1

(Wo)ij =

W, = Wall},g = L Lp,p, ( E)id, ((&-g)h(-l’.z)j)m,)z 0

[EI T
Ademis, se cuenta con un expresidn alternativa para el producto escalar Hilbert-

Schmidt entre matrices de este estilo, que permite expresario en funcién de las varia-

bles

Teorema 2.3.3

(Wi, Wius = LL("‘I) NE; )

=] j=1

donde p; ¢s el nimero de variables en la tabla 1.

Demostracidn,

(W Wadus

il

traza(WiWs) = traza((DW) D) W)
traza( D(X M X])D{ X3 M X5))
traza(M X1 DXo M XD Xy ) = traza( M Vx, x, MaVi, x, )y

i

[

utilizando la definicion formal de la traza de una matriz vemos que M, Vx, x, MaVy, x,
es una matriz asociada a una aplicacién lineal cuyo dominio y coutradominio es

(Fy,v) por lo que esto Gltimo puede expresarse como

(WiWalus = TR (M1 Vi, o MaVi x, (L3 )is (f7)iwns
analizando cada suxﬁarido vemos que
(MIVX1X1A’!2V(’|X2 ﬁ i i; Ju = (MiVx, i MaVy, x, Ll Al il)‘ -
(‘/Xl)ﬁnli'v’l\z(f ))'A/llvl [, i sz\JA'l’b'v,’YM‘ f-l i Ll I

por lo que

(Wi, Waus

i

.4|— (V/\ XZNIQVX} \'7 I.] l i
P MoV, (i Vi, ‘,,)-)



(”1 Wyys = L- o \;\’ !j )«»Vx,\,(/ Jdmy = “VX.J\, M)

pero como Vi, ¢ (f7)i € Fa, puedr expresarse como combinacion lineal de la base

"l)

P2 . I
{(iz),} ,» ¥ que por ser ortogonal se puede aplicar el Teorema de Pitdgoras
i=

(W, Wolus = TI%, (me oLy )m =3 T ((_f_')nVXL\'z(f)j ‘
2

7
= IR ,1'1 ((nXipXa(fy)) = SR T (Kl Xl £3)),
de donde finalmente por la expresion 2.1

2

(W, Walus = T2 52 (@) (@2)), 0

Teorema 2.3.4 Si dos matrices Wy, Wy san HS-ortogonales, entonces las variables
del primer estudio tienen covarianza cero con aquéllas del segundo estudio, ademds

(X1, Xa)us = 0.

Demostracion.  Dos matrices Wy, W, son HS-ortogonales si (W, Wa)ys = 0, de

donde retomando la demostracion del teorema 2.3.3 tenemos gue

(Wi, Waus = LI TR (/\v\'z[ i (£3) )m =

dorule la igualdad se da solo si Vy, x, = 0,es decir Yi<py ¥y j <py ((._11,)‘ , (;52)’)" =
0, lo que significa que las variables de la matriz observada X tienen covarianza cero
cou las de X3. ‘

Por diltimo, si 0 = Vy,x, = X{DX; = 0 = traza(M(0)) = traza(MX{DX,) =
(X1, Xa)us. O

'En contraposicidn a laidea de Infraestruelnig, que busca describir la estructura de
los individuos al interior de un estudio, lamaremos Interestructura a aquel eleinento
que pretende describir las relaciones entre cstudios. Para esto se construye una forma
bilineal simétrica positiva w, llamada Compromiso®, que nos permitird conocer la.
posicion de cada uno de los individuos al compararlos contra un sistema de relerencia,

que se considera la estructura comin al canbiar las condiciones de los estudios.

3ste término se tradujo directamente del franeds “compromis” y pretende reflejar la idea de un
ohjeto intermedio entre varios de su tipo.
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Por Gitimo, a partic de la Interestructura se construyen n “trayectorias” que des-
criban Ja evolucidn individual de los snjetos durante el periodo de observacion. Por
otra parte, ¢l andlisis de estas curvas ayuda a detectar algiin cambio drdstico al pasar

de un perivdo a otro.

2.3.2 Estructura comiin de las variables a través de los es-
tudios,

Esta situacion puede encontrarse en condicianes como la descrita en el punito dos de
la introduceion, en la que un conjunto fijo de p variables se observd sobre & diferentes
grupos de individuos, los cuales se interpretan como elementos de un mismo espacio
vectorial (F,m) = RP. Por otra patte, el conjunto de variables formard un espacio
vectorial (B, d;) =R, j € {1,...,k} cuya dimensidn dependerd de la cardinalidad
(nj) del grupo de individuos sobre el cual se mida; asi, la informacién disponible

puede resusmirse en k ternas del estilo
(Xi,m,dy), ooy (Xiymydi),

La estructura vectorial que soporta este bipo de situaciones se describe en el sipuicnte

Diagrama dv Dualidad vestrisgido al caso k = 2,

B3 X; F=Rr Xi £
—y o
D, W W D
2 1 " M " 1 1
By = R™ X, ¥ O X Fy=Rm
dingrama 4
donde
Vi=X{Di X, W =X\MX]

y
X§h Xy Wr=XoMXj.

=
i



49

Lo que buscainos entonces, es comparar las aplicaciones lincales v, € L(F*, )
asoctadas a las matrices de varianzas y covarianzas con una matriz compromiso de-
ducida del producto escalar de Ililbert-Schmidt, Puesto que estas matrices (o sus
respectivas aplicaciones lineales) son los instrumentos que resumen la informacion
relevante a las relaciones entre variables en cada uno de los estudios, el compromiso
sera una matriz de varianzas y covarianzas que describa las relaciones comunes entre
variables al ir cambiandea de grupo de individuos. Andlogamente al caso en el que
se buscaba describiv el coinportamiento de los sujetos, también podremos construir
trayectorias para cada una de las variables, que nos pemitan conocer su compor-
tamiento a nivel marginal y asi detectar cudles de ellas son las responsables de las
desviaciones sulridas con respecto a Ia matriz compromisa.

De esta manera, aplicamos el producto escalar HS a las matrices de varianzas y

covarianzas (ue queremos comparar
(i, W) us = traza(V\'W2),

y definimos la equivalencia entre dos de ellas, enando éstas sean iguales y ademds
provengan de matrices observadas centradas previamente en sus respectivos estudios.
Igualnente al caso anterior, se puede optar por la aplicacion del producto escalar HS
sobre las matvices normalizadas,

A continnacion se presentan algunos resultados andlogos a la comparacion entre

matrices de productos escalares entre individuos.
Teorema 2.3.5

PP
dys(Vi, Vo) = |V = Wallfye = o) (Vi = W)l

(=] j=1

donde p es el mimero de variables en cada uno de los estudios.

Demostracion. s totalmente andloga a la del teorema 2.3.2. O
Ahora presentamos una expresion alternativa para el producto escalar HS entre

dos matrices de varianzas y covarianzas en funcién de los datos observados



Proposicién 2.3.2

A Vadus = i‘i( )d, ((1»,)' ’(Lg)j)dx ‘

i=1 )=1
Demostracidn.
M W)ys = traza(VrVy) = traza(MVIMVL)
S (£ MVMV(L)) = S0 (MU V(L))

.41..12.4,’- (V ([ ) ji)m(v')(,[_j)yl‘)m
Fet e ((ﬁr) -(Ex)j)dl ((Ez)i:('-f‘-z)j)dl

"n

it

2.3.3 Comparacién entre las matrices de datos.

Para comparar dos estudios ( Xy, m,d), (X2,m, d) en los que se observé un grupo
fijo de variables sobre un misino conjunto de individuos, a diferentes ticmpos calen-
dario o al cambiar algnnas coudiciones externas, se propone utilizar el producto escalar
Hitbert-Schmidt (ver proposicién 2.3.1) sobre las matrices Xy y X3, lo que equivale a

comparar las aplicaciones lincales @/ y a) que las originaron (ver 27
1 24

it

(al,at)us traza((a}) ay) = traza((a]) ) = breza((dejm)a})

traza(m’e,d'aly) = treza(mada),

de donde se deduce una medida de distancia entre las matrices correspondientes a

cada esludio

d( X1, X3)

X1 = Xallus = /(X1 = Xa, X0 = Xa) g

Veraza(M(X, ~ X;YD(X, ~ X3))

Jiraza(MX{DX, - MX{DX, - MX{DX; + MX,DX,
\/h aza(MX{DX) —Uraza(MX{DXy) + traza(M X;DX,)
\/"Xl"lls ~2(X1, Xa)us + 1 Xalls

I

il

i

2.4 Imagen euclidiana de los estudios.

En el capftulo anterior se presentd la construccién de la imagen-euclidiana de los

individuos y de las variables que participan enun estudio que nos permiti contar



con una entidad grifica de dimension menor a la original, donde se representaron “lo
nicjor posible” (en el sentido de pérdida minima de inercia) los objetos gue tratamos
de describir,

Ahora que contamos con k estudios, buscamos una representacion analoga para los
estudios mismos, por lo que pasaremos a describir su estructura algebraica siguiendo
las 1deas expuestas previamente, cuyo punto central consiste en la interpretacion de
los objetos de inlerés como eleinentos de un espacio vectorial donde el praducto escalar
asignado defina la métrica que nos convenga usar. Asi, llamaremos

(G, s), espacio de esludios cuya dimension es igual al nimero Jde matrices de
datos que intervengan en el anilisis, el cual ha sido Namado hasta ahora & con base
{Ql’ o ,ak} y definamos ol producto escalar ¢ dependiendo de la sitnacion particular

de nuestro problema:

st se busca comparar matrices
(Vi Vidus
i . .
de varianzas y covarianzas,

(g9, =
P si 5¢ comparan matrices de
(W, Wins

productos escalares entre individuos,

de tal manera que su matriz asociada sea

Sij = ({/_“,‘]_j)si

aquélla que tiene por entradas los productos escalares Hilbert-Schimidt entre las ina-
trices que estamos interesados en comparar.

Como se probé en el teorema 1.2.1 s tiene asociada una apklic;u:ic'm;lincai 5 que
es un elemento de su espacio dual, es decir s €G*, que le asignaremos un producto
cscalar conveniente (6) que refleje los pesos (m;) de los estudios antendiendo a su
imporyl.;mcia relativa en el analisis. - Si {g;,. . ,g;} es una base de G°, definimos el

producto escalar 6 de la siguiente manera
moositi=gefl..,k)

(ﬂ:|,{[;)6 =

0 on otro caso



cuya matriz asociada se denotard por A = diag {2, 6

Fn el capitulo 1 se exphicd con 1odo detalle] e para constinie aua buapen
euclidiana de tos individuos, elementos del espacio vectorial (F, i) cnyndual se degotd,
por {(F*, 1) con matrices asociadas M y V respealivanetibe, se avo que desoompone
en valor singular el producto escalar v a vraves de fos valors y v tares propio:
de la matriz V.M. Asimismio. s analizg of caso on o que Jos elepenton dejnteds

{fueran las variables, clementos del cspacio vectorial (6 ) cuyo dusb s LR w4

que nuevamente se propiso fue fa deccamposividn an valor singular deous o traes de

los valores ¥ vectores propios de la matniz W/, Sigmiendo v ramnatssento sipnlar

ahora tratajamos sobre los espac

posiciGn #n valur

propondréd la

£ia6 Gt

LSRR
(

Propos

Ra A (AW FAck 8 4 Sk PR 8 Pk €29
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cuya matris asociada se denotard por A = diag {m1,..., 7.} .

En el capitulo | se explicd con todo detalle, ¢cdma para construir una imagen
euclidiana de los individuos, elementos del espacio vectorial (F, m}) cuyo dual se denotd
por (F'*,u) con matrices asociadas M y V respectivamente, se tuvo gue descomponer
en valor singular el producto escalar v a traves de los valores y vectores propios
de la matriz VM. Asimismo, se analizd ¢} caso en el que los elementos de interds
{ueran las variables, elementos del espacio vectorial (£, d) cuyo dual es (F*,w) y lo
que nuevamente se propuso fue fa descomposicion en valor singular de w a través de
los valores y vectores propios de la matriz WD. Siguiendo un razonamiento similar,
ahora trahajamos sobre los espacios vectoriales (G, s) y (G*,6) de tal suerte que se
propondrd la descomposicién en valor singular de s auxiliados por los cigenvalores y
eigenvectores de Ja matriz SA.

Se debe notar que la matriz SA es simétrica sélo cuando todos los esludios se
consideran de igual importancia, dando lugar a A = diag {I/n,...,1/n}, razén por ia
cual los veclores propios 57 é-ortonormalizados tendrin que deducirse de los vectores
propios z (ortonormalizados) de la matriz simétrica AY2SAY? cuya entrada ij-ésima,

es:
(AVsAVY) = 8,/
Proposicién 2.4.1 Si 37 y z son veclores propios de la matriz SA y AYSAM?
respectivamente, entonces
7 =AMy,
si ademds z; s ortonormal, 3} tambien lo serd pero con respecto a la norma inducida

poré.
Demostracién. - Sea A el valor propio asociado al vector z;, entonces

AVISAM g = Ny,

multiplicando fos dos miembros por la matriz A~ = ding {(m)“'/2 ey (wk)”ln}

tenemos
SAVYy = NA-U,

= SA (A"”ﬂ)* A (A-l/‘zg’) K
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lo que nos dice que y; = A~z es un vector propio de la matriz SA asociado al
mismo valor caraclerfsiico A

Si ademas z; es ortopormal, tenemos que

Ll = Qi) = a2 = (%) A (A2) = gz = 1.0

Corolario 2.4.1 Kl procedimiento desrrito en lu proposicidn anterior, genva vee-

tores y; &-ortogonales.

Demostracién,  Este resultado se lereda de la ortogonalidad de los veclores

propios g;
(ah23), = 2ray = (A1) A (A1) = 4AT /1001, = g, = 0.0

Una vez realizada la descomposicidu en valor singnlar de s a través de la matriz SA
podemos proceder a construir fa imagen euclidiana de los estudios; sobre un espacio
cuya dimension se fijard ateudiendo a las necesidades del probierna, si se busca una
representacion grafica ésta tendrd que ser 2 6 3. Asi, cada uno de ellos se representa
por un punto M; (¢ =1,...,k) cuya l-ésima coordenada se obtiene a través de la

expresion (consultar seccién 1.5.2)

Vg = A say;,

de tal manera que si la imagen cuclidiana deseada es de dimensién b, fas coordenadas

de dicha imagen sé calculardn como

(VAP

con' Ay 2 Ay 2., 2 M, lo que puede resuniirse matricialmente en la expresion
A=1f2 _pal/2
SATAM2 = PAY?,

donde ' es la matriz de eigenvectores (1;, . ..,1;‘) y A= diag{\ Ay, )

(¥

Proposicién 2.4.2 $i los pesos asignados a cada une de los estudios son iguales,

bnsta dingonalizar le mateiz S para construiv swimegen evclidiana,
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Demostracién,  Si z es un vector propio normado de la matriz S con valor propio
asociado A(S), entonces Sz = MS$)z por lo que la matriz AV2SAV? = §A = 1S
admite conto vector propio a z pero asociado al valor propio Mkﬂ que denotaremos
por MSA)

NS)

SAz = -s~ ==

asi, las I-ésimas coordenadas de los puntos M, son los elementos del vector

s = S = A - o

Ahora procederemos a analizar la forma que liene la imagen euclidiana propuesta.

La longitud del vector OM, que representa la norna del -ésimo objelo, serd la
misma si el andlisis s¢ basara, ya sea en las matrices de productos escalares entre
individuos W; o bien en las matrices de varianzas y covarjanzas V;, lo anterior se
cumple por el resultado probado el Leorema 2.3.1, ||Will,;o = IVillys - Esto indica que
el punto asociado a un estudio en la iiagen euclidiana que se construyd tiene una
distancia fija al origen, independientemente de lo que se quiera describir. Cuando los
abjelos son normados, los vectores asociados también lo seran, por lo que "m“ =1
y la imagen se concentraria en un creulo de radio 1,

Ademds se vid en la demostracion del teorema 2.3.3 que, los productos escalares
enlre objetos (Wi, Wj),,s son positivos, lo que implica que el coseno del dngulo que
forman los veclores en la imugen cluclidiana sea agudo y los vectores OM;, ..., OMy
determinan un cono convexo. Si partimos de matrices normalizadas, esle cono coin-

Cl(lll‘a con un semiarco del circulo unitario.

2.5 Estudios Suplementarios.

Para fines pricticos, pensernos que necesitamos comparar las matrices de pro-
ductos escalares entre individuos W, (st nuestro objetivo fuera la comparacion de
niatrices de varianzas y covarianzas, ¢l procedimiento serfa completamente andlogo)

de tal manera que contamos con estudios de la forma (X;,my, d).
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Un estudio supleimentario ( Xy, meg1,d) es aquél al que afectainos por nn peso
nulo para incluirlo en nuestro andlisis con fines comparativos, alendiendo posible-
mente a la existencia de alguna variable categdrica de interds, por lo que el espacio
vectorial k-dimensional ((7,2) de estudios que habfamos trabajade, ahora serd de
dimension & + 1, y lo denotaremos por (G, 31).

La forma de trabajar este tipo de estudios es igual que cualquier otro objeto
suplementario. Calculamos los productos escalares entre la matgz de productos es-
calares entre individuos correspondiente al estudio suplenientario en cuestion Wiy,

con aquéllas de los elementos activos

(ﬂi’ak+l):| = (W Wiy Vi={l,...,k}.

La representacion de este estudio en ta imagen euclidiana de todo el andlisis, tendra

asociado el punto Myy, cuya l-ésima coordenada estd dada por
l/'l
(SA) 81 (gk+1) AL )

donde s{(gi41) es el vector de dimensién k que Liene en cada entrada ¢l producto

escalar Hilhert-Schinidt con las & matrices de los estudios activos.

2.6 Construccion del Compromiso.

Como se menciond anteriormente, la matriz compromiso busca ser un buen re-
sumen de los estudios involucrados en el andlisis, de lal manera que pueda consideratse
como una matriz “representativa’ de los sucedido a través de los perfodos de obser-
vacion, meozaremos por presentar su definicion y pox,tonormonte mencionaremos

algunas pmp\e-(ll\dvs que posee.

Definicién 2.6.1 Sea (g,,77) | = L.,k las coordenadas del vector propio 5 de
la malriz SA asociado al valor propio mds grande X, en la base {L/;,,g_;} El
compromiso w vs la aplicacidn lineal de E en k* definida como combmacidn lineal

de las aplicaciones wy de la manere siguiente

k
W= Z n‘l(ﬂpli)wh
{=1
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lo que en nolacion malricial equivale a

W=a _:>:7” 90 1)W,

I=1 I=1

1o

donde « es un cocficiente posilivo de normalizacidn que se cspecificard mds adelante.

Es decir, cada sumando se obtiene premultiplicando la matriz W} por la {-dsima
coordenada del vector propio 37 y el respectivo peso def estudio. Una de las ventajas
de definir de esta manera el compromiso, es que hereda la simetria y positivadad de
lag matrices (aplicaciones) que lo generaron.

El coeficiente de normalizacidn a, se cscoge de Llal manera que la inatriz compro-
miso resulte ser del misino tipo de objetos que intervinieron en su construccidu. En
el caso de comparar objetos 1), éste se propone de tal manera que su norma resulte

ser igual a la media de las norinas de Ias matrices involucradag, es decir

IWll= avii = TiomdWill

B a=\PTE n|Will = APk ms?

de tal forma que la expresion final de la natriz compromiso resulta ser
k
W= (A;'“ S umu) 3 mlg, 1)) Wi
i=1 1=1
Equivalentemente podemos proponer ¢l compromiso como W = 37, Wi, donde
los coelicientes a; son las componcnteq del vector g = A7 i ()_, 1 TSy 172 ) Al:, lo que
se reduce a g = A7V zAl.' cuando los objetos son normados,
La representacidn de esta matriz en la imagen cuclidiana, se explica en el siguiente

teorema.

Teorema 2.6,1 El punio asociade a lo matriz compromise en fa imagen euclidiana

de los estudios tiene coordenadas

(m/if,o,‘...,o).
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Demostracidén.  La coordenada I-ésima el compromiso es una rombinacidn lincal
de las coordenadas Iésimas del punto asociade a cada Wi, las cuales se concentran
en el vector /\}/21; que siguiendo la notacion introducida en la definicion, cada una
puede expresarse como /\‘1/2(‘1;_‘,1;), por lo tanto, 1a l-dsima coordenada de la matriz

comproriso esta dada por
: 12 1/2
a ., milgn 1N g 1) = oM )
=l
pero los vectores propios {+;] forman una gase 6-ortonormada, por o gue

(4277) Lsil=1
VI =
oLk ) en otio caso

de tal suerte que las coordenadas son las que se propusieron en el enunciado del
teorema. O
[n el caso de estar comparando matrices de varianzas y covarianzas V;, la matriz

compromiso se define de manera andloga a la matriz W
k
V=AY mg, 1)V
i=1

con f el cocficiente de normalizacidn, Ahora bien, si la interpretamos directamente
como media pondevada de V;, se escribira como
k k
Vo= Za.-V,-, con Ea; =1,
i=) =1 .
de tal manera que :
o Wi(g!'lll.)
T Ehmlgs )’
i=1 T\ 0y
con'lo que la expresién final de la matriz compromiso V es
( k
e bt ettt N * A
V= Iy ) z:"'(.‘l."fh)v"
2i=l ”‘(ﬂ.‘lll =1
Podrfamos decir que hasta ahora, no parece haber algnua razén que justifigue
las expresiones propuestas para las matrices V' y W, sin embargo debemos tener en
cuenta qué se buscaban matrices altamente correlacioniadas con las matrices V; y
W; respectivamente, de tal manera que los coeficientes de las combinaciones lineales

satisfagan este objetivo, Lo antrrior se explica en el signiente teorema.
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Teorema 2.6,2 Falre lus combinaciones lincules de las matrices Wi, el compromiso
= Y5 oW, presentado en la definicion 2.6.1 tiene la propiedad de ser la de

correlacidn mdzima con las matrices W;.

Demostracién.,  Probar este Leorema equivale a probar que el maximo de

Tham (Zuﬂl”h” )l{a 53k mCovu® (W, W)
ARy A [
se alcanza precisamente para cl compromiso como se definié previamente,
Usando (W, Wi)ys = (Q."'JJ), = (4,,.9 (gl)) y que §(g7) = mg, venos que el
numerador es ignal a
imi (2 a0, Wi, W) gy (21, Wiy s Wiy
= ¥, Ly, o0, Zvr.' (Whyy Wolgps (W, Wiy s -

il

=~

Analizando inicamente el término marcado con la llave, vemos que

i (Wi, Wad g (Wi Wiy = 0im; (514 ”(ﬂ.)) (-‘l."s (g—h))
= % (0 5tmg) (502 ) = = (0098 (2) (g2 (&)
=(-’14."6(Z" ("l-" (ﬂh)) -)) (14"°65 (912))’

por lo que el numerador se reduce a

o El') anap (yﬂ,s&s ( 2)) = (E‘l A Ly mqsﬁs (Qh))
= (21 oug, o83 (2, 0ng,)

Si llamamos g = ¥, ayg, lo anterior se reduce a
(2,565 (z)) = (z,8383(z)), = (z,8°3(z)), = (s"s(2) ,z), .

Analizando ahora el denominador, vermnos {{ue

Il:x (Z“'JJ Z‘W) =(z,z),,

2o,
de tal manera que ¢l cociente orlgmal 1o €5 mas que el cociente de Rayleigh para la

matriz $*S (para el operador ¢*s) y alcanza el maximo cuando g es el vector propio



de la matriz §*$ asociado al valor propio mds grande de dicha matriz, ¢l cual se
denotard por Ay (5*5) = A} (SA) y puede deducirse de los vectores propios {¢]} de
SA de la manera siguiente:

Si {er} forma una base de vectores propios ordenados en forma decreciente aten-
diendo a la magnitud de su respectivo valor propio de SA, entonces el coujunto
{6 () = ¢} forma una base dual de vectores propios ordenados en el mismo sentido,

de la matriz transpuesta AS por lo que

bs(e) = My
= 6sbs(g) = Més(g)

= s7s(e) = My

lo que indica que ¢; ¢s vector propio de s*s asociado también al valor propio méximo
(si max; {\} = M\ entonces max; {A?} = M pues \; 2 0), lo que implica que ¢ =
£ = 6(¢}), os decir, 67Y(z) = ¢ es vector propio de 38 asociado a Ay, de tal suerte que
éste tienc que ser forzosamente 7; o bien ay;.

Si identificamos el espacio vectorial G con su bidual y hacemos notar que la matris

A essimétrica y W = 5 oqW,, podemos ver que

w=(z,g) =a(5(1).g) = (16 (g)) = em (go;) - ©

Para concluir esta seccidn, sélo conviene notar que la forma propuesta de construccion
del compromiso permite garantizar que éste resultard ser una matriz centrada cuando

provenga de matrices {W;}¥., que también lo sean

n n k k n k
YW =Y pYy aW), =Y aY m(W), =Y a() =0
=} =l =1 =1 i=l =1

2.6.1 Interpretacién del compromiso.

Centremos nuestro andlisis en el caso en que contamos con estudios de la forma
(Xiymi,d) y se comparan matrices de productos escalares entre individuos Wy, es
decir, tenemos un conjunto fijo de individuos sobre los cuales se han medido diferentes

grupos de variables,
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En la seccidn anterior se presentd la forma de construir una imagen euclidiana
para los esludios, en la cual tambiéu pudicra representarse la matriz compromiso; la
notacion empleada {ue la siguiente: lamamos M; al punto en el espacio euclidiano
asociado a la matriz W; y el punto M al correspondiente para el compromiso W. Esto
se hizo de tal forma que dos matrices W; similares, tendrian normas en la imagen
también similares.

A continuacidn presentaremos algunos ejemplos de imagenes que podriamos en-
contrarnos en alguna situacién practica y la interpretacion que deberiamos hacer de

ella.

L B

Gréfica No. 1

Esta grafica muestra evidencia de que existe estructura comin de los individuos al

cambiar de conjunto de variables observadas, es decir, al pasar de un estudio a otro;.

esta estructura puede resumirse en una sola matriz, el compromiso. Las coordenadas
en el primer eje son muy parecidas, lo que reflcja aportaciones semejantes de cada

uno de los estudios que intervenicron ent la construecién de W.
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M5
* M

SR

Gréfica No. 2

La grifica 2 presenta una situacién en la que el quinto estudio es diferente a

los demds, pues se encuentra casi-perpendicular al conjunto restante, lo cual podria
) ¥ \

interpretarse como evidencia de que el conjunto de variables que se midieron en este

quinto estudio son casi ortogonales a las medidas en el resto, ademds contribuye muy
poco en la construccién del compromiso pues su primera coordenada es notablemente
menor que la de los demds. En este caso, el W resumird el comportamiento de la

“mayoria” de los estudios.

M1

M3

® M4

M2

Gréfica No. 3
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<

En la grafica 3, las normas de los estudios son semejantes, no obstante el primero
y segundo ticnen una primera coordenada muy pequena lo que indica que contribuyen
mity poco a la construccion del compromiso. Se recomienda normalizarlos primero y

construir la matriz W con W%T,T

M1
M3

M4

M2

Gréfica No. 4

En la grifica 4 se puede observar que los cosenos de los dngulos formados entre
la representacién de cada estudio, son muy pequeios, lo que indica una posible falta
de estructura comin de los individuos a lo largo de la'investigacion. Bl compromiso
simplemente es la media ponderada de los objetos que lo conformaron y es el mds
correlacionado con ellos.

Al considerar que la matriz W es un buen resumen de lo que acontece al inte-
rior de cada W}, entonces podemos utilizarlo para construir una “Imagen Euclidiana
Compromiso” de los individuos, ea decir, una representacién grafica que resuma todo
su comportamiento a lo largo del periodo de observacion,

‘Para obtener esta imagen, basta repetir lo propuesto para la constriccién corres:
pondiente a una matriz Wi cualquiera (ver capitulo 1), es decir, descomponer en valor
singular el compromiso W a través de los valores propios no nulos Ay > ...'2 A
y de los vectores propios d-ortonormales asociados, {g;}{.,, del operador WD de

(£, d). A partir de esta descomposicion obtener los puntos O, M, ..., M, en el espacio

o



euclidiano que le corresponde a cada uno de los individuos,

La distancia del punto M; a M;, day,ag,, representa la distancia compromisa entre
los individuos { y j coincidiendo su cuadrado con el cnadrado de las distancias entre los
individuos en cada uno de los estudios, ponderadas por los coeficientes ay. Llaneinos

(z,)i al i-ésimo individuo en el compromiso, entonces

li

)i ~ (Iw)j”?{ = (&, )i ~ -w)l! Lo)i )1),{

: ((J.m)n(-m) )d + ((i’m)j- {2 )) - 2( —~m w)])d

Wi + Wj; — 2Wy = Sy en (W) + (Wl),- 2(W),;)
shoen o), - )], -

2
'IM.'.M,

i

1}

Como es de suponerse, bajo este contexto también podremos construir algo equi-
valente al “Circulo de Correlaciones” introducido en la seccién 1.5.2. Esta grafica
prescnta la correlacidn entre las variables y los ejes obtenidos para la tmagen eucli-
diana propuesta, por lo que siguiendo la metodologia discutida previamente vemos

que si la variable g es centrada y reducida, este valor estd dado por
corr (z,&) = ' Dy,

y sera la l-ésima coordenada del punto asociado a la variable & en dicha imagen.
Asimismo, podemos representar en la misma grafica alguna variable exdgena {cen-
trada y reducida) y que se hubiera medido sobre el mismo conjunto de individuos que

participa en el analisis, su I-ésima coordenada estd dada por

corr ( ,‘g) =y'De.

2.7 Trayectorias de los individuos.

Fl concepto de “trayectoria” de un individuo surge al buscar representar grafica-
menteel desarrallo o evolucidn de uno de los individuos involucrados en el anilisis.
Isto nos permititfa ademds de. detectar aquellos sujetos que se distingan de los
restantes, hacer un seguimiento de alguno cn particular. La idea consiste en aso-

ciar unt punto en taimagen euclidiana compromiso por cada individuo en cada uno de
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los estudios, de tal mancra que la {-ésima coordenada del punto asociado al i-ésimo

sujeto en el j-ésimwo cstudio esta dada por
N (s (e) @), = AR (W), De

donde g ¢s, como se mencions anteriormente, el I-ésimo vector propio del operador
wd asociado al valor propin A del conjunto ordenado en forma decreciente. Al correr
J=1,..., k obtendremos los puntos asociados a este individup al variar los estudios;
si buscamos una representacion bidimensional entonces | == 1,2 y finalmente, al mover
i=1,...,n chtenemos las trayectorias de cada uno de los indivindos.

Todo esto se resumira en la notacion

M} : punto asociado al i-ésimo individuo en el j-ésimo estudio,

M; : representacion comprontise del i-ésimo individuo.

Usando la definicién de W, podemos deducir que M; serd el centro de gravedad de la
trayectoria {M,j },:l ponderada por los cocficientes a;.

En lo que se refiere a las trayectorias de los individuos suplementarios se procederd
de manera andloga, fijemos ideas con el primer sujeto adicional en el estudio j-ésimo,
caleulamos ol veetor n-dimensional w;(g,4,) que contienc en cada entrada el producto
esealar del individuo suplementario con cada uno de los activos en ese estudio, de tal
manera que la [-ésima coordenada del j-ésimo punto de su trayectoria estard dado

por
" '
'\l Y (y:'-j(gvﬂ-l)) D.E.ls
con {N} y {&} como se definieron previamente. Cabe hacer notar que debido a que

este Lipo de individuos tienen asociado un peso nulo, no participaron en la cons-

truccion de W, por lo que no existird su posicién compromiso,

2.7.1 Informacidn de las variables en las trayectorias de los

individuos.

Cuando las variables involucradas en cada perfodo de observacidn son altamente

correlacionadas entre si, el “Circulo de Correlaciones” presentard agrupacién primero
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por estudio que por viriable, de tal suerte que no serd fact describir los ejes compro-
miso en funcion de cftas ni interpretar las trayectorias.

Por el contrario, cuando las variables estan fuertemnente correlacionadas entre los
estudios, los ejes del compromiso tendrdn una interpretacion clara en funcién de ellas,
Este es ol caso en que los vectores propios de WD son inuy similares a los de WD,
en particular el asociado al valor propio miximo. Asi, la explicacion del primer cje
serfa estable de nn estudio a otro y las variables que lo explican serfan las mismas,
lo que proporcionaria un criterio general gue pernttiera asignar un nombre comin a

dicho eje, de tal manera que las diferencias en las coordenadas serian evidencia de

diferencias cn las variables asociadas a dicho eje.

2.8 Representacion de las variables en estudios

(X1, m,dp).

Esta es la situacién que corresponde a la medicidn de un conjunto fijo de variables
sobre diferentes grupos de individuos, de tal suerte que el espacio de variables (£, 4)),
es de dimensién ny dependiendo del nitmero de sujetos en cada periodo de observacion
y huscamos comparar las matrices de varianzas y covatianzas definidas en cada uno
de ellos.

T fa seccidn anterior definimos ta matriz compromiso V = TF., enV] € L(F*, F)
cont Lopoy = 1, que puede considerarse como una matriz de varianzas medias entre
variables, pues observemos que s partimos de estudios donde las variables se centran
previamente, entonces

k k i .
Vi=Y (W)=Y e (@) @)),
=1 i=1 !
que puede interpretarse como la covarianza compromiso entre las variables (, .

Come puede deducirse ficilimente, ahora trabajaremos con la matriz V dela misina

manera que lo hicimos con W, Se descompondrd en valor singular a través de los va-

lores y vectores propios de VM y eblendremos una imagen euclidiana O, Ny, ... Ny,

* para las variables. Fl producto escalar (()N.-,()N;) denotard la covarianza compro-



3%}

por estudio que por variahle, de tal suerte que no serd ficil describir los vjes compro-
miso en funcién de cllas ni interpretar las trayectorias.

Por el contrario, cuando las variables estan fuertemente correlacionadas entre los
estudios, los ejes del compramiso lendran una interpretacion clara en funcién de ellas.
Esle es of caso en que los vectores propios de ¥ D son muy similares a los de WD,
en particular el asociado al valor propio midximo. Asf, la explicacion del primer cje
seria estable de nn estudio a otro y las variables que lo explican serfan las misinas,
lo qite proporcionaria un criterio genecal gue perinitiera asignar un nombre comin a
dicho eje, de tal manera que las diferencias en las coordenadas serfan evidencia de

diferencias en las variables asociadas a dichio ¢je.

2.8 Representacion de las variables en estudios

(Xh m, dl)

Esta es la situacidn que corresponde a la medicidn de un conjunto fijo de variables
sobre diferentes grupos de individuos, de tal suerle que el espacio de variables (Fiy, 4,),
es de dimension iy dependiendo del wimero de sitjetos en eada periodo de observacion
y buscamos comparar las matrices de varianzas y covarianzas definidas en cada uno
de clios.

En la seccion anlerior definimos la matriz compromise V = E,":, Vi€ L(F*, 1)
con Y0 = 1, que puede consideratse como una matriz de varianzas medias entre

variables, pues observemos que si pactimos de estudios donde las variables se centran

previamente, entonces

k 3 . ,
Vl'j = Iz:QI(Vl),'J' = ‘Zlal ((Q-Zl)‘ '(i‘).,)xl, ’
=1 =

que puede interpretarse como la covarianza compromisa entre las variables 1,
Corio puede deducirse ficilmente, ahora trabajaremos con la matriz V de la misma

manera que lo hicimos con W, Se descompondrd en valor singular a través de los va-

lores y vectores propios de VM y obtendremos una immagen enclidiana O, Ny,..., N,

para las variables. Bl producto escalar (ﬁN},()Nj) denolara la covarianza campro-
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migo entre las variables { y J; asi como el coseno del angulo que forman representard
su correlacion compromiso.

Para construir trayectorias asociadas a cada una de las variables, consideremos
el conjunto m-normalizado de vectores propios de VM : {fl’ . ’fﬂl} asociado a los
valores propios no nulos Ay > ... 2 A,. La l-ésima coordenada del punto Nj que
representa a la variable j en la matriz compromiso esti dada por

NV (L) @) =N () My,

n
y la l-ésima coordenada del punto N} que representa a la variable j en el estudio i
estard dada por: .
~1/2 . -1 it
A (V(L) ), = N0 Mg,
lo que nos permitird construir una trayectoria para cada variable y asf detectar cuales

son las responsables de diferencias importantes entre matrices V;, V;.



Capitulo 3

Aplicacion del Método Statis a la
dinamica demogréfica en México
(1930-1990).

3.1 Introduccién.

Este tercer capitulo busca ilustrar el desarrollo, el tipo de resultados ¢ interpreta-
ciones que se pueden obtener con el Mctodo Statis cuando se aplica a un problema
practico. Dada la gran cantidad de informacin numérica que se puede resumir, asi
como la complejidad de los clculos, decidimos implementar una rutina en el lenguaje
S8-Plus que llevara a cabo este trabajo; la razén de haber éscogido precisamente este
lengimje sobre la gran cantidad de opciones de que se disponen actualmente, fue pen-
sando en su manejo interno de matrices y la forma sencilla de operarlas, ademas de
estar ampliamente difundido en el medio estadistico. El cédigo de las rutinas y todas

las corridas obtenidas se anexan en el apéndice final de la tesis, -

3.2 El Problema.

Contamos con la informacién de algunos aspectos demogrificos de la Repiblica

Mexicana entre los aios de 1930 a 1990 y se busca, a partir de cllos, describir la
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dinamica poblacional que ha sufrido el pais en este periodo, tanto a nivel nacional
como cstatal, Esta informacidén se obtuvo de los censos nacionales publicados por el
Instituto Nacional Estadistica, Geografia ¢ Informatica (INEGI) [10}, de los cuales

decidiinos resumir el problema a las siguientes variables:
e nimero de nacimientos de iombres,
¢ mimero de nacimientos de mujeres,
e niimero de defunciones de nifios menores de un aio,
¢ nimero de defunciones generales,
o matrimonios,
o divorcios.

Es importantesenalar que nuestro objetivo consiste en describir el comportamiento
deuna poblacion, y la informacidn disponible también es de cardcter pablacional, de
tal manera que estamos ante un caso en que el interés no es hacer inferencia sino
describir lo que presentan los censos; contamos con los valores de estas 6 variables
para los 2 estados de la Repiblica durante 7 censos: 1930, 1940, 1950, 1960, 1970,

1980 y 1990, que se resumnieron en 7 matrices de 32 renglones por 6 columnas.

3.3 Seleccién de métricas y coeficientes para el

uso del Método Statis.

Traduciendo el problema que tratamos de resolver en el lenguaje manejado en los
dos primeros capitulos de la tesis, podemos notar que contamios con 7 estudios, en
los cuales tunto el espacio vectorial definido por individuos (estados de la Repiiblica),
como aquél definido por las variables, permancieron fijos en el periodo de interés.
Esto nos permite entonces, analizar tanto la evolucion demogrdfica de cada uno de
los estados a través del tiempo, asi como el comportamiento a nivel nacional de las

variables que estamos estudiando,
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Decidimos realizar todo el analisis utilizando matrices previamente centradas y os-
tandarizadas, con el objeto de eliminar desde un principio cualquier problenta debiclo
a las unidades de medicién y magnitud de las variables.

Tomando en cuenta que para fines de nuestro estudio, los 32 estados dela Repiblica
ticnen igual importancia, consideramos que lo mis adecuado era asignarle al espacio
vectorial de variables £, el producto escalar estindar d, definido por

Lo e
3 8 ot=)

0 si i#)

cuya matriz asociada e¢s D, = (1/32) # I5pxap. Asimismo, el espacio de individuos

(gl :.L-‘j )dp =

I fue provisto del correspondiente producto escalar estandar, el cual le asigna igual
importancia relativa a cada una de las variables

Ligi i=y

(.t:.".[,')mr = oo

0 si t#]
con matriz asociada M, = (1/6) * Joxs. Asi, la estructura con la cual trabajaremos
consiste de 7 estudios de la forma (X, (1/6) * Igxe, (1/32) * Iaxm), (k=1,...7), en
los cuales la natriz Xx es una matriz de datos centrada y reducida. Los estudios serin
todos del mismo peso, 1/7, definiéndose asi, de manera analoga a los casos anteriores,
el producto escalar en el espacio vectorial formado por los estudios.

Recordemos que esle estudio tiene dos objetivos: primero, describir la evolucidn
de cada uno de los estados de la Repiblica para resaltar los cambios demograficos
sufridos a través del tiempo y segundo, describir el comportamiento de las variables
durante ese periodo, lo que nos sugire comparar tanto las matrices de distancias entre
individuos Wy como aquéllas de distancias eatre variables Vi , siendo éstas tltimas en

realidad, matricea de correlacidn puesto que los datos fueron reducidos previamente.

3.4 Evolucion demograifica de los estados de la
Republica.

Para estudiar el comportamiento de los Estados, primero se procedié a encontear

las matrices de productos escalares entre individuos Wy, en cada uno de los censos, para
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posteriormente “compararlas” construyendo la matriz de productos escalares Hilbert-
Schmidt entre estos objetos, Una vez obtenida esta matriz, la cual llamaremos §
atendiendo a la notacién del capitulo anterior, se descompuso en valor singular con ¢l
objeto de construir una imagen euclidiana de los Fstados que nos permitiera detectar
la posible existencia de una estructura comiin a lo largo del peviodo de observacion,
lo que di6 lugar a la Grafica No. 1: *Diniunica con respecto a los estados”,

Ista grafica pone de manifiesto el comportamiento temporal del fenémeno bajo
estudio, ya que los puntos asociados a cada uno de los censos signen precisamente el
arden cronolégico que les dio origen. Las normas de los vectores asociados a los puntos
Wi, son del mismo orden de magnitud, lo que sugicre la existencia de una posible
estractura comnin al interior de cada tabla, que evoluciona con el paso del tiempo,
sin embargo, los dngulos que forman entre si los vectores asociados a cada uno de los
censos, detectan cambios bruscos en la dindmica demogrdlica en los censos de 1950 y
1990, puesto que los dngulos que definen cou los censos precedentes respectivos son
ligeramente mas grandes que los restantes, de tal manera que se tiencn indicios de
comportamientos diferentes en las décadas de los 40's y 80's que resumien estos censos.
El porcentaje de inercia que explica esta representacion grafica resulta ser del 87.53%,

lo cnal nos habla de una muy alta calidad de representacion global del fendmeno.

3.4.1 Posicidn compromise de los Estados,

Hasta ahora, hemos detectado la existencia de una estructura evolutiva comiin de
los Estados, pero jcémo puede resumirse o presentarse esta estructura?, Recorde-
mos que en la propuesta del Mdtodo Stalis, una ves detectada la presencia de inter-
estryctura, se sugiere la construccidn de una matriz compromiso W, que nos permita
entenderla. Esta matriz, que no es mds que una media ponderada de las matrices
Wi, goza de la importante propiedad de ser aquélla que maximiza la correlacion con
las matrices que la originaron, de tal sucrte que puede interpretatsa como el mejor
“resumen” de lo acontecido a nivel individual durante el periodo de estudio. Por lo
anterior, tendremos que construir ahora una imagen enclidiana compromiso de los

estados partiendo de la matriz W. Bl resultado de esta constriccion se presenta en



la Grafica No. 2: “Representacién compromiso de los estados”.

Para poder interpretar adecuadamente esta grifica, vs preciso entender perfec-

tamente bien lo que representan cada uno de los ejes compromiso en términos de

las variables que estamos estudiando. Para esto calcularemos sus correlaciones con

los ejes en cada uno de los censos. Los resultados se presentan a continuacion y se

plasmaron en las Graficas No. 3,4, 5, 6, 7, 8, y 9 : “Correlaciones con los ejes

corupromiso: " 1930, 1940, 1950, 1960, 1970, 1980 y 1990 respectivamente:

var |
var 2
var 3
var 4
var §

var 6

Nac. de Hombres

Nac. de Mujeres

Def. Generales
Def. de Nifos

Matrimonios

Divorcios

Con ejc |

1930
0.8471
0.8444
0.8390
0.8427
0.8659
0.2572

1930
—-0.2338
-0.2352
-0.2568
-0.2221
-0.0208

0.5149

Coneje?2 Conejel

1940
0.8438
0.8405
0.8538
0.8687
0.7806
0.3230

Con ecje?2
1940
~(.1682
~0.1695
-0.2030
-0.1399
-0.0292
0.7679

Conejel Concje2 Conejel Conceje2 Concjel Coneje?2

var 1
var 2
var J
var 4
var 5

var 6

1950
0.8948
0.8999
0.8958
0.9056
0.8682
0.2033

1950
~0.0582
~0.0552
-0.1223
~0.0332

0.1493

0.8409

1960
0.9061
0.9033

0.9034

0.8964
0.8510
0.1344

1960
0.05985
-~ 0.0685
~0.0483
0.0491
0.2007
0.8045

1970
0.9072
0.9032
0.9104
0.8951
0.8799
0.0852

1970
0.0576
0.0772

~0.0235
0.0163
0.1692
0.7768



Conejel Coneje2 Conejel Coneje?
1980 1980 1990 1990
var | Nac. de lTombres 09039 -0.0120 0.8364 -0.11381
var 2 Nac. de Mujeres 0.9042 -0.0167 0.8240 —~0.1210
var 3 Def. Generales 0.9013 —0.0634 0.83819 -0.0518

var 4 Def. de Nifos 0.8556 —-0.1247 0.7581 -0.1796
var 5 Malrimonios 0.8987 0.0816 0.8623 —~0.0382
var 6 Divorcios 0.7427 0.4209 0.7368 0.4734

[isto nos permite ver que las primeras cinco variables: nacimicntos de ambos sexos,
defunciones y malrimonios son las que se encuentran representadas primordialmente
en el primer eje, mientras que la variable divorcios es aquélla que define principalmente
el segundn. Regresando entonces a la Gréfica No. 2, podemos notar que existen dos
estados que difieren claramente del grupo reslante, el nimero 8, Chihuahua y el
9, que representa al Distrito Federal. Chilualua tiene una abscisa semejante a los
demds estados siendo la ordenada la que lo distingue de ellos; esto nos indica que
el comportamiento demogrifico de Chihuahna es similar al del resto de la Reptiblica
excepto en lo referente al nimero de divorcios; por otro lado, el Distrito Federal se
distingue en ambas coordenadas, lo cual nos da evidencia de un dindmica tolahnente
diferente de esta entidad, tanto en lo que se refiere a nacimicntos y defunciones, asf

como en matrimonios y divorcios,

3.4.2 Trayectorias de cada Estado.

“Tomando en cuenta que en la imagen euclidiana compromiso, la evolucion de
cada estado a lo largo del periodo de observacién fue reducida a un tnico “punte
promedio”, nos pregintamos ahora, cémo lubicran sido sus trayectorias si se hubiera
sintetizado a un punto pero aliora por cada uno de los censos trabajados; esto nos
permitirin conocer a detalle la forma cémo se construyd ese “punto promedio” y asi
detectar momentos importantes de cada entidad, tales como aquéllos en los cuales

lnibo cambios de tendencia e la dindmica, o los periodos de estabilidad, etc. Todo
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lo anterior entonces, justifica la construccion de trayectorias individuales en el plano
compromiso, que podrin interpretarse en referencia a un “estado promedio” ¢l cual
serfa una entidad ficticia con la propiedad de tener valores medios de cada variable
en todos los censos, de tal suerte que la trayectoria correspondiente se reduciria a un
punto que sera precisamente el origen del plano compromiso dende se representarin
dichas trayectorias.

Asi llegamos a la Grafica No. 10; “lrayectorias de los estados: 1930-19907, la cual
nos presenta las 32 trayectorias asociadas a cada uno de los estados simultancamente
en el plano compromiso, por lo que la interpretacion de los ejes es exactamente la
misma que en la Grifica No. 2. Es importante sefialar que esta representacion tiene
el inconveniente de incluir, como se dijo antes, a los 32 estados simultdneamente,
dificultando notablemente su lectura, no obstante se considerd importante incluirla,
porque nos da un panorama general de ellas. Aqui es donde podemos detectar la
presencia de tres estadog cuya inercia demogrifica ha sido mds accidentada que la de
los demds: Chilnahua, Edo. de México y Distrito Federal

Confirmando la lectura de la fmagen compromiso, Chihushua tiene una abscisa
muy similar a la de los estados restantes, la cual se mantiene a lo largo de toda la
trayectoria, es decir, en lo referente a nacimientos y defunciones podria considerarse
un estado tipico, sin embargo en la década de los 40’ se presentd un fuerte movimiento
en-cuanto a tlivorcios se refiere, fendmeno que se repitié en los 70°s pero en sentido
inverso, puesto que se tendio a regresar a la posicion inicial,

En lo que se refiere al Distrito Federal, la lectura de su trayectoria nos aporta
informacién muy valiosa adicional a la que ya tenfamos en su representacion compio-
miso, pues nos dice que su diferencia principal con respecto al resto de la Repiiblica,
radica en el mimero de nacimientos y defunciones; en lo que a divorcios se refiere,
vemos que, como s¢ detectd en la Grafica No. 2, exislen diferencias en ordenadas
pero no tan Hamativas como aquéllas de las abscisas.

El Estado de México, o habia sido detectado antes, lo cual se debe a que, en
promedlio, tuvo un comportamiento similar al de los estados restantes, no obstante
al analizar su trayecloria, notamos que sufrio cambios nuy bruscos en su inercia

demogrifica, sobre todo en lo referente a nacimientos y defunciones, lo que podria
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ser producto de su cercania al Distrito Federal y el continuo erecimicnto de la ciudad
que se ha extendido hasta este estado. Cabe sefalar que las décadas de los afos 70’s
y 80's son las que presentan mayor desviacion con respecto a la nube formada por las
entidades restantes.

Como pudimos darnos cuenta, la lectura de esta iltima grafica fue bastante cons-
plicada por representar simulidnzamente todos los estados, dificultandose aun mis,
st hubidramos necesitado distinguir alguna trayectoria en particular, Esto nos sugirid
reducir esta representacidn a grupos de ocho estados, lo cual tiene la desventaja de
quitarnos el panorama global que tenfamos, pero a cambio nos permite conocer a de-
talle cada una de las curvas expuestas, Ver Grificas 11, {2, 13, 14 y 14" *Trayectorvias
de los estados 1, I, I, IV y IV"! respectivamente.

Utilizando estos acercamientos pademos hacer algunas observaciones adicionales.
En el grupo [, ademds de Chihnahua, ya comentado ampliamente, los estados de Baja
California y Chiapas sufrieron canibios bruscos en cuanto a nacimientos y defunciones
se reflere, no asi en lo concerniente a divorcios; Aguascalientes, Baja California Sur,
Campeche y Colima, presentan tendencias sintilares y de pocos cambios,

Analizando el segundo grupo, vemos que junto con ¢f Estado de México, discutido
previamente, Jalisco, Guanajuato y Michoacan también presentan cambios fuertes en
la dindmica referente a divorcios, no asf en cuanto a nacimicntos y defunciones. Este
mismo fendmeno se presenta en Puebla, Veracruz y Oaxaca (ver Graficas 13, 14y
14"} y en sentido inverso en Morelos, Sonora y Tlaxcala,

Puesto que tanto el conjunto de individuos (estados) como el de variables per-
manecicron fijos a lo largo del periodo de estudio, pademos realizar un andlisis similar

al que hicimos sobre los estados, pero ahora para las variables.

3.5 Evolucidon de las variables.

Repitiendo el procedimiento que describimos anteriormente, iniclamos este en-
foque calculando las matrices de distancias entre variables en cada nno de los censos,
que en realidad serdn de correlacién por haberse estandarizado desde un principio.

Descriptivamente hablando, podemos notar que la variable nimero de divorcios,
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es aquélla que se encuentra menos correlacionada con las restantes, no obstante
podriamos decir en términos genéricos, que va aumentando con el paso del tiempo,
llegando a ser muy alta con el mimero de matrimonios.

Con el objeto de detectar una posible estructura conndn al interior de estas matri-
ces, se calculd la matriz de productos escalares Hilbert-Schinidt entre objetos ¥, que
nos penmitio construir la imagen cuclidiana de los censos con respecto a las variables,
presentada en la Grafica No. 15 “Dindimica con respecto a las variables”. Aqul
podemos observar como los censos de 1980 y 1990 son muy semejantes entre si, pero
notablemente distintos a los restantes; a diferencia del analisis anterior, la evidencia
de interestructura resulta ser vaga o quiza fragmentada, antes de 1970 y despuds de
1980, lo que puede interpretarse como seiial de un cambio demografico muy drdstico
en la década de los 70's resumido en el censo de 1986,

A pesar de haberse detectado esta falta de estructura, decidiinos construir la ma-
triz compromiso V que resumicra lo acoutecido en las variables estudiadas, Con ella
generamos la imagen euclidiana de las variables donde se resalta lo descubierto en
el primer aundlisis; el comportamiento radilcamente diferente de los divorcios eviden-
ciando también, una ligera separacion del ntimero de matrimonios con respecto a
lag demds variables. Esto puede consultarse en la Gedfica No. 15: “Representacion
comprumiso de variables demogrificas”. También se pone de manifiesto, como cra
de esperarse, el comportamiento practicamente idéntico del nacimiento de homihies y
mujeres, ;

En este segundo andlisis, cobra mucha mayor importancia la construccion de
{rayeclorias asociadas a cada una de las caracteristicas estudiadas para tratar de
explicarnos ¢l cambio detectado en 1980. Ei resuitado de esta construccidn se pre-
senta en las graficas No. 17 y 17" “Trayectorias de las variables™ las cuales muestran
el gran salto que dieron todas las variables entre el censo de 1970 y 1980 tendien-
do a ocupar una pasicion relativamente semejante en estos dos dllimos periodos.
Aunque claramente el mayor brinco lo dieron los divorcios, también podemos notar
que nacimientos de hombres, de mujeres, delunciones generales y matrimonios tu-
vieron una alteracion muy semejante pero ligeramente diferente a la de defunciones

de niiios, que durantelos censos iniciales era practicamente indistinguible de ellas,
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pero también hacia Ja década de los 70 tiende a separarse.

3.6 Conclusiones,

Esta aplicacién nos permitic observar con detalle la propuesta del Método Statis
para rednciv una base muy graude de informacion y cuyo andlisis era de entrada, bas-
Lante complejo. Bl conjunto inicial de datos era verdaderamente enorme y, ayudados
de algunas rutinas de cdmputo, pudimos describiv y entender ¢f comportamiento del
fendmeno resumido en unas cuantas graficas,

Claramente este métado es de cardcter descriptivo, razén por la cual no se i
pusieron supuestos distribucionales de ninguna especie para poderse aplicar de manera
adecuada; se enfocd fundamentalmente a “leer” lo que los datos dictaron. Algo in-
teresante de este ejemplo, fue que al estudiar el conjunto de t:sfados, la existencia
de interestructura fue sumamente clara, permitiéndonos realizar un andlisis hastante
detallado a nivel estatal. En cambio, esto no ocurrid cuando tratamos de hacer el
andlisis correspondiente para las variables, donde las evidencias de esta estructura
fueron uy vagas; no obstante pudimos detectar desde un enfoque deseriptivo, el
punto de cambio de tendencia donde se presentd esta fractura, lo cual podria tener
interpretaciones muy intercsantes desde e} punto de vista demograficn, al contextua-

lizarse en las condiciones gencrales que rodearon al pafs en ese momento.
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Rutinas en S-Plus

Este programa implementa ¢! Método Statis en este lenguaje, para ¢l problema concreto que
sc trabaja en esta tesis, en caso de que se vaya a utilizar sobre algiin otro problema de interés para ¢l
lector, deberan modificarse situaciones particularcs como la ruta en disco donde se ticnen grabadas
las matrices a analizar, los nombres de los archivos correspondicentes y el mimero de ellas, asi como
¢l veetor de nombres de individuos, estudios y variables,

Los renglones que inician con “#” son aquéllos que contienen comentarios que indican cudl ¢s
la tarea de cada parte del programa y donde se podran identificar los scgmentos a cambiar para otro
problema particular.

El programa se dividié ¢n cuatro rutinas finicamente por razoncs de eficiencia y deberdn de
ser corridas cn ese mismo orden. Las rutinas 1y 2 atacan el problema en ¢l que ¢! conjunto de
individuos observados permancce constante durante ¢! periodo de observacion y ef que pudo haber
sido modificado fue ¢! de variables; lag rutinas 3 y 4 analizan la situacion inversa.

RUTINA No. |

# Definicion de algunas funciones wtiles
# traza:
trace.x_function(x){
trace.x_0
end_sqrt(fength(x))
for(i in 1:cnd) trace.x_trace. x+x[ii]
}
# Definicion del ndimero de matrices
k7

# Lectura de tablas de datos
x1_rcad table("c:\mara\tesis\W19302.4xt", header=T)
x2_read.table("c:\mara\Mesis\WE9402.txt", header=T)
x3_rcad table("c:\\mara\\esis\ 19502 txt", header=T)

- x4_rcad.table("c:\\mara\\esisW19602.£xt", header=T)
x5_read.table("c:\mara\Mesis\ 19702 txt", header=T)
x6_rcad.table("c:\\mara\\tesis\\§ 9802.txt", header=T)
x7_read.table("c:\unara\Mesis\W19902 txt", header=T)

# Conversion de cada tabla a una matriz
x1.mat_as.matrix(x1)
X2.mat_as.matrix(x2)
x3,mat_as.matrix(x3)
x4.mat_as.matrix(x4)
x5.mat_as.matrix(x3)
x6.mat_as.matrix(x6)
x7.mat_as.matrix(x7)
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# Reduccian y estandarizacion de cada matriz
x1.std_sweep(x1.mat,2 apply(x1.1nat,2 mean))
x1.std_sweep(x L.std,2,sqrt (apply(x!.mat,2,var)},FUN="/"}
write(x I .std,"x | std",ncol=6)
x2.std_sweep(x2.mat,2 apply(x2.mat,2,mean))
x2.std_sweep(x2.std,2,s5qrt (apply(x2.mat,2,var)) FUN="/"}
write(x2.std,"x2.std" ncol=6)
x3.std_sweep(x3.mat,2,apply(x3.mat,2,nican))
x3.std_sweep(x3.std,2,sqrt (apply(x3.mat,2,var)), FUN="/"}
write{x3 std,"x3.std",ncol=6)
x4.std_sweep(x4.mat,2,apply(x4.mat,2,mean))
x4.5td_sweep(x4.std,2,sqrt (apply(x4.mat,2,var)) FUN="/"}
write(x4.std, "x4.5td” ncol=6)
x5.std_sweep(x5.mat, 2,apply(x5.mat,2,mean))
x5 .std_sweep(x35.std,2,sqrt (apply(x5.mat,2.var)), FUN="/"}
write(x5.std,"x5.std",ncol=6)
x6,std_sweep(x6.mat,2,apply(x6.mat,2,mean))
x6.5td_sweep(x6.std,2,sqrt (apply(x6.mat,2,var)), FUN="/")
write(x6.std,"x6.std"ncol=6)
x7.std_sweep(x7.mat,2,apply(x7.mat,2,mean))
x7.std_sweep(x7.std, 2,sqrt (apply(x7.mat,2,var)), FUN="/")

write(x7.std,"x7.std" ncol=6)

# Matrices de pesos de individuos/variables en cada estudio
# En este casa se asignaran pesos idénticos a cada uno de chos
‘n_nrow(x | .std)
p_ncol(x1 std)
d_(1/n)*diag(n)
m_(}/p)*diag(p)

# Célculo y escritura de las matrices de productos escalares entre individuos
wl_x1.std%*%m%* %t(x1 std)
w2_x2.std%*%m%*Yul(x2.std)
w3_x3.5td%* Yem%* %ot(x3.5td)
wid_x4.5td%*%m%* %ot (x4.5td)
w5_x5.std%*%m%*%t(x5.std)
w6_x6.5td%* %em%*%t(x6.std)
wT_x7.std%*%m%*%t(x7.5td)

write{wl,"w1" ncol=32)
write(w2,"w2",ncol=32)
writc(w3,"w3",ncol=32)
write(w4,"wd" neol=32)
write{w3,"w5",ncol=32)
writc(w6,"wé" ncol=32)
write(w7,"w7",ncol=32)
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# Caleulo de la matriz de productos escalares entre objetos Wi, Wj. (tr(w(i)*w())))
s_matrix(0,k,k)
for(iin 1:k) {
for(j in 1:k) {
s[ij]_trace.x(scan(paste("w",i,sep=""))%*%scan(paste("w" j,sep="")))

}

write(s,"s" ncol=7)

#Calculo de la norma de la matriz Wi raiz{tr(w(i)*w(i)))
norma.w_matrix(0,k,1)
for(i in 1:k) norma.wli]_sqrt(sfi,i})
write(norma.w,"norma.w") ‘

# Matriz d¢ pesos de los estudios; en este cjemplo s¢ asignaron pesos idénticos.
delta_(1/k)*diag(k)

# Valores y vectores propios de s.delta
s.delta_s%*%delta
sd.valp_cigen(s.delta)$values[1:2}
sd.veep_sqrt(k)*cigen(s.delta)$vectors], 1:2]
write(sd.valp,"sdvalps")
write(t(sd.veep),"sdveeps”,ncol=2)

# Nombres de individuos, variables y estudios. Aqui los estados también se agruparon de
# difercntes maneras para las graficas posteriores,
estados_c(1:32)
edosl_c("l AGS", "2 BC", "3 BCS", "4 CAMP", "5 COAH", "6 COL", "7 CHIS",
"8 CHIH", "9 DF", "10 DGO", "11 GTQ", "12 GRO", "13 HGO", "14 JAL", "15 MEX",
"16 MICH")
cdos2_c("17 MOR", "18 NAY", "19 NL", "20 OAX", "21 PUE", "22 QRO", "23 QR", -
"24 SLP", "25 SIN", "26 SON", "27 TAB", "28 TAMS", "29 TLAX", "30 VER", "31 YUC",
322 AC”) .
estados8_c("1 AGS", "2 BC", "3 BCS", "4 CAMP", "5 COAH", "6 COL", "7 CHIS",
"8 CmHlI' "l DF", "2 moll, l13 G'ml" ll4 GRO", "5 [{GO'I’ "6 JALI" ll7 MBXII’ )
|I8 MICH"' l'l MORI', ”2 NAY", |l3 NL". "4 OAXH, I'S PUEII' ll(, QRO"’ Il7 QR"’
"8 SLP", "1 SIN®, "2 SON","3 TAB", "4 TAMS", "5 TLAX", "6 VER", "7 YUC", "8 ZAC")
titvar_c(" 1 nac. hombres", "2 nac. mujeres", "3 def, generales”, "4 def. nifios”, "5 matrimonios",
"6 divorcios") :
variables_c("nac. hombres”, "nac. mujeres”, “def, gencrales”, "def. niftos”, "matrimonios”,
"divorcios")
censos:_c("1930", "1940", "1950", "1960", "1970", *1980"; "1990")



# Generacidn de coordenadas de fa imagen Euctidiana de las tablas
coord_matnix(0,k,2)
coord], 1]_sqrt(sd.valp{}})*sd.vecpl, 1}
coord|,2]_sqrt(sd.valp{2])*sd.vecpl, 2]
write(t(coord),"coords”,ncol=2)
win.graph()
par(cex=1,pty="g")
plot{coord], 1:2,xlab="cje I",ylab="", type="n",col=1)
par(cex=0,75)
text{coord(, 1:2], censos)
par(bty="n")
legend(locator(), legend="Grifica No. 1" density=-99)
par{cex=1)
title(main="Dindimica con respecto a los ¢stados” sub="93.83% de la increia explicada”)

# Imagen Euclidiana centrada de las tablas
ident_diag(k)
ce_matrix(0,k k)
unos_matrix(1,k.k)
ce_(ident-unos%* Yade’ta) %4 %s%* Ylident-delta%* Yunos)
cevalp_svd(cc%*%delta)$d #{1:2]
ce.veep_sqri(k)*svd(ce)$vi,1:2}
write(ce.valp, "cevalps” ncol=k)
write{ce, veep,"ceveeps” ncol=2)
coord.c_matrix(0,k,2)
coord.cf, 1]_sqrt(cc.valp{i})*cc.vecp],1]
coord.c[,2]_sqrt(ce.valp[2])*cc.vecpi,2]
write{t(coord.c),"coord.c" ncol=2)
wiit.graph()

par(cex=.75, pty="s")

plot(coard.c[,1:2}, xlab="", ylab="", type="n", axes=F, xlim=c(-12,12), ylim=c(-10, 10)}

axis(!, pos=0, lty=1, labcls=F)
axis(2, pos=0, lty=1, labels=F)
text(coord.cf, 1:2], censos)
par(bty="n")
par(bty="0",cex=1)

title{main="Dindmica con rcspccto a los estados
87.53% de Ia incrcia explicada”, sub="Gréfica No. 1")
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# Clculo de la matriz compromiso W
alfa_matrix(0,k,1)
alfa_(1/sqrt(sd.valp[ 1 ]))*(sum(dclta%* Y%onorma.w)) *delta%*%sd.veepl, 1}
w_matrix(0,n,n)
w_alfa[ 1 J*wl+alfa[2]*w2+alfa[3]*w3+alfa{4]*wd+alfa[ 5] *wS+alfaf6 ] *wo-talfa[ 7| w7
write(alfa,"alfa")
write(t(w),"w",ncol=n)
wd_w
wd.valp_svd(wd)$d
wd.veep_sqrt(n)*svd(wd)$v|,1:2}
write(wd.valp,"wdvalps" ncol=n)
write(wd.veep, "wdvecps”,ncol=2)

# Generacion de coordenadas de la imagen euclidiana compromiso
coord.comp_matrix(0,n,2)
coord.compl, 1]_sqrt(wd.valp{1})*wd.vecp[,1}
coord.comp[,2)_sqrt(wd.valp[2])*wd.vecp(,2]
write(t(coord.comp),"coordeom” ncol=2)
win.graph()
par(cex=0.75, pty="s")
plot(coord.comp[, 1:2] xlab=""ylab="", type="n",axes=F xlim=c(-10, 15),ylim=c(-5,10))
axis(1,pos=0,lty=1, labels=F)
axis(2,pos=0,lty=1, labels=F)
text(coord.compl, 1:2], estados)
par(bty="n")
legend(-20, 8, legend=cdos |, density=-99)
legend(20, 8, legend=¢dos2,density=-99)
par(bty="0"cex=1)
title("Representacion compromiso de los estados
87.96% de la increia explicada®, sub="Grdfica No. 2")

# Correlacioncs de las variables con los ¢jes compromiso

- cotl_ matrix(0,p,2)
cotl[,1:2]_(1/p)*t(x!.std)%*%svd(wd)$v[,1:2}
write(t(cot1),"cotl",ncol=2)
cot2_ matrix(0,p,2)

00(2[,1 2] (1/py*u(x2. std)"/o'%svd(wd)$v[ 1:2)
write(t(cot2),"cot 2", ncol=2)

cot3_ matrix(0,p,2)

cot3[, 1:2] _(1/p)*t(x3.51d)%* Yesvd(wd)$v}, 1:2|
writc(t(cot3),"cot3",ncol=2)

cotd_ matrix(0,p,2)

cotd[, 1:2]_(1/p)*t(xd.std)%* Yosvd(wd)$vi,1:2}
writc(t(cotd),"cotd",ncol=2)
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cot5 _matrix(0h,p,2)
cot3), 1:2} ( l/p)‘l(xS.std)%‘%svd(wd)Sv[ 12}
write(t(cot$),"cot5" neol=2)
cot6_ matrix(0,p,2)
cot6f,1:2]_(V/py*1{x6.std)%* Yesvd(wd)$v[, 1:24
write{t({cot6),"cot6", ncol=2)
cot7_matrix(0,p,2)
cot?f,1:2] ( Vpy*t{x7.std) %6 Yosvd(wd)Svi, 12}
write(t(cot?),"cot7" ncol=2)
variables_c{1:6)

win.graph()
par{cex=0.75, pty="5")
plot{cot1], 1:2},xlab="con cje I",ylab="con eje I1", type="n" axes>F xtim=c(0,| ), ylim=c(-0.4,0.8))
axis(1,pos=0,1ty=1,las=1)

axis(2,pos=0,ity=1 las=1)

text{cot 1},1:2],variables,adj=0)

pa r(bty=="n")
legend(i .1, 0.7, lcgcnd=titvar,dmsiky=~99)

par(cex=1,bty="0")

title("Correlaciones con los cjcs compromiso: 1930°, snb="Grifica No. 3")

win.graph()
par{cex=0.75, pty="4") : '
plot(cot2{, 1:2],xlab="con ¢je 1" ylab="con cje 11", type="n",axes=F,xlinrc(0), 1), ylim=c(-0.4,0.8))
axis(1,pos=0,ity=Lis=1)

axis(2,pos=0,}ty=1 las=1)

text(cot2[, 1:2},variables,adj=0)

par{bty="n")
legend(1.1, 0.7, fegend=titvar,densit =9}

par{cex=1,bty="0")

title("Correlaciones con los cjes compromiso: 1940",sub="Grafica No. 4')

par(cex=0.75,pty="8") -
plot{cot[, 1:2],xlab="con ¢je I"

axis(1,pos=0,fty=1,las=1)

axis(2,pos=0,lty=1 las=1}

text{cot3], 1:2},variables,adj=0}

pﬂl’(bﬁy="ﬂ") ’ .

fegend(1.1, 0.7, legend=titvar,density=-99)

par(cex=1,bty="0") , C

title("Correlacionies con Jos cjes compromiso: 1950" sub="Grafica No. 5')

win.graph()
ylab="cont cje 11, type="n" axes=F xlim=c(0,1),ylim=c(-0.4,0.8))
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cot5_ matrix(0,p,2) :
cot3],1:2]_(1/p)*t(xS.std)"a*%asvd(wd)$v|,1:2}
write(t(cot5),"cot5",neol=2)
cot6_ matrix(0,p,2)
cotb], 1:2)_(1/p)*t(x6.std)%* Yasvd(wd)$v[,1:2)
write(t(cot6),"cot6",ncol=2)
cot?_matrix(0,p,2) ‘
cot7[,1:2]_(Vp)*t(x7.std)%* Yosvd(wd)$v],1:2]
write{t(cot7),"cot7",ncol=2)
variables_c(1:6)

win.graph()

par(cex=0.73, pty="s") '
plot(cot1],1:2},xlab="con ¢je I",ylab="con ¢je 11", type="n", axcs=F,xlim=c(0,1),ylim=c(-0.4,0.8))
axis(1,pos=0,Mty=1,las=1)

axis(2,pos=0,Mty=1,las=1)

text(cot], 1:2),variablesadj=0)

par(bty=="n")

legend(1.1, 0.7, legend=titvar,density=-99)

par(cex=1,bty="0")

title("Corrclaciones con los ¢jes conpromiso: 1930", sub="Grifica No. 3")

win.graph()

par(cex=0.75, pty="s")

plot(cot2f, 1:2],xlab="con eje I",ylab="con cje 11", type="n",axes=F xlim=¢(0,1),ylim=c(-0.4,0.8))
axis(1,pos=0,lty=1las=1) '
axis(2,pos=0,lty=1 las=1)

text{cot2{, 1:2},variables,adj=0)

par(b&yé"n")

legend(1.1, 0.7, tegend=titvar,density=-99)

par(cex=1,bty="0")

title("Corrclaciones con los cjes compromiso: 1940" sub="Grafica No. 4")

win.graph()

par(cex=0.75,pty="s") -

plot(cot3(, :2],xlab="con eje 1" ylab="con cjc II", typc="n" axes=F xlim=c(0, 1),ylim=c(-0.4,0.8))
axis(1,pos=0ity=1,las=1) )

axis(2,pos=0,ty=1 las=1)

text(cot3|, 1:2{, variables,adj=0)

Mw:lbnll) :

legend(1.1, 0.7, legend=titvar density=-99)

par(cex=1,bty="0")

title("Corrclaciones con los cjes compromiso: 1950" sub="Grifica No. 5")
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win.graph()
par(cex=0.75,pty="s")
plot(cotd[, }:2},xlab="con cjc I",ylab="con ¢je 11", type="n",axes=F xlim=c(0), 1), ylim=c(-0.4,0.8))
axis(l,pos=0,lty=1 las=1)
axis(2,pos=0,lty=1,las=1)
text(cotd],1:2},variables,adj=0)
par(bty="n")
legend(1.1, 0.7, legend=titvar,density=-99)
par(cex=1,bty="0")

title("Correlaciones con los ejes compromiso: 1960 sub="Grafica No. 6")

win.graph{)

par(cex=0.75,pty="s")

plot(cotS[,1:2),xlab="con ¢je I",ylab="con cje II", type="n" axes=F xlim=c(0,1),ylim=c(-0.4,0.8))
axis(l, pos=0, lty=1, las=1)

axis(2, pos=0, lty=1, las=1)

text(cotS[, 1:2), variables, adj=0)

par(bty="n")

legend(1.1, 0.7, legend=titvar,density=-99)

par{cex=1,bty="0")

title("Correlacioncs con los cjes compromiso: 1970",sub="Gréfica No. 7")

win.graph()

par(cex=0.75,pty="s")

plot(cot6y, 1:2),xlab="con cje I",ylab="con cje [I", type="n",axcs=F,xlim=c(0,1),ylim=¢(-0.4,0.8))
axis(1,pos=0,lty=1,las=1) :

axis(2,pos=0,lty=1,las=1)

text(cot6], 1:2}, variables,adj=0)

par(bty="n")

legend(1.1, 0.7, legend=titvar,dcnsity=-99)

par(cex=1,bty="0")

title("Corrclacioncs con los cjes compromiso: 1980",sub="Grifica No. 8")

win.graph()

pas{,cex=0,75,pty="s")

plot(cot?],1:2],xlab="con cje I”,ylab="con gje II", type="n",axes=F xlim=c(0,1),ylim=c(-0.4,0.8))
axis(i,pos=0,lty=1,las=I)

axis(2,pos=0,lty=1,las=1)

text(cot7[,1:2},variables,adj=0)

par(bm"n")

legend(1.1, 0.7, legend=titvar,density=-99)

par(cex=1,bty="0")

title("Corrclacioncs con los cjcs compromiso; 1990" sub="Grafica No. 9")



RUTINA No.2
# Construccion de trayectorias de individuos

tray.tabl_matrix(0,n,2)

tray.tabl,1]_(1/sqrt(wd.valp[ 1]))*w1%*%wd.vecp,1)
tray.tabl{,2|_(1/sqrt(wd.valp[2]))*w|%*%wd.vecp[,2)
write(t(tray.tabl),"traytab1",neol=2)
tray.tab2_matrix(0,n,2)

tray tab2[, I]_(1/sqrt(wd.valp{ 1 ])y*w2%*%wd. vecpl,! ]
tray.tab2[,2]_(1/sqrt(wd.valp[2])y*w2%*%wd. vecpl,2|
write(t(tray.tab2),"traytab2" ncol=2)

tray tab3_matrix(0,n,2)

tray.tab3{, 1]_(1/sqrt(wd.valp} 1 1))*w3%*%wd.vecp,1 |
tray.tab3{,2)_(1/sqrt(wd.valp[2)))*w3%*%wd.vecp],2)
write(t(tray.tab3),"traytab3",ncol=2) -

tray.tabd_matrix(0,n,2)
tray.tabd[,1)_(1/sqrt(svd.valp[1]))*w4%*%wd.vecpf, 1]
tray.tabd[,2]_(1/sqrt(wd.valp[2]))*wd%*%wd. vecp(,2]
writc(t(tray.tab4),"traytabd" ncol=2)
tray.tab§_matrix(0,n,2)

tray.tab5{, 1]_(1/sqrt(wd.valp[ 1])))*w5%*%wd.veep(, 1]
tray.tab5{,2)_(1/sqrt(wd.valp[2]))* w5 %*Yowd, vecp], 2]
write(t(tray.tab5),"traytab5" ncol=2)
tray.tab6_matrix(0,n,2)

tray tab6[,1]_(1/sqrt(wd.valp[1]))*w6%*%wd vecp[,1]
tray.tab6[,2]_(1/sqrt(wd. valp[2]))*w6%*%wd.veep],2)
write(t(tray.tab6),"traytab6" ncol=2)
tray.tab7_matrix(0,n,2)
tray.tab7{,1)_(1/sqrt(wd.valp[1]))*w7%*%ewd.veep], 1]
tray.tab7[,2]_( /sqrt(wd.valp[2)))*w7%*%wd.vecp|,2)
write(t(tray.tab7),"traytab7" ,ncol=2) :

# Grificas dc las trayectorias

tray.todo_cbind(tray.labl tray.tab2,tray.tab3,tray.tabd tray. tab5,tray.tab6, tray.tab7)

flecha_c(1,3,5,7,9, 1)
primeoor_¢(1,3,5,7,9,11,13)
segcoor_c(2,4,6,8,10,12,14)

xx.todo_matrix(0,32,7)
yy.todo_matrix(0,32,7)
xx.todo_tray todo[,primcoor]
yytodo_tray todo[,scgcoor)
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xx1_matrix(0,8,7)
yyl_matrix(0,8,7)
xx1_tray.todof 1:8 primcoor]
yyl_tray.todof1-8,segcoor]

xx2_matrix(0,8,7)
yy2_matrix(0,8,7)
xx2_tray.todo{9:16,primcoor}
yy2_tray.todof9:16,scgcoor}

xx3_matrix{0,8,7)
yy3_matsix(0,8,7)
xx3_tray.todof 1 7:24,primcoor|
yy3 _tray.fodof{17:24,segeoor]

xx4_matrix(0,8,7)
yy4_matrix(0,8,7)
xx4_tray.todof25:32,primcoor]
yy4_tray.todof25:32,segcoor}

win.graph()

par(cex=0,75, pty="m") -

matplot(t(xx.todo), t(yy.todo), xlab="nacimicntos, defunciones y matrimonios",
ylab="divoscios", type="1", cal=1, Ity=1, axes=F, xlim=c(-10,20), ylim=c(-10,15}}.

axis(1, pos=0, lty=1, labels F)

axis(2, pos=0, lty=1, labels=F)

par(cex=1, bty="a") )
title("Trayectorias de cstados: 1930 1990", sub="Grafica No, 10")

win.graph()

par(cex=0.75, pty="m") co

matplot( t(xx1), {yy 1), xlab="nacimientos, defunciories y matrimonios”, ylab="divorcios",
type="p", col=1, lty=1, axcs=F, ylim=c(-5,15))

axis(1, pos=0, Ity=1, labels=F)

axis(2, pos=0, lty=1, labels=F)

arrows(tray.todo[ 1:8, flecha), tray.todof | :8,flecha+ 1], tray todo} 1:8 flecha+2],
“tray.todof {:8,flecha+3}, 8i2e=0.2, open=TRUE)

par(btr"n")

legend(-5, 13, legend=cstados8{l: Sl, dmsntr-QO)

par{cex=1, bty="g"}) :

title("Trayectorias de los estados 1", sub="Gréfica No. 11"}
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win.graph()!]

par(cex=0.75, pty="m")

matplot( t(xx2), t(yy2), xlab="nacimientos, detunciones y matrimonios", ylab="divorcios",
type="p", col=1, lty=1, axes=F, xlim=¢(-5,20))

axis(1, pos=0, lty=1, labels=F)

axis(2, pos=0, lty=1, labels=F)

arrows(tray.todo{9: 16,flecha), tray.todof9:16,Recha-+1], tray.todo{9:16,flecha+2},
tray.todo{9:16,flccha+3), size=0.2, open=TRUE)

par(bty="n")

legend(-5, 6, legend=cstados8{9:16], density=-99)

par(cex=1, bty="0")

title(" Trayectorias de los estados 11", sub="Grifica No. 12")

win.graph()

par(cex=0.75, pty="m") _

matplot( t(xx3), t(yy3), xlab="nacimientos, defunciones y matrimonios", ylab="divorcios",
type="p", col=1, lty=1, axes=F, xlim=c(-7.5,7.5), ylim=c(-7,7))

axis(1, pos=0, lty=1, labels=F)

axis(2, pos=0, lty=1, labels=F)

arrows(tray.todo[ 17:24,flecha), tray.todo| 17:24,flecha+ 1, tray.todo{17:24,flccha+2],
tray.todo{17:24,flecha+3], size=~0.2, open=TRUE)

par(bty="n")

legend(7, 6, legend=cstados8[17:24}, dcnsny—~99)

par{cex=1, bty="0"}

title("Traycctorias de los estados 11", sub="Grafica No, 13")

win.graph()
par(cex=0.75, pty="m") »
matplot( t{xx4), t(yy4), xlab="nacimientos, defunciones y matrimonios”, ylab="divorcios",
="p", col=1, lty=1, axcs=F, xlim=c(-5, 10}, ylim=c(-5,7))
axis(1, pos=0, lty=, labels=F)
axis(2, pos=0, Ity=1, labels=F)
amrows(tray.todo{25:32,ficcha], tray.todo]25:32, flecha+1], tray. todo[25 32,flecha+2),
tray.todo[25:32,flecha+3], siz¢=0.2, open=TRUE)
_nnn)
legend(2,7, legcnd-cstadosS[lS 32], density=-99)
par(cex=1, bty="o") ‘
title("Traycctorias de 1os cstados V", sub-—"Gmﬁca No. 14")



win.graph()

par(cex=0.73, pty="m")

matplot( t(xx4), t(yy4), xlab="nacimicntos, defuncioncs y matrimonios", ylab="divorcios",
type="p", col=1, Ity=1, axes=F, xlim=c(-3,1), ylim=c(-5,7))

axis(l, pos=0, Ity=1, labcls=F)

axis(2, pos=0, lty=1, labels=F)

arrows(tray.todo[25:32 flecha), tray.todo[25:32,flecha+1], tray.todo[25:32,flechai2],
tray.todo[25:32,flechat3), size=0.2, open=TRUE)

par(bty="n")

legend(0.25,6, legend=cstadosB[25:32], density=-99)

par{cex=1, bty="0")

title("Trayectorias de los estados V.
Acercamicnto”, sub="Grafica No. 14")

RUTINA No. 3
# Caso en ¢l que ¢l espacio de variables se mantiene fijo

# Matrices de productos escalares entre variables
vi_(1/(n-D)*t(x1.std)%*%x | std
v2_(1(n-1))*t(x2.std)%* %ax2 std
v3_(1/(n-1))*t(x3.std) %*%x3. stk
vd_(1/(n-1))*t(x4.std)%*%x4 std0)
v5_(1/(n-1))*t(x5.std)%*%ox5 st
v6_(1/(n-1))*(x6.5td)%*%x6.std
v1_(1n-1))*t(x7 std)%*%ox7.std

# Salvar
write(vl,"v1",ncol=6)
write(v2,"v2",ncol=6)
write(v3,"v3",ncol=6)
write(vd,"v4" ,ncol=6)
write(v$,"v5", ncol=6)
write{v6,"v6" ncol=6)
write(v7,"v7",ncol=6)

# Célculo de la matriz de productos escalares entre objetos vi, vj: (tr(v(i)*v(j)))
82_matrix(0,k k) : :
for(i in 1K) [
for(j in 1:k) {
s2[ij]_trace.x(scan(paste("v",i,sep=""))%*%scan(paste('v" j,sep="")))

write(s2,"s2",ncol=7)
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# Caleulo de la norma de ka matniz vi: raiz(tr(v(iy*v(i)))
norma.v_matrix(0.k.1)
for(i in 1:k) norma.v{i]_sqrt(s2i,i])
write(norma.v,"norma.v")

# Matriz de pesos de los estudios; en este ejemplo sc asignason
# pesog idénticos para cada uno de cllos.
delta2_(1/k)*diag(k)

# Valores y vectores propios de s2.delta
s2.dcita_s2%*%delta2
sd2.valp_eigen(s2.delta)$values #[1:2]
sd2.veep_sqrt(k)*cigen(s?. delta)$vectors|, 1:2]
write(sd2.valp,"sd2valps")
write(t(sd2. veep),"sd 2vecps" ncol=2)

# Generacion de coordenadas de la imagen Euclidiana de las tablas
coord2_matrix(0,k,2)
coord2[, 1]_sqrt(sd2.valp{1])*sd2.vecp(, 1}
coord2(,2]_sqrt(sd2.valp{2])*sd2.vecp(,2]
write(t(coord2),"coords2",ncol=2)

# Imagen Euclidiana centrada de las tablas
ident_diag(k)
cc2_matrix(0,k k)
cc2_(ident-unos%* Yodelta2) %e* %s 2%* %ident-delta2 %* Y%unos)
cc2.valp_svd(cc2)8Sd #{1:2}
cc2.veep_sqrt(k)*svd(cc2)$v(,1:2]
writc(cc2.valp,"cvalps2”)
write(cc2.veep, "evecps 2" ncol=2)
coord.c2_matrix(0,k,2)
coord.c2,1]_sqrt(cc2.valp[1])*cc2.vecpl, I}
coord.c2(,2]_sqrt(ce2.valp(2])*cc2 vecpl,2)
write{t(coord.c2),"coordse2",ncol=2)

win.graph()
par{cex=0.75, pty="s")
 plot(coord.c2(, 1:2},xtab="" ylab="", type="n", axes=F, xlim=c(-4,4}, ylim=¢(-0.8,0.6))

axis(1, pos=0, lty=1, las=1)
axis(2, pos=0, lty=1, las=1)
text(coord.c2(, 1:2}, censos)
pal(bty="n")
par{cex=1,bty="0")
title(main="Dindmica con respecto a las variables

99.14% de fa increia explicada, sub="Grafica No. 15")
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# Célcwlo de fa matriz compromiso v

alfa2_matrix(0,k,1)

alfa_delta2%*%sd2.vecpl, 1]

v_matrix{0,p,p)

v_(/sumalfa2))*(alfa2f1 [*v1 + alfa2]2]*v2 + alfa2]3]*v3 + alfa2]4{*vd + alfa2{5]*v5 +
alfa2[6]°v6 + alfa2{7)*v7)

write(t({v),"v"' ncol=n)

i_v

vmvalp svd(vin)$d

vm.vecp_sqrt(p)*svd(vm)$v(, 1.2}

write(vm.valp, "vmvalps",ncol=n}

write(vm.vecp, "vmveeps® ncol=2)

# Generacion de coordenadas de la imagen cuclidiana canpromiso
coord2 comp_matrix(0,p,2)
coord2.compl, H_sqrt(vm.valpf 1})*vin.vecp(, 1}
coord2.compl,2]_sqrt{vm.valp{2])*ym.vecp[,2]
write{t(coard.comp),"coordcom.2” ucaol=2)

win.graph()
par{cex=0.75, pty="5s")
plot(coord2.compf, 1:2},xlab=""ylab=" *, type="n", axcs=F, xlim=c(-2.5,0.5),ylim=¢(-1,3))
axis(1, pos=0, lty=1, labels=F)
axis(2, pos=0, lty=1, labels=F)
text(coord2 compl, 1:2}, variables)
par(bty="n")
legend(0.25, 2.5, legend=titvar,density=-99)
par(cex=1,bty="0")
title("Representacion compromiso de
variables demogrdficas”,
sub="Gréfica No. 16")

# Correlaciones de 1as variables con los cjes compromiso
cotvl_ matrix(0,n,2)
cotvif, 1:2) (1m)*(2 std)%* Yesvd(vm)$v], 1:2]
write(t{cotvl),"cotv2” neol=2)

. cotv2_ matrix(0,n,2)
cotv2[,1:2) (1/m)*(x2.std)%*%asyd(vm)$v],1:2]
write(t(coty2),"cotv2” ncol=2)
cotv3_ malrix(0,n,2)
cotv3[,l 2] (n)*(x3. std)%‘%svd(vm)sv[ 12
write(t(cotv3),"cotv3" neol=2) :
cotv4_ malrix(0,n,2)
cotv4[ 1:2)_(U/n)*(x4. std)%'“/ns\d(vm)SV[ 12
write(t{cotv4),"cotvd” ncol=2)
cotv5_ matrix(0,n,2)
cotvS, L:2)_(1/n)*(x5.51d)%*%asvd(vm)$v, 1:2}



write(t(cotv3),"cotvs" ncol=2)

cotv6_ matrix(0,n,2)
cotv6[,1:2]_(1/n)*(x6.std)%*%svd(vm)$v[,1:2}
write({t(cotv6),"cotve" ncol=2)

cotv7_ matrix(0,n,2)
cotv7[,1:2)_(1/n)*(x7.5td)%*%svd(vm)$v],1:2]
write(t(cotv7),"cotv7",ncol=2)

RUTINA No. 4

# Construccion de trayectorias de individuos
tr2.tab1_matrix(0,p,2)
tr2.tab1],1]_(1/sqrt(vni.valp[1]))*v1%*Yevm.vecpl, 1]
tr2.tab1[,2]_(1/sqrt(vm.valp[2]))*vi%*%vm.vecpf,2]
write(t(tr2.tabl),"tr2tab 1", ncol=2)
tr2.tab2_matrix(0,p,2)
tr2.tab2(,1]_(1/sqrt(vm.valp[1]))*v2%*%vm.vecp(,!]
tr2.tab2[,2]_(1/sqri(vm.valp[2]))*v2%*%vm.vecp|,2]
write(t(tr2.tab2),"tr2tab2", ncol=2)
tr2.tab3_matrix(0,p,2)
tr2.tab3{, 1]_(1/sqrt{vm.valp{1]))*v3%*%vm.vecpl,1]
tr2.tab3[,2] _(1/sqrt(vm.valp[2]))*v3%*%vm.vecpl,2]
write{t(tr2.tab3),"tr2tab3",ncol=2)
tr2.tab4_matrix(0,p,2)
tr2.tabd[, 1]_(1/sqrt(vin.valp[1]))*v4%*%vm. vccp[ 1]
tr2,tab4[,2] _(1/sqrt{vm.valp[2]))*v4%*%vm.vecp|,2]
write(t(tr2.tab4),"tr2tab4" ncol=2)
tr2.tabS_matrix(0,p,2)
tr2.tab5{,1]_(1/sqrt{vm.valp[1]))*v5%*%vm,vecp][,1]
tr2.tab5(,2]_(1/sqrt(vm.valp[2}))*v5%*%evm,vecp(,2]
write(t(tr2. tabS),"tthabS",ncol—2)

tr2.tab6é ma!nx(O,p,Z)

tr2.tab6[, 1]_(1/sqrt(vm.valp[1]))*v6%*%vm.vecp(,1]

tr2.tab6[,2]_(1/sqrt(vm.valp[2]))*v6%*%vm.vecp[,2]

write(t(tr2.tab6), "tr2tab6",ncol=2)

tr2.tab7_matrix(0,p,2)

tr2.tab7[,1]_(1/sqrt(vm. valp[l]))‘ 7%*%ovin.vecp(, 1]

tr2.tab7[,2]_(1/sqrt(vm.valp|2]))*v7%*%vm.vecp|,2]
_write(i(tr2.tab7),"tr2tab 7" neol=2)

# Gréficas de las trayectorias

tray2.todo_cbind(tr2.tab],tr2.tab2,tr2.tab3,tr2.tabd,tr2.tab5,tr2.tab6 tr2.tab7)

flecha_c(1,3,5,7,9, 11)
primeoor_¢(1,3,5,7,9,11,13)
segeoor_c(2, 4, 6, 8,10, 12,'14)
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xx2.todo_matrix(0,6,7)
yy2.todo_matrix{0,6,7)
xx2.todo_tray2.todof primcoor]
yy2.todo_tray2.tadof scgcoor|

win.graph()

par(cex=0.75, pty="m")

matplot{t(xx2.todo), t(yy2.todo), type="b", lty=1, xlab="" ylab="", col=1, axes=F, xlim=c(-
2.5,0), ylim=c(-1,2.5))

axis(1, pos=0, ity=1, labels=F)

axis(2, pos=0, lty=1, labcls=F)

ss_c(1,2,34,5,6)

arrows{xx2.todo[,ss}, yy2.todof,ss],xx2.tadof,ss+1], yy2.todoj,ss+ 1], size=0.2, open=TRUE)

par(bty="n")

legend(-1, 1.5, legend=titvar, density=-99)

par(bty="0" cox=1)

title("Trayectorias de las variables”,sub="Gréfica No. 17")

win.graph()

par(cex=0.75, pty="m")

matplot(t(xx2.todo), t{yy2.todo), typc="b", Ity={, xlab="", ylab="", col=1, axes=F,
xlim=¢(-2.5,-2), ylim=c(-1,1.2))

axis(l, pos=0, lty=1, labels=F)

axis(2, pos=-2, lty=3, labels=F)

ss_c(},2,3,4,5,6)

arrows(xx2.todo[,s5], yy2.todo{,ss},xx2.todo],ss+1}, yy2.todo{,ss+1], size=0.2, open=TRUE)

par(bty="n")

legend(-2.2, 1, legend=titvar, density=-99)

par{bty="0",ccx=1)

title("Traycctorias dc fas variablcs.
Acercamicnto”, sub="Grafica No. [ 7' ")
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