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Introducción. 

Rt~tomando los orígenes de la Estadística, nos encontramos con que esta disci­

plina, considcradit por muchos parte de las Matemáticas, surgió con los objetivos 

fund.lmen tales de "describir" y "analizar" información, lo que gencrú dos grandes 

ramas de la Estadística, la Estadística Descriptiva y la Inferencia Estadística. Am­

bos enfoques fueron desarrollándose exitosamente pero con el devenir del tiempo, 

el "análi~is" fue cobrando mayor relevancia y la "descripción" pasó iL 1111 segundo 

término, no obstante de ser un paso fundamental como primer acercamiento a un 

conjunto de datos. Conocer y entender la informiLCÍÓn disponible, permitirá enca­

mimtr t!l análisis de 1111a manera más adecuada, permitiéndonos además, n:conocer l;1 

factibilidad del cumplimiento de los supuestos que las técnicas analíticas demandan. 

Cuando se pretende realizar un estudio sobre un conjunto de individuos a los 

cuales se les midieron ciertas caractéristicas, las técnicas descriptivas proporcionan 

este primer acercamiento, las cuales interprcla.diLs adecuadamente y con la ayuda ele 

un profundo entendimiento de los objetivos c¡ue se persiguen, darán las pautas pal'a 

iniciar un buen análisis del banco de datos en cuestión. Si se tuviera 1111 problema 

en el que sólo se tuviem una variable de interés, la tarea descriptiva quedaría. com· 

pletamente resuelta utilizando instrumentos gráficos y medidas descriptivas básicas 

de la Estadística Univariada; no obstante, al estar ante un problema de la vida real, 

es muy frecuente que d fenómeno bajo estudio dcrnaur!c la medición de más de tlll<t 

característica para lograr un mejor entendimiento d<!l mismo, teniendo que recurrir 

entonces a la Estadística Multivariada. Amhas posibilidades se han trabajo amplia­

mente y el problema descriptivo se encuent.ra pr;ícticameute resuelto¡ como ejemplo 

pensemos en <!l caso multivariadoen el que las variables bajo estudio son cuantitativas; 

para poder describir esta situ<tción se tienen un gran número de técnÍt:lts útiles, entre 

las que dcsta1:1~ el Análisis de ComponE~Illt!S Principales (ACP), que permite describir 



el nHnporlantiento dt• un conjnnlo de iurlividuos a lns fl'lt: se lt•s tnirlit·ron nn rit•rttJ 

grup() dt! vari<thles, de tal suerte '111'' 1.1 i11formarión recilbada (lllf'rlf' rt'SIIIIIirse en 

una matriz tlf' tantos rtmglone,; wmo individuo:; ~" tengan y lanl.;t.; rolumnas o:omo 

variables se hayan JJU!dido. U atrat:tivo fnudanwn tal Jc est i\ ll;cnim, radir.a t:n la 

posibilidad repres•:ntar a los nhjdos (¡l,servados en un t:sp;u:io dt• tlint••nsi/,n nv•nor 

al original con la rnínirniL pérrli,la de inforrnaci(m posible, y cn<tndo adicionalmente 

restdta <¡lle esta tfinlf'llSitÍn pi!Ptft! S<T dos O llliÍXÍIIlO tres, 1;¡ lu:rraUiif'llliL gráfica if.' 

vuelve sumamente podcroSiL y atradiva por su iutr.rpret.lbilidad. 

Para el caso en PI 'lile los individuos ftu:rnn nhsr.rvados adem.-is, t.'ll diferentes 

rnol!lentos del tiempo, lit nen-sitlad 'k describir s11 comportamiento cubm aún T!Myor 

importancia. dada. la complejidad de la información, pues no basta [t),11iz.u 1111 analisis 

descriptivo en cada periodo de observación, ya que ~e perdería el t'arád cr evolutivo 

del fenómeno. l,<;n este caso, el conjunto de elatos puede resumirse en tantas matrices 

corno ocusi()nes se hayan observado los sujPtos, dando lugar a lo c¡Hf! se <:onot:f' como 

"Cubos de Datos". 

El Método Statis pro¡mt•sto inicialmente por Y. Escoufi,:r y trabajado posterior­

mente por Christine Lavit, propone una técnica que describe este tipo de problemas, 

logrando gtmeralizaciones aÍin I!Hlyores, como admitir la posibilidad de que el eon· 

junto de individuos (o el de vat·iah!cs) cambie de periodo a período, que permitt! 

incluir situaciones práctica.-; en la.~ que algunos individuos no p1.1edan finalizar el estu­

dio en su totalidad o bien, que algunas vnriables cobren o pierdan importancia dentro 

del contexto del problema y que el investigador se vea en la necesidad •le modificar 

el conjunto de características a medir antes de terminar el período de observad<Jn. 

Desgraciadamente esta propuesta no ha sido muy explotada y se encuentra muy poca 

literatura al respecto, no obstante pensarnos que vale la pena difundirla por su gran 

utilidad además de presentar la teoría que la sustenta de una manera mucho más 

accesible de t:ómo se propuso orginalmcnte¡ asimismo creemos que implementar el 

método en rutinas computacionales puede contrihuit• también en esta tarea. 

La idea fundamental del Método Statis radica en el uso ele la estructura 11lgebraica 

subyacente en los datos, en contraposición a la filosofía de imponerles modelos que los 

ajusten. Esto permite que pueda a.plicMS() a. cualquier cubo de dat.os cuantitativos 
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que se disponga, pero con la consecuente limitación, que es importante no perder 

de vista, de r¡ue S/alis es una tr~cnica dt!scriptiva que permite conocer con bastante 

profundidad a los individuos y características observadas a través de instrumentos 

gráficos, utilizando la informacióu disponible de manera óptima, pero no puede ser 

extrapolada a la población r¡ue fue muestreada por no ser una técnica de tipo infe­

rencial. Por otro lado se d<~be de reconocer, que si el tipo d1~ fenómeno bajo estudio 

es un censo, lo que se nt!ft'sit.a precisamentt! es una t.écnim descriptiva¡ ademá.s, 

dada la enormr.• complejidad de los cubos de datos, los supuestos distribucionales que 

demandan las escasas técnicas inferenciales que atacan este tipo de problemas, son 

tan restrictivos que podrán aplicarse adecuadamente sólo eri muy raras ocasiones, 

cobrando así, mayor importancia una herramienta descriptiva. 

Como se mencionó anteriormente, el Método Statis constituye una alternativa al 

análisis de cubos de datos y puede considerarse corno una generalización del ACP, 

por lo que se diseñó la estructura de esta tesis de la manera siguiente. En el Capítulo 

l se expone detalladamente la parte técnica del métorlo cuando el cuho bajo estudio 

está formado por una única matriz, con la idea de ver la forma cómo Statis recupera 

el ACP. Como este método utiliz,l conceptos matemáticos avanzados, se buscó hacer 

esta exposición desde la presentación de los mismos, no obstante la lectura de este 

trabajo demanda un manejo fluido del Algebra Lineal. gn el Capítulo 2, utilizando 

los conceptos presentados en el Capítulo 1, se ataca el problema más general en el 

que se tienen varias matrices de datos que resumen las mediciones en cada período de 

observación y en el que alguno de los conjuntos, individuos o variables, puede sufrir 

modificaciones durante el estudio. 

Finalmente, tratando de presentar un visión global de Stalis, en el Capítulo 3 

se presenta una apli<:ación de este método. El problema que se atacó se resume 

brevemente a continuación. El objetivo era entender la dinámica demográfica en 

México a nivel estatal y nacional que sufrió el país en el período comprendido entre 

1930 y 1990, a través dr~ seis variables de interés: número de nacimientos de hombres 

y de mujeres, número de defunciones generales y de niños menores de un año y 

número de matrimonios y divorcios. La información disponiblt? se obtuvo de los censos 

nacionales presentados en el Anuario Estadístico de los Estados Unidos Mexicanos 



¡¡ 

[10] publicado por el Instituto Nacional de Geografía ~~ Informática (!NEGI) y d 

awllisís se llevó a caho utilizando las rutiuao do:sarrollatlas como parte de este trabajo 

en el lenguaje S-PLUS con liccn<'i<t del luHtitulo de lnvestigacitÍn en Matemáticas 

Aplicadas y Sistemas (liMAS) y t¡ne se anexan en el apéndice a.l final tle esta tesis. 

1 

1 

1 

1 
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Capítulo 1 

Otro enfoque del Análisis de 

Componentes Principales. 

1.1 Introducción 

El Análisis de Componentes Principales (ACP) es una técnic<\ qtw nos permite 

estudiar el comportamiento de varias caracteri~ticas cuantitativas medidas sobre nn 

grupo de individuos, es decir, observaciones mullivaria.das que pnedcn resumirse en 

una matriz de dntos con tantos renglones como. sujetos se hayan observado y con un 

número de columnM igual a la cantidad de variables bajo estudio. Esta técnic1~ nos 

brinda la posihilida(l de describir relaciones entre individuos, entre val'iablt~S y sobre 

todo, nos permite llevar a cabo esta descripción con un número menor de variables 

perdiendo la m{nima información posible. 

Sin embargo, el Análisis de Componentes Principales, se ve restringido ante apli­

caciones donde smge la necesidad de estudiar simultáneamente varias matrices de 

datos¡ cuando no hasta. el análisis interno de cada una de ellas, sino que además se 

requiere describir sus relaciones. Consideremos las trea situaciones siguientes: 

• Situación /. Un gl'llpo tle n individuos se somete a un (!studio que wnsiste 

en la mt!didím de ¡1 vari<1blcs cuantitativas en k difer<:ntes ocasiones, con el 

objeto de estudia1· la posible existencia de algt'tn patrón evolutivo ele estas ca.-

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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l'ilclerístic:as en los individuos bajo estudio. El resnm<!ll de ctila información se 

puede wncentrar entonces, en ~· n1atric.es de dínJCnsión n x ¡¡ cada una. 

• Situación 2. Se quiere <!escribir el comportamiento de p variables en k diferentes 

grupos de individuos, donde cada uno de ellos cuenta con u¡ sujeto~, dando lugar 

a k nmtríccs de dimensión 11; x 1'· 

• SitutJción :1. Un grupo den individuos se somete ,1 la medición dt• camcterísticas 

agrupadas por algún crit.erio de seriación eu k grupos con l'i variables cada 11110 

de ellos, lo que da lugar a. k matrícc,~ de dimensión ll x p¡. 

La idea de este capítulo es presentar el Análisis de Componentes Principales de 

una matriz desde una perspectiva bas,1da en su estructura algebraica, que nos permita 

abordar este tipo de situ<tciones sin t'equerir de supuestos distribucionales. 

1.2 Espacios vectoriales y dualidad. 

Cuando realizamos un Análisis de Componentes Principales cllisico, disponemos 

den individuos a los que les hemos rm~dido p variables cuantitativas, de tal mancm que 

la información obteniéla de cada uno de los sujetos puede guardarse en un vector <le 

dimensión p, teniendo tlll lota! de 11 de ellos. Así, estos vectores pueden interpretal'SI~ 

como elementos de uu espacio vectorial con la forma siguiente 

¡,~ = {xl, .. ·,xf), 

rr~ = (x~, .. ·,x~), 

~~ = (x~,···,xf.). 
Análogamente, desde el punto tic vista de las variables, esta información se puede in· 

terpretar como un conjunto de 1' vectores columna de dimensión n, que son elementos 
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de nn 1•spacio formado por las variables bajo estudio. Esto se resume como 

;!11 ·- (.r¡,. .. , .1~~), 

Ji.l' = (:~:?, ... ,x~)' 

;r_P' =: (xr, .. · ,x~), 

de tal manera que el subíndiCe denota al númet·o de individuo y el supraíndice se 

relict·e a la variable correspondiente. 

Así, la información observada nos lleva a pensi\1' en dos espacios vectoriales que 

serán nuestro punto de partida en el análisis, 

F : espacio de individuos. Inducido por n elementos de dimensión p de la forma 

;m = (xl, ... , xf) con i = l, ... ,n cuya base canónica será denotada por {f1, ••• , lp} · 
E : espacio de variables. Gt•nerado por p elementos de dimensión n de la forma 

~j• = ( x{. ... , xü con j = 1, ... , p cuya base canónica. se denotará. por (,t> ... , !In} · 

Esto da lugar a la matriz de datos observada X de dimensión n x p, 

l 
x\ x} ... x~) 

X = x:~ x:1 .. · x;~ 

x!, x:, xf. 

que puede expresarse en términos de la.~ variables 

o bien en términos de los individuos 

X' :::: (;r.1, ••• , a<n) con &j E f'. 

Puesto que en las aplicaciones de la. vida. cotidiana., las características cuantitativas 

de interés se miden con números reales, el espacio de individuos F cotminmente set·á 

RP y el espacio de vMiables E será R", lo que en general simplifica la teoría pero que 

desde el punto de vista técnico no representa una. condición indispensable. 

Así, el elemento xf de la matriz observada, se puede ver como la i-ésima entrada 

dt11 j-ésimo vector de E, o bien como la j-ésima entrada del i-ésimo vector de F, 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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es decir, este elemento puede obtenerse a través de una función he que consista en 

extraer la i·ésima entrada de un veclor en E o haciendo lo con·espotHliente en F 

variables 

he:¡.; -• R 

he(;r.i) = xl 

individuo.~ 

h.f':F·-..R 

hf·(a:;) = x¡. 

Eato nos lleva a. cstndi;tr el espado fot111adn por las a.plit:acioncs linea!Ps .le nn espacio 

vectorial cualquiera a los tu'utwros reales. 

Definición l. 2.1 El dual a· de un C$[Jacio vectorial G es el espacio vectorial for·­

matlo ¡n¡r d conjunto tle aplicaciones linea/es tic G.....; R, tlcnolatlo cormínmente por 

.C(G,H.). 

El espacio veclorial dual tiene alguna:; propicdad1~s interesantes que lo hacen de 

gran utilidad para nosotros. Entre otra:; cosas, el dual comparte la cstrudura del 

espacio original; esto puede verse a trayés del Higuiente resultado que garantiza la 

existencia de un isomorfismo' entre ellos. 

Teorema 1.2.1 Sea (G,q) un espacio vectorial r/e dimensión finita n, con producto 

escalar· q,tlen.otatlo ¡wr (!!, b)9 con !!., k E G, y sea q: G -• R una lran.9/onnación 

lineal. Enloncc.9 existe 1111 tíuico 11cclor· 11.. E G tal qu!~ q(;r) = (;¡:,u)., por esta razón 

q(;¡;.) se denotará ¡wr· q!!.(;¡:). 

Demostración. Sea {J == {a.
1
, ••• •tl.n} una base ortonormal de G, a través de la 

cual podemos expresar í\ un vector fijo !l. E G corno 

n 

U == })!l; • /L)q!J.r 
í=l 

Si definimos h : G....., R como h(;r.) = (;r, !f.)q entonces hes claramente lineal (herencia 

de la linealidad del producto escalar IJ ); al apliear esta transformación a cualquier 

1Un isontorfisruo entre dos esp:tcios vectoriales(] y F, es una runción lineal biyectiva entre ellos. 



vector fli E {1, tenemos 

h(a) -· (IJ.p u_)q = (llp ;::¡;,. (fl.,, ukzJ 
9 

== (;::¡,. (s_, llkl,• aJ q 

= L:~"'. ((a¡.u)qiJ.;•!lJ
9 
= L:?,.(a,.¡t.Mrl;•fl)¡ 

= L:l'"'¡(,tL¡./l)qhij = (g_j' /l)q = qM.(!l) 

11 

como h y q.!!. coinddcn en los elementos de la hase {1, podemos concluir 1111e h = qJI.. 

La unicidad d11 !!.• se ;lcducc directamente de las prorliedadcs clcment.ales del pro· 

duelo escalar, cuando se supone la. existencia de otro vcclor V: que cumpla que 

de donde se implica que ll. = V:· O 

Construyamos entonces, c.onjuntos {~:i, ... ,¡¡~}, y{[~, ... ,[;,} que formen uM 

base para sus respertivos espadas duales E• y F•, de tal manera que los vectores 

observados puedan expresarse como combinaciones lit1eah~s de ellos 

variables 

l:i: E -1 R 

~(.r.i)=xi 

individuo.~ 

Lj: F' -· R 

[j(t;) =x{. 

gstas expresiones se resumen a través de las transformaciones a y a' qn<J relacionan 

los espacios involucrados y cuyas matrices asociadas son claramente X' y X respec· 

tivamenle 
a:E"-1F 

a(~)= a;¡ 

a': F• -1 E 

a'(t) = ¡,_i. 
) 

El siguiente diagrama permite visualizar esta iuformación eu conjunto 

X' 

X 
diagnuna 1 
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l'ant •~nt.ender las relaciones t¡lle existen entre las caractcrÍHlicas y los individur10 

observados, necesitamos definir algunas medidas de "proximidad" o "asociación" cntr!' 

objetos de la mismit clase. r•:sto podrá. hacerse a través de las métricas heredadas del 

producto escalar que elegirnos rn cada uno de los espadas, de tal manera que si 

queremos cambiar de medid,1 bast.1 cambiar de producto interior y con ello a sn 

matriz asoeiada. 

Consirkremos el producto Pscalar d•ísico m f>ntre individuos definido sobre F d<~ 

la lllil!lera siguiente 

m:PxF-•R 

doude "*" denotad prorlucto punto entre dos vectores, de donde :;e d<!duce la nornm 

de un vector íf. E f', ll,r.ll~, := (;¡:, ;r)m y lit di,qtancia entre dos vectores J;¡, .:r1 : 

d. "' "-" ll;r¡- ±¡·11 . Como se mencioJ](Í anteriormente, a este produ<:to escalar clásico 
~~'-J , 

le col'l't!spondc una aplimción line•tlml!. E f'• que define un isomorfismo entre Ji' y F'' 

cuya matriz asociada, en términos de la.q bases mencionadas, será. llanmda M ::: 111 • 

Asimismo, podemos pensar en el correspondiente producto escalar euclidiano d 

para el espncio de variables E 

d:ExE-•R 

con su aplicaciÍJn lineal asociada dl!. E E• y con matriz D = !,.. 

F'inalrncnte, sólo nos resta definir las métricas sobre los espacios duales F• y E·, 

de tal manera. que se preserven las normas de los vectores originales; si atendemos a 

la asignación hecha anteriormente (fi H &¡ y j 1• H ;¡;_i) y llamamos \1 a la matriz 

asociada a una métrica dada sobre f'• y IV, a aquélla sobre E', queremos entonces 

que: 

• el i·ésimo individuo ;r¡ E F: lla:;ll,. == llr411w pam i == l, ... , 11 y 

• la j-ésimit v¡u·ialtk• ;r_i E H : ll;rJ lid = \II/jL par<L j = 1,. ··,p. 



las matrices quedan definidas por 

V= X'DX 

W==XMX' 

1:1 

(1.1) 

pudi1!11clo resumirse toda est.a información en el siguiente Diagl'tWta de Dualidad, que 

no es más que la. complemenla.t:ión del di;tgt·atlliL 1 

inclit~idtto.~ 
X' 1~'· 

p:::; RP +-· 

V 1 1 M D 1 1 w 
f'• X 

B::,R" 

-· t•ariablfs 

1.2.1 Algunas métdcas de interés. 

Con el objeto de resaltar las proximidades y las diferencias entre las características 

bajo estudio, así como lograr mayor interpretabilidad, se propone r.fectuar tttta tratts· 

lac:ión a cada vector del l!spado de variables por su media aritmética ponderada por 

la "importancia" de rada individuo, lo que produce. un corrimiento de la nube de 

datos que la lleva a tener por centro dn gravedad, el origen. La razón por la cual 

hablarnos de "media poudcmcliL" evadiendo su sentido probabilístico, se debe a la 

filosofía del méto1lo, que busca no involucrar supuestos distribucionales. Precisemos 

estos conceptos. 

Definición 1.2.2 La Media Po11derada dr· la j-ésim11 t:amctr:nstica .~e define conw 

11 

yi = ¿p;:r{, 
i=t 

clondr: ¡1; l'ejlcju /IJ ''im¡wl'lmui11" t¡.sor:irula ,¡ i -r•ÍiiiO indit•idrw y L:i~ t/'i = l. Oc 

rlo11de st: obtienr; lt1 Met/itl A ritméti('ll fJill'll d cl!.9o particu/111' en que p¡ = l/n Vi = 
1, ... ,11. 



Definición 1.2.3 El conjunto I de indi11iduo.s ab8crmulo8: {;r1, ••• ,f.,.}, elnne.ntos 

de RP, es llamado Nube de Individuo8 y 8ll Ctnfm de Gra1•t:dad se define como el 

vector fl. f: F, r¡uc f.iene enfada una dt~ .~ll8 wlradas, la media de /11 val'iable cor·res­

¡wndicntc, es decir 

( r') !! = : . 

X') 

Definición 1.2.•1 Una matriz observada X cuya nube de individuos tiene ¡wr centro 

de gravet{a¡{ al IJcctor !l E RP .~e conoce mmo Matriz Cenlmda o Corregida JIOI' s11 

Media. 

Definición 1.2.5 La Varianza de la j -ésirna t•amclen:,/.ica obscrtJilda ,qe define como 

" .2 - "p·(~J "'j)2 o;rj - L,¿ 1 ,., .. - .. , • 

•=1 
Definición 1.2,6 La Coval'ianza muestml entre la j-ésima y la k-ésitl!ll vm·iable, se 

define z}Or 

Sjk:::: f:p¡(x1-xi)(x~- :rk). 
i=l 

Esta pondera.dón de los individuos se debe incluir en la mP.trica asignada al es­

pacio de variables, de tal manera que la "distancia" cutre ellas refleje la.~ diferentes 

aportaciones hechas por cada uno de los individuos involucrados. Definamos entonces 

el siguiente producto escalar dp, sobre la base {!1.1, ••• , fn} de E 

{ 

¡1¡ si i = j 
t'· e· :::: L.,-J)d. 

0 
. . ..J. • 

SI 1 r) 

cuya matriz asociada Dp es diagonal con elementos {p1, ••• , p,.} , donde 

Proposición 1.2.1 r/1, define 1111 pmrlucto escalar 8obrc g 



l ;, 

Demostración. Debemos probar tres propiedades: 

• Simetría. Seau !!., JI. E E 

• Bíliue;didad. Sean u,.!l, g_ E ¡;,• 

• Por liltimo probaremos que si !! E E eut.ouce~ (J!, !!)4,, 2: O. Corno ll. E B puede 

expresarse como !! = L:;(.~¡, !!)f.¡, usando la hilíncalidad de 1lp vemos que 

(!!,l!)Jp == (E(!li, !!)f,, E(c,, !!.)t;)dp '~ l:(!l;, !!.) (r.;, LÜ!.;.:J!)!i;)J" "' 

= {E(t;,!!.W ü.:;,r.¡)J" = [E(~;.!t.W p;, 

c¡ue es positivo y se anula tÍnicamenle cuando (f;,!!) =O Vi, es decir, cuando 

!! ==o. o 

Retomando el Din,qrama de Du11lidnd (diagrama 2), vemos que l;t matriz V = 

X' DX (ver l.l) definida de <!sla manera para el prodndo escalar d, se <!X presa cn­

toncc~ corno V = X' DpX para e:; te nuevo producto escalar dP, lo que reconstruyt• 

la matriz d<~ varianzas y cova.rianzas tradicional cuando los pesos asignados a los in­

dividuos son iguales y la matriz X es centrada. Basta observar la entrada jk de la 

matriz V que está. dada por 
n 

[Vjik::: ¿p;x{x~, 
i=l 

además, la normít qtte define este producto escalar es tal <¡uc reconstruye l<t varianza 

muestra! 

entonces, si llamamos a al ángulo formado entre la.~ variabb ;¡¿; y i!J centradas, 

encontr<\II!Os 
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que t•s precisamente Sll correlación. Es así wmo se interprct.a la relación cnt.re las 

variables: si éstas, ptmsatlas mrno v•~d.orcs, están rnuy cercanas a la rolinealidad 

(a = O á n = 1r) tendremos evidt!nCÍ<I dt• mrrelación máxirn.1, y si se encuentran 

cercanas a la ortogonalidad (o = ;r /2) habrá indicios en favor de una correlación 

nula. 

Asimismo, al situarnos t•n d espado de individuos, no t•s raro encontrarse ante una 

apliración en la. que las variables medidas se refit:mn il raractcrístic:as completamente 

diferentes, cuyo rango de valores y variabilidadt:s discrepen de manera importante. 

Por ejemplo, imaginemos que t:stamos midiendo el salario que recibe un trabajador 

y el número de hijos que tiene, si este ÍrHlividuo recibiera un aumento de $1000 en 

el salario no representa., ni remotamente, una situación comparable a sufrir el mismo 

aumento en la ¡cantidad de hijo~!, por lo que sus varianzas deben interpretarse bajo 

criterios difcwntes, Est.c efecto ocasionado por la diferenda de dispersiones así como 

de unidades, podría enturbiar el análisis, de tal manera que es recomendable disponer 

de observaciones ya divididas entre su desviación estándar, donde esta distorsión se 

ha.yaeliminado previamente. Estamos hablando de aplicar la siguiente transfonnadán 

(lineal) a los datos centrados 
. X~ 

uf=....!. 
Sj 

y que equivale a asignar un producto est:alar parlicul,lf al espado vectorial F. Concrc· 

tamente nos referimos al producto escalar m1¡, que se define sohrt) la base {L, .. . fr.} 
de la manera siguiente 

([¡,f)m¡¡, = ¡ ~ si i = j 

O si i f; j 

cuya matriz asociada es una diagonal con f)Htrada1 M1¡,:::: {.!., ... ,l.} y da lugar a 
'J lp 

una métrica en E• con matriz ¡¡sociada W :::: X M1¡,X' {ver 1.1 ). La demostración 

de que m 1¡, define un product.o escalar, 1:s completamente análoga a la Proposición 

1.2.1. 

Cabe señalar que el efecto de esta. transformación sobre una matriz centrada. es 

simplemente su reducción, por lo que la distancia entre dos variables nos dará. corno 
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resultado preciHarrwntc su condación. 

1.3 Inercia de una nube de puntos. 

Uno de los objetivos del Análisis de Compon('ntes l'rincipal<~s, es la. b1ísqueda d·~ 

proyecciones ortogonales de la nuhe de puntos original, <JIIe nos pc~rmitan obtener 

una representación grMiea ( imn!Jrn eucliditlllll) de los individuos o variables bajo 

estudio que describa de la nwjor manera posible, Sil comportamiento .Y rdadom~s 

en el sentido de pérdida. mínima de información; esto nos sugicw b11Sca.r un c;;pacio 

de menor dimensión a la original (.9ubespclcio u.fa'n), donde podamos lograrlo. Para 

presentar formalmentl! esta construcción, necesitamos inl.rodudr nlgunos conceptos 

<¡uc nos serán de utilidad. 

Definición 1.3.1 Un r,.~¡mcio vectorial (G,q) c.~ llamado Euclidiano .~i c.5 real, de 

dimensión finita y con un ¡n·otlucto escala¡· q. 

Definición 1.3.2 Un conjunto no vacía [{ es rm Espado A/út Euclidiano <lsociado 

11 un espacio r•cdorial r.ttclidiarw G, si existe u11a aplicación n tal r¡ue 

r¡ue cum¡Jla: 

J. VME f/, V;¡;, V v_ E G 

a:FlxO-~ll 

a( .M,;¡;_)=- M+;¡; 

M +Q = A/ 

M t (.¡ + v_) = (M t ;r) t !L· 

2. Para cualesqrdem dos demento.s IH;, M1 E 11, existe un Ú11íco veclor ;¡;_ E G 

t11l que M;+ if. = M1• 1'111' esta rcwín, llamtmmos al vector;¡;, M;MJ.. y a lo.~ 

elerrw nto.s del wnjunto 11 lo.s //¡¡muremos pun/,).5. 

Algunas observaciones IJUI! uos ayudarán wn las sigtli()ules: 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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• La dimensi(lll dd cs¡¡¡tdo afín es la misma que la <le! espacio ved.orial original. 

• El par fmmado por un punto O E 1/llalllado origen y una bitse del espacio vec­

tell'ia.l O se conoce como pareja de rdcrcuda, de tal manera que la.~ co01·denadas 

<Id punto M E JI son las compone1ll<~o del vc~cl.or Q.M .. E O en la base dada. 

Como se comentó illlterionneute, buscamos la representación de los objetos en 

un subespado ilfín eudidiano, <(IW cilptc la máxima mriahilidacl posible~ de los datos 

originales. La prc!gunta que surge entonces es, ¿cómo podemos generalizar la nocicín de 

dispersión en un espacio multidimcnsional y cómo llevar a cabo esta transformación'! 

Bsto será posible b;tjo el concepto de inercia, que resume la idea de proximid<td de 

una nube de puntos ron respecto a otro partkular, con la. venlitja adicioÍutl de~ quc• 

incluye la idea de la ponderación de los individuos, a través de la meltrka c¡uc se haya. 

decidido usar. 

Definición 1.3.3 Elmomcmlo de inerdn de una nube de irulividuo$ {;¡;¡, i ::.: l, ... , n} 

cr1 d cs¡mcio vectorial fi' con métrica m respecto a un prmto !! E P , sr define como 

Esta me)dida de inercia res¡wdo a cualquiel' punto, puede recuperan;e a lwv(·s de 

la inct·cia con respecto al centro de gravedad de la nube. Este resultado se mnocc 

como el Teorema de lhtyghens y será de gran utilidad en este desarrollo. 

Teorema 1.3.1 l,u iner-cia de una nube de individuos {,¡;¡, i = l, ... , n} en el es¡mcio 

vectorial P con mi!triw rn, con res¡Jeclo a 1111 punto ª' puede c/escomponer·sc como 

Demostración. 

1!!. = 1:; p; 11,~:; - ídl~. = 1:; p¡(;¡;; - ª'• ;¡:¡ ·- !!.),, 

Li p;(;r; - 9.. + fl - ª-• ;r; - 11. + 9. - !!),. 



/!! í:p;(:r,- [f.. l.;- !L +u-- g).,. + ):¡1;((! -n,;r;- !l.+ U.-- r.), 

Z: 71;(;r, - U.• .t; - aJ,. + 2: p;(,~;.; ·-y_, !L- !.!.),, + 2:: p,(u - r., X; --- !J.)m 

+ l:p;(!l.- ª•9..- a)m 

- LPi 11;¡:_¡- uf + 22:/li(.t,- 9..·/l- !!)m+ ~!l.- af L/lj 
m 2 ·z 

/g +2(}:p,;I¡ --t¡'[.(l¡,q- !dm + llg- !111 ""f9 + 1111- !lll ·O 
:... ~ \O- u~ JJ\ \,.,. rn 

Quede! c/om cnto11cc.,, que d punto miÍ.<~ cacane1 fl fu nubt utilizando rl ailerio ele 

inercia míniuw, t:s ¡ll'aisnmentc 81t antm dt f¡nwcclarl, que pora d C<!$0 de nubt8 

centradas, como éste coincide t•em e/ origen, se put~de reducir la definición 1 . .'1.3 a 

gstc con<:t!pto se rela.ciona con el esquema rle dualidad que habíamos discutido •~ 

través del ~iguiente resultado. 

Teorema 1.3.2 La inercin de uua nubt: rlf i111lividuo.~ centrada, puede exprcsnl'se 

como 

Demostra1~ión. 

· ¡lA-ht; E R entonces ;r:M¡¡ = tt·aza(a:.:M.r;) por lo que 

t/J = Li p;traza(;r~M~;) = Li p¡traza(;r,;~M) 
= L; trrtza(¡I;J:;.tlM) = !t•nzn Z:1(p;;r;;rlM) '"' lrclza(VM). 

La. última. igualdad se justifica. poi' una e:<pl'esión alt:crnativa de V, E l'iil:;ac: cuya 

prueba es inmediata. O 

Corolario 1.3.1 

1/•:::: tmza(VM) :..--: lraza(W D). 

1 

1 
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Demostl·ación. La df'rnost.ración sn deduce de las propiedades tlt>l operador traza. 

1/• == traza(VM) == l.m;;a(X'/JXM) ,._, lraza(XMX'D) = l.rtzza(WD). O 

A cunt.inuación se presentan algunas observaciones iuteresa.utPs 

• Si M = Dlf•' entonces 

'f' lnzza(VD1¡,,) =: lr¡¡za(l'(01¡.,,) 11'l(D1¡,,)'1
1 ) 

= tr·aza((D11,,) 112V(D1¡,¡) 11l) = traza(C) = p 

donde e es la matriz de correlación. 

• Si M ::: lp , la matriz identidad deducida a partir de la ba.se canónica, la Inercia 

recuptlra la traza tle la matriz de varianzas y covarianzas 1/1 = tr·aza(V l) = 

tr·aza(V). 

Pero ¿cómo se relaciona este! idea de la inr.ercia de una nuhe, con las matrices 

definidas en el Esquema de Dwzlidaá!. La respuesta no es sencilla, pero se tratará de 

aclarar en la siguiente sección. 

1.4 Operadores adjuntos y autoadjuntos. 

A partir del siguiente teorema, se dcsprenclcn los conceptos de "operador 11djunto" 

y "autoadjunto", que serán indispensable para el desarrollo de esta sección. 

Teorema 1.4.1 Sea (G,q) un c8pacio vectorial de dimensión finita con producto es­

ca/al' q, y sea T ttn opemdo1·linea/de G, es decir 7' : G --t G. Entonces existe 1111 

único operador· lineal T• en G, tal que 

(T(;c), 11) = (a:, T•(,¡)) pal'a lodo;¡;_,¡¿ E G. 
~ , 1!.. 1/ 
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Demostración. Sw 1!. E G !J definamos q: G -> ll Wlllo q(;r) = ('1'(1:), 1!.) ~ pam 

todo ;¡¿ E G. Prime ro [!robaremos que q 1'-' /in m/. Swn J: 1, ±.·t E G y e E R 

(T(c;¡: 1 +:r:¡),!L)
7 
= (cT(;¡; 1 )+'/'(;r.¡),!!.)<~ 

e (T(;r_¡),¡¡\ + (T(;r2),IL) q = rr¡(J:d + q(íf·¡). 

Por el teorema 1.2.1, s11hcmo8 q111 exí.•ft 1m 1Íniro l!fl:/or !lo E'. G tal r¡ut CJy0(;¡:) ~~ 

(J:1 1L,
1

) 7 !J fllll'll IJUI: Stfl Í,fJUil/ 11 ('f'(;t) 1 !!.) q ft 1/CII!O.< l}llt dcjiuir 1'' ; (; --• (/ t"IJI/HJ 

'l''(ll.) = !Lo• as{ 

dt! donde es fdt:il probar que T' es lineal. Sca11 u,, !j_
2 

E G 11 e E R, 

('!'(;_¡;),% + u.J
7 

= c(TCr.), uJ, + ('1'(&),¡¿2)
7 

c(:r,T'(IL1)),, + (,r,'/''(JL2l),, 
(;r_,c7''(![1)),

1 
+ (;r:,'/''(!l)),,, 

Sólo nos falt.<L probar que '/'' es única. Suponga m os U : C: -+ O lineal y e¡ u e 

saf.isfaw c¡un (T(;r_J,v.\ :o.· (;r,U(¡¿))
7 

para f.oda ;r_ E G, c!ntonces 

(T(;r),¡¿)q = (;r_,T'(¡tl)
7 
= (&,ll(if.))q piira toda ;v_,¡¿ E G, 

lo que implic:;L directamente que T' =U. O 

Definición 1.4.1 El opcmdo1· T' descrito en el teoi'WIIl anterim• se c0110ce como el 

Adjunto dd operado¡· T. 

Nótese c¡ue t;unhién 

(;r_, T(¡¿)),,::: ('l'(V.),>r)q = (y,.1"(;r)) ""('J'•(.r),y) , 
• • q - q 

lo c¡uc informalmente podría resumirse como la adicic\u de tlll "'" cuando se cambia 

la posición del operador dentro del p1·oducto escalar. 

El siguiente teort~lila no~ explica la. m;uwrat:ómo se rduciouau las matríce~ asocia­

das a estos operadores. 
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Teorema 1.4.2 8e11 (G,r¡) un !Jspacio vectorial rle dimcnsirír& jinil11 11., con produclo 

inler·ior· r¡, !1 SUI j3 llf!fl base orlonrmnal¡wm O. Si'/' e.~ ltll op.:mdor·linefll en a cuya 

mall·iz asrJciada (1 /r¡ hase ¡3 -~e. rlcrwla JIOI' ¡\ == [TI¡) y /1 ceo [T'I¡¡ la COITCSJIOIIrlicnte 

p11ra el operador T', entonfcs: 

['l .. l¡¡ = [7'1~. 

donde ['1'1~ re¡mscnta la matriz arljunta dt! ['1'1¡,. 

Demostración. Sea ¡J = {a_1,, .. •!l..,} cnl.onccH la <mt.rada ij de la matriz U Pst;i 

dada por 

JJ,j (T'(fl)•tz;l = !a/l''(tz;ll == (7'!u;l.aJ 
Ai; = (A')i), 

que es ¡m•cisamcnte I<L definición de la adjunta de una matri~ pam el caso eu que 

todas sus Pntradas s•!an reale~, de donde s<! concluye que LJ = JI", O 

Observemos r¡ue 

• La matriz asociada A' al operador adjunto '1'' de 1', no es más <¡ue la transpuesta 

de aquélla asociada a 7', es decir N== A'. 

• Estos resultados pueden extl'nderse al ca.~ o en el que el campo escalar del espncio 

vectorial G ~ca el de los 111Ímeros complejos, sin olvidar que la sinwtría en el 

producto es<: alar tiene una ligera variante: (;r, u)q = (u, .t)q donde la barra 

signifim conjugación compleja; esto da como resultado que la matriz adjunta 

A', sea la transpuesta conjugada de A, es decir (A*);;= A;;. 

Dentro de la cl;1se de operadores adjuntos existe un grupo de particular interés, 

constituido por aquellos operadorr!s cuyo adjunto coincide con él mismo. 

Definición 1.4.2 Sen (G, q) ur1 es¡¡acio twctol'ial con pr·odudo interior q y sea T un 

o¡¡r.mrfo¡·/inrr¡/ Cll·n. '1' se dr:nomin11 o¡¡cl'lulor autorlt~irmlo (o /tr;rmiliauo) si T::::; 1'". 

Asimismo, tmfl matriz CIUtdmdr! A sr: couocerá fOIIW twloadjrwta (o hennitiaua) si 

A= A•. 



,\sí, para t•l caso tiP 111atrifes <'OII ent.rad;ts realeM, ser aul.oadjnnta cr¡niv¡de a ser 

simétrica. Una propiedad ilnportaule r¡ue go¡:an estos operadores, es qut• todos sus 

valores propios so11 reales. 

Teorema 1.4.3 Sea T 1111 operador linenl aJtlomljunlo w ILTI esp11cio vtclorial ( G, '/ ). 

Si A e.q un IJidor ¡n'Oflio de T, entona., A E R. 

Demostración. La rl<'nJOst.ración sr: hará rn tres etapas: 

Primero se probaní r¡tw IIT(;r)llq = 117''(:r)ll9 V J. E G'. 

111'(;!:)11~ -- (T(.r.), 1'(;r))
1 

== (7''7'(:!c),;r.) 9 = ('1"/''(:r),J:)q =" ('l''(,r.),7''(;r)),
1 

111''(;!:)11~. 

La segunda par! P relaciona los Villort:s propios de In,~ dos operadores¡ si A es valor 

propio de 'l' cnlonr:es X es valor propio de '/''. 

Si A es el valor propio de 1' asociado al vector propio .r., es decir '/'(;r.) == A;r., y 

definirnos el opcratlor U coliJO el polinoruio característico asociado a T, U == T- ,\ 1; 

se tiene que si U(;r.) = !!, entonces 

!l == IIU(.r.)ll1 - IIU'(:r)ll1 == 11(1'- Al)'(:r)llq = 11(7''- AJ)(;r)jj,, 
= jj1"(,¡;)- XI(;!Jjj

9 
'* 'l''(.r.) == :\;¡;, 

lo que ltOs dit:e <¡ue A <!S un valor propio de '/". Con estos dos resultarlos ¡l!'obados, 

la tesis del teorema se demnc~tra inm(:diatamen te, 

Á.*.= T(¡) = 7'•(¡) = X¡ como¡ i- !!, entonces A = X=? ,\ E R. O 

Una propiedad que caracteriza a este tipo de op<~radorcs es aquélla que afirma que 

un opemdor es autoadjunlo si y sólo sí, el espacio vcct.orial sobre el cual se defint~, 

tiene una hase ortonormal formada por los valores propios de dir:ho opt.>radOI'. Su 

demostración no es difícil, pero se prefirió omitir t:on el objeto de no hacer de este 

trabajo 1111 l!sr.rito exrr:sivauwntc téwico. Para mayon·s detalle~ se sugiere consultar 

[ij. 

Finalmenlr: estamos en la posihilidad tle presentar los r.ouceptos y resultados <¡111' 

nos permitirAn relacionar tudo lo ¡nrsr·ntmlo en est.a Hccchín, co11 d rnatPrial ''XLHH'slo 

pmvianl<'lltr>. 



Definición 1..1.3 .'J'm 11 1111 opcmtlor· aulolllljunto sobre rm espacio ueclorial (G,r¡) 

con mulriz a.~ociadn A. El cocinrle de Uayh igli pam un vu:tor ;r 'f !!., demento del 

espacio rJectorial G, se define por· el t:scnlar 

n.(;r) = (•(rl.~h 
- ITi]j~- ' 

equivalelll(;lllente 

( 
(,\¡:,¡¡) u .. , ;r) = -¡¡T,· 

1.'eorema 1.4.4 Pm·a una matriz aulo11tljurrla A corz valores propios orrlt:nados tle­

crecientemente ,\ 1 ~ ..\ 2 ~ ••• ~ ..\n, se tiene que 

max~;to El,¡(,~) = ..\¡, 

lllillr;tO /l,¡{¡¡:) = ,\n. 

Demostración. Comü se mencionó anteriormente, po1lemos encontrar una base 

ortonormal {;r.1, ••• ,il:.n} de vectores propios de A, tales que A;r_¡ = ,\;;¡;_¡, 1 :S i ~ 11, 

donde ..\¡ ~ ..\2 ~ ..• ?. ,\n son los valores propios asodados al correspondiente ;¡;¡. 

Por el teorema 1.4.3, sabemos que todos estos ,\¡ E R; cada vector ;J;. en el espacio 

vectorial (G,q), puede exprl.'sarse como combinación lineal de esta hase de la sit~uiente 

manera 
11 

;r= IJr.,:r;)qt;, 
í=l 

por lo t1mto 

La otra pnrte del teorema se demuest.ra de una manera semejante. O 

La igualrlad se alcanza 1:1tatulo el weiente de Rayleigh se evalúa precisamente en 

el vector propio asociado al valor caraetcrístico máximo (mínimo) ;r.¡(;¡:,.) 

R
1
(r¡}- (A;¡;_!~!l:!.- (,\1;r1,_;¡;_11- ~1 (;¡,:~~_:).!.1.- ,\

1 ' '-' - li&tl!: - lkdl~ - ll;rdl~ -- . 



1.5 Construcción de la nube de inercia máxima. 

Esta sección busca ligar las dos previas y explicar de d!lndc! surg•~ la wnstrucción 

propuesta. 

Al retomar lo que se discutió sobre la irwrcia tle una nube de puntos (ver definiciríu 

1.3.3), recordPrnos que para el caso de nulws centrarlas se pudo reducir a 

'\' ·¡ 
~~ = t_..P• llr.dlm' 

donde m representa la métrit:a usada en el esp.1cio de individuos (F', m). Como sabe­

mos, cada uno de los vectores J<; que conforman esta nube, ptwden expr·esarse dt! 

manera ímica como c:omhinarión lineal de alguna base ortonormad;t de (F,m), diga· 

mos {L,, ... , Lp}, concretamente ;r; == rs=,(íf.¡, L).[1 , de tal suert.e que podemos 

encoutt·ar una expre.~iÍJn equivalente parar/' a través de esta base 

f:i'=t Pdl~ll~n - Li~¡[l;(;r¡, íf_¡ ),, ::: Li':t fli (L~=t(&¡, [¡}m[¡, }:L,,(;r¡, [_¡),,[¡,), 
::: f:i'~t Pi LJ=¡(.t;,[)m í.l:t(i!:¡, [¡,)m (Lj, L,) 

111 

::: f:7=r PiL~=t(;r;,[1 )m f:Z:t(.r;,[k)"'8¡k 

= r:;~¡/1i r:;=¡(;r¡,f.)~.::: r:i'"' r:~=l p¡(;r;,[)~ •. 
(1.2) 

Si retomamos d l~.w¡uww de IJufllitlrul discutido I)Jl la ser.ción 1.2 y la forma. 

como indiv-iduos y variables se wnsidcrarun elementos de espM.ios vectoriales con 

sus respectivas mét.ricas y relaciones duaJes; podemos encontrar, usando las técnicas 

introducidas previamente, que las matrices que resumen esta información (ver la 

expresión 1.1} resultan ser autoadjuntas, lo que nos permite introducir el Cociente 

de Raylcigh (ver delinicitju 1.4.3) como vínculo para encontrar la nube de inercia. 

máxima. Veamos con más detalle. 

En el teorema 1.3.2 y el corolario siguicnlt~, probamos que t/J = ll'aza(V M) = 

ll'ctza(W D). Si analizamos con cuidado est.as matrices y utilizamos el hecho de que 

M y tJ son matrices diagonales, vemos que pu•·den cx¡JI't·~•mr corno d pl'Oducl.o .¡,. 

dos matrices simfitricas con entradas l'l!illes, ·~s decir, autoadjuut.as 

llM -- X'(DXM) =AA' 

WIJ = X(MX'V),.,fl'(tl')". 
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La razón por la que SP han nombrado precisamente AA' y ll'(A')', se explica en el 

siguiente t1~orcma, que lo cnuncicll'emos para el raso de la matriz VM == AA', pero 

puede referirse análogamente para W D = A'( A')'. 

Teorema 1.5.1 La inercia de unu nube de ¡mnlos cwlrada, es In sum11 de los r~a/ores 

del cocienlf: de Jlny/ci!Jh asociado.~ a /a ma!J·iz AA', .~obre ltt base tll'lonorrnatla ele 

llr.clorcs { r,· 1 ••• 1 !'} . 
¡,;._ -·j) 

Demostración. Como S(' concluyó con anterioridad, la incr·cia ~e puede cHcribir 

alternativamente en términos de la base orionormal {L
1

, .•• , 1,} (ver 1.2), a través 

de la expresión 
n n P 

'1;.~ 1 l'l '\'\~ 2 1/1 = L,..,/li 1 ±¡J m= L.,., L,..,fli(!r.;,L)m· 
i=l i=li=l 

Asimismo se había dcllnido el producto rst:alar tlp y la aplicación a ( Vl'l' piÍg. ll) sobre 

los elementos de la base {~¡, ... , ~} qrw nos permitía pasar de un espacio vccl.orial 

a. otro de la siguiente manera 

a: (E',w)-+ (F,m) 

cuya matriz asoci.1da. a la base canónica de P <'S X'. An<i.logamcnt.e 

a'; (P',v)-+ (E,d) 

a'(Lj) = ~i, 

con matriz asociada X. Así, el operador adjunto a' se define por 

a': (F',m)-+ (E',w), 

de tal manera que 

de dondt) es fácil probar qtw u• = w- 1a'm == da'm por lo que la matriz asociada al 

opr~rador Ita' es X'DXM = VM y que hahíamoH l11111Ht<lo precisanwntl! AA', (así 

como W D == X'(DX M) que habíamos llamado ;\'(A')*), entonces 



por lo (pte se tiene 
p 

,¡, = L: R.,,,. (LJ . o 
i=l 

Al referirnos una vez más al teorema 1.:1.2, se nmcluye que 
p 

if; =: L /l,¡,¡o (LJ =: ll'llZti(I'A/). 
i=l 

. ) ~· _¡ 

Ahora bien, d wsultaclo antei'Íor uos dice <(tJe la inerCÍ<I total puetl<) recuperarse 

a través riel cambio a una base ortonormal, sin e!llhilrgo, no debemos perder ele 

vista nuestro objetivo priucipal que consir;tc en describir lo mejor posible, el compor· 

tamieuto de individuos y variables en 1111 espacio de menor dimensión. La pregunta 

que surge ahora es: ¿cómo debemos elegir dicha base, de tal suerto que al proyectar 

sobre un espacio afín de dimensión menor a la original se recupere la mayor inercia 

posible o, equiv;dentemente, pct;der la rnínim<t Cil!tl.idad de i;tforrnadón disponibltl'! 

Si pensamos cm los teoremas !AA y 1.5.1, así como cu los t:omentarios que hici­

mos sohre ellos, sabemos que uua posible base ortonormal q1ie podemos dcgir y que 

rccoustruiría In inercia total a través de los cocientes de Raylcigh, es aquélla forrrwda 

por lo Vt!Ctores prr>pios de la matriz V M. Esta idea resulta muy interesante, por 

varias razones. 

• Sabemos que la incrci1t es ht suma de estos cocit.mtes (teorema 1.5.1) sobre 

cllalquict• h<1se ortonorrnada, en pMtil'nlar por aquélla. formada por vecl.ores 

propios, pero además sabemos que d rmiximo de estos sumandos (teorema !AA) 

se ;tlcanza cuando d r:odente se evahía r:n el vector propio asociado al máximo 

valor t:ar¡¡derístico ,\¡, de La.! rn;uwm, rtue <;stn. será la dirección que capl.t! la 

mayor proporción de inercia. 

• Si t~limitHunos la dirccdón del vector propio asociarlo a .\ 1. nos queda. un sub­

espacio afín ortogonal a t!sl.a rliren:i<Ín (recordemos qne fonnan un conjunte¡ d<! 
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vcdores ortogonales), con l;t inercia n·stante igual ;d t.ot;tl origin1tlmeuos la que 

fue "•·xplicada" por la dirc·cción tl•·l V<'l'tor excluido. Si ;tplicamos nuevamente e,! 

tc~orellla l..! !1, podemos concluir que el siguiente vedor que "explica" la mayor 

cantidad de la inercia sobran t.,, es aquél que corrcspourle al valor propio máximo 

,\¡ y así sucesivamente. 

• Cabe recordar también, qu1~ los cocientes de Rayleigh a. los que nos hemos 

referido, se aplimn sobre la.~ matric:es V M o W D, que com(> ya se dijo, ~on 

autoadjuntas y podernos garantizar que sus valores propios son no negativos. El 

número de estos valores que sean estrictamenl.c positivos, coincide <:on el rango 

de la rnatri<'- c.orrespoudicnte y cuando este número es inferior a la dimensión 

original, se rdleja una situación en la que en realidad, todos los puntos se 

encontraban en 1111 subesp;tcio propio, contenido esl.rictamente en el original. 

En una aplicación de la vida real, lo que comúnmente sucede es que necesitamos 

una representación en un espacio de dos, o a lo más tres dimensiones, ele tal rnancm 

que busnunos la proyección ortogonal en un subcspacio de, digamos, dimensión lt. 

Por lo que se discutió anteriormente, se propone cambiar la hase rle nuestros datos 

observados, a aquélla definida por los vectores propios, y una vez hecha c:sfa trans­

formación, proycc:tar ortogonalmente sobre la.~ h primeras direcciones, eH decir, sobre 

los vectores asociados a los h valores propios más grandes. Corno no se incluyeron 

todos los vectores de la base, es claro que no se recuperar;í el total de la inercia, de 

donde surge la siguiente definición. 

Definición 1.5.1 Al pmyeclttr sobre un espacio de dimensión h, definido por lo.~ 

Jli'Ímeros h veclo11~s pmpios asocirulos a los nuíximoH valon:s caraclerúlicos ,\ 1 ?: 

..• ~ ..\h, la cantidad 
L:~=~-'; 

t;';;zr1(V M)' 

se conoce como "la proporción de inc:rCÍ(l explicada" rr1 el subcspacio de dimensión h 

gcncmdo y es UTlll medida de la calidad global de la r·cpl'cscnlacióll. 



Definición 1.5.2 E/11ccfor· propio rumnnlizado U; del espncio tlt intli11iduo8 F = IV', 

asociado al rJidor propio.\; tle In mnlriz V M (i 0 ·' 1, ... , p), fJWicril lo que 8C conot:l' 

como el i-ésimo E'jt: Principn/. 

Siguiendo con la notación empleada hasta ahora VMu; =: .\¡Jl.¡, al prernultiplicar 

por la matriz M tenernos que MV/vly_, = Á;Mu;, .Y si llamamo~ E; ""M!!; podernos 

conduir que MV!!; =\!!;,lo que nos dim IJIIC si !1, es vedor propio de V M asociado 

a Á;, entonces!!.¡= M u; es el vector propio asociadll también a Á;, pei'O ele la matri~ 

M\1. 

Definición 1.5.3 1~'/!leclor· ¡;/ = X u;= X M :u.; E B = H." se conoce c111110 /a i-ésimtt 

r:omptmcrrte Principal (i = 1, ... , p). 

Si recordamos quiénes efi\n las matrices \1 y W y pensamos concn)tarncntc en las 

métrÍCits 01,:::::. D y D1¡, = M, (ver la expresión 1.1) podemos notar que X M no es 

más que la matriz de datos reducida, además 

A;!!¡= MVu.; = MX'DpSll.; = MX'D1,¡;,i, 

=} XMX'D1,ri =>.;X.!!;= A;~,;i, 

=> W Dpd == A;r;;, 

lo que nos dice I)UC r,_i es vector propio de W UP' 

1.5.1 Descripción de individuos. 

Hasta ahora, hemos expuesto la t<:cnica de Component1~s Principales utilizando un 

enfot¡ue diferente que nos ha permitido librarno~ dd concepto de probabilidad que ad· 

mi te diversas interpretaciones, así corno de supUl!Stos distrihudonales que difícilmente 

se cumplen en problemas prácticos. No obstante estas ventajas teóricas, si nos res­

tringimos al uso de las métricas lll<Íti comunes, los resultados presentados hasta este 

momento pueden obtenerse nrcdiante un paquete estadístico ~onvcncional, sin em­

bargo este enfoqu1• permil.l! ath·más de generalizar a otras métricns, hacer extensiones 

que nos dan la posibilidad dt• evaluar la calida.d do I'<'J'I'l!senlitdón lit• cada individuo, 
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lo cual, aun1¡ue no se encuentre en la paqul'lería estándar se recomienda incluir en el 

aniílisis. 

La interpretación grom1:trica dt• todos estos conceptos es sumamente interesante. 

Al iuicio, teníamos una nube de 11 puntos en llP, donde cada dimensión estaba aso­

ciada a una de las característ.icas medidas; cuando matemáticamente se propuso carn· 

hiar de base a aquélla formada por los vectores propios ortonorm,1dos de 1,1 matriz 

F M {!!¡}, lo qut~ en realidad llicimos fue un cambio el«' coMdenadas, una rotación 

sobre el espacio RP donde las direccionf's adecuadas fueron aquéllas asociadas a estos 

vectores propios, ordenados decrecienternentc de acuerdo a la magnitud de su valor 

característico correspondiente. 

Estos vectores, al premultiplicarse por la matriz M, dan origen a los {u¡) (conser· 

vando el ordt!n heredado de los {!!¡}) y sou ellos los que nos pcnnitiriÍil conoeer las 

nuevas coordenadas de cada punto después del cambio de ejes. La i-ésima coordenada 

de los 11 individuos se t:ncuentra en el vector llamado componen/e principal, que no es 

más que una combinación lineal de las características que Be midieron inicialmente, 

con coeficientes dados precisamente por los {!4}, es decir, d ==X 11.¡ (¡;i E Rn). 

La construcción de la nueva nube de puntos, resulta entonces simplemente de 

postmult.iplicil.r la matriz de datos observados X, por aquélla cuyas columnas son los 

vectores {11.¡}; la proyen~ión sobre un subespado de dimensión menor h, consistir;í 

en incluir únicamente los h primeros de ellos, con la garantía de haber captado la 

mayor inercia posible, si se compara.ra contra cualquier otra combinación lineal que 

se quisiera intentar. Además mencionamos que la proporción de inercia explicada 

puede considerarse una medida de la calidad de representación de 1.1 nube en su 

conjunto, sin embargo, carecemos de información relevante de la calidad marginal de 

un individuo particular. 

Intuitivamente, un individuo ;r¡ se considera bien representado, si el áugulo que 

forma con su proyecdtin es pequeño, o equivalentemente, si su norma y la conespon­

diente a su representación son similares. Llamando n al ángulo formado entre el 

individuo J;.¡ y su proyección .1[¡, se tieue que 
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De tal marwra que 1111 punto se considerará bien representado si ros n -• 1 y conforme 

ros a -+ O tendn•mos evidencia clP. menor calidad. Esta es la razón por la cual coso: 

es llamado d coeficiente de calidad de representación del i-ésimo individuo. 

Cuando se tit~ne una buena calidad de represcnl.ilCÍCÍn, los ejen en el nuevo sis­

tema de referencia, adquirirán una interpret,1ción natural acorde al problema real, 

de acuerdo con la magnitud de lo~ cocfic.ient1~s de las comhinaciotws lineales qne los 

determinan, dt~ tnl surrt.P 1111C cada ejt~ podrá pensarse como 1111 resumen de •llgunas 

de las características orginales, y lt\ posición de los puntos bajo este nuevo sistema 

coordenado, se interpretará. con respecto a estos rt~stímenes, lo que puede s<~r de gran 

utilidad al ubicarse cu el contexto del problema. 

1.5.2 Descripción de va1·iables. 

Lo que presentamos en esta nección, no se induye en la mayoría de los paquetes 

estándar, no obstante con~idNamos que representa una aportación valio~a de este 

enfoque y debe mencionarse con detalle. 

Corno se cornenltí anteriormente, ~alwmos que tendremos p valores propios no 

negativos de la matriz autoacljunta V M, dt! los rua.lcs p de ellos serán estrict.amcnt!J 

positivos (p :5 ¡¡), lo que indica que un individuo pudo haber aportatlo la misma 

información pero it través de p variables en lugar de p, es decir, "medimos de más". 

Es te 11 úmero p sor á refei'Ído en lo succsi vo como el rango de V M puesto que coincide 

con él. 

De los p componentes principales, sólo p d<: ellos están asociados a valon!B propios 

estrictamente positivos que serán los que realmente nos brinden informnción valiosa, 

a este subconjunto lo llamaremos {!:1,.,., ~P} y de acuerdo it la teoría resumida en 

el Esquema de Dualidad de l1t sección 1.2, dehení medirse con la métrica dv· Lo que 

puede verse fácilmente es que forman una hase ortogonal (no norrnatlo) que genera 

un subespacio p-dimensional en R". 

Proposición 1.5.1 E'/ conjunto de p compo11cnle.~ ¡1rincipalcs {r.;1,, •• , ,¡;''}, (11cr defi­

nición 1.5.3), Jor111a. ltllll baBc <11,-o¡·/.ononrwda. 
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Demostración. Recordemos algunos det.allrs que nccesit.arernos, 

{u;} fnrman un conjunto d11 orlonornwlo de vectores propios de 1' M, V M 11¡ "" 

A;!l,· 

Ta1nhiéu habíamos deducido que d vector Ji.¡= M J!¡ es u u V(~clor ca.mcterístico de 

la matriz MV, MV!!¡ == .\¡J¿¡. 

Asimismo dijimos que V = X' DpX y que M es una matriz diagonal. 

(Xll,. X!!¡ )"• = (X M 1!;, X AlllJ),J,, =u: M X' UpX M u; 
Y!M(X' /JpX)Ml!J = .tMIV Mlli =.\¡u: M u; 

Est;¡ propo~ici6n nos permite afirmar que bajo el pl<wteamiento original, aquellos 

vectores que repre.~cntaban la medición de una característica bajo estudio sobr(l toda 

la muestm (;ri E R" i == !, ... p), pueden expres~.rse en tr~rminos •le las componentes 

principales y la métrica tl1,. Lo que no debf!mos olviola.r es que no conforman un 

conjtmf.o normado pues 

de tal manera que { '*¡;_i} J=l, .. .,p constituye una base ortonormada del subcspacio 

rnr~ncionado, sobre la cual, la variable ;¡:i ticn(' por j-ésima coorden;tda a. 

1 ( ' ') 1\. ~·, !f ' 
V.\¡ ''P 

de tal suerte que 

11~¡11; = t+ {(;ri,d)., }
2 

p ¡=1 J V 

Es importante recordar que si las vari<t bies son centradas, cad,'l producto esmlar 

reconstruye la covarianza entre la variable y su correspondiente componente prindpal 

(ver definición 1.2.(i ), por lo que cada coordenada será igual a esta en varianza dividirla 

entre ¡>:; 
_1- (J'i r.i) - m~_(;ri,~1 
J\ . . ,, - [\. ' V"J - - ,,,, v"j 
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y para el r.a9o de variahlf's rr•ntradits y rwlucidas, l.cndrerun-; rpw lo <pi•' se I'<'COII.'II.nr,•:•• 

es la correlación 

-~ (;r\ (J) J = rorr ( ,¡:' ,!.n . v·'j ,. 
Así, la proyt.'cción de un vector-variable ;r' sobrc) un .'lllbesp~rio de rlim<~mit;u h 

(connínrncnte 2), cstar;i dada ·por 

y MÍ :r,i es centrada y reducitla., tendremos que las cuorderwrlas el•· esta proycr:ción 

pueden r:xpwsarse por 

por lo que los punto~ asociados a laB vari<~.hles estarán rout..)nidos ''" una hipr·rT:ifr:ra 

centrada de dimensirín h y rarlio l. l~l caso más frecuente, consisl<' en que esta 

representación se construye sobre un plano y cst¡Í formilda por una nube de puntos, 

cada 11110 asociado a una variahlt\ torios ello~ coutcnidos en un círculo de rarlio 1 y cou 

centro en el origen. La prirnew r:oordeuarla noti da el valor de la r:orrdac.ión entrr~ la 

variable y el primer componente principal, de tal stu~ltc r¡ne ahsci~as <:f~r-ca.nas a l ó -l. 

sm·án evidenda. de r¡ue In variable represcutada por el punto correspundientr~, qur~rla. 

muy bien explicada en tf.rminos dt~ la prinu•ra cornpomml.t•, teni1~ndo la interprd.;1ción 

análoga pam las ordenarlas. Asimismo, valores de coordenadas cercanaB a O sugieren 

una mala corresponcleuda entre la variable y la componente res¡wctivil. Esta gráfica 

se ronoce como el G'rculo dr! Correlar:iorws. 

1.6 Objetos suplementarios. 

1.6.1 Individuos sumplemeutarios. 

En ltlltch;ts situaciones ¡H·;\difas, necesitarnos CO!Il¡lilrilr d r·outport;unicnto ,¡.. los 

individ11os qnt• est;wtos anali¡¡a.ndo con alp/111 olro ~ro1po qur: SI' lmw con ro r('fr•rcncia 

sin que <Ístr~ se indnya conto partr• del análisis, sino ¡'rnicanwutr~ C'll la rr·prc:.cut.~cirll¡ 



final, lo que permitiría ubicarlos gráfic,1nwnte y compararlos con el conjunto ele interc\s. 

Aplkacioncs ele este estilo pueden encontrarse cuando se estudia una población y 

se necesita relacionarla ron otra wn fines compara! ivos, que por no forlllitl' pitrtc 

del grupo bajo estudio, no debt~riÍ incluírse en la btísqueda del nuevo sisternit de 

coordr.u.ulas. 

Definición 1.6.1 El t~onjunto de indiniduos cuyo.i ¡¡esos asociados son idénticamente 

cCI'o, se wnocen como lndínícluos Suplementarios, a.~imismo los elemento.~ delyrupo 

cuyos ptso.~ .~un diferente.~ de cero se iclentijica11 como lndiviclrws Activos. 

Supongamos que se tienen de k individuos suplementarios, lo que da un total ele 

11 +k sujetos disponibles. Esta información se guardará en k vectores que se añadirán 

a la matriz X, después de los individuos bajo estudio, lo c¡ue da lugar a la. matriz 

aumentada Xn+k 

itt 

con ;r¡ E R1' • 

;rntk 

El espacio vectorial E, formado por los vectores asociados a las variables y su dual 

E•, serán entonces de dimensión n +k¡ esto implica que la matriz diagonal asociada a 

su métrica D~, será de dimensión (n +k) x (n +k) cuyos últimos k renglones tendrán 

O en todas sus entradas. Esto conduce al hecho de que el rango de la matriz V M 

no será alterado, sus valores y vectores propios serán los mismos que aquéllos que se 

hubieran obtenido utilizando IÍnicarnente los objetos activos. Los conjuntos {.!!¡} y 

{!li} asociados a los valores característicos diferentes de cero, también permanecerán 

sin cambios. 

La constmcción de la nube de puntos que represente a los individuos en un es­

pacio de menor dimensión, se hará siguiendo la misma idea de antes, calculamos 

r¡ = XntkU¡, que nos dará como resultado un vector <le (11 +k) x 1 con la i-ésima 

coordenada en elmtevo sistema de referencia. para todos los individuos disponibles, 
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tanto activos como sumplemcul,;trios. Esto lo hacemos para i = 1 y :! s1 lo que 

queremos finalnwntc, es una representación en el plano euclidiano. 

Por •íltinto vale la pena recalcar un par ele detalles. Así ro•no s<) sugirió ul.ilizar 

una medida de 1:alidad de representación p;u·a los iudivicluos activos, se propone 

ahora para los individuos suplementarios. La definición es exactamente la misma. 

Asimismo se recomienda .1mpliamente, identificar los puntos asociados a los individuos 

~uplemcntal'ios con algún ~ímholo que los disting;t d<: los activos, lo que aumenlar;i la 

interpretabilidad de la gráfica al hacer la comparaciím. 

1.6.2 Variables suplementarias. 

An{tlogo al concepto de individuos suplementarios, se puede hablar de variables 

suplementarias. Esto aparece €11 situ.1ciones en las que se quieran cornpa.rar las varia­

bles observadiL~ con otro conjunto que se haya medido sobre los wismos individuos 

pero 1111e no se quiera introducir en el <llliílisis excepto con fines comparativos. La 

metodología correspondiente es similar a la relativa a individuos suplementarios salvo 

por pequeños ajuRtcs nl!resarios. 

Partiendo de las ¡1 variables de interés centradas y reducidas previamente, pode­

mos· ?ensar en una ponderación de las mismas por pesos p1, .•. , ¡¡r' que hayan sido 

nsignados a cada un<t, atendiendo a su importancia relativa en el eH Ludio. Estos pesos, 

al igual que aquéllos para los individuos, se introducirán a través del producto esealar 

del espacio de individuos P 

si i = j 

si i f. j, 

con matriz asociada Mv == diag{p1, • •• , ¡¡P}, de donde el correspondiente producto 

escalar entre dos individuos se expresa como 

La introducción de 1 variahles suplementMias se lleva a cabo agregándolas como 

vectores colmnua en la matriz obscrnula X, que para distinguirl<t dl' la. original se 
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denotará por: XI'H, de tal manera que el e~p<tcio V<!r.torial de individuos será ahora 

de dimensiÓn /)-!- / y lit matri?. _\'r+l de 11 X (Jl + /} COl\ la form~ siguiente 

vpH _ ( .1 ,p: ,,ptl ,ptl) 
.l\ -· !L, ... ,L .¿ , ... ,J~ . 

Para que estas variahks no se incluyan en el análisis pero sí en l<t represcnt.adátt 

final, se debe modificar ad<'í:uadamentc el producto escalar mp mencionado rccicntc­

numtc 

. . { Jli 't/1, VJ E {l, ... ,p+ /}: (f,[) :::: 
' ) 111p o 

si i == j y además i $ ¡¡, j :::; JI 

si i f- j o bien 1: > p ó j > p, 

de tal forma t¡ue la matriz asociada M;:::: diuy{p1, ••• ,¡:f, O, ... O} es "esencialmente" 

igual a Mp excepto por los últimos 1 renglones idénticam<mtc cero. 

Así, el rango de la ma.triz \l M; sigue siendo p (igual <¡tu~ lit matriz V M Hobre la cual 

se expuso );l. tf:oría previa} y .<;liS vectort!s y valores propios permanecen invariantes, 

de tal suerte qut! lo mismo sucede para los conjuntos {1!¡} y {!1¡}. 

A partir de este mom<mto, se sigue la misma idea presentada. para. el caso de tener 

tinicamenle variables activas, se construye el círculo de wrrelaciones con cada. una de 

la p + 1 variables utilizando tantas componentes principales corno la dimensión del 

subespacio donde se proyecte. Así, si é~te s<~ <!~coge dt~ dimensión h, la~ coordenada.~ 

de la proye1:ción de la i·ésima. vari<tbk a;_i estarán dada.~ por 

De aquí que la interpretación sea ex;~.ctamente la misma que para las variables activas, 

eoordena.das cercana..~ a 1 ó -1 serán indit:ios de variahlc~q bien represen tada.s por l;t 

componente correspondiente. Tanto para. no confundir las variables activas con las 

suplementarías, así como para que el gráfico final cumpla. con su misión comparativa, 

se sugiere asignar símbolos dif<~renl<~S dcptmdiendo dd tipo de variahle que stJ <•sté 

reprt:s(nttanchl. 
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Capítulo 2 

El Método Statis. 

2.1 Introducción 

El método Statis nos permite estudiar varias matrices de datos cuantitativos si· 

multánearnente. El intt!rés por un método de este estilo, surge en aplicaciones como 

las descritas en el capítulo anterior. 

l. Cuando se registraron algunas variables 1m un grupo de individuos en diferentes 

rnomcnt.os dellimnpo y se tmta ele dt~scribir el comp01'tamiento que siguieron a 

lo largo dd período de observación¡ 

2. cuando se registró un cierto grupo fijo de variables en di[crcnlcs·coujuntos de 

individuos y se pretende describir el comportamiento de dichas val'iablr.s al 

cambiar de sujetos, y por tíltimo 

a. nmuclo un gmpo de individuos se somete <t la rnedidón de algunas carad.erísticas 

agrupadas por algtin criterio de scriadón y se busca describir su evolucicín a.l 

pasar de un gn1po <t otro. 

La primera situación ('S la que St: presenta C()ll lllilyor rn~wencia en la vida r<~al y 

es út.i! tanto para. couoccr la evolución de los individuos a t.ravés dd tiempo, así como 

el compoltmuiento de las variables bajó es!n1lio tlnraute ese período. Asimismo, las 

dos tíltimas situacioiii'S coinciden eu t¡w· buscan d1~scrihir d "des;trrollo'' d1• ;ilguHo 
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de los dos grupos de objetos que ¡>erllJ<lll!'fe fijo (variable> o individuos). al r¡¡mhiar 

d otro. 

Al relnmar las ideas expuestas "" el capítulo anterior, en las que tanto los illdi· 

vicluos como las variables se interpretaron como elementos ele espacios vectoriales, se 

puede notar que la primera situación corresponde al an.ílisis de la evolución conjunta 

de dos espacios y las dos tíltirnas prct.eHden describir el cornporl<llnicnto de los ele­

rnent.os d1! un ~~spado vectorial a.l ('ambiar el t¡ue rlefine el otm grupo, sin olviditl' 

que Mnbos se l'llrttcn t.ran ligados <1 través del /Jin,qrama de Drwlidatl. A cada tllto 

de estos escenarios, coi'J'espondc una estrategia de nuálisis diferente, por lo qute scr<Í 

ftuHlamen tal hacer la elección adecuada al problema bajo estudio. 

2.2 El concepto de "Estudio". 

ltecordemos las ideas y notación introducida previamenlt' .. 

(F, m), espacio vectorial de dimensión p, generado por las mediciones obtenidas 

de los individuos observados y cuyo producto escalar se denotó por m, con matriz 

asociada JI.( !file depende del producto escala.r particular al que nos refiramos. Veamos 

algunos ejemplos, habíamos mencionamos cuatro posibles rnétriras ele interés, 

• para el product.o eudidia.no en el qtu~(;r¡, lj) = ;¡:: * :!J_, M será igua.l R 1 P' 

• la. métrica que estandariza las variables, que tiene como ma.triz asociada D1¡, = 
diag { t• ... , ~}, y a partir de la cual al aplicar la transfor~1ación Y =X D1¡, 

obtenemos la llamada matriz estándar; 

• la métrica re~umida en la matriz D1¡,,, = dia,q { -t, ... , .!,} , que nl desrom-
·'J "tJ 

ponerse como D1¡,D1¡, reconstruye la matriz de correlaciones por medio de la 

transforrnaci<ín C == D11, V D,1,; 

• aquélla que poudNil las variables por pesos p1, ••• , JY' cuya matri.-. nwciada 

es [)P = diag{p1, ••• ,¡Y'}. Connínruentc se aplica sobre variables previamente 

centradas y rcduddas. 



( B, cl), espacio vc~ctorial de dinumsic\n u inducido por las vari;tblc•,; medida.-; y cuyo 

producto escalar se denote\ por d ron IJiil.trit asoo:i<1da fl. Mencionarno~ dos métricas 

de particular interés, 

• la métrica euclidiana cuya matriz asociada es lJ = /11 , su definicióu es análoga 

a la expuesta para despacio de individuos¡ en el caso de disponer de variabl<~s 

centradas la distand;t inducida r<'const.ruye la covarian'l.a y para características 

que aderwls esi.<Ín centradas y redncidas, S<' l'<'cupnra. la wrrelaci<ín IIHI<.•:;t.ral; 

• la métrica qne pondera la. importancia de cada tuto <1<~ los n individuos, a 

través de la asignacic\n de pesos p¡ con i = 1, ... , 11, cuya matri~ asociada <~s 

Dp = rlictg {p1, ••• , ¡¡,.}y <¡ne incluye, romo caso pMlicula.r, la igualdad d<! pesos 

cuando p; = 1/ n. Amílogarnente al caso anterior, esta métriea reconstruy<: la 

varianza muestra! entre variables cuando éstas son centradas, pero ahora, pon­

derada por lo~ pesos de los individuos. Parad c¡1so de variables centradas y 

reducidas reproduce la correlación muestra! ponderada. 

Finalmente, hablamos de los espacios duales (F", u) y (B•, w) que al incluirlos en 

el amílisis, no~ permitieron relacionar los espacios origina.J¡,s¡ ~us produdos escalarr·s 

asociados se r<,¡u·esprJI,;lf'oll a tmvés d<! las rnatrice~ V = X' {)X y W = X M X', 

donde /) y M representan la..~ matrir.es asociadas a los produdos <$talares el y 111, 

cualesquiera que estos sean, ele los espacios B y F respectivamente. 

Cuando se piensa realizar un aplicacic\n con esta técnica, es import<mte empezar 

por distinguir claramente el objetivo que se persigue, identificar los ohjct.os de interés 

que motivan el análisis, ya sea la descripción de los individuos, el<! las vari1tblcs o 

ambos, ya. que esto ddinír;í. ht estratcgi;t a nsar. Asimismo d('bernos ''sr.oger las 

métricas c¡ue satisfagan lo mejor posible nnest.ros rcc¡uerimicntos, asignar pesos a 

los indiviclnos y decidir si s<! tmbajani con una matriz ceutracla, y reducida o en su 

for111a original. Todas estas elec:cion('s SI! resumen en el concepto de "estudio", que se 

presenta a cont.innaciiÍn. 

Definición 2.2.1 Un 1·7studio es 111111. ter·na (.\', 111, d), tnla qrw Ht~ t.'lublu·< n/o., pro· 

dudos tM:czlarcs r.'cogidos pam. rralizar ·uu atuílisis ele la llllilri.7 X, m e., 1111 prod11r:lo 



t8r:olur soln·c F que inilurc una ¡fi.,tancía nzll't' individuos y d e.5 1m ·P!'Oilucto C$Ci!lill' 

.sobre E q11r induce 111111 di.~l<mcill fllln !lar·iablts. 

La reli1ción ent.re individuos y variable~,~·· e~tabled<) a lr<~vé~ de las aplicadow~s 

lineales 
a : ( R', w) -t ( F, m) 

a(~;) =X.; 

a1
: (F•,v) -t (E,1l) 

lt
1([j)::::: x.i' 

(2.l) 

con mat.rkes asodada~ .\1 y X resped.ivatll<:ntc, lo que nos permitió presnttar clife­

reHles expresiones de la íncrda de una nube de p11nto~ centrada, ,p, 

1/' = ltazn(vm)""' traza(wd) :::: traza(aa"):::: ll'l!za(a'(a')") 

>. 1 + ,\.1 + ... ·!- .\p, 

donde ¡1 es d rango de las matrices \!M y W D, cuyos valores propios no nulos 

ordenados en forma decreciente son ,\ 1 ~ ,\.1 ?. .. , ~ A,,. 

CHando disponemos de más de un esi!Ldio y se husca descl'ihir la evoluci!\n de 

individuos y Jo variables a través de ellos, nos encontramos ante umt situación don ele 

se puede aplicar el Méto(/o 8talis propuesto originalmente por Y. Escoufier y traba­

jado posteriormente por Chri~tinc Lavit t~n su libro uAnalyse Co11jnínte de Tableaux 

CJuantitatifs" [5}. 

La idea central del método radit'a en la btísqueda de una estructura común de 

los elementos de interés al pasar de un i'sludio a ot.ro; esl<\ estructura que tiene 

pm· objetivo resumir las relaciones qun se presenten en cada tabla, se conoce cotll!l 

lntt'aestr1lctllm y su construcción dependerá del elemento de interés, es decir, para 

el caso en que nuestro interés recaiga en la descripcíón de individuo~, resumirá las 

relaciones entre sujct.oH ¡¡ue se prest~ntarou en cad1\ tabla de dato:;, asíntismo resmnirá 

las rcladoncs entre variables cuando ésta~ se<m el motivo dt~ nuestra investigación. 

lLa expresión obleuida en el capít11lo anterior, se prcscutó para la.~ lnatrices n.'ociadas a esto.> 
productos cscalar~s, lo cunl no constitt¡yt• tlifcrcnd<l alguna. 

1 

1 

1 

1 



2.3 Comparación entre objetos. 

2.3.1 Estructura conuín de los individuos a tl·avés de los 

estudios. 

Recordando algunos de Jos esc¡ucmas gc~ncralcs descritos en la introducción dP 

eslf! capítulo, distinguimos aquél en el quc! 1111 grupo fijo dc• n individuos sn sorrwtc 

a un análisi~ cpw consiste 1'11 la me•l'tción dc! {1 v;triahles cuantitativas cm k difc!l'C'lll<·:s 

momentos y ~e quiere df'scribir la evolución que sufre Gtda IIIHJ de ellos a lo largo 

del pc!ríodo de observación. Una situacicín unís gencml sería aquólla en la que se 

pc~rrnitiNa c:ambiat· d conjunto de variables 1~11 cada inl.c!rvalo d~. I.Í<!IIlpo, ya sm c•n 

número o en elc!lll!'ntos. Ambas situacimws coincideu en que el conjunto de inten~s 

t!stá formado por el grupo de individuos y éste se conserva a lo largo del análisis, a 

diferenda del formado por las variables observadas, que podría ir cambiando. 

Desde d punto de vista algebraico, disponemos de k estudios en los cuales, d 

espacio vectori<tl formado por las variables (R") permanece lijo, a diferencia de aquél 

formado por los individuos. La información disponible se t·esum<~ l!lltonccs, en k 

ternas, de la forma 

clonde 1\1 espado vectorial que permanece fijo t.•s (B,d) :::: Rn y c,1da uno de los 

tiempos de observacicíu induce un espacio cuya dimensión puede cambiar, atendiendo 

al número Pi de variables al ticmpoj, (Fj,mj) = RP1 (j == !, ... , k) 2• A continuación 

se presenta el esquema de dualidatl qu<! describe la estructura de esta situación res­

tringida al caso en qm~ se mili paren do.~ c.9ludios ( X11 rn.¡, r/) y (.\.'2, m2, rl). 

~Caho! rer.ordar r¡uc en el cnpilulo 1 l'i se us<Í para mf•)rir el fi'!SO asor.iado al iuolividuo i, no 
obstanltl aquí surge de manera natural como el IHÍmero de variables en d i-ésimo estudio por lo 
que se recomienda teucr en cuenta e.sla dupliciolarl. En caso de confusión, se hará la aclaración 
¡wrtiuente. 
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F1 "'ll"' X' . 1 ¡.;· X~ Jc.¡'"' R'''' 
(------ ·-----t 

V¡ ~ 1 Mt Wt l 1 {) t w2 }.{:¡ l 1 ~; 
f'• Xt /1 = ll" x2 p• 1 ·¡ --· t-·--·-

----··-----------·-----diagratJtl• :1·----------------------

donde 
~1 = x;ox1 wl = x~u~x; 

y 
V~ = X2DX2 W2 "' X2M2}q. 

Si al carnhiar las condiciones de observacil)n, llámese variables o tiempos calen­

dario, los individuos conservan eSlHICÍ•tlrnentc las distancias entre dlos, podremos 

afirmar que existe una estructura común que se mantiene durante este período; de 

tal manera que deberemos centrar nuestro esfuerzo en cornpamt· las matrices de pro­

ducto~ escalares entre individuos W¡, lo que equivale a comparar 1M formas bilinea.lps 

W¡ E l(E', E) contra una "estructura media" que podamos definir. Puesto que nece­

sitamos establecer 1111 criterio de comparación entre elementos de un espacio vectorial 

(aquél forn1c1do por la~ matrices cuadradas de dimensión 11 si pensamos en W¡ o bien 

el espacio de funciones C.( W, E) si trabajamos con W¡ ), definiremos un producto 

escalar que nos permita hacerlo. 

Teorema 2.3.1 Se1111 a,b E C.( E, F). La aplicación que a cada pal'ejrl (a, b) le asi[¡na 

la tmza de a•b,denotarla pm· 

traza(a"b) = (11, b)us, 

defi~w 1m ¡¡rorluclo escalar l'll C(E, P) llamado comúnmente, dP. lfi/hCI't-Schmidt. 

Demostración. Sean a,b,c E C.(B, F) y>. E R, 



t para probar simetrla, 111 ilizarcnws lo ljlll' se vió í'll el t.eon•ma l.:í.l, donde ~~~ 

dedujo IJIII' a' =da' m, por lo que 

• 

• 

(a, b)us tr·aza(a'b) = lraza(da'mb) = lraza(do!mb)' == lraza(lhn'ad') 

= lrazcl(b'mad) "" lraza(db'ma) == lraza(/1'11) = (b, a)us . 

(a+b,c)us lraza((a+ /¡)'e)= traza(( a• + b')c) == traza(a'c+ b"c) 

- traza(a'c) + traza(llc) =(a, c)us + (b, c)ns-

• Como se mencioncí en la sección 1.5, d operador 11'11 es autoatljunto con todos 

sus valores propios ,\ 1, ••• , ,\P diferentes dt\ cero por lo ¡¡ue 

(a,a)us = lraza(a'a) = L:f=t ,\¡ 2:: O, 

la igualdad se da si ,\¡ = O Vi lo cual sucede sí y sólo sí a :: O. O 

Así, para comparar dos matrices Wt y W2 que contienen los prudud.os escalares 

entre todos los individuos ponderados por sus respectivos pesos, se propone el coefi­

ciente denominado Ca varianza Vcctor·ial {corJV) que no es más que su product.o escalar 

Hilbert-Schmidt 

Si estr~ coeficiente se calcula sobre la.~ matrices (o aplicaciones) normalizadas, se conoce 

como Corrclllción llí:clorial o coeficiente RV 

a partir dd cu•d lil di stand a entre <los matrices se simplilka a 



de donde podclllos concluir que la condición IW(W1, W2) = l implica distancia nula 

entre las rnatrin•s normalizadas y que 
1
-
1
¡¡f4

1
'- == -1111~~'1 ·1, • 

''illu.'i ~ us 
A tm1·r~s de la ll!étrim que define este producto escalar, podemos observar que la 

matriz d1.~ productos cs<'alarcs entre individuos tiene la misma norma Ililbert-Schmidt 

que aquélla que contiene los correspondiente para las variables (rnati'Íz de varianzas 

y covariaut.as) 

Proposición 2.3.1 

Demostración. Recordemos que 

w: {E',w) -• (E,d) 

w•: (E,rl)-> (E',w) 

W'==DWD 

v: (F', v)-> (f, 111) 

v': (f',m)-> (f",u) 

v· = .MVM 

con W = XMX' y V= X'DX (Vt)r 1.1), entonces, 

IIWII:1s = lraza(W'W) = traza(DWDW) = tmza(DXMX'DXMX') 

== lr·u::rt(MX'DXMX'DX) = lraza(MVMV) = tl'llza(V'V) 

= IIVII~/S' o 
La not<tcirín qt1e introdncimm!ls nos permitirá distinguir los vectores asociados a 

individuos y variables en cada uno de los estudios, conservando las irl!'as correspondien­

tes al caso de una sola matriz observada. Para esta situación más sencilla, habíamos 

llamado ,¡¡ al i-ésimo individuo de la tabla y ¡,i a la j-ésima variable, por lo que el 

subíndice denotaba el número de individuo y el supraíndice la variable, convención 

que seguiremos usando en esta generalización, 

(;¡:¡);, vector asociado al i-ésimo individuo del estudio/, (;r¡); E 1'). 

(;r¡)i, vector asociado a la j-ésima variable del estudio/, (Jlt)i E E. 

W¡, ma.triz de productos escalares entre indivirluos de la. tabla l, asociada a la 

transformación lineal W¡: (E•, rv¡) -• ( 1\',d). 

La introducción de nua métrica m.tre tsludios se hizo con el objeto de establecer 

lllli\ distancia entre las rnatrin·s de p¡·oduct.os escalares W¡, cuyo cálculo será posible 

a travr)s del siguicnk l'r•sultado. 



Teorema 2.3.2 [,11 dislttllcill r11trc dos nwlrin8 dr producto.~ csmlart:H cnln indivi­

duo.> IV, y wl illtlucitla pnr lo llllrlrica rlc llilbtrt-8chmidl, ¡mcdr (',f}JI'f.Sfli'M' f'OillO 

Demostración. 

La traza de una.apliracilÍII line<tl a sobre 1111 espacio vectorial G t:on b¡¡se {g,, ... ,q,.} 

se tle!ine forrnalmo:ute como 

" 
trazu(a):::: 2)a(ft;),m). 

i=l 

por lo t¡ue dchc·rnos rspl!cificar sobre qUt\ es¡Jacio vectorial c.~t;unos trabajando 

(w 1 - w2): (W,w) -• (E,d) 

(w1 - w2)': (R,tl)--+ (W,tv) 

(w,- w2)'(w,- w2): (B',w)--+ (li",w), 

así, ulilizautlo además la definición de operador adjunto tenemos ( vet· teorema 1.4 .l ): 

tP,18nv" IV2) - Ej=, ((w,- w2)'(w,- w2)(f.j),l!.jL 

E]=t ((w,- w2)(~j), (w,- w2)(!!.j)L 

- Ei=t Pi ({w,- W2)(llj), (w,- w2)kjl) 1 2 n 

= Ei=t Pi ll(w,- w2)(!!.jlll , 

pero como (w, -- w2)kj) E ( B, d), podemos expresar este Vt'ctor como mmbinacicín 

lineal de la base {!!." ... tn} : (w, - w2)(!!.j)::: I:i~ 1 ((w1- w2)(!!.j),.c1) J !:,¡,de doude 

lo anterior se reduce a 

2 
Ei=diJ ¡::¡~, ((w, - W¡)(r.;J, !:.;) ., (s:,, !!.;),¡ 

= Ei'=,I::~~~~jv; ((w,(!l;J,r.;)- (w¡(t;),f;)r 
l:]':¡L¡'o,¡/lj/li(\11¡·- Wl)~jl 



y como W; es la matri"- di' producto;; ~~seo lares entre individuos de la tabla i 

(W¡)iJ == ((,rJ};, (;r, );),.., 

(\V1)ij == ({;t¡);,(J.2}j)m, 

n n )t 
IIW, - W2ll:1s = L l.: lliJij ( ((;r.t);, (;r, )j ),., -- ((&:¡};, V2li ),l · O 

i"' 1 ¡od 

AdenHís, se cuenta ron 1111 1~xprrsi6n alternativa para el producto esca{;lr Hilbert .. 

Schmidt, entre matrices r!e este ~~sti!o, que permit1~ ¡•xpr1~sar!o en función de las varia­

bles 

'l'eorema 2.:\.3 

1loude p¡ c.~ el n!Ím(;l'o de 11m'iabl~:s e11 la tabla i. 

Demosti·ación. 

(W,, W2)11s = traza(W¡"W2) = traza((DW¡D) W2) 

== traza(D(X1M,X;)D(X2M2Xm 

= 11·aza(M1X; DX2M2X~JJXt) == trctza(MI Vx,x,Aof2V,~,x,), 

utilizando la definición formal de la traza <le una matriz vemos que M.1 Vx, x, M~ V:C x, 

es una matri?. asociada a una aplicación linea! ruyo dominio y contradominio es 

(Ji¡•, v1) por lo que esto último puede expresarse como 

analizando cada sumando vemos ¡¡uc 

(M,Vx,xlM2V:t,xü_;),,(l;);)., = (M,Vx,x,M2Vk,x,(l;)¡)'V.(i;); = 
W\',x,MNx,x,(L;);)' M, V.(i;);"' (Vx,x, M2Vx,x,(l;);,([;);)t, 

por lo que 

= r:r;~(M2~~Jx,([~)¡, ~~t,.ta(L;),)t 



pero ('OIJI() v~.x,([;)¡ E V,!, pued•: expresarse COIIlO combinación lineal dr: la bas·· 

{ ([;)¡}::.,y que por ser ortogoual se pnedr apli<:ar el T<:orcrna de Pit.<Ígor;ts 

2 ' -- L:7~. r:r~. (vk,x,([;);,(L;li),, = r.~;. r:r;. (U;)¡, VY,x,(L;l;) 
2 2 

= r:~.;. r.~~. ((L;):x:nx2([;JJ) =, r:~;. L:f~. (x.([;)¡. x2(L;l;)d. 

de donde finaluu:nte por la expresión 2.1 

Teorema 2.3.4 Si dos mal rice.~ IV1, W1 san 1/S-ortogomtles, entonces lns variables 

del primer· csllltlio tienw covarianza cero con aquéllas del scgwulo t:studio, ru/crruís 

(X., X1)11s = O. 

Demostración. Dos matrices W1, W2 son liS-ortogonales si ( W1, W2 )us =' O, de 

donde retornando la demostración del teorema 2.:1.:1 ttmemos que 

donde la igualtlad SI' da sálo si Vx,x, = o, es decir Vi ~ JI¡ y j ~ 1'2 ( (,r¡ r '(;.!:2)')" = 

O, lo que signifka qu<: la~ variables de la matriz observatla X¡ t.icnen cova.rianza cero 

con las de x2. 
Por último, si O= Vx1x, = X;DX2::;. O= traza(M(O)) = tmza(MX(VX2) == 

(Xt,X2)Hs· O 

En contraposición a la idea de lrrlrae.~truclnm, que busca descl'ihir la cstruct.ura de 

los individuos al interior dt: un r.8ludio, llamaremos lntereslruclura a aquel elemento 

que pretende describir la.~ relaciones entre c.~tudios. Para esto se constmye una forrna. 

bilineal simétrica pnsitÍVit w, llamada Compmmiso:l, que nos permitirá wnocer li!. 

posición ele cada uno de los individuos al comparados contra un sistema de rcfercndn, 

que se considera la estructura común al cambiill' las eondiciorH~s de los estudios. 

3 F:stu lhmino sr tm<lnjo dirr:ctarncute •lcl frniJc•:s "com¡•romi.~" y prcl.<'nrle rcfl•~ar 1" ideu ,¡,, 1111 

objeto iuleruwdio cutre vario:; de. su tipo. 
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Por tiltimo, a partir de la lntcrcslructum s<~ construyen n ''trayectorias" que des· 

criban la ()Volución individual eh~ los sujetos durante el período de observación. Por 

otra pill'te, el análisis de estas rurvas ayud;L a detectar alg1'111 rambio dr;íst.ico al pasar 

de un período a otro. 

2.3.2 Estl·udura común de las val'iables a trav(~S de los c.~­

twlios. 

Esta situación puede cncoutrars•~ en coudiciCJlteS como la descrita Pll el punto dos d(• 

la introduct:ión, en la que un conjunto fijo de p variables se observó sobre k diferentes 

grupos de individuos, los cuales se interpretan como elementos tic uu mismo espario 

vectorial(/<', m) == W'. Por otra parte, el conjunto de vMiahles formará un espacio 

vectorial ( Bi, d¡) = H"', j E { 1, ... , k} cuya dimensión de¡wndení de la cardÍII<llidad 

(ni) del grupo de individuos sobre el cual se mida; así, la informadón disponible 

puede resumirse en k terna.~ del estilo 

La cstrurt.um vectorial <¡ue soporta este tipo de situaciones se describe en el siguienl<• 

Dillffl'tl/1111 1h Du11lid¡¡d r•~sf.riugido al caso f.· == 2, 

p• 
'2 X2 F:RP x¡ E· l 

·---t +---

D2~ l w1 v2 I 1M I Vs Ws 1 ~ Dt 

E2"' R"' x2 f,• Xt E1 == R" 1 

t-·-·· --
din.grarna •l 

donde 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



Lo que bu.9mmos cmtonccs, es romp<1.rar las aplirariones lineales V¡ E C( F', F) 

asociadas a las mat.ricc.·s de varianzas y covarianzas ro11 una matriz l'OIIl/II'OIIÚ8o d!'­

ducida del producto csca.lar de Ililhcrt-Schrnidl. l'ut·sto tpw e.91.as matriu~s (o sus 

respectivas aplicat:iont:s lineales) son los instnm11:ntos que rPsumen la informadón 

relevaBte a las relacimtt~, entre vari<thlcs en rad,1. uno Je los estiLdios, el com¡m11ní.9o 

será una matriz de varianzas y mvarian¡,as qn¡• dt:srriha las rdacioncs mm unes entre 

variables al il· camhiandn de grupo de individuos. Análogammf.c• <d casn c·u el que 

se buscaba. describir el comportamiento d.: hm sujl'los, latubién podr('lliOs roust.mir 

trayectorias para cad<t uua de las variables, que nos pemitan conocer su compor­

tamiento a nivel marginal y así detectar cuáles de ellas son la.9 responsables d•: las 

desviaciones sufridas con respecto a la matriz com¡H·omíso. 

De esta manet·a, aplica111os el producto <:scalar liS a las maüices de variamms y 

covarianza¡; qtw <Jtlt'remos compill'ar 

y definimos la eqnivalenl'ia ent.re dos dc~ ellas, euando estas sean igualm; y además 

prov()Jigan de matrices obsnvaJns rentmrlas previamente en sus respectivos fslrulios. 

Igualmente al .;aso anterior, se puede optar pot· la aplicación cid producto esmlar HS 

sol>1·e las mat.riees uonnali~adas. 

A wnt.iuuac:ión se presentan algunos restilta<los an<Íiogos 11 la comparaci1Ín entre 

matrk1!s d<) productos esc:alares entre individuos. 

Teorema 2.3.5 

p 1' 

rl~¡s(Vt' V2) = IIVt ·- v1¡¡¡1H == L ¿; (11¡ - ~):j' 
•=1 i~l 

donlie JI es elnrímero de l!af'Ínhle.s en cndct tmo dr. los estudios. 

Demostración. Es totalmente aiHíloga a In del tl'•Jrema 2.:1.2. Ll 

Ahora presPnf.amos una c'xpresióu altenuttiva para el producto escalar liS entre 

dos mal. rices de varinnzas y cova rian7.as 1!11 l'nnl'ión de los datos observados 
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Proposición 2.3.2 

Demostración. 

(\lí, V1) 115 traz11(\lt"V1) "' lru.w(MV,MV:!) 

I:i=t (F,Ml'JMV2(fJ) == ¿-~~~~ (v,u·¡, 1·2CCJ) 
-·J J 1, 1 · -J J m 

2J=, 2::)=, (l!,([j). [¡),.(\l¡(l;J, [¡),. 

= Ef=, 2::~,., ( (;r, r , (J:dt, (<i/.:2 )¡ , (J:2 V) d, · 0 

2.3.3 Comparación entre las matrices de datos. 

Para mm parar do:; r:studio.~ ( X1, m, d), (X2, m, d) en los IJUC se ohservó nn grupo 

fijo de variables sobre uu mismo conjuntu de iudividuos, a diferentes Uempor. calen­

dario o al cambiar algunas condicioul's cxt.ernas, se propone Htilizar el prod¡¡cto Pscalar 

llilbert-Schmi¡Jt. {ver proposición 2.3.1) sobre l;L~ mal, rices Xt y .\'2, lo qnP. equivale a 

compamr la.~ aplicaciones lineales a~ y a~ IJlll' las originaron (ver??) 

(a~,a~)us - traza((aí)*a~) = lraza((aj)'a~) == lru.w((da'1m)'11!¿) 

-· lraza(m1a 1 d'ct~) = l.raza(ma 1 da~), 

de donde se deduce una medida de distancia entr<~ las matrices correspondientes a 

cada rsludio 

d(Xt,.\'2) IIXt- X2ilus = V(X,- X2,X,- X.¡)us 

= Jtraza(M(X 1 -X2)'D(X1 - Xz)J 
Jtraza(MX(DX1 - MX~DX1 - MX{DX1 t MX~DX; 
JtJ•¡¡za(MX(DX,)- 2traz11(MX(JÚ2 ) t traza(MX~DX¿) 

·- VIIXdl~/8- 2(X¡,X2)1fS + IIX211~/S' 

2.4 Imagen euclidiana de los estudios. 

gn el capítulo anterior se presentó la construcción de la imagen euclidiana de los 

individuos y de las vari;tblr•s que participan en un estudio que nos permitió contar 
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eon una cntidarl gráfica de dimensión nu•nor a. la original, donde se representaron "lo 

mejor posible" (en el sentido de pérdida lllinima rle inercia) los objetos que tn.t.amus 

de describir. 

Ahora que contamos con A~ estudios, busc.atms una r<'IHCsenlación aniÍioga para los 

e.9ludios mismos, por lo que pasaremos a describir su estructura algebraica siguiendo 

las id<'Hii expuestas previamente, cuyo punto c<•ntral ¡·ousiste en la interpretación de 

los objct.os de intcrr;s wmo dcmeutos d<~ un <'spar:io vcct.ori;tl don <le d produdo <'sea la t' 

asignado defina la métrica <¡uc nos convenga usar. Así, llalllaremos 

( G, .s ), espado de estudios cuya dimensión es igual al número de matrices de 

datos que intervengan en d an<ílisis, el cual ha sido llama<lo llilsta. ahora k cou b<tsc 

{a1, ... , ,qk} y definamos d vroducto escalar.~ depeudiendo d<' la situa.ción particular 

de nuestro problema: 

si se busca. comparar matrin•s 

de varianzas y covarianzas, 

si M! comparan matrices de 

flrodudos escalares entre individt&os, 

de tal manera c¡ut• su matriz asociada sea 

S;j = (.r1.,a.)., 
~ .• ii.J 

aquélla CflW tiene por entradas los productos escalares Ililhcrt-Sdunidt entre las ma­

trices que estarnos interesados en compa.rar. 

Como se probó en el teorema 1.2.1 .~ tiene asociada una aplicación lineal s que 

c!s un clclllenlo de su espacio dual, es decir s EG', <¡ue le asignaremos un produdo 

escalar mnvcnientc (6) que refleje los pesos (1r;) de los estudios antendiendo a su 

importancia relativa en el análisis. Si {v.;, ... , a~} es una base de e·, definirnos el 

producto e~calar {¡ de la siguienlf! 111anera 

si i := j E { 1, ... , k} 

en otro caso 
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Cll}'it matriz aooriada ~e d<~II<Jlil riÍ por .6 c.· •luu¡ ¡ 'il¡, . . , 111. j 

En el capítulo 1 se expli• ,·, • <lli Indo d<otall•·, nÍ111•• p11ra '••ll'iiiHÍr ""'' 1111•'1'.''11 

eudi<l'iana de los individuo>, <+mento,;, dd •·•;pa• ¡,,ve<: l.< JI íal ( F,1n) • <ty•• d11·• 1 ,,,. ,¡,.1,.,1 :, 

pur ( F", '') con matrin'' a>(Jf ¡,,las Af y V '"'i[Jf't:l.ivallwlil..,, ·w 1.>1'"' t¡>ll' d··:.• '''"1•'1111'1 

<'11 ralur singular el produd.u t•scal;u 1.' a u~vr· ... rl·~ Ion v.tl•n•·:, y '/1'' ~,,,,,.,, I''''P''" 

<k la matriz \'J/. A~imi,n,u .. ,, itJiillízr; ,.¡ c;,.:,t, • 11 d t¡q•· ),,., o:lt·lllt·¡,lo,:. ,¡,, i11i•·•·'·, 

(ucr~~di hs \'ttriab!es~ t;(~f!¡,~ntt,:1 df~l (··:¡Jii(!r) ·~,·•.t(J!.Ini ( f';: ,¡) , Tl'' dq;;), :, llí'• lli) / ;,1 

,. 
. ... "~~·' 

1(,, 

= ,·}..;_! 
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cuya matl'iz a~ociada. se dPnol;¡r;Í por D.:= diay {rr 1, ••• , 1rd. 
En el capítulo 1 SIJ cxpliu:'J con lodo detall<·, cómo para wnst.ruir una i111agen 

eudidian<t de los individuos, clcinento~del espa.cio Vl~ctorial (F, m) cuyodua.l se d,~notó 

por ( F'', 1•) con lllatrin•s asodadas M y V respectivament~, se tuvo que desrornpunN 

en valor singular d producto escalar v a t.ravés df' los valon~s y vedore~ propios 

de la matriz V M. Asimismo, "~ analizó d ca.~o 1'11 el qu<' los elcnwnto:; de interés 

fueran !.1s variables, elementos del t~spacio v,•dorial ( F:, d) cuyc, dual es ( W. IV) y lo 

IJUe nu<~ViliW!Ill.e se propuso fue la descomposición en valor singnl;tr de w ;¡ tnwés dt~ 

los valores y vcclon•.s propios de la matriz W /J. Siguiendo un razonamiento similar, 

ahora trabajamos sobre los espacíos vedoriales (G,.q) y {G',b) de tal sucrt<· cpw se 

propondrá la descomposición en valor singular d1! ,q auxiliados por los eigeuvalor<~s y 

eigenvedores de la ma.triz S' D.. 
Se debe not.ar que la. matriz Stl es simétri1:a sólo cuando todos loH esltulio.i se 

consideran <h~ igual importancia, dando lugar aL\= diag { 1 Jn, ... , 1/n}, razón por la 

cual los vectores propios 1; .5-ortouonnalizados tm~driin que deducit·sc de los vectores 

propios ;_1 ( ortonormalizados) de la mal.riz simétrica/::¡, 112S!::i.112 cuya entmda ij-ésima 

es: 

(
A l/2 ('A 1/1) n ~ ¡;;,- ¡:;;-_· 

1-.\ ¡}/...\ ij:::: ~íjy1riy1f'j, 

Proposición 2.4.1 Si Jl y J.J .ion vcdoreH propios de ¡,, matriz 86 y D. 11'18D,l/2 

r·espcctivcwtente, entorw~s 

1
' _ A 1/'l • 
.J -u "-'• 

si cLdemás ;,1 es ortonor·mal, JI también/() será pero con respecto 11 la norma inducida 

po1·6. 

Demostración. Sea ).¡ el Vitlor pmpio asociado al vector ;_1, entonces 

multiplicando los dos miembros por la mat.riz D,- 112 = dinr¡{(1r 1¡-1/
2 

, .•• ,(11'k)- 112} 

tenemos 
,'i¡j,l/2;;,, = ,\¡f::¡,-1/lg_¡ 

::} 86 (D. -1/2 ;;.,) = >., (!::i. -1/l;.,), 



lo que nos dkt! CjliP J; == ~-l/';_1 es 1111 vector propio de lit matriz S'L\ asoriado al 

mismo va.lor raracterísticu .\¡. 

Si además ;.1 ~~s ortonormal, t.cnerno.~ que 

Corolario 2..1.1 ¡.;¡ procrdimiwln destTilo en ltt JII'Oflosírirín twlaior, fJOII./'11 JJrt'­

lon:.'i 1; ó-or/.ogolltllr.l. 

Demostración. Este resultado se hereda de la ortogonalidad de los vectores 

propios ;.1 

(1~ 1~) "'1~'a1~ = (a-1/2?·)' A (A-1/2 •. ) = •'.¡J,-112aA-1/l,. =;;':.·""o. o 
1 t J 6 1 ) !1'.1 !:LJ 3.1 :Z.J ·1 J 

Una vez realizada la descomposicióu en valor singular des ¡t través de la matriz S!::. 

podemos proceder a const.1'11ir la imagen eudidiana de los estudios, sobre un espacio 

cuy a dimensión se fijará. atendiendo a las necesi<lades del problema, si se busca una 

representación gráfica i~sta t.endrá que ser 2 ó 3. Así, cada uno de ellos se representa 

por un punto M; (í = 1, ... , k) cuya 1-ésima coordenada se obtiene a través de la 

r!X(ll'l!sión ( cousul~ar sección / .. 5.2) 

¡-;-. ,-1/2(',\ • 
V 1111.¡ "" ''L '"-" 11' 

de tal manera qu~ si la imagen euclidiana dcst~ada es dt! dimensión h, las coordenadas 

de dicha imagen sé calcularán como 

<:on .\1 2: .\2 ? ... 2: .\h, lo c¡ue pue.le rl•sutnirse matrici.1lmcntc en la expresión 

Proposición 2.4.2 Si los ¡¡esos 1!8Í!J111llios 11 oula lt/111 dt /oH eslmlio8 8011 igunüs, 

b/l.~ltt rling01wlizar ht matriz ,<.' ptmt ronstruít -'1! ima.Qt:ll cuclidimt<t. 
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Demostración. Si ;;_es un vector propio non nado 1lc la matriz 8 con valor propio 

asociado ,\(S), entonces S;r == ,\(S); po1· lo que la matriz tJ. 111StJ. 1/ 2 = StJ. = tS 

admite COlllo v1:ctor propio a .;;, pero asociado al valor propio ~.tp que denotaremos 

por ,\(StJ.) 

StJ.z = !s. = ~S), - k "- k ... , 

así, la.~ /-ésimas coordl'!ladilS eh· los puntos M; son los clenwntoR del vector 

Ahora procederemos a analizar la [OI'ma qne tiene la imagen euclidiana propuesta. 

La longitud del vector OM; que representa la. norma del i-ésimo objeto, será la 

misma si el análisis se basara, ya sea en las matrices de productos f:scalarcs entre 

individuos W; o bien en las matrices de varianzas y covarianzas 11¡, lo anterior s•• 

cumple por el resultado probado el teorema 2.:1.1, JIWdlus = 11 V;llus. Esto indica que 

el punto asociado iL un estudio en la imagen euclidiana que SI.~ construyó tiene una 

distancia fija al origen, indt:pendient.erncnte de lo que se quiem describir. Cuando los 

objetos son norma dos, los vectores asociados también lo serán, por lo qne IIOM;II == 1 

y la imagen se concentraría en un círculo de radio l. 

Además se vi1\ ~~n la dernostraciún dclteoreru;t 2.:1.:1 t(IW 1 los productos escalart•s 

entre objetos (W;, WJ) 118 son positivos, lo que implica c¡ue el coseno del ángulo 'ltte 

forman los vedo res en la. imagen eludidiana sea agudo y los vectores O i\J1, ••• , O M k 

determiuan un cono convexo. Si partimos de matrices normalizadas, este cono ':oin­

cidirá con un scmiarco del círculo unitario. 

2.5 Estudios Suplementarios. 

Para fines prácticos, pensemos c¡ue nece.~itamos compawr las matrices de pro­

ductos escalares entre iudividuos IV;, (si mwstro objetivo fuera la wmparación de 

matrices d(' varianzas y covarianzas, el procedimiento sería completamcutc análogo) 

de tal miUiet'a que contamos con eBiudios de la forma (X;, m;, rl). 



Un estudio suplementario (X •. 1.1 ,rnktl>d) <~s aquél al <¡ne afectamos por 1111 peso 

nulo para incluirlo en nuestro análisis con fhws comparativo~, alcndiendo posible­

mente a la existenci<t de ;~lgnna variahlc categórica de intcn:s, por lo que el espado 

vectorial k-dimensional (G,J) de e.1tudios que hahíamos tr:tb;~jado, ahora será de 

dimensión k+ 1, y lo denotaremos por (G¡, .11). 

La formit de trabajar este t.ipo ti<! f;,,/udios <~s igual c¡ne <:1111lqnicr otro objeto 

suplemcnt<trio. Calculamos los productos esmhu·<~s entre la rna.t.riz d(~ produdos es­

C<tlarcs entre individuos wrrcs¡JCmdi~ntc al (•stwlw suplcnwntario en cuestióu IVk+¡, 

r.on aquéllas de los elementos activos 

Vi== (l, ... ,k}. 

La rcprest~nlacirín dt• est<~ r..5tudío (m la imagen eudhliana de lodo el illt<ilisi.,, l.cudrá 

;~sociarlo el punto M1,+1 cuyal-ésima coord<~nada <~stá dada por 

donde .5\ (Yk+t) es el vector de dimensión k que tiene en cada. ent.rada el producto 

esc<tl.u llilhert.-Sdnniclt con las k matrices de los t!.~tudio.~ activos. 

2.6 Construcción del Comprom-iso. 

Corno se nwndom\ anteriormcnt.c, la matriz compromi.~" busca ser un hnen r<~· 

sumen de los estudios involucrados en el análisi~, de t;d mane m que pueda considerarMe 

como una matriz "representativa" de los sucedido a través de los períodos de obser­

vación. Empezaremos por prr~sent11r su definición y postcl'iormente mencionaremos 

algunas propiedades t¡ll(~ posee. 

Definición 2.6.1 Sea (!l¡, 1.~) l = 1, ... , k lc1s coor<lenadcts del vcclo1' pro¡,io 1; de 

la malJ·iz S D. asociado al valor pl'Opio más .tJI'IUic/c .\ 1 en la base {a_;, ... ,a.;}. Bl 

com¡ll'omi.~o w r:8 la aplica.ción lincnl tle E' tn W tlejini,Ju c1mw t:omiJinruirín linml 

dt: In.~ n¡J/ic¡tciont·.~ Wf de la mantm siguiente 

k 

w ==o L n1(1l¡,1;)w,, 
1=1 
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/o qru r·rr nolucirín rrwlricin/ equit~a/r. n 

k k 

w = (t ;_:: ¿: rr1(.9.¡•I;Jw1, 
1=11=1 

rlonde o e.<¡ un eor:ficiwle poBilirw de rr.onnnli:ación qur; se especificará más wle/anlr:. 

Es decir, caclit sumando se obtiene premultiplit:,lndo la matrit. W1 por la /.r:sima 

c:oordenada del vect.nr propio 1; y el respC'divo peso del estudio. Una de J;,s velll<Ljas 

de definir de esta manera el compromiso, es c¡uc hc~rcda la. sinwtría y poaitivadad ck 

las matrices (aplicaciones) que lo generaron. 

El coelkicnte de nonnalizRción o, se escogp de lalmauera que la matriz colll{ll'o­

mi.m resulte sN del mismo tipo de objetos c¡ue intervinieron en su mn.qtl'Uccióu. r;n 

el caso de compill'ar objetos H'¡, éste se propone de tal manera que su norma resulte 

ser igual a la ¡nc•dia de las normas de las matrices involucraclns, es decir 

IIWII = avTt == E~=¡rr; IIWdl 
'* a= -'í11

l E~=l 1T¡ IIW;ll = ,\1 112 E~=¡1f;8;1;12 , 

de tal forma que la expresión fina.! de la m<Ltriz compromiso resulta ser 

Ec¡uivalcntemente podemos proponer d com¡worni8o como W :::: Li a¡ W¡, donde 

los coeficientes a¡ son las componentes del vector n = Aí 1 ~'1 (E~., 1 7r;Sf/2
) AJ;, lo c¡ue 

se reduce a n = Aí 1/lt~.:r¡ cuando los objetos son normados. 

La representación de esta matriz en l<\ ima.gen euclidiana, se explica en el siguiente 

teorema. 

Teorema 2.6.1 El punto 11sociado r1 /11 matriz compromiso en la imagen euclidiana 

de los estudios licnc coordcnildfl.~ 

( n.¡;;,o, ... ,o). 



Demostración. La nlordenatla/-t;sima ali:'l co!IIJifOTJii.~o t•s una romhinadón linc.1l 

de las coor<leuarlas 1 ,··sirnas rld punto ;¡s()('i;ulo a cada W, l<ts cualt•s se concentran 

en el vector >.)1 2Jj que siguicnrlo la notación introducida e11 la dcfiuicilin, cada una 

puede I'Xprcsarsl! eomo >./'2(y_,,:r¡), por lo t.u¡to, la Usima coordenada d1~ la matriz 

com¡Jromiso está dilda por 

k 
" ( ·')'1/2( ') --- ,d/1(,' ·') ll¿_.lf, [}_¡,]¡ ''1 !1;•}¡ ·-tU¡ ]¡>J¡ ¡, 
i=::l 

pero los vr~dore~ pwpios {]_¡} formiln una gase Ó-orlamurm.1dil, por lo que• 

{ 
1 si 1 = 1 

(];.:r;J¡ == 
() en IJtro c.1so 

de tal stwrte que las coordenadas son hts que· se propusieron en el cuunci;¡rlo del 

teorema. O 

En el caso de eijtar <:omparil!ldo matrices de varian~as y covarianzas \1¡, la matri1. 

compromiM se detlne ele manera análoga;¡ la matriz W 
k 

V::: 11L1T¡(9_;•:r;J\Ii¡ 
i:t 

con ¡1 el codici1mt1~ de norm~lizadón. Ahom bien, si la interpretarnos dircdanwntl~ 

como media porukrada de \1¡, se escribirá r:omo 

de tal rnancra que 

k 

V"'" ¿a;\1¡, 
i:) 

k 

con ¿o;= 1, 
i:t 

. - 1T¡(!4·1i) 
o,- k ( )' 

Li=tlTi a.;·1r 

con lo que lit r~xpresión linal de la matriz com¡n·omiso V es 

1 k 
V= -y----) LlT¡{![ .:r;)V¡. 

í:;=¡1Ti{!l;•1t i=l ' 

Podríamos decir que hasta. ahora, no pare(~c haber alguna ra~ón que just.ifiqtw 

las expresiones propucst.1s para IM Ht<ttric<~S \1 y W, si u embarg1l debemos tener en 

cuenta que se buscaban rnatriws altanlf'nte correlacionadas con las matrices V¡ y 

W; r<~spectivarn1mte, de tal manera qt¡c los codlcilmles el<: las combinaciones lineales 

satisfagan este objetivo. Lo anterior se 1~xplim en el siguiente teorema. 
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Teorema 2.6.2 11'11lrc la.; com/¡inacioncs linwles Je la.; matrices W;, r.l com¡n·omiso 

W ::: E~=l a;W; presentado en lo definición 2.6.1 tienr. la propiedad de .~er la de 

correlación má.tima con las matrices W;. 

Demostración. Probar cstt) teorema cquival<~ a probar que el máximo de 

se alcanza precisamente parad compromiso como se definió previamente. 

Usando (W;, Wi)us = (.2;•9J), = (9_., .~(a,)) y que 6(a7) == 11'ifl; vemos que <·1 

numerador es igual a 

Li'~~'i (Et, n¡, Wt., W;)uH(Et, o:¡,W¡, W;)us 

= [ 1, E1, o¡, a¡, 1:>¡(Ht,,. W;)¡r5 (W,,, W¡) 115 • 

Analizando tíuicament.c el término marcado con la llave, vernos que 

E; 11'¡(W,., IYi)us (W,,, W;)us = E; 11'¡ (a~,· s(,2¡)) (fl;• s (ll¡,)) 
= E; (!4,, s( 11';a;)) (a,. a {SJ.)) == ¿:; (!4,, s6 (a¡)) (!l;• s (flJ,)) 
= (a1,, st5 (E; (.2;• s (!4.)) g_~)) = (9,., st5s (!l,,)), 

por lo que el numerador se rt~duce a 

Lh E1.1 a¡, a 1, (f411 s.S.~ (!4J) = (E1, Ot¡f411 E1, a¡,.~8s (a,.)) 
= (E~t a¡,!/.¡

1
, s.Ss (E~¡ a¡1f4,)). 

Si llamarnos ! = ¿:t.,1 a;,2¡ lo anterior se reduc<' a 

(,e, st5s (!)) ::: (;r, t5s6s (,¡) ), = (;¡¡, s' s (;r.)), = ( .~· .~ (;¡¡), !) , . 

Analizando ahora. el denominador, vernos que 

de tal [llanera. que el cociente original no es más que el codentc de Rayleigh para la 

matriz S• S (para cl operador .~·.~) y alcanza el máximo cuand<) e es el vector propio 



de la matriz s· S a~ociado •ti valor propio tlliÍS grande de die hit lllitlriz, 1'1 cual !il1 

denotará por ,\¡(S" S) ::: Xf (S~) y pu;•dc deducirse (1~ los vecl.or•·:• propios {ti} de 

Só. de la manera siguiente: 

Si {fi} forma una hase rle vr:ctores propios ordenados (m forma decrecienl.t• ai.Pil 

clicndo a la magnitud de sn respectivl) valor propio de S~, entonces PI coujunt.o 

{b (t:l:.: t.:;} forma una base dual d•• vccl(JrPs propios ordenados en d ntisr11o sentido, 

de la matriz transpU!,sl.a ~S por lu !lile 

6s({tl = ,\¡[1 

'* 6s6s(f¡} = ,\¡6.j(t¡} 

=> s•s(!d = ,\:~;,, 

lo que indica que f¡ l!li vector propio de ,j•s asociMlo también al valor propio máxim(J 

(si max; {,\o} = ,\1 entonceN max; Pn = ,\~ ptws ,\¡ ~ O), lo que implica que .c1 "" 

;¡;_ = 6(~:j), <~s d<!cir, 6- 1 (;r) = ft es vector propio de ,j6 asociado a ,\1 , de tal suerte 1¡uc 

éste tiene que ser for~osamentc 1; o bien n1;. 
Si identificamos el espacio vectorial G con su bid u al y hacernos notar 1¡uc la matri1. 

u es simétrica y W = En¡W¡, podemos ver que 

Para conduir esta sección, sólo conviene notar que la forma propuesta de construcción 

del cornpl'omiso permite garantizar que éste resultará ser una matriz centrada cuando 

provenga de matrices {W;}~=I que también lo sean 

n n k k n k 

Í:p;W;j = Í:Pi }.:0dWt)¡i::: ¿:a, Í:P;(W,)ii =¿:a, (O)::: O. 
i=l i=l 1=1 1=1 i:=l 1=1 

2.6.1 Interpretación del compromiso. 

Centremos nuestro an<ilisi~ en el caBo en que contamos con est11dios de !;1 fonn<L 

(X;,m;,cl) y se comparan matrit:cs de pro<litdos escala.rcs entre individuos W;, es 

decir, tenemos un conjunto fijo de individuos sobre los cuales se han medido diferentes 

grupos de variables. 
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En la sPcci6n anterior se presentó la forma de eonstruir una i111agen Puclidiana 

para los c.;l¡tdio.'l, en la cual tambiéu pudiera representarse la matriz compromiso¡ la 

notación empleada fue la siguiente: llamamos M; al punto en el espacio euclidiano 

asociado a la matriz W; y el punto M al correspondiente para el compromiso W. Esto 

se hizo J1~ tal fornm que dos matrices W; similMes, tendrían nonn<ts en la imagen 

también similares. 

A continuación presentaremos algunos ejeruplos de imágenes que podríamos en­

rontrarnos en alguna situación pntctica y la interpretación que deberíamos hacer de 

ella. 

= 

Gráfica No. 1 

Esta gráfica muestra eviclenda de que cxble estructura comtín de los individuos al 

cambiar de conjunto de variables observadas, es decir, al pasar ele un e.1tudio a otro¡ 

esta t!structura puede resumirse en una sola. matriz, el compi'Omíso. La.~ coordenadas 

en el primer eje son muy parecidas, lo c¡Uf! refleja aporta.cionl's semejantes de cada 

uno de los estudio~ que iuterveni(•ron en la construeción de W. 
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M5 

Gráfica No. 2 

La gnífica 2 presenta una situadón en la que el quinto estudio es difercntt~ a 

los tlcrnás, pues se encuentra casi pt!rpendicular al conjunto restante, lo cual podría 

interpretarse como evidencia de que el conjunto de variables que se midieron en este 

quinto estudio son casi ortogonales a las medidas en el resto, además contribuye muy 

poco en la construcción tlel compromi.~o pues su primera coordenada. es notablemente 

menor que la de los demás. En este caso, el W resumirá el comportamiento de la. 

"mayoría" de los estudios. 

MJ 

M4 

M2 

Gráfica No. 3 



(i2 

En la gráfica 3, las normas ele los csttulios son semejantes, no obstante el primero 

y segundo tienen una primera coordenada muy pequeña lo que indica que contribuyen 

muy poco a la construcd<Ín dd compromi.~o. Se recomienda normalizarlos primero y 

t . 1 t . IV IV cona flllf a ma rtz · con ~;. 

M4 

M2 

Gráfica No. 4 

En la gráfica •l se puede observar que los cosenos de los ángulos formados entre 

la representación de cada fsludio, son muy p<:qucños, lo que indica una posible falta 

de estructura connín de los individuos a lo largo de la investigación. El compromiso 

simplemente es la media ponderada de los objetos que lo conformaron y es el más 

correlacionado con ellos. 

Al considerar que la matriz W es un buen resumen de lo que acontece al inte­

rior de cada W,, entonces podemos utilizarlo para construir una "Imagen T~uclidiana 

Compromiso" d<! los individuos, en decir, una representación gráfica CJIIC resuma todo 

su comportamiento a lo largo del período de observación. 

Para obtener esta imagen, basta repetir lo prelpuesto para la constmcción <:orres­

pondiente a una matriz Uf¡ cual<¡uicra (ver capl'tulo 1), es decir, descomponer en valor 

singular el compromiso W a tmvés de los valores propios no nulos A1 ? ... ~ ,\p 

y de los vectores propios d-ortonorrnales asociarlos, {f¡}~=l 1 del operador w n de 

(E, d). A partir de esta descomposición obtenerlos puntos O, M¡, ... , Mn en el espacio 



euclidiano que )p corresponde ¡t cada uno de los individuos. 

La dist;mt·ia del punto M; a M¡, d,\f.,M,, rcpre~ent.a la distancia crnnpro111.i811 cntn• 

los individuos i y j coincidiendo su cuadrado r.on d cuadrado de las distancias entre los 

individuos en cada uuo de los csltulios, pond,~radas por los codicient.es n¡. Llarncu1os 

Crw)i al i-ésirno iurlividuo eu el rompromi,w, entonces 

- li(;t:,v); ··· (;r,v)¡ll~ = ((,r.,~),- (fw)¡,(;r,,), -- (&,,)¡),¡ 

( (;¡:"' )., {;r..,), )d + ( (;¡:., )¡' {±w )j) J ·- 2 ( {J:w)i' {X.w)j )d 

= W¡¡ + W¡¡- 2W;¡ = E~=t a¡ ((Wt)¡¡ + (Wt)¡¡- 2 {Wt)¡¡) 

1 

2 = zt:~ n, l(z,),- (.r,)¡t,. 

Como es de suponerse, bajo este rontexto también podremos construir algo et¡ui­

valentc al "Circulo de Correlaciones" introducido en la sección 1.5.2. Esta gráfica 

presenta la correlación entre la.~ variabl1~s y los ejes obtenidos para la imagen eucli­

diana propuesta, por lo que siguiendo la r111~todología disentida pwviamenl.e vemos 

que si la variable:, es centrada y reducida, este valor está dado por 

y será la /-ésima coordenada del punto asocindo <1 la variable ;r en dicha iltla.gcu. 

Asimismo, podemos representar en la misma gráfica alguna varÍilble exógl!lla {cen­

trada y reducida) U c¡uc se hubiera medido sohrc el mismo conjunto de individuos que 

participa en el análisis, su /-ésima coordenada está dada por 

corr (lbfl) = Jt Df¡. 

2. 7 Trayectorias de los individuos. 

El concepto dt! "trayectoria" de un individuo surge al buscar representar gráfica­

mente el dcsa¡·rollo o evolución de uno de los individuos involucrados en d arnílisis. 

f~sto nos pcrmit.irút además de detP-ctar aquellos sujetos que se distingan de los 

restante~, hacer un St!gui111iento de algmw en ¡mrtic.ular. La idea consiste en aso­

ciar un puuto t!ll la ilmgen euclidiana compmmiso por cada individuo en cada uno de 



los rstudio.~, de tal manera que la 1-ésima coordenada del punto asociado al i-é~imo 

sujeto rn el j-ésimo t.~lurlio Pstá dada por 

donde f¡ es, como se uwncion<Í antcriomwnt.e, el 1-ésimo vector propio del operador 

wd asociado al valor propin ,\1 del conjunto orden;Hio en forma. df'crcciente. Al cmrcr 

j ::.-: 1,. _ . , k ohlc•nclrcmos los ¡JUUlos asociados a este indivhlun al variar los estudios; 

si buscamos una rcprescntaeión hidirncnsional eutonct~s 1 == 1, 2 y fina lment.c, ;ti mover 

i = 1, ... , n obtenemos las trayectorias de r.acla uno de los incliviudos. 

Todo esto se resumirá en l;~ notación 

M/ :punto asociado al i-ésirno individuo en el j-i:simo estudio. 

1\f¡ : represPntación compromiso del i-ésimo individuo. 

Usando la definición de W, podernos deducir que M; será. el centro de gravedad de la 

trayectoria {M/}k ponderada por los coelicientcs a¡. 
¡=1 

En lo que se refiere a las trayectorias de los individuos suplementarios se procederá 

de manera análoga, fijemos ideas con el primer sujeto adicional en el e.9twlio j-ésimo, 

calculamos d vc:ctor u-dimensional !!tj(!;n+t) que contiene en cada entrada el producto 

escalar del individuo suplementario con cada uno ele los activos en t~se estudio, de tal 

mancr¡t que la 1-ésima coordenada del j-ésimu punto de su t.myectoria estar<i dado 

por 

1/'' ( )' ~~ • !Q¡(~n+l) Df.h 

con p,} y {t1} como se definieron previamente. Cabe hacer notar que debido a que 

este tipo de individuos tienen nsociado un peso nulo, no participaron en la cons­

trucción ele W, por lo que no existirá s11 posición compromiso. 

2. 7.1 Información de las variables en las trayectorias de los 

individuos. 

Cuando las varinblcs involucmdas en cada período de observación son altamente 

correlacionadas entn~ sí, el "Círculo de Corrclal'ioncs" presentará agrupación primero 



por c.5l!ldio qu~ por va.riahle, 1le tal suert•~ c¡u<' 110 ~l,rá fáríl describir los Pjes r·mnpm­

mi.5o en función dr <'llas ni int.erpretilf las trayectorias. 

Por el contrario, cuando las variables <!stáu fuertemente correlaciomulas entre los 

eMrtl!ios, los ejes del com¡mnniso tPndrán una int<•rprelaCÍÓII clamen función de ellas. 

Est•! 1~s d caso en que los Vt!ctows propios de Wk!J so11 muy similares a los de W D, 

l!n particular d ;¡sociatlo al v;dur propio máximo. Así, la explicación <kl primer ejl' 

sería estahl<~ de 1111 C-'tudi() a otro y las variahles c¡w• lo explican serí;u¡ las mi:;rnas, 

lo que pwporciunaría un criterio general <pw pcnttitiera. asignar 1111 nombre mnuín a 

dicho eje, de tal manera <¡uc las diferellcias en las coordenada.~ serían evidt!HCÍa <le 

diferencias eu las variables a5ociadas ;~dicho eje. 

2.8 Representación de las variables en estudios 

(X¡,m,d¡). 

Esta es la situación que corresponde a la medicióJJ de un conjunto fijo de variables 

sobre diferentes gn¡pos de individuo.~, de tal suerte que el espacio de variables (R1, d1), 

es de dimensión n¡ dependiendo tlel mímero de s11jdus en ca.d~ período de ob~ervaeicín 

y hu~wmos mrnp;,rar las matri<:es de va.rianlas y covariítllZiiS tlcfinidas en cada uno 

d1~ ellos. 

Eu la sücción anterior definimos la matriz compromiso V"" L~=t o¡V, E C(f'•, F) 

con Í:¡ll!¡ :::: 1, que puede considerarse como una matriz de varianzas medias entre 

variables, pues observemos que si partimos de eatudios donde las va.riahlcs se centran 

previarnentt:, entonces 

k k 
V;i = E a,(~'l);j =E o¡ ((¡¡;d, (;r¡)t,, 

1=1 1=1 

que puede interpretarse como la covarianza cnmprorníso entre las variables i,j. 

Como puede deducirse fácihnentr:, ahora trabajar<!IIIO~ eon la ma.triz V de la mbJTHL 

maru:ra qut! lo hidmos con W. Se descompondr·á en valor singular a través de los va· 

lores y vectores propios de V M y ohtendrcrnos una imagen ettdidiMJ<l O, N1, ••• , N,. 

para las variables. El producto esealar (ON;,ONj) (le11olarA la covill'i;HIZa compm-

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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por c.9ludio l(liC por variahle, de tal suerte cpt!' no ~c·rá filril de~nibir los 1~jr~s wmpro­

miso en fuud<Ín de <'llas ni interpretar las tray,~ct.orias. 

Por el contrario, cuando l;t~ variables esliÍu fuertc~mente corn~I;H:Íonadas crttre los 

estudios, lo.~ ejes del compmrni.w t.eudrán una intc~rprctadóu clara en función dt• ellas. 

Este es d c,1so en ¡¡ue los w~dorcs propios de Wk D son muy similares a los de ~VD, 

en particular d asociado al valor propio !lláxirno. ¡\sí, la explíradáu ckl primer l!je 

sería estable d•~ 1111 /.?.•ludio a otro y la.~ V<trial>le:; qtw lo explicau Herían las misrua:;, 

lo que proporcionaría un niterío general que ¡wnuitiera itsignar trn nornhn.· com¡Íu a 

dicho eje, de tal manera r¡ue las dift!reucias en las coordenadas serían evidencia d1~ 

diferencias en las variables a.socíadas a dicho eje. 

2.8 Representación de las variables en estudios 

(Xt, m, d¡). 

Esta es la situación que corresponde a la medición de un conjunto fijo de variables 

sobre diferentes gmpos de individuos, de t1tl suerl.e que el espacio de variables {I~¡, d¡ ), 

es de dimeusióu ti¡ dcpendicnrlo delutímero de sujetos en cad~ período de ohservación 

y hust:amos comparar las matrice~ de varianr.aN y covai'Íartl.iJS definidas en cada uno 

de ellos. 

En la sección anterior definimoo la matriz comp!YJmi.w V"" r:r=r a¡V, E qft'•,P) 

con L:1 a¡ :::: 1, que puede considerarse como una matri:t de varianzas medias entre 

variables, pues observemos t¡ue si partirnos de estudios donde las variables se centran 

previamente, entonces 

k k 

V;;= l:o:¡(~'t);j "'L;a¡ ((.Id ,(;r¡)t, 
1=1 l=l 1 

que puede interpretarse t:olllo la cov1nianza compromiso entre las variables í,j, 

Como puede dcrlucirse fádlmenlr., ahora trabajaremos con la rna.Lriz V de la misma 

manem que lo hidmos cou W. Se descompondrá~~~~ valtJr singular a través de los va­

lores y vectores propios d<J V M y obtendremos una itnagcn euclitliaua O, N¡, ... , N ... 

para las V<triablcs. El producto escalar ( OÑ¡,ON¡) denota ni la wvarianza compro· 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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miso entre las variahles i y j; así mrno el cos~no del ángulo que forman representará 

su correlación compromiso. 

Para construir trayectorias asociadas a cada una ele las variables, consideremos 

el conjunto m-normalizado de \'ectorcs propios de V M : {f
1

, •.• , t/Jp} asociado a los 

valores propios no nulos ,\ 1 2 ... 2 .\p. La /-ésima coordenada del punto N¡ que 

representa a la variable j en la matriz compromiso está dada por 

.\-1/'l (ll (L') ~) = .\-112 (vi)' M·• 
1 j '<t.¡ "' 1 - :fl' 

y la 1-ésima coordenada del punto Nj que representa a la variable j en el estutlio i 

estará dada por: 

lo que nos permitirá construir una trayectoria para cada variable y así detectar cuált~s 

son las responsables de diferencias importantes entre matrices V;, 11¡. 

1 
'~ 

'! 
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Capítulo 3 

Aplicación del Método Statis a la 

dinámica demográfica en México 

(1930-1990). 

3.1 Introducción. 

Este tercer capítulo busca ilustrar el desarrollo, el tipo de resultados e interpreta­

ciones que se pned~·n obtener wn d Método Statis cuando se aplica a 1111 problema 

práct.ico. ))ada la gran cantidad de información numérica que se puede resnrnir, así 

corno la complejiclad de los cálculos, decidimos implementar nna rutina en ellenguajt! 

S-Plus que llevara a cabo este trabajo¡ la razón de haber escogido precisamente este 

lenguaje sobre la gran cantidad de opciones de que se disponen actualmente, fue pen­

sando en su manejo interno de matrices y la forma sencilla di! operarlas, además de 

estar ampliamente difundido en el medio r.st.adístico; El código de las rutin<ts y todas 

las corridas obtenidas se anexan en el apéndice final de la tesis. 

3.2 El Problema. 

Contamos con la información de algunos aspectos demográficos df' la República 

Mexicana entre los aiíos d!l 1930 a 1990 y se busca, a partir de ellos, describir la 



68 

diná111ica poblacional que ha sufrido el país en eHf.e período, tanto a nivel nacional 

como estatal. Esta infon11ación se obtuvo de los censos nacionales publicados por el 

Instituto Nacional Estadistica, Geogra.fí<l e lnformá.lica (lNEUl) [LO], de los cuales 

decidimos resumir el problema a las siguientes variables: 

• ntÍIIIP.I'O de nadmienf.os de hornl.-.r~s, 

• ntínwro de nacimientos de~ rnujc•res, 

• mírncro de defunciones de niitos merwn•s de tUl ario, 

• m'unero de defunciones generales, 

• matrimonios, 

• divorcios. 

Es importante se1ialar que nuestro objetivo consiste en describir d comportamiento 

de una población, y la información disponible tam!Jiéu es de carácter poblacional, de 

tal manem que estamos ante un caso en que el interés no es hacer inferencia sino 

descl'ibir lo que presentan los censos¡ contamos con los valores de estas 6 variables 

para los !12 estados dP. la República durante 7 censos: 1930, 1940, 1950, 1960, 1970, 

1980 y 1990, que se resumieron cm 7 matrices de 32 renglones por 6 columnas. 

3.3 Selección de métricas y coeficientes para el 

uso del Método Statis. 

Traduciendo el problema que tratamos de resolver en el lenguaje manejado en los 

dos primeros capítulos de la tesis, podemos notar que contamos con 7 estudios, en 

los cuales t11nto el espacio vecto1·ial definido por individuos {estados de la República), 

como aquél definido por las vMiables, pcrmancieron fijos en el período de interés. 

Esto nos permite entonces, analizar tanto la evolución demográfica de cada uno de 

los estados a travc)s del tiempo, así como el comportárniento a nivel nacional de las 

variables que estamos estudiando. 



Dl!cidimo~ realizar tl)(lo el análi~is utili1,ando u¡;tlrin•s pn~viamentP ct>nt.radns y es­

tandarizadas, cou el ohjdo de eliminar des(le un principio walquier prohl(•flla debido 

a las unidades de medición y magnitud de las variables. 

Tomando en cuenta que para fines de mwstro estudio, lo., :t! estados de la llepública 

ti('ncn igual importancia, considcmmos que lo llliÍS adecuado cm asignarle al esp;tdo 

vectorial de variables E, el producto esc<tlar (·~l.<inda.r t!1, ddini(lo por 

(
e <' . ) _ { :f.¡ si i == j 
-~'·-J d• - O si i fj 

cuya matriz a~oci;ula es Dp == (1/32) * /;¡2x.1'l· Asimismo, el espacio de individuos 

P fue provisto del correspondiente producto escalar estándar, el cual le 11signa igual 

importancia relativa a cada una (le las variables 

([¡, [j)mp = { ~ :: :; ~ 
con matriz asociad<t Mp = (1/6) * hxs· Así, ht estructura con la cual trabajaremos 

consiste de 7 estudios de la forma (Xk,(l/6) *laxo, (1/32) * /32x32), (k= 1, ... 7), en 

los cuales la lllatriz X k es una matriz de datos centrada y redncida. Los estudios senín 

todos del mismo peso, 1/7, definiéndose así, de manera análoga <t los ca.~ os anteriores, 

el producto escalar en el espacio vectorial formado por los estudios. 

Recordemos que este estudio tiene dos objetivos: primero, describir la evolución 

de cada uno de los estados de la República pill'a resaltar los cambios demográfkos 

~ufridos a través del tiempo y segundo, describir el comportamiento dtl las variables 

durante ese período, lo que nos sugire comparar tanto las matrices de distancias entre 

individuos wk como aquéllas de distancia.~ entre variables vk 1 siendo éstas tíltimas en 

realidad, matrices de correlación puesto que los datos fueron reducidos previamente. 

3.4 Evolución demográfica de los estados de la 

República. 

Para estudiar el comportamiento de los K~tados, primero se procedió a. encontrar 

las matrices de productos escalares entre individuos wk 1!11 cada liUO de los censos, pal'il 
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postPriorrncntc "compararlas'' ronst.ruycndo la matriz de produrt.os escalares Hilbcrt.­

Schmidt entre estos •>hjc•l.os. !fn;t vez obtenida esta rn;tl.riz, liL cual llatnan•mo:; S 

atendiendo ala notación del capítulo anterior, se descompuso en valor singulat· con el 

objeto de construir una imagen eudidian;t de los Esta1los que nos permitiera del ec.t.ar 

la posible PXistencia d(• una estruclum ronnín a lo largo dd período dr observación, 

lo que dib lugar a la Grálk•t No. 1: "Din;imka con respecto a los estados". 

Esta gráfica. pone de manit1<'sto el rotnport ;unicnto tcrnpoml dd ft~nómeno bajo 

estudio, ya tJllC los puntos asociarlos a ntda uno de los censos siguen prt~dsum•t!tc• el 

orden cronológico que les dio origen. Las normas de los vectores asociados a los puntos 

Wk, son del mismo orden de magnitud, lo t¡ue sugiere la existencia de una posihl•• 

estrnctun1 connín al.intcríor de cada tabla, I(Ue evoluciona con el paso dd tiempo, 

sin cmbMgo, los ángulos que forman entre sí Jos vectores a~ocia1los a cada uno de los 

censos, dct<'clan cambios bruscos en la dinámica demognilira en los cemos d1• 19fí0 y 

l!l90, puesto que los ángulos que definen cou los censos precedentes rc~spcctivos son 

ligeramente más grandes que Jos restnnt.es, de tal numem 1(111! se tienen indicios de 

comportamientos diferentes en las décadas de los 40's y 80's t¡uc resunwn estos censos. 

El porcentaje de inercia que explica esta representación gráfica r<~~ulta ser del87.53%, 

lo cual nos habla de una muy alt•t calidad de representación global del fenómeno. 

3.4.1 Posición compromiso de los Estados. 

Hasta ahora, hemos detectado la existencia de una estructura cvolutil•a común de 

los Estados, pero ¿cómo puede resumirse o presentarse esta. estructura'/. Rcc.ordc­

mos que en la propuesta del Método Statis, una vez detectada la presencia de inter­

estructum, se sugiere la construcción de una matriz compromiso W, que nos permita 

entenderla. Esta matriz, que no es rnás que una media ponderada de las matrices 

Wk, goza de la importante propic1lad de ser aquélla. <¡uc maximiza la correlación con 

lns matrices que la originaron, de tal suerte que pucdc1 interprcta¡·sc como el mejor 

"resumen" de lo acontecido a nivel individual duranl.t! el período de e~tudio. Por lo 

anterior, tendremos que construir ahora una imagen euclidiana com¡mnniso de los 

estados partiendo de la rn;llri:-: W. El rcsult.ulo de rsta eonstrucción se presenta en 
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la Gráfica No. :1: "Reprt~sentacirín compror11Íso dP lo~ estados". 

Para poder interpretar adecuadamente esta gráfica, •~' pn•ci"o entender perfec­

tamente hien lo que representan cada uno ele los ejes wmpromiso en tér·rninos de 

las variables que estamos estudiando. Para esto calc.ularerno9 sus correlaciones con 

los ejes en cada uno de los <:ensos. Los resultados se presentan a continuación y se 

pl11snwron en las Gráficas No. :!, •1, lí, 6, 7, 8, y !) : "Correlaciont~s r.nn los ejes 

compromiso: "19:!0, 1940, Hl!iO, J!J(iO, l\J70, l\)8() y HJflO n•spcr:f.ivanwufc: 

Con cjt Con eje :1 Cou eJe 1 Con t')e 2 

Ul31l l!_);J() l!HO !!JI O 

rmr 1 Nat'., de Ilornbw~ 0.8471 -0.2:1:J8 0.8438 -U.Iflfl2 

tmr 2 Nac. de Mujeres 0.8•l·H -o.2a52 0.8405 000 o .16!J!i 

uar 3 Uef. Ccucrales 0.8390 -0.25()8 0.8538 -0.20:10 

!'al' •1 Def. rle Niños 0.8427 -0.2221 0.8687 -·0.139!! 

Val' 5 Matrimonios 0.8659 -0.0208 0.7806 -0.0292 

llfll' 6 Divorcios 0.21>72 0.5H9 0.3230 0.7670 

Con eje 1 Con eje 2 Con eje L Con ejr: 2 Con eje 1 Cou <!Íf' 2 

l9.'i0 1050 1960 I!JriO 1970 1970 

uar· 1 0.8948 -0.0582 0.9061 0.0598.'i 0.9072 0.0576 

um·:! 0.8999 -0.0552 0.9033 0.0685 0.9032 0.0772 

var 3 0.8958 -0.1223 0.9034 -0.0483 0.9104 -0.0235 

var 4 O.!J056 -0.0332 0.8964 0.0•191 0.8951 0.0163 

var· 5 0.8682 0.1·193 0.8510 0.2007 0.8799 0.1692 

var 6 0.2033 0.8409 0.134<1 0.80•15 0.0852 0.7768 
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Contjt. C-'on tje '2 Con cjt~ 1 Cvn ejt: '2 

Ul80 1980 1990 UHJO 

VIII' 1 Nac. de llombrc~ 0.!10:19 -0.0120 o.8:W·I -0.1181 

11a1' 2 N ar. de M ujcres O.\JOI2 --0.0Hi7 0.82•10 -0.12•10 

var :¡ Def. Gcneralc>s 0.901:1 -O.oG:H 0.8!H!J -0.0518 

VIII' •( Def. de Niños 0.85:ítl -0.12•17 0.7581 --0.1796 

VIII' 5 Matrimonios 0.8987 0.0816 0.8G23 -0.0382 

uar 6 Divorcios 0.7·127 0.420!1 0.73()8 0.4734 

Esto nos permite ver que las primeras dnco variables: nacirnit!lltos de ambos sexos, 

defunciom•s y matrimonios son las que se encuentran represcnt.adas primordialmente 

en el primer eje, lllicntras que la variable divorcios es aquélla que dcline principalmente 

el segundo. Regresando entonces a la Gráfica No. 2, podemos notar que existen dos 

estados que difieren claramente del grupo resl.<mte, el número 8, Chihuahua y el 

9, que representa al Distrito Fedeml. Chihuahua tiene una abscisa semejante a. los 

demás estados siendo la ordenada la que lo distingue de ellos; esto nos indica que 

el comportamiento demognifico de Chihuahua es similar al del resto de la República 

excepto en lo referente al número de divorcios; por otro lado, el Distrito Fcdeml se 

distingue en ambas coordenadas, lo cual nos da evidencia de nn dimirnica totalmente 

diferente de esta entidad, tanto en lo que se refiere a. nacimientos y defunciones, así 

como en matrimonios y divorcios. 

3.4.2 Trayectorias de cada Estado. 

Tornando en cuenta que en la iwagen euclidiana compromiso, la evolución el<! 

cada estado a lo largo del período de observación fue reducida a un único "punto 

promedio", nos preguntamos ahora, cómo hubieran sido sus trayectorias si se hubiera 

sintetizado a 1111 punto pero ahora por cada uno de los censos tmhajados; esto nos 

permitirí<t conocer a detalle la forma cómo se construyó ese "punto promedio" y así 

detectar momentos importantes de cada entidad, tales como aquéllos en los cuales 

hubo Céllnbios de tendencia en la dinámit:a, o los períodos d1~ rstabilidad, etc. Todo 



lo anterior 1mtonce~, justifica la coustrucdóu dt~ trayectorias indiviclualt•s 1~11 el pln1111 

compromistl, que podrán interpretarse en n·ferenria a un "estado ¡n·om1~dio" d cu;tl 

sería una entidad ficticia <:on l<t propiedad de ten1•r valoi'I'S medios de cada variable 

en todos los censos, de tal suerte que la trayectoria col'!'esponcliente s1~ reduriría a un 

punto q•w será predsarnent.e el ori)!;l'll del fllt!l!ll t:OIItfii'Omiso donde se representanín 

dichas trayert.orias. 

Así llegamos a la Gr<ifica No. 10: "Tray1•cloria.~ de los !'stados: 19:10-1 ()!JO", b cual 

nos presenta las 32 trayectorias asociadas a <:aria uno de los estados simull.iÍIH'itlltente 

en el plano compromiso, por lo que la interpretación de los ejes es exactamente la 

misma c¡ne en la Gráfica No. 2. Es importante sci1illar que esta representación tiene 

el inconveniente de incluir, como se dijo antes, a los :12 esta:los simultáneamente, 

dificultando notablemente su lectura, no obstante se consideró importante incluirla, 

porc111e nos da tlll pitnorama general de ellao. Aquí es donde podemo~ detectar la 

presencia dt! tres estados cuya inert:ia dcmognifka ha sido rmís accirlcnt.ada que la. di.' 

los demás: Chihuahua, Edo. de México y Distrito Federal 

Confirmando la lectura de la imagen compromiso, Chihuahua tiene una abscisa 

muy similar a la de los estados restantes, la cual se mantiem1 a lo lMgo de toda In. 

trayectoria, es decir, en lo referente a nacimientos y dduncionc!li podría considerarse 

un estado típico, sin embargo en la dtkada de los 40's se presentó un fuerte movimiento 

en cuanto a rlivorcios se refiere, ftméHncno que se repitió en los 70's pero en sentido 

inverso, puesto que se tendió a regresar a la posición inicial. 

En lo que se refiere al Distrito Fc:deral, la lectura de su trayectoria nos aporta 

información muy valiosa adicional a la que ya teníamos en su representación compro­

miso, putJs nos dice que su diferencia principal con respecto al resto de la República, 

radica en el ntímcro de nacimientos y defunciones; en lo que a divorcios se refiere, 

vemos que, como se detectó en la Gráfica No. 2, existen diferencias en ordenadas 

pero no tan llamativas como ac¡uéllits de las abscisas. 

El Estado de Mr!xico, no había sido ddt•ctado antes, lo cual se debe a que, en 

promedio, tuvo un comportamiento similar al de los estados restantes, no obstant.e 

<ti analizar su trayt•ctoria, notitmos que Rufrió cambios muy bruscos en su inercia 

demográfka, sobre todo en lo referente a nacimientos y ddllncioncs, lo que podría 



ser prodndo de su t:ercanía ni Distrito Federal y el continuo crecimiento de la ciudad 

c¡ue se ha extendido hasta este estado. Cabe señalar que las décadas de los años 70's 

y 80's son las que prescutanmayor desviaciou con respecto a la nube formada por las 

entidades restantes. 

Como pudimos daruos cuenta, la lcctm-.1 de eslit última grálica fue bastant(! colll­

plicada por re¡m!sentar simultáneamente todos los e~tados, dilirultándose aun nHis, 

si hubiéramos IH~<:esita!lo distinguir alguu<l tr<\yedoria en particular. Esto nos sugirió 

reducir esta representación a grupos de ocho estados, !u cual tiene la desV(!ntaja dt! 

<¡uitarnos el panorama global que teníamos, pero a cambio nos permite conocer a de· 

talle cada una de lns curvas expuesti\S. Ver Gráficas ll, 12, 1:3, 14 y 1<1': "Trayectori<Ls 

de los estados l, ll, lll, IV y IV"' respectivamente. 

Utilizando e~tos acercamientos podemos hacer algunas observaciones adicionales. 

En d grupo [,además de Chihuahua, ya comentado ampliamente, los estados de Baja 

Californh~ y Chiapas sufrieron cambios bruscos en cuanto a nacimientos y defuuc.iones 

se reficr<!, no así en lo concerniente a divorr.ios; Aguascalientes, Baja California Sur, 

Campeche y Colima, presentan tendencias similares y de pocos cambio.~. 

Analizando el segundo grupo, vemos que junto con el Estado de México, discutido 

previamente, Jalisco, Gnanajualo y Michoacán tamhién presentan cambios fue1'tes <m 

la dimímica rdenmtc a divorcios, no así en cuanto a nacimientos y defunciones. Este 

mismo fenómeno se presenta en Puebla, Verat:ruz y Oaxaca (ver Gráficas 1:1, 14 y 

14') y en sentido inverso en Morelos, Sonora y Tlaxcala. 

Puesto que tanto el conjunto de individuos (estados) corno el de variables per­

manecieron fijo.~ a lo largo del período de estudio, podemos realizar un análisis similar 

al c¡ue hicimos sohrc los estados, pero ahora para las variables. 

3.5 Evolución de las variables. 

Repitiendo el procedimiento que deRcribimos anteriormente, iniciamos este en­

foque calculando las matrices de distancias entre variables en cada uno <le los censos, 

que en realidad sm·án de correlación por haberse estandarizado desde un principio. 

Descriptivan1<mte hablando, podemos notar que la. variable mimcro de divorcios, 



es .v¡uélla que se eucucntra menos eorrclariona<la con las rcstanl.co, no obstanU· 

podríamos decir en términos genéricos, 'lile va aume!lta.udo cou el paso del tiempo, 

llegando a ser muy alta con el número de matrimonios. 

Con el objeto de detectar una posible estructura común al interior de estas matri­

ces, se calculó la matri)l tic productos cl\ralares Hilbert-Schrnidt entre objl'tos V;, que 

nos permiticí construir la imag«!ll euclidi;tna ele los Cl!llHOH con respecto a las variahks, 

presentad;l en la. Gráfica No. 1.'í; '·Din~mim con wspcdo a las V<triahlcs". Aquí 

podemos observar cómo los ccu:;o~ de 1980 y 1990 son mny semejantes entre sí, pero 

notablemente distintos a los restantes; a diferencia del análisis anterior, la evidencia 

de inter«~strudura resulta. ser vaga o quizá fmgmentada, i\llh!s de 1970 y después de 

1980, lo que puede interpretarse como scftal de un cambio demográfico muy !lrá.st.ico 

en la década de los 70's resumido en el censo de 1980. 

A pcs<tr de haberse detcda.do eRt.a falta de estructura, decidimos construir lama­

triz compromiso V que resumiera lo acontecido en las variables estudiadas. Con dla 

gtmeramos la imagen euclidiana de las variables donde se resalta lo des(".uhierto en 

el primer análisis; u! comportamiento radilcamente diferentu de Jos divorcios eviden­

ciando también, una ligera. separaci6n del tuímero de matrimonios con respecto a 

las demás variables. Esto puede ('onsultarse en la Gráfica. No. 15: "Rc¡>resontacidn 

compromiso de variables dt!mográficas". Tantbit:n se pone de manifiesto, {'omo era 

de esperarse, t!l c:omportarnienlo prácticamente idéntico del nacimiento de hombres y 

mujeres. 

En este segundo análisis, cobra mucha mayor importancia. la construcción de 

trayectorias asociadas a. cada una de las características estudiadas para tratar de 

explicarnos d cambio <lett!clado en 1980. El resultado de esta construcción se pre­

senta en las gráficas No. 17 y 17': "Trayecf.orias de las variablesn las cuales muestmn 

el gran salto que dieron todas las variables entre el censo «le 1970 y 1980 tendien­

do a ocupar una poHictón relativamente smn!'jante en estos dos últimos períodos. 

Aunque claramente el mayor hrinco lo <lieron los divorcios, también podemos notar 

que nacimientos de hombres, de mujeres, defunciones generales y matrimonios tu­

vieron una alteración rnuy semejante pero ligeramente diferente a la de defundonc~ 

de niños, que durante los n'usns iniciab era práclicanwntn indistinguible de dlns, 
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pero ta mhién hacia la Meada de los 70's tiende a sepan1rs••. 

3.6 Conclusiones. 

Esta aplkación nos permitió ohservar con detalle la propuesta dd ANtodo Statis 

pam redudr una hase muy grande de infonnacit1n y cuyo análisis era de entrada, has­

l.<tnte complejo. El conjunto inicial d<' datos era venlad<'nunente <!nonne y, a.yudados 

de algunas rutinas de cómputo, pudimos dcsnibir y entender ...! eomportaruiento del 

fenómeno resumido en unas cuantas gráficas. 

Claram.entc este método es de carácter !lescriptivo, razón por la cual no se im­

pusieron supuestos rlistríhucionales de uingun¡t especie para poderse aplicar de manera 

adecuada; se enfocó fundamentalmente a "ker" lo que los datos dictaron. Algo in­

teresante de l!ste ejemplo, fUI! que al estudiar el conjunto de estados, la existencia. 

de interestructma. fue sumamente clara, permitiéndonos realizar un análisis bastante 

detallado a nivel estatal. En cambio, esto no ocurrió cuando tralamo> de ha.cer el 

análisis correspondiente para las variables, donde las twidencias de esta estructura 

fueron muy vagas¡ no obstante pudimos detectar desde un enfoque de~cripti vo, el 

punto de cambio de tendencia donde se presentó esta fractura, lo cual podría tener 

interpretaciones muy interes.1tJtcs desdt) el punt.o de vista demog1·á.fim, al wntextua­

lizarse en las condiciones generales que rodearon al país en ese momento. 

.. 

1 

1 
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!JH 
Rutinas en S-111us 

Este programa implementa el Método Stati.1· en este lenguaje, para el problema concreto que 
se trabaja en esta tesis, en caso de que se vaya a utilizar sobre algún otro problema de interés para el 
lector, deberán modificarse situaciones particulares como la ruta en disco donde se tienen grabadas 
las matrices a analizar, los nombres de los archivos correspondientes y el número de ellas, asl como 
el vector de nombres de individuos, estudios y variables. 

Los renglones qne inician con "#"son aquéllos que contienen comentarios qu.: indican cuál es 
la tarea de cmla parte del programa y donde se podrán identificar los segmentos a cambiar pam otro 
problema particular. 

El programa se dividió en cuatro rutinas únicamente por razones de eficiencia y deberán de 
ser corridas en ese mismo orden. Las mtinas 1 y 2 atacan el problema en el que el conjunto de 
individuos observados permanece constante durante el período de observación y el que pudo haber 
sido modificado fue el de variables; las n1tinas 3 y 4 analizan la situación inversa. 

RUTINANo.l 

# Definición de algunas funciones útiles 
#traza: 

trace.x_function(x){ 
traec.x_O 
cnd_sqrt(lcngth(x)) 
for(i in 1 :cnd) tracc.x_tracc.x+x[i,i) 
} 

11 Definición del número de matrices 
k_7 

# Lectura de tablas de datos 
x l_rcad.tablc("c:\lmara\ltcsís\119302.txt", headcr=T) 
x2_rcad.table("c:\lmara\ltcsis\119402.txt", hcader-"T) 
x3 _rcad.tablc("c:\\mara\ltesis\\ 19502.txt", headcr=T) 
x4 _rcad.tablc("c:\\mara\\tesis\\19602.txt", hcader=T) 
xS _read.table("c:\\mara\\tesis\\19702.txt", hcader=T) 
x6 _rcad.table("c:\\mara\\tcsis\\ 19802.txt", hcader=T) 
x7 _read.tablc("c:\lmara\\tcsis\\19902.txt", hcaderT) 

# Conversión de cada tabla a una matriz 
xl.mat_as.matrix(xl) 
x2.mat_as.matrix(x2) 
x3,mat_as.matrix(x3) 
x4.mat_as.matrix(x4) 
x5.mat_as.matrix(x5) 
x6.mat_as.matrix(x6) 
x7.mat_as.matrix(x7) 



11 Reducción y estandarización de cada m;ttriz 
xl.std_swccp(xl.mat,2,apply(xl.mat,2,mcan)) 
x l.std_swecp(x l.std,2,sqrt (apply(x l.mat,2,var)),FUN="/") 
writc(x 1 .std,"x l.std",ncol=6) 
x2.std_swecp(x2.mat,2,apply(x2.mat,2,rncan)) 
x2.std_swccp(x2.std,2,sqrt (apply(x2.mat,2, var)),FUN="/") 
writc(x2.std,"x2.std",ncol:6) 
x3.std_swccp(x3.mat,2,apply(x3.mat,2,mcan)) 
x3.std_swccp(x3 .std,2,sqrt (npply(xJ .mat,2, var)),FUN="/") 
writc(x3 .std,"x3 .std'' ,ncol"-6) 
x4.std_swccp(x4.mat,2,apply(x4.mat,2,1llcan)) 
x4.std_swcep(x4.std,2,sqrt (apply(x4.mat,2, var)),FlJN="/") 
wríte(x4.std,"x4.std",ncol=6) 
xS.std_swccp(x5.mat,2,apply(xS.mat,2,mcan)) 
x5 .std_swccp(x5.std,2,sqrt (apply(x5 .mat,2, var)),FUN,"f') 
write(x5.std,"x5.std",ncol=6) 
x6.std_swecp(x6.mat,2,apply(x6.mat,2,rncan)) 
x6.std_swccp(x6.std,2,sqrt (apply(x6.mat,2,var)),FUN="/") 
writc(x6.std,"x6.std",ncol=6) 
x7.std_swcep(x7.mat,2,apply(x7.mat,2,mean)) 
x7.std_swccp(x7.std,2,sqrt (apply(x7 .mat,2, var) ),FUN=" /") 
writc(x7.std,"x7.std",ncol=6) 

11 Matrices de pesos de individuos/variables en cada estudio 
# En este caso se asignaron pesos idénticos a cada uno de ellos 

n_nrow(xl.std) 
p_ncol(xl.std) 
d _( 1/n)•diag(n) 
m_(l/pNíag(p} 

# Cálculo y escritura de las matrices de productos escalares entre individuos 
wl_xl.std%*%m%*%t(xl.std) 
w2_x2.std%•o/om%*%t(x2.std) 
w3_x3.std%•%m%•o/ot(x3.std) 
w4_x4.std%*o/om%*o/ot(x4.std) 
wS _KS.std%•%m%•%t(K5.std} 
w6_x6.std%*o/om%*%t(x6.std) 
w7 _x7 .std%•%m%*%t(x7.std) 

write(wl,"wl",ncol=32} 
write(w2,"w2",ncol'='32) 
wrítc(w3,"w3",nco1"'32) 
writc(w4,"w4",ncol=32) 
wrítc(w5,"w5" ,ncol=32) 
writc(w6,"w6",ncol=32) 
wríte(w7 ,"w7" ,ncol=32) 

!J9 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



11 Cálculo de la matriz de productos escalares cntm objetos Wi, Wj. (tr(w(i)*w(j))) 
s_nmtrix(O,k,k) 
for(i in 1 :k) { 

for(j in 1 :k) { 
s[ij)_tracc.x(scan(paste("w",i,scp=""))%•'Yoscan(pastc("w" j,scp=""))) 

} 
l 

writc(s,''s",nco1=7) 

/ICálculo de la nonna de la matriz Wi raiz(tr(w(i)*w(i))) 
nonna. w_.matrix(O,k, 1) 
for(i in 1 :k) nomJa.w[i)_sqrt(s[i,iJ) 
write(nomm. w, "nonna. w") 

11 Matriz de pesos de los estudios; en este ejemplo se asignaron pesos idénticos. 
delta_( 1/k)•diag(k) 

11 Valores y vectores propios de s.dclta 
s.delta_s%•%delta 
sd. valp _ eigcn(s.delta)$values[ 1 :2) 
sd. vecp_sqrt(k}tcigcn(s.delta)$vcctors[,l :2) 
writc(sd. valp, ''sdvalps") 
writc(t(sd.vccp),"sdvccps",ncol=2) 

11 Nombres de individuos, variables y estudios. Aquí los estados también se agruparon de 
N diferentes maneras para las gráficas posterimes. 

estados_c(l :32) 
edosl_c("l AGS", "2 BC", "3 BCS", "4 CAMP", "5 COAII", "6 COL", "7 CHIS", 

''8 CHIH", "9 DF'', "lO DGO", "1 1 GTO", "12 GRO". "13 HOO", "14 JAL", "15 MEX", 
"16MICH") 

edos2_c("l7 MOR", "18 NAY", "19 NL", "20 OAX", "21 PUE", "22 QRO", "23 QR", 
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"24 SLP", "25 SIN", "26 SON", "27 TAB'', "2!! TAMS", "29 TLAX", "30 VER", "31 YUC", 
"32ZAC") 

estados8_c("l AGS", "2 BC", "3 BCS", "4 CAMP", "5 COAH", "6 COL", "7 CHIS", 
"8 CHIH", "1 DF", "2 000", "3 OTO", "4 GRO", "5 HGO", "6 JAL", "7 MEX", 
"8 MICH", "1 MOR", "2 NA Y'', "3 NL", "4 OAX", "5 PUE", "6 QRO", "7 QR", 
"8 SLP", "1 SIN", "2 SON", "3 TAB", "4 TAMS", "S 'ILAX", "6 VER", "7 YUC", "8ZAC") 

titvar_c(" 1 nac. hombres", "2 nac. mujeres", "3 dcf. gencmlcs", "4 def. niños", "5 matrimonios", 
"6 divorcios") 

variables_c("nac. hombres", "nac. mujeres", "dcf. generales", "de f. niños", "matrimonios", 
"divorcios") 

ccnsos_c("l930", "1940", "1950", "1960", "1970", "1980", "1990") 



11 Generación du coordenadas tic la imagen Euclidiana de las tablas 
coord_matrix(O,k,2) 
coord[.l l_sqrt(sd.valp[l j)*sd.vccp[.l 1 
coordJ,2j_sqrt(sd. valp[2 ))*sd vccp[,2J 
writc(t(coord),"coords",ncol=2) 
win.graph() 
par(ccx= l,pty="s") 
plot(coord[.l :2j,xlah="cjc l",ylab="", typc~"n",col= 1) 
par(ccx=O:l5) 
te.xt(coord(,l :2), censos) 
par(bty="n") 
lcgcnd(locator(), lcgend~"Grática No. l",dcnsity=·99) 
par(ccx=l) 
title(main="Dinámica con respecto a los cstados",sub="93.83% de la inercia explicada") 

# Imagen Euclidiana centrada de las tablas 
idcnt_diag(k) 
cc_matrix(O,k,k) 
unos_matrix(l,k,k) 
cc_(idcnt-unos%''Yodclta)%*o/.s%*%(idcnt-dclta%*%unos) 
cc.valp_svd(cc%*%delta)$d #[1:2) 
ce. vctp_sqrt(k)*svd(cc)Sv(, 1 :2) 
write(cc. valp, "ccvalps" ,ncol=k) 
writc(cc. vccp,"ccv¡x:ps" ,nco1=2) 
coord.c_matrix(O,k,2) 
coord.c[,l)_sqrt(cc.valp(l J)'cc.vccp[, 1) 
cootd.c[,2j_sqrt(cc.valp[2J)*cc.vccp[,2J 
wrile(t(coord.c),"coord.c",ucol=2) 
win.graph() 
par(ccx=.75, pty"'"s") 
plot(coord.c[,l :2), xlabo:"", ylab;,"", typc="n", axes=F, xlím=c(-12,12), ylim~c( -10, lO)) 
axis( 1, poso:(), lty= 1, labels"'F) 
axis(2, pos=O, lty=l,labels~F) 
text(coord.c[, 1:2], censos) 
par(bty="n") 
par(bty="o",ccx=l) 
title(main="Dinámica con respecto a los estados 

87.53% de la incrda explicada", sub,."Gráfica No. 1") 
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#Cálculo de la matriz compromiso W 
alfa matrix(O,k, 1) 
alfa=( 1/sqrt(sd.valp[ 1 J))*(sum(dclta%*o/onorma. w)) *delta% •%sd.vccp[, 1 J 
w_matrix(O,n,n) 
w _alfa[ l]•w 1 +alfa[2] •w2+alfa[3]•w3+alfa( 4]•w4+alfa[ 5)*w5+alfa( 6 ]•w6+alfa[7 J •w7 
writc(alfa,"alfa") 
writc(t(w),"w",ncol=n) 
wd_w 
wd.valp_svd(wd)$d 
wd.vccp_sqrt(n)•svd(wd)Sv[, 1 :2[ 
writc(wd. valp,"wdvalps" ,ncol=n) 
writc(wd.vecp,"wdvccps",ncol=2) 

11 Generación de coordenadas de la imagen euclidiana compromiso 
coord.comp_matrix(O,n,2) 
coord.comp[, 1 ]_sqrt(wd. valp[ 1 ))*wd. vccp[, 1 J 
coord.comp[,2 ]_sqrt(wd. valp[2])*wd.vccp (,2) 
\vrite(t(coord.comp),"coordcom" ,ncol=2) 
win.graph() 
par(ccx=O. 75, pty="s") 
plot(coord.comp[, 1 :2),xlab='"' ,ylab="", typc="n'',axcs=F,xlim=c( -1 O, 15 ),ylim=c( -5, 1 O)) 
axis(l,pos=O,lty=l, labcls=F) 
axis(2,pos=O,lty= 1, labcls-=F) 
tcxt(coord.comp[, 1 :2), estados) 
par(bty="n") 
Jegcnd( -20, 8, lcgend=cdos 1 ,density=-99) 
legcnd(20, H, legend=cdos2,dcnsity=-99) 
par(bty="o",ccx= 1) 
titlc("Rcprescntación compromiso de los estados 

87.96% de la inercia explicada", sub="Gráfica No. 2") 

# Correlaciones de las variables con los ejes compromiso 

cotl_ matrix(O,p,2) 
cot 1 [, 1 :2)_(1/p)•t(x l.std)%•%svd(wd)$v[, 1 :2) 
writc(t(cotl),"cotl.",ncol=2) 
cot2 _ matrix(O,p,2) 
cot2[, 1 :2)_(1/p)•t(x2.std)%•%svd(wd)$v(, 1 :2] 
writc(t(cot2),"cot2",ncol=2) 
cot3 _ matrix(O,p,2) 
cot3[, 1 :2)_( l/p)•t(x3.std)%•%svd(wd)$v[,l :2[ 
writc(t(cot3),"cot3",ncol=2) 
cot4 _matrix(O,p ,2) 
cot4[, 1 :2J_(l/p)•t(x4.std)%•%svd(wd)$v(.l :2) 
writc(t(cot4),"cot4",ncol=2) 
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cot5 _ matrix(O,p,2) 
cot5[, l :2L( l/p)*t(x5.std)%0o/.svd(wd)$vf, l :21 
writc( t( cot5 ), "cot5" ,ncol"' 2) 
cot6_ matrix(O,p,2) 
cot6{, l :2L( llp)•t(x6.std)%•o/.svd(wd)$v[.l :21 
write(t(cot6),"cot6",ncol=2) 
cot7 _ matrix(O,p,2) 
cot7(, 1 :2)_( l/p)•t(x7.std)%*%svd(wd)$v[,1 :2J 
writc(t(cot7), "cot7",nco1=:2) 
variables_ c(l :6) 

win.graph() 
par(ccx"'0.75, pty="s") 
plot(cot 1[, 1:2j,xlab::"con eje l",ylab"'"con eje 11", type""n",a.xcFf',xlitn"'c(O, 1 ),ylim~'c(·0.4,0.8)) 
axis( 1 ,pos"'O,Ity=l ,Jusz 1) 
axis(2,pos"'O,ltr-l,las= 1) 
text(cot ll,l :2), variablcs,adj=O) 
par(bty="n") 
legcnd( 1.1, O. 7, legcnd=titvar ,density=-99) 
par(ccx"'l,btr-"o") 
títlc("Corrclaciones oonlos ejes compromiso: 1930", sub"'"Gráfica No. 3") 

wín.graph() 
par(ccx=0.7S, pty="a") 
plot(cot2[, 1 :2J,xlab""con eje l",ylab"""con eje 11", ty¡lC"'"n",axcs=F,xlim'"c(O,I),ylim"'c( ·OA,O.S)) 
axis( l,pos=O,Ityz l,lus"'l) 
axís(2,pos"O,Ity= l,lus"' 1) 
text(cot2[,1 :2l,variablcs,adj:=O) 
par(bty="n") 
1egcnd(l.l. 0.7, legend=titvar,dcnsíty=·99) 
par(ccx"' l,bty-"'"o") 
titlc("Corrclacíoncs con los ejes compromiso: 1940'',sub.,"Gráfica No. 4"} 

win.¡raph() 
par(ccx=O. 7S,pty="s") 
plot(cot3[, 1 :2J,xlab="oon eje l".ylab"'"COll eje JI", type"'"n",axcs=F,xlim"'c(O,l),ylím""<:(·0.4,0.8)) 
axis(l,pos=O,ltyzl,lus=l) 
axís(2,pos=O,Ityz 1 ,las= 1) 
text(cot3[, 1 :2j, variables,adi'=O) 
par(bty="n") 
legend(LI, 0.7,1egend"'títvar,dcnsity=·99) 
par(ccx=l,btyz"o") 
titlc("Corrclaciones con los ejes compromiso: l950",sub"'"Gnifíca No. 5") 
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cot5_ matrix(O,p,2) 
cot5(, 1 :21_( lfp)*t(xS.std)'Y .. ••v.svd(wd)$vl, 1:21 
writc(t(cotS),"cot5",ncol=2) 
cot6_ matrix(O,p,2) 
cot6{,1 :2L(Ifp)•t(x6.std)%*%svd(wd)$v(, 1 :2) 
write(t(cot6),"cot6",ncol=2) 
cot7 _ matrix(O,p,2) 
cot7[,1 :2 U lfp)*t(x7 .std)%*o/.Svd(wd)$v[,l :21 
writc(t(cot7),"cot7",ncol=2) 
variablcs_c(l:6) 

win.graph() 
par(ccx=0.75, ply'=''s") 
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plot(cotl(,l :21,xlab="con eje l",ylab="con eje 11", t}pc="n",ax.cs"'F,xlim=c(O,I ),ylim~·c(-0.4,0.8)) 
axis( l,pos=O ,lty= !,las= 1 ) 
ax.is(2,pos=O,lty= l,las=l) 
text(cotl[,l:21,variablcs,adj=O) 
par(bty="n") 
legcnd( 1.1, O. 7, lcgend=titvar,density=-99) 
par( ccx= 1, bty=" o") 
titlc("Corrclacioncs con los ejes compromiso: 1930", sub="Grática No. 3") 

win.graph() 
par(ccx=0.75, pty="s") 
plot(cot2(,1:21,xlab="con eje 1",ylab="con eje 11", typc="n",axcs'=F,xlim'"C(O,J),ylim=c(-0.4,0.8)) 
axis(l,pos=O,Ity= l,Jaso: 1) 
axis(2,pos=O,Ity= l,Jas= 1) 
text(cot2(,1 :2}, variables,adj'=O) 
par(bty="n") 
legend( 1.1, O. 7, Jcgcnd=titvar,dcnsity=·99) 
par(cex=l,bty="o") 
dtle("Correlacioncs con los ejes compromiso: 1940" ,sub="Grática No. 4") 

win.graph() 
par(cex=O. 75 ,pty=" s") 
plot(cot3[,1:2},xlab="con eje 1",ylab="con eje 11", typc="n",axcs=F,xlím=c(O,l),ylim=c(·0.4,0.8)) 
axis( 1 ,pos=O,Ity= l,las= 1) 
axis(2,pos"'O,lty= 1 ,las= 1) 
tcxt(cot3( ,1 :2[, variablcs,adj=O) 
par(bty="n") 
legend(l.l, 0.7, legend=titvar,dcnsity=-99) 
par(ccx=l,bty="o") 
titlc("Corrclaciones con los ejes compromiso: 1950",sub="Gráfica No. 5") 



\\m.graph() 
par(cex=O. 75,pty="s") 

J(),J 

plot(cot4[,1:2J,xlab="con eje l",ylah="con eje 11", typc="n",axcs=F,xlim=c(O, 1 ),ylim==c(-0.4,0.8)) 
axis(! ,pos=O,Ity= 1 ,las= 1) 
axis(2,pos=O,Ity= 1 ,las= 1) 
text(cot4[,1 :2J,variablcs,adj=O) 
par(bty="n") 
lcgend(l.l, O. 7, legend=titvar,dcnsity=-99) 
par(cex"' l,bty="o") 
titlc("Correlacioncs con los ejes compromiso: l960",sub~"Gráfica No. 6") 

win.graph() 
par(cex=O. 75,pty="s") 
plot(cot5[,1:2J,xlab"'"con eje l",ylab="con eje U", typc="n",axcs=F,xlim=c(O, l),ylinr=c(-0.4,0.8)) 
axis( 1, pos=O, Ity= 1, las= 1) 
axis(2, pos=O, Ity= 1, las= 1) 
text(cot5[,1:2J, variables, adj=O) 
par(bty="n") 
lcgcnd( 1.1, O. 7, lcgcnd=titvar,dcnsity=·99) 
par(cex= l,bty="o") 
titlc("Correlaciones con los ejes compromiso: 1970'',sub•="Gráfica No. 7") 

win.graph() 
par(cex=0.7S,pty=''s") 
plot(cot6[,1:2J,xlab="con eje l",ylab="con eje 11", type="n",axcs"'F,xlim=c(O,l),ylim=c(-0.4,0.8)) 
axis( l,pos=O,Ity= 1 ,las= 1) 
axis(2,pos=O,lty= 1 ,las= 1) 
tcxt(cot6f, 1 :21, variablcs,adj=O) 
par(bty="n") 
lcgcnd(l. 1, 0.7,lcgcnd=titvar,dcnsity=-99) 
par(eex= l,bty="o") 
titlc("Corrclacioncs con los ejes compromiso: l980",sub=''Gráfica No. 8") 

win.graph() 
par(,cex=O. 7S,pty="s") 
plot(cot7[,1:2J,xlab="con eje l",ylab="con eje 11", typc="n",axcs=F,xlim:=c(O,l),ylim=c(-0.4,0.8)) 
axis( l,pos=O,Ity= 1 ,las= 1) 
axis(2,pos=O,Ity= 1 ,las= 1) 
tcxt(cot7[, 1 :2J,variablcs,adj=O) 
par(bty="n") 
legcnd(l.l, 0.7, legend=titvar,density=-99) 
par(ccx: 1 ,bty="o") 
titlc("Correlacioncs con los ejes compromiso: 1990",sub=''Gráfica No. 9") 



RUTINA No. 2 

N Constmcción de trayectorias de individuos 

tray.tab l_.matrix(O,n,2) 
tray.tablj,l l_(l/sqrt(wd.valp[ l)))twl%*%wd.vccp(,IJ 
tray.tabl[,2l_(l/sqrt(wd.valp[2)))twl%*%wd.vccp[,2J 
writc(t(tray.tab l),"traytab 1 ",ncol=2) 
tray.tab2_matrix(O,n,2) 
tray.tab2[,1 )_(1/sqrt(wd.valp[ l)))*w2%*%wd. vccp[,l J 
tray.tab2[,2 U 1/sqrt(wd. vnlp[2])) •w2%*%wd. vccp(,21 
writc(t(tray.tab2),"traytab2",ncol=2) 
tray.tab3 _mal rix(O,n,2) 
tray.tab3[,1 U 1/sqrt(wd.valp[l ]))tw3%*%wd. vccp[.l J 
tray.tab3[,2]_(1/sqrt(wd.valp[2J))•w3%*%wd.vccp[,2J 
writc(l(tray.tab3),"traytab3",nco1"'2) 

tray.tab4_matrix(O,n,2) 
tray.tab4[,1 U 1/sqrt(wd. valp[ 1 )))•w4%*%wd.vccp[,l) 
tray.tab4 [,2)_( l/sqrt(wd.valp[2J))•w4%*%wd. vccp[,2 J 
writc(t(lray.tab4),"1raytab4",ncol=2) 
tray.tabS _ matrix(O,n,2) 
tray.tabS[,l U 1/sqrt(wd.valp[ 1 J))•w5%*%wd. vccp(,1J 
tray.tabS[,2]_(1/sqrt(wd.valp[2JWwS%*%wd.vccp[,2) 
write(t(tray.tabS),"Iraytab5",ncol=2) 
tray.tab6_matrix(O,n,2) 
tray.tab6[, 1 U 1/sqrt(wd.valp[ 1 J))•w6%*%wd.vecp[,l) 
tray.tab6[,2L( 1/sqrt(wd. valp(2JWw6%•%wd. vccp[ ,2] 
writc(l(tray.tab6),"traytab6",ncol=2) 
tray.tab7 _matrix(O,n,2) 
tray.tab7[,1 U 1/sqrt(wd.valp[l J))*w7%•%wd.vccp[,l J 
tray.tab7[,2J_( 1/sqrt(wd.valp[2J))•w7"/o*%wd.vccp[,2J 
write(t(tray.tab7),"traytab7",ncol=2) 

11 Gráficas de las trayectorias 

Ira y. todo_ cbind(tray .tab l,t ray .tab2,tray. tab3,tray.tab4,tray. tab5 ,tray.tab6,tray.tab 7) 
Occha_c(l, 3, S, 7, 9, 11) 
primcoor_c(l,3,5,7,9,11,13) 
segcoor_c(2,4,6,8,10,12,14) 

xx.todo_malrix(0,32,7) 
yy.todo_n~atrix(0,32, 7) 
xx.todo _tray .todo[,primcoor] 
yy.todo_tray.todo[,scgcoorj 
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xxl_matrix(0,8,7) 
yyl_matríx(0,8,7) 
xxl _tray.todo{ 1 :ll,primcoorJ 
yyl_tray.todo{ l·R,scgcoor( 

xx2_matrix(0,8, 7) 
yy2_matrix(0,8,7) 
xx2_tray.todo[9: 16,prímcoorJ 
yy2 _ tray.todo[9: lti,scgcoorl 

xx3_matrix(0,8,7) 
yy3_matrix(0,8, 7) 
xxJ _tray,todo[ 17:24,primcoorl 
yy3 _tray.todo(l7 :24,segcoor) 

xx4 _matrix(0,8, 7) 
yy4_matrix(0,8, 7) 
xx4_tray.todo[2S:32,primcoorl 
yy4 _Ira y .todo{25: 32,scgcoorJ 

win.graph() 
par(cex==O. 75, pty="m") 
matplot(l(xx.todo), t(yy.todo), xlab="nacímicntos, dcfuncionc;s ymatrimoníos", 

ylab,."divorcios", typc="l", col=l,lty=:l, axes=F, xlim='t(·I0,20), ylim=c(-10,15)) 
axis(l, pos=O,IIy=l,labels=F) 
axis(2, pos=O, lty= l, labels=F) 
par{cex=l, bty=''o") 
titlc("Trayt.'Ciorias de estados: 1930-1990", sub="Gráfica No. 10") 

win.graph() 
par(cex=O. 75, pty="m") 
lllltplot( t(xxl ), l(yy 1 ), xlab="nacimientos, defunciones y matrin10nios", ylab="divorcios", 

type="p", col=l,lty=l, axcs=F, ylim"'c(·S,IS)) 
axis( 1, pos=O, lty=: 1, labels=F) 
axis(2, pos=O,Ity=l,labels=F) 
arrows(tray.todo[ 1 :S,flccha), tray.todo[l :&,flecha+ IJ, tray.todo[l :R,flccha+2(, 

tray.todo[l:8,tlccha+3), size=0.2, opcn=TRUE) 
par(bty="n") 
legend(-5, 13,lcgcnd=cstndosll[l:lll, dcnsity=-99) 
par(cex=l, bty="o") 
titi\.'("Traycctorias de los estados 1", sub="Grática No. 11") 
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win.graph()rl 
par(cex"'0.75, pty:="m") 
matplot( t(xx2), t(yy2), xlab"'"nacimicntos, defunciones y matrimonios", ylab="divorcios", 

typc="p", col=l,lty=l, axes=F, xlim=c(-5,20)) 
axis(l, pos=O, lty=l,labels=f') 
axis(2, pos=O, lty=l,labcls=F) 
arrows(tray.todo[9: 16,11cclla), tray.todo[9: 16,1lccha+ l), tray.todo[9: 16,11ccha+2), 

tray.todo[9: l6,11ccha+3], size=0.2, opcn=<TRUE) 
par(bty="n") 
lcgcnd(-S, 6,lcgcnd=cstados8[9:16), dcnsity=-99) 
par(ccx"'l, bty="o") 
title("Traycdorias de los estados JI", suh="Gráfica No. 12") 

win.graph() 
par(cex=0.75, pty="m") 
matplot( t(xx3), t(yy3), xlab=''nacimientos, defunciones y matrimonios", ylab=-"divorcios", 

type="p", col=l,lty=l, axcs"'F, xlim=c(-7.5,7.5), ylim,.,c(-7,7)) 
axis(l, pos=O,lty=l,labels=F) 
axis(2, pos=O, lty= 1, labcls=F) 
arrows(tray.todo[ 17:24,11cclla), tray.todo[ l7:24,flccha+ 1), tray.todo[ 17:24,11ccha+2), 

tray.todo[l7:24,11ccha+3), size"'0.2, opcn=TRUE) 
par(bty="n") 
legeod(7, 6,lcgcnd=cstados8[17:24), dcnsity=-99) 
par(cex=l, bty="o") 
titlc("Traycctorias de los estados 111", sub="Gráfica No. l3") 

win.graph() 
par(cex=0.7S, pty="m") 
matplot( 1(""4), t(yy4), xlab="nacimientos, defunciones y matrimonios", ylab="divorcios", 

type="p", col=l,lty=l, axcs=F, xlim=c(·S,IO), ylint=c(-5,7)) 
axis(l, pos=O,lty=l,labcls=F) 
axis(2, pos=O,Ity=l,labcls"'F) 
arrQws(tray.todo[2S :32,11ccha}, tray.todo(2S:32,11ccha+ 1), tray.todo[25:32,11ccha+ 2], 

tray.todo[2S:32,tlccba+3), size=o0.2, opcn=TRUE) 
par(bty="n") 
legcnd(2, 7, legend=cstados8[2S:32), density=-99) 
par(ccx"'l, bty="o") 
title("Traycctorias de los estados IV", sub="Gráfica No. 14") 
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win.graph() 
par(cex=0.75, pty="m") 
matplot( t(xx4), t(yy4), xlab="nacimicntos, defunciones y matrimonios", ylabc="divorcios", 

type"'"p", col"'l,lty=l, axes"'F, xlim=c(-5,1), ylim=c(-5,7)) 
axis(l, pos=O, lty= 1, labcls=F) 
axis(2, pos=O, lty= 1, labcls=F) 
arrows(tray.todo[25:32,flceha], tray.todo[25:32,flecha·1-l), tray .todo(25 :32,flceha·t·2], 

tray.todo[25:32,flceha+3), size=0.2, opcn=TRUE) 
par(bty="n") 
legend( O. 2 5,6, lcgcnd=cstados8 [ 25:3 2], dcnsity'=-99) 
par(ccx=l, bty="o'') 
titlc("Traycetorias de los estados IV. 

Acercamiento", sub="Oráfica No. 14"') 

RUTINANo.J 
N Caso en el que el espacio de variables se mantiene ftjo 

N Matrices de productos escalares entre variables 
vi_( 1/(n-1 Wt(x l.std)%•0/oX l.std 
v2_( 1/(n·l ))•t(x2.std)W%x2.std 
v3 _( l/(n-l))tt(x3. std)%•%x3.std 
v4_( 1/(n·l ))•t(x4.std)%•o/oX4.stdO 
vS _( 1/(n·l ))•t(xS.std)""•o/oXS.std 
v6_( 1/(n·l ))•t(x6.std)%•%x6.std 
v7 _( 1/(n-1 ))•t(x7 .std)%•%x7 .std 

N Salvar 
write(vl,"vl",ncol=6) 
write(v2,"v2",ncol"6) 
writc(v3,"v3",ncol=6) 
writc(v4,"v4",ncol=6) 
write(vS,"v5",ncol=6) 
write(v6,"v6",ncol=6) 
writc(v7 ,"v7'',ncol=6) 

##Cálculo de la matri:t de productos escalares entre objetos vi, vj: (tr(v(i)*vfj))) 
s2_matrix(O,k,k) 
for(i in 1 :k) [ 

forfj in 1 :k) { 
s2 [ i j l_trace.x (scan(paste("v" ,i,scp="") )%•%scau(paste("v" j ,sep=""))) 

} 
} 

writc(s2,"s2",ucol=7) 
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11 Cálculo de la nom1a de la matriz vi: raiz(tr(v(i)•v(i))) 
norma.v_matrix(O,k, 1) 
for(i in !:k) norma.v[iJ..sqrt(s2[i,i]) 
write(nonna. v,"norma. v") 

11 Matriz de pesos de los estudios; en este ejemplo se asignaron 
11 pesos idénticos para cada uno de ellos. 

delta2_( llk)'diag(k) 

11 Valores y vectores propios de s2.dclta 
s2.delta s2%•'Yadelta2 
sd2.valp_eigen(s2.dclta)$valucs 11[1:21 
sd2. vecp _ sqrt(k) •eigcn(s2. delta )$vectors(, 1 :21 
writc(sd2.valp,"sd2valps") 
writc(t(sd2. vccp ),"sd2vccps" ,nco1=2) 

11 Generación de coordenadas de la imagen Euclidiana de las tablas 
coord2_matrix(O,k,2) 
coord2[, 1 )_sqrt(sd2. valp[ 1 ))'sd2. vecp(,1 J 
coord2[,2)_sqrt(sd2.valp[2])•sd2.vccp[,2] 
writc(t(coord2), "coords2",nco1=2) 

#Imagen Euclidiana centrada de las tablas 
ident_diag(k) 
ce2_matrix(O,k,k) 
ce2_(ident-unos%•%dclta2)'Yo•%s2%•o/o(idcnt-<lelta2%•%unos) 
ce2.valp_svd(ce2)Sd 1#[1:2] 
ce2.vecp _sqrt(k)•svd(cc2)$v[,1 :2] 
writc( cc2. valp," cvalps2 ") 
writc(cc2.wcp, "cvccps2",ncol=2) 
coord.c2_matrix(O,k,2) 
coord.e2[,1 )_sqrt(ce2.valp[ 1 ))'cc2.vccp[,l] 
coord.c2 (,2)_sqrt(cc2. valp[ 21)'cc2. vcep[,2 J 
write(t(coord.c2), "coordsc2",nco1=2) 

win.graph() 
par(cex"'0.75, pty="s") 

. plot(coord.c2[, 1:2],xlab="",ylab=" ", type="n", axcs=F, xlim"c(-4,4), ylim=c(-0.8,0.6)) 
axis(l, pos=O, 1ty= 1, las= 1) 
axis(2, pos"'O, lty= 1, las= 1) 
te"t(coord.c2[, 1 :2), censos) 
par(bty="n") 
par(cex= 1 ,bty="o") 
titlc(main="Dinámica con respecto a las variables 

99.14% de la inercia c:.:plicada", sub="Gráfiea No. 15") 
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# Cálculo de la matriz compromiso v 
alfa2 _matrix(O,k, 1) 
alfa2_dclta2%'%sd2.vccp[,lf 
v _matrix(O,p,p) 
vjl/sum(alfa2))f(alfa2( 1 j•v 1 + alfa2(2J'v2 + alfa2[3]'v3 + alfa2J4l'v4 + alfa2[5J'v5 + 

alfa2(6J•v6 + alfa2(7J•v7) 
write( t( v ), "v" ,ncol=n) 
vm v 
vm;alp .. svd( vm)$d 
vm.vccp_sqrt(p)'svd(vm)$v[,l:2j 
writc(vm. valp, "vmvalps",ncol=n) 
write(vm.vccp,"vntvccps",ncol=2) 

# Oeneraci6n de coordenadas de la imagen euclidiana co111promiso 
coord2.comp_matrix(O,p,2) 
toord2.comp[, 1 l_sqrt(vm. valp[ IJ)'vm.vccp(, 1 J 
coord2.comp(,2 j_sqrt( vm. valp(2j )'vm. vecp[,2 1 
writc(l(coord.comp),"coordcom.2",ncol"'2) 

win.graph() 
par(ccx=0.75, p(Y""s") 
plot(coordl.comp(, l:2j,xlab""",ylab=" ", typc="n", axcs=f, xlim=c(·2.5,0.5),ylim"'C(·I ,3)) 
axis(l, pos=O, I(Y"l, labcls"'F) 
axis(2, pos=O, lty= 1, labcls::f) 
text(coord2.comp[,l:2), variables) 
par(bty="n") 
lcgcnd(0.25, 2.5,lcgend=titvar,dcnsity=·99) 
par(ccx= l,bty="o") 
titlc("Rcprcsentación compromiso de 

variables demográficas'', 
sub="Gráfica No. 16") 

# Correlaciones de las variables con los ejes compromiso 
cotvl_ matríx(O,n,2) 
cotv 1[,1 :2)_(1/n)'(x2.std)%*o/.svd(vm)$v[, 1 :2) 
writt(l(cotvl),"cotv2",ncol=2) 
cotv2_ matrix(O,n,2) 
c:otv2[,1:2U lfn)'(x2.std)%*%.svd(vm)$v[, 1:21 
write(l(cotv2),"cotv2",ncol=2) 
cotv3_ malrix(O,n,2) 
c:otv3[,1 :2J_(Ifn)'(x3.std)%*%svd(vm)$v[,l :21 
writc(t(coÍV3),"cotv3",ncol=2) 
cotv4 _ malrix(O,n,2) 
cotv4[,1 :2)_( l/n)'(x4.std)%•'Yas\'d( vm)$v[, 1 :2J 
write(t(cotv4),"cotv4",ncol"'2) 
cotv5 _ matrix(O,n,2) 
cotv5(, 1 :2]_( 1/n)*(x5.std)%*%svd( vm)$v[,l :21 
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writc(t(cotv5),"cotv5",ncol=2) 
cotv6_ matrix(O,n,2) 
cotv6[, 1:2 U 1/n)•(x6.std)%'o/.svd(vm)$v[, 1 :2) 
writc(t(cotv6),"cotv6",ncol=2) 
cotv7 _ matrix(O,n,2) 
cotv7[, 1 :21_( 1/n)'(x7.std)%•o/.svd(vm)$v(,1 :2) 
write(t(cotv7),"cotv7",nco1=2) 

RUTINA No.4 

1# Construcción de trayectorias de individuos 
tr2.tab 1_matrix(O,p,2) 
tr2.tab 1[,1 U 1/sqrt(vm.va1p( 1 J))tv1 %'%vm. vecp[, 1 J 
tr2.tab 1 [,2 U 1/sqrt(vm.va1p[2)))'v1 %'%vm.vecp[,2) 
write(t(tr2.tab1),"tr2tab 1",nco1=2) 
tr2.tab2_matrix(O,p,2) 
tr2.tab2(,1 J_(1/sqrt(vm.va1p[ 1 J))'v2%•%vm.vccp[,1) 
tr2.tab2(,2J_(1/sqrt(vm.va1p[2)))'v2%•%vm.vecp[,2) 
write(t(tr2.tab2), "tr2tab2", ncol=2) 
tr2.tab3_matrix(O,p,2) 
tr2.tab3(,1)_(1/sqrt(vm.va1p[ 1 )))'v3%'%vm.vccp[,1) 
tr2.tab3[,2)_(1/sqrt(vm.va1p[2)))'v3%'%vm.vccp[,2J 
write(t(tr2.tab3),"tr2tab3",nco1=2) 
tr2.tab4_matrix(O,p,2) 
tr2.tab4[,1)_(1/sqrt(vm.va1p(1J))'v4%•%vm.vccp[,1) 
tr2.tab4[,2)_(1/sqrt(vm.valp[2)))'v4%'%vm.vecp[,2) 
write(t(tr2 .tab4 ),"tr2tab4",nco1=2) 
tr2.tab5 _matrix(O,p,2) 
tr2.tab5[,1 U 1/sqrt(vm.valp[ 1 J))'v5%'%vm.vecp(,1) 
tr2.tab5(,2)_(1/sqrt(vm.valp[2)))'v5%'%~m.vecp[,2) 
write(t(tr2.tab5),"tr2tab5",ncol=2) 

tr2.tab6_nlatrix(O,p,2) 
tr2.tab6(,1)_(1/sqrt(vm.valp(l)))'v6%'%vm.vecp[,1) 
tr2.tab6[,2)_( 1/sqrt(vm. valp(2)))'v6%'%vm.vccp[,2] 
write(t(tr2.tab6),"tr2tab6" ,nco1=2) 
tr2.tab7 _matrix(O,p,2) 
tr2.tab7[ ,1 U 1/sqrt(vm. valp[ 1 J))'v7%•%vm. vccp[,1 J 
tr2 .tab7[,2)_( 1/sqrt(vm. valp[2 )))'v7%•%vm. vccp[,2) 
write(t(tr2.tab7),"tr2tab7",nco1=2) 

# Gráficas de las trayectorias 
tray2 .todo_ cbind(tr2. tab l,tr2. tab2.tr2. tab3 ,tr2. tnb4 ,tr2.tab5,t r 2.tab6,tr2. tnb 7) 
tlcx:ha_c(l, 3, 5, 7, 9, 11) 
primcoor_c(1, 3, S, 1, 9, 11, 13) 
scgcoor_c(2, 4, 6, 8, 10, 12, 14) 
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xx2.todo_matrix(0,6, 7) 
yy2.todo _matrix(0,6, 7) 
xx2.todo_tray2.todo[,primcoorJ 
yy2.todo_tray2.todo[,scgcoor) 

win.graph() 
par(cex=0.75, pty="m") 
matplot(l(xx2.todo), t(yy2.todo), typc="b",lly=l, xlab="", ylab="", col=!, axcs=F, xlinFc(-

2.5,0), ylim=c(-1,2.5)) 
axis(!, pos=O, lty=l,labcls=F) 
axis(2, pos=O, lty=l, labcls=F) 
ss_c( 1,2,3,4,S,6) 
arrows(xx2.todo[,ss), yy2.todo[,ssJ,xx2.todo[,ss+l), yy2. todo(,ss+ 1 J, sizc=0.2, opcn=TRUE) 
par(bty="n") 
lcgcnd(-1, 1.5, legcnd=titvar, dcnsity=-99) 
par(bty="o",cex= 1) 
title("Trayectorias de las variablcs",sub="Gráfica No. 17'') 

win.graph() 
par(ccx=0.75, pty="m") 
matplot(t(xx2.todo),t(yy2.todo), typc="b", lty=l, xlab="", ylab="", col=l, axcs='F, 

xlim=c(·2.5,·2), ylim=c(·l,l.2)) 
axis( 1, pos=O, lty= 1, labels=F) 
axis(2, pos=-2, lty=J, labels=F) 
SS _e( 1,2,3,4,5,6) 
arrows(xx2.todo[.ss J, yy2.todo[,ss ),xx2.todo[,ss+ 1), yy2.todo[,ss+ 1 J. sizc=0.2, opcn=TRUE) 
par(bty="n") 
lcgcnd(·2.2, l, lcgend=titvar, density=-99) 
par(bty="o'',cex=l) 
titlc("Traycctorias de las variables. 

Acercalllicnto",sub="Gráfica No. 17' ") 
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