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INTRODUCCION

La amplia difusién que ha tenido el empleo del método del elemento finito
en todas las ramas de la ingenierfa no ha sido indiferente a la mecanica de suelos ni a la
mecdnica de rocas. El método se ha vuelto una herramienta comdn para el andlisis de
problemas geotécnicos.

Es necesario reconocer sin embargo que generalmente los resultados
obtenidos no son tolalmente confiables debido principalmente a las Incertidumbres que
afectan los parametros del modelo constitutive con el que se representa el
comportamiento de los maleriales. Estas incertidumbres pueden tener su origen en la
falta de Informacién sobre dichos parametros, a la variacién espacial de los mismos y en
las imprecisiones en las que se incurre en las pruebas de campo y de laboraterio,

La inceridumbre en los propledades de los maleriales se refleja
directamenie en los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos calculados. De ahi el
inferés que presenia para los ingenleros geotécnicos el poder contar con una
metodologia que permila evaluar la incertidumbre. sobre los resullados a porlir de la
incertidumbre sobre las propiedades de los materiales, es decir con el método del
elemento finlto "estocastico”.

En lo presente tesis, se desarrolla una melodologia simplificada que
permite precisamente alcanzar el objetivo anterior.

Se recurre a una técnica de segundos momentos-primer orden, Es decir
que para describir la incertidumbre sobre los parGmelros, se usa exclusivamente su valor
medio, su desviacién esidndar, v una malriz de coeficlentes de correlacidn entre los
parametros de fodos fos materiales considerados. Cada uno de fos anteriores elementos
mencionados influye de un modo directo sobre los resuitades, de modo tal que los
mismos se obtienen asimismo como un valor esperado, una desviacién estandar o
coeficienfe de variacion y coeficientes de correlacion enlre los diferentes resullados.

El modelo con el cual se define el comportamienio de los materiales
puede ser fanto fineal, como no lineal, B considerar un modelo no lineal involucra
generaimente mayor nimero de pardmefros. Asl, en el presente trabajo se recurre al
modelo hiperbdlico de Kondner-Duncan que requiere la delerminocién de nueve
pardmetros, en tanlo que el modelo lineal solo requlere la determinacién de dos: el
mddule de elasticidad E y la relacién de Poisson v. Se implementa un andlisls de
incerlidumbre en un programa desarrollade con base en la técnica del elemento finito
que puede ser utilizado lanto para maleriales cuyo comportamiento es lineal como para
materiales cuyo comportamiento no es lineal, pero se da un énfasis especial a la
interpretacion de resultados para maleriales con comportamiento netamente no lineal
por ser éste un caso antetiormente no tratado en programas de andlisis estocdstico.

Dentro del mélodo del elemento finlto estocdstico basado en un enfoque
de primer orden, se requiere del calculo de funciones como la esperanza, la varianzay la
covarianza a partir de las derivadas de la funcién de comportamiento que define los
asentamientos, los desplazamientos y los esfuerzos en 1os nodos y elementos. Tomando en
cuenta que en e} caso de materiales con comportamiento no lineal, esta funcién no es
explicita, para calcular fas derivadas se utiliza en este rabajo un método numeérico que
data def siglo pasado, denominado “Métodao de los Cacientes Polinomiales”.
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El tema que se aborda a lo largo del presente escrito es por tanto el
método del elemento finito estocdastico considerando Ia no linealidad de la relacién
esfuerzo deformacién. No se busca validar el modelo de Kondner-Duncan sino
implementar un método numérico que permita calcular en forma externa a un programa
preexistente la desviacién estandar de los desplazamientos y sus respectivos coeficientes
de variacién y eventualmente realizar un andlisis de cuales son los pardmetros que
influyen mas directamente sobre los resultados obtenidos. El algoritmo desarrollado
podria adaptarse faciimente a programas basados en ofras leyes constitutivas.

Cabe finaimente subrayar que, dado que son muchos los factores que
Introducen incertidumbre en los pardmetros y por tanto en los resullados, es necesario
definir con claridad en el momento de realizar un andiisis de este tipe cual o cuales de
ellos se estan tomando en cuenta. Por ofra parle, la incertidumbre que se atribuye a
cada pardmetre puede variar de un analista a olro en funcién de su experiencia y de los
esfuerzos que haya redlizado para obtener datos experimentales fidedignos. El método
del elemento finite estocastico es por tanto una herramienta de empleo delicado pero
potencialmente muy Uil para infroducir un grade mayor de realisme en los andlisis hasta
hoy deterministas.



CAPITULO 1

DESCRIPCION PROBABILISTA DE MEDIOS GEOTECNICOS.

1.1- ESTADISTICA, BANCOS DE DATOS Y PROBABILIDAD.

La incertidumbre sobre las propledades de los maleriales geotécnicos se
debe a ftres factores principales: la ausencia de Informaclén que conduce a
estimaciones subjetivas, la variacién espaclal que solamente puede evaluarse a través
de un numero limitado de pruebas y la falta de precisién en las determinaciones tanto de
campo como de laboratorio. _

Slempre se ha buscado describir las incerlidumbres relativas a las
propiedades de los materlales geotéchicos en un sitio u obra determinado recurriendo a
la estadisticay a la teorfa de la probabilidad.

Asl, para describir las variaciones espaciales de las propledades, se ha
ulliizado la estadistica descriptiva (tablas, histogramas, gréficos, comelaciones) que
permite presentar de modo compacto un gran nimero de datos o informacién
recolectada sobre las propledades geotécnicas de un sitio 0 de una obra geotécnica
particular. Un ejemplo extremo de este enfoque lo constituye el libro de Marsal y Mazari
sobre el subsuelo de la ciudad de México (1959) que ha sido utilizado por los ingenleros
de varlas generaciones para definir los programas de exploracién de sitios dentro de la
cltada ciudad con el fin de diseiiar las fundaciones.

La versibn moderna de la presentacién y almacenamiento de resultados la
conslituyen las bases de datos. Estas bases han tenido amplia difusién en varias partes del
mundo, aunque existe diversidad de criterios en cuanto a la Informacién que debe
almacenarse en elias, a rlesgo de excederse en la misma, y debldo al hecho de
enconirarse no sélo a disposicién de especlalistas y sino también del piblico en general.

Las bases de datos son de este modo, verdaderos sistemas de datos para
la aplicactén al disefio de obras por medio de experios en el tema, donde el éptimo
empleo estd adn por definirse.

Los mélodos avanzados de andlisis de datos que se aplican en la
actualidad en geolecnia (andlisis factorial y en componentes principaies en particular),
constituyen una extensidén de la estadistica descriptiva.

La estadistica descriptiva no implica necesariamente suponer la
existencia de un modelo probabillista. Aceptar un modelio de este tipo y considerar las
propiedades del suelo como variables aleatorias es no obstante necesario si se ha de
recurrir a la inferencla estadistica. Esto Ultimo constifuye un punto de controversia.

De acverdo a lo deslacado por Malheron (1965), el conceplo de variable
aleatorla implica las siguientes dos condiciones:

a} la posibiiidad tedrica de repetir la experiencia por medio de la cual ia
variable ha sido definida,

b) la independencia entre ias relaciones sucesivas de la experiencia.

Estas dos condiciones no se satisfacen estriclamente cuando la
experlencla consiste en determinar ias propiedades geotécnicas de un suelo, dado que
la prueba no puede ser repetida en un mismo punto de la masa de suelo. Pero por ofra
parte puede admitirse que la determinacién realizada en puntos distintos constituye una
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misma experienciy, reconociendo que existe cierta dependencia enlre los resultados
obtenidos en punios vecinos. Por mucho tiempo ha sido ighorada esta dependencia.

El ndmero de resultados, la posicion relativa y la dimensidn de las muestras
son faclores importantes. Uno de los campos de aplicaciéon de la modelacién de las
propiedades geotécnicas por medio de variables y campos alealorios en ios que se ha
empezado a fomar en cuenla la dependencia espacial es ei seguimiento en el control
de la compactacién en obras de tierra {Auvinet y Abaziou, 1993).

En forma general, para la representaciéon de las incertidumbres sobre los
pardmetros del materiai se utilizan uno de los dos modelos siguientes:

a) Modelacién por medio de variables aleatorias.

b} Modelacién por medio de campos aleatorios.

A continuacldn se presentard una pequefia resefia sobre la teoria de la
probabliidad con el fin de recordar las ecuaciones y conceplos a utilizar. En la misma se
hace referencia a las propiedades de las variables aleatorias y campos aleatorios.

1.2- NOCIONES DE PROBABILIDAD.

La teoria de la probabilidad considera el problema de un experimento
que puede orlginar varios resultados. A la lista de todos los resultados posibles y
mutuamente excluyentes de un experimento se le llama espacio muesiral. Un evento es
cualquler subconjunto de un espacio muestral.

La ided intuitiva de probabillidad se relaciona con la frecuencia relativa
de ocumrencia de un evenio. Por fanto las probabllidades deben ser fracciones entre “0"
y "1". Enfonces supdnguase que un experimento tiene asociado un espaclo muestral §, Una
probabiildad es una funcién de valor numérico que asigna un ndmero P(A} a cada
evento A de tal manera que son validos los siguientes axiomas:

1.P[A)20

2P(8)=1

3. Si Ay, Az..., 5 Una sucesion de evenlos mutuamente excluyentes, es
decir, ANA = @ para loda | #] , entonces:

P[ A} ZP (4,) ()

De acuerdo con el axioma (3) se llega a la conclusiéon de que si A y B son
aventos mutuamente excluyenles:

P(A v B)=P(A) +P(B) {2)

Las variables aleatorias son valores numéricos asociados a los resultados
de los experimenlos; en términos formales una variable aleatoria es una funcion de valor
real cuyo dominlo es un espacio muestral, Se las puede dividir en dos categorias para
simplificar el trabajo. Los resullados que se originan en datos de conteos se llaman
variables aleatorias discretas. En tanto que las que no son discretas con frecuencia
pueden clasificarse como continuas. Representaremos una variable aleatoria por medio
de una letra mayUscula comio por ejemplo X 0 Y. Los valores numéricos redles que puede
asumir una variable alealoria se representardn medlante mindsculas, como por ejemplo x

ey.



1.2.1- DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBABILIDAD

Se dice que una variable aleatoria X es discreta si puede tomar sélo un
numero finito, o un numero infinilo contable, de valores posibles .

En este caso y de acuerdo a los axiomas con anterioridad presentados se
tiene lo sigulente:

1.P(X=x) = p(x)20.

2,59 (X=x)=1, siendo la suma con respecto a todos los valores posibles de x.

A la funclén p(x) se le llama funcidn de probabiidad de X.

A ia funcion de probabilidad se la lama a veces funcion de masa de
probabilidad de X para dar la Idea de que se apiia una masa de probabllidad en puntos
discretos.

Con frecuencia conviene hacer una lista de las probabilidades de una
variable aleatoria discreta, en forma de tabla. Esta lista es un modao de representar la
distibucién de probabilidad de X.

La funclén de distribucién Flb) de una variable X se define coma:

F(b)=P(X <b) (3)
§I X es discreta:
b
F(b)= 2 plx) (4)

slendo p(x) la funcién probabllidad. A la funcion de distribucian se le lloma
a veces funcion de disiribucidn acumulade.

Como antes enunciamos, la probabilidad es la frecuencia relativa a largo
plazo de que suceda un evenio, entonces se puede interpretar una distribucién de
probabilidad como la frecuencia relativa a large plazo de los resultados numéricos
asociados con un experimento,

A continuacién presentaremos la determinacion de medidas numeéricas
descriptivas (o pardmetros) para caracterizar p(x). Definremos de este modo la
esperanza, la varianza, y la desviacién estandar de la poblacion.

Bl valor esperado o esperanza matemdiica de una variable aleatoria
discreta X que tiene una funcién p(x) de probabliidad estd dada por:

Els)= 2 ox.px) (5)
{La suma es con respecto a todos los valores de x para los cuales p(x)>0).
A veces se emplea la notacion:
Efx]=p {6)
Si X es una variable aleatoria discreta, cuya funcién de probabilidad es

p(x) y g(X) es cualquier funcién de X con valor real, entonces el valor esperado de g(X)
estd definido por:

E[g(X)]= 2. g(): plx) (7)



La varianza de un conjunto de mediciones es la media del cuadrado de
las desviaclones de dichas mediciones con respecto a su media. Asi, se desea enconirar
la esperanza de ia funcién g(X)=(X-z)2.

VIX) = El(X-up] (8)
a veces se uliliza ia notacion:
ElfX-up] = o? (?)

El valor minimo que puede tomar o? es cero, y eso sélo sucede sl toda la
poblacién foma un Unico valor (esto es, si X toma un valor constante con probabillidad
uno). La varianza se hace mas grande en la medida que se esparcen mas los puntos con
probabilidad positiva.

Obsérvese que la varianza eleva al cuadrado las unidades de medida.
Una medida de variacién que mantiene las unidades originales es la desviacion
estdndoar. La desviacién estdndar de una varlable aleatoria X es la rafz cuadrada de la
varianzaq, y estd definida mediante:

o=vo' ="E[(X - p)’] (10)

1.2.2- DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE PROBABILIDAD.

Las variables aleatorias antes mencionadas son discretas; cada una sélo
puede asumir un nimero finito, o un ndimero infinito mensurable de valores. Pero muchas
de las variables aleatorias parecen tener en la préctica mas de un conjunto mensurable
de valores positivos. Es decir que no se puede ellminar ningin valor como resultado
posible de una observacion. Es por ello que se define a la variable aleatoria X como
confinua si puede tomar el numero Infinito de valores asoclados con Intervalos de
ndmeros reales, y hay una funcion f(x), llamada funcidn de densidad de probabilidad, tal
que:

1.f(x)20toda x.

+

2. ff(x)-dr=l

3.PasX sb)=j Jx)-dx

Nétese que para una variable aleatoria continua X:

I’(A"——-a):J.f(x)-dx (i

para cualquier valor especifico de a. No debe preocupar el hecho de que se deba
asignar probabllidad cero a cualquier valor especifico, ya que hay un nimero infinito de
valores posibles que puede asumir X,

La asignacion de probabilldad cero a un evento no lo elimina como
posible sino sélo dice que la probabllidad de ocurrencia de ese valor exacto es
exiremadamente pequeiia,

La funcién de distribucion de un varlable aleatoria X se define como:



F(b)=P(X <b) {12)
b
)= | f(x) ds na)

-3

Nétese que la derivada de F es: F*{x)=f{x).

Presentaremos a continuacion el modo de determinacidn de medidas
numéricas descriptivas {o pardmefros) para caracterizar a p(x). Definremos de este
modo la esperanza, la varianza, y la desviacion estandar de la poblacién.

Como en el caso discreto, con frecuencia se desea resumir la informacién
contenida en una distribucion de probabilidad calculando los valores esperados de la
variable aleatoria y determinadas funclones de la misma.

Asi el valor esperado de una variable aleatoria continua X que tiene una
funcién de densidad de probabilidad fix), estd dada por:

Efx}= fx-f(x)-dx {14)

5i X es una variable aleatoria continua cuya distribucién de probabilidad
es f{x), y sl glx) es cualquier funcidn X de valor real, entonces:

E[g(x)]= _rg(x)-f(x)-dx (15)

Las definiciones de varianza y de desviacion esténdaor son vélidas tamblén
para el caso continuo, razén por la cual no serdn mencionadas.

1.2.3- DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD MULTIV ARIABLES.

Se pueden definir diversas variables aleatorias en el mismo espacio
muestral. Por ejemplo en el caso de las propiedades de un suelo, podemos irabajar con
dos: el médulo de deformabilidad E y el coeficiente de Polsson v. En este caso estamos

frente a una distribucion de probabilidad bivariable o distribucion de probabilidad
multivariada.

Entonces, sean X, y X dos variables aleatorias discretas. La disiibucidn de
probabilidad conjunta de X, y X; esta representada por:

pix1x2) = PIX1=x1.Xo=xs) (16)
definida por los nimeros reales x v x. A la funcion pix,x) se le llama

funcitn de probabilidad conjuntade x y .
Las funciones de probabilidad marginal de X, y Xz, respectivamente, estén

reprasentadas por:
m(xn)=ZP(xuxz) 7)

Pz("’z):‘zl'(*"v"z) (18)
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Para estudiar el caso continuo, primero recordarernos que para el caso de
una dimensién si f(x) representa la funcién de densidad de probabilidad de una variable
cieatoria X, entonces f(x} representa a la curva de frecuencia reialiva, y las
probabitidades del tipo P [asX<b} quedan representadas por dreas bojo esta curva.

I
P(aSXSb)==j'f(x)-dx (19)

a

Supdngase que se desea conocer el comportamiento conjunto de dos
variables aleatorlas continuas, por ejemplo, X; y X. El comportamiento de la frecuencla
relotiva de esas dos variables aleatorias se puede modelar mediante una funcién
bivariada, f{x, %}, que forma una superficie de probabilidad, p frecuencla relativa, en
tres dimensiones. En la figura siguiente se itustra dicha superficie.

La probabilidad de que X, quede en algin intervalo de X; se representa
entonces como un volumen bajo tal superficle. Asi,

by g,
P(”ISXISaz*blSX?.5b2)=.rff(xl’x2)'dxl rdxy (20)
b

Obsérvese que la integral anterior simplemente es el volumen bdjo la superficie de la
figura sigulente:

fi)

X2
fig 1.1 - Probabilidad de que X quede en un intervalo de X;

Asf como se calcularon las probabilidades univariadas, o marginales, para
variables discrefas, se puede delerminar la funcidn de densldad univariada para X1 en el
caso continuo, sl se integran los valores de Xo. Asf la funcién de densidad marginal de X,
que es fi () esta dada por :

g
filx)= Jf(xu"z)'d"z (21)

-
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lgualmente, la funcion de densidad marginal de X2, que es fa(x} estd
representada por:

tw

fz("'z)“ jf(*"lr"’z)"‘"n (22)
Se dice que dos variables aleatorias son independientes si;
PIXi=x1, Xo=xa) = P(Xi=X1) . P Xe= X2) (23)

para todos los nimeros reales x; y x. Una idea semejante se aplica al caso
de variables aleatorias continuas:

1051sXe) = F1 (060). Lo X2) . lnfn) (24)

para cualesquiera numeros reales X;,X2,....Xn.

sCoémo caleular valores esperados de funciones de mas de una variable
alealoria?. Supéngase que las variables aleatorias discretas (Xi,Xo) tienen una funcién de
probabilidad conjunta dada por p(x;,x2}. $i g(X;, X2} es cualquier funcién de valor real de
X1 X2, entonces:

E[S(Xx»"f'z )]= 2 2.elxx) A m) (25)

La suma es en todos los valores de (x,xz} para los cuales p(x;,x2}>0 . Si
(X1.%2) son variables aleatarias continuas con funcidon de densidad de probabilidad
f(x;. %), entonces:

E[g(x,,x,)]= TTg(xl,xz)- (w2 ) -dxy (26)

~(D-Q

SI X y %2 son independientes, entonces, segin la definicién anterlor se
deduce facilmente que:

Eg(x,)-x, )| = E[glx,)] -] x,)] (27)
Una funcién de dos variables que tiene mucho interés en problemas

probabilisticos y estadisticos es la covarianza,
La covarianza entre dos variables aleatorias X y X; se define como:

cov(x,,x,) = E[[x, - ) (¥, - )] (28)

siendo; _
m=E(Xi) ¥y p2 =ErXa) (29)

Otro modo de calcular la covarianza a lravés de la esperanza es el
siguiente:

COV X1 Xa)= EfX 1 Xal =i pa2 (30)
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Es dificil ulilizar la covarianza como una medida absoluta de Ila
dependencia porque sy valor depende de la escala de mediclén y por consiguiente es
dificil determinar si una covarianza en particular es grande a simple vista. Se puede
eliminar este problema al estandarizar su valor, ulilizando el coeficiente simple de
corelacién lineal. £l coeficientfe de comelocion lineal de poblaclton, p, se relaclona con
la covarianza y se define como:

Cov|X,,X,)

gy o

P {31)

donde o, y o2 son las desviaciones estdndar de X; y Xz, respectivamenie.
Puede demostrarse que el coeficiente de comelacion p satisface la desigualdad -1sps+l.
As, -1 & +1 implica una correlacion perfecta, con todos los puntos de la muestra sobre
una linea recta. £l valor p=0 implica covarianza igual a cero y ninguna correlacion,

Por lo tanto si Xz ¥ X\ son dos variables aleatorias independientes:

COVXo.X)] =0 (32)
£l signo del coeficiente de corelacion depende del signo de la

covarianza, Asi, un coeficiente de corretacion positivo indica que %; crece cuando X;
crece. Un coeficiente de cormrelacion negativo implica que Xz decrece cuando X; crece.,

1.2.4- CAMPOS ALEATORIOS.

Un modelo Gtil para representar las varlaciones aleatorias espaciales de
determinada variable es el proceso estocastico espacial, también conocido como
campo aleatorio (Alonso, 1979; Auvinet, 1991; Honjo,1991). Los valores tomados para una
variable G(X) en punios X de un dominio de RP (p=1, 2 6 3) en estudio se consideran
como una reglizacion o funcién-muesira de una funcién aleatoria que puede ser descrita
por parédmelros ya definidos como son la esperanza, la varianza, la autocovarianza, el
coeficiente de autocomelacion y ia funcidn de disiribucion de probabilidades{Auvinet,
Bouayed, Mrabel, 1995):

Por simplicidad, se acepta a menudo que el valor esperado es constante
en el dominio {evenluaimente después de remover alguna tendencia determinista) y que
la autocovarianza depende solamente de la distancia © vectorial entre los dos puntfos X;
y X2 {campo estacionarlo en el sentido amplio).

clx,. X, ) =clx, - X, ) =C(r) (33)

Si esta hipdlesis es aceptada, fa varianza de G{X) es constante a, todo el
dominio y el coeficlente de autocarrelacion puede ser escrito del modo siguiente:

pr(X1.Xe) = peft) (34)

Los anteriores parametros y funciones pueden ser estimados de los
resulfados de sondeos continuos o de muesiras discretas. En el primer caso el valor
esperado se evalta utilizando el estimador pg:



By =%-j‘ﬁ'(X)-dX (35)
0

donde L es la longitud de la perforaclon.
Del mismo modo, el estimador de autocovarianza es:
1 ,
C(Auw)= Z.jp(x)-ﬂ(x + Ad) - dX ~ (36)
0

donde v es un vector unitario en la direccién de la perforacién y A es un
escalar,

Por otra parte, en el subdominio A (segmento, superficie, volumen), Ia
esperanza del valor medio de la variable G(X) es (Papoulis, 1985):

E[F,]|= i- J; F(X)-dX (37)

y su varianza es:

1
—E{J‘ F(X)-dXJ} (38)

[
AR ]—EZ[FA]Z-I;-{EI [exy.ax-[Fx)-ax
A A A

AL ;lz—.:.‘.J;E[F(Xl).F(X,)].dX,.M, —::7. JA' { E[F(x,)). 2| F(x,)) ax,.dx, (39)
y por lo tante: V[FA]=::—2-.J. f (X, X,)-d, -dX, (40)

Esta férmula representa el bien conocido efecto de escala estadfslico. La
varianza del valor medio de una propiedad aleatoria decrece con el incremento del
subdominio A discretas, Este efecto hace importante el especificar las dimensiones de los
subdominios donde se presentan los resultados carespondientes a la dispersion de ias
propiedades. La covarlanza entre los valores promedios asociados a dos dominios con ©
sin superposicién es: '

COV[FA,FA:ﬁ-HqX,,X,).dx, dX, (4

El modelado de una propiedad ufilizando un campo de variables
aleatorias definidas en un dado dominio A hace posible el estimar el valor medio de esta
propiedad en un subdominio A; (discreto o continuo) para los valores obtenidos por
muestreo en ofro subdominio A, discretas. Conslderando los valores medios Fai ¥ Faz ,
respectivamente en A, y Az, y aceptando que su distribucion de probabilidad conjunta
sea Gaussiana se obtiene:
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E[FA‘IF,,' ]: E[!{,}]-b- P 'Eﬁ“'[’% ~L«'[ﬁ4 ” (42)

V[F 1P, [=V[F, (- 4) (43)

donde pv es el coeficiente de correlacion de Fai y Faz que puede ser
obtenido utilizando las ecuaciones antes mencionadas.

Puede verse que en general, el conocimiento del campo en un
subdominio A, conduce a la coreccién del valor esperado y a la reducclon de la
varianza del valor medio en el dominio A; . En la practica, dependiendo de la estructura
de la correlacién del campo y de la posicion relativa de A y Az, la situacién es
generalmente intermedia entre los siguientes casos extremos:

. si Fay y Faz no se encuenfran comeiaclonados, entonces py=0 y la informacion
recolectada en A no reduce las incertidumbres en Faz,
o sl Fa; y Faz se hallan totalmente correlacionados, entonces pv=1y Fa) = Fa.

1.3- APLICACION A MEDIOS GEOTECNICOS.

Los conceplos anferiores pueden aplicarse a medios geotécnicos.
Conviene subrayar lo sigulente:

a) El modelo de variable aleatoria simple o mdltiple puede ser adecuado
cuando se pretende describir la incertidumbre asoclada a falla de informacién o baja
confiabllidad de fos datos experimentales,

b) Por el conlrario, para describir la variacién espaciat de las propiedades
de un material deniro de un dominio dado, el modelo mas adecuado es el de campo
alealorio puesto que permile fomar en cuenta la dependencia enire valores de las
propiedades en punto distintos, Si existen datos obtenidos mediante observaciones de
campo, es convenlente en este caso frabdjar con un campo aleatorio condicional
respecto a esfos valores medidos, Lo anterior se puede llevar a cabo faclimente si se
acepla la hipblesis de que el campo es gaussiano. En este caso, las esperanzas y
varianzas que se asighan a subdominios del medio (por ejemplo elementos finllos o
grupos de ellos) se pueden oblener por formulas andlogas a las ecuaciones [42) y [43).

En un caso u en ofro, se podrd definr ia incerlidumbre sobre ias
propiedades de diferentes zonas del medio geotécnico estudiado mediante una matriz
de covarianza que contendrd en ia diagonal ia varianza de las diferentes propiedades
dlealorias consideradas y fuera de la diagond las covarianze: anire estas diferentes
varlables. '



CAPITULO 2

METODO DEL ELEMENTO FINITO ESTOCASTICO.

2.1- BASES DEL MEF LINEAL Y NO LINEAL.

2.1.1- METODO DEL ELEMENTO FINITO LINEAL.

El método del elemento finito es una extension de los métodos matriciales
de andllsis estructural. Histéricamente, esta fue Ia forma en la que se desarroilé el método
y es la que resulta mas alractiva para los ingenieros civiles. Sin embargo, es posible
considerar el método del elemento finlto, desde un punto de vistka mucho mas general,
como un caso particular del llamado méfodo de los resicluos ponderados que se plantea
a continuacién. Esta generalizacién permite la aplicacién del método del elemento finito
a una mayor varledad de problemas. Enire estos los muchos que vienen expresados en
términos de ecuaciones diferenciales y acompafiados de condiclones de conforno
Impuestas a las funciones incdgnitas (Lienkiewicz y Morgan, 1983).

2.1.1.1 Principio general del mélodo de los residvos ponderados.

Sea una funcién @ definida en una regién Q cuya frontera es una curva
cerrada I, Para evaluar en forma aproximada la variacién de esta funcién en el dominio

de interés, se intenta encontrar una funcién © definida como:

M
=¥+ a,N,z® | (44)

m=]

tal que en la frontera \W/r = /r y N,/r = 0 y escogiendo los pardmetros an de tal manera
que se logre la mejor aproximacién a @.

Las funciones Ny, lamadas funciones bdsicas deben seleccionarse de tal
manera que la aproximacién mejore conforme aumenta el nimero M de funciones. Una
condicién obvia de convergencia es que el conjunto de funciones basicas sea tal que la
ecuacion anlerior puedo represenfar adecuadamente cualquier funcién cuando
M—>» o, B estudio de las condiclones en las que puede darse esta condicién es uno de
los temas principales del andlisis funcional.

Definiendo al residuo o error Ry como : .

Rq=0- ) (45)

El método de los residuos ponderados consiste en minimizar la funcién error
imponiendo que un nimero apropiado de integrales de error, ponderadas de diferentes
maneras, sean nulas, es decir:
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W@~ ®)dq= [WRqdQ=0 (46)
Q Q

donde W ;1 = 1,23, ..M es un conjunto de funciones de ponderacion
independientes.

Sustiluyendo la expresién de @ en la ecuacion {44), se obliene un conjunto
de M ecuaciones lineales simultdneas con los coeficientes an como Incégnitas, es decir :

KNa)=(f (47)

donde:
(@"=(a,, ay ay .. ay) (48)
Kim = f W,N dW 1<, msM {49)
fi= j';;/,(cl)—~‘P)dQ 15l M (50)
Q1

Una vez caiculadas las integrales anteriores, la resolucién del sistema de
ecuaciones lineales planteado permite definir la aproximacion buscada.

Las funciones de ponderacion pueden escogerse en muchos maneras. Una
de las mds sencllios consiste en tomar :

=N (51)

En este caso, el mélodo se conoce como de Galerkiny se liene :

Kim = J.N, N, dQ 1s,msM [matriz simétrica) (52)
a

fi= [N, (@-¥)d0 151sM (53)
Q

La seleccion de las M como funciones de ponderacién lleva a un
planieamiento particularmente sencillo cuando se frata de funciones orfogonales, en el
senlido del andlisis funcional, es decir funciones tales que

m

.[N.N dQ =0 para l#m (54)
o

2.1.1.2 Aplicacién a la resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales

El planteamiento anterior parece de ulilidad limitada puesto que
solamente permite obtener una aproximacién para una funcién conocida. Sin embargo
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puede ser fambién de gran utilidad para evaluar funciones desconocidas que han de
satistacer determinada ecuacién diferencial.

Si se considera la expresion siguiente sobre Q) :
A@) =L D+ p=0 (53)

donde £ es un operador diferencial lineal y p es una funcién
Independiente de ®. La ecuacién anterior estd sujeta a las condiciones de fronfera sobre
I’ (por ejemplo condicién de Dirichlet o de Neuman):

M
B(®) =7/t,[w+ Z::,,.N,,]«» 1=0 (56')
m=1
B(@)=. y+0+1r=0 (56")
B@) =0+ r=0 (56)

donde % es un operador lineal y r es independiente de @ .
Nuevamente, se buscard una aproximacion del {ipo:

M
¢=¥+) a,N,=d (57)

m=1

Si la funclén ¥ y las funciones bdasicas M, se escogen de tal forma que,

sobre I';
B@) =M.+ r=0 (58"")
MO+ =0 (58')
(AER (58)
M. No=0 m=12... )

enlonces O satisface automaticamente las condiciones de froniera.
Por otra parle, si las funciones Nn son continuas sobre W, y todas sus
derivadas existen, es posible escribir:

a_d ¥ M oav,

——E szt '

d\. - L%: (% -1 o

(60)

&

;o v v M AN,
&2 = dcz = &2 +mZ-[Im—;%'T~ {61)
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y asi sucesivamente.
Se buscard que ¢ safisfaga aproximadamente la ecuacion diferenclal.
Sustituyendo @ por ® en esta ecuacién queda un residuo

N n M
Ro=A@)= LO+p= LY+ a, LNu+ p (62)
m=1

Si se aplica el método de los residuos ponderados buscando hacer Ry = 0
en todo el dominio €2, se escribird:

M
ijndQ=j'W, { LY+ a, LNn+ p)IQ=0 (63)
1] Y]

m=1

lo cual da, paral=1,23..M:

[K}(a)=(f) {64)
donde ahora:
k= [ 1 LN 42 IshmsM  (65)
Q
fi= = [#pdQ~ [ 4vd0 1sisM  (66)
Q 1]

Después de estimar las integrales anteriores, el sistema de M ecuaciones
puede serf resuelto para determinar las incégnitas G,

Se cuenta en esta forma con una melodologia para estimar la funcién ©
en el dominlo deinterés,

Si las condiciones de frontera no son satisfechas aulométicamente, es
posible generdlizar el planteamiento anterior e incluir en el residuo global el residuo de la
ecuacion diferencial sobre la frontera escriblendo:

f WA+ j 7, B(®)ar =0 (67)
Q r

donde W,yW, pueden escogerse o no en forma independiente. Esle
planteamlento conduce asimismo a un sistema de ecvaciones lineales que permite
satisfacer en forma aproximada tanto la ecuvacion diferenciadl en W como la
correspondiente a las condiciones sobre la frontera I

El mismo procedimiento puede aplicarse a sistemas de ecuaciones
diferenciales. En términos generales, se buscard enlonces una funcién desconocida
(<D)T=(<D,, Q, ...)tol que se satisfagan en una regién 1 clertas ecuaciones

diferenciales :
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A= 0]
A= A [@®)=0; sobreQ (68)

sujelas a las condiciones de fronlera

1"34@):: o‘}
B(@)=] B, (@)= 0 ! sobre I (69)

Dominio Qy contorna T
B{®)=0 e del problema

Subdominio (@
{elemento)

fig 2.1 {lienkiewicz & Taylor, 1968)

Para cada elemento del veclor (9)' = (<D1, d, ) se buscara una
aproximacion:;

M

¢, =Y, »eram,Nm’l =, (70)
m=1

" M

(I)z = \PZ +Zam¢le Eq): (7])
m=l1

Aplicando el método de los residuos ponderados simulidneamente a los
residuos de las ecuaciones diferenciales sobre el dominio y sobre la fronterq, se puede
escribir el siguiente conjunio de ecuaciones :
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IWu/‘n (‘f) )dQ + J W,_,Bl ((f) ¥dl' =0 (72)
Q [

[ Wa sty (@) v (W28, (@) = 0 (73)
f T

La resolucidn de este sistema permite oblener lo aproximacion deseada.

2.1.1.3 Aplicacidn al andlisis de esfuerzos y deformaciones en medios continuos elasticos

Como aplicacion de lo vislo en el inciso anlerior, se considerard el
problema del andlisis de esfuerzos y deformaciones en un medio elastico bidimensional,
Este problema requiere la solucion de un par de ecuaciones diferenciales acopiadas.

Las incdgnitas basicas en este caso son los desplazamientos vy v en las
direcciones x e yrespectivamente, es decir;

u
(@) U (74)
(@) = (4, v) 74)

Las deformaciones, y por tantq o estyerzos, pueden expresarse en funcion
de estos desplazamientos.

[ a ]
£, 2’
)= & =) 5 74O s
Tol e &
& &)
donde:
- .
9y
a P .
A= 0 — 76
& (76)
g 9
¥ &

y, en el caso parlicular del estado plano de esfuerzos



o, o v 0 te

o, |=—lv 1 0 | & {77)
1 (-v? 1-v| ’

tly 0 0 "";’—'" yxy

(o)=[Dke) (78)

donde E y v son el médulo de elasticidad y la relacién de Poisson del
material.
El sistema de ecuaciones de equilibrio puede escribirse :

or
do, p—24 X

aé: 2” = LDI®D) + (X) = .LY0) +(X) = 0 (79)
xy+ y Y

—
& @

A@) =

en el dominio bidimensional £, donde X ¢ Y son fuerzas volumétricas unitarias.
Las condiciones de frontera para un problema de este tipo son esfuerzos o
desplazamientos impuestos. Se puede tener por tanto:

o0 T, 0, 1 .
B(®) = 2 |=0 sobre I', (80)
o.hn TN, —1,
y
u-i .
B(®) = [ ~J: 0 sobre I'y (81)
Y

donde 1.y 7y son los cosenos directores de la normal a ™ orientada hacia
ofvera y f, £, # y ¥ son respectivamente los esfuerzos y desplazamientos
especificados.

Se adoptardn ahora como funclones basicas unas funciones M iguales a 1
en el nodo |, a cero en los demas vértices del elemento y nula fuera de los elementos no
conectados con el nodo |, tanto para v como para v . El uso de este tipo de funcién
béaslca conduce a que el pardmetro g asociado a la funcién de forma M sea igual a la
aproximacién del valor de @ en el nodo |. Las condiciones de frontera sobre I'y se
cumplen automaticamente y por ofra parte no es necesario infroducir fa funcion V. La
aproximacioén global puede entonces escribirse : ‘
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donde

R 1 M
O = (i} = Z N, (D,) (82)
4 m=1
(fb,,)=("”j (83)
vm

Las deformaciones en un punio cualquiera son :

donde:

()= L(D) (84°)
M M
(=LY N, (@,)= X [Bu] @) 184)
m=1 m=]
N, 0
& AV,
(%
Bo)= dN=| 0 —= 85
[Ba] 3 (85)
Ny Ny
L& & |

La anulacion de residuos para las ecuaciones de equilibrio en términos de
ssfuerzos puede escribirse

jzﬂﬂﬂ(ﬂ fB,WLdF:O 86)
n T,
&, & s

J (E—"- + ; + X)W, d2+ j (G, +m, %, ~ i JHdl =0 e
fn T

IA, W,,dQ2+ J'B,W;tho . (88)

1] Iy

[ &, % [z g - i i

(—-':“+ -;3,“4- V)W, dC2+ (n7,y 1,0, - ‘y)Wl,zdf =( {89)
n T,



donde:

&=[D]. (¢)

o=[D].L(d)

Usando el tecrema de Green eslas ecuaciones se vuelven :

-[(6, =2+ &, =2 - W, N)dQ+ [ (8 on,+ 7 yn, YW, +
0 2 P rgr,
[ G+, m, - L)W dl =0
Ty

. My Wy A & N T
-, 228, 5 Tl [Gyn, + &)W, dl
fn g,

+I(%xynx +@,n, = 1, )W ,dl =0
r"

Sl las funclones de ponderacién se escogen de tal forma que

W,=W,=0 sobre T,
’71,1 = ‘Wl,ur,
W=,

Las ecuaciones anteriores pueden esctribirse en forma compacta :

[« W)'GdQ - [W,XdQ - [Widr =0
4] f Ty

donde:

(90')

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(93)

(96)

(97)

(98)
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W, =[W” 3 J (99)

En particular, si se adopta:

W =W, =N, (100)

WI,I = W_l.z ==Nyr, [101)

Las condiciones anteriores se cumpleny el sistema se escribe :

1q

i[j [B,][PB..]410, = [V XxdQ+ [mtar (102)
ms h] r,

y puede escribirse también bajo la forma de un sistema de ecuaciones
lineales:

[Kk®)=(F) (103)

donde la matriz [K]yelvector (f) se obtlienen. Sumando las contribuciones

de las mafrices y vectores de los diferentes elementos cuyos componentes se definen
como:

kem= [[B}1'[D][BS] 40 1<hmsM (104)
nl
fi= (NXdQ+ [ Nitar 1<1sM (105)
a rs

en esta Ultima expresion, la integral sobre T'; solamente existira para los

lados de elementos que forman parte de I';.

Lo anferlor se aplica a elementos bidimensionales poligonales de cualquier
forma. Se verifica facimente que la matriz [K] coincide en este caso con la makiz

obtenlda por andlisis de rigidez.
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2.1.2- METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS NO LINEAL.

Los problemas que pueden tratarse por el método de los elementos finitos
lineal estan regldos por ecvaciones diferenciales lineales. En ia mecanica de sélidos
elasticos ésto estaba implicito en la forma lineal de las reiaciones deformacion
desplazamiento: ¢ = S.u, siendo § un operador lineal apropiado (Lienkiewicz, 1948).

Para el caso de problemas de tension plana, las deformaciones se
expresan del modo sigulente:

2] J
— {|= o0
£, 17,9 12,3
o Jd||u
e=ls, |=| — |=| 0 —U (106)
& |\
LN
\y &) |y o]
a=D{s-g,)+a, (107)
[
I v 0
p=t 10 (108)
me—— | Y
1--V2 (1-v)
e )
2

En diversos problemas no se preserva tal linealidad, y para ello se requiere
vlilizar procedimientos numéricos que permitan tratar dichos problemas.

Cuande la relacién esfuerzo deformacién es ne lineal y dependiente de la
historia de esfuerzos, se han de ulilizar procesos incrementales en pasos pequefios, siendo
estos esenciales para obtener resuliados que tengan sentido fisico.

Son muchos los procedimientos generales de solucién y muchos mas los de
aplicacién a casos particulares. Por ello solamente se hard referencia a aquellos que se
encuentran dentro del contexto del presente frabajo.

Para la solucidn de los problemas no lineales se requiere de alguna forma
de iteraciéon. Las técnicas que las involucran serdn a continuacién brevemente
menclonadas.

2.1.2.1- El método de Newton-Raphson.

Es el método de mas rapida convergencia para la solucion de problemas
no lineales, siempre que la solucion inicial esté deniro de la llamada “zona de
atraccion”. De hecho es el Unico procedimiento en que la convergencia es cuadratica.

Nétese que para una lteracién se puede aproximar hasta el primer orden,
de la forma:
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: dy '
wait) = w(a;,l)+(———} da’ =0 (109)
2] ntl
donde | es el contador de iteraciones, que comienza de la forma;

; >
Gy =6, ¥ %:m =Ky , siendo ésta Oliima la matriz de rigidez correspondiente a la

n

f2/]
direccion tangente. La correccién que se aplica a cada iteracién surge de la primera de
las ecuaciones presentadas en el actual inciso, y corresponde a:

Ky, da, =~y (110)

e, =~(K5) " v )

Una serle de aproximaciones sucesivas da:

a,',',l1 =a, + Aay = ay,, +da, (112)
1
Ad =D da (113)
k=1

Bl proceso es el que se muestra en la figura siguiente, Puede observarse
que la convergencla es rapida,

Qn alnn % i

fig 2.2 - Método de Newton-Raphson

La necesidad de infroducir el incremento total Ad' » y su almacenamiento
quizd no sea obvia aqui, pero de hecho es esencial si la no linealidad es dependiente de
la trayecioria,
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Las principales caracter(sticas de éste método son las siguientes:

1. Se debe formar y resolver una nueva matriz Ky para cada iteracion;

2.En algunas ocasiones se requiere ulilizar procedimientos de solucion para
ecuaciones asimétricas, a pesar de que inlcialmente la matriz K sea simétrica.

2.1.2.2- El método de Newton-Raphson maodificado.

La variante que presenta respecto al método ya explicado consiste en
reemplazar a la rigidez variable K’r por una aproximacion constante K, con ello se

obtiene la siguiente expresion:
da! = -K7 Wiy (114)

Asf E; puede ser la matriz de la primer iteracion o puede corresponder

incluso a la de algun paso previo {inicial) Ko .
De esle modo el procedimiento convergerd en general a una velocidad
mas lenta, En este procedimiento la zona de "atraccion” svele ser mayor.

2.1.2.3- Método incremental de secantes de cuasi Newton.

Una vez que se ha realizado la primer iteracién con el método de Newlon
Raphson normal o modlificado se obtliene:

dal = -K7 i,y (115)

se pvede enconfrar una pendiente secante, como se muestra en la
siguiente figura, de ol modo que :

da = (k)" (i - v) (116)

Expresion que puedae ser utilizada para calcular aa?, por medio de:
-1 .
day ={K7) " {win) 17)
para i>1 se puede escribir da' =(

g;)".(q,’) (118)

-
donde (K'.) se determina de al forma que se tiene;

¥

dat = {K) - ) =&)L (119)
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Para el sislema presentado en la figura, la determinacion de K| es rivial y
la convergencia es casi tan rapida como con el proceso de Newton Raphson.

Mélodo secante comenzando con una
1\ prediccién Ke

Afn

Ag?

]

Qn anﬂ an*l Q3n+l

fig 2.3 - Mélodo incremental de secantes de cuasi Newton.

2.1.2.4- Conslderaciones generales sobre los métodos incrementales y aplicacion.

Algunos de todos los métodos iterativos que existen fueron presentados en
los incisos anteriores. Los mismos proporcionan las herramientas esenclales para la
solucion de todos los problemas no lineales en los que se uliliza la discretizacion por
medio de elementos finitos. No nos hemos referido a los métodos iterativos directos tales
como el de gradiente conjugado y ios métodos de relajacion dindmica en los que se
realiza un andiisis transitorio expiicito para llegar a la solucién estatica.

De los mélodos que se han presentado, el ulllizado en el programa
FEADAMB84 (Duncan ef al , 1984) usado en la presente tesis es el incrementa! de Newlon-
Raphson en el cual se Infroduce la varlante de utilizar dos lleraciones para cada
incremento de carga. La primera uliliza un valor del médulo tangente correspondiente al
del inicio del Incremento, La segunda uliliza el médulo consecuencia de considerar el
valor medio de los esfuerzos durante el incremento en cuestion.

Forzando al segundo médulo a ser el correspondiente al valor medio de los
esfuerzos para el incremento se adopta una especie de modulo secante, con lo cual,
dentro de dicho incremento se considera al suelo como de comportamiento lineal. Por
ello en la medida que se adopte un mayor nimero de estratos para representar al
proceso constructivo, mas se acercara el comportamiento modelado al real.
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2.2- ANALISIS DE INCERTIDUMBRE.

A conlinuacion se presentan técnicas que permiten estimar, en primera
aproximaclén, la Incertidumbre que afecta los resultados del método del elemento finito.

Infroduciendo en el método del elemento finito parametros caracterizados
por sus valores esperados y por alguna medida de las incertidumbres que los afeclan
como sus varlanzas, se busca obfener los valores medios y la dispersion de los
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos en el problema en cuestion.

Este problema fiene particular Interés para la mecanica de suelos y rocas
debldo a las grandes incerlidumbres que afeclan generalmente a las propiedades de

estos materiales.

2.2.1- METODO DE MONITE CARLO.

Esie mélodo también denominado “simulacién de Monte Carlo” utiliza
técnicas de simulacion y estadistica con el fin de cuaniificar la incertidumbre de la
respuesta.

El procedimienic empleado es el siguiente:

Seleccionando por muesireo aleatorio unos juegos (Xi, Xz, ...X »} de los
pardmetros que rigen un determinado fendmeno es posible evaluar la funciéon un ndmero
de veces fal que, del andlisis estadistico de los resulfados surjo la densidad de
probabilidad a fravés de un histograma . La princlpal limitaclén de este mélodo es su
convergencia extremadamente lenta. Sin embargo, si el ndmero de variables es
pequeiio, es posible aumentar su eficiencia recuniendo a la aproximacién muitipuniual
de Rosenblueth {Rosenblueth, 1975). Esta aproximacion deja sin embargo de ser practica
para un nimero grande de variables.

La aplicacién del método de Monte Carlo consiste en principlo en resolver
relteradamentie el sistema de ecuaciones del método del elemento finito

(v) = (K17 (F) {120)

Dado que laresolucién de este sistema para un gran nimero de incégnitas
es dificulfosa, es conveniente recurrir al desarrollo de Neumann para acelerar estos
cdlculos. Para ello, se triangulariza la matriz K utilizando el procedimiento de Cholesky

{Floras Macias, 1995),

(K)=[LL)” (121)
Donde la maliz L es triangular.

Liamando:

(x)=[L]"(v) (122)
se tiene

(F)=[L)x) (123)
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- Como la matrizK es la que coniiene los parametros sujetos a una variacion
- aleatorig, la misma puede ser descompyesta del mod» siguiente:

(K]=[k, ] +[ak] (124)

donde Ko representa a la matriz de rigidez en la que los pardmetros aleatorios han sido
reemplazados por valores representativos. De este modo se tiene que

(aK] = [k]-[K,] (125)
La solucién de v, corespondiente a K, se obliene de :

(F)=[K,}{v) (126)
(v,)=[&,]" ) (127)
Desarrollando en series a la matriz K se fiene:
(k1 =([x, )+ [a1)” (128)
(kT =(17)- [P+ [P - PP ) [k, (129)

siendo  [P) =[K°]-l [AK] y reemplazando [K}' en la expresion (v=[K}'.(F), la solucién de
(V) esté dada per ia serie sigulente:

() =(v, ) ~[PIv, ) + [P {v,) ~(PP {3, }+= (v, ) = (v) # (v ) = (v, ) - (130)
Equivalente a la expresidn siguiente:
5.} () = (881{s,.0) 1a1)
Siendo las (v} y (u4) los veclores de desplazamiento consecutivos
pertenecientes a un proceso de iferacion en el que se busca determinar ().

Este algoritmo permite por tanto acelerar el método de Monte Carlo; sin
embargo, el meétodo slgue resuitando iaborioso.

2.2.2- ANALISIS DE INCERTIDUMBRE DE SEGUNDOS MOMENTOS-PRIMER ORDEN,

Si, conociendo la distribucién de probabilidad de una probabllidad de una
o varias variables, se trata de definir la distribucion de una funcion de las mismas, o por lo
menos sus segundos momentos, es posible recurrir al andlisis de segundos momentos-
primer orden expuesto a continuacion {Benjamin y Cornell, 1970}.

Sea una funcién de una sola variable:

Y=g (132)



Si esta funcidn es lineal, es decir si Y= a+b.X, se tiene:

E[P|=u+b.E[X] (133)
virl=6*rix| (134)
ol
Del mismo modo, si:
Yxg(X,....,X”)::ia,..k’,: {136)
=
E{Y]= jl:a‘ E[x (137)
=1
vir)= iaf.l’[,\’,.]-f- 2.5} ia,.aj.coz/[x,,,xj} (138)
=t i=1 y%1

Cuande la funcidn no es lineal, es posible obtener una aproximacion lineal
de la misma y aplicar las expresiones anteriores.

A} CASO DE UNA VARIABLE,
Sea una funcién de una sola variable:

F=g) (139)

En la vecindad del valor redio de x, el desdrrollo en serie de Taylor de la
funcién g(x} es:

()| . (x-m)* dg]

g(x)=g(mx)+(x~mx). i | 5 'de'

»

+. {140)

dg(x)

donde:—-—;—— n €5 la derlvada respecto a x de g(x) evaluada en el valor medio de x= m,,

Si el coeficiente de variacion de x y el grado de no linealidad de la funcién gix) son
pequefios puede ser aceptable conservar solamente los dos primeros términos de la
expresion de la serie de Taylor. S se toma la esperanza matemdtica de ambos miembros
de la igualdad, notando que E{x=m,) = 0, se tiene:

E[Y}= E[g{x)] = o Elx)) {141)

Asimismo, notando que V{gix=m,)=0, se liene:

) 2
V[g(x)]zv[fi(—’f-’—] .(x-mx)z[—&-{i(ﬁ Vx] (142)

",
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Estas ecuaciones son rigurosamente exactas cuando gix) es funcidn lineal
de x.

B)CASO DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES.

Se pueden hacer las mismas aproximaciones utilizando el desarrollo de
Taylor en varias dimensiones. Sea:
: Y = gx,) (143)

Las aproximaciones de primer orden del valor medio y de las varianzas
seran:

E[Y])= g(mn,mx2 ,...,mm) (144)
donde myi, me ..M son los valores medios de x , xo,...,%n ¥:

- 232

=1 j=1 ¥

L

My J

| corfs,.x,] (145)

Ll

Si no hay correlacion enire los x:

(146)

0, con notacién més compacia:
E[g(x)]= g(f) (147)
v[e(x)]=vg"-covx].vg (148)

Debe hacerse nolar que, en esta formaq, solo se definen el valor medio y la
varianza de la funcién gix}. Estos parametros son suficientes para definir la distribucion de
probabilidad de la funcién solo cuando tiene alguna forma particular conocida
{distribucién normal, por ejemplo). En el caso general, la distribucién de g{x} depende de
las tormas de las disiribuclones de los parGmetros x.

Sin embargo, pueden destacarse dos casos particulares:

scuando g(x) depende lineaimente de un solo pardmetro, la distribucion
de g|x) tiene la misma forma que la distribucién del pardmetro considerado;

sl g(x) depende linealmente de un gran ndmero de parametros
independlentes se puede considerar, con base en el leorema del iimite central, que la
distribucién de g(x) es aproximadamente normal. Los dos parédmetros mencionados serdn
entonces suficlentes para definir la distribucién de g(x), Independientemente de las
distribuciones de los diversos pardmetros x.

Asl, para valores de la relacién de Polsson v muy cercanos a los valores
limites, esto es 0 0 0,5, es evidente que la distribucion de este parameiro serd asimétrica.
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Sin embargo s en un estudio se consideran, por ejemplo, tres materiales diferentes, los
resultados del andlisis dependerdn en forma aproximadamente lineal de 6 pardmetros
independientes y se podrd considerar en primera aproximacién que tienen una
distribucién normal a pesar de la asimetria de la distribucién de la relacién de Poisson.

C) CASO DE VARIAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

El método se generaliza facilmente a muitiples funciones de varias
variables, Se liene para cada funcién yi:

Elyd = @ [EIX,LEIX), E1X,)) _ (149)
Viyl= Z 2 (f;!ii /E )(-%‘-“— / E) COVIXix] (150)
i 4 i

En este caso, también puede estimarse la covarianza enlre los valores de
las diferentes funciones.

CoVivyl= 2.2, (%‘- / E)(—gi'— /E) COVIXiX] nsi)
i A .

i }
D) APLICACION AL METODO DEL ELEMENTO FINITO

En el caso de elasticidad lineal se definird la matriz global de rigidez,
siendo el fin Ultimo el obtener la solucién en forma de un sistema de ecuaciones lineales :

KK].{v)= F) (152)

donde los términos presentes en la ecuaclén son:
(P) : vector de fuerzas actuantes en los nodos;
[Kf: matiz de rigidez;
(v/: vector de desplazamientos nodales, v/

La Influencia de la incertldumbre de las propiedades de los materiales o de los
pardmetros que se ulilizan para modelar su comportamlento puede ser modelada a
través de diferentes métodos.

Recurrlendo al andlisis de segundos momentos-primer orden, el sistema puede
escribirse del modo siguiente:

W)=(gm .My ..my))= (K~ (m,.m,....m, ) (153)

= lgmy.my,...my) = (K fmumy,...mJ] (Pfm,m,...m,)) (154)

donde m1,my,...mp son los valores que representan las caracteristicas de

los "n" materiales del medio. El andlisis de incertidumbre de primer orden da como
resultado las expresiones ya presentadas:

Elyd = GlEX) ) ELXy) - r ELX, ) (155)
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V[yJ-‘-‘ZZ(%—l /E)(%‘-"—/E) COVIXX] {156)
i ) i j

COV[yk,y]:-'ZZ(% /E )(%—'— /' E) COVX Xy (157)
i i j

donde —ég—“—/ E es la derivada de gk con respecto a mj evaluada para el
i
valor medic de myj.
La incertidumbre sobre los desplazamientos puede determinarse
resolviendo el sistema de ecuaciones {152) y evaluando las derlvadas con respeclo a los
pardmetros del material mj . Diferenclando con respecio a m;

dlK) ay) aP)

—= (V) +[K).——=——

n (V) +[X] an  n (158)
alv) _ar) okl

(Xl on  im v) (159)

Si se Infroducen fuerzas y desplazamientos ficliclos {Cambou, 1974)
definidos como:

(Pf)=%(~'?—%:—]-.(v) (160)

_a
(f)“ an (161)

La expresion {152) puede ser escrita del modo sigulente:
(K].{v)= [Py {162)

Este sistema y el {152) pueden ser resueltos utilizando el mismo algoritmeo.
La incertidumbre de los estuerzos en cada elemento puede oblenerse a fravés de la
incertidumbre de los desplazamientos. Asl, para un determinado elemento se tiene:

5)° = (D].{B].{v)° (163)

(s)€ : tensor de esfuerzos;
[D]: matriz de elasticidad;

(v)€ : vector de desplazamientos nodales;
[B] : matriz de propiedades geométricas;

Diferenciando con respeclo a mj se tiene:

_0:’_(_'_5)__‘_ _,:m,(v)' 4ID][B]u

(v
{164)
oy, o, an,
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v) a(8)*

donde: %M es un factor conocido por lo que es posible obtener P -y
n, M,
luego por medio del empleo de las expresiones del método de los segundos momentos
obtener la incertidumbre sobre los esfuerzos.
Diversos autores (Cambou, 1974 ; Magnan, 1987; Bouayed, 1993) han
desarrollado programas para la aplicacién de este método; sin embargo, han sido poco
usados en la practica de la ingenieria.

2.2.3- METODO DE LAS PERTURBACIONES.

Otro procedimiento también basado en el desarrollo en series de Taylor es el método de
las perturbaciones [Mathews, 1964). Nuevamente, el comportamiento del suelo es
estudiado en términos de la esperanza matematica y la varianza.

El método del elemento finito consiste en resolver el sistema:

(v) =[&]™.(#) (165)

Si a la matriz derigidez se la escribe como

Yoo 1 &Y
K1=[Ke 2l 22l s 6o
k=l k=1{=1

donde

(K]: matriz de rigidez;

X: variables aleatorias que representan la incertidumbre del sistema;
1,0 N

N: nimero de variables aleatorlas;

(Ke kmairiz de rigidez evaluada en x =[ x), X2,...Xn 05

JlK
& LS| (167)
C}k x=0
Pl
& Al (168)
[l‘k&‘ =0

El vector de fuerzas externas es para nuestro caso un vector de elementos
no acompafados de incerlidumbre, por tanto, de caracter determinisia.
El vector de desplazamientos puede ser descompuesto de modo similar:

N N
00=(s" e 2ol v D2 nes)

N
k=1 k=11=1

donde (vo}, (v ) y (v } pueden ser oblenidos a través de las siguientes
expresiones:



) <] ) 070)
(i)=& T (=) [ 7)) ()
()=l 1 (R ([ o )+ [ o) o [ 0) (72

El empleo de estas expresiones presenta la ventaja de utilizar el Ko para
determinar el valor de ve, My vy, Las deformaciones y los esfuerzos para un elemento
pueden ser calculados del modo siguiente.

De acverdo a la tearia de elementos finitos se sabe que:

() =[B]{¥) (173)
donde [B] es la matiz que representa la geometria y las caracteristicas del
malerial,
Por lo tanto para obtener el i-ésimo vector de deformaciones [] se aplica:
N | N
(6)=(e°)+ D{eh )met = 20 2ol e Jwenp+.. (174)
k=1 2 fatim
donde:
(¢°)=181{») (175)
(&) =181(%) (176)
() =181 (v (177)

El vector de tensiones de acuerdo a la ley de Hooke es:
(o) = [D](e) (178)

donde la matriz de elasticidad [D] puede escribirse como:
N LA
[D=[D%]+ X[ f] %, + ;.ZZ[D{{ g+ (179)
k=1 k" 1=t

donde Do corresponde a la matriz de elasticidad evaluada en £=0y:

4lD]
Dll=—= (180)
(2] alL
(D]
. 181
(i o), (181)

Ademds se tiene:
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N 1 N ﬁg
(@)=(0)+ 2(0f )xe + = 20 2olod ) w1, (182)

donde: - i
)-{or}e) s
() [o7)afe) o4
(o) =[] aif ) [ox] s )+ [ 2 ) + [0} <) (18s)

Uno de los objetivos del método de los elementos finltos estocastico es el
cdleulo del primer y segundo momento de la respuesta (media y covarianza). Si se
utilizan los primeros dos términos de la expresion de (v) se obliene una aproximacién de
primer orden. Se tiene de este modo:

N
()= (v )+ 2o ) s (186)
k=1
Siendo la esperanza y la covarianza :
EI[v]:Vo “87)
N N
cav'|vy)= E[(( V) - E[[v])((v) - E[[v])] = Z Zv,f.vf.E[aka,] (188)

k=11=1

S se considera un término adicional en el vector de desplazamientos
considerado, se oblendrdan las siguientes expreslones para la esperanza y la covarlanza:

N I 1 N N
(V)'""(VO)“‘Z(V/:)-%'*5-22(”3)“/:*’1 (189)

k= k=1 I=1

—

N N
Eu[v}::E’[v]+-2!-.ZZ(vg).E[x‘.x,] (190)

k=1 1=}

CoVlv,v]= E[((v) -E' [v])((v)~ E! [v])] +

EDN NN ] (LN I I T

4 et im0 Jal

(191)

En la obtencién de la covarianza se supone una distribucién normal para
los & . La esperanza y la covarianza para los esfuerzos se obtiene de un modo andlogo al
seguido para obtener los correspondientes a los desplazamientos.
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2.2.4- METODO DE LOS COCIENTES POLINOMIALES,

El cdlculo explicito de las derivadas de los desplazamientos para aplicar el
método de los segundos momentos requiere de laboriosos cdlculos. Una interesante
alternativa consiste en estimar dichas derivadas ulilizando un método numérico
conocido como técnica de cocientes polinomiales {Chowduty, 1993; Nechnech, 1994). Ef
andlisis de incerfidumbre puede ser de esle modo facilitado, implementandolo
programas preexistentes con escasa a nulas modificaciones por fratarse de un
procedimiento exierno, que ademds puede facilimente ser exlendido a andlisis no
lineales.

Por ende, el mélodo de los coclentes polinomiales es de ulilidad tanto si
las funciones sobre las que trabajan son implicitas o explicitas, lineales o no lineales.

Una relacién polinomial se define como el cociente de dos polinomios. La
técnica numérica basada en éste conceplo no es nueva, a pesar de que los textos
suelen no incluirla en sus contenldos aunque sf incluyen el mélodo de interpolacién por
medio de cocientes polinomiales.

La técnica de cocientes polinomiales puede ser ufilizada como
herramienta para aproximar funciones, aproximar sus derivadas e integrales, y para
interpolaclon de funciones multivariadas.

Como vimos en los incisos anteriores, el valor medio vy la varianza de una
funcidon de comportamienio pueden estimarse por linearizacién de la funcion en el
centroide medio. £l valor medio y la varianza de una funciéon g(X), en que X es el vector
de variables aleatorias del suelo, pueden ser escritos en forma compacta como sigue:

E[8(x))= o) (192)
v|eX)]=vG .covix]-vG (192')

donde X es el veclor de valores medios de las propiedades del suelo; VG
es el vector de derlvadas parclales de las funcion de comportamiento calculada con los
valores medios de las variables aleatorias, y COV{X) es la matriz de covarianza de las
variables aleatorias. Las ecuaciones {192} comesponden a las ecuaciones (148).

El cdiculo del veclor de derivadas parciales es esencial paro evaluar las

~ ecvaciones (192) y, por lo tanto, debe utillzarse un método numérico apropiado.

Considérese la funcian "g" de “n" variables:
8= 85, 5.-7,) (193)

Las derivadas de g en el punto (x,,,....,v,) pueden ser oblenidas por

medio de la técnica de relaciones polinomiales. Primeramente, se toman los valores de
Xz G X Iguales a (x,,x,,...,xn) respectivamente y considerando /7 juegos de valores de

.r{")dados por I=1,2,...m. Esto significa que m valores discrefos son asignados a la variable

X y esos valores deben hallarse entre valores limites tanto maximos como minimos de
dicha variable {solamenle sl el valor medio y la desviacion estdndar de la variable son
conocidos, ios m valores nodales pueden ser seleccionadas considerando a los valores
mayores y menores a partir del valor medio sumando y restando k veces el valor de la
desviacion estandar, siendo en este caso un valor de k razonable 3). Una vez asumidas o
especificadas las condiclones limite, los valores discrelos deben tomarse cercanos al
valor medio dado que el calculo de las derivadas en los valores medios a menudo es
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requerido. Asl se tienen mjuegos de valores de funciones parciales con respecto a xi,
que pueden ser escritas del siguiente mado:

an= g5 %)

M= g(xlu)’xlf'"f‘rn)

g = 2{n”. %005, (194)

El nOmero m no necesita ser grande, siendo un valor de 3 a 5 a menudo
suficiente.

La funclén parcial sohre el argumento x; puede ser aproximada por medio
de una relacién polinomial expresada en ia forma de una fraccién conlinua. Esta
fraccidn continua es ka que a continuacién se presenta:

e X =X
g,(x,,xz,.. xn) =a + @ {(195)
o B
4z (U
X - X
uy
L
am

El término de la derecha simplemente consiste en un nimero de fracciones
y coeficientes a),oy,..., s La evaluacion de los mismos se discutird en breve.
La ecuacién {195) puede ser escrita en modo compacto come:

85,3250 %) = 9y (x1) (196)

La relacién enire difxi) y dui{x1) puede ser escrita de la siguiente forma:
g, (x)=a, + 22 (197)

El Gltimo valer de dix1), por ejemplo, dmixi1) estd dado por:
bale)=an (198)

Los coeficientes ay,ay,..., 9, en la expresidn {195) pueden ser calculados
utilizando el procedimiento de lo tabla 2.1 que a continuacidn se presenta.
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Tabla 2.1 - Coeficientes polinomiales

a 9 4 a

4 =8,

1= 8, _ A9 - x{')_ — —
a1-9

B3 = 83 oy = e o A -af?

P oay-aq o7 B
2= 8 A A0 RO
Q== a3 = y=——"

dn—a -0 Qyy—ay

La derivada parciol de g con respecto al argumento x) pvede ahora ser
estimada utilizando el mélodo de relaciones polinomiales. Ulllizando las ecuaclones
(195}, (196) y {197) la derlvada parcial de g puede ser aproximada como sigue:

a
-‘;flﬂ ¢(%,) (199)

Por aplicacidn de ta reglka de la diferenciocién del coclente
repetidamente a {197} con i=1, la expresion {199) puede ser escrita:

¢2("! [ l)] ¢’ "1

-f—s gi{x)= e )] (200')
En generdl, la diferenclacién de (197) daré:
#(x,)= fl) 1 “xii:]‘ ) (200")
[¢'+r("x )]
Cuando i=m, la diferencial de {196) seré:
g.(x)=0 (200"

Sustituyendo x; por x; en {200), obtenemos la derivada parcial de g con
respecto a x; en el punto X =(x,x, ,.‘.,;::), por ejemplo:
‘}k(;;v;z-r“-:__.)
La.l l[x,

(201)

Por el mismo método, puede abtenerse la detivada parcml de g con
respecto a los restantes argumentos (variables aleatorias) en el punto XY= (; R JRR )
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2.3- ALGORITMOS PARA APLICACION DEL ANALISIS DE SEGUNDOS MOMENTOS EN
ELASTICIDAD LINEAL.

2.3.1 PROGRAMAS MEFISTO y RAPOL

Para oblener por medio del mélodo del elemento finito, el estado de
esfuerzos y deformaciones en una masa de suelo y la incerlidumbre sobre los resultados
asumiendo un comportamiento el@stico lineal se han desarollade dos algoritmos
basados respectivamente en el mélodo explicito del inciso 2.2.2 {Programa MEFISTO;
Bouayed, 1993) y en el método de los cocientes palinomiales {Programa RAPOL; Bouvayed
1995). El programa MEFISTO se desarrolla segin el diagrama de fiujo siguiente.

Foduoclon s mprasén de datos,

' déﬂvodas de-iosdespldzomfentosyde las..
S ~ deformaciones S

Colculo de las desvluclones de los .
desplamm:emos deformaciones y esfuerzos

Célculo de 163 coefi clen!es de con’elaclon enlre desplammtentos en
“Yodos |05 nodos: yeél desplozomlenlo de un nodo- elegido por el .

. lmpresxon de los resulfados

fig 2.4 - Diagrama de flujo programa MEFISTO (Bouayed, 1995)
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Para llustrar los resultados tipicos obtenidos con estos programas, se
presentan a continuaciadn ejemplos simples de aplicacion.

2.3.2- ARLICACION A UNSOLIDO ELEMENTAL .

Se considera un cuerpo prismatico con propiedades aleatorias (Fig.3.5) sujeto
a una carga axial de 1 kPa. Se supone que existen condiciones de deformacién plana. El
cuerpo se representa mediante una malla de 64 elementos finitos friangulares.

i AR

rotula 1x1 rodillos

N

1{ _! .//

fig 2.5 - Cuerpo prismatico con propiedades aleatorias

[

/
N4

/

NZ

%
N

|

fig 2.6 - Malla de elementos finitos
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En los andlisis que se presentan a continuacién, se hicieron diferentes
hipdtesis en cuanto a los materiales constitutivos del sélido. Los casos a los que se hard
referencia son los que a conlinuacién se ilustran,

CASO 1 CAS0 I1 CASO 111 CASO IV
2 3 4 3 4

1
I ! 2 | 2

fig 2.7 - Casos estudiados

Los casos |, I, Il carresponden a materiales cuyas propledades aleatorias
no se encueniran correlacionadas. En tanfo que el caso IV conlempla la opcién de que
las propledades sl se hallan correlacionadas {coeficiente de comelaclén de 0.5).

En todos los casos los pardmetros estadisticos de las propiedades de los
materiales son los sigulentes:

E{E)=1000 kPa Efv}=0.3
CVIE)=0.1 CVyv1=0.1

A} Pristna cubico homogéneo.
El contorno de los lineas de CV de los desplazamlentos verticales y
horizonfales se presentan a coniinuacién:

GO0 00 070 030 040 050 060 070 080 0§80 1.0 Q00 0.10 0.2¢ 0J0 040 4930 0.60 070 0680 060 00
LC N e AV | AT ® 1o T T T T T T T 7 100
0.0 \\;9 -1 030 990 ~{ 030
&
(X N - 0to 080 [ -~ o
Q70 - — o Qe -~ 0?0
060 | -4 040 060 |- -4 0.6¢
a0 - L ey ~ o0 030 |- ~ oz
k)
o0 b -~ 040 o - —~ o040
[ o ~ 0.3 0.30 r—- ~ 030
020 - -~ 0120 00 | o e 0.20
V"‘Qm 0.0 /
o0 - ] ' 1 ot W"- =4 oo
M R
T P B e e e e e ety
o | (I 000 0.50 T
000 00 020 030 040 030 080 070 §LO 090 1OY 000 040 020 03 040 020 0850 070 000 0WO 1O
o} Coeficlenie de variacién del b) Coeficiente de variacion del

desplozamiento X, desplazamiento V.

fig 2.8
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Puede observarse que el CV de los desplazamientos verticales es
practicamente constante en la masa del sélido, a excepcién del borde inferior donde los
desplazamientos fueton impuestos y no existe incertidumbre. Por otro lado, en el caso de
los desplazamientos horizonfales el coeficiente de varlacion es nulo sobre el eje de
simetrfa vertical independientemente de los valores especificos de los pardmetros del
materiai.

8) Prisma cubico con dos capas de materiales no correlacionados.

El contorno de las lineas de CV de los desplazamientos verticales y
horizontales se presentan a continuacién:

000 o0.t0 OM 030 0.40 050 060 070 080 090 100 000 010 020 030 040 050 080 070 080 050 100
0 ' [ At S B SR S s e e G A
{L Q.90 090 - ~1 G350
o) 0. “5 ~—
Gd 0.80 0080 -~ -1 080
~~ 070 010 frpoa O e ~| oz
K . N
o
a o] 0. Y | e T it - 0.
;‘ 0.\1\ 0.60 06(? e R : \\M 0.60
0.50 0.5 - o - P
0.’2 1 0 /—— —-—-\\ 05
[+]
~ 040 040 [~ / K4 ~{ 040
b
= 030 —Q/\ ~ 0w
b ~ 020 020 WU\/A 020
\ ) ' \)\;:\\/\_’\M 040
o0 W\ - o T 0o
000 010 020 030 040 030 060 070 080 090 10¢ 000 0.10 020 030 040 0250 060 070 080 090 10
a) Coeficiente de variacion del b) Coeficiente de variaclon del
desplazamiento X, desplazamiento Y.
fig 2.9

Puede observarse que el CV del desplazamiento vertical es menor que el
presentado para el caso A, especialmente en la parte superior del sdlido, donde el
efecto de compensacion estadistica de los desplazamientos aleatorios de los dos
materiales es mds significativo. Ofro punto a destacar es que, dado el efecto
preponderante que tiene el médulo de Young sobre ia incertidumbre, el CV de los
desplazamientos verticales en el borde superior del sélido se reduce aproximadamente

l
en un factor de —= .
V2

En el CV correspondiente a los desplazamientos horizontales también
pueden observarse efectos de compensacién en las caras laterales del sdlido, cerca del
contacto de los dos materiales. :

C) Prisma cubico con cuairo maleriales no cormelacionados.
El conlorno de las lineas de CV de los desplazamientos verticaies y
horizontales se presentan a continuacién:
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0.0
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a} Coeficlente de variacion del

desplazamiento X.
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010 020 03 040 0% 00 070 080 080 l.w‘w

Al estudiar los resultados presentados en los casos A, B y C puede
concluirse que el aumento en el nUmero de materiales provoca una reduccién en el CV
resaitando la influencia conjunta de los materiales presentes. Asf, de contarse con un
nimero infinilo de materiales no correlacionados y con propledades idénticas, el
comportamiento del conjunto tiende a ser igual al de un material de propiedades
deterministas. En cuanto a la distribucion del CV del desplazamiento horizontal en la
seccidn estudiada se observa que alcanza valores muy grandes en las cercanlas del eje
de simefrla, donde los desplazamientos horizontales poseen un valor esperado nulo pero
en los que su desviacion estdndar es positiva. Lo anterior pone de manifiesto las
limitaclones del concepto de coeficiente de variacion en este tipo de situaciones,

Figura 2.10

D) Prsma cubico con cualro materiales comelacionados.

Los contornos de isovalores del CV de los desplazamientos verlicales y
horizontales se presentan a continuacién:
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a) Coeficienie de variacién del
desplazamiento X.
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0.00 X
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Figura 2.11
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Cuando existe cierfo grado de correlacién enfre los propiedades de los
materiales sé observa que el efecio de compensacién estadistica es menos pronunciado
y laIncertidumbre en ios desplazamienios es mayor.

2.3.3- PROBLEMA TIPICO DE MECANICA DE SUELOS.

El problema ilustrativo ol que haremos referencia es fipico en mecdnica de
suelos. Se trata del cdlculo de asentamientos inmediatos bajo una zapata de fundacién
{Ldpez Fuerte, 1996).

Se considera una zapata apoyada en un suele homogéneo con las
propiedades aleatorias siguientes;

E[E]= 80kPa E[v}=0.3
CVI(E}=0.] CVIvi=0.1

El problema se resolvié tanlo para desplazamientos verlicales como
horizontales, En las figuras se muestran las curvas correspondientes a los desplozamientos
harizontales esperados, desviacion estdndar y coeficiente de variacién de los nombrados

desplazamientos. . *
9.5 T % = 19,00
- '*‘-——-10——-——-—/_5 -
o
0 - 8.08
6.08
4.03

2.6

~y
-
- IS sastat AN L) ece

0.2
2,00 1,16 2,30 1.4 440 5.75 4.Y2 B.05 7.20 10.15 4. 60

a)Desplazimientos esperados en X [mx10+4)

10.00

4.9 4.

“0 y YTHY <00

2,08

R Y T Y Y s ot SN O Y

S s vt |
0.00 L ' L 0,80
0.00 1.15 2.10 3.45 4.60 6,76 6,94 0,95 4,20 107 11,60

e,
Q.00 1,16 2.0¢ 1.46 4.60 6.76 6.% 8,05 V.20 10.05 1,60

b} Desviacién estandar ¢) Coeficiente de variacién
del desplozamiento en X. del desplazamiento en X,
fig 2.12
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Puede observarse que, como en el caso del sélido elemental, la
Incertidumbre decrece en Ia cercania de los nodos donde fueron impuestas candiciones
de frontera y del eje de simelria. Ofra caracteristica es que el CV asume valores muy
altos en areas dande el desplazamiento cambia de signo. Esto @s consecuencia de que
el valer de dichos desplazamientos es muy cer¢ana a cero en tanto que la desviacién
estdndar permanece positiva, Los resultados abtenidos para los desplazamientos
verticales son andlogos.



CAPITULO 3

APLICACION AL ANALISIS DE TERRAPLENES

3.1- ANALISIS NO LINEAL DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN TERRAPLENES. FEADAMB84,

El método del elemento finito ha sido adaptado para poder considerar |a
no linealldad de la relacion esfuerzo deformacion del sueloa. Una de los modelos de este
tipo utiliza un modelo hiperbdlico desarrollado inicialmente por Kondner (1968),
posteriormente por Duncan, Byrne, Wong y Mabry, y modificado por Seed y Duncan
[Programa FEADAMBS4). Este modelo, que se presenta a continuacion es el que se
complementa en este trabajo para tomar en cuenta el cardcter aleatorio de las
propledades de los materiales.

El programa de calculo FEADAMS4 utliza el procedimiento de
incrementos sucesivas de la carga. Dentro de un dado incremento se cansidera que las
propiedades varian linealmente, pero entre incrementos sucesivos se considera no
linealidad. Los valores de los parédmetlros que se utilizan para modelar el comportamiento
de cada elemento de suelo son reevaluados tenliendo en cuenta el estado de esfuerzos y
la historia de esfuerzos previa del mismo elemento.

La relacién de esfuerzo deformacion incremental para un malerial
isotrépico bajo la hipdlesis de un estado plano de esfuerzo deformacién puede
expresarse como:

Ac, l-(3-B+E) (3-8-E) 0] |as,
3.8
Ag, t= {(3-B-E) (3-B+E) 0[{4s 202
) M_é,l( ) (B+E) ; (202
A, 0 0 K |as
E
— (203)
3:(1-2-v)

Las curvas esfuerzo deformacidn tienen la forma indicada a continuacion:

(-0

> ¢

fig 3.1 - Representacion hiperbdlica de la curva esfuerzo deformacion
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fig 3.2 - Representacidn lineal de la curva esfuerzo deformacién
en las etapas de descarga y recarga

donde: £ = mddulo tangente inicial;
o -a) = valor asintdtico del esfuerzo desviador.,

La relaciéon existente entre (o;,-03/ury fo;-03), €5 la sigulente:
(arl '”3)1‘ = Rf.(o‘l —crg)mx

siendo, de acuerdo con el criterio de falia de Mohr Coulombo:

2.¢.c0s¢ +2.0y.5en ¢

(Gl—al)fz |-sen¢

El modelo contempla la variacion de ¢ conrespecto a

6=9, ~A¢~1o»{flJ
Py

(204)

(205)

(206)

Las ecuaciones de las rectas pendienies de la curva de carga primaria y

la de descargay recargd son las siguientes:

E, =[1—(R,.SL)]2.K. Pa.(.[i?: ]

nos
Eyg= Kyg-Po{ =
Py

a

donde:

(207)

(208)
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SL= P (209)

Siendo SL el nivel de esfuerzos. Un indice adicional que incorpora el
modelo hiperbdlico modificado es el §S o estado de esfuerzos, el cual responde a la
sigulente expresion:

e
58 = SL.a| - (210)
P,

El médulo de carga primaria E es el que debe ulilizarse cuando el estado
de esfuerzos es mayor o igual al eslado de esfuerzos previo mdaximo, Esto es $S>SSma pas, EN
caso conirarlo el médulo ulilizado es el Eyr . El valor de SLaiice poro un dado o; es:

§S

md xpas.

Sl‘cn‘nco = l2| ])
9
4f—=
Jf’ a

Con el fin de evitar inestabilidodes en el programao se infrodujo una
fransicidén en el valor que adopta el médulo. La variacién del médulo con el volor de SL
puede ser represenfada graficamente del siguiente modo:

EA Médulo en la descargo

Ew

Modulo de transicion

Médulo en la carga

E, /

48k Sleraco SL

b
i {
L

fig 3.3 - Evaluacion del modulo SL

El inconveniente que introduce esta modificacion es la subestimacion del
mébdulo del suelo en la fransicion enlre cargo primaria y descorga.

En cuanio al médulo de deformacidn volumétrica se establecen iimites de
acverdo ol valor del ¢ '

1. Parg ¢>2.3%

l_ "
b= (212)

siendo:
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D (212°)
2 6.8

aunque ofros autores ufilizan expresiones diferentes de la relacién de
Poisson (Kulhawy et al):
.
G*-l".logg --‘-}
Py

v= : ], (212")

d(‘fx - ‘IJ)

o [3]] el-elio]
e L 2.c.co5¢ + 2.aj.sen¢J

Py
ademas:
E, )2 -seng
B >(‘](~—~—~—~] 213
" s seng . (#3]
"
. 9% )
B=Kg.p, |~ {(213)
B,
2.Para ¢$<2.3%
B, =11.E, (214)

Por 1o fanto para un modelo no linedl los pardmelros que se requiere
conocer son los siguientes:

1. K, Kyg, @ nUmeros de médulo;

2.n : exponente del mddulo;

3. ¢ :resistencia no drenada;

4, ¢, Ad : parametros del dngulo de friccién;

5. Rt : relacién de falig;

6. Ky : nUmero de médulo volumétrico;

7. m : exponente del modulo voluméirico.

3.2- IMPLEMENTACION DEL ANALISIS DE INCERTIDUMBRE,

El programa de cdiculo FEADAM84 (Duncan el al, 1984) utiliza el modelo
hiperbdlico para representar el comportamiento no lineal del suelo, pero permite frabajar
con comportamiento lineal en caso de requerlrse. Se implemenid el andlisis de
incertidumbre como complemento de este programa utilizando la técnica de cocientes
polinomiales (programa FEADORL?6). ‘

La necesidad de calcular el vector de derivadas de la funcién respecto a las
variables aleatorias y su transpuesto, VG y VG' respectivamente, para evaluar la
covarianza, ver ec. (215), llevd al estudio de técnicas que permitieran realizar dicho
cdiculo en forma externa a la ejecucion del programa a los fines de evitar las
maodificaciones importantes dentro del mismo.
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Vle(X)]=va' . covix|va (215)

Como puede observarse de la ec.(215) es necesario conocer la matriz de
covarianzas. Para su ingreso se cuenta con dos posibilidades. Ellas son:

A) Ingresar la matriz de covarianzas directamente. El principal inconveniente
consiste en que el valor de los elementos que la componen no tiene un significado fisico
manejable, ademas de que posee las mismas unidades que las variables a las que se
refiere pero elevadas al cuadrado.

B) ingresar la matriz de coeficientes de carrelacion y el vector de desviaciones
estandar,

Conocidos éstos grupos de datos puede ser calculada la matriz de covarianzas
ufilizando la siguiente expresion:

corlx,.x |
P,y = (214)
11

siendo pij el coeficiente de correlacion entre las variables aleatorias xy x; oy o
las desviaciones estandar de las variables x y x respectivamente.

La principal ventdja consiste en que los coeficientes de correlacién poseen
valores comprendidos entre 0 y 1, y que refiejan en una manera directa la correlaclén
existente enfre las variables en cuestién, en tanio que el vector de desviaciones estdndar
posee las mismas unidades que las variables a las que se refiere lo cual lo hace un
concepto fisicamente comprensible.

Esta es la opcion por la que se opté en cuanto al ingreso de datos al programa
FEADORL?4.

Se estructurd el programa a través de un diagrama de fivjo como el presentado
a continuacién.

Primer archivode |
datos FEADAMS84) | ...

.| Ingresar nombres de los

Segundo archivo | ...~ archivos de datos
de !
datos{Covarlanzas) ingresar nombres de los archivos donde

se almacenardn los resultados

!

Opcion de obtener los resultados para ofras
matrices de coeficientes de correlacion o vectores

de desplazamientos
N
si g

Archivgge ....... | Numero de variantes que No
datos CC, 1 se ha de considerar

) [N maxme=10)

g
Archivo de ¥
datosCCh |




Creaclon de archivos de resultados
y lectura de archivos de datos

'

Generacion de Ja matriz de
covarianzas

M
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Creacién del vector de parametros de los materiales

formado con valores medios.

(V720
Call FEADAMB84*

als.

Impresion de resultados en el

primer archivo de resultados
OV

Obtencién ay), by, para

cada nodo
[ VI

Desde I=] hasta nOmero-
de materiales

Desde j=1 hasta 9
‘K,Kunn;RhKB: mlclflA¢)
.

Obtencién de los veclores de pardmeiros modificados;
elementolij) del vecton= paramelro(i j)+desviacién estandar(ij).
elemento(l]) del vector,= parametrolij) +desviacion estandar(i).
Los resiantes elementos del veclor coresponden al valar medio

&

&

Vector |

Vector 2

Y

v

Call FEADAMB4*

Call FEADAM84*

. 2

2

Oblencién para cada nodo
de los factores a; by

Obtencién para cada nodo
de los factores ax by

8

V]

Cdleulo para cada nodo de los
factores: aq), as ,qs
bl ’ b32 lb3

L

Cdlculo de la derlvada respecto al
parédmetro j para el material i de los

o

desplazamientos en “x" e "y
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Calculo de la varianza de los
desplazamientos en “x" e "y" para
cada nodo:

Vig{X)1=VGL.COV[X].VG

J

Cdlculo de la desviacion estandar
de los desplazamientos en "x" e "y"

A

Impresion de los resultados en el
segundo archiva de resultados

A

Opcién de obtener los resultados con ofras
matrices de coeficientes de carelacion v atros
veclores de desviaciones estandar

Si & ‘L No
Desde i=1 hasta numero de
variantes

I

VIg(X)1=VGL.COV X].VG

)

Cdlculo de las desviaciones
estandar de los
desplazamientos en "x" e "y"

&

impresién de resultados en
archivos RECC;
W

fig 3.4 - Diagrama de flvjo programa FEADORL96

* El programa FEADAMB4 sufrld pequefias modificaciones con el fin de lograr el
ensambloje de las subrulinas creadas.
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Después de la generacion de la matriz de covarianzas se crea el vector de
valores medios de los parametros ulilizando los datos ingresados para cada material.
Con él se llama a ia subrutina FEADAMB4, de la que se obtienen los desplazamientos
para la etapa final de ia construccién. Los despiazamlentos para cada nodo en “x" e "y"
corresponden a los coeficientes as y by para cada nodo respectivamente.

Luego, para cada material, y para cada uno de los nueve pardmefros se
obtienen dos veciores de pardmetros generales. Cada uno de los vectores solo modifica
un elemento, carrespondiente al parametro “j" del material “i".

Ei ndmero total de elementos que cada vector posee es el que surge de
muitiplicar el nimero de materlales por nueve (por sumar nueve ios par@melros que
definen al modelo hiperbdlico).

Para obtener los dos veclores se modifica el paramelro en cuestién
considerando dos varianies. La primera, suma ai valor medio del par@metro "" la
desviacion estandar de dicho pardmetro para el material "i' al que comesponde, en
tanto que la segunda la resta a dicho vaior medio. '

Una vez obtenidos los dos veclores se ejecuta la subrutina FEADAMB84 para cada
uno de ellos. Los desplazamientos en "x" e "y" oblenidos, comesponden a los
coeficientes: '

«q) y by para ei caso del vector modificado sumando la desviacién estdndar;
e ¥ bz para el caso del vector madificado restando la desviacion estandar.

Estos cuatro coeficientes son obtenidos para cada uno de los nodos. Con ellos se
procede al cdlculo de los coeficientes az, by, axw, by, @, bs, necesarios para evalvar las
derivadas.

Las expresiones ulilizadas son ias (193) a {201).

De este modo, existirdn tantos vectores de derivadas de la funcién de
comportamiento de los desplazamientos en x e y, como nodos posea la malla de
elementaos finitos.

Oblenidos dichos vectores se procede al cdlculo de las variancias de los
despiazamientos, para lo cual se aplica la ec.(21§).

Se destaca el hecho de que el procedimiento descrito es inestable en el caso de
que la funcién de comportamiento se vea paco influenciada por la medificacién de uno
o varlos de los parédmeiros,

La causa de inestabilidad es que en el proceso de cdlculo de las derivadas se
liene un coclente en cuyo denominador se encuentra la diferencla entre los
desplazamientos obienidos para el vector de parametros medios y los desplazamientos
obtenldos para uno de los dos vectores modificados. Si dichos desplazamientos son
cercanos o iguales, se tiene un denominador muy pequefio o inclusive igual a cero, con
lo cual se genera una fuenie de error.

Para eliminar esta inestabilidad se requirié de una condlcién de salida que limita
la precisién de los resultados obtenidos y. que anula la derivada de la funcién respecto a
dicho parametro.

Esta inestabilidad se hace mas evidente en el caso de los desplazamientos en la
direccidn x, por lo que en el momento de evaluar los resultados se ha de contempilar esta
circunstancia.
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3.3- CARACTERISTICAS PRINCIPALES EN CUANTO A LA EJECUCION DEL PROGRAMA.

Presentados los fundamentos tedricas en los cuales se basé el métode de
cdlculo Implementado se describen las caracleristicas principales del programa
FEADORLY6 para el andlisis de Incerfidumbre en excavaciones y terraplenes. Para un
mayor detalle de los archivos de resultados y de los archivos de dalos asf como consuliar
el listado del programa completo se recomienda recurrir ol manual FEAD ORL96.

El compilador utilizado es el FORTRAN VERSION 5.0 para estacién de trabajo.

Entre las caracteristicas que serdn descritas en cuanto al programa FEADORLY6
se encuentran el tiempo de ejecucidn, la formacion de archivos de datos, los resultados
que se oblienan de su empleoy los puntos débiles del mismao.

En cuanto al tiempo requerido para la ejecucion del programa se encuentra
directamente relacionado con los siguientes factores:

¢ nUmero de materiales a considerar;
¢ nOmero de slementos;
o nimero de nodos.

A los fines practicos se presenta la tabla 3.1 de tiempos de ejecucion requeridos,
para el caso de utilizarse una estacién de trabajo.

Tabla 3.1- Programa FEADORL9é; tiempaos de ejecucién

110 ] 19 15 minutos
110 5 91 1,10 horas
87 5 91 40 minutos
207 3 55 54 minutos
207 4 73 1,10 horas
207 5 91 1,35 horas

El factor preponderante en la deferminacién del tiempo de ejecucion del
programa lo representa el nimero de veces que requiere ejecutarse el programa
FEADAMS4, utilizado como subrutina denlro del principal del FEADORL96,

Los dalos necesarios para la ejecucion del programa deben establecerse a
través de dos archivos formados por propledades especificadas en un formato prefijade,
en un orden preestablecido y con unidades homogéneas.
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Entre los dalos se encuentran:

numero de maleriales;

nimero de elementos,

nimero de nodos;

coordenadas de nodos;

nodos que forman a los diferentes elementaos;

pardmetros que definen a los diversos materigies presentes;
elapas constructivas, sean estas de excavacion o tenraplenado;
materiales y zonas preexislentes;

elementos y nodos preexistentes;

material de cimentacion;

elementosy nodos de cimeniacién;

cargas aplicadas;

matiz de coeficientes de variacién de ios pardmetros;
vacior dé desviaciones estandar de los pardmetros.

Los resultados se obfienen en un minimo de dos archivos en los que se
encveniran, entre otros, los siguientes resultados:

s desplazamientos en x e y, asi como el desplazamiento tolal en cada nodo;

s tensionesy deformaciones en las direcciones principales y enlos gjes carrespondienies
al sistema de coordenadas x, y, z;

o relacién de Poisson y médulo de elasticidad en cada elemento;

« relacién de esfuerzos de cuya evaluacion surge cuales elemenios se han plasilficado y
cuales no.

Los hasta mencionados faclores son evaluados en cada etapa consiructiva.

« Daesviacibén esiéndar y coeficiente de variacién de los desplazamientosen x e y para

cada nodo, datos éstos obtenidos en la Uitima etapa constructiva.

Al Iniclalizar el programa se solicitan los nombres de los dos archivos de datos y
los nombres de los dos archivos donde se desea guardar los resulfados.

Adiclonalmente existe la opcion de obiener los veclores de desviaciones
estandar de los desplazamientos para hasta diez malrices de coeficientes de variacion
diferentes, acompafiadas de los respeclivos vectores de desviaciones estandar de los
parametros.

De esle modo puede realizarse un estudio de influencia de diferentes factores
sobre los resultados obtenidos. Esta opcion requiere de la generacion previa de archivos
de dalos bajo el nombre de CC1,...,CCn (n como maximo igual a 10), presentandose los
resultados dentro de archivos con el nombre de RECCI,...,RECCn,

Las limilaciones que posee el programa en cuanto a nimero de nodos y
materiales son las siguientes:

e nUmero maximo de nodos = 500;
e numero maximo de materiales diferentes =10.

Facilmente puede modificarse el algoritmo a los fines de aumentar el nimero
maximo de nodos y de maleriales con los que se pueda trabagjar,
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3.4- EJEMPLOS DF APLICACION.

Una vez desarollado el programa de cdlculo se presentan dos ejemplos
de aplicacian.

Con el primero de ellos, un caso hipotético, se muestra como es posible
usar el aigoritmo desarroliado para estudiar la influencia de cada uno de los nueve
pardmetros ufitizados en el modelo hiperbdlico sobre el resultado final de la modelacién
del comportamiento de un terraplén durante la construccién.

Ei segundo efjemplo carresponde al andlisis de las deformaciones durante
la construccién de una presa de materiales graduados ya construida, "El Infiernitlo”, con
evaluacién de la precisidn de los resultados de la modelacién tomando en cuenta la
incertidumbre en a seleccidn de los pardmeiros de los diferentes materiales .

3.4.1- PRIMER EJEMPLO.

Se trata de una presa simétrica de material homogéneo fundada sobre
terreno rigido. La misma se discrefiza a través de 70 elementos con 87 nodos distribuidos
en siefe capas, mismas que represenian en forma simplificada el proceso consiructivo.

Los valores asignados a los parGmetros en unidades del sistema
infernacional, corresponden a los de un malerial hipotético y son ios que a continuacién
se detatian:

TR

1.0

La malla utilizada junto con las condiciones de apoyo (fig 3.5), las
coordenadas de los nodos (fig 3.6}, ia numeracién de los nodos (fig 3.7} y la numeracién
de los elementos (fig 3.8) son los llustrados en las siguientes cuatro figuras.

fig 3.5 - Condiciones de apoyo
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fig 3.6 - Coordenadas de los nodos
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fig 3.8 - Numeracibn de los elementos.
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Para el andlisis de la influencia de la incertidumbre sobre cada uno de los
pararnetros en los desplazamientos se ejecutd el programa nueve veces. En cada
aplicacidn, sélo la incertidumbre sobre un parametro fue considerada, de tal modo que
los restantes se consideraron come de tipo determinista. Para el pardmetro considerado
en cada aplicaclén, la desviacién estandar asignada fue del 10% del valor medio.

Los resullados obtenidos se presentan en la fabla 3.2 y la fig 3.9, en la que
se muestran los desplazamientos en la direccién "y" de los nodos ubicados sobre el eje
de simetrfa para cada etapa de construccion.

Tabla 3.2 - Desplozamientos de los nodos sobre el eje de simefria durante la construccién

- m} ‘
capad i G cap
0 0 0 0
. 0 -0.0618 =0,1616 | -0,2055 | -0.2463 ~.2793
47 15.0 e 0 =0.2168 | -0.3131 | -0.4077 -0.4918
59 22.5 — e -0.1483 1 -0.3280 | -0.4903 -0.6478
&9 30.0 e —_— () -0.2374 | -0.4832 -0.7374
77 37.5 — — — 0 -0.3465 -0.7192
83 45.0 — o — — 0 -0.508
87 52.5 e — — — o 0
52,5 e
45 4 B
= AR R [
.E. 37,5 ‘\ R \,
5 3 - R N l'
g "IN ‘ Al
N \ ’ /
225 > 4 <
-s . \\ > ) '7". e o d
\ 1 e’ “
g 15 '\ " } , I - ~ -
3 ORI, VPt
T AT
0 02 04 0.8 -08
coordenada y [m)

fig 3.9 - Curvas tedricas de asentamiento para cada elapa de construccion.

La maliz de covariancla se consideré diagonal (pardmetros no
correlacionados enfre si). El vector de desviaciones estandar considerado fue:

Los resultados surgidos de considerar aisladamente cada uno de los
pardmetros son los que figuran en las tablas que se transcriben (Tablas 3.3). A
posteriori las grdficas presentadas (fig 3.10 a 3.18) permiten visualizar con mayor
facilidad la influencia de cada una de las variables.




Tabla 3.3 - Influencia aislada de cada uno de los pardmetros
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nodoj vy dyl o1 |dyl+ol| dyl-al nodof y dy2 o2 |dy2to2| dy2-a2
17 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0] 0
33 1 7.5 1027930003681 -0,2756 | -0,283 33 7,5 1-0,2793 10000021 -0,2793 1 -0,2793
47 15 {-04919 000852 -0,4833 | -0,5004 47 15 {-04919 10000041 04918 { -04919
59 | 22,5]-0.6478 |001525] -0,6325 | -0,663 59 |} 22,5 | -0,6478 | 000005 | <0,6477 | -0,6478
69 30 }-0.7374 {0,02303]-0,7143 | 0,7604 69 30 §-073741000002] -0,7373 } -0,7374
77 137,5{-0,7192 [ 002879 -0,6904 | -0,748 77 32,5 | -07192.{ 0000061 -0,7191 { -0.7192
83 | 45 | -0,808 [0025/2] -0,4823 | -0,5337 83 | 45 ] -0,508 [000019] -0,578 | -0,5082
8 525 O 0 0 0 87 ] 525 0 0 0 o]
nodol vy dy3 03 |dy3+q3| dy3a3| |nodo| vy dy4 a4 | dyd+ad) dyd-o4
7] 0 0 0 0 0 171 0 0 0] o 0
33 | 7,5 1-02793 1000253} -0,2768 | -0,2818 33 | 7.5 10,2793 10002621 -0,2767 | -0.2819
47 15 10,499 | 000526 -0,4866 | -0,497] 47 15 104919000764 04842 | 04995
59 ) 22,5]-0,6478 | 000755} -Q,6402 | -0,6553 59 | 22,5 1064781 0016) | -0.6317 ] -0,663%
&9 30 {-0,7374 10008571 -0,72688 | -0,7459 69 30 |-07374 1002787} -0,7095 -0,7652
77 1 37,51-0,71921000717] 0,712 | -0,7263 77 ) 37,5 }-0,7192 1 00396 -0,6795 -0,7588
83 | 45 | 0,508 j 000251 | -0,5055 | 0,5105 83 | 45 | -0,508 | 004042] 04676 | -0,5484
87 | 52,5 0 0 0 0 87 | 525 4] 4] 0 0
nodo| dyd a3 |[dyS+o5| dydos| [nodo) ¥ dyé 06 [dybtoé| dyb-ob
17 s} 0 0 0 o] \7 0 0 0 0 0
33 | 7.5 {02793 1002427) 0,255 | -0,3036 33 7.5 10,2793 1000198} -0,27731 -0,2813
47 | 15 |-0A4%919 | 004071104511 | -0,5326 47 1 15 1-04919]0,00371]-04881 | 04956
59 122,5]-06478 | 0,049591-0,5982 | -0,6974 59 | 22,5 10,6478 1 00045 §-0,6433 ] -0,6523
69 | 30 ]-0,7374 | 0050741 0,6866 | -0,7881 69 | 30 {-073741000417]-0,73321 07415
77 137.510,7192 1004307 | 0,676 | -0,7622 77 ] 375 107192000289} 07163 | -0,7221
83 | 45 | 0,508 0,02491 } -0,4831 | -0,5329 83 45 | -0,508 | 0,00119] -0,5068 | 05092
a7 15251 o 0 0 Q a7 15251 o 0 0 )
nodo} vy dy7 o7 |dy7+q7| dy7-07| fnodo} vy dyd o8 }dyB+os | dyB-og
\7 ¢} 0 0 Q 0 17 0 "0 0 0 0
33 | 7.5 10,2793 | 000009 | -0,2792 | -0,2794 33 | 7.5 |-0.2793{000009] 02792 | -0.2794
47 1 15 ]-04%919 000051 | -04913 | -04924 47 1 15 [-04919]| 000051 | 04913 04924
59 2251064781 00015 | -0,6463 1 -0,6493 59 1 22,5 1-0,6478 | 00015 §-0,6463 1 -0,6493
69 | 30 |-0.7374 000318 -0,7342 | -0,7405 &9 30 |-07374]000318] -0,7342{ -0,7405
77 137,5]1-0,7192 1000829 07139 | -0,7245 77 | 37,5 ] -07192 ] 000529] -0,7139] -0,7245
83 | 45 | 0,508 000641 10,5016 10,5144 83 45 | -0,508 1000641 1-0,5016] -0,5144
87 {3525 4] 0 0 0 87 | 52,5 Q 0 0 0
nodoj v dy9 oY |dy9+oy| dy9-o9

17 ¢} 0 Q 0 0

33 | 7,5 102793 0 -0,2793 | -0,2793 dy= desplazamiento en direcciony.

47 1 18 1-04%919 0 04919 | 04919 a= desviacidn estdndar de 10s desplazamien-
59 12251-0,6478 0 06478 {-0,6478 tos en direcciony.

69 | 30 |-07374 0 -0,7374 | -0,7374 y= coadenada endireccidny.

77 1375} 07192 0 0,7192 | 07192

83 | 45 | 0,508 0 0,508 | 0,508

a7 |55 0 0 0 0
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Como puede abservarse, si se trazan las curvas correspondientes a los
desplazamientos en la direccién "y” junto con las curvas resultantes de sumar y restar a la
misma la desviacion estandar, se obtiene una banda dentro de la cual han de situarse
los resultados con una probabilidad que resulta del orden del 67% si se acepta que la
distribuclén es aproximadamente Gaussiana. Comparando los intervalos dentro del cual
se encuentran los mismos puede tenerse una idea de los parGmetros que poseen mas
influencia sobre la modelacién, y en los que debe ponerse especial cuidado.

Del andlisis surge que, en este caso, los pardmetros que poseen mayor
Influencla son K, Rt y Kn. Los paraGmetros Ky y A9 son los que menar influencia poseen, en
tanto que n, m, ¢ y c poseen un efecto intermedio.

La razén por la que el parametro Ky presenta escasa incidencia es que
muy pacos elementos se descargan y por ende también son pocos los que necesitan de
la determinacién del mddulo E, de descarga. En el caso de estudiarse una excavacidn,
situacién que es posible analizar per medio de éste programa de célculo, este factor
adquiere importancia en tanto que el K es el que pasa a un segundo plano.

El factor K es el que se halla relaclonado directamente con el mddulo E,
por lo cual es previsible que influya sobre los resultados.

El pardmeltro Rf, para este terraplén construido de material granular con
una fraccion de finos, es preponderante como consecuencia de que el factor de
seguridad del terraplén es bajo (sl se considera al material como puramente granular
dicho factor es igual a 1.35) por lo que la relacién de esfuerzos es grande.

El pardmetro Ky 0 mddule de deformabilidad volumétrica, es tamblén de
gran influencia sobre la Incertidumbre global, dado que el proceso es puramente de
consolldacién donde las variaciones de volumen son las que definen los
desplazamientos.

000 750 1300 1130 3000 I %00 8230 M 413 7300 8130 €000 9L 10000 N30 11000

fig 3.19 - Parametro K. Coeficientes de variacion de los desplazamientos en X
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fig 3.20 - Pardmetro K. Coeficientes de variacién de los desplazamientos en Y
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fig 3.21 - Parédmetro Ry Coeficientes de variacién de los desplazamientos en X
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fig 3.22 - Parametro Ry, Coeficientes de variacion de los desplazamientos en Y
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fig 3.23 - Parametro K. Coeficientes de variacion de los desplazamientos en X
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fig 3.24 - Parémetro Kp. Coeficientes de variacion de los desplazamientos en Y

Las condiciones de apoyo son fundamentales en la distribucion de las
curvas de Isovalores del coeficiente de variacidn. Obsérvese que las zonas en las que se
presentan los mayores coeficlentes de variacion corresponden a aquellas alejadas de las
fronteras con condiciones impuestas.

Dado que el programa FEADAMS84 fija como condiclon que los
desplazamlentos en la frontera superior de Ia Ultima capa consirvida son nulos, se estd
imponiendo una frontera con desplazamientos conocidos y por tanto sin incertidumbre. Si
se observan las fig. 3.19 a 3.24 puede comprobarse que la cresla del terraplén posee
coeficientes de variacidn nulos como consecuencia de la mencicnada caracteristica.

Los puntos ubicados al pié del terraplén poseen coeficientes de variacion
muy allos como consecuencla de una inversién en el signo de los desplazamientos Esto
es debido a que alli se produce un ievaniamiento por desplazamienio de los materiales
del corazén del terraplén.
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3.4.2- PRESA "EL INFIERNILLO".

3.4.2.1- INTRODUCCION.

la presa El Infiernillo de 145 m de allura, cuya capacidad de
almacenamiento tolal es de 12x10¢ m3, se encuenra ubicada a 70 km. de lo
desembacadura del rlo Balsas { Marsal, Alberro, 1979).

Se trala de una presa de enrocamiento con nicleo central de arcilla
compactada cuyo volumen es de 5.5x105 m3 , mismos que corresponden a Sx106m?3 de
enrocamiento, transiciones y fillras, en tanto que 0.5x10¢m? corresponden al corazon.

La cortina del Infiernillo se instrumentd con dispositivos para observar su
comportamiento durante la construccion y posteriormente, déndose preferencia a la
medicion de deformaciones. No se instalaron celdas para regisirar esfuerzos. La
evolucion de la presion de poro se observd en un ndmero pequeiio de puntos en el
corazén impermeable y la cimentacion.

Las caracteristicas geométricas de la presa son las siguientes. El nicleo es
vertical y relativamente delgado, con un espesor de 4m en la corona que aumenta a
27m cerca de la base, y desde la elevacion 45m por medioc de ampliaciones a 45° se
tiene en el contacto arcilla - roca un ancho de aproximadamente 50m.

Tanto aguas abaje como aguas arriba, se previeron fillros de arena bien
graduada de 2.50m de espesor, asi como zonas de transicién limiladas por taludes de
0.15:1 desde la elevacion 165. Las porciones restantes de la seccidn se formaron con
enrocamiento, siendo los taludes exteriores de pendiente 1.75:1, con dos bermas aguas
abagjo. Las ataguias quedaron incorporadas a la presa.

Con base en la informacion de los sondeos de exploracion, se decidié
tratar los empatramientos y el fondo del caidn con inyecciones de mortero de agua -
cemento aplicadas desde la superficie y desde galerias.

El contacto roca - nicleo fue tratado con una reticula de perforaciones de
8m espaciadas a 3m en las que se inyectaron lechadas can proporciones de 3:1 a 6:1,
aplicadas a una presion de Tkg/cm? o menor.

La superficie de la cimentacion, una vez efectuada la limpieza superficial
con heramlenta de mano y agua a presidn, fue enlucida con mortero o lechada de
cemento aplicada con bracha para rellenar las fisuras pequefias. Los agujeros, fracturas
y desplomes descublertos en el fondo y las laderas se regularizaron con relleno de
concrelo,

Adicionalmente se construyo una pantalla de drenes, aguas abgjo del eje,
dentro de las laderas y debdjo de la cortina.

En la figura se presenta la seccién méxima de la cortina acompaiada de
las correspondlentes referenclas (fig 3.25)
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a : pantallas de concreto (pilotes secantes),

b : tapete de inyecciones;

¢ galeria G4;

d : perforaciones de inyeccion,

e : perforaciones para drensje;

Elev: elevacion en metros.

1: cornzones impermeables de la coring.

2 filtros de proteccién del corazdn impermeable de
la cortina.

3 : zona de transicién agnas ebgjo del corazén.

4 : enrocamiento compacto en ambos respaldos de la
cortina.

$ : enrocamiento a volteo en los taludes exteriores
de lo respaldos de la cortina.

6 . enrocamiento de gran tamaflo.

7 delantal impermeablo de las ataguias.,

7' corazdn impermeable de la corting, entre
elevaciones 165 y 176.

8 : extremo superior del corazén impermeable de la
corting, arriba de elevacién 176.

9 base para revestimiento de la corona.

10 : depésitos en el cauce del rio.

11 : roca firme.

Elov,1 7240

fig 3.25 - (ftomado de *Comporiamienlo de Presas Construidas en Méxica”)
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3.4.2.2- CONSTRUCCION.

El corazén impermeable fue construido con arena arciilosa cuyo contenido
de agua se encontraba 3.7% arriba del dptimo, siendo los limites de la fraccidn fina LL:
49% y su LP: 24% ( Marsal et al, 1979).

Los filfros se formaron con arena exfraida del préstamo Pinzandarén
procesada para obtener la granulometria adecuada. De modo similar, el producto de
excavaciones subtemraneas fue tralado en cribadora primaria a los fines de mejorar su
graduacién y emplearlo en las zonas de fransicion.

Para construir los respaldos de enrocamiento se abrieron cuatro canteras,
tres en frentes de conglomerado silicificado y la cuarta en un afloramiento de diorita.

3.4.2.3- COMPORTAMIENTO.

La presa El Infiernlllo fue una de las primeras presas construidas en México
que se Instrumentd con un importante nimero de aparatos dispuestos en dos secciones
princlpales, una paralela al rfo y la otra aproximadamente en el plano medio del nicleo,
de tal modo que pudiesen observarse las deformaciones y los desplazamientos de la
estructura en forma global; no se previé la medicion de esfuerzos, porque en esa época
los equipos disponibles eran poco confiables. Durante ia construccién se fueron
agregando varios deformémetros en otras zonas de la cortina para verificar diversos
aspectos del comportamienio (Albenro, 1972, Marsal , 1979).

3.4.2.4- PROPIEDADES DE LOS MATERIALES.

Para la aplicaclén del programa se procedié a la estimacion de los
parametros del modelo. Dado que no se contaba con los resultados de laboratorlo, se
emplearon tablas preexistentes incluldas dentro del manual de FEADAM84 asi como
informacién presente en diversos articulos referidos a la presa El Infiernilio.

Teniendo en cuenta las caracteristicas fisicas de los materiales utilizados
asf como dgunos datos presentes en publicaciones existentes las propiedades que
finalmente fueron asignadas a los parametros y las desviaciones estandar son los de las
tablas mosiradas (tabla 3.4y 3.5).

Tabla 3.4 - ParGmetros de los materiales

.. Parémelros modelo no lineal - Presa El Infierni)
Kol on boRel Ko | m TekPal ¢

I {ntcleo) 500 800 0.87 0.89 50 0.25 98

2 (liliros) 9200 1350 0.98 0.92 100 0.30 0 35
3 (transicién)) 735 1180 0.96 0.85 387 0.34 0 32 6
4 (enrocam. | 650 1010 0.93 0.80 160 0.33 0 40 9
compaclo)

5 (enrocam.| 600 930 0.91 0.78 100 0.30 0 36.3 7

svelio)




Tabla 3.5 - Desviaciones estandar de las propiedades de los materiales

07

1 {ntcleo) 28.0 420 0N 0.07 7.40 0.00 9.99 0.00 0.00
2 {fiitras) 83.0 1260 0.03 0.06 4.76 0.01 0.00 219 0.00
3 {teansician)| 70.0 105.0 Q.05 0.06 29.0 0.12 0.00 1.96 1.56
4 {enrocam.{ 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
compacto)
S{enrocam.| 41.4 62.1 0.04 0.00 1.1 0.04 0.00 1.82 1.00
suelio)

Las desviaclones utilizadas en el céiculo coresponden a las determinadas

para ia serie de datos presentes en la bibliografiay de los cuales iambién se abtuvo el
valor medio. Se busco representar o fravés de estas deviaciones el intervalo de variacion
posible de los diferentes paramelros de dcuerdo con fos valores reportados en la
literatura para materlales andlogos.. Cabe destacar que la cantidad de datos con que
se contaba variaba mucho dependiendo del tipe de material del que se Iratase. Por esta
razén las desviaciones esiéndar varian considerablemente de un parmetro a otro y de
un material a otro. En el caso del enrocamiento compaciado, para el cual se cuenta con
datos de laboratorio, se desprecid la incertidumbre

La matriz de coeficientes de correlacion ulilizada en el programa para el

andliss estocastico es la transcrita en la Tabla 3.6, Esta matiz, refiejo, en forma alge
subjetiva, la dependencia estimada entre Jos diferentes paramelros.

El vecior de desviaciones y la matriz de coeficientes de correlacién son los

que le dan su significado o los resultados que se han de obtener. En este caso se
observard que la incertidumbre considerada no se refiere a la variaciéon espacial de las
propiedades sino exclusivamente a la falla de informacién o a la representatividad de
pruebas realizadas en materiales andlogos.
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Tabla 3.6 - Matriz de coeficientes de correlacion para los pardmetros
de los diferentes materiales. Presa “El Infiernillo”
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DISCRETIZACION POR MEDIO DE ELEMENTOS FINITOS,

La malla de elementos finitos empleada es la que se muestra en la fig 3.27,
£n ella puede nolarse que se evitd el empleo de elementos triangulares debido a que
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fienden a ser inestables en su comportamiento. Las ocho capas en que se supuso
construida la presa son horizontales, en tanto que los elementos fueron trazados de modo
tal que siguiesen el perfil de la seccion transversal.

Las transiciones, los fillros y el corazén fueron discretizados de modo tal que
al menos dos elementos se encontraran en el espesor de fos mismos.

En la corona, con el fin de evitar la presencia de elementos triangulares o
demasiado esbellos se optd por trabajar con una discretizacién un lanto diferente. Por
ello se observan elementos friangulares de cuatro nodos, tres en los vértices y el restante
sobre uno da los lados. En fodo momenio se buscd representar del modo més cercano a
Ia realidad la posicidn de los distintos materiales dentro de la seccién de la presa. La
seccidn |dealizada de lo presa es la presentada en ia fig. 3.26.

La Iregularidad en lo cimentacion es tenlda en cuenta solamente en
aquellos nodos en los que la misma es importante, en fanto gue en algunos casos esta
era de un orden tan bajo que se optd por no considerarla.



Figura 3.26

Figura 3,27
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Figura 3.26
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REFERENCIAS

Corazon impermeable de la cortina,

Filtros de proteccion del corazon impermeable
ta cortina,

Lona de hansicion aguas abajo y aguas ariba
Corazon,

Enrocamienlo compactado en ambos respal
e la corlina.

Errocamiento a volleo en los laludes exieriores
los respaldos de la cortina.,

Figura 3.27
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-Figura 3,27

REFERENCIAS
Corazon impermeable de la corfina.

Fillros de proleccion del corazon Impermeable de
lar corlina,

tona de transicion aguas abajo y aguas aniba del
CorQzon,

Enrocamienlo compaciade en ambos 1espaldos
de la cortina,

Enrocamienlo a volleo en los laludes exleriores de
los respaldos de la corlina.




3,4,2.5- ANALISIS DE RESULTADOS.

Las figuras siguientes (fig 3.28 a 3.33) muestran algunos de los resultados
obienidos para la presa “Ei infiernillo” considerando el comportamiento no lineal de los
materiales.

Las curvas de asentamienio para cada elapa de consfruccién, en los

nodos situados sobre la vertical que pasa por el eje de la presa, se encuenfran
representadas en la fig 3.28. Puede observarse que las mismas tienden a ser parabélicas.
Lo zona en lo cual fa curva se separa de dicha representacién puede explicarse
aceptando que el corazén * se cuelga * de los filhos, dada la mayor rigidez de éstos
Gltimos, Junto con las curvas de los desplazamientos en direccién vertical se encuenfra la
fig 3.29 en la que se representaron para el final de lo construccion las curvas de
desplazamientos tolales, y las curvas inferior y superior entre las cuales existe
tedricamente una posibilidad de dproximadamente 67% de enconlrar  los
desplazamientos verlicales reales de la presa. Las mismas fueron obteniddas sumando y
restando la desviaclén est@ndar de los desplazamientos verticales a los correspondientes
desplazamientos, :
Puede observarse que la zona donde se espera se encuentren las lecturas
es bastante amplia. La princlpal causa es que carresponde a lo vertical en la seccién
maxima de la presa que alraviesa los materiales mds blandosy con mayor incertidumbre
en sus parametros, Esto puede ser confirmado estudianda las fig 3.30, 3.31 y 3.32,

En fas fig 3.30, 3.31 y 3,32 se presenian los desplazamienios en la direccién
vertical, las desviaciones estandar y los coeficientes de variacién de los mencionadaos
desplazamientos, Del estudio de las mismas pueden sacarse fas siguienles conclusiones.

Las zonas de mayores coeficientes de variacion comresponden al corazén
{material 1). Las curvas de coeficientes de variacién toman valores que varian entre Oy
40%, enconiréndose éste Olitimo valor solamente en un punto aislado, en fanto que en la
mayer parte de la seccién de la presa toma valores cercanos al 10%. Si se observa la
Tabla 3.5, se ve que las desviaciones estdndar de los pardmefros de los maleriales se
enconifaban dlrededor del 10% {mds preclsamente variande en un rango del 0% al 17%).
A pesar del efecto de compensaclén estadistica, que seguramente debe ser apreciable
por la poca comrelacién existente enire los 45 pardmetros en juega, observamos que la no
linealidad conduce a amplificaciones locales de la incertidumbre.

La zona de los enrocamienios sueltos, cuyos asentamientos solomente son
producto de su peso propio sin que exista incidencia de olros maleriales sUperyacentes,
poseen coeficientes de varlacién uniformes y del orden del 8%, correspondientes
aproximadamente a la variacién asignada los pardmetros de dicho material,

Otro de los punios destacables es que la Influencia de las fronteras con
desplazamientos impuestos {contacio con el fereno de fundacién y cola superior de la
Ulfima capa construlda) genera zonas donde no existe Incerlidumbre,

Existen puntos cercanos a las laderas de la presa donde el coeficiente de
variacién toma valores muy allos. Estos puntos corresponden a zonas donde los
desplazamienios son muy peqguenos. Esto provoca que el cociente enire la desviacion
estndar y el desplozamiento vertical [coclente gue define al CV) tome un valor muy
allo.

La siguiente figura presentada {fig 3.33} corresponde a la zona plastificada
de la presa. Puede observarse que dicha zona corresponde o aquella donde los
coeficienfes de variacién son mayores. La causa de la estrecha relacién es que al
enconirarse cerca de la falla el factor Ry adquiere mayor influencia y una pequefia
incertidumbre en el mismo conduce a grandes incertidumbres en los resultados
[recuérdese el primer caso estudiado del terraplén hipotético).
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CONCLUBIONES

Las incerlidumbres que afectan los parametros de los maleriales
geotécnicos fienen una incidencia sobre los resulfades de los andlisis numéricos
realizados por técnlcas camo el mélodo del elementa finito. Estas incertidumbres
provienen principaimente de la falla de infarmacién, de las variaciones espaciales que
presentan estas propledades y de las imprecisiones en la determinacian de las mismas en
el campo o en el laboratorio.

En el presente frabgjo se ha mostrado que es posible evaiuar lfa
incertidumbre que afecta a los resultados de un andlisis por el métoda del elemento finito
a partir de la que existe sobre los parametros de los suelos. Este tipo de andlisis se conoce
como mélodo del elemento finito estacdstico.

Se desarrollé un algoritmo que permite resolver el problema anterior en
forma aproximada recumiendo a un enfoque de segundas mamentos-primer orden, El
algoritmo permite oblener la Incertidumbre sobre los resultados bajo la forma de una
desviacién estandar o de un coeficiente de varlacién. El método desarrollado se aplica a
materiales con comportamiento lineal o no lineal jmodelo hiperbédlico); puede ser
faciimente adaptade a materiales con oiras leyes de comportamiento.

Los ejemplos presentados en este trabgjo muestran lo sigulenie:

sLas fronteras con condiciones impuestas son fugares con incertidumbre
nula en la direccldn de los desplazamientos restingidos; esto es consecuencia de que los
mismos son tomados como de cardcter determinista. Es imporfante subrayar que lfas
Incertidumbres estimadas por el méfodo presentado son condicionales y dependen de lo
validez de estas condiciones.

slos ejes de simelrfa conducen también o incertidumbres nulas si la
simelrla se conserva ai variar los pardmetros en forma aleatoria.

«Si los pardmelros de los maleriales Involucradas son independienies enire
sl, el coeficienle de variacién de los resultadas tiende a disminuir por efecto de
compensacldn estadistica,

sPor lo contrarlo, una comelacion significativa entre los paramelros
considerados en el andlisis conduce a valores mayores del coeficiente de variacion de
los resultados,

*En zonas donde los desplozamientos son muy pequeiios o invierten su
sentide, se encuentran coeficientes de variacién muy altos a consecuencia de que la
expresion que define a dicho coeficiente es el coclente entre lo desviacion estandar y el
desplazamiento. Lo anterior muestra las limitaciones del conceplo de coeficienle de
variacion,

*Las leyes de compartamiento no lineal pueden conducir a fendmenos de
amplificacién local de la inceridumbre, especiaimente cuando los esfuerzos son
proximos a los de falla. En caso de comportamiento alfamente no lineal, la aproximacion
de segundos momentos-primer orden puede ser objelable debido a que solamente se
conservan los primeros términos de una serie de Taylor.
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ofl algoritmo desarrollodo puede ser empleado para  estudiar la
conlrlbucion individual de cada uno de los parametros a la incerlidumbre global y
evaluar cuales deben determinarse con especial cuidado. En estudios de este lipo, se
encuenird légicamente que en zonas poco solicitadas los pardmetros mds importantes
son los de deformabilidad inicial, mientras que en zonas proximas a la falla los
pardmetros de resistencia Ultima son los que toman mas importancia.

El mélodo del elemento finilo estocdstico se presenta como una
herramienta Uil para el ingeniero geotecnista deseoso de infroduch clerto grade de
realismo en sus andlisis. Sin embargo es una hemamienta de uso delicado por los
siguienies molivos:

a) Su uso solamente se justifica cuando se ha hecho lo posible para Incluir
en el andlisls tada la Informacién determinista existente y para usar fos mejores modelos
deterministas disponibles. El andlisls de incerlidumbre complementa pero nunca debe
sustituir @ un buen andlisis determinista.

b) E significado y la validez de los resulfadas obienidos dependen del
significado y de | a validez del contenido de la matiz de covariancia. La definicién de
esta malriz sobre bases subjetivas (experiencia) u objetivas {geoestadfstica) constituye
por fanto una etapa muy critica en la aplicaclén del método.
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