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Introduccion

La teoria de clases caracteristicas se originé en los trabajos
de Hassler Whitney y Eduard Stiefel en 1935. Dado un haz
vectorial ¢ de dimensidn n sobre un espacio B, ellos estudiaron
el problema de determinar cuantas secciones linealmente inde-
pendientes admite & Por ejemplo ¢ es isomorfo al haz trivial
si y solo si £ admite n secciones linealmente independientes.
Si suponemos que B es un complejo CW (en particular un
poliedro) entonces la i-ésima clase de Stiefel-Whitney de ¢,
wi(€) € H(B, Z,) se define como la obstruccién a la existencia de
n—i+ 1 secciones linealmente independientes sobre el i-ésimo
esqueleto de B, esto implica que si se tienen n—i+1 secciones lin-
calmente independientes, entonces w;(¢) = 0. La definicién de las
clases por este método utiliza las herramientas de la topologfa
algebraica, en particular, la cohomologia con coeficientes lo-
cales que es donde estdn las obstrucciones.

Existen otros tres métodos para definir las clases, uno a
través de operaciones cohomoldgicas, otro calculando la co-

homologia de espacios clasificantes, y otro caleulando la coho-
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mologia del haz de proyectivos asociado al haz vectorial. Todas
estos métodos son de cardcter algebraico.

El propdsito de este trabajo es el dar una construccién de
las clases de Stiefel-Whitney mas geométrica, utilizando las
herramientas de la topologia diferencial, y siguiendo la idea de
la definicion original.

Sea ¢ un haz vectorial suave sobre una variedad diferenciable
M, la existencia de n—i+1 secciones linealmente independientes
en ¢ es equivalente a la existencia de un morfismo de haces
h:emt-i o €, donde ¢** es el haz producto M x R"-+! gobre
M, tal que h es inyectivo en cada fibra. Con esta formulacién
la obstruccidn ala existencia de las secciones estd represen-
tada por el subconjunto de puntos de Af sobre los cuales h no
es inyectivo. Denotaremos a este subconjunto como Z;(h). En
general Zy(h) no es una variedad pero si h es genérico, Z,(h) es
una variedad estratificada y por lo tanto, al igual que varieda-
des, tiene una clase fundamental. Esta clase fundamental nos
da un elemento en la homologia de M y el resultado princi-
pal (Teorema 3.3) es que el dual de Poincaré de esta clase es
precisamente la i-ésima claée de Stiefel-Whitney de ¢.

Utilizando una construcién de Porteous [15] se da una desin-
gularizacién de Z;(h) de manera que se obtiene una represen-
tacion de las clases en términos de variedades. Para esto con-
sideramos la subvariedad de M x RP* formada por todas las
parejas (r, L) donde L es una linea contenida en el nucleo de



I restringida a la fibra sobre el punto z. En el teorema 3.6 se
prueba que esta variedad representa a w;(€).

Finalmente con el teorema 3.18 se muestra que esta cons-
truccidn de las clases se puede utilizar para definir las clases de
Stiefel-Whitney de cualquier haz vectorial (sobre espacios para-
compactos). La idea es que cualquier haz vectorial se obtiene
como haz inducido del haz universal y a su vez este haz uni-
versal estd filtrado por haces sobre variedades para las cuales
podemos aplicar nuestra consruccion.

El material estd repartido en tres capitulos. Los capitulos
1 y 2 son de teoria conocida por lo que en su mayoria no hay
demostraciones, El capitulo 1 trata sobre generalidades de
haces, en el capitulo 2 estudiamos otros aspectos que son preli-
minares y necesarios para nuestro trabajo que es esencialmente
el capitulo 3, donde se encuentra lo descrito anteriormente. -






Capitulo 1

Haces

1.1 Haces Fibrados

Las definiciones y resultado enuciados en esta seccién se hardn
para haces suaves sobre variedades, sin embago pidiendo solo

continuidad se obtienen haces sobre cualquier espacio topoldgico.

Las demostraciones de la presente seccion y las dos siguientes
pueden ser encontradas en (9] o (7].

Definicién 1.1 Propiedad del Producto Local. Seca 7w : E — B una
aplicacidn suave de variedades. La aplicacidn v se dice que tienc la propicdad
del producto local con respecto a una variedad I si existe una cubierta abierta

{Ua} de B y una familia {¢o} de difeomorfismos
Yot U X I = 'fr_l(Un)

tal que who(x,y) =2, 2 € Uy, y€ I
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El sistema {(Ua )} serd llamada una descomposicién lo-
cal de . Claramente una aplicacién con producto local es
suprayectiva y abierta,

Definicién 1.2 Un haz fibrado suave es una cuarteta § = (E,m, B, I) donde
7 : E = B es una aplicacidn svave que tiene la propiedad del producto local
con respecto a F. Una descompusicidn local para 7 es lamada una represen-

tacidn coordenada para cl haz fibrado.

Llamaremos a E el espacio total o espacio haz, B el espacio
base. /* la fibra tipica, para cada z € B, el conjunto F; = 77!(z)
sera llamado la fibra sobre z. Toda fibra es un subconjunto
cerrado de E, y E es la unién disjunta de fibras,

Deflnicién 1.3 Una seccidn suave de un haz fibrado € = (E.n,B,F) cs

una aplicacidn suave o : B = E tal quem oo =iy,

Si {(Ua 1)} es una representacién coordenada para el haz,
obtcuemos biyecciones ¢, . : I = F;, z € U,, definida por

Une(y) = Yalz,y), yEF

en particular, si z € U,g = U, N U, obtenemos aplicaciones yj; o
Yor : F = F- Estas son difeomorfismos. De hecho, como .
y ¢; definen difeomorfismos de Uus x F' sobre n7)(Uyz), ellos
determinan difeomorfismos i, = ;' o ¢, de U,y x I" sobre si

mismo. Pero

U’.’in(-’l'y U) = (~Te U"E.‘r o "'n,r(U)) ZE UnB! Y€ Fy
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y asi ¢31 0 o, es un difeomorfismo de # . Supongamos ahora
que (£, 7', ', I} es un segundo haz fibrado. Entonces una apli-
cacion suave g : £ - E' se dice que preserva fibras si, cuando
w(z1) = w(z), (21,22 € E), entonces 7'(p(n)) = 7'(p(z)). Cualquier

aplicacidn que preserva fibras determina una aplicacién de con- -

juntos ¢y : B — B' con el siguiente diagrama conmutativo:

E - F
T 4 R
B o B

2]

Mostraremos ahora que ¢, es suave. De hecho, si {(U,. ¢)} es

una descomposicién local para 7 y tomando y € #* fijo, entonces
wa(r) = (@' ag o du)(2,y) , v € U,
Asi op es suave sobre cada miembro U, de la cubierta de 1.

Proposicion 1,4 Scan B, I' variedades y sca K un conjunlo. Asuinimos
que una aplicacidn de congunlos suprayecliva w : £ — B es dada con los

siguientes propiedades:
1. Hay una cubierta abierta {U,) de B y una familia {5, )} de bigecciones

Uyt Uy x I = 'ﬁ"l(Uﬂ).
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2. Para toda 2 € U,, y € Fimifu(z, y) = 2.
3. Lus aplicaciones Yipq(z,y) = (Y5 o ) (x,y) son difeomorfismos.

Entonces existe exactamente una estructurs. de variedad sobre E pare lu

cual (E,, B, F) es un ha: fibrado con representacidn coordenada {(U,, ¥ )}.

1.2 Haces Vectoriales

Definicién 1.5 Un haz vectorial suave es una cuarteta § = (E,n, B, F)
donde
1. (E,m, B, F) es un haz fibrado suave.

2. F ylas fibrasFy =77 (z), z € B,'son espacios vectoriales reales, com-

plejos o cuaterniones (cstaremos interesados unicamente en los reales)
3. Hay una representacidn coordenada {(Ua, ¥a)} tol que las aplicaciones
Yoo I = I
sun isomorfismos lineales.

La Jimension de F es llamada el rango de €. Una repre-
sentacion coordenada para el haz que satisface (3) es llamada
representacion coordenada para el haz vectorial ¢ Con fre-
cuencia denotaremos a ¢ por su espacio total E. Si {(Ua,t0)}
es una representacién coordenada para ¢, entonces las aplica-
ciones gy : Uay — GL(F') dadas por

Yaplz) = 1/’«;:' ° Ygs
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son suaves, Estas seran llamadas funciones de transicién o

transformaciones de coordenadas para € correspondiente a {(Ua. %)}

Un subhaz € de un haz vectorial £ es un haz vectorial con la
misma base tal que cada una de sus fibras I es un subespacio
de F,, y para la cual la aplicacién inducida i: E' - E es suave.

Definicién 1.6 8i € = (E,n, B, F) y & = (E', ', B, I") son haces vecto-
riales, una aplicacidn de haces (también llamado homorfismo de haces vec-
toriales) 1 £ = € es una aplicacidn suave que preserva fibras ¢ : E — E'

tal que las restricciones
pm H I;‘; — 1;‘:5(1‘) ) T e B,
son lineales (¢t B — B' denota la aplicacidn suave inducida).

Definicion 1.7 Una aplicacidn fuerte de haces cntre dos haces vectoriales
con la misina basc es una aplicacion de haces vectoriales que induce la iden-

tidad en la base.

Consideremos una variedad B y un espacio vectorial /* de di-
mensién r. Asumimos que a todo punto r € B tiene asignado un
espacio vectorial F; de dimensién r. Consideremos la unién dis-
junta E = U,enky y la proyeccién natural 7 : £ — B. Asumimos
dada una cubierta abierta {U,} de B,junto con isomorfismos
lineales

Vae: F 2 I 2 E Ua

Sujeto a la siguiente condicion:
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Condicién S: Las aplicaciones gas : Usy - GL(I") dadas por
9o () = ¥ © Ya,r
son suaves, Definimos las biyeciones t, : U, x F — n~!(U,) via

Pa(2,9) = Yaz(y)

Entonces la condicién S implica que las biyecciones 3, = 5 ot
de U,y x F son suaves. Por la proposicién 1.4 hay una inica
estructura de variedad suave sobre E que hace a (E,n, B, F') un
haz con representacién coordenada {(Us, va)}, es claro que el
haz asi obtenido es un haz vectorial.

Ejemplos

1) El haz producto B x R* (denotaremos este haz por & y lo
llamaremos trivial).
2) El haz lineal 4 sobre el proyectivo real RP" definido como
sigue:

consideremos el R/™ como el conjunto de antipodas {z, -z}
sobre §*. El espacio total E es el conjunto de todas las parejas
{{z, =2}, Az} con AeR.

Haz Inducido

Sea £ = (E,n. B,F) un haz vectorial y sea ¢ : B' - B una apli-
acidn suave asignaremos a cada x € B' el cspacio vectorial
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Fyuy. Sea {(Va,pa)} una representacion coordenada para € y
Uy = o7 !(V,). Definimos el isomorfismo lineal

Yar F— Fa(;) v €U,
POX' Yo,z = Pa0(z)- Entonces la aplicacion = - y;lov,. (z € VonV))
puede ser escrita;
T guﬁ(a(“;)):
donde gqs son las transformaciones de coordenas para ¢, por
ello suaves. Asi hay un haz vectorial o*¢ = (E',p, B',F), con

E' = Usew Iyz) y coll representacion coordenadas {(Ua, va)}. o*€
es llamado haz inducido de € sobre o.

<
&«
=1

La aplicacion identidad £,y — F,(;) define una aplicacién de
haces

T:0'€ =€

que induce o: B' = B.r se restringe a un isomorfismo lineal en

cada fibra. Siy= (£, B',1") es un segundo haz vectorial sobre
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B'y ¢: - € es una aplicacion de haces induciendo o : B' — B.
Entonces podemos restringir ¢ a la aplicacién lineal

©r 1 Il = Fypy ,2 € B

Asi definimos una aplicacién fuerte de haces ¢: 5 -5 o*¢, y el
diagrama

@

n = o'
N LT

4 €

conmuta. En particular, si cada ¢, es un isomorfismo lineal,
entolces $ es un isomorfismo fuerte de haces, es decir 5 es
isomorfo al haz inducido de ¢ sobre 0.

Suma de Whitney.

Dado un m-haz vectorial ¢ = (E, B,7,F™) y un n-haz vectorial
n=(E' B, F')sea £ el subconjunto de E x E' que consiste de
todos los pares (:.¢') tal que n(e) = 7'(¢') definimos 7"(c,¢') = n(e).

Como r, 7' son proyecciones de m, n—haces vectoriales respec-
tivamente, 7" es la proyeccion de un (in +n)--haz vectorial, la-
mado suma de Whitney, ¢ ® y = (E", B, z", F™+»),

Otra manera de definir la suma de Whituey es considerar el
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haz E x E' = B x B y la funcion diagonal A: B - B x B, la suma
de Whithey serd el haz inducido A*(E x E).

1.3 Haces Principales

Definicidn 1.8 Sea G un grupo de Lie. Un haz principal suave con estruc-

tura de grupo G es un par (p,T), donde,
1. p=(Pw B,G) es un haz fibrado suave,
2. T:PxG= P esuna accidn suave por la derecha de G sobre P,
3. p admite unn representacion coordenada {(Uny a)} tal que

Pa(z,ab) = Ya(zya) b, 2 €Uy, a,bEG.

Yo
UsxG = 7' (U)
N
w Ua

(abservacidn escribimos T(z,a) = = - a).

La accion T es llamada la accidn principal y una representacion
coordenada que satisface la condicidn (3) es Hamada coordenada
de representacidn principal, La condicidn (3) implica que #{z - a) =

(z), s € P, a ¢ G. Mds aiin, se sigue que la accidn I es libre y que
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la érbita de G a través de un punto z € P es la fibra que contiene
= En particular las érbitas son subvariedades de P. Ellas serdn
denotadas por G; = 7"'(z) (z € B), (como la accién es libre no
hay confusién con la notacién para subgrupos de isotropia).
Nétese que G, + = define una biyeccién de conjuntos entrve
las drbitas y B. Sea p = (p,#,B,G) un segundo haz principal
con accidn 7. Una aplicacién equivariante suave ¢ : P - P es
Hamado homomorfismo de haces (una aplicacién equivariante
es la que hace que el diagrama

.fl'V
PxG = P ¢.T(za) = Topxid(za)
pxid ] VY = T(pz)a)
PxG — P
T

connute).

Tal homorfismo preserva drbitas y asi se induce una apli-

cacién suave ¢ : B - B tal que 709 = ¢on, es decir que el
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siguiente diagrama conmute

G

P -

“~—

o>

Mais atin, ¢+ se restringe a una aplicacion suave g, : G, = Gy
(z € B). Las relaciones

vr(z,0) = p.(2) a, 2 € G, a €G,

implica que cada ¢, es difeomorfismo. Se sigue que v es difeo-

morfismo si y sélo si ¢ lo es. En este caso ¢! es también un
homomorfismo de haces principales, ¢ y ¢! son llamados iso-
morfismos de haces principales. Si B = B y v = id, entonces ¢

es llamado isomorfismo fuerte de haces principales.

Ejemplos:

1. El haz trivial:
(BxG,m, B,G),

junto con la accién por la derecha

(,0) b= (rv.ab), z€ B, a.beC

e o —— ot —
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es un haz principal, llamado trivial o haz producto.

2. Haces marcos: Sea € = (E,p, B,F) un haz \uctorial, y, para

x € B, sea G, denota el conjunto de isomorfismos lineales

de I a F,. Construimos un haz principal (P,m, B,GL(F)),
donde P = {J,G, y = es la proyeccidn que manda G; a z.

Para lo que sigue p = (P,7, B,G) denota un haz priucipal fijo
con accién principal T. Mds aiin

S:GxF -+ F

denotard una accién fija por la izquierda de G sobre una va-
riedad F. Consideremos la accién derecha Q, de G sobre la
variedad producto P x I dada por

Q("v U ll) = (Z, y) a= (znyn*l?/)’
: € Pyelaed.

() serd Nlamada accidn cociente de G. El conjunto de drbitas
para la accion cociente serd denotado por P xg I’ y

{]ZPXF-—)PX[;F

denotard la correspondiente proyeccion, es decir g(z.y) es la
Orbita de (z,y). La aplicacion ¢ dv'evmina una aplicacion p



14, PROPIEDAD DE LEVANTAMIENTO DE HOMOTOPIA (CHP) 19

P xg F - B via el diagrama conmutativo:

q
PxF — PxglF
F S 1 p
P - B
(s

donde 7p es la proyeccién obvia. Denotaremos por p~'(x) por
Iy, rebB.

Proposicidn 1.9 Eziste una tinica estructura suave sobre P X I tal que
£= (P XaG pr)ByF)
es un haz fibrado,

Corolario 1.10 Si (E, 7, B, FF) es un huz vectorial de fibra F' y I es un
subespacio vectorial. Entonces via el haz de marcos y la proposicidn anterior

(P xgury F'vpy B F') es un subhaz vectorial de E.

1.4 Propiedad de Levantamiento de Homo-

topia (CHP)

Definicién 1.11 Sea p: E — B un cspacio sobre By H: X x [ - I3 una

homaotopta. Diremas que p tiene la CHP para X si lo siguiente se cumple.

e . ————
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Dadoh: X — E con ph = H(z,0) dador: X =1 yH : 77 (0.1 x [ = [
con pH'(x.t) = H(r.t), H'(2,0) = h(z), 2 € 77Y0,1], t € [, existe H :
Nx I FE ta que:

pH =H

Hlpvqy = W'p-qr)
H(z,0) = h(x)
NI

esto se puede. ver en el siguiente diagrama

h T
E « X =1
TN
B« XxlI

H

Teorema 1.12 [11]Si p: I = B tiene la CHP para todo conjunto V) de
una cubicrta numerable (es decir una cub- -t con una particion de la unidad

subardinada) de B, entonces p tiene la C11P para todos los espacios X.

Definicidn 1.13 Un haz fibrada ¢ es Hamado numerable st B, lu base de ¢,
admite una cubierta numerable {Va}acy tal que Clv,, la porte de ¢ sobre Vy,

es trivial para toda A,
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Teorema 1.14 Sean (,n G-haces pniricipalcs numerables, ¢ : ¢ — 1, una
aplicacidn de haces, y D : B¢ x[0,1] = By, una deformacidn de B (es decir.
D(b,0) = B,(b)). Entonces eziste una aplicacidn de haces @ : { x [0,1] =7
tal que By = D y ®(3,0) = p(z), z € E;.

Antes de probar el teorema notemos:

Lema 1.15 Sip: E - X x [ tiene la CHP, entonces toda seccidn s de

psobre X x {0} ticne una extensidn sobre toda X 1.

Demostracién. Es necesario, H = idy,; es una deformacion
de ps, y una homotopia H la cual cubre # y empieza en s, es
una seccion como la requerida.

Demostracién del teoremna 1.14

Sean ¢,y G-haces principales y f: B¢ - B, una aplicacion.
Definimos un nuevo haz Hom(€, 1, f) sobre B cuya fibra sobre z ¢
B consiste de todas las aplicaciones &, - ny(,). La trivializacién
local de estructuras en € y y provee de una trivializacion local
a Hom(E, f), y si €y son numerables, entonces también lo es
Hom(€,n, f). Una seccién de Hom(€,n, f) sobre V ¢ B es una
aplicacion de haces €|y = 5 que sobre la base, induce fly. Con
los datos del teorema tomemos £ = ¢ x [0,1] y consideremos el
haz Hom(é.n. D). La aplicacion ¢ puede ser vista como umna
seccion de Hom(€, n, D) sobre X x {0}). Por el lema 1.15 esta
seccidn se extiende sobre todo X x I, es decir ¢ se extiende a

una aplicacion ¢ como se requiere. @
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Corolario 1.16 Siy es un haz numerable y fo, fy : X = By, «on aplicaciones

homaotdpicas, entonces los haces inducidos f3(n), f;(n) son eguivalentes.

Demostracién. Sea ¢ : f3(1) — n la aplicacion de haces in-
ducida, Como B, = fo~f,, exite por el teorema 1.14 una apli-
cacién de haces ' '
¢ i) = neon By =f, ast fin=fin. @

Corolario 1.17 Sea £ = (E,m, M, F) es un haz vectorial f.g : M' = M

funciones homotdpicas entonces f* E=g'E.

Demostracidn. Sea Py, el haz principal asociado a E entonces,
“por el corolario anterior:

ile

9P - f'Pg = Pg
N l
M 9 M

f.g
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si hacemos cociente con Ia accion de G = GL(n) entonces

(g'l’l;;) Xg ' — (f'l’r;) Xg ' - Pexgl =E
N 4 .
M - M

y se tiene el resultado. m
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CAPITULO 1. HACES



Capitulo 2

Singularidades

2.1 Variedades de Grassmann

Denotaremos por G,(R"*) la variedad de grassmannianos de
n—planos a través del 0 en el espacio vectorial R"**, Es decir
Gy (R"*) es el conjunto de todos los planos de dimensidén n que
pasan por el cero. Por ejemplo G, (R"*!) = RP".

Un n—1marco en R"* es una n—tupla de vectores linealmente
independientes de R"**. La coleccién de todos los n—marcos en
R forman un subconjunto abierto del producto cartesiano
de n- hojas R™* x.. x R*** llamado variedad de Stiefel y se
denota por V,(R"**). Hay una funcién candnica

g ‘;,(vak) - G,,(R""Lk)

que manda a cada n-marco el n-plano que genera. Daremnos
a Gu(R"* ) la topologia cociente: Un subconjunto U ¢ G, (R***

r)5

4
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) es un abierto si y sélo si su imagen inversa ¢7'(U) ¢ V,(R™** )
es abierto.

Para cada descomposicion en suma directa v' & v" de R™*
con ¢ € Gu(R™* ) la aplicacion

Hom(v',v") = G,(R™*¥)

que asigna.a cada f su grdfica, es una carta sobre G,(R"**),
llamada carta estdndar. Como la dimension del Hom(v',v") es nk
la dimension de G,(R"**) es nk.

El haz vectorial candnico k-dimensional 1%, sobre Gn(R™*) es
el subhaz del haz producto (G,(R™*) x Rk p, G,(R*F), Rtk
con el espacio total consistente del subespacio de pares (V,z) €
G.(R™*) x R***, con z € V. Un caso especial de este ejemplo
es n = 1, el haz vectorial candnico 1} sobre RP* = G,(R**') es
llamado el haz lineal candnico.

La funcién 7 : G,(R"**) x R*** - Rk, donde =(V,z) es la
proyeccion ortogonal de z en V, es aplicacién. Para H c {1,2,..,n+
k}, un subconjunto de n elementos, tenemos una aplicacién lin-
eal u, : I'" = "% que en cada coordenada, que no aparezca
en H, se inserta un cero. Con estas aplicaciones, probaremos
que 4%, = (E, p,G,(R"*),R") es localmente trivial. Como E es
el subespacio de G,,(R'”"?) x R"* consistente de todos los pares
(V.2)x € V, lafibra sobre V es (V}xV, y la estructura de espacio
vectorial es determinada por el subespacio V. Sea U;, un sube-
spacio abierto de G,(R"**) consistente de V € G,(R""*) tal que
7(Vo=): Ug(R") = V" es una biyeccion. Asi hy : Ly~ R = p(Uy)
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es definido por la relacion hy(V,z) = (V,n(V,z)), y hy ¢s un iso-
morfismo que es lineal sobre cada fibra. '

Si en lugar de R™** tomamos un *** haz vectorial trivial y
hacemos esta misma construccién obtenemos el haz Grassman-
niano G,(s"**) con su correspondiente haz universal y". 'BO(n)
sera el Grassmaniano de » planos sobre R® : G,(R™) = lim

G, (R"*), y a su haz universal lo denotaremos por 4",

2.2 Clases de Stiefel-Whitney

En lo que sigue H!(X) significa H'(,Z,) cohomologia singular
con coeficientes en Z, y H*(X), la suma directa HY(X)oH'(X)®-
3]

Las clases de Stiefel-Whitney son objetos algebraicos que cumplen
lo siguiente: |

Swl) A cada n-haz vectorial ¢ sobre una base B paracom-
pacta, le corresponde

W(¢) = 1+ Wi(¢) + . + Wa(¢)

elemento de H*(B) donde W, € Hi(B), tal que

Sw2) Para una aplicacién de haces f = (fe, fn) : ¢ = 3 tenemos
Js(W(n)) =W()

Swd)W (Cen) = W(Q)W (1) es decir Wy(COn) = Lips WHC)UIT; (1),

4)Para el haz lineal no-trivial sobre 8! (que podemos repre-
sentar como la banda de mdebius abierta, 6 como 4} del ejemplo
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Wi(n) #0

Llamaremos a W;(¢) la i~ ésima clase de Stiefel-Whitney, y
a W(¢) la clase total de Stiefel-Whitney.

En la pdgina 66 teorema 3.22 probamos que los axiomas
Swd’) y Swd’) junto con Swi) y Sw2) son equivalentes a Swi),
S.2), Sul) y Swd):

Swd’) W(¢e:") =W(() es decir Wi(¢@e") = Wi(().

S.4') Para toda n existe ¢" tal que W,(¢") #0 € H"(B).

De aqui en adelante la base de el espacio serd denotada por
M, si se trata de una variedad y por B, si se trata de un espacio
topoldgico. Denotaremos por w si estamos hablando de la clase
de Stiefel-Whitney y por W si se trata de las clases que cumplen
Swi) Sw2) Swd) y Swd').

2.3 Transversalidad

Sean M y N variedades diferenciables, f : M — N una funcion
suave, Si f(z) = y denotaremos df, la diferencial del ;A en T, N,

Definicidn 2.1 Se dice que f es transversa a la subvariedad Z C N, y se
denota fhZ si
imagen(df,) + 1,(Z) = Ty(N)

para toda y € imagen(f)nZ y z € f7'(y).
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Teorema 2.2 Si la aplicacidn f: M = N es transverse a una subvariedad
Z C N, entonces la preimagen f~'(Z) es una subvariedad de M. Mds ain,

la codimensidn de f~*(Z) en M es igual a la codimensidn de Z en N,

Demostracién. Sea (V,4) una carta en f(mg) € Z en N con la
propiedad subvariedad para Z es decir:

PpV)=VixhcFeR
Fy =R, F, =R"*, n=dimN, k=dimZ
CWvnz) =V x {0)
¥(f(mo)) = (0,0).

denotemos por p;: Vi xV, = V; la proyeccién canénica. Sea (U, ¢)
una carta en mg en M, tal que p(mg) =0, p: U = p(U) C E=R™
y fU)ycVv. ParameUn f-'(2),

Toggompmm o Tympo T f
1‘1! (&) F-g

Tulpzoto fly)
Tt o ) (T M) + £
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(por transversalidad de f sobre Z), el siguiente diagrama con-
mutativo muestra lo anterior: - "

f
M -5 N
p 1 1 ¢
pU) NV
1 m
WxV,

Asi Tn(movo fly) : TwU = T,,M - F, es sobre, Su nucleo es
(Lnf) (TyomZ) como kerps = Fy y (Tym$)™(F) = TymZ, y asi
es descompuesto en T.,(M). En otras palabras, 0 es un valor
regular de p,ovo fly : U = F, y asi tenemos

(P2oyo flo)(0)=7(2nV)

es una subvariedad de U, y de M cuyo espacio tangente en
me U es igual ker(Tn(povof lv)) = (T f) " (Tyon)Z) por el teorema
de submersién. Por lo tanto f-'(ZnV) es una subvariedad de
M para cualquier carta vV con la propiedad de subvariedad; es
decir, f~'(Z) es una subvariedad de M. Ademds de nuevo por
el teorema de submersion se tiene

codim(f"(Z)) = codim(f ' (Z NV)) = dim F; = codim(Z)
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Teorema 2.3 ( de Homotopia de Transversalidad) [2] Para cualguier
aplicacion swave f + M — N y una subvariedad sin frontera Z de una varie
dad sin frontere N, eziste una aplicacidn suave g : M — N homotdpica a f

tal que ghZ . @

Teorema 2.4 (Transversalidad para Secciones) (2] Ses f : E - M
una aplicacion entre variedades diferenciables y s : M — E una seccidn
‘difcmuciablc de f (es decir, fos =Idy). Si N C E es una subvariedad
diferenciable, entonces una cziste una seccidn t : M — E arbitrariamente

cercana a s transversa a N. @

2.4 Clase Fundamental

Sea M una n—variedad topoldgica. Sea R un anillo con unitario,
para cada x € M, recordemos que |

Hy(M, M = z; R)=H,(R", R"* - 0; R)
es isomorfo a R para i =n y cero para i # n,

Definicién 2.5 Una orientacidn local i, para M en 2 es una eleccidn de

un generador para Hy(M,M - z; R).

Nétese que tal i, determina orientaciones locales y, para
para todos los puntos y en una vecindad abierta de z. Para ser
mds preciso, si B es una bola alrededor de = (en términos de
una sistema local de coordenadas), entonces para cada y € B
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los isomorfismos .
H (MM - ) €& H,(M,M - B) ™ H,(M, M - y)

determina una orientacién local p,.

Definicién 2.6 Una orientacidn para M es una funcidn que asigna a cade
T € M una orientacidn local iy que “varfa continuamente” con z, en el
siguiente sentido; Para cada x czite un vecindad compacta N y una clase
pn € Hy(M, M—N) tal que py(un) = py para caday € N. El par consistente

de variedad y orientacidn es llamada variedad orientada.

Teorema 2.7 Para cualquier variedad M y cualquier compacto k C M, hay
una sola cluse i € H,(M, M — k) que satisface p,(ux) = p. pare cada
rzek

2.5 Dualidad de Poincaré

Sea K = {k C M : k es compacto conexo }. K es un sistema
dirigido con la inclusién k < k' si k CKk'. Entonces los HY(M, M -
k) forman un sistema dirigido bajo:

.kl
Jk
HY(M, M -K) - H"(M, M -k)
kKCk
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Definimos HI(M) =lim H(M, M~k). Si M es compacto HI(M) =

HY(M).
Por naturalidad del producto cap relativo tenemos:

k0
HY(MM ~k) = Hn_ (M)
ik I Va

HYM, M =) N

con k C k. Tomando el limite del lado izquierdo tenemos
D : HY(M) = Hyno(M)

Teorema 2.8 (Dualidad de Poincaré) Si M es una m—variedad ¢l ho-

momorfismo
D HYM) - Hpo(M)

es isomorfismo.

2.6 Variedades Estratificadas

Una variedad estratificada r-diferenciable en M™ es la unién
S=5U..US, con! < m, de subvariedades r-diferenciables
disjuntas de M™: §y,..., 5 tales que:

—



34 CAP{TULO 2. SINGULARIDADES

1) dim S, > dim g1,

2) SkUSkqU..US; es cerrado en M™, para k=1,2,..,1.
Los puntos de 5, serdn los puntos regulares de S.

Sea S una variedad estratificada de dimension k (esto es la
dimensién de S, es k). Diremos que S tiene una clase funda-
mental ¢ si exeste un elemento ¢ € Hy(S) (homologia con so-
porte cerrado, no necesariamente compacto[10]) tal que para
cada punto regular z € S, la imagen de ¢ en Hi(S,S - z) es el
generador de Hy(S,S - z).

Un abierto de un espacio topoldgico de dimension n serda
llamado denso si su complemento es de dimension < n - 1.

Definicién 2.9 Un espacio de tipo V'S, (variedad de dimensidn n con sin- -
gularidades) es un espacio localmente compacto de dimensidn n que contiene

un abicrto denso homeomorfo a una variedad de dimensidn n.

Denotaremos por X, a los puntos que tienen una vecindad
homeomorfa a un abierto de R", y por X5 el complemento. Una
variedad estratificada es obviamente un espacio de tipo V5,
y Mp =8, asf es que llamaremos a los puntos de X puntos
regulares y a los puntos que estdn en Xs puntos singulares.

Pr&poslcién 2.10 [10] Sean X un espacio de tipo V' S,, A un subconjunto
de Xp que intersecta a cadu componente conexa de Xp, y ¢ € H,(X,Z,).
Para que ¢ sea una clase fundemental ¢s necesario y suficiente que su valor
en todo punto de x € A ses un generador de Hy(X, X - 2;Z;) y ¢ estd

completamente determinado por sus vulores en los puntos de A.
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Proposicién 2.11 Sean X y Y dos espacios de tipo V Sy y f una aplicacidn
propia de X en'Y. Supongamos que Yy, conticne un abierto U que intersecta a

cada componente coneza de Yp y tal que f sea un homeomorfismo de f ' (U)

sobre U, y sca ¢ € Hy(X, Zy) una clase fundamental de X. Entonces foc es

’
.

una cluse fundamental de ¥

Demostracién. Ya que f es propia f.c estd definido, la pro-
. posicion resulta de la proposicion 2.10 y del hecho f, conmuta
con las restricciones a f-'(U)y U. @

Lema 2.12 [10/Sea (U;)ic; una cubierta abierta de un espacio X de tipo
VS, ysea J C I el conjunto de i para los cuales dimU; =n, ysiU; (i€ J)
posce una clase fundamental en H,(Us; Z,). Entonces X tiene una y sélo una
clase fundamental en H,(X;Z;). @

Lema 2.13 [10/Sce X un espacio de tipo VS, tal que, todo punto de X
posee una vecindad homeomorfa a un abierto de R* con k < n. Entonces tado

punto regular tiene una vecindad que posee una clase fundamental mddulo 2.
a

Como colorario de los lema 2.12 y el lema 2.13 tenemos

Teorema 2.14 Sea X una variedad estratificada Entonces X posce una y

solo una clase fundamental mddulo 2.
.

Teorema 2,15 [13/Sean M y M' dos veriedades diferenciables paracom-
pactas, S = S USU...US,, una variedad estratificada de subvariedades dife-

renciables en M, sea [ una aplicacidn diferenciable de M' en M transversa
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sobre S, y §' = f~'(S) la imagen inversa de S. Supdngase que S' esun ANR
y S tiene una clase fundamcntal o. Entonces S' tiene una clase fundamental
A y la imagen por f* : H*(M) — H*(M') de la clase dual a a es la clase
dual a . '

Demostracién. Sean n = dim A/, n' = dimM', k = dim$, k' =
dim$S'. Puesto que las codimensiones de S y de §' son iguales,
n—k#W¥H=¢- 2

Demostraremos el resultado en dos pasos;

(1) existe una clase § € Hy (') tal que la clase dual en M’ es
la imagen por f* de la clase dual en M a a.

Sea W! un sistema fundamental de vecindades de ' en M', y
sea f; la restriccién de f a W}. Se tiene el diagrama conmutativo

D
Ho(M') & H"-¢(r)
' N D s
t t H M) & Ho(M) « Hi(S)
D; v '

He W) & HYFW)  f

donde los soportes de las homologias de M, A’ son todos los
cerrados, y, en W, los cerrados de A'que son contenidos en
W! ; los signos « designan los isomorfismos de dualidad y i,
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los homomorfismos inducidos por inclusién. Observemos ahora
que los elementos D! f Dia de Hu(W!) determinan un elemento de
limite proyectivo lim He(W}), B € Hp(S'); porque el homorfismo

H'_,'(S') -)li(!_ll Hp (W)

es un isomorfismo: ' se supuso ANR.
El diagrama conmutativo

7,

Hu(S") = Hu(M")
) i t
lim Hp (W) — Hyp(W,

donde i es el homomorfismo de inclusion, al juntar con el dia-
grama precedente, se muestra que g satisface las condiciones de
(1): DB = fD;, o para completar la demostracién, es suficiente
probar que la clase obtenida es la clase fundamental de §'.
Sea 2' un punto regular de &' y sea z = f(2'). Se puede
encontrar un sistema de coordenadas z;, z, ... 2, €n una vecin-
dad W de r hoineomoifa a R" x RY, tal que las coordenadas
Iy, 2y .. 1y, sean nulas en el punto z, y tal que WnS esté
definido por z, = vy = .. = 2,,.1 = 0. Sea B el subespacio de

W definido por @y = 2y = .. = 2y = 0y [Tn-gqir] < L oy |a] < L.
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Sea 7' una vecindad abierta de S en M que contiene a B como
cerrado.

Sea ahora W' una una vecindad de z' en A’ contenida en
£ '(W). Puesto que la aplicacién f es transversa en el punto
2’ en M', se puede encontrar en I¥' un sistema de coordenadas
x}, .., = nulo en el punto z' y tal que la restriccion de f a W’
compuesta con la proyecidn de W sobre R" sea dada por las
€CURCIONeS Ty = Ty, .y Tyiogit = Tn-gr). S€a B el subconjunto de
W' definido por 2} =0, .., #h_, =0, |gh_q1| <& ..., lTh| <€, € tan
pequeiio como para que f(B') C B, sea al fin 7' una vecindad de
S’ que contiene a B' como cerrado y contenido en f-(T).

Se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo

Ho(S) ™ Hu(S,$' —2)

W $ g
He(1") - Ho(T\T - B')
Dt 1 D
HY(T) =+  HY(B

it ) Iy
HYT) -  HY(B)

D 3 D
Hy(T) = H(1\T - B)

1 1 t Je

H(S) ™  HS.S - x)
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donde fz y fr son las restriccién de f a B' y T' respectivamente,
D y D' son los isomorfismos de dualidad; i, ¢, j, j' son las inclu-
siones. La homologia de T y T’ tienen por soporte los cerrados
de M, M' respectivamente que estan contenidos en T, T' respec-
tivamente; la cohomologia de B y B' es con soporte compacto.
Mostraremos, como consecuencia de (1) tenemos f}D;,a = D'i,
esto implica ’por la conmutatividad del diagrama

D'j: "l’.ﬁ = f;]Djofnoa

vamos a determinar que es elemento de H¢(B). Por la definicion
de clase fundamental, m,a es el generador de Hi(S,S - ). Asi
Dj.m.a es el generador de HY(B) y lo mismo fjDjm.a es de
H9(B'), porque fp es una aplicacion homeomorfa de B' en B. Esto
implica evidentemente que m, 3 es el generador de Hy(S',5' - z),
esto es, f es una clase fundamental de . @

2.7 Haz de Homomorfismos

Sean E y E' haces vectoriales sobre M definimos el huz de homor-
fismos como el conjunto Hom(E, E') = {f, : E. = EL[z € M}.

Una aplicacién (suave) de haces h : £ - E' es equivalente
a una seccién (suave) de Hom(E,£'). Una aplicacién de haces
h:E - E' se dice que es transversa si la correspondiente seccion
en Hom(E, E') es transversa al cero.
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Teorema 2,16 Sea M (k x n) el espacio vectorial de matrices reales de di-
mensidn mx n, y M.(k x n) el subconjunto de matrices de rango r. Entonces
M,(m x n) es una subvariedad de M(k x n) de codimension (k — r)(n-r),
para r < minf{k,n}.

Demostracién. Una carta de un punto de M,(k x n) esta dada
por el conjunto U C M(k x n) de matrices de la forma

A AB
D DB+C

A € M(r x r), det(A) # 0, ya que debe de haber al menos
r reglones linealmente independientes. La suma o la resta de
miiltiplos de columnas a otras columnas no altera el rango asi
es que la matriz anterior tiene el mismo rango que

(5¢)

pero para que ésta tenga exactamente rango r, C debe ser cero
de otra manera habrfa mis de r columnas linealmente inde-
pendientes; y viceversa si C es cero la matriz tiene r columnas
linealmente independientes y por tanto es de rango r. Entonces
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a M.(k x n) lo podemos ver como a un euclidiano de entradas
(A, D, B) es decir de codimensién (k- r)(n~r). ®

Una funcién k de haces vectoriales induce una particion de la
variedad en subconjuntos Zi(h) = {z € M/dim(ker h,) = i}, sea S la
seccion inducida por /i, entonces tenemos el siguiente terorema:

Teorema 2.17 El conjunto S = {h, : E; = F,/dil;l(ker hy) =1} es una
subvariedad del Hom(E¥, ™), de codimensidn l(n — k + 1),

Demostracién. Sobre cada fibra caemos en el teorema an-
terior, con rango m -/, y la codimension es I(n - k + 1), para .
globalizarlo nos da una variedad de la misma codimensién ya
que los abiertos de las cartas tienen la misma dimension. ®

Lema 2.18 Sih es transversa a Sy entonces Zy(h) = {z € M : dim(kerh;) =

1} es subvariedad de codimensidn l(n — k +1).

Demostracion. Por el teorema 2,2 y el teorema 2.17 las Z(h)
son subvariedades de codimensién I(n -k +1). @

Lema 2.19 Zi(h) = U;» Z;(h)

Demostracion. Sea z € Z;(h) para alguna j > I, y sea U un
abierto cualquiera de M™ que contenga z; U es de dimension m,
como la dimension de todos los Z(h) es siempre menor que m
entonces L' contiene puntos de M que no estan en ningin Z(h);
uniendo cualquiera de esos puntos con z, con una linea total-
mente contenida en U, por continuidad de h, uno de los puntos
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por los que pasa esa linea debe de pertenecer a Z(h), de aqui
que todos los puntos de U;y Z;(h) son puntos de acumulacion
de Z(h), esto implica que

Z(h) € U2k € Z(n)

j2t

falta probar que la U;5 Z;(h) es cerrado. Sea x; € M tal que
rg ¢ Uj» Z;(h) esto implica que kerh,, < I y de aqui que, por
continuidad, existe un abierto U alrededor de z, tal que kerh, <
I, para cada z € U, por tanto U;y Z;(h) es cerrado. ®

de aqui tenemos el teorema:

Teorema 2.20 Z = |J; Zi(h) es varicdad cstratificada.
Teorema 2.21 Hom(s', E)=E.
Demostracién. Las cartas de Hom(<', E) estdn dadas por:
Hom(s", E") |~ U x Hom(R, R")

pero como Hom(R,R") es isomorfo a R" y las funciones de tran-
- sicidn son las mismas que E, se tiene el resultado, @

2.8 Desingularizaciones

Como la cerradura de Z;(h) es en general singnlar necesitaremos
una resolucién o desingularizacion de ella. Esto es una variedad
no singular Z,(h) y una aplicacién ¢ de Z(h) a M tal que:
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1) La imagen de ¢ es la cerradura de Z(h).
2) @i es propia.
3) manda ¢;! (Zy(h)) difeomérficamente a Zi(h).

Corolario 2,22 Si se cumplen las condiciones anteriores . manda la clase
Jundamental de Z(h) en la clase fundamental de Zy(h).

Una desingularizacién cumple las hipétesis del teorema 2.11. @
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Capitulo 3

Resultado Principal

3.1 Enunciado

En la presente seccién se enuncia el teorema (3.3) principal.

Definicidn 3.1 Se dice que una funcidn h : E — F es genérica si su seccidn

correspondiente, Hom(E, F), es transversa a cada una de las
Si={fr: E; = F;:dim(ker f,) =1}
Como consecuencia del teorema 2.4
Proposicién 3.2 El conjunto de funciones genericas es denso,

[ |
De aqui en adelante Z(f) significara z,(f).

Teorema 3.3 (Principal) Sean (E, M",p,R") un haz vectorial suave, y
h e — E una funcidn de haces genérica. Entonces Wi(E) = JY([Z(h)])

45
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cumple con los aziomas Swl), Sc2), Sw3’) y Swd') (2.2), donde J! es la
composicidn de la dualidad de Poincaré con el homomorfismo inducido por

lo inclusidn J..

s
Hn-i(Z(h)) = Hp (M)
N $ D=
! Hi(M)

3.2 Demostracién del Axioma Swl

En esta seccion se demuestra que las clases Wi(E) = J{([Z(h)))
cumplen con el axioma Swl.
a) Por demostrar que Wi(E) € H'(M).
Por el teorema 2.17 tenemos que la codimension de Z(h) es
I(n - (n—i+1)+1) =4 Por tanto la dimensién de Z(h) es m —i.
b) Por demostrar que Wy(E) = 1€ H(M).
Si i = 0 entonces Z (h) = M, asi que J! se convierte en isomor-

fismo.

¢) Como la construccidn no tiene sentido para i > n daremos
por hecho que W;(E) =0, para i > n,
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3.3 Demostracion del Axioma Sw2

En esta seccion demostraremos que W; cumple con Sw2. Es
decir por demostrar que si

f
fl En - Eﬂ
{ \
M o M

f

es una aplicacion de haces entonces W;(f*E) = f*(Wi(E)).

Sea

h
ettt o B
N
M

transversa a cada una de las S;. Por el teorema 2.3 sin pérdida
de generalidad , podemnos asumir que f es transversa a Z(h).
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Definimos

Erhl,—'l'-H - f. E
N
M

como sigue

g: (,v) — (@, [T (hy)(v)))

lo anterior estd bien definido porque f es un isomorfismo en las
fibras.

Tenemos que probar que:

1) g es transversa a cada una de las S = {g, : e}-"*! = f*E, :
dim(ker(gy)) =1},

2) f*: Hi(M) - H'(M'), manda la clase dual de [Z(h)] en la
clase dual de [{Z,(9)}.

1)Sea h € Hom(e"+! E"), y sea v € hn S entonces tenemos
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que:
T,(Hom(e" ", E") = T,(h) @ 1,(S)
= Tn(hx) @ Tv(st:) &) Tr(Z(Al))a
Donde 7(v) = 2 |
Por otro lado: :
= D(Hom(e" !, E"),) @ T,(Z(M))
= T,(Hom(R"" R")) & To(Z(M)),
entonces

T(Hom(R"""R") = T, (h;) @ T,(Sts)

como sabemos que cuando f(y) = = tenemos que h,=g,, y S1=85},
entonces
T(Hom(R"**!, R")) =T, (g,) ® Tu(S},
donde f(w)=v y #'(w) =y.
Ahora

Tu(Hom(e-H1, EM))

Tu(Hom(e" ), E™),)) @ Ty(Z(M"))
T(Hom(R"*1, R")) @ T,(Z(M"))
Tu(gy) © Tu(S},) ® T (2(M"))
Tu(9) © T,(S})

con lo que se tiene que ghs].
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2)Usando el teorema 2.15 y el siguiente lema se tiene el

resultado. @

Lema 3.4 Z)(g) = f-(Z(h)).

Demostracién: sabetnos que

Zith) = {ye M/ dim(kerhy); 1}
Zi(g) = {z € M/ dim(ker g;) =1}

por tanto tenemos que

{x € M/dim(kerg;) =1}
{x € M/dim(ker((x,v) > (=, f,‘"(lll(x)(v))))) =1)
{2 € M/dim(ker hy(yy) = 1}

Zi(9)

]

de aqui se sigue que

r € Z(g)
& dim(ker hyy) =1
& flx)e z(h)

por tanto
Zi(g) = £ (Z(h)) (3.1)
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Entonces
Zi(g) = Umaly) Por el lema 2.19
= Upif'(Z(h))  Porla ecuacién 3.1
= Y Upi(Zi(h)) ,
= f~1(Z(h)) Por el lema 2.19
]

3.4 Demostracion del Axioma Sw3’

En esta seccién probamos que I¥;(E) cample con el axioma Sw3’)
es decir que W;(E" @ ¢*) = W;(E"). Sea

h
En—H-l - v
N
M
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Transversa a todos los S, y tomemos

hxid
Ek+n—~|‘+l - e &.k
A i

M

tenemnios que:

Zihxid) = {z€M/dim(ker(h x id);) =1}
{& € M/ dim(ker hy) = 1}

Zy(h).

fl

]

Antes de probar transversalidad probaremos el siguiente lema:

Lema 3.5 S nh x id=Zi(h) = 53" (S)=Si N h. Donde Sy = {f: e~
Er/dim(ker f;) =1} y S) = (fe 1 €0 5 BV @ ek / dim(ker f;) =1},

Demostracién, Como S; es transversa a h, Z; ¢s una variedad
y COINO s, €8 UNO a uno, suave, tiene inversa suave y Z es envi-
ado en $;nh. entonces son difeomorfas. También Z; = s;},,(S), ¥
como ya sahenias que es variedad, tenemos que por los mismos

argumentos SiNhxid=Z. 8
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Volviendo a nuestra prueba, por el teorema 2.17

dimS=n?-ni+n4+m-012-li+l
dimS; =n?—ni+n+ 2k —ki+hk+k24+m+1-02-1l

Y entonces
dim S} — dim S = 2nk — ki + k + k2,

pero

i

dimT'(Hom("~"*'**, En @ ¢¥)) dim I'(Hom(e"~*, E")) 4 ik - ki+
+k 4 2

dim(T(S) +T(h)) + 2nk — ki + & + 42

]

probaremos que dim(T(S}) +1'(h x id)) es igual a esto Gltimo:

dim(T(S}) + T(h x id))

dim(7'(S})) + dim(T'(h x id))
~dim(?(S;) N T'(h x id))

y como ’
din(T(S})) = dim(T(S)) + 2nk — ki + k + k*
dim(h x id) = dim(Z'(h))

y

dim(T'(S) NT(h xid) = dim(T(S)nT(h))
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esto ltimo es cierto por el lema 3.5. Haciendo la suma

dim(T(S}) + T'(h x id))

i

dim(T(S1)) + dim(T'(h)) - dim(T(S;) NT'(h))
+2nk — ki + k + k?
dim(1(S;) + T(h)) + 2nk — ki + k + k2, _

n

3.5 Demostracién del Axioma Sw4’

Por demostrar que existe ¢* tal que W,(¢") = g cualquier ele-
mento no cero de H"(M"). ‘

Sea M = RP" y ¢" = (R" x §")/Z, (este haz es isomorfo a
nere..01). Entonces definimos h:e - ¢ como sigue:

b (8 2y, oo Tnga]) P [t20y odan, 20y oy 2 i)
la seccion equivalente en Hom(s',£") = £" es
Sh : [xh ~-'yxn+ll - [mh sey Ty Ty ---:xn+ll

esta scccion intersecta a la seccién cero solamente en 1 =
0,0,...,0,1].

El tangente a R"xS"/Z, se obtiene identificando los tangentes
en puntos antipodas en R" x §". Asi tenemos que el tangente a
£ es

Ty (R™ X 8" /Z2) = {(w.y) € R* x R*' 1y 2 = 0}
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sea 5, la imagen de S, es decir
S = ({21,220 vony By T 82, vonr T By 2] (212 22y o0y Ty Tat ] € S" 29}
entonces
T((,,zo,(ﬁ,,) = {(u,y) € R" x R"*' : p(y) = w}
donde p es la proyeccion en las primeraé n coordenadas. Sea
So = {[0,z] € €" : x € 8"/ 7y}
la seccidn cero, entonces su tangente en el punto (0,2°) es
Toa)(S0) = {(0,y) e R* x R 1 y-a® =0},
Ahora, sea Vy = (w0, yo) € Tjom(R" x 8"/2,) entonces yo - 2° =0 es
decir y tiene la iiltima coordenada nula, asi podemos repre-
sentar a V, como sigue -
Vo = (wo, o) = (1w, (wo, 0)) + (0, o ~ (wo, 0))

donde

(wo, (w0, 0)) € Tio,0)(%h)
y (0)'.'/0"("’0!0)) € 2'(0@")(50)
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Por otro lado tenemos

Jn
Ho({z")) — Ho(RP")
N { =D
J! H"(RP")

y sabemos que [{z°}] # 0 € Ho({z°}) y esto implica que Jo([{z°})) #
0 € Hy(RP") y de aqui que J!([{°}}) = DoJ,([{z°}]) # 0 € H*(RP"). B

3.6 Desingularizacién.

En esta seccion encontraremos una variedad de dimension m—-i
que es una desingularizacién de Z,(h), y por lo tanto la clase
fundamental es mandada a la clase fundamental de Z;(h).

Sea

Zi(h) = {(z,L) € M x RP"*: L € ker h,}

nuestro objetivo es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.6 Sean (E, M™, p, R") un haz vectorial, y h: ¢! = £ una
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<
-7

funcidn de haces, genérica. Entonces w!(1) = Wi(E), donde

s
Huoi(Zy(h) = Hum-i( M)
p= % t D=
HYZ\(h)) =  HY(M)
!

m es la proyeccidn candnica restrigida a Zy(h).

La demostracidn de este teorema se basa en teorema 2.22,
el teorema 3.11 y el teorema 3.10.

Definiremos algunas variedades, conjuntos y funciones entre
ellos.

T . h
posnﬂ"H - ptEn en»-i-H - kn
N 4 I 7

Hom(e" L E") —» M™
»

PE" = {(ferv:) € Hom(e" ™ E") x B 1 € M}
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Pt = ((fr,v;) € Hom(e" " E") x "™ 1z € M)

T(fm ;) = (f.n fx(vx))

observemos que

{fe: pel*! 5 pE7 : dim(kery,) = 1}
{fo:pel-*1 o p*EP : dim(ker f;) =1}
= S(.

Zy(r)

(Por ello la definicién de genérico de McPherson [14] es equi-
valente a la dada en este trabajo). Sea

Z\(7) = {(f: L) € Hom(e"™*", E") x RP""*: L, C ker f,}

es obvio que si proyectamos en la primera coordenada obtene-
mos la unién de todos los S;.

Lema 3.7 Z,(r) es variedad de codimemsidn n.

Demostracion. Probaremos que Z(r) es yn fibrado sobre M,
sea {U}er un atlas para M, probaremos que Z(r)ly, = Q x U,
donde Q es una subvariedad de Hom(R"+!,R") x RP"-i lo cual
es suficiente por la proposicion 1.4.

Sea L € RP* donde k = n ~ i, entonces a L lo podemos ver
como

L= {(tLy, tLy, ., tLey) : t € R}
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y las cartas de RP* las podemos ver como (R,,6,) donde

Rr={LeRP*: L, #£0)

. L; .
0r: R = R'= {(6r1, Oray »--xor(k»H)) : 0rj(L) = 'I'J‘!'v con j#r}.
Definimos entonces

Qr = {((aij)ij, L) € HO'"(RkHsRn) x RPF: Qjp = Zj#r“t’jﬂrj([‘)} :

or 1 Qr = R x R"xRF
or : ((aig)ipy L) P ((aij)ij, (0r),)
hacemos @ = U¥Q,; entonces @ es una variedad con cartas
(Qr,¢:), de dimensién k + kn, y codimensidn n. '
Falta ver Q es la fibra de Z)(r). _
Tomando (f, L) € Zi(7)|y, es decir f;(L) =0, = € Ui, y supon-
gamos que para alguna r se tiene L, # 0, entonces

Ay Qi . Qe tL,

' Az gz .. Gkt tL,
0=/u(L) = ‘

Unl Qny o Oy Ly

y esto es lo mismo que

(tLyagy + thatz + ... 4 Ly Qigen)i = (0);
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lo cual es equivalente a' que

air = Y ay0jr, con Oy == j#r
i#r or

por dltimo esto implica que (f;, L) € Q: que es carta de Q. Para
probar que si (f.,L) € Q x U; implica que (f,,L) € Z(r)ly, se
procede exactamente al revés. Por tanto Z)(r) es una variedad
de dimension m + nk +k, y codimension n. @

Lema 3.8 Sea Sy, laseccidn que representa h en Hom(e"~3*!, E*). Entonces
Sh es transversa a p, donde p : Zy(r) = Hom(e"**!, E") es la proyeccidn

candnica en la primera coordenada.

Demostracién. Como S, es transversa a cada S, entonces Sy
es transversa Uy, S = p(Z;(r)).

Lema 3.9 Z,(h) es la interseccidn transversa de Sy y p.

Demostracién.
Zihy= MhZ(r) - Hom(e", E™)
! 1A

MxZy(r) =  Hom(e""*, E") x Hom(s"**1, E)
S;, Xp
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i

MthZy(r) {(z, fr L) € M % Z\(7) : Sh(z) = p(f2y L))
' {(z,L) € M x RP" 1 s h(L) = 0}

Zl(’l)

Teorema 3.10 Z; (h) es variedad cerrada de dimensidn m —1,

Demostracién. Que Z(h) es variedad es consecuencia directa
de los tres lemas anteriores. Probaremos que Z,(h) es cerrado.
Sea (0. Ly) € Mx RP" tal que (zo, Lo) ¢ Zu(h) entonces hyy(Ly) # 0
de aqui que existe un abierto V(Lo) de L, tal que h,y(L) =0 para
cada L ¢ V(Lg) esto por continuidad, de igual forma existe un
abierto U(z) tal que h,(L) = 0, para cada x € U(z,) y para cada
L € V(Ly) entonces U(zy) x V(Ly) es abierto que no intersecta
Z\(h) y contiene a (zg, Ly) por tanto Z,(h) es cerrado. @

Teorema 3.11 Z(h) junto con 7' = am Zy(h) = Zy(h) es una desin-

gularizacion de Z,(h).

Demostracién. 7' es una aplicacion.

1) es sobreyectiva en Z,(h).

2)Sea C un subconjunto compacto de Z(h), entonces es com-
pacto en M, 77Y(C) = C x RP* es compacto en M x R,y
a'"Y(C) = (C x RP")NZ (h) es compacto ya que Z,(h) es variedad
cerrada,

3)a Y (Zi(h)) = {(fe k) € Zy(h) : kerfy = 1, YL € kerf,} en-
tonces a1 (Zy(h)) = Zi(h) x {punto} y de aqui que =’ restringida a
a1 (Z,(h) es un difeomorfisimo.
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3.7 Generalizacion

Proposicién 3.12 /9] Sea X un CW—Complejo y sea X° C .. C X" C
v € X subcomplejos con Upso X" = X, ji' : X® = X™, #p: X" = X las
inclusiones, n 2 m. Entonces {H'(X"), ji**,N} es un sistema inverso para
q € Z, y existe una sucesion ezacta

0 —im' H*'(X") = HY(X) Edtim Ho(X") 0

a .

Haciendo X! = G,(R**), se cumple las hipdtesis de la propo-
sicion 3.13 y tenemos asi
Lema 3.13

0 -slim' B (Gu(RH)) —+ HY(Gu(R™)) Lol H(G(RH)) 0
a
Lema 3.14 Si M™ cs una varieda compacta H¥(M™) es finito.

Demostracion.

Hi(M™) = H"(M)  Por dulidad de Poincaré,
Hy-¢(M)*  Por dualidad de Kronecker.

(Hi(M)')*  Repitiendo lospasos anteriores.

R

114

Por tanto H;(M) es finito, y entonces H*(M) es finito. ®
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Lema 3.15 lim Ho Y (Ge(RE)) = 0.
t

Demostracién. Como G,(R*) es compacta se cumple el lema
3.14, entonces por la condicién de Mittag-Leffler (9], se cumple
ellema. ®

Comio consecuencia de los lemas 3.13 y 3.15 tenemos

Teorema 3.16 H/(Gx(R™)) —lim HY(G(R**)) es isomorfismo.
]
|

Corolario 3.17 Sea 4, = (Ex+ty D G(R**!),R¥) ¢l haz universal sobre

G(R¥H). Definimos Wy(+*) =lim We( 7k 1) Wo(v¥) cumple con los azio-
i .

mas Swl), Sws), Sw3') y Swf’).

Demostracién,
Pk = Wa i
} }
Gk(Rk“) Y Gk(Rk'H"‘l)
i
entonces

i‘(""’q(’)ﬁ.ul )= Wv('YfA-l)
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por lo que el limite inverso
Wor) = 14+ Woloki) + Welokia) + Welokia) + .

cumple los axiomas Su1), Su2), Su3") y Swd’). ®

Teorema 3.18 [9] Sea £ = (E,p, B,R") un haz vectorial cualquiera en-
tonces ezisten k, f; tal que

E =+ o

b !

B - Gy(R™)
fe

donde E es el haz inducido.

Del teorema 3.3, del lema 3.17, y de la naturalidad tenemos
coino corolario:

Teorema 3.19 Sea € = (F,n, B,R") cualquier haz vectorial, " = (F,0, BO(n), R")
el espacio clasificante y f la funcidén clasificante de €. Definimos Wi(€) =

S (3(4™)). Entonces Wi(€) cumple con los aziomas Swl), Sw2), Swd’), y

Sv4’).
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3.8 Unicidad

Teorema 3.20 (de Gysin) Para un hoz vectorial real de dimensidnn, € =
(E,p, B,R") se tiene lu siguiente sucesidn ezacta de mddulos de cohomologia

con coeficientes en Zy :
o = HI(By ) YO H (B, 2) By HV (B By) % HYY(ByZg) — ..
donde By es E menos la seccidn cero,

Demostracién. Tenemos la siguiente sucesién exacta de la
pareja:

w = HI(E, Eg; Zy) = HI(E; Ty) ~ H(Ey; Zo) = HIYE, Ey; Z3) ~ ..
Usando el isomorfismo de Thom (8]
Ut B9 Bo) S HI(E, Eg; )
Obtenemos
oo = HITM(Ey Zg) = HI(E; D) = HI(Egi Zg) = HIT™MYE, Zy) = .
pero tenemos candnicamente el isomorfismo |
H* (B Zo) S H* (E; Z)
y haciendo j = i +n tenemos
o HB Zy) 280 B (B, 2,) Ty HE By Zg) 5 H (B1 ) > .
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Lema 3.21 Sea4* = (£, 9, BO(k), R¥) el haz universal sobre BO(k). p =

'l Entonces p* (%) = p*' @ <! es decir

e = p ) o o
\ l
E() — BO(k)

y por tanto W (p*(y*)) = 0.
Demostrdcién, Es suficiente probar que existe una seccion
global distinta de cero, pero ésta se obtiene definiendo:
s 0 Eg-p(h)
s 1 (H,v)w» (H o)
clarainente esto es una seccién global suave y distinta de cero. 8
Teorema 3.22 Consideremos un haz&" = (B, m, B, R"), entonces Wi(€) =

wi(€), para toda k, donde B es un espacio paracompacto.

Demostracién. Consideremos

" y [ tal que E = 7
$ 1 ik
BO(n) B - BOn)

f
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es decir f*v" = £ Sea i, la funcién que clasifica a +* @ " ¥,

entonces

'Yk ® en-k oy "
+ 3
BO(k) — BO(n)

ik teorema 3.18

usando el axioma Sw2, sustituyendo y usando estabilidad res-
pectivamente tenemos:

ilwr (") = we(i(")
= w(rt o)
= w(7")
para r =0, 1, .., n. Por tanto
i (we (1) = wr(7¥) (3.2)
por los axiomas Sw2 y Swd’
R(We(0")) = Wi(ii(¥") (3.3)
= Wt oe)
= Wi(r")

y usando la sucesion de Gysin

Ho(BO(k): Z3) ) HY(BO(k): Zy) —+‘ 11"655) -
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Por el Lema 3.21
P ent) =0
por lo tanto existe ay € H'(BO(k)) tal que
apwi(7*) = Wi(7") (3.4)

Por tanto

(W) = Wil

| = aywp(7")

= oyt (wp(7"))

= iy(pe(we(y™)))

donde i}(px) = . Ahora

-~

L H(BO@) » H (BO(K))

b Zafi (1) e wn(0)]) 2 Zofn (), wn ()]

—~

son isomorfismos por la ecuacion ecuacion 3.2 para dimensiones
de cohomologia menores o iguales a k, de aqui que

Wi(v") = e (7") (3.5)
con px € HY(BO(n)).
Por el axioma Sw2)
WE") = W(/"(")
= ['(I(n"))

It

I (e (7))
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i

FH (o) f {we (™))
A (f* ("))
Brur(€)

li

por tanto
Wi(€) = Brw(§)

donde B = f*(p) € H'(B; Z2); ¥ px € HY(BO(n): Zy).

Queremos ver que f no depende del haz. Tenemos que
H°(BO(n))=2Z,, ahora, dado cualquier espacio B y cualquier fun-
cidn f: B - BO(n), f*:HY(BO(n)) —» HY(B:Z,) es un isomorfismo
de anillos, por lo cual, como p =0, 1 para cualquier f, f*(pn) = 0,1
es decir f =0,1 , dependiendo del valor de p;.

Por el axioma Swd') existe un haz (4¥, X, 7) tal que W(u¥) #0.
Como Wy(i#*) = Bruy(p*) implica que gy # 0, es decir fx = 1. por
tanto Wy(€) = wi(€), para todo &, y para toda k.

Teorema 3.23 (Unicidad) Las clases 1" estan bien definidas.

Demostracién. Si tomamos en el teorema 3.3 otra funcién
g genérica cmuple con todo lo anterior entonces también es
igual a la clase de Stiefel-Whitney, por lo tanto igual a las que
definimos con h. @

R I (.1
pets SR fig BLeL
R RN o e
0 fszg}i‘ g LA AL HTEGR
h Y1 | L
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