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Introducción 

La teoría de clases características se originó en los trabajos 

de Hassler Whitney y Eduard Stiefel en 1935. Dado un haz 

vectorial e de dimensión n sobre un espacio B, ellos estudiaron 

el problema de determinar cuantas secciones linealmente inde-

pendientes admite e. Por ejemplo es isomorfo al haz trivial 

si y sólo si admiten secciones linealmente independientes. 

Si suponemos que 13 es un complejo CHI (en particular un 

poliedro) entonces la i—ésima clase de Stiefel-Whitney.  de 1, 

wi(1) E 	Z2) se define corno la obstrucción a la existencia de 

n — i+1 secciones linealinente independientes sobre el i—ésimo 

esqueleto de 13, esto implica que si se tienen n—i+1:secciones lin-

ealmente independientes, entonces wi(e) = O. La definición de las 

clases por - este método utiliza las herramientas de la topología 

algebraica, en particular, la cohomología con coeficientes lo-

cales que es donde están las obstrucciones. 

Existen otros tres métodos para definir las clases, uno a 

través de operaciones cohornológicas, otro calcidando la co-

homología de espacios clasificantes, y otro calculando la collo- 
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urología del haz de proyectivos asociado al haz vectorial. Todas 

estos métodos son de carácter algebraico. 

El propósito de este trabajo es el dar una construcción de 

las clases de • Stiefel-Whitney más geométrica, utilizando las 

herramientas de la topología diferencial, y siguiendo la idea de 

la definición original. 

Sea 	un haz vectorial suave sobre una variedad diferenciable 

M, la existencia de n— i +1 secciones linealmente independientes 

en es equivalente a la existencia de un modismo de haces 

h : 	—› 1, donde e" ''+' es el haz producto M x R"-i÷' sobre 
M, tal que h es inyectivo en cada fibra. Con esta formulación 
la obstrucción a la existencia de las secciones está represen-

tada por el subconjunto de puntos de M sobre los cuales h no 

es inyectivo. Denotaremos a este subconjunto como 21 (h). En 

general 21(h) no es una variedad pero si h es genérico, 21 (h) es 

una variedad estratificada y por lo tanto, al igual que varieda-

des, tiene una clase fundamental. Esta clase fundamental nos 

da un elemento en la homología de M y el resultado princi-

pal (Teorema 3.3) es que el dual de Poincaré de esta clase es 

precisamente la i—ésima clase de Stiefel-Whitney de /. 

Utilizando una construción de Porteous [15] se da una desin-

gularización de 21(h ) de manera que se obtiene una represen-

tación de las clases en términos de variedades. Para esto con-

sideramos la subvariedad de M x 11.1,"--i formada por todas las 

parejas (x, L) donde L es una línea contenida en el 'ladeo de 
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h restringida a la fibra sobre el punto x. En el teorema 3.6 se 

prueba que esta variedad representa a w,(1). 

Finalmente con el teorema 3.18 se muestra que esta cons-

trucción de las clases se puede utilizar para definir las clases de 

Stiefel-Whitney de cualquier haz vectorial (sobre espacios para-

compactos). La idea es que cualquier haz vectorial se obtiene 

como haz inducido del haz universal y a su vez este haz uni-

versal está filtrado por haces sobre variedades para las cuales 

podemos aplicar nuestra consrucción. 

El material está repartido en tres capítulos. Los capítulos 

1 y 2 son de teoría conocida por lo que en su mayoría no hay 

demostraciones. El capítulo 1 trata sobre generalidades de 

haces, en el capítulo 2 estudiamos otros aspectos que son preli-

minares y necesarios para nuestro trabajo que es esencialmente 

el capítulo 3, donde se encuentra lo descrito anteriormente. 
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Capítulo 1 

Haces 

1.1 Haces Fibrados 

Las definiciones y resultado enuciados en esta sección se harán 
para haces suaves sobre variedades, sin embago pidiendo solo 
continuidad se obtienen haces sobre cualquier espacio topológico. 
Las demostraciones de la presente sección y las dos siguientes 
pueden ser encontradas en [91 o [71. 

Definición 1.1 Propiedad del Producto Local. Sea ir : E -4 13 una 

aplicación suave de variedades. La aplicación ir se dice que tiene la propiedad 

del producto local con respecto a una variedad 1" si existe una cubierta abierta 

{Un } de E y una familia {iba } de difeomorlismos 

114, :Un  x F --) 	(U„) 

tal que irt17„(x, y) = X, X E Un, y E F. 

7 



8 	 CAPITULO 1. HACES 

El sistema {(U0,&)} será llamada una descomposición lo-

cal de 7r. Claramente una aplicación con producto local es 

suprayectiva y abierta. 

Definición 1.2 Un haz fibrado suave es una cuarteta = (E, Tí, B,1'') donde 

: E 	13 es una aplicación suave que tiene la propiedad del producto local 

con respecto a E Una descomposición local para ir es llamada una represen-

tación. coordenada para c/ haz librado. 

Llamaremos a E el espacio total o espacio haz, B el espacio 

base. / la fibra típica, para cada x E B, el conjunto = 	(s) 

sera llamado la fibra sobre x. Toda fibra es un subconjunto 

cerrado de E, y E es la unión disjunta de fibras. 

Definición 1,3 Una sección suave de un haz fibrado = (E. ir,13,11 es 

una aplicación suave a : 13 —) E tal que ir o a = 

Si {(U„, O.)} es una representación coordenada para el haz, 

obtcuemos biyecciones ip„,z  : F 	x E Un, definida por 

tPn,r(Y) = l'a(Try), y E F 

en particular, si x E Un3 = Ua  n U f), obtenemos aplicaciones 1/5.1 o 

F 	E.  Estas son difeomorfismos. De hecho, como 

Y i/ definen difeomorfismos de Uus  x F sobre 7r-'(Ua,,), ellos 

determinan difeomorfismos Tpat, = 	o oc, de tiaa  x F sobre sí 

mismo. Pero 

ll'an(r, y) = 	o ,n,,(Y)) x E Una,  Y E FI 
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y así 0:3.,), o c„,, es un difeomorlismo de F . Supongamos ahora 
que (E'. ir',13',E')es un segundo haz fibrado. Entonces una apli-
cación suave ip E -4 E' se dice que preserva fibras si, cuando 
7r(zi ) 	7r(z2), (z) , z2  e E), entonces iryzi n = ir1(yo(z2)). Cualquier 

aplicación que preserva fibras determina una aplicación (le con-

juntos la B -4 13' con el siguiente diagrama conmutativo: 

Mostraremos ahora que (pu  es suave. De hecho, si ((1„,11:„)) es 

una descomposición local para r y tomando y e E fijo, entonces 

li:73(X) 	(71)  V)  ° (Pa)fr! 	x E Un,  

Así ,a es suave sobre cada miembro U„ (le la cubierta de 13, 

Proposición 1,9 Sean E, P variedades y sea E un conjunto. Asumimos 

que una aplicación de conjuntos sumuyeetiva ir :E--->Bes dada eon las 

sign ient es propiedades: 

1. Hay una cubierta abierta {Un } de B y una familia 0„ 	biyeecioncs 

riy„ 	x 	—) 	1(U„). 
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2. Para toda x E Ua, y E F,Irtka(x, y) = x. 

3. Las aplicaciones tha(s, y) = (11  o il)a)(x, y) son difeornorfismos. 

Entonces existe exactamente una estructura de variedad sobre E para la 

cual (E, ir, B, E) es un haz fibrado con representación coordenada ((.10,11ra)}. 

1.2 Haces Vectoriales 

Definición 1.5 Un haz vectorial suave es una cuarteta = (E, ir, B, F) 

donde 

1. (E, rr,13, F) es un haz fibrado suave. 

2. F, y las fibras Fi  = 	(x), x E B, son espacios vectoriales reales, com• 

plejos o cuateraiones (estaremos interesados únicamente en los reales) 

3. Hay una representación coordenada {(Ua, tb.)} tal que las aplicaciones 

slra,z  : F --> F 

son isomorfismos lineales. 

La dimensión de F es llamada el rango de 1. Una repre-
sentación coordenada para el haz que satisface (3) es llamada 
representación coordenada para el haz vectorial F. Con fre-
cuencia denotaremos a l  por su espacio total E. Si {(110,0„)} 

es una representacir'm coordenada para e, entonces las aplica-
ciones yao  : Uao  --> GL(F) dadas por 

go(x)= 	00, 
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son suaves. Estas serán llamadas funciones de transición o 

transformaciones de coordenadas para correspondiente a {(U„, 0„)}. 

Un subhaz e de un haz vectorial es un haz vectorial con la 

misma base tal que cada una de sus fibras es un subespacio 

de F. y para la cual la aplicación inducida i: E' —› E es suave. 

Definición 1.6 Si = (E, 7T, B,F) y 	(E',11-',13',F9 son haces vecto- 

riales, una aplicación de haces (también llamado homorfismo de haces vec- 

toriales) : s —+ 	es .una aplicación suave que preserva fibras cp : E --> E' 

tal que las restricciones 

pr  : I.E  —› F4(,) , a: E B, 

son lineales (rfi: 13 	B' denota la aplicación suave inducida). 

Definición 1.7 Una aplicación fuerte de haces entre dos haces vectoriales 

con la misma base es una aplicación de haces vectoriales que induce la iden-

tidad en la base. 

Consideremos una variedad 13 y un espacio vectorial E de di-

mensión r. Asumimos que a todo punto x E 13 tiene asignado un 

espaciO vectorial Fi  de dimensión r. Consideremos la unión dis- 

junta E = U.renP:, y la proyección natural ir : E 	13. Asumimos 

dada una cubierta abierta {U„} de 13, junto con isomorfismos 

lineales 

F -4 Fj• , X E Un  

Sujeto a la siguiente condición: 
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Condición S: Las aplicaciones go : 110 G L(F) dadas por 

JQa(x) = 	0 ti5.3,r 

son suaves. Definimos las biyeciones 	: UQ x E -9 n ((la ) vía 

~GQ(x, y) -= Via,,r( Y) 

Entonces la condición S implica que las biyecciones Ipa,= 	011,.„ 

de U,, x E son suaves. Por la proposición 1.4 hay una única 

estructura de variedad suave sobre E que hace a (E, ir, 13, E) un 

haz con representación coordenada «U„, Oh es claro que el 

haz así obtenido es un haz vectorial. 

Ejemplos 

1) El haz producto. /3 x R" (denotaremos este haz por e" y lo 

llamaremos trivial). 

2) El haz lineal '4, sobre el proyectivo real RP" definido como 

sigue: 

considereMos el R r corno el conjunto de antípodas (x,—s) 

sobre S". El espacio total E es el conjunto de todas las parejas 

{{x, —x} , As} con ñ E R. 

Haz Inducido 

Sea 	(E, ir. 13, E) un haz vectorial y sea a : 13' -4 13 una apli- 

, ación suave asignaremos a cada 3: E 13' el espacio vectorial 
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Pc(j). Sea {(1'„, yoo )} una representación coordenada para e y 

-- '(1'(,), Definimos el isomorfismo lineal 

F •-+ 1'o(x)  , a: E U. 

por 0„,, = ‘,0,,,,(x). Entonces la aplicación a; 1-> 11)Zolba,r  x E vanlia) 

puede ser escrita: 

X 1-9 9a,/(0-(X)), 

donde go son las transformaciones de coordenas para e, por 

ello suaves. Así hay un haz vectorial as1 	(E', p, B', F), con 

E' = U.,..En,17,(,) y con representación coordenadas {(UQ, tp.)}. ase 

es llamado haz inducido de sobre a. 

r 

E' -› E 

1) 4, 	4. ir 

B' --> 

a 

La aplicación identidad F„,(,)  --> Fo(x)  define una aplicación de 

haces 

r:ase -4 e 

que induce a : 13' B. r se restringe a un isomorfismo lineal en 

cada fibra. Si q = (E", p', B' , F') es un segundo haz vectorial sobre 
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B' y so:y-41 es una aplicación de haces induciendo a :13' --> 13. 

Entonces podemos restringir (0 a la aplicación lineal 

9.9„ 	—> Fo(a.)  , x E B'. 

Así definimos una aplicación fuerte de haces : 	> a'1, y el 
diagrama 

conmuta, En particular, si cada 	es un isomorfismo lineal, 

entonces sb es un isomorfismo fuerte de haces, es decir q es 

isomorfo al haz inducido de sobre a. 

Suma de Whitney. 

Dado un m—haz vectorial e (E,13, 7r, F') y un ii--haz vectorial 

(E'. 	F") sea E" el subconjunto de E x E' que consiste de 

todos los pares (i .eg tal que 7r(e) = rri(eg definimos ir"(c, e') = ir(e). 

Como Tr, ni son proyecciones de m, n. —haces vectoriales respec-

tivamente, ir" es la proyección de un (ni + n)--haz vectorial, lla- 

mado suma de Whitney, ( e 	(E". 1.3, ir", Pn"). 

Otra manera de definir la suma de Whitney es considerar el 
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haz E x E' -+BxByla función diagonal A : 13 -4 I3x13, la suma 

de Whithey será el haz inducido A'(E x E'). 

1.3 Haces Principales 

Definición 1.8 Sea G un grupo de Lie. Un haz principal suave con estruc-

tura de grupo G es un par (p,T), donde, 

I. p (1), r, B. G) es un haz librado suave. 

2. T:P x G a P es una acción suave por la derecha de G sobre P. 

3. p admite una representación coordenada ((U„,0„)} tal que 

0„(x, ab) 	0„(x,a) , b,xElla,a,bE G. 

(observación escribimos T(z, a) = z • a). 

La acción T es llamada la acción principal y una representación 

coordenada que satisface la condición (3) es llamada coordenada 

de representación principal. La condición (3) implica que 7r(z 	= 

r(z),:: E P, a E G. Más aún, se sigue que la acción T es libre y que 



16 	 CAPÍTULO 1. HACES 

la órbita de C a través de un punto z c P es la fibra que contiene 
z. En particular las órbitas son subvariedades de P. Ellas serán 
denotadas por Gi 	-1 (10 (x E B), (como la acción es libre no 
hay confusión con la notación para subgrupos de isotropía). 
Nótese que G. H x define una biyección de conjuntos entre 
las órbitas y B. Sea f = (p,/,13,G) un segundo haz principal 
con acción 1'. Una aplicación equivariante suave 99: P a P es 
llamado homomorfismo de haces (una aplicación equivariante 
es la que hace que el diagrama 

1' 

P x G -4 P 	• T(z, a) _ '/' o cp x id(z, (I) 

(,9 x id 	1 	 = 	11;0(4 a) 

P x 	--> P 

conmute). 

Tal homorfismo preserva órbitas y así se induce una apli- 

cación suave i/i : 	1.1 tal que ir o p = o ir, es decir que el 



1.3. HACES PRINCIPALES 	 17 

siguiente diagrama conmute 

1' 

r y 	4, ir 

B -+ 

Más aún, t:• se restringe a una aplicación suave (p.,. : GE 	G (.,1 

(a E 13). Las relaciones 

tpx(z) • a, z E G,, a E G, 

implica que cada 99,, es difeomorfismo. Se sigue que yo es difeo- 

modismo si y sólo si o lo es. En este caso 	es también un 

homomorfismo de haces principales, ip y (fi son llamados iso-

morfismos de haces principales. Si B = fi y o= id, entonces 

es llamado isomorfismo fuerte de haces principales. 

Ejemplos: 

1. El haz trivial: 

(13 x G,7r,B,G), 

junto con la acción por la derecha 

(x, a) • b= (:r. ab), x E 13, a, b E G 
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es mi haz principal, llamado trivial o haz producto. 

2. Haces marcos: Sea 	(E, p, 8, F) un haz \ 0.torial, y, para 

c- 8, sea G, denota el conjunto de isomorfismos lineales 

de 	a E'?. Construimos un haz principal (P,7r,B,GL(F)), 

donde P =U,G, y ir es la proyección que manda Gx  a x. 

Para lo que sigue p =(P.7r,B.G) denota un haz principal fijo 

con acción principal T. Más aún 

S:GxF-417  

denotará una acción fija por la izquierda de G sobre una va-

riedad P. Consideremos la acción derecha Q, de G sobre la 

variedad producto P x F dada por 

Q(z, y, a) = (z, y). a = (za, a-1  y), 

z E P,y€F,a€G. 

Q será llainada acción cociente de G. El conjunto de órbitas 

para la acción cociente será denotado por P x G  I'.  y 

q:PxF-->PxG E' 

denotará la correspondiente proyección, es decir q(z, y) es la 

órbita de (:, y). La aplicación q d. ',rutina una aplicación p : 



1.,1. PROPIEDAD DE 1,El:4N-114.111EN:f .° DE HOMOTOPIA (CHP) 19 

P x a 	B vía el diagrama conmutativo: 

'1 

	

P x 	P xG  F 

ni, 	4. 

	

P 	B 

7r 

donde 7r p es la proyección obvia. Denotaremos por p-i(x) por 

x E 13. 

Proposición 1.9 Existe una única estmctura suave sobre P x t;  F tal que 

(P x G  F, p, B, F) 

es un haz librado. 

Corolario 1.10 Si (E, r,13,1') es un haz vectorial de fibra F y P es un 

subespacio vectorial. Entonces vía el haz de marcos y la proposición anterior 

(P xamm P, p, B, F') es un suhhaz vectorial de E. 

1.4 Propiedad de Levantamiento de Horno-

topía (CHP) 

Definición 1.11 Sea p E —> 13 un espacio sobre 13y11:Xx1-913 una 

homotopía. Diremos que p tiene la Cll P para X si lo siguiente se cumple. 
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Dado h : X -4 E can ph= 11(x,0) dado r : X -4 1 y 	: T-1(0.1)x 	E 

con p111(s,t) = 	 h(x), x E T-1(0,1), t E 1, existe 11 : 

X x 	-4 E tal que: 

pH = ft 

Hir-1(1) = 

ins,o) .11(x) 
X E X 

esto se puede. ver en el siguiente diagrama 

E 	X 	/ 

1, N 

/3 	X x / 

Teorema 1.12 (./ //Si p : E -4 13 tiene la C111' para todo conjunto VA  de 

una cubierta numerable (es decir una ctib ,  :la con una partición de la unidad 

subordinada) de B. entonces p tiene la CII P para todos los espacios X. 

Definición 1.13 Un haz librado es llamado numerable si 135 , la base de C„ 

admite una cubierta numerable {1 -,0,\EA  tal que (11,,, la parte de c  sobre 

es trivial para toda A. 
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Teorema 1.14 Sean (,q G—haces principales numerables, cio : —› q, una 

aplicación de haces, y D : Be  x [0, 1] -4 13,1  una deformación de 13, (es decir, 

D(b, 0) .= B,,(b)). Entonces existe una aplicación de haces : S x [0,1] 	q 

tal que 13,2, = D y Ez,0) = Ip(z), z E 

Antes de probar el teorema notemos: 

Lema 1.15 Si p : E —› X x I tiene la CLIP, entonces toda sección s de 

p sobre X x {0} tiene una extensión sobre toda X xl. 

Demostración. Es necesario, Ñ = ¡dxxi  es una deformación 

de ps, y una homotopía H la cual cubre Ñ y empieza en s, es 

una sección como la requerida. 

Demostración del teorema 1.14 

Sean 1, zi C—haces principales y f : 	.7-> B„ una aplicación. 

Definimos un nuevo haz Rom(1, q, f) sobre /3/4  cuya fibra sobre x 

Be  consiste de todas las aplicaciones ¿z  Tim. La trivialización 

local de estructuras en e y provee de una trivialización.local 

a Honi(1,q, f), y si 1, q son numerables, entonces también lo es 

Hont(1,q, f). Una sección de Hom(1,q, f) sobre V c 13 es una 

aplicación de haces /11,  —› q que sobre la base, induce Av. Con 

los datos del teorema tomemos e = x [0,1] y consideremos el 

haz Ron«, q. D). La aplicación w puede ser vista como una 

sección de iinin(1,y,D) sobre X x lo). Por el lema 1.15 esta 

sección se extiende sobre todo X x 1, es decir 9 se extiende a 

una aplicación 4) como se requiere. • 
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Corolario 1.16 Si q es un haz numerable y h, : X 	aplicaciones 

hrnotdpicas, entonces los hoces inducidos fj(q), (FI) son equivalentes. 

Demostración. Sea 9 : Mg) 	q la aplicación de haces in- 

ducida. Conin 	exite por el teorema 1.14 una apli- 

cación de haces 

Mg) --> q e‘ 	= f, así flq:-.1q. ■ 

Corolario 1.17 Sea = (E, ir, 31,F) es un haz vectorial f.9 : 	M 

funciones homotdpicas entonces f• E-2,1 gs E. 

Demostración. Sea PE el haz principal asociado a E entonces, 

por el corolario anterior: 

?PE 	f* PE  —+ PE 

M' -4 Al 
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si hacemos cociente con la acción de G = GL(n) entonces 

(9*1)) xc 	(fTE) XG F -+ 	x G  = E 

•i• 
Al' 	a 	Al 

y se tiene el resultado. • 
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Capítulo 2 

Singularidades 

2.1 Variedades de Grassmann 

Denotaremos por G„(ft"+k) la variedad de grassmannianos de 

n-planos a través del o en el espacio vectorial R"-fk. Es decir 

G„(R"-k) es el conjunto de todos los planos de dimensión n que 

pasan por el cero. Por ejemplo GI (R. }') = RP". 

Un n-marco en itn-'-k es una n-tupía de vectores linealmente 

independientes de R"4 k. La colección de todos los n-marcos en 

W-1  forman un subconjunto abierto del producto cartesiano 

de u- hojas R"+k x... x R"4 k llamado variedad de Stiefel y se 

denota por 1 „(il."4- k). Hay una función canónica 

: I ;,(R"+k) --> G„(R" 

que manda a cada n-marco el n-plano que genera. Daremos 

a Gdil."--k ) la topología cociente: Un subconjunto U c G„(li"'k 

25 
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) es un abierto si y sólo si su imagen inversa q't(U) C V„(R"-fk ) 

es abierto. 

Para cada descomposición en suma directa t" e u" de an+k 

con u' e G„(11."±k ) la aplicación 

Horn(v' , v") —› G ,,(R"k) 

que asigna,a cada f su gráfica, es una carta sobre G„(Rn+k), 

llamada carta estdndar. Cómo la dimensión del Horn(v', u") es nk 

la dimensión de Gn(R"4-k) es nk. 

El haz vectorial canónico k—dimensional 71k  sobre Gn(R."4.k) es 

el subhaz del haz prodácto (G„(liP-Fk) x Ril.",p,G„(Rn+k),Rn+k) 

con el espacio total consistente del subespacio de pares (17,x) E 

G„(R"+k) x Rn+k, con x E V. Un caso especial de este ejemplo 

es n = 1, el haz vectorial canónico ,yk sobre RPk = GI (Rk+1 ) es 

llamado el haz lineal canónico. 

La función 7r : G„(11."+4) x R"+k 	Rn+k, donde 1(V x) es la 

proyección ortogonal de x en 11, es aplicación. Para H c {1,'2, ..., a+ 

k}, un subconjunto de a elementos, tenemos una aplicación lin-

eal ni, F" --> 1<'"+ que en cada coordenada, que no aparezca 

en H, se inserta un Cero. Con estas aplicaciones, probaremos 

que 7::+k = (E, p,Cn (an+k), Rn) es localmente trivial. Como E es 

el subespacio de G„(it"-ik) x R"9 k consistente de todos los pares 

(11, X) X e 1/, la fibra sobre I/ es (11x 51, y la estructura de espacio 

vectorial es determinada por el subespaCio y. Sea Un  un sube-

spacio abierto de G„(it"-k) consistente de 11  E G„(Rn'-k) tal que 

—): 	-4 1' es una biyección. Así h,, : U,, R" —> 	(Un) 



2.2. CLASES DE STIEFEL-11.111TNEI' 	 27 

es definido por la relación hl« = ( V, ir(V, x)), y hl/  es un iso-

morfismo que es lineal sobre cada fibra. 

Si en lugar de R"4-k tomamos un ;7"-tk  haz vectorial trivial y 

hacemos esta misma construcción obtenemos el haz Grassman-

niano G„(E"4 k) con su correspondiente haz universal 'Yn. BO(n) 

sera el Grassmaniano de n planos sobre R°° : G„(R°1 =lint 
k•-loo 

G„(R" fk), y a su haz universal lo denotaremos por 'y". 

2.2 Clases de Stiefel-Whitney 

En lo que sigue ii'(X) significa W(X, Z2) cohoinología singular 

con coeficientes en Z2 y /1*(X), la suma directa H°(X)eli (X)0... 

[3] 
Las clases de Stiefel-Whitney son objetos algebraicos que cumplen 

lo siguiente: 

Swt) A cada n—haz vectorial c: sobre una base 13 paracorn- 

pacta, le corresponde 

= 1 + U'1(() 	Wn(0 

elemento de 1-1* (E) donde 14 e IP(B), tal que 

Sw2) Para una aplicación de haces f = (fp, fu): —> y tenemos 

A(111(0) = W(() 

Sw3)11/((eii) = Wf()W(y) es decir 117k((ein = Ei+;„k wimun;(//). 
4)Para el haz lineal no-trivial sobre S' (que podemos repre-

sentar como la banda de miiebius abierta, ó como -y1 del ejemplo 
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2) 

Wi(7l) 

LlaMarernos a Wi(() la i— ésima clase de Stiefel-Whitney, y 

a W(() la clase total de Stiefel-Whitney. 	. 

En la página 66 teorema 3.22 probamos que.  los axiomas 

Sw3') y Sw4') junto con Swi) 'y Sw2) son equivalentes a Sud), 

Sw2), Sw3) y Sw4): 

Sw3') W(( e In) = W(() es decir wi(( e en) = IM(). 

Sw4') Para toda n existe e' tal que W,(0) O E .11"(B). 

De aquí en adelante la base de el espacio será denotada por 

M, si se trata de una variedad y por B, si se trata de un espacio 

topológico. Denotaremos por w si estamos hablando de la clase 

de Stiefel-Whitney y por W si se trata de las clases que cumplen 

Swi) Sw2) Sw3') y Sw4'). 

2.3 Transversalidad 

Sean M y .V variedades diferenciables, f : M N una función 

suave. Si f(x) = y denotaremos df, la diferencial del Tzill en 7i,N. 

Definición 2.1 Se dice que f es transversa a la subvariedad Z C N, y se 

denota f rhZ si 

imagen(df r ) n(Z) = Ty(N) 

para toda y E imagen(f) nZyxer l  (y). 
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Teorema 2.2 Si la aplicación f M -+ N es transversa a una subvariedad 

Z C N, entonces la preimagen ri(Z) es una subvariedad de M. Mds aún, 

la codirnensión de 1-1(Z) en M es igual a la codimensión de Z en N. 

Demostración. Sea (V, 0) una carta en f(m0) E Z en N con la 
propiedad subvariedad para z es decir: 

0( V ) = X y2 F1  e) F2  

=Rk, F2  = R"-k, n = dim N, k = diin Z 

tfi(li n Z) = V, x {o} 

0(.f(m0)) = (0, 0). 

denotemos por p2  : V, x V2  —› 1/2  la proyección canónica. Sea (U, (p) 

una carta en rn0  en M, tal que (p(mo ) = O, ;o: U -4 yo(U) c E = 

y j(U) c V. Para ni E U n f -1(Z), 

711(P2 o ° f In) = 7iociono2 o Ti(,n) 11) 0 Tm f 

711(1,1) o f)(TrriA1) -I- 	= F, ® F2 
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(por transversalidad de f sobre Z), el siguiente diagrama con-

mutativo muestra lo anterior: 

f 
—+ N 

W 

19(U) \ 

4. 	P2 

vi  X V2  

Así 7;„,(p2  o 	fk) : TmU = T,„111 .4 F2  es sobre, Su nucleo es 
(1;„j)--1(TA„,)z) como kerp2  = Fi y (4(.)b)-1(Fi ) = Tfinoz, y así 

es descompuesto en T,„(111). En otras palabras o es un valor 

regular de p2  o o o fIu  : U —› F2  y así tenemos 

(P2 otfroflu)-1(0)= rI(Zn V) 

es una subvariedad de U, y de M cuyo espacio tangente en 

m E U es igual ker(7¡,(p2  o t(i o flu)) = (Tm  f)-i (Ti(,n)2) por el teorema 

de submersión. Por lo tanto f -1(Z n V) es una subvariedad de 

M para cualquier carta V con la propiedad de subvariedad; es 

decir, f~1(Z) es una subvariedad de M. Además de nuevo por 

el teorema de submersión se tiene 

codim(f - I  (Z)) = coditn(r i  (2 n V)) = dini F2  = codint(Z) 
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Teorema 2.3 ( de Homotopía de Transversalidad) (2) Para cualquier 

aplicación suave f Al —› N y una subvariedad sin frontera Z de una varíe 

dad sin frontera N, existe una aplicación suave g : 119 -4 N homotópica a f 

tal que gffis  Z .11 

Teorema 2.4 (Transversalidad para Secciones) (2/ Seaf:E—>M 

una aplicación entre variedades diferenciables y s M —› E una sección 

diferenciable de f (es decir, f o s = Idu). Si N C E es una subvariedad 

diferenciable, entonces una existe una sección t : Al —› E arbitrariamente 

cercana a s transversa a N. • 

2.4 Clase Fundamental 

Sea Al una n—variedad topológico.. Sea R un anillo con unitario, 

para cada x E Al, recordemos que 

, M — x; R).Wii(R",R" — 0; 11) 

es isomorfo a R para i = n y cero para i n. 

Definición 2.5 Una orientación local lit  para Al en x es una elección de 

un generador para H„(111 , Al — x; R). 

Nótese que tal py determina orientaciones locales py para 

para todos los puntos y en una vecindad abierta de :c. Para ser 

más preciso, si B es una bola alrededor de x (en términos de 

una sistema local de coordenadas), entonces para cada y E B 
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los isomorfismos 

11,(M, M x) H.(M, M — B) 14 	M — y) 

determina una orientación local py. 

Definición 2.6 Una orientación para M es una función que asigna a cada 

x E M una orientación local px  que "varía continuamente" con x, en el 

siguiente sentido: l'ara cada x exite un vecindad compacta N y una clase 

l'N E il„(M, M —N) tal que Py(IIN) = µy para cada y E N. El par consistente 

de variedad y orientación es llamada variedad orientada. 

Teorema 2.7 Para cualquier variedad Al y cualquier compacto k c Id, hay 

una sola clase pk  E Hn(M, M — k) que satisface Pr(14) = Ikr para cada 

x E k. 

2.5 Dualidad de Poincaré 

Sea K = {k c M : k es compacto conexo }. K es un sistema 

dirigido con la inclusión k < k' si k C 	Entonces los HQ(M, M— 

k) forman un sistema dirigido bajo: 

Hq(M, M —k') 	Hq(111, Af —k) 

le C k 
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Definirnos tig(m) =Jim 119(111, -k). Si Al es compacto HAAI) 
kE,K 

!MAI). 

Por naturalidad del producto cap relativo tenemos: 

ckn 

H 9(M, 	k) --> Hm-q(M) 

!MAI Al - k') 	clon 

con k C k'. Tomando el límite del lado izquierdo tenemos 

D : HIM) -> Hrn-q(M) 

Teorema 2.8 (Dualidad de Poincaré) Si M es una ni-variedad el ha- 

tnomorfismo 

D : HAM) -> 11,...q(141) 

• es isomorfismo. 

2.6 Variedades Estratificadas 

Una variedad estratificada r—diferenciable en Al"' es la unión 

S = Si u ...0 Si, con 1 < m, de subvariedades r-diferenciables 

disjuutas de Mm : 5,...,5'1  tales que: 
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1) (Jim Sk  > dim Sk  

2) Sk U Sk...1  U ... u Si es cerrado en Al"', para k =1.2,...,1. 

Los puntos de .5, serán los puntos regulares de S. 

Sea S una variedad estratificada de dimensión k (esto es la 

dimensión de S, es k). Diremos que S tiene una clase funda-

mental c si exeste un elemento c E Hk(S) (homología con so-

porte cerrado, no necesariamente compacto[101) tal que para 
cada punto regular x E S, la imagen des en Hk(S, S — x) es el 

generador de 14(S, S — x). 

Un abierto de un espacio topológico de dimensión ft será 
llamado denso si su complemento es de dimensión < n — t. 

Definición 2.9 Un espacio de tipo VS. (variedad de dimensión n con sin-

gularidades) es un espacio loadmente compacto de dimensión n que contiene 

un abierto denso homomorfo a una variedad de dimensión n. 

Denotaremos por .V a los puntos que tienen una vecindad 

homeomorfa a un abierto de ir, y por Xs el complemento. Una 
variedad estratificada es obviamente un espacio de tipo VS„, 

y mi?  = SI, así es que llamaremos a los puntos de X R  puntos 
regulares y a los puntos que están en Xs  puntos singulares. 

Proposición 2.10 PO] Sean X un espacio de tipo V S„, A un subconjunto 

de X R  que intersecta a cada componente conexa de X R, y e E H„(X,Z2 ). 

Para que c sea una clase fundamental es necesario y suficiente que su valor 

en todo punto de x E A sea un generador de H„(X, X — Z2) y c está 

completamente determinado por sus valores en los puntos de A. ■ 
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Proposición 2.11 Sean X y Y dos espacios de tipo V S„ y f una aplicación 

propia de X en Y. Supongamos que YR, contiene un abierto U que intersecta a 

cada componente conexa de YR  y tal que f sea un homeomorfismo de f -1(U) 

sobre U, y sea e E fin(X, Z2) una clase fundamental de X. Entonces f.c es 

una clase fundamental de Y. 

Demostración. Ya que f es propia f.c está definido, la pro-

posición resulta de la proposición 2.10 y del hecho j, conmuta 

con las restricciones a f si  (U) y U. • 

Lema 2.12 !1O/Sea (U;);E ►  una cubierta abierta de un espacio X de tipo 

S„ y sea J C I el conjunto dei para los cuales diin = n, y si Ui  (i E J) 

posee una clase fundamental enIQUi; Z2). Entonces X tiene una y sólo una 

clase fundamental en 11,,(X; Z2). ■ 

Lema 2.13 pOJSea X un espacio de tipo V S„, tal que, todo punto de X 

posee una vecindad Isomeomotfa a un abierto de Rk con k < n. Entonces todo 

punto regular tiene una vecindad que posee una clase fundamental módulo 2. 

■ 

Como colorarío de los lema 2.12 y el lema 2,13 tenernos 

Teorema 2.14 Sea X una variedad estratificada Entonces X posee una y 

solo una clase fundamental módulo 2. 

Teorema 2,15 (131Scan M y M' dos variedades diferenciables paracom-

pactas, S = Si  U S2 U ...0 S„, una variedad estratificada de subvariedades dife-

renciables en M, sea f una aplicación diferenciable de M' en Al transversa 
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sobre S, y S' = 1-1(S) la imagen inversa de S. Supóngase que S' es un AN I? 

y S tiene una clase fundamental a. Entonces S' tiene una clase fundamental 

fi y la imagen por f' : 1191) ---> IP (Al') de la clase dual a a es la clase 

dual a P. 

Demostración. Sean n = dim M, n' = dim M', k = dim S, k' = 

din' g. Puesto que las codimensiones de S y de S' son iguales, 
n k = 

Demostraremos el resultado en dos pasos; 
(1) existe una clase fi E likt(S) tal que la clase dual en M' es 

la imagen por f• de la clase dual en M a a, 

Sea W, un sistema fundamental de vecindades de S' en M', y 

sea A la restricción de f a W.. Se tiene el diagrama conmutativo 

Hy(Alg ++ Hui-te (Al') 	f• 

N 
H"-k(M) H fik(M) 	11k(S) 

ilkOVI) 44 1111.41(K) 

donde los soportes de las homologías de M, Al' son todos los 

cerrados, y, en I%, los cerrados de Migue son contenidos en 

Wi' ; los signos fi designan los isomorfismos de dualidad y i, 
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los homomorfismos inducidos por inclusión. Observemos ahora 

que los elementos D'i f:Den de He(U7) determinan un elemento de 
límite proyectivo lim He(WI), 0 E fiks(Sg; porque el homorfismo 4- 

He(si) 

es un isomorfismo: S' se supuso ANR. 

El diagrama conmutativo 

ir 

liko(S1) 	-4 Hk,(Ait ) 

!int ilkt(in) -4 Hm (In) 

donde i; es el homomorfismo de inclusión, al juntar con el dia-

grama precedente, se muestra que fi satisface las condiciones de 

(1): 	= f'Di.cy para completar la demostración, es suficiente 

Probar que la clase obtenida es la clase fundamental de S'. 

Sea x' un punto regular de S' y sea x = f(x1). Se puede 

encontrar un sistema de coordenadas x1, x2, ,.. x en una vecin-

dad U' de x homeomorfa a R"-q x Rq, tal que las coordenadas 

x1 , x2, 	x„ sean nulas en el punto x, y tal que IV n S esté 

definido por x„ 	 o. Sea B el subespacio (le 

IV definido por x, = x2  = 	= O, 14_4,11 < 1, ..., 	< 1. 
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Sea 2' una vecindad abierta de S en Al que contiene a B como 

cerrado. 

Sea ahora W' una una vecindad de x' en Al' contenida en 

1-1(W). Puesto que la aplicación f es transversa en el punto 

x' en Al', se puede encontrar en IV' un sistema de coordenadas 

xii , 	en• nulo en el punto x' y tal que la restricción de f a W' 

compuesta con la proyeción de W sobre a" sea dada por las 
ecuaciones 	x„1_01  = x,,...„+1. Sea B' el subconjunto de 

W' definido por = o, 	x'„,_, = o, 	< f, ..., 	< f, f tan 

pequeño como para que 1(13') c 13, sea al fin r una vecindad de 

S' que contiene a B' como cerrado y contenido en 1-1(T). 

Se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo 

(S9 	liko (S', - x) 

Hw(r) --> H,,(r,7" - 13') 
D' $ 	 D' 

11'1(71 -4 	Hq(B') 

t 
ifq(T) -+ 	Hq(B) 

D $ 
Hk(T) 	lik(T,T -13) 

i. 	T 	 j. 
Hk(S) 	Hk(S. S - x) 
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donde fn  y f'T  son las restricción de f a B' y T' respectivamente, 

D y D' son los isomorfismos de dualidad; i, j, j' son las inclu-

siones. La homología de T y T' tienen por soporte los cerrados 

de M. M' respectivamente que estan contenidos en T, T' respec-

tivamente; la cohomología de 13 y 13' es con soporte compacto. 

Mostraremos, como consecuencia de (1) tenemos gpi.a = 

esto implica por la conmutatividad del diagrama 

= ADjirn.a 

vamos a determinar que es elemento de Hq(B). Por la definición 

de clase fundamental, 111.C1 es el generador de Hk(S, S — x). Así 

Dj,m,a es el generador de H"(B) y lo mismo Alljoye a es de 

11 1̀(131), porque fB  es una aplicación homeomorfa de 13' en B. Esto 

implica evidentemente que in iji es el generador de Hk,(.9, S' x), 

esto es, fi es una clase fundamental de S'. ■ 

2.7 	Haz de Homomorfismos 

Sean E y E' haces vectoriales sobre Al definimos el haz de hamar- 

fimos como el conjunto II ont(E , E') = 	: 	/s E M}. 

Una aplicación (suave) de haces h : E -o E' es equivalente 

a una sección (suave) de fi om(E, E') . Una aplicación de haces 

h : E -4 E' se dice que es transversa si la correspondiente sección 

en Hom(E, E') es transversa al cero. 
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Teorema 2.16 Sea Al (k x n) el espacio vectorial de matrices reales de di-

mensión inx n, y Alr(k x n) el subconjunto de matrices de rango r. Entonces 

Alr(ro x n) es una subuariedad de M(k x n) de codimensión (k — r)(n r), 

para r < tuinik, n}. • 

Demostración. Una carta de un punto de Mr(k x n) esta dada 

por el conjunto U c M(k x n) de matrices de la forma 

( A 	AB .) 

D DB +C 

A E 111(r x r), det,(A) o, ya que debe de haber al menos 

r regiones linealmente independientes. La suma o la resta de 

múltiplos de columnas a otras columnas no altera el rango así 

es que la matriz anterior tiene el mismo rango que 

A O 

(D C 

pero para que ésta tenga exactamente rango r, C debe ser cero 

de otra manera habría más de r columnas linealmente inde-

pendientes; y viceversa si C es cero la matriz tiene r columnas 

linealmente independientes y por tanto es de rango r. Entonces 
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a Mr (k x n) lo podemos ver como a un euclidiano de entradas 

(A, D, B) es decir de codimensión (k — r)(n — r). ■ 

Una función h de haces vectoriales induce una partición de la 

variedad en subconjuntos Zi(h) = {x E M/ dint(ker kr) = i}, sea S la 

sección inducida por h, entonces tenemos el siguiente terorema: 

Teorema 2.17 El conjunto S, = {h, : Er  —› loddint(kerlti) = l} es una 

subuariedad del Hoin(Ek, F"), de codimensión 1(n — k + I). 

Demostración. Sobre cada fibra caemos en el teorema an-

terior, con rango in —1, y la codimensión es 1(n k + 1), para 

globalizarlo nos da una variedad de la misma codimensión ya 

que los abiertos de las cartas tienen la misma dimensión. is 

Lema 2.18 Si h es transversa a Si entonces Z,(11) = {x E M : dira(kerhz) 

1} es subvariedad de codimensión 1(n — k + I). 

Demostración. Por el teorema 2,2 y el teorema 2.17 las Z,(h ) 

son subvariedades de codimensión i(n — k + I). II 

Lenta 2.19 2,(h) = Up1Z)(h) 

Demostración. Sea x E Zj(h) para alguna j > I, y sea U un 

abierto cualquiera de AV" que contenga x; U es de dimensión ni, 

como la dimensión de todos los Zk(h ) es siempre menor que ni 

entonces U contiene puntos de M que no están en ningún Zk(h ); 

uniendo cualquiera de esos puntos con x, con una línea total-

mente contenida en ti, por continuidad de h, uno de los puntos 
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por los que pasa esa línea debe de pertenecer a Z,(h), de aquí 

que todos los puntos de Upt i(h) son puntos (le acumulación 

de Z,(h), esto implica que 

Z,(11) S U Zi(h ) S 2,(h) 

falta probar que la Up, Mil) es cerrado. Sea xo E M tal que 

To 	Upi Zj(h) esto implica que kerh,„ < 1 y de aquí que, por 

continuidad, existe un abierto U alrededor de xo tal que ker1i < 
1, para cada x E U, por tanto Upi  zi(h ) es cerrado. • 

de aquí tenemos el teorema: 

Teorema 2.20 Z = Ut  Z,(h) es variedad estratificada. 

Teorema 2.21 Hant(ei  , 

Demostración. Las cartas de Han« , E) están dadas por: 

Hont(el  , En) I„--+ U x Hont(R,R") 

pero como Hotn(R, R") es isomorfo a 	y las funciones de tran- 

sición son las mismas que E, se tiene el resultado. • 

2.8 Desingularizaciones 

Como la cerradura de Z,(h) es en general singular necesitaremos 

una resolución o desingularización de ella. Esto es una variedad 

no singular 21(h ) y una aplicación o de Z,(h) a M tal que: 
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1) La imagen de 90, es la cerradura de Z,(h). 

2) lo, es propia. 

3),p, manda loi-1(Zi(h)) difeomórficamente a Z,(h). 

Corolario 2.22 Si se cumplen las condiciones anteriores soh manda la clase 

fundamental de 21(h) en la clase fundamental de 21(h). 

Una desingularización cumple las hipótesis del teorema 2.11. ■ 
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Capítulo 3 

Resultado Principal 

3.1 Enunciado 

En la presente sección se enuncia el teorema (3.3) principal. 

Definición 3.1 Se dice que una función h : E -4 F' es genérica si su sección 

correspondiente, Horn(E,F), es transversa a cada una de las 

= {h : E, -4 F.,: dini(ker fz) =1) 

Como consecuencia del teorema 2.4 

Proposición 3.2 El conjunto de funciones genéricas es denso. 

■ 
De aquí en adelante Z(f) significara zi(n. 

Teorema 3.3 (Principal) Sean (E, 1111" , p, R") un haz vectorial suave, y 

h : 	---> E una función de haces genérica. Entonces IME) = .1!((2(11))) 

45 
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cumple con los axiomas &I), 	y Sw4') (2.2), donde J! es la 

composición de lo dualidad de Poincaré con el homomorfismo inducido por 

lo inclusión J.. 

J. 

Hm-i(2(0) 	Hm-i(M) 

j D 

JI 	Hl(M) 

3.2 Demostración del Axioma Swl 

En esta sección se demuestra que las clases Wi(E) = MUZ(h))) 

cumplen con el axioma Swl. 

a) Por demostrar que Wi(E) c iii(M). 

Por el teorema 2.17 tenemos que la codimensión de Z(h) es 

1(n — (n — i +1)+1). i. Por tanto la dimensión de Z(h.) es ni 

U) Por demostrar que W°(E) = 1 E H°(M). 

Si i 	entonces Z(h) = M, así que J! se convierte en isomor- 

fismo. 

c) Como la construcción no tiene sentido para i > n daremos 

por hecho que Wi(E) = O, para i > n. 
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3.3 Demostración del Axioma Sw2 

En esta sección demostraremos que ivi  cumple con Sw2. Es 

decir por demostrar que si 

f* En 	E" 

M' M 

f 

es una aplicación de haces entonces Wi(j*E) =1*(14,i (E)). 

Sea 

n-i+1 EA{ 

h. 

-4 E 

M 

transversa a cada una de las Si. Por el teorema 2.3 sin pérdida 

de generalidad , podemos asumir que f es transversa a 21(h). 
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Definimos 

9 

EMI 	-4 rE 

Al' 

como sigue 

o (x, v) 1-4 (x, iil (hicr)(v))) 

lo anterior está bien definido porque / es un isomorfismo en las 

fibras. 

Tenemos que probar que: 

1) g es transversa a cada una de las = {g 1-‘41  -4 f•Ev  : 

dint(ker(gy)) = 1). 

2) f* Iii(M) --> Hi(AP), manda la clase dual de 121(h)) en la 

clase dual de [21(01. 

1)Sea h E Hotn(en-'+i, E"), y sea vEhn SI entonces tenemos 
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que: 

Tv(Hom(e"-"-1  , E") = 7;,(h) e 1',(S1) 

= T„(11,) e To(si,) e 7;.(z(111)), 
Donde r(y) = x 

Por otro lado: 

= 7;,(H 	, E"),) e T,(Z(M)) 

= 	'JUR om(R"-i4'1,R")) e Tx(Z(M)), 

entonces 

(H ont(R" -i4-1  , Rn)) = n(hx) El) Tu (S/x) 

como sabemos que cuando f (y) = x tenernos que itz--;gy, y ,%£-Sly  
entonces 

T(Hom(R"-'1 , R")) = T,„(yy) e Ttu(Siy) 

donde 1(w) = u y rs(w) = y. 

Ahora 

Tw (Hoin( en-i+1, E")) = 11,,,(11ont(e"-i+1 , E")y) e  Tip(mg) 

= T(Horn(R"-i 4-1 ,R")) e 71(Z(1119) 

= 	T.,(gy) e  T,,,(Sly)  e  Ty(Z (Mi)) 

= Tw(g) Tw(Si) 

con lo que se tiene que gifiSI. 
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2)Usando el teorema 2.15 y el siguiente lema se tiene el 

resultado. ■ 

Lema 3.4 21 (g) = f -1 (Z( /1)). 

Demostración: sabemos que 

Z,(h) = 	E Alidini(kerhy) = I} 

Z(g) = {x E Al/ dini(ker gr) = 1) 

por tanto tenemos que 

Z1(g) = tá, E M/dini(kergr) = 1} 

{x E AY dini(ker((x, u) ---> (á; f;t(iii(i)(v))») 1} 

= 	{x E Aliditti(ket: ligo) = 1) 

de aquí se sigue que 

x E 'Mg) 

tz> dint(ker h /(r)) = / 

f(x) E Z,(h) 

por tanto • 

Zi(g) = f (Mb» 	 (3.1) 
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Entonces 

Zt(9) = UlkiZ1(9) 
	

Por el lema 2.19 

= Utkif -1(4(h)) 
	

Por la ecuación 3.1 

= f -1(uf?t(Z(h)) 

= ,f -I (Z3(11)) 
	

Por el lema 2.19 

3.4 Demostración del Axioma Sw3' 

En esta sección probamos que 111,(E) cumple con el axioma Sw3') 

es decir que IV,(E" e ek) = IV,(E"). Sea 

li 

En 

N .1 
Al 
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Transversa a todos los ,91, y tornemos 

h x id 
k+n-íi I 	 e k 

111 

tenemos que: 

x id) = {3; E Ai/dirn(ker(// x id),) =1} 

= {a; E Alkiiiii(ker 	= 1) 

= Zi(h). 

Antes de probar transversalidad probaremos el siguiente lema: 

Lema 3.5 Sin h x ¡tic-4(h) = 	n h. Donde Sr = 	: 	—►  

E' dim(ker fi) = 	y Si = 	: el-f +1-1  k  -4 E,:! exkidim(ker 	= 11. 

Demostración. Como !.51 es transversa a h, Z1  es una variedad 

y como sh  es uno a uno, suave, tiene inversa suave y Z, es envi-

ado en Sinh, entonces son difeomorfas. También Zi  ..91;),',d(s1), y 

como ya sabemos que es variedad, tenemos que por los mismos 

argumentos S; n h x id=7-21. ■ 
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Volviendo a nuestra prueba, por el teorema 2.17 

dimS1 = n2 — ni + n + m —12  — 1i +1 

dim 	= n2  — ni + + 2iik ki + k + k2  + +1 —12  -- 

y entonces 

pero 

dim 	— dim Si = 2nk — ki + k + k2, 

dim7'(Hom(en-'+t-f-k, En e  Ek)) = ditn T(Hm(en-'+t, Ea)) + 2nk — ki+ 

+k + k2  

dim(T(Si) + T(h)) + 2nk — ki + k + k2  

probaremos que din0(31)+T(h x id)) es igual a esto último: 

ditn(T(Sí) + T(h x id)) = dini(T(SI)) + dim(71(h x id)) 

— dimer(SD n T(h x id)) 

y como 

dim(T(SD) 
	

= dim(T(SW + 2nk — ki + k + k2  

dim(h x id) 
	

= dim(T(h)) 

dim(T(S1) n T(11 x id)) = dini(T(s,) n T(h)) 
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esto último es cierto por el lema 3.5. Haciendo la suma 

+ T(h x id)) = dirn(T(Si)) dim(T(h)) — dim(T(Si) n T(h)) 

+2rik — ki + k + k2  

= diin(T(St) + T(h)) + 2nk — ki + k + 

3.5 Demostración del Axioma St.o4' 

Por demostrar que existe e tal que Wn((") = g cualquier ele-

mento no cero de 11" (M"). 

Sea M = RP" y In = (R" x S")/Z2  (este haz es isomorfo a 

e 71 e ... e 7,9. Entonces definimos h : el In como sigue: 

h : (t'  Ex!, 	X n+d) H [0:1, ...tX n , Xi, 	rn 441 

la sección equivalente en Hom(e',1") =I" es 

Sh 	...,Xn+i) 1-4 [XI, 	Xn, xl,  .••, Xn+11 

esta sección intersecta a la sección cero solamente en X° = 

[0,0,...,0,1]. 

El tangente a R" X S"/Z2 se obtiene identificando los tangentes 

en puntos antípodas en it" x S". Así tenemos que el tangente a 

1" es 

71u,11(an  x S" /Z2) = {(w. y) E R" X R"." : y x = 0) 
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sea 	la imagen de Si, es decir 

	

.5/1 = {1x1. 372! • •• Sri, Xi 2:21 	Xyt XII 	: [Si , 2;2, 	Xn  Xn I 1 E S"/Z2 } 

entonces 

1(o,x04,) = {(w, y) E R" x R"1.1  p(y) = u)} 

donde p es la proyección en las primeras n coordenadas. Sea 

So  = «O, xl E : x E Sn/Z21 

la sección cero, entonces su tangente en el punto (0, 3,9 es 

710,2,0 ) (So) = {(0, y) E R" x R"41  y 	= 0}. 

Ahora, sea Vo  = (wo, yo) E 110" (R".  x S"/Z2) entonces YO 	= O es 

decir yo  tiene la última coordenada nula así podemos repre-

sentar a Vo  corno sigue • 

fin = (wo, yo) = (wo, (zoo? O)) + (0,!/u — (wo, O)) 

donde 

(w0, (lon, O)) 	E 1(0,,0)(&) 

	

(O, ya 	(wo, 0)) E 1(0,0)(So) 
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Por otro lado tenemos 

Ho({x° }) 	110(11Pn) 

\ 
J! 	Hn (RPn) 

y sabemos que [{s% o E lio({x° }) y esto implica que J,(Rx°}1) 

O E Ho(RP") y de aquí que N(Rs°}1) = DoMROID # o E Hn (RP"). ■ 

3.6 Desingularización. 

En esta sección encontraremos una variedad de dimensión ni—i 

que es una desingularización de 21 (h), y por lo tanto la clase 

fundamental es mandada a la clase fundamental de 21 (11). 

Sea 

ki (h) = {(x L) E Al x RP"-i  L E ker hr } 

nuestro objetivo es demostrar el siguiente teorema: 

Teorema 3.6 Sean (E, Alm,p,111 un haz vectorial, y h : e"--" 	E una 
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función de haces, genérica. Entonces ir!(1) = !ME), donde 

ir, 

$ 

H°( Z(h)) 	iii(M) 

7r! 

ir es la proyección canónica restrigida a 21 (h). 

La demostración de este teorema se basa en teorema 2.22, 

el teorema 3.11 y el teorema 3.10. 

Definiremos algunas variedades, conjuntos y funciones entre 

ellos. 

¡raen-i+l 	 0E11 	 I 	En 

1,/ 
Hom(En-i-i-1,  En) _4  Airn 

p* E" = {(fr, vx ) E li ont(E" -", E") x E" ;:r E MI 
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I)* 	= {(fz,v,) E Hom(en-i+1, En) x 	: x E M) 

r(fr, Vs) = (fx, fx(Vr)) 

observemos que 

	

Z,(r) = {ft  : 	—› p'Erri : dim(korrb)=1} 

= 	{fx  : 	--> p• E: : dini (ker fr) = 

= Si. 

(Por ello la definición de genérico de McPherson [141 es equi-

valente a la dada en este trabajo). Sea 

21(r) = {(fx , L) E Hont(en-i+1,  En) x  Rpn-i LC ler fx)  

es obvio que si proyectamos en la primera coordenada obtene-

mos la unión de todos los Si. 

Lema 3.7 21 (r) es variedad de codimemsión n. 

Demostración. Probaremos que 21 (r) es un fibrado sobre M, 

sea WiltEr  un atlas para M, probaremos que ki (r)iu, = Q x Ut  

donde Q es una subvariedad de Hoin(nr-i", 	x RP"-i lo cual 

es suficiente por la proposición 1.4. 

Sea L E RPI donde k = n — i, entonces a L lo podemos ver 

COMO 

L = {(tL 1 , tL2 , 	tLk4 1 ) t E 11} 
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y las cartas de RPk  las podernos ver como (R,,Or) donde 

Rr  = {L iti9c :4 O} 

Y 

Or  : R,. --> Rk  =-- «OH, Or21 —1 0r(k+1)) : Or j(L) = 	ron j r}. 

Definimos entonces 

Qr = 	L) E Hont(Rk+1  ,R") X RPk  : air = EitraijOri(L)} 

Y 

IPr Qr —›Ftk+1  X RnxRk  

'dor ((aij)q, L) 1—> ((au)1i,(Ori)t) 

hacemos Q = 14.11Qr: entonces Q es una variedad con cartas 

(Qn (Pr), de dimensión k kn, y codimensión n. 

Falta ver Q es la fibra de 21 (r). 

Tomando (h, L) E k1(T)11/„ es decir h(L) = O, x E Ut, y supon- 

gamos que para alguna r se tiene 4 O, entonces 

O = fr(L) =  

/ al , a12 	ai(k.f.1) 	tL1  

	

a22 ... a2(k+i) 	tL2  

ani an2 	an(k+i) / 

y esto es lo mismo que 

tlii -1- tL2(42 + 	-i- tLi(k+i)ai(k+n)i = (0)i 
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lo cual es equivalente a que 

	

air ,  = E 	coa Oir  =n 

	

X
lar 	

r 

por último esto implica que (f x, L) E Q, que es carta de Q. Para 

probar que si (11.,L) E Q x Ul  implica que (h,  L) E 21(T)1u, se 

procede exactamente al revé. Por tanto 21(r) es una variedad 

de dimensión m nk + k, y codimensión n. • 

Lema 3.8 Sea Sh  la sección que representa h en Hom(en-i+i , E"). Entonces 

Sh  es transversa a p, donde p : ki(r) 	Horn(en-i+t, ) es la proyección 

canónica en la primera coordenada. 

Demostración. Como Sh  es transversa a cada Si  entonces Sh  

es transversa Ut>, S1=  P(kr(r)). 

Lema :L9 21(h) es la intersección transversa fla Sh  y p, 

Demostración. 

	

21(h ) = 111rfiZ(r) 	-4 	 ont(s"-"l E") 

A 

	

M x 2 (r) 	--> 	1-lorn(E"-i-' 1, E") x iloti*""ir , E") 

SI, x p 
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Alriikt (T) = ((s, fr, L) E M x 21(T) : Sh(X) = P(hIL)} 

= {(x, L) E Al x RP"-"I h,(L) = 01 

= 21(h) 

Teorema 3.10 21 (h) es variedad cerrada de dimensión m 

Demostración. Que 21 (h) es variedad es consecuencia directa 

de los tres letras anteriores. Probaremos que Z1 (h) es cerrado. 
Sea (al. Lo) E M X RP"-i tal que (so, Lo) ¢ 21 (h) entonces h,„(Lo) # o 

de aquí que existe un abierto V(Lo) de Lo  tal que h.,„(L) = O para 

cada L E V(L0 ) esto por continuidad, de igual forma existe un 

abierto U(xo) tal que /14) = o, para cada 2: E 1.1(4) y para cada 

L E V(4) entonces U(so ) x V(L0) es abierto que no intersecta 

21 (h) y contiene a (x0,4) por tanto 21(h) es cerrado. ■ 

Teorema 3.11 21 (h) junto con ir' = 1r121(h)  : 21 (h) --> 21 (h) es una desin-

yuMrización de 21(h). 

Demostración. ir' es una aplicación. 

1)7r' es sobreyectiVa en 21 (h). 

2)Sea C un subconjunto compacto de 21 (h), entonces es com- 

pacto en Al, 	= C x RP"-i es compacto en Al x RP"-', y 

= (C x RP"-i)nk,(h) es compacto ya que 2, (h) es variedad 

cerrada, 

3)ir"(Z1 (h)) = {(h,L) E 21(h) : ker 	= 1, y L E ker h} en- 

tonces ni-  ' (Z1 (11 )) = Z (h) x {punto} y de aquí que ir' restringida a 

71J -1(7.1 (h)) es un difeomodismo. 
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3.7 Generalización 

Proposición 3.12 [91 Sea X un C11'—Complejo y sea X° C C X" C 

C X subcomplejos con Un>o X" = X, 	: X° -4 Xmi  in  : 	-4 X las 

inclusiones, n > in. Entonces {11g(X"), jr ,N} es un sistema inverso para 

q E Z, y existe una sucesión exacta 

O 	119-1(Xn) —> 119(X) SL1-1 lim Hala") —> O 

u 

Haciendo X' = Ck(Ftk+9, se cumple las hipótesis de la propo- 

sición 3.13 y tenemos así 

Lema 3.13 

-->limi  H9-1(Gk(R4+1)) -+ 119(G'k(R')) 	Hq(Ck(Rk+1)) —> O 

Lema 3.14 Si Un es una varieda compacta Hk(M" es finito. 

Demostración. 

Hi(Mm ) 	lin-90 	Por dulidad de Poinearé. 

H,,i(Ai)' 	Por dualidad de '<ro:tecle'', 

(HiUtir)' 	Repitiendo lospasos anteriores. 

Por tanto II,(111) es finito, y entonces Hk(M) es finito. ■ 
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Lema 3.15 llln ilq-l(Gk(11")) = O. 

Demostración. Como Ck(Rk 'f) es compacta se cumple el lema 

3.14, entonces por la condición de Mittag-Leffler [9j, se cumple 

el lema. • 
Corno consecuencia de los lemas 3.13 y 3.15 tenemos 

Teorema 3.16 H9(Gk(11.1) 	Hq(Gk(Rk' I)) es isomorfismo. 

■ 

Corolario 3.17 Sea 714.1  = (Ek+i,p,Gk(Rk+l),Rk) el haz universal sobre 

. G koitk+t ,)Definirnos lí/ 9(7k) =1lm iVq( 71+1). 14 1,(1k ) cumple con los axio- 

mas &A), Sw2), Su.139 y Sw4'). 

Demostración. 

i*C-Ylkc4 l'k+1 	—› 7k41+1 

Gk(R.14-1) 	Gk(Rk+14-1) 

entonces 

i*(11tq(1.t.,t-1)) = Wq(71,1) 
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por lo que el límite inverso 

Há(lk) = 1  + In(7k+i) + IVq(11+2) + Wq(11:4 3) + 

cumple los axiomas Sw1), Sw2), Sw3') y Sw4'). ■ 

Teorema 3.18 Pf Sea en = (E, p, B, R") un haz vectorial cualquiera en-

tonces existen k, h tal que 

E --► 	7k 

B —►  ok(R.0) 

ff 

donde E es el haz inducido. 

Del teorema 3.3, del lema 3.17, y de la naturalidad tenernos 

como corolario: 

Teorema 3.19 Sea e = (F,r, B, R") cualquier haz vectorial, 7" = (P , 0, 110(n), Rn) 

el espacio clasificante y f la función clasificante de 1. Definimos 147;(1) = 

(Wi(7")), Entonces "Vi(l;) cumple con los axiomas Sw1), Sw2), Sw3'), y 

Sw4'). 
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3.8 Unicidad 

Teorema 3.20 (de Gysin) Para un haz vectorial real de dimensión n, 

(E, p, 13, R") se tiene la siguiente sucesión exacta de módulos de coltomología 

con coeficientes en Z2  

--> Hi(I3; Z2) uw:11)  Hi-1"(13; Z2) 	Hi"(E0;  Z2) 	Hi+I(B;  Z2) -+ 

donde E0  es E menos la sección cero. 

Demostración. Tenemos la siguiente sucesión exacta de la 

pareja: 

--> H1(E, Ép: Z2) -› 111(E; Z2)  --+ Hi (E0; Z2) 	Hi+I (E,E0; Z2) 74 ••• 

Usando el isomorfismo de Thorn [8] 

un : Hi-"(E; Z2)-:>/ij(E, Eo; Z2) 

Obtenemos 

--> Ili-"(E; Z2 ) --> 111(E; Z2) 	/171(E0; Z2) -+ Iii-" 4.1 (E: Z2 ) -> 

pero tenemos canónicamente el isomorfismo 

(B;Z 2)-411* (E; Z2) 

y haciendo j = i n tenemos 

--> Hi(B; Z2) ''9) 
 IP'"(13; Z2) 24 1P."(E0; Z2) 4 	13; Z2) -› 
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Lema 3.21 Sea 'y = (E, p', BO(k),11.k) el haz universal sobre 1.30(k). p = 

p'I E„. Entonces I)* bk) = rik-i e 51  es decir 

11k-i C3 y i = 	('yk) --) 

En --> 130(k) 

y por tanto IV (IV eyk)) = O. 

Demostración. Es suficiente probar que existe una sección 

global distinta de cero, pero ésta se obtiene definiendo: 

s 	: 	Eo 	P*  bk ) 

s : 	(H. y) ra (H, v, 

claramente esto es una sección global suave y distinta de cero. • 

Teorema 3.22 Consideremos un haz e = (E", ir,13,R"), entonces IIMI) = 

wk(1), para toda k, donde 8 es un espacio paracompacto. 

Demostración. Consideremos 

-y" 	y f tal que 	-4 	-y" 

/10(o) 	 13 —> 130(n) 
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es decir pyi,  = 1. Sea ik la función que clasifica a ryk E", 

entonces 

yk 
,,,-k _4  len 

4. 

BO(k) —+ .80(n) 

ik 	teorema 3.18 

usando el axioma Sw2, sustituyendo y usando estabilidad res-

pectivamente tenemos: 

ilPr(v")) = wr(ik(Y")) 

W:(71) 

para r = 0, 1, ..., n. Por tanto 

rk(wr(79)= (M'Y') 	 (3.2) 

por los axiomas Sw2 y Sw3' 

	

ii:(Wk(Y")) = Wk(iker")) 	 (3.3) 

• wk
(

yk en—k) 

• it'k(yk) 

y usando la sucesión de Gysin 

	

H°(1.30(k.); Z2 ) "' V)  M(130(k): Z2) 	HkiiEt) 
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Por el Lema 3.21 

Yo; kVY')) = 

por lo tanto existe a k E H°(B0(k)) tal que 

akwkerk)= wk(`yk) 
	

(3.4) 

Por tanto 

MWkeY" )) 	(yk) 

= (kwkbk) 

akil(wker")) 

= il(Pk(wk("))) 

donde il(pk). (yk. Ahora 

: H*(B0(n)) 11*(130(k)) 

i, 	Z2iwi( -Y"), 	topi('Y")) --> z2Etoi(yk), 	wk (1'9 

son isomorfismos por la ecuación ecuación 3.2 para dimensiones 

de cohomología menores o iguales a k, de aquí que 

wk ( Y") = pkwk (I") 	 (3.5) 

con pk E /1°(B0(n)). 

Por el axioma Sw2) 

w(1") = wk(f`b")) 

= .1"(pkw,  Cr")) 
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= f*(pk)f*(wkb")) 

= dkwk(f' ('Y' ))  

= 4,4(0 

por tanto 

1tk(1) = /3kwk(e) 

donde 13k = .f .(Pk) E 10(B; Z2); y pk  E H°(130(n); Z2). 

Queremos ver que al:. no depende del haz. Tenemos que 

H°(Bo(ii)).122, ahora, dado cualquier espacio 13 y cualquier fun-

ción f : 13 -4 I30(n), f* HQ(130(n)) --> H°(1.3: Z2) es un isomorfismo 

de anillos, por lo cual, como pk  = 0, 1 para cualquier f, f*(pk ) = 0,1 

es decir fik  = 0,1 , dependiendo del valor de N. 

Por el axioma Sw4') existe un haz (µk, X', 71.) tal que Ill(pk) o. 

Como Wk(lik) = 13kwk(iik ) implica que /A V: o, es decir fik = 1. por 

tanto UVI) = wk(1), para todo 1, y para toda k. 

Teorema 3.23 (Unicidad) Las clases IV estan bien definidas. 

Demostración. Si tomamos en el teorema 3.3 otra función 

g genérica cumple con todo lo anterior entonces también es 

igual a la clase de Stiefel-Whitney, por lo tanto igual a las que 

definimos con h. • 

r' 
1,0 

,t, 
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