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Capitulo Uno 
Euro 	

Introducción 

Es bien sabida la amplia y exitosa aplicación de los controladores lógicos difusos 
(CLD) en problemas de control reales, los cuales pueden ir desde aplicaciones 
domésticas como cámaras fotográficas, lavadoras domésticas [20]; hasta plantas no 
lineales más complicadas como mezcladoras de concreto, brazos robot de varios grados 
de libertad, motores de corriente directa y sincronos, [9], [19], [6]; sistemas de 
navegación de aviones, helicópteros controlados por voz, péndulos invertidos, etc. [40], 
[20], [9], [53]. 

Aunque el progreso práctico ha sido muy claro, la teoría ha avanzado más 
lentamente -en parte debido a la relativa juventud de esta disciplina de la ingeniería de 
control- por lo que el establecimiento formal de las bases teóricas ha sido muy reciente 
[10], [12]. 

En el estudio de las propiedades cualitativas de los sistemas (controlabilidad, 
observabilidad, y estabilidad) [5] se han desarrollado herramientas teóricas de esta 
naturaleza para los sistemas de control difusos (SCD), por ejemplo; la confrolabilidad 
difusa basada en ecuaciones de estado difusas [45], [22] o en matrices de composición 
de funciones que remedan la forma canónica controlable de los sistemas lineales [13]; la 
estabilidad interna (con funciones de Lyapunov) [42]; estabilidad entrada-salida [8], 
[54], [55] considerando al CLD como una no finalidad estática, invariante en el tiempo 
[9]; propiedades de robustez derivadas del estudio anterior etc., [46]. Incluso se habla 
también de modelado difuso de sistemas, identificación difusa, y sistemas de control 
difuso (SCD) auto-organizables y adaptables [23], [58]. 

Es en particular en el estudio de la estabilidad en donde se han obtenido 
resultados importantes, sobre todo elegantes, por el uso de elementos del análisis 
funcional, aunque cabe hacer mención que aun falta obtener resultados más fuertes. 

Actualmente existen dos tendencias para analizar la estabilidad de los SCD [9], 
[26]: 



• La primera consiste en trabajar con el modelo difuso del proceso y por medio de 
"*1 

	

	 diversos métodos (estabilidad energética [22], funciones de Lyapunov obtenidas a 
partir del modelo difuso del proceso [45], principalmente) se analiza la estabilidad 
del sistema dinámico difuso. 

• La segunda considera al CLD como una no linealidad estática, invariante con el 
tiempo [9], [II]. Aquí existen dos puntos de vista: se puede estudiar la estabilidad 
entrada - salida (con el teorema de pasividad) y/o la estabilidad interna (con la teoría 
de Lyapunov). 

Éstas tendencias sólo resuelven el problema de sistemas SISO o MIMO' [9], 
[11], [14], [38], [25] dejando abierto el problema MISO. 

Una ventaja de la segunda tendencia, para estabilidad interna es que puede 
diseñarse al control difuso con las características de un control de modo deslizante 
(llamándose entonces controlador lógico difuso deslizante o CLDD), es decir, las reglas 
de decisión del CLD se diseñan de manera que cumplan con la condición de 
deslizamiento de un controlador de estructura variable [12], [9], [19], [6] logrando así las 
bondades de éste [42]. 

El objetivo de la tesis es proporcionar un criterio de estabilidad I.2 para SCD 
monovariables -cuyo CLD sea de dos entradas y una salida, y el proceso a regular 
pertenezca a una clase muy particular de plantas (sistemas de segundo orden vectorial 
[41], lineales o no lineales) - por medio del control deslizante. Ésta configuración nos 
permite igualar entre sí las dimensiones de los vectores de entrada y salida del CLD 
(logrando así la simplificación del problema MISO a uno SISO o MIMO). Así, se está 
haciendo una aportación al presentar ésta alternativa como solución del problema de 
estabilidad en SCD con CLD MISD. 

El presente trabajo se estructura como sigue: el segundo capítulo contiene los 
preliminares en que se fundamenta la tesis. Dicho capítulo está dividido en nueve partes: 
la primera de ellas da una introducción al presente capítulo; la segunda, contiene las 
definiciones y propiedades más importantes de la lógica difusa, así como las partes de un 
CLD y la manera de sintonizado; la tercera, describe brevemente al control de estructura 
variable o de modo deslizante, la cuarta, relaciona a las dos partes anteriores hablando 
del control difuso en modo deslizante -cualidad fundamental en el planteamiento de la 
solución al problema propuesto en esta tesis- así como de sus propiedades principales; la 
quinta, da un bosquejo general del enfoque entrada • salida de sistemas; la sexta, cita al 
criterio del circulo; la séptima, explica porqué un CLD puede concebirse como una no 
linealidad estática, invariante con el tiempo; la octava, muestra un ejemplo de diseño de 
un CLD para una planta lineal; finalizando con las conclusiones en la parte nueve. 

'De las siglas en inglés. 
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En el capitulo tercero es donde se resuelve el objetivo de la tesis. Primeramente, 
se comienza con la introducción del capitulo; para posteriormente - en la segunda parte-
hacer la formulación del problema; explicando - en la tercera parte- la clase de plantas a 
considerar, en su forma no lineal y en su forma lineal. Dejado este punto, se explica la 
solución para el caso general de la familia de plantas considerada. En seguida, se da la 
solución para el problema en su versión lineal (parte cinco) y luego en su versión no 
lineal (parte seis). El capitulo termina con las conclusiones correspondientes en la parte 
siete. 

Los trabajos a futuro se tratan en el capítulo cuarto. Aqui, se plantea el problema 
de estabilidad de los SCD MISO de una manera inversa, es decir; se propone añadir u►a 
salida artificial al CLD para convertir al SCA 141S0 en MIMO. 

Las conclusiones finales están contenidos en el capitulo quinto. 



Capítulo Dos 
Preliminares 

2.1 Introducción 

En este capítulo se darán los preliminares necesarios para el desarrollo de la tesis. 
Dichos preliminares son de Control Difuso, del Criterio del Circulo y de Pasividad. 

Para el primero de ellos se comienza por dar una breve revisión de la Teoría 
Clásica' de Conjuntos y del concepto de función de pertenencia para posteriormente 
definir el concepto de conjunto difuso, el cual es fundamental para el estudio de los 
CLD. Posteriormente se dan otras definiciones básicas en el estudio de la lógica difusa, 
como variable lingüística, variable difusa, etc. En seguida se describe la configunrción 
básica de un CLD y se da una breve explicación para su sintonía. 

Posteriormente se da una breve revisión del Criterio del Circulo-enunciándolo y 
citando los conceptos relacionados más importantes. 

En seguida, se da una breve revisión del concepto de Pasividad citando algunos 
teoremas útiles. 

Finalmente, se da un ejemplo de diseño de un controlador lógico difuso. 

2.2 Preliminares de Control Difuso 1521, 131, fal], 191. 

El objetivo de esta sección es explicar muy brevemente el cómo y el porqué 
surgió la necesidad de la lógica difusa -cuyo creador es Lotfi A. Zadeh- y de ahí, el 
control difuso. 

Cuando se desea modelar o controlar algún sistema es necesario primero disponer 
de un modelo matemático lo cual implica considerar ecuaciones diferenciales o 
ecuaciones en diferencias. Sin embargo existen sistemas2  en los cuales el precio que se 

'Ver sección 2.2.1.1 
2 Sobre todo sistemas biológicos y humanísticos. 
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paga por obtener modelos basados en tales ecuaciones es que se tienen que hacer 
muchas simplificaciones, lo cual implica pérdida de información en su comportamiento 
dinámico. 

Una gran ventaja del pensamiento humano es que resume, a partir de grandes 
volúmenes de información, lo que considera más importante, usando el mínimo 
necesario para realizar de manera adecuada las tareas que se propone; ya que dichas 
tareas no requieren un grado de precisión elevado. El cerebro humano saca ventaja de 
esta tolerancia a la imprecisión codificando la "tarea relevante" o "decisión relevante" en 
etiquetas de conjuntos difusos (infonnalmente entendidos ahora como concepciones 
burdas de variables que pueden ser precisas). 

Así, la habilidad de manejar grandes volúmenes de información bajo una sola 
etiqueta y la consecuente habilidad de resumir, constituyen las características más 
importantes de la mente humana. 

Como puede verse, el modo de pensar humano es más bien vago o difuso. Por 
ejemplo, para alcanzar una taza de café, equilibrarla y llevarla a la boca, no se requiere 
que el cerebro piense algo como: 

Llevar la mano a 25 grados y 0.24 metros desde la referencia inicial 
Tomar la taza apretando con 0.26 newtons 
Llevar la taza a la boca (a 25 grados y 0.24 metros desde la nueva referencia) 
Verificar que la temperatura del café esté entre 31.5 y 36.23 grados cent(grados 
para poder beberlo 

Más bien, el cerebro piensa: 

llevar la mano cerca de la taza para poder alcanzarla 
Tomar la laza con suficiente fuerza 
Llevar la tasa cerca de la boca 
Verificar que la temperatura del café sea un poco caliente 

Ésta misma forma de manipular o controlar se lleva a cabo en procesos complejos o 
pobremente definidos en donde el experto humano es imprescindible. De hecho el 
control difuso "razona" de esta manera para producir la señal que regula el 
comportamiento de la planta que está bajo su control. Esto significa que se está 
implantando la experiencia del experto humano en un controlador. Una manera de 
capturar la sabiduría o experiencia de una persona y ponerla en términos de lógica 
matemática es la lógica difusa, y el modo de manipular a nuestro antojo sistemas 
complejos, pobre o 'finamente definidos (humanísticos o no) es por medio del control 
difuso. De hecho, la premisa fundamental del control difuso es la suposición de que se 
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carece del modelo matemático de la planta (y en el mejor de los casos el modelo es 
incompleto). 

2.2.1 Antecedentes Teóricos 
2.2.1.1 Teoría Clásica de Conjuntos. 

La llamada Teoría Clásica de Conjuntos3  fue establecida por el matemático alemán 
Georg Cantor [24]. Dicha teoría se basa en el concepto de conjunto. Este concepto de 
conjunto clásico si bien primitivo (por no definirse términos de otros conceptos) es 
entendido como una colección de elementos de cualquier naturaleza. 

2.2.1.2 Repaso del concepto de Función de Pertenencia. 

Sea U un conjunto y A un subconjunto de U, esto es: 

AcU 

Sea ahora x un elemento de U. El hecho de que x pertenezca a A se simboliza como: 

x cA 

ara indicar esta pertenencia se puede utilizar la siguiente 

Definkión 2.1 
Función de pertenencia o función de membresla pA. 

PA: U -4/0, /./ es una ftmción de pertenencia o función catacteristica del conjunto A si y 
solo si para toda x se cumple que 

{1.si.x E A 
11  " '(x) 	0.si.x E A 

Como puede verse, la pertenencia del elemento x al conjunto A, es total o nula (abrupta). 
Entonces podemos entender también como conjunto clásico al que posee una función de 
pertenencia de esta naturaleza a la cual llamaremos abrupta, y por ende abrupto podrá 
ser también llamado el conjunto al que aquélla hace referencia. 

2.2.1.3 El concepto de Subconjunto Difuso o Subconjunto Borroso 

3  Debería decirse "teoría de subconjuntos ordinarios" pues la teoría de 
conjuntos clásica describe las propiedades de los subconjuntos; no obstante 
en este trabajo no se hará distinción a menos que se indique lo contrario. 
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Antes de dar la definición formal, partiremos de un ejemplo. Sean U=(xi, x2, x3, x4, X3) 
y A=(xi, x3, x5). Es obvio ver que: 

lidx1)=1, 114(xJ)=-0, pA(x3)=1, pdx4=0, /443)=1 

De donde podemos representar a A junto a los elementos de U con su valor de 
pertenencia: 

A-Y(4 1), (x2, 0), (x3, 1), (4, O), (x3, 1)) 

Ahora pensemos que esta función de pertenencia pueda tomar valores cualesquiera 
dentro del intervalo 104 De esta manera el elemento x1  podría pertenecer totalmente a 
A, liA(xd=1; el elemento x2 podría pertenecer bastante a A, PA(xz)=0.86; el elemento x3  
podría pertenecer algo a A, pA(x3)=0.54; muy poco el elemento x4  , pA(x4)=0.17; y 
nada el elemento X3 , "(X1)=0, lo cual puede representarse como: 

A=((x 1, 1), (x2, 0.86), (x3, 0.54), (x*  0.17), (x3, 0)) 

De esta manera el conjunto A representa a un subconjunto «uso. 

Esta estructura matemática permite manejar problemas que estén vaga o 
pobremente definidos, ya que su grado de penenencia puede jerarquizarse. 

Cabe hacer notar que debe decirse "subconjuntos difusos" y no "conjuntos 
difusos" porque el conjunto de referencia no es difuso. Por ejemplo, podemos citar el 
subconjunto difuso de hombres altos, muy altos, bajas, muy bajos, etc., con referencia al 
conjunto no difuso de hombres . 

Puede ahora verse que los subconjuntos clásicos son un caso particular de los 
subconjuntos difusos o borrosos, por ello se usará en ocasiones el sinónimo no borroso o 
no difuso para subconjuntos clásicos (función de pertenencia igual a uno o a cero). Con 
esta idea puede darse formalmente la siguiente 

Dellnidón 2.2 
Subconjunto tifus 

Sea U un conjunto enumerable o no, y x un elemento de U; entonces un subconjunto 
difuso A de U es una colección de pares ordenados del elemento x y su grado de 
pertenencia pA(x): 

A = ((x, pdx) EU) 
PAN:U—> [0, 
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Se dan en seguida otras definiciones útiles para desarrollos posteriores. En ellas se hace 
referencia a los conjuntos A, U, y al elemento x de A recién usados en la definición 
anterior. 

Definición 2.3 
Soporte de un subconjunto difuso. 

El soporte S(A) de un subconjunto difuso A es el conjunto (abrupto) de todos los puntos 
x en U tales que ,pA(x) es positiva. Es decir 

S(A)=(xeUi pA(x)>0) 

Definición 2.4 
Singularidad «usa 

Subconjunto difuso cuyo soporte es un punto único en U. Si A es una si 
difusa cuyo soporte es x escribimos: 

A=p/x 

Es decir, el conjunto A está formado por el elemento x, el cual tiene un grado de 
pertenencia p en A. Si hubiese varios puntos pertenecientes al conjunto A, es claro que 
el conjunto A podría expresarse como la unión de tales puntos (singularidades) .Véase la 
figura 9. 

De lo anterior puede verse que un subconjunto difuso puede verse como la unión 
de sus singularidades constituyentes. Si el conjunto universo es continuo podemos 
representar al subconjunto difuso como: 

Si el conjunto universo es discreto se le representa como: 

donde los signos de integral y de stunatoria representan unión. 

Definiremos ahora las operaciones principales entre subconjuntos difusos. Dichas 
operaciones se definirán en términos de funciones de pertenencia por facilitar así el 
manejo de los conceptos de la Lógica Difusa. 



2.2.1.4 Operaciones Básicas entre Subconjuntos Difusos 

Sean A y B dos subconjuntos difusos definidos en el conjunto universo U con funciones 
de pertenencia pA  y pé  respectivamente como se muestra en la figura 1. Entonces las 
operaciones de unión, intersección y complemento quedan definidas por medio de sus 
funciones de pertenencia como sigue: 

Definición 2. 5 
La ojón de A y 11 es un subconjunto difuso AuB cuya función de pertenencia es 

IlituskrY* Iniet(itAffi, p,(x)) Vx E U 

Definición 2.6 
La intersección de A y B es un subconjunto Anli cuya función de pertenencia se define 
como: 

µArdi(xy mín("(x), iis(X)) Vx E U 

Definición 2.7 
El complemento de A es un subconjunto difuso —§A cuya función de pertenencia es: 

ou-,A N=1-"(x) 

A manera de ejemplo se muestran las siguientes figuras en donde se representan las 
operaciones principales entre dos conjuntos difusos definidas anteriormente. 

Considérense las funciones de pertenencia de dos subconjuntos difusos A y B ilustradas 
en la figura 1: 

91(z) 

1 	2 	3 

Fig. 1. Funciones de pertenencia de das subconjuntos: A y B. 

Primeramente observemos el efecto en la función de pertenencia de la unión de los 
subconjuntos A y B 



Fig. 2. Fwieión de pertenencia de la unión de las subconf untas A y B. 

Ahora adviértase a la fluxión de pertenencia de la intersección de dos conjuntos difusos; 

F(10 

tiq  

Reilminanis 
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Una relación difusa R de un subconjunto U aun subconjunto V es un subconjunto del 
producto cartesiano UxV. R está caracterizada por una función de pertenencia bivariada 
mi(u, v) que se expresa como 

=I„,,p.ru,vsu,o 

ueU, veV 

Es decir, el par (u,v) tiene un grado de pertenencia IrR  en la relación R o dicho de otra 
forma, el grado de relación R del elemento u con el elemento ves de I*. 
Por ejemplo, sean X y Y dos conjuntos de personas: 

X=(Juan, Pedro) 	Y=(Luis,Paco) 

y tenemos una relación de "amistad" entre los miembros de X y Y, lo cual puede 
expresarse como: 

"andstad"41.8/(Justauis) + 0.6/(Juan,Paco) + 0.2/(Pedro,Luis) + 0.9/(Pedro,Paco) 

Alternativamente, puede expresarse la relación anterior por medio de una matriz de 
decisión: 

Luis Paco 
Juan 0.8 0.6 

Pedr 0.2 0.9 

Definkión 2.9 
Composición ssipremo-estrella 

Si R y S son relaciones difusas en UxV y en VxW, respectivamente, la composición de 
R y S es una relación difusa denotada por R ° S y se define por 

RoS= J  syp(p,(n,y). ps(v,w)) ( W,  w) 
thw .Y 	 / 

W E U, v E V, W E W. 

donde • denota cualquier clase de normas triangulares. 

Las normas triangulares se usan para definir conjunciones (ejemplos de 
normas triangulares son el mínimo -regla de Mámdani-, el producto algebraico 
-regla de Larsen-, etc.). En contraste, las conormas triangulares se usan 
para definir disyunciones (3), (4]. 

11 



Definición 2. 10 
Regla composicional de inferencia supremo-estrella 

Si R es una relación difusa en UxV y x es un conjunto difuso en U, entonces la regla 
composicional de inferencia dice que el conjunto difuso y inducido por x está dado por 

y=x °R 

donde x ° R es la composición supremo estrella de x y R. 

2.2.1.5 Introducción a la Lógica Difusa y al Razonamiento Aproximado 

En la literatura de control difuso en general no se acostumbra definir a la lógica 
difusa de manera clara. Lo que se hace es dar una idea informal (vaga o difusa, 
aprovechando el término) de los problemas que aquélla puede resolver. Es por ésta razón 
(y para evitar definiciones ambiguas formuladas por los lectores) que se dará la 
definición que se manejará en este trabajo, amén de otras que se consideren 
convenientes. 

Primeramente necesitamos definir a la lógica matemática. La lógica matemática o 
simbólica es la lógica expuesta por medio y método de símbolos (como el álgebra), 
principios y leyes conforme a los cuales se combinan dichos símbolos y se llega a 
conclusiones. Hay que resaltar que dichas conclusiones serán verdadera o falsas (por 
usar como base conjuntos clásicos; por tanto cabría el término lógica matemática 
clásica). De la misma manera en que se mostró que los conjuntos clásicos son un caso 
particular de los subconjuntos difusos, se puede ver claramente que la lógica matemática 
clásica es un caso particular de la lógica difusa. Por ello la defunción dada anteriormente 
para lógica matemática clásica puede darse para lógica difusa, resaltando que hace 
referencia a subconjuntos difusos 1341 

Definamos ahora un par de términos más, no siempre claros para los no filósofos. 

Se entiende por inferencia o implicación a la combinación (relación) de dos 
proposiciones por medio del conectivo si...entonces, en la cual la primera proposición se 
llama antecedente y la segunda consecuente. Por tanto llamaremos razonamiento a 
cualquier procedimiento de inferencia o prueba, es decir; a cualquier argumento, 
conclusión, inferencia, deducción, analogía, etc. [1]. 

El objetivo principal de la lógica difusa es sentar las bases teóricas para el 
razonamiento a partir de enunciados vagos, es decir; imprecisos. A la manera de obtener 
tales razonamientos se le llama razonamiento apraximado. 

12 



La inferencia en el razonamiento aproximado es contrastante con la inferencia en 
lógica matemática clásica -como podrá notarse, el consecuente de un conjunto dado de 
proposiciones difusas dependerá esencialmente del significado de tales proposiciones-. 
Así, la inferencia en el razonamiento aproximado es el cálculo con subconjuntos difusos 
del significado de un conjunto de proposiciones difusas. 

Como se mencionó al principio de la sección 2.2, la lógica difusa es la 
herramienta más adecuada para tratar con procesos complejos y pobre o nulamente 
definidos, ya que permite manejar sistemáticamente el tipo de descripciones lingüísticas 
empleados por los humanos. Esto se logra haciendo uso de: 

• Variables lingüísticas y variables difusas 
• Caracterización de relaciones simples entre variables difusas mediante enunciados 

condicionales 
• Caracterización de relaciones complejas entre variables difusas mediante algoritmos 

difusos 

2.2.1.5.1 Variables lingüísticas y variables difusas 

Aunque al comienzo de la lógica difusa se hacía distinción entre variable difusa y 
variable lingüística 1521 en la bibliografía reciente 131 [4], [9], 1231 etc., la mayoría de 
los autores ya no acostumbran definir a las variables difusas, sino que toman a éstas 
como un caso particular de las variables lingüística Sin embargo, el creador de la lógica 
difusa, Lotfi A. Zadeh, aún hace distinción entre ambas [52]. Es por esta razón que aquí 
se definen a las dos y se aclara en su momento, con cual de ellas se está trabajando. 

Definición 2. 11 
Variable Difusa 

Una variable da es aquella que toma valores que son etiquetas de subconjuntos 
difusos. Por ejemplo, la variable humedad puede tomar los valores baja, media, y alta 
(figura 5). 

rillUMEDAD 

Fig. 5. Ejemplo de los valores de la variable difusa 'humedad': 

1.,11 	 13 



Definición 2. 12 (formal) 
Variable Lingüística 

Una variable lingüística está caracterizada por una quíntupla (x, T(x), U, a «1 en 
donde x es el nombre de la variable; T(x) es el conjunto de términos de x, es decir; el 
conjunto de nombres de los valores lingüísticos de x, siendo cada uno de estos valores un 
conjunto difuso definido en U; G es una regla sintáctica para la generación de nombres 
de valores de x; y M es una regla semántica para asociar cada valor con su significado. 

Cabe aclarar que aunque puede sentirse que la definición anterior establece un 
concepto complejo, en realidad no es así. El objetivo de dar esta definición es mostrar de 
una manera formal que una variable puede tomar palabtus como valores. Para mayor 
claridad, considérese ahora la siguiente 

Definición 2. 13 (informal) 
Variable Lingüística 

Si la variable toma valores compuestos (frases u oraciones en un lenguaje específico) se 
dice que la variable es lingüística Por ejemplo, la variable juventud puede tomar los 
valores lingüísticos expresados como no muy joven, algo joven, muy muy joven, etc. Al 
conjunto de nombres de los valores lingüísticos que toma la variable se le conoce como 
conjunto de términos. El uso de variables lingüísticas permite sistematizar la 
caracterización aproximada de los sistemas complejos o pobremente definidos, de 
manera semejante a la de un experto humano. 

2.2.1.5.2. Caracterización de relaciones simples entre variables difusas mediante 
enunciados condicionales 

Se sabe que dos variables numéricas pueden relacionarse de diversas maneras, 
por ejemplo, mediante una función. Otra manera es a través de una tabla, la cual puede 
ser descrita en palabras por medio de un conjunto de oraciones condicionales, por 
ejemplo, si x es 7 entonces yes 1, si x es 8 entonces y a 4, etc. Del mismo modo 
pueden relacionarse dos variables en lógica difusa pero en vez de ser variables 
numéricas serán variables lingüística. Por ejemplo: 

si x es pequeda entonces y es muy grande 
si x no es muy pegada entonces y es muy muy grande 
si x no es pequeña y no es grande entonces y no es muy grande 

y así sucesivamente. 
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Se dice que la relación es simple porque puede describirse por medio de un conjunto de 
enunciados condicionales de la forma si x es A entonces y es 11, donde A y 11 son las 
etiquetas de conjuntos difusos que representas los valores que toman las variables x y y, 
respectivamente 

2.2.1.5.3 Caracterización de relaciones complejas mediante el uso de algoritmos 
difusos 

En caso de relaciones más complejas la descripción de la dependencia entre las variables 
requiere de un algoritmo difuso. Un algoritmo difuso es una sucesión ordenada de 
»micciones que pueden contener etiquetas de conjuntos «usas. Las instrucciones 
pueden ser de asignación, condicionales o incondicionales. Considérese por ejemplo la 
siguiente sección de un algoritmo difuso para controlar la velocidad de un motor: 

Aplicar voltaje ligeramente alto si la velocidad es baja 
Leer la velocidad actual 
Dividir velocidad entre 10 
Si la velocidad es muy baja entonces aplicar voltaje muy alto 
Si la velocidad es baja entonces aplicar voltaje alto 
y así sucesivamente 

Usando esta clase de algoritmos difusos es posible representar de manera aproximada 
una amplia variedad de sistemas complejos o vagamente definido& Es muy importante el 
resaltar que la frente de la imprecisión no se halla en la lógica difusa ,sino en el modo 
en que se aplican las variables lingüística,s y los algoritmos difusos a la frtmulación y 
solución de problemas. 

2.2.2 Estructura Básica de un Controlador Lógico Difuso PI, 141, (9]. 

En esta sección se exponen las partes principales de un CLD, explicando brevemente 
cada una de ellas. Éstas son: 

1. Interfaz de fiizificación 
2. Base de conocimientos 
3. Lógica de decisiones 
4. Interfaz de defuzificacitSn 

A grandes rasgos lo que ocurre dentro del CLD es lo siguiente. La información del 
sistema a controlar se obtiene a través de la interfaz de fuzificación. Dicha infonnación 
se procesa por medio de la base de conocimientos y de la lógica de decisiones, la cual es 
el corazón del controlador. Finalmente la salida de control pasa por la interfaz de 
defuzificación (lo cual le devuelve su carácter abrupto a esta variable) y es entonces 
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cuando se alimenta al sistema bajo control. En la siguiente figura 6 se muestra la 
configuración de un CLD en diagrama de bloques: 

Fig. 6. Estructura de un CLD. 

A continuación se da una explicación breve de cada una de los componentes del CLD. 

1) Interfaz de Fuzificación. 
Es la pote del CLD que furifica (le da el carácter de variable lingüística a la variable 
numérica que recibe) a las variables de entrada. La interfaz de fuzificación involucra a 
las siguientes funciones: 

a) Medición de los valores de entrada. 
b) Efectúa un mapeo a escala de los valores de entrada a sus correspondientes conjuntos 
universo (universos de discurso). 
c) Realiza la furificación de los valores escalados, es decir; transforma las variables de 
entrada en variables lingüísticas las cuales son valuadas en conjuntos difusos. Es decir, 
la interfaz de fizificación entrega al control la información del comportamiento del 
sistema de una manera adecuada (difusa) para que aquél la pueda procesar. 

2) Base de conocimientos. 
Es la parte del CLD que contiene la información de cómo debe controlarse el proceso a 
regular Su estructura se deriva de la experiencia desarrollada por un operador humano 
y/o el conocimiento previo de ingeniería de control, por tanto; depende del proceso a 
controlar y del desempeño deseado. La base de conocimientos consiste de una base de 
datos y de una base de reglas de control lingüístico (difuso). 

a) La base de datos contiene las definiciones que se usan para especificar las reglas de 
control lingüísticas y el tratamiento en términos de lógica difusa de los datos disponibles. 
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b)La base de reglas define los objetivos y la estrategia de control tomados de la 
experiencia, por medio de un conjunto de reglas de control lingüísticas. 

3) Lógica de decisiones. 
Es la pide más importante del CLD, ya que es la que simula el mecanismo de toma de 
decisiones utilizado por el cerebro humano. Esto se logra mediante inferencia difusa. 

4) Interfaz de defuzificación. 
Es la encargada de convertir las variables lingüísticas a variables numéricas (abruptas o 
no difusas). 

(7, 	
Realiza las siguientes funciones: 

a) Un mapeo a escala que transfiere el rango de valores de las variables de salida a sus 
correspondientes conjuntos universos (universos de discurso). 
b) Defuzificación , la cual transforma la salida de control difuso obtenida (variable 
lingüística) en un valor abrupto (no difuso) de control (variable numérica) aplicable al 
sistema. 

C011 lo anterior presente, podemos ahora explicar los 

2.2.3 Parámetros de diseño de un CLD 191 131, 141 ,1231. 

Los principales parámetros de diseño de un CLD son los siguientes: 

1) Fuzificación. Para realizar ésta operación existen varios métodos, pero solo se 
presentan los más usuales. 

a) El operador fuzificación (fuzificador) más simple, transforma un dato numérico en 
uno singular difuso, es decir; un valor de entrada uo  se convierte en un subconjunto 
difuso que tiene un grado de pertenencia de uno en uo y cero en cualquier otro punto. 

b) Debido al ruido presente en todo sistema de control es necesario convertir las 
mediciones probabillsticas en mediciones posibilisticas (involucran conjuntos difusos). 

De este modo, disminuye la complejidad requerida para el uso de variables aleatorias. El 
fuzificador en este caso puede generar funciones de pertenencia como las mostradass  en 
la figura 7. 

Se muestran las formas más comunes aunque de hecho pueden 
gran cantidad de funciones de pertenencia (9), (3), (4). 

definirse una 
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Preliminares 

\ A  
Fig. 7. Ejemplos de posibles funciones de pertenencia. 

La forma de la función de pertenencia depende básicamente de la incertidumbre en las 
mediciones y de la capacidad de cálculo del control. Para tal efecto, las funciones de 
pertenencia más populares son la triangular, la trapezoidal, y la campana de Gauss. 

c) Existen procesos que involucran el manejo de datos precisos, datos probabilísticos o 
datos híbridos (una combinación de ambos). En este caso, el fuzificador se desarrolla por 
medio de variables híbridas, las cuales involucran la incertidumbre (variables difusas) y 
la aleatoriedad (variables numéricas.). 

2) Base de datos. 

Incluye la discretización y la normalización de los universos de entrada y de salida, la 
definición de los subconjuntos difusos (que incluye la especificación de las funciones de 
pertenencia y la partición de los universos de entrada y salida) y el cumplimiento de la 
propiedad de completitud, la cual indica que el algoritmo debe ser capaz de inferir una 
acción de control correcta para todo estado del proceso6  

a) Discretización. A la discretización de un universo de discurso se le llama 
cuantización. En efecto, la cuantización discretiza un universo en un cierto número de 
segmentos (niveles de cuantización). Cada segmento va etiquetado como un elemento 
genérico y por tanto forma un universo discreta Un conjunto difuso se define entonces 
al asignar diversos valores (grados) de pertenencia a cada elemento cuantizado del nuevo 
universo discretizado. La elección de dichos niveles de cuantización influirá en que tan 
fino será el controlador. Por supuesto que se deberá hacer un compromiso entre la 
exactitud del controlador y el espacio en memoria disponible de la máquina. 

b)Normalización. Es un mapeo llevado a cabo por las llamadas constantes de 
normalización. Este escalamiento consiste en multiplicar la variable de entrada por la 
constante de normalización, obteniéndose así, un dominio normalizado dejos valores de 
entrada. 

c) Partición de los universos. En general, una variable lingüística está asociada con un 
conjunto de términos. Una partición difusa determina cuantos términos existirán en el 

6 Ea decir, en la acción de control se contemplan todos los casos o 
situaciones que puedan presentarse en la planta. 
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conjunto de términos. Por ejemplo en la figura 5, la variable humedad puede tomar los 
valores de alta, media y alga. Lo anterior implica que la partición difusa de los universos 
está determinada por el número de subconjuntos difusos en cada universo. 

d) Funciones de pertenencia. Pueden definirse numéricamente o utilizando una función. 
La definición numérica relaciona cada elemento del universo con un grado de 
pertenencia al subconjunto correspondiente; esto se puede representar por medio de una 
tabla (en la figura 8 se representa un subconjunto difuso así definido). En contraste, 
también se puede definir el grado de pertenencia a un subconjunto difuso por medio de 
una función analítica (éstas ya se ilustraron en la figura 7). 

x N(x) 
-0.5 0.05 
-0.3 0.30 
-0.1  0.70 
0 1 

0.2 0.70 
0.4 0.55 
0.6 030 
0.7 0.20 

Fig 8. Ejemplo de la definición numérica de unafunción de pertenencia. 

II 
1 :14 1  I 

	

1 	1 	i 
Tri 

.12 1 

	

fifili 	+1;t+$1 
44 44 4 2 1 12 14 Si 

Fig. 9. Gráfica cotrespondiente a la tabla de lafig.8. 

3) Base de Reglas. 
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d) Tipos de reglas de control difuso. Existen dos tipos de reglas de control difuso: las de 
evaluación de estado y las de evaluación de objeto. 

di) Reglas de evaluación de estado. La mayoría de los CLD usan este tipo de reglas Se 
expresan en forma de enunciados condicionales de la forma 

R1: Si x es Al  , y y es 111  entonces z es Ci 
R2: Si X es A2 , ..., y y es B2 entonces z es C2 

La estrategia de control, derivada de la experiencia, se expresa mediante el uso de 
algoritmos difusos. Las reglas de control que forman el algoritmo difuso pueden 
definirse usando los siguientes criterios: 

a) Selección de las variables. Las variables de entrada se seleccionan basándose en la 
experiencia y en conocimientos de ingeniería de control. Generalmente se usan como 
variables el error, el cambio (derivada) del error, etc. 

b) Origen y obtención de las reglas de control. Hay cuatro fuentes de obtención de las 
reglas de control: 

b.1) La experiencia y los conocimientos en ingeniería de control. 
b.2) La observación de las acciones de control de operadores humanos. 
b.3) El modelo difuso del proceso. 
b.4) Dando al control la capacidad de construir sus propias reglas. En este caso se 
tendría un controlador auto-organizado [231 1581 

c) Justificación de las reglas de control difuso. Las reglas pueden generarse por medio de 
dos métodos: 

c.1) El primero es heurístico y se apoya en la experiencia y en el análisis del 
comportamiento del sistema. Es el método más usado en el diseño de los CLD, ya que se 
implanta de manera natural y sencilla a partir del conocimiento cualitativo del proceso. 
En su depuración es de gran ayuda el conocimiento en ingeniería de control. 
c.2) El segundo es determinístico, es decir; a partir del estudio del sistema se fonnulan y 
definen los parámetros y la estructura de las reglas de control difuso. Éste método es 
laborioso y aún está siendo investigado. 

It„: Si x es A„ , ..., y y es 8,, entonces z es C„ 

donde x, ..., y y z son las variables lingüísticas que representan a las variables de estado 
del proceso y a la variable de control respectivamente; A; , 	y C1  son los valores de 
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las variables lingüísticas x, ..., y, y z en los universos de discurso U, 	V, y W 
respectivamente, para i=1,2, n. 

Como su nombre indica, este conjunto de reglas evalúa el estado del sistema para 
posteriormente obtener la salida de control por medio de mecanismos de inferencia 
difusa. 

d.2) Reglas de evaluación de objeto. Este tipo de reglas evalúan la salida de control del 
estado presente y del estado futuro. La regla más apropiada se elige mediante cálculos 
basados en predicción correspondientes a cada comando de control. Estos resultados de 
predicción son índices de desempeño de los objetivos de control. También se le llama 
control difuso prediaivo. 

e) Propiedades de consistencia, interactividad y completitud. 

e. 1) Consistencia. Implica que las reglas de control deben ser examinadas para evitar la 
posible contradicción entre ellas. 
e.2) Interacción. Esta característica se refiere a como se van a combinar las reglas de 
decisión para inferir la correspondiente acción de control. De hecho, existen dos 
maneras en que interactúan las reglas de decisión con la variable lingüística de entrada: 

• En la primera, se combinan todas las reglas de decisión en una sola relación difusa, 
que junto con la variable lingüística de entrada permite la deducción de la salida 
correcta de control. 

• En la segunda, la inferencia se basa en reglas de decisión simples combinadas con una 
variable de entrada numérica; obteniendo así, n subconjuntos difusos que finalmente 
se combinan en uno solo generalizado. 

e.3) Completitud. La base de reglas debe estar hecha de tal forma que para todo estado 
del proceso se genere una acción de control. Es decir, toda situación en que pudiese 
hallarse el sistema, debe ser contemplada por el control. 

4) Lógica de decisiones. En esta parte se simula la toma de decisiones de manera 
semejante a como lo haría un ser humano. Dicha toma de decisiones se fundamenta 
principalmente en dos conceptos: 

• Relación difusa (ver definición 2. 8). 
• Regla composicional de inferencia. (ver definiciones 2.10 y 2. 11). 

Es decir, las reglas de control empleadas en el algoritmo de control se pueden 
representar por medio de relaciones difusas. Entonces, usando la regla composicional de 
inferencia se deduce la acción de control correcta para la situación presentada. 
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5) Estrategias de defuzificación. 
Consiste en un mapeo de los valores de salida del algoritmo difuso a valores de salida no 
difusos aplicados al sistema bajo control. No existe una estrategia de defuzifiación única 
y por lo tanto la selección de la misma la determinan las necesidades del control y la 
capacidad del mismo. La influencia del método de defuzificación en el desempeño del 
controlador ha recibido poca atención por parte de los investigadores. Incluso, los 
nombres de tales métodos varían de autor en autor y para consultas debe atenderse a las 
definiciones de tales métodos y no a los nombres de tales métodos. 

Se dan en seguida los más comunes, haciendo notar sin embargo; que existen 
algunos otros que se explican en [9]. 

Las estrategias más usadas son: 

• Método del centroide de áreas. Es el más extendido actualmente. La salida difusa de 
control queda formada por la unión de las funciones de pertenencia de la salida, de 
donde se haya el centroide de la figura; la cual viene siendo la salida defuzificada del 
control. 

• Método del criterio máximo. Da como resultado el punto en el cual la distribución de 
posibilidades de la acción de control alcanza el valor máximo. 

• Método del promedio del máximo. Produce una :dial de control que representa el 
valor medio de todas las acciones de control locales cuyas funciones de pertenencia 
alcanzan el máximo. 

2.2.4. Tipos de Controladores Lógicos Difusos 191. 

Cuando se va a implantar un CLD, suele usarse al error (diferencia entre el valor de 
refenncia y el de salida) y a la derivada del error como elementos pes inferir a la señal 
de control. También puede usarse a la integral del error en vez de su derivada. 

Es fácil VII que la elección de estas variables nos lleva de inmediato a la concepción de 
un controlador PID difuso (CDPID). En un control convencional PID se tiene que la 
ecuación descripdva es: 

w = 1C .e KD . é K,. e. di 

En el caso de un CDPID discreto se tiene un proceso adicional el cual es una suma de 
errores: 

8 e(k) = e(i). 
•=1 
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Entonces la expresión simbólica de las reglas para este caso es: 

Si e es (valor lingüístico) y de es (valor lingüístico) y Se es(valor lingüístico) 
entonces u es (valor lingüístico) 

Naturalmente no hay que restringirse a las variables de error y su derivada y/o integral. 
En algunos casos, cuando se conoce la estructura del proceso a controlar, se pueden usar 
las variables de estado del proceso, en vez de restringirse al error, al cambio del error o 
su suma. En este caso, la expresión simbólica de un controlador de múltiple entrada y 
simple salida es como sigue: 

Si x1  es (valor lingüístico) y ...y xn  es (valor lingüístico) entonces u es (valor lingüístico) 

Reglas de esta clase se usan cuando se tiene un modelo difuso del sistema bajo control 
[40]. Otra clase de reglas son las del tipo 

Si x 1  es (valor lingüístico) y y xn  es (valor lingüístico) entonces u=f(xl, x2  

dondefrepresenta una función lineal de las variables de estado del proceso. A esta clase 
de controladores se les llama de tipo Sugeno y se estudian en detalle en [9] y [23]. 

2.3 Preliminares de Control Deslizante 142). 

Robustez de un sistema de control 

Los modelos matemáticos que representan sistemas dinámicos poseen incertidumbre 
Éstas se clasifican en dos tipos: 

• Incertidumbres estructurales (paramétricas). 
• Incertidumbres parro étnicas (dinámicas no modeladas). 

Los dos métodos más importantes que estudian sistemas con inceriidumbres son el 
control robusto y el control adaptable. En seguida se explica muy brevemente un diseño 
de control robusto, el control deslizante. 

Control deslizante. 

Dada la planta: 

q(" )=110 b(Ou 
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donde el escalar q es la salida de interés (alguna posición angular, por ejemplo), el 
escalar u es la señal de control y 

= q 4 	 40-ny 

es el vector de estado. A este respecto, considérense las siguientes 

Suposiclones: 

1. Los estados qa), i=0,1,2,...n-1 son medibles. 
2. 3F(q) conocida tal que li(q)— f(q)I1 Flq),Vq donde / es una estimación de/ 
3. b(q) es conocida. 

El problema de control es lograr que el estado q siga un vector de estado especifico 
variante en tiempo qd  =[qd  4, 	4,(-"j r  con impresiciones en el modelo, i 

1(0 Y b(q). 

Para que el seguimiento se logre usando un control finito u, el estado inicial deseado 
debe ser tal que 

qd (0) = q(0) 

Sea el error de seguimiento -4" = q— q en la variable q y sea 

el vector de error de seguimiento. Aun más, definamos una superficie variante con el 
tiempo V(t) en el espacio de estados W por medio de la ecuación escalar v(q,I)=-0, donde 

v(q,1)=( -  + A)*-1  q 61_>0 

Si n=2 la superficie deslizante será una línea de conmutación mejor conocida como 
plano deslizante o linea deslizante y está dada por 

v=":4+,1.4 

Dada la condición inicial qd (0) = q(0) el problema de seguimiento q • q es igual al de 
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permanecer en la superficie V(t) para todo 1>0, de hecho va) representa una ecuación 
diferencial lineal cuya solución única es q i O. Así, el problema de seguimiento al 
vector qj puede reducirse al de mantener al escalar s igual a cero. Una condición 
suficiente para este comportamiento es elegir al control de manera que 

que puede escribirse como 

1 d 2  
iív (1') 	9>0 

vi,  I —71.1v1 o equivalentemente 4« v) S --11 

Considerando a v 2(q,t) como una función de Lyapunov, la condición anterior - llamada 
condición de deslizamiento - asegura que el sistema controlado es estable 
asintoticamente. En el plano de fase, lo anterior significa que el vector de estado tiende a 
moverse hacia la superficie deslizante, y una vez alcanzada ésta, la trayectoria del vector 
de estado ya no le abandona y llega al origen del plano de fase, aun en presencia de 
incertidumbres en el modelo, fluctuaciones en los parámetros y perturbaciones. Es decir, 
la superficie deslizante es un conjunto invariante. 

2.4 Control Deslizante Difuso 191,1421. 

El control deslizante clásico (no difuso) se caracteriza por la conmutación abrupta de su 
señal de corrección (modelada por medio de una función signo, pues el signo del control 
aplicado es positivo por debajo del plano deslizante y negativo por encima de él para 
lograr la llegada a dicho plano) y debe ser eliminada para un desempeño adecuado del 
sistem Esto se logra suavizando la discontinuidad del control deslizante por medio de 
una delgada capa dentro de la que se encuentra el plano de deslizamiento. A esta capa se 
le conoce como capa de acotamiento El efecto de suavizar esta señal de control se 
modela por medio de una función saturación [9], [42]. Cuando el sistema se halla fuera 
de la capa de acotamiento la ley de control se elige de manera que verifique la condición 
de deslizamiento, lo cual garantiza que dicha capa de acotamiento es atractiva, esto es, 
invariante : todas las trayectorias dentro de esta capa permanecen dentro de ella para 120. 
El efecto de suavizar la discontinuidad producida por el control dentro de la capa de 
acotamiento es el de asignar una estructura de un filtro pasabajas a la dinámica local de y 
eliminando así la rápida conmutación de la señal de control (chattering). 

En la figura 10 se ilustra al plano deslizante con su capa de acotamiento. Aquí, y 
es el deslizamiento y está en función del error y de su derivada, i.e., 

,respectivamente. 

De hecho, si graficamos salida de control, u, contra entrada de control, y, se verá 
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que se obtiene una gráfica de dicha fwición saturación como se muestra en las figura 11. 
Aquí la 14.1„ es la constante de fuzific.ación (constante de nomudización de entrada al 
control). Como es obvio en dicha figura, si hacemos que 101---  O veremos que la función 
saturación de la gráfica entrada-salida del controlador, tiende a una función signo. 

En el caso difuso, las reglas son tales que se aplica un control negativo por arriba 
de la superficie deslizante, y uno positivo por debajo, siendo obvia la razón pare esto 
(alcanzar el plano deslizante v=0). Para ilustrar este hecho, supóngase que la salida 
abrupta de un control difuso es µ y de nuevo el deslizamiento está representado por v. 
Siendo así, la señal de control u puede escribirse de la siguiente manera [9]: 

u = 	)0i sgn(v) 

Fig. 11. Función saturación que representa al plan desliarte. 

Considerando esta ecuación y comparando con la siguiente [9] 

—14 sai(v/ #) 
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Prelminatis 

(donde 0>0 es la mitad del ancho de la capa de acotamiento) puede considerarse a esta 
última ecuación como una "extensión" de la anterior, 

Considérese ahora a un CLDD cuya señal de entrada v es el deslizamiento y su salida de 
control w es la que obliga al sistema a entrar en modo deslizante. Un vector de decisión 
para tal efecto es el mostrado en la siguiente figura?  : 

v w 
PG PG 
PM PM 
PP PP 
CE CE 
NP NP 
NM NM 
NG NG 

Fig. 12. Vector de decisión para régimen deslizante, 

En la figura anterior puede verse que los valores difusos que colindan con cero 
son de magnitud bgja y de sentido contrario, como era de esperarse para lograr el estado 
deslizante. Se hace la aclaración de que en la figura 12 la salida de control del CLDD 
debería ser contraria al valor de su entrada para alcanzar el estado deslizante (esto es, a 
PG le correspondería NG, a PM, NM, etc.) pero se está considerando la salida negativa, 
es decir w=-N(v). Esto es, equivalente a considerar w=N(v) y aplicar un vector de 
decisión con reglas de tipo si PG entonces NG, si PM entonces NM. etc, 

Puede concluirse entonces que el control difuso en este sentido, es una extensión 
del modo deslizante clásico con capa de acotamiento [9], Esta capa de acotamiento 
depende en gran medida del número y tamaño de las funciones de pertenencia usadas en 
las reglas de inferencia. Generalmente y en contraste con el control en modo deslizante 
con capa de acotamiento clásico (no difuso) , el CLD genera una función piezolineal 
u=f(v) (el primero genera una linea recta en el segundo y cuarto cuadrantes, que no es 
otra cosa más que el plano de deslizamiento no difuso). Si se aumenta el número de 
funciones de pertenencia f(v) tiende a ser lineal [9]. En la figura siguiente se muestra el 
caso para el control en modo deslizante difuso con capa de acotamiento definido para el 
vector de decisión de la figura 12. Nótese como la figura 13 tiende a ser una función 
signo. Es fácil verificar que la forma de esta curva cambia conforme a los niveles de 
decisión del vector. De hecho como se mostrará en la sección siguiente, dicho vector se 

7 Los niveles de decisión están dados por PG=positivo grande, PM=positivo 
mediano, PP=positivo pequeño, CE=cero. Analogamente, N=negativo, etc. 
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modificó (a partir del primeramente mencionado) para lograr una mejor respuesta del 
sistema en lazo cerrado. 

Puede verse queda característica entrada-salida del CLDD es en realidad la unión 
de varias curvas. De hecho, tiene esta conformación por los conjuntos difusos 
(triangulares) de entrada que provocan ese efecto de piezolinealidad (linealidad a trozos), 
porque las rectas que forman a los conjuntos difusos de entrada cortan al eje de las 
abscisas para formar tales triángulos (ver figs. 1 y 23). Hay ocasiones en las que dichas 
discontinuidades son muy abruptas, pudiendo ocasionar un mal desempeño del control. 
En este caso se puede recurrir a suavizar las funciones de pertenencia o a filtrar (con un 
pasabájas) a la señal de control. 

NO) 

ug 

Fig. /3. Caracterklica entrada-mil& de un CLDD 

2.5 Preliminares del enfoque entrada-salida de sistemas (81, 1141, 1391, 1421. 

El enfoque entrada-salida de sistemas se basa en dos teoremas: el de pequeñas 
ganancias y el de pasividad 

El teorema de pequeñas ganancias es un teorema muy general que da condiciones 
suficientes para estabilidad entrada acotada, salida acotada. Cuestiones importantes 
como existencia, unicidad, y continuidad está separadas de la cuestión de estabilidad y 
generalmente se suponen a priori 1141 

Las funciones de Lyapunov son generalizaciones de la noción de energía de un 
sistema dinámico; de este modo, se espera que las funciones de Lyaptmov sean aditivas, 
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Antes de citar los teoremas antes mencionados, daremos una breve revisión a las 
definiciones de espacios Lp, Lp„ relación binaria y estabilidad entrada - salida. 

Definición 2.11 1501. 

Para cualquier pe(i,ov) fija, f: 91+ -►  91 se dice que f pertenece a Lp  ssi f es 
localmente integrable y 

Si r< feL., ssi 

Es decir 

En el enfoque entrada - salida se contemplan también sistemas inestables*  y por tanto 
funciones no acotadas. Tales funciones no se consideran en los espacios Lp, por ello es 
necesario definir un nuevo espacio de funciones que las considere al que llamaremos Lp, 
(Lp extendido) y que está dado por la siguiente 

° Se permite que los sistemas sean inestables por separado len lazo abierto), 
sin embargo se busca que su configuración en lazo cerrado sea estable. 

das 

P.N 

esto es, para combinaciones de sistemas la función de Lyapunov total será la suma de las 
funciones de Lyapunov de cada bloque. 

La teoría de la pasividad expresa formalmente esta noción y da reglas simples 
para describir combinaciones de subsistemas o bloques expresados con el formalismo de 
Lyapunov. 



Pnuilninams 

donde 

-4(1)  = {0,1 > T =VI 	Y 	
f(0,0111T 

Definición 2.13 1471,1521 
Relación Binaria 

Sea X un conjunto de funciones. Una relación binaria R sobre X es cualquier 
subconjunto del espacio producto X«. Si (x,y) es cualquier par perteneciente a I?, 
entonces decimos que y está Rtelacionada con x o que y es la imagen de x bajo R. 
Supóngase que AM-0 es un mapeo. Entonces A define una relación binaria RA 
sobre X, esto es: 

RA=((x,Ax):x e X) 

En el caso del enfoque entrada-salida, el espacio X=Lp  (espacio de funciones de 
Lebesgue). En particular en este trabajo se usará el espacio L2. 

Eatabilidad Entrada-Salida 

Suele definirse a la estabilidad entrada-salida por medio de relaciones más que por 
medio de operadores 154], 1561 (recuérdese que un operador es un caso particular de 
una relación). Por tanto se da la siguiente 

Definición 2.14 
Estabilidad entrada-salida 

Supóngase que R es una relación binaria definida sobre L„. .Entonces R es L, estable 
si: 

(x, y) E R,x e L, = y E L, 

Se procede ahora a enunciar el primero de los dos teoremas, el 

Teorema 2.1 
Pequeñas Ganancias 

Considérese el sistema mostrado en la figura 14. Sean H1, 112: L2. 	L. Sean el, 
e2,€1.2 y r1, r2  están definidas por 
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ftelininaree 

= e, + II 2e2  

r2  = e2  - 

Supóngase que existen constantes pi, P2, Yik0, y2k0 tales que 

IIHieipr S rilFigr  + fii 

11H2e217 5 Y2IºIr  + P1 
VT E 91+ 

Bajo estas condiciones, si yi12<1 entonces 

kir 5  ( 11  rib)_iliir nikir  + P2 + r2P1) 

11e2117 	- 7172)14 + !kir  + 	+ 711321) 

y si además 

entonces el, e2, Y,, y2  tienen normas finitas, y las normas de los 
. 

acotadas por las expresiones dadas anteriormente. 

Otro teorema relacionado con el anterior y de suma utilidad es el criterio de 
conicidad, el cual tiene mucho que ver con las no Dualidades acotadas por sector. 

Criterio de Conicidad 

El criterio de conicidad resulta de aplicar el teorema de pequeñas ganancias al 

teorema de transformación de lazo [8], [14]. 

Se considera primeramente al sistema de la figura 15. P es la planta y N es el 
control no lineal que en este caso es el CLD. El criterio del circulo (sección 2.6) es 
un caso particular del criterio de conicidad [14], [50], [9]. 
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P(t+ cP)-L 

-Cr:  el  

L 
Y 12  

Fig. 15. Sistema realimentado. 

Por medio del teorema de transformación de lazo se hace un corrimiento en la 
conicidad del operador N, lo cual se ve reflejado en la inserción del operador C en 
ambos bloques de la figura 15 como se ilustra en la figura 16: 

N - C 

Fig. 16. Transformación de laso. 

Lo cual significa que al aplicar el teorema de pequeñas ganancias se obtiene: 

IP(1 + CP)-'1211N 	s 1 	(2,1) 

lo cual es una condición para la estabilidad entrada-salida. 

Como el operador no lineal N es interiomiente cónico, i.e.: 

INx 	 (2.2) 

en donde C y R son el centro y el radio del sector cónico, respectivamente, i.e,, 
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sector= (C-R, C+R)=(a 	R=r1, C=c1, r=(,6-a)/2, c=(/3+a)/2, x es un vector 
cualquiera de dimensiones adecuadas. 

Cabe hacer notar que un sector cónico también puede definirse matricialmente, de 
donde resultan muchas otras aplicaciones [39]. 

Las desigualdades 2.1 y 2.2 pueden ser respectivamente resaltas como 

IN - CII2  < r 
IP(1 + CP)-' 21s1Ir 

Véase que las desigualdades 2.3 representan el caso de un sector que acota a una no 
finalidad monovariable, ya que C y r no son operadores (en contraste con las 
desigualdades 2.1 y 2.2). 

De la desigualdad 2.1, puede verse que el criterio del circulo es un caso particular 
del criterio de conicidad [55], [14]. 

Por otro lado, es fácil ver que combinando las desigualdades 2.1 y 2.2 se obti 

fru + 	< 1 

Esta incoación nos servirá en seguida. Cabe hacer notar que en este criterio no hay 
suposiciones restrictivas acerca del CLD. 

Ahora, se pueden restablecer las condiciones de estabilidad para algún r y para algún 
C [9], [14]: 

• Comicidad no lineal 

INY - N,< rixi 

• Comicidad lineal, que se divide en: 
• Estabilidad del lazo cerrado lineal: 

P(s)(1+CP(s)).1  

• Condición de respuesta en frecuencia (de la ecuación 2.2): 

(2.3) 



II P(1 + CP »112  = strd{P(jw)(1 +CP( ju9-') z 	(2.6) 

	

r'we'slaldx,e9(10))1+ a < I 
	 (2.7) 

I X 

+ci > r 	i =1,2,...n 	 (2.8) 

donde — es el valor singular máximo de la matriz indicada y X representa valores 
propios. 

Cabe hacer notar que existen diversas formas de llegar al criterio del circulo 
empleando este camino puesto que para tal efecto pueden definirse diversos tipos de 
operadores como compactos, normales, convexos, etc., y/o una combinación de ellos 
[57], [33], [39], [44], [27]. En este sentido la mecánica es establecer el tipo de 
operador deseado con base en un criterio de conicidad general para luego acotar a 
dichos operadores y deducir de ahí condiciones para estabilidad entrada-salida [14]. 
Dichos acotamientos se dan por medio de operadores cónicos en general (por 
ejemplo, incrementales) y/o su equivalencia con operadores de sector [50] apoyados 
con teoremas de punto fijo [14], [18]. 

Ahora, nos enfocamos a la parte de pasividad [8], [14] por medio de la 

Definklón 2.11 
Pasividad 

Sea H: 	L.2, Decimos que H es pasivo si y solo si existe una constante fl tal que 

(11x I 	k p,dx e L2., VI' e 91+  

Definklón 2. 12 
Pasividad Estricta 

Decimos que H: L2, •->. Lie es estrictamente pasivo si y solo si 3 8>0 y3 P tal que 

(11x I x)r k 8114.2  +a,dx e L2 ,VT e 91+  

Teorema 2.2 [8]. 
Pasividad 

Considérese un sistema retroalimentado como el de la figura 14, con 1.0 de manera que 



el  = r, — H 2e2  
e2  = 

donde H,, H2: 14. -->. L. Supongamos que para cualquier ri  e L2  existen soluciones el, 
e2  en Lao Bajo estas condiciones, si 111  es pasivo, 112  es estrictamente pasivo, y si 
ri  e L2, entonces Hiei=yi  e L2. 

Otra forma útil y más general del teorema anterior es 

Teorema 2.3 le]. 

Considérese un sistema retroalimentado como en la figura 14 y descrito por 

e, = r, — H 2e2  
e2  = r2  + If ie 

donde H1 , H2: L24 	L2... Supóngase que para cualquier ri y r2  en La existen soluciones 
el  y e2  en L. Supóngase que existen constantes yi, Pi, Si, pi, £2, y Pi tales que 

+ Pi 
(x1H,x), z 8,1142, + f , 

(H2rix)? 2  62111442r + P2' 

Bajo estas condiciones si 

entonces 
r2e 1,2  implic,a que ei, e2, Hiel, H2e2e 

Corolario 2. 1 (8] 

Bajo las condiciones del teorema 2.3 se cumple que 
• si ros°, entonces el mapeo de r2  a H2e2  es pasivo 
• si rol), entonces el mapeo de r1  a Hiel  es pasivo 

Corolario 2. 2 181 

Si además de las suposiciones del teorema 2. 3 tenemos que Bi=fli =p2 4,), entonces los 
mapeos que envían (ri, r2) a e,, e2, yi=Hiel, y2=H2e2  son L2  estables. 



2.6 Preliminares del Criterio del Circulo 131%1211, [421. 

2.6.1 Problema de Estabilidad Absoluta 

Muchos sistemas no lineales pueden representarse como la conexión de un demento 
lineal y un elemento no lineal como se muestra en la figura 17. Supongamos que la 
referencia del sistema es r=0 y estudiamos su camportamiento, Supóngase también que 
las ecuaciones 2.9 y 2.10 son una realización de G(s) y son tales que el par (4,8) es 
controlable y el par (A, C) es observabk. Se tiene entonces que: 

.t.Ax+Bw 	(2.9) 
y = Cx 	(210) 
w = N(e) 	(2.11) 

donde x e 91", e, y e 91 ; N: 9i 91, N(0)=0 es un operador no lineal, sin memoria, 
invariante en tiempo (en general puede no sedo), y Lipschitz continuo my, 

Fig. 17. Sistema jonnado por una flan» lineal y una no linealidad seciorid 

La firnción de transferencia es G(s) y es estrictamente propia.9  . De la teoría de sistemas 
lineales sabemos que para cualquier G(s) estrictamente propia, existe una realización 
minina siempre [21], 

Definidén 

Sea N: 91 —› 91 con N(0)=0. Decimos que N pertenece al sector (a/)  ssi 
ay 5 N(y) 513y. Vy e 91. Similannente, decimos que N iz ft) ssi ay 5 N(y) 44, 
Vy e 91 Existen varias maneras de expresar condiciones de sector Aquí , se establecen 
por medio del 

Teorema de Equivalencia 181. 

9 F.s estrictamente propia porque supusimos que y=Cx. De lo contrario 
tendríamos y=Cx+Dw 
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Sea N:91 91 con N(0)=Oy a,I3. E 91,.a 1 fi Bajo estas condiciones se cumple lo 
siguiente: 

a 1 N(y)/ y sp 	y*0 	 (2.12) 

a y2 5  YN(Y) 5  ti y' 	  (2.13) 

[N(Y) — (LY]EN(Y) — PY] 50 	 (2.14) 

IN(Y)-92 S  r512 	  (2.15) 

=
1
(fi + a) r = 2 

1 
 	-(0 - a) 	afi = - 2  

Nótese que si las ecuaciones (2,12)- (2.14) se cumplen para ye(-00,c0) tenemos que la 
condición de sector se cumple globalmente. Si el intervalo es finito, entonces el resultado 
es local. 

Como puede verse, las desigualdades del teorema anterior -caso monovariabk -
sólo dependen de productos escalares. En el caso multivuiable se trabaja en espacios de 
Hubert, H. Casi siempre H=91". 

Condiciones Equivalentes 181. 

Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar real (TI .) y normal] Sea N: H-oH y 
sea N(0)=0 donde O es d vector nulo en H. Sean «fi dos constantes reales con 2 a 
Bajo estas condiciones, las condiciones siguientes son equivalentes: 

1. (N(Y) 	WIN(Y)-  /3Y) 	° Vye H 

2. IIN(Y) 012  5  r2liVi2  Vye H 

donde 

1 
c = 2-(13 +a) 

Teorema del Circulo 1421,1471. 

Considérese un sistema escalar como el de la figura 1.1 y descrito por las ecuaciones 
(2.9)- (2.11), donde (A,B,C) es una realización mínima de G(s) y N() satisface las 
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~miares 

condiciones de sector del Teorema de Equivalencia globalmente. Entonces, el sistema es 
absolutamente estable si se cumple si el siguiente 

Criterio Gráfico para Estabilidad 4 (Criterio del Circulo): 
Suposiciones: 

Si el sistema bkjo estudio satisface las ecuaciones (2.9)- (2.11) y además 

i) La matriz A no tiene valores propios sobre el eje imaginario y posee "n" valores 
propios estrictamente del lado derecho del plano complejo. 
ü) La no finalidad N pertenece al sector (a, p } 
Y se cumple uno de los siguientes casos: 
a) Si 0<a <p la gráfica de Nyquist de G(jo) no rodea o intersecta al disco 

111-ce 	,-fi 1-de radio p = 

veces en sentido horario. 

- 
2 
1 1 

- —) y centro e = 
2 a 	ft 

1
a  + ft y rodea a éste "n" 

b) Si (»a < fi la gráfica de Nyquist de G(jw) está a la derecha de la abscisa 
-fi -I, esto es 

Re(G(jo)) > 

c) Si a < o < p, la pifies de G(jo)), permanece dentro del circulo D[-a 

d) Si a < fi < O, la gráfica de Nyquist de -G(jw), no rodea ni intersecta al disco 
/4- fi ,-a bfrodea a éste "n" veces en sentido horario. 

entonces, si w e L2 	Y e L2 ' 

En el caso de estabilidad asintótica, diríamos equivalentemente que el origen es global y 
asintoticamente estable 

2.7 El CLD como una no linealidad estática, invariante con el tiempo 191, 131, 141. 

En principio, operaciones con respecto al tiempo como derivación, integración, etc., no 
se llevan a cabo en un CLD. Esto significa que la base de reglas no tiene dinámica Esto 
hace que esta clase de controladores sea estática Aunado a esto, la característica de 
transferencia de un CLD es no lineal por las propiedades no lineales de algunas partes de 
la estructura del CLD. Por tanto, se dice que un CLD puede ser representado por una no 
linealidad estática, invariante con el tiempo. 

Veamos ahora, de manera muy breve, cómo es que se origina la no finalidad del CLD. 
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Prelimbres 

En la estructura definida anteriormente para un CLD, teníamos como primera parte al 
escalamiento y a la normalización. Claramente, se trata de elementos lineales dentro de 
la mencionada estructura. 

A continuación se fuzifica la señal de entrada al controlador. Para ello, se calcula 
su grado de pertenencia para cierto conjunto del universo de entrada. La mayor parte de 
las veces, la función de pertenencia asociada a tales conjuntos es no lineal. (puede 
tratarse de una campana de Gauss, de una función triangular, etc. Véase la figura 6). 

De acuerdo con el (los) valor (es) de la (s) entrada (s) se infiere la salida de 
control correspondiente. Es claro también que este proceso es no lineal por involucrar 
operaciones como máximos, mínimos, negaciones etc. sobre las funciones de 
pertenencia asociadas al proceso. 

Finalmente, se defuzifica la salida. Como ya se ha mencionado anteriormente, el 
método del centroide de áreas es el más usado. Obviamente que no se trata de una 
operación lineal. Lo mismo se aplica a los otros métodos, que en general son no lineales 

Se puede concluir de lo anterior que las fuentes de no linealidades se producen en 
la parte de fuzificación (por las funciones de pertenencia), en la lógica de decisiones (por 
los mecanismos de inferencia) y en la defuzificación (por las características propias de 
cada método 131 141 ). 

Como ejemplo, considérese un CLD monovariable en donde la salida de control u se 
infiere a partir de un vector de decisión como el de la figura 20 según los valores de la 
variable de entrada q al controlador (supóngase por ahora que el CLD no posee la 
característica de deslizamiento). Esta situación se ilustra mediante la figura siguiente: 

N 	 

Fig. 18. CID monowriabk, u=N(q). 

Si graficamos salida vs. entrada del CLD (u vs. q) podemos obtener una curva 
como la que se muestra en la figura 19 (donde la salida es proporcional a la entrada). 

Aquí como antes, y k. son las constantes de defuzificación y de fuzificación, 
respectivamente. Puede verse en este caso que la gráfica mostrada es cuasilineal. Este 
efecto es ocasionado por los puntos de intersección de las funciones de pertenencia 
triangulares - en estos ejemplos- las cuales al graficarse salida vs. entrada del CLD dan 
el efecto de cuasi linealidad. Esto puede disminuirse con filtros pasabajas en la señal de 
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kr 

Fig. 19. CaracterLsfica entrada - salida del CID 

El hecho de que tan no lineal sea proviene de la partición del vector elegido y de 
los valores difusos de tales niveles de decisión. Como segundo ejemplo, considérese 
altota al siguiente vector de decisión, el cual da un control deslizante difuso : 

q u 
PG PG 
PM PM 
PP PM 
CE CE 
NP NP 
NM NG 
NG NM 

Fig. 20. Vector de decisión del segundo ejemplo. 

Obteniendo de nuevo la característica entrada - salida del citado vector 
obtendremos una curva como la que se muestra en la figura 21. En ella se muestra 
también al sector cónico que le acota localmente. 

salida o suavizando las funciones de pertenencia. También una partición mayor del 
espacio de entradas y de salidas ayudaría [9], [3], [4]. 



i• 
Fig. 21. No linealidad actuada por sector correwondiente al vector de la figura 20. 

Dejando de lado la morfología de ambas curvas, la diferencia que más resalta 
entre ellas es quA la primera inicia en un punto y termina en otro punto (fig. 19). Esto se 
debe a que cuando se normaliza la entrada al CLD, por más que ésta aumente, sólo 
podrá alcanzar como máximo el valor de la normalización de entrada 
Correspondientemente, la salida generada, tampoco aumentará más allá del valor 
asignado por la normalización de salida. Por lo tanto, al obtenerse el máximo valor 
pennitido de la entrada, éste ya no cambia, y de igual manera ocurre con la salida. 

Contrariamente, la figura 21, corresponde a un CLDD. De ahí a que tienda a 
parecerse a la función saturación mencionada en la sección de modos deslizantea Véase 
que el acotamiento de la no finalidad es sólo local De ahí que la estabilidad 
correspondiente sea solamente local. 

2.8 Ejemplo de diseño de un CLD. 

Sea el sistema mostrado en la figura siguiente; 

r +9  •  
NO) 10-2-9 

41.110•011110•11 . 

resr 
,•a  

Fig.22. Sistema para ejemplificar el diseño de un CLD. 

donde a=8, K=8, T-4).1 segundos y u=N(e) es la señal de control del CLD (no 
deslizante). 
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a) Selección de variables 
Primeramente se elige como variable de entrada al error porque por medio de esta 
variable es como se expresa la regla de control lingüística. 

b) Normalización. 
Las constantes de normalización son análogas a las ganancias de los. PD. Como podrá 
verse en este caso se dispondrá de un CLD de tipo proporcional (CLDP), en donde las 
ganancias (constantes de normalización) se fueron ajustando durante el proceso. 

c) Discretización. 
Esta etapa la hace directamente el paquete de simulación SIMNON, ya que el control 
difuso se hace en un archivo de tipo discreto (DISCRETE SYSTEM). 

d) Partición de los universos. 
En este punto son muy importantes la capacidad de cálculo con que se cuente y la 
precisión deseada en el control. Es de hacer notar que no existen métodos para la 
obtención del valor óptimo del número de elementos del conjunto de términos. Con base 
en lo anterior, se optó por una partición medianamente densa")  , es decir; que la variable 
mor tomará los valores de: PG=positivo grande, PM=positivo mediano, PP--positivo 
pequeño, CE=cero, NP=negativo pequeño, NM-z- iegativo mediano, NG=negativo 
grande. Se trata entonces de siete niveles de decisión. 

e) Fuzyicador. 
Este operador relaciona los datos medidos con sus conespondientes subconjuntos 
difusos, La selección de las funciones de pertenencia está relacionada con la 
incertidumbre en las mediciones, es decir, se toma en cuenta la confianza en la exactitud 
de las mismas, así como la presencia de ruido en el sistema. De este modo, la forma de 
las funciones de pertenencia obtenidas refleja el nivel de confianza respecto a tales 
mediciones. Si por ejemplo, se eligen funciones de pertenencia trapezoidales 
(suponiendo que la base mayor no es muy ancha con respecto a la base menor), quiere 
decir que se tiene gran confianza en los valores que representan los subconjuntos 
difusos. Si se eligiesen funciones como una campana de Gauss o como un triángulo, 
significaría que el nivel de confianza es menor que en el caso anterior. 

Según se acaba de mencionar y por facilidad de cálculo se están usando 
funciones de pertenencia triangulares para la variable de entrada al controlador (e=señal 
de error) y trapecios para obtener la salida del controlador, esto es; se está usando la 

t° Este término es muy usado en la literatura (9), [3], [4], (53], etc. Se 
dice que la partición es "medianamente" densa porque se le compara con una 
partición de tipo "pequeño", "mediano", "grande que en contraste seria 
"pequeña". 
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regla de Mamdani" I  [3], [4], [9], [23]. Véase la siguiente figura -donde p(e)=función de 
pertenencia del error-. 

p(s )  

NG NM NP CE PP PM PG 

-1 -2/3 -1/3 0 1/3 2/3 1 

Fig 23. Funciones de pertenencia para el universo de entrada. 

J) Reglas de control. 
Se deducen de los conocimientos en ingeniería de control y de la experiencia previa" . 
En este caso tendremos reglas de tipo 

Si e es (variable lingüística) entonces u es (variable lingüística) 

lo cual implica que se lista de un control difuso de tipo proporcional. Esto se nota de 
inmediato porque ante un cierto valor de la señal de error, la corrección será 
proporcional a dicho valor del mor. Por esta razón, existirá mi error en estado estable en 
las respuestas del sistema. Por supuesto, adviértase también la sencillez del controlador. 
Las reglas fueron obtenidas a partir del comportamiento de la respuesta a escalón. 

Dado que la cardinalidad del conjunto de términos de la única variable de entrada 
(el error) es de siete, tendremos que el máximo número de reglas posible es de siete. Si 
hubiese más variables de entrada, el número máximo de reglas está dado por el producto 
de las cardinalidades de cada variable. Por ejemplo, si hubiese dos variables de entrada y 
la primera tuviese una cardindidad de tres (tres elementos en el conjunto de términos) y 
la segunda tuviese seis, entonces el número máximo de reglas posible sería de 
3(6)=1813 . En el presente ejemplo, estas reglas pueden acomodarse en un vector de 
decisión (que en general seria una matriz de decisión). 

Dicho vector puede verse en la siguiente figura: 

11 Se usó esta regla por ser la más popular. 
12 Si bien esto es cierto y no hay una metodología precisa para establecer 
las reglas de control más adecuadas en (3) se da un buen método para obtener 
una primera aproximación al conjunto de reglas más adecuado. 
13 Se toma como un resultado general en (3). 
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Entrada 
el control 

(e) 

Salida 
del control 

(u) 
PG PG 
PM PM 
PP PG 
CE CE 
NP NG 
NM NM 
NG NG 

Fig. 24. Vector de decisión para el ejemplo de la figura 22. 

g) 'Ática de decisiones 
Se utilizó la regla de Mamdani [3], [4], [9], [23] para implantar la lógica de decisiones. 
Esta regla es un caso particular de la definición 2. 9. Para ilustrar dicha regla se da el 
siguiente ejemplo. Supóngase que se tiene un error de 0.4 (valor normalizado) en cierto 
momento. Un error de 0.4 corresponde a los subconjuntos PI)  y PM, El grado de 
pertenencia del error a tales subconjuntos aparece también en dicha figura. Las reglas 
aplicables a este caso se obtienen del vector de decisión de la figura 24. 

00) 

Mb. 	 ,~1•011 

ot•) 

o 	 
14 

Fig. 25. Ejemplo del proceso de inferencia 

La correspondiente acción de control se calcula por medio de la regla c,omposicional de 
inferencia (definición 2. 10), la cual está en términos de una relación difusa; la que a su 
vez involucra una norma►  triangular, que al ser interpretada como el operador mínimo, 
indica que se está empleando la regla de Mamdani. Dependiendo de que norma 
triangular se trate, será el tipo de regla que se interprete. Por ejemplo, si se usara el 
producto, se tendría la regla de Larsen, etc. [3], [4], [23]. 
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h) Defuzificación 
Se utilizó el método del centro de áreas. De manera general el centroide de gravedad se 
calcula con 

cgn = ±(14,(u).ui )lt N, (u1) i=1 	PI 

donde n es el número de niveles de cuantización del universo de salida y pg  es la función 
de pertenencia de la salida de control. Por usarse sumatorias de unión se trata de 
universos de discurso discretos. Lo anterior se ilustra en la siguiente figura: 

a(c) 
A 

h~ Mi» 	 11••• 11~. 

P11 

e 

*473 

Fig. 26. Proceso de defeafficación. 

Después de obtener la salida de control (que en este ejemplo resultó de 0.73) se 
multiplica por una ganancia (para desnonnalizar) llamada constante de defuzificacidn 
(en contraste la ganancia que sirve para normalizar se llama constante de fuzificación). 
Este valor es el que se aplica al sistema bajo control. 

Resultados de la simulación 

Como se sabe, un control difuso puede ser visto como una no finalidad estática, 
invariante en tiempo, acotada por sector [9], [50]. Como la planta es lineal puede 
aplicarse el criterio del circulo sin dificultades. 

La no finalidad correspondiente al vector de decisión anterior se muestra en la 
figura siguiente. Las pendientes del sector cónico se designan con ay f  y valen 
a=46°43.8029 radianes, y /74 )̀  =1.2915 radianes, respectivamente. El centro c y el 
radio r del sector cónico están dados por 

c = (fi + 42 y r =U) -- 

En este caso c=1.0472 radianes---60° y r4).2443 radianes=14° . 
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1111 
I 	I 
I 	, 
I 	It 

I 

Fig. 27. Sector cónico correspondente al vector de decisión de la figura 24. 

Con lo anterior podemos aplicar el criterio del círculo. Se eligieron valores que 
muestren un caso estable. Dicha situación puede verse en la figura siguiente: 

Nyeal és tele(-14) 1) 

	r 	- 1. - 	-/- 
/ 

. i. \I 	. 
1 	\ 

p  . 
dosel e» 	I 1 s t  
implialpliall  

Ir t 
... ...I . ... 	áll. i 	 	. 

-Ve 11121  . 
... . . . . i .... ..e.t ..t:.. ... ... f ..... - .. 	. 

. 4 .--_I   . . l • ! ! 
! 
1 

4.e -u 	 e 
k aun 

Fig. 28, arado alaco para a  planta en la región estable. 

L1 

El circulo crítico está centrado ene =-- -1 y tiene un radio de p= 0.236 y corta al 
eje real en -1  a = -124, y en - Vfi = -037 Como no se invade al circulo critico la 
respuesta será estable. 

En el caso de regulación tendremos la respuesta mostrada en la figura 29. El error 
estacionario es del 0.4%. 
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~minares 

e. 	 

Le 

e 
ele 

Fig. 29. Regulación de la plania ejemplo de la figura 22. 

Para el caso de seguimiento a una senoide tenemos que la respuesta es la 
mostrada en la figura 30. Para este caso la frecuencia de la señal de referencia es de 0.1 
Hz, la amplitud es unitaria y la respuesta no alcanza el seguimiento en amplitud. Esto, 
corno en el caso anterior es porque disponemos de un control P difuso que implica la 
existencia de un error en estado estable (en amplitud es del 50%) como puede verse. 

Fig. 30. Seguiimieneo de la plaga ejemplo. 

2. 9 Conclusiones 

En este capitulo se dieron las bases teóricas en las que se sustenta el presente trabajo. 
Tales fueron de lógica difusa; del diseño de un CLD monovariable apoyado con diversas 
simulaciones; del enfoque entrada-salida; y de modo deslizante difuso. Lo anterior 
servirá para uniformizar el conocimiento previo que servirá en el resto del trabaja 
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Capítulo Tres 

Control Difuso de Sistemas 
de Segundo Orden Vectorial 

3.1 Introducción 

El capitulo presente comienza con la descripción del problema a resolver. En seguida se 
hace una breve descripción de la clase de plantas bajo estudio. De esta clase de sistemas 
se consideran los casos lineal y no lineal, así como las suposiciones adecuadas para cada 
uno de ellos. Para ejemplificar lo anteriormente expuesto se muestran dos plantas, una 
para cada caso. A continuación se plantea la solución propuesta para el caso lineal (por 
medio de un teorema) y se apoya lo anterior con una iunulación. Igualmente se procede 
pera el caso no lineal. Las simulaciones están basadas en las plantas ejemplo citadas 
anteriormente. Para terminar, se dan las conclusiones del capitulo. 

3.2 Formulación dd problema 

El criterio de estabilidad I a es válido cuando tenemos el mismo número de entradas que 
de salidas (sistemas SISO o MIMO) en un sistema de control realimentado. Sin 
embargo, es común que los SCD mononriables manejen controladores difusos MISO 
con plantas SISO. En este caso, no existía solución (antes del presente trabajo) para el 
problema de estabilidad L2. La solución propuesta se basa en convertir al CLD MISO en 
uno SISO o MIMO, dependiendo de la planta a regular. 

Para explicar el problema a resolver, considérese el sistema de la figura 31. Como 
puede verse, se trata de un sistema SISO, donde P es un operador (que puede ser lineal o 
no lineal), invariante en tiempo, que representa a la planta; N es un opemdor no lineal, 
sin memoria, interiormente cónico, MISO, que representa al CLD; cuyas entradas son el 
error y la derivada del error V;r es la entrada de referencia, u es la señal de control y 
yes la salida del sistema. 



Control «uso do sistemas do segundo orden vectorial 

11) 
	u 	

p 
	Y r= O + 

Fig. 31. Problema a resolver 

El problema a resolver es: 

Dado el sistema de la figura 31, hallar condiciones para su estabilidad L2. 

Nótese la dificultad obvia de querer estudiar la estabilidad L2 en un sistema cuyo 
controlador no tiene el mismo número de entradas que de salidas' . 

Se propone como solución reducir el número de entradas del CLD de dos a una 
por medio del control deslizante, convirtiendo asi al CLD MISO original (fig. 31) en uno 
SISO o MIMO - dependiendo de la planta - y en consecuencia a todo el sistema 
~biés? . El control deslizante se eligió por sus conocidas ventajas [421. Esto es, se está 
manejando ahora una sola variable como salida de control, el deslizamiento r 

.4+2,-4( 

donde v,4", 1,1 , representan deslizamiento, error, derivada del error y la 
pendiente del plano deslizante, respectivamente. 

Como puede verse, ahora disponemos de un sistema cuyo controlador antes 
MISO ha sido transformado en uno SISO a través del control de estructin variable. 

3.3 Clase de plantas a considerar 

El operador P representa a una clase de plantas muy particular. La clase de plantas 
estudiadas en este trabajo son las que tienen la fonna 

1 No se puede definir el producto interno entre loa vectores de entrada y de 
salida. 
2 Si la planta es SISO entonces el CLD resultante es SISO también y por 
tanto, todo el sistema. Si la planta es MINO, entonces igualmente será el 
CLD y en consecuencia . todo el sistema.. En resamen, • se igualan- las 
dimensiones del vector de entradas con el vector de salidas por medio del 
control deslizante. 



Contra/ «uso de *temas de segundo orden ~oree 

donde ti,qe 91" ,M(q),C(q,q) e 91", K(q) E 91". A la ecuación no lineal 3.1 se le 
puede considerar como un sistema de segundo orden vectorial [41]. Nótese que el 
número de variables (ql ,q, 	qj requeridas para escribir la ecuación diferencial es 
mientras que el número de elementos para resolver tal ecuación es de 2n porque se 
requiere que se especifiquen q(0), q(0 , es decir; el orden del sistema representado por 
la ecuación 3.1 es 2n. El orden del sistema indica el número de condiciones iniciales 
necesarias para resolver las ecuaciones diferenciales 3,1. Las variables o en 3.1 se 
llaman variables de configuración. Si al sistema 3.1 se le da la forma z = Ax + Bu 
entonces las 2n variables x r = (q1 ,41 ,q 2 ,4„,..,q,„4„) se llaman variables de estado. 

Esta clase de plantas incluye a los sistemas que pueden modelarse por medio de 
las ecuaciones Euler - Lagrange cuya energía cinética es T(q,4) = +4'111(04 y su 
energía potencial es 	(q). Los términos de la gravedad están dados en 
K(q) = 1.V(q), La metodología de Euler - Lagrange permite visualizar con facilidad los 
espacios de las entradas de control y de los estados del sistema. Las dimensiones de 
estos espacios permiten clasificar a los sistemas Euler - Lagrange como subactuadas si la 
dimensión del espacio de entradas es menor a la dimensión del espacio de estados, y 
como totalmente actuadas si las dimensiones de ambos espacios son iguales. Como 
puede verse (de 3.1) en este trabajo se trata con sistemas totalmente actuados, 

¿Por qué tratar con modelos con estructura física y no con modelos generales? 
Pues porque la clase z = f(x) +g(x)u es demasiado general para el interés práctico y 
porque al cancelar no linealidades los diseños basados en tal modelo serán poco 
robustos. 

Existen muchos ejemplos de sistemas que cumplen con la ecuación 3.1 [49]. El 
robot manipulador rígido es uno de ellos . También para el caso de máquinas eléctricas 
rotatorias tenemos como ejemplo a los motores síncronos, a los de pasos y a los de 
inductancia variable. De hecho, se puede obtener una gran cantidad de modelos de 
cualquier sistema (mecánico, hidráulico, térmico, etc.) si el lagrangiano es suave, de lo 
contrario; no es posible hallar un modelo adecuado o el modelo hallado sería una burda 
aproximación a la realidad (por ejemplo el motor de CD que utiliza conmutadores es un 
caso típico). 

3.3.1 Caso no lineal: My C son funciones de q, q, i.e., M = M(q), C = C(q,q) 

Como se acaba de mencionar en la sección anterior, la ecuación 3.1 representa a toda 
una clase de sistemas (los susceptibles de modelarse con el método lagrangiano) los 
cuales pueden ser mecánicos, eléctricos, térmicos, etc. Los ejemplos de simulación 
usados en este trabajo son del tipo mecánico y por tanto todo lo referente a suposiciones 
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consideraciones y significado del modelo 3.1 serán con base en sistemas mecánicos (de 
hecho en esta sección se utiliza un robot rígido de dos grados de libertad, y por tanto, en 
lo que resta de la presente sección, el modelo 3.1 será interpretado como un robot 
rígido). 

Para la descripción de sistemas en general modelados por la ecuación 3.1, véase 
[49]. 

Según lo anterior, tendremos que q es el vector de coordenadas generalizadas; 
que en este caso son las posiciones angulares, u es el vector de pares de control, M(q) es 
la matriz de inercias, Clq,0 es la matriz que contiene ténninos de Coriolis y de fuerza 
centrífuga, y K(q) contiene a los pares producidos por la gravedad. 

Con respecto a la ecuación 3.1 se hacen las siguientes 

Supodelona[431: 

1. nt/ S M(q)= MT  (q) 5 ni/ 

Esto es, la matriz de inercias es simétrica, positiva definida y ambas matrices 

kl(q),M(q) 1  son unifonnemente acotadas como funciones de q. Si se trata de un 
robot con uniones rotacionales (como se supondrá en este caso), las cotas m,m son 
constantes. 

La ecuación anterior puede escribirse también como 

in 5 IM(q)115 

donde cualquier nona inducida puede usarse para definir a los escalares m,iis 

2. Existe una entrada de control independiente para cada grado de libertad. 

3. 4 r 114(q)- 2C(q, 4)]4 = O, Vq E 91 

Lo anterior significa simplemente que las fuerzas ficticias definidas por el término C(q,4)4 
no ejercen trabajo sobre el sistema 3.1. Si se define a la matriz C(q,4) por medio de los 
símbolos de Christoffel y de acuerdo a 3.1, entonces la nariz 111(q)-2C(q,4) es 
antisimétrica. 

51 



Conttul *sao dr átense de segundo mien ~MI 

4. C(q, q) contiene funciones continuas en sus argumentos. 
5, lidq,4)11 g c911, c z 0.Vq,4 
6. 111C(q)0 I y,y E 91+  

3.3.2 Caso lineal: My C aen matrices constantes. 

Ahora estamos considerando que el modelo 3.1 es una ecuación lineal, por tanto se le 
puede dar la estructura de un sistema en variables de estado de la forma 

x = Ax + Bu 
y=Cx+Du 	(3.2) 

El modelo anterior es más común en la teoría de control que la ecuación 3.1 aun 
considerándola lineal. Además, de esta forma, nos permitirá enunciar las siguientes 

Suposiciones [421, [471 

1. La matriz A es Hunvitz. 
2, El par (A,B) es controlable y el par (C,A) es observable. 

Lo anterior significa que: 
1. El sistema 3.2 es estrictamente estable3 . 
2. Existe una descripción entrada - salida (función de transferencia) equivalente al 

modelo 3.2. 

Esto es, podemos usar métodos de respuesta en frecuencia. 

Ejemplos. 

a) Sistema de segundo orden vectorial no lineal: robot rígido de das gradas de libertad 

Sea el sistema de la figura 32, Para f=1,2 m, son las masas de cada eslabón, id  son las 
distancias del origen del plano de mferencia al centroide del eslabón i, 1,  son las 
longjtudes de los eslabones, g es la constante de aceleración terrestre, y qi  son las 
posiciones angulares de cada eslabón con respecto a los ejes de referencia. En este caso 

los vectores q , , y q  están dados por 9 = 	921r , = 11.#21r 	=[4.14.  2] • 

representa al error de posición y representa al error de velocidad 

3 El caso en el que la matriz A tenga valores propios del lado derecho del 
plano complejo está contemplado en el teorema que da solución al caso lineal 
(teorema 3.1). 
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Fig. 32. Robot rigida dz dgl 

b) Sistema de segundo orden vectorial lineal: sistema masa-resorte-amortiguador. 

Considérese el sistema de la figura 33, donde ~a, 1r-constante de amortiguamiento, 
11--constante de elasticidad del resorte, edesplazaniento lineal (en el plano de la 
página), bufuena de excitación. 

Dicho sistema es de la forma 3.1, puesto que su ecuación dinámica es 

noi+b+ bq 

Fig. 33. Sistema masa-resorte-amortiguaár 

3.4 Solución del problema para el caso genera14. 

En la sección 3.2 se hizo la fomudación del problema a resolver en este trabajo y 
se dio una idea simple acerca de la manera de solucionada Ésta sección es una 
continuación - formal -del planteamiento dado en aquélla sección. 

Considerando a la familia de plantas descrita por la ecuación 3.1, tendremos que 
el diagrama de bloques de la figura 31 tiene como equivalente al sistema mostrado en la 
figura 34. 

4  Válido para el caso lineal y para el no lineal. 
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u P=0 + 11,1 	 

-->(;q  44)  14(9)9.+ C(9.9)9+ K(9) 
9=Y 

Fig. 34. SCD con la familia de plantas considerada. 

en donde N- como ya se ha dicho -es el operador que representa al CLI). 

Con todo lo anterior en mente, se puede ahora enunciar - de manera formal - el 

Probl a n a de control 

Para el sistema mostrado en la figura 34, diseñar un control w que considere a dicho 
sistema con el mismo número de entradas que de salidas y sea tal que el error de 
seguimiento tienda a cero a medida que el tiempo tiende a infinito, 

= q — q d  —› 0 
($7, q, — 	0,i = 1,2,...,n) 

Control 
Se trata de un control en modo deslizante: 

v=i+lq=(P+1)7,P=rdp 2  

Haciendo un cambio de variable, se tiene que 

— a 

De v, a, y de la ecuación (3. 1) se propone: 

= M ¿1-1. Ca K(q) 	+ w 	(3.2) 

donde w=-N(v) es el control difuso a detenninar Igualando (3.1) y (3.2) obtenemos: 

w = M;+ Cv + 	(3.3) 

de donde consideramos a Kv  diagonal y positiva definida, i.e., Kw=k,,1 , 
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Lo que significa la ec. 3.3 es que se ha transformado el diagrama de bloques de la 
figura 34 - por medio del control deslizante - en el diagrama de bloques de la figura 35, 
obteniéndose así un sistema con el mismo número de entradas que de salidas. 

Supodclona acerca dd operada N que representa al controlador 

El operador N satisface el teorema de equivalencia de la sección 2.5 del capitulo dos, por 
tanto se sigue cumpliendo - ahora en términos del deslizamiento v - que 

1. El operador N es no lineal, invariante en tiempo y estático. 
2. El operador Nes interiormente cónico. 

a (14) S vT N(v) s # (v' v) 

Si lo anterior se cumple para ve(—ci go) se trata de una no linealidad acotada 
globalmente por el sector (0; si vea,b) coi beifrioa a,begi se trate de una no 
finalidad acotada localmente. El operador Nestá definido como 

	

: 	y. N(v) = 	! 

. ni 	 al(vi ) 

N = 	' 

• 	na 	».(v.) 

donde n, (v, ) representa a los "n" vectores de decisión difirsos (1=1, ..., s 4 n = número 
‘k coordenada generalizadas del sistema), uno por cada por de nades de error y sus 
sespectivu derivada 

3.5 Solución del problema pera d ceso final. 

El diegnme de bloques correspondiente e le ecuación (3.3) se ilustre o le figure 35. 

Fig. 3.5. Diagrama& bkigres de la ic.13. 

Es decir 
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Fig 36. Dia:rana de la ec. 3.4 con el iénni nodo precompeniaclón separado. 

las cuales pueden ser rescritas como ecuaciones de estado, obteniéndose: 

= Av + 
w = -N(v) 

A=-111-1(C+K) 
= 

mapeo G:149 -› v lineal, se sigue de (3.4) que 

Mv(s)s + Cv(s) K.v(s) = w 
[Ms + (C + Kv )]v(s) = w 
v(s) = [Ms + (C + xv )r i  w 

G(s) [Ms + (C + 
v(s) = G(s)w(s) 

Conga difuso do sistema do segundo orden vectorial 

I I ;4- Cv + K vv = w 	(3.4) 
w  = - N(v) 

Si de las ecuaciones 3.4 se observa la ecuación de la trayectoria directa, se notará que 
ésta posee un término de precompensación 	El efecto de este término es producir 
una acción correctiva - previa al CLD para mejorar el comportamiento de la salida v de 
la planta. También se ha eliminado el término K(q), - el vector con términos de la 
gravedad - que en general (ecuación 3.1) provoca pares que alteran el buen desempdo 
del sistema. 

Lo anterior se ilustra en la figura siguiente: 
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Determinación de a. y ft . 

Según se mostró en la sección 3.4, existe un deslizamiento v que involucra a cada 
coordenada generalizada del sistema 3.3. Por lo tanto al tener n deslizamientos y n no 
lineahdades (vectores de decisión) se tendrán it sectores correspondientes que les acotan. 
Esto es: 

a vi  2  5 ni (vi )v, s ft .vd 2  
si 

tv 2 	vrN(v) = Evin,(v,) fiEv,2  • I •=1 	 4.1  
donde 

= 	= 

c
1 	1 

= 2 (f + 	= 2 (fi - a) 

es decir, para fonnar un sólo sector, se toman los valores extremos de las pendientes de 
todos los sectores independientes (a y fi). 

Implicaciones en d Asedo del controlador. 

La definición del operador N significa que existe un CLD para cada variable de 
deslizamiento. Como cada variabk de deslizamiento depende a as vez del error y de la 
derivada del error de cada coordenada generalizada (posiciones angulares en el caso del 
manipulador robot) esto quiere decir que habrá 	CLD monovariabk (de tipo 
proporcional' ) por cada eslabón. Es bien sabido que los CID son muy robusto [9], 
[12], [46] y considerando ahora que el CLD recién formado es deslizante (CLDD), le 
refuerza aún más aquélla earacterisdrA. Se notará entonces porqué el sistema obtenido se 
distingue por su extremada robustez 

Cabe hacer notar que el hecho de tener un CLDD proporcional monovariabk 
asociado a cada variable generalizada de la planta 3.1 implica una mejora en el trabajo 
de sintonía - además de las consabidas ve:atlas del control en modo deslizante • cc« 
respecto a trebejos desarrollados anteriormente [12], [9], [19]. En contimte, si hubiese 
un CLDD MISO - COMO en [12] - que manipulara a cada coordenada generalizada, el 
problema de sintonizar seria mayor porque *adán» una matriz de decisión en vez de 
unvector por cada coordenada generalizada . 

Por otro lado, el hecho de que el operador no lineal N sea interiormente cónico 
implica robustez en el CLD (por estabilidad absoluta) [46], [47]. 

s Ver capitulo dos (Preliminares de control difuso). 
4 E1 hecho de usar una matriz de decisión implica que se está usando un CLD 
PD o un CLD PI (ver cap.2). 
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Recuérdese también que la no linealidad que representa al CLDD está acotada 
por sector pero sólo localmente - del capitulo 2, sabemos que la no linealidad está 
acotada para va(-k, 4), donde k, es la constante de fuzificación de la entrada del 
controlador difuso - por tanto los resultados obtenidos sobre estabilidad serán locales. 

Crkerio pilico para estabilidad L, (Criterio dd aculo): 

Teorema .1.1 
Suposiciones: 

Si el sistema descrito por las ecuaciones (3. 4') satisface 

i) La matriz A no posee valores propios sobre el eje imaginario y tiene 11' valores 
propios estrictamente del lado derecho del piano complejo. 
ü) La no finalidad Npestenece al sector (a, fi ). 
Y se cumple uno de los siguientes casos: 

a) Si O < a < f la gráfica de Nyquist de G(fic) no intenecta al disco DI- ,-/E1 y 
lo rodea "n" veces en sentido horario. 

b) Si O = a <fi la gráfica de Nyquist de G(J») está a la derecha de h abscisa 
esto es 

Re(G(10)) > 
• 

c) Si a < 0 < fi la artífice de Nyquist de G(fiu), se encuentra dentro del círculo 
DI-a 

d) Si a < fi < 0, la gráfica de Nyquist de -G(j.), no interese* al disco 
IX-fi '1  ro-1 y lo rodea "n" veces en latido horario. 

entonces si w E Li  v e L2. 

Dortostreckk 

La demostración se basa en el teorema de transformacién de lazo y o d de pequellas 
ganancias (471. 

Comentarios. 

1. Una vez que el sistema original (fig. 34) ha adoptado la forma de las ecuaciones 3.4, 
se k puede considerar como un sistema SEO o MIMO. Es decir, la dimensión de los 
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vectores de la señales de referencia r, de control w y salida y del sistema es la misma, 
debido al uso del control deslizante. No importando si el sistema obtenido es SISO o 
MIMO, el criterio del circulo se aplica (en ambos casos) en su versión monovariable. 

2. Sin lo anterior, para los sistemas MIMO es muy dificil usar este criterio porque los 
resultados son muy conservativos debido al uso de las normas euclidianas. La única 
excepción es cuando el CLD multivariable no se encuentra acoplado (una variable de 
entrada sólo influye en una variable de salida) y la matriz de transferencia del 
proceso es diagonalmente dominante. En este caso, es posible analizar la estabilidad 
del proceso por medio de las bandas de Gershgorin [25). 

Ejanplo numérico. 

Considérese el sistema mecánico de la figura 33 repetido aquí: 

mi+ bg+ kq = u 

la cual en términos del deslizamiento v es 

m;+(b+ kv )v = 

donde w es el vector difuso deslizante. El sistema completo (planta + CLDD) se muestra 
en la figura 38; 

El vector de decisión se muestra en la figura 39, donde la entrada al controlador 
es el deslizamiento v y la salida del controlador es w Los niveles de decisión difusos 
están dados por PG=patitivo grande, Pkt=positivo mediano, PP=patitivo pequeño, 
CE=cero, NP=negativo pequeño, 1VM=negativo mediano, NG=negativo grande. 
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Fig. 38, SCD para la planta de la figura 33. 

Ahora, la característica entrada - salida del CLDD está graficada en la figura 40, 
en donde se puede apreciar el sector cónico que la acota. En esta gráfica se muestra 
además a la característica contspondiente al vector de decisión de la figura 39 (clava 
denotada por 2) y al vector de la figura 12 (curva denotada por 1). Aqui puede apreciarse 
muy claramente el hecho de que el acotamiento del sector sólo es local. 

Condición 
Deslizante 

y 

Salida de 
Control 

w 
PG PG 
PM PM 
PP PG 
CE CE 
NP NG 
NM NM 
NG  NG 

Fig. 39. Vector de decisión del CLDD 

Nótese el cambio necesario - con respecto a la figura 127  -en los niveles de 
entrada negativo pequeño y positivo pequeño, a los que corresponden los valores de 
salida w, de positivo grande y negativo grande. Dicho cambio fue necesario para el 
mejor desempeño de las respuestas del sistema. Cabe resaltar que las gráficas mostradas 
en la km 40 están investidas por el signo menos de la ecuación del control (ecuación 
3.4). Véase además la influencia de las constantes de fuzificación y defuzificación (14 
k respectivamente). La altura máxima de las curvas no lineales está limitada por la kc  y 
la anchura por la 4. 

La constante de fuzificación es k  y la constante de defuzificación es k. En este 
caso para el controlador se tiene que 11=3,1=4, A=7 (pendiente del plano deslizante); 

'Se tomó como primera aproximación un vector de esta naturaleza. A partir de 
él, se hacen ajustes en linea. 
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para la planta, n=1, t1.2, 	kv.  .=1. Las pendientes del sector cónico son a =34° = 
0.5934 radianes y fh65° =1.1345 radianes; y su centro y su radio son c= 0.864 y r --
0.2706, respectivamente. 

-a 

1••••••••••••••••••••••••• 

4, 	
4' 

Fig40. Secta cónico que acola locamente a das no lineali~s: 
"para'11 	la versión final (fig. 39) y '2"liwa &moriste,* qproximoción. 

Por otro lado en la figura 41 se muestra el deslizamiento del sistema pera varias 
condiciones iniciales. Se aprecia claramente al plano deslizante como conjunto 
invariante; 

t 

1111 
4 	 I 	10 

Fig. 41. Grdffica del &d'aniden» "v" del sistema efempla 

La función de transferencia de la planta está dada por la ecuación siguiente: 



as 

0,1 

1 
1 

0.1 

02 
0.1 

o 
-tí 
42 
41 

44 
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v(s) 	(i/m)  
g(s) — w(s)s 

+
rb  + Kv  

no 

La gráfica de Nyquist de g(s) y el círculo crítico se ilustran en la figura 42. 
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Fig 42. Criterio del círculo; caro esta*. 

El centro del circulo está en -128 y el radio es de 0,4 y oop 1, b=1.2, k=1, 4=1. 

Es inmediato el notar que al no invadine el círculo de estabilidad se obtienen 
respuestas estables (fig. 43) ante las señales de prueba elegidas (escalón unitario y 
senoide con fiecuenciaf4).1 Hz). 
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Comentarios 

Si bien se eligió una planta lineal muy sencilla (y fue así con fines ilustrativos) es fácil 
apreciar que: 
1. La sintonía del controlador es sencilla y relativamente rápida por tratarse de vectores 

de decisión. 
2. Compárense las gráficas de las respuestas anteriormente obtenidas con las de la 

sección 2.8 del capítulo 2 ("Ejemplo de diseño de un CLIY). En ambos casos puede 
clasificarse al CLD como un CLDP (proporcional) sin embargo el error en estado 
estacionario - ante respuesta escalón era obvio en el controlador que carecía de la 
implantación del deslizamiento. El CLDD de esta sección dota de estabilidad 
asintótica al sistema, 

3. El buen desempeño del sistema es casi inmediato, no sólo por las características de 
los CLD sino por las nuevas ventajas adquiridas del control en modo deslizante, 
La conmutación de alta velocidad - propia de los controladores basados en estructura 
variable - se ve evita con la "suavización" de la función signo - implícita en modos 
deslizantes - por la función saturación que implica el control deslizante difuso, 
Lo anterior proporciona características de robustez en el sistema Al existir 
estabilidad 14 se dispone de un criterio gráfico en el dominio de la frecuencia. Las 
ventajas de los criterios gráficos son obvia 

4. La desventaja inmediata es que el criterio del círculo pide que la planta bajo control 
posea una realización mínima y que de los valores propios de la matriz A, ninguno se 
encuentre sobre el eje imaginario del plano complejo. 

5. Haciendo referencia al punto 3, recuérdese que el acotamiento de la no linealidad del 
CLDD sólo es local, por lo que la estabilidad 14 del sistema será local, Esto es algo 
implícito de los CLDs. 

3.6 Solución del problema para el caso no lineal. 

El diagrama de bloques correspondiente ala ecuación (3.3) se ilustra en la figura 44. 

Fig.44. Diagrama de bloques de la ec.1.3. 

Suposiciones. con respecto al operador N que representa al controlador. 

Las suposiciones hechas en la sección 3.3 siguen siendo válidas. Amén de aquéllas, 
considérese a las siguientes: 
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1. La matriz K, es diagonal, i.e., 	= 	> o. 
2. El punto de equilibrio es y, = 0. 

Implicaelone s m d disido del controlador. 
Las implicaciones correspondientes en la parte lineal siguen cumpliéndose aquí, 
recordando que los resultados de estabilidad L2  y asintótica son locales. 

Ana* por Pasividad 

Logia 3.1 

El mapeo que representa a la planta más precompensación w ->v es estrictamente pasivo 
ala salida. 

Prueba 
IV) r  =((Mv+Cv)+K,vly) = 

= 	Cviv) 7  +(ilvviv)7, = 

j-- 1(vr  Mv).di - 1  vr  (m 2C)v.dli+ 
o2 	 2 

41vT Kv  v. dl] 1 --ívT  (0)M(0)v(0)+ 71111 r 2 0  
1 

Teorema 3.2 (Pasividad). 

Considérese de nuevo al sistema de la figura 44 y descrito por las ecuaciones 3.4, donde 
los memos w v, v -w son L2, -› L2,. Supéngase que para r = O E L,, existen 
soluciones w, v E Lu. Bajo estas condiciones si el mapeo w 	es estrictamente pasivo 
ala salida y d mapeo v -›-w es pasivo a la salida y r E L2, entonces v e L2  • 

Prueba. 

El control difuso define un milpeo pasivos  : 

(- I )r = (N(v)I T = IvT 141(v)di 

Como N es interiormente cónico, esté acotado por abajo, i.e. 

e  De hecho se trata de un operador positivo (50), 	. 
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Tomando ahora a los lupe°s de la planta y del controlador tendremos que: 

(w1v)r  + 	k,71+4,' — 

— 2 
— vr  (0)14(0)v(0) + O 

Es decir, el sistema completo es estrictamente pasivo a la salidn 
Aplicando la desigualdad de Sclawartz a la última incoación, tenemos 

Lo cual significa que 

Y puede ser ramito 

Como w = -N(v) y debido a que Nes interiormente cónico, i.e.: 

Cordal almo de ~mol do copo* mien wookvid 

a (v r  v) 5 N(v) 

Integrando la expresión anterior obtenemos 

1v7  1+1(0dI a(v r  Odl = a . THr2  1 O. Vrk0 
o 	o 



Hl + 

y sabiendo que está acotada se obtiene que 

IwilS011$11=04wil04we 

Emitid" I Adiad** 

Proponemos como función candidata de Lyapunov 

- I T K,vdit 
2 	o 

&oh/ Mem dr mas dr apodo *Kn ~Will 

kv 	 ,C, 1-4 cl,R 

Aplicando la desigualdad del triángulo y usando las expresiones para c y r en función de 
ay fiobtentaos: 

11+1,914T 
Al hacer que T-fx,  se obtiene: 
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ves asintoticamente estable 

Debido a la condición deslizante 

v 	14.  
si 

--) 0,t —› co 	--> 0 

Comentarlos 

1. Se ha supuesto que el sistema está bien planteado9  , es decir, su soluciones existen y 
son únicas, es continuo con respecto a las variables de entrada, y es continuo con 
respecto a errores en el modelo (incertidumbre puamétrica) [50]. 

2. El resultado es general en el sentido de que puede aplicarse a sistemas SISO o 
MIMO (nótese que el resultado fue análogo en el caso lineal). 

3. Recuérdese que v04 k,) en la caracteristic,a entrada - salida del CLDD. El 
resultado de estabilidad es válido en ese intervalo solamente. 

Ejemplo numérica 

La simulación se llevó a cabo en el ejemplo del robot rígido de dos grados de libertad de 
la sección 3.3 (figura 32), cuyo esquema se repite ahornen la figura 45. Para controlar la 
posición angular de cada uno de los eslabones se implantó un CLDP (CLD 
proporcional) por cada eslabón. Los parámetros del brazo robot son ntr<1.3 kg, m:-.3 
kg., h = 0,3 ni, y /241.3 m. Primenunente se aplica una entrada escalón unitario. 

y 

Fig. 45. Robot rígido de dos gradas de libertad 

E1 que un sistema esté bien planteado es un problema de modelado. Expresa 
que un modelo - al menos en principio - es adecuado para describir un 
sistema físico (50). 
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PG PG 
PM PM 
PP PG 

CE CE 
NG NP 

NM NM 
NG NG 

v, .,i = 1,2 w,.,i = 1,2 
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El diagrama de bloques del controlador y del robot se ilustra en la siguiente figura. 

Recuérdese que en el presente caso M y C son funciones de q,q.  , 

M = M(q),C = C(q , ). 

Fig.46. Robos con CLDD 

El controlador difuso está representado por la no finalidad N(v) y contiene a don 
vectores de decisión difissosi°  definidos de la siguiente manera: 

Fig. 47. Vedaré decisión para ambos eslabones 

Si ardamos salida de control contra entrada de control obtentkanos la gráfica 
correspondiente a la aun deslizarte no lineal acotada por sector de la figun 48. 
R.:mídete que dichas gráficas aparecen invalidas con respecto al de horizontal por el 
signo menos del controlador, lo cual significa que tenemos una gráfica aprmdmada de 
una función signo negativa (ver sección 2A). 

Del vector de decisión MInd se hizo un ajuste en los niveles de decisión cerca 
del origen, los cuales fueron necesarios para obtener un mejor comporiamiento en las 
asnas de salida de cada eslabón, tanto en seguir!~ como en regulación. la 
pendientes del sector cónico resultaron ser a = 36°, fi = 6r, o co0.6283, 8.4.1168 
radianes. 

Se puede ver de la característica no lineal de los CLDD, que cada uno de ellos 
cumple con la propiedad de pasividad, ya que sus gráficas están situadas en el primero y 
tercer cuadrante del plano 912 . Se muestra una sola gráfica porque ambas son idénticas, 
es decir, 140.100, I4FS, 440. iz1,2 (fig. 48). 

10 Para el caso de esta planta, ocurrió que los vectores de decisión para 
cada eslabón son iguales entre si. 
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4 

Fig. 48. Sector para las no linealidades de cada eslabón 

Para la respuesta a escalón unitario se obtuvieron las siguientes gráficas: 

yo 

Fig. 49. Regulación para orabas eslabones. 

La respuesta es relativamente rápida porque alcanza a la referencia en menos de 
un segundo (aprodmadamente 0.8 segundos). 

Es de hacer notar (como era de esperarse) que la sintonía fue mucho más dificil 
que cuando se tenía que controlar una planta lineal, pues como no se dispone de un 
algorihno de auto-organización o de adaptación el ajuste de parámetros y ganancias debe 
ser por ensayo y error. 

Ahora se muestran las gráficas del error, y de la derivada del error para la entrada 
escalón en las figuras 50 y 51, respectivamente. Como puede verse, se verifica el hecho 
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de que el error de posición tiende a cero a medida que el tiempo tiende a infinito. 
Aunque esto es también válido para la derivada del error, es importante hacer notar que 
una /4 baja (de alrededor de 1.30) produciría una respuesta sumamente lenta. Esto obliga 
a incrementar el valor de , pero el hecho de aumentarla demasiado produciría 
oscilaciones de alta frecuencia en la respuesta del sistema, las cuales aumentan en 
amplitud según se incremente el valor de dicha kc. Obviamente si se elige un valor de k, 
muy pequeño (uno, por ejemplo), no se presentarían tales oscilaciones. 
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Fig.50. Errores de posición para los eslabones del roboi 
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Fig. Si. Derivadas de los errores de posición de cada eslabón. 
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Obsérvame ahora las curvas de las señales de control de cada eslabón. wi  y w2  en la figura 52. 
Éstas son las salidas defiaificadzs del CLD desnonnalkadas. Se usó una de 100 porque la 
salidas eran de amplitudes muy pequeñas, del orden de los cattésimosu  ; asimismo, se lograba 
una respuesta auficiattemente rápida en cada eslabón (ver fig. 49). La razón de las oscilaciones 
acotadas ya se ha expuesto. 

Fig. 52. Sefiaks de coloro, para cada eslabón. 

Se muestra ahora la condición en modo deslizante de cada eslabón para varios estados. 

al 2122141ANISOVU man EL 22:411211 

1 

-imi 	-1• 	a 	da 

"21212.111111122111110 reía 22. 25LO1UM 2 

-u 

Fig. Si. Deslizainienios para lodo eslabona 

n  Si la salida de control viene de un microcontrolador que entregue cinco 
volts máximos de salida, cien unidades corresponden a cinco volts. 
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En este caso la pendiente es 2=500 para cada eslabón, por ello en las gráficas de 
la simulación se ve un recta vertical a la que convergen todos los estados para los que se 
tomaron diversas condiciones iniciales. 

Para una frecuencia de 0.1 Hz el seguimiento para cada eslabón se muestra en la 
siguiente figura. Prácticamente la respuesta va sobre la referencia en ambos casos. la 
condición inicial es 0.3 unidades de amplitud, por ello casi no se percibe en la gráfica 

CO W1111 1111~11V1 111/11110 11111111L111011 I 
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En la figura 55, se muestran las señales de control para la senoide. Si bien existen 
regiones de conmutación de alta frecuencia, es obvio que no es una señal cuyos cambios 
abruptos se presenten en todo tiempo, como si fuese una señal de control en modo 
deslizante común. En este caso ic,=11, 	k,=80 para ambos eslabones. El vector de 
decisión es el mismo y por tanto la no linealidad acotada es la misma que para el caso 
del escalón (fig. 48). 

Comentarios. 

En general los comentarios son los mismos que los expuestos en los puntos 1-4 y 5 de la 
sección lineal correspondiente. Sin embargo cabe hacer mención de que debido a que el 
manipulador rígido de dos grados de libertad es una planta mucho más compleja que la 
considerada en la parte lineal (el sistema masa - resorte - amortiguador) el ajuste de las 
ganancias del CLD requiere de un esfuerzo mucho mayor. De hecho, para tener idea de 
por donde andaban los valores de las ganancias, hubo de simularse primero un robot 
rígido de un sólo grado de libertad, lo cual resultó de gran ayuda. Esto podría mejorase si 
se añadiera un algoritmo de autosintonla de los parámetros, aunque ya cambiaría un 
poco el planteamiento del problema original por involucrar a dicha estructura en el 
diagrama de bloques correspondiente. 

Las gráficas de la señal de control en el caso de regulación (fig. 52), presentan 
oscilaciones de magnitud acotada y de frecuencia mucho menor a las del control 
deslizante clásico (no difuso) para un caso semejante. Esto es debido al efecto de 
suavizar dicha conmutación en el CLDD. 

La gráfica de la característica entrada - salida del CLDD no está acotada en 
sentido vertical por el valor exacto de ,para la parte positiva de dicha curva, ni por -k. 
para su parte negativa; sino que es sólo 5/6 de esos valores [9]. Dicho efecto se ve 
claramente en las señales de control para regulación y seguimiento. Ver también las 
características entrada - salida del capítulo anterior. 

3.7 Conclusiones. 

Al principiar el presente capítulo se formuló el problema de control para el caso general 
de sistemas de segundo orden vectorial controlados por un CLD, proponiéndose después 
una solución basada en deslizamiento para disminuir la dimensión del vector de entrada 
al CLD (antes MISO) y tener así un controlador con el mismo número de entradas que 
de salidas, en el cual ya sea posible la aplicación de criterios de estabilidad L2. La 
solución propuesta se divide en dos casos, una lineal y otra no lineal. 

Para la parte lineal se hicieron las suposiciones convenientes para poder aplicar el 
criterio del círculo a la planta que quedó en términos del deslizamiento. El resultado 
obtenido se complementó con simulaciones para un caso estable. 
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De manera análoga se procedió para el caso de la planta no lineal en donde se 
obtuvieron condiciones para su estabilidad 14 por medio de la teoría de la pasividad, 
ilustrando los resultados obtenidos con simulaciones al igual que en el caso anterior. 

Cabe hacer notar aquí la aportación realizada en el presente trabajo. 
Anteriormente a éste, no se disponía de herramientas para abordar el problema de 
estabilidad L2  tratándose únicamente en la bibliografía el caso SISO o el caso MIMO 
con el mismo número de entradas que de salidas [9], [121 Si bien en [11 y en [121 se 
habla de control deslizante difuso, sólo se le compara con el caso clásico" para después 
tratarlo como un tema aislado de la estabilidad 14 . Éste tema se aborda en [9] de manera 
más general. 

En conclusión, se dio una forma alternativa del criterio del circulo que en este 
trabajo se llama criterio del círculo en modo deslizante 

12 En este sentido, el CLD que no utiliza modos deslizantes. 



Capítulo Cuatro 
Trabajos a Futuro: 
Conversión del CLD MISO a MIMO 

4.1 Introducción 

En el capitulo 3 se enunció el siguiente problema: dado un SCD SISO con un CLD 
MISO, hallar condiciones para estabilidad L2. (convirtiendo al CLD MISO original en 
uno SISO o MIMO' , por medio del control de estructura variable). Ahora, se plantea el 
problema alternativo: 

Dado un SCD SISO con un CLD MISO hallar condiciones de estabilidad 
L2.(convirtiendo al CLD MISO original en un CLD MIMO añaden& artificialmente 
una salida a dicho CLD). Lo anterior tiene el efecto de convertir al SCD SISO original 
en un nuevo sistema MIMO. 

4.2 'Planteamiento de la solución 

4.2.1 Forma 1: proyecciones en tres dimensiones 

La solución alterna consiste en añadir una salida artificial al CLD MISO para convertirlo 
en uno MIMO (dos entradas, dos salidas) para poder aplicar el Teorema del Circulo 
Multivariable [14], [9], [25]. 

Considérese el siguiente diagrama de bloques del problema original: 

Fig. 56. Planta lineal con un CLD. 

Depende de a/ la planta ea monovariable o multivariable (ver capitulo 3). 



Traben • futuro: conversión daI CLD MISO a MIMO 

De la figura anterior se aprecia que se trata de un sistema SISO con un CLD 
MISO. Añadamos ahora una salida artificial al CLD definida por 

= Pu, s = d/di u = 	 (4. 1) 

Por ello el diagrama de la figura 56 se transforma en el mostrado en la figura 57: 

Y
) 

• 

Fig 57. Transformación del sistema de la figura 56. 

El cual puede redibujarse como: 

N(9 ,9  5 ( 3) 

( s 

Fig. 58. Sistema equivalen* al de la figura 57. 

.j,,,,.ígii(s) 	o 
1.93 	L o 	g22 (s) 

donde gu(s), g22 (s) representan a la planta monovariable original. Nótese ahora que 
hemos definido un sector multivariable por la relación característica del CLD dada por 

= Af(q) 	(4.3) 

Aplicando el criterio de conicidad, y con el teorema de transformación de lazo 
[14], [8], [9], [50] se puede llegar a deducir el criterio del circulo multivariable [14],[25]: 

14(.)-1+,igg. 

Hasta aquí podría pensarse que ya se ha solucionado el problema de estabilidad 
h pero analizando el bloque del CLD de la figura anterior, notaremos que el sector 
multivariable está en cuatro dimensiones por lo que hay que proyectado en tres o dos 

(4. 2) 
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dimensiones (ecuación 4. 3). Es fácil ver que para la primera alternativa (proyectar la 
hipersuperficie de control de cuatro dimensiones a tres) tendremos que separar en dos 
proyecciones de tres dimensiones, es decir, en dos superficies en 913  del control difuso: 

u = N(9,4),.ü= 	 (4. 5) 

Se generarían superficies como la mostrada a continuación: 

53  40 	lo  

Fig 39. Superficie de control difusa 

Como puede verse se pueden plantear sectores tridimensionales sin dificultad 
acotando a la superficie anterior siguiendo la misma mecánica que para las curvas no 
lineales en 912  gq, [54],1551' [9]. Desde luego, es más fácil proyectar la superficie del 
ejemplo anterior (la cual consideramos como superficie de control en función del error y 
de su derivada) en 912  y aplicar el criterio del círculo monovariable; en un caso estático 
(gráfica control-error) y en otro dinámico (gráfica control-derivada del error). No se 
olvide el hecho de que el problema es doble, pues tenemos otra superficie (derivada de 
control-error-derivada del error) que debemos también proyectar a 	. Aunque las 
referencias pera no linealidades acotadas por sector, dinámicas son muy escasas (de 
hecho prácticamente nulas) [54], en el momento en el que se aplica el criterio de 
comicidad y el teorema de transformación de lazo para deducir una forma adecuada para 
el criterio del circulo, aquello no representa problema porque dicho criterio y dicho 
teorema no imponen restricción dinámica a los operadores no lineales [54]. De lo 
anterior podemos decir que el problema a resolver (abierto aun) es: 

A partir de 

	

- Cr112  111'42 	(4.6) 

77 



Tnibajos a Muto: conversión del CLD MISO a MIMO 

debe demostrarse que los operadores C y R existen y son únicos. 

42.2 Forma 2: proyecciones en dos dimensiones 

Sea el sistema de la figura siguiente: 

r(k),•L„q 	 
7,5¿ 	iske(k),tie(k)) 

A.(k) 

G(q4  
y(k) 

Fig. 60. Sistema discreto equivoknie al de la figura 56. 

bu(k) = N(q(k), Aq(k)),.u(k) = 	Au(k) 
V(q”' ) 

u(k) = u(k - 1) + Au(k), Au(k) = V(q-')u(k), Ae(k) = V(q-I )e(k) 

V(q-1) 1- 

Zyk) 

Fig. 61. Sector cónico de acotamiento a la no linealidad dinámica (proyección 1). 

Y N &Pende de 

• Método de fuzificación 
• Tabla de decisión 
• Método de defuzificación 
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Trebrjos e Muro: conversión del CLDMISO e MIMO 

Caracterización de N(e(k)4e(k)) 

a ,Ay(k)2  5 Ae(k). Ato(k) s ft i he(k)2  ,e(k) 	(4. 7) 	(ver fig. 61) 
a  e(k)2  s e(k)u(k) 5 fi 2e(k)2  Ae(k) 

	
(4..1 	(ver 4 62) 

Fig. 62. Sector cónico dr armenio ala no Invalidad estática (pro>veción 2). 

Combinando las ecuaciones (44) y (4.7) se tiene que 

(Mk? + M)2 ) S itie(k)&1(k) + 1 (k)1(k) s fi(bv(k)2 40) ) 

a = minio i ,c1  31. P INFO' 
4 al' (k)F(k) S ir  (k)ii(k) S 11 .17  (k)1(k) 

ar{ e(k)].g1 iz[m(k)].[vil  _,,N(e(k),Ae(k))1.
F( (k) 61(k)) k ) 	¡Su( k ) 	q 	 e 	' " ni(e(k),he(k) 

%-') 

donde el subíndice "a" indica planta aumentada. 

Es fácil ver que de nuevo se tienen dos sectores, tino estático (fig. 61) y uno 
dinámico (fig. 62). Para el primero de ellos no hay problema, pues se aplica el criterio 
del círculo monovariable sin problemas; ataque para el otro se necesita el aiterio del 
circulo con operadores dinámicos. Aqui se repite el hecho de que se necesita el criterio 
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de conicidad para deducir un criterio del círculo adecuado, pero de nuevo el problema es 
demostrar la existencia y unicidad de los operadores C y R de la citada condición de 
conicidad. 

4. 3 Conclusiones 

El propósito de este capítulo fue mostrar la otra tendencia en cuanto a estabilidad L2, es 
decir, transformar el SCD SISO con un CLD MISO original en un SCD MIMO con un 
CLD MIMO también. Es fácil ver que la obtención de criterios del círculo multivariables 
basados en conicidad y en transformaciones de lazo no representa problemas desde un 
punto de vista de operadores multivariables, incluso de operadores dinámicos. El 
problema -se repite- es la demostración de la existencia y unicidad de los operadores C y 
R. 

Existen múltiples métodos posibles para esto, por ejemplo puede aplicarse de 
nuevo la transformación de lazo para solventar la dinámica de las no linealidades 
acotadas por sector aproximándolas quizá con operadores no causales. También podría 
emplearse dicha técnica en la obtención de CyR o como se ha mencionado en otros 
capítulos del presente trabajo emplear operadores de otro tipo (convexos, compactos, 
definidos en otros espacios, etc.) y/o combinaciones de ellos. La técnica de entrada-
salida basada en el análisis funcional tiene muchos caminos por investigar. El resultado 
(a reserva de ver las restricciones) sería fuerte pues significaría el complemento de los 
SCD SISO y MIMO que en este trabajo se resolvieron por control deslizante. 



Capítulo Cinco 
Conclusiones Finales 

En este trabajo se ha hecho un estudio de la estabilidad de los controladores 
difusos, aportando un nuevo criterio (que unifica el enfoque de control deslizante con el 
de pasividad, obteniendo así una nueva forma de obtener condiciones para la estabilidad 
14) de una familia o clase de plantas que pueden ser lineales o no lineales, 
monovariables o multivariables. Posibilidades alternas se dan en el capitulo 4. 

Cabe hacer notar que aunque existen criterios para los casos monovariable y 
multivariable del problema de estabillidad absoluta, la restricción es que el número de 
entradas debe ser igual al número de salidas y las condiciones para asegurar estabilidad 
son suficientes solamente [9], [14]. Si el número de entradas es mayor que el número de 
salidas el problema de estabilidad aunque sin solución completa aun, ha tenido un 
avance importante con ayuda del enfoque entrada-salida, pues se sabe que se deben usar 
operadores cónicos (pudiendo ser estos dinámicos o estáticos) pero la incógnita estriba 
en la obtención de dos operadores lineales que deben ser únicos . Cabe hacer mención 
de que se puede estudiar la estabilidad entrada-salida con una gran variedad de 
operadores y de espacios , basando dicho estudio en los teoremas de punto fijo, en 
operadores cónicos y en operadores de sector [14], [55]. De hecho ya se tiene una 
mecánica para tal efecto (aunque no de manera explícita) en [14], donde a partir del 
problema de estabilidad absoluta multivariable , se definen nuevos operadores (cónicos 
en el primer caso de [14] ) del sistema basados en el corrimiento de su conicidad, se 
acotan por medio de normas de operadores (esto con base en el teorema de pequeñas 
ganancias) y por medio teoremas de punto fijo y del circulo se obtienen condiciones para 
estabilidad L2..1  Como segundo caso se toman operadores sectoriales [SO] (lo cual 
implica el uso de la teoría de pasividad) y con la misma mecánica se obtienen 
condiciones de estabilidad, pero ahora con otra clase de operadores. 

Debido a que el uso de operadores de sector lleva implícito el hecho de robustez 
en el controlador difuso, existen maneras de medir dicha robustez por medio de diversos 

Es en este punto en donde se elige si el operador será compacto, convexo, 
etc., o alguna combinación de ellos con base en sus restricciones. 



Condusiones 

márgenes de robustez, los cuales se calculan por medio de los operadores centro y radio 
del sector en uso [44], [27]. 

Otra manera de medir esta propiedad de robustez es la mencionada en [9], en 
donde se usan propiedades de sectores obteniendo así una conicidad robusta. En dicha 
referencia se obtienen los llamados índices de robustez. Este es otro camino para 
estudiar esta propiedad. Por otro lado, los sistemas difusos tienen esta propiedad 
implícita, ya que la anchura de la base de las funciones de pertenencia los hace tener esta 
peculiaridad. Si a esto sumamos lo antes mencionado acerca de operadores podrá notarse 
que estos controladores son robustos en gran medida. 

Para terminar los comentarios en este sentido, puede verse que el uso del enfoque 
entrada-salida es muy útil, pues permite estudiar propiedades importantes de los sistemas 
difusos, como ha sido el caso de la estabilidad a lo largo de este trabajo. 

Recientemente se ha venido desarrollado otra manera de estudiar el problema de 
estabilidad absoluta y es la que se basa en inclusiones difIrenciales, [48], [57] que 
aunque ya habían sido utilizadas en el estudio de ecuaciones diferenciales -y por tanto de 
sistemas físicos- [46] es hasta hace muy poco que se han aplicado a cuestiones más 
fuertes y específicas como la estabilidad. 

Es conveniente mencionar que también se han hecho aportaciones en la teoría 
entrada-salida como el caso de estabilidad local 14  basada en espacios binonruidos 
extendidos, que, con la idea de que se pueden tener modelos matemáticos "exactos" de 
sistemas físicos a costo de hacer restricciones severas en el espacio de funciones de 
entrada, permite hacer suposiciones menos restrictivas en la definición de nuestros 
espacios de señales de entrada [27], [28]. 

Existen muchas maneras de estudiar la estabilidad de los SCD aunque considero 
que una de las más atractivas es la de entrada-salida, pues desde este punto de vista se 
tienen herramientas poderosas como la pasividad y pequeñas ganancias; que por otro 
lado pueden relacionarse con Lyapunov, ampliando así su acción. Por supuesto que 
podrían establecerse nuevos puntos de vista a partir de otros herramientas de los sistemas 
no lineales como podría ser el método geométrico [16], [32], o algo más abstracto aun. 
Desde luego que no menos importante o interesante deja de ser el enfoque meramente 
difuso, pues se tienen resultados interesantes que toman a la energía [22] y las funciones 
de Lyapunov [12] como su pauta. También se han logrado hacer analogías difusas con 
conceptos típicos del control abrupto (o no difuso) como en los casos de controlabilidad 
[10], estabilidad, modelado, identificación [9], etc., y como la tendencia en estos altos es 
el control inteligente aun se pueden tener combinaciones con otras disciplinas como las 
redes neuronales y/o algoritmos genéticos que harán que esta área del control resulte aun 
más fascinante, por tratar de modelar y controlar esquemas que representan la manera de 
pensar, y decidir de los seres humanos, esto es, su inteligencia. 
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